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CAPITOL 3
FILTRE NO LINEAL PER L'ESTIMACIO DELS
PARAMETRES DE PROCESSOS ARMA(P,Q)

3.1 INTRODUCCIO.

Tal com ja s'ha dit en el capitol 2, el filtre no lineal optim és
costos en temps de CPU i capacitat de memoria quan el nombre de
parametres a estimar creix. Es pot veure a l'expressid (1.12) que per a un
model ARMA(p,q), la probabilitat a posteriori de l'estat s'ha de calcular

damunt d'una maila de dimensions k,,x...xk  xKk, x...xKg XKg X...xkg, on
cada ki’. és el nombre de punts en qué s'ha discretitzat cada component del

vector d'estat ampliat. Degut a les limitacions de la capacitat de memoria,
aquestes discretitzacions s'hauran de fer amb un interval de discretitzacié
gran i aixd dona problemes en la convergéncia de la probabilitat calculada.
Tot aixd ens ha fet arribar a comprendre que cal dissenyar un algorisme
optim que sigui més rapid en temps de calcul i ocupi menys memoria. La
solucié de l'algorisme és possible gracies a la demostracié d'una recursivitat
entre les formes quadratiques que defineixen la funcié de densitat conjunta
a posteriori dels parametes a estimar. De fet, I'aplicacié d'aquesta
recursivitat és general i té aplicacié a alires problems a més del problema de
l'estimacié dels parametres de models ARMA. Aquesta recursivitat es pot
aplicar al calcul de qualsevol funcié de densitat gaussiana amb I'Unica
restriccié que la matriu que defineix la forma quadratrica sigui simétrica i no
singular. Si l'esmentada matriu té estructura de Toeplitz, estructura ja ben
estudiada a la literatura [14], l'algorisme té un guany substancial en temps
de calcut i requeriment de memodria, ja que en un moment determinat es pot
aplicar la recurréncia de Levinson pel calcul del determinant i de la matriu

inversa.
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3.2 DEFINICIO DE LA PROBABILITAT A POSTERIOR| DELS

Donada una mostra de dimensi6é n, denotem per y", el conjunt

de totes les observacions fins linstant n, és a dir

Y' {y1 - Yol
Suposem que aquesta mostra segueix un model ARMA(p,q):

Vi=ay o+, +6-Ce ... “Ce8q (1.8)

on ¢; és un soroll blanc gaussia de variancia o2,

Definim per @' = (@y,:+-185,Cy,.-.,Cg) vector de p+q parametres. La

densitat de probabilitat a posteriori dels parametres després de n

observacions és:

ply"/ 9,6%) p(@,0%)

[ Jo/12.6% pi.0» 0 0?
Y]

p(G,ozl yn) =

@3.1)

on p(@,¢?) és la probabilitat a priori del vector format pels parametres del

model @io?i ply", o? ) és la funcié de densitat de probabilitat a posteriori
del conjunt y" de totes les observacions fins linstant n, coneguts els
parametres i la variancia del soroll. Aquesta densitat és gaussiana ja que a
pantir de l'equaci6 (1.8)
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Yo=8,
y,=ay,+e,-6,6= (a]—c‘)e0 +e,

Y, =8y, +ay,+6,-¢,6, -C8)= (a1(a,-c1)+a2-c2)90+(a1-cl)el+92

i aixi successivament. Per tant, quan es coneixen els parametres, les
observacions sén combinacions lineals dels diferents sorolls blancs

gaussians, i llavors

1
@x) "*(detR_)

ply" 18,09= oxp (-12(") R, y") (32

on R, és la matriu de covariancies de les observacions.

Definim, pel cas estacionari,

%=Ely.y] k0
Yey(‘)=E[e‘y(l]

obviament Yoy §)=0 j>0

ja que el soroll e, és independent de les observacions anteriors.

i per qualsevol k>0, [5]
LTS WRIRE LN W S N (k) +c, Yoy (k-1)+ ...+ Cq ey (k-q) (3.3)
i llavors per a k>q l'equacio (3.3) es redusix a:

%= N -+ Y, (3.4)
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En aquest cas, la matriu de covariancies R, n>0 és

o N
LA T
n, n'
R =E =
W=ELY (v)] v, 1, % . . @.5)

Aquesta matriu de covariancies és simétrica i té estructura de Toeplitz.

Els diferents valors v,.v,...., s6n calculats segons la recursio

(3.3) en funcié de l'ordre del model, resolent el sistema d'equacions lineal:

2
Yo=Y, 42 +0 +clyey(-1 )+...+cqyey(-q)
Yp= AT, 4+ 42 p~yo+yey(p)+c1yay(p-1 )+...+cqyey(p-q)
tenint en compte que yey(j)=E[etyt_i] i ysy(j)=0, i>0.

De fet, I'expressié (3.1) es pot posar com

P@.6%Y") = k, ply'’ 8,07 p(B.0% (36)

on K, és la constant de normalitzacio, ja que el denominador de (3.2) és una

constant respecte a les variables @ i o°.
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Si la probabilitat a priori p(@, 62 ) és localment uniforme, d'acord

amb la definicié donada en l'apartat 2.12, l'expressié (3.6) quedara com

P(D.0%/y") =K, p(y"/ D, o?) (3.7)

on k', sera la nova constant de normalitzacié. Es a dir, la probabilitat a

posteriori p( @, 62/ y") és, numéricament, aproximadament igual a la funcié

de versemblanga normalitzada.

3.3 CALCUL BECURSIU DE LA FUNCIO DE
MBLA A ADA

3.3.1  Obtencid eficient de la matriu Inversa

Donada una matriu simeétrica i no singular

suposem que el sistema seglient d’equacions és resoluble amb b",#0.
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S44 Swllb.l o
8,2 Son . @8
“Io 8)
Swjlor] 11
Es a dir, si definim per
Sy Sin1
Sn—I =
St a-t

pers, =[s,,.--5,.1a]
iperBoy=[b,1...b,"]
on el subindex n indica la dimensid del vector associat a la matriu quadrada

de dimensié n i el superindex jj=1,...,n-1, indica cadascuna de les

components de I'esmentat vector. El vector [b‘,,,...,bn"] no és res més que la

darrera columna de S,'1.

Amb aquesta notacid el sistema d'equacions (3.8) es podra

Sn-l sn] [Brm] [00_1]
. = (3.8)
S, San b: 1

on 0, és el vector de dimensid (1xn-1) format per zeros.

escriure:
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Definim la matriu

1 0 . 0 b -
01 . 0

B, =
0 o 1 b
0 0 0 b

1
fn
n

n-1 b

i els slements de S_-! es podran obtenir a partir dels de S,

U

.. bb

§y=8nyt—  i=l.nl
b j=1,....n-1
n

§. =b} j=1,...n

i -1,
on § ," s6n els elements de S i

i -1
§,., sonels elementsde S
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Demostracio

En efecte:

on-l Sn—1 ) |n<1 ﬁn_1
n ' ' n
bn Sn snn an bn
n 1
- 1sn+b Son

n
Sn-1 Sn-I Bn-I +snbn Sn-l on~1
= s = . a
00-1 b: 0n-1 bn

ja que dacord amb l'equacié (3.8)' resulta que:

ﬁn-I Sn-1

ﬁnLSn+b S

P .
+ bn Sn=on-1

=1
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Per tant si

(3.14)

C 4 Sn-1 0n-1 ]
S, = 8,) o |E
n-1 b
Es a dir:
-1
1 sn-1 On-1
Sn =Bn . Bn
0., 1b

Les igualtats (3.12) i (3.13) s'obtenen a partir del lemma de
Schur per matrius pairticionades.[17]
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3.3.2 Calcul recursiu de la matriu de covaridncies inversa.

Aplicant l'anterior resultat (3.10) al calcul de la matriu de
covariancies inversa, tenim que

R'=8] . B, (3.15)

i ara la recurréncia pels elements de la matriu inversa d'ordre n en funcié
dels elements de la matriu inversa d'ordre n-1 sera:

i
‘ b,b;
U =vp,t—— =1,
bn j=1,...,n-1
v = b} j=1....n (3.16)

i . 1,
on u: son els elements de Rn i

if " -1
v}, s6n els elements de R,

A mes, com que R, té estructura de matriu de Toeplitz, la solucié
del sistema d'equacions (3.8) es simplifica notablement, ja que el vector
[b',.... b",I' s'obté facilment a partir de la recurréncia de levinson i
l'algorisme de Burg. [10] [8):

La versi6 moderna de l'algorisme de Levinson proposada per
Burg [8] és la seglent:
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En primer lloc cal solucionar de forma recurrent el segtient
sistema d'equacions:

Y, Y, Yl ! d
2 n
Y, Yool |99 0
n 0

_Yn»1 Yn-z : Yo ; _gn

que en notacié matricial sera:

on G,=[1,9.29,""

D, = [dn'on-l]"

i (R} = Yy~

L'algorisme per resoldre el sistema de n+1 equacions en funcié de
la solucié del sistema de dimensi6 n es troba facilment estudiant la seglient
equacié matricial:

N N T Yn. [1 o] i1 d, e

Y, P | g, 0 0
Cal IEN 0 P G

o1 The 70 Y] 9: 9: 0 0

Y g Y, 70. 0‘ 1 1 hAn+1‘ dn |
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Utilitzarem un superindex "+" per indicar inversié de l'ordre de

les components d'un vector. Per exemple,

+ n 2
Gn=[gn NI« I 1]

El sistema precedent en equacié matricial és:

Gn 0 Dn An~|-1
R +C = +C (3.16a)
1 1 + 1
n+ 0 0 Gn An+‘ n+ D;

Observi's que al fer el producte:

[ Gn] Dn
R =

1

" 0 An+1

j
Am-l = i yn+1-j gn
=1

es dedueix que:

ong', =1.

A mes, es desitja que el sistema expressat en (3.16a) sigui

equivalent al sistema:

Rt Gnn =D,y

de la qual cosa s'obté que:
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G, 0
N R P L (3.16b)
n

Dn An+1
i +C =D (3.16¢)
n+1 n+l
An+1 ' D; '

Per tant, de (3.16c) es dedueix que:
AL +Ch1d,=0
és a dir

c  =-—2 (3.164)

i de (3.16b) s'obté la recurréncia pels elements del vector G, ; en funcié

dels elements del vector G

1] o] |
2
9,2, g: 9ni1
+*Cul 1=
n
g: gi gn+1
n+t
0 - 1 4 | n+1_
és a dir
1
gn+1 =1
j i n+2j )
Gt =9n +Cpyy Gy ji=2,...n (3.16e)
n+1
gn+1 = an

80



A més a partir de (3.16c) es veu que

dn+1 = dn + cn+1 An+1

i utilitzant I'equacié (3.16d) arribem a la recurréncia:

2

2
dn+l = dn i} Cn+1 dn = dn (1 - cm,‘) (316f)

Inicialilzarem aquesta recursivitat prenent d; = Yo -

Perd el nostre objectiu és poder expressar els elements de

R,,;7" en funcié dels elements de R, i el determinant de R, ,, en funcié del
determinant de R,. Aquestes recurréncies es troben fent servir la

factoritzacié de Cholesky per la matriu R, ;:

2 1
N N L T 9an g [0 0 of ¥ ® 0
2
N % Yot 0 1 9": o d, offga ! 0
i
T Y Lo o i jLe o Yl G 1

Per tant la recurréncia pels determinants d'ordres successius és:

detR_  =detR d , (3.16g)

En el nostre problema concret no ens interessa trobar tots els

elements de la matriu inversa R, "', Unicament ens afecta la darrera
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columna d'aquesta matriu. La recurréncia obtinguda per a aquest cas és:

n+1

1 n+1
bn+1 =

n+1

i S TS T
b, =b, +b , g, =2..0n+ (3.16h)

3.3.3 Calcul recursiu de la forma quadratica,

Donat un vector de n observacions, (y")'=[y,.y,.....y,]. la forma
quadratica obtinguda amb aquestes n observacions (y")R,'y" la podem

calcular a partir de la forma quadratica anterior calculada amb n-1
observacions ja que el vector d'observacions fins l'instant n y® el podem

descomposar en {y™y ]'i llavors:

[ -1
[yn_1 y ] ln“ Bn~l an 00-1 ln-1 0n-1 [yn'1]
= 3 . n , a . n =
on_1 bn On_1 1/bn Bn-l bn yﬂ
_ } 1
A L1 | N [
o1 n-1 n
= y ' Yn B bn y =
' n-1 n gt ’n
hon~1 1
1 .
Rt BBy | Iy
n-1 n
= [y R yﬂ] =
all ¥Yn
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perd

RICETE BT ‘ ‘ 1 n-1
= (y" ) Rn-1 +;,—"-(yn ) ﬁn-l tsn-1 +¥n Bn-I' (Y“ ) Bn-l *Ya b: [y l.—.

n

RIS RN B | -1, . -1 ‘ -1
=" )R,y +E(v" ) Boy By ¥ 4y B Y+

n

-1 2
+") By, +Y.b =

n-1 n-1 n-1

n-1
=ZjZ1V.V, " ;nIZ‘ZV.v,bnbw?v va +Yoby
n

n-1 n-1

n
1 i 2 n i 2

_n'z ylyjbnbnd"2y Zyb +ynbn=(g1dyibn)
n

b i=1 jet

n-1 n-1

ij
Ly lYiYiVna
jx1 jut

no és res més que la forma quadratica anterior.

Per tant, si definim la forma quadratica a tinstant n com forq(n)
resultara que

forq(n) =forq(n-1) + ( Y, yp.)*
j=1
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3.3.4 itit osteriorj

D'acord amb (3.7) i definint la probabilitat a posteriori dels

parametres a linstant n com p,, tenim que:

P@.07y") = kply'/ ,0°) =
=K (detR ) 2 exp {112 (y") R: y'}=
12
=k'(detR ) exp{-1/2forg(n)}

A nés, utilitzant la recurréncia (3.16g), tenim que

detR, =detR,, d, (3.16g)
on aquests d,, s'obtenen aplicant l'esmentada recurréncia.
Es a dir

P, (B.5°1y") =

=K(detR_, d ) exp{-1/2( forq(n-1) + (Zyib:l %)}

i=1

0
=k (detR_)"exp{ -1/2 forq(n-1) } ] “exp{ -1/2 DITRE

i=1
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Per tant

P, (B.a¥y")=

n
-1 -1/2 i 2
=Kkp, @y )d exp{-wz(zyib:1 )’} (3.17)

i=1

és a dir, l'expressié (3.17) ens permet obtenir de manera recursiva la
probabiiitat a l'instant n en funcié de la probabilitat obtinguda a l'instant n-1.

3.3.5 Comportament assimptétic.

Segons (3.16)

i i
o bb
Y L i=1,...,n-1
S W M
bl =t
i .
v =b i=1,...n (3.16)

if 4,
on u:“ sén els elements de R L

ij -
v, S6n els elements de R_,

Prenem limits quan n—< en els elements de la matriu R ' i

n1

) A -1
lim, R, =lm R,

s'obté que

i .
bn=0,j=1,...,°°

Per tant, un indicador de que ens acostem a la distribucié
assimptotica serd comprovar que tots els bi, s6n proxims a zerg.
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3.4 E ! D

3.4.1  Formulacid.

Donada una mostra de dimensio n, y" = {y,,....y,} que segueix

un model ARMA(1,1)

Y, =ay., +6,+ce_, (3.18)

on y, és l'observacio a linstant t, a, ¢ son els parametres a estimar {e},

t=1,...,n és una successié de variables aleatdries independentes amb

2

distribucié N(0,0%). Suposarem que c? és desconeguda i estimada

simultaniament.

Per a aquest model es calcula la funcié de covariancia d'acord
amb I'equaci6 (3.3) i s'obté

- 2 _
y=ay +c*+cy, (1) (3.19)
1,=ay, +co? (3.20)
i
%K=8a%., k>1 (3.21)

Multiplicant l'equaci6é (3.18) per e, , i prenent esperances

obtenim

7ey(-1)=a02+c02
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Substituint la darrera expressio en (3.19) i resolent el sistema de
dues equacions amb dues incognites format per (3.19) i (3.20) s'obté

(3.22)
(1-a)

]

Y=(a+c)(1+ac) o2

(3.23)
! (1-a)

i les covariancies d'ordre superior Y ko1, s'obtenen a partir de l'equacio

(3.21).

Ara ja estem en disposicié de calcular la matriu de covariancies
de les observacions d'acord amb (3.5) i prenent la distribucié a priori per les
variables desconegudes d'acord amb l'apartat 2.2.1 podrem calcular la
probabiiitat a posteriori per a aquestes variables d'acord amb l'equacié
(3.17).

3.4.2 Implementacié _de I'algorisme de filtratge ng lineal

S'ha realitzat una discretitzacié inicial a intervals iguals de les

variables a estimar, és a dir a, ¢ i 6%i s'obté una malla cubica. Igual que s'ha
fet en r'apartat 2.3.2, per calcular la funcié de densitat de probabiiitat a
posteriori s'emmagatzema aquesta densitat de probabilitat a posteriori a
cada un dels punts de la malla cubica. La malla, a l'igual que en el capitol 2,
pot canviar-se a cada iteracié intentant seguir I'evolucié de la densitat de la

probabilitat. Un cop calculada p(d,0%y") es comprova que en cada
dimensio, tots els punts de la malla tenen assignada una probabifitat
significativament diferent de zero. Els punts que no cumpleixin aquesta
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condicio sén eliminals, perd tenint en compte que el nombre de punts en

cada dimensio no sigui excessivament petit.

Les etapes a seguir per l'adaptacié de la malla sén les mateixes

que en l'apanat 2.3.2

1) Inicialitzacions, adopcié d'una malla inicial.

2) Calcul de la probabilitat a cada punt de la malia segons
l'algorisme descrit en I'apartat 3.3.4 i representat per Fequaci6 (3.17).

3) Comprovar que tots els punts de la malla tenen associat un
valor de la probabilitat superior a una certa tolerancia. Els punts que no
compleixin aquesta condicié sén eliminats.

4) Comprovar que el nombre total de punts en cada dimensié és
superior a un valor prefixat. Si resulta ser més petit que I'esmentat valor, es
canvia l'interval de discretitzacié i s'interpola la funcié de densitat de
probabilitat pels nous punts.

5) Tornar a 2)

3.4.2.1 Iniclalitzacié de la recursié

Siguin §,, £, i {, els possibles valors reals que poden prendre

les variables a, ¢ i o? respectivament. Hem construit la seglient malla inicial:

t;‘ e (-1.,1.) i es discretiza aquest interval en k, punts.
e (-1.,1.) i es discretiza aquest interval en k, punts.

G5 & (0.5) i es discretiza aquest interval en k; punts.
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Per a {, es pren linterval (-1,1) perqué el pol d'un model

ARMA(1,1) estacionari pertany sempre a l'esmentat interval. Analogament

es pren linterval (-1,1) per a t;2 ja que el zero d'un model ARMA(1,1)
invertible pertany a aquest interval. Finalment es pren llinterval (0.,S) per a

€, en funcié de I'ordre de magnitud de la variancia del soroll a estimar.

La densitat a priori de les condicions inicials esta d'acord amb
l'equacié (2.11):

(.8, 0)a—L b
p(¢,.,8)a—— si €
vz k,xk2x§§ Cze

3.4.2.2 Cailcul recursiu de la probabilitat a posteriorl

Per cada punt de la malla (€,,8,,8,) i a mesura que estan

disponibles les observacions, es calcula la densitat de probabilitat a
posteriori d'acord amb 'equacié (3.17).

Les etapes a seguir sén:

1) Es calcula la funcié de covariancia d'acord amb les equacions
(3.22), (3.23) i (3.21)
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1+20C +t;§ .
YO(Cl,Cz.C3)=-—-—L—]_ o £ (3.22)

€A C)

1,6,.5, 3)=—LTE;J-L- . (3.23y
1
%E L8 =87 6580 et (3.21)

2) Utilitzant la recurréncia de Levinson (3.16f) i (3.16h) es calcula el
darrer vector de la matriu de covariancies de dimensié n+1 a partir del darrer

vector de la matriu de dimensié n i el valor d,_; a partir de d,..

Primer calcular el valor ALy
n .
i
Br6,8,80 = ; Yorsg €,5,80 00 €.0.8)

on gy (§,4,8)

A continuacié calcular els elements c,,,; seguint I'equacié

(3.16d)

BoC6 00

C"+1(Cl,§2-c3)= i dn(cx’cz’cs)

(3.16d)y’
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L'actualitzacié del vector g';,({,.5,.6,) j=1....n+1 és feta

utilitzant la recurréncia (3.16e)
1
9p,1 €880 =1

, . 2 '
g:m €58 =9:1(c1'€2’(;3) +Chot 9: ’(Cx’cz’%) Fzy.n (3.16e)

n+t

gmt €880 =00y €600

Finalment, el calcul del darrer vector de la matriu de covariancies
inversa es fa utilitzant la recurréncia (3.16h):

n+1
g ; (C >C )c )
br:n (Cl,§2,§3)= d"*‘ w3
oo (€,6,8)
broy €860 =0 (€.L,80 + B, €8, 800k €80 j=2.nst

La recurréncia de Levinson s'inicialitza prenent
dy (€,8,8) =7, €,8,8)

1 1
by (§,6,8,) =————r
TUIERg (8,80
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3) S'implementa la recurréncia (3.17):

pn+1 (Cl’cz’calyn’J) =

n+1

k'pn&l,cz,caly")d;,‘fm,,cz,cg-exp{-%i‘Z‘yibim,(c,,t;z,g)} @17y

on K és la constant de normalitzacio.

3.4.3 Besuitats

S'han simulat varies successions d'observacions d'acord amb
un model ARMA(1,1), utilitzant el generador de nombres aleatoris gaussians
NRANDOM existent en el paquet estadistic MINITAB [29]. En totes les
simulacions s'ha pres la mitjana del soroll igual a zero i la variancia igual a

la unitat.

Donem aqui quatre successions que considerem les més

representatives.

La primera de totes elies representa un model en el que el pol i
el zero estan allunyats un de l'altre, la qual cosa s'aconsegueix prenent el
pol igual a 0.5 i el zero igual a -0.8, per tant, els vertaders valors dels
cosficients sén a=0.5 i c=0.8.

En la segona successid es reflecteix el fet que el zero del model

és a prop de l'origen. En aquest cas els vertaders valors dels coeficient son
a=0.5 i c=0.1, és a dir, el pol d'aquest model és 0.5 i el zero és -0.1.
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Amb la tercera successid d'observacions s'analitza la situacié en
que el zero i el pol del model sén proxims. S'ha generat un model on el
valor del pol és 0.5 i el valor del zero és 0.8, per tant els vertaders coeficients

sén a=0.5i¢=-0.6.

Finalment, amb la quarta successié d'observacions s'estudia el
cas en que el pol del model és a prop de l'origen. S'ha pres el pol igual a
0.1 i el zero igual a -0.8, per tant els vertaders valors dels coeficients sén
a=0.1ic¢=08.

En cada cas s'ha obtingut la funcié de densitat de probabilitat
conjunta a posteriori pels coeficients a, ci o2, i a partir d'ella s’han calculat

les funcions de densitat a posteriori marginals pels coeficients a, ¢ i o2
respectivament. Aquestes funcions de densitat marginals s'han representat
graficament amb una grandaria de mostra de N=50 i N=100 observacions.
Analogament, s'han tabulat els valors numérics més significatius de les
grafiques esmentades. No s'ha consideral necessari incloure els resultats
obtinguts amb grandaria de mostra superior a una centena ja que les
estimacions dels parametres coincideixen practicament amb les obtingudes
mitjangant els paquets estadistics habituals: MINITAB[29), BMDP[9], ...

En tots els models, la malla inicial va des de (-1+1.6-37) fins a
(+1.-1.e-37) per les dues primeres variables i des de (0.+1.e-37) fins a 10.0
per la variancia del soroll amb l'interval de discretizacié inicial tal que el

nombre de punts en cada dimensio és k,=19, k,=19, k;=19.

Les figures 1, 2i 3 sén les funcions de densitat de probabilitat a
posteriori després de N observacions (N=50, 100) pel coeficient a, pel
coeficient ¢ i per la variancia del soroll respectivament. El pol en aquest

model és 0.5, el zero és -0.8 i o2=1.
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L'equacié del model estudiat és:

Yy, = 0.5y, , + & +0.8e,,

& N=50
- N=100

Funci6 de densitat a posteriori per a
n
L

0 ¥ T v T v T v T M
0,000 0,200 0,400 0,600 0,800 1,000

Coeficlent a (vertader valor = 0.5)

Figura 1. Densitat de probabilitat a posteriori del coeficient a . (El vertader valor és 0.5)

4 -

L]

3

:

i ]

5 24 0 Na50

-~ N=100
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°

2

35

[ 04

0,0 0,2 04 0,6 08 i0

Coeficient ¢ (Vertader valor = 0.8)

Figura 2. Densitat de probabilitat a posteriori del coeficient ¢. (El vertader valor és 0.8)
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4 Na50
- N=100

Funcio de densitat a posteriort per la var.

0,5 1,0 1,5 2,0 2,5
Variancia del soroll
Figura 3. Densitat de probabilitat a posteriori de la variancia del soroll. El vertader valor del

coeficient a és 0.5, el del coeficient ¢ és 0.8 i el de la variancia és 1.

Comparant les figures 1 i 2, sempre per la mateixa grandaria de
mostra, s'observa que la funcié de densitat a posteriori pel coeficient ¢ és
molt més assimétrica respecte el valor real que la funcié de densitat a

postetiori pel coeficient a.

Tant a la figura 1 com a la figura 2 es redueix la dispersié de

manera significativa conforme s'incrementa la grandaria de la mostra.

A la figura 3 es comparen les densitats de probabilitat a
posteriori de la variancia del soroll obtingudes amb grandaria de mostra de
N=50 i N=100 observacions. Es pot afirmar que hi ha un salt qualitatiu entre

ambdues funcions.
Les figures 4, 5 i 6 s6n les funcions de densitat de probabilitat a

posteriori després de N observacions (N=50, 100) pel coeficient a, pel
coeficient ¢ i per la variancia del soroll respectivament. El pol en aquest
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model és 0.5, el zero és -0.1 i 6?=1. L'equacié del model estudiat és:

Y, =05y, +e +0.1e

@ 31

£

¥

% 2

&

] + Noito
§

]

h]

g

3

('S 0+ T T T T T ¥ T v 1

T T
04 02 00 0,2 04 0,6 08 1,0

Coeficient a (vertader valor = 0.5)

Figura 4. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeficient a. (El vertader valor €s 0.5)

4 N=50
-~ N=100

Funci6 de densltat a posteriori de ¢

07 -05 -03 -01 0,1 03 0.5 07

Coelicient ¢

Figura 5. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeficient ¢. (El vertader valor és 0.1)
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- N=50
- N=100

0 v T . Y . y
0 1 2 3

Variancia del soroll

Funcié de densitat a posteriori per la var.
~
1

Figura 6. Densitat de probabilitat a posteriori per la variancia del soroll. El vertader valor del
coeficient a és 0.5, del coeficient ¢ és 0.1 i de la variancia del soroll és 1.

Observant la figura 4, podem afirmar que en aquest cas no hi ha
gaire diferéncia entre les funcions de densitat a posteriori pel coeficient a
després de N=50 i N=100 observacions. Tanmateix hi ha reduccié en la
dispersié.

Les afirmacions del paragraf precedent també sén certes per la
funcio de densitat a posteriori pel coeficient ¢, com es dedueix de la figura 5.

A lestudiar I'evolucié de la densitat de probabilitat a posteriori
de la variancia del soroll s'observa un canvi substancial entre I'obtinguda
amb 50 observacions i 'obtinguda amb 100 observacions. Vegi's la figura 6.

Les figures 7, 8i 9 s6n les funcions de densitat de probabilitat a
posteriori després de N observacions (N=50, 100) pel coeficient a, pel
coeficient ¢ i per la variancia del soroll respectivament. El pol en aquest

model és 0.5, el zero és 0.6 i o2 val 1.
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L'equacié d'aquest model és:

y, = 0.5y ; +¢,-0.6e,

« 1,5
o
g
=
[~
T
[
5 1.0
2
ot J ++ N=50
% + N=100
g 05
3
]
2
3
'y 0,0 4 . | .
-1 0 1

Coeficient a (Vertader valor = 0.5)

Figura 7. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeficient a. (El vertader valor és 0.5)
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Figura 8. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeticient c. (El vertader valor és -0.6).
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Figura 9. Densitat de probabilitat a posteriori per la variancia del soroll. El vertader valor del
coeficient a és 0.5, el del coeficient ¢ és -0.6 i el de la variancia del soroll és 1.

La reduccié de la dispersi6 en les figures 7 i 8 és minima quan
s'incrementa la grandaria de la mostra. No obstant aquesta reduccid és
significativa en la figura 9.

Les figures 10, 11 i 12 sbén les funcions de densital de
probabilitat a posteriori després de N observacions (N=50, 100) pel
coseficient a, pel coeficient ¢ i per la variancia del soroll respectivament. En

aquest model els vertaders valors sén a=0.1, ¢=0.8 i 6®>=1. Es a dir, el pol en
aquest model és 0.1 i el zero és -0.8, model en el que es vol reflectir el fet
que el pol és a prop de lorigen.
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Figura 10. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeficient a. (El vertader valor és 0.1).

4 Na50
- N=100

Funcio de densitat a posteriori per ¢
N

0 T
02 04 06 08 1,0

Coeficient ¢ (Vertader valor = 0.8)

Figura 11. Densitat de probabilitat a posteriori pel coeficient c. (El vertader valor és 0.8).
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Figura 12. Densitat de probabilitat a posteriori per la variancia del soroll. El vertader valor del
coeficient a és 0.1, el del coeficient ¢ és 0.8 i el de la variancia del soroll és 1.

La figura 11, és a dir, la densitat de probabilitat a posteriori pel
coeficient ¢ és molt més simeétrica respecte el valor real que la figura 10, fent
sempre aquesta comparacié pel mateix nombre d'observacions. No obstant,
es pot observar en ambdues figures una reduccié de la dispersié quan

s'incrementa la grandaria de la mostra.

La grafica de la figura 12 per 100 observacions difereix molt poc
de les grafiques de les figures 3, 6, 9, essent aquestes grafiques les
densitats de probabilitat a posteriori per la variancia del soroll pels diferents

models ja comentats.
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Els valors numérics més significatius de les figures precedents

es poden resumir en la taula seglient, on s'ha denotat per

§2=

Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a
posteriori del coeficient a.

Desviacid tipus condicionada del coeficient a després de
N observacions.

Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a
posteriori del coeficient c.

Desviacié tipus condicionada del coeficient ¢ després de
N observacions.

Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcid de densitat marginal a

posteriori de la variancia de les pertorbacions aleatories

o

Desviaci6 tipus condicionada de o* després de N

observacions.
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MODEL N=50 N=100
Y=05y, ,+e+0.8¢,, |a'=056 s,=0.14 | a* =048 s,=0.11
¢*=052 5,=0.13 | c'=065 s,=0.09
=124 s ,=0.24 2115 s ,=0.14
Y05y, +e+0.1e,, |a'=046 s.=022| &' =0.50 s_=0.15
0" =005 5.=0.20 [ ¢*=0.06 s.=0.18
2 =151 s =031 s2=1.12 s ,=0.13
y=05y, +60.66,, |a'=021 5,040 | a'=0.06 s_=0.36
=01 5,040 |c*=-02 $,=0.37
¥ =1.12 s ~0.22 s?=113 5 ,=0.13
y=01y, ,+6,+0.8e,, |a"=024 5,.=0.17 | a*=020 s,=0.13
¢*=083 5.=0.09 | c*=0.81 5.=0.08
s?=1.12 s ,=0.25 s?=1.13 s ,=0.12

TAULA 1.

Per veure si l'estimacié de la variancia del soroll influencia en

l'estimacié dels parametres del model o no, s'ha considerat, en totes les

successions d'observacions precedents, el cas en que la variancia del soroll

o és coneguda i val la unitat.

S'ha calculat la funcié de densitat a posteriori dels parametres a

i ¢, i a continuacié s'han obtingut les funcions de densitat marginals

d'aquests parametres amb la intencié de comparar-les amb les funcions de

densitat respectives obtingudes mitjangant el filtre no lineal descrit en

l'apartat 3.4.2.
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La malla inicial pels parametres i linterval de discretitzacié
inicial son iguals que els utilitzats en I'estimacio dels parametres del model
ARMA (1,1) quan la variancia del soroll és desconeguda. Es a dir, en aquest
cas la malla inicial va des de (-1+1.e-37) fins a (1-1.e-37) pels dos

parametres i el nombre de punts en cada dimensi6 és k,=19 i k,=19.

A la taula segiient hi ha els valors numérics més significatius de

les estimacions del model ARMA (1,1) amb o2 coneguda i o2 desconeguda.

La grandaria de mostra és de N=25 observacions.

S'ha denotat per

ai' =Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a
posteriori dei coeficient a.

s, =Desviacié tipus condicionada del coeficient a després de
N observacions.

¢ = Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a parir de la funcié de densitat marginal a
posteriori del coeficient c.

s =Desviacio tipus condicionada del coeficient ¢ després de N

observacions.

El subindex i pren el valor 1 6 2 en funcié de si I'estimacié ha
esta feta pel cas en que es coneix la varidncia del soroll o la variancia del
soroll és desconeguda i estimada simultadniament mitjangant el filtre no
lineal.
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MODEL N=25 N=25

y=0.5y, +6,40.8¢,, | a,=051 s .=0.17 | a,=051 s.-=0.20
. & . 2
c,=0.67 §.=0.20 | c,=064 s .-0.23

I3 cy

y=0.5y, ,+8,+0.1e, a,=0.75 s .=0.21 a,=0.78 s .=0.20
. 3 . 2
¢,=0.07 s .=0.24 | ¢c,=0.09 s.=025

A c,

y=0.5y, +€,0.60,, | a,=0.19 s .=0.56 | a,=-0.19 s .=0.56
B 2

¢,=0.03 s =051 | c,=0.02 s .=0.51

€ €2

y=0.1y, ,+8,+0.8¢ ;| a,=0.31 sa;=0.17 a,=0.31 sa.2=0.21

¢,0.88 s .=0.08 | c,=0.83 s.=0.16

€4 C2

TAULA 2.

3.4.4 Conclusions

A la vista dels resultats precedents de la taula 1, es pot deduir en
primer lloc que la grandaria de mostra necessaria per l'estimacié correcta
dels coeficients depén de la localitzacié en el cercle unitat dels parametres.
En el primer model, on el pol és 0.5 i el zero és 0.8, s'obté una desviacié
tipus dels coeficients (per N=50, s,.=0.14, 5,.=0.13 i per N=100, 5,.=0.11,
s..=0.08) menor que l'obtinguda en el tercer model, on el pol és 0.5 i el zero
0.6 (per N=50, s,.=0.40, $..=0.40, i per N=100, s,.=0.36, s,.=0.37),
comparant-les sempre per la mateixa N. Observi's també que en aquest

tercer model en que el zero i el pol s6n un a prop de l'altre, la desviacié tipus

dels coeficients estimats és la més gran de totes les obtingudes.

En segon lloc, depén de la distancia dels parametres a I'origen
com es pot comprovar en els models segon i quart. En el segon model, el

105



zero és 0.1 i la desviacio tipus d'aquest coeficient (per N=50, s..=0.20 i per
N=100, s..=0.18) sempre és major que l'obtinguda en el primer model (per
N=50, s..=0.13 i per N=100, s..=0.09). En el quart model, el pol és 0.1 i
succeeix un fendmen analeg al cas en que el zero és a prop de l'origen. La
desviacid tipus de l'estimacié obtinguda en aquest model és per N=50,
§,.=0.14 i per N=100, s,.=0.11. No obstant, sembla ser que si el zero és a

prop de lorigen no afecta gaire I'estimacié del pol i el mateix resultat es pot

extendre al cas que el pol sigui a prop de l'origen.

L'estimacié de la variancia de les pertorbacions aleatories déna
els mateixos resultats per a tots els models a partir de N=100 observacions.
Per tant, es pot deduir que a partir d'un nombre d'observacions cap
endavant, l'estimacio de la variancia de les pertorbacions aleatdries és
independent de la localitzacié en el cercle unitat dels coeficients
autorregressius i de mitjanes mobils.

A lobservar els resultats obtinguts en la taula 2, és a dir les
estimacions dels coeficients suposant la variancia del soroll coneguda i les
obtingudes quan aquesta es desconeix i és estimada simultaniament, es pot
afirmar que, excepte. en el quart model en que la desviacié tipus del
coeficient ¢ estimat quan es coneix la variancia del soroil és 0.08 en front de
l'obtinguda en el cas en qué és desconeguda (sc*»,=0.16), en tots els altres
models les diferéncies en les estimacions no sén gaire significatives. En
aquest cas, totes les estimacions sén fetes per una grandaria de mostra
N=25 observacions. A la vista d'aquests resultats no s'ha considerat

necaessari incloure les estimacions realitzades amb més observacions.

A continuacié, tractarem els resultats numérics de la implementacio

de l'algorisme proposat en l'apartat 3.4.2.
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Pel fet que la matriu de covariancies de dimensié n de les
observacions té estructura de Toeplitz, podem utilitzar l'algorisme de
Levinson per trobar la matriu inversa i el determinant. Aquest algorisme
necessita fer un nombre d'operacions de l'ordre de n2 i la membria utilitzada

és proporcional a n.

A la densitat de probabilitat es volen guardar N, punts a cada
dimensié i a més per cada punt de la malia s'ha de calcular el darrer vector
de la matriu inversa, per tant la capacitat de memaria disponible ha de ser
proporcional a nN (P+a+1). La capacitat de memoéria disponible segons el
métode del capitol 2 s N (%p+a+1), per tant el métode presentat en aquest
capitol necessitara menys memoria si el nombre d'observacions és com a

maxim de l'ordre de N 2».

El nombre d'operacions necessaries per calcular la probabilitat
a posteriori dels parametres és proporcional a n?N (P+a+1) mentre que el

temps de calcul necessari per obtenir aquesta probabilitat fent servir
F'algorisme del capitol 2 és proporcional a nN_(3p+a+1), L algorisme d'aquest
capitol serd més rapid que el del capitol 2 si el nombre d'observacions a
Fabast és com a molt de l'ordre de N2P, resultat analeg al del paragraf

precedent.

La memdria necessaria per calcular els estimadors dels

parametres del model ARMA(1,1) amb o2 desconeguda és de l'ordre de

nN.2 mentre que si es suposa coneguda és de l'ordre de nN,2. El temps de
calcul en el primer cas és proporcional a n?N_3 i, en el segon cas, és

. 2 2
proporcional a n“N_2.
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Donada una mostra de dimensio n, y"={y,,....y,} que seguseix un

model ARMA(2,1):

Yi=a,y,,+ay,,+6,+C6 (3.24)

on y, és l'observaci6 a l'instant 1, a,, a, i ¢ s6n els parametres a estimar, {g},
t=1,...,n és una successid de variables aleatdries independents amb

distribucié N(0,0%). Suposarem al llarg de tot aquest apartat que la variancia

de les pertorbacions aleatories és coneguda i val 1.

Per aquest modsl es calculen les funcions de covariancia
d'acord amb l'equacié (3.3) i s'obté

2
K=Y Fa o+ cyey(-1) (3.25)
N=a, 7,3+ co? (3.26)
B=a7,+ay, (3.27)

A ligual que s'ha fet en l'apartat 3.4, multiplicant 'equacié (3.24)

er e, , i prenent esperances s'obté
1-1

T, =(a,+g9e® (3.28)
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Substituint Fequacié (3.28) en l'equacié (3.25) i tenint en compte

2

que o“ és coneguda i igual a 1, arribem al seguent sistema de tres

equacions amb tres incdgnites:

L= v+ 1 +c(a, +¢) (3.25a)
Yy=a, 7t a8 +cC ) (3.26a)
BN ta, (3.27)

Resolent aquest sistema, aconseguim la variancia Yo ila

covariancia d'ordre 1 v, :

(1-a) ¢ +2a,c+(1-a,)
o= lva)(-a,+8)(1-3,-a,)

(3.29)

Les covariancies d'ordre superior s'obtenen a partir de l'equacié

% =33 Neq * 8% k22 (3.30)

A continuacié es calcula la matriu de covariancies de les

observacions R, d'acord amb (3.5), matriu que utilit-zqrem per calcular la

probabilitat a posteriori dels coeficients del model ARMA(2,1).

Prenem la distribucié a priori pels coeficients desconeguts
uniforme, tal com ja s'ha dit en l'apartat 2.2.1 i implementem una recurréncia
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analoga a l'obtinguda en (3.17) perd tenint en compte que en aqiest apartat
la variancia del soroll és coneguda, és a dir

p,@1y") =

n
-1 -1/2 i 2
=k'p,, (9ry")d exp{-1/2(2yib:‘) } (3.17 a)
=1

ond,ib.,i=1,..n, s'obtenen de la forma ja descrita en I'apartat 3.3

3.5.2 Implementacié de l'algorisme de filtratge no_lineal

L'estimacié dels parametres del model ARMA(2,1) la farem
sobre els coeficients en Hoc de fer-la sobre pols i zeros, per optimitzar ia
capacitat de meméria i el temps de calcul. El nostre model té dos pols i un
zero. Si volguessim treballar sobre pols i zeros caldria tenir en compte la
possibilitat de i'existéncia de pols complexes. Cada dada complexa esta
formada per un parell de reals formant la part real i la part imaginaria del
complex. Obviament, la membria necessaria i el temps de calcul sera

superior que la utilitzada si treballem amb els coeficients.

Es realitza una discretitzacié inicial a intervals iguals dels
coeficients a estimar, és a dir a,, a,i ¢. Veurem en el proper apanat que la
malla que s'obté no és cubica degut a l'existéncia de ligams entre les
variables. La densitat de probabilitat a posteriori calculada d'acord amb
(3.17a) s’emmagatzema a cada un dels punts de la malla, ta! com ja s'ha fet
en el capitol 2 i en I'apartat 3.4. Seguint la mateixa metodologia ja descrita
en els esmentats apartats, la malla en aquest cas també sera mobil.



Les etapes a seguir en aquest apartat sén les mateixes que les
ja indicades en l'apartat 3.4.2 per6 tenint en compte que ara la recurréncia a
implementar és l'expressada en l'equacié (3.17a).

3.5.2.1 Iniclalitzacié de la recursié.

En aquest cas, la construccié de la malla sera diferent que en
els altres models ja estudiats degut a que tal com ja hem vist

(1a)c®+2ac+(1-ay)
“(+a)(1-a,+a)(1-8,-a)

% (3.29)

i per ser y, la variancia del model, haura de ser positiva, és a dir el

denominador i el numerador ambdos positius o ambdos negatius.

Si volem que el denominador sigui positiu s'haura de complir
que

1+a,>0
1-a,+a,>0 (3.31)

1-a,-a;>0

i les altres possibilitats es poden despreciar, és a dir

a,>-1
ay+a; <1 (3.32)

-y +a,<1



i de les desiguaitats (3.32) es dedusix que també s'ha de complir que a,«<1

com es pot deduir sumant la segona i tercera desigualtat de (3.2), i Hlavors ia

regid on el denominador és positiu és ia representada en la grafica adjunta:

a2=1+al ' a2=1-al

atl»

Perd a més el numerador ha de ser positiu, és a dir volem que el

trinomi

(1-a)c®+2a,c+(1-a)>0 (3.33)

el discriminant és

(a, +a,-1) (a,-a,+1) (3.34)

i en el cas de complir-se les desigualtats (3.32), el discriminant és negatiu,
per tant no té solucions reais. Es a dir, qualsevol valor de ¢ fa que 'equacié
(3.33) sigui positiva. Pero ¢ és el coeficient de la part MA(1), per tant, si
volem que el moadel sigui invertible, sthaura de complir que

-l.<c< .. (3.35)

El cas en qué numerador i denominador de I'equacié (3.29) sén
ambdos negatius déna lloc a les mateixes desigualtats.



Siguin &, £, i {; els possibles valors reals que poden prendre
els parametres a,, a, | ¢ respectivament. La malla inicial la construirem tenint

en compte les restriccions donades per les desigualtats (3.32) i (3.35), és a
dir:
L, € (-2, 2.) i aquest interval es discretitza en k, punts.

Cz € (-1., 1) i aquest interval es discretitza en k, punts.

Cae (1., 1.} i aquest interval es discretitza en k; punts.

Pero a més amés ¢, i {, han de compir les desigualtats donades

en (3.32), és a dir:

C1+§2<1
- +L <

obtenint-se aixi la malla inicial.

La densitat a priori de les condicions inicials la prenem uniforme,

per tant:
Cl € (-2,2)
1. . EZ € (-11., 11.)
R K xkoxk, st Ci‘f z;(z <1 )
-t +§2 <1

113



3.5.2.2 Calcul recursiu de la probabilitat a posteriori

El calcul recursiu de la probabilitat a posteriori es fa seguint la
metodologia exposada en l'apartat 3.4.2.2. Per a cada punt de la malia

(€,.5,8,) i @ mesura que estan disponibles les observacions, es calcula la
densitat de probabilitat a posteriori implementant la recurréncia obtinguda
en l'equacio (3.17a).

Les etapes a seguir sén:

1) Es calcula la funcié de covariancia d'acord amb les equacions
(3.29) i (3.30):

(-5 +20 L +(1-5)

Wt = ) L) 1)
(3.29)
€L E 1 680+ 8,
'Y 6., =
119177223 i,
W0 = Etr € 680 + Er € 6,8) 2 (3.30y

2) Utilitzant la recurréncia de Levinson (3.16f) i (3.16h) es calcula el
darrer vector de la matriu de covariancies de dimensi6é (n+1) a partir del

darrer vector de la matriu de dimensié n i el valor d,_, a partir de d,, a l'igual

que s'ha fet en lapartat 3.4.2.2.
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3) S'implementa la recurréncia (3.17a):

Pra(€,8,8/Y" ) =

n+l
n - 1 j
= K€L,y Wouy (€L, € Jexpi: Eg. Yo, (€000 @7y

3.5.3 Resuitats.

S'han simulat varies successions d'observacions d'acord amb
un model ARMA(2,1), de les quals en presentem aqui cinc que considerem
les més representatives. Aquestes simulacions han estat fetes utilitzant el
generador de nombres aleatoris existent en el paquet estadistic MINITAB
[29]. En totes les simulacions s’ha mantigut la mitjana del soroll igual a zero
i la variancia igual a la unitat. A continuacié s’han obtingut les funcions de
densitat marginals a posteriori conjuntes pels parametres dos a dos, és a dir
s'ha calculat la funcié de densitat conjunta marginal a posteriori pels dos

coeficients a, i a,, per el coeficient a, i ¢ i finalment per el coeficient a, i c.

Aquestes funcions de densitat s'han representat graficament per
una grandaria de mostra de N=100 i N=200 observacions, ja que els
estimadors obtinguts coincideixen practicament amb els obtinguts en els
paquets estadistics habituals (BMDP[9], MINITAB [29] ) per una grandaria de
mostra superior (de l'ordre de 200 observacions). No obstant, hi ha algun
model en que aquestes funcions de densitat no convergeixen per N=200 i
en aquest cas s'ha fet la representacid grafica amb N=300.
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S'han tabulat els valors numérics més significatius de les
estimacions realitzades utilitzant el filtre no lineal per una grandaria de
mostra de N=50, 100 i 200 observacions, excepte en el cas esmentat quan
no convergeixen les funcions de densitat conjuntes marginals i llavors s’han
tabulat aquests valors per N=50, 100 i 300 observacions. Les estimacions
realitzades amb 50 i 100 observacions s’han comparat amb les obtingudes

amb el paquet estadistic BMDP2T {9] amb la matsixa grandaria de mostra.
En les taules segilents s'ha denotat per

a," =Esperanca condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a

posteriori del coeficient a;,.

21+ =Desviacid tipus condicionada del coeficient a,, després de

N observacions.

a," =Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a
posteriori del coeficient a,.

s, =Desviacid tipus condicionada del coeficient a,, després de
N observacions.

c" = Esperanga condicionada després de N observacions i
obtinguda a partir de la funcié de densitat marginal a
posteriori del coeficient c.

s.- = Desviacio tipus condicionada del coeficient ¢, després de

N observacions.

A més a la seglient taula es denota per (1) la subtaula que conté
els resultats de les estimacions realitzades utilitzant el filtre no lineal i per (2)
la subtaula que conté els resultats de les estimacions utilitzant el paquet
estadistic BMDP2T {9].
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En tots els models, la malla inicial va des de (-2.+1.e-37) fins a
(+2.-1.e-37) pel primer parametre i des de (-1+1.6-37) fins a (+1.-1.e-37) pel
segon i pel tercer parametre. L'interval de discretitzacid inicial és tal que el

nombre de punts en cada dimensio és k=19, k=19 i k3=19.

A les figures 25, 27 i 38 pot semblar que hi ha probabililats
negatives en alguns valors extrems. Aquest és un problema d'extrapolaci6
de la rutina grafica utilitzada, que no ha afectat per res els nostres calculs

probabilistics.

El primer model que estudiarem es quan els dos pols i el zero no
estan a prop entre ells ni tampoc estan a prop de l'origen. S'ha estudiat el
model en que un pol és -0.8, l'altre és 0.4 i el zero és 0.8. L'equacié del

model estudiat és

y,=-04y,+032y,+06,-08¢ (3.36)

L'evolucié de les funcions de densitat conjunta dels parametres
dos a dos després 100 i 200 observacions sén posades de manifest per les
figures 13, 14, 15, 16, 17 i 18.
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Figura 13. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coelicients a, i ap. Malla des de -0.8 a 0.0 per ay i des de -0.1 a 0.7 per a,.

Figura 14. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels
coeficients a; i ap. Malla des de -0.6 a 0.0 per a, i des de 0.0 a 0.6 per a,.



Figura 15. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficiets a, i ¢. Malla des de -0.8 a 0.0 per a4 i des de -0.9 a -0.225 per c.

Figura 16. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels
coeficients a; i c. Malla des de -0.6 a 0.0 pera; i des de -0.9 a-0.45 perc
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Figura 17. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
cocficients ap i ¢. Malla des de -0.1 a 0.7 per ag i des de -0.9 a -0.225 per ¢.

Figura 18. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels
coeficients a, i c. Malla des de 0.0 a 0.6 per ag i des de -0.9 a -0.45 per c.
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MODEL 1 (Un pol=-0.8, l'altre pol=0.4, el zero=0.8)

y,=-0.4y, ;+0.32y, ,+e,-0.8e, ,
N=50 a,"=-0.366 a,"= 0.200 c*'=-0.685
(1) $,4-=0.270 S 0= 0.224 s..= 0.270
N=50 a,*=-0.037 a,"= -0.255 c'=-1.076
(2 $,y-= 8375.6719  s,.= 1762.9889 s.=1834.25
N=100 a,'=-0.220 a,’= 0.341 = - 0.847
(1) Saye=0.141 §,0=0.130 Se=0.116
N=i00 a,"=-1.122 a,'=-0.139 c'=-1.017
(@) S,q-= 0.064 Sop-= 0.105 Se= 0.0001
N=200 a;*=-0.354 a,"=0.238 c’=-0.705
(1) Syqe=0.121 Sape=0.115 .= 0.08

TAULA 3

A la vista de les figures 13, 14, 15, 16, 17 i 18 i de la taula 3
podein afirmar que per aconseguir la convergéncia cap els vertaders valors
dels coeficients del model ARMA(2,1) corresponent al cas en que els pols i
el zero no s6n proxims en el cercle unitat i estan allunyats de l'origen, hi ha
un salt qualitatiu en l'estimacié entre disposar de 50 observacions i
disposar-ne de 200. Aquest resultat es pot deduir de comparar les figures
esmentades i de comparar les desviacions tipus dels estimadors a la tauta 1.
A més el paquet estadistic BMDP2T[8] per 50 observacions no funciona prou
bé com es pot detectar a l'observar les desviacions tipus dels estimadors
obtingudes i per 100 observacions propoiciona estimadors amb gran biaix.
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Els seglents tipus de models que s'han estudiat sén eis que
tenen un pol i zero a prop. Per representar aquests modeis hem triat el cas
en que un pol val 0.5, I'altre pol val -0.8 i el zero val -0.7. L'equacié del
model aixi obtingut és

y,=-03y,,+04y,+6+078 (3.37)

Les figures 19, 20, 21, 22, 23 i 24 representen les funcions de
densitat conjunta a posteriori després de 100 i 300 observacions dels

parametres a estimar, relacionant-los dos a dos.

Figura 19. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels

coelicients aq i ap. Malla des de -0.4 a 1.4 per a4 i des de -0.5 a 0.6 per a2
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Figura 20. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels

coeficients aq i ap. Malla des de -0.4 a 1.2 per aq i des de -0.4 a 05. perap

Figura 21. Densitat de probabilitat conjunia a posteriori després de 100 observacions pels

coeficients aq i c. Mallades de -0.4 a 1.4 peray ides de -0.675a 0.9 perc.
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Figura 22. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 300 observacions pels

-0.4a12peraqidesde-0.675a 0.9 perc.

coeficients a4 i ¢. Malla des de

Figura 23. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels

coeficients ag i c. Malla des de -0.5 a 0.6 per ap i des de -0.675a 0.9 perc.
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Figura 24. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 300 observacions pels
coelicients ap ic. Malla des de -0.4 a 0.5 per ap i des de -0.675 a 0.9 perc.

MODEL 2 (Un pol=0.5, l'altre=-0.8, el zero=-0.7)

¥=-0.3y, ,+0.4y, ,+8,+0.7¢, ,
N=50 a,*= 0.343 ay"= 0.142 c'=0.134
(1) S,y-= 0.468 Sgo-= 0.272 s..= 0.457
N=50 a,"= 0.171 a,"= 0.258 c*=-0.304
(@ §,q-= 1.265 S,0-= 0.644 = 1.291
N=100 a,'= 0.446 ay*=-0.011 ¢'= 0.113
(1) S,q-= 0.459 Syp-= 0.262 Se= 0.442
N=100 a,*= 0.783 a,*=-0.211 c*= -0.202
() $41-= 0.864 Syo-= 0.447 s..= 0.881
N=300 a;"= 0.145 a,"= 0.157 c'= 0.299
(1) S,4.= 0.391 S,,.=0.188 s.= 0.414

TAULA 4
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En aquest cas, en qué hi ha un zero i un pol proxims, s'han fet
les estimacions i representacions grafiques per N=300 observacions en
comptes de N=200 observacions, com en el model anterior. Podem afirmar
que seran necessaries un nombre d'observacions bastant més gran que
300 per aconseguir bons estimadors. Aquest resultat es pot deduir de les
figures 19, 20, 21, 22, 23 i 24 que ja es veu a partir de les funcions de
densitat marginal a posteriori, que la convergéncia dels estimadors cap el
vertader valor és molt feble i observant la taula 4 es pot veure que els
estimadors aconseguits tant pel filtre no lineal optim, com pel paquet
estadistic BMDP2T[9] sén biaixats i tenen una gran variancia. No obstant,
per 50 i 100 observacions, els estimadors obtinguts pel! filtre no lineal tenen
variancia més petita que els obtinguts mitjangant el BMDP2T [9].

A continuacié s'han estudiat els models que tenen el zero a prop
de l'origen. Com model representatiu d'aquest tipus hem triat el que un pol
val 0.5, l'altre val -0.8 i el zero vat -0.1. L'equacié representativa d’aquest
modsl és

y,=03y,+04y,+6+0.1¢e, (3.38)

Les figures 25, 26, 27, 28, 29 i 30 representen ies funcions ds
densitat conjuntes a posteriori després de 100 i 200 observacions pels
coeficients estimats dos a dos.
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Figura 25. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients aq i ap. Malla des de -0.4 a 0.0 per aq i des de 0.3 a 0.8 per ap.

Figura 26. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels

coeficients ay i ap. Malla des de -0.4 a 0.0 per a4 i des de 0.3 a 0.7 per ap.
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Figura 27. Densilat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients aq i ¢. Malla des de -0.4 a 0.0 per a1 i des de -0.45 a 0.45 per c.

Figura 28. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels
caeficients a4 i c. Malla des de -0.4 a 0.0 per a1 i des de -0.225 a 0.225 per .

128



Figura 29. Densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients ap i . Malla des de 0.3 a 0.8 per ap i des de -0.45 a 0.45 per c.

Figura 30. Densitat de probabilital conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients ap i c. Malla des de 0.3 a 0.7 per a i des de -0.225 a 0.225 per ¢.
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MODEL 3 (Un pol=0.5, l'altre=-0.8, el zero=-0.1)

y;=-0.3y,+0.4y, ,+e+0.1e ,

N=50 a,"=-0.118 a,"= 0.658 *=-0.051
(1) $,4-= 0.145 $40-= 0.107 s.= 0.233
N=50 a,"=-0.177 a,"= 0.681 c*= 0.060
@) S44= 0.160 S,o=0.125 5.=0.226
N=100 a,*=-0.328 a,"= 0.522 c'= 0.203
(1) S,=0.103 $,0-= 0.082 s.=0.138
N=100 a,*=- 0.399 a,’= 0.496 c'= 0.301
2) $,-= 0.139 Sa0= 0.112 s.= 0.155
N=200 a,"= - 0.274 a,*= 0.471 c*= 0.084
M Sap=0.117 $= 0.072 §.= 0.132
TAULAS

coeficients autorregressius.

de l'origen. Com a exemple d'aquests tipus de models hem triat el cas en
que un pol és 0.5, l'altre pol és -0.1 i el zero val -0.8. L’equacié
representativa d'aquest model és

densitat de probabilitat conjunta a posteriori després de 100 i 200

y,=04y ,+005y,+e+08¢,

observacions pels cosficients estimats dos a dos.
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Observant les figures 25, 26, 27, 28, 29 i 30 i la taula 5 podem

afirmar que la proximitat del zero a l'origen no afecta gaire I'estimacio dels

A continuacié s'han estudiat els models que tenen un pol a prop

Les figures 31, 32, 33, 34, 35 i 36 representen l'evolucié de la




Figura 31. Densitat de probabilitat a posteriori conjunta després de 100 observacions pels
coeficients ay i ap. Malla des de 0.4 a 0.8 per ay i des de -0.3 a 0.3 per ap.

Figura 32. Densitat de probabilitat a posteriori conjunta després ‘de 200 observacions pels
coeficients aq i ap. Malla des de 0.4 a 0.8 peray i des de -0.2 a 0.3 per ap.
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Figura 33. Densitat de probabilitat a posteriori conjunta després de 100 observacions pels
coeficients a4 i c. Malla des de 0.4 a 0.8 per a4 i des de 0.675 a 0.9 per c.

Figura 34. Densitat de probabilitat a posteriori conjunta després de 200 observacions pels
coeficients a4 i . Malla des de 0.4 a 0.8 per a4 i des de 0.675 a 0.9 per c.
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Figura 35. Densital de probabiiitat a posteriori conjunta després de 100 observacions pels
coeficients ap i c. Malla des de -0.3 a 0.3 per ag i des de 0.675 a 0.9 per c.

Figura 36. Densitat de probabilitat a posteriori conjunta després de 200 observacions pels
coeficients ap i ¢. Malla des de -0.2 u 0.3 per ap i des de 0.675 a 0.9 per c.
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MODEL 4 (Un pol=0.5, l'altre=-0.1, el zero=-0.8)
Y= 0.4y, ;+0.05y, ,+e+0.8¢, ,
N=50 a,;"= 0.710 a,"=-0.137 c'=0.696
(1) S,q=0.238 S,o=0.223 S.=0.210
N=50 a,"= 0.585 a,"= -0.002 c'= -0.935
2) S,=0.158 §,.=0.158 s.= 0.062
N=100 a,"= 0.590 a,"= -0.006 c*= 0.754
(1) S,p-= 0.142 S,0.= 0.141 s.= 0.107
" N=100 a,"= 0.588 a,"= -0.001 c'= 0.796
2) S,y+=0.133 $,0=0.131 s.= 0.088
N=200 a;"= 0.442 a,"=0.077 ¢'= 0.862
(1) 8,.= 0.085 §,0.= 0.095 s..= 0.085
TAULA 6

A partir de 200 observacions els dos coeficients autorregressius
queden bastant ben localitzats i la convergéncia de I'estimador del valor ¢
cap el valor real no queda gaire afectada. Aquests resultats es poden deduir
de les figures 31, 32, 33, 34, 35i 36 i de lataula 6.

Finalment, s’ha estudiat el cas en que els dos pols s6n proxims
un a faltre. Com a representacid d'aquest cas s'ha triat el model en que un
pol és 0.5, l'altre és 0.4 i el zero val -0.8. L'equacio d'aquest modsl és

Y, =09y,,-02y, +e,+08¢,, (3.40)

Les figures 37, 38, 39, 40, 41 i 42 representen l'evolucié de la
densitat de probabilitat conjuma a posteriori després de 100 i 200
observacions pels coeficients estimats dos a dos.
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Figura 37. Densitat de probabiltat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients a4 i ap. Malla des de 0.8 a 1.2 per aq ides de -0.6 a 0.0 per ap.

Figura 38. Densitat de probabiltat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels

coeficients a4 i ap. Malla des de 0.8 a 1.2 per a4 i des de -0.5 a -0.1 per ap.
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Figura 39. Densitat de probabiltat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients ay i c. Mallades de 0.8 a 1.2 peraj ides de 0.45a 0.9 perc.

Figura 40. Densital de probabiltat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels
coeficients ay ic.Mallades de 0.8 a1.2 per ay ides de 0.45a 0.9 perc.
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Figura 41. Densitat de probabiltat conjunta a posteriori després de 100 observacions pels
coeficients ap i c. Malia des de -0.6 a 0.0 per a i des de 0.45a 0.9 perc

a

Figura 42. Densitat de probabiltat conjunta a posteriori després de 200 observacions pels

coeficients ap i ¢. Malla des de -0.5 4 -0.1 peray ides de 0.45 a 0.9 perc.
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MODEL 5(Un pol=0.5, l'altre=0.4, el zero=-0.8)
y;= 0.9y, ,-0.2y, ,+8,+0.86,,

N=50 a,*= 1.031 a,"=-0.264 ¢'= 0.641
(1) Syq-= 0.177 S,p=0.172 Sp= 0.146
N=50 a,"= 1.032 a,*= -0.253 c'= 0.719
(2 S,-=0.174 8,0-=0.172 Se= 0.124
N=100 a,"= 0.998 a,’=-0.268 c'= 0.628
(1) S,y-= 0.114 S,p0=0.112 S.= 0.091
N=100 a,*= 1.007 a,"= -0.273 c'= 0.641
(@) Saq-= 0.127 Syp=0.125 = 0.102
N=200 a,*= 0.989 ay"=-0.286 ¢'= 0.669
4! S,q-= 0.058 §,0-= 0.060 5= 0.038
TAULA7

S'observa a les figures 37, 38, 39, 40, 41 i 42 i a la taula 7 que la
proximitat dels dos pols no afecta gaire a l'estimacié dels coeficients

autorregressius ni a f'estimacié del zero.
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3.5.4 Conclusions

En primer lloc parlarem de les conclusions estadistiques. A la
vista dels resultats precedents de l'apartat 3.5.3, es pot deduir que la
grandaria minima de mostra necessaria per la correcta estimacié dels
coeficients d'un model ARMA(2,1) depén de la localitzacié en el cercle unitat
dels dos pols i del zero.

Els models que tenen el zero a prop d'un pol sén els que
exigeixen més observacions per aconseguir la convergéncia dels valors
estimats als valors reals. Aquest resultat el podem déduir de comparar les
figures 19, 20, 21, 22, 23 i 24 amb totes les altres figures representades.
Noti's que no hi ha cap model que tingui funcions de densitat a posteriori
tant planeres com les obtingudes en aquest cas. Analogament, les
desviacions tipus dels coeficients estimats (vegi's taula 4) sén molt més
grans que les obtingudes per qualsevol aitre model.

El models que tenen el zero a prop de l'origen, per exemple, el
model de la taula 5, necessiten més observacions per estimar el zero que
els models que no tenen aquesta restriccié en el zero, per exemple, el
model de la taula 3, ja que en el primer cas per 200 observacions s.. =0.089
i en el segon cas, amb el mateix nombre d'observacions s, =0.132. A més,
tal com ja hem dit en l'apartat precedent, sembla ser que la proximitat del
zero a l'origen no afecta gaire 'estimacié dels coeficients autorregressius.
Aquests resultats també es posen de manifest a les figures 25, 26, 27, 28, 29
i 30.

Les conclusions per un model ARMA(2,1) que té un pol a prop
de l'origen, les deduirem de la taula 6 i de les figures 31, 32, 33, 34, 35 i 36.
En aquest cas, l'estimacié del zero no queda gaire afectada per la
localitzacié deis pols com es pot veure al comparar les desviacions tipus
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obtingudes pel coeﬁcienf ¢* de les taules 3 i 6, ja que per N=50 en la taula 3
§.-=0.270 i 5..=0.210 en la taula 6. A partir de 200 observacions, els dos

coeficients autorregressius queden bastant ben localitzats i les desviacions
tipus deis coeficients estimats, s,,.=0.085, s_,.=0.095, sén menors que les

obtingudes en la taula 3, s,,.=0.121 is,,.=0.115.

Finalment, hem estudiat el cas en qué els dos pols s6n un a prop
de l'altre com es pot veure en el model 5 (un pol=0.5, l'altre=0.4 i el
zero=-0.8). Si comparem els resultats obtinguts amb els del model 4 (un
pol=0.5, Faltre=-0.1 i el zero=-0.8) podem deduir que per qualsevol nombre
d'observacions les desviacions tipus dels coeficients autorregressius son
majors en el model 4 que en el model 5. A més per 200 observacions, les
desviacions tipus dels coeficients obtinguts sén més petites que les de
qualsevol altre model estudiat.

En segon lloc tractarem els aspectes numérics de la
implementacié de l'algorisme. Pel que fa al temps de calcul i capacitat de
memdria disponible podem treure les mateixes conclusions que en l'apartat
3.4.4, ja que en aquest cas també volem guardar la densitat de probabilitat a
posteriori en tres dimensions, una per a cada coeficient del model
ARMA(2,1). Per tant la capacitat de memaria disponible ha de ser de l'ordre
de nNs3 i el temps de calcul, proporcional a n2N3 on N, és el nombre de

punts de discretitzaci6 de la funcié de densitat a posteriori en cada
dimensi6.
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3.6 ESTIMACIO DELS PABRAMETRES D'UN MODEL AR(1).
COMPARACIO AMB ELS DOS METODES.

Amb la intencié de comparar el métode del capitol 2 amb el
descrit en aquest capitol, s'han estimat els parametres del model AR(1) amb

o? desconeguda utilitzat a lapartat 2.4. S'ha estudiat els casos en que el pol
€s 0.8 i 0.05. El valor de la variancia és igual a 1 en tots dos casos.
L'estimaci6 ha estat realitzada fent servir l'algorisme pel calcul de la funcid
de versemblanga normalitzada descrit en aquest capitol.

Les estimacions del pol i de la variancia del soroll coincideixen
amb les obtingudes fent servir el filtre no lineal descrit en l'apartat 2.3.
Utilitzant el métode del capitol 2, denotant per n el nombre d'observacions i
per N_ el nombre de punts en que s'ha discretitzat la funcié de densitat de
probabilitat a posteriori en cada dimensio, s'ha vist que la capacitat de
memobria i el temps de calcul per aquest problema és proporcional a N2ia
nN.2 respectivament, ja que és possible fer la prediccié i el filtratge
conjuntament. Fent servir l'algorisme proposat en aquest capitol, la capacitat
de memoéria i el temps de calcul seran proporcionals a nN.2 i n?N 2
respectivament. Per tant, podem concloure que quan es tracta d'estimar el
pol i la variancia del soroll d'un model AR(1) sera més eficient utititzar
f'algorisme del capitol 2 que l'algorisme del capitol 3.
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CAPITOL 4
CONCLUSIONS | EXTENSIONS

En aquest treball s’ha volgut avangar en F'estudi de les técniques
d'estimacié deis parametres de models ARMA(p,q) estacionaris. L'estimacio
optima de models ARMA(p,q) ha pogut ser resolta utilitzant filtres no lineals.

La construccié de la funcié de densitat a posteriori i el seguiment
de la seva evolucié ens permet controlar la precisi6 de l'estimacié realitzada
a mida que el nombre de dades emprades va creixent. Com que el filtre és
optim , el nombre de dades necessaries per a una estimacié amb una
precisié determinada constitueix una fita inferior del nombre de dades que
necessitariem per a qualsevol altre algorisme per obtenir aquesta mateixa
precisio.

No obstant, en aquest moment el filtre no lineal dptim s'ha de
veure com una eina teorica ja que el temps de calcul és proporcionat al
producte entre el quadrat del nombre d'observacions a tractar pel nombre
de punts de discretitzacié de la densitat de probabilitat elevat al nombre de
parametres a estimar.

La recurréncia per les formes quadratiques demostrada en el
capitol 3 ha permés un guany en la capacitat de meméria i temps de CPU.
La malla dissenyada tindra tantes dimensions com parametres a estimar
metre que la malla utilitzada segons la metodologia del capitol 2 té tantes
dimensions com parametres a estimar més una per cada variable d'estat
utilitzada.

La implementacio practica dels algorismes d'estimacié optims
dels parametres dels models ARMA (p,q) ha estat feta en l'ordinador
VAX-8600 de la Facultat d'Informatica de Barcelona. Aquest ordinador té
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una velocitat de 4.6 Mips. El temps de CPU utilitzat en I'estimacié dels
parametres d'un model ARMA (1,1) amb 25 observacions ha estat 0.40 seg. i
l'utifitzat per aquext mateix problema amb 100 observacions ha estat 8 seqg.

De les experigncies en estimacié optima pel problema AR(1)
quan la variancia del soroll és desconeguda s'en despren que la precisié
depén essencialment del valor absolut del pol. També s'ha pogut observar
que lestimacié de la variancia del soroll resulta poc influenciada per la
situacié del pol i en tots els casos s'ha comprovat que la convergéncia per
l'estimador de la variancia és més rapida que per l'altre parametre.

Pel probléma ARMA(1,1), amb la variancia dei soroll
desconeguda, es pot comprovar que la precisié depén basicament del valor
absolut del pol o dei zero i de la distancia entre ells. En aquest cas també
s'ha evidenciat que I'estimacié de la variancia del soroll vé poc influenciada
per l'estimacio dels coeficients autorregressius i de mitjanes mobils del

model.
Pel que fa al problema ARMA(2,1), es ressalta el fet de qué la

precisio en l'estimacié dels coeficients depén principalment del valor absolut
dels pols o del zero i de la distancia entre pols i zeros.
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Qiestions obertes

Una qlestié tedrica impartant que no s’ha abordat en aquest
treball és la demostracié que l'estimacié de la variancia del soroll és
independent de l'estimacid dels coeficients ARMA(p,q) a partir d'un nombre
d'observacions cap endavant. Aquest nombre correspon al necessari per
estimar la variancia del soroll, que en tots els casos en que s'han fet proves

és el primer parametre que convergeix.

Ei calcul en paral.lel utilitzant un processador vectorial reduiria
el temps de CPU de forma drastica. El gran nombre d'operacions a realitzar
en la implementacié numérica d'un algorisme de filtratge no lineal és degut
a que s'ha de calcular la densitat de probabilitat a posteriori sobre cada punt
de la malia. Com que els calculs per cada punt sén completament
independents, pot reduir-se el temps efectuant en paral.lel el calcul
d'aquesta densitat de probabilitat a postericri i després normalitzar-la.

Fora interessant pels diferents models quantificar I'evolucié de

les variancies en funcié del nombre d'observacions i trobar relacions

quantitatives entre les variancies i les posicions dels pols i zeros.
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