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1 Introduccio

1.1 Generaci6 espontania de vents en el problema de Rayleigh-
Bénard

El problema de Rayleigh-Bénard consisteix en I’estudi d’una capa de fluid confi-
nada entre dues superficies horitzontals infinites, bones conductores de la calor.
Les dues superficies es mantenen a temperatura constant, i la inferior és la més
calenta. L’inica forca externa que actua sobre el fluid és la forca de la gravetat.
En sotmetre la capa plana de fluid a un gradient advers de temperatura,
degut a I'expansié termica, un element de fluid a la part inferior és més lleu-
ger que a la part superior de la capa, i per tant, aquest tendeix a pujar per
causa de la forca d’Arquimedes. De la mateixa manera, un element de fluid
fred de la part superior tendeix a baixar perque és més pesat. El resultat és
una capa de fluid potencialment inestable on el fluid tendeix a redistribuir-se.
Aix0 no obstant, aquesta tendencia natural del fluid es veu inhibida pels efec-
tes dissipatius del frenat viscds i la difusié calorifica molecular. Per tant, la
diferencia de temperatura a que esta sotmesa la capa ha d’excedir un cert valor
critic abans que aquesta inestabilitat térmica es pugui manifestar. Mentre la
diferencia de temperatures de la capa no supera aquest valor, el fluid esta en
repos i el transport de calor a 'interior del fluid té lloc exclusivament per con-
duccid. Quan el gradient de temperatura supera el valor critic, es genera en el
fluid una combinacié de corrents ascendents i descendents que s’organitzen en
una geometria poligonal formant les anomenades cel.les convectives. A D'inici
de la conveccid, aquestes cel.les es distribueixen periodicament en forma de rolls
rectilinis paral.lels entre si, I’amplada de cadascun és comparable a ’alcada de
la capa de fluid. El moviment que es produeix a les cel.les és bidimensional -
tota la informacié es troba en un pla vertical que és transversal als eixos dels
rolls. La unitat basica de la configuracié la formen una parella de rolls adja-
cents, els rolls tenen sempre sentits contraris de rotacid i sén simetrics respecte
del pla vertical que els separa (Chandrasekhar 1961, Schluter et al. 1965).
L’estabilitat lineal d’aquests rolls primaris i estacionaris davant de pertor-
bacions bidimensionals i tridimensionals ha estat estudiada per F.H. Busse i
col.laboradors (Busse & Clever 1974, Clever & Busse 1979). Els seus resul-
tats mostren que el rolls sén inestables davant diferents tipus d’inestabilitats
secundaries que han estat batejades com: zig-zag, roll-creuat, Fckhaus, nus,



oscil latoria, blob i varicosa-desviada, que sén o no dominants segons els valors
dels parametres. De totes elles I’inica que és bidimensional és la d’Eckhaus. Els
limits d’estabilitat estan recollits en un diagrama que és conegut a la literatura
com Busse’s balloon i que ha estat utilitzat com a referéencia en la majoria de
treballs relacionats amb el tema de conveccid.

Malgrat la gran difusié d’aquests treballs, existeixen dos aspectes que no
van ser contemplats. Un és la possibilitat que una pertorbacié bidimensional
amb la mateixa periodicitat fonamental que el flux primari pugui desenvolupar
un flux mig, és a dir, un flux tal que el seu camp de velocitats tingui una mitjana
horitzontal no nul.la. L’altre aspecte que no va ser contemplat és la possibilitat
que pels mateixos valors del parametres existeixi més d’una solucié amb les
mateixes caracteristiques que els rolls primaris (Mizushima & Fujimura 1992).
Aquests aspectes, incidint principalment en el primer, seran tractats en detall
en aquest treball.

Hi ha evidencia experimental que demostra que la conveccié téermica en una
capa de fluid escalfada per sota pot mostrar moviments al llarg de la capa
del fluid (Willis & Deardorff 1970, Krishnamurti & Howard 1981). Aquests
moviments donen lloc a un camp de velocitat mitjana no nul. Com que sén
fluxes a una escala més gran que "amplada de cada roll s’anomenen fluzes a gran
escala o vents. Als experiments citats, s’observa com les estructures convectives
poden inclinar-se espontaniament, la qual cosa significa que s’ha desestabilitzat
un moviment de cisallament. S6n fluxos amb un camp de velocitat mitjana
horitzontal amb un perfil antisimetric en la coordenada vertical.

En Dexperiment de Willis & Deardorff (1970) - realitzat en un contenidor
llarg comparat amb 'alcada de la capa i ple d’aire (¢ = 0.71) - el cisallament
s’'inverteix periodicament i la inclinacié dels rolls oscil.la de dreta a esquerra i
viceversa. Krishnamurti & Howard (1981) també observen moviments a gran
escala - en aquest cas en un contenidor llarg pero ple d’aigua (o = 7). Dedueixen
que aquests fluxes de cisallament que apareixen espontaniament es mantenen pel
transport de moment, el qual ve donat per un tensor de Reynolds no nul, 7., =
U0, # 0, on v, i v, s6n les components horitzontal i vertical de la velocitat
respectivament i la barra significa promitjar horitzontalment. En particular,
en el cas bidimensional qualsevol trencament de la simetria de reflexié de cada
parella de rolls pot desestabilitzar un flux mig.

Krishnamurti & Howard (1981) també van observar una circulacié a gran
escala en conveccié turbulenta en un anell, en un sentit a la part superior de
l'anell i en D’altre sentit a la part inferior, demostrant que aquests fluxes es
poden produir sense cap pressié externa imposada. En un altre experiment
convectiu de Howard & Krishnamurti (1986) en una cel.la Hele-Shaw el fluxe



de cisallament que es genera - a diferencia dels casos anteriors - és estacionari.

Les primeres simulacions numeriques en conveccié 2D en una capa plana
on apareixen solucions amb rolls inclinats estan fetes per Deardorff & Willis
(1965). Aquestes sén solucions amb un cisallament periodic que estan calcu-
lades per a ¢ = 0.71. També s’han realitzat simulacions, en aquest contexte,
en conveccid per un fluid compressible (Hurlburt et al. 1984, Ginet & Sudan
1987). Els calculs s’han fet fixant la periodicitat horitzontal i per tant s’han
fet sobre la unitat basica, la qual s’anomena contenidor o caixa. Fn aquests
dos darrers casos, a diferencia del de Deardorff & Willis (1965), les simulacions
s’han realitzat en contenidors de longitud molt petita, comparada amb 'alcada
de la capa, on es produeixen cisallaments molt grans. Els fluxos sén dependents
del temps pero la velocitat mitjana no canvia de signe amb el temps. Recent-
ment s’han dut a terme algunes simulacions numeriques en conveccié 2D en
un contenidor de longitud petita ple d’un fluid de Boussinesq (Finn 1993). La
motivacié d’aquest darrer treball prové del camp de la fisica de plasmes, -per
ser precisos, la motivacié és deguda a les inestabilitats observades a la frontera
d’un tokamak on també s’han obervat fluxos a gran escala-, perd no hi ha ha-
gut cap intent d’explorar la dinamica per longituds més grans. Un altre cas on
s’han trobat aquestes inestabilitats de cisallament és en conveccid en presencia
d’un camp magnetic (Rucklidge & Matthews 1993).

Hi ha hagut alguns intents recents de modelar aquests fluxos a gran escala.
En dos d’ells (Howard & Krishnamurti 1986, Massaguer et al. 1992) la dinamica
no lineal s’ha explorat considerant truncacions modals que donen una descripcié
convincent de la inclinacié dels rolls. Les expansions sén de tipus Galerkin, de
manera tal que la paritat es pot trencar espontaniament tant en la coordenada x
com en la z, i aixi es permet 7, # 0. Ambdoés articles només inclouen un mode
horitzontal, i aixi forcen un acoblament en horitzontal. Com a conseqiiencia,
I’acoblament pot generar un mode n = 0, el camp de velocitat mitjana, que
bifurca del flux primari i en trenca la paritat.

Tot i que en tots els experiments i simulacions que hem citat es produeixen
fluxes a gran escala en forma d’una inestabilitat de cisallament veurem com
també hi ha la possibilitat d’aparicié de fluxes amb una velocitat mitjana amb
un perfil simetric (Armbruster 1987), i no antisimetric.

Un mecanisme diferent que pot produir fluxos a gran escala és el de la
ressonancia. Fins ara s’han deduit alguns models, tant usant expansions de
petita amplitud com usant metodes de teoria de grups. Sila longitud horitzontal
del contenidor és tal que admet dues solucions o més, cadascuna amb diferent
nimero de parelles de rolls, aquestes es poden acoblar no linealment, i per
exemple, poden generar solucions amb vent. La ressonancia anomenada 1:2, que



té lloc entre modes amb nimero d’ona fonamental a i 2, ha estat la primera
examinada en el context de I’aparicié de vent (Busse & Or 1986, Armbruster

1987).

1.2 Objectius. Presentacié del treball

En el treball que presentem estudiem la conveccié bidimensional en una capa
plana periodica entre dues superficies perfectament conductores sotmesa a un
gradient advers de temperatura. Es pretén analitzar totes les inestabilitats
secundaries del flux primari, aixi com la dinamica no lineal de les solucions
bifurcades i inestabilitats posteriors. Com ja hem comentat, d’entre aquestes
inestabilitats hi ha les que generen vent. Les condicions de contorn que uti-
litzarem a les superficies horitzontals (condicions de contorn rigides) permeten
I’existencia d’esforcos tallants no nuls, per aixd considerarem no només la pos-
sibilitat d’aparicié de vent, sino la possibilitat d’un flux de massa net no nul.

Plantejarem el problema en una caixa periodica de longitud I i analitzarem
totes les solucions estacionaries que hi poden cabre. Es a dir, analitzarem
solucions de longitud L tant amb una parella de rolls com amb més d’una
parella. Aquests dos casos requereixen un estudi diferent, és per aixo que hem
dividit la presentacié del treball en dues parts que estan estructurades de la
seglient manera:

La primera part consta dels capitols 2, 3 i 4. Al capitol 2 presentem les
equacions i simetries del sistema, la primera inestabilitat del regim conductiu
i condicions de ressonancia, aixi com els metodes espectrals que s’usen pel
calcul numeric. En aquesta part es considera principalment contenidors amb
una sola parella de rolls. Al capitol 3 es duu a terme ’analisi d’estabilitat
de solucions amb una sola parella de rolls, el qual per causa de les simetries
del sistema factoritza en quatre problemes. En aquest capitol es presenten les
corbes d’estabilitat per nimero de Prandtl ¢ = 10. Al capitol 4 presentem la
dinamica no lineal de les solucions bifurcades i posteriors transicions per aquest
mateix valor de ¢. També presentem un model d’amplituds que justifica el
caracter de les bifurcacions secundaries que ens apareixen i que permet entendre
el comportament no lineal de les solucions prop de la bifurcacié.

La segona part del treball la presentem al capitol 5. Calculem totes les
solucions amb més d’una parella de rolls que caben en un contenidor de longitud
L i n’analitzem ’estabilitat enfront de qualsevol pertorbacié periodica que hi
pugui cabre en aquest contenidor. Utilitzant la teoria de Floquet considerem les



diferents pertorbacions periodiques i reduim 'analisi d’estabilitat a un domini
de longitud la periodicitat basica de la solucié. Es calcula també per Prandtl
o = 10, quin és el rang de parametres on les parelles de rolls sén estables enfront
de qualsevol pertorbacié periodica. Veurem com i quines ressonancies tenen un
paper important en aquest diagrama d’estabilitat.

Com ja hem comentat en la introduccid, també hem analitzat aquelles zones
de parametres on apareix més d’una solucié estacionaria amb les mateixes ca-
racteristiques que els rolls primaris. Com que en variar els parametres aquestes
solucions evolucionen cap a solucions amb diferent periodicitat fonamental, és
a dir, canvia el nimero de parelles de rolls que caben a la caixa periodica, hem
optat per incloure’n I'estudi en el capitol 5.

Finalment al capitol 6 presentem un resum del treball presentat i les conclu-
sions més generals. La discussié detallada dels capitols 3, 4 i 5 s’ha presentat
al final de cadascun dels capitols.






2 Equacions i simetries pel problema de Rayleigh-
Benard 2D. Estabilitat de ’estat conductiu

2.1 Equacions

Les equacions corresponents al problema de Rayleigh-Bénard, quan es consi-
dera un fluid en aproximacié de Boussinesq, son la condicié d’incompressibilitat,
I’equacié de Navier-Stokes i I’equacié de la conservacié de I'energia. Si adimen-
sionalitzem les longituds respecte de 'alcada d de la capa, el temps en unitats
de temps térmic d?/k, on k és difussivitat térmica, i la temperatura respecte
de la diferéncia de temperatures a la capa, AT, obtenim les segiients equacions

V-v=0, (1.1)
o0+ v -V)v=—-Vp+ Ra(T —To) k + V?v, (1.2)
(0 +v - V)T = V*T. (1.3)

on v és la velocitat del fluid, T és la temperatura del fluid, Ty és la temperatura
a la superficie de dalt, p és la pressio total, exepte el terme hidrostatic, i k és
el vector unitari vertical.

Els nimeros adimensionals de Rayleigh Ra i de Prandtl o estan definits per

Ra = %ATdS, o= K,
KV K
on g és 'acceleracié deguda a la gravetat, a és el coeficient d’expansié termica
i v és la viscositat dinamica.

El nimero de Rayleigh i el nimero de Prandtl formen, junt amb la peri-
odicitat del contenidor, el conjunt de parametres de control del problema. El
nimero de Rayleigh constitueix una mesura de la diferencia de temperatura a
la qual es mantenen les superficies, i el nimero de Prandtl és caracteristic de
cada fluid.

Tractarem el problema bidimensional amb condicions de contorn periodiques
en la direccié horitzontal z, amb periodicitat L, i superficies adherents i per-
fectament conductores, en direccidé vertical z:

0 :I:1
Vp =V = U, L=,
2



2.1.1 Velocitat mitjana i flux de massa

Per satisfer la condicié d’incompressibilitat (1.1) expressem el camp de veloci-
tats en termes de la funcidé de corrent y:

vy = —0.X,
Vy = OzX-
Fent la mitjana horitzontalment de v, = d,x i tenint en compte la periodicitat

horitzontal s’obté
v, = 0.

Anomenarem velocitat mitjana o vent la mitjana horitzontal de v, i la notarem
per
1 L
Ui=v,=— vy dx,
0

que només pot dependre de la component vertical i del temps.

Anomenarem fluz de massa I la integral de la component horitzontal de
la velocitat sobre una seccié vertical. En termes de la funcié de corrent es pot

posar com:

1/2
F:/ vxdz:—[x(x,z: )—x(z,2=—2)
-1/2

Les condicions de contorn v, = v, = 0 a z = £1/2 impliquen que d.x = 0
az==+1/21 que la funcié de corrent sigui constant a les tapes, de fet com que
Y esta definida llevat de constant podem prendre una funcié de corrent tal que

x(z,z= %) =C, x(z,z= —%) =0.
Ha sigut freqiient en ’estudi d’aquest problema prendre la funcié de corrent
igual a zero a les tapes (Clever & Busse 1987), amb la qual cosa s’imposa que
el flux de massa sigui zero.

Com que volem ocupar-nos de la conveccié termica bidimensional en dominis
periodics sota les condicions més generals possibles, formularem el problema de
forma tal que pugui apareixer un flux de massa net al llarg del contenidor. Per
aix0 separem la velocitat entre la seva mitjana horitzontal i la seva desviacié:
vy = —d.x =U — 82’X’7 (2)

Vy = 0OzX = axX/-

10



La condicié de contorn v, = 0 a z = £1/2 implica x'(z,z = %) = (',
X'(x,z = —%) = 0 fent un raonament analeg al que hem fet abans. D’altra
banda la definicié U := 7, implica d,x’ = 0, i aix0 vol dir que y/ és una funcié
que no depen de z i per tant considerant les condicions de contorn per Y’ es
compleix y/ = ¢’ = 0. Imposem, doncs, les condicions

X =0,

XN'=0.X=U=0, 2=+,

I el flux de massa net ve donat per

1/2 1/2
F:/ vxdz:/ Uz, t)dz,

—-1/2 —-1/2

el qual només pot dependre de t.

2.1.2 Equacions de treball

Formularem el problema de Rayleigh-Benard bidimensional en un domini (z, z) €
[0, L] x [-1/2,1/2] en termes de la velocitat mitjana, la desviacié de la vorti-
citat i la desviacidé de la temperatura respecte de la de ’estat conductiu . Ho
farem als apartats (A), (B) i (C) respectivament. A l'apartat (D) resumirem
les equacions corresponents.

A. Equacié per la velocitat mitjana

Per obtenir '’equacié per la velocitat mitjana prenem la component z de
I'equacié de Navier-Stokes (1.2) i en fem la mitjana horitzontalment sobre el
domini periodic [0, L]:

0y +V -V, = —0,p + oV20,. (3)

Com que §; commuta amb el promig horitzontal, d;v, = 0,5;. Alhora, per
causa de la periodicitat horitzontal, es compleix d,p = 01 92, v, = 0. Si a més
usem que d, també commuta amb la mitjana horitzontal, el terme de (3) que
prové del laplacia del qual s’ha fet la mitjana és

2 —
V2, = 07,7;.

11



Per causa de la condicié d’incompressibilitat, V -v = 0, es compleix: v - Vo, =
V - (vpv) i el terme no lineal de (3) es pot escriure com:

v Vo, =V (V) = 0,(0v2) 4+ 0.(vpv,) = 0,7,75.

A més, com que separem v entre la mitjana horitzontal i la seva desviacié com
(2) amb X’ =0,ion U := 7, es compleix

VpUy = (U - 8ZX/)81’X/ = UaxX/ - axX/ X = UaxX/ - axX/ X = _81’)(/ X
Finalment I'equacié per la velocitat mitjana U ve descrita per:

0.U = 0: (JXD:XT) = 002U,

B. Equacié per la desviacié de la vorticitat respecte de la seva
mitjana horitzontal

Prenem el rotacional a 'equacié de Navier-Stokes (1.2). Si usem la condicié
d’incompressibilitat obtenim la segiient equacié:

Ow + v -Vw = —Raocd, T + oV3w, (4)

on w és per definici6 la component y de la vorticitat V xv = (0, 0,v, — 9,0, O)T.
Com abans, expressem la velocitat en funcié de U i x’. Amb aquesta separacid

w=-Viy=-ViH'+0.U,

i com que @ = 9,U, aleshores w' := w —&w = —V?y’ que anomenem la desviacié
de la vorticitat. Es compleix per tant

v -Vw = J(x,w) = J(,&") + Udw' 4+ 0, X 02U,

on J és el jacobia definit per

J(f.9):= w.2)

Si restem a l'equacié (4) la mateixa equacié de la qual s’ha fet la mitjana
horitzontal, obtenim ’equacié per la desviacidé de la vorticitat:

(0i + Udy — oV’ + Racd, T + 02U X' + J(x',&') — J(x',w') = 0.

12



C. Equacié per la desviacié de la temperatura respecte de la del
régim conductiu

Si separem la temperatura com T = T’ + % — 2z + Tg, on T’ és la desviacio

de la temperatura respecte de la de I’estat conductiu, ’equacié de la calor (1.3)
en termes de T” és

(O +v -V)T' = v, + VT
Si expressem la velocitat en termes de la funcié de corrent i separem la velocitat
mitja obtenim

v VT = J(x, T = J,T") + U9, T,
aleshores 'equacié de la conservacié de I'energia s’expressa

(0 + Udy —VHT' + 0, + J(X',T") = 0.

D. Equacions d’evolucié

Resumint les equacions amb les quals treballarem, per la velocitat mitjana,
la desviaci6 de la funcié de corrent i la desviacié de la temperatura respecte la
de Pestat conductiu sén:

(0 — U@ZQZ)U — 0,(0.X'0:X") = 0, (5.1)
(0; + U, — V' + Rac 0, T + 0> Ud, X' + J(X',w') — J(X', ') =0, (5.2)
(0 +Udp —VHT' + 0,x + J(X',T") =0,

on w' = —V2y' i y/ = 0. Les condicions de contorn en vertical sén
1
U:X/:82X/:T/:0 ZI:|:§. (54)

Un altre nimero adimensional important d’aquest problema, a part del
nimero de Rayleigh Ra i el nimero de Prandtl o, és el nimero de Nusselt Vu
que és una mesura del flux de calor transportat verticalment. Fent la mitjana
horitzontal de (1.3) tenim:

0.T +0,C = 0,
on C' = v, T — 3.T és la mitjana horitzontal del flux de calor. El nimero de
Nusselt és una mesura adimensional d’aquest flux. Definint-lo com el flux de

calor en una de les tapes, on v, = 0, tenim
NUI—GZT|22121—82T| 1.
2 2

z=

Cal remarcar que el transport de calor per conduccié, val C' = 1.
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2.2 Simetries i1 solucions

Estudiem el conjunt de transformacions per les quals el sistema d’equacions (5)
és invariant, que anomenem també simetries del sistema.
En primer lloc, el sistema (5) és invariant per a trasllacions continues espa-
cials,
7o (,2,1) — (. + a, 2,1), (U, X', T — (U, ', T").

Es a dir, si (U(2),Y(2,2),T'(x,2)) és solucié de (5), aleshores (U(2), ' (z +
a,z),T'(x + a,z)) també n’és solucid, i per qualsevol a, perque x' i T’ sén
funcions que sempre apareixen derivades en les equacions. El sistema (5) és
també invariant per a trasllacions continues temporals, i es defineixen de manera
analoga.

A més de les simetries continues per trasllacid, les equacions també admeten
simetries finites. Les simetries finites de (5) sén:

(a) La simetria de reflexié

S1i(z,z,t) = (—x,2,1), (U,X',T") — (=U, =", T"). (6)

El sistema d’equacions és invariant per a 57, o té la simetria 57, quan es com-
pleix: si (U(2),X'(z,2),T'(z, z)) és solucié de (5) aleshores (—U(z), —x'(—z, 2),
T'(—z, 7)) també n’és solucié.

(b) La simetria respecte de 'origen

Sy i (x,2,t) — (—x,—2,1), (U, T — (=U, X, =1"). (7)

El sistema d’equacions és invariant per a S si (U(z), X(z, ), T'(z, z)) és solucié
de (5) aleshores (=U(—z2),x'(—2,—z2),—T'(—x,—z)) també n’és solucib.

En dominis periodics de periodicitat L, a més de les trasllacions continues,
les trasllacions finites de la meitat de la longitud L tindran un paper important
en el problema que estudiem. Per aix0 introduim la trasllacié finita

L
3:\T, 50— BREEAVA) 7/7/_>7/7/'
Ss i (z,z,1) (96—|—22t) (U, X", T — (U, X, 1" (8)
El conjunt de les transformacions {57, 52, 55} juntament amb els seus pro-
ductes defineixen un grup commutatiu G* de simetries finites estacionaries de

(5). El quadrat de cadascuna d’aquestes simetries és la identitat i cada trans-
formacié és la seva propia inversa.
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Alhora es pot considerar simetries per a les solucions del sistema (5). Una
solucié es diu que té una certa simetria quan és invariant per la corresponent
transformacio. FEl significat de simetries d’un sistema d’equacions és diferent
que el de simetries de les solucions d’aquest sistema, una soluci6 de (5) té, per
exemple, la simetria 57 quan

Uz)=-U(2), X'(z,2)=-X(-2,2), T(v,2)=T(-=,2).

Es ben conegut que, independentment del Prandtl o, si considerem el nimero
de Rayleigh com el parametre del problema, existeix un valor del Rayleigh a
partir del qual la solucié més simetrica, el régim conductiu (v = 0, 7' = 0),
deixa de ser estable i bifurca amb trencament de la invariancia per trasllacié
a una solucié estacionaria periodica amb v i T diferents de zero i U = 0. Si
aquesta solucié periodica té longitud d’ona fonamental L, és a dir, no és invari-
ant per a cap trasllacié de longitud menor, aleshores és invariant per al segiient
subgrup de simetries G de G*:

G = {I, 51,52 X 53,51 X SQ X Sg}, (9)

on [ ésla identitat. Usant (6), (7)1 (8) les simetries Sy x S31 51 x S5 x 93 sén

52 X 53 : ($,Z,t) - (é -, _th)v (U7 leT/) - (_U7 le _T/)7 (10)

L
S1x Sy x S5 (x,2,t) — (x — 3

La soluci6 estable que bifurca del valor critic (L., Ra.) ~ (2.016, 1707.762)
apareix en forma d’una parella de rolls i es caracteritza per ser invariant per al

_th)v (Uv leT/) - (Uv _le _T/)' (11)

grup de simetries (4.

Les solucions invariants per a GG poden bifurcar també via trencament de
simetries a solucions invariants per a subgrups de . De fet, veurem que una
parella de rolls pot bifurcar de quatre maneres diferents via trencament de
simetries, variant Ra, o o L. Com que el grup G conté tres subgrups invariants
de simetries, cadascun dels quals trenca dues de les simetries no trivials, pero
és invariant per a la tercera simetria (producte de les altres dues), i com que
la interseccié d’aquests tres subgrups és el grup complet GG, una parella de rolls
pot bifurcar a:

(i) Solucions invariants només per a 51, les quals per causa de (6) no tenen
velocitat mitjana, U(z,t) = =U(z,t) = 0.
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(ii) Solucions invariants només per a Sy x 93, en aquest cas si tenen velo-
citat mitjana el seu perfil ha de ser antisimetric per causa de (10), U(z,t) =
—U(—2,t). A més el flux de massa és zero.

(iii) Solucions invariants per a 51 x S3 X S3, que si tenen velocitat mitjana
aquesta ha de tenir el perfil simetric per causa de (11), U(z,t) = U(—=z,1).

(iv) Solucions que tenen totes les simetries de (7, per exemple quan es trenca
la invariancia en el temps. Son solucions sense velocitat mitjana.

D’aquests quatre tipus de solucions les que tenen vent U = 0, (ii) i (iii),
estan lligades al trencament de la simetria 57 de les solucions basiques. Les
uniques solucions que tenen la simetria Sy sén (i) i (iv) i cap de les dues no té
velocitat mitjana. Les solucions que poden tenir flux de massa diferent de zero,
(iii), sén les que tenen velociat mitjana amb un perfil simétric.

Si es trenca la invariancia temporal, es pot definir una nova simetria finita
quan la solucié que bifurca és periodica en el temps de periode 7. Usant argu-
ments similars als que hem usat per introduir (8), definirem la segiient simetria
finita

Sy :(w,z,t)—>(x,z,t—|—%), (U,X', T — (U, T").
Aquesta és la simetria que ens ajudara a descriure les simetries d’algunes solu-
cions que bifurquen dels rolls, al capitol 4.

Com i quan bifurquen els rolls a aquestes altres solucions és del que ens ocu-
parem en detall al proxim capitol. De la seva dinamica no lineal ens n’ocuparem
al capitol 4. A la proxima seccié ens ocupem amb més detall de la inestabilitat
primaria que genera conveccid aixi com de les condicions de ressonancia.

2.3 Caracteristiques de D’estabilitat lineal de I’estat conductiu
1 condicions de ressonancia

L’estabilitat lineal de ’estat conductiu en el problema de Rayleigh-Benard ha
estat investigada per Low (1929), Pellew & Sothwell (1940), Reid & Harris
(1958). La transici6é d’estabilitat a inestabilitat es produeix via una bifurcacié
estacionaria supercritica. La pertorbacié (U = 0, x’,7") més inestable té estruc-
tura espacial que és simetrica respecte el pla mig z = 0, i peridodica en direccid
horitzontal amb longitud d’ona fonamental L. Sén pertorbacions proporcionals
a

q(z)emxe)‘t

b
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amb ¢(z) parell i on @ = 27/ L és el nombre d’ona fonamental de la pertorbacié.
Sén els estats de modes purs o estats purs. Els valors de (a, Ra) pels quals es
troba una funcié propia ¢(z) # 0 amb valor propi A = 0 ens donen la corba
d’estabilitat marginal convectiva i és on es produeix la inestabilitat primaria del
regim conductiu. La corba marginal resultant no depen del nimero de Prandtl.
A la figura 1 representem el nimero de Rayleigh pel qual una pertorbacié amb
nombre d’ona fonamental a esdevé inestable. El valor minim de la corba, que
és el valor critic, ve donat per (a., Ra.)~ (3.1163236,1707.762), la longitud
d’ona corresponent és L. ~ 2.016. Tot i que la funcié propia sobre la corba
d’estabilitat marginal té estructura vertical parell, quan s’augmenta el valor del
Rayleigh la solucié que es genera no linealment ja no és parell en z. Per sobre
n = 1 les solucions periodiques amb nombre d’ona fonamental a que bifurquen
de lestat conductiu sén invariants per al grup de simetries G on L = 27 /a.

12500

10000 ~

7500 A

Rayleigh

5000 A

2500 A

0 T T T T T T T T
0.5 2.5 4.5 6.5 8.5
e

Figura 1: Corba d’estabilitat marginal de I’estat conductiu.

En fixar la periodicitat horitzontal, el valor del Rayleigh pel qual I’estat con-
ductiu bifurca a una solucié amb longitud d’ona fonamental L, en particular
de periodicitat L, és el mateix pel qual ’estat conductiu bifurca a la mateixa
solucié considerant-la de periodicitat 2L, i en general nL. A la figura 2 re-
presentem nimero de Rayleigh en funcié de la periodicitat, la corba n = 1 es
desdobla per cada n, reescalant L per nl. Fixada la periodicitat L, direm que
n = 1 desestabilitza una parella de rolls de periodicitat L, n = 2 desestabi-
litza una caixa de periodicitat L amb dues parelles de rolls identiques, i aixi
successivament.
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Figura 2: Corbes marginals de I’estat conductiu. Nimero de Rayleigh en funcié
de la periodicitat L del contenidor. Les corbes etiquetades amb n corresponen
a la inestabilitat de ’estat conductiu a n parelles de rolls identiques.

Fixada la longitud del contenidor en L, existeixen valors del Rayleigh pels
quals coexisteixen més d’una solucié estacionaria, amb una, dues o més parelles
de rolls. Per aquests valors es poden produir fenomens ressonants per causa
de la interaccié no lineal de les diferents solucions. En particular, sobre les
corbes d’estabilitat marginal de la figura 2, en tots els punts d’interseccié de les
diferents corbes es produeix una bifurcacié miltiple de dos estats purs. Direm
que en aquests punts es produeix una ressonancia exacta entre els dos estats
purs estacionaris. Segons la definicié de Fujimura (1992), fixada la periodicitat
L i per un mateix valor del Rayleigh, si tenim dos estats purs proporcionals a

ql(z)eia1$€)\1t7 qz(z)eia2$€)\2t7

amb ¢ i g; funcions parells i ay > ay tenim una ressondncia entre aquests dos
estats purs de rad m : m’ amb m < m’ quan

m'aq = magy, (12.1)

m’al)\l = mag)\z. (122)

La condicié (12.2) es compleix facilment si es consideren dos estats purs sobre
la corba marginal ( on Ay = Ay = 0) i la condici6é (12.1) es compleix quan es
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consideren estats purs sobre les interseccions entre les diferents corbes n de la
figura 2. De fet en aquest cas la ressonancia és deguda a una bifurcacié multiple
de dos estats purs estacionaris amb nombres d’ona fonamental a; i as.

Si cadascun dels estats purs es representa per una amplitud, es poden tro-
bar equacions acoblades per les amplituds que descriuen la dinamica no lineal
deguda a la interaccié entre els dos estats, prop d’on es produeix la ressonancia
exacta. Pel problema que tractem ha estat estudiada per exemple la ressonancia
1:3 (Mizushima & Fujimura 1992), és a dir, la interaccié lineal dels dos estats
purs amb nombres d’ona fonamental o i 3a a la interseccié de n = 1 amb
n = 3. Les solucions d’aquestes equacions d’amplitud, degudes a les interacci-
ons no lineals entre aquests dos estats purs, sén molt variades: estats hibrids,

ones estacionaries, viatgeres, modulades,..., segons els valors dels parametres.
Al capitol 5, seccid 4 veurem com en el treball que estudiem sén importants
les ressonacies 1:3 (interseccié entre n = 11 n = 3), 1:5 (intersecci6 entre

n=11in=2>5),1ien general 1:n si n és senar, i com sén també importants les
ressonancies n:n+1 entre estats purs estacionaris (Knobloch & Guckenheimer

1983).
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2.4 Tractament numeric: Meétodes espectrals

Els metodes espectrals poden ser considerats com un desenvolupament extrem
de la classe d’esquemes de discretitzacid per equacions diferencials anome-
nats genericament "method of weighed residuals”(MWR) (Finlayson & Scriven
1966). Els elements clau sén les funcions d’expansié o aproximatives i les funci-
ons test. Les funcions d’expansié sén les funcions base d’un desenvolupament en
serie truncada de la solucié. Les funcions test s’usen per asegurar que I’equacid
diferencial es satisfa tan bé com es pot per I'expansié en serie truncada. Aixo
es satisfa minimitzant el residu, és a dir, ’error produit en ’equacié diferencial
quan s’utilitza una expansié truncada en comptes de la solucié exacta, respecte
d’una norma adequada. Una condicié equivalent és demanar que el residu com-
pleixi una condicié d’ortogonalitat respecte de cadascuna de les funcions test.
També s’anomena fer una projeccié ortogonal del residu.

L’elecci6 de la funcié aproximativa és una de les caracteristiques que distin-
geixen els metodes espectrals dels elements finits i dels metodes en diferencies
finites. Per un metode espectral les funcions d’expansié sén funcions globals
infinitament diferenciables. Les més freqiients sén els polinomis trigonometrics,
els polinomis de Chebyshev i els polinomis de Legendre.

L’elecci6 de la funcidé test dona lloc als tres esquemes espectrals més comuns
anomenats Galerkin, col.locacié i Tau.

En les aproximacions de Galerkin les funcions test sén les mateixes que les
funcions aproximatives. Sén a més funcions infinitament diferenciables i cadas-
cuna satisfa les condicions de contorn. Es forca I'equacié diferencial imposant
que la integral del residu per cada funcié test sigui zero.

En Pesquema de col.locacio les funcions test sén funcions delta de Dirac
centrades en els anomenats punts de col.locacié. Aquesta aproximacié requereix
que 'equacié diferencial es compleixi exactament en els punts de col.locacié.
Aquest metode és atractiu per causa de la facilitat amb que es pot aplicar a
problemes no lineals.

L’aproximacié de Tau és molt semblant al metode de Galerkin, pero en
aquest cas les funcions test no han de complir les condicions de contorn.

En el treball que presentem usem un metode combinat de col.locacié i Ga-
lerkin, per aix0o només explicarem, molt breument, com funcionen aquests dos
metodes.
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2.4.1 Implementacié dels métodes espectrals a les equacions d’evolucid

Donada una equacié d’evolucié per u(x,t), la podem escriure com
du + Mu+ N(u) =0, x € Q,

B(x)u=10, xe€0d9,
u(x,0) = g(x), x €9,

on N és un operador no lineal, M és un operador lineal, B és un operador lineal
de contorni Q C R™ és el domini espaial amb contorn €.

Per cada ¢, suposem que u(x,t) pertany a un espai de Hilbert amb un
producte escalar i una norma, de manera que per cada instant la solucié pertanyi
al subespai de funcions que verifiquen el contorn.

El procés de discretitzacid consisteix a definir un espai de funcions d’aproximacio
XN un espai de funcions test YV, un operador @V de projeccié ortogonal dun
espai de Hilbert que contingui X a l’espai Y. Sigui u’¥ una funcié apro-
ximativa de u desenvolupada en série per les funcions aproximatives de XV,
Aleshores el problema discretitzat s’expressas:

QN (o + MuY + N (V) =0, ul e XxV,
QVB(x)u =0, xe€09,
uV(x,0)=QVg(x), weq.

Meétode de Fourier-Galerkin

Si u(a) és una funcié periodica, aquest sera el nostre cas, definida a [0, 27),
s’acostuma a prendre com a funcions d’expansié a les funcions trigonometriques
€™ i la funcié aproximada es representa com:

N/2-1 .
W = Z i eint
n=—N/2

Per minimitzar el residu, Galerkin pren com a operador de projeccid la integral
sobre tot el domini periodic amb funcions test 2176_2”x, aleshores demanem

2T .
%/ (D + M + N(uN))e " da = 0
0
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per cadan=—-N/2+1,....,N/2.
Meétode de col.locacié

El metode de col.locacié pren com a funcions test les funcions delta de Dirac
6(xz — x;) en els punts de col.locacié z;, j=0-+ M. Si

M

M ~

w(z) = Z U, P (T ),
m=0

és una aproximacié de u tal que uM(z;) = u(z;), j =0+ M, aquest metode

demana que ’equacié es compleixi en els punts de col.locacio:

O™ + MuM + N (M), = 0.

Les condicions de contorn determinaran en quins punts de col.locacié s’ha
d’imposar 'equacié.

Quan s’utilitza aquest metode segons quines siguin les funcions aproximati-
ves escollirem convenientment els punts de col.locacié. Els casos més tipics de
funcions aproximatives sén els polinomis de Fourier i els de Chebyshev:

o Seéries de Fourier.

Quan aproximem la funcié en series de Fourier una eleccié usual dels punts
de col.locacié sén punts equidistants:

en aquest cas la funcié aproximada en aquests punts pren la forma

N Nt in2ej
(xj) = Z upe NI,
n=—N/2

U

i s’anomena la transformada discreta de Fourier (TDF').

o Séries de Chebyshev.

Si prenem els polinomis de Chebyshev 7,,(z) = cos(m arccos(z)) per m =

0+Miaxze€(—1,1),els punts de col.locacié que considerem sén els punts
de Gauss-Lobatto:

z; :cos(%j), j=0,.., M.
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Amb aquesta eleccié obtenim aproximacions molt bones i a més economiques
perque 7, (z;) = cos(%m), 1 per tant la funcié aproximada i discretit-
zada pren la forma d’una suma en cosinus, la qual cosa permet utilitzar
transformades rapides.

2.4.2 Implementacié eficient dels métodes espectrals

Es basic en qualsevol metode espectral D'eleccié de les funcions d’aproximacio
perque influeixen decisivament en la seva convergencia i eficacia. El més freqiient
és, com hem vist, utilitzar series de Fourier, si les condicions de contorn sén
periodiques, i seéries de Chebyshev en cas contrari, de manera que en ambdds
casos es pot implementar els metodes de transformada rapida de Fourier (FF'T),
a més de donar bones propietats de discretitzacié. Els metodes espectrals apro-

fiten la facilitat per calcular derivades i altres variant lineals i no lineals amb
I'ajuda de la FFT.

Transformada rapida de Fourier

La FFT és un algoritme recursiu per avaluar la transformada discreta i la
seva inversa

N/2-1 o
uN(acj) = Z Upe'"NJ, j=0,...,N -1,
n=—N/2

1 N-1 . 9.
Uy = v ]Z:;J ul(z;)e "N n=-N/2,..,N/2-1,

economitzant el nombre d’operacions; d’aquesta manera es necesiten menys
calculs i s’obtenen menys errors d’arrodoniment.

L’algoritme de Cooley-Tukey permet sumar amb 5V log, N operacions reals
quan NV és una potencia de 2, mentre que el nombre d’operacions necessaries si
fem la suma completa és de SN2. En el treball que presentem s’implementen
unes rutines (Canuto et al. 1987) que per funcions reals necessiten 5N log, N
operacions, amb N parell amb factors primers 2 i 3.

Per una serie de Chebyshev també es pot implementar el metode de la FFT
ja que sén sumes de cosinus.
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2.4.3 Meétode pseudoespectral: aliasing

Considerem el tractament de Fourier Galerkin del terme quadratic

En el cas d’un desenvolupament en series infinites tenim

& .
u(z) = Z U™,

m=—00
el .
v(z) = Z e,
n=—oo

. L2 —ika
Wy = g/o w(z)e” " d,
d’on
Wy = Z Uy, Vg« (2)
m+n=k

Quan u, v, w s’aproximen per les respectives series de Fourier truncades de
grau N/2, aleshores
wE = E Ui, Uy (3)

mtn=k

[m|,[n|<N/2
on k < N/2. Aquesta suma necesita O(N?) operacions, aixd és extremament
car si es considera que el metode de les diferencies finites per un terme no lineal
en necessita O(N). Malgrat tot, mitjancant metodes de transformades (Orszag
1970) es pot avaluar amb O(N log, N) operacions.

L’aproximacié que s’usa per avaluar (3) amb el metode de la transformada
és: en primer lloc es transforma ,, 1 v, a lespai fisic usant la transformada
discreta de Fourier (TDF'), seguit d’una multiplicacié a 'espai fisic, com (1), i
finalment es determina w; usant la inversa de la TDF . Pero s’ha de fer amb
compte. Per il.lustrar el punt subtil introduim les transformades discretes

N/2-1

U; = Z Uuge'™ s
k=—N/2

N/2-1

~ ok
Vi= D e,
k=—N/2
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i definim

W, =U;V;, 7=0,....,N—1,

N-1
= 1 ik
Wk:NJZ:;)Wje ’s k=-N/2,..,N/2-1,

on z; = 27j/N. Es pot veure que

Wi= > Gpbn+ D, Gpby=p+ Y G
m4n=k m+n=k£tN m+n=k+N
El segon terme de la dreta és 'error d’aliasing. Quan els coeficients i, v,
amb |m|,|n| > N/4 sén O(¢) aleshores I’error d’aliasing és com a molt d’aquest
ordre. Agafant N suficientment gran podem fer que aquest error sigui petit.
Amb aquest metode avaluar (3) costa 3FFTs i N multiplicacions, en total
%Nlog2 N multiplicacions.

2.4.4 Calcul numeric dels valors de les derivades d’una funcid a
partir dels valors de la funcié

M
Sigui f(z) = Zame(Z)-
m=0

Suposem que coneixem f en els punts de col.locacié de Gauss-Lobatto
{Z]‘}j]\io. Mitjancant transformades rapides amb cosinus s’obtenen els coefi-
cients {a,, }M_,, aleshores operant convenientment amb aquests coeficients i
antitransformant podem calcular les derivades de f en {Z]‘}j]\io.

Direm que a partir de

(f(ZO)v f(Zl)v e f(ZM))v

i transformant obtenim

(Df(ZO)v Df(zl)v e Df(ZM))

Pero algunes vegades és més convenient posar la derivada en funcié dels
valors de la funcié de forma matricial. Per exemple, suposem que tenim dues
condicions de contorn per la f i que sén combinacié lineal dels valors de f a
I'interior,

M-1
f(20) = Z a; f(z),

i=1
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M-1

fGa) =) bif().

J=1

En aquest cas ens quedara 'expressié matricial
Df(z0) Dfor -+ Dfoys f(=1)
Df(zm) Dfan o+ Dfani flemr-1)
Per calcular {5?”}2,] transformem per cada 7 = 1,..., M — 1:

J
(ajvov"'vlv"'vovbj)v

1 obtenim o L
(Df0]7Df1]77DfM])

Les condicions de contorn homogenies, f(z9) = 0, f(za) = 0, és un cas parti-
cular d’aquest.

26



3 Estabilitat lineal d’una parella de rolls

3.1 Introduccié. Simetries

En aquest capitol ens centrarem en 1’analisi d’estabilitat d’una solucié esta-
cionaria de periodicitat L formada per una sola parella de rolls convectius,
enfront de pertorbacions amb la mateixa periodicitat. Les pertorbacions que
no tenen la simetria de reflexié 57 poden desestabilitzar-la linealment a una
solucié amb vent no nul. La implicacié immediata és que el conjunt de per-
torbacions es pot separar en dos subconjunts, un d’ells conté les pertorbacions
que son invariants per a 57, i per tant mantenen la simetria de reflexié de la
solucid basica, i altre conté les que no tenen simetria 57 les quals en trenquen
la simetria de reflexi6 i donen lloc a ’aparicié de velocitat mitjana. Com que el
problema que estudiem també admet simetries on intervé a més la component
vertical - sén les simetries S5 x S5 1 .97 x S5 x S3 -veurem com cadascun dels
dos subconjunts es pot separar en dos.

Com a conseqiiencia, el problema d’estabilitat d’una parella de rolls es se-
para en quatre subproblemes, i déna lloc a quatre tipus diferents de pertorbaci-
ons. Aquestes son les pertorbacions que poden desestabilitzar la parella de rolls
als quatre tipus de solucions que s’han introduit en el capitol anterior. Calcu-
larem numericament, utilitzant metodes espectrals, les solucions estacionaries
i la seva estabilitat aprofitant la separacié en subproblemes. Presentarem les
diferents corbes d’estabilitat marginal per a ¢ = 10 i finalment discutirem els
resultats.

3.2 Analisi d’estabilitat. Separacié en subproblemes

Reescrivim les equacions d’evolucié del problema que volem resoldre, descrites
en el capitol 2, com:

Ov + F(V,1,0:,0;) = 0, (1)
amb p = (Ra,o)iv=(Ux,T).
Sigui v = (0,x%,7°) una solucié estacionaria de (1) tal que és invariant
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per al grup de simetries &, definit al capitol anterior, i és peridodica:

vz, 2) = vz + L, 2),

on L és la longitud d’ona fonamental, és a dir v

no és invariant per cap
trasllacié de longitud menor que L. Aquestes solucions es poden trobar per
sobre la corba d’estabilitat marginal n = 1 de la figura 4.

Volem estudiar lestabilitat de v° enfront de pertorbacions v'. Linealitzem

(1) al voltant de v¥ i I’equacié per a les pertorbacions es pot escriure com
o' = L(v°, p, 0y, 0V,

amb L(v% i, d;,,) un operador lineal, per simplificar el notarem L, que es
pot expressar en funcié de F si separem la part corresponent a la derivada de

Frechet en el zero (F(v,p) = DF(0)v+ N(v,v)):
L, =DFO0)+ N’ )+ N, VY,

on N(0,0) = 0.

Com que P’equacié per les pertorbacions no depen explicitament de ¢ i la
dependencia en x és periodica, la solucié general pot posar-se com una suma
de solucions que depenen exponencialment de z i ¢ per una funcié de z i z amb
la mateixa periodicitat que la solucié estacionaria ( Teorema de Floquet):

v'(z,2,t) = u(z, z)eAteldax,
amb d € [0,1)ia = 27/L el nombre d’ona fonamental. Com que la periodicitat
horitzontal del problema esta fixada i considerem pertorbacions amb la mateixa
periodicitat que la solucié estacionaria, I’analisi es fa prenent d = 0. La inesta-
bilitat davant de pertorbacions amb d # 0 és un cas a part que estudiem més
endavant, al capitol 5.

Si existeix una pertorbacié amb dependencia temporal creixent direm que
v" és inestable, altrament és estable.

Podem, doncs, eliminar el temps i obtenim el segiient problema de valors
propis:

Au = L,u, (2.1)
u(z,z)=ulz + L,2), (2.2)

i en aquest cas la inestabilitat es tradueix a trobar quan el valor propi de part
real més gran creua ’eix real i té part real positiva.

Com que el sistema d’equacions (1) i la solucié estacionaria vq sén invariants
per al grup de simetries (4, el sistema linealitzat (2) també és invariant per a G.

28



Es a dir, si (A, u) és solucié de (2), (A, Su) també és solucié de (2) per qualsevol
Y € G . En conseqiiéncia transformant (2) per ¥ € G hem d’obtenir

AY¥u =L, X,

i el conjunt de pertorbacions que tenen simetria ¥ és un subconjunt invariant
del conjunt total de pertorbacions. Es diu també que I'operador £, commuta
amb cada un dels elements de G, és a dir,

SL, =L,

En el cas que ens ocupa els subespais invariants de G tenen interseccid
no nulla, la interseccié ve donada pel grup complet de simetries G. Com a
consequencia, ’espai de pertorbacions es separa en quatre subespais: tres dels
quals sén invariants per a un dels elements no trivials de G, i el quart és invariant
per al grup complet. La implicacid és que el problema lineal factoritza en quatre
problemes lineals, cadascun actuant sobre un d’aquest subespais invariants:

(1) Dos d’aquests subespais no tenen simetria 51, i admeten pertorbacions
amb vent: un d’ells admet vent amb perfil simetric i ’altre admet vent amb
perfil antisimetric. SOn pertorbacions invariants per a 51 X S9 X S31 99 X 53
respectivament.

(2) Els altres dos subespais corresponen a pertorbacions invariants per a G
i a pertorbacions invariants només per a 5.

D’aquesta manera sén possibles quatre rutes diferents d’inestabilitat d’una
parella de rolls, tres de les quals trenquen dues simetries no trivials a la vegada.
La quarta preserva cada una de les simetries espacials.

3.3 Calcul d’una solucié amb una parella de rolls

Com que volem solucions amb periodicitat en una direccid, és molt comode usar
desenvolupaments espectrals (veure capitol 2). A més els metodes espectrals
han estat ampliament aplicats a equacions de la mecanica de fluids amb bons
resultats (Mercader et al. 1991, Gottlieb 1977, Canuto et al. 1987).

Buscarem solucions estacionaries invariants per al grup de simetries GG, és a
dir, per a S7 1 per 53 x .53 (la simetria 57 x93 X .53 ja es compleix automaticament
per ser el producte de les altres dues).

Una solucié estacionaria, (U = 0,x,7T) -y és la funcié de corrent, T és la
desviacié de la temperatura-, de

oV?w — Racd, T — J(x,w) =0, (1.1)
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V2T + 0,x — J(x,T) =0, (1.2)

on w = —V?y, de periodicitat L (o longitud d’ona a = 27/L) que tingui
simetria 57 admet un desenvolupament del tipus
N
x(z,2) = Z Xn(2)sin naz, (2.1)
n=1
N
T(x,z)= Z T,.(z)cosnaz, (2.2)
n=0

de manera que la parella de rolls queda centrada en el contenidor. Per tal que

tingui la simetria 53 x 93 les funcions han de complir una certa condicié de
paritat en z:

L

X(—$ + 57 _Z) = X(xvz)v

L
T(—z+ 3 —z)=-T(z,z),

i per tant per cada coeficient n es compleix
Xn(—2)sin(—naz + nw) = y,(2) sin(nazx),

T(—z)cos(—naz + nw) = =T, (z) cos(naz),
és a dir,
(=1 xn(=2) = Xal2),
(=)™ T (=2) = Tn(2).

Aix0 vol dir que si n és parell, el corresponent coeficient és senar en z i si n és
senar, el coeficient és parell en z.
Usem un meétode de Galerkin en la direccié x, projectem (1.1) sobre les
. . N N
funcions test {sinnaz}

n=1" n=0"

f(2) sobre ¢(z) significa

projectem (1.2) sobre {cosnaz} on projectar

< St ote)>= 1+ [ ot

Sinotem D la derivada respecte z aleshores obtenim el segiient sistema d’equacions
per als coeficients de Fourier del desenvolupament de x i T':

{ o(—a*n? + D*)w, + RaonaTl, — at,(x,w) =0,

(—a?n? + DT, + nay, — at,(x,T) =0, N (3.1)
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D2T0 - OéJ()(X,T) = 0,

on  w,=—(—a’n?+ D?)y,, i
at,(x,w) =< J(x,w),sinnaz >,

at,(x,T):=< J(x,T),cosnaz > .
Calculem ara en detall (4.1)1 (4.2).

J(x,w) = Opx0.w — 0.\ 0pw
N

= « Z cos max sin kax (my, Dwi — Dxpmw,, ),

kym=1
J(x,T)= 0,x0,T — 0.x0,T
N
= « Z cos max cos kax (mx., DT})

kE,m=1
k#£m
N

+a Z sin maz sin ko (—Dxm(—k)Tk)

kE,m=1
k#£m
N

—I—aZ cos? naz(nx, DT,) + sin? nax(Dy,nT,)

(4.1)

(4.2)

n=1
N
—I—aZ cos naz(ny, DTy),
n=1
aleshores
N
2J(x,w) = «a Z (sin(k + m)azx + sin(k — m)az) (mxy Dwr, — Dxgpmw,, ),
kym=1
N
2J(x,T)= « Z (cos(k + m)ax + cos(k — m)ax) (mx,, DT})
kk;z:nl
N
+a Z (= cos(k + m)az + cos(k — m)az) (DxmkT))
kk;z:nl
N
—I—aZ cos? naz(nx, DT,) + sin? nax(Dy,nT,)
nﬁl
—I—aZ cos naz(ny, DTp).
n=1
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Projectant obtenim:

m+k=n k—m=n m—k=n
21, (x, T) = 20x2DTo+ D (mxn DTy = DxkTy)
m+k=n

|k—m|=n

N
2Jo(x;T) = > _(nxnDT, + DxpnT,),

n=1

amb k,m,n =1+ N. Els sumatoris els substituim per:

n—1
Z akbm = Zakbn—kv
k=1

k4+m=n
N

Z apbp_, st k—m>0,

k=n+1
Z arbn = Nw

|k—ml|=n Z akbk+n st k—m <0.

Per a la variable z desenvolupem en series de Chebyshev

M
= Z )?anm(QZ)
m=0

M

m=0

2J0(x,w) = ( PO )(mmewk—Dkawm),

(5.1)

(5.2)

i imposem el sistema d’equacions (3) en els punts de col.locacié de Gauss-

Lobatto:
22¢:cos7rL, r=1,...,.M—1.
M

D’aquesta manera 7,,,(2z;) = cosmmi/M i obtenim desenvolupaments en series
de cosinus amb la qual cosa és facil i economic passar de 'espai fisic a I'espai

de coeficients mitjancant transformades rapides per cosinus.

Prenem com a variables del problema els coeficients de Fourier de w i T

avaluats en els punts de col.locacié z;:

wn(zi), Tu(2i), 1=1,..., M -1,
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que notarem wy; 1 Tn,i respectivament.
Les condicions de contorn que tenim per a z son:

1 _
x(z,£3) =0, { XalE5) =0,
azx(x,:lz%) =0, & Dxa(£3) =0, n=1,..,.N
T(z,+1) =0, {r(zhH =0,

Per poder transformar i calcular les corresponents derivades cal coneixer la
funcié en tots els punts, inclosos els de la frontera (¢ = 0,M). Per w no hi
ha condicions de contorn, és a dir, cal calcular {wn(:lz%)}n, 1 aix0 ho farem a
partir dels valors de w,, a dins, que si es coneixen. Existeixen diverses maneres
de calcular les condicions de contorn de w,, la que usem en aquesta seccid és
analoga a la que s’explica en Mercader et al. (1991).

3.3.1 Calcul del valor de w al contorn

Per a cada n, considerem les equacions d’evolucié per a w, i + wy amr—1. En
aquest cas tenim (pels comptes menysprearem les variables corresponents a la
temperatura):
M — 1 equacions d’evoluci6 (per les Wy, ;),
M + 1 equacions corresponents a w = —V2y (imposada a z;,7 = 0,..., M),
4 condicions de contorn (Xn,0 = Xn,M = DXno = Dxn,m = 0),
que suma un total de 2M +4 equacions. Pero, en canvi, tenim 2M + 2 variables:

Wn,05 +-os%Wn My Xn,05 «+-5 Xn,M-

Si haguessim imposat les equacions d’evolucié per la w,; en 1 =2+ M — 2 en
comptes de i = 1 -+ M — 1 obtindriem un sistema amb tantes equacions com
incognites i a partir d’aquest podriem trobar, en particular, w al contorn.

Per resoldre aquest problema considerarem com a variable la derivada de y,
que la notarem Y™, i afegirem al sistema

Xii=Dxngn =1, M1,

obtenint un total de (2M + 4) + M — 1 = 3M + 3 equacions. En aquest
cas el nimero d’equacions i variables coincideix al afegir com a variables a
Xnirt=0+M: M +2)+ M +1=3M +3

A la practica conegut wy;,7 = 1 + M — 1 (de les equacions diferencials)
calcularem Y, ;, Dxpi, i =1+M =11 wy o, wo M.
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Usant Galerkin i col.locacié sobre I'equacié w = —V?y, per a cada coeficient
del desenvolupament de Fourier avaluat en el punt de col.locacié es compleix

_ 2 2 2 ,
wpi = —(—n"a” + D7) .
D’aquesta manera resoldrem el sistema

Wi = nlaly, — Dx;; i=0,.,M 6)
X = DXni i=1,..,.M—-1"

sabent que Xn0 = Xn,M = Xn0 = Xpar = 0. El sistema (6) es pot posar com:

Xn,1 Wi
Xn,M—1 Wn M —1
%
0
An Xn,l —
%
Xn,M—l 0
wmo 0
Wi, M 0

Per calcular la matriu A, necesitem tenir expressades les derivades en funcid
dels valors de la funcié a I'interior (veure capitol 2). Aleshores només cal invertir
A, iobtenim Yy, ila seva derivada en funci6 dels valors de w,, als punts interiors
que notarem

M-1 M-1

Xn,i = Xn(Zz) = Xni]‘wn,jv DXn,z = DXn(Zz) = DXnZ]wn,]

J=1 J=1

(7.1)
També s’obté, és clar, w, en el contorn, i ja es pot procedir a calcular les
derivades de w,,.
Com que ja coneixem les funcions 7),(2) i w,(2) al contorn, podem posar els
valors de les seves derivades en funcié de les funcions respectives avaluades en
els punts de dins:

M-1 M-1
Dwn,i = Z Dwnijwn,jv DTn,z = Z DTnian,jv
J=1 J=1
M-1 o M—-1 L (72)
2 2
D Wni = DQWnijwn,jv D Tn,i = Z D2Tnian,j7
J=1 J=1

on Dw,; = Dwn(zi),Dme = Dzwn(zi), DT, ; = DT,(%) i DQTm =
DT, ().

34



3.3.2 Sistema d’equacions discretitzat

Finalment si imposem el sistema d’equacions (3) en els punts de col.locacié i
usem (5)1(7), el sistema d’equacions que s’ha de resoldre per calcular la solucié
estacionaria és

M-1
o Z (—=6;;0*n® + D%wp)wnj + 0 RaanT, ;
=1
M-1 o o
=520 22+ 22 = D0 ) (N Dwri — abum Dxiim)w jwm,

=1 \m+k=n k—-m=n m—k=n
M-1 L M1
2,2 o
(—bi;0%n* + DQTnij)Tn7j + Z N X7,
J=1 J=1

—1
=23 | DD (mXmaDThij — 6ij6nk DX ik ) 1 Tk 5

7=1 \m+k=n

+ (m%ﬂﬁkij + 6156k DXtk Yo T j + QZm%ﬂD’TOijwm,lT&j
|k—m|=n m
M-1 M-1 - -
> DoiTo; — 50 (MmN DT + 6ii DXmiym)wm Ty =0, (8)
= p=tm
onn,k,m=1=+N i b;: = Li=j
3V - . (3 0 Z #] .

El sistema (8) és un sistema d’equacions no lineal del tipus F(Y) = 0 amb

- ()
Y = (wl,lv WM -1 WN, WNLM -1,

(N)
To1, - Tom—1.Tia, - Topr—1, - Inay - IN=1)s

un vector de dimensié (2N + 1)(M — 1). Aquest sistema I’hem resolt usant
una variant del metode hibrid de Powell: a cada pas es tria la correccié com
una combinacié convexa de la correccié del metode de Newton i de la direccid
del gradient. Sota condicions raonables aixd garanteix convergencia global per
punts que inicialment sén lluny de la solucié i garanteix una convergencia més
rapida. Per al Jacobia s’usa un metode de Broyder; al principi es calcula pero

no es torna a calcular fins que el meétode no progressa adequadament (Powell
1970, More).
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En aquest metode es necessita coneixer la funcié i la matriu jacobiana a
cada punt. Per calcular la matriu jacobiana s’ha procedit a partir de (8); en
canvi, per al calcul de la funcié no és tan complicat si es fa directament a partir
del sistema (3) avaluat en els punts de col.locacié.

3.4 Discretitzacié del problema de valors propis

Una vegada s’ha obtingut la solucié estacionaria (0,x%,7°%), podem aplicar
I’analisi lineal d’estabilitat. Escrivim les solucions pertorbades com:

U=U(z1), (1.1)
Y :XO(QC,Z)—I—X(x,z,t), (1.2)
T =T%,2)+T(x,2,1). (1.3)

Substituim (1) a les equacions, linealitzem al voltant de la solucié estacionaria
i obtenim les equacions per les pertorbacions

U = 002U + 0.(0.X°02X + 0-30:X°), (2.1)
0,8 = oVE = Raod, T — (J(X°,8) + J(X,w°) + U0, + 2.00,X°), (2:2)
0T = V2T + 0,7 — (JOO.T) + J(R.1°) + 00,1°), (2.3)

amb & = -V?y i Y =0.
Com que les pertorbacions les prenem amb la mateixa periodicitat que la
solucié basica, podem expressar-les:

U(z, ) = U(2)eM, (3.1)
N-1 )
e,z )= | 30 Talz)elm0@ | M (3.2)
"0
N-1 ,
T(z,z,1) = > Tn(z)emax) M, (3.3)
n=—N

La dependencia en z es tracta desenvolupant en series de Chebyshev, com hem
fet en la seccié anterior.

36



La seccié 1 d’aquest capitol ens suggereix que podem separar les pertorba-
clons en quatre subconjunts segons que siguin invariants per a les simetries de
G. De fet, sempre podem separar amb la part parell i senar respecte de z:

= (O 4+, )
T= (T +7° +T%)eM,

amb

N N
(z) = ng cosnazx, TY(z)= ZTHO cos nax,
n=1

N "W (5)
P(z) = ng sinnaz, T9%(z) = ZTHS sin naz,
n=1 n=1

i Xg = Xn + X-n; Xg = i(Xn — X-n), Tnc = Tn + T—nv Tﬁg = Z(Tn - T—n)
Per T de (4) hem separat el seu promig horitzontal, que notem Tc, de la seva
desviacié T¢ + T3. Usant (4) i (5), les pertorbacions solucié del sistema (2) es
poden separar en dos subconjunts diferents que separen paritats en x, les que
compleixen

)\ﬁ UDzﬁ + D(azXoaxXc + 3ZX03xX0)7
2l = oV2wl — RaU@wTS — (J(Xo,wc) + J(Xcvwo)
—I—Ual,wo + DzUaacXO)v
ATS = VP15 4+ 9:x7 = (J(O T9) + I (O, T0) + U.T°),
i les que compleixen

AT = DT — (JOO,T9) + T(°, 19)),

Ao = oV — Racd, T — (J(X°,w®) + J(%, %)), (6.2)
ATC = V2T 4+ 9,75 — (J(Y°, TC) + (x5, T°) + 0,0 DT°).

3.4.1 Velocitat mitjana

Observem al’equacié (2.1) com el vent esta generat per la derivada de la mitjana
horitzontal del terme
0:X 0 X + 0.X0:X",

el qual es pot separar, en horitzontal, entre la part senar 9,0, x> + 0. x>0, x°,
que, com que és una funcidé antisimetrica, té una mitjana igual a zero, i la part
parell 9.x°0, X" +0.x%0,x", que és la que realment pot generar vent. Per tant,
el vent esta contingut en el subconjunt de pertorbacions que contenen Y© amb
paritat parell en horitzontal tal com es pot veure a l'equacié (6.1).
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3.4.2 Invariancia per trasllacié de la solucié estacionaria

Ara veurem que el problema de valors propis (6.1) té sempre com a solucié un
valor propi nul que té vector propi associat la derivada respecte = de la solucid
estacionaria de la qual busquem D’estabilitat. Per aixo direm que aquest sistema,
sempre té un valor propi nul associat a la invariancia per trasllacié de la solucié
estacionaria, el qual no ens aporta cap informacié adicional.

Veurem que si (0,x%,7%) és una solucié estacionaria del problema (1),
aleshores (0, 9,x°, 9, T°) és funcié propia de valor propi A = 0 pel problema
d’estabilitat (6.1) de la solucié (0, X%, T°).

Per demostrar-ho notem el problema (1) com

v =M(v)+N(v,v),

on M = DF(0)i N(0,0) = 0. Si v%a) = (0,x%=x),T%=)) és solucié esta-
cionaria, aleshores v%(z + Az) = (0,x°(z + Az), T« + Az)) també és una
solucid estacionaria per la invariancia per trasllacié. Si prenem Az prou petit
i desenvolupem per Taylor tenim

vO(z 4+ Az) = vP(2) + 0,v°(2)Az + O((Az)?).
Aleshores

0w + Ar) = M(v(x + Ax)) + N(v(2 + Az), v ($+M))v
0= M(v%2))+ M(0:v"(x)Az) + N(v°(z), v(z )()( Ay,

+N(v°,0,v0(2)Az) + N(9,v(z)Az,v0) +
com que v¥ és una solucié estacionaria, M(v®(z))+ N(v%(z),v(z)) = 0, i per
tant menyspreant els terms d’ordre 2 obtenim
= M(9,v°(2)) + N(+v°,0.v°(2)) + N(9.v°(2),Vv°).

La part de la dreta de la igualtat és exactament la matriu d’estabilitat de v pel
vector 9,v%(z), i correspon a la matriu d’estabilitat del problema (6.1) perque
0, v°(2) té la paritat en z contraria a la que té la solucié estacionaria v¥ i per
tant queda demostrat.

3.4.3 Separacié en subproblemes

Basicament amb aquesta separacié el que hem fet és separar el conjunt de
pertorbacions que poden generar vent, el sistema (6.1), del que no, el sistema

38



(6.2). El primer conté les pertorbacions que trenquen la simetria 57 de la solucié
estacionaria mentre que el segon conjunt de pertorbacions manté invariant la
simetria 97.

A la seccid 1 d’aquest capitol hem demostrat que les pertobacions es poden
separar en quatre tipus diferents. El sistema (6.1) en conté dos, soén les pertor-
bacions invariants per a S5 x S3 i les invariants per a 57 x 93 x 93. El sistema,
(6.2) en conté els altres dos, sén les pertorbacions invariants per a S i les que
so6n invariants per al grup complet de simetries G.

Per separar (6.1) i (6.2) en dos subproblemes bastaria que ens fixéssim en
la paritat en la direccié vertical: els coeficients que compleixen per a n parell
funcié senar en z, per a n senar funcié parell en z es poden separar dels que
compleixen per a n parell funcié parell en z, per a n senar funcié senar en z.

El que conté els primers ’anomenarem, per raons obvies si desenvolupem en
la direccié z en polinomis de Chebyshev (w,(2) =3, ©nmZm(2) on 7, parell
si m parell i 7, senar si m senar), subproblema amb n+m senar, i anomenarem
subproblema amb n + m parell el que conté els darrers.

Aleshores el sistema (6.1) es separa entre les pertorbacions amb coeficients
amb

1) n + m senar, les que poden donar un vent simeétric (invariants per a la
simetria S7 X Sy x S3),

2) n 4+ m parell, les que poden donar un vent antisimetric (invariants per a
la simetria S5 x 93),

i el sistema (6.2) es separa amb les pertorbacions amb coeficients amb

3) n+m senar, les que mantenen totes les simetries de la solucié estacionaria
(invariants per a tot el grup &),

4) n + m parell, les que només mantenen la simetria 57 de la solucié esta-
clonaria.

Per a aquest estudi, per simplicitat, només separem amb (6.1) i (6.2),
cosa que permet aprofitar els resultats per al capitol 5, quan tractem caixes
periodiques de longitud I = nae on a és la longitud d’ona fonamental.

3.4.4 Sistemes de valors propis discretitzats

Per resoldre (6), procedim discretitzant com en la seccié6 anterior. Necessi-
tem calcular les respectives matrius d’estabilitat dels problemes projectats. La
matriu d’estabilitat corresponent al problema (6.2) és exactament la matriu
jacobiana, avaluada en (0,w® T?), calculada en la seccié anterior per trobar la
solucié estacionaria, i per tant, aquesta és coneguda i només cal calcular de nou
la matriu d’estabilitat corresponent al problema (6.1).
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Si projectem 'equacié de la vorticitat de (6.1) sobre {cosnaz}, i l'equacié
del calor de (6.1) sobre {sin nax}, , obtenim

AU = oD*U — « Z wf — WD), (7.1)
n=1
¢ = o(-n*a®+ D 2)wg—RaanTns

= (Ju(x®,0) + LX) + Tl + D)
TS = (—n2a —I—DQ)THS nax®

a (J(x",T%) + Jn(x© ,T0)+ﬁnTS), N
T (7.2)
amb
N
2J,(x%,w%) = Z (Dwf m\2 ) cos kaz cos maz—(DY2 (—k)wf ) sin kaz sin maz,
m,k=1
N
2J,(x%, ") = Z (—kx§ Dw2) sin kaz sin maz—(Dx§ mwl) cos kazx cos maz,
m,k=1
N
2J,(x°,T%) = Z (mx2, DT cos ma sin kax — (Dx8, kT ) sin maz cos kaz,
m,k=1
N
21,(xY,T°) = Z (—=kx§ DTL) sin kax cos maz—(DX{ (—m)T2) cos kax sin maz,
m,k=1
és a dir,
Q(Jn(Xova) + Jn(Xcvwo))
= 3 (Duwfmxs, = kxf D) = (DX ke — DxEmws,)
m+k=n
+ Z (Dw,?mx?n — kaODw?n) + (ngnkwkc - ngmw%) ,
lk—m|=n
Q(Jn(Xov TS) + Jn(Xcv TO))
= > (m&DTE - kx{ DTS) = (DXO T = DXEmT)
m+k=n

+ ( - ) (mx%, DTE = kX DTO) + (DXOKTE — DxEmTs,) .
k—m=n  m—k=n
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Deduim el terme —a "N 2(x2wl —wlxS) de I'equacié (7.1), que és el que

prové de la part no lineal de ’equacié del vent, és a dir, de

D(9.X%0.xC + 0.x% 9. X°).

En general es compleix que

N N 1 N
ZA” sin nax - ZB” sin nax = 3 Z A, B,
n=1 n=1 n=1

ZA Cos nax - ZB cosnax = AgBg + = ZA B,.

n=0 n=0 n=1
Aleshores
N
«
0-X00-x7 + 0:x X0 = D-X00uXC+0:XT0pX0 = 3 (=mx Dxpnx; Dxy))
n=1
i
D(9.x°0,xC + 0:xC0,:X°)
o N
= 5 2 (=nDX Dy = my DG + Dy X5+ nxa DX
n=1
Usant w, = —D?y,, + a?n?y,,, finalment obtenim
D(0.x°0.x" + 0-x“ 0:X°)
a a
= 5 2 (=g (mwnta o) (—wp ol i) = 5 3 (nxGwn—nxgwr)-
n=1 n=1

En 'apendix presentem un altre metode per resoldre 'analisi d’estabilitat
usant també tecniques espectrals. A diferencia del que hem usat en aquest
capitol utilitza unes funcions base que compleixen el contorn i es prenen com
a variables del problema la funcié de corrent i la desviacié de la temperatura,
sobre les quals hi ha condicions de contorn. Ha servit de test per al metode
que hem presentat en aquest capitol i per calcular alguns dels resultats que
presentem al capitol 5 de calculs de solucions estacionaries.
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3.5 Corbes d’estabilitat marginal per a o = 10

3.5.1 Errors de discretitzacid

En primer lloc estudiarem quants coeficients de Fourier NV i quants punts de
col.locacié de Gauss-Lobatto M hem d’agafar per donar les corbes d’estabilitat
per a ¢ = 10, amb una precissié raonable.

Per aixo ens fixem en els valors del Rayleigh critic Ra. Fixat ¥V i M consi-
derarem critic un valor de Rayleigh quan la part real del valor propi que creua
I’eix sigui en valor absolut < 107® i quan el Rayleigh tingui tres decimals exac-
tes. Les solucions estacionaries de les quals busquem ’estabilitat s’han trobat
amb una tolerancia de 1076.

En principi s’ha considerat un mostreig per L € [1,2], L = 1,1.4,1.6 i
2,1 per a cadascun d’aquests valors s’ha aplicat ’analisi d’estabilitat, variant
N =8,9,12,161 M = 16, 18,24.

Els Ra critics per cada caixa es troben ala taula 1. Les tres primeres colum-
nes corresponen a ’analisi d’estabilitat prenent pertorbacions que generen vent
(sense simetria 97), i les tres darreres columnes corresponen a pertorbacions
que no donen vent (amb simetria 7). A aquesta taula es pot observar com per
a I, = 1 les tres darreres colummes estan buides, en aquest cas significa que els
valors del nimero de Rayleigh critic sén extremadament grans en comparacié
amb les tres primeres, 1 per tant, té poc interes representar-los.

Per avaluar els errors no considerarem "analisi de L = 1.4 amb pertorbacions
amb simetria 57 perque el Rayleigh critic també és molt gran en comparacié
amb el que déna 'analisi amb pertorbacions sense la simetria 97.

Sifixem N, a la taula 1 es pot veure que si prenem M = 18 el Ra critic
canvia amb menys que el 0.4 %, a exepcié del cas L = 1.6, N =81 N =9 amb
pertorbacions amb simetria 57 el qual varia amb menys que el 2 %.

Fixat M = 18, que és la resolucidé vertical estandard que prendrem, el
nombre de coeficients de Fourier més raonable és N = 16 (quan passem de
N =12 a N = 16 el Ra canvia amb menys d’un 5 %). A més amb aquesta
resoluci6 les corbes d’estabilitat sén qualitativament correctes. Per exemple,
quan L = 1.6, per N > 9 no domina la inestabilitat que dona vent (simeétric)
mentre que per N = 8 si.

Totes les bifurcacions sén tipus Hopf, és a dir, sobre les corbes els valors
propis sén complexos conjugats amb part real nul.la, A = +iw on w # 0 és
la freqiiencia angular. Les freqiiéncies corresponents a la taula 1 es troben a
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L=1

sense simetria 5

amb simetria 5

N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 11.6 11.6 11.6
9 11.4 11.4
12 11.5 11.5 11.5
16 11.5
L=14
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 12.30 26.1
9 9.03 9.03 35.2 34.5
12 9.57 9.57 9.57 46.6 51.3 43.1
16 9.54 42.9
L=16
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 15.14 15.35 15.3 14.3 14.1
9 8.58 8.58 16.9 16.7
12 10.01 10.01 10.0 18.4 17.5 17.5
16 9.81 17.0
L=2
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 7.96 7.98 7.97 5.50 5.50
9 7.57 7.59 5.81 5.82
12 9.89 9.90 5.81 5.82 5.82
16 10.38 5.80

en direcié vertical (M).
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Presentem Ra x 1074,

Taula 1: Rayleigh critic Ra per diferents mides de caixa L = 1,1.4,1.61 2 vari-
ant el nombre de coeficients de Fourier (N) i el nombre de punts de col.locacié
Les tres primeres columnes
corresponen a pertorbacions que trenquen la simetria 57 i les darreres tres co-
lumnes sén pertorbacions invariants per a la simetria 57. Fixant qualsevol N,
el Ra ve donat amb una resolucié vertical, per M = 18, amb un error menor
que el 0.4%. Fixant M = 18, al canviar de N = 12 a N = 16 el Ra canvia amb
menys d'un 5%.




L=1

sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 2.18 2.18 2.18
9 2.16 2.16
12 2.16 2.16 2.16
16 2.16
L=14
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 2.25 10.0
9 1.92 1.92 12.7 12.3
12 1.98 1.98 1.98 14.1 14.7 13.3
16 1.97 13.5
L=16
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 5.86 5.89 5.88 6.90 6.83
9 1.65 1.66 7.88 7.80
12 1.76 1.77 1.77 8.10 7.85 7.85
16 1.75 7.75
L=2
sense simetria 5 amb simetria 5
N M=16 M=18 M=24 |\ M =16 M=18 M =24
8 3.59 3.59 3.59 3.63 3.63
9 3.58 3.58 3.80 3.81
12 3.83 3.83 3.78 3.79 3.79
16 3.89 3.78

Taula 2: Freqiiencia de Hopf w corresponent al Rayleigh critic de la taula 1.
Presentem w x 1072,
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2.5 10° 4 Voo -

N=12,M=18

Rayleigh

0.5 10° I

1.0 1.3 1.5 1.8 2.0

Figura 3: Corbes d’estabilitat marginal per a ¢ = 10 i per L € [1,2] quan
NXxM=8x16, NxM=12x18i N x M = 16 x 18. Les que generen
vent, amb linia continua; les que no, amb linia discontinua. Les corresponents
a N x M = 8x 16 (lalinia continua i la discontinua amb ratlles més grans) no
son qualitativament correctes.

la taula 2. Al variar la resolucié, les freqiiencies varien una mica menys que
el que ho feia els valors del nimero de Rayleigh perd en comparacié els errors
son del mateix ordre. Fixat M = 18, quan canviem de N = 12 a N = 16 les
freqiiéncies varien amb menys que el 1.5 %.

A la figura 3 hem representat les corbes marginals per L € [1,2] calcu-
lades amb N x M = 8 x 16, N x M = 12 x 181 N x M = 16 x 18. Les
inestabilitats que generen vent les representem amb linia continua i les que no,
amb linia discontinua. Es immediat veure que per a valors de L intermedis és
on 'analisi és més sensible al nombre de coeficients N. Ja hem vist que les
corbes corresponents a N x M = 8 x 16 no s6n qualitativament correctes per
a L ~ 1.5. Al voltant de L ~ 1.85 és on hi ha més diferéncia entre la corba
amb N x M = 12 x 18 i la corba amb N x M = 16 x 18, pero la diferencia és
principalment entre les corbes que donen vent (tracat continu) i per a aquests
valors no sén dominants aquestes inestabilitats.

Per mides de caixa més grans, L = 3,4,51 5.5, fixat M = 18, a la taula 3
donem els Ra critics, variant N. Al augmentar I semblaria que es necessita
més resolucié horitzontal que per L € [1,2] 1 en canvi es pot observar que els
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M =18
sense simetria 5; amb simetria 5

L | N=12 N=16|N=12 N=16
3 4.51 4.39 2.82 2.81
4 3.04 3.00 2.35 2.36
5 2.44 2.45 2.00 2.02
5.5 2.06 2.13 1.83 1.86

Taula 3: Fixat el nombre de punts de col.locacié M = 18, Ra x 10~* critic per
a diferents mides de caixa, L = 1,1.4,1.61 2 i variant V.

valors critics varien poc en canviar N = 12 per N = 16, amb menys que un 3
%. Com que per I grans no és tan sensible al nimero de modes, a la taula 3
presentem el Rayleigh per només quatre valors de L € [3,5.5]. També es pot
observar com els valors del Rayleigh critic de ’analisi amb pertorbacions amb
la simetria 57 i de analisi amb pertorbacions sense aquesta simetria s’apropen
quan el valor de L augmenta.

3.5.2 Corbes d’estabilitat

Examinarem, doncs, les corbes d’estabilitat pels diferents trencaments de sime-
tria prenent N =161 M = 18.

A la figura 4 hem representat el nimero de Rayleigh en funcié de la perio-
dicitat L del contenidor per les corbes d’estabilitat marginal d’una sola parella
de rolls, i la inestabilitat primaria en tracat gruixut. La inestabilitat primaria
ila corba que li neix -amb punts- presenten una bifurcacié estacionaria mentre
que la resta de corbes presenten una bifurcacié de Hopf. Les freqiiencies cor-
responents s’han representat a la figura 5. La corba que neix de la primera
inestabilitat sera discutida més endavant.

Totes aquestes corbes s’han calculat suposant que una tnica parella de rolls
omple el domini complet, i cada salt en freqiiencia correspon a un canvi del
valor propi que creua ’eix real.

Per longituds d’ona més petites que L ~ 1.75 la inestabilitat secundaria
que apareix conserva la invariancia per 53 x S3. Per tant, es trenca la simetria
57 i la solucié bifurcada té vent no nul antisimetric. La corba d’estabilitat
marginal corresponent s’ha representat a la figura 4 amb una linia puntejada.
Per valors de I més grans la bifurcacié dominant és invariant per a S, per
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Figura 4: Rayleigh en funcié de la longitud L del contenidor per diferents estats
de l’estabilitat marginal. (i) La linia puntejada correspon a una bifurcacié que
manté Sy x S5 (el vent és antisimetric) (ii) La linia amb ratlles correspon a una
ruptura de simetria que manté la simetria S7 x Sy x S3 (el vent és simetric).
(iii) La linia amb punts i ratlles correspon a una bifurcacié que manté S; pero
trenca les altres dues simetries (U = 0). (iv) La linia continua correpon a una
bifurcacié de Hopf que manté totes les simetries (U=0). La branca que neix

de la primera inestabilitat correspon a una bifurcacié estacionaria que manté
S5 x 53. La inestabilitat primaria, amb linia gruixuda.

tant, s’obtenen solucions bifurcades sense velocitat mitjana. Malgrat tot, per
L ~ 3.5 es produeix un canvi important, tal com es pot comprovar en el salt de
freqiiencia de la figura 5 . Per valors de longitud d’ona 1.75 < I < 3.5 - linia
amb punts i ratlles- la solucié bifurcada manté la simetria 57 perd trenca les
altres dues simetries de G. En contrast, per I 2 3.5 -linia continua- el vector

propi és invariant per al grup complet de simetries, i aixi manté les mateixes
simetries espacials que la solucié no pertorbada.

La discussié anterior ens mostra que, per a ¢ = 10, només tres tipus diferents
de solucions, dels quatre que n’hi ha, poden bifurcar d’una tnica parella de rolls.
En el capitol 4, de cada un d’aquests tres tipus s’han pres com a prototipus les
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Figura 5: Freqiiencies angulars en funcié de L corresponents a la figura 4.

caixes L = 1,2,4, 1 per a aquestes caixes s’ha estudiat la dinamica no lineal i
segiients bifurcacions per valors de Ra superiors.

Hi ha, a més, solucions que tenen vent amb perfil simetric, la bifurcacié
que és invariant per a la simetria 57 x S X S3 i trenca les altres dues -linia
amb ratlles. Aquestes solucions no s’han trobat dominants en lloc, com es
pot comprovar a la figura 4. Malgrat no ser dominants, a partir de 'analisi
d’estabilitat lineal es pot donar una descripcié de la seva geometria i dinamica
a prop de la bifurcacié. Aixd ho veurem en el capitol 4, quan estudiem el
comportament no lineal de les solucions bifurcades.

La branca d’inestabilitats que neix de la corba n = 1, representada amb
una linia amb punts a la figura 4, correspon a una bifurcacié estacionaria i
sobre ella el vector propi té simetria Sy x 53 amb vent U antisimetric quatre
ordres de magnitud més petit que la resta de variables. Aquesta corba amb
vent neix exactament de (L, Ra) ~ (2.92,2055) (representada a la figura 6),
que correspon a la interseccié de n = 1in = 2, corbes que donen la inestabilitat
primaria d’una i dues parelles de rolls respectivament. Les solucions a les quals
s’ha aplicat ’analisi sén estables per sobre la corba i per sota, inestables. En
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Figura 6: Ra en funcié de L per les branques d’estabilitat marginal que neixen
de la interseccié de n = 11 n = 2. Corresponen a una bifurcacié estacionaria.
La corba amb punts manté S5 x 53 i la corba amb ratlles manté 57 x 59 x S3.

aquesta interseccié també neix una corba tal que sobre ella el vector propi és
invariant per a 57 x 53 x S3 amb vent U amb un perfil simetric, representada
amb ratlles a la figura 6. Perd aquesta corba queda per sota de laltra i no és
mai dominant. En aquesta interseccié es produeix a més una ressonancia 1:2
de dos estats purs, tal com hem definit al capitol 2.

El diagrama d’estabilitat que presentem a les figures 4i 5 no es pot allargar
per mides de caixa més grans que L 2 6 pel fet que en aquesta zona no podem
trobar solucions estacionaries invariants per a GG que siguin estables.

3.6 Discussié

Hem vist que per a ¢ = 10, per mides de caixa relativament petites L < 1.75
i per valors de Rayleigh grans una parella de rolls presenta una inestabilitat
secundaria deguda a pertorbacions que contenen velocitat mitjana no nul.la
amb un perfil antisimeétric ( perd mai simetric). La transicié d’una parella de
rolls a una solucié amb vent es produeix via una bifurcacié de Hopf. Al treball
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en conveccié 2D amb condicions de contorn lliures de Howard & Krishnamurti
(1986) - que notem H&KS86 - es dedueix un model d’equacions d’amplitud que
admet solucions amb vent amb perfil antisimetric. La bifurcacié que s’obté
és estacionaria. Malgrat tenir condicions de contorn diferents quan refem els
calculs amb un coeficient de Fourier - per tal de comparar amb el model de
H& K86 - obtenim una bifurcacié estacionaria i no de Hopf. Al capitol 4, seccid
3, deduim un model ampliat del de H&K86 que déna suport a la bifurcacié de
Hopf que obtenim.

S’ha trobat una branca d’estabilitat també invariant per a la simetria S5 x 93
amb vent no nul a prop del valor critic (L., Ra.). Aquesta branca presenta una
bifurcacié estacionaria. La velocitat mitjana del vector propi és quatre ordres
de magnitud més petita que la resta de variables a diferencia de la velocitat
mitjana del vector propi sobre la branca d’estabilitat per valors del Rayleigh
superiors, la qual és un o dos ordres de magnitud més petita. Es una corba que
neix exactament de (L, Ra) ~ (2.92,2055), la interseccié entre n = 1in = 2
(inestabilitat primaria d’una i dues parelles de rolls respectivament). Per sota
aquesta branca una parella de rolls és inestable, per sobre és estable.

Els calculs no lineals que hem fet prop d’aquesta branca donen suport a
pensar que la bifurcacié que trobem és subcritica. Els calculs s’han dut a terme
mitjancant el codi numeric que expliquem al segiient capitol. Ens hem situat
a prop de la corba marginal, hem partit de la solucié estacionaria amb una
parella de rolls pertorbada amb el vector propi que déna la inestabilitat. Per
valors del temps suficientment grans la velocitat mitjana es fa zero i el sistema
evoluciona a una solucié estacionaria amb més d’una parella de rolls identiques.
Hem provat per a un contenidor de longitud I = 3.51 Ra = 3250, per a aquesta
L la bifurcacié es produeix a Ra = 3251.7, 1 per a un contenidor de longitud
L = 381 Ra = 4000, i en aquest cas el valor sobre corba critica és per a
Ra = 4056.7. En tots dos casos la solucié pertorbada evoluciona a una solucié
estacionaria amb dues parelles de rolls identiques.

Una corba com aquesta també ha estat trobada en conveccié en un medi
porés amb condicions de contorn lliures ( de la Torre & Busse 1994). L’anomenen
inestabilitat monotonica amb d = 0 i esta relacionada amb una ressonancia
1:3. FEls calculs que han dut a terme prop d’aquesta corba mostren com una
parella de rolls evoluciona a tres parelles de rolls.

Resultats similars també han estat trobats als treballs de Busse & Or (1986),
Armbruster (1987) on dedueixen un model d’equacions d’amplitud que estudia
la ressonancia 1:2 en conveccio 2D amb condicions de contorn lliures: fixada L 2
2.92, per causa de la interaccié no lineal dels dos estats purs amb nombres d’ona
o1 2a existeix un nimero de Rayleigh pel qual apareixen solucions hibrides amb
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U # 0 amb un perfil simetric. Sén solucions que apareixen via una bifurcacié
subcritica, i per tant, sén inestables.

El diagrama d’estabilitat no es pot continuar per a I 2 6 perque cap solucié
estacionaria invariant per a (¢ és estable en aquesta zona (veure capitol 5, seccié
4). s una situacié similar a la que es déna al treball Clever & Busse (1979)
en conveccié bidimensional amb identiques condicions de contorn ja que no els
és possible calcular una solucié estacionaria estable amb una parella de rolls; el
metode convergeix a tres parelles de rolls quan fixen la periodicitat.

Al treball de Mizushima & Fujimura (1992) justifiquen aquest comporta-
ment mitjancant les ressonancies, en aquest cas, a una ressonancia 1:3. Usant
un model d’amplituds que acobla les amplituds dels estats purs aq i a3 amb
nombres d’ona a i 3a respectivament, troben zones de I'espai de parametres
on aq és inestable pero as és estable, i en dedueixen que en aquesta mateixa
regié una parella de rolls és inestable pero tres parelles de rolls s6n estables.
Demostrarem al capitol 5, seccié 4, que si que es déna una situacié similar,
en el sentit que hi ha zones on una parella de rolls és inestable i en canvi tres
parelles de rolls sén estables, pero el limit d’estabilitat dels rolls no ve donat
exactament pel model d’amplituds de Mizushima & Fujimura (1992).

Al treball de Nagata & Busse (1983) en conveccié en un pla inclinat, la
fenomenolgia és similar, per L 2 3.6 no poden trobar cap solucié estacionaria
estable amb una parella de rolls pero si, en canvi, una solucié que en conté dues.
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4 Dinamica d’una parella de rolls

4.1 Equacions d’evolucié: discretitzacié

Usem la tecnica de Galerkin Fourier per discretitzar espacialment les equacions
d’evolucié tal com esta descrita en el capitol 3, seccié 3. En aquest cas, a di-
ferencia del capitol anterior, usarem un metode pseudoespectral per a tractar
numericament els termes no lineals. El meétode de Galerkin Fourier pseudo-
espectral per a calcular termes quadratics del tipus w(z) = w(z)v(z) utilitza
basicament la transformada discreta de Fourier (TDF'): a partir del coeficients
de Fourier de u i v es calculen els corresponents valors reals mitjancant la TDF',
d’on es calcula w en ’espai fisic i una altra vegada mitjancant la TDF inversa
es troben per w els coeficients de Fourier.

Sigui (U, x’,T") una solucié de periodicitat L. Considerem per a U, x" i T’
els desenvolupaments discretitzats més generals possibles:

M
)= D i () T(22),

m=0

N/2-1 N/2-1 M .
X/($,Z,t) = Z Xn Z, t maw Z Z Xnm m )emax7

n=—N/2 n=—N/2 m=0

n#£0

N/2-1 . N/2-1 .
T (z,2,t) = Z i Ty (z,1)e! " = Z Z i T, T (22)e"Y

n=—N/2 n=—N/2 m=0

on a = 27/ L és el nombre d’ona.

Prenem els coeficients de Fourier de n = —N/2 fins a n = N/2-11i no fins a
n = N/2 per a poder implementar bé les rutines que calculen la TDF mitjancant
Transformades rapides de Fourier (FF'T).

Com que Y’ 1 T” s6n funcions reals, es compleix la segiient relacié per als
corresponents coeficients de Fourier x,, = x*, 1 T,, = T%,, on ™ significa con-
jugar. Per aix0, només cal treballar amb la meitat dels coeficients. Prenem
n=0+N/2-1,1iel que queda desaparellat, n = —N/2, I'imposem igual a
zero. En el desenvolupament per a la temperatura hem posat una unitat ima-
ginaria ¢ per poder separar facilment la part real de la imaginaria del problema
discretitzat.
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Usant, a més, el metode de col.locacié en els punts 2z; = cos(7j /M) amb
j = 0+ M, tractant les condicions de contorn per a w com en el capitol anterior
i usant la tecnica pseudoespectral per a calcular els termes no lineals s’obté un
sistema d’equacions diferencials no lineal del tipus

y = fy),
amb y(t) un vector real de dimensié 2(N — 1)(M — 1) que conté les parts reals
i imaginaries dels coeficients de Fourier. En el nostre cas, si U;(t) := U(z;,1),

Wi (1) 1= wp(z,t) = wﬁj + iwé]« i 1,;(t) = To(z,t) = Tfj +4TF . hem

n7j7
ordenat y(t) com
y(t) = (le7 ey UM-l,TOI?p "'7T(§M—17

R R I I I I R R (n)
sy W 1y e W A1 Tn,lv EEED) Tn,M—l? Wi lo oWy M1 Tn,l? EEED) Tn,M—l? o ')7
ambn=1+N/2-1.
Per a aquests tipus de sistemes que provenen d’equacions de difusié-adveccid
és convenient separar de f(y) la part lineal de la no lineal (Canuto et al. 1987).
Posem el sistema d’equacions que integrem com

y=Ly+ F(y),

amb L = Df(0),1 F(0) = 0. El terme lineal o de difusié acostuma a donar
caracter stiff a les equacions i, per tant, és convenient resoldre’l implicitament,
en el nostre cas hem usat el metode d’Euler implicit. Per al terme no lineal
o advectiu és suficient amb un metode explicit, i en aquest cas hem escollit el
metode d’Addams-Bashforth. Dela combinacié de tots dos en resulta el segiient
esquema d’integracio:

. . . At . .
y T =y + AtLy ™t + 5 BFY) - Iy’ M),

on At és el pas de temps i y' := y(iAt).
Conegut y*, F(y'™!) calculem y'*! resolent en forma triangular el sistema
d’equacions

i i, At i i
(1= AtL)y™ =y + —-(BF(y") = Fy'™).
Només cal descomposar (I — AtL) en forma LU una sola vegada abans de co-
mencar la integracid. Aquesta matriu és diagonal per blocs perque aixi ho és

L, un bloc per a cada n de dimensié 4(M — 1), i per tant, només cal descom-
posar en forma LU cadascun d’aquests blocs. Aix0 fa que resoldre el sistema
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Ra | C & B (1974) M & F (1992)
2000 1.214 1.21292 1.21292
2500 1.478 1.47502 1.47502
3000 1.667 1.66250 1.66251
5000 2.112 2.10299  2.10298
10000 2.618 2.60790  2.60805
20000 3.119 3.10686  3.10697
30000 3.440 3.42016  3.41941
50000 3.894 3.85185  3.84929

Taula 4: El nimero de Nusselt per diferents Ra.

Ra | N=12 N=24 N =32
2000 | 1.21292 1.21292 1.21292
5000 | 2.10305 2.10300 2.10298

Taula 5: El nimero de Nusselt per diferents Ra i N.

d’equacions sigui més facil; s’integra per separat per cada n i un cop calculats
tots els coeficients de Fourier es calcula y'*! i els termes no lineals F(y't!), i
g’itera.

Per a la descomposicié usem el metode de Crout com un esquema compacte
de Peliminacié Gaussiana, de manera que no és necessari guardar calculs de
passos intermedis. Primer calcula la primera fila de la matriu triangular supe-
rior i la primera columna de matriu triangular inferior i seguidament la segona
fila de la superior i la segona columna de la inferior i aix{ successivament.

Abans de mostrar els resultats compararem els nostres resultats numerics
amb els de Clever & Busse (1974) i Mizushima & Fujimura (1992), que notarem
C&B(74)1 M&F(92). A la taula 4 comparem els valors del nimero de Nusselt
per o = 7 (aigua) al ndmero d’ona critic @, = 3.117. En els dos treballs
calculen les solucions estacionaries directament usant un metode de calcul de
zeros. FEls nostres resultats (la darrera columna) s’han obtingut a partir de
solucions calculades amb el codi numeric que integra i que acabem d’explicar.
Hem considerat At tals que el Nu tingui cinc decimals exactes. Hem calculat
amb N =321 M = 18. Els resultats de M& F(92) sén per a N = 121 M = 30.

A la taula 5 comparem els nostres resultats per a diferents resolucions,
M =18, N = 12,241 32.

Pel que fa als calculs que presentem en la segiient seccid, el criteri per escollir
N i M es basa en el nimero de Nusselt Nu. Fixant M = 18 o 24, escollim
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N = 16, 24 o 32 (tots potéencies de 2 i 3 per tal d’implementar les FFT) de
manera que el Nu varil amb menys d’un 0.1 %. El pas de temps At s’ha escollit
independentment de N i M de manera que refent els calculs amb At/2 el Nu
no canvii amb més d'un 0.5 %.

Quan la solucié té dependencia temporal, el nimero de Nusselt que calculem
per a aquesta soluci6 és una mitjana d’una seqiiéncia temporal Nu(t) suficient-
ment llarga. La mitjana es calcula a partir de la FFT de la seqiiéncia prenent
el coeficient de Fourier n = 0 d’aquesta transformada. Han estat suficients
seqiiencies amb ¢ = 2 o 4 unitats de temps.

4.2 Resultats per a ¢ = 10. Jerarquia de solucions no lineals

Fixat el nimero de Prandtl ¢ = 10, ’analisi lineal que hem presentat en el
capitol anterior ens mostra com, per exemple, per a

e L =1, una parella de rolls s’inestabilitza en una solucié amb la simetria
S x S5, 1 en conseqiiencia, amb velocitat mitjana amb perfil antisimetric,

e [ = 2, una parella de rolls s’inestabilitza en una solucié amb la simetria
51 1, per tant, sense velocitat mitjana,

e L = 4, una parella de rolls s’inestabilitza en una solucié que té totes les
simetries de G i, per tant, sense velocitat mitjana.

Totes aquestes inestabilitats es produeixen via una bifurcacié de Hopf. En
aquesta seccié estudiarem la jerarquia de solucions no lineals que apareixen
augmentant el nimero de Rayleigh. Ho farem per a aquestes tres mides de la
caixa periodica, L = 1,2, 4, que sén representatives de la dinamica no lineal per
a aquest nimero de Prandtl.

Tot i que no és dominant cap inestabilitat amb velocitat mitjana amb un
perfil simetric, a partir de I’analisi lineal mostrarem també com seria la dinamica
d’una solucié a prop d’aquesta bifurcacié.

4.2.1 Cas L =1
Hem calculat les solucions amb una resolucio estandard de vV x M = 16 x 24 i
At =1071/2.

Comencarem per una caixa periodica de longitud L = 1. La figura 7 ens
resumeix el comportament de les solucions augmentant el nimero de Rayleigh.
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Figura 7: Ndmero de Nusselt en funcié del Rayleigh per a solucions amb I = 1.

Hem representat el nimero de Nusselt en funcié del Ra, i podem veure que es
troben tres tipus de solucions.

El flux és estacionari invariant per a ¢ fins a Ra ~ 1.15 x 10° (rombes) on
bifurca a un regim oscil.latori amb velocitat mitjana diferent de zero. Es una
bifurcacié de Hopf amb freqiiencia angular w = 216, que es correspon amb els
resultats obtinguts en el capitol 3, seccié 4. Les solucions bifurcades (quadrats)
trenquen les simetries 57 i 57 X 99 X 93 perod encara mantenen la invariancia
per S9 x 3.

Un exemple d’aquesta nova solucié es pot trobar ala figura 8, pera Ra = 2x
105, on s’han representat les linies de corrent de quatre solucions separades un
quart de periode. La inclinacié de les funcions de corrent oscil.la amb un periode
de 7 =3.3x1072-f = 77! = w/27 és la freqiiencia i w és la freqiiencia angular
i val w = 190- a 'hora que s’aprimen i enxamplen. Els corresponents perfils
de velocitat mitjana també els hem representat a la figura 8. Tenen un perfil
antisimetic, consistent amb el fet que les solucions sén invariants per a S5 x S5,
i canvien de signe comprimint-se i expandint-se. En aquest cas el nimero de
Reynolds, definit com Re = Upyus/o, és Re ~ 4 (figura 8), demostrant una
gran activitat. Aquestes sén solucions que han perdut la invariancia per 57 i
51 x99 x 53 pero soén invariants per a 1 x .54 1 51 X 99 X .53 %94, on recordem que
la simetria Sy és la que trasllada en el temps la meitat del periode. La solucié
no té la simetria de reflexié i en canvi si que la té quan la comparem amb la
traslladada la meitat del periode. Aixi doncs, les solucions que hem senyalat
amb un quadrat a la figura 7 sén solucions invariants per a Sy X 53,51 X 541

57



0.25 H 0.25 -
Ne Ik
—0.25 4 - —0.254
0.25 4 L 0.25 -
Z B @ Z ]
—0.25 1 + —0.254
0.25 4 H 0.25 A
~0.25 | . —0.251
0.25 4 F 0.25
- W)
—0.25 L —0.251
0. 05 1 ~40 20 0 20 40
coordenada x U
Figura 8: Una solucié amb I = 11 Ra = 2 x 10°. (a) Linies de corrent

corresponents a quatre instantanies separades un quart de periode cadascuna.
El perfode és 7 = 3.3 x 1072, (b) Els corresponents perfils antisimetrics de la
velocitat mitjana.
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Figura 9: La funcié de corrent x(z,z = 1/4,t) corresponent a la solucié repre-
sentada a la figura 8.

per Sl ><52><53><S4.

La dinamica d’aquesta ona es pot entendre millor a partir de la figura 9,
on hem representat una seccié horitzontal a z = 1/4 de la funcié de corrent en
funcié del temps, x(z,z = 1/4,¢), en una superficie 3D. A primera vista pot
ser confis de decidir si és una ona estacionaria o és una ona viatgera, perque
no hi ha cap canal permanent ni cap linia de crestes. La superficie 3D mostra
clarament com les crestes deriven d’un costat a l’altre el temps, la qual cosa po-
dria suggerir que és una ona viatgera que canvia de sentit (en angles "reversing
traveling wave”, Landsberg & Knobloch 1991). No obstant, la velocitat de fase
no canvia de signe per a totes les z a la vegada, com correspondria. La simetria
de reflexié s’ha trencat, pero no és suficient per decidir sobre la naturalesa de
I’ona.

Hem analitzat amb més detall I’evolucié temporal d’aquesta solucid, ens hem
fixat en el comportament de cadascun dels coeficients de Fourier. L’evolucié de
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Figura 10: Una solucié amb L = 1 i Ra = 2.2 x 10° en un instant donat. (a)
Linies de corrent x. (b) Perfil de la velocitat mitjana.

U,x',T" ve donada per:

U= Za 1(2041) thzm 1( )

Y = Z clnmei(ﬂ)wtsinnax’f )+ Z by € RIHW cosnaw’fm(z),

inm inm

n—I—m;éQ n—I—m:Q
Z Sinm H(2DWT o naxT,,(z) + Z dy, e GHHW Lsin nax 7, (z).
Inm Inm

n—I—m;éQ n—I—m:Q

La desviacié de la temperatura, per exemple, també es pot expressar com:

T (z,2,t) =

_I_

Z Cll(z)ei(zl)“)t] cos ax +
l

> Sll(z)ei(%"l)wt] sin ax
l

_I_

Z Slg(z)ei(ﬂ)wt] cos 2ax +
l

Z 012(2)62'(21+1)wt] sin2az 4+ ---, (1)
l
on (Y, 5y sén funcions simetriques i antisimetriques respectivament. A la
proxima seccié estudiarem el caracter d’aquesta ona amb més detall.

Per a Ra > 2.07 x 10° el sistema trenca la simetria restant S5 x 953 (triangles
ala figura 7). Com a conseqiiencia, la velocitat mitjana ja no és antisimetrica,
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Ra x 10~° f fa wp W

1.80 31.3 197
2.00 30.9 194
2.05 30.8 194

2.07 321 5.8 | 202 36
2.10 324 7.0 | 204 44
2.15 32.8 9.3 | 206 58
2.20 34.8 11.5 219 72

Taula 6: Freqiiencies w i f = w/27 per a diferents Ra.

algunes linies de corrent sén obertes i té un flux de massa no nul, F(¢) =

fi{jz U(z,t)dz # 0. A la figura 10 representem les linies de corrent en un
instant qualsevol per a la solucié amb Ra = 2.2 x 10°, de la qual ens podem
adonar que hi ha algunes linies que no tanquen. També hem representat a la
figura 10 el corresponent perfil de la velocitat mitjana. Facilment es pot veure

una lleugera asimetria i com a resultat aquesta solucié té un flux de massa net.

En aquesta transicié apareix una nova freqiiéncia i com que és incomme-
surable amb la del régim periodic ens déna una indicacié que s’obté un regim
quasi-periddic. Per a Ra = 2.07 x 10° la freqiiéncia angular fonamental d’una
solucié no pertorbada és wy = 202, i bifurca donant lloc a una nova freqiiencia
wy = 36. Ambdues freqiiencies s’han mesurat per U. A la Taula 6 presentem
les freqiiencies angulars w i les freqiiéncies f = w /27 per diferents valors del Ra;
fi1 és la freqiiencia principal i fo la nova freqiiencia. La freqiiencia principal dis-
minueix quan el Ra augmenta, mentre que després de la bifurcacié augmenta.

A la figura 11 hem representat dues de les solucions obtingudes augmentant
el nimero de Rayleigh des de la bifurcacié de Hopf. Hem representat una
seqiiencia temporal per a la velocitat mitjana a z = 1/4 i el corresponent
espectre de Fourier per a Ra = 2.00 x 10° i per a Ra = 2.20 x 10°. La freqiiéncia
esta mesurada com f = w/27. Per a Ra = 2.20 x 10° la freqiiencia principal és
f1 = 34.8 1 s’aprecia clarament la nova freqiiencia f, = 11.5. En la seqiiencia
temporal es pot observar una modulacié per causa de 'aparicié de fo. A la
figura 12 hem representat una seqiiencia temporal i I'espectre de Fourier del
flux de massa per a una solucié amb Ra = 2.50 x 10°. Es pot apreciar com
aquesta solucié presenta ja una dinamica més complicada.
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Figura 11: Seqiiéncies temporals de U(z = 1/4,t) i els corresponents espectres
de Fourier per a Ra = 2.00 x 10° i Ra = 2.20 x 10°.
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Figura 12: Una seqiiencia temporal i ’espectre de Fourier del flux de massa per
a Ra = 2.50 x 10°.
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Figura 13: Ndmero de Nusselt en funcié del Rayleigh de solucions amb L = 2.

4.2.2 Cas L =2

Hem calculat les solucions amb una resolucié de N x M = 24 x24i At = 1075,

A la figura 13 hem representat el nimero de Nusselt en funcié del nimero
de Rayleigh, com un resum de les solucions que hem trobat per a longitud de
caixa L = 2.

Al principi les solucions que apareixen sén estacionaries, amb totes les sime-
tries del grup (7 , les representem amb rombes. Per a Ra ~ 5.8 x 10* el sistema
presenta una bifurcacié de Hopf amb freqiiéncia angular w = 379. Aquestes
noves solucions, representades amb cercles, trenquen les simetries 5o x S5 i
51 X 99 x S3, pero continuen essent invariants per a 7.

Una seqiiencia temporal d’aquestes solucions periodiques, cadascuna se-
parada un quart de perfode, la representem a la figura 14. Correspon a
Ra = 8 x 10" i representem les linies de corrent. El centre del roll oscil.la
periodicament entre les parets laterals i el pla mitja, pero preserva la simetria
de reflexié. Les simetries que s’han trencat, 59 x 531 51 x 93 x 53, es subs-
titueixen per simetries espacio-temporals: 59 x S3 x S4 1 51 X 93 x S35 x 54.
El perfode per a aquestes solucions és 7 = 2.88 x 1072 i la freqgiiencia angular
corresponent és w = 218. Per tant, cadascuna de les solucions de la figura
13 que estan representades per cercles sén invariants per a Sy, S92 X S3 X Sy i
Sl><52><53><54.

La dinamica d’aquesta solucié es pot entendre millor a partir de la figura
15, on hem representat una superficie 3D de la funcié6 de corrent x(z,z =
1/4,t). La figura representa un interval de temps de quatre periodes i presenta
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Figura 15: La funcié de corrent x(z,z = 1/4,t) corresponent a la solucié repre-
sentada a la figura 14.

la dinamica d’una ona estacionaria. La linia recta per a x = 1 mostra ’absencia
de propagacié.

En aquest cas també hem analitzat ’evolucié temporal de cadascun dels
coeficients de Fourier. L’evolucié de y,7” ve donada per:

X = Z blnmei(ﬂ"'l)“)t sinnaz7,,(z) + Z clnmei(zl)“)t sin nax 7, (z),
Inm Inm

n—I—m:Q n—I—m;éQ

T = Z dlnmei(zl‘i'l)“)t cosnazT,(z)+ Z flnmei(zl)“)t cosnax T, (z).
Inm Inm

n—I—m:Q n—I—m;éQ

La desviacié de la temperatura, per exemple, també es pot expressar com:

T (z,2,t) =
T Z(jll(z)ei(ﬂ)wt + Z Sll(z)ei(zl-l—l)wt oS
l l
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Figura 16: Una seqiiéncia temporal i l'espectre de Fourier de U(z = 1/4,1)
d’una solucié amb Ra = 1.90 x 10°.

+ Z Slg(z)ei(ﬂ)“t + ZCIQ(Z)ei(21+1)wt] cos 20z + - -,
! !

on Cy;, 5 sén simetriques i antisimetriques respectivament.

Per a Ra ~ 1.90 x 10° apareix una nova bifurcacid, en aquest cas es trenca la
simetria restant, 51,1 com a conseqiieéncia es genera vent. Com que préviament
s’han trencat les simetries 99 x 531 57 x S5 x 53, la velocitat mitjana no té
cap simetria vertical definida. Aquesta nova familia de solucions bifurcades
la representem a la figura 13 en triangles. Per aquestes solucions, sense cap
simetria definida, el nimero de Nusselt ha disminuit.

Com en el cas anterior, a la transicié també s’obté una nova freqiiencia in-
commesurable, la qual cosa déna indicacions que variant el Rayleigh s’obtindra
caos via un regim quasi-periodic.

Presentem a la taula 7 les freqiiencies angulars per a alguns valors del
Rayleigh. Per a Ra = 1.90 x 10° les freqiiéncies principals sén w; = 336 i
wy = 148 per a la component no pertorbada i la bifurcada respectivament. A
la taula 7 només hem representat les dues freqiiencies per a aquest valor del
Rayleigh perque a diferéncia del cas anterior — per a I = 1 — per a valors del
Rayleigh lleugerament superiors (Ra = 1.91 x 10°) la solucié ja presenta un
comportament molt complex. A la figura 16, per a una solucié amb Ra =
1.90 x 10°, hem representat una seqiiencia temporal i I’espectre de Fourier de
la velocitat mitjana U(z = 0.25,1). La freqiiéncia esta mesurada com w/27.

Per a una altra d’aquestes solucions, la corresponent a Ra = 1.92 x 10°,
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Taula 7: Freqiiencies angulars w per diferents Ra.
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Figura 17: Una solucié amb L = 2 i Ra = 1.92 x 10° en un instant donat. (a)
Les linies de corrent x. Hi ha una linia de corrent oberta, i aixi mostra un flux
de massa net. (b) El corresponent perfil de velocitat mitjana.
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Figura 18: Velocitat mitjana U(z = 1/4,t) en funcié del temps d’una solucié
amb L =21 Ra = 1.92 x 10°.
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Figura 19: Espectres de Fourier de la velocitat mitjana U(z = 1/4,1) i del flux
de massa F(t) corresponent a la soluci6 representada a la figura 18.

representem a la figura 17 les linies de corrent i el corresponent perfil de
velocitat mitjana en un instant. Es pot veure com no totes les linies de corrent
son tancades, i per aixo el flux de massa és no nul. Aquest resultat és consistent
amb el fet que la velocitat mitjana no té en particular la simetria S5 x S3.

Una seqiiéncia temporal de la velocitat mitjana a z = 1/4, també per a
Ra = 1.92 x 10°, la representem a la figura 18, mostrant els canvis de signe
de U. El nimero de Reynolds és aproximadament 1 i aixi demostra una gran
activitat. Els espectres de Fourier per a U(z = 1/4,t)1 F(¢) s’han representat
a la figura 19.

4.2.3 Cas [ =14

Hem calculat les solucions amb una resolucié de N x M = 32x 181 At = 107%/2.

Per a aquest valor també representem el nimero de Nusselt en funcié del
Ra, a la figura 20.

Per a Ra ~ 2.3 x 10* les solucions (rombes) bifurquen a noves solucions
(triangles plens) que també sén invariants per al grup G via una bifurcacié de
Hopf. La freqiiencia angular corresponent és w = 180.

Un exemple d’aquesta nova familia de solucions, per a Ra = 2.4 x 10*, I’hem
representat a la figura 21. Una seqiiencia de les linies de corrent, separades un
quart de periode, ens mostra com es preserven totes les simetries. La diferencia
geometrica amb els rolls no pertorbats és aparent. Les linies de corrent per a
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Figura 20: Ndmero de Nusselt en funcié de Ra de solucions amb I = 4.
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Figura 21: Linies de corrent corresponents a quatre instantanies d’una solucié
de longitud L = 4 i Ra = 2.4 x 10* separades un quart de perfode cadascuna.
El periode és 7 = 3.4 x 10721 U = 0.
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Ra=36000 Ra=36800

Figura 22: Projeccions de les orbites de dues solucions amb Ra = 36000 i
Ra = 36800.

les dues seqiiencies centrals mostren la presencia de quatre extrems a la linia
mitjana horitzontal. Les solucions sén invariants per al grup &, en particular
per 57 i, per tant, la velocitat mitjana és zero.

Per a Ra ~ 36100 hem trobat un doblament del perfode de la solucid, les
freqiiencies principals sém f; = 18, f; = 36. A la figura 22 hem represen-
tat dues projeccions bidimensionals de les orbites corresponents a les solucions
periodiques: una abans del doblament del periode, per a Ra = 36000, i una
altra després, per a Ra = 36800. Les solucions amb Ra = 40000 i Ra = 42000
continuen tenint el periode doblat amb freqiiencies principals aproximadament
iguals a f; = 19,1 f; = 38.

Malgrat tot, com en els dos casos anteriors, quan augmentem el nimero
de Rayleigh el flux perd totes les simetries; la invariancia per 57 es trenca i
apareix d’aquesta manera un camp de velocitat mitjana diferent de zero. El
flux de massa també esdevé diferent de zero. La bifurcacié es produeix per a
Ra ~ 4.3 x 10*. Al trobar per a Ra ~ 36100 un doblament de perfode sembla
que la transicié a caos, en aquest cas, s’hagués de produir via una cascada
subharmonica de doblaments de periode, perd no ens ha estat possible trobar
cap més doblament de periode per a valors del nimero de Rayleigh superiors.
Hem disminuit el pas de temps, hem augmentat el nimero de Rayleigh i sempre
quan hi ha un canvi de ’estat de la solucié aquesta esdevé caotica.
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Figura 23: Linies de corrent de quatre instantanies d’una solucié amb L = 4 i
Ra = 4.5 x 10*, cadascuna separada un interval de temps de 0.01.

Hem representat a la figura 23 les corresponents linies de corrent de quatre
instants separades ignalment en el temps d’una solucié caotica amb Ra = 4.5 x
10%. Com esperavem, la solucié no té cap de les simetries del grup G.

4.2.4 Cas de la inestabilitat que desestabilitza el vent amb perfil
simeétric

Per a ¢ = 10, les inestabilitats secundaries que resulten dominants sén tres de
les quatre possibles que sabem que poden apareixer, per causa de 1’analisi lineal
que s’ha fet en el capitol 3. Fins ara hem estudiat el comportament no lineal per
a tres casos, cadascun representatiu d’aquestes tres inestabilitats secundaries
dominants. També, pero, es pot estudiar a prop de la bifurcacié com hauria de
ser la geometria i el comportament de la inestabilitat restant. Es la inestabilitat
que és invariant per a 57 x S5 x 53 i, per tant, la que pot generar vent amb un
perfil simetric. Tot i que aquesta quarta inestabilitat no és dominant, pot ser
dominant per a altres valors del nimero de Prandtl i, per tant, el seu estudi
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Figura 24: Corbes marginals per a L € [1,2].(a) Ra en funcié de L per a
les inestabilitats secundaries.(b) Les corresponents freqiiéncies angulars w. Les
bifurcacions estan etiquetades com: Uy i Ug per a la velocitat mitjana amb
perfil antisimetric i simeétric respectivament, /' = 0 per a les solucions amb
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Figura 25: Parts real Upr i imaginaria Uy del vector propi per a la velocitat
mitjana per a I = 2 sobre la corba etiquetada amb Uy a la figura 24(a).

té interes. Aquest estudi el durem a terme a partir dels resultats de 1’analisi
d’estabilitat lineal.

A la figura 24 (a) representem un detall de les corbes d’estabilitat de la
figura 4, per a valors de L € [1,2]. A la figura 24 (b) representem les correspo-
nents freqiiencies angulars w —la part imaginaria del valor propi que creua ’eix
real— de la bifurcacié de Hopf en funcié de L. Per a longituds d’ona més grans
que L = 1.94 la bifurcacié a una solucié amb vent amb un perfil simetric Ug
(linia continua) es produeix per nimeros de Rayleigh menors que la bifurcacié
a una solucié amb vent antisimetric U4 (linia discontinua) . Malgrat tot, no
és una bifurcacié dominant i domina la inestabilitat que manté la simetria de
reflexié 51 (U = 0, linia puntejada).

Descriurem el comportament no lineal dels vectors propis amb velocitat
mitjana amb perfil simetric. Prendrem I = 2, Ra = 9.898 x 10* amb freqiiéncia
angular w = 383.2.

A la figura 25 hem representat amb linia continua la part real de la velocitat
mitjana, Ur(z), i amb linia discontinua la part imaginaria Uy(z). Aleshores la
dependencia temporal de la velocitat mitjana a prop de la bifurcacié ve donada
per

U(z,t) = 2(Ugp(z) coswt — Ur(z) sinwt),

de manera que la velocitat mitjana sera simetrica en z i oscil.lant endavant i
enrere en el temps.
A prop de la bifurcacié podem aproximar la funcié de corrent, y = x' —
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Figura 26: Linies de corrent corresponents a quatre instantanies separades un
quart de perfode cadascuna d’una solucié amb L = 2 i Ra = 9.89 x 10%,
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ffl/Q U(z)dz, combinant la solucié estacionaria -x? - amb les components del
vector propi U = Up £iUr, i X' = xp £ ix}:
x(z,2,1) = X"(2,2)

z

Ur(z)dz)sin wt) )
(1)

+2¢ ((Xﬁ(ac, z) — /Z Ur(2)dz) coswt — (\7(z,2) — /

—1/2 -1/2

on ¢ és amplitud de la pertorbacié.

A la figura 26 representem per a la funcié de corrent y una seqiiéncia de
quatre corbes de nivell cada quart de periode. Aquesta solucié s’ha obtingut
combinant convenientment el vector propi resultant de ’estabilitat lineal amb
la solucié no pertorbada. El vector propi s’ha calculat sobre la corba Ug de
la figura 24(a). L’amplitud de la pertorbacié s’ha escollit de manera que les
simetries del sistema es detectin. Tal com s’esperava, cada corba de nivell és
invariant per a 57 X 99 X 93. A més les simetries que s’han perdut, 511 S5 x 53,
han estat substituides per 57 x 54 1 59 x S3 x 94, les quals inclouen simetria
temporal.

Si definim el grup de simetries Gy = {I, 51 x 3 X S3,.51 X 54,52 X 93 X 54},
aquesta nova solucié és invariant per a GG; a prop de la inestabilitat, pero és
d’esperar que s’hi mantindra fins a la segiient bifurcacié, de manera similar al
comportament de les solucions amb L =11 L = 2.

4.3 Models d’equacions d’amplitud

La inclinacié dels rolls que obtenim per a I = 1 és consistent amb la que ob-
tenen en el model d’equacions de Howard & Krishnamurti (1986). En aquest
model, la velocitat mitjana s’obté a partir de la interaccié de dos modes amb
identic nombre d’ona fonamental i acoblats verticalment, és a dir, amb pari-
tats diferents. A diferencia dels resultats que nosaltres obtenim, Howard &
Krishnamurti obtenen una bifurcacié a vent que és estacionaria. Aquest model
I'estudiarem en aquesta seccidé en 'apartat A.

Lainclinacié dels rolls també pot ser deguda a les ressonancies, en particular,
a la ressonancia 1:2 de dos estats purs (Busse & Or 1986), és a dir, a la interaccié
de dos modes amb nombres d’ona a i 2a amb la mateixa paritat vertical. Les
solucions amb vent que es generen apareixen via una bifurcacié estacionaria.
Aquest model també el revisarem en aquesta seccid, a I'apartat B.
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Aquests sén dos models diferents que generen velocitat mitjana.

A l'apartat C deduirem formalment un altre model, que també genera velo-
citat mitjana, amb una tecnica semblant a la de Crawford & Knobloch (1991)
i Knobloch & Guckenheimer (1983). Encara que el model es deduira usant
una tecnica que — estrictament parlant— és només valida en el limit de petites
amplituds, demostrara ser extremament atil per tal d’entendre la dinamica.
Les equacions que deduirem estan pensades per modelar la dinamica del sis-
tema fisic de manera que reprodueixin els resultats de les nostres simulacions
numeriques, en particular, que permetin obtenir vent via una bifurcacié de
Hopf. FEl punt de partida sera ’analisi d’estabilitat fet en el capitol 3. Per
simplicitat, referirem tota la discussié a la desviacié de la temperatura 7’ de
la de l'estat conductiu perque és un escalar, al contrari de la funcié de corrent
que és pseudoescalar — és a dir, el signe canvia sota la reflexié del sistema de
coordenades. Les equacions que deduirem es poden obtenir a partir d’ambdues
variables, pero la formulacié és més senzilla per 7".

A. Dos modes amb acoblament vertical

Comencem prenent la segiient expansié per la desviacié de la temperatura,
que generalitza el model deduit per Howard & Krishnamurti (1986):

T/ = [ 0°C(2) + Ay @S ()| + ce oo, (1)

on A; j = 1,2 sén amplituds complexes, a és el nombre d’ona fonamental,
c.c. és el complex conjugat, C(z) i S(z) sén els vectors propis simetrics i anti-
simetrics pel problema de conveccié linealitzat i els termes d’ordre més elevat
es generen no linealment per una teécnica de pertorbacions de petita amplitud.
Suposarem (1) sense demostracié i procedirem formalment, sense cap derivacié
explicita dels coeficients de les equacions d’amplitud.

Les amplituds de (1) han de complir un sistema d’equacions diferencial
Aj = fi(A1,A43), j=1,2,0n{f;} sén funcions complexes analitiques. Aquest
sistema ha de ser invariant per a trasllacions continues i per al grup GG. L’accid
d’aquestes transformacions sobre les amplituds és com segueix. Una trasllacié
donara lloc a I’accié

Ty Ajemx — Ajem(x + a)7 j=1,2

d’on , ,
Ta: (A1, Ag) — (A1 45", (2.1)
mentre que les simetries 57 i S5 x S3 donen lloc a les accions:
St (A, Ag) — (A7, 43), (2.2)
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SQ X 53 : (Al,AQ) — (AT, —A;), (23)
Sl X SQ X 53 : (Al,AQ) — (Al, —AQ). (24)

Fl sistema més general invariant per a les transformacions (2) és

41 ar Ay + BirATAS + O(|A]Y), (3)
Ay = azAy + B2 ATAS + O(|A[Y),

amb a; = ajo + aj1|A1])* + aj2|A2)?, aip > 0,011 < 0 i tots els coeficients de
(3) reals.

Sigui Ay = Ag, A2 = 0 una solucié estacionaria que bifurca de I'estat con-
ductiu. Aleshores ajo + ayq]Ag|* = 0. Si linealitzem (3) al voltant d’aquesta
solucié obtenim el segiient sistema d’equacions diferencials per a les pertorba-

0411140(14014/1* + AE;A/I),

cions )
Ay
Ay = (g0 + 1| Ag|*) A + B2 AGAY,

. . e r e A
que es pot posar en termes dels invariants per a trasllacié vy = A] Af, v2 = AL A
R
i s’obté

(4)

L’estabilitat d’aquestes equacions es separa en dues equacions, una per a cada
amplitud. Prenent v; = z; + iy; a (4) amb z i y reals, és facil provar que el
problema de valors propis és simetric, els valors propis sén reals i la bifurcacié
és sempre estacionaria. Per tant, (3) no pot descriure cap de les bifurcacions
de Hopf que hem trobat numeéricament. Com un test complementari, hem fet
calculs numerics explicits usant un sol mode de Fourier en les equacions del
capitol 3 i la bifurcacié s’ha trobat estacionaria, mentre que quan prenem més
modes es converteix en Hopf. Tot i que el model de Howard & Krishnamurti
(1986) és per a unes altres condicions de contorn que les que nosaltres estudiem,
no sembla pas que aquesta sigui la causa de la diferéncia en el caracter de la
bifurcacié.

b1 = ag1]Aol*(v1 + v}),
by = (g0 + 0421|A0|2)?J§ + 52|A0|2?J§,

B. Ressonancia 1:2

El segon candidat conegut que desestabilitza vents és una ressonancia 1:2
d’estats purs. Prendrem per 7' ’expansio

T = [Aleme(Z) + A2€2iaxc(z)] + cec + -0, (5)

on A; j=1,2s6n amplituds complexes i C(z) és el vector propi simetric pel
problema de conveccié linealitzat.
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De (5) una trasllacié continua dona lloc a 'accié
ot (Aq, Ay) — (Aleioza’AzeQioza)7 (6)

i accié de les simetries finites S7 1 99 x S3 ve donada per (2.2)1 (2.3).
El sistema més general invariant per a les transformacions (6), (2.2) i (2.3)
és
A1 = a1 Ay + Br(A])°AF + O(|A]°%), (7)
Ay = agAy + ﬁzA%Ag + O(|A|6)7

amb a; = ajo + aji1|A1|* + aja]A2]?, i «;,; constants. Aquest sistema va ser
deduit per primera vegada quan s’analitzava la ressonancia 1:2 a Armbruster
(1987).

Fl sistema linealitzat de (7) es pot posar en termes dels invariants per a
trasllacié vy = A} A5, vy = AL(AL)%:

b1 = aqr]Ao|*(v1 + v7),
by = (g0 + 11| Ao|*)va + o] Ao[* 03,

Com en ’apartat A es pot veure facilment que A; = Ag, A3 = 0 no pot admetre
una bifurcacié de Hopf.

C. Un model d’equacions més general

Cap dels dos models anteriors no pot donar una bifurcacié de Hopf, tal
com esperem dels nostres resultats numerics. La implicacié és que cap dels
models anteriors no pot descriure les nostres corbes d’estabilitat. Per tant,
desenvolupem T’ de manera tal que es permeti cadascun del trencaments de
simetries:

T = [Alemel(z) + Agemxsl(z) + A3€2ia$02(2’) + A4€2ia$52(2’)]
+cec. + -,

(8)

on {C;} i {5;} sén funcions simetriques i antisimetriques respectivament, les
quals compleixen les condicions de contorn.

L’expansié (8) inclou les tres components diferents de (1)1 (5), Ay, Ao, i
As, a més d’una quarta component, Ay, que s’inclou per consistencia. Veurem
més endavant que aquest és el minim conjunt d’amplituds que es necessita
per descriure les quatre inestabilitats secundaries que ens apareixen en 1’analisi
d’estabilitat. L’esperanca, recolzada pels calculs numerics, és que qualsevol
altre terme inclos a (8) pot ser generat no linealment. La guia per a aquesta
eleccié ha estat el fet de saber que 'operador lineal que déna ’estabilitat pot
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factoritzar en quatre, tal com expliquem en el capitol 3, tres d’ells invariants
per a cadascun dels elements no trivials de G i el quart invariant per a tot el
grup G.

L’acci6 de cada simetria pot deduir-se com en els casos anteriors, i obtenim:

Tg + (A17A27A37A4) — (Aleiaa,Ageiaa,A3€2iaa,A4€2iaa), (91)
Sl : (A17A27A37A4) - ( T? gvAgvAZ)v (92)

SQ X 53 : (A17A27A37A4) — (AT, —A;, —Ag,AZ), (93)

Sl X SQ X 53 : (A17A27A37A4) — (Al, —AQ, —A3,A4). (94)

Escrivim els invariants fonamentals per trasllacié per tal de deduir I'equacid
d’evolucié. Sém

Uy = |AJ|27 ] = 17"'747 ﬂ? = ASAjh

Uy = A%AZ, ?73 = A%Ag,
ug = A3AZ, iy = A3A3,
Ur = A1A2A§7 Us = AlAzAL
ﬂl = A1A§7

i els seus complexs conjugats {u}, j =1+7}i{u}, j = 1+5}, on hem
indicat amb una tilde els invariants que canvien el signe per a la simetria (9.4).
I el sistema més general invariant per a trasllacions i pee al grup de simetries
G pot escriure’s com

Ay = a1 Ay + BrAGAT + 11 As AS + Gy Ay + BrAs AT + 51 A4 AS + O(|A[%),
Ay = ap Ay + B2 As A5 + 12 A3 AT + Ao Ay + P2 A5 AT + T2 A AT + O(|A1%),
Az = a3 Az + 3 A1 Ay + a3 Ag 4 B3AT + 3345 + O(|A]°),
Ag = Ay + B4 AT + 74 A3+ GuAs + FaAi Ay + O(|A]%),

(10)
on els coeficients {a;, 3;,7;, J = 1-+4} s6én funcions dels invariants, els quals
sén parells per la transformacié (9.4). Els coeficients {&j,@,%, j=1=+4}
sén també funcions dels invariants, pero sén senars per la transformacié (9.4).
La simetria (9.1) també s’ha d’imposar, aleshores els coeficients en ’expressié
final seran constants.

C1. Estabilitat

El sistema (10) admet una solucié estacionaria A; = Ag, 4; =0, j = 2,3,4.
Linealitzem al voltant d’aquesta solucié amb pertorbacions A;,j =1+4. A
partir de (10), tenint en compte els invariants fonamentals, I'equacié linealitzada
per

79



i/ 4 I 2 Al* * AL 1 A3 plx
o Al conté els termes A}, AGAY, AjA, 1 AGAY,
o Al conté els termes A, AZA. A*AL i ABA™
2 29 L0442 0 L2043 0443
A7 z / 4 Atk 1o A3 ptx
o A5 conté els termes A5, AgAS, AgA5 1 AGAY,
o A’ conté els termes A', ALA%. A Al i ABA"
4 4y AgAyg, ApAy 041 -

El problema lineal resultant s’escriu millor en termes dels invariants per a tras-
llacié {v; = ALA5,  j=1,2}i{v; = A;(AS)Q, j = 3,4}. El sistema es separa
en dos sistemes diferents. El primer és

0 = ayv; + b1|A0|2?Jf +c1v4 + d1|A0|2?JL (11.1)
Vg = aq]Ag|*v1 + ba| Ao| o7 + cqvg + dy| Agltol, '

i el segon és
Ty = 612?12-|-52|A0|2?J§+sz3+d2|A0|2?f§a (11 2)
v3 = az|Ag|?vy + bs| Ao|*v3 + cavs + ds| Ao|tv3.

Cada coeficient és ara una constant real. La separacié entre (11.1)1 (11.2) és
una conseqiiencia obvia de la simetria (9.4).

El problema de valors propis per (11) pot resoldre’s millor separant v; =
z; + 1y;. Aquesta separacié entre la part real i la imaginaria separa els siste-
mes (11) en un total de quatre subproblemes lineals independents per {z1, 24},
{y1,v4}, {22,235} 1 {y2,y3}. Les equacions caracteristiques factoritzen. Com a
conseqiiencia, obtenim un conjunt de quatre equacions caracteristiques

A —T;A+9Q; =0, j=1,...,4.

Quan I'; = 0 obtenim les corbes marginals per les bifurcacions de Hopf i les
freqiiencies vénen donades per wjz = Q; > 0. El sistema pot tenir també una
bifurcaci6 estacionaria, sobre les corbes Q; = 0.

Per tant, com que el sistema factoritza, existeixen quatre families diferents
de vectors propis de (11), cadascun associat a una corba d’estabilitat marginal
diferent:

45,
4},
45,
4}.

Cy =Az1, 25529 =23=0,y;, =0 1,

o

Co={y1,ys;92=y3 = 0,2, =

b

1,...,
1,...,
Oz ={ay,z3521 =24 =0, =0 1,..,
Ca=A{y2,y3501 =ya=0,2;,=0 1,...,

b

A partir de (9) podem veure que:
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o (' preserva tot el grup de simetries G,

e (5 és invariant per a 57 x 59 x S3,

(3 és exclusivament invariant per a S
e (4 ésinvariant per a 99 x 3.

Ara queda clar que el conjunt d’amplituds (8) és minimal. Es necesiten totes
aquestes amplituds per tal de separar en aquests quatre subespais. Pero, a més,
aquest analisi ens mostra que cadascun d’ells acobla dues amplituds diferents,
una amb nombre d’ona « i ’altra amb nombre d’ona 2a, totes dues acoblades
verticalment.

Anem a estudiar ara el comportament no lineal del roll després de la bifur-
cacié, a partir dels termes no lineals de (10).

C2. Dinamica no lineal

Considerarem a Ag(t) = |A0|ei£0(t) una aproximacié de I'amplitud dels
rolls. Veurem el comportament de la fase de A; per a la solucié bifurcada,
la qual es pot obtenir a partir dels termes no lineals de la primera equacié de
(10). Per a fer-ho, observem que donada qualsevol amplitud A(t) = |A(t)|ei£(t)
aleshores

2)A|2E = (—i)(A*A — AAY). (12)

Per simplicitat separarem el problema en dos.

Part 1

Quan A} = A/, = 0, aleshores
A1) = Ao(t) = |Agleio(®),
Ap(t) = A1),

A3(t) = Aé(t)v

on &(t) és la fase de Ay per a la solucié bifurcada. Podem escriure a partir de
(10) Pequacié per a Ay com

Ag = adog+5As S VA ASF v Ay A3(AS) P FTAZ AL AL+ nAS AS+O(|AP), (13)
on els coeficients sén reals i sén funcié dels invariants [4;]%, j =0,2,3. Hem

truncat ’equacio a cinque ordre en les amplituds només per a mostrar els termes
importants del desenvolupament.
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Aleshores de (13) i usant (12),
2 Aof2o = (~ (B A5AA; — c.c) +9(( 45243 — c.c)
+v( A A3(A5)? — c.c) + 7(|Ao|* Ap A2 A% — c.e) + - -],
que es pot posar en funcié dels invariants
vy = A Af, vy = A3(A8)2,
i obtenim
2| Ao|*éo = (—)[(B]Ao| ™2 = ) (305 — c.c.) + v(vav3 — e ) + (03 — ce) + -+ ).

Per tant, tant si {vg,v3} s6n reals o imaginaris purs, £ = 0. Com a con-
seqiiencia, sobre C3 i (4 no existiran ones viatgeres i els rolls no podran derivar.

Part 11
En lespai complementari A} = AL =01
Ay = Ao+ AL = |4y (0)]e0) = )¢l 4+ af]etld),
Ay = A= Al
i podem escriure 'equacié per A; de (10) com
Ay = ady + BALAT + 7 ATAT + O(1AP), (13)

on els coeficients a, 3,7 s6n reals i funcié dels invariants [4;]2, j = 1,4. De

(12) i (13) deduim
2/ A41*€ = (=0)[(8 — 7 A1) (As(A7)* = cc) 4 -+, (14)
Usant els invariants vy = Aj A5, vy = A{(Af)?, aleshores
A A*)Z
Al A* 2 _ ?]4( 0411 1
4( 1) |A0|4 ” ( 5)

perd Ay = Ag+ Aj, don AFA; = |Agl? + AL A5 = |Aol® + vy, i per tant, (15) es
pot expressar com

A |2_|_v*)2
A A* 2 — ?]4(| 0 1 . 1
4( 1) |A0|4 ( 6)

Segons en quin subespai estiguin vy i vyg, s’anulara o no f de (14). Per tant, els
subespais C i C5 s’han de tractar per separat.
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(a) Sobre C els invariants vy i vg s6n reals, aleshores (16) és real i com a
conseqiiencia de (14) trobem per a la velocitat de fase la condicié f =01ino és
possible la propagacio.

(b) Sobre Cj els invariants v; i vy s6n imaginaris purs. En particular es
compleix & = &g+ 7/2,1 &4 = 260+ 7/2.

Si v = iv! és imaginari pur definim la funcié signe sgn(v) = +1 si v! >
0, sgn(v) = —1 si v < 0, aleshores vy = i|vy|sgn(vy), v4 = i|va|sgn(vy) i
substituint a (16) obtenim

A 4 2
A(A7)? — c.c. = 2 sgn(ny) 22l |(i|10|4 ol (17)

Si usem (17), 'equacié (14) per a la fase és

|v1]? 3
A0 T TP

€ = sgn(v4)val(1 )+ (18)

Si desenvolupem per Taylor en termes de vy al voltant del zero obtenim

1 | Aol 1 2
AF = TP+ Aol g O )

on suposem |Ag|? constant. De (18) i (19) juntament amb les expressions 3 =
Bo + B1]A112 + B2l A4l?, v = 70 + 71| A1)? + 72| A4]?, obtenim la segiient equacié
per a la fase £(1)

._8 niv - —ﬂv ?]3
€= sgn(oa)(y = B = T leal + O(of?), (20)

on o, F1,70 sén reals. La implicacié de (20) és que f # 01 en aquest cas si que
és possible que apareguin ones viatgeres.

El segon membre de (20) és una funcié de les amplituds, que, si desestabi-
litzen via una bifurcacié de Hopf, donen lloc a una velocitat de fase oscil.lant.
Per tant, la inestabilitat invariant per a 57 x 59 x .53 és la iinica que pot deses-
tabilitzar ones viatgeres que canvien de signe (Landsberg & Knobloch 1991).

La fase £(t) de la solucié pertorbada es pot calcular a prop de la bifurcacié
prenent vy = ivgg coswi, integrant (20), £(t) = Bsinwt, amb B = —w™l(y —

01— |ABTO|2)U407 donant aixi una fase oscil.latoria a la solucié. A més, com que

Ay = Ay (0)]e€1) = (| Ag] + i| 45(1))ei€0(D)  es compleix

o1 |

| Aol?

o1

| Aol?

£(t) = —arctg +&olt) ~ — + &o(1).
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Si la bifurcacié és de Hopf es compleix |v1| = vigcoswt, i per tant, &(t) =
- |,ZEO|2 coswt + Bsinwt = Bysin(wt + ). El flux basic té, doncs, una fase &
oscil.lant.

Ara escriurem a partir de (8) una expressié aproximada per a T’ per a les
solucions que son invariants per a 57 x 99 X S3:

T ~ ToCo(z) coslaz + &o(t)] + T1C1(2) coswi sin[ax + &o(1)]

+T455(2) coswt sin 2[ax + ()] + - - -, (21.1)

que és una ona viatgera amb una velocitat de fase oscil.latoria ¢ = B sin wt.
Les solucions invariants per a 57 es poden escriure com:

T ~ TyCo(z) cos ax + Ty coswtS1(z) cos ax

+T15 coswtCy(z) cos2ax + - - -, (21.2)

el qual correspon a una ona estacionaria.
Les solucions invariants per a 59 x 93 es poden escriure com:

T ~ ToCo(z) cos ax + Ty coswtS1(z) sin ax

+75 coswtCy(z)sin2ax + - - -, (21.3)

que és una ona estacionaria sobreposada a la parella de rolls estacionaria.
L’estructura de les solucions invariants per al grup GG es poden escriure com:

T' ~ TyCo(z) cosax + T coswtCy(z) cosax

+T4 coswtSy(z) cos2ax + - - -, (21.4)

que és una ona estacionaria sobre la parella de rolls estacionaria.

El mode del roll, ToCy(2) cos kx, modela el flux primari i hauria d’incloure
la resta d’amplituds. Es per aixo que (10) és un model i no un sistema as-
simptoticament valid. Per tal de validar el model hem comprovat que les sime-
tries de les solucions bifurcades (21) siguin del mateix tipus que en els calculs
que hem fet. A més podem comparar les solucions del model truncat amb les del
sistema complet d’equacions en derivades parcials, les quals les hem calculat en
aquest mateix capitol. Com era d’esperar, les ones estacionaries corresponents
a (21.2)1(21.3) sén un cas particular de les solucions (2) i (1) respectivament,
presentades a la seccié anterior. Les ones viatgeres (21.1) no s’han pogut tro-
bar per a ¢ = 10, perque no és mai dominant la bifurcacié que dona solucions
invariants per a 57 x S9 X 3.
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4.4 Discussié

Hem vist que es poden desestabilitzar fluxos a gran escala de diverses maneres.
Hem examinat ’estabilitat i la dinamica d’una sola parella de rolls en un domini
periodic. Al principi el flux pot trencar la simetria de reflexié 57 o bé donant una
inclinacié al roll que s’inverteix periodicament, la qual cosa déna lloc a un flux a
gran escala amb un perfil de la velocitat mitjana antisimetric, o bé deformant el
roll de manera que apareix un perfil de la velocitat mitjana simetric, també amb
caracter periodic, encara que aquest darrer cas no ’hem trobat mai dominant.
Dels rolls també poden bifurcar fluxos que mantinguin la simetria 57, a partir
d’una bifurcacié de Hopf.

En qualsevol cas, augmentant el nimero de Rayleigh es van trencant totes
les simetries del flux fins que la solucié perd totes les simetries i es desestabilitza
un flux a gran escala. Aquests regims estan associats amb un flux de massa
net, i aixo és important perque poden no haver-se trobat si es forca que el flux
de massa sigui igual a zero, la qual cosa acostuma a passar quan s’utilitza la
formulacié en termes de la funcié de corrent i es considera la funcié de corrent
igual a zero en les superficies (Clever & Busse 1987).

Hem calculat la seqiiencia de bifurcacions que trenquen les simetries per
una parella de rolls en un domini periodic. Pel nimero de Prandtl examinat,
o = 10, d’'una parella de rolls bifurca un flux a gran escala inclinant els rolls,
pero només en contenidors de longitud petita. Sila longitud és intermedia, els
fluxos a gran escala apareixen via una bifurcacié terciaria com un regim caotic
en el temps, sense cap simetria espacial ni temporal.

Hem concentrat els nostres esforcos en la simulacié de la conveccid en tres
longituds del contenidor no gaire grans. Si la dinamica d’un sistema format
per n parelles de rolls es pogués obtenir replicant n vegades un sistema format
per una sola parella de rolls, els tres exemples que hem estudiat descriurien la
dinamica de qualsevol sistema amb ¢ = 10. Pero, com veurem en el segiient
capitol, tenen un paper important altres simetries.

La dinamica d’un sistema amb una parella de rolls també s’ha examinat
usant un model d’ordre baix deduit usant una tecnica formal de teoria de
grups. Aquest model demostra que cadascuna de les bifurcacions que hem
trobat numericament poden ser de tipus Hopf, com és en el nostre cas, i que
estan associades a ’acoblament no lineal de modes amb nombres d’ona fona-
mental a1 2a, tots dos acoblats verticalment, explicant aixi perque els models
truncats previament estudiats no descriuen aquesta dinamica. També prova
que cap de les bifurcacions dominants generen ones viatgeres, llevat de les que
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desestabilitzen la velocitat mitjana amb un perfil simetric. Per ser precisos,
son ones amb una fase oscil.latoria, i aixi canvien periodicament el sentit de
la propagacié. Aquesta dinamica oscil.latoria per patrons amb rolls s’ha pogut
observar en Massaguer (1994) usant una dinamica de fases no lineal. Aix{, la
deriva de rolls podria apareixer en la conveccié bidimensional per un rang de

parametres convenient. La migracid de rolls s’ha observat en experiments en
fluids amb nimero de Prandtl baix (Willis & Deardorff 1970).

El sistema que estem descrivint en aquest treball pertany a una familia
de problemes que darrerament ha rebut molta atencié. Per a molts d’aquests
problemes, el trencament de la simetria de reflexié .57 en una bifurcacié de Hopf
és una condicié suficient per a generar ones viatgeres (Landsberg & Knoblock
1991, Proctor & Weiss 1993). Aquest és el cas, per exemple, de la conveccié
compressible o de la magnetoconveccié (Matthews, Proctor & Rucklidge 1993),
pero com hem vist en la seccié anterior apartat C, el trencament de la simetria
de reflexié pot no ser suficient per desestabilitzar ones viatgeres en sistemes
2D. A una conclusié similar s’arriba en Knobloch (1993). En el nostre cas, per
causa de les condicions de contorn existeix paritat vertical, condicié per a la
invariancia de la simetria puntual S5 x 93, 1 aquesta invariancia restringeix més
que no pas la de reflexid, 57. Podem veure en la seccié anterior en 'apartat C,
part I, com la simetria puntual imposa un valor constant en la fase de trasllacio,
i per tant, impedeix qualsevol ona viatgera. Seguint la notacié de Rucklidge
& Matthews (1996), quan en una bifurcacié de Hopf es trenca la simetria de
reflexié, s’anomenen ”pulsating waves”quan descrivim oscil.lacions en les quals
els rolls tenen la simetria puntual, de manera que aquests no viatgen (figura 8)
i s’anomenen "direction-reversing travelling waves”quan descrivim oscil.lacions
en les quals els rolls trenquen la simetria puntual i per tant viatgen endavant i
enrrera (figura 21).

La geometria i dinamica trobades per longituds de contenidor menors, I =
1, és consistent amb alguns resultats obtinguts amb condicions de contorn lliure
i nimero de Prandtl petit, o ~ 1, (Finn 1993), conveccié compressible i mag-
netoconveccié (Rucklidge & Matthews 1995). Es diferencien en el fet que la
segona bifurcacié és estacionaria, seguida d’una tercera de tipus Hopf.

La inclinacié periodica dels rolls observada en els experiments de Willis &
Deardorff (1970) amb caixes de longitud gran i ¢ ~ 1, fa confiar en els nos-
tres resultats. Pero la bifurcacié que es troba en els experiments de Howard &
Krishnamurti (1986) és estacionaria, malgrat que té el nimero de Prandtl simi-
lar al nostre. El fet que aquest darrer experiment es produeix en un contenidor
amb contorn a dalt i a baix diferent, i que aixi trenca la paritat vertical, no
ajuda a comparar. Pero cal remarcar que en cap de les simulacions numeriques
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de conveccié en fluids compressibles, és a dir, amb trencament de la paritat
vertical, no s’hi han trobat canvis de signe de la velocitat mitjana (Hurlburt,
Toomre & Massaguer 1984, Ginet & Sudan 1987), i per tant, les bifurcacions
no sén de tipus Hopf. Si el sistema només té la simetria 57, aquesta no és una
restriccid suficient per forcar les ressonancies que generen el nostre sistema.
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5 Estabilitat lineal de n parelles de rolls

5.1 Introduccié

En els capitols anteriors ens hem centrat en 'estudi dels rolls convectius amb
longitud d’ona fonamental a sotmesos a pertorbacions d’identica periodicitat.
Hem resolt el problema considerant un contenidor de longitud I = a, hem
calculat solucions estacionaries que contenen una sola parella de rolls i n’hem
analitzat l'estabilitat lineal (capitol 3) i la dinamica no lineal (capitol 4). De
manera analoga es poden estudiar els rolls amb longitud d’ona fonamental a
sotmesos a pertorbacions de periodicitat na. Aixo és equivalent a considerar el
problema en un contenidor de longitud L = na i analitzar la dinamica de les
solucions que contenen n parelles de rolls identiques, cadascuna de longitud a.

En aquest capitol analitzarem ’estabilitat lineal d’aquestes solucions enfront
de pertorbacions de periodicitat na. Direm que estudiem l’estabilitat d’un
clonatge format per n parelles de rolls identiques de longitud d’ona fonamental
a.

L’analisi d’estabilitat de n parelles de rolls necessita d’un nou estudi perque
admet més simetries de les que admet el problema amb una sola parella de
rolls. En aquest cas, les solucions periodiques formades per n parelles de rolls
identiques sén solucions tals que cada parella és invariant pel grup de simetries
G (definit en el capitol 2, prenent I = a). I a més, per tal de garantir el clonatge,
son solucions invariants per trasllacions en direccié horitzontal de longitud «a,
Tq-

Podem classificar les pertorbacions en dos tipus diferents: les que mantenen
el clonatge i les que el trenquen. Les primeres sén invariants per la simetria
Ta 1, per tant, sén pertorbacions periodiques de periodicitat a. En aquest cas,
les corbes d’estabilitat per a una solucié amb n parelles de rolls identiques,
cadascuna de longitud a, es poden recuperar a partir de les corbes d’estabilitat
per a una sola parella de rolls de longitud I = a. Per tant, analitzar I’estabilitat
de n parelles de rolls considerant pertorbacions que mantenen el clonatge és
equivalent a resoldre ’analisi d’estabilitat per a una parella de rolls, el qual ja
esta resolt en el capitol 3. Veurem que aquestes son les iniques pertorbacions
que poden generar velocitat mitjana.

En aquest capitol, fixem un domini periodic de longitud I, = na i ens cen-
trem en l’analisi d’estabilitat de les solucions formades per n parelles de rolls
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identiques enfront de pertorbacions de periodicitat L que trenquen aquest clo-
natge. Segons la teoria de Floquet i tenint en compte les simetries del sistema,
veurem com ’analisi d’estabilitat podra factoritzar en n/2 problemes definits
en un domini periodic de longitud a.

L’analisi numerica es duu a terme mitjancant teécniques espectrals i es pre-
senten les corbes d’estabilitat pel nimero de Prandtl ¢ = 10 i per a diferents
clonatges.

Veurem, a més, com fer una analisi més general dels rolls convectius, és
a dir, considerar qualsevol pertorbacioé periodica, es pot entendre com obtenir
I’envolvent d’unes bandes d’inestabilitats, on cada inestabilitat desestabilitza els
rolls a solucions periodiques que o bé mantenen la periodicitat del roll o bé la
canvien a una amb periodicitat més gran. Hem trobat dues zones on apareixen
aquestes bandes d’inestabilitats, una per valors de Rayleigh grans i l’altra prop
del valor critic. Aquesta dltima és una banda d’inestabilitats d’Eckhaus, que
discutirem en detall.

Finalment, calcularem en funcié del nimero de Rayleigh i de la longitud del
contenidor totes les possibles solucions estacionaries i n’estudiarem ’estabilitat.
Ho farem: en primer lloc, fixant el Rayleigh en funcié de L i en segon lloc
fixant la periodicitat L i variant el Rayleigh. Veurem quin paper tenen les res-
sonancies de modes d’estats purs a I’hora de decidir I'estabilitat de les solucions
estacionaries i a ’hora de generar solucions hibrides.

5.2 Analisi d’estabilitat: Teoria de Floquet

Reescrivim les equacions fonamentals com:

v+ F(v,pu,05,0,) =0, (1)

amb p = (Ra,o0)iv=(Ux1T1).
A partir d’ara ometrem la variable z sempre que aix6 no indueixi a confusié.
Sigui v¥ = (0, X%, 7°) una solucié estacionaria de (1) tal que és invariant pel
grup de simetries G definit en el capitol 2, amb periodicitat a:

V() = v(a + a),

0

on a és la longitud d’ona fonamental, és a dir, v® no és invariant per cap

trasllacié de longitud menor que a.
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L’estabilitat de v¥ enfront de pertorbacions v/ amb la mateixa longitud
d’ona fonamental, v/(z+a) = v/(2), ja’hem estudiada en el capitol 3. L’objectiu
d’aquest capitol és pertorbar v® amb pertorbacions de periodicitat na, v/(z +
na) = v'(z), amb n # 1. D’aquesta manera ’estat pertorbat mantindra sempre
estructura na-periodica. Es evident que aquest és ’analisi d’estabilitat d’un
clonatge format per n parelles de rolls de longitud d’ona fonamental a.

Si es linealitza (1) respecte de v°, 1’equacié per a les pertorbacions es pot
escriure com

o' =L,V
v'(z) = v'(z + na),

amb n # 1,1 on £, és 'operador lineal descrit a la seccié 1 del capitol 3. L,
commuta amb el grup de simetries G' = {[, 51, 52 X 53,51 X 52 x S3} si es pren
L = a. En particular commuta amb la simetria de reflexié 51, és a dir,

S1L, = L,5. (2.1)

A més, per causa de la forma de F i de la periodicitat a de v°, I'operador £,
commuta també amb la simetria 7,, trasllacié en horitzontal de longitud a, és
a dir,

oLy = LyTq. (2.2)

Si expressem v'(z,t) = e)‘tu(x), podem eliminar el temps i obtenim el segiient
problema de valors propis:

Au = L,u, (3.1)
u(z) = u(z + na). (3.2)

5.2.1 Invariancia per a 7,. Teoria de Floquet

La condicié (2.2) implica que el sistema linealitzat (3) és invariant per la simetria
7. Ls adir, si (A, u(2)) és soluci6 de (3), aleshores (A, u(z+a)) també és solucié
de (3). Per demostrar-ho basta transformar (3.1) per 7,

Atgu(z) = 1,Lu(z),

utilitzar (2.2), i usar que u(z + a) = T,u(z).

Per tant, fixat p, si volem que una soluci6é (A, u(z)) de (3) sigui tdnica, ha
d’existir una constant I' tal que:

u(z +a)="Tu(z), (4)
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u(z 4 na) =I"u(z).
els possibles valors de I' sén les

aleshores es compleix que u(z + 2a) = Iu(x
Perd com que s’ha de satisfer (3.2), ' =
arrels n-esimes de la unitat:

) -
L,

I',=e 7 m=20,...,n— 1.

Aleshores es pot descomposar 'analisi d’estabilitat del problema de valors pro-
pis (3) en els n segiients subproblemes:

)\mum :’CMUWH (51)

u,(z+a)=Thu,(2), (5.2)

2mim |
ambI,,=¢e 7 im=0+n-1.

El cas m = 0 correspon a I'g = 1, sén les pertorbacions invariants per 7,, les
que mantenen el clonatge. Fn aquest cas el problema d’estabilitat coincideix
amb 'analisi d’una parella de rolls (quan n = 1), que ja hem presentat en el
capitol 3.

Podem simplificar (5) si es defineix, per cada m, el canvi:

En(2) = ()1 mOT (6)

ond, =m/nia=2r/a. La funcié &, (x) és periodica de periodicitat a:

2+ a) = up(z 4+ a)e—@mAT+a) _y (4 4 q)eidmaa —idpaz

=u,(z+ a)FT_nle_idmax = um(w)e_idmax =&n(2).

Amb el canvi (6), el conjunt format pels n problemes de valors propis (5)
es pot escriure en termes de la funcié &, com

A () Dm0 = £, ¢, (2)e'DmaT) | (7.1)

bl +a) = En(0). (7.2)
La teoria de Floquet ens ha permes reduir el domini periodic de longitud L = na,
on analitzem D’estabilitat de n parelles de rolls identiques, a un domini periodic
de longitud a. Per tant, d’acord amb la teoria de Floquet, quan s’analitza
I’estabilitat d’una solucié estacionaria vg periodica, amb longitud d’ona fona-
mental a (o nimero d’ona fonamental a = 27/a) en un domini periodic de
longitud L = na, la forma més general de la pertorbacié és

V(2. 1) = £(x)eldmoT AL (8)

, m=0+n—11 &) funcié periddica de periodicitat a.

amb d,, = 2
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5.2.2 Invariancia per a 5. Valors propis doblats

Fins ara només hem considerat que I'operador £, commuta amb 7,, perd també
commuta amb 57. Com a conseqiiencia, les equacions (5) (o (7)) sén invari-
ants per a 51 i veurem com el problema amb d,, = i el problema amb
dp—m = =" = 1 —d,;, un és transformat de I'altre per la simetria 5. Si
(A, fm(x)eldmax) i ()\n_m,fn_m(x)eld”—maw) son solucions de (7) amb m # 0
aleshores es compleix:

A s Enm (@) dn=mOTy = (X 6 (£, (2)etdmaTY), (9)

Per demostrar (9), considerem fm(x)eidmax funcié propia de valor propi A,
de (7). Per causa de la invariancia de les equacions per 57, la transformada per
51 també és funcié propia de valor propi A,,, és a dir, si ()\m,fm(x)eidmaw)
és solucié de (7) aleshores (A, 1 (Em(2)e'@mOT) també és solucié de (7.1). La
condicié (7.2) és immediata en aquest cas perque tant &, (z) com etdmat g5y
funcions periodiques de periodicitat a. A més, la funcié propia es pot posar

com

51(5m(x)eidma$) — Sl(fm(x))e—idmaw
= 51(5m($))6—iaxei(1 —dy)ox _ Sl(fm(x)emx)eid”—mo‘x,

que és exactament la funcié propia amb valor propi A, pel problema amb d,,_,,,
Per tant,

fn—m(x) = Sl(fm(x)eiax)v )‘m = )‘n—m
i queda demostrat (9).

De fet, les solucions (A, W) 1 (Ap—m, Up—sm ) de (5) verifiquen

(A W) = (A, S104m ), (10)

perque

Un—m = 5n—m($)€id”_ma$ = 51(5m(x)eia$)eidn—maw
= S1(En(a))e 0T = dn)0T = g (¢, (@) imarr
= Sl(fm(x)eldmax) = Sl(um).

Aixi doncs, com que les equacions (5) (o (7)) sén invariants per Si, no cal
resoldre tots els n subproblemes, basta resoldre’n n/2 + 1, basta fer-ho per
m=0-+n/2.
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Quan m = n/2 i n és parell, és a dir, quan d = 1/2, és el cas limit en que
coincideixen d,, i d,_,, = 1 —d,,, per tant el mateix problema tant admet com a
solucié (A, u) com la transformada per 51, i com a conseqiiéncia els valors propis
estan doblats. En particular, el cas n = 2 presenta el mateix comportament.

Utilitzant que £, commuta amb els altres elements de G, Sy x S31 57 X
S5 x 53, els quals inclouen a més dependencia en z, es pot separar cadascun
dels n/2 paquets en dos, de manera similar a com es fa en el capitol 3.

5.2.3 Uns quants exemples

Estudiem, per exemple, el cas n = 4, és a dir, pertorbem la solucié estacionaria
vy de periode a amb pertorbacions v/(z,t) = u(x)e)‘t, on u(z) és tal que u(z) =
u(z+4a). En aquest cas ', = {1,4,—1, —i},i el conjunt total de pertorbacions
u es pot separar en quatre subconjunts, ug, uy, uy, us, que compleixen: ug(z +
a) = ug(z), wp(z + a) = iug(2), uz(z + a) = —uz(z), us(z + a) = —iuz(z), i
que son solucié de Au = £, u.

La pertorbacié us sera la transformada de uy per 51. A més, ug correspon
a pertorbacions amb n = 1,1 uy correspon al subconjunt de pertorbacions que
tenen periodicitat 2a: up(z + 2a) = Tiuy(z) = uy(z), i sén exactament les
del paquet m = 1 pel cas n = 2. En aquest cas, s’analitza 'estabilitat de vq
resolent (7) només per d,, = m/4 amb m = 0,11 2.

De la mateixa manera es poden estudiar successivament, per a diferents
valors de n, els subconjunts de pertorbacions que apareixen.

Si es calculen les corbes d’estabilitat per a succesius clonatges, n = 2,3.,4, ...,
es repeteixen algunes analisis d’estabilitat. Per exemple, per al cas n = 5 les
pertorbacions sén amb d,, = 0,% i %, i per al cas n = 10 ho sém amb d,, =
0, 11—0, %, %, % i 15—0, dels quals % i % coincideixen amb les dues pertorbacions
que es prenen per al cas n = 5, i 25 coincideix amb la que es prenen quan es

1
resol n = 2.

5.2.4 Corba d’estabilitat marginal per a un clonatge amb n parelles
de rolls

Fixat o i a, a partir de (7) i dels calculs fets en el capitol 3, calcularem per a cada
m = 0,1+n/2quin és el Rayleigh tal que R(A,,,) = 0,1 de tots ells prendrem quin
és el que ens dona la segona inestabilitat d’un clonatge amb n parelles de rolls
de longitud d’ona fonamental a respecte d’aquestes pertorbacions. Totes sén
pertorbacions que mantenen 'estructura na-periodica. La pertorbacié m = 0
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manté el clonatge i pot desestabilitzar vent. Quan m # 0 es trenca el clonatge
de la solucié basica i no apareix vent com a solucié del problema lineal, pero si
que pot apareixer no linealment. En variar a, obtindrem la corba d’estabilitat
marginal corresponent a n parelles de rolls identiques, cada parella de longitud
a.

5.3 Discretitzacid

El metode que seguirem per discretitzar el problema és el mateix que hem seguit
en el capitol 3, seccié 2. Calcular una solucié estacionaria de periodicitat a, o
amb nimero d’ona fonamental a = 27 /a

Xz, 2) = Zx?(z) sinlaz, (1.1)
=1
L

Tz, 2) = ZTIO(Z) coslaz, (1.2)
=0

usant el metode de Newton-Raphson.

Una vegada calculada podem aplicar I’analisi lineal d’estabilitat. Considera-
rem pertorbacions que trenquen el clonatge de n parelles de rolls, amb d,, # 0.
Fixat n, per a cada m = 1 + n/2, escriurem les solucions pertorbades com:

At * idmcwce)\t7

X=Xt =2+ xe

T = TO T Tle)\t — TO T T*eidma$€)\t7

ond,, = m/nix*iT*sén funcions periodiques en  de periodicitat a. Aleshores
podem expressar

. L-1 .
X/(QUaZ) _ X*(w,z)eldmax _ Z Xl(z)el(l + dm)aac7 (2‘1)
l=—L
. L-1 .
T'(z,2) = T*(2, 2)e mO = 37 i1 (z)el 1+ dm)az, (2.2)
l=—L

i les equacions linealitzades per les pertorbacions seran:

o = 0AW — Raa 0,T' — (J(X°,) + J (', &%), (3.1)
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M = AT + 0, — (JX, T+ I, TY)), (3.2)

/

onw = —Ay.
Les pertorbacions (2) no poden tenir velocitat mitjana diferent de zero. En
efecte, es compleix

na L .
U(z) = ~0.\ = ~0. (% |3 el dmmdw)
l=—L

L
1 na . l d
= —82 _/ Z( " m)axd = 07
(I:Z—:LXZ(Z) na Jo € t

per m = 1+ n/2, perqué s’anula - [* eilitdm)az p — o 2T itz g on
In+m #0.

En derivar una o més vegades (2.1) i (2.2) , respecte de z o de z, es pot
continuar expressant de la mateixa forma, una funcié a-periodica per un terme

etdmar — pep tant, si substituim (1) i (2) en (3), a ambdds costats de les

idmoz multiplicant, que es pot eliminar, i la

lax

equacions (3) s’obté el factor e

resta esta desenvolupat en series de Fourier per a e

Per a x usem, doncs, un metode de Galerkin Fourier. Projectem (1) sobre
lax

les funcions e i obtenim per a cada [ = —L + L les segiients equacions:
Ay = o(—a*(l 4 dp)* + D*)wy + Rao (I +dy)al;, —aNL], (4.1)
My = (—a*(1 4+ dp)* + D) + (L + dy)ax; — aN LT, (4.2)

on . .
aN L} =< (J(x°,w) + J(x, &)~ tdmae cilar
iaNL? i=< (J(YO,T) + J(y, T%))e~tmax cilaw o

Els termes NL] i NL? estan calculats en detall en ’apéndix.

Per a la variable z usem un metode de col.locacié Chebyshev en els punts
2z; = cos(mj/M) per j = 0+ M. Aleshores obtenim un problema de valors
propis per als coeficients de Fourier [ en els punts de col.locacié j =1+ M — 1
que es pot expressar com

Av = A, v, m = 1,...,5, (5)

on A,, és una matriu real i v és un vector de dimensi6é 2(2L + 1)(M — 1). En
el codi numeric que s’ha creat, els coeficients s’han ordenat
T _
v = (W—L,lv sy W[, M =15 ey WL 1y ooy WL M1,
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T—L,lv ---vT—L,M—lv "'7TL,17 ---vTL,M—l)-

Amb aquesta ordenaci6 wy ; := wj(z;) es troba facilment en la posicié (L+1)(M —

4+ 1 Ti;:=T(z;)en laposicié (2L + 1)(M — 1)+ (L+)(M - 1)+ ;.
Per al calcul dels valors i vectors propis s’ha resolt (5) usant el metode QR

(Wilkinson 1971), reduint la matriu A,, a una matriu Hessenberg superior.

Aquesta analisi d’estabilitat es pot contrastar calculant directament ’estabilitat
de n parelles de rolls identiques. Per a calcular una solucié estacionaria n-
clonada que tingui longitud d’ona fonamental @ només cal col.locar els coefi-
cients de Fourier calculats per a una parella de rolls de periodicitat a en les
posicions multiples de 7.

Sigui

W = W sin az + wY sin 2az + WY sin 3az + -+ + w sin Laz,

una discretitzacié d’una solucié estacionaria de periodicitat @ i nimero d’ona
fonamental @ = 27 /a (per simplificar només considerem la vorticitat i ometem

la temperatura), que representarem esquematicament amb cada coeficient de
Fourier a la seva posicié com

0 0 0 0
‘“1‘“2‘“3“”‘%‘

Un clonatge de n = 2 rolls de longitud d’ona fonamental a es pot representar
com

[0]ed [O]wg[Ofws] -] ]

és a dir,

w? = w{sin 262 + wl sin 442 + WY sin 64z + - - - + WY sin 2Lz,

per & = /2. D’aquesta manera w° continua tenint longitud d’ona fonamental
a.
Un clonatge de n = 3 rolls es pot representar com
0 0 0 0
Lofoferfofofwgfofofes ] - [u] ]
és a dir,

WY = wsin 3dx 4 wl sin 6ax + WS sin 94w + - - - + WY sin 3Lax,

per & = a/3. | aix{ successivament.
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Observem que de tots els coeficients, [ = 0 + nl, només caldria guardar-ne
L, que s6n els diferents de zero.

En canvi, per al jacobia o matriu d’estabilitat necessitariem treballar amb
2nL coeficients. Es desenvoluparia cada variable, per exemple w’, com

nlL—1 14
<.u/ — Z wlel Oé$7
{=—nlL

on & = a/n és el nimero d’ona i na la periodicitat. Perd reordenant w’

n—1 L-1 . .
W = Z Z wnl_l_mez(nl + m)ax
m=0 \l=-L

es pot veure com es pot posar com una suma amb pertorbacions amb m =0 i
m # 0. Les primeres (s6n les que mantenen el clonatge), tenen els coeficients de
Fourier zero a tot arreu llevat de les posicions miltiples de n, iles darreres tenen
coeficients iguals a zero en les posicions miltiples de n i sén les que trenquen
el clonatge i corresponen als n — 1 paquets que es troben mitjancant la teoria
de Floquet i que ja sabem que estan doblats.

5.4 Resultats per a o =10

5.4.1 Corbes d’estabilitat marginal

Presentem les corbes d’estabilitat de solucions periodiques que contenen n pa-
relles de rolls identiques en funcié del seu nimero d’ona fonamental « prenent
pertorbacions periodiques que tenen ntimero d’ona & = a/n. Hem demostrat
com aquestes pertorbacions es poden separar en n/2 + 1 subconjunts, les quals
es poden expressar com (8) de la seccié 2 d’aquest capitol. Ens referim a les
diferents pertorbacions per d,,, = m/n o simplement per m,amb m = 0,1+n/2.
De les possibles solucions estacionaries només calculem 'estabilitat de les que
son estables. Els resultats que presentem sén per nimero de Prandtl ¢ = 10.
S’ha considerat una resolucié numerica de N x M = 12 x 18: les solucions
estacionaries s’han calculat amb N coeficients de Fourier i analisi de Floquet
amb 2V + 1 coeficients i en tots dos casos M + 1 punts de col.locacié en z.

A la figura 27 presentem les diferents corbes d’estabilitat que trenquen el
clonatge de n = 10 parelles de rolls - Iinia discontinua-, aixi com la inestabilitat
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Figura 27: Les diferents corbes d’estabilitat que trenquen un clonatge de n = 10
parelles de rolls. En linia continua la inestabilitat primaria.

primaria del régim conductiu -linies continues. Cada corba correspon a ’analisi
amb pertorbacions amb d,, = m/10 per m = 1,2,3,41 5 respectivament. Com
ja s’ha vist en la seccié 2, per causa de la invariancia de les equacions per 51, la
corba m = 6 coincideix amb la m =4,lam = 7amb m =3, m = 8 amb m = 2
im=9amb m = 1. Per a cada m # 0, representem el nimero de Rayleigh
tal que (A,,) = 0 en funcié del nimero d’ona fonamental del clonatge. Les
bifurcacions sén totes estacionaries.

La corba d’estabilitat marginal per a n = 10 parelles és 'envolvent de
totes les corbes, m = 1 =5 i m = 0. La corba corresponent a m = 0, no
apareix a la figura 27 perque apareix per a valors de Rayleigh superiors, és
la que representem a la figura 28 etiquetada per n = 1. Per als a que es
representen a la figura 27 I’envolvent resulta ser la corba m = 1, és a dir, la
pertorbacié que inestabilitza aquest clonatge es pot expressar com f(w)eldaw
amb d = 1/10 i £(z) funcié periodica amb ndmero d’ona fonamental a. I
la solucié pertorbada té nimero d’ona fonamental & = «/10. Direm també
que per als a que representem a la figura 27 domina m = 1,im =1 ésla
inestabilitat secundaria o corba d’estabilitat marginal d’un clonatge format per
n = 10 parelles de rolls.

Per a cada n procedim de manera analoga al cas n = 10. Com que repre-
sentem el Rayleigh en funcié del nimero d’ona fonamental del clonatge, podem
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Figura 28: Les corbes d’estabilitat marginal de clonatges formats per n = 1,2,3
i 10 parelles de rolls. Representem el Rayleigh que desestabilitza la solucié
formada per un clonatge amb n parelles de rolls amb nimero d’ona fonamental
a: en linia discontinua, les inestabilitats que trenquen el clonatge de la solucié
basica; en linia continua, les que mantenen el clonatge.

representar en una mateixa grafica les inestabilitats secundaries per diferents
clonatges, variant n. A la figura 28 representem el nimero de Rayleigh en
funcié del nimero d’ona fonamental a del clonatge que donen les inestabilitats
secundaries de clonatges amb n = 1,2,31 10 parelles de rolls. Fn linia continua
son les que mantenen el clonatge, ja estudiades i calculades en el capitol 3, és la
corba amb n = 1 (o equivalentment m = 0 per cada n). I en linia discontinua
sén les que trenquen el clonatge (m # 0).

Sobre les corbes que trenquen el clonatge format per n = 2,3 i 10 parelles
de rolls, I’estat basic, que té nimero d’ona fonamental a, bifurca a un estat
pertorbat amb nimero d’ona fonamental & = a/n, perque en tots els casos
domina la pertorbacié m = 1. Per exemple, per a n = 10 la corba que repre-
sentem puntejada ( « 2 3.5) correspon a I'envolvent de les corbes d’estabilitat
per a cada m = 0,1 + 5 de la figura 27, que coincideix amb la m = 1.

Per a valors de Rayleigh grans es poden distingir clarament dues zones. Per
a a 2 3.5, les inestabilitats per a diferents clonatges s’acumulen formant una
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banda. Es una zona on domina, per a qualsevol n, la inestabilitat que trenca
el clonatge (m # 0). Pero, en canvi, per a a S 3.5 1 per a cada clonatge
domina sempre la inestabilitat m = 0. Tot i que no ho representem, també
s’acumula una banda d’inestabilitats per sobre n = 1,1 a prop d’aquesta, sén
les corresponents als diferents m # 0. En aquesta zona, per qualsevol clonatge,
cadascuna de les parelles de rolls s’inestabilitza linealment via una bifurcacié de
Hopf a un estat pertorbat mantenint la simetria de reflexié 57 de cada parella,
tal com descrivim en el capitol 3. Per a @ ~ 1.7 és on la corba n = 1, per a
valors de Rayleigh grans, presenta una discontinuitat en la derivada, i és on hi
ha un canvi d’estabilitat. Per a 1 < o < 1.7 l'estat pertorbat manté totes les
simetries de cada parella de rolls, i per a 1.7 < a < 3.5 'estat pertorbat només
manté la simetria 57 de cadascuna de les parelles.

En qualsevol cas, per a ¢ = 10, els clonatges poden desestabilitzar mantenint
o trencant el clonatge, perd en cap cas no es genera vent no nul linealment.
Mentre que les bifurcacions secundaries que mantenen el clonatge sén de tipus
Hopf, les que el trenquen resulten estacionaries.

Hi ha, a més, una banda d’inestabilitats per valors de Rayleigh a prop
del valor critic (a., Ra.) ~ (3.711,1707.8). La majoria d’aquestes inestabilitats
trenquen el clonatge. De les que trenquen el clonatge en representem a la figura
28 només les corresponents a dues i tres parelles de rolls (linies discontinues).
La que manté el clonatge (linia continua) apareix per valors de a < a.. Dins
la regié compresa entre la corba n i la inestabilitat primaria, el clonatge format
per n parelles de rolls amb nimero d’ona fonamental « és inestable.

Per a una millor descripcid, representem a la figura 29 una ampliacié
d’aquesta zona. Representem les corbes d’estabilitat marginal per n = 1,2,3
i 4 parelles de rolls en funcié del seu nimero d’ona fonamental. Per a cada n
calculem les corbes m = 01 m = 1,i a més per an =4, la m = 2, que de fet
és la que correspon a prendre d = 1/2 1 és la m = 1 per n = 2 parelles. La
inestabilitat corresponent a n = 1 la notem per 1:2 -en linia continua- manté
el clonatge i presenta una bifurcacié subcritica amb U # 0 amb un perfil anti-
simetric. A la figura 28 també hi esta representada, és la que representem en
linia continua i neix de la corba marginal per a a ~ 2.2. Aquesta és la corba
corresponent a la figura 6 que hem analitzat en el capitol 3.

Entre la corba 1:2 i la primera inestabilitat una parella de rolls amb nimero
d’ona fonamental « és inestable. Aquesta sera la pertorbacié m = 0 per a qual-
sevol clonatge. De les m # 0 domina la m = 1, per a qualsevol n. D’aquestes
notem 2:1 1 2:3 a les quals desestabilitzen n = 2 parelles de rolls, 3:2 i 3:4 a
les quals desestabilitzen n = 3 parelles i 4:3 una de les dues que desestabilitza
n = 4 parelles. FEl criteri que hem seguit per batejar aquestes corbes ens el
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Figura 29: Corbes d’estabilitat marginal de solucions clonades formades per
n =1,2,31 4 parelles de rolls prop del valor critic (a., Ra.).

donen els valors de («, Ra) sobre la corba marginal dels quals neixen aquestes
corbes i que explicarem amb detall més endavant.

Per a a > a., qualsevol d’aquests clonatges amb n = 2,31 4 parelles de rolls
és inestable per pertorbacions m = 1. Per a a < a., s’ha de calcular I’envolvent
de les corbes m = 01 m = 11 segons els valors del nimero de Rayleigh domina
una o 'altra.

No és clar quina és l’envolvent de m = 0 (1:2) i m = 1 (2:3) per an = 2
parelles de rolls i I'envolvent de m = 0 (1:2) i m = 1 (3:4) per an = 3
parelles de rolls. Presentarem els valors del nimero de Rayleigh critic per a
n =1,2,3,41 5 parelles de rolls amb nimeros d’ona fonamental o =2.1, 1.8,
1.6, 1.4, 1.3 1 1.1. En principi, la resolucié en que s’han calculat totes les corbes
és N x M = 12 x 18, aquesta resolucié és suficient per a a > 1.4. Per a a =1.3
i 1.1 es necessita més resolucié per tal de comparar els diferents valors critics
entred=01d=1/n.

A les taules 8 i 9 presentem el Rayleigh critic quan s’analitzen parelles
de rolls amb nimero d’ona fonamental «, i la corresponent longitud d’ona fo-
namental a, enfront de pertorbacions amb d = 0,1/2i d = 1/3. A la taula
9 també es consideren pertorbacions amb d = 1/41d = 1/5. A la taula 8,
per a cada a (o a), presentem els valors critics del Rayleigh calculats amb una
resolucié de N x M = 12 x 18 a la primera fila, de N x M = 16 x 18 a la segona
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Taula 8: Per a cada a (i @) el Rayleigh critic amb resolucié N x M = 12 x 18,

la ] a | d=0 |d=1/2]d=1/3]

6854 6852 6853
1.4 45| 6854 6852 6853
6854 6852 6853
9455.4 | 9457.0 | 9456.0
1.3 5 9456.3 | 9455.7 | 9456.0
9456.3 | 9455.6 | 9456.0
12343 12358 | 12348.9
1.1 | 5.5 | 12354.0 | 12355.0 | 12354.4
12354.2 | 12354.3 | 12354.2

NxM=16x 181 N x M = 18 x 1R8.

| a ] a] d=0]d=1/2]d=1/3]d=1/4]d=1/5]

21 3 2.21 2.55 2.61

1.8 1 3.5 3.25 3.42 3.45

1.6 | 4. 4.721 4.728 4.731 4.732 4.733

1.4 45| 6.854 6.852 6.853 6.8532 | 6.8534
1.3 5. | 94563 | 9.4556 | 9.5460 | 9.4561 | 9.4562
1.1 | 5.5 | 12.3542 | 12.3543 | 12.3542 | 12.3542 | 12.3542

Taula 9: Rayleigh critic (Ra x 107%) per diferentes mides de caixa i diferents
pertorbacions. La primera columna, amb pertorbacions amb d = 0; les altres
columnes, amb pertorbacions m = 1 per a n = 2,3,4 i n = 5 parelles de rolls
de longitud I = na, respectivament.

filaide N x M = 18 x 18 a la tercera fila. A la taula 9 per a cada o (0 a)
presentem els valors critics del Rayleigh amb resolucié N x M = 18 x 18. Per
a a > 1.6 domina clarament m = 1 sobre m = 0, tant per a n = 2 com per
an =3,415 parelles de rolls amb aquesta longitud d’ona fonamental. Per a
o =1.411.3 domina m = 0 sobre m = 1 tot i que estan molt properes. A més,
per a cada a, quan augmentem n la diferéncia entre els dos valors del Rayleigh
de m = 0im =1 és menor. En particular per a @ = 1.1 practicament no es
poden distingir per a cap n.

Les corbes que hem representat a la figura 29, per a valors grans de n
tendeixen a néixer prop del valor critic (a., Ra.) ~ (3.711,1707.8).

Analitzarem Destabilitat en aquesta zona quan, en comptes del Rayleigh
en funcié del nimero d’ona fonamental del clonatge, representem el Rayleigh
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Figura 30: (a) Totes les inestabilitats secundaries de n = 2 parelles de rolls.
A la zona compresa entre n = 2 i Penvolvent de les corbes m = 1 (2:11 2:3) i
m = 0, les solucions amb dues parelles de rolls sén inestables. (b) Analogament
pero per clonatges formats per n = 3 parelles de rolls.

en funcié de la longitud L del clonatge o longitud del contenidor periodic. La
longitud L del clonatge per al nostre problema és exactament la longitud d’ona
o periodicitat de les pertorbacions que considerem, i diem que el contenidor
té longitud L. El regim conductiu desestabilitza a un clonatge format per
n parelles de rolls de longitud d’ona fonamental ¢ (que té longitud L = na)
per a un valor de Rayleigh que coincideix amb el que desestabilitza ’estat
conductiu a una parella de rolls de longitud I = a. Per representar per a
cada n la corba marginal de les inestabilitats primaries en una grafica nimero
de Rayleigh en funcié de la longitud L del contenidor, només cal fer repliques
de la inestabilitat primaria corresponent a una parella de rolls, reescalant L
amb nl (veure figura 2). Notem amb una n la inestabilitat primaria quan les
pertorbacions que afegim a ’estat conductiu tenen periodicitat L, pero longitud
d’ona fonamental @ = L/n. L’estat pertorbat (de longitud L) és un clonatge
format per n parelles de rolls de longitud d’ona fonamental a. D’aquesta manera
per sobre la corba n -representada amb tracat gruixut- s’obtenen solucions
periodiques de periodicitat L que contenen n parelles de rolls identiques.

A la figura 30 (a) representem totes les inestabilitats secundaries de solu-
cions formades per dues parelles de rolls. Les corbes 2:1 i 2:3 corresponen a
pertorbacions amb m = 1. La inestabilitat m = 0 és la corba 1:2. La regié
inestable per dues parelles de rolls es troba a la regié compresa entre n = 2
i envolvent de m = 11ila m = 0. Analogament representem a la figura 30
(b) totes les inestabilitats secundaries de solucions formades per tres parelles
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Figura 31: Inestabilitats secundaries que neixen a prop de la interseccié entre
n=2in=3.

de rolls. La regié inestable per tres parelles de rolls esta compresa entre n = 3
i envolvent de les corbes m = 1 (3:2, 3:4) i m = 0. Totes les corbes s’han
representat a partir de les de la figura 29 reescalant-les, a la figura 30 (a)
canviant L = 27 /a per 2L i a la figura 30 (b) canviant L = 27/« per 3L.

La notacié de les diferents corbes per 2:1, 2:3, 3:2, 4:3, 3:2, 2:1 és deguda al
fet que, si representem el nimero de Rayleigh critic en funcié de longitud real
del clonatge (no longitud d’ona fonamental), aquestes neixen de les interseccions
entre corbes que donen la inestabilitat primaria de ’estat conductiu a diferents
clonatges. Les inestabilitats secundaries dels clonatges degudes a pertorbacions
de periodicitat L estan etiquetades per 1:2 o 2:1 perque neixen a prop de la
interseccié entre n = 11 n = 2, en particular la 1:2 neix exactament de la
interseccid, etiquetades per 3:2 o 2:3 perque neixen a prop de la interseccid
entre n = 2 i n = 3, etiquetades per 4:3 o 3:4 perqueé neixen a prop de la
intersecci entre n = 3 i n = 4. Per exemple, quan representem una ampliacié
de la zona d’interseccié entre n = 2 i n = 3, a la figura 31, hi ha dues
inestabilitats que neixen a prop de la interseccié en forma d’uns bigotis, la 3:2
(pertorbacié m = 1 d’un clonatge de longitud L amb tres parelles de rolls) i la
2:3 (pertorbacié m = 1 d’un clonatge de longitud L amb dues parelles de rolls).

Podem representar a la vegada totes les inestabilitats de les solucions clona-
des amb n = 1,2,31 4 parelles de rolls. A la figura 32 representem el Rayleigh
en funcid de la longitud L de cada clonatge. La inestabilitat primaria del regim
conductiu (linia gruixuda) es desdobla quan representem el Rayleigh en funcié
de L. Per a n parelles de rolls li correspon ’etiquetada amb n. Les inestabilitats
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Figura 32: Corbes d’estabilitat marginal de solucions clonades formades per
n =1,2,314 parelles de rolls a prop d’on es produeix la inestabilitat primaria.
Representem el Rayleigh en funcié de la longitud L del clonatge.

secundaries dels clonatges, degudes a pertorbacions de periodicitat L, estan eti-
quetades per 1:2, 2:3, 3:4.... 1 sén les mateixes que les representades a la figura
29. La 1:2 correspon a una pertorbacié amb m = 0 i la resta a pertorbacions
m = 1. Per no complicar més la grafica, per als clonatges amb n = 2,3,4
parelles només representem inestabilitats amb m = 1, faltaria sobreposar-hi
la m = 0, que es calcula replicant la 1:2 reescalant L per nl. Per a cada n,
el clonatge amb n parelles és inestable a la zona compresa entre la corba n i
I’envolvent de les inestabilitats secundaries corresponents. Peran =2in =3
ho hem representat a les figures 30 (a)i (b).
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5.4.2 Solucions estacionaries 1 estabilitat

En aquest capitol hem analitzat ’estabilitat de solucions amb varies parelles de
rolls. Sabem, a més, que coexisteixen solucions diferents amb una sola parella
de rolls ( Mizushima & Fujimura 1992) i que per alguns valors dels parametres
una parella de rolls es pot desestabilitzar cap a una solucié amb més d’una
parella de rolls (Clever & Busse 1979, Nagata & Busse 1983, de la Torre &
Busse 1994, Tuckerman & Barkley 1995).

En aquest apartat calcularem totes les solucions estacionaries amb una pare-
lla de rolls. Les solucions amb més d’una parella de rolls identiques sén repliques
de la familia de solucions n = 1. L’estabilitat, pero, no es pot replicar; quan n
augmenta, el nombre d’inestabilitats possibles també augmenta i, per tant, els
limits d’estabilitat poden variar. De fet, varien i vénen donats per les diferents
corbes de la figura 28 que s’han trobat amb I’analisi de Floquet. Per tant, per
a totes les solucions coneixem |’estabilitat.

Aquest estudi el durem a terme en primer lloc fixant alguns valors del Ray-
leigh i variant L i en segon lloc fixant alguns valors de la longitud L del conte-
nidor i variant Ra.

A. Fixat el nuimero de Rayleigh

Calcularem per a Rae = 3000 i Ra = 6000 totes les solucions estacionaries
amb n = 1,2,3, ... parelles de rolls en funcié de la longitud I del contenidor i
n’analitzarem Destabilitat.

Un treball relevant en el qual troben resultats similars als que presentarem
en aquest apartat és el de Mizushima & Fujimura (1992). En el treball de
Mizushima & Fujimura (1992) es calculen les solucions estacionaries -només amb
una parella de rolls- per a diferents valors del nimero de Rayleigh, en particular
per a Ra = 3000 1 Ra = 6000. Per a Ra = 3000 les solucions estacionaries
coincideixen amb les que presentem, en canvi, per a Re = 6000 difereixen. Per a
calcular-ne ’estabilitat dedueixen un model d’equacions d’amplitud i extrapolen
els limits d’estabilitat del model a les solucions amb rolls. Contrastant amb els
nostres resultats veurem que no es poden generalitzar els resultats d’estabilitat
del model al de I’estabilitat del problema complet. Dels resultats que presentem
també podrem deduir quines ressonancies sén importants en aquest problema.

Per ajudar a descriure els resultats introduim ’index d’inestabilitat d’una
solucié estacionaria que es defineix com el nombre de valors propis positius, que
déna el seu analisi d’estabilitat (Tuckerman & Barkley 1990).
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Ra=3000

Figura 33: Fixat Ra = 3000, representem |y;(z = 0.25)|,1 = 1,2,3 en funcié
de L per a cadascuna de les solucions estacionaries.

Cas Ra = 3000

Per a aquest valor, representem a la figura 33 els tres primers coeficients de
Fourier de la funcié de corrent en valor absolut a; = |x;(z = 0.25)[, [ = 1,2,3,
en funcié de la longitud L del contenidor, per a cadascuna de les solucions
estacionaries. Aquests coeficients sén més grans que no pas la resta de la
corresponent serie de Fourier. Per a aquest valor de Rayleigh representem tres
families de solucions. Dues d’elles sén solucions de periodicitat L que contenen
una sola parella de rolls, la A ila B, les notem per n = 11i les representem amb
linia continua. L’altra familia de solucions, amb linia discontinua, corresponen
a solucions periodiques de longitud L que contenen tres parelles de rolls, la
n = 3. Aquesta es calcula reescalant la n = 1, canviant la I de la corha n =1
per 3L.

Variant I d’esquerra a dreta: la solucié amb una parella de rolls que bifurca
del regim conductiu és de la familia A. Al principi basicament domina el primer
coeficient de Fourier a; sobre la resta. Si seguim aquesta solucié n = 1, per a
L 2 3.7, el tercer coeficient de Fourier a3 es fa important i junt amb el primer
a1 dominen sobre la resta. Aproximadament per aquest valor la familia de
solucions A retrocedeix (disminuint L), a; i ay tendeixen a zero mentre que
az augmenta. La familia de solucions empalma amb una amb n = 3 parelles
de rolls. Si seguim a; de les solucions n = 1, A, comencant per 'esquerra,
la familia de solucions abans del punt de retrocés direm que és del tipus Aq,
després d’aquest direm que és del tipus As.

Variant I de dreta a esquerra: la solucidé que bifurca de ’estat conductiu
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Figura 34: Fixat el Ra = 3000 representem una amplitud en funcié de L per
a una solucié amb una parella de rolls. Amb linia continua quan sén estables i
amb linia discontinua quan no ho sén.

amb una parella de rolls és de la familia B. Al principi basicament domina
ay pero rapidament as es fa important mentre que aq i ay (aquesta darrera hi
esta representada, tot i que no la notem) tendeixen a zero. Aquestes solucions
variant I també tendeixen a una amb n = 3 parelles de rolls, la qual els primers
coeficients de Fourier que té no nuls sén as, ag, ag,...

Les solucions que bifurquen de I'estat conductiu amb una i tres parelles
de rolls al principi es comporten com un estat pur - ¢;(2)e'®", i Q3(Z)€Z3a$
respectivament on  « = 27 /L amb ¢ i ¢3 funcions parells. Quan conviuen les
dues solucions, a prop d’on neix n = 3, apareixen solucions que anomenarem
hibrides i sén tals que els dominen basicament el primer i el tercer coeficient de
Fourier (i tots els multiples de tres). Corresponen a les families de solucions B
i Ay. Aquest fet que ens suggereix que aquestes solucions hibrides sén producte
de la interaccid no lineal de solucions amb n = 11i n = 3 parelles de rolls. Com
que son solucions en la zona d’influencia de la ressonancia exacta 1:3 entre
dos estats purs, direm que aquestes noves solucions apareixen per causa d’una
ressonancia 1:3.

Per tal d’entendre 'estabilitat representem a les figures 34 i 35 una am-
plitud, 1v2(z = 0.25), en funcié de la longitud L del contenidor. Amb linia
continua les solucions que sén estables, i amb linia discontinua, les que sén
inestables. L’estabilitat s’ha analitzat enfront de qualsevol pertorbacié de pe-

riodicitat L.
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Ra=3000

Figura 35: Fixat Ra = 3000 representem una amplitud per a cadascuna de
les solucions estacionaries en funcié de L. Amb linia continua representem les
solucions que so6n estables i amb linia discontinua les que sén inestables.

Siala figura 34 variem L d’esquerra a dreta, observem que la n = 1, Ay és
estable fins L ~ 3.4, on s’inestabilitza via una bifurcacié subcritica amb U # 0
antisimetric, donada per la corba 1:2 de la figura 29 (faltaria representar la
solucié estacionaria inestable amb vent que hi bifurca). Per L lleugerament
superiors, abans del punt de retrocés, creua I’eix real un altre valor propi cor-
responent a les pertorbacions que mantenen la simetria 57. La Ay en el punt de
retrocés augmenta en un més el seu index d’inestabilitat, per causa de la pertor-
bacié que manté totes les simetries. La familia de solucions Ay és inestable per
a totes les pertorbacions, de les quatre que hi ha, excepte la pertorbacié amb
vent simetric. La n = 1, B és sempre inestable per a qualsevol pertorbacié.

A la figura 35 hem representat les tres primeres solucions que bifurquen
del regim conductiu quan variem I d’esquerra a dreta. La primera de bifurcar
és la n =1, és la que hem representat a la figura 34. La segona solucié que
bifurca és la n = 2, la qual al principi és inestable. L’estabilitat de la n = 2 esta
limitada per dues corbes que corresponen a pertorbacions m = 1, calculades en
la secci6 anterior; en aquest cas, la corba 2:1 i la corba 2:3 de la figura 30(a) o
de la figura 29. Aixi, n = 2 parelles de rolls son estables per a 2.6 < L < 6.5.

La tercera de bifurcar de ’estat conductiu és la n = 3, la qual és inestable
amb dos valors propis positius. Augmentant el valor de L sobre aquesta solucié
es produeix una bifurcacié i apareix la solucié hibrida B, I'index d’inestabilitat
disminueix en un pero la solucié no esdevé estable fins a un valor de L superior,
valor que ens déna la corba 3:2 (m = 1) de la figura 30(b) o de la figura
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Figura 36: Fixat el Ra = 6000 representem una amplitud en funcié de L per
a una solucié amb una parella de rolls. Amb linia continua quan sén estables i
amb linia discontinua quan no ho sén.

29. Per l'altre costat la solucié s’inestabilitza també trencant el clonatge a una
solucié amb longitud d’ona fonamental L i aquest valor ve donat per la corba
3:4 (m = 1). Aixi n = 3 parelles de rolls sén estables per a 4.1 S L S 9.7.

Cas Ra = 6000

Per a aquest valor representem a les figures 361 37 'amplitud %@(z = 0.25)
en funcié de la longitud L del contenidor per a cadascuna de les solucions
estacionaries. La familia de solucions estacionaries n = 1 la representem a la
figura 36. A la figura 37 representem les cinc primeres solucions que bifurquen
del régim conductiu, variant I d’esquerra a dreta, tal com hem fet en el cas
anterior, en representem ’estabilitat: linia continua per a les estables, altrament
per a les inestables. En particular per a Ra = 6000 existeixen tres families de
solucions amb n = 1 parella de rolls, la A, la B ila €. Les solucions hibrides
By i Ay s6n degudes a una ressonancia 1:3, mentre que les solucions hibrides
C'i By s6n degudes a una ressonancia 1:5. Existeixen, a més, solucions amb
dues, tres, quatre i cinc parelles de rolls, la n = 2,3.4 1 n = 5 respectivament,
totes elles calculades reescalant la n = 1. De les solucions n = 21 n = 4 només
representem on sén estables per no complicar més la grafica.

Com en el cas anterior, la branca de solucions A; amb una parella de rolls
per a L ~ 4.32 s’inestabilitza via una bifurcacié subcritica amb m = 0. Al
punt de retrocés de A augmenta en un I'index d’inestabilitat per causa de les
pertorbacions que mantenen totes les simetries. Les families de solucions B i
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Ra=6000

Figura 37: Fixat Ra = 6000 representem una amplitud per a cadascuna de
les solucions estacionaries en funcié de L. Amb linia continua representem les
solucions que son estables i amb linia discontinua, les que sén inestables.

(' sén sempre inestables i per a qualsevol inestabilitat. Els limits d’estabilitat
den =2,3,41in =5 vénen donats per I'analisi de Floquet. Sén estables n = 2
parelles si 2.16 < I < 8.62, n = 3 parelles si 3.42 < I < 12.9, n = 4 parelles si
457 < L S 17.21 n =5 parelles si 5.76 < L < 21.5.

Representem a la figura 38 els punts on bifurquen solucions hibrides (rom-
bes/cercles), per a Ra =3000, 4000, 5000 i Ra = 6000 on representem: amb
un rombe els punts on bifurca de n = 3 la familia de solucions B i amb un
cercle els punts on bifurca de n = 5 la familia de solucions €. En qualsevol
cas sobre ells es produeix una bifurcacié reestabilitzant, perque disminueix en
un I'index d’inestabilitat, pero la solucidé encara és inestable. Per tal de situar
aquests valors representem les inestabilitats primaries de n = 1,3 i 5 parelles
de rolls. Els punts P53 i Pi5 son les interseccions de n = 1 amb n = 3 1 de
n = 1 amb n = 5, és a dir, on es produeixen les ressonancies exactes 1:3 i1 1:5
respectivament.

Alhora de generar solucions hibrides sén importants les ressonancies 1:2n+1
i no les 1:2n, ja que interaccionen dos modes que tenen la mateixa paritat que
els que tenen les solucions formades per una sola parella de rolls; els coeficients
de Fourier en la posicié 2n + 1 sén parells en z (mentre que els 2n sén senars
en z) tal com ho sén les pertorbacions que desestabilitzen el regim conductiu.

Els rombes/cercles es disposen en forma d’uns bigotis que neixen a prop de
Py3 1 Pis respectivament. Sén valors pels quals de » = 31 n = 5 parelles de
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Figura 38: Rayleigh en funcié de I per a les inestabilitats primaries de n = 1,3
i 5 parelles de rolls. Bifurcacions de n = 3 parelles de rolls a solucions tipus B
(rombes), i de n = 5 parelles a solucions tipus C' (cercles).
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Figura 39: Representem la figura 38, centrant-nos en les solucions formades
per n = 3 parelles de rolls, afegint per un costat el limit d’estabilitat: és la
corba 3:2 de la figura 30 (b) que neix a prop de Py3 (punts grossos).
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rolls en bifurca una solucié hibrida. En particular, la corba que neix a prop de
Py3 (en rombes) presenta una bifurcacié subcritica d’una solucié clonada amb
n = 3 parelles de rolls a una solucié hibrida (la B). A priori, pot semblar que
ha d’haver un canvi d’estabilitat— de fet, en aquest punt I'index d’inestabilitat
disminueix en un — pero la solucié encara és inestable. Si només es considera
la interaccié d’un sol coeficient de Fourier as representant tres parelles de rolls
amb un altre coeficient aq representant una parella de rolls, en aquest punt
(rombes) l'estat pur as canvia d’inestable a estable (d’esquerra a dreta) per
causa de les pertorbacions ay. Aquest és el model estudiat per Mizushima &
Fujimura (1992) mitjan¢ant equacions d’amplitud al voltant de la ressonancia
exacta 1:3; les solucions estacionaries que troben sén coherents amb les que
trobem, pero el resultat de la seva analisi d’estabilitat no és el més general, en
particular falta considerar la interaccié de l'estat pur as, el que desestabilitza
dues parelles de rolls, que, on es produeix la ressonancia 1:3, Pz, és un estat
pur que ja és inestable.

La corba que neix a prop de Py5 (cercles) presenta una bifurcacié subcritica
d’una solucié clonada amb n = 5 parelles de rolls a una solucié hibrida de la
familia de solucions C'. Quant a 'estabilitat es pot fer un raonament analeg al
que acabem de fer, de manera que aquesta corba no déna un canvi d’estabilitat
de n = 5 parelles de rolls.

A lafigura 39 representem part de la figura 38, centrant-nos en les solucions
formades per n = 3 parelles de rolls, afegint per un costat el limit d’estabilitat
real, quan es considera la interaccié no lineal de tots els coeficients de Fourier
(en punts grossos). Aquest limit ve donat per la teoria de Floquet, és la corba
que notavem ”3:2” que neix a prop de Ps3, on es produeix una ressonancia exacta
2:3.

Aquestes figures ens suggereixen que les ressonancies 2:3, 3:4, en general
n:n+1 son les que manen alhora de decidir 'estabilitat de les solucions clonades
formades per n+1 parelles. Mentre que les ressonancies 1:3, 1:5, i en general
1:n amb n senar, produeixen noves solucions hibrides entre una parella de rolls
i n parelles de rolls, les quals al principi de la bifurcacié tenen els coeficients
de Fourier 1 i n dominants sobre la resta, i sén solucions sempre inestables per
qualsevol pertorbacié.

Fixat un valor del nimero de Rayleigh - almenys més gran que el que déna
la ressonancia 1:3 - de la part dreta de la corba n = 1, sobre la qual existeixen
solucions invariants per al grup de simetries G, sempre neixeran solucions tipus
B, C.... degudes a les ressonancies 1:2n+1. Pels casos que hem examinat sén
inestables en front de qualsevol pertorbacié i aixo fa pensar que ho siguin per
a qualsevol valor del nimero de Rayleigh. En aquest cas es podria justificar
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perque el diagrama d’estabilitat, per a ¢ = 10 ( 4), no es pot allargar per la
dreta fins a la corba n = 1, en particular, perque no es pot allargar per I 2 6.

B. Fixada la periodicitat L

Hem vist com pot coexistir més d’una solucié estacionaria amb una parella
de rolls per sobre la corba d’estabilitat marginal. Per Ra = 2500 hi ha unicitat
de solucions, pero, per exemple, per Ra = 3000 coexisteixen tres solucions
estacionaries amb una parella de rolls al voltant de I = 27/1.7 ~ 3.7 i Ra ~
2600, que és aproximadament on es creuen les corbes d’estabilitat marginal per
an=1in = 3 parelles de rolls. Sén la Ay, la A5 ila B. Aquesta varietat de
solucions la causa un mecanisme de ressonancia, en aquest cas una ressonancia
1:3. Per a valors de Rayleigh més gran, segons per a quin valor de L, poden
coexistir també tres solucions amb una parella de rolls, perdo que poden ser
degudes a altres ressonancies 1:5, 1:7,...

En fixar el valor de I també es pot calcular el diagrama d’estabilitat de les
solucions estacionaries. En aquest cas, L és la longitud del contenidor, és a dir,
de les solucions estacionaries i també és la periodicitat de les pertorbacions.
En fixar L, no ens limitem només prop del valor critic, considerem també les
inestabilitats secundaries per a valors de Rayleigh grans.

Per a I < 2.92 una parella de rolls bifurca de I'estat conductiu i es manté
estable augmentant el Rayleigh fins que es produeix una bifurcacié de Hopf
(veure figura 32).

Per a I = 31 L = 3.8 presentarem les tres primeres families de solucions
que bifurquen del régim conductiu, augmentant el nimero de Rayleigh.

Cas L =3

A la figura 40 representem per a cada solucié el nimero de Nusselt en
funcié del Rayleigh. Només representem solucions que contenen n =1, n =21
n = 3 parelles de rolls identiques, aixi com la seva estabilitat. En augmentar el
Rayleigh poden apareixer solucions amb més rolls. La linia continua significa
que la solucié és linealment estable; altrament, és inestable.

En aquest cas, augmentant el nimero de Rayleigh, la primera familia de
solucions estacionaries que bifurca de ’estat conductiu conté dues parelles de
rolls. Es estable, fins que s’inestabilitza per a Ra = 77671, per causa d’una
pertorbacié amb d = 1/2 (veure figura 28 per a a = 2 x 27 /3 ~ 4.2).

La segona familia de solucions que bifurca de I'estat conductiu conté una
sola parella de rolls tipus Ay amb index d’inestabilitat positiu. Aquestes so-
lucions sén estables per a valors de Rayleigh continguts entre les dues ban-
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Figura 40: Per a I = 3 representem el nimero de Nusselt de les solucions

estacionaries amb n = 1,2 1 3 parelles de rolls, en funcié del Rayleigh. Amb
linia continua les solucions son estables; altrament, sén inestables.

des d’inestabilitats, per a 2207 < Ra < 28125 (veure la figura 28 per a

~

a = 27/3 ~ 2.1). Per a Ra 2 28125 ja sabem que bifurca a una solucié
que manté la simetria Sy i trenca les altres dues, S3 x S31 51 x S2 x S5 (veure
figura 4 del capitol 3 per a L = 3). [ per a Ra < 2207 el roll és inestable per
causa d’una bifurcacié subcritica amb d = 0 (la corba 1:2).

La tercera familia de solucions que bifurca de ’estat conductiu conté tres
parelles de rolls, també amb index d’inestabilitat positiu. Sén solucions estables
per a 8693 < Ra < 36510. Els limits d’estabilitat es calculen aplicant la teoria
de Floquet (figura 28), tots dos per causa d’una pertorbacié amb d = 1/3, el
minim esta sobre la branca 3:2 de la figura 30 i el maxim es pot veure a la
figura 28 per a a =3 x 27/3 ~ 6.3.

Per a I = 3.5 per exemple, el comportament també és el mateix.

Cas L =338

En canvi per I 2 3.8, la situacié és diferent, és d’esperar que per sobre
la interseccié de les corbes n = 11 n = 3 coexisteixin més d’una solucié esta-
cionaria amb una sola parella de rolls. Presentarem també el nimero de Nusselt
per les tres primeres families de solucions que bifurquen de ’estat conductiu,
augmentant el nimero de Rayleigh, aix{ com una famflia de solucions amb una
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Figura 41: Per a I = 3.8 representem el nimero de Nusselt de les solucions
estacionaries amb n = 1,2 i 3 parelles de rolls, en funcié del Rayleigh. Amb
linia continua les solucions son estables; altrament, sén inestables.

parella de rolls que no bifurca de I’estat conductiu, i apareix per un valor de
Rayleigh superior.

A la figura 41 representem el nimero de Nusselt en funcié del Rayleigh
per cadascuna de les solucions. La linia continua significa que la solucié és
linealment estable; altrament, és inestable.

La primera familia de solucions estacionaries que bifurca del regim conductiu
també conté dues parelles de rolls, és estable fins al limit d’estabilitat determinat
per una pertorbacié m = 0, per a Ra 2 69650 (veure figura 28 per a a =~
2 x 27 /3.8 ~ 3.3 i veure figura 4 del capitol 3 per a L = 3.8/2 = 1.9). L’estat
pertorbat és periodic en el temps, manté la simetria 57 i trenca les altres dues
simetries S5 x 931 91 X 53 x 53, de cadascuna de les dues parelles.

La segona familia de solucions que bifurca de ’estat conductiu conté tres
parelles de rolls, amb index d’inestabilitat positiu. Les solucions soén estables
per a 4017 < Ra < 31864, (veure figura 28 per a ~ 3 x 27/3.8 ~ 5.0 pel limit
superior i la corba 3:2 de la figura 30 per a L = 3.8 pel limit inferior).

La tercera familia de solucions que bifurca de 'estat conductiu conté una
parella de rolls tipus B, la qual per qualsevol Ra i per qualsevol pertorbacié
és inestable. Per a Ra 2 3175 (per sobre el creuament de n = 11 n = 3)
apareixen a més dues solucions isolades amb una parella de rolls, de la familia
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Figura 42: Imatges que corresponen a les tres solucions estacionaries que co-
existeixen per a longitud de caixa L = 3.8 1 Ra = 6000. En horitzontal, els
coeficients de Fourier; en vertical, la component z i la intensitat maxima (negre)
correspon a maxim valor absolut de la funcié. Corresponen a les solucions Ay,
Ay i B, representades a (a), (b) i (c) respectivament.

de solucions A, una d’elles sempre inestable, del tipus As, i altra del tipus
Aq. La del tipus Ay és estable per a 4057 < Ra < 24842. Per a Ra 2, 24842 la
parella de rolls bifurca via Hopf a una solucié que manté totes les simetries de G
(veure figura 4 del capitol 3 per a L = 3.8). Per a Ra < 4057 es desestabilitza
per la bifurcacié subcritica amb d = 0.

Compararem les tres solucions n = 1 que coexisteixen per a L = 3.8, per a
Ra = 6000. A la figura 42 representem una transformada discreta de Fourier
bidimensional dels coeficients F(l,z;) = |wi(2z;)[,I=1+N-1,j=1+M —1,
els extrems no els considerem. Per tal de visualitzar aquesta superficie repre-
sentem D(l,z) = log(1 + kF(l,2)), cada punt amb una intensitat, la k és una
constant arbitraria que permet que hi hagi més o menys gradacié d’intensitat.
En horitzontal els coeficients de Fourier, en vertical la component z. La intensi-
tat maxima (negre) correspon a maxim valor absolut de la funcié. Corresponen
a les solucions estacionaries tipus Ay, Ay i B, representades a (a), (b) i (c)
respectivament.

Compararem també les tres solucions n = 1 que coexisteixen per a L = 3.8,
pero per a un valor de Rayleigh gran, per a Ra = 24000 que és on aproxima-
dament es produeix la inestabilitat secundaria. A la figura 43 representem les
imatges corresponents a les solucions estacionaries tipus Ay, 45 i B, represen-
tades a (a), (b) i (c¢) respectivament. La imatge 43 (a) és representativa dels
rolls als quals hem aplicat ’analisi d’estabilitat per a qualsevol L, sén del tipus
Aj1. Observem com el primer harmonic domina sobre els altres per a qualsevol
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Figura 43: Imatges que corresponen a les tres solucions estacionaries que co-
existeixen per a longitud de caixa L = 3.8 1 Ra = 24000. En horitzontal, els
coeficients de Fourier; en vertical, la component z i la intensitat maxima (negre)
correspon a maxim valor absolut de la funcié. Corresponen a les solucions Ay,
Ay i B, representades a (a), (b) i (c) respectivament.

z, pero els senars també sén importants, el 3,5,7... Representem a més a les
figures 43 (b) 1 43 (c) uns espectres discrets per a les altres dues solucions
estacionaries inestables. La figura 43 (b) correspon a la soluci6 del tipus Aj i
la figura 43 (c) a la solucié del tipus B, la qual bifurca de 'estat conductiu.
En cap de les dues no hi domina netament el primer harmonic per a tot z sobre
la resta. A més les imatges sén clarament diferents.
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5.5 Discussié

La inestabilitat d’Eckhaus apareix quan s’analitza ’estabilitat de patrons periodics
enfront de variacions de la longitud d’ona fonamental (Eckhaus 1965). En el
problema que analitzem, és una inestabilitat bidimensional i és la responsable
que per a certs nombres d’ona « els rolls que bifurquen de l'estat conductiu
no siguin estables: en un diagrama (a, Ra) s’obté per sobre la corba de la in-
estabilitat primaria una regié on els rolls sén inestables, que s’anomena banda
d’inestabilitats d’Fekhaus.

Aquesta inestabilitat és facil de detectar experimentalment, aixi, per exem-
ple, Croquette (1983) i Pocheau (1985) usen un anell estret de manera que fixen
la periodicitat; forcen un estat amb nimero d’ona a per un valor del Rayleigh
Ra > Ra. pel qual aquest estat és estable. En disminuir el nimero de Rayleigh,
quan ’estat cau dins la banda d’inestabilitats d’Eckhaus, els rolls sén massa
estrets o massa amples i el sistema guanya o perd un o més rolls, i aixi canvia
el valor de a.

Les analisis teoriques i numeriques en un domini infinit donen el rang de
(a, Ra) pels quals els rolls convectius sén inestables. Es una regié parabolica
limitada per sota per la corba d’estabilitat marginal de ’estat conductiu i per
sobre per una corba en forma de parabola amb vertex el valor critic i, per
tant, aquest és l'unic valor del qual el regim conductiu bifurca a conveccid
bidimensional amb el corresponent nombre d’ona.

Quan el domini és peridodic, com és en el nostre cas, el rang de parametres
pel qual els rolls convectius sén inestables sembla que esta limitat (Tuckerman
& Barkley 1990) per dalt també per una corba en forma de parabola perd amb
el vertex lleugerament per sota de (a., Ra.), amb la qual cosa s’obté un rang
de valors al voltant del valor critic pel qual I'estat conductiu bifurca a rolls
estables amb el nombre d’ona donat per I'analisi d’estabilitat lineal del regim
conductiu.

Aixo no obstant, dels resultats que hem obtingut per a ¢ = 10 deduim que
I’analisi d’estabilitat dels rolls enfront de pertorbacions periodiques déna lloc a
dues bandes d’inestabilitat que modifiquen el nimero d’ona fonamental. Una
d’elles es troba prop del valor critic (a., Ra.). L’altra es troba per valors de
Rayleigh superiors. La figura 29 conté una banda d’inestabilitats prop del valor
critic, cadascuna és una inestabilitat d’un clonatge amb n parelles de rolls. Per
raons Obvies aquesta banda ’anomenarem banda d’inestabilitats d’Eckhaus.
Per calcular exactament el 1imit d’inestabilitat d’Eckhaus hauriem de fer tendir
n a infinit.
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Al treball de Tuckerman & Barkley (1990) es presenta un estudi detallat
d’aquesta inestabilitat en condicions de contorn lliures. Tot i que consideren
condicions de contorn diferents de les nostres i que I’estudi es basa en un mo-
del simplificat a base d’estats purs, ¢(z)e'®* amb ¢(z) parell, mentre que en
el nostre treball considerem el problema complet amb solucions que inclouen
també els harmonics, els resultats que obtenen i els que obtenim en aquesta
zona sén molt semblants. La figura 29 és molt similar a la figura 4 del treball
de Tuckerman & Barkley (1990), cada inestabilitat que trenca el clonatge (amb
m # 0) correspon a una bifurcacié subcritica que en el treball que hem mencio-
nat "anomenen reestabilitzant, perque disminueix en un I'index d’inestabilitat.

Una diferéncia important és que en el nostre treball considerem la possibili-
tat de pertorbacions m = 0, tot i que per a valors de n grans i per als valors de
Rayleigh on podria dominar m = 0 no es distingeix practicament de les altres
pertorbacions. Una altra diferencia és que fixant L obtenim bifurcacions im-
perfectes, com és el cas de L = 3.8, on trobem una familia de solucions isolada,
la A, amb una parella de rolls, mentre que en el treball mencionat sén totes
subcritiques o supercritiques.

Per tal d’aclarir el comportament a prop del valor critic analitzarem els
diagrames d’estabilitat de les solucions estacionaries que hem trobat.

Per a Ra = 3000, variant la longitud L del contenidor es produeix un cicle
d’histeresi: fixem-nos en la figura 35, si ens movem sobre n = 1 augmentant
L fins que una parella de rolls s’inestabilitza i la solucié salta a una amb dues
parelles de rolls perque és la tnica que és estable. Si disminuim I, les dues
parelles de rolls s’inestabilitzen i apareix una altra vegada una solucié amb una
parella de rolls, i tanca el cicle d’histeresi.

Disminuint L, si ens situem sobre n = 3, aquesta solucié salta a una altra
amb dues parelles de rolls perque sén les iniques estables. Tot i que sén n = 11
n = 3 les que estan connectades via una solucié inestable (la B), no es produeix
un salt d’'una a l’altra.

Per a Ra = 6000, es complica bastant més tal com es pot veure a la figura
37. Fixat un valor de I conviuen més d’una solucié estacionaria estable i a
priori no es pot decidir a on tendira una solucié donada. Quan, per exemple,
n = 1 s’inestabilitza augmentant el valor de L, tant pot saltar a una solucié
amb dues parelles de rolls com a una solucié amb tres parelles. Per tant, en
aquesta zona és clar que partint d’una solucié es pot saltar a una altra amb
nimero d’ona fonamental diferent segons la longitud de la caixa.

Tant per a Ra = 3000 com per a Ra = 6000 la solucié amb n = 1, Ay,
s’inestabilitza per una pertorbacié amb m = 0. En el primer cas és clar que
partint d’una solucié estacionaria amb una parella s’estabilitza a una amb dues
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parelles perque, quan es produeix la bifurcacié és ’inica solucié estable. Aquest
resultat és coherent amb els que comentem al final del capitol 3, alguns calculs
que hem fet fins Ra = 4000 quan estudiem la dinamica no lineal d’aquestes
solucions. FEn el segon cas, per Ra = 6000, conviuen solucions estables amb
dues i tres parelles de rolls i, per tant, a priori no es pot assegurar a quina de
les dues saltara. Per tant, no és clar que es pugui generalitzar que per qualsevol
valor del nimero de Rayleigh les solucions n = 1, Ay es desetabilitzin i saltin a
solucions amb n = 2 parelles de rolls (per causa d’una pertorbacié amb m = 0),
com sostenen alguns autors ( Torre de la & Busse 1992).

Tot i que n = 1 amb n = 31 n = 1 amb n = 5 sén solucions que es-
tan connectades via una solucié hibrida (la B ila C' respectivament), I’analisi
d’estabilitat no ens assegura que d’una es salti a ’altra quan s’inestabilitzen.
Es més, variant I d’una parella de rolls podem obtenir una solucié estable amb
tres parelles de rolls via una solucié estable amb dues parelles de rolls.

Hem vist també com, segons la longitud de la caixa, les solucions amb una
parella de rolls a les quals s’ha aplicat ’estabilitat poden ser solucions que
bifurquen de I’estat conductiu o no. Quan no bifurquen de l’estat conductiu
obtenim solucions isolades. Hem vist també com, quan coexisteix més d’una
solucié amb una parella de rolls, la forma dels seus espectres discrets de Fourier
son sensiblement diferents. Per exemple, per a les solucions que poden ser
estables sempre domina per qualsevol z el primer harmonic sobre la resta, pero
els senars també sén importants, el tercer harmonic, seguit del cinque, etc.
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6 Conclusions

Com un resum del treball que hem presentat podem dir que:

(1) Hem analitzat I’estabilitat bidimensional més general possible dels rolls
convectius mantenint sempre una estructura horitzontal periodica. En aquest
cas, les inestabilitats bidimensionals dels rolls — segons la teoria de Floquet —
estan provocades per pertorbacions periodiques que es poden expressar com un
producte d’una funci6 periodica, amb el mateix periode que els rolls, per un
terme €'4%% amb d racional, d € [0,1/2] i a el nombre d’ona fonamental dels
rolls. Les pertorbacions amb 1—d € [1/2,1],d # 0, sén les transformades per la
simetria de reflexié 57 de les pertorbacions amb d, i, per tant, no cal considerar-
les. L’analisi d’estabilitat amb d = 0 s’ha de tractar per separat de ’analisi
amb d # 0 perque, en particular, és I"inic cas que pot generar linealment una

velocitat mitjana.

En aquest problema, les pertorbacions amb d = 0, que inclouen vent, no
havien estat mai considerades abans. En aquest cas, els rolls desestabilitzen
mantenint la periodicitat basica i poden fer-ho en quatre tipus diferents de
solucions, totes elles descrites en detall als capitols 3 i 4. Totes excepte una bi-
furquen trencant algunes simetries espacials. Les dues que trenquen la simetria
de reflexié 57 de la parella de rolls donen lloc a solucions amb vent; una d’elles
amb un perfil simetric i I’altra amb un d’antisimetric. De les altres dues, una
d’elles manté totes les simetries de la solucié basica i I'altra només manté la
simetria de reflexié, trencant, en particular, la simetria respecte del centre de
cadascun dels rolls.

Quan d # 0, racional, les solucions periodiques formades per rolls desesta-
bilitzen linealment a una solucié amb periodicitat més gran. Si d = m/n amb
0 < m < n/2im,n nombres naturals, aleshores els rolls amb longitud d’ona
fonamental a desestabilitzen a un altre patré periodic de periodicitat L = na.
Aquest és el mecanisme que hem anomenat trencament del clonatge de n pa-
relles de rolls de longitud d’ona fonamental ¢ i ha estat objecte d’estudi del
capitol 5.

Fixat el nimero de Prandtl o, per a cada n s’obtenen els nombres d’ona
fonamentals i els valors del nimero de Rayleigh, (a, Ra), per als quals una
solucié periodica amb n parelles de rolls és estable.

Fixat ¢ = 10, els nombres d’ona fonamentals i valors del nimero de Rayleigh
per als quals els rolls sén estables es troben en una regid limitada per dues
bandes d’inestabilitats (veure figura 28). Una d’elles prop del valor critic
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(e, Rac) =~ (3.711,1707.8) i l'altra per valors de Rayleigh grans.

En la banda d’inestabilitats que apareix per valors de Rayleigh grans s’hi po-
den distingir dues regions. En una d’elles, per a < 3.5, els rolls s’inestabilitzen
via una bifurcacié de Hopf a causa de les pertorbacions amb d = 0 que mante-
nen la simetria de reflexié de cada parella de rolls. I per tant, en aquesta zona
I’estat pertorbat té la periodicitat basica i no té velocitat mitjana. En canvi,
els rolls amb a 2 3.5 s’inestabilitzen via una bifurcacié estacionaria a causa de
pertorbacions amb d # 0, les quals trenquen la periodicitat basica. En aquesta
zona, les inestabilitats corresponents a diferents n s’acumulen quan n augmenta
formant una banda, de manera que com més gran és n menors sén els valors de
Rayleigh que donen la transicié. En cap cas, pero, no pot apareixer linealment
una velocitat mitjana.

La banda d’inestabilitats que es troba prop del valor critic és una banda
d’inestabilitats d’Eckhaus i apareix en forma d’uns bigotis que neixen al voltant
d’aquest valor (veure figura 29). Aquesta banda — a diferéncia de l'altra —
ha estat estudiada en alguns casos. Es una banda semblant a la que troben
Tuckerman & Barkley (1990) quan modelen la conveccié bidimensional amb
condicions de contorn lliures, també en un domini periodic. En el nostre cas,
una de les inestabilitats d’aquesta banda és per a d = 0; malgrat considerada-se
a la literatura com a inestabilitat d’Eckhaus, no modifica el diagrama general
d’estabilitat dels rolls en aquesta zona perque per valors de n grans es confon
amb la resta d’inestabilitats. Inestabilitats amb d = 0 en aquesta regié han
estat trobades, per exemple, en conveccié en un medi poros (de la Torre &

Busse 1994) i en conveccié amb condicions de contorn lliures mitjancant un
model truncat ( Busse & Or 1986).

(2) Hem vist com i quines ressonancies d’estats purs tenen un paper impor-
tant en el problema que hem estudiat (capitol 5).

— De la ressonancia 1:2 neix una corba d’estabilitat amb d = 0 i vent amb
un perfil antisimetric. Es a dir, a causa de la interaccié no lineal dels estats
purs amb nombres d’ona fonamentals « i 2a, d’una parella de rolls bifurca una
solucié amb vent antisimetric. La bifurcacié és subcritica i estacionaria.

— A prop de les ressonancies n:n+1, amb n > 1, neixen les bandes d’inestabilitats
d’Eckhaus amb d # 0. Sén ressonancies que dominen 'estabilitat dels clonat-
ges amb n + 1 parelles de rolls sobre la banda d’inestabilitats d’Eckhaus (veure
figura 39).

— A prop de les ressonancies 1 : 2n+1 es generen solucions periodiques que
son hibrides d’una i de 2n+1 parelles de rolls. Aquestes sén solucions sempre
inestables. Sén les ressonancies causants del fet que coexisteix, per a certs
valors dels parametres, més d’una solucié estacionaria amb una sola parella de
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rolls (Mizushima & Fujimura 1992).

(3) També hem estudiat la dinamica no lineal dels rolls en un domini periodic
de longitud la periodicitat basica dels rolls. Es a dir, ens hem restringit a con-
siderar I’evolucié dels rolls enfront de pertorbacions amb d = 0 i hem restringit
la periodicitat de l'estat pertorbat a la de la solucié basica. En el capitol 4
hem presentat per a ¢ = 10 la dinamica de rolls per a tres longituds de la caixa
periodica significatius de la dinamica per a aquest valor de . En tots els casos
augmentant el nimero de Rayleigh apareixen fluxos a gran escala que bifurquen
o no del flux basic. Com a etapa final sempre es generen solucions amb un flux
de massa net, aquestes sén solucions que han perdut qualsevol simetria.

(4) S’ha trobat un sistema d’equacions d’amplitud que modela la dinamica
del sistema. Ens ha permes justificar que s’obtingui una solucié amb vent
antisimetric via una bifurcacié de Hopf. També ens ha permes demostrar com
les ones que apareixen després de la transicié sén totes ones estacionaries, encara
que es tractin de solucions que trenquen la simetria de reflexié S7. FEn 1inic
cas que es podria generar una ona viatgera és quan es desestabilitza vent amb
un perfil simetric, és a dir, quan es trenca a més la simetria S5 x S5, pero per
a aquest nimero de Prandtl, & = 10, no és mai una inestabilitat dominant.

Tot i només presentar resultats per un valor del nimero de Prandtl fixat,
o = 10, el problema que hem tractat queda ben estructurat, de manera que
repetint els passos que hem fet per a aquest valor es pot obtenir un estudi
rigords 1 sistematic per a altres valors del nimero de Prandtl. De la mateixa
manera que es pot generalitzar ’analisi d’estabilitat dut a terme en el capitol
5 per a caixes periodiques enfront de pertorbacions tridimensionals.

El codi numeric que s’ha creat per a descriure la dinamica no lineal de
les solucions del problema permet també analitzar la dinamica dels clonatges
formats per n parelles de rolls, en particular, permet analitzar la dinamica dels
rolls en dominis de longitud gran comparat amb la periodicitat basica.

La projeccié immediata d’aquest treball és analitzar o petit i la dinamica no
lineal de les solucions clonades. De fet, aquest és un treball que esta en progrés:
alguns calculs preliminars per ¢ = 1 donen una inestabilitat secundaria, també
via una bifurcacié de Hopf, que doéna vent amb un perfil antisimetric el qual
és dominant sobre les pertorbaciona amb d # 0, com en el treball de Willis &
Deardorff (1970). També esta en progrés un model adequat per a valors de o
tendint a zero, similar al de Howard & Krishnamurti (1986) el qual s’esta fent
en col.laboracié amb M.R. Proctor i A. Rucklidge del DAMTP de Cambridge.
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A Un metode numeric alternatiu per ’analisi d’estabilitat

En aquest apartat descriurem un altre metode numeric per a fer ’analisi d’estabilitat
d’una parella de rolls, que utilitza unes bases que compleixen el contorn. Es
un metode lleugerament diferent del que s’usa en el capitol 3; ens permetra
reduir el nombre de variables i per tant podrem augmentar la precisié quan
sigui necessari sense que aixo signifiqui un gran esfor¢ de calcul.

La idea és prendre desenvolupaments del tipus

N .
flaz)= 30 3 JudM(z)emar,
[

n=—N

tal que les funcions base (b?n)(z) compleixen les condicions de contorn per a z,
de manera similar a com es fa en el treball de J. Sdnchez (1994).

En aquest cas considerarem com a variables del problema a la funcié de
corrent i a la desviacié de la temperatura, sobre les quals hi ha condicions de
contorn fixades.

La solucié estacionaria ha de tenir la simetria 57, per aixdo només cal desen-
volupar en una seria de Fourier amb sinus per a la funcié de corrent x i en una
série amb cosinus per a la desviacié de la temperatura 7’. La simetria S5 x 93
és també una simetria obligada, cal que es compleixi n 4 [ senar, aixo vol dir
que: pel coeficient de Fourier amb n parell, la funcié en z ha de ser senar i pel
coeficient amb n senar, la funcié en z ha de ser parell. Només cal fer, doncs,
un desenvolupament del segiient tipus:

M=2 M-1
X = Z Z inl(b;n)(z) sin nax + Z )A(nlqﬁgn)(z) sin nax, (1.1)
n=2 I=1 n#£2 (=1
M-1 Mo
T = Z Z Tnllbl(n)(z) cosnazx + Z ZTnﬂbl(n)(z) cosnaz, (1.2)
n=2 (=1 n#£2 (=1

o (z) = (—1- %)71(22) + (l_gﬂ)%(?ﬂ + Taya(22), n =2,
(—1+ Qo0 (CEDN T 00 4 Typa(22),  n#2,
(2.1)

)y _ ) =Ti(22) + Ty (22), n =2,
v(z) = { —To(22) + 75;11(22), n # 2. (2.2)
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Les funcions base (2) sén tals que compleixen les condicions de contorn:

1

n 1 n n
6" (£3) = 0.0 (x5) = ¥ (£5) = 0,

on D = 0,. En la cooredenada z prenem M + 1 punts de col.locacié de Gauss-
Lobatto, amb M = 2M, 2z, = cosmi/M, =0+ M.

Com que per cada [ sabem quina paritat en z han de tenir les funcions
base, només caldra guardar els seus valors en la meitat de punts o menys. Per
exemple,

si n és senar, le(n) és una funcié simetrica, aleshores només cal guardar
(n) (n)
(& (Zl)v"'7¢l (Zﬁ)v

si m és parell, le(n) és una funcié antisimetrica per tant zbl(n)(zﬁ) =0,1ien
aquest cas només cal guardar

¢;n)(21)7 D ¢l(n)(zﬁ—1)‘

. n . . . N
Per a les funcions base ¢§ ) es procedeix de manera similar, pero es guar-
daran en un punt menys perque tenen una condicié de contorn adicional: per
a n senar guardarem en 29, ..., 257_;, per a n parell guardarem en zy, ..., 237

En x es projecta de manera usual i en z prenem els punts de col.locacié que
acabem d’explicar segons sigui 'equacié de la vorticitat o la de la temperatura.
La tecnica és la mateixa descrita en el capitol 3, la diferencia és que les variables
que prendrem no sén els coeficients de Fourier en els punts de col.locacié sind
els coeficients {)A(nl,fnl}m.

Notem per a simplificar qbgz) = qﬁgn)(zz) ¢;,?) = zbl(n)(zz) i de manera

similar per a les derivades. Notarem a més wl(?) = —(—a2n2¢l(?) + D2¢l(?)),
en aquest cas

Vol = 3 (el 4 D)) S

n,l
El sistema d’equacions que s’ha de resoldre per a trobar la solucié estacionaria

128



és
—a?n? w( n) + DQQ;I(Z)) Xnl + URanaZQb” nl

7>
{
z( Sy -y )(mm oA = D) Sy =0,
7]

m+k=n k—m=n m—k=n
l

(_ogznngl(72 Dzlbl i ) nl + naz(b[ i Xnl
sy

Ly

+ (me{™ Dl + DA k') R s + znqb}j?wﬁbmoj«) =0,

|k—m|=n

(5 (oot 0 - ot s

m+k=n

S D20 — 4 (Z (mel7 Dyl + D¢§?>m¢§?>)) Sailms =0,
l Ly \m
(3)

per an =1+ N. Sin és parell, 'equacié per a la vorticitat s’imposa en ¢ =
2 = M ilequacié per a la temperatura s’imposa en i = 1 = M — 1.

Si n és senar, ’equacié per a la vorticitat s’imposaen i =2+ M — 1 i la de
la temperatura en i = 1 + M.

El sistema (3) 'expressem com F(Y) = 0 amb

Y = (X117 s Xq M =19 X219 s X9 —29 X315 -+s X3RT — 17 ***»

TOl""’TOM—l’T 1, 7T1M7T217"'7T2M—17"')
un vector de dimensié Ny = 2L(M —14+M —2)— (M - 1)+ XL (M -1+ M) -
M+M=(N+1D)2M-2)-(M-1)=(N+1)(M —-2)— (M —1). Si fem el
mateix amb n + parell s’0bté un vector de dimensié Ny = (M —1+M —2)—
(M-2)+ (M -1+M)-(M—-1)+(M—-1)=(N+1)2M -2)— (M -2) =
(N +1)(M—2)— (M —2). Siajuntem els dos casos (n + [ parell amb n + {
senar) obtenim un problema amb dimensié

Ni+No=(N+1)(M~=2)—(M-1)+(N+1)(M-2)—(M-2)

= (2N + 1)(M — 1) — 2N,

El metode usat en el capitol 3, secci6 2, té dimensié (2N +1)(M —1). Aixi doncs,
el metode de les bases per al mateix problema utilitza 2/V variables menys.
Aquestes 2V variables corresponen als dos punts del contorn que utilitzem de
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més, en el capitol 3, per a cada coeficient de Fourier de w, per causa del metode
que usem per a tractar el contorn d’aquesta variable.

Un cop calculada la solucié estacionaria en podem calcular la seva esta-
bilitat. Les pertorbacions es poden separar en quatre subconjunts. Un d’ells
conté pertorbacions invariants pel grup de simetries ' (definit al capitol 2) i
son les que tenen les mateixes simetries que la solucié estacionaria i, per tant,
s’expressaran com (1), aquestes pertorbacions compleixen la condici6 de n + {
senar. Un altre conjunt, el que només manté la simetria 57, amb n + [ parell,
conté, per tant, pertorbacions que s’expressen

M-1 M-2
X = Z Z )A(nlqﬁ;n)(z) sin naz + Z Z )A(nlqﬁgn)(z) sin nax, (4.1)

n=2 =1 n#£2 (=1

M M-—1
T = Z Z fnllbl(n)(z) cos nax + Z Z fnmbl(n)(z) cosnax. (4.2)

n=21=1 n;ﬁQ =1

Els altres dos conjunts, els que trenquen la simetria Sy, sén els que poden
generar vent. Un d’ells, amb n + [ senar, és invariant per a la simetria 57 x
S2 x 93, déna vent simetric i les pertorbacions es poden expressar com (1) perd
canviant sinus per cosinus i viceversa. L’altre, amb n+ [ parell, és invariant per
la simetria 57 x S5, déna vent antisimetric, i les pertorbacions es poden posar
com (4) perd també intercanviant els sinus i cosinus.

El problema d’estabilitat que utilitza aquest metode és molt semblant a
com s’ha fet al capitol 3, seccié 3, perd hi ha alguna subtilesa que cal remarcar.
Posem pel cas que volem ’estabilitat amb pertorbacions del tipus (1), aleshores
la projeccié per a n parell, per exemple per a ’equacié de la temperatura, és
de la forma

M
MY () = LT(Y),  i=1,..00,

=1
és a dir,
W) e e (e) T LIy (v)
Al : : = : )
i3 n - T

on LT . és un operador lineal.
?
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Si fem el mateix per a l’equacié de la vorticitat, per exemple per n senar,
obtenim

W(z) W () Lt L2, (Y)
wyb)(zﬁ) o w(Mn)_Q(ZM) X, Liﬁ_Q(Y)

on LY. és un operador lineal. Aleshores I'estabilitat es redueix a estudiar un
?

problema de valors propis del tipus
AAY = BY,

amb A matriu diagonal per blocs, cada bloc conté d’alguna manera les funcions
base aval.luades en els punts de col.locacié, i B una matriu que en aquest cas
és la matriu jacobiana del sistema (3) aval.luada en la solucié estacionaria. La
matriu A no apareixia quan no usavem el metode de les bases. Com que A
és una matriu diagonal per blocs és facil calcular el producte A='B i per tant
resolem el problema de valors propis \Y = A~! BY.

Podem procedir de la mateixa manera per als altres tres subconjunts de
pertorbacions, si ens fixem en imposar les equacions en les punts de col.locacié
que toquin i en imposar la paritat n + [ corresponent. Es un métode més pesat
a I’hora de programar pero, de fet, és més senzill. Fixem-nos que qualsevol
derivada d’un coeficient de Fourier es pot posar en termes dels coeficients que
prenem com a variables, basta que coneguem les funcions base i les seves deri-
vades a cada punt de col.locacié (i aixd només cal fer-ho una sola vegada), per
exemple per calcular la derivada del coeficient de Fourier n de x, basta coneixer

Dqﬁ;n)(zi), que només depen de si n és parell o senar:
Dxu(z) = 3 X DO (2:).
l

A més les condicions de contorn per w es compleixen automaticament perque
ja ens n’hem ocupat al principi: hem trobat funcions base que compleixen el
contorn.
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B Calcul dels termes provinents dels jacobians

Calcul dels termes provinents dels jacobians de la matriu d’estabilitat dun
clonatge amb n parelles rolls enfront de pertorbacions que trenquen el clonatge:

)+ J(x wo) = ;X0 — 0.x°0,0" + 0p\'0.0° — 0.\ Opw

NL' := J(x"

L L-1

=« Z Z e’(k + d)az (mxglazwk cos max — 8zx%(k + d)wyi sin maw)
m=1k=—L
L -1

+a Z Z el(k + d)ox (@w (k + d)xpisin maz — mw? 0, xy, cos maw) ,
=1k=—L

— .0, T°

(T + T, T°) = 0.X°0.T" — 9.x°0,T" + 9,X'0,T°

N =J
L
:aiz
m=0

-1
Z Gk + d)ax (mxgﬂsz cosmazx — 8.X° (k + d)Tyisin maw)
k=
L L-1
+ai Z Z ik + d)ax (@TT?L(IC + d)xk cosmax — mT2 0, i sin maw)

—-L

m=0k=—L

Si expressem
i(k—m+ d)az

Mk +mtdjox |
Gk —m+ d)ax

2 cos mawei(k +d)az ,

92i sin mazet(k + dax _ i(k+m + d)ax

aleshores

L L-1 .
k +m 4+ d)aw l(k - m+ d)ax)(mxmazwk mw? asz)

ANL'=a > > (e

m=1k=—L

ekt mtdlax ik —mA+d)azy 5.0 4 gy 49,00 (k + d)ys),

L L-1
ik +m+d)oz ik - m—l—d)ax)(mxma Tyt 0. T° (k+d)yr)

2NL2—OMZ Z

m=0k=-L

H(ethtmtdjar _ ik —m+djazy g 0 Gy )Ty mT0 0. xy).

El terme NLI1 es calcula com:
12 > (mx,0mwp — mwn,dxk) + (=02 X0, (k + d)wp + 0oy, (k + d)xk)
|k+m =]
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+1/20 Y0 (mxgdawy — mwp 0:xk) — (=0:x0, (k + d)wy, + Doy (K + d)x),
Jk—mi=ll|

i el terme NLIQ:

1/2 Z (mx2,0. Ty, + 0.T° (k + d)xx) + (=05, (k + d)T), — mT2 9. xx)
k+m|=|l]

+1/2 > (mx%0:. Tk + 010 (k + d)xi) — (—0:x0 (k + d) Ty — mT 0. xk)
[k—m|=|I|
perak=—-L+L—-1im=1=+1L.
I finalment substituim els sumatoris per:

-1

Z agbi— 1>0,

k=—L+I
Z b = i
|ktm|=[] Z apbi_p [ <0,
k=—L

L1
Z agbr—; 1> 0,
SRR e
|k—m|=|I| Z apbp_; 1 <0.
k=It1
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