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� Introducci�o

��� Generaci�o espont�ania de vents en el problema de Rayleigh�
B�enard

El problema de Rayleigh�B�enard consisteix en l�estudi d�una capa de 
uid con��
nada entre dues superf�
cies horitzontals in�nites� bones conductores de la calor�
Les dues superf�
cies es mantenen a temperatura constant� i la inferior �es la m�es
calenta� L��unica for�ca externa que actua sobre el 
uid �es la for�ca de la gravetat�

En sotmetre la capa plana de 
uid a un gradient advers de temperatura�
degut a l�expansi�o t�ermica� un element de 
uid a la part inferior �es m�es lleu�
ger que a la part superior de la capa� i per tant� aquest tendeix a pujar per
causa de la for�ca d�Arqu�
medes� De la mateixa manera� un element de 
uid
fred de la part superior tendeix a baixar perqu�e �es m�es pesat� El resultat �es
una capa de 
uid potencialment inestable on el 
uid tendeix a redistribuir�se�
Aix�o no obstant� aquesta tend�encia natural del 
uid es veu inhibida pels efec�
tes dissipatius del frenat visc�os i la difusi�o calor�
�ca molecular� Per tant� la
difer�encia de temperatura a qu�e est�a sotmesa la capa ha d�excedir un cert valor
cr�
tic abans que aquesta inestabilitat t�ermica es pugui manifestar� Mentre la
difer�encia de temperatures de la capa no supera aquest valor� el 
uid est�a en
rep�os i el transport de calor a l�interior del 
uid t�e lloc exclusivament per con�
ducci�o� Quan el gradient de temperatura supera el valor cr�
tic� es genera en el

uid una combinaci�o de corrents ascendents i descendents que s�organitzen en
una geometria poligonal formant les anomenades cel�les convectives� A l�inici
de la convecci�o� aquestes cel�les es distribueixen peri�odicament en forma de rolls
rectilinis paral�lels entre s�
� l�amplada de cadascun �es comparable a l�al�cada de
la capa de 
uid� El moviment que es produeix a les cel�les �es bidimensional �
tota la informaci�o es troba en un pla vertical que �es transversal als eixos dels
rolls� La unitat b�asica de la con�guraci�o la formen una parella de rolls adja�
cents� els rolls tenen sempre sentits contraris de rotaci�o i s�on sim�etrics respecte
del pla vertical que els separa �Chandrasekhar �	��� Schluter et al� �	����

L�estabilitat lineal d�aquests rolls primaris i estacionaris davant de pertor�
bacions bidimensionals i tridimensionals ha estat estudiada per F�H� Busse i
col�laboradors �Busse � Clever �	��� Clever � Busse �	�	�� Els seus resul�
tats mostren que el rolls s�on inestables davant diferents tipus d�inestabilitats
secund�aries que han estat batejades com� zig�zag� roll�creuat� Eckhaus� nus�
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oscil�lat�oria� blob i varicosa�desviada� que s�on o no dominants segons els valors
dels par�ametres� De totes elles l��unica que �es bidimensional �es la d�Eckhaus� Els
l�
mits d�estabilitat estan recollits en un diagrama que �es conegut a la literatura
com Busse�s balloon i que ha estat utilitzat com a refer�encia en la majoria de
treballs relacionats amb el tema de convecci�o�

Malgrat la gran difusi�o d�aquests treballs� existeixen dos aspectes que no
van ser contemplats� Un �es la possibilitat que una pertorbaci�o bidimensional
amb la mateixa periodicitat fonamental que el 
ux primari pugui desenvolupar
un 
ux mig� �es a dir� un 
ux tal que el seu camp de velocitats tingui una mitjana
horitzontal no nul�la� L�altre aspecte que no va ser contemplat �es la possibilitat
que pels mateixos valors del par�ametres existeixi m�es d�una soluci�o amb les
mateixes caracter�
stiques que els rolls primaris �Mizushima � Fujimura �		���
Aquests aspectes� incidint principalment en el primer� seran tractats en detall
en aquest treball�

Hi ha evid�encia experimental que demostra que la convecci�o t�ermica en una
capa de 
uid escalfada per sota pot mostrar moviments al llarg de la capa
del 
uid �Willis � Deardor� �	��� Krishnamurti � Howard �	���� Aquests
moviments donen lloc a un camp de velocitat mitjana no nul� Com que s�on

uxes a una escala m�es gran que l�amplada de cada roll s�anomenen �uxes a gran
escala o vents� Als experiments citats� s�observa com les estructures convectives
poden inclinar�se espont�aniament� la qual cosa signi�ca que s�ha desestabilitzat
un moviment de cisallament� S�on 
uxos amb un camp de velocitat mitjana
horitzontal amb un per�l antisim�etric en la coordenada vertical�

En l�experiment de Willis � Deardor� ��	��� � realitzat en un contenidor
llarg comparat amb l�al�cada de la capa i ple d�aire �� � ����� � el cisallament
s�inverteix peri�odicament i la inclinaci�o dels rolls oscil�la de dreta a esquerra i
viceversa� Krishnamurti � Howard ��	��� tamb�e observen moviments a gran
escala � en aquest cas en un contenidor llarg per�o ple d�aigua �� � ��� Dedueixen
que aquests 
uxes de cisallament que apareixen espont�aniament es mantenen pel
transport de moment� el qual ve donat per un tensor de Reynolds no nul� �xz �
vxvz �� �� on vx i vz s�on les components horitzontal i vertical de la velocitat
respectivament i la barra signi�ca promitjar horitzontalment� En particular�
en el cas bidimensional qualsevol trencament de la simetria de re
exi�o de cada
parella de rolls pot desestabilitzar un 
ux mig�

Krishnamurti � Howard ��	��� tamb�e van observar una circulaci�o a gran
escala en convecci�o turbulenta en un anell� en un sentit a la part superior de
l�anell i en l�altre sentit a la part inferior� demostrant que aquests 
uxes es
poden produ�
r sense cap pressi�o externa imposada� En un altre experiment
convectiu de Howard � Krishnamurti ��	��� en una cel�la Hele�Shaw el 
uxe
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de cisallament que es genera � a difer�encia dels casos anteriors � �es estacionari�

Les primeres simulacions num�eriques en convecci�o �D en una capa plana
on apareixen solucions amb rolls inclinats estan fetes per Deardor� � Willis
��	���� Aquestes s�on solucions amb un cisallament peri�odic que estan calcu�
lades per a � � ����� Tamb�e s�han realitzat simulacions� en aquest contexte�
en convecci�o per un 
uid compressible �Hurlburt et al� �	��� Ginet � Sudan
�	���� Els c�alculs s�han fet �xant la periodicitat horitzontal i per tant s�han
fet sobre la unitat b�asica� la qual s�anomena contenidor o caixa� En aquests
dos darrers casos� a difer�encia del de Deardor� � Willis ��	���� les simulacions
s�han realitzat en contenidors de longitud molt petita� comparada amb l�al�cada
de la capa� on es produeixen cisallaments molt grans� Els 
uxos s�on dependents
del temps per�o la velocitat mitjana no canvia de signe amb el temps� Recent�
ment s�han dut a terme algunes simulacions num�eriques en convecci�o �D en
un contenidor de longitud petita ple d�un 
uid de Boussinesq �Finn �		��� La
motivaci�o d�aquest darrer treball prov�e del camp de la f�
sica de plasmes� �per
ser precisos� la motivaci�o �es deguda a les inestabilitats observades a la frontera
d�un tokamak on tamb�e s�han obervat 
uxos a gran escala�� per�o no hi ha ha�
gut cap intent d�explorar la din�amica per longituds m�es grans� Un altre cas on
s�han trobat aquestes inestabilitats de cisallament �es en convecci�o en pres�encia
d�un camp magn�etic �Rucklidge � Matthews �		���

Hi ha hagut alguns intents recents de modelar aquests 
uxos a gran escala�
En dos d�ells �Howard � Krishnamurti �	��� Massaguer et al� �		�� la din�amica
no lineal s�ha explorat considerant truncacions modals que donen una descripci�o
convincent de la inclinaci�o dels rolls� Les expansions s�on de tipus Galerkin� de
manera tal que la paritat es pot trencar espont�aniament tant en la coordenada x
com en la z� i aix�
 es permet �xz �� �� Ambd�os articles nom�es inclouen un mode
horitzontal� i aix�
 forcen un acoblament en horitzontal� Com a conseq�u�encia�
l�acoblament pot generar un mode n � �� el camp de velocitat mitjana� que
bifurca del 
ux primari i en trenca la paritat�

Tot i que en tots els experiments i simulacions que hem citat es produeixen

uxes a gran escala en forma d�una inestabilitat de cisallament veurem com
tamb�e hi ha la possibilitat d�aparici�o de 
uxes amb una velocitat mitjana amb
un per�l sim�etric �Armbruster �	���� i no antisim�etric�

Un mecanisme diferent que pot produir 
uxos a gran escala �es el de la
resson�ancia� Fins ara s�han dedu�
t alguns models� tant usant expansions de
petita amplitud com usant m�etodes de teoria de grups� Si la longitud horitzontal
del contenidor �es tal que admet dues solucions o m�es� cadascuna amb diferent
n�umero de parelles de rolls� aquestes es poden acoblar no linealment� i per
exemple� poden generar solucions amb vent� La resson�ancia anomenada ���� que
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t�e lloc entre modes amb n�umero d�ona fonamental � i ��� ha estat la primera
examinada en el context de l�aparici�o de vent �Busse � Or �	��� Armbruster
�	����

��� Objectius� Presentaci�o del treball

En el treball que presentem estudiem la convecci�o bidimensional en una capa
plana peri�odica entre dues superf�
cies perfectament conductores sotmesa a un
gradient advers de temperatura� Es pret�en analitzar totes les inestabilitats
secundaries del 
ux primari� aix�
 com la din�amica no lineal de les solucions
bifurcades i inestabilitats posteriors� Com ja hem comentat� d�entre aquestes
inestabilitats hi ha les que generen vent� Les condicions de contorn que uti�
litzarem a les superf�
cies horitzontals �condicions de contorn r�
gides� permeten
l�exist�encia d�esfor�cos tallants no nuls� per aix�o considerarem no nom�es la pos�
sibilitat d�aparici�o de vent� sino la possibilitat d�un 
ux de massa net no nul�

Plantejarem el problema en una caixa peri�odica de longitud L i analitzarem
totes les solucions estacion�aries que hi poden cabre� �Es a dir� analitzarem
solucions de longitud L tant amb una parella de rolls com amb m�es d�una
parella� Aquests dos casos requereixen un estudi diferent� �es per aix�o que hem
dividit la presentaci�o del treball en dues parts que estan estructurades de la
seg�uent manera�

La primera part consta dels cap�
tols �� � i �� Al cap�
tol � presentem les
equacions i simetries del sistema� la primera inestabilitat del r�egim conductiu
i condicions de resson�ancia� aix�
 com els m�etodes espectrals que s�usen pel
c�alcul num�eric� En aquesta part es considera principalment contenidors amb
una sola parella de rolls� Al cap�
tol � es duu a terme l�an�alisi d�estabilitat
de solucions amb una sola parella de rolls� el qual per causa de les simetries
del sistema factoritza en quatre problemes� En aquest cap�
tol es presenten les
corbes d�estabilitat per n�umero de Prandtl � � ��� Al cap�
tol � presentem la
din�amica no lineal de les solucions bifurcades i posteriors transicions per aquest
mateix valor de �� Tamb�e presentem un model d�amplituds que justi�ca el
car�acter de les bifurcacions secund�aries que ens apareixen i que permet entendre
el comportament no lineal de les solucions prop de la bifurcaci�o�

La segona part del treball la presentem al cap�
tol �� Calculem totes les
solucions amb m�es d�una parella de rolls que caben en un contenidor de longitud
L i n�analitzem l�estabilitat enfront de qualsevol pertorbaci�o peri�odica que hi
pugui cabre en aquest contenidor� Utilitzant la teoria de Floquet considerem les
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diferents pertorbacions peri�odiques i redu�
m l�an�alisi d�estabilitat a un domini
de longitud la periodicitat b�asica de la soluci�o� Es calcula tamb�e per Prandtl
� � ��� quin �es el rang de par�ametres on les parelles de rolls s�on estables enfront
de qualsevol pertorbaci�o peri�odica� Veurem com i quines resson�ancies tenen un
paper important en aquest diagrama d�estabilitat�

Com ja hem comentat en la introducci�o� tamb�e hem analitzat aquelles zones
de par�ametres on apareix m�es d�una soluci�o estacion�aria amb les mateixes ca�
racter�
stiques que els rolls primaris� Com que en variar els par�ametres aquestes
solucions evolucionen cap a solucions amb diferent periodicitat fonamental� �es
a dir� canvia el n�umero de parelles de rolls que caben a la caixa peri�odica� hem
optat per incloure�n l�estudi en el cap�
tol ��

Finalment al cap�
tol � presentem un resum del treball presentat i les conclu�
sions m�es generals� La discussi�o detallada dels cap�
tols �� � i � s�ha presentat
al �nal de cadascun dels cap�
tols�

�
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� Equacions i simetries pel problema de Rayleigh�

Benard �D� Estabilitat de l�estat conductiu

��� Equacions

Les equacions corresponents al problema de Rayleigh�B�enard� quan es consi�
dera un 
uid en aproximaci�o de Boussinesq� s�on la condici�o d�incompressibilitat�
l�equaci�o de Navier�Stokes i l�equaci�o de la conservaci�o de l�energia� Si adimen�
sionalitzem les longituds respecte de l�al�cada d de la capa� el temps en unitats
de temps t�ermic d���� on � �es difussivitat t�ermica� i la temperatura respecte
de la difer�encia de temperatures a la capa� �T � obtenim les seg�uents equacions

r � v � �� �����

����	t � v � r�v � �rp� Ra �T � T��k�r�v� �����

�	t � v � r�T � r�T� �����

on v �es la velocitat del 
uid� T �es la temperatura del 
uid� T� �es la temperatura
a la superf�
cie de dalt� p �es la pressi�o total� exepte el terme hidrost�atic� i k �es
el vector unitari vertical�

Els n�umeros adimensionals de Rayleigh Ra i de Prandtl � estan de�nits per

Ra �
g�

�

�Td�� � �




�
�

on g �es l�acceleraci�o deguda a la gravetat� � �es el coe�cient d�expansi�o t�ermica
i 
 �es la viscositat din�amica�

El n�umero de Rayleigh i el n�umero de Prandtl formen� junt amb la peri�
odicitat del contenidor� el conjunt de par�ametres de control del problema� El
n�umero de Rayleigh constitueix una mesura de la difer�encia de temperatura a
la qual es mantenen les superf�
cies� i el n�umero de Prandtl �es caracter�
stic de
cada 
uid�

Tractarem el problema bidimensional amb condicions de contorn peri�odiques
en la direcci�o horitzontal x� amb periodicitat L� i superf�
cies adherents i per�
fectament conductores� en direcci�o vertical z�

vx � vz � �� z � �
�

�
�

T �z � �
�

�
� � T� � �� T �z � �

�

�
� � T��

	



����� Velocitat mitjana i �ux de massa

Per satisfer la condici�o d�incompressibilitat ����� expressem el camp de veloci�
tats en termes de la funci�o de corrent ���

vx � �	z��
vz � 	x��

Fent la mitjana horitzontalment de vz � 	x� i tenint en compte la periodicitat
horitzontal s�obt�e

vz � ��

Anomenarem velocitat mitjana o vent la mitjana horitzontal de vx i la notarem
per

U �� vx �
�

L

Z L

�
vx dx�

que nom�es pot dependre de la component vertical i del temps�
Anomenarem �ux de massa F la integral de la component horitzontal de

la velocitat sobre una secci�o vertical� En termes de la funci�o de corrent es pot
posar com�

F �

Z ���

����
vx dz � �

�
��x� z �

�

�
�� ��x� z � �

�

�
�

�
�

Les condicions de contorn vx � vz � � a z � ���� impliquen que 	z� � �
a z � ���� i que la funci�o de corrent sigui constant a les tapes� de fet com que
� est�a de�nida llevat de constant podem prendre una funci�o de corrent tal que

��x� z �
�

�
� � C� ��x� z � �

�

�
� � ��

Ha sigut freq�uent en l�estudi d�aquest problema prendre la funci�o de corrent
igual a zero a les tapes �Clever � Busse �	���� amb la qual cosa s�imposa que
el 
ux de massa sigui zero�

Com que volem ocupar�nos de la convecci�o t�ermica bidimensional en dominis
peri�odics sota les condicions m�es generals possibles� formularem el problema de
forma tal que pugui apar�eixer un 
ux de massa net al llarg del contenidor� Per
aix�o separem la velocitat entre la seva mitjana horitzontal i la seva desviaci�o��

vx � �	z� � U � 	z�
��

vz � 	x� � 	x�
��

���

��



La condici�o de contorn vz � � a z � ���� implica ���x� z � �
�� � C��

���x� z � ��
�� � � fent un raonament an�aleg al que hem fet abans� D�altra

banda la de�nici�o U �� vx implica 	z�� � �� i aix�o vol dir que �� �es una funci�o
que no depen de z i per tant considerant les condicions de contorn per �� es
compleix �� � C� � �� Imposem� doncs� les condicions

�� � ��

�� � 	z�
� � U � �� z � �

�

�
�

I el 
ux de massa net ve donat per

F �

Z ���

����
vx dz �

Z ���

����
U�z� t� dz�

el qual nom�es pot dependre de t�

����� Equacions de treball

Formularem el problema de Rayleigh�Benard bidimensional en un domini �x� z� �
��� L�� ������ ���� en termes de la velocitat mitjana� la desviaci�o de la vorti�
citat i la desviaci�o de la temperatura respecte de la de l�estat conductiu � Ho
farem als apartats �A�� �B� i �C� respectivament� A l�apartat �D� resumirem
les equacions corresponents�

A� Equaci�o per la velocitat mitjana

Per obtenir l�equaci�o per la velocitat mitjana prenem la component x de
l�equaci�o de Navier�Stokes ����� i en fem la mitjana horitzontalment sobre el
domini peri�odic ��� L��

	tvx � v � rvx � �	xp� �r�vx� ���

Com que 	t commuta amb el promig horitzontal� 	tvx � 	tvx� Alhora� per
causa de la periodicitat horitzontal� es compleix 	xp � � i 	�xxvx � �� Si a m�es
usem que 	z tamb�e commuta amb la mitjana horitzontal� el terme de ��� que
prov�e del laplaci�a del qual s�ha fet la mitjana �es

r�vx � 	�zzvx�

��



Per causa de la condici�o d�incompressibilitat�r �v � �� es compleix� v � rvx �
r � �vxv� i el terme no lineal de ��� es pot escriure com�

v � rvx � r � �vxv� � 	x�v�x� � 	z�vxvz� � 	zvxvz �

A m�es� com que separem v entre la mitjana horitzontal i la seva desviaci�o com
��� amb �� � �� i on U �� vx� es compleix

vxvz � �U � 	z���	x�� � U	x�� � 	x��	z�� � U	x�� � 	x��	z�� � �	x��	z���

Finalment l�equaci�o per la velocitat mitjana U ve descrita per�

	tU � 	z
�
	x��	z��

�
� �	�zzU�

B� Equaci�o per la desviaci�o de la vorticitat respecte de la seva

mitjana horitzontal

Prenem el rotacional a l�equaci�o de Navier�Stokes ������ Si usem la condici�o
d�incompressibilitat obtenim la seg�uent equaci�o�

	t� � v � r� � �Ra�	xT � �r��� ���

on � �es per de�nici�o la component y de la vorticitatr�v � ��� 	zvx�	xvz � ��
T �

Com abans� expressem la velocitat en funci�o de U i ��� Amb aquesta separaci�o

� � �r�� � �r��� � 	zU�

i com que � � 	zU � aleshores �� �� ��� � �r��� que anomenem la desviaci�o
de la vorticitat� Es compleix per tant

v � r� � J��� �� � J���� ��� � U	x�
� � 	x�

�	�zzU�

on J �es el jacobi�a de�nit per

J�f� g� ��
	�f� g�

	�x� z�
�

Si restem a l�equaci�o ��� la mateixa equaci�o de la qual s�ha fet la mitjana
horitzontal� obtenim l�equaci�o per la desviaci�o de la vorticitat�

�	t � U	x � �r���� � Ra�	xT � 	�zzU	x�
� � J���� ���� J���� ��� � ��

��



C� Equaci�o per la desviaci�o de la temperatura respecte de la del

r�egim conductiu

Si separem la temperatura com T � T � � �
� � z � T�� on T � �es la desviaci�o

de la temperatura respecte de la de l�estat conductiu� l�equaci�o de la calor �����
en termes de T � �es

�	t � v � r�T � � vz �r
�T ��

Si expressem la velocitat en termes de la funci�o de corrent i separem la velocitat
mitja obtenim

v � rT � � J��� T �� � J���� T �� � U	xT
��

aleshores l�equaci�o de la conservaci�o de l�energia s�expressa

�	t � U	x �r
��T � � 	x�

� � J���� T �� � ��

D� Equacions d�evoluci�o

Resumint les equacions amb les quals treballarem� per la velocitat mitjana�
la desviaci�o de la funci�o de corrent i la desviaci�o de la temperatura respecte la
de l�estat conductiu s�on�

�	t � �	�zz�U � 	z�	z��	x��� � �� �����

�	t � U	x � �r���� �Ra� 	xT
� � 	�zzU	x�

� � J���� ���� J���� ��� � �� �����

�	t � U	x �r
��T � � 	x�

� � J���� T �� � �� �����

on �� � �r��� i �� � �� Les condicions de contorn en vertical s�on

U � �� � 	z�
� � T � � � z � �

�

�
� �����

Un altre n�umero adimensional important d�aquest problema� a part del
n�umero de Rayleigh Ra i el n�umero de Prandtl �� �es el n�umero de Nusselt Nu
que �es una mesura del 
ux de calor transportat verticalment� Fent la mitjana
horitzontal de ����� tenim�

	tT � 	zC � ��

on C � vzT � 	zT �es la mitjana horitzontal del 
ux de calor� El n�umero de
Nusselt �es una mesura adimensional d�aquest 
ux� De�nint�lo com el 
ux de
calor en una de les tapes� on vz � �� tenim

Nu � �	zT jz� �

�

� �� 	zT �jz� �

�

�

Cal remarcar que el transport de calor per conducci�o� val C � ��

��



��� Simetries i solucions

Estudiem el conjunt de transformacions per les quals el sistema d�equacions ���
�es invariant� que anomenem tamb�e simetries del sistema�

En primer lloc� el sistema ��� �es invariant per a trasllacions cont�
nues espa�
cials�

�a � �x� z� t�� �x� a� z� t�� �U� ��� T ��� �U� ��� T ���

�Es a dir� si �U�z�� ���x� z�� T ��x� z�� �es soluci�o de ���� aleshores �U�z�� ���x �
a� z��T ��x � a� z�� tamb�e n��es soluci�o� i per qualsevol a� perqu�e �� i T � s�on
funcions que sempre apareixen derivades en les equacions� El sistema ��� �es
tamb�e invariant per a trasllacions cont�
nues temporals� i es de�neixen de manera
an�aloga�

A m�es de les simetries cont�
nues per trasllaci�o� les equacions tamb�e admeten
simetries �nites� Les simetries �nites de ��� s�on�

�a� La simetria de re
exi�o

S� � �x� z� t�� ��x� z� t�� �U� ��� T ��� ��U����� T ��� ���

El sistema d�equacions �es invariant per a S�� o t�e la simetria S�� quan es com�
pleix� si �U�z�� ���x� z�� T ��x� z�� �es soluci�o de ��� aleshores ��U�z�������x� z��
T ���x� z�� tamb�e n��es soluci�o�

�b� La simetria respecte de l�origen

S� � �x� z� t�� ��x��z� t�� �U� ��� T ��� ��U� ����T ��� ���

El sistema d�equacions �es invariant per a S� si �U�z�� ���x� z�� T ��x� z�� �es soluci�o
de ��� aleshores ��U��z�� ����x��z���T ���x��z�� tamb�e n��es soluci�o�

En dominis peri�odics de periodicitat L� a m�es de les trasllacions cont�
nues�
les trasllacions �nites de la meitat de la longitud L tindran un paper important
en el problema que estudiem� Per aix�o introdu�
m la trasllaci�o �nita

S� � �x� z� t�� �x�
L

�
� z� t�� �U� ��� T ��� �U� ��� T ��� ���

El conjunt de les transformacions fS�� S�� S�g juntament amb els seus pro�
ductes de�neixen un grup commutatiu G� de simetries �nites estacion�aries de
���� El quadrat de cadascuna d�aquestes simetries �es la identitat i cada trans�
formaci�o �es la seva pr�opia inversa�

��



Alhora es pot considerar simetries per a les solucions del sistema ���� Una
soluci�o es diu que t�e una certa simetria quan �es invariant per la corresponent
transformaci�o� El signi�cat de simetries d�un sistema d�equacions �es diferent
que el de simetries de les solucions d�aquest sistema� una soluci�o de ��� t�e� per
exemple� la simetria S� quan

U�z� � �U�z�� ���x� z� � �����x� z�� T ��x� z� � T ���x� z��

�Es ben conegut que� independentment del Prandtl �� si considerem el n�umero
de Rayleigh com el par�ametre del problema� existeix un valor del Rayleigh a
partir del qual la soluci�o m�es sim�etrica� el r�egim conductiu �v � �� T � ���
deixa de ser estable i bifurca amb trencament de la invari�ancia per trasllaci�o
a una soluci�o estacion�aria peri�odica amb v i T diferents de zero i U � �� Si
aquesta soluci�o peri�odica t�e longitud d�ona fonamental L� �es a dir� no �es invari�
ant per a cap trasllaci�o de longitud menor� aleshores �es invariant per al seg�uent
subgrup de simetries G de G��

G �� fI� S�� S� � S�� S� � S� � S�g� �	�

on I �es la identitat� Usant ���� ��� i ��� les simetries S�� S� i S��S��S� s�on

S� � S� � �x� z� t�� �
L

�
� x��z� t�� �U� ��� T ��� ��U� ����T ��� ����

S� � S� � S� � �x� z� t�� �x�
L

�
��z� t�� �U� ��� T ��� �U������T ��� ����

La soluci�o estable que bifurca del valor cr�
tic �Lc� Rac� � ������� ���������
apareix en forma d�una parella de rolls i es caracteritza per ser invariant per al
grup de simetries G�

Les solucions invariants per a G poden bifurcar tamb�e via trencament de
simetries a solucions invariants per a subgrups de G� De fet� veurem que una
parella de rolls pot bifurcar de quatre maneres diferents via trencament de
simetries� variant Ra� � o L� Com que el grup G cont�e tres subgrups invariants
de simetries� cadascun dels quals trenca dues de les simetries no trivials� per�o
�es invariant per a la tercera simetria �producte de les altres dues�� i com que
la intersecci�o d�aquests tres subgrups �es el grup complet G� una parella de rolls
pot bifurcar a�

�i� Solucions invariants nom�es per a S�� les quals per causa de ��� no tenen
velocitat mitjana� U�z� t� � �U�z� t� � ��

��



�ii� Solucions invariants nom�es per a S� � S�� en aquest cas si tenen velo�
citat mitjana el seu per�l ha de ser antisim�etric per causa de ����� U�z� t� �
�U��z� t�� A m�es el 
ux de massa �es zero�

�iii� Solucions invariants per a S� � S� � S�� que si tenen velocitat mitjana
aquesta ha de tenir el per�l sim�etric per causa de ����� U�z� t� � U��z� t��

�iv� Solucions que tenen totes les simetries de G� per exemple quan es trenca
la invari�ancia en el temps� S�on solucions sense velocitat mitjana�

D�aquests quatre tipus de solucions les que tenen vent U �� �� �ii� i �iii��
estan lligades al trencament de la simetria S� de les solucions b�asiques� Les
�uniques solucions que tenen la simetria S� s�on �i� i �iv� i cap de les dues no t�e
velocitat mitjana� Les solucions que poden tenir 
ux de massa diferent de zero�
�iii�� s�on les que tenen velociat mitjana amb un per�l sim�etric�

Si es trenca la invari�ancia temporal� es pot de�nir una nova simetria �nita
quan la soluci�o que bifurca �es peri�odica en el temps de per�
ode � � Usant argu�
ments similars als que hem usat per introduir ���� de�nirem la seg�uent simetria
�nita

S� � �x� z� t�� �x� z� t�
�

�
�� �U� ��� T ��� �U� ��� T ���

Aquesta �es la simetria que ens ajudar�a a descriure les simetries d�algunes solu�
cions que bifurquen dels rolls� al cap�
tol ��

Com i quan bifurquen els rolls a aquestes altres solucions �es del que ens ocu�
parem en detall al pr�oxim cap�
tol� De la seva din�amica no lineal ens n�ocuparem
al cap�
tol �� A la pr�oxima secci�o ens ocupem amb m�es detall de la inestabilitat
prim�aria que genera convecci�o aix�
 com de les condicions de resson�ancia�

��� Caracter��stiques de l	estabilitat lineal de l	estat conductiu

i condicions de resson�ancia

L�estabilitat lineal de l�estat conductiu en el problema de Rayleigh�Benard ha
estat investigada per Low ��	�	�� Pellew � Sothwell ��	���� Reid � Harris
��	���� La transici�o d�estabilitat a inestabilitat es produeix via una bifurcaci�o
estacion�aria supercr�
tica� La pertorbaci�o �U � �� ��� T �� m�es inestable t�e estruc�
tura espacial que �es sim�etrica respecte el pla mig z � �� i peri�odica en direcci�o
horitzontal amb longitud d�ona fonamental L� S�on pertorbacions proporcionals
a

q�z�ei�xe�t�

��



amb q�z� parell i on � � �
�L �es el nombre d�ona fonamental de la pertorbaci�o�
S�on els estats de modes purs o estats purs� Els valors de ���Ra� pels quals es
troba una funci�o pr�opia q�z� �� � amb valor propi � � � ens donen la corba
d�estabilitat marginal convectiva i �es on es produeix la inestabilitat prim�aria del
r�egim conductiu� La corba marginal resultant no depen del n�umero de Prandtl�
A la �gura � representem el n�umero de Rayleigh pel qual una pertorbaci�o amb
nombre d�ona fonamental � esdev�e inestable� El valor m�
nim de la corba� que
�es el valor cr�
tic� ve donat per ��c� Rac�� ����������� ���������� la longitud
d�ona corresponent �es Lc � ������ Tot i que la funci�o pr�opia sobre la corba
d�estabilitat marginal t�e estructura vertical parell� quan s�augmenta el valor del
Rayleigh la soluci�o que es genera no linealment ja no �es parell en z� Per sobre
n � � les solucions peri�odiques amb nombre d�ona fonamental � que bifurquen
de l�estat conductiu s�on invariants per al grup de simetries G on L � �
���

Figura �� Corba d�estabilitat marginal de l�estat conductiu�

En �xar la periodicitat horitzontal� el valor del Rayleigh pel qual l�estat con�
ductiu bifurca a una soluci�o amb longitud d�ona fonamental L� en particular
de periodicitat L� �es el mateix pel qual l�estat conductiu bifurca a la mateixa
soluci�o considerant�la de periodicitat �L� i en general nL� A la �gura � re�
presentem n�umero de Rayleigh en funci�o de la periodicitat� la corba n � � es
desdobla per cada n� reescalant L per nL� Fixada la periodicitat L� direm que
n � � desestabilitza una parella de rolls de periodicitat L� n � � desestabi�
litza una caixa de periodicitat L amb dues parelles de rolls id�entiques� i aix�

successivament�

��



Figura �� Corbes marginals de l�estat conductiu� N�umero de Rayleigh en funci�o
de la periodicitat L del contenidor� Les corbes etiquetades amb n corresponen
a la inestabilitat de l�estat conductiu a n parelles de rolls id�entiques�

Fixada la longitud del contenidor en L� existeixen valors del Rayleigh pels
quals coexisteixen m�es d�una soluci�o estacion�aria� amb una� dues o m�es parelles
de rolls� Per aquests valors es poden produir fen�omens ressonants per causa
de la interacci�o no lineal de les diferents solucions� En particular� sobre les
corbes d�estabilitat marginal de la �gura �� en tots els punts d�intersecci�o de les
diferents corbes es produeix una bifurcaci�o m�ultiple de dos estats purs� Direm
que en aquests punts es produeix una resson�ancia exacta entre els dos estats
purs estacionaris� Segons la de�nici�o de Fujimura ��		��� �xada la periodicitat
L i per un mateix valor del Rayleigh� si tenim dos estats purs proporcionals a

q��z�e
i��xe��t� q��z�e

i��xe��t�

amb q� i q� funcions parells i �� � �� tenim una resson�ancia entre aquests dos
estats purs de ra�o m � m� amb m � m� quan

m��� � m��� ������

m����� � m����� ������

La condici�o ������ es compleix f�acilment si es consideren dos estats purs sobre
la corba marginal � on �� � �� � �� i la condici�o ������ es compleix quan es

��



consideren estats purs sobre les interseccions entre les diferents corbes n de la
�gura �� De fet en aquest cas la resson�ancia �es deguda a una bifurcaci�o m�ultiple
de dos estats purs estacionaris amb nombres d�ona fonamental �� i ���

Si cadascun dels estats purs es representa per una amplitud� es poden tro�
bar equacions acoblades per les amplituds que descriuen la din�amica no lineal
deguda a la interacci�o entre els dos estats� prop d�on es produeix la resson�ancia
exacta� Pel problema que tractem ha estat estudiada per exemple la resson�ancia
��� �Mizushima � Fujimura �		��� �es a dir� la interacci�o lineal dels dos estats
purs amb nombres d�ona fonamental � i �� a la intersecci�o de n � � amb
n � �� Les solucions d�aquestes equacions d�amplitud� degudes a les interacci�
ons no lineals entre aquests dos estats purs� s�on molt variades� estats h�
brids�
ones estacion�aries� viatgeres� modulades����� segons els valors dels par�ametres�

Al cap�
tol �� secci�o � veurem com en el treball que estudiem s�on importants
les resson�acies ��� �intersecci�o entre n � � i n � ��� ��� �intersecci�o entre
n � � i n � ��� i en general ��n si n �es senar� i com s�on tamb�e importants les
ressonancies n�n�� entre estats purs estacionaris �Knobloch � Guckenheimer
�	����

�	



��
 Tractament num�eric� M�etodes espectrals

Els m�etodes espectrals poden ser considerats com un desenvolupament extrem
de la classe d�esquemes de discretitzaci�o per equacions diferencials anome�
nats gen�ericament  method of weighed residuals �MWR� �Finlayson � Scriven
�	���� Els elements clau s�on les funcions d�expansi�o o aproximatives i les funci�
ons test� Les funcions d�expansi�o s�on les funcions base d�un desenvolupament en
s�erie truncada de la soluci�o� Les funcions test s�usen per asegurar que l�equaci�o
diferencial es satisf�a tan b�e com es pot per l�expansi�o en s�erie truncada� Aix�o
es satisf�a minimitzant el residu� �es a dir� l�error produ�
t en l�equaci�o diferencial
quan s�utilitza una expansi�o truncada en comptes de la soluci�o exacta� respecte
d�una norma adequada� Una condici�o equivalent �es demanar que el residu com�
pleixi una condici�o d�ortogonalitat respecte de cadascuna de les funcions test�
Tamb�e s�anomena fer una projecci�o ortogonal del residu�

L�elecci�o de la funci�o aproximativa �es una de les caracter�
stiques que distin�
geixen els m�etodes espectrals dels elements �nits i dels m�etodes en difer�encies
�nites� Per un m�etode espectral les funcions d�expansi�o s�on funcions globals
in�nitament diferenciables� Les m�es freq�uents s�on els polinomis trigonom�etrics�
els polinomis de Chebyshev i els polinomis de Legendre�

L�elecci�o de la funci�o test d�ona lloc als tres esquemes espectrals m�es comuns
anomenats Galerkin� col�locaci�o i Tau�

En les aproximacions de Galerkin les funcions test s�on les mateixes que les
funcions aproximatives� S�on a m�es funcions in�nitament diferenciables i cadas�
cuna satisf�a les condicions de contorn� Es for�ca l�equaci�o diferencial imposant
que la integral del residu per cada funci�o test sigui zero�

En l�esquema de col�locaci�o les funcions test s�on funcions delta de Dirac
centrades en els anomenats punts de col�locaci�o� Aquesta aproximaci�o requereix
que l�equaci�o diferencial es compleixi exactament en els punts de col�locaci�o�
Aquest m�etode �es atractiu per causa de la facilitat amb qu�e es pot aplicar a
problemes no lineals�

L�aproximaci�o de Tau �es molt semblant al m�etode de Galerkin� per�o en
aquest cas les funcions test no han de complir les condicions de contorn�

En el treball que presentem usem un m�etode combinat de col�locaci�o i Ga�
lerkin� per aix�o nom�es explicarem� molt breument� com funcionen aquests dos
m�etodes�

��



��
�� Implementaci�o dels m�etodes espectrals a les equacions d�evoluci�o

Donada una equaci�o d�evoluci�o per u�x� t�� la podem escriure com

	tu �Mu�N �u� � �� x � !�

B�x�u � �� x � 	!�

u�x� �� � g�x�� x � !�

on N �es un operador no lineal� M �es un operador lineal� B �es un operador lineal
de contorn i ! 	 Rn �es el domini espaial amb contorn 	!�

Per cada t� suposem que u�x� t� pertany a un espai de Hilbert amb un
producte escalar i una norma� de manera que per cada instant la soluci�o pertanyi
al subespai de funcions que veri�quen el contorn�

El proc�es de discretitzaci�o consisteix a de�nir un espai de funcions d�aproximaci�o
XN � un espai de funcions test Y N � un operador QN de projecci�o ortogonal d�un
espai de Hilbert que contingui XN a l�espai Y N � Sigui uN una funci�o apro�
ximativa de u desenvolupada en s�erie per les funcions aproximatives de XN �
Aleshores el problema discretitzat s�expressa�

QN �	tu
N �MuN �N �uN �� � �� uN � XN �

QNB�x�uN � �� x � 	!�

uN �x� �� � QNg�x�� x � !�

M�etode de Fourier�Galerkin

Si u�x� �es una funci�o peri�odica� aquest ser�a el nostre cas� de�nida a ��� �
��
s�acostuma a prendre com a funcions d�expansi�o a les funcions trigonom�etriques
einx� i la funci�o aproximada es representa com�

uN �
N����X
n��N��

buneinx�
Per minimitzar el residu� Galerkin pren com a operador de projecci�o la integral
sobre tot el domini peri�odic amb funcions test �

��e
�inx� aleshores demanem

�

�


Z ��

�
�	tu

N �MuN �N �uN��e�inxdx � �

��



per cada n � �N�� � �� ���� N���

M�etode de col�locaci�o

El m�etode de col�locaci�o pren com a funcions test les funcions delta de Dirac
��x� xj� en els punts de col�locaci�o xj � j � �
M � Si

uM �x� �
MX
m��

bum�m�x��
�es una aproximaci�o de u tal que uM�xj� � u�xj�� j � �
M � aquest m�etode
demana que l�equaci�o es compleixi en els punts de col�locaci�o�

	tu
M �MuM �N �uM�jx�xi � ��

Les condicions de contorn determinaran en quins punts de col�locaci�o s�ha
d�imposar l�equaci�o�

Quan s�utilitza aquest m�etode segons quines siguin les funcions aproximati�
ves escollirem convenientment els punts de col�locaci�o� Els casos m�es t�
pics de
funcions aproximatives s�on els polinomis de Fourier i els de Chebyshev�

� S�eries de Fourier�

Quan aproximem la funci�o en s�eries de Fourier una elecci�o usual dels punts
de col�locaci�o s�on punts equidistants�

xj �
�


N
j� j � �� ���� N � ��

en aquest cas la funci�o aproximada en aquests punts pren la forma

uN �xj� �

N����X
n��N��

bunein��
N j�

i s�anomena la transformada discreta de Fourier �TDF��

� S�eries de Chebyshev�

Si prenem els polinomis de Chebyshev Tm�x� � cos�m arccos�x�� per m �
�
M i x � ���� ��� els punts de col�locaci�o que considerem s�on els punts
de Gauss�Lobatto�

xj � cos�



M
j�� j � �� ����M�

��



Amb aquesta elecci�o obtenim aproximacions molt bones i a m�es econ�omiques
perqu�e Tm�xj� � cos��jMm�� i per tant la funci�o aproximada i discretit�
zada pren la forma d�una suma en cosinus� la qual cosa permet utilitzar
transformades r�apides�

��
�� Implementaci�o e�cient dels m�etodes espectrals

�Es b�asic en qualsevol m�etode espectral l�elecci�o de les funcions d�aproximaci�o
perqu�e in
ueixen decisivament en la seva converg�encia i e�c�acia� El m�es freq�uent
�es� com hem vist� utilitzar s�eries de Fourier� si les condicions de contorn s�on
peri�odiques� i s�eries de Chebyshev en cas contrari� de manera que en ambd�os
casos es pot implementar els m�etodes de transformada r�apida de Fourier �FFT��
a m�es de donar bones propietats de discretitzaci�o� Els m�etodes espectrals apro�
�ten la facilitat per calcular derivades i altres variant lineals i no lineals amb
l�ajuda de la FFT�

Transformada r�apida de Fourier

La FFT �es un algoritme recursiu per avaluar la transformada discreta i la
seva inversa

uN �xj� �

N����X
n��N��

bunein��
N j� j � �� ���� N � ��

bun �
�

N

N��X
j��

uN�xj�e
�in��

N j � n � �N��� ���� N��� ��

economitzant el nombre d�operacions" d�aquesta manera es necesiten menys
c�alculs i s�obtenen menys errors d�arrodoniment�

L�algoritme de Cooley�Tukey permet sumar amb �N log�N operacions reals
quan N �es una pot�encia de �� mentre que el nombre d�operacions necess�aries si
fem la suma completa �es de �N�� En el treball que presentem s�implementen
unes rutines �Canuto et al� �	��� que per funcions reals necessiten �

�N log�N
operacions� amb N parell amb factors primers � i ��

Per una s�erie de Chebyshev tamb�e es pot implementar el m�etode de la FFT
ja que s�on sumes de cosinus�

��



��
�� M�etode pseudoespectral� aliasing

Considerem el tractament de Fourier Galerkin del terme quadr�atic

w�x� � u�x�v�x�� ���

En el cas d�un desenvolupament en s�eries in�nites tenim

u�x� �
�X

m���

bumeimx�

v�x� �
�X

n���

bvneinx�
bwk �

�

�


Z ��

�
w�x�e�ikxdx�

d�on bwk �
X

m�n�k

bumbvn� ���

Quan u� v� w s�aproximen per les respectives s�eries de Fourier truncades de
grau N��� aleshores bwk �

X
m�n�k

jmj�jnj�N��

bumbvn� ���

on k � N��� Aquesta suma necesita O�N�� operacions� aix�o �es extremament
car si es considera que el m�etode de les diferencies �nites per un terme no lineal
en necessita O�N�� Malgrat tot� mitjan�cant m�etodes de transformades �Orszag
�	��� es pot avaluar amb O�N log�N� operacions�

L�aproximaci�o que s�usa per avaluar ��� amb el m�etode de la transformada
�es� en primer lloc es transforma bum i bvn a l�espai f�
sic usant la transformada
discreta de Fourier �TDF�� seguit d�una multiplicaci�o a l�espai f�
sic� com ���� i
�nalment es determina bwk usant la inversa de la TDF � Per�o s�ha de fer amb
compte� Per il�lustrar el punt subtil introdu�
m les transformades discretes

Uj �

N����X
k��N��

bukeikxj �

Vj �

N����X
k��N��

bvkeikxj �
��



i de�nim
Wj � UjVj � j � �� ���� N � ��

i cWk �
�

N

N��X
j��

Wje
�ikxj � k � �N��� ���� N��� ��

on xj � �
j�N � Es pot veure quecWk �
X

m�n�k

bumbvn � X
m�n�k�N

bumbvn � bwk �
X

m�n�k�N

bumbvn�
El segon terme de la dreta �es l�error d�aliasing� Quan els coe�cients bum� bvn
amb jmj� jnj � N�� s�on O��� aleshores l�error d�aliasing �es com a molt d�aquest
ordre� Agafant N su�cientment gran podem fer que aquest error sigui petit�

Amb aquest m�etode avaluar ��� costa �FFTs i N multiplicacions� en total
��
� N log�N multiplicacions�

��
�
 C�alcul num�eric dels valors de les derivades d�una funci�o a

partir dels valors de la funci�o

Sigui f�z� �
MX
m��

bamTm�z��

Suposem que coneixem f en els punts de col�locaci�o de Gauss�Lobatto
fzjgMj��� Mitjan�cant transformades r�apides amb cosinus s�obtenen els coe��

cients fbamgMm��� aleshores operant convenientment amb aquests coe�cients i
antitransformant podem calcular les derivades de f en fzjgMj���

Direm que a partir de

�f�z��� f�z��� ���� f�zM���

i transformant obtenim

�Df�z��� Df�z��� ���� Df�zM���

Per�o algunes vegades �es m�es convenient posar la derivada en funci�o dels
valors de la funci�o de forma matricial� Per exemple� suposem que tenim dues
condicions de contorn per la f i que s�on combinaci�o lineal dels valors de f a
l�interior�

f�z�� �
M��X
j��

ajf�zj��

��



f�zM� �
M��X
j��

bjf�zj��

En aquest cas ens quedar�a l�expressi�o matricial�B� Df�z��
���

Df�zM�

�CA �

�BB�
gDf�� � � � gDf�M��
���

���gDfM� � � � gDfMM��

�CCA
�B� f�z��

���
f�zM���

�CA �

Per calcular fgDf ijgi� j transformem per cada j � �� ����M � ��

�aj � �� � � � �
j
�� � � � � �� bj��

i obtenim
�gDf�j �gDf�j � ����gDfMj��

Les condicions de contorn homog�enies� f�z�� � �� f�zM� � �� �es un cas parti�
cular d�aquest�

��



� Estabilitat lineal d�una parella de rolls

��� Introducci�o� Simetries

En aquest cap�
tol ens centrarem en l�an�alisi d�estabilitat d�una soluci�o esta�
cion�aria de periodicitat L formada per una sola parella de rolls convectius�
enfront de pertorbacions amb la mateixa periodicitat� Les pertorbacions que
no tenen la simetria de re
exi�o S� poden desestabilitzar�la linealment a una
soluci�o amb vent no nul� La implicaci�o immediata �es que el conjunt de per�
torbacions es pot separar en dos subconjunts� un d�ells cont�e les pertorbacions
que s�on invariants per a S�� i per tant mantenen la simetria de re
exi�o de la
soluci�o b�asica� i l�altre cont�e les que no tenen simetria S� les quals en trenquen
la simetria de re
exi�o i donen lloc a l�aparici�o de velocitat mitjana� Com que el
problema que estudiem tamb�e admet simetries on interv�e a m�es la component
vertical � s�on les simetries S� � S� i S� � S� � S� �veurem com cadascun dels
dos subconjunts es pot separar en dos�

Com a conseq�u�encia� el problema d�estabilitat d�una parella de rolls es se�
para en quatre subproblemes� i d�ona lloc a quatre tipus diferents de pertorbaci�
ons� Aquestes s�on les pertorbacions que poden desestabilitzar la parella de rolls
als quatre tipus de solucions que s�han introdu�
t en el cap�
tol anterior� Calcu�
larem num�ericament� utilitzant m�etodes espectrals� les solucions estacion�aries
i la seva estabilitat apro�tant la separaci�o en subproblemes� Presentarem les
diferents corbes d�estabilitat marginal per a � � �� i �nalment discutirem els
resultats�

��� An�alisi d	estabilitat� Separaci�o en subproblemes

Reescrivim les equacions d�evoluci�o del problema que volem resoldre� descrites
en el cap�
tol �� com�

	tv� F�v� �� 	x� 	z� � �� ���

amb � � �Ra� �� i v � �U� ��� T ���

Sigui v� � ��� ��� T �� una soluci�o estacion�aria de ��� tal que �es invariant

��



per al grup de simetries G� de�nit al cap�
tol anterior� i �es peri�odica�

v��x� z� � v��x� L� z��

on L �es la longitud d�ona fonamental� �es a dir v� no �es invariant per cap
trasllaci�o de longitud menor que L� Aquestes solucions es poden trobar per
sobre la corba d�estabilitat marginal n � � de la �gura ��

Volem estudiar l�estabilitat de v� enfront de pertorbacions v�� Linealitzem
��� al voltant de v� i l�equaci�o per a les pertorbacions es pot escriure com

	tv
� � L�v�� �� 	x� 	z�v

��

amb L�v�� �� 	x� 	z� un operador lineal� per simpli�car el notarem L�� que es
pot expressar en funci�o de F si separem la part corresponent a la derivada de
Frechet en el zero �F�v� �� � DF���v�N �v�v���

L� � DF����N �v�� �� �N ���v���

on N ��� �� � ��
Com que l�equaci�o per les pertorbacions no dep�en expl�
citament de t i la

depend�encia en x �es peri�odica� la soluci�o general pot posar�se com una suma
de solucions que depenen exponencialment de x i t per una funci�o de x i z amb
la mateixa periodicitat que la soluci�o estacion�aria �Teorema de Floquet��

v��x� z� t� � u�x� z�e�teid�x�

amb d � ��� �� i � � �
�L el nombre d�ona fonamental� Com que la periodicitat
horitzontal del problema est�a �xada i considerem pertorbacions amb la mateixa
periodicitat que la soluci�o estacion�aria� l�an�alisi es fa prenent d � �� La inesta�
bilitat davant de pertorbacions amb d �� � �es un cas a part que estudiem m�es
endavant� al cap�
tol ��

Si existeix una pertorbaci�o amb depend�encia temporal creixent direm que
v� �es inestable� altrament �es estable�

Podem� doncs� eliminar el temps i obtenim el seg�uent problema de valors
propis�

�u � L�u� �����

u�x� z� � u�x� L� z�� �����

i en aquest cas la inestabilitat es tradueix a trobar quan el valor propi de part
real m�es gran creua l�eix real i t�e part real positiva�

Com que el sistema d�equacions ��� i la soluci�o estacion�aria v� s�on invariants
per al grup de simetries G� el sistema linealitzat ��� tamb�e �es invariant per a G�

��



�Es a dir� si ���u� �es soluci�o de ���� ���#u� tamb�e �es soluci�o de ��� per qualsevol
# � G � En conseq�u�encia transformant ��� per # � G hem d�obtenir

�#u � L�#u�

i el conjunt de pertorbacions que tenen simetria # �es un subconjunt invariant
del conjunt total de pertorbacions� Es diu tamb�e que l�operador L� commuta
amb cada un dels elements de G� �es a dir�

#L� � L�#�

En el cas que ens ocupa els subespais invariants de G tenen intersecci�o
no nul�la� la intersecci�o ve donada pel grup complet de simetries G� Com a
consequ�encia� l�espai de pertorbacions es separa en quatre subespais� tres dels
quals s�on invariants per a un dels elements no trivials deG� i el quart �es invariant
per al grup complet� La implicaci�o �es que el problema lineal factoritza en quatre
problemes lineals� cadascun actuant sobre un d�aquest subespais invariants�

��� Dos d�aquests subespais no tenen simetria S�� i admeten pertorbacions
amb vent� un d�ells admet vent amb per�l sim�etric i l�altre admet vent amb
per�l antisim�etric� S�on pertorbacions invariants per a S� � S� � S� i S� � S�
respectivament�

��� Els altres dos subespais corresponen a pertorbacions invariants per a G
i a pertorbacions invariants nom�es per a S��

D�aquesta manera s�on possibles quatre rutes diferents d�inestabilitat d�una
parella de rolls� tres de les quals trenquen dues simetries no trivials a la vegada�
La quarta preserva cada una de les simetries espacials�

��� C�alcul d	una soluci�o amb una parella de rolls

Com que volem solucions amb periodicitat en una direcci�o� �es molt c�omode usar
desenvolupaments espectrals �veure cap�
tol ��� A m�es els m�etodes espectrals
han estat �ampliament aplicats a equacions de la mec�anica de 
uids amb bons
resultats �Mercader et al� �		�� Gottlieb �	��� Canuto et al� �	����

Buscarem solucions estacion�aries invariants per al grup de simetries G� �es a
dir� per a S� i per S��S� �la simetria S��S��S� ja es compleix autom�aticament
per ser el producte de les altres dues��

Una soluci�o estacion�aria� �U � �� �� T � �� �es la funci�o de corrent� T �es la
desviaci�o de la temperatura�� de

�r�� � Ra�	xT � J��� �� � �� �����

�	



r�T � 	x� � J��� T � � �� �����

on � � �r��� de periodicitat L �o longitud d�ona � � �
�L� que tingui
simetria S� admet un desenvolupament del tipus

��x� z� �
NX
n��

�n�z� sinn�x� �����

T �x� z� �
NX
n��

Tn�z� cosn�x� �����

de manera que la parella de rolls queda centrada en el contenidor� Per tal que
tingui la simetria S� � S� les funcions han de complir una certa condici�o de
paritat en z�

���x �
L

�
��z� � ��x� z��

T ��x�
L

�
��z� � �T �x� z��

i per tant per cada coe�cient n es compleix

�n��z� sin��n�x � n
� � �n�z� sin�n�x��

Tn��z� cos��n�x � n
� � �Tn�z� cos�n�x��

�es a dir�

����n���n��z� � �n�z��

����n��Tn��z� � Tn�z��

Aix�o vol dir que si n �es parell� el corresponent coe�cient �es senar en z i si n �es
senar� el coe�cient �es parell en z�

Usem un m�etode de Galerkin en la direcci�o x� projectem ����� sobre les
funcions test fsinn�xgNn��� projectem ����� sobre fcosn�xgNn��� on projectar
f�x� sobre ��x� signi�ca

� f�x�� ��x���
�

L

Z L

�
f�x���x�dx�

Si notemD la derivada respecte z aleshores obtenim el seg�uent sistema d�equacions
per als coe�cients de Fourier del desenvolupament de � i T ��

�����n� �D���n � Ra�n�Tn � �Jn��� �� � ��
����n� �D��Tn � n��n � �Jn��� T � � ��

n�������N

�����

��



D�T� � �J���� T � � �� �����

on �n � �����n� �D���n� i

�Jn��� �� ��� J��� ��� sinn�x �� �����

�Jn��� T � ��� J��� T �� cosn�x � � �����

Calculem ara en detall ����� i ������

J��� �� � 	x�	z� � 	z�	x�

� �
NX

k�m��

cosm�x sin k�x �m�mD�k �D�km�m� �

J��� T � � 	x�	zT � 	z�	xT

� �
NX

k�m��

k ��m

cosm�x cosk�x �m�mDTk�

��
NX

k�m��

k ��m

sinm�x sin k�x ��D�m��k�Tk�

��
NX
n��

cos� n�x�n�nDTn� � sin� n�x�D�nnTn�

��
NX
n��

cosn�x�n�nDT���

aleshores

�J��� �� � �
NX

k�m��

�sin�k �m��x� sin�k �m��x� �m�mD�k �D�km�m� �

�J��� T � � �
NX

k�m��

k ��m

�cos�k�m��x� cos�k �m��x� �m�mDTk�

��
NX

k�m��

k ��m

�� cos�k �m��x� cos�k �m��x� �D�mkTk�

��
NX
n��

cos� n�x�n�nDTn� � sin� n�x�D�nnTn�

��
NX
n��

cosn�x�n�nDT���

��



Projectant obtenim�	







�







�

�Jn��� �� �

�� X
m�k�n

�
X

k�m�n

�
X

m�k�n

�A �m�mD�k �D�km�m� �

�Jn��� T � � �n�nDT� �
X

m�k�n

�m�mDTk �D�mkTk�

�
X

jk�mj�n

�m�mDTk �D�mkTk� �

�����

�J���� T � �
NX
n��

�n�nDTn �D�nnTn�� �����

amb k�m� n � �
N � Els sumatoris els substitu�
m per�

X
k�m�n

akbm �
n��X
k��

akbn�k �

X
jk�mj�n

akbm �

	




�




�

NX
k�n��

akbk�n si k �m � ��

N�nX
k��

akbk�n si k �m � ��

Per a la variable z desenvolupem en s�eries de Chebyshev

�n�z� �
MX
m��

b�nmTm��z��
Tn�z� �

MX
m��

bTnmTm��z��
i imposem el sistema d�equacions ��� en els punts de col�locaci�o de Gauss�
Lobatto�

�zi � cos 

i

M
� i � �� ����M � ��

D�aquesta manera Tm��zi� � cosm
i�M i obtenim desenvolupaments en s�eries
de cosinus amb la qual cosa �es f�acil i econ�omic passar de l�espai f�
sic a l�espai
de coe�cients mitjan�cant transformades r�apides per cosinus�

Prenem com a variables del problema els coe�cients de Fourier de � i T
avaluats en els punts de col�locaci�o zi�

�n�zi�� Tn�zi�� i � �� ����M � ��

��



que notarem �n�i i Tn�i respectivament�

Les condicions de contorn que tenim per a z s�on�

��x���
�� � ��

	z��x��
�
�� � ��

T �x���
�� � ��




�
�n��

�
�� � ��

D�n��
�
�� � ��

n�������Nn
Tn��

�
�� � ��

n�������N

Per poder transformar i calcular les corresponents derivades cal con�eixer la
funci�o en tots els punts� inclosos els de la frontera �i � ��M�� Per � no hi
ha condicions de contorn� �es a dir� cal calcular f�n��

�
��gn� i aix�o ho farem a

partir dels valors de �n a dins� que s�
 es coneixen� Existeixen diverses maneres
de calcular les condicions de contorn de �n� la que usem en aquesta secci�o �es
an�aloga a la que s�explica en Mercader et al� ��		���

����� C�alcul del valor de � al contorn

Per a cada n� considerem les equacions d�evoluci�o per a �n�� 
 �n�M��� En
aquest cas tenim �pels comptes menysprearem les variables corresponents a la
temperatura��

M � � equacions d�evoluci�o �per les $�n�i��

M � � equacions corresponents a � � �r�� �imposada a zi� i � �� ����M��

� condicions de contorn ��n�� � �n�M � D�n�� � D�n�M � ���
que suma un total de �M�� equacions� Per�o� en canvi� tenim �M�� variables�

�n��� ���� �n�M� �n��� ���� �n�M�

Si haguessim imposat les equacions d�evoluci�o per la �n�i en i � �
M � � en
comptes de i � � 
M � � obtindriem un sistema amb tantes equacions com
incognites i a partir d�aquest podriem trobar� en particular� � al contorn�

Per resoldre aquest problema considerarem com a variable la derivada de ��
que la notarem ��� i afegirem al sistema

��n�i � D�n�i� i � �� ����M � ��

obtenint un total de ��M � �� � M � � � �M � � equacions� En aquest
cas el n�umero d�equacions i variables coincideix al afegir com a variables a
��n�i� i � �
M � ��M � �� �M � � � �M � �

A la pr�actica conegut �n�i� i � � 
M � � �de les equacions diferencials�
calcularem �n�i� D�n�i� i � �
M � � i �n��� �n�M �

��



Usant Galerkin i col�locaci�o sobre l�equaci�o � � �r��� per a cada coe�cient
del desenvolupament de Fourier avaluat en el punt de col�locaci�o es compleix

�n�i � ���n��� �D���n�i�

D�aquesta manera resoldrem el sistema�
�n�i � n����n�i �D��n�i i � �� ����M

��n�i � D�n�i i � �� ����M � �
� ���

sabent que �n�� � �n�M � ��n�� � ��n�M � �� El sistema ��� es pot posar com�

An

�BBBBBBBBBBBBBB�

�n��
���
�n�M��

��n��
���
��n�M��

�n��
�n�M

�CCCCCCCCCCCCCCA
�

�BBBBBBBBBBBBBB�

�n��
���
�n�M��

�
���
�
�
�

�CCCCCCCCCCCCCCA
�

Per calcular la matriu An necesitem tenir expressades les derivades en funci�o
dels valors de la funci�o a l�interior �veure cap�
tol ��� Aleshores nom�es cal invertir
An i obtenim �n i la seva derivada en funci�o dels valors de �n als punts interiors
que notarem

�n�i �� �n�zi� �
M��X
j��

f�nij�n�j � D�n�i �� D�n�zi� �
M��X
j��

gD�nij�n�j �
�����

Tamb�e s�obt�e� �es clar� �n en el contorn� i ja es pot procedir a calcular les
derivades de �n�

Com que ja coneixem les funcions Tn�z� i �n�z� al contorn� podem posar els
valors de les seves derivades en funci�o de les funcions respectives avaluades en
els punts de dins�

D�n�i �
M��X
j��

gD�nij�n�j �
D��n�i �

M��X
j��

gD��nij�n�j �

DTn�i �
M��X
j��

gDTnijTn�j �
D�Tn�i �

M��X
j��

gD�TnijTn�j �

�����

on D�n�i �� D�n�zi�� D��n�i �� D��n�zi�� DTn�i �� DTn�zi� i D�Tn�i ��
D�Tn�zi��

��



����� Sistema d�equacions discretitzat

Finalment si imposem el sistema d�equacions ��� en els punts de col�locaci�o i
usem ��� i ���� el sistema d�equacions que s�ha de resoldre per calcular la soluci�o
estacion�aria �es	
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�

�
M��X
j��

���ij�
�n� � gD��nij��n�j � � Ra�nTn�i

��
�

M��X
j�l��

�� X
m�k�n

�
X

k�m�n

�
X

m�k�n

�A �mg�mil
gD�kij � �il�nm gD�kijm��k�j�m�l � ��

M��X
j��

���ij�
�n� � gD�Tnij�Tn�j �

M��X
j��

�n f�nij�n�j
��

�

M��X
j�l��

�� X
m�k�n

�mg�mil
gDTkij � �ij�nk gD�milk��m�lTk�j

�
X

jk�mj�n

�mg�mil
gDTkij � �ij�nk gD�milk��m�lTk�j � �

X
m

mg�mil
gDT�ij�m�lT��j

�A � ��

M��X
j��

gD�T�ijT��j �
�
�

M��X
j�l��

X
m

�mg�mil
gDTmij � �ij gD�milm��m�lTm�j � �� ���

on n� k�m � �
N i �ij �

�
� i � j
� i �� j

�

El sistema ��� �es un sistema d�equacions no lineal del tipus F �Y � � � amb

Y � ������ � � � � ���M���
	N

� � �� �N��� � � � � �N�M���

T���� � � � � T��M��� T���� � � � � T��M���
	N

� � �� TN��� � � � � TN�M����

un vector de dimensi�o ��N � ���M � ��� Aquest sistema l�hem resolt usant
una variant del m�etode h�
brid de Powell� a cada pas es tria la correcci�o com
una combinaci�o convexa de la correcci�o del m�etode de Newton i de la direcci�o
del gradient� Sota condicions raonables aix�o garanteix converg�encia global per
punts que inicialment s�on lluny de la soluci�o i garanteix una converg�encia m�es
r�apida� Per al Jacobi�a s�usa un m�etode de Broyder" al principi es calcula per�o
no es torna a calcular �ns que el m�etode no progressa adequadament �Powell
�	��� More��

��



En aquest m�etode es necessita con�eixer la funci�o i la matriu jacobiana a
cada punt� Per calcular la matriu jacobiana s�ha procedit a partir de ���" en
canvi� per al c�alcul de la funci�o no �es tan complicat si es fa directament a partir
del sistema ��� avaluat en els punts de col�locaci�o�

��
 Discretitzaci�o del problema de valors propis

Una vegada s�ha obtingut la soluci�o estacion�aria ��� ��� T ��� podem aplicar
l�an�alisi lineal d�estabilitat� Escrivim les solucions pertorbades com�

U � eU�z� t�� �����

�� � ���x� z� � e��x� z� t�� �����

T � T ��x� z� � eT �x� z� t�� �����

Substitu�
m ��� a les equacions� linealitzem al voltant de la soluci�o estacion�aria
i obtenim les equacions per les pertorbacions

	t eU � �	�zz
eU � 	z�	z��	x e� � 	z e�	x���� �����

	te� � �r�e� �Ra�	x eT � �J���� e�� � J�e�� ��� � eU	x�� � 	�zz
eU	x���� �����

	t eT � r� eT � 	x e�� �J���� eT � � J�e�� T �� � eU	xT ��� �����

amb e� � �r� e� i e� � ��
Com que les pertorbacions les prenem amb la mateixa periodicitat que la

soluci�o b�asica� podem expressar�les�

eU�z� t� � eU�z�e�t� �����

e��x� z� t� �
�BB� N��X

n��N
n���

e�n�z�ein�x
�CCA e�t� �����

eT �x� z� t� �
�� N��X
n��N

eTn�z�ein�x
�A e�t� �����

La depend�encia en z es tracta desenvolupant en s�eries de Chebyshev� com hem
fet en la secci�o anterior�

��



La secci�o � d�aquest cap�
tol ens suggereix que podem separar les pertorba�
cions en quatre subconjunts segons que siguin invariants per a les simetries de
G� De fet� sempre podem separar amb la part parell i senar respecte de x�

e� � ��C � �S�e�t�eT � �T
C
� TC � TS�e�t�

���

amb

�C�x� �
NX
n��

�Cn cosn�x� TC�x� �
NX
n��

TC
n cosn�x�

�S�x� �
NX
n��

�Sn sin n�x� TS�x� �
NX
n��

TS
n sinn�x�

���

i �Cn � e�n � e��n� �Sn � i�e�n � e��n�� TC
n � eTn � eT�n� TS

n � i� eTn � eT�n��
Per eT de ��� hem separat el seu promig horitzontal� que notem T

C
� de la seva

desviaci�o TC � TS � Usant ��� i ���� les pertorbacions soluci�o del sistema ��� es
poden separar en dos subconjunts diferents que separen paritats en x� les que
compleixen

	


�


�
� eU � �D� eU �D�	z��	x�C � 	z�C	x����
��C � �r��C � Ra�	xT

S � �J���� �C� � J��C � ���

� eU	x�� �D� eU	x����
�TS � r�TS � 	x�

C � �J���� TS� � J��C � T �� � eU	xT ���

�����

i les que compleixen	
�
�
�T

C
� D�T

C
� �J���� TC� � J��S � T ����

��S � �r��S � Ra�	xT
C � �J���� �S� � J��S � �����

�TC � r�TC � 	x�
S � �J���� TC� � J��S � T �� � 	x�

�DT
C
��

�����

��
�� Velocitat mitjana

Observem a l�equaci�o ����� com el vent est�a generat per la derivada de la mitjana
horitzontal del terme

	z�
�	x e� � 	z e�	x���

el qual es pot separar� en horitzontal� entre la part senar 	z�
�	x�

S�	z�
S	x�

��
que� com que �es una funci�o antisim�etrica� t�e una mitjana igual a zero� i la part
parell 	z�

�	x�
C�	z�

C	x�
�� que �es la que realment pot generar vent� Per tant�

el vent est�a contingut en el subconjunt de pertorbacions que contenen �C amb
paritat parell en horitzontal tal com es pot veure a l�equaci�o ������

��



��
�� Invari�ancia per trasllaci�o de la soluci�o estacion�aria

Ara veurem que el problema de valors propis ����� t�e sempre com a soluci�o un
valor propi nul que t�e vector propi associat la derivada respecte x de la soluci�o
estacion�aria de la qual busquem l�estabilitat� Per aix�o direm que aquest sistema
sempre t�e un valor propi nul associat a la invari�ancia per trasllaci�o de la soluci�o
estacion�aria� el qual no ens aporta cap informaci�o adicional�

Veurem que si ��� ��� T �� �es una soluci�o estacion�aria del problema ����
aleshores ��� 	x�

�� 	xT
�� �es funci�o pr�opia de valor propi � � � pel problema

d�estabilitat ����� de la soluci�o ��� ��� T ���
Per demostrar�ho notem el problema ��� com

	tv �M�v� �N �v�v��

on M � DF��� i N ��� �� � �� Si v��x� � ��� ���x�� T ��x�� �es soluci�o esta�
cion�aria� aleshores v��x � �x� � ��� ���x � �x�� T ��x � �x�� tamb�e �es una
soluci�o estacion�aria per la invari�ancia per trasllaci�o� Si prenem �x prou petit
i desenvolupem per Taylor tenim

v��x� �x� � v��x� � 	xv
��x��x� O���x����

Aleshores

	tv
��x� �x� � M�v��x��x�� �N �v��x� �x��v��x� �x���

� � M�v��x�� �M�	xv
��x��x� �N �v��x��v��x��

�N �v�� 	xv��x��x� �N �	xv��x��x�v�� � O���x����

com que v� �es una soluci�o estacion�aria� M�v��x���N �v��x��v��x�� � �� i per
tant menyspreant els terms d�ordre � obtenim

� �M�	xv
��x�� �N �v�� 	xv

��x�� �N �	xv
��x��v���

La part de la dreta de la igualtat �es exactament la matriu d�estabilitat de v� pel
vector 	xv��x�� i correspon a la matriu d�estabilitat del problema ����� perqu�e
	xv

��x� t�e la paritat en x contr�aria a la que t�e la soluci�o estacion�aria v� i per
tant queda demostrat�

��
�� Separaci�o en subproblemes

B�asicament amb aquesta separaci�o el que hem fet �es separar el conjunt de
pertorbacions que poden generar vent� el sistema ������ del que no� el sistema

��



������ El primer cont�e les pertorbacions que trenquen la simetria S� de la soluci�o
estacion�aria mentre que el segon conjunt de pertorbacions mant�e invariant la
simetria S��

A la secci�o � d�aquest cap�
tol hem demostrat que les pertobacions es poden
separar en quatre tipus diferents� El sistema ����� en cont�e dos� s�on les pertor�
bacions invariants per a S� � S� i les invariants per a S� � S� � S�� El sistema
����� en cont�e els altres dos� s�on les pertorbacions invariants per a S� i les que
s�on invariants per al grup complet de simetries G�

Per separar ����� i ����� en dos subproblemes bastaria que ens �x�essim en
la paritat en la direcci�o vertical� els coe�cients que compleixen per a n parell
funci�o senar en z� per a n senar funci�o parell en z es poden separar dels que
compleixen per a n parell funci�o parell en z� per a n senar funci�o senar en z�

El que cont�e els primers l�anomenarem� per raons �obvies si desenvolupem en
la direcci�o z en polinomis de Chebyshev ��n�z� �

P
m %�n�mTm�z� on Tm parell

sim parell i Tm senar si m senar�� subproblema amb n�m senar� i anomenarem
subproblema amb n�m parell el que cont�e els darrers�

Aleshores el sistema ����� es separa entre les pertorbacions amb coe�cients
amb

�� n �m senar� les que poden donar un vent sim�etric �invariants per a la
simetria S� � S� � S���

�� n�m parell� les que poden donar un vent antisim�etric �invariants per a
la simetria S� � S���

i el sistema ����� es separa amb les pertorbacions amb coe�cients amb
�� n�m senar� les que mantenen totes les simetries de la soluci�o estacion�aria

�invariants per a tot el grup G��
�� n �m parell� les que nom�es mantenen la simetria S� de la soluci�o esta�

cion�aria�

Per a aquest estudi� per simplicitat� nom�es separem amb ����� i ������
cosa que permet apro�tar els resultats per al cap�
tol �� quan tractem caixes
peri�odiques de longitud L � na on a �es la longitud d�ona fonamental�

��
�
 Sistemes de valors propis discretitzats

Per resoldre ���� procedim discretitzant com en la secci�o anterior� Necessi�
tem calcular les respectives matrius d�estabilitat dels problemes projectats� La
matriu d�estabilitat corresponent al problema ����� �es exactament la matriu
jacobiana� avaluada en ��� ��� T ��� calculada en la secci�o anterior per trobar la
soluci�o estacion�aria� i per tant� aquesta �es coneguda i nom�es cal calcular de nou
la matriu d�estabilitat corresponent al problema ������

�	



Si projectem l�equaci�o de la vorticitat de ����� sobre fcosn�xgn i l�equaci�o
del calor de ����� sobre fsinn�xgn � obtenim

� eU � �D� eU � �
NX
n��

n

�
���n�

C
n � ��

n�
C
n �� �����
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�
��Cn � ���n��� �D���Cn � Ra� nTS

n

��
�
Jn��

�� �C� � Jn��
C � ��� � eUn��

n �D� eUn��n� �
�TS

n � ��n��� �D��TS
n � n��Cn

��
�
Jn��

�� TS� � Jn��
C � T �� � eUnT �

n

�
�

n�������N

�����
amb

�Jn��
�� �C� �

NX
m�k��

�D�Ck m��m� cosk�x cosm�x��D��m��k��Ck � sin k�x sinm�x�

�Jn��
C � ��� �

NX
m�k��

��k�Ck D�
�
m� sin k�x sinm�x��D�Ck m��

m� cosk�x cosm�x�

�Jn��
�� TS� �

NX
m�k��

�m��mDT
S
k � cosm�x sin k�x� �D��mkT

S
k � sinm�x cosk�x�

�Jn��
C � T �� �

NX
m�k��

��k�Ck DT
�
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En l�ap�endix presentem un altre m�etode per resoldre l�an�alisi d�estabilitat
usant tamb�e t�ecniques espectrals� A difer�encia del que hem usat en aquest
capitol utilitza unes funcions base que compleixen el contorn i es prenen com
a variables del problema la funci�o de corrent i la desviaci�o de la temperatura�
sobre les quals hi ha condicions de contorn� Ha servit de test per al m�etode
que hem presentat en aquest cap�
tol i per calcular alguns dels resultats que
presentem al cap�
tol � de c�alculs de solucions estacion�aries�
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��� Corbes d	estabilitat marginal per a � � ��

����� Errors de discretitzaci�o

En primer lloc estudiarem quants coe�cients de Fourier N i quants punts de
col�locaci�o de Gauss�LobattoM hem d�agafar per donar les corbes d�estabilitat
per a � � ��� amb una precissi�o raonable�

Per aix�o ens �xem en els valors del Rayleigh cr�
tic Ra� Fixat N i M consi�
derarem cr�
tic un valor de Rayleigh quan la part real del valor propi que creua
l�eix sigui en valor absolut � ���� i quan el Rayleigh tingui tres decimals exac�
tes� Les solucions estacion�aries de les quals busquem l�estabilitat s�han trobat
amb una toler�ancia de �����

En principi s�ha considerat un mostreig per L � ��� ��� L � �� ���� ��� i
�� i per a cadascun d�aquests valors s�ha aplicat l�an�alisi d�estabilitat� variant
N � �� 	� ��� �� i M � ��� ��� ���

Els Ra cr�
tics per cada caixa es troben a la taula �� Les tres primeres colum�
nes corresponen a l�an�alisi d�estabilitat prenent pertorbacions que generen vent
�sense simetria S��� i les tres darreres columnes corresponen a pertorbacions
que no donen vent �amb simetria S��� A aquesta taula es pot observar com per
a L � � les tres darreres colummes estan buides� en aquest cas signi�ca que els
valors del n�umero de Rayleigh cr�
tic s�on extremadament grans en comparaci�o
amb les tres primeres� i per tant� t�e poc inter�es representar�los�

Per avaluar els errors no considerarem l�an�alisi de L � ��� amb pertorbacions
amb simetria S� perqu�e el Rayleigh cr�
tic tamb�e �es molt gran en comparaci�o
amb el que d�ona l�an�alisi amb pertorbacions sense la simetria S��

Si �xem N � a la taula � es pot veure que si prenem M � �� el Ra cr�
tic
canvia amb menys que el ��� &� a exepci�o del cas L � ���� N � � i N � 	 amb
pertorbacions amb simetria S� el qual varia amb menys que el � &�

Fixat M � ��� que �es la resoluci�o vertical est�andard que prendrem� el
nombre de coe�cients de Fourier m�es raonable �es N � �� �quan passem de
N � �� a N � �� el Ra canvia amb menys d�un � &�� A m�es amb aquesta
resoluci�o les corbes d�estabilitat s�on qualitativament correctes� Per exemple�
quan L � ���� per N � 	 no domina la inestabilitat que dona vent �sim�etric�
mentre que per N � � s�
�

Totes les bifurcacions s�on tipus Hopf� �es a dir� sobre les corbes els valors
propis s�on complexos conjugats amb part real nul�la� � � �i� on � �� � �es
la freq�u�encia angular� Les freq�u�encies corresponents a la taula � es troben a
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Taula �� Rayleigh cr�
tic Ra per diferents mides de caixa L � �� ���� ��� i � vari�
ant el nombre de coe�cients de Fourier �N� i el nombre de punts de col�locaci�o
en direci�o vertical �M�� Presentem Ra � ����� Les tres primeres columnes
corresponen a pertorbacions que trenquen la simetria S� i les darreres tres co�
lumnes s�on pertorbacions invariants per a la simetria S�� Fixant qualsevol N �
el Ra ve donat amb una resoluci�o vertical� per M � ��� amb un error menor
que el ���&� Fixant M � ��� al canviar de N � �� a N � �� el Ra canvia amb
menys d�un �&�
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Figura �� Corbes d�estabilitat marginal per a � � �� i per L � ��� �� quan
N �M � � � ��� N �M � �� � �� i N �M � �� � ��� Les que generen
vent� amb l�
nia cont�
nua" les que no� amb l�
nia discont�
nua� Les corresponents
a N �M � �� �� �la l�
nia cont�
nua i la discont�
nua amb ratlles m�es grans� no
s�on qualitativament correctes�

la taula �� Al variar la resoluci�o� les freq�u�encies varien una mica menys que
el que ho feia els valors del n�umero de Rayleigh per�o en comparaci�o els errors
s�on del mateix ordre� Fixat M � ��� quan canviem de N � �� a N � �� les
freq�u�encies varien amb menys que el ��� &�

A la �gura � hem representat les corbes marginals per L � ��� �� calcu�
lades amb N � M � � � ��� N � M � �� � �� i N � M � �� � ��� Les
inestabilitats que generen vent les representem amb l�
nia cont�
nua i les que no�
amb l�
nia discont�
nua� �Es immediat veure que per a valors de L intermedis �es
on l�an�alisi �es m�es sensible al nombre de coe�cients N � Ja hem vist que les
corbes corresponents a N �M � � � �� no s�on qualitativament correctes per
a L � ���� Al voltant de L � ���� �es on hi ha m�es difer�encia entre la corba
amb N �M � ��� �� i la corba amb N �M � ��� ��� per�o la difer�encia �es
principalment entre les corbes que donen vent �tra�cat continu� i per a aquests
valors no s�on dominants aquestes inestabilitats�

Per mides de caixa m�es grans� L � �� �� � i ���� �xat M � ��� a la taula �
donem els Ra cr�
tics� variant N � Al augmentar L semblaria que es necessita
m�es resoluci�o horitzontal que per L � ��� �� i en canvi es pot observar que els
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Taula �� Fixat el nombre de punts de col�locaci�o M � ��� Ra� ���� cr�
tic per
a diferents mides de caixa� L � �� ���� ��� i � i variant N �

valors cr�
tics varien poc en canviar N � �� per N � ��� amb menys que un �
&� Com que per L grans no �es tan sensible al n�umero de modes� a la taula �
presentem el Rayleigh per nom�es quatre valors de L � ��� ����� Tamb�e es pot
observar com els valors del Rayleigh cr�
tic de l�an�alisi amb pertorbacions amb
la simetria S� i de l�an�alisi amb pertorbacions sense aquesta simetria s�apropen
quan el valor de L augmenta�

����� Corbes d�estabilitat

Examinarem� doncs� les corbes d�estabilitat pels diferents trencaments de sime�
tria prenent N � �� i M � ���

A la �gura � hem representat el n�umero de Rayleigh en funci�o de la perio�
dicitat L del contenidor per les corbes d�estabilitat marginal d�una sola parella
de rolls� i la inestabilitat prim�aria en tra�cat gruixut� La inestabilitat prim�aria
i la corba que li neix �amb punts� presenten una bifurcaci�o estacion�aria mentre
que la resta de corbes presenten una bifurcaci�o de Hopf� Les freq�u�encies cor�
responents s�han representat a la �gura �� La corba que neix de la primera
inestabilitat ser�a discutida m�es endavant�

Totes aquestes corbes s�han calculat suposant que una �unica parella de rolls
omple el domini complet� i cada salt en freq�u�encia correspon a un canvi del
valor propi que creua l�eix real�

Per longituds d�ona m�es petites que L � ���� la inestabilitat secund�aria
que apareix conserva la invari�ancia per S�� S�� Per tant� es trenca la simetria
S� i la soluci�o bifurcada t�e vent no nul antisim�etric� La corba d�estabilitat
marginal corresponent s�ha representat a la �gura � amb una l�
nia puntejada�
Per valors de L m�es grans la bifurcaci�o dominant �es invariant per a S�� per
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Figura �� Rayleigh en funci�o de la longitud L del contenidor per diferents estats
de l�estabilitat marginal� �i� La l�
nia puntejada correspon a una bifurcaci�o que
mant�e S��S� � el vent �es antisim�etric� �ii� La l�
nia amb ratlles correspon a una
ruptura de simetria que mant�e la simetria S� � S� � S� �el vent �es sim�etric��
�iii� La l�
nia amb punts i ratlles correspon a una bifurcaci�o que mant�e S� per�o
trenca les altres dues simetries �U � ��� �iv� La l�
nia cont�
nua correpon a una
bifurcaci�o de Hopf que mant�e totes les simetries �U���� La branca que neix
de la primera inestabilitat correspon a una bifurcaci�o estacion�aria que mant�e
S� � S�� La inestabilitat prim�aria� amb l�
nia gruixuda�

tant� s�obtenen solucions bifurcades sense velocitat mitjana� Malgrat tot� per
L � ��� es produeix un canvi important� tal com es pot comprovar en el salt de
freq�u�encia de la �gura � � Per valors de longitud d�ona ���� �� L �

� ��� � l�
nia
amb punts i ratlles� la soluci�o bifurcada mant�e la simetria S� per�o trenca les
altres dues simetries de G� En contrast� per L �

� ��� �l�
nia cont�
nua� el vector
propi �es invariant per al grup complet de simetries� i aix�
 mant�e les mateixes
simetries espacials que la soluci�o no pertorbada�

La discussi�o anterior ens mostra que� per a � � ��� nom�es tres tipus diferents
de solucions� dels quatre que n�hi ha� poden bifurcar d�una �unica parella de rolls�
En el cap�
tol �� de cada un d�aquests tres tipus s�han pres com a prototipus les
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Figura �� Freq�u�encies angulars en funci�o de L corresponents a la �gura ��

caixes L � �� �� �� i per a aquestes caixes s�ha estudiat la din�amica no lineal i
seg�uents bifurcacions per valors de Ra superiors�

Hi ha� a m�es� solucions que tenen vent amb per�l sim�etric� la bifurcaci�o
que �es invariant per a la simetria S� � S� � S� i trenca les altres dues �l�
nia
amb ratlles� Aquestes solucions no s�han trobat dominants en lloc� com es
pot comprovar a la �gura �� Malgrat no ser dominants� a partir de l�an�alisi
d�estabilitat lineal es pot donar una descripci�o de la seva geometria i din�amica
a prop de la bifurcaci�o� Aix�o ho veurem en el cap�
tol �� quan estudiem el
comportament no lineal de les solucions bifurcades�

La branca d�inestabilitats que neix de la corba n � �� representada amb
una l�
nia amb punts a la �gura �� correspon a una bifurcaci�o estacion�aria i
sobre ella el vector propi t�e simetria S� � S� amb vent U antisim�etric quatre
ordres de magnitud m�es petit que la resta de variables� Aquesta corba amb
vent neix exactament de �L�Ra� � ���	�� ����� �representada a la �gura ���
que correspon a la intersecci�o de n � � i n � �� corbes que donen la inestabilitat
prim�aria d�una i dues parelles de rolls respectivament� Les solucions a les quals
s�ha aplicat l�an�alisi s�on estables per sobre la corba i per sota� inestables� En
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Figura �� Ra en funci�o de L per les branques d�estabilitat marginal que neixen
de la intersecci�o de n � � i n � �� Corresponen a una bifurcaci�o estacion�aria�
La corba amb punts mant�e S� � S� i la corba amb ratlles mant�e S� � S� � S��

aquesta intersecci�o tamb�e neix una corba tal que sobre ella el vector propi �es
invariant per a S� � S� � S� amb vent U amb un per�l sim�etric� representada
amb ratlles a la �gura �� Per�o aquesta corba queda per sota de l�altra i no �es
mai dominant� En aquesta intersecci�o es produeix a m�es una resson�ancia ���
de dos estats purs� tal com hem de�nit al cap�
tol ��

El diagrama d�estabilitat que presentem a les �gures � i � no es pot allargar
per mides de caixa m�es grans que L �

� � pel fet que en aquesta zona no podem
trobar solucions estacion�aries invariants per a G que siguin estables�

��
 Discussi�o

Hem vist que per a � � ��� per mides de caixa relativament petites L �
� ����

i per valors de Rayleigh grans una parella de rolls presenta una inestabilitat
secund�aria deguda a pertorbacions que contenen velocitat mitjana no nul�la
amb un per�l antisim�etric � per�o mai sim�etric�� La transici�o d�una parella de
rolls a una soluci�o amb vent es produeix via una bifurcaci�o de Hopf� Al treball

�	



en convecci�o �D amb condicions de contorn lliures de Howard � Krishnamurti
��	��� � que notem H�K�� � es dedueix un model d�equacions d�amplitud que
admet solucions amb vent amb per�l antisim�etric� La bifurcaci�o que s�obt�e
�es estacion�aria� Malgrat tenir condicions de contorn diferents quan refem els
calculs amb un coe�cient de Fourier � per tal de comparar amb el model de
H�K�� � obtenim una bifurcaci�o estacion�aria i no de Hopf� Al cap�
tol �� secci�o
�� dedu�
m un model ampliat del de H�K�� que d�ona suport a la bifurcaci�o de
Hopf que obtenim�

S�ha trobat una branca d�estabilitat tamb�e invariant per a la simetria S��S�
amb vent no nul a prop del valor cr�
tic �Lc� Rac�� Aquesta branca presenta una
bifurcaci�o estacion�aria� La velocitat mitjana del vector propi �es quatre ordres
de magnitud m�es petita que la resta de variables a difer�encia de la velocitat
mitjana del vector propi sobre la branca d�estabilitat per valors del Rayleigh
superiors� la qual �es un o dos ordres de magnitud m�es petita� �Es una corba que
neix exactament de �L�Ra� � ���	�� ������ la intersecci�o entre n � � i n � �
�inestabilitat prim�aria d�una i dues parelles de rolls respectivament�� Per sota
aquesta branca una parella de rolls �es inestable� per sobre �es estable�

Els c�alculs no lineals que hem fet prop d�aquesta branca donen suport a
pensar que la bifurcaci�o que trobem �es subcr�
tica� Els calculs s�han dut a terme
mitjan�cant el codi num�eric que expliquem al seg�uent cap�
tol� Ens hem situat
a prop de la corba marginal� hem partit de la soluci�o estacion�aria amb una
parella de rolls pertorbada amb el vector propi que d�ona la inestabilitat� Per
valors del temps su�cientment grans la velocitat mitjana es fa zero i el sistema
evoluciona a una soluci�o estacion�aria amb m�es d�una parella de rolls id�entiques�
Hem provat per a un contenidor de longitud L � ��� i Ra � ����� per a aquesta
L la bifurcaci�o es produeix a Ra � ������� i per a un contenidor de longitud
L � ��� i Ra � ����� i en aquest cas el valor sobre corba cr�
tica �es per a
Ra � ������� En tots dos casos la soluci�o pertorbada evoluciona a una soluci�o
estacion�aria amb dues parelles de rolls id�entiques�

Una corba com aquesta tamb�e ha estat trobada en convecci�o en un medi
por�os amb condicions de contorn lliures � de la Torre � Busse �		��� L�anomenen
inestabilitat monot�onica amb d � � i est�a relacionada amb una resson�ancia
���� Els c�alculs que han dut a terme prop d�aquesta corba mostren com una
parella de rolls evoluciona a tres parelles de rolls�

Resultats similars tamb�e han estat trobats als treballs de Busse � Or ��	����
Armbruster ��	��� on dedueixen un model d�equacions d�amplitud que estudia
la resson�ancia ��� en convecci�o �D amb condicions de contorn lliures� �xada L �

�
��	�� per causa de la interacci�o no lineal dels dos estats purs amb nombres d�ona
� i �� existeix un n�umero de Rayleigh pel qual apareixen solucions h�
brides amb
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U �� � amb un per�l sim�etric� S�on solucions que apareixen via una bifurcaci�o
subcr�
tica� i per tant� s�on inestables�

El diagrama d�estabilitat no es pot continuar per a L �
� � perqu�e cap soluci�o

estacion�aria invariant per a G �es estable en aquesta zona �veure cap�
tol �� secci�o
��� �Es una situaci�o similar a la que es d�ona al treball Clever � Busse ��	�	�
en convecci�o bidimensional amb id�entiques condicions de contorn ja que no els
�es possible calcular una soluci�o estacion�aria estable amb una parella de rolls" el
m�etode convergeix a tres parelles de rolls quan �xen la periodicitat�

Al treball de Mizushima � Fujimura ��		�� justi�quen aquest comporta�
ment mitjan�cant les resson�ancies� en aquest cas� a una resson�ancia ���� Usant
un model d�amplituds que acobla les amplituds dels estats purs a� i a� amb
nombres d�ona � i �� respectivament� troben zones de l�espai de par�ametres
on a� �es inestable per�o a� �es estable� i en dedueixen que en aquesta mateixa
regi�o una parella de rolls �es inestable per�o tres parelles de rolls s�on estables�
Demostrarem al cap�
tol �� secci�o �� que s�
 que es d�ona una situaci�o similar�
en el sentit que hi ha zones on una parella de rolls �es inestable i en canvi tres
parelles de rolls s�on estables� per�o el l�
mit d�estabilitat dels rolls no ve donat
exactament pel model d�amplituds de Mizushima � Fujimura ��		���

Al treball de Nagata � Busse ��	��� en convecci�o en un pla inclinat� la
fenomenolgia �es similar� per L �

� ��� no poden trobar cap soluci�o estacion�aria
estable amb una parella de rolls per�o s�
� en canvi� una soluci�o que en cont�e dues�
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� Din	amica d�una parella de rolls


�� Equacions d	evoluci�o� discretitzaci�o

Usem la t�ecnica de Galerkin Fourier per discretitzar espacialment les equacions
d�evoluci�o tal com est�a descrita en el cap�
tol �� secci�o �� En aquest cas� a di�
fer�encia del cap�
tol anterior� usarem un m�etode pseudoespectral per a tractar
num�ericament els termes no lineals� El m�etode de Galerkin Fourier pseudo�
espectral per a calcular termes quadr�atics del tipus w�x� � u�x�v�x� utilitza
b�asicament la transformada discreta de Fourier �TDF�� a partir del coe�cients
de Fourier de u i v es calculen els corresponents valors reals mitjan�cant la TDF�
d�on es calcula w en l�espai f�
sic i una altra vegada mitjan�cant la TDF inversa
es troben per w els coe�cients de Fourier�

Sigui �U� ��� T �� una soluci�o de periodicitat L� Considerem per a U� �� i T �

els desenvolupaments discretitzats m�es generals possibles�

U�z� t� �
MX
m��

%um�t�Tm��z��

���x� z� t� �
N����X
n��N��

�n�z� t�e
in�x �

N����X
n��N��

n���

MX
m��

%�n�m�t�Tm��z�e
in�x�

T ��x� z� t� �

N����X
n��N��

i Tn�z� t�e
in�x �

N����X
n��N��

MX
m��

i %Tn�m�t�Tm��z�e
in�x�

on � � �
�L �es el nombre d�ona�
Prenem els coe�cients de Fourier de n � �N�� �ns a n � N���� i no �ns a

n � N�� per a poder implementar b�e les rutines que calculen la TDFmitjan�cant
Transformades r�apides de Fourier �FFT��

Com que �� i T � s�on funcions reals� es compleix la seg�uent relaci�o per als
corresponents coe�cients de Fourier �n � ���n i Tn � T ��n� on

� signi�ca con�
jugar� Per aix�o� nom�es cal treballar amb la meitat dels coe�cients� Prenem
n � � 
 N�� � �� i el que queda desaparellat� n � �N��� l�imposem igual a
zero� En el desenvolupament per a la temperatura hem posat una unitat ima�
gin�aria i per poder separar f�acilment la part real de la imagin�aria del problema
discretitzat�
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Usant� a m�es� el m�etode de col�locaci�o en els punts �zj � cos�
j�M� amb
j � �
M � tractant les condicions de contorn per a � com en el cap�
tol anterior
i usant la t�ecnica pseudoespectral per a calcular els termes no lineals s�obt�e un
sistema d�equacions diferencials no lineal del tipus

$y � f�y��

amb y�t� un vector real de dimensi�o ��N � ���M � �� que cont�e les parts reals
i imagin�aries dels coe�cients de Fourier� En el nostre cas� si Uj�t� �� U�zj � t��
�n�j�t� �� �n�zj � t� � �Rn�j � i �In�j i Tn�j�t� �� Tn�zj � t� � TR

n�j � i T I
n�j� hem

ordenat y�t� com

y�t� � �U�� ���� UM��� T
R
���� ���� T

R
��M���

���� �Rn��� ���� �
R
n�M��� T

I
n��� ���� T

I
n�M��� �

I
n��� ���� �

I
n�M��� T

R
n��� ���� T

R
n�M���

	n

� � ���

amb n � �
N��� ��
Per a aquests tipus de sistemes que provenen d�equacions de difusi�o�advecci�o

�es convenient separar de f�y� la part lineal de la no lineal �Canuto et al� �	����
Posem el sistema d�equacions que integrem com

$y � Ly� F �y��

amb L � Df���� i F ��� � �� El terme lineal o de difusi�o acostuma a donar
car�acter sti� a les equacions i� per tant� �es convenient resoldre�l impl�
citament�
en el nostre cas hem usat el m�etode d�Euler impl�
cit� Per al terme no lineal
o advectiu �es su�cient amb un m�etode expl�
cit� i en aquest cas hem escollit el
m�etode d�Addams�Bashforth� De la combinaci�o de tots dos en resulta el seg�uent
esquema d�integraci�o�

yi�� � yi ��tLyi�� �
�t

�
��F �yi�� F �yi�����

on �t �es el pas de temps i yi �� y�i�t��
Conegut yi� F �yi��� calculem yi�� resolent en forma triangular el sistema

d�equacions

�I ��tL�yi�� � yi �
�t

�
��F �yi�� F �yi�����

Nom�es cal descomposar �I ��tL� en forma LU una sola vegada abans de co�
men�car la integraci�o� Aquesta matriu �es diagonal per blocs perqu�e aix�
 ho �es
L� un bloc per a cada n de dimensi�o ��M � ��� i per tant� nom�es cal descom�
posar en forma LU cadascun d�aquests blocs� Aix�o fa que resoldre el sistema
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Ra C � B ��	��� M � F ��		��

���� ����� �����	� �����	�
���� ����� ������� �������
���� ����� ������� �������
���� ����� �����		 �����	�
����� ����� �����	� �������
����� ����	 ������� �����	�
����� ����� ������� ����	��
����� ���	� ������� ����	�	

Taula �� El n�umero de Nusselt per diferents Ra�

Ra N � �� N � �� N � ��

���� �����	� �����	� �����	�
���� ������� ������� �����	�

Taula �� El n�umero de Nusselt per diferents Ra i N �

d�equacions sigui m�es f�acil" s�integra per separat per cada n i un cop calculats
tots els coe�cients de Fourier es calcula yi�� i els termes no lineals F �yi���� i
s�itera�

Per a la descomposici�o usem el m�etode de Crout com un esquema compacte
de l�eliminaci�o Gaussiana� de manera que no �es necessari guardar c�alculs de
passos intermedis� Primer calcula la primera �la de la matriu triangular supe�
rior i la primera columna de matriu triangular inferior i seguidament la segona
�la de la superior i la segona columna de la inferior i aix�
 successivament�

Abans de mostrar els resultats compararem els nostres resultats num�erics
amb els de Clever � Busse ��	��� i Mizushima � Fujimura ��		��� que notarem
C�B���� i M�F�	��� A la taula � comparem els valors del n�umero de Nusselt
per � � � �aigua� al n�umero d�ona cr�
tic �c � ������ En els dos treballs
calculen les solucions estacion�aries directament usant un m�etode de c�alcul de
zeros� Els nostres resultats �la darrera columna� s�han obtingut a partir de
solucions calculades amb el codi num�eric que integra i que acabem d�explicar�
Hem considerat �t tals que el Nu tingui cinc decimals exactes� Hem calculat
amb N � �� i M � ��� Els resultats de M� F�	�� s�on per a N � �� i M � ���

A la taula � comparem els nostres resultats per a diferents resolucions�
M � ��� N � ��� �� i ���

Pel que fa als c�alculs que presentem en la seg�uent secci�o� el criteri per escollir
N i M es basa en el n�umero de Nusselt Nu� Fixant M � �� o ��� escollim
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N � ��� �� o �� �tots pot�encies de � i � per tal d�implementar les FFT� de
manera que el Nu vari�
 amb menys d�un ��� &� El pas de temps �t s�ha escollit
independentment de N i M de manera que refent els calculs amb �t�� el Nu

no canvi�
 amb m�es d�un ��� &�
Quan la soluci�o t�e depend�encia temporal� el n�umero de Nusselt que calculem

per a aquesta soluci�o �es una mitjana d�una seq�u�encia temporal Nu�t� su�cient�
ment llarga� La mitjana es calcula a partir de la FFT de la seq�u�encia prenent
el coe�cient de Fourier n � � d�aquesta transformada� Han estat su�cients
seq�u�encies amb t � � o � unitats de temps�


�� Resultats per a � � ��� Jerarquia de solucions no lineals

Fixat el n�umero de Prandtl � � ��� l�an�alisi lineal que hem presentat en el
cap�
tol anterior ens mostra com� per exemple� per a

� L � �� una parella de rolls s�inestabilitza en una soluci�o amb la simetria
S��S�� i en conseq�u�encia� amb velocitat mitjana amb per�l antisim�etric�

� L � �� una parella de rolls s�inestabilitza en una soluci�o amb la simetria
S� i� per tant� sense velocitat mitjana�

� L � �� una parella de rolls s�inestabilitza en una soluci�o que t�e totes les
simetries de G i� per tant� sense velocitat mitjana�

Totes aquestes inestabilitats es produeixen via una bifurcaci�o de Hopf� En
aquesta secci�o estudiarem la jerarquia de solucions no lineals que apareixen
augmentant el n�umero de Rayleigh� Ho farem per a aquestes tres mides de la
caixa peri�odica� L � �� �� �� que s�on representatives de la din�amica no lineal per
a aquest n�umero de Prandtl�

Tot i que no �es dominant cap inestabilitat amb velocitat mitjana amb un
per�l sim�etric� a partir de l�an�alisi lineal mostrarem tamb�e com seria la din�amica
d�una soluci�o a prop d�aquesta bifurcaci�o�


���� Cas L � �

Hem calculat les solucions amb una resoluci�o est�andard de N �M � ��� �� i
�t � �������

Comen�carem per una caixa peri�odica de longitud L � �� La �gura � ens
resumeix el comportament de les solucions augmentant el n�umero de Rayleigh�
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Figura �� N�umero de Nusselt en funci�o del Rayleigh per a solucions amb L � ��

Hem representat el n�umero de Nusselt en funci�o del Ra� i podem veure que es
troben tres tipus de solucions�

El 
ux �es estacionari invariant per a G �ns a Ra � ����� ��� �rombes� on
bifurca a un r�egim oscil�latori amb velocitat mitjana diferent de zero� �Es una
bifurcaci�o de Hopf amb freq�u�encia angular � � ���� que es correspon amb els
resultats obtinguts en el cap�
tol �� secci�o �� Les solucions bifurcades �quadrats�
trenquen les simetries S� i S� � S� � S� per�o encara mantenen la invari�ancia
per S� � S��

Un exemple d�aquesta nova soluci�o es pot trobar a la �gura �� per aRa � ��
���� on s�han representat les l�
nies de corrent de quatre solucions separades un
quart de per�
ode� La inclinaci�o de les funcions de corrent oscil�la amb un per�
ode
de � � ���� ���� �f � ��� � ���
 �es la freq�u�encia i � �es la freq�u�encia angular
i val � � �	�� a l�hora que s�aprimen i enxamplen� Els corresponents per�ls
de velocitat mitjana tamb�e els hem representat a la �gura �� Tenen un per�l
antisim�etic� consistent amb el fet que les solucions s�on invariants per a S��S��
i canvien de signe comprimint�se i expandint�se� En aquest cas el n�umero de
Reynolds� de�nit com Re � Umax��� �es Re � � ��gura ��� demostrant una
gran activitat� Aquestes s�on solucions que han perdut la invari�ancia per S� i
S��S��S� per�o s�on invariants per a S��S� i S��S��S��S�� on recordem que
la simetria S� �es la que trasllada en el temps la meitat del per�
ode� La soluci�o
no t�e la simetria de re
exi�o i en canvi s�
 que la t�e quan la comparem amb la
traslladada la meitat del per�
ode� Aix�
 doncs� les solucions que hem senyalat
amb un quadrat a la �gura � s�on solucions invariants per a S� � S�� S� � S� i
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Figura �� Una soluci�o amb L � � i Ra � � � ���� �a� L�
nies de corrent
corresponents a quatre instant�anies separades un quart de per�
ode cadascuna�
El per�
ode �es � � ��� � ����� �b� Els corresponents per�ls antisim�etrics de la
velocitat mitjana�
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Figura 	� La funci�o de corrent ��x� z � ���� t� corresponent a la soluci�o repre�
sentada a la �gura ��

per S� � S� � S� � S��

La din�amica d�aquesta ona es pot entendre millor a partir de la �gura 	�
on hem representat una secci�o horitzontal a z � ��� de la funci�o de corrent en
funci�o del temps� ��x� z � ���� t�� en una superf�
cie �D� A primera vista pot
ser conf�us de decidir si �es una ona estacion�aria o �es una ona viatgera� perqu�e
no hi ha cap canal permanent ni cap l�
nia de crestes� La superf�
cie �D mostra
clarament com les crestes deriven d�un costat a l�altre el temps� la qual cosa po�
dria suggerir que �es una ona viatgera que canvia de sentit �en angl�es  reversing
traveling wave � Landsberg � Knobloch �		��� No obstant� la velocitat de fase
no canvia de signe per a totes les x a la vegada� com correspondria� La simetria
de re
exi�o s�ha trencat� per�o no �es su�cient per decidir sobre la naturalesa de
l�ona�

Hem analitzat amb m�es detall l�evoluci�o temporal d�aquesta soluci�o� ens hem
�xat en el comportament de cadascun dels coe�cients de Fourier� L�evoluci�o de

�	



Figura ��� Una soluci�o amb L � � i Ra � ���� ��� en un instant donat� �a�
L�
nies de corrent �� �b� Per�l de la velocitat mitjana�

U� ��� T � ve donada per�

U �
X
lm

alme
i	�l��
�tT�m���z��

�� �
X
lnm

n�m ��
�

clnme
i	�l
�t sin n�xTm�z� �

X
lnm

n�m�
�

blnme
i	�l��
�t cosn�xTm�z��

T � �
X
lnm

n�m��
�

flnme
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X
lnm

n�m�
�

dlnme
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La desviaci�o de la temperatura� per exemple� tamb�e es pot expressar com�

T ��x� z� t� �

�


X
l

Cl��z�e
i	�l
�t

�
cos�x �


X
l

Sl��z�e
i	�l��
�t

�
sin �x

�


X
l

Sl��z�e
i	�l
�t

�
cos ��x�


X
l

Cl��z�e
i	�l��
�t

�
sin ��x� � � � � ���

on Cli� Sli s�on funcions sim�etriques i antisim�etriques respectivament� A la
pr�oxima secci�o estudiarem el car�acter d�aquesta ona amb m�es detall�

Per a Ra � �������� el sistema trenca la simetria restant S��S� �triangles
a la �gura ��� Com a conseq�u�encia� la velocitat mitjana ja no �es antisim�etrica�
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Ra � ���� f� f� �� ��
���� ���� �	�
���� ���	 �	�
���� ���� �	�
���� ���� ��� ��� ��
���� ���� ��� ��� ��
���� ���� 	�� ��� ��
���� ���� ���� ��	 ��

Taula �� Freq�uencies � i f � ���
 per a diferents Ra�

algunes l�
nies de corrent s�on obertes i t�e un 
ux de massa no nul� F �t� �R ���
����U�z� t�dz �� �� A la �gura �� representem les l�
nies de corrent en un

instant qualsevol per a la soluci�o amb Ra � ��� � ���� de la qual ens podem
adonar que hi ha algunes l�
nies que no tanquen� Tamb�e hem representat a la
�gura �� el corresponent per�l de la velocitat mitjana� F�acilment es pot veure
una lleugera asimetria i com a resultat aquesta soluci�o t�e un 
ux de massa net�

En aquesta transici�o apareix una nova freq�u�encia i com que �es incomme�
surable amb la del r�egim peri�odic ens d�ona una indicaci�o que s�obt�e un r�egim
quasi�peri�odic� Per a Ra � ����� ��� la freq�u�encia angular fonamental d�una
soluci�o no pertorbada �es �� � ���� i bifurca donant lloc a una nova freq�u�encia
�� � ��� Ambdues freq�uencies s�han mesurat per U � A la Taula � presentem
les freq�u�encies angulars � i les freq�u�encies f � ���
 per diferents valors del Ra"
f� �es la freq�u�encia principal i f� la nova freq�u�encia� La freq�u�encia principal dis�
minueix quan el Ra augmenta� mentre que despr�es de la bifurcaci�o augmenta�

A la �gura �� hem representat dues de les solucions obtingudes augmentant
el n�umero de Rayleigh des de la bifurcaci�o de Hopf� Hem representat una
seq�u�encia temporal per a la velocitat mitjana a z � ��� i el corresponent
espectre de Fourier per a Ra � �������� i per a Ra � ��������� La freq�u�encia
est�a mesurada com f � ���
� Per a Ra � ����� ��� la freq�u�encia principal �es
f� � ���� i s�aprecia clarament la nova freq�u�encia f� � ����� En la seq�u�encia
temporal es pot observar una modulaci�o per causa de l�aparici�o de f�� A la
�gura �� hem representat una seq�u�encia temporal i l�espectre de Fourier del

ux de massa per a una soluci�o amb Ra � ���� � ���� Es pot apreciar com
aquesta soluci�o presenta ja una din�amica m�es complicada�
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Figura ��� Seq�u�encies temporals de U�z � ���� t� i els corresponents espectres
de Fourier per a Ra � ����� ��� i Ra � ����� ����

Figura ��� Una seq�u�encia temporal i l�espectre de Fourier del 
ux de massa per
a Ra � ����� ����
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Figura ��� N�umero de Nusselt en funci�o del Rayleigh de solucions amb L � ��


���� Cas L � �

Hem calculat les solucions amb una resoluci�o de N �M � ��� �� i �t � �����
A la �gura �� hem representat el n�umero de Nusselt en funci�o del n�umero

de Rayleigh� com un resum de les solucions que hem trobat per a longitud de
caixa L � ��

Al principi les solucions que apareixen s�on estacion�aries� amb totes les sime�
tries del grup G � les representem amb rombes� Per a Ra � ���� ��� el sistema
presenta una bifurcaci�o de Hopf amb freq�u�encia angular � � ��	� Aquestes
noves solucions� representades amb cercles� trenquen les simetries S� � S� i
S� � S� � S�� per�o continuen essent invariants per a S��

Una seq�u�encia temporal d�aquestes solucions peri�odiques� cadascuna se�
parada un quart de per�
ode� la representem a la �gura ��� Correspon a
Ra � � � ��� i representem les l�
nies de corrent� El centre del roll oscil�la
peri�odicament entre les parets laterals i el pla mitj�a� per�o preserva la simetria
de re
exi�o� Les simetries que s�han trencat� S� � S� i S� � S� � S�� es subs�
titueixen per simetries esp�acio�temporals� S� � S� � S� i S� � S� � S� � S��
El per�
ode per a aquestes solucions �es � � ����� ���� i la freq�u�encia angular
corresponent �es � � ���� Per tant� cadascuna de les solucions de la �gura
�� que estan representades per cercles s�on invariants per a S�� S� � S� � S� i
S� � S� � S� � S��

La din�amica d�aquesta soluci�o es pot entendre millor a partir de la �gura
��� on hem representat una superf�
cie �D de la funci�o de corrent ��x� z �
���� t�� La �gura representa un interval de temps de quatre per�
odes i presenta
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Figura ��� L�
nies de corrent corresponents a quatre instant�anies d�una soluci�o
de longitud L � � i Ra � �� ��� separades un quart de per�
ode cadascuna� El
per�
ode �es � � ����� ���� i U � ��

��



Figura ��� La funci�o de corrent ��x� z � ���� t� corresponent a la soluci�o repre�
sentada a la �gura ���

la din�amica d�una ona estacion�aria� La l�
nia recta per a x � � mostra l�abs�encia
de propagaci�o�

En aquest cas tamb�e hem analitzat l�evoluci�o temporal de cadascun dels
coe�cients de Fourier� L�evoluci�o de �� T � ve donada per�

� �
X
lnm

n�m�
�

blnme
i	�l��
�t sinn�xTm�z� �

X
lnm

n�m��
�

clnme
i	�l
�t sin n�xTm�z��

T � �
X
lnm

n�m�
�

dlnme
i	�l��
�t cosn�xTm�z� �

X
lnm

n�m��
�

flnme
i	�l
�t cosn�xTm�z��

La desviaci�o de la temperatura� per exemple� tamb�e es pot expressar com�
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Figura ��� Una seq�u�encia temporal i l�espectre de Fourier de U�z � ���� t�
d�una soluci�o amb Ra � ��	�� ����
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on Cli� Sli s�on sim�etriques i antisim�etriques respectivament�

Per a Ra � ��	����� apareix una nova bifurcaci�o� en aquest cas es trenca la
simetria restant� S�� i com a conseq�u�encia es genera vent� Com que pr�eviament
s�han trencat les simetries S� � S� i S� � S� � S�� la velocitat mitjana no t�e
cap simetria vertical de�nida� Aquesta nova fam�
lia de solucions bifurcades
la representem a la �gura �� en triangles� Per aquestes solucions� sense cap
simetria de�nida� el n�umero de Nusselt ha disminuit�

Com en el cas anterior� a la transici�o tamb�e s�obt�e una nova freq�u�encia in�
commesurable� la qual cosa d�ona indicacions que variant el Rayleigh s�obtindr�a
caos via un r�egim quasi�peri�odic�

Presentem a la taula � les freq�u�encies angulars per a alguns valors del
Rayleigh� Per a Ra � ��	� � ��� les freq�u�encies principals s�on �� � ��� i
�� � ��� per a la component no pertorbada i la bifurcada respectivament� A
la taula � nom�es hem representat les dues freq�u�encies per a aquest valor del
Rayleigh perqu�e a difer�encia del cas anterior ' per a L � � ' per a valors del
Rayleigh lleugerament superiors �Ra � ��	� � ���� la soluci�o ja presenta un
comportament molt complex� A la �gura ��� per a una soluci�o amb Ra �
��	�� ���� hem representat una seq�u�encia temporal i l�espectre de Fourier de
la velocitat mitjana U�z � ����� t�� La freq�u�encia est�a mesurada com ���
�

Per a una altra d�aquestes solucions� la corresponent a Ra � ��	� � ����

��



Ra � ���� � �� �� �	

�� ��� ��� ��� ���
�� ���

Taula �� Freq�u�encies angulars � per diferents Ra�

Figura ��� Una soluci�o amb L � � i Ra � ��	�� ��� en un instant donat� �a�
Les l�
nies de corrent �� Hi ha una l�
nia de corrent oberta� i aix�
 mostra un 
ux
de massa net� �b� El corresponent per�l de velocitat mitjana�

Figura ��� Velocitat mitjana U�z � ���� t� en funci�o del temps d�una soluci�o
amb L � � i Ra � ��	�� ����

��



Figura �	� Espectres de Fourier de la velocitat mitjana U�z � ���� t� i del 
ux
de massa F �t� corresponent a la soluci�o representada a la �gura ���

representem a la �gura �� les l�
nies de corrent i el corresponent per�l de
velocitat mitjana en un instant� Es pot veure com no totes les l�
nies de corrent
s�on tancades� i per aix�o el 
ux de massa �es no nul� Aquest resultat �es consistent
amb el fet que la velocitat mitjana no t�e en particular la simetria S� � S��

Una seq�u�encia temporal de la velocitat mitjana a z � ���� tamb�e per a
Ra � ��	� � ���� la representem a la �gura ��� mostrant els canvis de signe
de U � El n�umero de Reynolds �es aproximadament � i aix�
 demostra una gran
activitat� Els espectres de Fourier per a U�z � ���� t� i F �t� s�han representat
a la �gura �	�


���� Cas L � �

Hem calculat les solucions amb una resoluci�o de N�M � ����� i �t � �������

Per a aquest valor tamb�e representem el n�umero de Nusselt en funci�o del
Ra� a la �gura ���

Per a Ra � ��� � ��� les solucions �rombes� bifurquen a noves solucions
�triangles plens� que tamb�e s�on invariants per al grup G via una bifurcaci�o de
Hopf� La freq�u�encia angular corresponent �es � � ����

Un exemple d�aquesta nova fam�
lia de solucions� per a Ra � �������� l�hem
representat a la �gura ��� Una seq�u�encia de les l�
nies de corrent� separades un
quart de per�
ode� ens mostra com es preserven totes les simetries� La difer�encia
geom�etrica amb els rolls no pertorbats �es aparent� Les l�
nies de corrent per a

��



Figura ��� N�umero de Nusselt en funci�o de Ra de solucions amb L � ��

Figura ��� L�
nies de corrent corresponents a quatre instant�anies d�una soluci�o
de longitud L � � i Ra � ���� ��� separades un quart de per�
ode cadascuna�
El per�
ode �es � � ���� ���� i U � ��

�	



Figura ��� Projeccions de les �orbites de dues solucions amb Ra � ����� i
Ra � ������

les dues seq�u�encies centrals mostren la pres�encia de quatre extrems a la l�
nia
mitjana horitzontal� Les solucions s�on invariants per al grup G� en particular
per S� i� per tant� la velocitat mitjana �es zero�

Per a Ra � ����� hem trobat un doblament del per�
ode de la soluci�o� les
freq�u�encies principals s�on f� � ��� f� � ��� A la �gura �� hem represen�
tat dues projeccions bidimensionals de les �orbites corresponents a les solucions
peri�odiques� una abans del doblament del per�
ode� per a Ra � ������ i una
altra despr�es� per a Ra � ������ Les solucions amb Ra � ����� i Ra � �����
continuen tenint el per�
ode doblat amb freq�u�encies principals aproximadament
iguals a f� � �	� i f� � ���

Malgrat tot� com en els dos casos anteriors� quan augmentem el n�umero
de Rayleigh el 
ux perd totes les simetries" la invari�ancia per S� es trenca i
apareix d�aquesta manera un camp de velocitat mitjana diferent de zero� El

ux de massa tamb�e esdev�e diferent de zero� La bifurcaci�o es produeix per a
Ra � ���� ���� Al trobar per a Ra � ����� un doblament de per�
ode sembla
que la transici�o a caos� en aquest cas� s�hagu�es de produir via una cascada
subharm�onica de doblaments de per�
ode� per�o no ens ha estat possible trobar
cap m�es doblament de per�
ode per a valors del n�umero de Rayleigh superiors�
Hem disminuit el pas de temps� hem augmentat el n�umero de Rayleigh i sempre
quan hi ha un canvi de l�estat de la soluci�o aquesta esdev�e ca�otica�
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Figura ��� L�
nies de corrent de quatre instant�anies d�una soluci�o amb L � � i
Ra � ���� ���� cadascuna separada un interval de temps de �����

Hem representat a la �gura �� les corresponents l�
nies de corrent de quatre
instants separades igualment en el temps d�una soluci�o ca�otica amb Ra � ����
���� Com esper�avem� la soluci�o no t�e cap de les simetries del grup G�


���
 Cas de la inestabilitat que desestabilitza el vent amb per�l

sim�etric

Per a � � ��� les inestabilitats secund�aries que resulten dominants s�on tres de
les quatre possibles que sabem que poden apar�eixer� per causa de l�an�alisi lineal
que s�ha fet en el cap�
tol �� Fins ara hem estudiat el comportament no lineal per
a tres casos� cadascun representatiu d�aquestes tres inestabilitats secund�aries
dominants� Tamb�e� per�o� es pot estudiar a prop de la bifurcaci�o com hauria de
ser la geometria i el comportament de la inestabilitat restant� �Es la inestabilitat
que �es invariant per a S�� S� � S� i� per tant� la que pot generar vent amb un
per�l sim�etric� Tot i que aquesta quarta inestabilitat no �es dominant� pot ser
dominant per a altres valors del n�umero de Prandtl i� per tant� el seu estudi
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Figura ��� Corbes marginals per a L � ��� ����a� Ra en funci�o de L per a
les inestabilitats secund�aries��b� Les corresponents freq�u�encies angulars �� Les
bifurcacions estan etiquetades com� UA i US per a la velocitat mitjana amb
per�l antisim�etric i sim�etric respectivament� U � � per a les solucions amb
simetria S��

��



Figura ��� Parts real UR i imagin�aria UI del vector propi per a la velocitat
mitjana per a L � � sobre la corba etiquetada amb UA a la �gura ���a��

t�e inter�es� Aquest estudi el durem a terme a partir dels resultats de l�an�alisi
d�estabilitat lineal�

A la �gura �� �a� representem un detall de les corbes d�estabilitat de la
�gura �� per a valors de L � ��� ��� A la �gura �� �b� representem les correspo�
nents freq�u�encies angulars � 'la part imagin�aria del valor propi que creua l�eix
real' de la bifurcaci�o de Hopf en funci�o de L� Per a longituds d�ona m�es grans
que L � ��	� la bifurcaci�o a una soluci�o amb vent amb un per�l sim�etric US
�l�
nia cont�
nua� es produeix per n�umeros de Rayleigh menors que la bifurcaci�o
a una soluci�o amb vent antisim�etric UA �l�
nia discont�
nua� � Malgrat tot� no
�es una bifurcaci�o dominant i domina la inestabilitat que mant�e la simetria de
re
exi�o S� �U � �� l�
nia puntejada��

Descriurem el comportament no lineal dels vectors propis amb velocitat
mitjana amb per�l sim�etric� Prendrem L � �� Ra � 	��	����� amb freq�u�encia
angular � � ������

A la �gura �� hem representat amb l�
nia cont�
nua la part real de la velocitat
mitjana� UR�z�� i amb l�
nia discont�
nua la part imagin�aria UI�z�� Aleshores la
depend�encia temporal de la velocitat mitjana a prop de la bifurcaci�o ve donada
per

U�z� t� � ��UR�z� cos�t � UI�z� sin�t��

de manera que la velocitat mitjana ser�a sim�etrica en z i oscil�lant endavant i
enrere en el temps�

A prop de la bifurcaci�o podem aproximar la funci�o de corrent� � � �� �

��



Figura ��� L�
nies de corrent corresponents a quatre instant�anies separades un
quart de per�
ode cadascuna d�una soluci�o amb L � � i Ra � 	��	� ����

��



R z
����U�z�dz� combinant la soluci�o estacion�aria ��� � amb les components del

vector propi U � UR � iUI � i �
� � ��R � i��I �

��x� z� t� � ���x� z�

���

�
���R�x� z��

Z z

����
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Z z

����
UI�z�dz� sin�t

�
�

���
on � �es l�amplitud de la pertorbaci�o�

A la �gura �� representem per a la funci�o de corrent � una seq�u�encia de
quatre corbes de nivell cada quart de per�
ode� Aquesta soluci�o s�ha obtingut
combinant convenientment el vector propi resultant de l�estabilitat lineal amb
la soluci�o no pertorbada� El vector propi s�ha calculat sobre la corba US de
la �gura ���a�� L�amplitud de la pertorbaci�o s�ha escollit de manera que les
simetries del sistema es detectin� Tal com s�esperava� cada corba de nivell �es
invariant per a S��S��S�� A m�es les simetries que s�han perdut� S� i S��S��
han estat substitu�
des per S� � S� i S� � S� � S�� les quals inclouen simetria
temporal�

Si de�nim el grup de simetries G� � fI� S��S��S�� S��S�� S��S��S�g�
aquesta nova soluci�o �es invariant per a G� a prop de la inestabilitat� per�o �es
d�esperar que s�hi mantindr�a �ns a la seg�uent bifurcaci�o� de manera similar al
comportament de les solucions amb L � � i L � ��


�� Models d	equacions d	amplitud

La inclinaci�o dels rolls que obtenim per a L � � �es consistent amb la que ob�
tenen en el model d�equacions de Howard � Krishnamurti ��	���� En aquest
model� la velocitat mitjana s�obt�e a partir de la interacci�o de dos modes amb
id�entic nombre d�ona fonamental i acoblats verticalment� �es a dir� amb pari�
tats diferents� A difer�encia dels resultats que nosaltres obtenim� Howard �
Krishnamurti obtenen una bifurcaci�o a vent que �es estacion�aria� Aquest model
l�estudiarem en aquesta secci�o en l�apartat A�

La inclinaci�o dels rolls tamb�e pot ser deguda a les resson�ancies� en particular�
a la resson�ancia ��� de dos estats purs �Busse � Or �	���� �es a dir� a la interacci�o
de dos modes amb nombres d�ona � i �� amb la mateixa paritat vertical� Les
solucions amb vent que es generen apareixen via una bifurcaci�o estacion�aria�
Aquest model tamb�e el revisarem en aquesta secci�o� a l�apartat B�

��



Aquests s�on dos models diferents que generen velocitat mitjana�
A l�apartat C deduirem formalment un altre model� que tamb�e genera velo�

citat mitjana� amb una t�ecnica semblant a la de Crawford � Knobloch ��		��
i Knobloch � Guckenheimer ��	���� Encara que el model es deduir�a usant
una t�ecnica que ' estrictament parlant' �es nom�es v�alida en el l�
mit de petites
amplituds� demostrar�a ser extremament �util per tal d�entendre la din�amica�
Les equacions que deduirem estan pensades per modelar la din�amica del sis�
tema f�
sic de manera que reprodueixin els resultats de les nostres simulacions
num�eriques� en particular� que permetin obtenir vent via una bifurcaci�o de
Hopf� El punt de partida ser�a l�an�alisi d�estabilitat fet en el cap�
tol �� Per
simplicitat� referirem tota la discussi�o a la desviaci�o de la temperatura T � de
la de l�estat conductiu perqu�e �es un escalar� al contrari de la funci�o de corrent
que �es pseudoescalar ' �es a dir� el signe canvia sota la re
exi�o del sistema de
coordenades� Les equacions que deduirem es poden obtenir a partir d�ambdues
variables� per�o la formulaci�o �es m�es senzilla per T ��

A� Dos modes amb acoblament vertical

Comencem prenent la seg�uent expansi�o per la desviaci�o de la temperatura�
que generalitza el model dedu�
t per Howard � Krishnamurti ��	����

T � �
h
A�e

i�xC�z� � A�e
i�xS�z�

i
� c�c� � � � � � ���

on Aj j � �� � s�on amplituds complexes� � �es el nombre d�ona fonamental�
c�c� �es el complex conjugat� C�z� i S�z� s�on els vectors propis sim�etrics i anti�
sim�etrics pel problema de convecci�o linealitzat i els termes d�ordre m�es elevat
es generen no linealment per una t�ecnica de pertorbacions de petita amplitud�
Suposarem ��� sense demostraci�o i procedirem formalment� sense cap derivaci�o
expl�
cita dels coe�cients de les equacions d�amplitud�

Les amplituds de ��� han de complir un sistema d�equacions diferencial
$Aj � fj�A�� A��� j � �� �� on ffjg s�on funcions complexes anal�
tiques� Aquest
sistema ha de ser invariant per a trasllacions cont�
nues i per al grup G� L�acci�o
d�aquestes transformacions sobre les amplituds �es com segueix� Una trasllaci�o
donar�a lloc a l�acci�o

�a � Aje
i�x � Aje

i��x� a�� j � �� �

d�on
�a � �A�� A��� �A�e

i�a� A�e
i�a�� �����

mentre que les simetries S� i S� � S� donen lloc a les accions�

S� � �A�� A��� �A��� A
�
��� �����

��



S� � S� � �A�� A��� �A����A
�
��� �����

S� � S� � S� � �A�� A��� �A���A��� �����

El sistema m�es general invariant per a les transformacions ��� �es�
$A� � ��A� � ��A

�
�A

�
� � O�jAj���

$A� � ��A� � ��A
�
�A

�
� � O�jAj���

���

amb �j � �j� � �j�jA�j
� � �j�jA�j

�� ��� � �� ��� � � i tots els coe�cients de
��� reals�

Sigui A� � A�� A� � � una soluci�o estacion�aria que bifurca de l�estat con�
ductiu� Aleshores ��� � ���jA�j

� � �� Si linealitzem ��� al voltant d�aquesta
soluci�o obtenim el seg�uent sistema d�equacions diferencials per a les pertorba�
cions �

$A�� � ���A��A�A
��
� �A��A

�
���

$A�� � ���� � ���jA�j
��A�� � ��A

�
�A

��
� �

que es pot posar en termes dels invariants per a trasllaci�o v� � A��A
�
�� v� � A��A

�
�

i s�obt�e �
$v� � ���jA�j

��v� � v����
$v� � ���� � ���jA�j��v�� � ��jA�j�v���

���

L�estabilitat d�aquestes equacions es separa en dues equacions� una per a cada
amplitud� Prenent vj � xj � iyj a ��� amb x i y reals� �es f�acil provar que el
problema de valors propis �es sim�etric� els valors propis s�on reals i la bifurcaci�o
�es sempre estacion�aria� Per tant� ��� no pot descriure cap de les bifurcacions
de Hopf que hem trobat num�ericament� Com un test complementari� hem fet
c�alculs num�erics expl�
cits usant un sol mode de Fourier en les equacions del
cap�
tol � i la bifurcaci�o s�ha trobat estacion�aria� mentre que quan prenem m�es
modes es converteix en Hopf� Tot i que el model de Howard � Krishnamurti
��	��� �es per a unes altres condicions de contorn que les que nosaltres estudiem�
no sembla pas que aquesta sigui la causa de la difer�encia en el car�acter de la
bifurcaci�o�

B� Resson�ancia ���

El segon candidat conegut que desestabilitza vents �es una resson�ancia ���
d�estats purs� Prendrem per T � l�expansi�o

T � �
h
A�e

i�xC�z� � A�e
�i�xC�z�

i
� c�c� � � � � � ���

on Aj j � �� � s�on amplituds complexes i C�z� �es el vector propi sim�etric pel
problema de convecci�o linealitzat�
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De ��� una trasllaci�o cont�
nua dona lloc a l�acci�o

�a � �A�� A��� �A�e
i�a� A�e

�i�a�� ���

i l�acci�o de les simetries �nites S� i S� � S� ve donada per ����� i ������
El sistema m�es general invariant per a les transformacions ���� ����� i �����

�es �
$A� � ��A� � ���A

�
��

�A�
� � O�jAj���

$A� � ��A� � ��A
�
�A

�
� �O�jAj���

���

amb �j � �j� � �j�jA�j
� � �j�jA�j

�� i �j�i constants� Aquest sistema va ser
dedu�
t per primera vegada quan s�analitzava la resson�ancia ��� a Armbruster
��	����

El sistema linealitzat de ��� es pot posar en termes dels invariants per a
trasllaci�o v� � A��A

�
�� v� � A���A

�
��

���
$v� � ���jA�j��v� � v����
$v� � ���� � ���jA�j

��v� � ��jA�j
�v���

Com en l�apartat A es pot veure f�acilment que A� � A�� A� � � no pot admetre
una bifurcaci�o de Hopf�

C� Un model d�equacions m�es general

Cap dels dos models anteriors no pot donar una bifurcaci�o de Hopf� tal
com esperem dels nostres resultats num�erics� La implicaci�o �es que cap dels
models anteriors no pot descriure les nostres corbes d�estabilitat� Per tant�
desenvolupem T � de manera tal que es permeti cadascun del trencaments de
simetries�

T �
h
A�e

i�xC��z� �A�e
i�xS��z� � A�e

�i�xC��z� � A�e
�i�xS��z�

i
� c�c� � � � � �

���

on fCjg i fSjg s�on funcions sim�etriques i antisim�etriques respectivament� les
quals compleixen les condicions de contorn�

L�expansi�o ��� inclou les tres components diferents de ��� i ���� A�� A�� i
A�� a m�es d�una quarta component� A�� que s�inclou per consist�encia� Veurem
m�es endavant que aquest �es el m�
nim conjunt d�amplituds que es necessita
per descriure les quatre inestabilitats secund�aries que ens apareixen en l�an�alisi
d�estabilitat� L�esperan�ca� recolzada pels c�alculs num�erics� �es que qualsevol
altre terme incl�os a ��� pot ser generat no linealment� La guia per a aquesta
elecci�o ha estat el fet de saber que l�operador lineal que d�ona l�estabilitat pot
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factoritzar en quatre� tal com expliquem en el cap�
tol �� tres d�ells invariants
per a cadascun dels elements no trivials de G i el quart invariant per a tot el
grup G�

L�acci�o de cada simetria pot deduir�se com en els casos anteriors� i obtenim�

�a � �A�� A�� A�� A��� �A�e
i�a� A�e

i�a� A�e
�i�a� A�e

�i�a�� �	���

S� � �A�� A�� A�� A��� �A��� A
�
�� A

�
�� A

�
��� �	���

S� � S� � �A�� A�� A�� A��� �A����A
�
���A

�
�� A

�
��� �	���

S� � S� � S� � �A�� A�� A�� A��� �A���A���A�� A��� �	���

Escrivim els invariants fonamentals per trasllaci�o per tal de deduir l�equaci�o
d�evoluci�o� S�on

uj � jAj j
�� j � �� ���� �� eu� � A�A

�
��

u� � A�
�A

�
�� eu� � A�

�A
�
��

u� � A�
�A

�
�� eu� � A�

�A
�
��

u� � A�A�A
�
�� eu� � A�A�A

�
��eu� � A�A

�
��

i els seus complexs conjugats fu�j � j � � 
 �g i feu�j � j � � 
 �g� on hem
indicat amb una tilde els invariants que canvien el signe per a la simetria �	����
I el sistema m�es general invariant per a trasllacions i pee al grup de simetries
G pot escriure�s com	


�


�

$A� � ��A� � ��A�A
�
� � ��A�A

�
� � e��A� � e��A�A

�
� � e��A�A

�
� �O�jAj���

$A� � ��A� � ��A�A
�
� � ��A�A

�
� � e��A� � e��A�A

�
� � e��A�A

�
� �O�jAj���

$A� � ��A� � ��A�A� � e��A� � e��A�
� � e��A�

� �O�jAj���
$A� � ��A� � ��A

�
� � ��A

�
� � e��A� � e��A�A� �O�jAj���

����
on els coe�cients f�j � �j� �j � j � �
 �g s�on funcions dels invariants� els quals

s�on parells per la transformaci�o �	���� Els coe�cients fe�j � e�j � e�j � j � � 
 �g
s�on tamb�e funcions dels invariants� per�o s�on senars per la transformaci�o �	����
La simetria �	��� tamb�e s�ha d�imposar� aleshores els coe�cients en l�expressi�o
�nal seran constants�

C�� Estabilitat

El sistema ���� admet una soluci�o estacion�aria A� � A�� Aj � �� j � �� �� ��
Linealitzem al voltant d�aquesta soluci�o amb pertorbacions A�j � j � � 
 �� A
partir de ����� tenint en compte els invariants fonamentals� l�equaci�o linealitzada
per

�	



� $A�� cont�e els termes A��� A
�
�A

��
� � A

�
�A

�
� i A�

�A
��
� �

� $A�� cont�e els termes A��� A
�
�A

��
� � A

�
�A

�
� i A�

�A
��
� �

� $A�� cont�e els termes A��� A
�
�A

��
� � A�A

�
� i A�

�A
��
� �

� $A�� cont�e els termes A��� A
�
�A

��
� � A�A

�
� i A�

�A
��
� �

El problema lineal resultant s�escriu millor en termes dels invariants per a tras�
llaci�o fvj � A�jA

�
�� j � �� �g i fvj � A�j�A

�
��

�� j � �� �g� El sistema es separa
en dos sistemes diferents� El primer �es�

$v� � a�v� � b�jA�j
�v�� � c�v� � d�jA�j

�v���
$v� � a�jA�j

�v� � b�jA�j
�v�� � c�v� � d�jA�j

�v���
������

i el segon �es �
$v� � a�v� � b�jA�j�v�� � c�v� � d�jA�j�v���
$v� � a�jA�j�v� � b�jA�j�v�� � c�v� � d�jA�j�v���

������

Cada coe�cient �es ara una constant real� La separaci�o entre ������ i ������ �es
una conseq�u�encia �obvia de la simetria �	����

El problema de valors propis per ���� pot resoldre�s millor separant vj �
xj � iyj � Aquesta separaci�o entre la part real i la imagin�aria separa els siste�
mes ���� en un total de quatre subproblemes lineals independents per fx�� x�g�
fy�� y�g� fx�� x�g i fy�� y�g� Les equacions caracter�
stiques factoritzen� Com a
conseq�u�encia� obtenim un conjunt de quatre equacions caracter�
stiques

�� � (j� �!j � �� j � �� ���� ��

Quan (j � � obtenim les corbes marginals per les bifurcacions de Hopf i les
freq�uencies v�enen donades per ��

j � !j � �� El sistema pot tenir tamb�e una
bifurcaci�o estacion�aria� sobre les corbes !j � ��

Per tant� com que el sistema factoritza� existeixen quatre fam�
lies diferents
de vectors propis de ����� cadascun associat a una corba d�estabilitat marginal
diferent�

C� � fx�� x�" x� � x� � �� yj � � �� ���� �g�

C� � fy�� y�" y� � y� � �� xj � � �� ���� �g�

C� � fx�� x�" x� � x� � �� yj � � �� ���� �g�

C� � fy�� y�" y� � y� � �� xj � � �� ���� �g�

A partir de �	� podem veure que�

��



� C� preserva tot el grup de simetries G�

� C� �es invariant per a S� � S� � S��

� C� �es exclusivament invariant per a S�

� C� �es invariant per a S� � S��

Ara queda clar que el conjunt d�amplituds ��� �es minimal� Es necesiten totes
aquestes amplituds per tal de separar en aquests quatre subespais� Per�o� a m�es�
aquest an�alisi ens mostra que cadascun d�ells acobla dues amplituds diferents�
una amb nombre d�ona � i l�altra amb nombre d�ona ��� totes dues acoblades
verticalment�

Anem a estudiar ara el comportament no lineal del roll despr�es de la bifur�
caci�o� a partir dels termes no lineals de �����

C�� Din�amica no lineal

Considerarem a A��t� � jA�jei���t� una aproximaci�o de l�amplitud dels
rolls� Veurem el comportament de la fase de A� per a la soluci�o bifurcada�
la qual es pot obtenir a partir dels termes no lineals de la primera equaci�o de

����� Per a fer�ho� observem que donada qualsevol amplitud A�t� � jA�t�jei��t�

aleshores

�jAj� $� � ��i��A� $A�A $A��� ����

Per simplicitat separarem el problema en dos�

Part I

Quan A�� � A�� � �� aleshores

A��t� � A��t� � jA�je
i���t��

A��t� � A���t��
A��t� � A���t��

on ���t� �es la fase de A� per a la soluci�o bifurcada� Podem escriure a partir de
���� l�equaci�o per a A� com

$A� � �A���A�A
�
���A

�
�A

�
��
A�A��A

�
��

���A�
�A�A

�
���A

�
�A

�
��O�jAj��� ����

on els coe�cients s�on reals i s�on funci�o dels invariants jAj j
�� j � �� �� �� Hem

truncat l�equaci�o a cinqu�e ordre en les amplituds nom�es per a mostrar els termes
importants del desenvolupament�

��



Aleshores de ���� i usant �����

�jA�j
� $�� � ��i�����A��A�A

�
� � c�c�� � ���A���

�A�
� � c�c��

�
�A�A��A
�
��

� � c�c�� � ��jA�j
�A�A�A

�
� � c�c�� � � � ���

que es pot posar en funci�o dels invariants

v� � A�A
�
�� v� � A��A

�
��

��

i obtenim

�jA�j
� $�� � ��i����jA�j

�� � ���v�v
�
� � c�c��� 
�v�v� � c�c�� � ��v�� � c�c�� � � � ���

Per tant� tant si fv�� v�g s�on reals o imagin�aris purs� $�� � �� Com a con�
seq�u�encia� sobre C� i C� no existiran ones viatgeres i els rolls no podran derivar�

Part II

En l�espai complementari A�� � A�� � � i

A� � A� � A�� � jA��t�je
i��t� � jA�je

i���t� � jA���t�je
i���t��

A� � A�� � jA���t�je
i���t��

i podem escriure l�equaci�o per $A� de ���� com

$A� � �A� � �A�A
�
� � �A�

�A
�
� � O�jAj��� ����

on els coe�cients �� �� � s�on reals i funci�o dels invariants jAj j�� j � �� �� De
���� i ���� dedu�
m

�jA�j
� $� � ��i���� � �jA�j

���A��A
�
��

� � c�c�� � � � ��� ����

Usant els invariants v� � A��A
�
�� v� � A���A

�
��

�� aleshores

A��A
�
��

� �
v��A�A

�
��

�

jA�j�
� ����

per�o A� � A��A��� d�on A��A� � jA�j
��A��A

�
� � jA�j

�� v�� i per tant� ���� es
pot expressar com

A��A
�
��

� �
v��jA�j� � v���

�

jA�j�
� ����

Segons en quin subespai estiguin v� i v�� s�anular�a o no $� de ����� Per tant� els
subespais C� i C� s�han de tractar per separat�

��



�a� Sobre C� els invariants v� i v� s�on reals� aleshores ���� �es real i com a
conseq�u�encia de ���� trobem per a la velocitat de fase la condici�o $� � � i no �es
possible la propagaci�o�

�b� Sobre C� els invariants v� i v� s�on imaginaris purs� En particular es
compleix �� � �� � 
��� i �� � ��� � 
���

Si v � i vI �es imaginari pur de�nim la funci�o signe sgn�v� � �� si vI �
�� sgn�v� � �� si vI � �� aleshores v� � i jv�jsgn�v��� v� � i jv�jsgn�v�� i
substituint a ���� obtenim

A��A
�
��

� � c�c� � �� i sgn�v��
jv�j�jA�j� � jv�j��

jA�j�
� ����

Si usem ����� l�equaci�o ���� per a la fase �es

$� � sgn�v��jv�j���
jv�j

�

jA�j�
��� �

�

jA�j�
� � � � � � ����

Si desenvolupem per Taylor en termes de v� al voltant del zero obtenim

�

jA�j�
�

jA�j�

jv�j� � jA�j�
�

�

jA�j�
� O�jv�j

��� ��	�

on suposem jA�j
� constant� De ���� i ��	� juntament amb les expressions � �

�� � ��jA�j� � ��jA�j�� � � �� � ��jA�j� � ��jA�j�� obtenim la seg�uent equaci�o
per a la fase ��t�

$� � sgn�v���� � �� �
��
jA�j�

�jv�j� O�jvj��� ����

on ��� ��� �� s�on reals� La implicaci�o de ���� �es que $� �� � i en aquest cas s�
 que
�es possible que apareguin ones viatgeres�

El segon membre de ���� �es una funci�o de les amplituds� que� si desestabi�
litzen via una bifurcaci�o de Hopf� donen lloc a una velocitat de fase oscil�lant�
Per tant� la inestabilitat invariant per a S�� S��S� �es la �unica que pot deses�
tabilitzar ones viatgeres que canvien de signe �Landsberg � Knobloch �		���

La fase ��t� de la soluci�o pertorbada es pot calcular a prop de la bifurcaci�o
prenent v� � iv�� cos�t� integrant ����� ��t� � B sin�t� amb B � ������ �
�� �

��
jA� j�

�v��� donant aix�
 una fase oscil�lat�oria a la soluci�o� A m�es� com que

A� � jA��t�jei��t� � �jA�j� ijA���t�j�e
i���t�� es compleix

��t� � �arctg
jv�j

jA�j�
� ���t� � �

jv�j

jA�j�
� ���t��

��



Si la bifurcaci�o �es de Hopf es compleix jv�j � v�� cos�t� i per tant� ���t� �
� v��
jA�j�

cos�t � B sin�t � B� sin��t � ��� El 
ux b�asic t�e� doncs� una fase ��
oscil�lant�

Ara escriurem a partir de ��� una expressi�o aproximada per a T � per a les
solucions que s�on invariants per a S� � S� � S��

T � � T�C��z� cos��x� ���t�� � T�C��z� cos�t sin��x� ���t��

�T�S��z� cos�t sin ���x� ���t�� � � � � � ������

que �es una ona viatgera amb una velocitat de fase oscil�lat�oria c � B sin�t�
Les solucions invariants per a S� es poden escriure com�

T � � T�C��z� cos�x � T� cos�tS��z� cos�x

�T� cos�tC��z� cos ��x� � � � � ������

el qual correspon a una ona estacion�aria�
Les solucions invariants per a S� � S� es poden escriure com�

T � � T�C��z� cos�x� T� cos�tS��z� sin�x

�T� cos�tC��z� sin ��x� � � � � ������

que �es una ona estacion�aria sobreposada a la parella de rolls estacion�aria�
L�estructura de les solucions invariants per al grup G es poden escriure com�

T � � T�C��z� cos�x� T� cos�tC��z� cos�x

�T� cos�tS��z� cos��x� � � � � ������

que �es una ona estacion�aria sobre la parella de rolls estacion�aria�
El mode del roll� T�C��z� coskx� modela el 
ux primari i hauria d�incloure

la resta d�amplituds� �Es per aix�o que ���� �es un model i no un sistema as�
simpt�oticament v�alid� Per tal de validar el model hem comprovat que les sime�
tries de les solucions bifurcades ���� siguin del mateix tipus que en els c�alculs
que hem fet� A m�es podem comparar les solucions del model truncat amb les del
sistema complet d�equacions en derivades parcials� les quals les hem calculat en
aquest mateix cap�
tol� Com era d�esperar� les ones estacion�aries corresponents
a ������ i ������ s�on un cas particular de les solucions ��� i ��� respectivament�
presentades a la secci�o anterior� Les ones viatgeres ������ no s�han pogut tro�
bar per a � � ��� perqu�e no �es mai dominant la bifurcaci�o que dona solucions
invariants per a S� � S� � S��

��




�
 Discussi�o

Hem vist que es poden desestabilitzar 
uxos a gran escala de diverses maneres�
Hem examinat l�estabilitat i la din�amica d�una sola parella de rolls en un domini
peri�odic� Al principi el 
ux pot trencar la simetria de re
exi�o S� o b�e donant una
inclinaci�o al roll que s�inverteix peri�odicament� la qual cosa d�ona lloc a un 
ux a
gran escala amb un per�l de la velocitat mitjana antisim�etric� o b�e deformant el
roll de manera que apareix un per�l de la velocitat mitjana sim�etric� tamb�e amb
car�acter peri�odic� encara que aquest darrer cas no l�hem trobat mai dominant�
Dels rolls tamb�e poden bifurcar 
uxos que mantinguin la simetria S�� a partir
d�una bifurcaci�o de Hopf�

En qualsevol cas� augmentant el n�umero de Rayleigh es van trencant totes
les simetries del 
ux �ns que la soluci�o perd totes les simetries i es desestabilitza
un 
ux a gran escala� Aquests r�egims estan associats amb un 
ux de massa
net� i aix�o �es important perqu�e poden no haver�se trobat si es for�ca que el 
ux
de massa sigui igual a zero� la qual cosa acostuma a passar quan s�utilitza la
formulaci�o en termes de la funci�o de corrent i es considera la funci�o de corrent
igual a zero en les superf�
cies �Clever � Busse �	����

Hem calculat la seq�u�encia de bifurcacions que trenquen les simetries per
una parella de rolls en un domini peri�odic� Pel n�umero de Prandtl examinat�
� � ��� d�una parella de rolls bifurca un 
ux a gran escala inclinant els rolls�
per�o nom�es en contenidors de longitud petita� Si la longitud �es interm�edia� els

uxos a gran escala apareixen via una bifurcaci�o terci�aria com un r�egim ca�otic
en el temps� sense cap simetria espacial ni temporal�

Hem concentrat els nostres esfor�cos en la simulaci�o de la convecci�o en tres
longituds del contenidor no gaire grans� Si la din�amica d�un sistema format
per n parelles de rolls es pogu�es obtenir replicant n vegades un sistema format
per una sola parella de rolls� els tres exemples que hem estudiat descriurien la
din�amica de qualsevol sistema amb � � ��� Per�o� com veurem en el seg�uent
cap�
tol� tenen un paper important altres simetries�

La din�amica d�un sistema amb una parella de rolls tamb�e s�ha examinat
usant un model d�ordre baix dedu�
t usant una t�ecnica formal de teoria de
grups� Aquest model demostra que cadascuna de les bifurcacions que hem
trobat num�ericament poden ser de tipus Hopf� com �es en el nostre cas� i que
estan associades a l�acoblament no lineal de modes amb nombres d�ona fona�
mental � i ��� tots dos acoblats verticalment� explicant aix�
 perqu�e els models
truncats pr�eviament estudiats no descriuen aquesta din�amica� Tamb�e prova
que cap de les bifurcacions dominants generen ones viatgeres� llevat de les que
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desestabilitzen la velocitat mitjana amb un per�l sim�etric� Per ser precisos�
s�on ones amb una fase oscil�lat�oria� i aix�
 canvien peri�odicament el sentit de
la propagaci�o� Aquesta din�amica oscil�lat�oria per patrons amb rolls s�ha pogut
observar en Massaguer ��		�� usant una din�amica de fases no lineal� Aix�
� la
deriva de rolls podria apar�eixer en la convecci�o bidimensional per un rang de
par�ametres convenient� La migraci�o de rolls s�ha observat en experiments en

uids amb n�umero de Prandtl baix �Willis � Deardor� �	����

El sistema que estem descrivint en aquest treball pertany a una fam�
lia
de problemes que darrerament ha rebut molta atenci�o� Per a molts d�aquests
problemes� el trencament de la simetria de re
exi�o S� en una bifurcaci�o de Hopf
�es una condici�o su�cient per a generar ones viatgeres �Landsberg � Knoblock
�		�� Proctor � Weiss �		��� Aquest �es el cas� per exemple� de la convecci�o
compressible o de la magnetoconvecci�o �Matthews� Proctor � Rucklidge �		���
per�o com hem vist en la secci�o anterior apartat C� el trencament de la simetria
de re
exi�o pot no ser su�cient per desestabilitzar ones viatgeres en sistemes
�D� A una conclusi�o similar s�arriba en Knobloch ��		��� En el nostre cas� per
causa de les condicions de contorn existeix paritat vertical� condici�o per a la
invari�ancia de la simetria puntual S��S�� i aquesta invari�ancia restringeix m�es
que no pas la de re
exi�o� S�� Podem veure en la secci�o anterior en l�apartat C�
part I� com la simetria puntual imposa un valor constant en la fase de trasllaci�o�
i per tant� impedeix qualsevol ona viatgera� Seguint la notaci�o de Rucklidge
� Matthews ��		��� quan en una bifurcaci�o de Hopf es trenca la simetria de
re
exi�o� s�anomenen  pulsating waves quan descrivim oscil�lacions en les quals
els rolls tenen la simetria puntual� de manera que aquests no viatgen ��gura ��
i s�anomenen  direction�reversing travelling waves quan descrivim oscil�lacions
en les quals els rolls trenquen la simetria puntual i per tant viatgen endavant i
enrrera ��gura ����

La geometria i din�amica trobades per longituds de contenidor menors� L �
�� �es consistent amb alguns resultats obtinguts amb condicions de contorn lliure
i n�umero de Prandtl petit� � � �� �Finn �		��� convecci�o compressible i mag�
netoconvecci�o �Rucklidge � Matthews �		��� Es diferencien en el fet que la
segona bifurcaci�o �es estacion�aria� seguida d�una tercera de tipus Hopf�

La inclinaci�o peri�odica dels rolls observada en els experiments de Willis �
Deardor� ��	��� amb caixes de longitud gran i � � �� fa con�ar en els nos�
tres resultats� Per�o la bifurcaci�o que es troba en els experiments de Howard �
Krishnamurti ��	��� �es estacion�aria� malgrat que t�e el n�umero de Prandtl simi�
lar al nostre� El fet que aquest darrer experiment es produeix en un contenidor
amb contorn a dalt i a baix diferent� i que aix�
 trenca la paritat vertical� no
ajuda a comparar� Per�o cal remarcar que en cap de les simulacions num�eriques
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de convecci�o en 
uids compressibles� �es a dir� amb trencament de la paritat
vertical� no s�hi han trobat canvis de signe de la velocitat mitjana �Hurlburt�
Toomre � Massaguer �	��� Ginet � Sudan �	���� i per tant� les bifurcacions
no s�on de tipus Hopf� Si el sistema nom�es t�e la simetria S�� aquesta no �es una
restricci�o su�cient per for�car les resson�ancies que generen el nostre sistema�

��



��




 Estabilitat lineal de n parelles de rolls

��� Introducci�o

En els cap�
tols anteriors ens hem centrat en l�estudi dels rolls convectius amb
longitud d�ona fonamental a sotmesos a pertorbacions d�id�entica periodicitat�
Hem resolt el problema considerant un contenidor de longitud L � a� hem
calculat solucions estacion�aries que contenen una sola parella de rolls i n�hem
analitzat l�estabilitat lineal �cap�
tol �� i la din�amica no lineal �cap�
tol ��� De
manera an�aloga es poden estudiar els rolls amb longitud d�ona fonamental a
sotmesos a pertorbacions de periodicitat na� Aix�o �es equivalent a considerar el
problema en un contenidor de longitud L � na i analitzar la din�amica de les
solucions que contenen n parelles de rolls id�entiques� cadascuna de longitud a�

En aquest cap�
tol analitzarem l�estabilitat lineal d�aquestes solucions enfront
de pertorbacions de periodicitat na� Direm que estudiem l�estabilitat d�un
clonatge format per n parelles de rolls id�entiques de longitud d�ona fonamental
a�

L�an�alisi d�estabilitat de n parelles de rolls necessita d�un nou estudi perqu�e
admet m�es simetries de les que admet el problema amb una sola parella de
rolls� En aquest cas� les solucions peri�odiques formades per n parelles de rolls
id�entiques s�on solucions tals que cada parella �es invariant pel grup de simetries
G �de�nit en el cap�
tol �� prenent L � a�� I a m�es� per tal de garantir el clonatge�
s�on solucions invariants per trasllacions en direcci�o horitzontal de longitud a�
�a�

Podem classi�car les pertorbacions en dos tipus diferents� les que mantenen
el clonatge i les que el trenquen� Les primeres s�on invariants per la simetria
�a i� per tant� s�on pertorbacions peri�odiques de periodicitat a� En aquest cas�
les corbes d�estabilitat per a una soluci�o amb n parelles de rolls id�entiques�
cadascuna de longitud a� es poden recuperar a partir de les corbes d�estabilitat
per a una sola parella de rolls de longitud L � a� Per tant� analitzar l�estabilitat
de n parelles de rolls considerant pertorbacions que mantenen el clonatge �es
equivalent a resoldre l�an�alisi d�estabilitat per a una parella de rolls� el qual ja
est�a resolt en el cap�
tol �� Veurem que aquestes s�on les �uniques pertorbacions
que poden generar velocitat mitjana�

En aquest cap�
tol� �xem un domini peri�odic de longitud L � na i ens cen�
trem en l�an�alisi d�estabilitat de les solucions formades per n parelles de rolls
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id�entiques enfront de pertorbacions de periodicitat L que trenquen aquest clo�
natge� Segons la teoria de Floquet i tenint en compte les simetries del sistema�
veurem com l�an�alisi d�estabilitat podr�a factoritzar en n�� problemes de�nits
en un domini peri�odic de longitud a�

L�an�alisi num�erica es duu a terme mitjan�cant t�ecniques espectrals i es pre�
senten les corbes d�estabilitat pel n�umero de Prandtl � � �� i per a diferents
clonatges�

Veurem� a m�es� com fer una an�alisi m�es general dels rolls convectius� �es
a dir� considerar qualsevol pertorbaci�o peri�odica� es pot entendre com obtenir
l�envolvent d�unes bandes d�inestabilitats� on cada inestabilitat desestabilitza els
rolls a solucions peri�odiques que o b�e mantenen la periodicitat del roll o b�e la
canvien a una amb periodicitat m�es gran� Hem trobat dues zones on apareixen
aquestes bandes d�inestabilitats� una per valors de Rayleigh grans i l�altra prop
del valor cr�
tic� Aquesta �ultima �es una banda d�inestabilitats d�Eckhaus� que
discutirem en detall�

Finalment� calcularem en funci�o del n�umero de Rayleigh i de la longitud del
contenidor totes les possibles solucions estacion�aries i n�estudiarem l�estabilitat�
Ho farem� en primer lloc� �xant el Rayleigh en funci�o de L i en segon lloc
�xant la periodicitat L i variant el Rayleigh� Veurem quin paper tenen les res�
son�ancies de modes d�estats purs a l�hora de decidir l�estabilitat de les solucions
estacion�aries i a l�hora de generar solucions h�
brides�

��� An�alisi d	estabilitat� Teoria de Floquet

Reescrivim les equacions fonamentals com�

	tv� F�v� �� 	x� 	z� � �� ���

amb � � �Ra� �� i v � �U� ��� T ���

A partir d�ara ometrem la variable z sempre que aix�o no indueixi a confusi�o�

Sigui v� � ��� ��� T �� una soluci�o estacion�aria de ��� tal que �es invariant pel
grup de simetries G de�nit en el cap�
tol �� amb periodicitat a�

v��x� � v��x� a��

on a �es la longitud d�ona fonamental� �es a dir� v� no �es invariant per cap
trasllaci�o de longitud menor que a�
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L�estabilitat de v� enfront de pertorbacions v� amb la mateixa longitud
d�ona fonamental� v��x�a� � v��x�� ja l�hem estudiada en el cap�
tol �� L�objectiu
d�aquest cap�
tol �es pertorbar v� amb pertorbacions de periodicitat na� v��x �
na� � v��x�� amb n �� �� D�aquesta manera l�estat pertorbat mantindr�a sempre
estructura na�peri�odica� �Es evident que aquest �es l�an�alisi d�estabilitat d�un
clonatge format per n parelles de rolls de longitud d�ona fonamental a�

Si es linealitza ��� respecte de v�� l�equaci�o per a les pertorbacions es pot
escriure com

	tv
� � L�v

��

v��x� � v��x� na��

amb n �� �� i on L� �es l�operador lineal descrit a la secci�o � del cap�
tol �� L�
commuta amb el grup de simetries G � fI� S�� S��S�� S��S�� S�g si es pren
L � a� En particular commuta amb la simetria de re
exi�o S�� �es a dir�

S�L� � L�S�� �����

A m�es� per causa de la forma de F i de la periodicitat a de v�� l�operador L�
commuta tamb�e amb la simetria �a� trasllaci�o en horitzontal de longitud a� �es
a dir�

�aL� � L��a� �����

Si expressem v��x� t� � e�tu�x�� podem eliminar el temps i obtenim el seg�uent
problema de valors propis�

�u � L�u� �����

u�x� � u�x� na�� �����

����� Invari�ancia per a �a� Teoria de Floquet

La condici�o ����� implica que el sistema linealitzat ��� �es invariant per la simetria
�a� �Es a dir� si ���u�x�� �es soluci�o de ���� aleshores ���u�x�a�� tamb�e �es soluci�o
de ���� Per demostrar�ho basta transformar ����� per �a

��au�x� � �aL�u�x��

utilitzar ������ i usar que u�x� a� � �au�x��

Per tant� �xat �� si volem que una soluci�o ���u�x�� de ��� sigui �unica� ha
d�existir una constant ( tal que�

u�x� a� � (u�x�� ���
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aleshores es compleix que u�x� �a� � (�u�x�� ����u�x� na� � (nu�x��
Per�o com que s�ha de satisfer ������ (n � �� els possibles valors de ( s�on les

arrels n��esimes de la unitat�

(m � e
�
im
n m � �� ���� n� ��

Aleshores es pot descomposar l�an�alisi d�estabilitat del problema de valors pro�
pis ��� en els n seg�uents subproblemes�

�mum � L�um� �����

um�x� a� � (mum�x�� �����

amb (m � e
�
im
n i m � �
 n� ��

El cas m � � correspon a (� � �� s�on les pertorbacions invariants per �a� les
que mantenen el clonatge� En aquest cas el problema d�estabilitat coincideix
amb l�an�alisi d�una parella de rolls �quan n � ��� que ja hem presentat en el
cap�
tol ��

Podem simpli�car ��� si es de�neix� per cada m� el canvi�

�m�x� � um�x�e
�idm�x� ���

on dm � m�n i � � �
�a� La funci�o �m�x� �es peri�odica de periodicitat a�

�m�x� a� � um�x� a�e�idm��x� a� � um�x� a�e�idm�ae�idm�x

� um�x� a�(��m e�idm�x � um�x�e
�idm�x � �m�x��

Amb el canvi ���� el conjunt format pels n problemes de valors propis ���
es pot escriure en termes de la funci�o �m com

�m�m�x�e
idm�x � L�

h
�m�x�e

idm�x
i
� �����

�m�x� a� � �m�x�� �����

La teoria de Floquet ens ha perm�es reduir el domini peri�odic de longitud L � na�
on analitzem l�estabilitat de n parelles de rolls id�entiques� a un domini peri�odic
de longitud a� Per tant� d�acord amb la teoria de Floquet� quan s�analitza
l�estabilitat d�una soluci�o estacion�aria v� peri�odica� amb longitud d�ona fona�
mental a �o n�umero d�ona fonamental � � �
�a� en un domini peri�odic de
longitud L � na� la forma m�es general de la pertorbaci�o �es

v��x� t� � ��x�eidm�xe�t� ���

amb dm � m
n � m � �
 n� � i ��x� funci�o peri�odica de periodicitat a�
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����� Invari�ancia per a S�� Valors propis doblats

Fins ara nom�es hem considerat que l�operador L� commuta amb �a� per�o tamb�e
commuta amb S�� Com a conseq�u�encia� les equacions ��� �o ���� s�on invari�
ants per a S� i veurem com el problema amb dm � m

n i el problema amb
dn�m � n�m

n � � � dm un �es transformat de l�altre per la simetria S�� Si

��m� �m�x�e
idm�x� i ��n�m � �n�m�x�e

idn�m�x� s�on solucions de ��� ambm �� �
aleshores es compleix�

��n�m � �n�m�x�e
idn�m�x� � ��m� S���m�x�e

idm�x��� �	�

Per demostrar �	�� considerem �m�x�e
idm�x funci�o pr�opia de valor propi �m

de ���� Per causa de la invari�ancia de les equacions per S�� la transformada per

S� tamb�e �es funci�o pr�opia de valor propi �m� �es a dir� si ��m� �m�x�e
idm�x�

�es soluci�o de ��� aleshores ��m� S���m�x�eidm�x� tamb�e �es soluci�o de ������ La

condici�o ����� �es immediata en aquest cas perqu�e tant �m�x� com eidm�x s�on
funcions peri�odiques de periodicitat a� A m�es� la funci�o pr�opia es pot posar
com

S���m�x�e
idm�x� � S���m�x��e

�idm�x

� S���m�x��e
�i�xei��� dm��x � S���m�x�e

i�x�eidn�m�x�

que �es exactament la funci�o pr�opia amb valor propi �m pel problema amb dn�m�
Per tant�

�n�m�x� � S���m�x�e
i�x�� �m � �n�m

i queda demostrat �	��

De fet� les solucions ��m�um� i ��n�m�un�m� de ��� veri�quen

��n�m�un�m� � ��m� S�um�� ����

perqu�e

un�m � �n�m�x�eidn�m�x � S���m�x�e
i�x�eidn�m�x

� S���m�x��e
�i�xei��� dm��x � S���m�x��e

�idm�x

� S���m�x�e
idm�x� � S��um��

Aix�
 doncs� com que les equacions ��� �o ���� s�on invariants per S�� no cal
resoldre tots els n subproblemes� basta resoldre�n n�� � �� basta fer�ho per
m � �
 n���
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Quan m � n�� i n �es parell� �es a dir� quan d � ���� �es el cas l�
mit en qu�e
coincideixen dm i dn�m � ��dm� per tant el mateix problema tant admet com a
soluci�o ���u� com la transformada per S�� i com a conseq�u�encia els valors propis
estan doblats� En particular� el cas n � � presenta el mateix comportament�

Utilitzant que L� commuta amb els altres elements de G� S� � S� i S� �
S� � S�� els quals inclouen a m�es depend�encia en z� es pot separar cadascun
dels n�� paquets en dos� de manera similar a com es fa en el cap�
tol ��

����� Uns quants exemples

Estudiem� per exemple� el cas n � �� �es a dir� pertorbem la soluci�o estacion�aria

v� de per�
ode a amb pertorbacions v��x� t� � u�x�e�t� on u�x� �es tal que u�x� �
u�x��a�� En aquest cas (m � f�� i�����ig� i el conjunt total de pertorbacions
u es pot separar en quatre subconjunts� u��u��u��u�� que compleixen� u��x�
a� � u��x�� u��x � a� � iu��x�� u��x � a� � �u��x�� u��x � a� � �iu��x�� i
que s�on soluci�o de �u � L�u�

La pertorbaci�o u� ser�a la transformada de u� per S�� A m�es� u� correspon
a pertorbacions amb n � �� i u� correspon al subconjunt de pertorbacions que
tenen periodicitat �a� u��x � �a� � (��u��x� � u��x�� i s�on exactament les
del paquet m � � pel cas n � �� En aquest cas� s�analitza l�estabilitat de v�
resolent ��� nom�es per dm � m�� amb m � �� � i ��

De la mateixa manera es poden estudiar successivament� per a diferents
valors de n� els subconjunts de pertorbacions que apareixen�

Si es calculen les corbes d�estabilitat per a succesius clonatges� n � �� �� �� ����
es repeteixen algunes an�alisis d�estabilitat� Per exemple� per al cas n � � les
pertorbacions s�on amb dm � �� �� i �

� � i per al cas n � �� ho s�on amb dm �
�� �

�� �
�
�� �

�
�� �

�
�� i �

�� � dels quals �
�� i �

�� coincideixen amb les dues pertorbacions
que es prenen per al cas n � �� i �

�� coincideix amb la que es prenen quan es
resol n � ��

����
 Corba d�estabilitat marginal per a un clonatge amb n parelles

de rolls

Fixat � i a� a partir de ��� i dels c�alculs fets en el cap�
tol �� calcularem per a cada
m � �� �
n�� quin �es el Rayleigh tal que ���m� � �� i de tots ells prendrem quin
�es el que ens d�ona la segona inestabilitat d�un clonatge amb n parelles de rolls
de longitud d�ona fonamental a respecte d�aquestes pertorbacions� Totes s�on
pertorbacions que mantenen l�estructura na�peri�odica� La pertorbaci�o m � �
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mant�e el clonatge i pot desestabilitzar vent� Quan m �� � es trenca el clonatge
de la soluci�o b�asica i no apareix vent com a soluci�o del problema lineal� per�o s�

que pot apar�eixer no linealment� En variar a� obtindrem la corba d�estabilitat
marginal corresponent a n parelles de rolls id�entiques� cada parella de longitud
a�

��� Discretitzaci�o

El m�etode que seguirem per discretitzar el problema �es el mateix que hem seguit
en el cap�
tol �� secci�o �� Calcular una soluci�o estacion�aria de periodicitat a� o
amb n�umero d�ona fonamental � � �
�a

���x� z� �
LX
l��

��l �z� sin l�x� �����

T ��x� z� �
LX
l��

T �
l �z� cos l�x� �����

usant el m�etode de Newton�Raphson�
Una vegada calculada podem aplicar l�an�alisi lineal d�estabilitat� Considera�

rem pertorbacions que trenquen el clonatge de n parelles de rolls� amb dm �� ��
Fixat n� per a cada m � �
 n��� escriurem les solucions pertorbades com�

� � �� � ��e�t � �� � ��eidm�xe�t�

T � T � � T �e�t � T � � T �eidm�xe�t�

on dm � m�n i �� i T � s�on funcions peri�odiques en x de periodicitat a� Aleshores
podem expressar

���x� z� � ���x� z�eidm�x �
L��X
l��L

�l�z�e
i�l� dm��x� �����

T ��x� z� � T ��x� z�eidm�x �
L��X
l��L

iTl�z�e
i�l� dm��x� �����

i les equacions linealitzades per les pertorbacions seran�

��� � ���� � Ra� 	xT
� � �J���� ��� � J���� ����� �����
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�T � � �T � � 	x�
� � �J���� T �� � J���� T ���� �����

on �� � �����
Les pertorbacions ��� no poden tenir velocitat mitjana diferent de zero� En

efecte� es compleix

U�z� � �	z�� � �	z

�� �

na

Z na

�

LX
l��L

�l�z�e
i�l� dm��xdx

�A

� �	z

�� LX
l��L

�l�z�
�

na

Z na

�
ei�l� dm��xdx

�A � ��

per m � � 
 n��� perqu�e s�anula �
na

R na
� ei	l�dm
�xdx � �

��

R ��
� ei	ln�m
xdx� on

ln�m �� ��
En derivar una o m�es vegades ����� i ����� � respecte de x o de z� es pot

continuar expressant de la mateixa forma� una funci�o a�peri�odica per un terme

eidm�x� Per tant� si substitu�
m ��� i ��� en ���� a ambd�os costats de les

equacions ��� s�obt�e el factor eidm�x multiplicant� que es pot eliminar� i la

resta est�a desenvolupat en s�eries de Fourier per a eil�x�
Per a x usem� doncs� un m�etode de Galerkin Fourier� Projectem ��� sobre

les funcions eil�x i obtenim per a cada l � �L 
L les seg�uents equacions�

��l � ������l � dm�
� �D���l �Ra� �l� dm��Tl � �NL�

l � �����

�Tl � �����l� dm�
� �D��Tl � �l� dm���l � �NL�

l � �����

on
�NL�

l ��� �J���� ��� � J���� ����e�idm�x� eil�x ��

i�NL�
l ��� �J���� T �� � J���� T ���e�idm�x� eil�x � �

Els termes NL�
l i NL�

l estan calculats en detall en l�ap�endix�
Per a la variable z usem un m�etode de col�locaci�o Chebyshev en els punts

�zj � cos�
j�M� per j � � 
M � Aleshores obtenim un problema de valors
propis per als coe�cients de Fourier l en els punts de col�locaci�o j � �
M � �
que es pot expressar com

�v � Amv� m � �� ����
n

�
� ���

on Am �es una matriu real i v �es un vector de dimensi�o ���L� ���M � ��� En
el codi num�eric que s�ha creat� els coe�cients s�han ordenat

vT � ���L��� ���� ��L�M��� ���� �L��� ���� �L�M���
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T�L��� ���� T�L�M��� ���� TL��� ���� TL�M����

Amb aquesta ordenaci�o �l�j �� �l�zj� es troba f�acilment en la posici�o �L�l��M�
�� � j i Tl�j �� Tl�zj� en la posici�o ��L� ���M � �� � �L� l��M � �� � j�

Per al c�alcul dels valors i vectors propis s�ha resolt ��� usant el m�etode QR
�Wilkinson �	���� reduint la matriu Am a una matriu Hessenberg superior�

Aquesta an�alisi d�estabilitat es pot contrastar calculant directament l�estabilitat
de n parelles de rolls id�entiques� Per a calcular una soluci�o estacion�aria n�
clonada que tingui longitud d�ona fonamental a nom�es cal col�locar els coe��
cients de Fourier calculats per a una parella de rolls de periodicitat a en les
posicions m�ultiples de n�

Sigui

�� � ��
� sin�x� ��

� sin ��x � ��
� sin ��x� � � �� ��

L sinL�x�

una discretitzaci�o d�una soluci�o estacion�aria de periodicitat a i n�umero d�ona
fonamental � � �
�a �per simpli�car nom�es considerem la vorticitat i ometem
la temperatura�� que representarem esquem�aticament amb cada coe�cient de
Fourier a la seva posici�o com

��
� ��

� ��
� � � � ��

L

Un clonatge de n � � rolls de longitud d�ona fonamental a es pot representar
com

� ��
� � ��

� � ��
� � � � ��

L

�es a dir�

�� � ��
� sin �%�x� ��

� sin �%�x � ��
� sin �%�x� � � �� ��

L sin �L%�x�

per %� � ���� D�aquesta manera �� continua tenint longitud d�ona fonamental
a�

Un clonatge de n � � rolls es pot representar com

� � ��
� � � ��

� � � ��
� � � � ��

L

�es a dir�

�� � ��
� sin �%�x� ��

� sin �%�x � ��
� sin 	%�x� � � �� ��

L sin �L%�x�

per %� � ���� I aix�
 successivament�
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Observem que de tots els coe�cients� l � �
 nL� nom�es caldria guardar�ne
L� que s�on els diferents de zero�

En canvi� per al jacobi�a o matriu d�estabilitat necessitar�
em treballar amb
�nL coe�cients� Es desenvoluparia cada variable� per exemple ��� com

�� �
nL��X
l��nL

�le
il%�x�

on %� � ��n �es el n�umero d�ona i na la periodicitat� Per�o reordenant ��

�� �
n��X
m��

	��
L��X
l��L

�nl�me
i�nl�m�%�x

���
es pot veure com es pot posar com una suma amb pertorbacions amb m � � i
m �� �� Les primeres �s�on les que mantenen el clonatge�� tenen els coe�cients de
Fourier zero a tot arreu llevat de les posicions m�ultiples de n� i les darreres tenen
coe�cients iguals a zero en les posicions m�ultiples de n i s�on les que trenquen
el clonatge i corresponen als n � � paquets que es troben mitjan�cant la teoria
de Floquet i que ja sabem que estan doblats�

��
 Resultats per a � � ��

��
�� Corbes d�estabilitat marginal

Presentem les corbes d�estabilitat de solucions peri�odiques que contenen n pa�
relles de rolls id�entiques en funci�o del seu n�umero d�ona fonamental � prenent
pertorbacions peri�odiques que tenen n�umero d�ona %� � ��n� Hem demostrat
com aquestes pertorbacions es poden separar en n��� � subconjunts� les quals
es poden expressar com ��� de la secci�o � d�aquest cap�
tol� Ens referim a les
diferents pertorbacions per dm � m�n o simplement per m� ambm � �� �
n���
De les possibles solucions estacion�aries nom�es calculem l�estabilitat de les que
s�on estables� Els resultats que presentem s�on per n�umero de Prandtl � � ���
S�ha considerat una resoluci�o num�erica de N � M � �� � ��� les solucions
estacion�aries s�han calculat amb N coe�cients de Fourier i l�an�alisi de Floquet
amb �N � � coe�cients i en tots dos casos M � � punts de col�locaci�o en z�

A la �gura �� presentem les diferents corbes d�estabilitat que trenquen el
clonatge de n � �� parelles de rolls � l�
nia discont�
nua�� aix�
 com la inestabilitat

	�



Figura ��� Les diferents corbes d�estabilitat que trenquen un clonatge de n � ��
parelles de rolls� En l�
nia cont�
nua la inestabilitat prim�aria�

prim�aria del r�egim conductiu �l�
nies cont�
nues� Cada corba correspon a l�an�alisi
amb pertorbacions amb dm � m��� per m � �� �� �� � i � respectivament� Com
ja s�ha vist en la secci�o �� per causa de la invari�ancia de les equacions per S�� la
corba m � � coincideix amb la m � �� la m � � amb m � �� m � � amb m � �
i m � 	 amb m � �� Per a cada m �� �� representem el n�umero de Rayleigh
tal que ���m� � � en funci�o del n�umero d�ona fonamental del clonatge� Les
bifurcacions s�on totes estacion�aries�

La corba d�estabilitat marginal per a n � �� parelles �es l�envolvent de
totes les corbes� m � � 
 � i m � �� La corba corresponent a m � �� no
apareix a la �gura �� perqu�e apareix per a valors de Rayleigh superiors� �es
la que representem a la �gura �� etiquetada per n � �� Per als � que es
representen a la �gura �� l�envolvent resulta ser la corba m � �� �es a dir� la

pertorbaci�o que inestabilitza aquest clonatge es pot expressar com ��x�eid�x

amb d � ���� i ��x� funci�o peri�odica amb n�umero d�ona fonamental �� I
la soluci�o pertorbada t�e n�umero d�ona fonamental %� � ����� Direm tamb�e
que per als � que representem a la �gura �� domina m � �� i m � � �es la
inestabilitat secund�aria o corba d�estabilitat marginal d�un clonatge format per
n � �� parelles de rolls�

Per a cada n procedim de manera an�aloga al cas n � ��� Com que repre�
sentem el Rayleigh en funci�o del n�umero d�ona fonamental del clonatge� podem

		



Figura ��� Les corbes d�estabilitat marginal de clonatges formats per n � �� �� �
i �� parelles de rolls� Representem el Rayleigh que desestabilitza la soluci�o
formada per un clonatge amb n parelles de rolls amb n�umero d�ona fonamental
�� en l�
nia discont�
nua� les inestabilitats que trenquen el clonatge de la soluci�o
b�asica" en l�
nia cont�
nua� les que mantenen el clonatge�

representar en una mateixa gr�a�ca les inestabilitats secund�aries per diferents
clonatges� variant n� A la �gura �� representem el n�umero de Rayleigh en
funci�o del n�umero d�ona fonamental � del clonatge que donen les inestabilitats
secund�aries de clonatges amb n � �� �� � i �� parelles de rolls� En l�
nia cont�
nua
s�on les que mantenen el clonatge� ja estudiades i calculades en el cap�
tol �� �es la
corba amb n � � �o equivalentment m � � per cada n�� I en l�
nia discont�
nua
s�on les que trenquen el clonatge �m �� ���

Sobre les corbes que trenquen el clonatge format per n � �� � i �� parelles
de rolls� l�estat b�asic� que t�e n�umero d�ona fonamental �� bifurca a un estat
pertorbat amb n�umero d�ona fonamental %� � ��n� perqu�e en tots els casos
domina la pertorbaci�o m � �� Per exemple� per a n � �� la corba que repre�
sentem puntejada � � �

� ���� correspon a l�envolvent de les corbes d�estabilitat
per a cada m � �� �
 � de la �gura ��� que coincideix amb la m � ��

Per a valors de Rayleigh grans es poden distingir clarament dues zones� Per
a � �

� ���� les inestabilitats per a diferents clonatges s�acumulen formant una
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banda� �Es una zona on domina� per a qualsevol n� la inestabilitat que trenca
el clonatge �m �� ��� Per�o� en canvi� per a � �

� ��� i per a cada clonatge
domina sempre la inestabilitat m � �� Tot i que no ho representem� tamb�e
s�acumula una banda d�inestabilitats per sobre n � �� i a prop d�aquesta� s�on
les corresponents als diferents m �� �� En aquesta zona� per qualsevol clonatge�
cadascuna de les parelles de rolls s�inestabilitza linealment via una bifurcaci�o de
Hopf a un estat pertorbat mantenint la simetria de re
exi�o S� de cada parella�
tal com descrivim en el cap�
tol �� Per a � � ��� �es on la corba n � �� per a
valors de Rayleigh grans� presenta una discontinu�
tat en la derivada� i �es on hi
ha un canvi d�estabilitat� Per a � �

� � �
� ��� l�estat pertorbat mant�e totes les

simetries de cada parella de rolls� i per a ��� �� � �
� ��� l�estat pertorbat nom�es

mant�e la simetria S� de cadascuna de les parelles�

En qualsevol cas� per a � � ��� els clonatges poden desestabilitzar mantenint
o trencant el clonatge� per�o en cap cas no es genera vent no nul linealment�
Mentre que les bifurcacions secund�aries que mantenen el clonatge s�on de tipus
Hopf� les que el trenquen resulten estacion�aries�

Hi ha� a m�es� una banda d�inestabilitats per valors de Rayleigh a prop
del valor cr�
tic ��c� Rac� � ������� �������� La majoria d�aquestes inestabilitats
trenquen el clonatge� De les que trenquen el clonatge en representem a la �gura
�� nom�es les corresponents a dues i tres parelles de rolls �l�
nies discont�
nues��
La que mant�e el clonatge �l�
nia cont�
nua� apareix per valors de � � �c� Dins
la regi�o compresa entre la corba n i la inestabilitat prim�aria� el clonatge format
per n parelles de rolls amb n�umero d�ona fonamental � �es inestable�

Per a una millor descripci�o� representem a la �gura �	 una ampliaci�o
d�aquesta zona� Representem les corbes d�estabilitat marginal per n � �� �� �
i � parelles de rolls en funci�o del seu n�umero d�ona fonamental� Per a cada n
calculem les corbes m � � i m � �� i a m�es per a n � �� la m � �� que de fet
�es la que correspon a prendre d � ��� i �es la m � � per n � � parelles� La
inestabilitat corresponent a n � � la notem per ��� �en l�
nia cont�
nua� mant�e
el clonatge i presenta una bifurcaci�o subcr�
tica amb U �� � amb un per�l anti�
sim�etric� A la �gura �� tamb�e hi est�a representada� �es la que representem en
l�
nia cont�
nua i neix de la corba marginal per a � � ���� Aquesta �es la corba
corresponent a la �gura � que hem analitzat en el cap�
tol ��

Entre la corba ��� i la primera inestabilitat una parella de rolls amb n�umero
d�ona fonamental � �es inestable� Aquesta ser�a la pertorbaci�o m � � per a qual�
sevol clonatge� De les m �� � domina la m � �� per a qualsevol n� D�aquestes
notem ��� i ��� a les quals desestabilitzen n � � parelles de rolls� ��� i ��� a
les quals desestabilitzen n � � parelles i ��� una de les dues que desestabilitza
n � � parelles� El criteri que hem seguit per batejar aquestes corbes ens el

���



Figura �	� Corbes d�estabilitat marginal de solucions clonades formades per
n � �� �� � i � parelles de rolls prop del valor cr�
tic ��c� Rac��

donen els valors de ���Ra� sobre la corba marginal dels quals neixen aquestes
corbes i que explicarem amb detall m�es endavant�

Per a � � �c� qualsevol d�aquests clonatges amb n � �� � i � parelles de rolls
�es inestable per pertorbacions m � �� Per a � � �c� s�ha de calcular l�envolvent
de les corbes m � � i m � � i segons els valors del n�umero de Rayleigh domina
una o l�altra�

No �es clar quina �es l�envolvent de m � � ����� i m � � ����� per a n � �
parelles de rolls i l�envolvent de m � � ����� i m � � ����� per a n � �
parelles de rolls� Presentarem els valors del n�umero de Rayleigh cr�
tic per a
n � �� �� �� � i � parelles de rolls amb n�umeros d�ona fonamental � ����� ����
���� ���� ��� i ���� En principi� la resoluci�o en qu�e s�han calculat totes les corbes
�es N �M � ��� ��� aquesta resoluci�o �es su�cient per a � � ���� Per a � ����
i ��� es necessita m�es resoluci�o per tal de comparar els diferents valors cr�
tics
entre d � � i d � ��n�

A les taules � i 	 presentem el Rayleigh cr�
tic quan s�analitzen parelles
de rolls amb n�umero d�ona fonamental �� i la corresponent longitud d�ona fo�
namental a� enfront de pertorbacions amb d � �� ��� i d � ���� A la taula
	 tamb�e es consideren pertorbacions amb d � ��� i d � ���� A la taula ��
per a cada � �o a�� presentem els valors cr�
tics del Rayleigh calculats amb una
resoluci�o de N �M � ����� a la primera �la� de N �M � ����� a la segona
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� a d � � d � ��� d � ���

���� ���� ����
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����� ����� ������	
��� ��� ������� ������� �������

������� ������� �������

Taula �� Per a cada � �i a� el Rayleigh cr�
tic amb resoluci�o N �M � ��� ���
N �M � ��� �� i N �M � ��� ���

� a d � � d � ��� d � ��� d � ��� d � ���

��� � ���� ���� ����
��� ��� ���� ���� ����
��� �� ����� ����� ����� ����� �����
��� ��� ����� ����� ����� ������ ������
��� �� 	����� 	����� 	����� 	����� 	�����
��� ��� ������� ������� ������� ������� �������

Taula 	� Rayleigh cr�
tic �Ra � ����� per diferentes mides de caixa i diferents
pertorbacions� La primera columna� amb pertorbacions amb d � �" les altres
columnes� amb pertorbacions m � � per a n � �� �� � i n � � parelles de rolls
de longitud L � na� respectivament�

�la i de N �M � �� � �� a la tercera �la� A la taula 	 per a cada � �o a�
presentem els valors cr�
tics del Rayleigh amb resoluci�o N �M � ��� ��� Per
a � � ��� domina clarament m � � sobre m � �� tant per a n � � com per
a n � �� � i � parelles de rolls amb aquesta longitud d�ona fonamental� Per a
� � ��� i ��� domina m � � sobre m � � tot i que estan molt properes� A m�es�
per a cada �� quan augmentem n la difer�encia entre els dos valors del Rayleigh
de m � � i m � � �es menor� En particular per a � � ��� pr�acticament no es
poden distingir per a cap n�

Les corbes que hem representat a la �gura �	� per a valors grans de n
tendeixen a n�eixer prop del valor cr�
tic ��c� Rac� � ������� ��������

Analitzarem l�estabilitat en aquesta zona quan� en comptes del Rayleigh
en funci�o del n�umero d�ona fonamental del clonatge� representem el Rayleigh
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Figura ��� �a� Totes les inestabilitats secund�aries de n � � parelles de rolls�
A la zona compresa entre n � � i l�envolvent de les corbes m � � ���� i ���� i
m � �� les solucions amb dues parelles de rolls s�on inestables� �b� An�alogament
per�o per clonatges formats per n � � parelles de rolls�

en funci�o de la longitud L del clonatge o longitud del contenidor peri�odic� La
longitud L del clonatge per al nostre problema �es exactament la longitud d�ona
o periodicitat de les pertorbacions que considerem� i diem que el contenidor
t�e longitud L� El r�egim conductiu desestabilitza a un clonatge format per
n parelles de rolls de longitud d�ona fonamental a �que t�e longitud L � na�
per a un valor de Rayleigh que coincideix amb el que desestabilitza l�estat
conductiu a una parella de rolls de longitud L � a� Per representar per a
cada n la corba marginal de les inestabilitats prim�aries en una gr�a�ca n�umero
de Rayleigh en funci�o de la longitud L del contenidor� nom�es cal fer r�epliques
de la inestabilitat prim�aria corresponent a una parella de rolls� reescalant L
amb nL �veure �gura ��� Notem amb una n la inestabilitat prim�aria quan les
pertorbacions que afegim a l�estat conductiu tenen periodicitat L� per�o longitud
d�ona fonamental a � L�n� L�estat pertorbat �de longitud L� �es un clonatge
format per n parelles de rolls de longitud d�ona fonamental a� D�aquesta manera
per sobre la corba n �representada amb tra�cat gruixut� s�obtenen solucions
peri�odiques de periodicitat L que contenen n parelles de rolls id�entiques�

A la �gura �� �a� representem totes les inestabilitats secund�aries de solu�
cions formades per dues parelles de rolls� Les corbes ��� i ��� corresponen a
pertorbacions amb m � �� La inestabilitat m � � �es la corba ���� La regi�o
inestable per dues parelles de rolls es troba a la regi�o compresa entre n � �
i l�envolvent de m � � i la m � �� An�alogament representem a la �gura ��
�b� totes les inestabilitats secund�aries de solucions formades per tres parelles
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Figura ��� Inestabilitats secund�aries que neixen a prop de la intersecci�o entre
n � � i n � ��

de rolls� La regi�o inestable per tres parelles de rolls est�a compresa entre n � �
i l�envolvent de les corbes m � � ����� ���� i m � �� Totes les corbes s�han
representat a partir de les de la �gura �	 reescalant�les� a la �gura �� �a�
canviant L � �
�� per �L i a la �gura �� �b� canviant L � �
�� per �L�

La notaci�o de les diferents corbes per ���� ���� ���� ���� ���� ��� �es deguda al
fet que� si representem el n�umero de Rayleigh cr�
tic en funci�o de longitud real
del clonatge �no longitud d�ona fonamental�� aquestes neixen de les interseccions
entre corbes que donen la inestabilitat prim�aria de l�estat conductiu a diferents
clonatges� Les inestabilitats secund�aries dels clonatges degudes a pertorbacions
de periodicitat L estan etiquetades per ��� o ��� perqu�e neixen a prop de la
intersecci�o entre n � � i n � �� en particular la ��� neix exactament de la
intersecci�o� etiquetades per ��� o ��� perqu�e neixen a prop de la intersecci�o
entre n � � i n � �� etiquetades per ��� o ��� perqu�e neixen a prop de la
intersecci�o entre n � � i n � �� Per exemple� quan representem una ampliaci�o
de la zona d�intersecci�o entre n � � i n � �� a la �gura ��� hi ha dues
inestabilitats que neixen a prop de la intersecci�o en forma d�uns bigotis� la ���
�pertorbaci�o m � � d�un clonatge de longitud L amb tres parelles de rolls� i la
��� �pertorbaci�o m � � d�un clonatge de longitud L amb dues parelles de rolls��

Podem representar a la vegada totes les inestabilitats de les solucions clona�
des amb n � �� �� � i � parelles de rolls� A la �gura �� representem el Rayleigh
en funci�o de la longitud L de cada clonatge� La inestabilitat prim�aria del r�egim
conductiu �l�
nia gruixuda� es desdobla quan representem el Rayleigh en funci�o
de L� Per a n parelles de rolls li correspon l�etiquetada amb n� Les inestabilitats
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Figura ��� Corbes d�estabilitat marginal de solucions clonades formades per
n � �� �� � i � parelles de rolls a prop d�on es produeix la inestabilitat prim�aria�
Representem el Rayleigh en funci�o de la longitud L del clonatge�

secund�aries dels clonatges� degudes a pertorbacions de periodicitat L� estan eti�
quetades per ���� ���� ������� i s�on les mateixes que les representades a la �gura
�	� La ��� correspon a una pertorbaci�o amb m � � i la resta a pertorbacions
m � �� Per no complicar m�es la gr�a�ca� per als clonatges amb n � �� �� �
parelles nom�es representem inestabilitats amb m � �� faltaria sobreposar�hi
la m � �� que es calcula replicant la ��� reescalant L per nL� Per a cada n�
el clonatge amb n parelles �es inestable a la zona compresa entre la corba n i
l�envolvent de les inestabilitats secund�aries corresponents� Per a n � � i n � �
ho hem representat a les �gures �� �a� i �b��
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��
�� Solucions estacion�aries i estabilitat

En aquest cap�
tol hem analitzat l�estabilitat de solucions amb v�aries parelles de
rolls� Sabem� a m�es� que coexisteixen solucions diferents amb una sola parella
de rolls � Mizushima � Fujimura �		�� i que per alguns valors dels par�ametres
una parella de rolls es pot desestabilitzar cap a una soluci�o amb m�es d�una
parella de rolls �Clever � Busse �	�	� Nagata � Busse �	��� de la Torre �
Busse �		�� Tuckerman � Barkley �		���

En aquest apartat calcularem totes les solucions estacion�aries amb una pare�
lla de rolls� Les solucions amb m�es d�una parella de rolls id�entiques s�on r�epliques
de la fam�
lia de solucions n � �� L�estabilitat� per�o� no es pot replicar" quan n
augmenta� el nombre d�inestabilitats possibles tamb�e augmenta i� per tant� els
l�
mits d�estabilitat poden variar� De fet� varien i v�enen donats per les diferents
corbes de la �gura �� que s�han trobat amb l�an�alisi de Floquet� Per tant� per
a totes les solucions coneixem l�estabilitat�

Aquest estudi el durem a terme en primer lloc �xant alguns valors del Ray�
leigh i variant L i en segon lloc �xant alguns valors de la longitud L del conte�
nidor i variant Ra�

A� Fixat el n�umero de Rayleigh

Calcularem per a Ra � ���� i Ra � ���� totes les solucions estacion�aries
amb n � �� �� �� ��� parelles de rolls en funci�o de la longitud L del contenidor i
n�analitzarem l�estabilitat�

Un treball relevant en el qual troben resultats similars als que presentarem
en aquest apartat �es el de Mizushima � Fujimura ��		��� En el treball de
Mizushima � Fujimura ��		�� es calculen les solucions estacion�aries �nom�es amb
una parella de rolls� per a diferents valors del n�umero de Rayleigh� en particular
per a Ra � ���� i Ra � ����� Per a Ra � ���� les solucions estacion�aries
coincideixen amb les que presentem� en canvi� per a Ra � ���� difereixen� Per a
calcular�ne l�estabilitat dedueixen un model d�equacions d�amplitud i extrapolen
els l�
mits d�estabilitat del model a les solucions amb rolls� Contrastant amb els
nostres resultats veurem que no es poden generalitzar els resultats d�estabilitat
del model al de l�estabilitat del problema complet� Dels resultats que presentem
tamb�e podrem deduir quines resson�ancies s�on importants en aquest problema�

Per ajudar a descriure els resultats introdu�
m l���ndex d�inestabilitat d�una
soluci�o estacion�aria que es de�neix com el nombre de valors propis positius� que
d�ona el seu an�alisi d�estabilitat �Tuckerman � Barkley �		���
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Figura ��� Fixat Ra � ����� representem j�l�z � �����j� l � �� �� � en funci�o
de L per a cadascuna de les solucions estacion�aries�

Cas Ra � ����

Per a aquest valor� representem a la �gura �� els tres primers coe�cients de
Fourier de la funci�o de corrent en valor absolut al � j�l�z � �����j� l � �� �� ��
en funci�o de la longitud L del contenidor� per a cadascuna de les solucions
estacion�aries� Aquests coe�cients s�on m�es grans que no pas la resta de la
corresponent s�erie de Fourier� Per a aquest valor de Rayleigh representem tres
fam�
lies de solucions� Dues d�elles s�on solucions de periodicitat L que contenen
una sola parella de rolls� la A i la B� les notem per n � � i les representem amb
l�
nia cont�
nua� L�altra fam�
lia de solucions� amb l�
nia discont�
nua� corresponen
a solucions peri�odiques de longitud L que contenen tres parelles de rolls� la
n � �� Aquesta es calcula reescalant la n � �� canviant la L de la corba n � �
per �L�

Variant L d�esquerra a dreta� la soluci�o amb una parella de rolls que bifurca
del r�egim conductiu �es de la fam�
lia A� Al principi b�asicament domina el primer
coe�cient de Fourier a� sobre la resta� Si seguim aquesta soluci�o n � �� per a
L �
� ���� el tercer coe�cient de Fourier a� es fa important i junt amb el primer

a� dominen sobre la resta� Aproximadament per aquest valor la fam�
lia de
solucions A retrocedeix �disminuint L�� a� i a� tendeixen a zero mentre que
a� augmenta� La fam�
lia de solucions empalma amb una amb n � � parelles
de rolls� Si seguim a� de les solucions n � �� A� comen�cant per l�esquerra�
la fam�
lia de solucions abans del punt de retroc�es direm que �es del tipus A��
despr�es d�aquest direm que �es del tipus A��

Variant L de dreta a esquerra� la soluci�o que bifurca de l�estat conductiu
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Figura ��� Fixat el Ra � ���� representem una amplitud en funci�o de L per
a una soluci�o amb una parella de rolls� Amb l�
nia cont�
nua quan s�on estables i
amb l�
nia discont�
nua quan no ho s�on�

amb una parella de rolls �es de la fam�
lia B� Al principi b�asicament domina
a� per�o r�apidament a� es fa important mentre que a� i a� �aquesta darrera hi
est�a representada� tot i que no la notem� tendeixen a zero� Aquestes solucions
variant L tamb�e tendeixen a una amb n � � parelles de rolls� la qual els primers
coe�cients de Fourier que t�e no nuls s�on a�� a�� a�����

Les solucions que bifurquen de l�estat conductiu amb una i tres parelles
de rolls al principi es comporten com un estat pur � q��z�e

i�x� i q��z�e
i��x

respectivament on � � �
�L amb q� i q� funcions parells� Quan conviuen les
dues solucions� a prop d�on neix n � �� apareixen solucions que anomenarem
h�
brides i s�on tals que els dominen b�asicament el primer i el tercer coe�cient de
Fourier �i tots els m�ultiples de tres�� Corresponen a les families de solucions B
i A�� Aquest fet que ens suggereix que aquestes solucions h�
brides s�on producte
de la interacci�o no lineal de solucions amb n � � i n � � parelles de rolls� Com
que s�on solucions en la zona d�in
u�encia de la resson�ancia exacta ��� entre
dos estats purs� direm que aquestes noves solucions apareixen per causa d�una
resson�ancia ����

Per tal d�entendre l�estabilitat representem a les �gures �� i �� una am�
plitud� �

�v
�
x�z � ������ en funci�o de la longitud L del contenidor� Amb l�
nia

cont�
nua les solucions que s�on estables� i amb l�
nia discont�
nua� les que s�on
inestables� L�estabilitat s�ha analitzat enfront de qualsevol pertorbaci�o de pe�
riodicitat L�
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Figura ��� Fixat Ra � ���� representem una amplitud per a cadascuna de
les solucions estacion�aries en funci�o de L� Amb l�
nia cont�
nua representem les
solucions que s�on estables i amb l�
nia discont�
nua les que s�on inestables�

Si a la �gura �� variem L d�esquerra a dreta� observem que la n � �� A� �es
estable �ns L � ���� on s�inestabilitza via una bifurcaci�o subcr�
tica amb U �� �
antisim�etric� donada per la corba ��� de la �gura �	 �faltaria representar la
soluci�o estacion�aria inestable amb vent que hi bifurca�� Per L lleugerament
superiors� abans del punt de retroc�es� creua l�eix real un altre valor propi cor�
responent a les pertorbacions que mantenen la simetria S�� La A� en el punt de
retroc�es augmenta en un m�es el seu �
ndex d�inestabilitat� per causa de la pertor�
baci�o que mant�e totes les simetries� La fam�
lia de solucions A� �es inestable per
a totes les pertorbacions� de les quatre que hi ha� excepte la pertorbaci�o amb
vent sim�etric� La n � �� B �es sempre inestable per a qualsevol pertorbaci�o�

A la �gura �� hem representat les tres primeres solucions que bifurquen
del r�egim conductiu quan variem L d�esquerra a dreta� La primera de bifurcar
�es la n � �� �es la que hem representat a la �gura ��� La segona soluci�o que
bifurca �es la n � �� la qual al principi �es inestable� L�estabilitat de la n � � est�a
limitada per dues corbes que corresponen a pertorbacions m � �� calculades en
la secci�o anterior" en aquest cas� la corba ��� i la corba ��� de la �gura ���a� o
de la �gura �	� Aix�
� n � � parelles de rolls s�on estables per a ��� �� L �

� ����

La tercera de bifurcar de l�estat conductiu �es la n � �� la qual �es inestable
amb dos valors propis positius� Augmentant el valor de L sobre aquesta soluci�o
es produeix una bifurcaci�o i apareix la soluci�o h�
brida B� l��
ndex d�inestabilitat
disminueix en un per�o la soluci�o no esdev�e estable �ns a un valor de L superior�
valor que ens d�ona la corba ��� �m � �� de la �gura ���b� o de la �gura
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Figura ��� Fixat el Ra � ���� representem una amplitud en funci�o de L per
a una soluci�o amb una parella de rolls� Amb l�
nia cont�
nua quan s�on estables i
amb l�
nia discont�
nua quan no ho s�on�

�	� Per l�altre costat la soluci�o s�inestabilitza tamb�e trencant el clonatge a una
soluci�o amb longitud d�ona fonamental L i aquest valor ve donat per la corba
��� �m � ��� Aix�
 n � � parelles de rolls s�on estables per a ��� �� L �

� 	���

Cas Ra � ����

Per a aquest valor representem a les �gures �� i �� l�amplitud �
�v

�
x�z � �����

en funci�o de la longitud L del contenidor per a cadascuna de les solucions
estacion�aries� La fam�
lia de solucions estacion�aries n � � la representem a la
�gura ��� A la �gura �� representem les cinc primeres solucions que bifurquen
del r�egim conductiu� variant L d�esquerra a dreta� tal com hem fet en el cas
anterior� en representem l�estabilitat� l�
nia cont�
nua per a les estables� altrament
per a les inestables� En particular per a Ra � ���� existeixen tres fam�
lies de
solucions amb n � � parella de rolls� la A� la B i la C� Les solucions h�
brides
B� i A� s�on degudes a una resson�ancia ���� mentre que les solucions h�
brides
C i B� s�on degudes a una resson�ancia ���� Existeixen� a m�es� solucions amb
dues� tres� quatre i cinc parelles de rolls� la n � �� �� � i n � � respectivament�
totes elles calculades reescalant la n � �� De les solucions n � � i n � � nom�es
representem on s�on estables per no complicar m�es la gr�a�ca�

Com en el cas anterior� la branca de solucions A� amb una parella de rolls
per a L � ���� s�inestabilitza via una bifurcaci�o subcr�
tica amb m � �� Al
punt de retroc�es de A augmenta en un l��
ndex d�inestabilitat per causa de les
pertorbacions que mantenen totes les simetries� Les fam�
lies de solucions B i
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Figura ��� Fixat Ra � ���� representem una amplitud per a cadascuna de
les solucions estacion�aries en funci�o de L� Amb l�
nia cont�
nua representem les
solucions que s�on estables i amb l�
nia discont�
nua� les que s�on inestables�

C s�on sempre inestables i per a qualsevol inestabilitat� Els l�
mits d�estabilitat
de n � �� �� � i n � � v�enen donats per l�an�alisi de Floquet� S�on estables n � �
parelles si ���� �� L �

� ����� n � � parelles si ���� �� L �
� ���	� n � � parelles si

���� �� L �
� ���� i n � � parelles si ���� �� L �

� �����

Representem a la �gura �� els punts on bifurquen solucions h�
brides �rom�
bes)cercles�� per a Ra ������ ����� ���� i Ra � ���� on representem� amb
un rombe els punts on bifurca de n � � la familia de solucions B i amb un
cercle els punts on bifurca de n � � la familia de solucions C� En qualsevol
cas sobre ells es produeix una bifurcaci�o reestabilitzant� perqu�e disminueix en
un l��
ndex d�inestabilitat� per�o la soluci�o encara �es inestable� Per tal de situar
aquests valors representem les inestabilitats prim�aries de n � �� � i � parelles
de rolls� Els punts P�� i P�� s�on les interseccions de n � � amb n � � i de
n � � amb n � �� �es a dir� on es produeixen les resson�ancies exactes ��� i ���
respectivament�

Alhora de generar solucions h�
brides s�on importants les resson�ancies ���n��
i no les ���n� ja que interaccionen dos modes que tenen la mateixa paritat que
els que tenen les solucions formades per una sola parella de rolls" els coe�cients
de Fourier en la posici�o �n � � s�on parells en z �mentre que els �n s�on senars
en z� tal com ho s�on les pertorbacions que desestabilitzen el r�egim conductiu�

Els rombes)cercles es disposen en forma d�uns bigotis que neixen a prop de
P�� i P�� respectivament� S�on valors pels quals de n � � i n � � parelles de
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Figura ��� Rayleigh en funci�o de L per a les inestabilitats prim�aries de n � �� �
i � parelles de rolls� Bifurcacions de n � � parelles de rolls a solucions tipus B
�rombes�� i de n � � parelles a solucions tipus C �cercles��

Figura �	� Representem la �gura ��� centrant�nos en les solucions formades
per n � � parelles de rolls� afegint per un costat el l�
mit d�estabilitat� �es la
corba ��� de la �gura �� �b� que neix a prop de P�� �punts grossos��
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rolls en bifurca una soluci�o h�
brida� En particular� la corba que neix a prop de
P�� �en rombes� presenta una bifurcaci�o subcr�
tica d�una soluci�o clonada amb
n � � parelles de rolls a una soluci�o h�
brida �la B�� A priori� pot semblar que
ha d�haver un canvi d�estabilitat' de fet� en aquest punt l��
ndex d�inestabilitat
disminueix en un ' per�o la soluci�o encara �es inestable� Si nom�es es considera
la interacci�o d�un sol coe�cient de Fourier a� representant tres parelles de rolls
amb un altre coe�cient a� representant una parella de rolls� en aquest punt
�rombes� l�estat pur a� canvia d�inestable a estable �d�esquerra a dreta� per
causa de les pertorbacions a�� Aquest �es el model estudiat per Mizushima �
Fujimura ��		�� mitjan�cant equacions d�amplitud al voltant de la resson�ancia
exacta ���" les solucions estacion�aries que troben s�on coherents amb les que
trobem� per�o el resultat de la seva an�alisi d�estabilitat no �es el m�es general� en
particular falta considerar la interacci�o de l�estat pur a�� el que desestabilitza
dues parelles de rolls� que� on es produeix la resson�ancia ���� P��� �es un estat
pur que ja �es inestable�

La corba que neix a prop de P�� �cercles� presenta una bifurcaci�o subcr�
tica
d�una soluci�o clonada amb n � � parelles de rolls a una soluci�o h�
brida de la
fam�
lia de solucions C� Quant a l�estabilitat es pot fer un raonament an�aleg al
que acabem de fer� de manera que aquesta corba no d�ona un canvi d�estabilitat
de n � � parelles de rolls�

A la �gura �	 representem part de la �gura ��� centrant�nos en les solucions
formades per n � � parelles de rolls� afegint per un costat el l�
mit d�estabilitat
real� quan es considera la interacci�o no lineal de tots els coe�cients de Fourier
�en punts grossos�� Aquest l�
mit ve donat per la teoria de Floquet� �es la corba
que not�avem  ��� que neix a prop de P��� on es produeix una resson�ancia exacta
����

Aquestes �gures ens suggereixen que les resson�ancies ���� ���� en general
n�n�� s�on les que manen alhora de decidir l�estabilitat de les solucions clonades
formades per n�� parelles� Mentre que les resson�ancies ���� ���� i en general
��n amb n senar� produeixen noves solucions h�
brides entre una parella de rolls
i n parelles de rolls� les quals al principi de la bifurcaci�o tenen els coe�cients
de Fourier � i n dominants sobre la resta� i s�on solucions sempre inestables per
qualsevol pertorbaci�o�

Fixat un valor del n�umero de Rayleigh � almenys m�es gran que el que d�ona
la resson�ancia ��� � de la part dreta de la corba n � �� sobre la qual existeixen
solucions invariants per al grup de simetries G� sempre neixeran solucions tipus
B� C���� degudes a les resson�ancies ���n��� Pels casos que hem examinat s�on
inestables en front de qualsevol pertorbaci�o i aix�o fa pensar que ho siguin per
a qualsevol valor del n�umero de Rayleigh� En aquest cas es podria justi�car
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perqu�e el diagrama d�estabilitat� per a � � �� � ��� no es pot allargar per la
dreta �ns a la corba n � �� en particular� perqu�e no es pot allargar per L �

� ��

B� Fixada la periodicitat L

Hem vist com pot coexistir m�es d�una soluci�o estacion�aria amb una parella
de rolls per sobre la corba d�estabilitat marginal� Per Ra � ���� hi ha unicitat
de solucions� per�o� per exemple� per Ra � ���� coexisteixen tres solucions
estacion�aries amb una parella de rolls al voltant de L � �
���� � ��� i Ra �
����� que �es aproximadament on es creuen les corbes d�estabilitat marginal per
a n � � i n � � parelles de rolls� S�on la A�� la A� i la B� Aquesta varietat de
solucions la causa un mecanisme de resson�ancia� en aquest cas una resson�ancia
���� Per a valors de Rayleigh m�es gran� segons per a quin valor de L� poden
coexistir tamb�e tres solucions amb una parella de rolls� per�o que poden ser
degudes a altres resson�ancies ���� �������

En �xar el valor de L tamb�e es pot calcular el diagrama d�estabilitat de les
solucions estacion�aries� En aquest cas� L �es la longitud del contenidor� �es a dir�
de les solucions estacion�aries i tamb�e �es la periodicitat de les pertorbacions�
En �xar L� no ens limitem nom�es prop del valor cr�
tic� considerem tamb�e les
inestabilitats secund�aries per a valors de Rayleigh grans�

Per a L �
� ��	� una parella de rolls bifurca de l�estat conductiu i es mant�e

estable augmentant el Rayleigh �ns que es produeix una bifurcaci�o de Hopf
�veure �gura ����

Per a L � � i L � ��� presentarem les tres primeres fam�
lies de solucions
que bifurquen del r�egim conductiu� augmentant el n�umero de Rayleigh�

Cas L � �

A la �gura �� representem per a cada soluci�o el n�umero de Nusselt en
funci�o del Rayleigh� Nom�es representem solucions que contenen n � �� n � � i
n � � parelles de rolls id�entiques� aix�
 com la seva estabilitat� En augmentar el
Rayleigh poden apar�eixer solucions amb m�es rolls� La l�
nia cont�
nua signi�ca
que la soluci�o �es linealment estable" altrament� �es inestable�

En aquest cas� augmentant el n�umero de Rayleigh� la primera fam�
lia de
solucions estacion�aries que bifurca de l�estat conductiu cont�e dues parelles de
rolls� �Es estable� �ns que s�inestabilitza per a Ra � ������ per causa d�una
pertorbaci�o amb d � ��� �veure �gura �� per a � � �� �
�� � �����

La segona fam�
lia de solucions que bifurca de l�estat conductiu cont�e una
sola parella de rolls tipus A� amb �
ndex d�inestabilitat positiu� Aquestes so�
lucions s�on estables per a valors de Rayleigh continguts entre les dues ban�
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Figura ��� Per a L � � representem el n�umero de Nusselt de les solucions
estacion�aries amb n � �� � i � parelles de rolls� en funci�o del Rayleigh� Amb
l�
nia cont�
nua les solucions s�on estables" altrament� s�on inestables�

des d�inestabilitats� per a ���� �
� Ra �

� ����� �veure la �gura �� per a
� � �
�� � ����� Per a Ra �

� ����� ja sabem que bifurca a una soluci�o
que mant�e la simetria S� i trenca les altres dues� S�� S� i S�� S�� S� �veure
�gura � del cap�
tol � per a L � ��� I per a Ra �� ���� el roll �es inestable per
causa d�una bifurcaci�o subcr�
tica amb d � � �la corba �����

La tercera fam�
lia de solucions que bifurca de l�estat conductiu cont�e tres
parelles de rolls� tamb�e amb�
ndex d�inestabilitat positiu� S�on solucions estables
per a ��	� �� Ra �� ������ Els l�
mits d�estabilitat es calculen aplicant la teoria
de Floquet ��gura ���� tots dos per causa d�una pertorbaci�o amb d � ���� el
m�
nim est�a sobre la branca ��� de la �gura �� i el m�axim es pot veure a la
�gura �� per a � � �� �
�� � ����

Per a L � ��� per exemple� el comportament tamb�e �es el mateix�

Cas L � ���

En canvi per L �
� ���� la situaci�o �es diferent� �es d�esperar que per sobre

la intersecci�o de les corbes n � � i n � � coexisteixin m�es d�una soluci�o esta�
cion�aria amb una sola parella de rolls� Presentarem tamb�e el n�umero de Nusselt
per les tres primeres fam�
lies de solucions que bifurquen de l�estat conductiu�
augmentant el n�umero de Rayleigh� aix�
 com una fam�
lia de solucions amb una
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Figura ��� Per a L � ��� representem el n�umero de Nusselt de les solucions
estacion�aries amb n � �� � i � parelles de rolls� en funci�o del Rayleigh� Amb
l�
nia cont�
nua les solucions s�on estables" altrament� s�on inestables�

parella de rolls que no bifurca de l�estat conductiu� i apareix per un valor de
Rayleigh superior�

A la �gura �� representem el n�umero de Nusselt en funci�o del Rayleigh
per cadascuna de les solucions� La l�
nia cont�
nua signi�ca que la soluci�o �es
linealment estable" altrament� �es inestable�

La primera fam�
lia de solucions estacion�aries que bifurca del r�egim conductiu
tamb�e cont�e dues parelles de rolls� �es estable �ns al l�
mit d�estabilitat determinat
per una pertorbaci�o m � �� per a Ra �

� �	��� �veure �gura �� per a � �
�� �
���� � ��� i veure �gura � del cap�
tol � per a L � ����� � ��	�� L�estat
pertorbat �es peri�odic en el temps� mant�e la simetria S� i trenca les altres dues
simetries S� � S� i S� � S� � S�� de cadascuna de les dues parelles�

La segona fam�
lia de solucions que bifurca de l�estat conductiu cont�e tres
parelles de rolls� amb �
ndex d�inestabilitat positiu� Les solucions s�on estables
per a ���� �� Ra �� ������ �veure �gura �� per � � �� �
���� � ��� pel l�
mit
superior i la corba ��� de la �gura �� per a L � ��� pel l�
mit inferior��

La tercera fam�
lia de solucions que bifurca de l�estat conductiu cont�e una
parella de rolls tipus B� la qual per qualsevol Ra i per qualsevol pertorbaci�o
�es inestable� Per a Ra �

� ���� �per sobre el creuament de n � � i n � ��
apareixen a m�es dues solucions isolades amb una parella de rolls� de la fam�
lia

���



Figura ��� Imatges que corresponen a les tres solucions estacion�aries que co�
existeixen per a longitud de caixa L � ��� i Ra � ����� En horitzontal� els
coe�cients de Fourier" en vertical� la component z i la intensitat m�axima �negre�
correspon a m�axim valor absolut de la funci�o� Corresponen a les solucions A��
A� i B� representades a �a�� �b� i �c� respectivament�

de solucions A� una d�elles sempre inestable� del tipus A�� i l�altra del tipus
A�� La del tipus A� �es estable per a ���� �� Ra �� ������ Per a Ra �� ����� la
parella de rolls bifurca via Hopf a una soluci�o que mant�e totes les simetries de G
�veure �gura � del cap�
tol � per a L � ����� Per a Ra �� ���� es desestabilitza
per la bifurcaci�o subcr�
tica amb d � ��

Compararem les tres solucions n � � que coexisteixen per a L � ���� per a
Ra � ����� A la �gura �� representem una transformada discreta de Fourier
bidimensional dels coe�cients F �l� zj� � j�l�zj�j� l � �
N � �� j � �
M � ��
els extrems no els considerem� Per tal de visualitzar aquesta superf�
cie repre�
sentem D�l� z� � log�� � kF �l� z��� cada punt amb una intensitat� la k �es una
constant arbitr�aria que permet que hi hagi m�es o menys gradaci�o d�intensitat�
En horitzontal els coe�cients de Fourier� en vertical la component z� La intensi�
tat m�axima �negre� correspon a m�axim valor absolut de la funci�o� Corresponen
a les solucions estacion�aries tipus A�� A� i B� representades a �a�� �b� i �c�
respectivament�

Compararem tamb�e les tres solucions n � � que coexisteixen per a L � ����
per�o per a un valor de Rayleigh gran� per a Ra � ����� que �es on aproxima�
dament es produeix la inestabilitat secund�aria� A la �gura �� representem les
imatges corresponents a les solucions estacion�aries tipus A�� A� i B� represen�
tades a �a�� �b� i �c� respectivament� La imatge �� �a� �es representativa dels
rolls als quals hem aplicat l�an�alisi d�estabilitat per a qualsevol L� s�on del tipus
A�� Observem com el primer harm�onic domina sobre els altres per a qualsevol
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Figura ��� Imatges que corresponen a les tres solucions estacion�aries que co�
existeixen per a longitud de caixa L � ��� i Ra � ������ En horitzontal� els
coe�cients de Fourier" en vertical� la component z i la intensitat m�axima �negre�
correspon a m�axim valor absolut de la funci�o� Corresponen a les solucions A��
A� i B� representades a �a�� �b� i �c� respectivament�

z� per�o els senars tamb�e s�on importants� el �������� Representem a m�es a les
�gures �� �b� i �� �c� uns espectres discrets per a les altres dues solucions
estacion�aries inestables� La �gura �� �b� correspon a la soluci�o del tipus A� i
la �gura �� �c� a la soluci�o del tipus B� la qual bifurca de l�estat conductiu�
En cap de les dues no hi domina netament el primer harm�onic per a tot z sobre
la resta� A m�es les imatges s�on clarament diferents�
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��� Discussi�o

La inestabilitat d�Eckhaus apareix quan s�analitza l�estabilitat de patrons peri�odics
enfront de variacions de la longitud d�ona fonamental �Eckhaus �	���� En el
problema que analitzem� �es una inestabilitat bidimensional i �es la responsable
que per a certs nombres d�ona � els rolls que bifurquen de l�estat conductiu
no siguin estables� en un diagrama ���Ra� s�obt�e per sobre la corba de la in�
estabilitat prim�aria una regi�o on els rolls s�on inestables� que s�anomena banda
d�inestabilitats d�Eckhaus�

Aquesta inestabilitat �es f�acil de detectar experimentalment� aix�
� per exem�
ple� Croquette ��	��� i Pocheau ��	��� usen un anell estret de manera que �xen
la periodicitat" forcen un estat amb n�umero d�ona � per un valor del Rayleigh
Ra � Rac pel qual aquest estat �es estable� En disminuir el n�umero de Rayleigh�
quan l�estat cau dins la banda d�inestabilitats d�Eckhaus� els rolls s�on massa
estrets o massa amples i el sistema guanya o perd un o m�es rolls� i aix�
 canvia
el valor de ��

Les an�alisis te�oriques i num�eriques en un domini in�nit donen el rang de
���Ra� pels quals els rolls convectius s�on inestables� �Es una regi�o parab�olica
limitada per sota per la corba d�estabilitat marginal de l�estat conductiu i per
sobre per una corba en forma de par�abola amb v�ertex el valor cr�
tic i� per
tant� aquest �es l�unic valor del qual el r�egim conductiu bifurca a convecci�o
bidimensional amb el corresponent nombre d�ona�

Quan el domini �es peri�odic� com �es en el nostre cas� el rang de par�ametres
pel qual els rolls convectius s�on inestables sembla que est�a limitat �Tuckerman
� Barkley �		�� per dalt tamb�e per una corba en forma de par�abola per�o amb
el v�ertex lleugerament per sota de ��c� Rac�� amb la qual cosa s�obt�e un rang
de valors al voltant del valor cr�
tic pel qual l�estat conductiu bifurca a rolls
estables amb el nombre d�ona donat per l�an�alisi d�estabilitat lineal del r�egim
conductiu�

Aix�o no obstant� dels resultats que hem obtingut per a � � �� dedu�
m que
l�analisi d�estabilitat dels rolls enfront de pertorbacions peri�odiques d�ona lloc a
dues bandes d�inestabilitat que modi�quen el n�umero d�ona fonamental� Una
d�elles es troba prop del valor cr�
tic ��c� Rac�� L�altra es troba per valors de
Rayleigh superiors� La �gura �	 cont�e una banda d�inestabilitats prop del valor
cr�
tic� cadascuna �es una inestabilitat d�un clonatge amb n parelles de rolls� Per
raons �obvies aquesta banda l�anomenarem banda d�inestabilitats d�Eckhaus�
Per calcular exactament el l�
mit d�inestabilitat d�Eckhaus haur�
em de fer tendir
n a in�nit�
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Al treball de Tuckerman � Barkley ��		�� es presenta un estudi detallat
d�aquesta inestabilitat en condicions de contorn lliures� Tot i que consideren
condicions de contorn diferents de les nostres i que l�estudi es basa en un mo�
del simpli�cat a base d�estats purs� q�z�ei�x amb q�z� parell� mentre que en
el nostre treball considerem el problema complet amb solucions que inclouen
tamb�e els harm�onics� els resultats que obtenen i els que obtenim en aquesta
zona s�on molt semblants� La �gura �	 �es molt similar a la �gura � del treball
de Tuckerman � Barkley ��		��� cada inestabilitat que trenca el clonatge �amb
m �� �� correspon a una bifurcaci�o subcr�
tica que en el treball que hem mencio�
nat l�anomenen reestabilitzant� perque disminueix en un l��
ndex d�inestabilitat�

Una difer�encia important �es que en el nostre treball considerem la possibili�
tat de pertorbacions m � �� tot i que per a valors de n grans i per als valors de
Rayleigh on podria dominar m � � no es distingeix pr�acticament de les altres
pertorbacions� Una altra difer�encia �es que �xant L obtenim bifurcacions im�
perfectes� com �es el cas de L � ���� on trobem una fam�
lia de solucions isolada�
la A� amb una parella de rolls� mentre que en el treball mencionat s�on totes
subcr�
tiques o supercr�
tiques�

Per tal d�aclarir el comportament a prop del valor cr�
tic analitzarem els
diagrames d�estabilitat de les solucions estacion�aries que hem trobat�

Per a Ra � ����� variant la longitud L del contenidor es produeix un cicle
d�hist�eresi� �xem�nos en la �gura ��� si ens movem sobre n � � augmentant
L �ns que una parella de rolls s�inestabilitza i la soluci�o salta a una amb dues
parelles de rolls perqu�e �es la �unica que �es estable� Si disminu�
m L� les dues
parelles de rolls s�inestabilitzen i apareix una altra vegada una soluci�o amb una
parella de rolls� i tanca el cicle d�hist�eresi�

Disminuint L� si ens situem sobre n � �� aquesta soluci�o salta a una altra
amb dues parelles de rolls perqu�e s�on les �uniques estables� Tot i que s�on n � � i
n � � les que estan connectades via una soluci�o inestable �la B�� no es produeix
un salt d�una a l�altra�

Per a Ra � ����� es complica bastant m�es tal com es pot veure a la �gura
��� Fixat un valor de L conviuen m�es d�una soluci�o estacion�aria estable i a
priori no es pot decidir a on tendir�a una soluci�o donada� Quan� per exemple�
n � � s�inestabilitza augmentant el valor de L� tant pot saltar a una soluci�o
amb dues parelles de rolls com a una soluci�o amb tres parelles� Per tant� en
aquesta zona �es clar que partint d�una soluci�o es pot saltar a una altra amb
n�umero d�ona fonamental diferent segons la longitud de la caixa�

Tant per a Ra � ���� com per a Ra � ���� la soluci�o amb n � �� A��
s�inestabilitza per una pertorbaci�o amb m � �� En el primer cas �es clar que
partint d�una soluci�o estacion�aria amb una parella s�estabilitza a una amb dues
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parelles perqu�e� quan es produeix la bifurcaci�o �es l��unica soluci�o estable� Aquest
resultat �es coherent amb els que comentem al �nal del cap�
tol �� alguns calculs
que hem fet �ns Ra � ���� quan estudiem la din�amica no lineal d�aquestes
solucions� En el segon cas� per Ra � ����� conviuen solucions estables amb
dues i tres parelles de rolls i� per tant� a priori no es pot assegurar a quina de
les dues saltar�a� Per tant� no �es clar que es pugui generalitzar que per qualsevol
valor del n�umero de Rayleigh les solucions n � �� A� es desetabilitzin i saltin a
solucions amb n � � parelles de rolls �per causa d�una pertorbaci�o amb m � ���
com sostenen alguns autors � Torre de la � Busse �		���

Tot i que n � � amb n � � i n � � amb n � � s�on solucions que es�
tan connectades via una soluci�o h�
brida �la B i la C respectivament�� l�an�alisi
d�estabilitat no ens assegura que d�una es salti a l�altra quan s�inestabilitzen�
�Es m�es� variant L d�una parella de rolls podem obtenir una soluci�o estable amb
tres parelles de rolls via una soluci�o estable amb dues parelles de rolls�

Hem vist tamb�e com� segons la longitud de la caixa� les solucions amb una
parella de rolls a les quals s�ha aplicat l�estabilitat poden ser solucions que
bifurquen de l�estat conductiu o no� Quan no bifurquen de l�estat conductiu
obtenim solucions isolades� Hem vist tamb�e com� quan coexisteix m�es d�una
soluci�o amb una parella de rolls� la forma dels seus espectres discrets de Fourier
s�on sensiblement diferents� Per exemple� per a les solucions que poden ser
estables sempre domina per qualsevol z el primer harm�onic sobre la resta� per�o
els senars tamb�e s�on importants� el tercer harm�onic� seguit del cinqu�e� etc�
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� Conclusions

Com un resum del treball que hem presentat podem dir que�

��� Hem analitzat l�estabilitat bidimensional m�es general possible dels rolls
convectius mantenint sempre una estructura horitzontal peri�odica� En aquest
cas� les inestabilitats bidimensionals dels rolls ' segons la teoria de Floquet '
estan provocades per pertorbacions peri�odiques que es poden expressar com un
producte d�una funci�o peri�odica� amb el mateix per�
ode que els rolls� per un

terme eid�x amb d racional� d � ��� ���� i � el nombre d�ona fonamental dels
rolls� Les pertorbacions amb ��d � ����� ��� d �� �� s�on les transformades per la
simetria de re
exi�o S� de les pertorbacions amb d� i� per tant� no cal considerar�
les� L�an�alisi d�estabilitat amb d � � s�ha de tractar per separat de l�an�alisi
amb d �� � perqu�e� en particular� �es l��unic cas que pot generar linealment una
velocitat mitjana�

En aquest problema� les pertorbacions amb d � �� que inclouen vent� no
havien estat mai considerades abans� En aquest cas� els rolls desestabilitzen
mantenint la periodicitat b�asica i poden fer�ho en quatre tipus diferents de
solucions� totes elles descrites en detall als cap�
tols � i �� Totes excepte una bi�
furquen trencant algunes simetries espacials� Les dues que trenquen la simetria
de re
exi�o S� de la parella de rolls donen lloc a solucions amb vent" una d�elles
amb un per�l sim�etric i l�altra amb un d�antisim�etric� De les altres dues� una
d�elles mant�e totes les simetries de la soluci�o b�asica i l�altra nom�es mant�e la
simetria de re
exi�o� trencant� en particular� la simetria respecte del centre de
cadascun dels rolls�

Quan d �� �� racional� les solucions peri�odiques formades per rolls desesta�
bilitzen linealment a una soluci�o amb periodicitat m�es gran� Si d � m�n amb
� � m � n�� i m�n nombres naturals� aleshores els rolls amb longitud d�ona
fonamental a desestabilitzen a un altre patr�o peri�odic de periodicitat L � na�
Aquest �es el mecanisme que hem anomenat trencament del clonatge de n pa�
relles de rolls de longitud d�ona fonamental a i ha estat objecte d�estudi del
cap�
tol ��

Fixat el n�umero de Prandtl �� per a cada n s�obtenen els nombres d�ona
fonamentals i els valors del n�umero de Rayleigh� ���Ra�� per als quals una
soluci�o peri�odica amb n parelles de rolls �es estable�

Fixat � � ��� els nombres d�ona fonamentals i valors del n�umero de Rayleigh
per als quals els rolls s�on estables es troben en una regi�o limitada per dues
bandes d�inestabilitats �veure �gura ���� Una d�elles prop del valor cr�
tic

���



��c� Rac� � ������� ������� i l�altra per valors de Rayleigh grans�

En la banda d�inestabilitats que apareix per valors de Rayleigh grans s�hi po�
den distingir dues regions� En una d�elles� per � �

� ���� els rolls s�inestabilitzen
via una bifurcaci�o de Hopf a causa de les pertorbacions amb d � � que mante�
nen la simetria de re
exi�o de cada parella de rolls� I per tant� en aquesta zona
l�estat pertorbat t�e la periodicitat b�asica i no t�e velocitat mitjana� En canvi�
els rolls amb � �

� ��� s�inestabilitzen via una bifurcaci�o estacion�aria a causa de
pertorbacions amb d �� �� les quals trenquen la periodicitat b�asica� En aquesta
zona� les inestabilitats corresponents a diferents n s�acumulen quan n augmenta
formant una banda� de manera que com m�es gran �es n menors s�on els valors de
Rayleigh que donen la transici�o� En cap cas� per�o� no pot apar�eixer linealment
una velocitat mitjana�

La banda d�inestabilitats que es troba prop del valor cr�
tic �es una banda
d�inestabilitats d�Eckhaus i apareix en forma d�uns bigotis que neixen al voltant
d�aquest valor �veure �gura �	�� Aquesta banda ' a difer�encia de l�altra '
ha estat estudiada en alguns casos� �Es una banda semblant a la que troben
Tuckerman � Barkley ��		�� quan modelen la convecci�o bidimensional amb
condicions de contorn lliures� tamb�e en un domini peri�odic� En el nostre cas�
una de les inestabilitats d�aquesta banda �es per a d � �" malgrat considerada�se
a la literatura com a inestabilitat d�Eckhaus� no modi�ca el diagrama general
d�estabilitat dels rolls en aquesta zona perqu�e per valors de n grans es confon
amb la resta d�inestabilitats� Inestabilitats amb d � � en aquesta regi�o han
estat trobades� per exemple� en convecci�o en un medi por�os �de la Torre �
Busse �		�� i en convecci�o amb condicions de contorn lliures mitjan�cant un
model truncat � Busse � Or �	����

��� Hem vist com i quines resson�ancies d�estats purs tenen un paper impor�
tant en el problema que hem estudiat �cap�
tol ���

' De la resson�ancia ��� neix una corba d�estabilitat amb d � � i vent amb
un per�l antisim�etric� �Es a dir� a causa de la interacci�o no lineal dels estats
purs amb nombres d�ona fonamentals � i ��� d�una parella de rolls bifurca una
soluci�o amb vent antisim�etric� La bifurcaci�o �es subcr�
tica i estacion�aria�

' A prop de les resson�ancies n�n��� amb n � �� neixen les bandes d�inestabilitats
d�Eckhaus amb d �� �� S�on resson�ancies que dominen l�estabilitat dels clonat�
ges amb n� � parelles de rolls sobre la banda d�inestabilitats d�Eckhaus �veure
�gura �	��

' A prop de les resson�ancies � � �n�� es generen solucions peri�odiques que
s�on h�
brides d�una i de �n�� parelles de rolls� Aquestes s�on solucions sempre
inestables� S�on les resson�ancies causants del fet que coexisteix� per a certs
valors dels par�ametres� m�es d�una soluci�o estacion�aria amb una sola parella de
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rolls �Mizushima � Fujimura �		���
��� Tamb�e hem estudiat la din�amica no lineal dels rolls en un domini peri�odic

de longitud la periodicitat b�asica dels rolls� �Es a dir� ens hem restringit a con�
siderar l�evoluci�o dels rolls enfront de pertorbacions amb d � � i hem restringit
la periodicitat de l�estat pertorbat a la de la soluci�o b�asica� En el cap�
tol �
hem presentat per a � � �� la din�amica de rolls per a tres longituds de la caixa
peri�odica signi�catius de la din�amica per a aquest valor de �� En tots els casos
augmentant el n�umero de Rayleigh apareixen 
uxos a gran escala que bifurquen
o no del 
ux b�asic� Com a etapa �nal sempre es generen solucions amb un 
ux
de massa net� aquestes s�on solucions que han perdut qualsevol simetria�

��� S�ha trobat un sistema d�equacions d�amplitud que modela la din�amica
del sistema� Ens ha perm�es justi�car que s�obtingui una soluci�o amb vent
antisim�etric via una bifurcaci�o de Hopf� Tamb�e ens ha perm�es demostrar com
les ones que apareixen despr�es de la transici�o s�on totes ones estacion�aries� encara
que es tractin de solucions que trenquen la simetria de re
exi�o S�� En l��unic
cas que es podria generar una ona viatgera �es quan es desestabilitza vent amb
un per�l sim�etric� �es a dir� quan es trenca a m�es la simetria S� � S�� per�o per
a aquest n�umero de Prandtl� � � ��� no �es mai una inestabilitat dominant�

Tot i nom�es presentar resultats per un valor del n�umero de Prandtl �xat�
� � ��� el problema que hem tractat queda ben estructurat� de manera que
repetint els passos que hem fet per a aquest valor es pot obtenir un estudi
rigor�os i sistem�atic per a altres valors del n�umero de Prandtl� De la mateixa
manera que es pot generalitzar l�an�alisi d�estabilitat dut a terme en el cap�
tol
� per a caixes peri�odiques enfront de pertorbacions tridimensionals�

El codi num�eric que s�ha creat per a descriure la din�amica no lineal de
les solucions del problema permet tamb�e analitzar la din�amica dels clonatges
formats per n parelles de rolls� en particular� permet analitzar la din�amica dels
rolls en dominis de longitud gran comparat amb la periodicitat b�asica�

La projecci�o immediata d�aquest treball �es analitzar � petit i la din�amica no
lineal de les solucions clonades� De fet� aquest �es un treball que est�a en progr�es�
alguns c�alculs preliminars per � � � donen una inestabilitat secund�aria� tamb�e
via una bifurcaci�o de Hopf� que d�ona vent amb un per�l antisim�etric el qual
�es dominant sobre les pertorbaciona amb d �� �� com en el treball de Willis �
Deardor� ��	���� Tamb�e est�a en progr�es un model adequat per a valors de �
tendint a zero� similar al de Howard � Krishnamurti ��	��� el qual s�est�a fent
en col�laboraci�o amb M�R� Proctor i A� Rucklidge del damtp de Cambridge�
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A Unm	etode num	eric alternatiu per l�an	alisi d�estabilitat

En aquest apartat descriurem un altre m�etode num�eric per a fer l�an�alisi d�estabilitat
d�una parella de rolls� que utilitza unes bases que compleixen el contorn� �Es
un m�etode lleugerament diferent del que s�usa en el capitol �" ens permetr�a
reduir el nombre de variables i per tant podrem augmentar la precisi�o quan
sigui necessari sense que aix�o signi�qui un gran esfor�c de c�alcul�

La idea �es prendre desenvolupaments del tipus

f�x� z� �
NX

n��N

X
l

bfn�l�	n
l �z�ein�x�

tal que les funcions base �
	n

l �z� compleixen les condicions de contorn per a z�

de manera similar a com es fa en el treball de J� S�anchez ��		���

En aquest cas considerarem com a variables del problema a la funci�o de
corrent i a la desviaci�o de la temperatura� sobre les quals hi ha condicions de
contorn �xades�

La soluci�o estacion�aria ha de tenir la simetria S�� per aix�o nom�es cal desen�
volupar en una s�eria de Fourier amb sinus per a la funci�o de corrent � i en una
s�erie amb cosinus per a la desviaci�o de la temperatura T �� La simetria S� � S�
�es tamb�e una simetria obligada� cal que es compleixi n � l senar� aix�o vol dir
que� pel coe�cient de Fourier amb n parell� la funci�o en z ha de ser senar i pel
coe�cient amb n senar� la funci�o en z ha de ser parell� Nom�es cal fer� doncs�
un desenvolupament del seg�uent tipus�

� �
X
n�
�

M��X
l��

b�nl�	n
l �z� sinn�x�
X
n��
�

M��X
l��

b�nl�	n
l �z� sinn�x� �����

T � �
X
n�
�

M��X
l��

bTnl�	n

l �z� cosn�x �

X
n��
�

MX
l��

bTnl�	n

l �z� cosn�x� �����
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�
	n
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�
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�

� �T���z� � ���	�l��
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Les funcions base ��� s�on tals que compleixen les condicions de contorn�

�
	n

l ��

�

�
� � 	z�

	n

l ��

�

�
� � �

	n

l ��

�

�
� � ��

on D � 	z � En la cooredenada z prenem M � � punts de col�locaci�o de Gauss�
Lobatto� amb M � �M � �zi � cos
i�M� i � �
M �

Com que per cada l sabem quina paritat en z han de tenir les funcions
base� nom�es caldr�a guardar els seus valors en la meitat de punts o menys� Per
exemple�

si n �es senar� �
	n

l �es una funci�o sim�etrica� aleshores nom�es cal guardar

�
	n

l �z��� ���� �

	n

l �zM��

si n �es parell� �
	n

l �es una funci�o antisim�etrica per tant �

	n

l �zM � � �� i en

aquest cas nom�es cal guardar

�
	n

l �z��� ���� �

	n

l �zM����

Per a les funcions base �
	n

l es procedeix de manera similar� per�o es guar�

daran en un punt menys perqu�e tenen una condici�o de contorn adicional� per
a n senar guardarem en z�� ���� zM��� per a n parell guardarem en z�� ���� zM�

En x es projecta de manera usual i en z prenem els punts de col�locaci�o que
acabem d�explicar segons sigui l�equaci�o de la vorticitat o la de la temperatura�
La t�ecnica �es la mateixa descrita en el cap�
tol �� la difer�encia �es que les variables
que prendrem no s�on els coe�cients de Fourier en els punts de col�locaci�o sin�o
els coe�cients fb�nl� bTnlgn�l�

Notem per a simpli�car �
	n

l�i �� �

	n

l �zi� �

	n

l�i �� �

	n

l �zi� i de manera

similar per a les derivades� Notarem a m�es �
	n

l�i �� �����n��

	n

l�i �D��

	n

l�i ��

en aquest cas

r���zi� �
X
n�l

�
���n��

	n

l�i �D��

	n

l�i
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El sistema d�equacions que s�ha de resoldre per a trobar la soluci�o estacion�aria
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per a n � �
N � Si n �es parell� l�equaci�o per a la vorticitat s�imposa en i �
�
M i l�equaci�o per a la temperatura s�imposa en i � �
M � ��

Si n �es senar� l�equaci�o per a la vorticitat s�imposa en i � �
M � � i la de
la temperatura en i � �
M �

El sistema ��� l�expressem com F �Y � � � amb

Y � �b���� ���� b��M��� b���� ���� b��M��� b���� ���� b��M��� ����

bT��� ���� bT�M���
bT��� ���� bT�M � bT��� ���� bT�M��� ����

un vector de dimensi�o N� �
N��
� �M���M�����M���� N��

� �M���M ��
M �M � �N � ����M � ��� �M � �� � �N � ���M � ��� �M � ��� Si fem el
mateix amb n� l parell s�obt�e un vector de dimensi�o N� �

N
� �M���M ����

�M � ��� N
� �M � ��M�� �M � ��� �M � �� � �N �����M � ��� �M � �� �

�N � ���M � �� � �M � ��� Si ajuntem els dos casos �n � l parell amb n � l
senar� obtenim un problema amb dimensi�o

N� �N� � �N � ���M � ��� �M � �� � �N � ���M � ��� �M � ��

� ��N � ���M � ��� �N�

El m�etode usat en el cap�
tol �� secci�o �� t�e dimensi�o ��N����M���� Aix�
 doncs�
el m�etode de les bases per al mateix problema utilitza �N variables menys�
Aquestes �N variables corresponen als dos punts del contorn que utilitzem de

��	



m�es� en el cap�
tol �� per a cada coe�cient de Fourier de �� per causa del m�etode
que usem per a tractar el contorn d�aquesta variable�

Un cop calculada la soluci�o estacion�aria en podem calcular la seva esta�
bilitat� Les pertorbacions es poden separar en quatre subconjunts� Un d�ells
cont�e pertorbacions invariants pel grup de simetries G �de�nit al cap�
tol �� i
s�on les que tenen les mateixes simetries que la soluci�o estacion�aria i� per tant�
s�expressaran com ���� aquestes pertorbacions compleixen la condici�o de n � l

senar� Un altre conjunt� el que nom�es mant�e la simetria S�� amb n � l parell�
cont�e� per tant� pertorbacions que s�expressen

� �
X
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M��X
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b�nl�	n
l �z� sinn�x�
X
n��
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M��X
l��

b�nl�	n
l �z� sinn�x� �����

T � �
X
n�
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MX
l��

bTnl�	n

l �z� cosn�x�

X
n��
�

M��X
l��

bTnl�	n

l �z� cosn�x� �����

Els altres dos conjunts� els que trenquen la simetria S�� s�on els que poden
generar vent� Un d�ells� amb n � l senar� �es invariant per a la simetria S� �
S��S�� d�ona vent sim�etric i les pertorbacions es poden expressar com ��� per�o
canviant sinus per cosinus i viceversa� L�altre� amb n� l parell� �es invariant per
la simetria S� � S�� d�ona vent antisim�etric� i les pertorbacions es poden posar
com ��� per�o tamb�e intercanviant els sinus i cosinus�

El problema d�estabilitat que utilitza aquest m�etode �es molt semblant a
com s�ha fet al cap�
tol �� secci�o �� per�o hi ha alguna subtilesa que cal remarcar�
Posem pel cas que volem l�estabilitat amb pertorbacions del tipus ���� aleshores
la projecci�o per a n parell� per exemple per a l�equaci�o de la temperatura� �es
de la forma

�
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bTnl�	n
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on LTn�i �es un operador lineal�
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Si fem el mateix per a l�equaci�o de la vorticitat� per exemple per n senar�
obtenim
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�BBB�
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� �z�� � � � �

	n


M��
�z��

���
���

�
	n
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���b�nM��

�CCA �

�BB�
L�n���Y �

���
L�
n�M��

�Y �

�CCA �

on L�n�i �es un operador lineal� Aleshores l�estabilitat es redueix a estudiar un
problema de valors propis del tipus

�AY � BY�

amb A matriu diagonal per blocs� cada bloc cont�e d�alguna manera les funcions
base aval�luades en els punts de col�locaci�o� i B una matriu que en aquest cas
�es la matriu jacobiana del sistema ��� aval�luada en la soluci�o estacion�aria� La
matriu A no apareixia quan no usavem el m�etode de les bases� Com que A
�es una matriu diagonal per blocs �es f�acil calcular el producte A��B i per tant
resolem el problema de valors propis �Y � A��BY�

Podem procedir de la mateixa manera per als altres tres subconjunts de
pertorbacions� si ens �xem en imposar les equacions en les punts de col�locaci�o
que toquin i en imposar la paritat n� l corresponent� �Es un m�etode m�es pesat
a l�hora de programar per�o� de fet� �es m�es senzill� Fixem�nos que qualsevol
derivada d�un coe�cient de Fourier es pot posar en termes dels coe�cients que
prenem com a variables� basta que coneguem les funcions base i les seves deri�
vades a cada punt de col�locaci�o � i aix�o nom�es cal fer�ho una sola vegada�� per
exemple per calcular la derivada del coe�cient de Fourier n de �� basta coneixer

D�
	n

l �zi�� que nom�es depen de si n �es parell o senar�

D�n�zi� �
X
l

b�nlD�	n
l �zi��

A m�es les condicions de contorn per � es compleixen autom�aticament perqu�e
ja ens n�hem ocupat al principi� hem trobat funcions base que compleixen el
contorn�
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B C	alcul dels termes provinents dels jacobians

C�alcul dels termes provinents dels jacobians de la matriu d�estabilitat d�un
clonatge amb n parelles rolls enfront de pertorbacions que trenquen el clonatge�
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Si expressem
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