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Capitulo 1

Introducci on

1.1. Antecedentes Generales

A medida que los sistemas, en distintos dominios de la inganyede las ciencias, han
ido adquiriendo mayor complejidad, el estudio de los denomin8ddsmas de Gran Es-
cala(Large Scale Systemnisa ido intensifiandose, Michel y Miller, cf. [49], 197 Biljak,

cf. [58], 1978. Con un objetivo global de estructurar y hacé@snransparente su estu-
dio, disdio y control, han ido emergiendo las nociones de subsistemas, interamegxio
descomposicin, descentralizagn o solapamiento, por citab® algunas.

El concepto de complejidad es usado de una manera muy amplia y a vecebjebinas
connotaciones. En modelizaa y control de sistemas dicha complejidad viene determi-
nada fundamentalmente por tres cardstmas, a saber, urata dimensionalidaddebido

a que los sistemas @st formados por fitiples subsistemas con un buetmmero de en-
tradas y salidas, uriaformacibn restringidasobre su comportamiento y control y la exis-
tencia dencertidumbresque es lo mismo que afirmar que el sistema no puede ser descrito
mediante un modelo matético perfecto o bien que existen en laBales de control del
sistema ciertas perturbaciones desconocidas. Por estas razomadised g el control de

un sistema de gran escala no se puede abordar de la misma forma que undistema
ducidas dimensioneéiljak, cf. [58], en el &o 1978; Sandell, Varaiya, Athans y Safonov,
cf. [55], tambén en 1978; Bernussou y Titli, cf. [10], en 1982; Jamshidi, eriiel 083,

13



14 Captulo 1. Introducadn

cf. [35].

Estos factores han motivado el desarrollo y la aplimacle metodoloigis generales que
podemos clasificardsicamente en tres grandes grupos. Un primer grupo abarégtas t
cas conocidas como akescomposiéin. Puesto que la cantidad dalculos computacio-
nales requeridos para resolver un problema ddisie y diséio de un sistema crece enor-
memente a medida que su dimé@msaumenta, puede resultar interesante descomponerlo
en subproblemas. Cada uno de ellos se resuelve por separado y dgarolabsoluciones
obtenidas para el sistema inicial en su totalidad. Sin embargo, cada unmsisdspro-
blemas no es independiente de los restantes, existiendo una cierta ini@nrelsce sus
soluciones. Debemos destacar a Bailey, 1966, cf. [5], como uno d@losrps en el es-
tudio de sistemas interconectados dentro del marco general de los sistegnas dscala,
a Himmemblau, 1973, cf. [20] y a Singh y Titli, cf. [66], en €la1978.

Un segundo grupo se centra en los conceptoapteximacdn y robustezEste tipo de
tratamiento consiste en reducir, mediantdialgrocedimiento, la dimertsi del modelo
inicial. Las incertidumbres pueden medirse estimando las diferencias entoglelo y el
sistema real. La solu@n obtenida a partir de un modelo aproximado debe ser lo suficien-
temente robusta como para proporcionar una sofual problema original ante posibles
perturbaciones, cf. [41], Lunze, 1992.

El tercer grupo hace referencia a lastiicas denominadas descentralizadin, Himmel-
blau, en 1973, cf. [20]; Singh y Titli, en efia 1978, cf. [66]; Bakule y Lunze, 1988,
cf. [7]. Basicamente consisten en dividir el problema en subproblemas desasp@ado
decir, sin tener en cuenta sus interconexiones. La diferencia entré&todos de descom-
posicbn y de descentraliza@m estriba en que en el primer caso existe una coordinaci
entre las soluciones de cada subproblema, mientras que en el segsmde paetende re-
solver cada subproblema de forma independiente, incluso sin tenémnniongocimiento
sobre el comportamiento de los otros subsistemas ni tan siquierénimarintercambio
de informacon.

La descentralizabn, a su vez, eaten conexin con tres grandes aspectos, esto es, con
lasleyes de contrglcon elmétodo de disgo y con laimplementadn. El primero de los
aspectos se refiere al control descentralizado de controladoeespqsiste en varias es-
taciones de control independientes sin Qimgntercambio de informagn entre ellas. El
segundo aspecto égtelacionado con el dide descentralizado, que consiste esencialmen-
te en separar el problema del diseglobal en el dis&o de varios subproblemas de control.
Estos se supone que @&stébilmente acopladog se resuelven independientemente con-
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siderando que el disador de cada controlador local condggcamente el modelo del
subsistema correspondiente y, posiblemente, alguna interéon&in embargo, no tiene
conocimiento de los modelos de los otros subsistemas. Por ejemplo, podersidecn
sistemas que et distribuidos geo@ficamente con largas distancias entre los subsistemas
y los controladores locales. Otra motiv@cipara este tipo de diSe viene del desarrollo
reciente de la microeleénica lo que permite formular algoritmos de control distribuido,
donde el esfuerzo dealculo es repartido en procesadores locales manteniendo una coor-
dinacbn a traes de canales de comunidati Esta reducoin de @lculos se conoce como
computaddn distribuida Gajic, 1993, cf. [15].

El tercer aspecto de la descentralibactoncierne a la implementéci de las leyes de
control. Aqu, descentralizabin equivale a decir que las diferentes partes del controlador
son implementadas por distintos componentes de hardware o de softwaretrés as-
pectos de la descentralizanise pueden combinar de todas las formas posiblégdks
ejemplo, se pueden disar leyes de control descentralizadas pero realizar el control del
sistema mediante uimico procesador.

En una primera&poca, el did@o de controladores descentralizados séahaonsideran-

do el sistema como un todo, sin ninguna estructura, aunque actuando loeakobre

él. Posteriormente, se desarrollaroatodos de descomposici, de manera questos se
consideraban estructurados en subsistemas con interconexiona®. diEerste contexto

se han propuesto un buetimero de estrategias de control descentralizado que tienen en
comin el siguiente hecho: se considera que todos los controladores lesale$ormu-
lados por un mismo digador que conoce el modelo global del sistema, lo que equivale
a decir que conoce cada subsistemay el tipo de interconexiones entrd/édiosas que

las propiedades de los sistemas de control descentralizado se han &uestig bastante
profusibn en el marco de un die centralizado, los problemas asociados a la descentrali-
zacbn del proceso mismo de dfgelo han sido en menor medidasto supone una de las
lineas nmas prometedoras datea de la teda de control y sus aplicaciones.

Una de las motivaciones para el desarrollo de los sistemas de gran epezlia de los
afos setenta ha sido el inésr por su aplicabn practica en distintadreas. Destaguemos
entre otros, artulos iniciales sobre sistemas de reguacile tafico, Isaksen y Payne,
cf. [34], en 1973 y sobre la resoldci de problemas de flujo de cargasatticas, Meda-
nic y Avramovi, cf. [48], en 1975. Otros trabajos versan sobre temas sociostoos,
como por ejemplo los publicados por Aoki, cf. [4], en @oal976. En 1978 aparecen
una serie de dtulos relacionados con la enagekctrica, tales como un estudio sobre
sistemas interconectados de centraléstekas,Calovic, Djorovic y Siljak, cf. [12], so-
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bre controldoptimo descentralizado de grandes centralestetas, por Davison y Tripathi,
cf. [14] y relacionados con la generaniy el control de enefg ekctrica, por Bakule,

cf. [6]. Ya en 1979, encontramos un estudio sobre sistemas de coittitqdlenpublicado
por Siljak, cf. [59]-[60] y otro concerniente a aplicaciones de sistemasateegcala en
general, que es el contenido del libro de Singh y Titli, cf. [67]. Relat®alosatamien-

to, control y calidad de aguas puede citarse el trabajo de Jamshidi5terj3L983. En
1984, West-Vukovich, Davison y Huges escriben sobre controlessdizado de gran-
des estructuras flexibles, cf. [70]. En esta mismed de las estructuras flexibles aparecen
articulos publicados po©zginer, Khorami y Iftar en 1988, cf. [50]. En el misméa
1988, Bakule y Lunze tratan el problema de la regdlacie vefculos, cf. [7]. En 1989,
aparece un libro de Joshi que versa tantsobre el control de grandes estructuras flexi-
bles, cf. [36]. Un estudio de aplicdri de écnicas de descompodiai a circuitos VLSI

lo realizan Sezer iljak en el &@o 1991, cf. [57]. Bakule y Rodellar publican un estudio
sobre control descentralizado y descomp@sicion solapamiento de sistemas ardcos,

cf. [8]-[9], en el &0 1995. En relaéin al control del tafico de velculos, en el Bo 1997,
aparece un gitulo de Stankow, Stanoje\ y Siljak, cf. [69]. Recientemente, trabajos de
Magdia y Rodellar sobre control descentralizado de puentes para reducibtaciones
inducidas por acciones dimicas tales como terremotos, cf. [42]-[43].

Esta Tesis Doctoral se enmarca esencialmente en el grupétddas de descompoici

y de descentralizaoh de sistemas de gran escala. La fornés mtilizada de descom-
posicbn consiste en considerar el sistema global formado por subsistéhémehte
acoplados. Modelosathilmente acoplados son los que resultan al descomponer el sistema
en subsistemas que presentan interconexiones con una influencidassdim@mica del
sistema menor que la que tiene laatnica propia de cada subsistema. Sin embargo, en
muchos casos, las interconexiones tienen una influencia sobre el camjgmto global

del sistema que no puede despreciarse frente adenilia propia de cada subsistema. En
tal caso se habla de sistenfasrtemente acopladoBina de las formas propuestas para la
descomposiéin de sistemas fuertemente acoplados es la conocida en la biikogpafo
overlappingy que hemos traducido psplapamientoEl concepto de solapamiento en la
modelizacbn de sistemas de gran escala fue propuesto por IkSdgly en 1980, cf. [26],
como comentaremosan adelante. Consiste en modelar el sistema formado por subsiste-
mas que se encuentran solapados, es decir, que comparten algunasa@gonentes. A
través de transformaciones apropiadas, un sistema fuertemente acopladtapamiento
puede representarse mediante un sistema equivalente pero ahord@depimente. So-
breéste, pueden utilizarse la&chicas para el atisis y el control de sistema£dilmente
acoplados que son conocidas yaesperfectamente desarrolladas.

Los metodos de descompogici con solapamiento han tenido y tienen una vertiente de
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aplicacbn piactica. En este sentido, podemos citaicafbs que han ido apareciendo a lo
largo de estosf@s, como por ejemplo, relativos a modelos reales de sistemasives,

cf. [61], sobre control de sistemagetricos y estabilidad transitoria, cf. [74], relacionados
con el tratamiento de aguas, cf. [35], problemas sobre la estabilidad ylejolag de
modelos de ecosistemas, cf. [47] o que tratan del control y re@uldei velculos, cf. [7],
[34], [40] 6 [69], por recordar solamente algunos. Otro ieseradica en aplicaétnicas
de solapamiento en problemas computacionales cuando se consideranssastegnan
escala, es decir, tratar de reducir ehrero de alculos, el tiempo y la memaoria requerida al
efectuar operaciones nimicas sobre sistemas de estas caretieas. Con esta interan,

se conocen resultados, por ejemplo, en la resbifude sistemas lineales y no lineales de
ecuaciones algebraicaiijjak y Zetevic, cf. [63] y cf. [64].

1.2. Antecedentes sobre Descompogiaide Sistemas con Sola-
pamiento

Dejamos a un lado este breve repasaodnisb sobre publicaciones relativas a los sistemas
de gran escala en general, para seguir el hilo conductor de los trgbajbsin estado as
intimamente relacionados con el tema de esta tesis. Nuestro estudio parteceéptcale
descomposiéin con solapamientque fue introducido por Ikeda $iljak en 1980, en un
arficulo tituladoOverlapping Decompositions, Expansions and Contractions of Dynamic
Systemgf. [26]. En dicho trabajo se da la estructura maigoa sobre la cual lmclusion,
expansbny contraccbn de un sistema puede utilizarse para generar apropiadas descom-
posiciones con solapamiento. Se define, pues, el llafRedoipio de Inclusbn. El interés

de su aplicadin reside en que muchos mecanismos poseen subsistemas compartidos. Esto
nos ofrece la posibilidad, y en algunos casos la absoluta necesidashsteus contro-
ladores descentralizados. El estudio sobre sistemas interconectaelas, g ser de gran
utilidad de ahora en adelante, es tratado por diversos especialistasad®oditar, entre
otros, arfculos de Yasuda, Hikata y Hirai, como por ejem@m Decentrally Optimizable
Interconnected Systentd. [72], del &o 1980.

En 1981, Ikedaéiljak y White, enDecentralized Control with Overlapping Informations
Sets cf. [30], exponen los pasos a seguir para realizar un controedéstizado de un
sistema lineal con subsistemas solapados. En este caso, solamente se tigzEta
expansbn del espacio de estado. Se trata témkal tema del contrdptimo y de la su-
boptimalidad de las leyes de control obtenidas en el espacio expandefccahsradas e
implementadas en el sistema inicial.



18 Captulo 1. Introducadn

A los pocos meses, y dentro déla1981, nuevamente IkedavSrIjak publicanGenera-

lized Decompositions of Dynamic Systems and Vector Lyapunov Funatfofia7], en
donde se define el Principio de Inclasipara sistemas no lineales. Se trata el problema de
la estabilidad de los sistemas expandidos y se demuestra como dicha estabilidadanp

del sistema original. Por otra parte, y mediantéialgjemplo, se observa como la descom-
posicbn con solapamiento puede lograr la estabilidad de un sistema cuandoriesas

de descomposion disjunta no son efectivas. Es, por lo tanto, un avance en el campo de la
estabilidad, cuando losé&todos aplicados hasta entonces no resultaban efectivos.

Casi paralelamente a la apa@inide estas nuevasdnicas que proporciona el Principio de
Inclusion, otros cierificos como Geromel y Bernussou, ®ptimal Decentralized Control

of Dynamic Systemen el &0 1982, cf. [19], tratan problemas relacionados con el con-
trol descentralizado, controptimo y estabilidad. Estos estudios seamirposteriormente,
para ser aplicados en el nuevo marco que Ikeéﬂjgk habhan propuesto. Estos mismos
autores, en estapoca, trabajan en temas afinesi psdemos encontrar en suiattlo
When is a Linear Decentralized Control Optimal? Analysis and OptimizatioysiEgis

cf. [28], un estudio sobre controptimo en sistemas lineales descentralizados, lo cual nos
refleja la preocupadh existente por el tema de la optimizatiya por aquellosfes.

A mediados de 1983, IkedSijljak y Yasuda, publica®ptimality of Decentralized Control
for Large-Scale Systemsf. [33], en donde se propone un contéptimo descentraliza-
do para la estabilizagh de sistemas de gran escala interconectados. &slese estudia
como la optimalidad del control descentralizado se preserva bajo peiturba en las
interconexiones de los subsistemas.

De la misma manera como la defir@ini del Principio de Inclusin se extendi de los sis-
temas lineales a los no lineales, en 1984 se introduce el mismo principio paisidosess
lineales variables con el tiempo. Wsues, el tema del adulo Overlapping Decentralized
Control of Linear Time-Varying Systerascrito por Ikedaéiljak y White, cf. [32], versa
sobre la aplicaéin de los esquemas de exp@mscontracdn en el dis&o de controlado-

res descentralizados para sistemas solapados y variables con el tiegmipse Atiliza el
concepto de suboptimalidad para evaluar el resultado ddialisgdemos decir que en
este trabajo se siguen los mismos pasos queementralized Control with Overlapping
Informations Set<f. [30], comentado anteriormente, para este otro tipo de sistemas linea-
les. De esta forma, el Principio de Inclasise va extendiendo a otros tipos de sistemas.

Todava en 1984, aparece un nuevoieuto de los mismos autores, Ikedgiljak y Whi-
te, tituladoAn Inclusion Principle for Dynamic Systentd. [31], en donde se profundiza
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mucho nas en las consecuencias que se derivan del Principio de tlysie realiza

un estudio detallado de su aspecto mdittoo y, aunque@o se tratan sistemas lineales
y constantes, los resultados pueden aplicarse tamdilos sistemas no lineales, varia-
bles con el tiempo y estasticos. Se da, adés, un enfoque gedtrico y algebraico del
Principio de Inclughn. Al mismo tiempo, se caracterizan las denominadasicciones

y agregacione€omo casos particulares de expansiones. Recordemos que el cateepto
agregadn era conocido anteriormente y fue introducido por Aoki y publicadd &bre
Optimization Methods for Large-Scale Systems with Applicaticinh$3], en 1971.

Otros cienificos como Martynyuk, habida cuenta de la importancia y efectividad del Pr
cipio de Inclusbn, realizan estudios para ver de que manera puede aplicarse a lossistema
dinamicos nas habituales. De esta forma apargéte Inclusion Principle for Standard
Systemscf. [45], en 1984.

Entrado el &o 1985, tal y como comentaremos en el apariddtavacion y Objetivos de
la Tesis aparece un drulo de Malinowski y Singh bajo eltulo Controllability and Ob-
servability of Expanded Systems with Overlapping Decompositiéngt4], donde des-
pués de estudiar con detenimientoclantrolabilidady la observabilidadde los sistemas
expandidos en algunos casos particulares, detectaban una grendd#ete resultados y
verificacibn de propiedades si se utilizan unas u otras matrices denomic@taseemen-
tarias y notadas poM, N y L. Al final, dejaban una importante cuéstipor responder:
¢,®Omo se podan escoger estas matrices complementarias de manera que se obtuvieran
mayores “ventajas” a la hora de expandir-contraer un sistema? Evidenésraa este
articulo se continuaba trabajando con las matrices complementarias habitutdesjoees
entonces, pero ya se apuntaba la necesidad de encontrar otrasiexgaudistintas de las
usualmente utilizadas, es decir, las restricciones y las agregaciones.

Estamos en 1986. Aparece una nueva versiel Principio de Incluéin, esta vez para los
sistemas lineales discretos. Teniendéil;'aak como personaje central y compartiendo el
trabajo con Hodic, se publicaDecentralized Estimation and Control with Overlapping
Information Setscf. [21], arfculo en el cual se trata el tema de la expansiontracdn
para este tipo de sistemas.

Un avance en la te@ del control descentralizado con solapamiento se da al ampliar el
Principio de Inclugin no $lo a la expangin del espacio de estado sino taérbia los
espacios de entrada y salida. Este trabajo realizado por Ikéilg'aal; apared bajo el
titulo Overlapping Decentralized Control with Input, State and Output Inclyssérf29],
en 1986. El objetivo no era otro que el de proporcionar una mayabifidad a la hora
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de efectuar un control descentralizadesfo se refleja en un ejemplo ilustrativo en donde
se resuelve un problema de contégitimo relacionado con el movimiento de Velios
circulando en hilera a grandes velocidades. Dicho problem&atsadbo tratado por Le-
vine y Athans, en 1966, en su &aulo On the Optimal Error Regulation of a String of
Moving Vehiclescf. [40]. A pesar de dar una mayor generalidad al proceso densipa
contracobn, nuevamente los autores se limitan a usar el concepto de réstratisus
aplicaciones y en las conclusiones que cierran @wd apuntan la necesidad -de forma
parecida a como lo hiciera Malinowski y Singh- de buscar otras expassitistintas de
las utilizadas hasta el momento. Observamos pues cqarcamente, el Principio de In-
clusibn era muy general, pero en laptica las matrices usadas habitualmente se limitaban
a expansiones del tipo restriboi 0 agregadin.

Otros autores que ya higim tratado este tema, como Martynyuk en 1984, publican en 1986
nuevos resultados. Por ejemplo,Expansion of the State Space of Dynamic Systems and
Stability Problemscf. [46], encontramos un estudio sobre la estabilidad de los sistemas
expandidos considerandmicamente exparn del espacio de estado. Seguramente coin-
cidieron en el tiempo con los trabajos de Iked3iljak, cf. [29], ya comentados anterior-
mente, con lo cual Martynyuk no tuvo en cuenta la expgandel espacio de entrada ni de
salida en sus investigaciones.

Una buena cantidad de sxtilos aparecen durante estecdda. Como era de esperar, la
eficacia de los mtodos introducidos son utilizados en diversas disciplinas para tratar de
resolver una serie de problemas que por aquel entoncemtdificil solucion. Yousuff
conjuntamente con lkeda public&verlapping Decomposition and Expansion of Mecha-
nical Systemsen 1988, cf. [73], en donde se pone de manifiesto la utilidad dédaghs
desarrolladas cuando son aplicadas a cierto tipo de sistemasiceEc

Una versbn particular del Principio de Inclusn definida solamente para expansiones del
espacio de estado y de entrada aparece en 1990. Este nuevo caecbptdiza con el
nombre deextensbn. La ventaja radica en que, bajo este principio, cualquier ley de control
diséhada en eéspacio extendidpuede ser siempre conitia al sistema inicial. Se estudia
tambien la repercusin que sufre la funéin de coste en el sistema ampliado y su rélaci
con la funcon de coste asociada al sistema original. Todo ello se encuentra eficutoart
publicado por Iftar yOzginer,Contractible Controller Design and Optimal Control with
State and Input Inclusigref. [25], en 1990.

Siguiendo lafinea iniciada por Iftar YOzginer, el primero publica, en 1993, un trabajo
titulado Overlapping Decentralized Dynamic Optimal Control. [23]. Enél se encuen-
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tran definidas las extensiones ya imoicamente para los espacios de estado y entrada,
sino tambén para el de salida. Se repasan los conceptos sobre la contractilutdad)
Optimo para sistemas descentralizados con y sin solapamiento y funcionestelet@do

ello dentro del marco de las extensiones. Como es habitual, se ofrecerosjdogirati-

vos en donde se aprecian las ventajas conseguidas al trabajar amiands en lugar de
expansiones.

Otro arfculo importante aparece en e§faoca. Se trata deecentralized Estimation and
Control with Overlapping Input, State and Output Decomposijtirblicado por Iftar en
1993, cf. [22]. Enél podemos encontrar el mismo principio pero ahora generalizado al
espacio de estado, de entrada y salida.

Saltamos alido 1995, cuando Bakule y Rodellar Brecentralized Control and Overlap-
ping Decomposition of Mechanical Systems. Part 1: System Decomppsfti¢8], y en
Decentralized Control and Overlapping Decomposition of Mechanicate®ys. Part 2:
Decentralized Stabilizatigref. [9], mejoran el concepto de extebstdisextendin para
sistemas memicos descritos por matrices de segundo orden. En estos @ndomrise
dan condiciones necesarias y suficientes para las extensiones yamres contractibles
basadas en el espacio de estado del sistemamuecpropuesto. En la parte 2, se trata
el problema de la estabilidad de las leyes de control en el espacio extgnglofre-
cen ejemplos en los que se comparan distintos controles descentralizadmsyizan las
ventajas e inconvenientes en cada sitbiaci

A pesar de ser un tipo de sistema que no tratamos en esta Tesis Doctoralizddieque

el Principio de Inclu$in ha sido definido tamén para sistemas esémticos. Ag en 1996
Stankove, Chen ySiljak, despés de un congreso mundial celebrado en San Francisco
publicanStochastic Inclusion Principle Applied to Decentralized Overlapping Subaptim
LQG Contro| cf. [68]. En este trabajo, se tiene en cuenta la expandel espacio de
estado, de entrada y de salida, pero queda restringido a las expardabtigo restric@n

o bien agregadin. En el mismo &o 1996,éiljak presenta eecentralized Control and
Computations: Status and Prospeat$ [62], una revishn del pasado y presente en el
area de control descentralizado de sistemas de gran escala con ieté@nes, poniendo
especial atenbh a los problemas relacionados con la dimensionalidad e incerteza de los
sistemas. Otro punto de inér tratado es el relacionado con la descompasidie un
sistema de gran escala.

Recientemente, en 1997, encontramogalds donde se siguen aplicando lésrticas
gue nos proporciona el marco mat#imo del Principio de Incluén. Ad por ejemplo,
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en Decentral[zed Suboptimal LQ Control of a Platoon of Vehickfs [69], Stankowt,
Stanojevt y Siljak usan tales &todos con el fin de lograr el control de un higato
segmento de vétulos circulando en hilera.

Nuestra aportadin al tema la podemos encontrarterPrincipio de Inclusbn Generaliza-
do: Nuevas Posibilidades de Expamigipresentado en el “Meeting on Matrix Analysis and
Applications”, cf. [52], en 1997 en Sevilla, que fue la contindacile otra comunicagn
precedente, concretamer8eluciones a la Primera Ecudi del Principio de Inclugin
Generalizadg correspondiente al “Meeting on Matrix Analysis and Applications”, cele-
brado en Vitoria en elfa 1994, cf. [53]. En ambos congresos se daralgunos de los
resultados contenidos en esta tesis.(fmo, decir que hemos presentado uficatb bajo

el titulo Characterization of Expansion-Contraction Matrices in Overlapping Degosi-
tions of Dynamic Systenp&ra su aprobagh en el “1998 IEEE Conference on Decision
and Control”, que eétprevisto que se celebre en Tampa, Florida, en el mes de Diciembre,
cf. [51].

1.3. Motivacion y Objetivos de la Tesis

Motivacion:

El Principio de Inclughn exige que se verifiquen unas ciertas condiciones matriciales que,
aunque son muy generales, no dejan de ser restrictivas eadgcprEsto se traduce en
gue a la hora de realizar cualquier expansy ante la necesidad de que se cumpla dicho
principio, las matrices a elegir queden reducidas a unos pocos caswstosnPor todo
ello, si el control descentralizado realizado con estas matrices no curepégleerimien-

tos deseados, est@&chicas pueden dejar de ser efectivas.

Ikeda yéiljak enGeneralized Decompositions of Dynamic Systems and Vector Lyapunov
Functionsen 1981, cf. [27], dicen textualment@ur ability to use generalized decompo-
sitions depends crucially on the choice of the transformation matrix V atdeswently,

the generalized inverse U and the complementary matrix B4 este caso solamente se
hace referencia a la matriz complementaig no a las matricebl y L (de las que habla-
remos nas adelante) por cuanto las expansiones selefieaton sistemas sin entradas ni
salidas, es decir, del tig®: x = Ax. Mediante un ejemplo, se demuestra como al conside-
rar distintas matriceg y M se obtienen espacios expandidos ta@nhlistintos, en donde
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las interconexiones de los subsistemas son esencialmente diferentesliddoloesumen
diciendo:“How to use this fact as a recipe in more general cases, is an objectiveeof th
future research’

En este mismo sentido, en el trabajo de Malinowski y Si@ghtrollability and Observa-
bility of Expanded Systems with Overlapping Decompositiohg44], del dio 1985, se
apuntaba la necesidad de investigar otras posibles matrices de éxpgunsino fueran las
gue habitualmente se utilizaban. Revisando publicaciones posterioretaydoade llega
nuestro conocimiento, constatamos que este problema continuaba abiesteeyspgian
utilizando las matrices complementariagsmsuales. Por ello, dreos que poth ser inte-
resante estudiar lo que se escenmias el Principio de Includh en cuanto a su estructura
matricial se refiere. Desps de repasar minuciosamente el entorno relacionado con dicho
principio y a partir de unos cambios de base que se congmidrs adelante, se obtiene
la estructura de las matrices que intervienen en el proceso de éxpaositracdn y se
pueden clasificar, de alguna forma, las posibles expansiones de omesi€ten ello queda
resuelta la cue<in que Malinowski y Singh plantearon.

Para dar una idea del mecanismo seguido a la hora de realizar un cestehttalizado

y centrar lo que sén losObjetivos de la Tesis supongamos un sistema lineglque
representa el modelo objeto de estudio. Supongamoséadgue se trata de un sistema
de gran escala compuesto posubsistemas. Seak B y C las matrices de estado, de
entrada y de salida d& respectivamente. Entonces, el mecanismo utilizado para aplicar
las €cnicas de control descentralizado mediante descomposion solapamiento, puede
esquematizarse de la siguiente manera:

S: x=Ax+Bu n S: %= A%+ Bi
y =Cx — y=Cx
[ |@
S, : k=A %+B,0 §: %=A%+B,0+AX+B.
S S
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Veamos en que consisten cada uno de estos pasos.

En el paso (1),

S: x=Ax+Bu S: X
(1)

y:Cx _

< X
1
+
[us ]
(e}

se expande el sisten®a un nuevo sistem@ llamadosistema expandigale manera que
dicho proceso cumpla una serie de requisitos, es dedirbagd las condiciones del que
denominaremo®rincipio de Inclusbn GeneralizadoAsi pues, (1) nos proporciona un
sistemaS que es de mayor dimerdsi y con la particularidad de que aparece descompuesto
enssubsistemas que pueden compartir algunas de sus variables.

En (2),
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El
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§:x +B,0+A%+B.d
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el sistema expandido es tratado como un sistema interconectado, formaxsupsiste-
mas disjuntos. En realidad el paso (2) no aporta ninguna novedadptoalceuesto que
los sistemasSy § son icenticos, pero nos permite observar el sistedrde una forma
mas ventajosa de cara a realizar un control descentralizado. Las ma{rige8, son
matrices diagonales por bloques y las matriég:y LS,C son las denominadasatrices de
interconexon.

Il
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En el paso (3),

AD +B,0+AX+B.{

é])l
X
I
lj)>z
X
+
[usl}
o
(e}
H

y= ;éiii —_— y=

supondremos que las matrices de intercofn‘reﬁg =0y I_5>C = 0. De esta forma obtenemos
un sistemaxpandido desacopladsy, en donde se di$an las leyes de control. Para ello
se utilizan todas lagtnicas de control descentralizado disponibles.
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Finalmente, en el paso (4),
S: Xx=Ax+Bu

y=CXx

@

%+ B,

§: k=A%
S ~
y= lei Ki
=
las leyes de control obtenidas para el sistég1aoncontraidas-siempre gue sea posible-

para ser implementadas en el sistema ini§jabdo ello bajo las condiciones del Princi-
pio de Inclusbn Generalizado. El esquema hastaigiesentado sigue los mecanismos

habituales.

Con el objetivo de conseguir otros sistemas expandiiesn mayores ventajas de cara
al disdio de leyes de control descentralizadas, consideramos en este trabgasts
adicionales. Estos dos nuevos pasos modifican el esquema anterioigiédate forma:

S: x=Ax+Bu O S: %= A%+ B0
y=Cx — y=Cx
L(a)

S: Xx= AX+BU
y=Cx
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En (a) se consideran unos cambios de base en los espacios de estadmdha y de salida
del sistema5, lo cual siempre es posible por ser el Principio de InéIusBenEraIizado
independiente de la base escogida. De esta manera se obtiene un reevasa cual
posee unas carac’tsﬁicaf muy especiales.dd concretamente, las matrices que definen
la expangdn del sistem& poseen bloques matriciales nulos de gran femi&sto facilita

el estudio de la estructura de las matrices que intervienen en este prdgesorteo se
vera a lo largo de la tesis. Una vez estudiadas las propiedades que son ée anal
sistemaS regresamos de nuevoSmediante el paso (b) para seguir trabajando con las
bases iniciales. Los pasos (a), (b) y (c) equivalen al paso (2kdakena anterior. A partir

de aqiiseguimos con (3) y (4) del primer esquema.

Una vez comentados los antecedentes del control descentralizadcaglodigestro punto
de partida, pasamos a concretar los objetivos de esta tesis.

Objetivos:

El objetivo global consiste en obtener la estructura de las matrices compéeiagmue
intervienen en todo proceso de expanscontracdn de un sistema lineal, junto con las
propiedades que dichas matrices deben verificar. &desntamb@n en érminos de ma-
trices complementarias, se trata de caracterizar la contractibilidad de una ¢eylol

con la finalidad de disponer en lagatica de un conjunto de matrices complementarias de
facil eleccon, lo que representa una gran ventaja para efidbar. De forma particular,

se contempla el caso de una ley de contimiimo lineal cuadatico.

Con el fin de alcanzar estos objetivos centramos la tesis en los siguientes:pu

e Recopilar los principales resultados sobre el Principio de Inmhysionsecuencias y
aplicaciones dscomo conceptos relacionados con el mismo: funciones de coste, subopti-
malidad, control descentralizado, solapamiento, contractibilidad, etc.

e Estudiar y caracterizar la estructura de las matrices que intervienen lgaieugro-
ceso de expan@i-contracdn. Aplicar los resultados anteriores para obtener condiciones
suficientes para la expabsi de un sistema, incluida la fudei de coste, y ver cuando una
ley de control es contfble.
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e Determinar la forma matricial de las restricciones y agregaciones como lamasgos
particulares ras usuales de expabsaicontracdn.

e Obtener sistemas expandidos particulares y ofrecer un estudio detadladcedtabili-
dad, controlabilidad y observabilidad, entre otras propiedades.

e Estudiar y clasificar los tipos de expamsicontracdn disponibles en la prctica.

e Ofrecer un ejemplo ilustrativo en donde se observen algunas de laggenitéenidas
al elegir ciertas matrices complementarias obtenidas en esta tesis y ser apjasteaor-
mente en un proceso de expamscontracdn.

1.4. Contenido de la Tesis

Esta Tesis Doctoral se ha estructurado en seidudap. Pasamos a resumir escuetamente
el contenido de cada uno de ellos.

En el Cafitulo 2 se define en primera instancia el Principio de Inélusi se repasan las
principales definiciones, propiedades y conceptos que se iizalo largo del trabajo.
Aqui se sintetiza, en buena medida, lo que se ha publicado hasta este momentwoyg que
sirve como punto de partida. Se tratan temas relacionados con la éxpansiracdn

de sistemas, restricciones, agregaciones, funciones de costectibifitad, descomposi-
cion con solapamiento, control descentralizado o suboptimalidad, entre@atms salar
que en este cafolo se han uniformado notaciones, se han &ktréos resultados &s im-
portantes y se ha recapitulado lo que era de mayoréstggra nuestros progitos.

En el Cajitulo 3 empieza la parte &eica, principal e igdita de la tesis. Veremos como,
mediante unos cambios de base adecuados, se obtienen unas matricasomelejas, es
decir, formadas por submatrices con un buemaro de filas y columnas nulas. Todo ello
nos permite estudiar y descubrir la estructura de las matrices que intereiecaalquier
proceso de expartsi-contracdn de un sistema. Una vez determinada dicha estructura
procedemos a deshacer los cambios de base efectuados. A partir deoastato, se
enuncian y se demuestran los teoremas vistos en gutmpnterior pero ahora con una
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mayor simplicidad matricial a la hora de escoger las matrices que deben de dasplir
condiciones impuestas por el Principio de IndusiSe trata tambn el tema del control
optimo y de la contractibilidad de una ley de control.

Siguiendo en laihea del capulo anterior, el Cajtulo 4 se centra en el estudio de los dos
casos particulares s utilizados a la hora de expandir-contraer un sistema: las restriccio-
nesy las agregaciones. En primer lugar se determina la estructura maériesthd formas

de expandin y posteriormente se detalladatabilidad controlabilidady observabilidad

de los sistemas expandidos en ambas situaciones, entre otras propiedades

Otro punto realmente importante consiste en caracterizar las matrices complé&asenta
Se demuestra como en laagtica disponemos de dos grandes tipos de expansiones, den-
tro de los cuales esh incluidas las restricciones y las agregaciones. Como resultado de
este estudio quedan delimitadas, de alguna manera, las posibles eleceitaesnetri-

ces complementarias. Todo ello proporciona nuevas matrices probableroeniézadas
hasta el momento pero que pueden ser de grarémtar fundn del tipo de control que

se pretenda efectuar.

En el Cajitulo 5 se presenta un ejemplo ilustrativo en donde se aplicaredascas de
control descentralizado seguidas Sdiiak y colaboradores y que convendremos en deno-
minar “habituales”y las que hemos venido desarrollando en esta tesisydmeigpecial
hincape en las ventajas conseguidas si expandimos de una determinada faeeefss

plo tambgn nos sirve para revisar y aplicar lo que se ha visindamente en los céplos
precedentes.

El Cagtulo 6 esh destinado a resumir lo que se ha tratado a lo largo del trabajo. @as®i
dedican unos comentarios sobre las posibles consecuencias y apksatgogste estudio.
Ademas de plantear una serie de cuestiones que han ido surgiendo, se pesffleuras
lineas de investigan que pueden derivarse de los resultados obtenidos. Se concluye la
tesis con una bibliogréd de referencia.



Capitulo 2

El Principio de Inclusion

2.1. Introduccion

Supongamos un sistema formado por una cofecde subsistemas. E&dil pensar que
dichos subsistemas puedan tener partes eminpses decir, que exista un cierto solapa-
miento. Un sistema con subsistemas solapados se puede expandigératiieaiun nuevo
sistema ras amplio donde los subsistemas sean disjuntos. Entonces es posiiée dise

el espacio expandido leyes de control descentralizadas para dzistesma usando las
técnicas habituales en estos casos. Este tipo de control recibe el nadorgil descen-
tralizado. Una vez digedas las leyes de control para cada una de las partes, pueden ser
contrddas e implementadas en el sistema original. Tratando con sistemas de gfan esca
probablemente sea&s conveniente construir controladores descentralizados antes que in-
tentar crear un macrocontrolador global. En muchas ocasione&sqé#sta lalinica via
posible.

Las &cnicas de descompogiai juegan un papel primordial en el tratamiento de sistemas
de gran escala. Los controladores locales proporcionan infobmdei cada subsistema y
ésta, a su vez, puede ser utilizada para controlar el sistema en su totalidkhtemente,

la forma de escoger los subsistemas es importante aunque a menudo estemasslimitad
por las condicionesidicas de la planta. Por todo ello y ante distintas opciones, debere-
mos estudiar si una mayor simplicidad ddaulos -como resultado de una pafitien el

29
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sistema- nos facilita el control o esasmconveniente abordar el problema por otias.v
Aqui trataremos fundamentalmente las cuestionas téricas del control y no entrare-
mos en profundidad en su puesta eagpica puesto que, entre otras razones, cada modelo
conlleva una probleatica diferente y debe ser estudiado de forma particular.

En ocasiones, al efectuar losadisis de estabilidad y controlabilidad de un modelo corres-
pondiente a un sistema de gran escala donde las particiones se han cezdizaa fin

de simplificar @lculos, la descomposi@mi con solapamiento aporta una sofuccuando

las €cnicas de descompodiai disjunta no son efectivas (pueden encontrarse ejemplos
en“Closed-loop Balanced Realizations in the Analysis of Suboptimality and Stadsility
Decentralized Systemglftar y Ozgliner, 1984, cf. [24], entre otros).

Todas estas ideas descansan bajo una estructura atiaeue se conoce con el nombre
de Principio de Inclugin. Fue en elf@o 1980 cuando IkedaVS/inak introdujeron eriOver-
lapping Decompositions, Expansions and Contractions of Dynamic Sy/stefn[26], el
Principio de Inclusin.

En 1986, los mismos autores angpl este concepto en su trabajo tituld@werlapping

Decentralized Control with Input, State and Ouput Inclusicef’ [29]. Esta nueva versn

es la que nosotros hemos convenido en llaRvancipio de Inclusbn Generalizady de

la cual partimos. Se trata del marco maé¢ico que garantiza el proceso de expansi
contraccdn de un sistema.

Trataremos a lo largo de la tesis con sistemas lineales constantes con el tianpe a

el Principio de Inclugin haya sido generalizado a diversos tipos de sistemas, tal y como
se ha comentado en el apartado dedicado a los antecedenberdsstAlgunos de los
resultados que adjse ofrecen se pueden trasladar sin mayor problema a otros tipos de
sistemas, pero en cada situachabé que realizar un estudio particularizado.

En este cafulo se resumen la mayor parte de definiciones, teoremas y consecuerias
conlleva el Principio de Incluéh Generalizado, puesto que son numerosos los trabajos
realizados sobre el tema a lo largo de esfossaSe ha procurado en todo momento res-
petar al naximo la notadn habitualmente utilizada, unificando la simbdtbguando ha
sido necesario.
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2.2. El Principio de Inclusibn Generalizado

Sean los sistemas lineales

2.1
o (2.1)
& % Ax+Ba
X (2.2)
y=CX

dondex(t) € R", u(t) € R", y(t) € R, son el estado, la entrada y la salida del sist&éma

parat € R*. De forma aaloga,xt) € R", (i(t) € R™, §(t) € R', son el estado, la entrada
y la salida del sistem$, respectivamente. Las matricasB, Cy A, B, € de tam#@onxn,
nxm, I xny AxA, Aixm, I'x fl, respectivamente, se supoadiconstantes y represerdar
los sistemas$y S. Supondremos que los vectorgs), u(t), y(t) correspondientes @son
de dimensdn menor (o a lo sumo igual) que los respectivos vectefBs ((t), y(t) del
sistemaS, es decirn < fi, n< M, | <. Notaremos pox(t; xo, u) a la solucbn deS para el
instante iniciat = 0, estado iniciak(0) = X y una entrada fijada(t). Designaremos por
y[x(t)] a su correspondiente salida. #agamente para(f: %, ) y ¥[X(t)] del sistemé.
Por brevedad de notdi, x(t) indicara la solucbn para un arbitrarigy € R" y una entrada
de controlu(t) € R". Asimismo,x representar al vectorx(t) parat > 0. Analogamente,
parax(t) deS.

Los sistemas$y Ses@n relacionados mediante las siguientes transformaciones:

X=VX x=UX, (2.3)
0=Ru u=Qq, (2.4)
y=Ty, y=9, (2.5)

dondeV, Ry T son matrices constantes, de dimensiones apropiadas y de réaxgoan
por columnas. La matricds$, Q y Sson tambén constantes y de rangamimo por filas,
verificando las relaciones

UV = I, QR= I, ST=1, (2.6)

siendoly, Im y |} las matrices identidad d&@denes correspondientes a losisdices.

Nota: Las definiciones y teoremas dados en esta éaqmieden consultarse en [29], [30],
[31]y [61].
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Definicion 2.1 (Principio de Inclusbn Generalizado) Diremos que un sisteBimcluye
al sistemaS (0 bien queS est incluido enS) y lo notaremos po8 S S, si existe una cua-
terna de matricesU,V, R S) tal que para cualquier estado iniciaby cualquier entrada
fijada ut) desS, si

GV
o= @.7)
G(t) = Rut), paratodot> 0
siendof, el estado inicial yii(t) la entrada para el sistem&, entonces
X(t; %o, u Xo, O
X(t; %o, u) = ~(~ %o, 0), 2.8)
y[Xx(t)] = SY[X(t)], para todot> 0.

Definicion 2.2 Cuando un sistemﬁinclyye al sistem& decimos qué es una expanén
deSo bien ques es una contracéin deS.

Observacibn: La Definicion 2.1, que hemos dado el nombre de Principio de Inmfusi
Generalizado, es una extemsidel Principio de Inclusin dado por Ikeda éiljak en 1980,
cf. [26], en donde se consideraba que los espacios de entradaaydmalab sistemaSy S
eran icenticos. Es decir, $h=m, = ,R=1ny S=1, obtenemaos el Principio de Incldsi
como caso particular del Principio de InclisiGeneralizado. Esta extebsipermite el
tratamiento de sistemas con subsistemas interconectados cuando existmisolapan
los estados, las entradas y las salidas.

Podemos observar como la Defitdini2.1 garantiza que el sistef8aontiene toda la infor-
macbn acerca del comportamiento 8eMas din, es posible obtener cualquier propiedad
de S a partir deS o bien usarS como modelo reducido d8. Asi por ejemplo, podemos
establecer la estabilidad o la controlabilidad3e partir deS. Esta es la idea subyacente
y principal que se esconde bajo el Principio de Inédosbeneralizado.

La condicbn necesaria y suficiente para que se cumpla el Principio de locl@enera-
lizado nos la da el siguiente teorema.

Teorema 2.1 Un sistem&incluye al sistem&si y $lo si existe una cuaterna de matrices
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(U,V,R S) tales que:
a) UAV = Al
b) UABR= AB,
c) <AV = CA,
d) SCABR = CAB

(2.9)

paratodo i=0,1,2,... O

Cuando consideramos descomposiciones con solapamiento del sgestzenos intere-
sados en generar expansiofate S. Si los pares de matricéd,V), (Q,R) y (ST) esén
especificados, las matricAsB y C podian ser expresadas por las relaciones matriciales

A=VAU+ M,
B=VBQ+N, (2.10)
C=TCU+L.

Las matriceM, N y L se denominamatrices complementarigspueden ser escogidas
arbitrariamente siempre que verifiquen el teorema dado a contimyjacjuivalente al Teo-
rema 2.1, el cual nos proporciona una corttfianecesaria y suficiente para que se cumpla
el Principio de Inclug$in Generalizado eretminos de las propias matrices complementa-
rias.

Teorema 2.2 Un sistemdS es una expanéh del sistem& si y 9lo si existe una cuaterna
de matricegU,V, R, S) tales que:

a) UMV =0,
b) UM~INR=0O,
c) SLMlv=0o,
d) SLM-INR=0

(2.11)

paratodoi=l,2,....A. a

2.3. Restricciones y Agregaciones

Antes de continuar con el estudio sobre el Principio de IngiuSeneralizado, vamos a
detenernos en los dos casos particularas utilizados en la pctica a la hora de conside-
rar expansiones-contracciones de un sistema. Se tratam@stiascionesy lasagregacio-
nes
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Definicion 2.3 Diremos que el sistenfaes una restricén del sistem&, cf. [61], si existe
unaterna de matrice®/, R, T) tal que para cualquier estado iniciaby cualquier entrada
fijada ut) desS, si

% = V%o,
o=V (2.12)
G(t) = Rut), paratodot> 0
siendo, el estado inicial y(i(t) la entrada deS, entonces
X(t; X, G) =V X(t; X, U),
(6%, 8) = Vx(t;X0,u) 213)

[)?Et)] = Ty[x(t)], para todot> 0.

La condicbn necesaria y suficiente para gbieea una restricon deS viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 2.3 El sistemaS es una restricén del sistem&, cf. [61], si y 9lo si existe una
terna de matricesV,R T) verificando:

a) AV=VA
b) BR=VB, (2.14)
c) Cv=TC. m

Teniendo en cuenta las matrices complementdligh y L, el Teorema 2.3 se traduce en
el siguiente:

Teorema 2.4 El sistemaS es una restricén del sistem& si y $lo si se verifica:

a) MV =0,
b) NR=0O, (2.15)
c) Lv=0. O

Observacbn: En cualquier restricéin el subespacio I ¢ R" es invariante en el sentido
que las solucioneg(t) de S que empiezan ery €lm V, permanecen en I para cual-
quier entrada. Dado qué es una matriz inyectiva, existe una matvizal queUVv =1,y
en consecuencia, por la Defirci 2.3,SincluyeS.
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Definicion 2.4 Diremos que el sistem@ es una agregadin del sistema si existe una
terna de mat[ice$U,Q, S) tal que para cualquier estado inici& y cualquier entrada
fijada(t) deS, si

=U%o,
Xo="% (2.16)
u(t) = Q((t), paratodot> 0
siendo ¥ el estado inicial y (t) la entrada deS, entonces
X(t; %o, u) = UX(t; Xo, 0),
(t;%0, u) = UX(t; %, 0) 2.17)

y[x(t)] = SY[X(t)], paratodot> 0.

Asi pues, ené@rminos matriciales, la cond@ necesaria y suficiente para deisea una
agregadn deS nos la proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.5 El sistemaS es una agregadin del sistem& si y 9lo si existe una terna de
matrices(U, Q,S) tales que:

a) UA=AU,
b) UB=BQ, (2.18)
c) L =CuU. a

Teniendo en cuenta las matrices complementarias, podemos enunciarezhdehb de
otra forma equivalente.

Teorema 2.6 El sistemaS es una agregadh del sistem& si y Dlo si se verifica:

a) UM=0,
b) UN=0, (2.19)
c) SL=o. O

Observacibn: De la Definicbn 2.4 de agregatn se deduceatilmente que se verifica la
inclusion del sistemd& enS. Cabe sRalar que las agregaciones especifican el comporta-
miento de la proyecon de una trayectoria d& para una arbitraria condim inicial X,
mientras que las restricciones lo hacen para un conjunto limitado de condiaiales
XoelmV C R". En ambos casos, sin embar@a;ontiene toda la informagn acerca del
comportamiento d&.
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2.4. Expanson-Contraccion de Funciones de Coste

Una forma habitual de abordar el problema de control es utilizar criteeiosmtrol 6pti-
ma, particularmente mediante funciones de coste lineal @tiadr En esta seamn trata-
remos este aspecto.

Sea el sistema lineal
S: x=Ax+Bu

2.20
y—Cx (2.20)
al cual le asociamos una fuidci de coste
J(Xo,u) = / (XQ*x+u'Ru) dt, (2.21)
0

dondexg es el estado inicial del sisten$Q* una matriz sirétrica de ordem, constante,
semidefinida positiva R una matriz sirétrica de ordem, constante y definida positiva.
Notaremos pot(S,J) al par formado por un sistema lineal y su fusrtde coste asociada.

Asimismo, al sistema lineal ampliado

~ . ~

S: ¥= A%+ B0

~ 2.22
§y=CX (2.22)
podemos asociarle una fubaide coste dada por
(%, 0) = / (RE'%+ dRT) dt, (2.23)
0

siendoxg el vector de estado inicial para el sisteé;aﬁ* una matriz sirétrica de ordem,”
constante, semidefinida positivay una matriz sirétrica de ordem, constante y definida
positiva. De forma afoga consideraremos el p(é“, 5). Supongamos las transformaciones
linealesk=Vx, U= Rudadas en (2.3) y (2.4). Entonces:

Definicion 2.5 Diremos que un paS, J) incluye al par(S,J) y lo notaremos po(S, J) o
(S,J), si el sistem& incluye al sistem&y adenas

J(X0, ) = I (%o, 0), (2.24)

para cualquier estado inicialxy cualquier entrada fijada ) deS.
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Definicion 2.6 Cuando un par(S,J) incluye al par(S,J) diremos queg S, J) es una ex-
pansbn de(S,J) o bien que(S,J) es una contracéin de(S,J).

Comentario: Si (S,J) es una expansn de(S,J) el problema de contrdptimo corres-
pondiente a la expar®i S es equivalente al problema de contptimo enS.

Bajo las transformaciones (2.3) y (2.4), las matriceséjé) y (S,J) pueden relacionarse
mediante:

A=VAU+M
B=VBQ+N,
Q" =U'Q"U + Mg,
R =QRQ+Ng,

(2.25)

siendoMg- y Nr- matrices complementarias dedenes1y m, respectivamente. Entonces,
condiciones suficientes para gi&J) O (S,J) nos las da el siguiente teorema.

Teorema 2.7 Un par (S,J) incluye al par(S,J) si se verifica uno de los dos bloques de
condiciones:

a) MV =0,

b) NR= 0,

c) VMgV =0, (2.26)
d) RNkrR=0

0 bien

a’) UMV =0,

b)  UM'"INR=0,

¢) MgM-v=0, (2.27)
d) MgM~INR=0,

e) RNrR=0

paratodoi=l,2,....A. O

Observacbn: Los dos bloques de condiciones son independientes. Cualquiera de ellos
garantiza que el pdS,J) incluye al par(S,J).
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2.5. Leyes de Control Contrables

Se trata ahora de diSar una ley de control lineal para el sisteBde la formau = —Kx

a partir de una aproplada ley de controk"-K X diseiada en el sistema expandi§o
Las matriceX y K correspondientes a los smten&yss respectivamente, se denominan
matrices de ganancia

Definicion 2.7 Una ley de controli = —K X en el sistem& es contréble a la ley de
control u= —K x del sistemd si X = V %, (i = Ru implican

Kx(t; %o, ) = QRX(t; %o, 0) (2.28)
para todo t> 0, para todo x € R" y cualquier entrada fijada @) € R".

Observacbn: Notemos que la contractibilidad de una ley de contret ~K % a la ley
u= —Kxsupone que el sistema de lazo cerrado

S.: x=Ax (2.29)
dondeA = A— BK, debe ser una contraéei del sistema de lazo cerrado
§: X=A% (2.30)

siendoA = A— BK.

Para establecer las condiciones de contractibilidad representaremosizakmmagdiante
K = RKU +F, (2.31)

dondeF es una matriz complementaria, a determinar, de f@nfax fi.

Necesitamos ahora condiciones bajo las cuales el camtrol-K % es contréble au =
—Kx. Esto nos lo proporciona el siguiente teorema.

Teorema 2.8 Una ley de controli= —K % deS es contréble a la ley de control 4= —K x
deSsiy Plo si se verifica: _

a) QFM-lv =0,
b) QFM~INR=0 (2.32)

paratodoi=1,2,...,A. O
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El Teorema 2.8 puede aparecer enunciado de otra forma equivalelate@sm no se usa
explicitamente la matriz complementafa Veamoslo.

Teorema 2.9 Una ley de controli= —K X deSes contrable a la ley de control u= —K x
del sistemés si y Dlo si se verifica:

a) i QKV =K,
b) QKM =0, paratodoi=2,...,

ol f (2.33)
c) QKMI"INR=0, paratodoi=1,...,#. O

Comentari~o: La equivalencia de ambos teoremas gueda clara si tenemos en cuenta que,
de (2.31)K = RKU +F y en consecuenciB = K — RKU. Entonces, sustituyendo Fa
ad obtenida era) y b) de (2.32), tenemos:

a) QKM =KUM-1v,

b) QKM —INR =KUM-INR (2.34)

para todai=1, .., i. Puesto que estamos suponiendo §ue S, de las dos primeras ecua-
ciones de (2.11) tenemos: _
UMV =0,

UMI=INR=0 (2.35)
paratoda=1,...,fi, con lo cual se concluye:
a) ~ QKV =K,
b) QKM"'V =0, paratodd=2,..,fi (2.36)
c) QKMI"INR=0, paratodd=1,...,f.

En algunos casos particulares, la contractibilidad exige menos condit@byesomo nos
lo asegura el siguiente corolario.

Corolario 2.1 Si MV =0y NR= 0, entonces cualquier ley de contid= —K X diséhada
en el sistem& es contrdble a la ley de control &= —K x del sistemés. Adenas, K=
QKV. O

Nota: Las definiciones y teoremas vistos en este apartado pueden consult2gk [80]
y [61].
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2.6. Solapamiento en el Contexto de las Expansiones

Antes de continuar con el tema, conviene dar una interptetageneral y mateatica
del concepto dsolapamientoA titulo de muestra, solamente supondremos expardg!
espacio de estado.

Sea el sistema lineal

S: x=Ax+Bu
(2.37)
y=CXx

y consideremos una partigi del vector de estadqt) € R", x = (X,%,...,x)t, la cual
induce una descomposditi de las matrice8, By C de la forma:

Air A ... Ass 21
2

A Asr A ... Ags ., B= 1, c= (ClCZ Cs) . (2.38)
Ag A Ass Bs

EntoncesS puede ser representado como una interc@meses subsistemas, es decir

S
S: X =AiiXa+BiU+ZAinj
=1
i (2.39)
S
y= Clxla ieN.
2,

Las trayectorias d8 pueden ser tratadas como proyecciones(tieq, u) sobre los subes-
paciosX, i € N,

X=X18X0® - DX, (2.40)
esto esX es suma directa de los subespadip®ichos subespacios quedarivotamente
determinados por la partimn dex. Redprocamente, dada una coleatide subespacios de
esta forma, le corresponde uimaica partiodbn en el vector de estado

Supongamos ahora una pamicideXx de la forma

X=X1+X+ -+ X, (2.41)
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dondeX es una suma ordinaria de subespagioso necesariamente disjuntos. Con el fin
de obtener una descomposigidisjunta, expandimos el espacio A cadaX; de (2.41)

le asociamos una aplicéeiVi : X — X;, i € N y construimos una exparisiV : X — X
donde dimX = 33 ; dim.x;, siendoV = (V1 V5 --- Vg)', la cual es inyectiva. La corres-
pondiente descomposini del espacicl deSes

X=X10X® &Xs, (2.42)

la cual es suma directa de los subespa&jo@omo se puede observiir: Xi, es decir, la
identidad de los subespacios se preserva con la expam esta manera obtenemos una
suma directa de subespacios a partir de una suma ordinaria. La ép@rasloptaa la
forma

# (2.43)

Ahora podemos dig&r un control ers usando los ratodos habituales de las descompo-
siciones disjuntas. La ley de control resultante pahr contrimla para ser implementada
en el sistema origing. El mismo razonamiento y proceso segarinos en el caso de con-
siderar expansiones del espacio de entrada y de salida con el finetheiobubsistemas
con independientes entradas y salidas.

2.7. Diséio de Leyes de Control Descentralizadas

En esta secbn vamos a estudiar como se pueden construir controladores locales-para
gular modelos con solapamiento. Para ello seguiremos el proceso que aesatéizlisio

de leyes de control descentralizadas en el espacio expandido ytetigrasontracdn e
implementadn en el sistema original.

Supongamos el casoan general en que un siste@a&sh constituido pos subsistemas.
Dicho sistema puede ser expandido para obterseibsistemas disjuntos que notaremos
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porS y dados por las ecuaciones

S A||X|+B||U|+ZA|JXJ+ZB|J UJ, IZ:I.,Z,,S7 (244)
J#I Jaél
dondex(t) y Gi(t) son los vectores de estado y de entrada para cada subsiteima
dimensiones’y My, respectivamente. Las matncA@ A.,, B.., B.J, son constantes y de

dimensiones correspondientes apropiadas. Una representsas compacta d& que la
dada en (2.44) la notaremos [@rsiendo

S: X=A,%+B,0+A %+B.0, (2.45)
donde
X= ()ztl?)ztzv"' 722)t7 U= (Ut:IJUth" aats)tv (2.46)
son el estado y la entrada del sisteByaon
AD = dlag{A].l) A227 "'7ASS}7 é[) = dlag{élb é227 cey éss}a (247)

'&C:(’&ij)7 éc::(éij)'

Alas matricea&C y I§C las llamaremosnatrices de interconedin. Supondremos que cada
par (Aji, Bii) de (2.44) es controlable con lo cual el gay,,B,) de (2.47) taml&n lo sea.

Con el sistem& asociamos una funain de coste

(%o, 0) = /0 RO+ AR 0) (2.48)
donde

Q; = diag{éila Q;Zv -"7625}7 ﬁ; = diag{lfé?lﬁ.l’ Ifé;Z: 0y ﬁzs}ﬂ (2-49)
siendo cadéﬁ una matriz constante, semidefinida positiva, de feoiax fi; y Ii,—’; matrices
tambin constantes, definidas positivas, de tdonm x M. Ademas supondremos que cada
par (An : (Qﬁﬁ) es observable, es dec(rAD, (Q’g)%) es observable.

Consideremos ahora el sistema expandido y desacoplado repregsmtado

S : X=A %+B,0, (2.50)
que se obtiene de (2.45) al conside&@rz Oy I_5>C =0, es decir, no teniendo en cuenta las
interconexiones. Elegimos una ley de conbptimo para este sistema descentralizado de
la forma

0, = —K, X, (2.51)
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donde N e
Ko = (R) "BLP,, (2.52)

siendoP, la Gnica matriz sirétrica, definida positiva, solumi de la ecuaéin de Riccati

AB +BA -BBR)'BA+G =0 (2.53)
Notemos que debido a (2.52) y (2.53),
ISD = dlag{ |511, |522, ceny ISSS}, KD = dlag{ Kll, Kzz, ceny Kss}, (2.54)

donde las submatricé% y Kii, i=1, ...,S, concuerdan con las dimensiones de los subsiste-
mas deS,.

Como resultado de todo este proceso, obtenemos una matriz de ganarmialdiag
Kll 0
K, = (2.55)
0 Kss
con su ley de control correspondiente= —K_%, que poda ser contrala al sistema ori-
ginal S calculando previamente la matriz de ganarGja= QK V. Se tiene dsuna ley de

control dada por
u, = —K, X, (2.56)

gue sed implementada en el sister8a

A modo de ejemplo ilustrativo vamos a considerar a contirunaen sistema lineal:

S: x=Ax+Bu
(2.57)
y=CX
gue supondremos representado por las siguientes matrices prototipo:
| |
) A1n Az 1 Agg Bi1  Biz 1 Biz
S: (xz> = | An : Az 1 Az (§2)+ Ba1 : B2z 1 B2 (Hz)
R L 3/ |\ \=—= 3
s Ag1 1 Az Ass B31 1 Bsz  Bas
| |
. (2.58)
Cii Ci2 1 Ci3
% —— === X
(y%) = | Ca ' G C3 (X%>
V3 —— == X3
Ca1 1 G2 Css
|
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con una partién del vector de estadg(t) € R", la entradaJ( )eR" y la saliday(t) €

en tres componentes, es der#r(X;, x5, x5)!, u=(ul, b, ub)t, y=(¥,¥5, ¥5)! de dlmenS|ones
n;, m y li, respectivamente, paral, 2,3y tal quen=n; + N2+N3, M=Mg+M+ngy

| =11+ 12 +13. Los bloques matriciales en (2.58);, B;j, Cij, coni, j=1,2,3, se suponen
constantes y de dimensiones correspondientes adecuadas.

Consideremos una descompositien dos componentes solapadaBateas poriheas
discontinuas en (2.58), esto ag,:("xtl,xtz) »=(%,x5)!. De esta forma obtenemos un nue-
Vo vector de estadﬂ—(xl, ) de dimensmn i siendon=n; + 2n, + nz. Analogamente,
fy=(uf, u)t, Go=(ul, u§)" conu= (ul,uz) de dimensin il siendom = my + 2m 4 mg. De
igual manerair=(y,yb)!, Y2=(yb, y5)' cony=(¥,, %)t de dimensdni, dondel=l; + 2l + I3
corresponde a la salida.

De esta forma se obtiene un sistema expan8idoe notaremos por:

(2.59)

donde las matrice8 = (’511 '5\12), B= (B“ Blz) yC= (Cll C12) de dimensiones corres-
Az1 A2 B21 B2z Co1 C

pondientes apropiadas, las calcularemos aplicando las relaciones (2.10)

Comentario: Para no complicar innecesariamente la n@acionsideramos descomposi-
ciones con solapamientmicamente para el caso de dos subsistem& 8 embargo,
estas mismas ideas pueden ser ampliadas, sin mayores complicaciones, & sistema
cualquier tamero de subsistemas interconectados.

Hasta el momento no hemos comentado como deben ser las matrices que imexmiehe
proceso de expartsi-contracdn salvo en el caso de las matride8 y C que nos vienen
impuestas por el modelo y que caracterizan el sistema

Por definicon, sabemos que las matridds V, Q, R, Sy T deben verificatUV = I,
QR=Im, ST= 1, pero no hemos dado la estructura que presentan. Puesto que interesa
gue el sistem& conserve una apariencia lcasparecida posible@supondremos, como
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es habitual, que estas matrices son de la forma:

In; 00 Iy 0 0 Iy 00

- 01In, O . 0 Im, O . 01,0
V= 0 In, O ’ R= 0Im O ) T= 01,0 ’ (260)

0 0 Iy 0 0 Inmg 0 01y

conng+m4ng=n, m+nmp+mg=m, l;+l+I3=1. Ademas,U = (VIV)" V!, Q=
(RR)"IR, S= (T'T)~1T!, son sus pseudoinversas respectivas. De esta manera quedan
determinadas las matricls Q y Ssiendo

ly 0 0 0 my O 0 0 l, 0 0 0
U=[o3mtmol|, Q= 0tmimo]|, s=[od,,0|. (261
0 0 0 I 0 0 0 In 0 0 01

En cuanto a las matrices complementakiBdN y L de (2.10), la situaéin es nas flexible y
complicada al mismo tiempo. Este punto lo trataremos eroeimio captulo y enél reside

la parte nas importante de este trabajo. No obstante podemos avanzar que, gemeyalme
las matrices que se vienen utilizando son de la forma:

0 3A12 —3A120 0 0 0 0
1 1
M — 0 3A22 —5A20 o M= 1A 3Ac —3A2 —1Ags (2.62)
0—3A2 3A20 “1p -1 imn IA ’ '
2 2 5P —3A22 3P 5Ax
0-31Ax 1A% 0 0 0 0 0
0 1B -1B;p0
pb12 —57b12 0 0 0 0
0 3By —3B2 0 1By 1By —1Bpy —1Bps
N — 2 2 N = 2 2 2 2 2
O—lez l8220 0 ~1p,; —1B ip ip ’ ( 63)
2 2 5B21 —5B22  5Bo2  5Ba3
0-3Bs2 3B32 0 0 0 0 0
0 5Ci2-3C120 o 0o 0 o
0 3C22 —3C22 0 1c: 1Cp —3Cxn —1Cs
L — 2 2 L — 2 2 2 2 2. 64
0-1Cpn 1Cp0 © _1Cy —3Chm iCkm iCa |’ (2.64)
2 2 5C1 —5C2 5C2 35Cos
0-1Cs 3Cx0 0 0 0 0

como puede observarse en [9], [21], [23], [27], [30], [32L]i6entre otros artulos. En
algunas ocasiones se considsra- 0 o L = 0 con la finalidad de que se cumpla alguna
condicbn adicional, como ya comentaremos en losi@aps 3 y 4. Evidentemente todas
ellas garantizan el Principio de Inclosi Generalizado pero, por el Teorema 22,N

y L pueden ser cualesquiera con tal de que verifiquen las condicioné$. (&.priori,

no es tan écil elegir otras matrices complementarias que cumplan el Teorema 2.2, si se
prescinde de las que vienen siendo habitualess &telante estudiaremos como debe ser
la estructura de una matriz complementaria y las propiedades que debenifidarsus
submatrices para que sea una posible matriz de expanentracdn y veremos como
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las matrices dadas en (2.62)-(2.64) son casos particulares de matnoglementarias
que esin incluidas dentro de una estructurasweneral.

Con el fin de disBar una ley de contrdptimo para el sistem3, consideremos la funin
de coste) dada por

J(Xo,U) = /Om(xtQ*x+ u'R*u) dt, (2.65)

como ya definimos en (2.21), siendel vector de control que optimizhpara un deter-
minado vector de estadg y cuyo costeéptimo viene dado por

J° (x0) = %P0, (2.66)

dondexp = x(0) es el estado inicial d8y P la Gnica matriz siratrica y definida positiva
gue es soluéin de la ecuadin de Riccati

AP+ PA—PB(R") B'P+Q* =0, (2.67)

suponiendo que el péA, B) es controlable )(A, (Q*)%> es observable, cf [41]. La matriz
de gananci& es precisamente

K =(R)B'P, (2.68)
con lo cual elegimos el vector que optimikaomo

u=—(R)BPx=—Kx. (2.69)

El proceso desarrollado hasta este momento se dpstam tipo de contraddptimo cen-
tralizado en el cual no se disan las leyes de control en el sistema expan@dmo en

S. Puesto que estamos interesados en un tipo de control descentraliremoaraxpandir

el sistema original y a dig&r leyes de control en este nuevo sistema. Sea pues el sistema
expandido representado por

S: X=AX+Bi
A (2.70)
y=CX
siendo en este caso la fuhnide coste asociada al sisteBia dada por
3(%,0) = / (RO"% -+ AR0) dt, 2.71)
0

como ya se defidi en (2.23). Ahora, la parte correspondienté-a A% + B, del sistema
expandiddS puede ser representada por dos subsistemas interconectadog; es dec

© %1 = Ag1 %+ Bugls + Agao + Bialy,

Attt (2.72)
KXo = ApoXo 4 Boolip + Ap1 Xq + Boal,

Ig)l 'Q'JI
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siendoﬁqj, I§ij coni, j=1,2, las matrices dadas en (2.59) o bien de forn&s wompacta
como en (2.45) mediante

S: %=A %+B,0+A.%+B.0 (2.73)
Los subsistemas desacoplados podser expresados por:

~1 . ~ ~
- %1 = Agi%q + Buali,
1 11A1 11U1 (274)

?

D
2 & ~ S~
- Xo = Ao + Boolip,

o bien en la forma

S : X=A%+B,0, (2.75)
en los cuales no se tienen en cuenta las interconexiones. Con cadéesubsis (2.74)
asociamos una fun@n de coste

Ji(ilo, 0iy) :/ (RQf 1% + 0y Ry 4 () dit,
0 (2.76)

~2

5 (%20, 0z) = /o (%Gs% + BsRs,0p) dit,

dondex(, y X,, son los estados iniciales &é y ézD respectivamente §;,, Q,, R}, y R,
son matrices apropiadas. La fubeide coste total, por sésta aditiva, vendrdada por

~ ~ ~2

[
o)
I
+
(&)

(2.77)

Asi pues, la fundn de coste conjunta para el sistema expandido y desacoﬁ_l)ade
(2.75) sea

3 (%,0) = /0 T (R G %+ 0 0) dt, 2.78)

donde
Q; = diag{Qil? Q;Z}v R:; = diag{R?lﬁ.lu REZ} (279)

Observacibn: La eleccon de funciones de coste por separado se corresponde con@l dese
de aplicar un control descentralizado, donde cada subsistema edambmpor sus propias
entradas. Cuando se realiza un control descentralizado en el sistpamalielo y desaco-
pIadoéD, se considera que la furdei de coste asociada al sisteBig que hemos notado
porJen (2.71) es la propia furim J, de (2.78). Asimismo, las matrices de p&3oy R*

de (2.65), por sed una contracdn deJ,, debeén verificar

Q' =Q =V'Qv, R=R=RRR (2.80)



48 Captulo 2.  El Principio de Inclugin

El siguiente paso del proceso consiste enfidisdeyes de control descentralizadas para
cada uno de los subsistemas, esto es:

(1 = —Kui%, (p = —K22%2, (2.81)
para los subsistemas desacoplaﬁgoy é; dados en (2.74), donde
Ki1 = (Riy) B14Pu, K22 = (R55) "BoPa2, (2.82)

siendoPy1, Py, las matrices soludh de las respectivas ecuaciones de Riccati para cada
uno de los subsistemas:

A P+ PrAss — PuBi(Riy) B P+ Q= 0, (2.83)
AooPoa+ PooAg — PooBaa(Rop) ~1BoPoa+ Qs = 0.
L Pp O o
De esta manera obtenemos una matriz diagbpat 0o P y a partir deésta la
22
matriz KD = Kél R(Zz , lo que permite elegir un vector de contagtimou, = —IZDY(

que al ser contiido al sistema origing® produce un vector de contral = —K, x, donde
la matriz de ganancia se obtiene de la réla¢{, = QK V.

Observacbn: Elvalor minimo de la fundbn de costd cuando cerramos un sistema con
distintos vectores de control no tiene porque coincidiigicamente, necesitamos medir

de alguna manera la diferencia existente entre estos valores, a fin duidetezl gra-

do de optimalidad a la hora de aplicar un control centralizado mediante leyesttel
descentralizadas diSadas en el sistema expandido y desacoplado que posteriormente son
contrddas e implementadas en el sistema inicial. Este tema lo tratamos a co@imuaci

2.8. Suboptimalidad

Siguiendo el proceso del dise de leyes de control descentralizado observamos que es-
tamos trabajando con tres sistemas, a saber, el sistema Bjighsistema expandids
y el sistema expandido y desacople®lo A cada uno de estos sistemas le asociamos una
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funcibn de coste lineal cuaglico de la forma siguiente:

(83 — Jxou =o' (XQx+UR),

(8,J) — J(%,0) = [7(RQ K+ 0R), (2.84)

&%) — L%,0)=fr (RQX+TR;0).
Tal y como se ha procedido en el apartado anterior, la funde coste que se le asigna
al sistema expandiddes en realidad la funtthde coste del sistema expandido y desaco-
pladoS,. De esta manera, podemos decir queJ, de (2.84) coinciden. Por otro lado,

la funcibn de coste asignada al siste®iast formada por unas matrices de p€soy R*
obtenidas mediante las relaciones:

Q" =V'QV, R =RRR (2.85)

lo que garantiza quéy J son iguales si tenemos la precarcile considerar las restriccio-
nes impuestas por el Teorema 2.7. Sin embargo, Si un sistema se cierratenedatey

de controlbptimo que ha sido digda en otro sistema distinto, el valor de coste obtenido
generalmente variar con lo cual no podremos hablar de conépiimo sino nas bien de
control suldptima

Sea pues la ley de controptimoi, = —K_ % obtenida en el sistema expandido y desaco-
pladoS,. El costeoptimo venda dado por

J° (%) = %P, %o, (2.86)
para el sistema desacoplafn
Sin embargo, cuando la ley de control descentralizgdzbfenida anteriormente se aplica

al sistema interconectad®de (2.73) es, en general, Bptima. Si designamos pé‘c al
sistema de lazo cerrado mediante la ley de confyet =K, X, se tiene

8 %=(A, —B.K +A —B.K,)X=Ag, (2.87)
con lo cual el valor de la funen de coste obtenido ser
J7 (%) = RoH%o, (2.88)

donde la matrifi viene dada por

= / TG Mgy, (2.89)
0
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gue se puede calcular de la eci@acie Lyapunov

- -G,, (2.90)

>

A +H

siendo N o
G, = Q +KIR'K,. (2.91)

Esto nos obliga a introducir el conceptogighoptimalidadie una ley de control, cf. [30].

Definicion 2.8 Diremos que una ley de control

0, = —(R) "BL A% (2.92)
es subptima de gradqi para el par(é, J), si existe un valor positivfi tal que
3% (%) < 713 (%) (2.93)

para todoX.

Comentario: El sistema de referencia en la Defiifini2.8 es el sistem&,. Una conse-
cuencia de este control descentralizado es una rethude la dimensgin del problema,
puesto que en su die solamente se han considerado subsistemas de mendictama
Ademas, el control realizado preserva la autom@mie cada uno de los subsistemas. Es
posible comparar este control local con el que se obterdin un control global, en cuan-
to al coste se refiere. Para ello conviene conocer la telamitre la suboptimalidad d&

y la del sistema origingb. Se puede observar que la ley de contrpbtlé (2.92), una vez
contrdda al sistem&, es subptima para el pafS,J), dondeJ es una contracon deJ'y

con el mismo grado de suboptimalidad ~

Por lo tanto, (2.93) implica _
I (x0) < 1J°(%0), (2.94)

para todaxy, dondel?(xp) denota el valor de la fungh de costel(xg, u) para el sistema
Sy la ley de control (2.92) contrda aS, siendo ade&s

I (x0) = J° (Vo). (2.95)

Esta implicacdn permite aplicar a la expasiS las €cnicas habituales para el disede
leyes de control descentralizado y contraerlas para ser implementaglagstema inicial
S, el cual contiene subsistemas solapados.
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Teorema 2.10Una ley de controli, = —(R;)_légfg)“( de (2.92) es sufiptima para el
par (é, J) con grado de suboptimalidad

i =A(HP ) (2.96)

si la matrizH de (2.89) es finita, siendq, el mayor valor propio de la matrit |5D—1. O

Comentario: {i* es el mayor valor dg para el cual se verifica (2.93). Es conocido que la
matrizH es finita siempre que la matrzde (2.87) sea estable, es decir, si todos sus valores
propios tienen parte real negativa. En tal caso, podemos caltidamo la soludn de la
ecuacbn de Lyapunov

A'H+HA= -G, (2.97)
10.

(2.89) y despés hallan™ del Teorema 2.10

(R) '8! B,% de (2.92) es estabilizadora, si es

Teorema 2.11 Una ley de controli, = —
sukbptima y el par de matriceé,&, (GD)%) es observable. O

Observacbn: Decir que unaley de control es estabilizadora es lo mismo que decir que la
matrizA es estable. Por otro lado, la observabilidad del(pfar((i;)%) implica la observa-

bilidad del par(&, (GD)%> donde, de (2.73}A= A, +A.. Asi pues, cuando la expadsi

Sy su correspondiente furtm de costel satisfacen esta conditi de observabilidad, la
ley de controlu] es sulbptima siy $lo si es estabilizadora.

2.8.1. Caso Particular

Como ya sabemos, la estabilidad de un sist&ma presupone necesariamente la estabi-
lidad del sistema expandid® Esto ocurre justamente cuando la matriz correspondiente a
la parte solapada del sisterS8ano es asirtticamente estable. Por ello, la suboptimalidad
tambén podra verse afectada en estos casos.

Supongamos que una vez efectuada la expansidespés de cerrar el sistema mediante
la ley de control descentralizado obtenida conéasicas de descompogicicomentadas



52 Captulo 2.  El Principio de Inclugin

anteriormente, la matri#l no exista. Entonces, la suboptimalidad de la ley de control
diseiada para el sistenfafalla. Con el fin de recuperar la suboptimalidad, contraemos
la ley de control y el test de suboptimalidad al sistema de lazo cerrado ehaificial
S. Veamos cual es el valor del coste si en lugar de utilizar el vector deoten= —K x
dado en (2.69), dismdo directamente en el siste®& que optimiza la fundin de coste
J, usamos el vector de contngl = —K, x. Esta seé&t una manera de comparar costes. Para
ello consideremos el sistema inicial de lazo cerr§danediante el vectou, = —K x.
Entonces,

X = Ax+ By, = Ax+B(—QK,VX) = (A— BQK,V)x = Ax (2.98)

El coste para un cierto vector de estado inigigéendé dado por:

00

J(xo,uD):/(Jm(xtQ;x+ut[)R’[§uD)dt:/() X(Q +KIR'K,)x] dt=

00 00 ~ t ~ 5] At ~
_ /0 KRG, x dt = /O (eAt(xo)) G, (ef“(xo)) dt =%, [/O A, A dt} Xo —
= X%)HXO>
X R (2.99)
donde la matriz de Lyapundy = [;° e'“ttGDeAt dt la podemos calcular a trés de la ecua-
cion matricial
AH+HA= -G, = - [Q +KIR'K,] . (2.100)

Asi pues, el coste mimo sea en este caso
J¥ = x§Hxo, (2.101)

gue podemos comparar con el que téad sistema inicial si no hubsemos realizado
ningln tipo de expanén-contracdn ni de control descentralizado.

Definicion 2.9 Diremos que una ley de control
U, = —Q(R;) 'BLP,Vx (2.102)
es suldptima de grado p para el pdiS, J), si existe un valor positivo u tal que
J%(x0) < H 1% (x0), (2.103)

para todo x.

Un resultado paralelo al dado por el Teorema (2.10) nos lo da el sigtéemtama.
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Teorema 2.12 Una ley de control = —Q(R) '8! B,V x es subptima para el parS, J)
con grado de suboptimalidad

W= H(VIPV) Y, (2.104)

siy 9lo sila matriz H de (2.101) es finita. O

Observacbn: El valor dep* es el mayor valor dg para el cual se satisface (2.103). Si
A es estable, la matrid se puede obtener de la ecuatde Lyapunov

AH+HA= -G, (2.105)

y U se puede calcular usando (2.104).

2.9. Control Centralizado

Hasta el momento hemos considerado que el sistema de referencia paaa levsubop-
timalidad era una coledmn de subsistemas desacoplados, es decir, sin tener en cuenta las
interconexiones. La justificamn no ha sido otra que la de poseer unos subsistemas to-
talmente alinomos. Sin embargo puede resultar interesante conocer cual es larrelac
entre el valor de la funén de coste obtenido mediante la suma de los costes de los sub-
sistemas desacoplados y el coste global que se oldesidro se efectuara nifig tipo de
expanson.

Para ello consideremos una veasrel sistema lineal

S: Xx=Ax+Bu
(2.106)
y=CX
y sea la fundin de coste asociada
(%o, U) = / (RQ'x+ UR'U) dt. (2.107)
0

Supongamos que el péA,B) es controlable y que el parA, (Q*)%> es observable. La
ley de controlbptimo venda dada por

u=—(R")"B'Px, (2.108)



54 Captulo 2.  El Principio de Inclugin

como en (2.69), donde es una matriz si&trica y definida positiva, soluan de la ecua-
cion de Riccati
A'P+PA—PB(R) 1B'P+Q* =0 (2.109)
y cuyo valoroptimo sea A
J° (%0) = %P0 (2.110)
como en (2.66). La ley de control descentralizada

u, = —Q(R’) B P,Vx (2.111)

de (2.102) puede ser evaluada utilizando los castésy) y J°(xo) de (2.101) y (2.110),
respectivamente, dondé'(Xp) es el valor del coste cuando se aplica al sistema irfidial
ley de control (2.111).

Para medir la diferencia, en cuanto al coste se refiere, al aplicar o bieynda control
u=—(R")~!B'Px o bienu, = —Q(R:) B B,V consideremos el valgrpara el cual se
verifica

J%(x0) < prii®(x0), (2.112)

para todaxg. Dicho valor existia si y $lo si la matrizH es finita, sienddd la solucbn de
la ecuaddn A A
AH+HA=-G=-[Q +KRK,]. (2.113)

En este caso, el mayor valpt para el cual se verifica (2.112) viene dado por
fF=At(HP), (2.114)

gue es similar a la exprési de|l* dada en (2.96). Como puede observarse, el grado de
suboptimalidad de una ley de control es distinta para sistemas de referémcatds.



Capitulo 3

Caracterizacion Matricial del
Proceso de Expangin-Contraccion

3.1. Introduccion

En el cafitulo anterior hemos dado un repaso a lo concerniente al Principio deibrtlus
Generalizado con algunas de las consecuenc@simportantes que da se deducen.
Hemos podido observar como se efecel proceso de expansi-contracdn, a traes de
unas matrices complementariils N y L escogidas de forma muy concreta. Sin duda,
con dichas matrices garantizamos que se verifiquen todas las propiesiqaesdas para
llevar a cabo el proceso de expdnrsicontracdn. Pero, ¢ por duse toman estas matrices
de esa manera? ¢ Qotras matriceM, N y L podiamos considerar? ¢ Tienen todas ellas
una estructura conocida? ¢Se puede expandir el sisdeteaotro modo, con el fin de
lograr un espaci& con unas caractisticas nas “ventajosas”?

Estas cuestiones ya fueron apuntadas por Ikeﬁﬂak enGeneralized Decompositions
of Dynamic Systems and Vector Lyapunov Functichg27], en 1981 y posteriormente
por Malinowski y Singh, en 1985, en suiartlo Controllability and Observability of Ex-
panded Systems with Overlapping Decompositiohd44], cuando al estudiar el sistema
expandiddS se observaba que dependiendo de la ebeode las matrices complementarias
se verificaban unas u otras propiedades.

55



56 Captulo 3. Caracterizabin Matricial del Proceso de ExpatsiContracdn

En este cafulo veremos como pueden ser las matrivesN y L que intervienen en el
proceso de expartsi a fin de que cumplan todas las condiciones del Principio de In-
clusibn Generalizado. Adogramos caracterizar los sistemas expandidos de forma que el
disdiador tiene la posibilidad de escoger aquel que en cada circunstamoiastavorable

a sus intereses.

Trataremos tambi el problema deontrol dptimg centéndonos en el caso de funciones
de coste lineal cuaético. Veremos que condiciones han de cumplir las expansiones a fin
de que el coste sea el mismo para ambos sistemas, el original y el expafidalmente,

nos centraremos en tntractibilidad y deduciremos cuando y en que condiciones po-
demos contraer una ley de control diada en el sistem@ para ser implementada en el
sistema inicialS. Trabajaremos con la expafsia todos los niveles, es decir, del espacio
de estado, de entrada y de salida, por ser este el casgemeral.

3.2. Expansionesy Contracciones

Sean de nuevo los sistemas

3.1
y = Cx (3.1)
S: x=A%+B0
~ ~~+ (3.2)
y=CX

Vamos a seguir considerando a lo largo de estéwagas siguientes matrices prototipo
para el sistem&:

ny ny n3 my mp mg
X1 m [ A1 A Agz X1 nm [ Bir B2 Bis up
X = m| A1 Az A X2 |+ n | Bax B Bz uz
X X u
3 ns \As1 Az2 Agsz 3 n \B31 B3> Bass 3
(3.3)
Ny N2 n3

V1 L {Ci1 Ci2 Cy3 X1
Y21 =1, Ca1 Coo Cp3 X2
Y3 I; \Ca1 Ca2 GCas3 %3
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donde se indican las dimensiones de cada una de las submatrices quenatersiendo
N+NM2+Ng=n, M+Mp+mg=m, l1+Il2+Ig=1, N +2m+ng=A, M +2m+mg=
m, l1+2+I13=1I.

Siguiendo con la notadn del cafitulo anterior, el proceso de expahsiy contracdn se
ajusta al siguiente esquema:

S -~ S - s
R Y R Y R
m R m Q m (34)
R" B rR™ 2% R
R L r 5 R.

Por ser el Principio de Incluan independiente de la base escogida, podemos considerar
cambios de base. Representemosfof, %, T,, ., T. y T.* las matrices de cambio
en los espacios expandidos, siendo

Iy 0 0 0 Iy O 0o 0

[ Oy, O I, 1 | 0 3n, 3, O
T.=1o I, 0 —lny | T.o={o % 0 g (3.5)

0 Ol O 0 3ln, —3Ih, O

las que definimos en el espado.

Analogamente, para los espac]@ﬁé y R correspondientes a la entrada y salida, respecti-
vamente, definimos:

m O O O Imy O 0 0
0 lm O |1 0 1 1 0
_ m m -1 _ 2'my 2'my
=l omo m|] T =0 0 I | (3.6)
0 Ol O 0 $im, 3, O
l, 00 0 L, 0 0 0
o101, 1[0 3, 3h, O
=1 o I, 0 —I, | > T =10 % 0 Iy |- (3.7)
00N, O 0 i, —3n, o
Las matricesy, Im Y Ii;, i=1,2,3, representan a las matrices identidadatienesy, m y
l;, respectivamente.

El nuevo esquema del proceso de expamgicontracdn, para cada uno de los espacios,
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vendia dado por:

S —~ S § - S — S
R Y g R, R kR Y R
" R R B gL g2 g eo
R T g & g & g S g

Ademas, estos cambios de basé@msiderados solamente afectan a los espacios expan-
didosR", R™ y R' pero no a los espacios original@s, R" y R’

Supondremos, como es habitual, que las matkicés, R, Q, T y Sson:

I, 0 O lm, O O i, 00
v=loro]. R={omo ] T={oio]- @9
0 0 In 0 0 Img 0 01
A partir de estas matrices definimos:
U= (Viv) vt
Q= (RR R, (3.10)
S=(T'T)" i1t

como las pseudoinversasdeRy T, respectivamente, resultando:
ly, O 0 O lmy, O 0 O h, 0 0 0
U={03,dn 0|, Q=[04mim 0|, S=(0d,d,0]. (311)
0 0 0 In 0 0 0 Ing 0 0 01

Observacbn: El Principio de Inclugin exige quaJV = I, QR= I,y ST=|;, pero no
tenemos ninguna condai sobre los productdgU, RQy TS Con los cambios de base
considerados, los producttd/, QRy ST continuaén siendo los mismos, pero adam
VU, RQy T Sadoptaan una forma que nos recuerda a las matrices identidag y I,
respectivamente. Concretamente, si notamos por:

V=T,

U=UT,

R=T'R

5—or (3.12)
=QT,.

= -1

T=T'T,

S=ST
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puede comprobarsédilmente queJV = I, y VU = (12 9), donde cada submatri®)

es de dimenséin tal que la matriz resultante es de oraeé& forma aaloga,QR = I,
RQ=('r2); ST =1, TS= ({3). Lamanera como calcular una base en la cual se verifica
esta propiedad puede consultarse en [17], [18], [54].

Notacion: A lo largo de este trabajo cuando las matrices carezcam® en su parte
superior, comda\, B, C, ... nos referiremos al sistema inici&l,Cuando las matrices st
coronadas por una tilde”), por ejempldA, B, C, ... haremos referencia al sistema expan-
dido S. Por(ltimo, cuando la notadh sea del tipo barra horizontal con tild&) léaseA,
B,C, ...es que trabajamos en el sistema expangjdxmnsiderando las bases definidas en
(3.5) a(3.7).

A partir de aqiiempieza el desarrollo del paso (4) del esquema daddativacion y
Objetivos de Tesisdel primer caftulo.

Sean los sistemas lineales:

S: x=Ax+Bu
(3.13)
y=Cx
S: X=AX+BO
e (3.14)
y=CX

o~ s e

donde las matrices, B, C, se suponen constantes y de dimensiones apropiadas. Los vec-
toresx, U, y esén definidos por:

X=T Wx=Vx
U=T, 'Ru=Ruy (3.15)
y=T 'Ty=Ty

En las nuevas bases, las relaciones (2.10) las notaremos por:

A=VAJ +M,
B=VBQ+N, (3.16)
C=TaU+L.
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siendo

(3.17)

donde recordemos qi, N y L son las matrices complementarias correspondientes a las
relaciones dadas en (2.10).

De aqu deducimos adeas,

(3.18)

Las condiciones (2.11) verai dadas ahora por:

a) _ UMV =0,
b) UMINR =0,
) SM-V =0
d SSM"INR=0

(3.19)

paratodd=12,...,fA.

Vamos a estudiar las condiciones que se desprenden al considerelatasnes (3.19)

referidas al sistem&. En primer lugar veremos la forma que deben adoptar las matrices
complementariaM, Ny L.

Notacion: A lo largo de este trabajo las matrices complementarias que vamos a utilizar
supondremos que son de la forma y diménsiguientes:

Ny ny 17] n3
m [ M1z M2 Miz Myy
| M2z Maa Moz Moy (3.20)

np | Maz Mz Mzz May
ng \Maz Mgz Myz Mgy
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m [ N1z Niz Nz Nig

N2z No2 Noz Ny (3.21)
m | Na1 N2 N3z Nag
ne \Naz Naz Naz Nag

m no no ns
lp [ Lz Liz Liz Lig
L_ | Lar Lo2 Log Loa| (3.22)
I | Lsx Ls2 Lsz Laa
ls \La1 Laz Laz Laa

Usando las matrice$,, T,, T., T, T.°%, T, se& conveniente trabajar con bloques
matriciales. Por ello, supondremos

— My I\le)
M= (o1 Va2) 3.23
<|V|21 M2z (3.23)

siendoM1; una matriz de orden, My, de orden(fi—n).

= [Ny N_12)
N= (11 M2) 3.24
(N21 N2 (3-24)

siendoNy; una matriz de dimenshnxmy Ny, de dimengn (fi— n) x (f—m).

L= (';11 ';12), (3.25)

Lo1 L2z
siendolL11 una matriz de dimengn| xny Ly, de dimengdn (I — 1) x (Ai—n).

En adelante sarpreciso conocer de que forma son las submathitgs\i; y Lij, i, j=1,2,
que acabamos de definir. Esto nos lo proporciona la siguiente prapusici

i~ i ok — (Min Mo\ Ny — ((Naz N2 [ (Lu L
Proposicion 3.1 Consideremos las matricés= (M_Zl Mz_z)’ N (Nm sz) yL (Lm Lzz)

como en (3.23) a (3.25). Entonces, las submatridgsN;; y Eij, i,j=1,2, sonde lafor-
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ma.
M1 M12+M13 M14
Mi11=| 3(Ma1+Ms1) 3(Moo+Mas+Msz+Mss) (Maa+Mas) |,
Mgz Ma2+Ma3 Maa
M12—Mi3
Mi2 = [ 1(M2—Mz3+M32—M
12 5 (M22—M23+M32—Ms3) |, (3.26)
Ma42—Maz
— 1
My, = é((Meral) (M22+M23—M3z2—Ms3) (M24*|V|34)),
— 1
Moo = > ( M22*M23*M32+M33),
Ni1 N12+N13 Ni14
N1z = | 2(Na1+Na1) 3(Noo+Nos+Nao+Na3) 3(Npa+Naa) |
Naz Na2+Na3z Naa
N12—Nis
Nio= | 2 _ _
12 5(N22—Na3+N32—N33) | (3.27)
Na2—Na3
— 1
Noq = é((Nersl) (N22+N23—N32—N33) (N24*N34)),
— 1
Noo = > ( N227N23*N32+N33) ,
L1 Lio+L13 Lia
L1z = | 2(Lattlsr) 3(Lootlostlaotlas) 3(Loatlas) |,
La1 Lao+Las Laa
Lio—La3
Li2= | 3(Lao-—Lostla-Lzg) |, (3.28)
Lao—L43
— 1
Loy = é((LZI—Lﬂ) (Lo2+Lo3—L3z—L33) ('—24—L34)),
— 1
Lo = > (L22*L23*L32+L33) .

Demostracbn:; Para demostrar (3.26) utilizamos la refactM = TA—lMTA dada en (3.17),
siendoT, y T;l como en (3.5) WM como en (3.20). Entonces identificando los bloques de
la matriz resultante de dicho producto con la matlizjue hemos definido en (3.23) por

7 (M1 M :
M= (Mz MZ) se obtiene (3.26).

De forma parecida, si usambis= TA‘lN T, dada en (3.17), siendlt[1 y T, como en (3.5)
y (3.6), respectivamente, ¥ como en (3.21), entonces identificando los bloques de la

matriz resultante de dicho producto con la maNizie (3.24) dada poN = (H—i %2)
obtenemos las relaciones (3.27).
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Finalmente, si tenemos en cuenta q_.u:e Tc‘lLTA, por (3.17), siendd’c‘1 y T, como en
(3.7) y (3.5), respectivamentelycomo en (3.22), efectuando este producto e igualando la
matriz a$ obtenida con la matriz dada en (3.25), se obtiene (3.28) y con ello se concluye
la demostradn. O

Estamos ahora en dispoginide ver las condiciones que deben de cumplir las matrices
complementariasl, Ny L.

Proposicion 3.2 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entondds= (Mgl g;) , siendo(0) una

matriz de orden n tal qubl;oM5,2M,; = 0, para todo i=2, ..., f.

l\lll '\Zl
_ \M21 Mz
dimensbnnx (i—n)y V = (7), con (0) una matriz de dimertsi (fi—n) xn. Imponiendo

la primera condidn de (3.19), tenemos que pard, UMV = 0, con lo cualMy; = 0.
Calculando las potencias de la matiz parap=2, ..., /i, se obtiene la exprdsi general

Demostraddn: SeaM = ( 5) Consideremot) = (I 0), siendo (0) una matriz de

I\lel\ﬁ‘zlg Mgy . I\lel\ﬁ‘z*g !

MH = (3.29)

_ _ _ j=p-2 _. _ _ _ .
-1 —2—
M5, "Mz Mb,+ jzo M3, M21M oMb =)

Entonces, paré=k> 2, UMKV = 0, lo que implicaM;,M3,°M2; = 0. Reiterando este

proceso, cuandi=fi implicaUM™V = 0, con lo cuaMyoM3; Mg = 0. O

A M

Corolario 3.1 En las condiciones de la Proposici 3.2,,5:: (le Mzz).

Demostracdn: Por (3.16),5:: VAU +M y efectuando estas operaciones se obtiere

A M12> O
<M21 Mz /-~

Proposicion 3.3 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entonceé = (,\—gl %2) siendo(0) una

matriz de dimenéin nxm tal queM;2M5,?Np1 = 0, para todo i=2, ..., fi.
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Demostraddn: SeaN = (k‘}“ m:”). SeaR = ('6"), donde (0) es una matriz de dimen-
21 N22

sion (M—m) xm. Imponiendo la segunda condiai de (3.19) y teniendo en cuenta los
resultados de la Proposiei 3.2, tenemos que paral, UNR= 0, con lo cualN;1 = 0.

Si conS|deramoM“ como en (3.29), vemos que park> 2, UMK INR= 0y por ello
Mlzl\ﬁ22 N21 = 0. Reiterando este proceso, cuaiwf@ U M-INR=0lo que implica que

M12M22 N1 = 0. O

Corolario 3.2 En las condiciones de la Proposiei 3.3, B= (,\—El %z)

Demostraddn: Por definicon, B =VBQ+ N. TomandaQ = (Im 0), siendo (0) una matriz

de dimengnmx (M—m), y efectuando estas operaciones, se obiﬁeﬁe( ,\—El H—g) .0

Proposicion 3.4 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Entonceés= ( 0 t;z) siendo(0) una

matriz de dimensin | x n tal queleM22 M21 =0, paratodo i=2,...,i

Demostraddn: Seal. = (Ei %2) SeaS= (1 0), donde (0) es una matriz de dimemsi

I x (r— ). Imponiendo la condiin tercera de (3.19) y teniendo en cuenta los resultados de
la Proposidbn 3.2, tenemos que pairal, 3V =0, por lo tantoL1; = 0. Reiterando este
proceso y con&derandd“ como en (3.29), tendremos que paré> 2, S Mk-ly =0

y en consecuencﬂale22 M21 = 0. Adl, parai=A, S M-y = 0, de donde se deduce
L12M3,2Mp1 = 0. O

Corolario 3.3 En las condiciones de la Proposici 3.4,5: (E(; %2)

Demostracdn: Por definicon,C = TCU +L. TomandaT = (1), siendo (0) una matriz de

dimensén (I —1) x| y efectuando dichas operaciones, se obtiene la rrétaz( fil 'fz) .
O

Nos queda todas la cuarta condioin de (3.19), que aunque no modifiada forma de las
matricesM, N y L afiadiia alguna restricén. Veamoslo.
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Proposicion 3.5 Consideremos el sistema dado en (3.13) y su correspondiente sistema

expandido (3.14), verificando (3.15) a (3.19). Séan- (MO m1§> N = (il %;i) yL=

<E(2)1 'fii) cumpliendo las Proposiciones 3.2, 3.3 y 3.4. EntontgsM.,?Ny; = 0, para
todo i=2,...,A+ 1.

Demostradbn: Por la cuarta condion de (3.19) tenemos que padeel, SNR= 0, con
lo cual L12N21 = 0. Siguiendo con el proceso, si consideramos nuevaniiteomo
en (3.29), tendremos que park> 2, SLM*INR = 0, lo cual teniendo en cuenta los
resultados de la Proposlm 3 4 implica quel_le22 N21 = 0. Pordltimo, cuandoi=f,

S M™-INR=0 y as L12M22 Ny; =0, lo que concluye la demostraai. O

Comentario: En las Proposiciones 3.2 a 3.5 hemos trabajado en unas nuevas bases. La
condiciones matriciales que nos exige el Principio de Inclu§eneralizado han quedado
reducidas a restricciones submatriciales de la forma:

M12M5,%Mpg = 0,
M12M52Npy = 0, 3 paratodd =2, ...,A
E12M—|2_22|\Z21 =0
L1oMb,2Npy =0 paratodd = 2,...,fi+1, (3.30)
0 le 0 |j12

A— (0 M2\ y_ (O N L = (0L -
dgndeM = (le M22>f N (Nu sz) yL (L?l .L2.2>. Ahora veremos como son las ma
trices complementaridd, N y L en las bases iniciales.

Teorema 3.1 Consideremos el sistema dado en (3.1) y su correspondiente sistparma ex
dido (3.2), verificando las relaciones (2.11). Entonces, las matricegptamentarias M,
N y L de (3.20) a (3.22), son de la forma:

0 M12 -M1, O
_ Ma1 M2z M2z Mg
M= —Ma21 —(M224+M23+M3zz) Maz —Mpg | 2 (3.31)
0 Mgz2 —Mg2 O
0 N1 —Ni2 O
_ Na1 No2 N2z Nzg
N = —No1 —(N22+N23+N33z)  Naz —Nzg | (3.32)
0 Na2 —Ng2 O

0 L1z -Liz O

_ L21 L2z Loz Log

L= —Lo1 —(Loo+Loz+Las) Laz —Los (3.33)
0 L4z —Lsgz O
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debiendo verificar:

Mi2
<M23+M33> (M22+M33)|72(M21 M22+M2z  Mas) =0,

Maz

M1z
<M23+M33> (M22+M33)|72 (Na1 Np2tNaz Nag) =0, » paratodoi=2,....1

Ma2

0

L1z
<L23+L33> (M22+Ms3 )|—2 (M21 M22+M2z  Mag)

Lao

L1z )
<|—23+|—33> (M22+M33)|_2(N21 Na+N2s  Naa) = O paratodoi=2,....fi+1.  (3.34)

Lao

Demostracbn: La Proposigbn 3.1 nos asegura que

M1z Mi2+M13 Miq Mi12—Mz13
M — 3(M21+Ma1)  5(Maa+M23+Map+Msz) 5 (Maa+Msaa) 3 (Maz—Mas+Maz—Mss) (3.35)
B Ma1 Ma2+Mas Maa Mg2—Mas )

1(M21-M3z1) 3 (Ma2+Mz3—Map—Mas)  3(M2s—Masa) 3 (Mao—Maa—Msp+Mag)

Por la Proposidn 3.2M = (,\il m:g) . Al serMy1 =0, se obtienen de (3.26) las relaciones
siguientes:

M11 =0,
Mi2+Mi13=0,
M14=0,
1
E(MZH— Mz1) =0,
1
§(M22+ M23+ M3z + M3z3z) =0, (3.36)
1
é(MZ‘H' Mzg) =0,
Mgz =0,
M2+ Mgz =0,

Mgs=0
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de donde:

M11 =0,

M1z = —Msy,

M14=0,

M3 = —May,

M3 = —(M22+ M2z + Ms3), (3.37)
M3 = —Maa,

My =0,

My3z = —Mgo,

Mgs = 0.

Sustituyendo estas relaciones en (3.20), la matriz geNecpledaa de la forma

0 M2 —Mp2 O

_ Ma1 Mz M2z Mg

M= —M3z1 —(M22+Ma3+Mgzz)  Maz —Mas | (3.38)
0 Ma2 —Mg2 O

lo que prueba (3.31).

Para la matriN sabemos de (3.17) qde= TAleTB. Entonces, efectuando dicho produc-

to y comparando con la matriy = (,\—gl %2) dada por la Proposign 3.3, al sefNy; =0,

se llega a un sistema de ecuaciones similar a (3.37), camblngor N;j, i, j=1,2,3,4.
Sustituyendo las relaciones abtenidas en (3.21) se deduce la maltide (3.32).

Analogamente para la matriz Seal. = T XLT,, por (3.17). Por la Proposimn 3.4,L =

(é’l Ez) . Al considerat 11 = 0, se deducen de (3.28) unas relaciones equivalentes a (3.37)
si se efedia el cambidVl;; porLij, parai, j=1,2,3,4. Sustituyendo en (3.22) las relaciones
obtenidas se llega a la mattizde (3.33). Para ver que se cumplen las condiciones (3.34)
no hay n@s que sustituir las condiciones obtenidas hasta el momento en las submatrices
Mij, Nij y Lij, i, j=1,2, dadas en (3.26)—(3.28) y obligar a que se verifique (3.30), lo que
concluye la demostrain. O

Los siguientes corolarios nos dan la forma que adoptan las ma#idey C a partir de
las matrices complementarias dadas por el Teorema 3.1.
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Corolario 3.4 En las condiciones del Teorema 3.1, la matized de la forma

A1l 1AL+ Mo 1A1-M1p Ags
~ Az1+M2; 1 A2+ My A0 +Mps  Apzt+Mayg
A= N 2 i (3.39)
A21—Ma1  5A22—(M22+Ma3+Mss)  5A22+Msz  Axz—Mag

As1 1 Ag2+Map 1Ag—Map As3

Demostraadn: Por definicon, A= VAU +M y utilizando la expresin de la matrizA dada
en (3.3) y de la matriM de (3.31), se concluye el resultado. O

Corolario 3.5 En las condiciones del Teorema 3.1, la maBize@a de la forma

B11 $B12+N12 1B12—Ni2 Bz
B21+Np1 1Boo+Np 1Boo+Noz  Boa+Nog
Bo1—N21  3Boo—(Nao+Noa+Na3)  3Bop+Nagz  Boz—Nog

Bs1 1Ba2+Na2 3B32—Na2 B3z

(os ]}
|

(3.40)

Demostraddn: Teniendo en cuenta qug=VBQ+ N y utilizando la matrizZN dada en
(3.32) y la matrizB definida en (3.3), se demuestra el corolario. O

Corolario 3.6 En las condiciones del Teorema 3.1, la ma@ized de la forma

Cu1 1Cio+L1o 1Ci-L1, Ci3
~ Cort+lar 1Co+L2; 1CotLlos Coatlos
& o ; . (3.41)
Coi—L21  5Coo—(Laat+Lloz+las) 5Co2+lss Cos—Log

Cs1 1Cst+Lar 1C—Laz Css

Demostraddn: Teniendo en cuenta qu&= TCU + L y siendoL como en (3.33) \C la
matriz dada en (3.3), se concluye la demosfnaci O

Comentario: Hemos hallado la forma que deben adoptar y las condiciones que deben
de cumplir las matrices complementardsN y L a fin de que se verifique el Principio de
Inclusibn Generalizado. Como puede observarse, las condiciones (3.30pstéeafectan

a unas cuantas submatrices. Esto nos ofrece una mayor flexibilidad a dehescoger las
matrices complementarias. Al tratar con sistemas de gran escala las dimedsibhds

y L pueden ser considerables y por ello, todo lo que suponga poder tredrajaatrices de
menor tamfAo ya sea para el estudio de propiedades como para ébdigedeterminadas
leyes de control, debaiser tenido en cuenta.



3.3 ControlOptimo 69

Partiendo de un teorema dadoAminclusion Principle for Dynamic Systepe$. [31], que
nos asegura que un siste®a Ssi y Slo si existe un sistem@tal queS > SO S, donde
Ses una restricén (agregadin) deSy Ses una agregag (restricabn) deS podiiamos
llegar, mediante un proceso previo de constrarcalel sistemds, a determinar la forma
de la matriz complementarld dada en (3.31). De forma aloga se poda utilizar para
hallar la expreg€in matricial deN y L si dicho teorema se ampliara al caso de examsi
contraccbn del espacio de entrada y de salida.

Aun as, las condiciones matriciales exigidas por el Principio de Inélu§ieneralizado no

se traducen en otras démisimples a partir de dicho teorema. Por este motivo, una posible
clasificacon de las matrices complementarias como la que se presenta en ési cap
sefia, a nuestro entender, difl de obtener. El procedimiento seguido en nuestro trabajo
permite caracterizar la estructura de las matridesN y L y redefinir las condiciones
exigidas por el Principio de Inclu@n en €rminos submatriciales.

3.3. Control Optimo

Uno de los problemas que a menudo interesa abordar es el de la optimiZéas centra-
remos en el di® de leyes de contréptimo basado en funciones de coste lineal catadr
co. Se trata de elegir un vector de control de manera que se minimice undwnieiten
de coste, todo ello en el marco del proceso de exparsintracdn y por lo tanto del
Principio de Inclushin Generalizado.

En prlmer lugar estudiaremos cuales son las condiciones que nos garaputezal par
(S J) incluye a(S,J). Una vez obtenidas dichas condiciones caracterizaremos dicha in-
clusibn en €rminos de matrices complementarias.

Seagel sistema expandido d& al cual asociamos la furfm de coste
%o, 0) = / L4 GR ) dt, (3.42)

donde(ujk €s una matriz sigtrica, constante, semidefinida positiva y de ondldra'matriz
oo

R la supondremos tamém sinetrica, constante, definida positiva y de orderConside-
remosxo = T, Vx =V, U= T, 'Ru= Ru como en (3.15).
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Las relaciones (2.25) se conveatirahora en:

T (3.43)

siendo

(3.44)

las cuales nos expresan las relaciones matriciales entre &,gawy el par(S,J).

Notacion: Las matrices complementarias que vamos a utilizar en estadeebtd: y
Nr- dadas en (2.25) las supondremos de la forma y dirbarsgguientes:

ny nz 17} n3

n [ Mg, Mg, Mg, Mg,

Mo = ™ 'V'E?iz M?32 Mg, Mo, (3.45)
n | Mg, Mg, Mo, Mo,
e \Mg;, Mg;, Mg, Mg,

y
m mp mp mg

m [ Nr;, Nr, Nr; Nr,

Ne = ™ Ne,, Ne, Ne, Ney, | (3.46)
M N%is NE% Nrs,  Nrs,
m \Ney, Ney, Ney, Nry,

deodrdenen’y m, respectivamente.

Observacbn: La forma singétrica que adoptan estas dos matrices viene impuesta por el
hecho de ser siatricasQ* y R* de (2.25). lbgicamente, los bloques diagonalds; y
Nr:, i=1,2,3,4, eshn a su vez formados por matrices &tricas.
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Trabajando con blogues matriciales, como viene siendo habitual en egtda;agefini-
mos:

— Mo: Mo
Mo = [ ot o |, (3.47)

(3.48)
dondeNg;, es una matriz siktrica de ordemy Ng,, de orden(fi—m).

La forma que adoptan las submatricesl\ﬂg y Nr+ nos la da la siguiente proposici.

22 M2 2

—_— M * K —_— N K N_ >
. Q Q R’ R .
Proposicion 3.6 SearMq- = (Mt Y 12) Yy Nr = <,qt“ q 12>. Entonces, las submatri-

Moy, Ma;, Moy, Moy,
Moy, = | Mog,tMos, Moz, Moz ™Mo, Mg, Moy, Moy,
M 14 Mb§4+M6§4 Moz
Mo;,~Mas,
Moy, = [ Mz Mesy Moz, Moy | (3.49)
Moz, ~Mos,
Ma:, = (Mg, Moy, Mos,™Magy Moy, Moz, Moy, ~May, ),
Msz = (MQEZ?MQ537M&§3+MQ§3)7
NR{l NR{2+NR13 NR14
Nr;, = (Né’in’N;is Neg, +Nrsy NGy FNRgy Neg, tNey, |
N'l?h N'%4+N;§4 ey,
_ Nej, ~Nei;
Ney, = | Mo Nezg e, Moy, (3.50)
Niy, = (Mo Negy  Mesy g Ny ey, Ny, M ),
Ny, = (Nezp Negg~Ney 15
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Demostradbn: Para demostrar (3.49) utilizamos la re{acM_Q* = T;MQ* T, dadaen (3.44),
siendoT, como en (3.5) Mq- como en (3.45). Entonces identificando los bloques de la
matriz resultante de dicho producto con la maiig: que hemos definido en (3.47) se
obtiene (3.49).

De forma parecida, si usamdi = TE}NR»«TB dada en (3.44), siendfy como en (3.6) y
Nr- como en (3.46), identificando los bloques de la matriz resultante de dichagiood
con la matrizZNgr- dada en (3.48), obtenemos las relaciones (3.50).0

Estamos ahora en condiciones de formular el siguiente teorema, en séaiglone que
SOS

Teorema 3.2 Sean los sistemas (3.13) y (3.14) junto con sus funciones de costeirespec
vas. EntoncegS,J) D (S,J) si se cumple uno de los dos blogues de condiciones:

a) M=(9te),

= (0 ’\1
b) N =(3N2),
_ 3.51
O Vo < _tO ’\ﬁQn) ( )
Qf, Q22 ’
— B 70 :R?.Z
d) R < Eiz NREZ)
0 bien
N 0_0
a) Mg = (0 MQEz) tal que
Mqs,Mb,2Mo1 =0, paratodo i=2,...,H, (3.52)

Mas,Mb,*Noy = 0, paratodoi=2,...,fi+1,

by) N_ ( 0 I\TR§.2>
R=1| N N |-
Nlt:q_z NREZ
Demostradbn: Consideremos el primer conjunto de condiciones dados por (2.26). En la
base que estamos utilizandoaer
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a) MV =0, con lo cualM,; = 0y por lo tantaVl = (8 m_i) ’
b) NR =0, y por elloNy; = 0, siendoN = (8 %2) ’

- — — — — 0 Mg
¢) V'MqV =0, porlo tantoMq;, = 0 y entoncedlo- = | 7 sz) ,
Qi 22

__ _ _ 0 Na
d) RNiR =0, en consecuenchdr: = (Nt N:z) por Se’NR’il =0.

Rio

De esta manera queda probado el primer bloque de condiciones de (3.51)

a’) Consideremos el segundo bloque de condiciones dado por 2.27. Eselgumesta-
mos utilizando se tradué@n en:

UM'V = 0, que se verifica por la primera condiaide (3.19)
UM'~INR = 0, que se verifica por la segunda conditide (3.19)
La condicbn MQ*M' ly=0, implica que para=1, MQ*V =0, con lo cual se obtiene
MQX =0, MQ* =0. En general, consideranti como en (3.29), tenemos que park> 2,
Mo-M¥-1V = 0, con lo cualMngM22 M1 = 0. Reiterando este proceso cuariéé,
Mq-M™"-1V = 0, es decirMq;, M5, M,1 = 0. Por lo tantoMq: = (8 ,\zg&) verificando
Mas,M5,2Ma1 =0, para todd=2, ..., i

La cuarta condidin de (2.27) nos dice qudq-M'~*NR = 0. De este producto matricial
deducimos par&1, MQ*NR 0, es deciMq;,N21 = 0. Reiterando este proceso y con-
siderandaVi* como en (3.29), tendremos que cuarndk> 2, MQ*'\Zk INR=0, con lo
cual MQ M22 IN,; = 0, si tenemos en cuenta qug -M~1V = 0. Pordltimo, parai=f,
MQ*M” INR=0yen consecuencMQ;ZM22 N1 = 0. Por lo tanto,MQ* = (8 Mgﬁz)’

verificandoMq;, M5,°Nz1 = 0, para todd=2,....,7i+ 1. De esta forma deducimes) del
teorema.

Por la quinta condiéin de (2.27)RNR =0, lo que implica queNg;, = 0 y por lo tanto

— 0 Ny
Nr- = <’q§§2 N—;) . Queda pues demostrallt) y con ello el teorema. O

Comentario: De nuevo regresamos al sistema inicgapara dar las condiciones ma-
triciales bajo las cuale§S,J) O (S,J). De esta manera podremos escoger directamente
las matricesvl, N, Mg y Nr- que nos garantizan la inclési anterior. Evidentemente, el
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teorema que se da a continuatitambén hace referencia a dos bloques de condiciones
suficientes para ques,J) O (S,J). Estos dos bloques de condiciones son aemnde-
pendientes entrd,puesto que son equivalentes a los dados en el Teorema 2.7 visto en el
Captulo 2. Veamoslo.

Teorema 3.3 Sean los sistemas (3.1) y (3.2) junto con sus funciones de coste respectiva
Entonces(S,J) D (S,J) si se verifica uno de los dos bloques de condiciones:

0 M2 —M12 0
0 Mz —M22 0
a) M = ,
0 M3 —M32 0
0 Mgz —Myg2 0
O N2 —N12 0
0 Np2 —N2o O
b) N = ,
0 Nz2 —N32 0
0 Ng2 —Ng2 O
0 MQ12 _MQ’J‘_Z 0 (3.53)
t —_ K ok ok
Q) M Mle Mas,~ M023 Mass Mg, Mo,
Q* = —Mt t ko — ¢ ’
Mle MQ23 Mass ~Mas,
0 ML, —ML, 0
Q4 Q4
0 N,;q2 fNRiz 0
t — Nt — ok ok ok
NR’iz NR§3 NR§3 NR33 NR23 NR24
d) N = —NL, N, Ner —Nes
Rlz R§3 R33 R24
0 NL, —Nt 0
Roa Ro4

o bien

0
0 Mgz —Mgx O . .
a) Mg = Q2 %2 cumpliendo las relaciones:
0 —Mgx M
Q22 sz
[0)
MQ22) (M22+M33 - M21 M22+M23 M24) =0, paratodoi=2,...,A, (3.54)

,2 .
M22+|V|33 (N21 No2+Nag N24) =0, paratodoi=2,...,A+1,

( R 7NR23 R23 NR33 NR23 NR24

2

b) Ng =
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Demostradbn: Consideremaos el primer conjunto de condiciones dados por el Teorema 3.2

a) Alser M= (2 mlz implica Mll =0y M,z = 0. EntoncesM1; = 0 nos proporciona

el sistema de ecuaciones (3.3Mly; = 0 el sistema:

Mz1 —Mz31 =0,
M2+ M2z — M3z —M33 =0, (3.55)
Mos—Mzs=0
obtenido de (3.26). Sustituyendo dichas relaciones en la n\tdada en (3.20) obtene-
0 M1z —M12 0
mos la matriv = | 22 ™2 ° | el teorema.
0 M3z —M32 0
0 Mgz —Mg2 O

b) N= (8 % ) es decirNi; = 0, lo que implica el sistema de ecuaciones:

Ni1 =0,

Niz = —Ni2,

N4 =0,

N31 = —Nay,

N32 = —(N22+ N23+ N33), (3.56)
N34 = —Naa,

Na1 =0,

Ngz = —Naz,

Nas = 0.

Por otro lado, al selﬁﬂ =0, se obtienen de (3.27) las relaciones:

N21 — N1 =0,
N2+ N23 — N3z — N33 =0, (3.57)
Nza—Ngg =0
0Nz —N12 0
0 N22 —N22 O . , . . . .
y por lo tantoN = 0 No _No o | SIN MBS que sustituir dichas relaciones en la matriz
32 —IN32
0 Ng2 —Ng2 O

dada en (3.21).

¢) Haciendo uso de las relaciones (3.4@)3* = T:MQ*TA. Efectuando este producto se
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obtiene la matriMo. siguiente:

Mas, Ma;, Moy, Mais Moz, ~Mai,

t t t _ t _

MQiZJrMQ’{p, MQ§2+MQ§3+MQ§3+MQ§3 MQ§4+MQ§4 Mas, MQ§3+MQ§3 MQ§3 (3.58)
t t t t gt .
MQh MQ§4+MQ§4 Moz MQ§4 MQ§4

MY, —Mt

— 5 —Mt — s — s — x — t e
Qj, Qi3 Mas, +May, MQ§3 Mazs Moz, ~May, Moy, Moy, MQ§3+MQ33

Porc) del Teorema 3.2MQ11 =0, con lo cual de (3.49) obtenemos el sistema de ecuacio-
nes:

Mgq;, =0,
Mq;, +Mq;, =0,
Mq:, =0,
o (3.59)
Mqy, +May, +Mg, +Magy, =0,
Mqy, + Mgy, =0,
|\/|Q2<14 = 0
Sustituyendo dichas relaciones en la matriz (3.45), se concjgel teorema.
d) Ng =T!NgT,, por (3.44). De ady
Ny Nz, TNRE Nis Nei, ~Nris
— Né?*inrN't?Ig NR§2+NR§3+NIR§3+NR§3 NR§4+NR§4 NREziNR§3+NE§37NR§3
N =1 "\ AL, N N L (3.60)
Ria Roa ' Ry Raa Roa  Ray
t t t § t
NRigiNRig NR§2+NR337NR§37NR§3 Nes, ~Nes, NREszRﬁafNRE3+NR§3
Por SGNRL =0, obtenemos de (3.50) el sistema de ecuaciones:
NRil = 0’
Nr;, +Nrj, =0,
NR* = 07
” (3.61)

NR§2 + NREa + NIE% + NR§3 = 0’
NR§4 + NR§4 = 0’

Nk, = O.
0 Ne;, “Nej, O
NL, —Nge —NL. —Ngs Nge Nge
R R3 Rby  Rag Moz Ry . .
Por lo tanto se deduce qi = | .- NtRm N _n. | sisustituimos las
Ri2 Ras Rz~ Fog
0 N! -NL, 0
Roa Roa

relaciones en (3.46).
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Consideremos ahora el segundo bloque de condiciones suficientepatadl Teorema
3.3.

a’) Por el apartad@’) del Teorema 3.2, sabemos q\]@ = (8 Mgéz)' Por el hecho de

serMo:. =0 y ML, = 0 se obtienen, adems de (3.59), las siguientes ecuaciones matri-
ial Qu Q12
ciales:

Mle B MQis =0,
t _
Mq;, +Mq;, —Mg;, —Mq;, =0, (3.62)
MQ24 B MQ§4 =0

0 o 0 0
0 Mg, —Mgs O
con lo cual se concluye qudg: = o wZol Nos queda por comprobar que
TR, Q5
oy . O O -Q O . .
se verifican las relaciones (3.52). En este cd4g, = 4Mq;,. Sustituyendo esta matriz

junto con la forma ya conocida de la matridds,, M21 y N»1 en (3.52), se cumplen las
relaciones:

(Mgs,) (M22+M33)i72 (M21 Mz+M2z  M2s) =0, paratodd = 2,...,A,

(Mgs,) (M22+M33)i72 (N2 Ne2+Nas  Ng) =0, paratodd =2,...,i+1

y con ello se concluya’) del Teorema 3.3.

b’) La demostradn de este apartado esittica a como se ha obtenidd del primer
blogue de condiciones. De esta forma queda probado el teoremal

Observacibn: El Teorema 2.7 nos da condiciones suficientes para que e(lépi)D

(S,J). Dichas condiciones quedan explicitadas por el Teorema 3.3 anteriemeinos de
matrices complementarias. Sin embargo, en estos teoremas no se ha supunésgore
momento que el control a efectuar sea un coréippimo. Si queremos restringirnos a es-

te tipo de control necesitamos las condiciones bajo las cuales (ai?,pi;rincluye al par

(S,J), siendon J las funciones de coste asociadas a cada uno de los sistemas, respectiva
mente. La intendin es disBar leyes de contral y (i de tal forma quel®° = J° y para ello
estudiaremos cuales son las condiciones que deben de cumplirse.

Teorema 3.4 Un par (S,J) o (S,J), siendoJ y J las funciones de coste para unas de-
terminadas leyes de controptimo( y u, respectivamente, si se verifican las siguientes
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condiciones:
a) MV =0,
_ S\ —1At1—1
d) V‘MQ*V =0.

Demostracbn: Sean las funciones de costey J como las definidas en (2.21) y (2.23),
respectivamente, es decir,

I(%0,U) = /0 " (K Qx+ URU) dit, (3.64)
siendou = —KXx, conK = (R*)~1B'P la (inica soluddn de la ecuadin de Riccati
AP+ PA—PB(R) BIP+Q" =0 (3.65)
y 0
(%, 0) = /0 (RE'%+ dRT) dt, (3.66)
conui= K%, siendoK = (R*)~1B'P la Gnica soluddn de la ecuaéin de Riccati
AP+ PA-PB(R) 'BP+Q =0. (3.67)
El coste ninimo vendé dado, en cada caso, por
J°(%0) = %0'Pxo (3.68)
y
3 (%) = %P%. (3.69)

La exigencial®(xg) = J°(%) implica queP = VPV, sin mas que igualar ambos costes y
tener en cuenta que =V x;. Como estamos suponiendo que
A=VAU+M,

3 (3.70)
B=VBQ-N,

si sustituimos dichas relaciones en (3.67), junto Boa V!PV y la comparamos a la
ecuacbn matricial (3.65), obtenemos las siguientes condiciones:

(MV)'PV =0,
VIPMV =0,
QR) Q' =(R)™,
V'BN(R)1Q'B'P =0, (3.71)

VIPN(R")“IN'PV =0,
PBQR")IN'PV =0,
VgV = Q.
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Suponiendo, como caso particular, que se verifique:

MV =0,
B -lot — (RF) L
Ry =R (372
Vt@*v —_ Q*,
gue se traducen en:
MV =0,
R* — ﬁ* -1At1—1
¥ 373
VMgV =0

si tenemos en cuenta q@ = U'Q*U + Mq-. De esta forma se garantizan las relaciones
(3.71), con lo cual se cumple (3.63) y se concluye el teorema.d

3.4. Contractibilidad

Tal y como ya hemos apuntado en el @alo 2, nos interesa buscar leyes de control en el
sistema expandidf de manera que sea posible contraerlas e implementarlas en el sistema
original S. Vamos a estudiar cuando una ley de controlfthsi en el sistema expandido

S podia ser contrimla al sistema inicia® en €rminos de matrices complementarias.

Notacion: Siguiendo un procedimiento alogo a las secciones anteriores, vamos a dar
la notacdn para las matrices que intervienen en la contractibilidad de una ley delcontro
Supondremos las siguientes matrices prototipo:

m no no ns
m [ Fi1 Fi2 Fi3 Fus

Fom| P F2 Fs R (3.74)

Fs1 Fs2 Fsz Fag

me \Fa1 Fa2 Faz Faa

= (Fu Fo
F_<le F22>, (3.75)

3

Definimos ahora
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siendoF;; una matriz de dimendh mxny Fy, de dimensdn (fM— m) x (i — n). Analoga-
mente,

ny nz n3

m [ Ki1 K2 Kiz (3.76)
K=m| Kau Kx Koz

m \K31 Kz Kz3

La matriz de ganancia para el sisteglaque designaremdg, venda dada por

K = RKU +F, (3.77)
donde - >

K =T K Ta,

M e (3.78)

F=T;FTa.

Proposicion 3.7 Consideremos la matrig = (%i %2) Entonces, las submatricds;,
parai, j=1,2, son de la forma:

_ F11 Fio+F13 Fi4
Fii = (%(FmFsl) 3 (Fap+Faa+Fax+Faz) %(54+F34)>,

Fa1 Fa2+Faz Faaq
. Fio—F13
Fio = ( L (Foo—Fost+Fs2—Fas) > ) (3.79)
Fao—Fa3

For = 3(FaFu  FootFosFoo-Fis  Foa—Faa),
F_zz = :—ZL(Fzz—Fzs—FsHFss).

Demostraddn: Considerand& = TB‘lFTA como en (3.78), siendf, y TB*1 como en (3.5)
y (3.6), respectivamente y efectuando dicho producto se demuestmplzspndn sin nmas

que comparar la matriz producto resultante con la matriz definidﬁ_po( %i E—Z) . O

Corolario 3.7 En las condiciones de la proposiei anterior, la matrizK del sistema ex-

idoS < _ (Kt Fio
pandidoS es de la form& = ( Flel F;Z) .
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Demostradbn: Si toma_moslz como en (3.77)]—‘\7: ('5‘), donde (0) es una matriz de
dimensén (M—m)xm, U = (I, 0), donde (0) es una matriz de dimemsin x (i—n) y
efectuamos dicho producto, se obtiene el resultado.C

Por Definicbn 2.7 de contractibilidad, sabemos qm& ~KX es contrible a la ley de
controlu = —Kx siempre queK[x(t; Xo, )] = QK [X(t;V X0, RU)]. Entonces, en el sistema

expandiddS podemos enunciar el siguiente teorema.

Teorema 3.5 Una ley de controli= —KXen el sistem& es contréble a la ley de control
u= —Kx del sistem& si y Dlo si se verifica

a) QFMV =o,

b) QFM~INR =0 (3.80)
paratodo i=l,...,fi
Demostradbn: Sabemos que
t
x(t) = (o) + / AUBY(T)A(T) (3.81)
(o]
y que .
Kt) = MV (x0) + / ADBRYT)A(T), (3.82)
o
siendo 1 1
M(xo) = [I + At+ 2|A2t §A3t3—|—...](xo) (3.83)
y
AV (x0) = [ +At+2 At2+3 A+ V(%) (3.84)
Puesto que estamos exigiendo ddi&(t; Xo, u :QK X(t;Vx,RU)], si consideramo =

RKU +F, se tieneK (x(t)) = [QRKU + QF](X(t)), con lo cual K (x(t ) = [KU]( X(t)) +
QF J(X(t)). Entonces, aplicandd a las reIaC|ones (3.81),lasomoKU y QF a (3.82)
ambos resultados coincidin si y $lo si se cumple

a) QFM IV =0,

b) QFMINR =0

para todd=1,...,A. O

Otra forma equivalente de enunciar el Teorema 3.5 nos la proporcisigaiEnte teorema,
en el que no se hace referencia, de manerdatqla la matriz complementaria
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Teorema 3.6 Una ley de controli= _KXen el sistema expandi&nes contrdble a la ley
de control u= —KXx del sistem& si y Dlo si se verifica

— -

a) QKV =K,

b) QKM =0, paratodoi=2,....A (3.85)

c) QKM-INR =0, paratodoi=1,....A.

Demostraddn: Para demostrar el Teorema 3.6 veamos la equivalencia con el Teorema 3.5.
SeaK = RKU +F como en (3.77). Entonces, = K — RKU. Sustltuyendd: ena)y b)

del Teorema 3.5, obtenemos:

a) QK- -RKUM'-V =0, con lo cualQKM' -V = KUM "V,
b) Q[K—RKUJM-INR=0, con locualQKM~*NR=KUM~INR

paratodd=1,...,A. De (3.19)UMV=0, paratodd=1,...,fi, por lo tanto de) tendremos
que:

——

OKV =K, OKM =0 (3.86)

para todoi=2, ..., fi. Por (3.19) sabemos quéM~INR= 0 y por lo tanto,QKM'~INR=
0 paratoda=1,...,f, lo que concluye la demostraci. a

Comentario: Hasta el momento desconocemos la forma que debe adoptar la matriz com-
plementariaF y las condiciones que debe verificar por tal que una ley de controbpued
ser contrgda al sistema inicial. El teorema que se presenta a contimuaos proporciona

la estructura de dicha matrizy las cigndiciones gue debe de cumplir para que cualquier
ley de control disBada en el sistem@ pueda ser contida al sistem&. Posteriormente,
enunciaremos un teorema equivalente para los sistSiy&s

Teorema 3.7 Una ley de controli = _KXen el sistema expandi@seré contrdble a la
ley de control u= —Kx del sistem&S si y 9lo siF = (F—i’l %2) tal que F1oM,2M21=0,
F12M5,2N21=0, para todo i=2, ..., f

Demostradbn: Consideremos las relaciones (3.80). Para el conjaptte condiciones,

cuandoi=1, QFV = 0, con lo cualF;; = 0 y en consecuenci = Fg %Z) Conside-
rando la matrizM* como en (3.29), tenemos que park> 2, QFM" W =0, lo que

|mpI|caF12M22 M21_0 Reiterando este proceso, p&xa, QFM” Iy =0, obtenéndose

F12M22 M1 = 0. Asi pues, F12M22 My = 0, para toda=2, .
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Sea ahora el conjunto) de condiciones. Paii&l, QFNR = 0y por lo tantoF;,Np; = 0.
Sea de nuevo la matrid* como en (3.29). Entonces, park> 2, QFMXINR=0, en
consecuenciBi; MY, *N21 = 0, utilizando los resultados de la ProposicB.3. Finalmente,
parai=f, QFM™"INR = 0, resultandd;,M3, *N,; = 0. ResumiendoF;,M5,?Np; = 0,

para todd=2,...,A. O

Teorema 3.8 Una ley de controli = —KX en el sistema expandides contrable a la ley
de control u= —Kx del sistem& si y 9lo si la matriz F es de la forma

0 Fi2 —-F2 0
F— Fo1 F22 Foz Fos ’ (3.87)
—Fo1 —(F2+Fos+Fss) Fazs —Foa
0 Fa2 —Fs2 O

verificando:

Fi2
(F23+F33> ( M22+Ma33 )|72 ( M21 Moo+Mas M24) :0’

Fa2

2 (3.88)
( F23+F33> ( |V|22+M33)|72 (Na1 Np2tNaz  Naa) =0

Faz

paratodo i=2,...,fi+ 1.

Demostraddn: La demostradin es parecida a la utilizada en el Teorema 3.1. Para ello,
consideremos la matriz = TB‘lFTA dada en (3.78). Entonces, efectuando dicho producto
se obtiene:

F11 Fi2+F13 Fi4 Fio—F13
E_ L(FoatFa1)  3(FootFost+FaotFas)  3(FeatFas) 3 (Feo—Fost+Fao—Fag) (3.89)
o Fa1 Fazt+Fag Fas Fao—Fa3 '

1(F1-Fa1) 3(FootFos—Fao—Fas) 1(Foa—Fas) 1 (Fao—Fos—Fao+Fag)

Por otro lado, s€an el Teorema 3.7 = ( 0 EZ). Al serFi1 = 0, de (3.79) se obtiene

P21 F2
0 Fi2 —F2 O
F_ Fo1 F22 Fos Fos . (3.90)
—F1 —(Fo+Fos+Fss) Faz —Fos
0 Fa2 —Fs O
. _ Fio—F13
Nuevamente de (3.7%;2 es de la formd, = <g(F22F23+F32F33)> . Ahora, toman-
Fao—Fa3

do M1, Moz y Npy como las obtenidas en el Teorema 3.1y obligando a que se cumplan
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las relaciones dadas por el Teorema 3.7, se concluye que:

Fi2
<F23+F33> ( M22+M33)|72 ( M21 Moo+Mas M24) = 0,

Fa2

Fiy (3.92)
( F23+F33> (M22+Ms3 )|72 (Nzz Ng2tNas  Naa) =0

Fa2

para todd=2,...,ii+ 1, quedando &slemostrado el teorema. O

Comentario: Iftar y Ozgiiner en su aftulo Contractible Controller Design and Opti-
mal Control with State and Input Inclusipof. [25], tratan el tema de la contractibilidad
de controladores pero bajo el contexto dedaensioneses decir, un caso particular del
concepto de expartsi donde cualquier ley de control en el sistema expandido es con-
traible al sistema original. En este trabajo hemos preferido ofrecer los resijpada el
caso general de las expansiones.



Capitulo 4

Restricciones y Agregaciones. Casos
Particulares

4.1. Introduccion

El concepto de expartsi introducido poSiljak, permite buscar controladores descentrali-
zados de sistemas de gran escala que poseen subsistemas solapadaisaijo, no toda
expansbn seé conveniente para nuestros pdsjtos. Hab& que analizar, por ejemplo, la
estabilidad, la controlabilidad o la observabilidad, entre otras propieddelé&ss espacios
expandidos. Las caractsticas que son deseables en el sistema inicial no siempre se van
a mantener desg@s de una expartsi. Solamente algunos tipos especiales de expansiones
podmian utilizarse a la hora de disar leyes de control quelrean las condiciones deseadas.

A lo largo de este cdplo vamos a aprovechar los resultados deli@ép 3 para estu-

diar dos de los casos particularedsrutilizados a la hora de expandir-contraer un sis-
tema: las restricciones y las agregaciones. Caracterizaremos la estdeias matrices
complementarias en estos casos, con lo cual dispondremos de una gamaptiayde
restricciones y agregaciones. Adasn trataremos otros casos que no son tan frecuentes
pero que nos garantizan que el proceso puede llevarse a cabdarepms nuevas formas

de expangin que, hasta donde llega nuestro conocimiento, no han sido usadaglhasta
momento.

85
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4.2. Controlabilidad y Observabilidad

Dos de las propiedadesamdeseadas por cualquier diador de sistemas son la controla-
bilidad y la observabilidad. Recordemos la defibicte controlabilidad y observabilidad

ad como algin teorema que nos permita averiguar si un sistema dado verifica dichas ca-
ractefsticas.

Definicion 4.1 Un sistema se dice que es controlable en el tiergpsi fpor medio de un
vector de control no restringido, es posible transferir el sistema desdkgier estado
inicial X(tp) a cualquier otro estado, en un tiempo finito. Si todo estado es controlable,
diremos que el sistema es controlable de estado completo.

Para comprobar si un sistema es controlable podemos utilizar el siguierméeor

Teorema 4.1 Un sistema

S: x=Ax+Bu
(4.2)
y=CxX

donde A es una matriz>an, B es «m y C de tam@o | x n, es controlable de estado
completo si y 8lo si la matriz de controlabilidad

<B i AB i i A”—lB) (4.2)

esderangon. O
Este teorema es equivalente, cf. [13], al teorema dado a confimuaci

Teorema 4.2 Un sistema

S: x=Ax+Bu
(4.3)
y=CX

donde A es una matrizin, B es kxm y C de tam@o | x n, es completamente controlable
si y Dlo si para todoA € C, el rango de la matriz(A—)\I | B) es n. Notaremos dicha

matriz por H . m
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Puesto que nos interesa estudiar propiedades en el sistema exgndidwtriz de con-
trolabilidad H; en dicho sistema si utilizamos la matriz ampligkldada por el Corolario
3.4y la matrizB del Corolario 3.5, vendrdada por:

Ar1—Aly 1A+ M2 1A12-M3, A1z l
e — A21+Mpy 1 Ao+ Mpa—Alp 1A +Mps  AgatMps i
’ Ap1—Ma1 3A0o—(Mop+Maz+Mss) $Axo+Mas—Alz Agg—Mag i
Az 1 Ag2+Maz 1Ag~Msz  Agz—Ml3 :
Bi1 1B1o+Ni2 1Bi—Ni2  Bas
B21+N21 1Bo2+Np2 $B22+Nog Bog+Nag

|
|
|
|
| . (4.4)
l B21—N21  $Bao—(Nao+Noa+Nas) 3Boo+Naz Bza—Nas

|

I Ba1 1Bso+Ng2 1Bs—Ni2  Bss

Restando a la segunda fila la tercera, sumando a la tercera columna ldesggesindole
a la sexta la@ptima columna, obtenemos una matriz equivalente con la siguiente estructura

Ar1—Aly 1A12+ M2 A2 A1z l
e — 2M2;1 2M224+-M23+Mzz—Al2 2M22+2Ma3 2M324 i
’ Ao1—Ma1 $A%—(Mao+Mag+Mas) Apa—Mao—Maz—Aly Apz—Mas i
A1 1 Ag2+Maz A2 Agz—Al3 :

B11 2N12 1Bio—Niz  Bis

2Np1 2Np2+2N33 Nag—Nsz  2Np4

(4.5)
B21—Na1 —Nzo—No3—2N33 1B2o+Ngz Baz—Nag

Ba1 2Ns2 3B2—Naz  Bss

Comentario: Esta nueva matriz, por abuso de nobacila designamos tané porl—~|A°.
De igual manera mantendremos la nadacile las matrices de controlabilidad y observa-
bilidad despés de efectuar cambios en sus filas y columnas.

Analogamente, nos interesa tratar el tema de la observabilidad, puesto @filecean-
do hay que reconstruir, en un breve espacio de tiempo, variables de esta no son
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medibles a partir de otras quelse son. En muchas ocasiones, al aplicar un control de
retroalimentadin de estado, algunas variables no se pueden medir directamente y por ello
debemos estimar las variables de estado no medibles con el fin de conssdialas de
control. Sabemos questo no sex posible si el sistema no es completamente controlable.

Definimos, aitulo de recordatorio, lo que se entiende por observabilidad.

Definicion 4.2 Diremos que un sistema es completamente observable si cada egtado x
se puede determinar a partir de la obsend@tide yt) en un intervalo de tiempo finito
to <t1.

Al igual que en el caso de la controlabilidad, necesitamadsreigorema que nos permita
decidir si un sistema es observable. A tal efecto tenemos el siguiente teorema

Teorema 4.3 Un sistema

S: x=Ax+Bu
(4.6)
y=Cx

donde A es una matriz4n, B es kxm y C de tam@o Ix n, es completamente observable
siy 9lo si la matriz de observabilidad

77C77
A
4.7)
oAl
esderangon. O
Un teorema equivalente al Teorema 4.3, cf. [13], viene dado a cont@ruac
Teorema 4.4 Un sistema
S: x=Ax+Bu
(4.8)

y=Cx
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donde A es una matrizdxn, B es xmy C de tam@o Ixn, es completamente observable
siy 9lo si para todo\ € C, la matriz

A—Al
R (4.9)
c

es de rango n. Notaremos dicha matriz pq(’r. H O

Desde el punto de vista de la observabilidad, veamos como se presentaiiaflfmml

sistema expandid8 objeto de estudio, al consideracomo en el Corolario 3.4€§ como
en el Corolario 3.6. Aispues,

Ag1—Aly 1A+ My 1A1-Myo A1z
A21+M2y 1 A0+ Map—Alp 1A%+ Ma3 Az+Mag
Ap—Ma1 1Az~ (Mao+Mag+Mss) 1A22+Mzz—Alz Az3—Maq
o Aag 2 Ag2+Maz 3 Ag—Maz Asz—Al3
HA =l - === === . (4.10)
Cu1 1Cio+L1o 1Cio-L1o Cis
Cort+lan 1CootLa 1Coo+Los Caztlog
Co1—La1 3Coo—(Loo+Loa+Las) 3Cootlas Caz—Lo2s4
Cs1 1CatLaz 1Cs-Laz Css

Restando a la segunda columna la tercera; sumando a la tercera fila ldssgguia sexta
fila restindole la éptima, obtenemos la siguiente matriz equivalente

Asr—Aly 2Ms, 1AMy Ar3
A21+M21 M22—Ma3—Al2 2 A%2+Ma3 Axz+Mag
2A1 —2M23—2M33 Azz+Mz3-+Mzz—Alz 2Az3
e Az 2Myp 1Ag—Myz Agz—Al3
H = e e e T e e e e e . (4.11)
Cu1 2L 3Ci2—L12 Cis
2l 2L20+2L 33 Loz—Las 224
Cai—La1 —Lao—L23—2L33 3Caz+Las Caz—Lo2sa
Ca1 242 1Cs—Lap Cas

Mas adelante haremos uso de estas matrices de controlabilidad y obsedaBiidel
momento nos centraremos en el estudio de las restricciones y las agregamam los
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dos casos particularesas importantes de expadsi Evidentemente, en estas dos situa-
ciones se cumplen todas las condiciones exigidas por el Principio deibrcidsnerali-
zado. Veamos la estructura matricial, @mtinos de matrices complementarias, que tiene
cualquier restricén y agrega@n.

4.3. Restricciones y Agregaciones

Proposicion 4.1 Un sisteméS es una restric@n deSsi y Dlo si se verifica:
0 M2
0My )’
0 N2
_ 4.12
(on2). (4.12)

c) L= (O E12> .
0Lz

Demostraddn: Por el Teorema 2.4, sabemos que toda resénicha de cumplir:

<
1

a)

b) N

a) MV =0
b) NR =0, (4.13)
c) LV =0

SeanM = (M—; 3—5) N = (“‘i m—;) yL= (E; E;), como en (3.23) a (3.25). D&, si

MV = 0, tenemos quéli; = 0y Ma1 = 0, y por lo tantoM = (8 m:z) Deb), NR=0

0 Ni2

imp|ica que|\_]11 =0 y N_2]_ =0 Y, en COﬂSECU@nCiB_L = (O Noo

) . Finalmente, de) se tiene

0L

LV =0, de donde se concluye que, = 0yL,; =0y porello,L = (0 B2

gueda probada la propo<ici. O

). De esta forma

Corolario 4.1 SeaS una restriccon deS. Entonces las matrices ampliadgsgygson

de la forma
A= <A m) . B= <B N”) . C= <C E“) . (4.14)
0 Myo 0 Noo 0 Lo
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Demostraddn: Solamente debemos sustitMp; = 0,No; = 0y Lo1 =0 en las matriced.
By C obtenidas en los Corolarios 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, para obtessultado.
O

Veamos ahora como seT las condiciones matriciales de las matrices complementdrias
Ny L en las bases iniciales.

Teorema 4.5 Un sistemaS es una restricén deS si y 9o si las matrices M, N y L son
de la forma:

0 M1z —My2 O
0 M, —M22 O
a M= ,
0 M3z —M32 O
0 Mgz —Mg2 O
0 Ni2 —Ngi2 O
0 N2 —Nz2 O
b) N= , (4.15)
0 N3 —N3» O
0 Ng2 —Ng2 O
0 Lz —L12 O
0 Lo —L22 O
c) L=
0 L2 —L32 O
0 Lgp —Lax O

Demostraddn: Consideremo#$/ como en el Teorema 3.1. Puesto que por la Propmsici
4.1M11 =0y M;1 =0, se obtienen los sistemas de ecuaciones (3.36) y (3.55), respectiva-
mente. Sustituyendo dichos resultados en la mridzada en (3.31), se conclugg del
teorema.

Para demostrab) trabajaremos de forma parecida. En este caso hay que considerar la

matrizN de (3.32) dada en el Teorema 3.1y suponerye= 0y Np; = 0, por el apartado
b) de la Proposidin 4.1. De nuevo, sustituyendo estos resultados en la mattez(3.32)

se llega al resultado. Ahogamente para la mattizdec). O

Corolario 4.2 SeaS una restriccon deS. Entonces las matrices ampliadasB yC son
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de la forma:
Air 3A+M12 3A1-Mio Ags

Ap1 FActMpr 1AMy Agg

A= 1 1 , (4.16)
A21 5A2+Mzz 5A2—Mzz Ao
As1 3As+Maz 3As—Maz Ags
Bi1 3Bio+Ni2 3Bio—Niz Byg

~ B2 3BoatNz2 1B2o—Nz2 Bas

B= 2 2 , (4.17)

Bo1 3B22+Ns2 3B2o—Nsz Bos
Ba: 2Bao+Naz 3Bs—Na Bgs
Cut 3Ciptliz 3Cio—Lio Cis
~ Ca1 3Coatlos 3Coo—Lzo Cos
o= 2 2 . (4.18)

Cor 3Coptlar 1Coo-La Cos

Ca1 3Caatlar 3Cao—Lar Cas

Demostraddn: Consideremos las matricds B y C dadas por los Corolarios 3.4, 3.5y
3.6, respectivamente. Tomanlig N y L, como en (4.15) y sustituyendo en las matrices
(3.39) a (3.41) obtenemos el resultado. O

De forma similar a como hemos procedido con las restricciones vamos a estutiar
se@an las matrices complementarias en el caso de las agregaciones.

Proposicion 4.2 Un sistemés es una agregaéin deSsi y Dlo si se verifica:

a) M - <'\£l l\ZZZ) ’
) 6= (00) @19

9 C=(p0n)

Demostradbn: Por el Teorema 2.6, sabemos que toda agrégde de cumplir:

a) UM =0,
b) UN =0, (4.20)
c) S =0
M1 M. q N1 N; T (Ll
SeanM = (le MZ) (N—i @2) yL= (Ei Ez) como en (3.23) a (3.25). Entonces,

dea) si UM = 0 tenemos un11 =0y Mlz =0, con lo cualM = <M021 M22> De b),
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UN =0, es decirNi; = 0y N2 = 0 y en consecuencid) = (,;,21 ,\7(2’2) . Por(ltimo, dec),

0 0
Lo1 L2z

S =0, conlocual;1=0yL;,=0y a3, fz(

) , lo que concluye la demostraci.
O

Corolario 4.3 SeaS una agregadn deS. Entonces las matrices ampliadgsgygson

de la forma:

A_ (A O >_ (B 0 ~_(c o

A= (le Mzz)’ B= (NZl sz)’ C= <L21 L22>' (4.21)
Demostrgﬁ)ﬂ: Para demostrar el corolario, sustituiremB@ =0, N_lz =0y Elz =0enlas

matricesA, By C dadas en los Corolarios 3.1, 3.2 y 3.3, respectivamente, candoge
el resultado. O

Puesto que nos interesa conocer la estructura de las matrices compleméestéataagre-

gaciones en el sistema expandigidrabajaremos de nuevo en las bases iniciales. Dichas

estructuras vienen caracterizadas por el teorema siguiente.

Teorema 4.6 Un sistemzS es una agregadh deS si y 9lo si las matrices M, N y L son

de la forma:

0 0 0 0
a) M — Mz1 M2z Mzz Myg ’
—Mz1 —M322 —Mo3 —M24

0 0 0 0

0 0 0 0

N: N: N N:

b) N = b1 Na2 Npz Npg ’ (4.22)
—N21 —N22 —Nzz —Npg

0 0 0 0

0 0 0 0

Log Loz Loz Log
c) L
—Lo1 —Lo2 —Loz —Log

0 0 0 0

Demostraddn: Consideremos la matrill dada por el Teorema 3.1. Por la Propasici
4.2,M1; =0y Mj2 = 0. Obtenemos el sistema de ecuaciones (3.37) junto con

Mi2—M13=0,
M2z — M2z + M3z — M33 =0, (4.23)
Mas2 —My3 =0.
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O 0 o0 o0
Esto nos conduceld = | Mz M2 M M gin g que sustituir las relaciones ob-

tenidas en la matril dada en (3.31).

Para demostrdn) procederemos de forma parecida. En este caso hay que considerar las
relaciones que se deducen del hecho dé&ses 0 junto con

Ni2 — N33 =0,
N2 — N2+ N3z — N33 =0, (4.24)
Ng2 —Nsz3 =0

por seNy» = 0 sedin la Proposidin 4.2. Al sustituir estas relaciones en (3.32) se concluye
el resultado. De forma atoga para la matrik. O

Corolario 4.4 SeaS una agregadn deS. Entonces las matrices ampliadasB yC son

de la forma:
A1l 3A12 3A12 Ais

Ag1+Ma1 3A2+Maa 3Ago+Mas Agg+Mas

A= 1 1 )
Ao1—Ma1 5A22—Maa 5A22—Maz Axz—Moy
As1 1A 1A% As3
Bi1 1B, 1B, Bis

~ Boi+Nat 5Boo+Np2 3Bop+Nog Boat+Nog
B — 2 2 : (4.25)

Boi—No1 $Boo—Np2 3Bop—Noz Baz—Nog

1 1
Bs1 5B32 5B32 Bs3

1 1
Cu1 5C12 5C12 Ci3

Coitlor 3Cootlze 3Cootlas Costlaos

O
I

Coi—Lo1 3Cao—Laz 3Cop—Losz Coz—Loa

1 1
Ca1 5C32 5Cs2 Css

Demostracdn: Se demuestra de forma parecida al Corolario 4.2. Pd sea agregaon
deS, sabemos quil, N y L son como en (4.22). Sustituyendo la estructura que presentan
dichas matrices en (3.39) a (3.41), respectivamente, se concluye latcaidos O

Proposicion 4.3 SeaS una restriccon deS. Entonces, toda ley de contrél= —KX deS
es contrdble a la ley de control &= —Kx deS.
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Demostradbn: El Teorema 3.8 del cafulo anterior nos proporciona la condai nece-
saria y suficiente para que la ley de contret =KX de S sea contrible a la leyu = —Kx.

0 Fio )

= Fo1 F2 Pz Fos P .

Para ello, la matrif = Bt — (Pt FostFas)  Fo Fm) ha de verificar:
0 Fa2 —Fsp O

Fi2 )
<F23+F33> ( M22+M33) -2 ( Mz1 Maa+Mz3 M24) =0,

Fa2

Fir _ (4.26)
<F23+F33> (M22+M33)|_2(N21 N22+N23 N24) =0
Fa2
paratodda=2,...,fi+ 1.
Como estamos suponiendo gsies una restricéin deS se cumple:
MZl = 0’
M22+ Mz3 =0,
M24 =0,
24 (4.27)
N21 = 07
Noo+Noz =0,
N4 = 0.

De estas relaciones se deduce obviamente(iye Ma2+Mzs Mas) = (0 0 0y
(N21 Na2+Noz Nas) = (0 0 0), con lo cual se verifican las condiciones (4.26) para
toda matriz complementarfade la forma (3.87). O

Observacbn: Hasta el momento hemos caracterizado las posibles restricciones y agre-
gaciones en fundin de sus matrices complementarias. Sin embargo, existen otros casos en
los que, sin ser restricciones ni agregaciones, se verifican las moretiexigidas por el
Principio de Inclugin Generalizado para poder expandir un sistema yidrsen el sistema
expandido leyes de control descentralizadas. Haciendo uso de lmation procedente

del Teorema 3.1 analizaremos con detalle cada una de las posibilidades.

4.4. Otros Casos Particulares

En base a los resultados que nos proporciona el Teorema 3.1 veremesisiien dos
grandes estructuras de matrices complementarias que, eadacar podemos utilizar
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para expandir-contraer un sistema. Dentro de cada una de ellag, rabinfinidad de
posibilidades a la hora de elegir las matritésN y L. Al margen de las restricciones y
agregaciones vistas anteriormente, trataremos otros casos particulareisimante nas
complejos aunque igualmente factibles.

Partimos de las ecuaciones (3.34). Puesto que dichas ecuaciones widgdegason las que
deben de cumplirse para que se verifique el Principio de IigiuSieneralizado, vamos

a estudiar las estructurasamsimples que pueden adoptar dichas submatrices para que
se verifiquen todas las condiciones de (3.34). En primer lugar se abgeevsi(Ma2 +
Maz3)'~2 = 0 se cumplen todas las condiciones exigidas, salvo ig@a&n que(M,, +

Ma3)® = I, aun en el caso qud, +Msz = 0. Ad pues, las ecuaciones anteriores obligan

a que se cumpla:

Mi2
M23+Ms3 (le M22+Maz3 M24)=O,
Ma2

M2
M23+Ms3 (N21 N2+Na23 N24) =0,
Maz 4.28
L1z (4.28)
L2s+Las (le Ma22+Ma3 M24) =0,

La2

Li2
Loz+L33 (N21 N22+Ng3 N24) =0.

Laz
Estos productos matriciales nos conducen a dos grandes tipos deierpame un siste-
ma. Evidentemente, las dos posibilidadescticas de expartsn vendan de obligar a que
se anulen algunos bloques matricialesaiviesl|o.

44.1. Casol

Con una simple observagi de las ecuaciones matriciales (4.28) obtenemos las siguientes
condiciones suficientes para que se cumpla el Teorema 3.1

M12 - Oa

M23+ M3z =0,

M42 = 07
2y (4.29)

Lo+ L3z =0,

L2 =0,
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es decir,
M1, =0,
M2z = —Mgg,
Ms2=0
’ (4.30)
LlZ = Oa
Log = —Lass,
Ls2=0.
Las matrices complementarilyg N y L sei&n en este caso de la forma:
0 0 0 0
M — M21 Mz Mz Mg
—M21 —Mg2 —Ma3 —Mag |’
0 0 0 0
0 Ni12 —Ni2 O
N — N21 No2 Noz  Nog 7 (4.31)
—N21 —(Na2+N23+Ns3z) N3z —Nzg
0 Na2 —Ngz O
0 0 0 0
L — Loz L2z L2g L2
—Lo1 —L22 —L23z —L2s

0 0 0 0

Observacbn: La estructura matricial de cualquier agre@exi(4.22), queda incluida en
este Caso 1 por cuanto la matriz complementirize una agregaén es nas restrictiva
gue la que acabamos de obtener.

Realizamos a continuan un estudio de la controlabilidad y observabilidad del sistema
Scon el fin de garantizar estas propiedades a partir de los valores que ¢@rtas sub-
matrices de las matrices complementagsN y L y que pueden ser escogidas con suma
flexibilidad.

Controlabilidad caso 1

Sea la matriz de controlabilid&ﬁf de (4.5) que resulta de sustituir en ella las relaciones
(4.30).
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A11—Al1 %Alz A1 A1z :
[
5e 2Mz1 2M2—Alp 2M322+2Ma3 Mz |
= [
Ao1—Mz1 3A2—Mzp Ago—Mao—Maz—Alp Azz—Mag :
|
Ag1 3A%2 Az Agz—Alz |
: B11 2Na2 1B1o-Niz  Bis
|
I 2Ngy 2Np2+-2N33 N23—N33 2Na4
: (4.32)
: Boi—Na1 —Np2—Np3—2Nz3 1Bop+Nsz Boz—Nog
[
I Ba 2Naz 3B32—Nsz  Bas
Operando con filas y columnas se obtiene:
A11—Aly 1A 0 Az |
|
~c 281 A2 0 Aoz |
HA = |
Ao1—M21 3A22—Mzp Mop—Maz—Alz Apz—Mas :
|
As1 1As 0 Agz—Alz |
B11 2Ny 1B1,—Ni2 Bis
2B21 —2N23—2N33  Boo+Npa+Nsz  2Bpg

|
|
|
|
| : (4.33)
} Bo1—Np1 —Npo—Npz—2Na3  2Bop+Naz  Baa—Nog

|

|

Ba1 2Ngo % B32—Na2 B33

Se aprecia que los valores propios de la maitiz — M»3 son los candidatos para que el
sistemaS no sea controlable. Por esta daz podemos denominarlos valores propias
controlables Los restantes valores propios &eicontrolables si y&o si el par(A,B) es
controlable. Puede ser interesante considerar matigedN,,, Nos, N3z y Ngo de forma
gue eligiendo convenientemente la sexta columna de la matriz (4.33) el rang@&smo,
es decim?

Observabilidad caso 1

La matriz de observabilidad (4.11) de§gude sustituir las condiciones (4.30) vendada
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por:

Ap1—Aly 0 1A VK

Az21+M21 Mz2—Ma3—Al2 1 A0o+Ma3 Az3+Maqg
2A01 0 Azo—Al 2A23
As 0 3A32 Agz—Ml3

H o= . (439

Cu1 0 3C12 Cis
2Ly 2222l 23 2L23 2L24

Co1—La1 Loz—L22 1Coo—Los Caz—L2a
Ca1 0 1cs, Css

Mediante algunas operaciones entres filas y columnas se obtiene una aitraente
gue presenta la forma:

Ap1—Alp 0 1A Ags
A21+M2y M22—Mz3—Al2 1 A%2+Ma3 Az+Mag
2Ap1 0 Azz—Al2 2A3
e Az1 0 1A% Azz—Al3
AP = | ~mmmmmmm e . (4.35)
Cu i, Cis
2Cn Ca2 2Cy3
Co—La1 Loz—L22 1Coo—Los Coz—L2a
Ca1 0 3Cs2 Cas

Se observa como los valores candidatos as@bservabledel sistem& son nuevamente

los valores propios de la matilid,, — Mo3. Por ello, conviene tomar matricks, y Loz de
forma quel,3 — Lo produzca rango aximor.
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Las matrices ampliadas By C tendin la siguiente estructura:

A1 1A 1A A1z
A— Ao1+Ma1 3Ax+Mze $Axo+Mzz Apz+Mas
Aa1—Ma1 3A2—Maz 1Ag—Mas Ags—Mas ’
Aa1 1A 1A% A3
B11 1B12+N2 1Bi—Nip  Bus
B_ B21+N21 1Boo+Np2 1Boo+Np3 Boa+Nos (4 36)
Bo1—No1 3Boo—(Nao+Noa+Na3) 3Bo+Naz Boz—Nos ’ .
Bs1 1Bg2+Naz 1Bs—Nsz  Bas
Cu1 iCo iC2 Ci3
G Cortlor 3Caotlar 3Copt+las Costlos
Coi—Lo1 3Cao—Lao 3Cop—Loz Coz—Loa
Ca1 1Cs iCs Css
4.42. Caso?2

Un segundo caso de condiciones suficientes nos viene dado por:

Mz =0,
M22+Mz3 =0,
M24 =0,
Noy — O, (4.37)
N2z + Nz =0,
No4 =0,
es decir,
MZl = 07
M22 = —Mag3,
Mos = O,
24 (4.38)
N2y =0,
N2 = —Np3,

Nys = 0.
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Las matrices complementarilys N y L quedaan ahora de la forma:

0 M2 —M12 O
0 M2 —M22 0
M = ,
0 M3, —M3» O
0 Mgz —Mg2 O
0 Ni2 —Ni2 O
0 N22 —N22 O
N = 4.39
0 N3z —Nzz 0 |’ ( )
0 Ng2 —Nsz2 O
0 L1z —Liz O
L Loy L2z Loz Log
—Lo1 —(Loo+Loa+Las) Laz —Las
0 L4z —Lsz O

con lo cual teniendo en cuenta que taembéonsideramos expadtsidel espacio de salida,
la matriz complementaria tiene mayor libertad de eleéei que la correspondiente a una
restriccbn. A4 pues, las restricciones son casos particulares del Caso 2.

Controlabilidad caso 2

De nuevo vamos a considerar la matriz de controlabilidad (4.5), que en laigityae-
sente sex:

A—Ay  3AL+Mpp A1z Az |

|

~c 0 Ma2o—Mzo—Al2 0 0 l
Hx = |
Az A+Mz  Ag—Aly  Agg l

|

|

Azy 1 Ago+Map Azz  Assz—Alg

B11 2Ng2 1B12—Ni2 Big

0 2N22—2N32 —Nzo+N3z2 O
(4.40)

B21 2N32 1B2—Ng2 Bps

B31 2N42 % B32— N42 B33
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Sumando a la sexta columna el doble dedjptisna se obtiene

Aii—Ap A +Mpp A1z Ags : Bii Bz 3Bio—Nip Big
[
~C 0 M227M327}\|2 0 0 : 0 0 *N22+N32 0
H = | . (4.41)
A
Ao1 1A +Mz  Ag—Aly  Ags : B21 B2z 1B22—Ns2 Bz
|
As1 1A+ Map Asz  Asa—M3 | B3 Bsz 3Bso—Nap Bas

Los valores propios de la matrid,, — M3z son ahora los candidatos valores propios no
controlables. Los restantes valores propios, es decir, los cordisptes a la matri,
se@an controlables siempre que el d#,B) lo sea. Con el fin de compensar la posible
pérdida de rango puede ser interesante considerar malticep N3, de forma que la
matrizNz2 — Ny, sea de rango aximo.

Observabilidad caso 2

Si partimos de la matriz de observabilidad (4.10), obtenemos:

Ap1—Aly 1A12+M1p 1A1-M1p Ag3
Ay 2 Ago+Mza—Al2 1AMz, Az
A1 $ A%+ Maz, 2 A22—Mza—Al2 Az3
. As 3As2+Ma2 3A32—Ma2 Asz—Ml3
H)\ =l === === . (4.42)
Cu1 iCiotl1z iCio-L12 Cis
Cort+loaa 1Coo+Los 1Coo+Los CostLloa
Ca—L21 1Coo—(Loa+LoatLas) 1Co+las Coz—Log
Ca1 1CaotLaz 3Car—Laz Cas

Operando con filas y columnas se llega a una matriz de la forma:

Ap1—Aly A1z $A12-M12 A1z
An Az2—Al2 3A22—Mz2 A3
0 0 Mz2—Mza—Al2 0
Az Az 1Ag—Map Azz—Al3
~0
R - . (4.43)
Cu1 Ci2 $Cio—L12 Ci3
2Ly 2L20+2L 23 Loz—La3 2L24
Co—Laa Coo—Loo—Los 1Coo+Las Coz—Loa

Ca1 Cs2 1Cs-Lar Css
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Se aprecia como los candidatos valores no observables del siSteomejustamente los
valores propios de la matrM,, — Mz,. Para ello, se pueden tomar matritesy Lsz de
forma conveniente con el fin de obtener rangiximo.

Las matrices ampliadas By C seian de la forma:

A 3A+Mi2 FA1-Mio Ass

A1 3P tMao $A—Mar Ags

p>3!
Il

Aor 3A2+Mzz FA—Mzo Ags
Asr 3As+Maz 3As—Maz Ags

Bi1 3Bi12+Ni2 3B1o—Niz Bis

Bor 1BaotNap 3Bpo—Npo Bpg

(ov ]}
I

(4.44)

Bo1 3Boo+Na2 3Bo—Nap Bos

Bs1 3Bs2+Naz 3B3>—Nsz Bas

Cu1 1Cio+L1o 3Ci—L12  Ci3
Cortloa 1Com+La 3CootLas Costlos
Cor—Lar 3Cao—(Laotloatlas) 3Caotlaz Cos—Loa

Ca1 1Cao+Laz 3Cs2—Lsz  Cs3

QN
Il

Comentario:  Como hemos visto, existen dos grandes situaciones en las que rasillta f
la eleccon de las matrices complementarias. Adsmen ambos casos las expansiones
Nno son necesariamente restricciones ni agregaciones, lo cual aunasota yas posibles
expansiones-contracciones de un sistema. Hay que prestabataraihora de considerar
unas u otras submatrices complementarias y cualquiehatise debexr seguir en todo
momento al@n criterio que sea de su inés. Inclusive, se puede expandir con la inténci
que el valor de coste sedmmo una vez disgadas unas determinadas leyes de control en
el espaci®Sy de ser contriaas al sistema inicie.

A la vista del Teorema 3.1 existen otras matrices complementarias dignas denener
cuenta, todas aquellas que verifiquen las condiciones (3.34). Sin embarta pactica
pueden resultar complejas de obtener. Malinowski y Singh, enisulartControllability

and Observability of Expanded Systems with Overlapping Decompositibrj44], tratan

el tema de la estabilidad, controlabilidad y observabilidad para dos casosetms de
expansiones. Aunque en aquel trabajo no se incluye la exppadsi espacio de entrada
ni de salida y se utilizan las matrices complementarias que ¢@mtisiendo habituales a
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la hora de poner en @actica el proceso de expaasicontracdn, los estudiaremos como
casos importantes dentro del contexto del Principio de InmuSieneralizado, pero desde
la perspectiva de nuestra tesis. Los notaremos por Caso 3 y Caso AalAlvBremos
como las estructuras de las matrices complementarias obtenidas se encduaehtidas
como subcasos del Caso 1y Caso 2.

443. Caso3

Consideremos las condiciones generales dadas por (2.11), es decir,

a) UMV =0,
b) UM™INR=0
c) SLM V=0,
d) SLM~INR=0

(4.45)
paratodd=12,...,A.

Supongamaos que se verifican las siguientes relaciones:

a) MV =0,
b) UN=0O,
c) MN=0, (4.46)
d) LV=0,
e LN=0O.

Se observa como, en este supuesto, tenemos condiciones suficieatgggae cumplan
las relaciones) a d) de (4.45) y por lo tanto el Principio de Inclési Generalizado.
Veamos ahora que forma adog@aidas matrices complementarfdsN y L.

a) Mv=0implica

0 M2 —Mj12 O
0 Mgy —Myy O
M=| = % (4.47)
0 M3z —M3; 0
0 Mg2 —Mg2 O
De esta manera, la matriz ampliafla- VAU + M quedaa de la forma:
Ar 3ALHM  3A-Mi Agg
~ Aot FAtMzm 1AMz Ags
A= 2 2 (4.48)

Aor 3AtMzp 1AMz Ag
Asr 3As+Maz  3Ap-Ma  Agg
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b) DeUN =0 se tiene

0 0
N2z N2z

N =

0
N3

0

N4

—N21 —N22 —Nzz —Npg

0 0

0

Asi pues, la matriz ampliadd adoptaa la forma:

Bi1 1B,
Boi+N21  3Bo2+Na2
Boi—No1  3Boo—Np2

1
Bs1 5B32

0
Il

c) MN=0implica

M12N21 Mi12N22
M22N21 M22N22
M32N21 MazN22
Ma2N21  MazN22

MN =

d) AlconsideralV = 0, obtenemos:

0 Li2
0 Lo
0 La2
0 La

L:

0

1
5B12 Bis

$B22+Noz  Baa+Nag

1
5B2o—

N2z Boz—Nz4

1
5B32 Bs3

con lo cual la matriz ampliada sei de la forma:

Cuu 3Citlao

C=

Cor 3Cootlar
Ca1 3Caotlaz

e) Al suponerLN=0, se requiere que

L12N21 L12N22
LooN21  LooNg2
LN =

L3aN21  La2N22

LaoNo1  LaoN2o

Ca1 3Coatloo

1
5C12—
1
5C22—
1
5Coo—

1
5Cz2—

L12N23
L2ooN23
L32N23

LaoN23

M12N24
M22N24
M32N24
Ma2N24

L1z Ci3
Loo Co3
Ls2 Co3

Laz Cs3

L12N2g
LooN2g
L32N24

LaoNo4

(4.49)

(4.50)

(4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

Para que se cumplIN = 0 y LN = 0 podemos considerar, como caso particular muy
usado en la literaturdNy; = No2» = Nos = Nog = 0, es decirN = 0. Entonces, se verifican
todas las condiciones anteriores sean cuales sean las mafrigds obtenidas en los
apartados) y b), respectivamente.
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Controlabilidad caso 3

Vamos a estudiar cuando va a ser controlable el sistema expaBdidasta situadn.
Para nuestros proégitos, consideremos la matriz general de controlabilidad obtenida en
(4.5), teniendo en cuenta como deben ser las submatrices en este tasoe&n

Ap—Alr AR+M, Ar2 A1z :Bll 0 3B1z Bis
|
~c 0 M2o—M32—Al2 0 0 : 0 0 O 0
A= | . (4.55)
A1 A0+Maz  Agp—Alz  Ags :le 0 3Bz Bas
|
As1 2 Ag2+Maz Az Ass—MA3 Bz O }B3 B

Como podemos apreciar, cuaniy, — M3, — Alo| =0, S no es controlable. Es decir, los
valores propios de la matrM,, — M3 son los que han que se pierda la controlabilidad
del sistema expandido, puesto que en este momento el ran5§) sea menor quen.”
Por otro lado, los restantes valores propio#des decir, los valores propios de seén
controlablessi y Slo si el par(A, B) es controlable.

Observacbn: Supongamos un sistenSsautbnomo, es decir, en el que la matBz 0.
Puesto que tenemos libertad a la hora de escoger las maitggsMs»,, lo haremos de
tal forma que los valores propios &, — M3 tengan parte real negativa. De esta forma,
el sistema5 se estabilizable si yao si el par(A,B) es estable y los valores propios de
la matrizM,, — M3, tienen parte real negativa.

Observabilidad caso 3

Por el Teorema 4.4A,C) se@ observable si y&o si para toda € C, la matrizI:If tiene
rangon. Si partimos de la matriz de observabilidad (4.10), tenemos:

Ap1—Aly 1A+ Mo 1AMy, Ag3
A2 1 Ag2+Mzp—Al2 1A0—Ma; JAvX!
Az 1A%+Ma, 3A22—Maz—\l2 Az
. Az1 5A32+Mg2 $As2— Mgz Azz—Al3
HA =l === . (4.56)
Cu1 1Cio+L1o 1Cio-L1o Ci3
Ca1 1CootLlaz 1Coo—La2 Cas
Ca 1Coo+Ls2 1Co—La Cas

Ca1 1Cs+Laz 1Cs-Lar Css
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Sumando a la tercera columna la segunda, restando a la segunda filarkayerta sexta
fila la septima, se llega a la matriz:

Ap1—Aly 1A+ Myo A2 A3
0 Mao—Mso—Alo 0 0
Az 2 A%2+Ms; Azz—Alz A3
Azy 1 Ago+ Mgz Az Azz—Al3
~0
H)\ =l - === —— = . (4.57)
Cu1 1Cio+L1o Ci2 Cis
0 Loo—L32 0 0
Ca 1CootLa Ca2 Cas
Ca1 %ng—i— Lao Cs2 Ca3

Se apreciadcilmente que, para todogque no sea valor propio dé,; — Msp, el sistemds
seia observable siempre que el pArC) lo sea. Agpues, si el pafA,C) es observable, los
candidatos valores propios no observables del sistesmm los de la matrid,,; — Ma,.
Una estrategia para compensar &dida de rango de la matri,, — M3o, es tomar las
matriceslLy, y L3» de forma que el rango de» — L3, sea néaximo, o cuando menos, que
al sustituir filas de ceros de la mathk, — M3; por filas dely, — Lo, la matriz resultante
sea de rangn. Esto sea posible siempre que el rangoke, — M3, sea mayor o igual que
n, — l». En cualquier caso, podemos complementar la mitsiz— M3, con filas de otras
matrices correspondientes a los bloques situados en la parte inferior deilapuateada
(4.57).

Comentario: Si adenas consideramas otras restricciones en las matrices complementa-
rias que intervienen, tales como:

1 1
Miz = 5A12, Mz2=3A2,
(4.58)
Mzz = — 1Az, Maz = —3Ag,
entonces la matriz ampliadeaparecea de la forma:
|
Aln A2 0 Agg
|
|
Axx At 0 Agg
~ |
A= —— - (4.59)
|
Aar 0 1 A Az
|
|
Asz 0 1 Agz Asg
|

que suele ser uno de los tipos de expamsias utilizados. La ventaja estriba en glie
posee submatrices nulas en los bloques no diagonales, con lo cual lasriatéones
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pueden resultar &s cbiles. En esta situam, los valores propios de la matAz, son los
no controlables valores propios del sistema expangido

444, Caso4

Otras condiciones suficientes para que se verifiquen las ecuacio#gs \(i¢nen dadas
por:

a) UM=0,
b) UN=0,
c) LV=0, (4.60)
d) LM=0,
e LN=0O.

Asi pues,

a) UM=0, implica
0o 0 0 0

Mz1 M2z Maz Mag

M = (4.61)
—M21 —M22 —M23 —M24
0 0 0 0
De esta manera, la matr;ﬁzqueda& de la forma
A1 1A, 1A, Ag3
~ Aot+Mar  3Ax+Mzr  $Ax+Mzs  Apz+Mas
A= 2 2 (4.62)

Ao1—M21  3A2—May  3A20—Maz  Apz—Mas
A1 3A%2 3A%2 Ag3z
b) UN =0 obliga, de forma aloga al apartado anterior, una matizle la forma

0 0 0 0
No1 Np2 Nag Npg

N = (4.63)
—N21 —N22 —Nog —Npq
0 0 0 0
En este supuesto, la matriz amplidélae®,
Bi1 1By 1B Bi3
~ Boi+No1  3BootNp2  2Bop+Npz  Boa+Nog
B= 2 2 (4.64)

Boi—No1  3Boo—Npo  3Bop—Noz  Boz—Nog

1 1
Ba1 5B32 5B32 Bs3
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c) SiLV =0, tenda al igual que en (4.52) la forma:

0Ll —Li20
0Ly —L» O

L= , (4.65)
0 L3 —L32 0

0 Lgp —La2 O
con lo cual la matriz ampliada se@ de la forma

Ci1 3Ciptlir 3Cio-Liz Ciz
~ Cot 3Cootloe 3Co—Lop Cos
o ; ; (4.66)

Co1 3Cootla 3Co—La Coa

Cs1 3Csotlaz 3Cso—Laz Cas

d) AlconsideralM = 0, se tiene:

L1oM21 L1oMoz LioMaz L1oMog
LooM21 L2oMoz  LooMaz  L2oM2g
LM = =0. (4.67)
L3oM21 L3oMoz L3aMaz L3oMag
LaoM21 LaoMop  LgoMaz  LaoMag

e) Al suponerLN=0 se obtiene, como en (4.54),

L12N21 L1oNz2 Li1oNoz LioNpg
LooNp1 LooNa2  LooNo3 LooNog
LN = =0. (4.68)
La2N21 L32Nz2 L3oN2z  LaoNog
LaoNp1 LaoNp2  LaoNo3  LaoNog

Puesto que debe cumplire® = 0 y LN = 0 podemos considerar como caso particular
Lio=Lox=L3,=L42=0, esdecirl. = 0. Entonces, se cumplen las condiciones anteriores
para cualquier matrix y N dadas em) y b). Estudiemos como s&ta controlabilidad y

la observabilidad del sistema expandigio

Controlabilidad caso 4

Partimos de la matriz de controlabilidad (4.5) del sist&nEn la situaddn que nos en-
contramos adoptara forma:
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Ag1—Alp 1A A1z Auz I
|:|c_ 2Mz1  2Mz—Alp 2M22+4-2M>3 2M24 i
Ao1—Mz1 3A2—Mzp Ago—Mao—Maz—Alp Azz—Mag i
Ag1 1A% Az Agz—Al3 :
Bi1 0 1B Bis
2No1 Z2Npo—2Npz 2Nps 2Np4

(4.69)

Boi—No1  Naz—Nap  1Boo—Nos Baz—Nog

Bs1 0 % B3> Bs3

Si sumamos a la segunda fila la tercera multiplicada por dos y posteriormentmgsiiaa
la tercera columna la segunda multiplicada por menos dos, se llega a la matriz

A11—Aly 1A 0 Az |
|
ge 281 Az 0 Aoz |
x I
Aa1—Ma1 3A22—Mazz Maz—Maz—Alz Azz—Mas :
|
As1 1As 0 Agz—Alz |
B11 0 1B Bis
2By 0 B2 2B23

(4.70)

B21—Na1 Nas—Nzz 3B2o—Naz Bas—Nps

Bs1 0 1Bs Bss

Vemos que los valores propios M- — M,3 son los candidatos para que el sistesrsea
no controlable. Por ello, s&rinteresante considerar submatrices complementssiag
N», de forma que la matriIzIAc tenga rango @ximo.

Observabilidad caso 4

Desde el punto de vista de la observabilidad, veamos como se presentadd4ribi) en
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este caso.
A]_l—)\|1 0 %Alz A13
Ao1tMa1  Map—Mas—Alz  3Aop+Mas  Aggt+Mag
2A21 0 Azx—Al2 2”23
~o Asy 0 5A32 Azz—Al3
H/\ = - - ____ . (4.71)
Cu1 0 5C12 Cis
0 0 0 0
Ca1 0 5C22 Cas
Ca1 0 1Cs Css

Al tomarL = 0 el sistemaS dejaé de ser observable para los valores propios de la matriz
M22 — Ma3. En esta situabn no podemos compensar largida de rango por tener toda
una columna de ceros.

Observacbn: Al igual que en el Caso 3, es frecuente considerar mathitgparticu-
lares tales como:

1
M21 = Aga, M2z = 5A22,
(4.72)
1
M2z = —5A22, M2q = —Ags.
Entonces, la matriA quedaa de la forma
|
A A 3AL Ags
|
|
2A21 A1 O 0
~ |
A=| —-——————|. (4.73)
|
0 0 1 Ay 2Ax3
|
|
Asr A1 3As Ags
|

Los valores propios d#,, — Moz coincidiran con los de la matri2,,. Asi pues, estos
sein los no observables valores propiosSd€on estas submatrices complementavigs

se obtiene una matriz ampliadacon algunos bloques matriciales no diagonales nulos, lo
cual debilita el efecto de las interconexiones a la hora de desacopiteeiaS y diseiar
leyes de control en el espacio expandido y desacoplado.

Comentario: A pesar de ser el Caso 3 de uso frecuente ahiphes artculos,S es un
caso particular de restriém deS, sedin el Teorema 4.5. No hay as que considerar
N12 = No2 = N32 = Ng2 = 0 enb) de (4.15). Puesto que toda restr@tiquedaba incluida
como subcaso del Caso 2 estudiado anteriormente, el Caso &taguigida inmerso dentro
del Caso 2. El Caso 4 se trata de una agrégesiiescogemolsy; = Lop = Loz =L =0
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enc)de (4.22). Aspues, ya que toda agregaciestaba incluida dentro del Caso 1, el Caso
4 seh asimismo un subcaso del Caso 1.

Nos queda otro tipo de estructura que n@esintemplada en ninguna de las anteriores y
aunqgue no presenta una gran simplicidad matricial vale la pena comentanlatalcemos
como Caso 5.

445. Casob5

De las relaciones (3.34) si escogemos una méiliz + Ms3) nilpotente deindice r, es
decir, de forma quéMaz + Mz3)" = 0y (Ma2+ Ms3) "1 #£ 0, con 2< r < fi+1, las con-
diciones impuestas por el Teorema 3.1 dahererificarse no para todaz2,...,fi+ 1 sino
para toda=2,....r. Este caso es algoams laborioso que los dos anteriores, pero ofrece
nuevas posibles matrices de expand, siendoN y L cualquier matriz de la forma dada
en (3.32) y (3.33), respectivamente. Ago se puede realizar un estudio §8no sobre la
controlabilidad y observabilidad del sistema expandidmwr cuanto dichas propiedades
dependéin en concreto del sistema que s&dsitando.

4.5. Leyes de Control Contrables

Aprovechando los resultados gque nos proporciona el Teorema 3chalela contractibi-
lidad de una ley de control= —K X disdiada en el sistema expandifipara obtener una
ley u= —Kxy ser implementada en el sistema inicgavamos a estudiar cuales son los
casos particulares dignos de memci

Observando las condiciones (3.88), vemos que se reanrair dos grandes casos, cada
uno de ellos como condimn suficiente de contractibilidad.
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45.1. Casol

Partimos de una matriz complementdfiae la forma

0 Fi2 —-F2 0
E— P21 F2 Fs R . (4.74)
—Fo1 —(Fo2t+Fost+Fss) Faz —Fos
0 Fa2 —F2 O

Supongamos que se cumplen las siguientes condiciones:

F12 = 07
Fas+F33=0, (4.75)
Fao = 0.

En este caso, toda ley de contio="—K X se@ contréble au = —K x, independiente-
mente de como sean escogidas las matrices complememtayibsaunque, bgicamente,
cumpliendo las condiciones del Teorema 3.1i. f\ges, la matriF quedaa de la forma:

0 0 0 0

F— F1 Rz Fz R . (4.76)
—F1 —F2 —Fo3 —Fog
0 0 0 0

45.2. Caso?2

Un segundo caso veraddado por las condiciones suficientes siguientes:

Mz1 =0,
M2+ Moz =0,
M24 =0, (4.77)
Np1 =0,
N22 4 N3 =0,
Nos =0

donde ahora no importa la forma de escoger las submagicesrrespondientes a (3.87)
del Teorema 3.8. Como puede apreciarse, estas condiciones cadespdas dadas en el
Caso 2 de la seaon anterior, donde ya ha@mos s@alado la contractibilidad de una ley
de control en este supuesto.
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453. Caso3

De forma adloga al Caso 5 de la sebai anterior, si la matrizM»2 + M33) es nilpotente
deindicer, con 2<r < fi+1, las condiciones (3.88) impuestas por el Teorema 3.8 deber
verificarse no para tod&2,...,fi+ 1 sino para todé&2, ...,r. De esta manera puede resul-
tar mas fcil elegir matrices complementarigs, Mi; y Nij cumpliendo las condiciones
requeridas, siendo la matriz complement&rieomo en (3.87).

4.6. Control Descentralizado

Al estar interesados en el control descentralizado con solapamied&mps preguntarnos
sobre la existencia de alguna expanstal que, en la matriz ampliada correspondigkte
los bloques diagonales permanezcan inalterados, esto es:

A Az

p3
I

B — (4.78)

Considerando la matri& dada por el Corolario 3.4, correspondiente a la ecuns(3.39),
vemos que deban cumplirse las siguientes condiciones matriciales:

1
Mir= =A
12= 5A12,
M21 =0,
1
Moo = §A22,
(4.79)
Mz4 =0,
1
Mszz = A
33 = A2,
1
Mgr = —=A
42 She2
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En este momento, la matriz complementdfize&a

0 A, -3A2 0
0 1A M2z O
M = 2 ) (4.80)
0 —Ax—Mzz 3A2 O
0 - %A32 %Agz 0
Por su parte la matriz ampliadeadoptaa la expresin:
A1l A1z 0 AVE]
A: A1 l A 1A+ Mas Apg (4.81)
A21 —5A2—Ma3 A2 A3
Aa1 0 Az Ag3

Con el fin de disponer del aximo rimero blogues matriciales nulos fuera de la diagonal
principal, podemos escoght,s = —%Azz. Entonces, la matrikl seé del tipo

0 1AL -1A O
0 %Agz 7%A22 0

M= 4.82
0 —%Azz %Azz 0 ( )
0 —%A32 %A32 0
y la matriz ampliadd de la forma
|
Air Az 0 Agg
|
|
Ar At 0 A
~ I
S P —— (4.83)

|
A 0 1 A Ass
|

|
Azz 0 1 Az Ass
|

En este mismo sentido, se pueden obtener fadai&s blogues matriciales nulos fuera de
la diagonal principal escogiendo las submatrices complemenhdgjiate (3.31) como:

1
Mo = =A
12 = 512,
Mo1 = Aoy,
1
Moo = —A
22= P22,
1
Moz = —§A22, (4.84)
Mog = —Agg3,
1
M3z = —A
33 = 5h22,
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La matrizM seR, en este caso, de la forma

0 Iap -3ap 0O

1 1
A1 3A22 —35A2 —Ags

M= 4.85
—Ao1 3P 3An  Ax ’ ( )
0 -iA, A O
siendo la matriz ampliada
|
A Az 0 Agg
|
|
2A21 A1 O 0
~ |
) I (4.86)
|
0 0 1 A 2Ax
|
|
Az 0 1 Az Ass
|

suponiendo, claro &stque dicha matri¥ verifique las ecuaciones (3.34).

Comentario: Llegados a este punto, se pueden elegir matrices complementarias que
produzcan sistemas ampliadBsde alguna forma concreta y que sean de é@xgrara

el disdiador. Puesto que el proceso de expamsiontracdn queda garantizado, existe

la opcbn de escoger las matrices con un gran margen de flexibilidad, tomando esiempr
aqguellas que aporten mayores ventajas de cara a un buen controtetabsis



Capitulo 5

Ejemplo llustrativo

5.1. Introduccion

En este calulo se presenta un ejemplo ilustrativo de las principales ideas que se han trata
do hasta el momento, haciendo especial hiricapilas ventajas aportadas por las nuevas
posibilidades de exparisi-contracdn frente a las que se vienen utilizando habitualmen-

te en niltiples artculos y trabajos que versan sobre control de sistemas de gran escala
mediante descomposigi con solapamiento.

Partiendo de un sisten®y con la intendbn de dis@ar leyes de contrdptimo, expandi-
mos dicho sistema de dos formas, es decir, utilizando matrices complementaidasdis
En cada uno de los sistemas expandi8asiseéiamos leyes de control para los sistemas
desacoplados y las contraemos al sistema orignall comparar el valor del coste que
se obtiene al cerrar el sistema inicial con las leyes de control ¢dasaapreciaremos
como es posible disminuir dicho coste al elegir las matrices complementarias fig-una
ma que no es la habitual. No solamente la efatde estas matrices puede suponer una
mejora en cuanto al coste se refiere, sino que adgmoporciona una gran flexibilidad
para obtener determinadas propiedades y caratitas del sistema requeridas por el di-
senador. SBalemos que todos loélkculos matriciales han sido realizados con el programa
MATLAB version 4.2c.

117
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5.2. Ejemplo

Sea un sistema lineal
S: x=Ax+Bu

(5.1)
y=CX
que expresado matricialmente supondremos que es de la forma:
| |
) A1n Az 1 Ags Bi1  Biz 1 B3
X1 - === X1 —— === ug
S: <xz> = | Ax | Az | Az <§2)+ B21 l‘ B2 | Bas (Hz)
X / |~ I——— 3/ |\~ 3
X Asr | Ag2 Ags B31 1 Bsz2  Bas
| |
| (5.2)
Cuu Ci2 1 Ci3
% —— = X
<y§) =] Ca ' G C (X;),
V3 -l X3
Ca1 1 G2 Cg3
|

donde las matrices de estado, de entrada y de salida son constantesyaiéae por:

1 1 0-1
1.1 11
A=1 o0l.2 3 ol (-3)
2,-2 0 0
2 0. 1
00 1
B= 111 0| ®4)
2.0 -1
1 0 0.0
c=| o1 1.0 [, (5.5)

dondeAjj, Bjj y Gij, i,] = 1,2,3, se corresponden con los blogues matriciales dados en
(5.1). Supondremos una partiai del vector de estada(t) € R*, del vector de entra-
dau(t) € R’ y del de saliday(t) € R’ en dos componentes, es degir= (X%, ),

u= (uj,u},uh)t, y = (¥}, ¥5,¥5)". Las dimensiones de cada componente, como ya se ha
comentadoen (2.58), s8N =ng=1m=2mMm=mp=m=111=I13=11,=2.
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5.3. Estudio del sistema S

Vamos a estudiar en primer lugar algunas propiedades del si§e@®inido a partir de
las matricesA, B y C anteriores. En este apartado no tendremos en cuentamtipmp

de expangin. Adenas, dada una fungh de costel, para unas ciertas matrices de peso
Q*, R* y un cierto vector de estado inicig, hallaremos el vector de control= —K x
que hace rmimo dicho valor de coste, msomo el propio valor de coste. Todo ello nos
serviia para efectuar posteriores comparaciones con los costes que serobtidis@ar
leyes de control en el sistema expand&iocontraerlas al sistema inicig) ya sea utilizan-
do las matrices complementarias habituales de expastsintracdn como otras matrices
complementarias introducidas en esta tesis.

Por el Teorema 4.1 podemos comprobar que el(paB) es controlable puesto que la
matriz de controlabilidad

<B | ABi i A“lB> (5.6)

es de rango 4. Asimismo, sag el Teorema 4.3, el pdA,C) es observable, ya que el
rango de la matriz

C
CA
(5.7)
CAnfl
es tambén 4, es decir de rangoarimo.
Asociamos con el sistentuna funcon de coste como en (2.21), dada por
J(Xo,u) = / (XQ*x+u'Ru) dt, (5.8)
0
tomando como matricéd* y R* las siguientes:
0200 100
Q= , RR=10 2 0], (5.9)
0020 00 1
0 001

que evidentemente son gnicas y definidas positivas.
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Facilmente se comprueba que el ;ﬁAc(Q*)l/z) es observable, puesto que el rango vale
4. Por otro lado, los valores propios de la magigon:

(-2, —1+i, 1}. (5.10)

Se trata ahora de obtener una ley de corigimo de manera que minimice la fubni
J. Para ello, debemos calcular cual es el veater —K x que optimizal. Para hallar la
matriz de ganancil{, planteamos la ecudsi matricial de Riccati, (2.67), siguiente:

AP+ PA—PB(R") 'BIP+Q* =0. (5.11)

En las condiciones que estamos, por ser el(paB) controlable y el par(A, (Q*)l/z)
observable, al resolver dicha ecu@tibbtenemos unanica matrizP simétrica y definida
positiva, soludn de la ecuaéin (5.11), que resulta ser

1.3548 01255 —-0.0451 -0.7207
p_ 0.1255 07612 00186 —0.0694 (5.12)
| —0.0451 00186 03232 —0.0099 |° '

—0.7207 —0.0694 —0.0099 07274
De esta manera, la matriz de ganari¢ia (R*)~1B'P dada en (2.68) séar

1.2232 01308 02131 Q0034
K=| —-00226 Q00093 01616 -0.0050 |.
22010 09561 —-0.0165 —1.5174

(5.13)

Cerrando el sistema con el vector= —K x, se obtiene el sistema de lazo cerrado
S. :x=Ax (5.14)

donde
—3.6473 —0.2177 —0.4097 05106

~ ~3.2010 —-1.9561 10165 25174
A=A-BK=1 15006 _21402 —33747 00016 (5.15)

—2.2453 —1.3056 —0.4427 —1.5243
y cuyos valores propios son:

{—3.4772 —2.5086 —2.2583+ 2.0717 i}, (5.16)

todos ellos con parte real negativa, con lo cual el sistema de lazo e&raibtenido es
estable.

Supongamos un vector inicigl cuyas componentes son,

Xo = (37 17 07 2)t (517)
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Entonces, el valor imimo de la funadbn de coste (5.8) como ya se vio en (2.110)aser

1.3548 01255 —0.0451 —0.7207\ /3
- B 01255 07612 00186 —0.0694 | (1|
P=xP0=(3 10 2| o1 00186 03232 00099 | |0]=
~0.7207 —0.0694 —0.0099 07274 ) \2
= 7.60. (5.18)

Este sea el valor ninimo deJ que nos servia de punto de comparaci con el valor
minimo de la funddn de coste obtenida al cerrar el siste&eon otras leyes de control
diseiadas en el sistentay posteriormente contidas e implementadas &n

5.4. Estudio del sistem& expandido mediante el procedimien-
to habitual

Siguiendo los pasoseicos de este trabajo, pretendemos ahora efectuar un control des-
centralizado. Para ello, debemos expandir previamente el siSeSwgpondremos como
en (2.59) que el sistema ampliaB@dopta la forma:

é . ).h(’]_ _ All A12 )’.(’1 + é11 é12 l-’.jl
- >~(2 Bo1 Ay )?2 Bo1 B2 GZ
Y1\ [(CuCi) (%1
yZ Ca1 Gz )~(2 )
Consideraremos una descompdsicen dos componentes del vector de estado solapadas
y seialadas en (5.1) medianteas discontinuas, es decit,= (X},%,)!, % = (56,%)".
De esta forma obtenemos un nuevo vector de estaddX|,%)!, que sea de dimendin
fi=6, por sen] = fi, = 3 las dimensiones de ¥ X, respectivamente. Adlogamente, con-
sideraremos solapamiento en el cor!trol (solapando la entigddes decirut = (uf, utz)t,_
lp = (u‘z,ug)t, conu'= (G‘_l,dtz)t, de dimendin rfi = 4 ya quenf = M = 2 son las di-
mensiones dey’y {z. De igual manera se solagaa saliday,, resultando/r = (Y, ¥5)",

Y2 = (Y5, ¥5)! cony'= (¥, %), de dimendin | = 4, puesto qué; = I, = 2 que son las
dimensiones respectivas gey ».

(5.19)

Las matrices de expaiisi y contracdnV y U, respectivamente, s&t las que vienen
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definidas en (2.60) y (2.61), y que en nuestro caso vndadas por:

O O OO0 OoPR
OO PFr OoOFPr

0
00 1 0
10 , U— 0 05
00 0O O
10 0O O
0

o
oxmoOo

o
0O ;o

oaoo

0
0
0

1

(5.20)

Elegimos las matrices complementarias para la expanl espacio de estado, de entrada
y de salida siguientes:

0

0

0

0

0

0

0

0

$A
1A%
—3A2
—2As)
iCi2
1Co
—3C2

1
—5Cs2

~3A12 0 0 05
o o Y
3A% 0 B 8 OiS
Las 0 0o 1
—3C, 0

~3C22 0 B 8 o(.)s
$C 0 R 8 _065
3Cs2 O

05
-15
-05

15

05
-0.5

-0.5
05

-05
-1

-05
0.5
0

-05
15
0.5

-15

-05
0.5

0
0
0
o | (5.21)
0
0
0
0
0 (5.22)
0

Comentario: Dichas matrices complementarias, unas de las atilizadas a la hora de
expandir-contraer un sistema tal y como yaihains apuntado en (2.62) y (2.64), aparecen
en nultiples artculos y trabajos. Por ejemplo en [9], [21], [23], [27], [30], [341], entre
otros, se usan este tipo de matrices en ejempkctipos de expan@n.

Estamos interesados en establecer una exiranis forma quéS, J) o
tipo de control dis@ado sea un contr@ptimo lineal cuadatico. Por el Teorema 3.4 consi-
deraremodN = 0, por ser una condign suficiente. Las restantes condiciones del teorema
ya se verifican tal y como se han tomado las matide¥, Q, Q* y R*. En esta situabn,

las matrices ampliada, B y €, deducidas en los Corolarios 3.4 a 3.6 y dadas por las

(S,J), donde el
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ecuaciones (3.39) a (3.41), &ar

1 1 0 0 0 -1
-1 -1 1 0 o0 1
~ 0O -2 -3 0 0 O
A= -1 0 0 -1 1 1} (5.23)
O 0 0-2 -3 O
-2 0 0-2 0 O
2 0 O 1
0O 0 O 1
~ 1 05 05 O
B= 0 0 o0 e (5.24)
1 05 05 O
2 0 0 -1
1 000O00O0
~ 011000
C=loo0oo0110 (5.25)
0 00 O0O01
Los valores propios de la matrzson:
{-=2, =1+1i, -2+, 1}. (5.26)

Comentario: Como era de esperar, los valores propios de la matdados en (5.10)
esfin incluidos en los valores propios Agpor serA una expangin deA. Esto es conse-

cuencia de un teorema que nos asegura q8e>s entonces déd g — A)=A""detAl, —
A) detAlz — M), cf. [26].

Las matrices diagonales dedadas en (2.72), sam:

) 1 1 0 ) 1 11
An=| -1 -1 1|, Ap=| -2 -3 0], (5.27)
0 -2 -3 2 00

siendo las matrices de intercon@xi
0
0. (5.28)
0

i 00 -1 ) 1
Ao=(00 1|, Au=[ o0
00 O 2
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Analogamente para la matri, las matrices correspondientes a los bloques diagonales y
a las interconexiones de (2.72) veadidadas, respectivamente, por:

2 0 0 1

Bu=| 0 0 |, Bo,=| 05 0 |, (5.29)
1 05 0 -1
0 1 0 0

By = ( 0 1) , B,y = ( 1 05 ) (5.30)
05 0 2 0

Asociamos al sistema desacoplefkgodado en (2.75), la funéh de coste

respectivamente.

3 (%.,0) = /0 " (®E %+ 0RC0) dit, (5.31)

dada en (2.78), donde las matriG@;Sy Iij; de (2.79) se obtienen de las relaciones (3.72)
gue garantizan el mismo coste tanto para el sistema inicial como para el igkpgamgie
vendian dadas por:

1 000O0O
010000 1 000
< | 001 00O0 =~ | 0100
%= 000100} 100 10} (5.32)
000010 0 001
0 00O0O001
de donde sus matrices diagonales son:
y 1 00 3 1 00
Qu=(0 1 0], Q,=(0 1 0], (5.33)
0 0 1 0 0 1

~ 10 ~ 10

respectivamente. Calculamos ahora las matrices de gan%\ﬂqiazzz correspondientes a
los subsistemas desacoplados (2.74)

~1 - ~ ~

D %= AKXy + By,
o T AT (5.35)
L - X2 = AgeXo + Boolip,
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cuyas funciones de coste asociadas sabemos de (2.76) que son:

a4 . ok R o o e
Jp (X10,01) = /0 (%Qi % + 0y Ry ) dit,

. o ) (5.36)
J, (%20, 02) :/o (%Q50% + U5R5,002) dit.
A partir de las ecuaciones de Riccati (2.83)
A yBuy + BraAgy — BBy (Ri) 184,y + G5y = 0,
11P11+ Pr1A11 — P11B11(Ry;) "By Pi1+ Q11 (5.37)

R oPoo+ PopBoz — PaoBoa(Rs,) ~1BY,Pon + @5, = 0,
obtenemos las matrices solawiP;1 y Py, siguientes:

5 0.7909 00993 -—-0.0381 N 05183 00409 -0.1679
Pi1= 0.0993 05182 Q00277 |, Ppo= 0.0409 01783 —0.0243 |.
—0.0381 Q0277 01731 —0.1679 —-0.0243 06470

_ (5.38)
De esta forma, la matriz diagonid) = P 0 sen
’ g -\ 0 P '
0.7909 00993 -0.0381 0 0 0
0.0993 05182 00277 0 0 0
~ —0.0381 00277 01731 0 0 0
Po = 0 0 0 05183 Q0409 -0.1679 |- (5.39)
0 0 0 00409 01783 —0.0243
0 0 0 —0.1679 —0.0243 06470
Podemos calcular ahora las leyes de control descentralizado de (2.81),
(y = —Ku1 %, (o = —K2o%, (5.40)
. ~ ~2
para los subsistemas desacopla%qssD dados en (2.74), donde
Ki1 = (Rip) ~'BysPu, Koz = (Rs5) BP0 (5.41)
como en (2.82). Como resultado de todo este proceso, obtenemos una mghairadcia
diagonal _
> (K O
K, = ( 0 Kzz)’ (5.42)
gue nun&ricamente valdr
1.5437 02262 00968 0 0 0
~ —0.0191 00138 00865 0 0 0
Ko 0 0 0 Q0205 00891 -0.0121 (5.43)

0 0 0 06862 00652 —0.8149
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Contraemos la ley de controE—KD X a laley de controli = K x. La matriz de ganancia
K, = QK,V que se obtiene es

1.5437 02262 00968 0
K,=| —0.0095 00172 00878 —0.0061 |. (5.44)
0 0.6862 00652 —0.8149
El sistemaS, de lazo cerrado (2.98) ter&lpor matrizA siguiente:
—2.0873 —0.1386 —0.2588 —0.1851
A_ —1.0000 —1.6862 09348 18149 (5.45)

—1.5341 —-2.2434 -3.1847 00061
—5.0873 —-1.7663 —0.1285 —-0.8149

Con el fin de evaluar el coste calculamos la matriz de Lyaptthde (2.100) que séar

3.8303 06659 —0.1123 —-1.3361
H— 0.6659 08894 00041 -0.1924 (5.46)
| —0.1123 00041 03286 Q0067 |- '

—1.3361 —-0.1924 00067 08961

El coste final para el sisten®& desp@s de ser contida la ley de control descentralizada
y ser implementada en el sistema inickaks:

O rr w

FF(xo) =xHxo=(3 1 0 2H =26.14. (5.47)

N

El indice o grado de suboptimalidad, dado en (2.114), valdren este casa 16, puesto
gue el mayor valor propiq de la matrigP~! esA,, = 6.27. De esta manera podemos
asegurar qué®(xg) < 6.27J°(xp) para todax, por la ecuadn (2.112).

Observacbn: En el caso que estamos tratando, ta@nbiabta sido posible calcular el
grado de suboptimalidad sin~necesidad de contraer la ley de coptiolo al sistemd&,
ya que la matriz de Lyapundy¥ de (2.90) existe y es finita, siendo

3.8304 09887 00775 —0.3228 —-0.1897 —1.3362
0.9887 09280 01031 —-0.3340 —0.1310 —-0.1340
0.0775 01031 01915 -0.0688 —0.0338 —-0.0002
—0.3228 —-0.3340 —-0.0688 06293 01008 —0.0584
—0.1897 —-0.1310 —-0.0338 01008 02047 00069
—1.3362 —0.1340 —-0.0002 —-0.0584 00069 08961

H= (5.48)
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Procediendo de esta manera se llegal mismo valor dgr”como consecuencia de que
J% (%) < 71 J°(Ko) implicaJ® (xo) < fim1J°(Xo), tal y como se ha visto en el Ciaplo 2.

5.5. SistemaS expandido por el procedimiento desarrollado en
la tesis

Se trata ahora de ver que se puede disminuir el Jalor) = 26.14 al expandir y contraer
el sistema inicial mediante otras posibles matrices complementarias introducidsisen
tesis. Seguiremos pues los mismos pasos que en el apartado anterior.

Partimos de las mismas matridds V, Q, R, Sy T anteriores y que vienen dadas por
(2.60) y (2.61). Sin embargo, las matrices complementarias para la expaesiespacio
de estado, de entrada y de salida las elegimos de la siguiente manera:

0 -1 0 1 0 O
0 -15 15 15 -15 0
0 2 0 -2 0 O
0 -1 1 1 -1 0 (5.49)
0 45 1 45 -1 O
0O 15 -05 -15 05 0

La matrizN se@é considerada como anteriormente, es décir 0, ya que disse verifica el
Teorema 3.4. En cuanto a la mattipodemos tomar, sin mayores dificultades, la misma
que en (5.22), por lo tanto:

0 0 0 0 0 0
0 05 05 -05 -05 0
L=10 05 —05 05 05 0| (5:50)

0 0 0 0 0 O

Comentario: Sedialemos cual ha sido el procedimiento para escoger las malfiges
L dadas en (5.49) y (5.50). Partiendo de las matrMeg L de (5.21) y (5.22), respec-
tivamente, y utilizando como herramienta ddatilo el programa MATLAB 4.2c, se ha
confeccionado un algoritmo que conduce, en cada it@mae un valor de la funén de

coste cada vez menor. Dicho procedimiento se basa en incrementar o tegiua uno

los coeficientes de las matrices en cada paso y evaluar el coste obtenmieden estu-
diar otros procedimientos @s @pidos y convergentes a la solocirequerida tal y como
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planteamos en el resumen final de la tesis. Debemos recordar que wederezinadas las
matrices complementarias queaéjado el modelo, con lo cual el disador procura ele-
gir dichas matrices con sumo cuidado, pues de ellas dependen casi tothratddsticas
del sistema.

En esta situaéin, las matrices ampliadds B y C que se obtienen de (3.39) a (3.41) son:

1 -05 0 15 0 -1

-1 -2 2 1 -1 1

0 1 -15 -3 -15 O
-1 -15 15 05 -05 1 |’

0

0

p~1
1

(5.51)

0 35 -05 -55 -25
-2 05 -05 -25 05

siendoB y C como en (5.24) y (5.25), respectivamente. Procediendo de la misma manera
que en el apartado anterior, los valores propios de la matalatenida a partir de estas
nuevas matrices complementarias, son:

{-2, —14i, —0.754+1.09i, 1}, (5.52)

gue evidentemente incluye a los valores propios de la nfatdamo ya hemos comentado
anteriormente.

Desacoplamos ahora el sistema expandidobteniendo las matrices diagonales siguien-
tes:

N 1 -05 0 5 05 -05 1
A= -1 -2 2 , Ap=| -55 -25 0 |, (5.53)
0 1 -15 -25 05 0
siendo las matrices de intercon@xi
5 1.5 0 -1 N -1 -—-15 15
A= 1 -1 1], Axq = 0 35 -05 |. (5.54)
-3 -15 0 -2 05 -05

La funcion de coste dada en (2.48), supondremos q@ecesipuesta por unas matrices de
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peso diagonale@; y Ii; como en el caso anterior, es decir:

1 00000
01 000O00O0 1 000

~~ | 001 00O ~ | 0100

%= 000100} 10010} (5.55)
0 00O0O0T1O 0 001
0 00O0O01

con lo cual tamhén tendremos que:
N 1 00 N 1 00
Q={0 1 0|, &,=(0 1 of, (5.56)
0 01 0 01

- (10 - (10
Ry = <0 1) ; Roo = <0 1) : (5.57)

Vamos a calcular las matrices de ganarlﬁ:liﬁy Ko, en esta situadi. Para ello, necesita-
mos conocer previamente los valores de las matRgeyg P, es decir,

—0.5804 05640 05583 —0.5567 02453 —-0.1482

3 1.4783 —0.5804 —-0.7235 N 3.2166 —0.5567 13720
Pr1= , Po=
—0.7235 05583 09132 1.3720 —-0.1482 33056

N (5.58)
De esta forma, la matri2, diagonal sea:
14783 —0.5804 —0.7235 0 0 0
—0.5804 05640 05583 0 0 0
5 —0.7235 05583 09132 0 0 0
Fo = 0 0 0 32166 —0.5567 13720 |’ (5-59)
0 0 0 —0.5567 02453 —0.1482
0 0 0 13720 —0.1482 33056
. e Kiz O . _
La matriz de ganancid, = ~ | que se obtiene es:
0 K22
2.2330 —0.6025 —0.5338 0 0 0
5 —0.3618 02791 04566 0 0 0
Ko 0 0 0 —0.2783 01227 -0.0741 (5.60)

0 0 0 18446 —0.4085 —1.9335
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Contraemos la ley de contral= —KDX al sistemaS y consideramos el sistema de lazo
cerrado que se obtiene. De esta manera tenemos:

—3.4660 03603 14761 Q9335
—1.0000 —2.8446 14085 29335
—2.0521 —-1.3979 -—-2.7558 00371
—6.4660 10495 06592 —1.9335

A= (5.61)

La matrizH resulta ser:

21741 —-0.2467 00054 —-0.6610
H— —0.2467 09593 -0.0248 —-0.0951 (5.62)
a 0.0054 —-0.0248 04712 00238 |° '

—0.6610 —0.0951 00238 Q7632

El coste final J¥(xo), desp@s de ser contfda la ley de control y de ser implementada en
el sistema iniciaB tendi@a un valor

J¥ =x{Hxo = 1378 (5.63)
X0

siendoxo=(3,1,0,2)!. En cuanto aindice o grado de suboptimalidaat, valdra 0.06, ya
que el mayor valor propio de la mat#izP~1 es),, = 18.24. De esta forma tendremos que
J¥(x0) < 18.24JA°(xo) para todoxg, por la ecuadin (2.112). La misma observaai que
se ha hecho en el apartado anterior respecto a la no necesidad derclaney de control
optimou, diséhada en el sistema expandiéaal sistemdS, valdiia en este caso, puesto
que ahora tambn la matrizH existe y es finita, siendo

22369 —-0.0369 —-0.1758 —-0.2369 01664 —-0.6803
—0.0369 32187 02305 —-3.6036 00120 —0.0276
—0.1758 02305 08860 —0.0352 —-0.4806 —0.0045
—0.2396 —3.6036 —0.0352 49686 —-0.2194 —-0.0577 |’

0.1664 00120 —-0.4806 —0.2194 (05565 Q0337
—0.6803 —0.0276 —0.0045 —-0.0577 00337 (07694

I
Il

(5.64)

lo cual nos permitim calcular el valor d&®(xo) directamente del sistenta Todo esto
nos sirve para ilustrar mediante un ejemplo las implicaciones y los comentarise haa
efectuado en el segundo daypo, en donde ha tratado el tema de una forma totalmente
tedrica.

Observacbn: Tal y como queiamos probar, se ha conseguido un menor coste al consi-
derar otras matrices complementarias de expangtn nuestro caso, hemos disminuido
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casi un 50% el valor d&*, pasando de 264 a 1378. Cabe si@alar, sin embargo, queste

no tiene porque que ser necesariamentead dptimo de todos los costes que se pueden
hallar al aplicar distintas expansiones. En cada situague se nos presente, el diador
debeé realizar un estudio particular y minucioso a la hora de elegir aquellas asiéem
convengan.

Digamos tamk#n que el hecho de haber presentado un ejemplo ilustrativo en donale se h
comparado los costes al utilizar distintas matrices de expaj1sd constituye un objetivo

en $ mismo, sino una forma de ver como&ste y otros muchos aspectos se pueden mejo-
rar las caractésticas de un sistema al trabajar con unas u otras matrices complementarias.

5.6. Respuestas Temporales

Otra forma de comparar los resultados obtenidos en los dos apartadasrestes ver

como se comportan gficamente los sistemas en ambos casos. Para ello disponemos de
una serie de respuestas temporales a la cdndinicial. Dichos gaficos se ofrecen en las
paginas siguientes.

En primer lugar, Figura 1, se pueden observar las respuestas terapiehstemds,
notadas por (- - -), al cual se le ha aplicado un tipo de control centlalizs decir, sin
ningin procedimiento previo de expadsicontracdn. El lazo ha sido cerrado mediante
una ley de contrabptimo lineal cuadaticou = —K x disdilada en el sistema inici&l Estas
respuestas pueden servir como punto de referencia de los dos coptsteriores, esto es,
cuando el sistema se cierra mediante leyes de contrélatiss en el espacio expandido y
contrddas al sistema original. Salemos sin embargo, que nuestra inten@s comparar

las respuestas temporales obtenidas siguiendo el procedimiento habltpedguzsto en
esta tesis. Por ello, el sisterBao deja de ser un simple punto de referencia de cara a lo
que se pretende mostrar.

En la Figura 2 se representa la respuesta temporal del sistema mediané desten-
tralizado dis@ado por el procedimiento de expamsicontracdn habitual, tanto para los
estados, las salidas como las entradas. Puede observarse quenagemente, cuando

t = 4 las tres respuestas tienden al valor cero. $alaa las respuestas temporales me-
diante Ineas punteadas:().
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En la Figura 3 observamos la respuesta temporal tambara los estados, las salidas y
las entradas, respectivamente, pero en este caso para el sistem&ideiazo cerrado
mediante un vector de la forme= —K x, que ha sido digeado en el espacio expandido
Sy contrddo al sistema original para su implemenéaciEn este caso la expabsise ha
realizado escogiendo matrices complementarias propuestas en esta tesigasdie las
normalmente utilizadas. Se trazan las respuestas media@s lcontinuas (—).

La Figura 4 representa la superpoditide los estados correspondientes a las Figuras 2 y
3. De esta forma se pueden observar con mayor claridad las ventdiegialees matrices
complementarias obtenidas en este trabajo. En primer lugar, las oscilactocadaduno

de los estados representados por (—) es menor que los represgruados). Adenas,
tienden nas @pidamente a cero usando las matrices complementarias que hemos introdu-
cido en este trabajo.

En la Figura 5 vemos la superposigide las salidas. Nuevamente se observa un mayor
amortiguamiento para las salidas correspondientes a (—) que para laasrapaineas
punteadas-(-) y que se corresponden con las expansiones habituales. &ramiesta
situacbn cada una de las salidas tiende con mayor celeridad al punto de equilibgio s
usan las matrices complementafidy L dadas en (5.49) y (5.50), respectivamente.

De forma similar, en la Figura 6 se comparan las entradas por amitosios. Tami&n
en este caso, las entradas que se corresponden con el uso de roatriptsmentarias
introducidas en este trabajo, tienden a cero con mayor celeridad.

En resumen, a la vista @sfjue el hecho de expandir de otra manera diferente a la habitual
nos permite obtener respuestagsventajosas en muchos aspectos. Efidider se el

gue elija segn sus conveniencias aquellas expansiones y posteriores contescdle-

yes de control que le aporten mayores beneficios, teniendo una geailiflad a la hora

de escoger las matrices complementarias y con la seguridad que todas réizanvas
condiciones impuestas por el Principio de InausGeneralizado.
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Estados

0 2 3 4
tiempo
3 T T T T
i Salidas
2r \
_1 - L L
0 2 3 4
tiempo
1
) Entradas
of .
ab 1
2f /! 4
aff 1
5 . . .
0 2 3 4
tiempo

Figura 1. Respuesta del sistema ini-
cial S con un control centralizado.
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Estados

X2

2+ R
3 L L X4 L L L L L
0 1 2 3 4
tiempo
3 [
2 S Salidas
1
of

0 1 2 3 4
tiempo

Entradas

. . . . . . .
0 1 2 3 4
tiempo

Figura 2. Respuesta del sistema S
con control descentralizado disefiado
mediante el procedimiento de expan-
i6n-contraccion habitual.
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3 T T T T T T T

Estados

tiempo
3 T T T T T T T
Salidas
ol
\
Ra
1K
\
or /T —
L \fy, v
o
0 1 2 3 4
tiempo
3 T T T T T T T
Entradas
0 1 2 3 4

tiempo

Figura 3. Respuesta del sistema S

con control descentralizado disefiado
mediante el procedimiento de expan-
sidén-contraccidon propuesto en la tesis.
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3
Est
of stados
i
-3 :
0 1 2 3 4

Figura 4. Comparacion de los estados corres-
pondientes al procedimiento habitual (--)
y al propuesto en esta tesis (—)

Salidas

Figura 5. Comparacion de las salidas corres-
pondientes al procedimiento habitual ()
y al propuesto en esta tesis (—)
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4
Entradas
-6
_8 .
0 1 2 3 4

Figura 6. Comparacion de las entradas corres-
pondientes al procedimiento habitual (--)
y al propuesto en esta tesis (—— )



138 Captulo 5. Ejemplo llustrativo




Capitulo 6

Resumen y Conclusiones

6.1. Introduccion

En estdiltimo captulo de recapitulaéin se resume lo que se ha visto y se ha obtenido a lo
largo del desarrollo de la tesis y se plantean algunas cuestiones que siddhaesueltas

en este trabajo pero que aarabordadas pkimamente. Aders, se perfilan las futuras
lineas de investiga@n que pueden derivarse de los resultados alcanzados.

6.2. Conclusiones

En el primer cajiulo se ha hecho un repaso Kisto del Principio de Inclusin desde
sus inicios en 1980 hasta la actualidad. Hemos visto como el marco ataemue nos
brinda este principio nos permite desarrollar y aplicétedos de descomposici con
solapamiento a un amplio conjunto de sistemas de gran escala. Se harcrafleratgu-
nos de los artulos nas significativos aparecidos a lo largo de esfissay que abarcan
disciplinas tan diversas como la né@ica, la electinica, la hidaulica, la biolodga o la
socioeconofia, por citar algunas.

139
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El Cagtulo 2 ha estado dedicado a recoger los aspecéssraievantes relacionados con la
modelizacdn y el control sistemas de gran escala que poseen estructuras aslgppc

han sido publicados en distintosiattlos, libros y trabajos en general durante casi veinte
afos, homogeneizando la notasicuando ha sido necesario. Cabe decir que no se trata
de una recapitulaéh exhaustiva perd sle aquellos conceptos que posteriormente se han
utilizado en la tesis.

Como objetivo global y principal, se ha caracterizado la estructura de lag@sacom-
plementarias que intervienen en cualquier proceso de exraosntracdn. Despeés de
una serie de proposiciones previas, se ha enunciado y demostradoreina 3.1, que
proporciona la forma que deben tener las matrices complemenitéyisisy L junto con
las condiciones que deben de cumplir. Posteriormente, se ha tratado eledasafan-
ciones de coste, llegando a otro teorema importante en este contexto, eghaed 3, el
cual nos da condiciones suficientes para ¢Bid) O (S,J). PorGltimo, se han aplicado
los resultados obtenidos para caracterizar cuando una ley de caséfiadh en el sistema
expandido es contiale al sistema inicial. Esto queda resumido en el Teorema 3.8, dando
la estructura y condiciones para la matriz complementaria que concluye el Capulo
3.

Otro de los objetivos era determinar la forma de las restricciones y lasaagyegs, por
seréstas las s utilizadas a la hora de expandir-contraer un sistema. Este punto ha si-
do tratado en el Caplo 4. Concretamente, el Teorema 4.5 y el Teorema 4.6 detallan la
forma de las matricell, N y L en tales situaciones. Tan@ni se han ofrecido otros casos
particulares de matrices complementarias y se han estudiado las Gatigetedel sistema
cuando se eligen estos tipos especiales de expansiones.

En este mismo cafulo, se han clasificado las posibles matrices complementaiiss b
camente en dos grandes tipos. De esta manera, no solamente conocenrastlaasle
dichas matrices sino que adastenemos acotadas, de alguna forma, las posibilidades de
eleccon.

Porlltimo, en el Cajiulo 5, se han considerado otras posibles expansiones distintas de las
habituales y se han utilizado en un ejemplo ilustrativo. Se han observadwmsalda las
ventajas que supone elegir otras matrices complementarias, tanto desd®alguisto
nunérico (valor de la funéin de coste imimo) como gafico, a partir de las respuestas
temporales. Asimismo, ha servido para revisar los conceptos ratites) tratados a lo
largo del trabajo.
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6.3. Algunos Temas Pendientes

En el Cajitulo 5 hemos observado como se f@othejorar el coste en el caso de conside-
rar distintas expansiones y contracciones. En el ejemplo que nos ecsp#ia reducido

el valor de coste de 26.14 a 13.78. Sin embargo nos queda una pregunésgonder:
¢clales sdian las matrices complementariagsrioptimas”™? Dicha cuesin pasaia por

la optimizacon de una fundin no lineal bajo una serie de restricciones, algunas de ellas
lineales y otras no.hgicamente, hala que aplicar en cada situanialgin algoritmo ade-
cuado para encontrar la solani caso de que exista. Puesto que este problema se escapa
de los objetivos propuestos en la tesis, dejamos abierta la pregunta:

Cuestion 1: ¢ Se pueden escoger las matrices complementdiidsy L de forma que
el coste obtenido seainimo?

Otros sistemas de intes son los sistemas con incertidumbres. En este terrenoidodav
gueda mucho por investigar. La complejidad que presentan es elevada§oppensa-
mos que algunas de las aportaciones de esta tesipaédsultar provechosas. Por ello,
preguntamos:

Cuestion 2: ¢ De q@& manera podemos utilizar los resultados obtenidos para ser aplica-
dos a sistemas lineales con incertidumbres? ¢ Es posible encontrar cong®ldescen-
tralizados para este tipo de sistemas aprovechando que conocemosclaestnatricial

que se esconde bajo el proceso de exjaarsontracdn?

Generalizando la pregunta a otros tipos de sistemas, tenemos:

Cuestion 3: ¢ Qe ventajas podian obtenerse al utilizar las nuevas matrices complemen-
tarias en sistemas no lineales, de tiempo discreto, variables con el tiempaststs;
etc...?

Porlltimo, revisando un aitulo de Stankow, Chen yéiljak, Stochastic Inclusion Princi-
ple Applied to Decentralized Overlapping Suboptimal LQG Conttel &0 1996, cf. [68],
encontramos unas matrices de expamsiontracdn algo nas generales. Es decir, siem-
pre hemos supuesto que la matriz de ex@angiy la matriz de contraconU eran de la
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forma
08 ly, 0 0 O
n
V= 0 |n§ o |> U=| o %Inz %Inz o1, (6.1)
0 0l 0 0 Ing
pero en dicho artulo se introducen matricésy U del tipo
[
u I:’ 8 Iy O 0 o0
V=1, Inz o | U=/ 0 Bln, @-B)ln, 0 |, (6.2)
0 0 i, 0 0 0 lng

siendof un escalar tal que €@ B < 1. Asl pues, podemos preguntarnos:

Cuestion 4. ¢ Qe nuevas ventajas pddmos conseguir si util@amos matrices de ex-
panson-contracd@nV y U como en (6.2), para distintos valoresife

Estas son algunas de las preguntas que han surgido a lo largo del.t@tiagocuestiones
de menor importancia ya han sido resueltas e idalsien los diversos chplos.

6.4. Futuras Lineas de Investiga@n

El hecho de disponer de otras posibles expansiones y de conodedoatetalle las ma-

trices implicadas en un proceso de decompo6sicion solapamiento, hace pensar que los
resultados obtenidos se pueden aplicar a dos graimkss|de investiga@n. Una pri-

mera Inea puede ser el replanteamiento de algunos modelos reales tales comassistema
meanicos, cf. [61], problemas sobre control de sistemastetos y estabilidad transi-

toria, cf. [74], relacionados con el tratamiento de aguas, cf. [3Bhlpmas sobre la es-
tabilidad y complejidad de modelos de ecosistemas, cf. [47] 0 sobre comrguiacon

del trafico de velculos, cf. [7], [34], [40], [69], por citar solamente algunos campos e
donde se han utilizad@¢tnicas de descompogiai con solapamiento comoé&todo de
resolucon.

Otra linea importante es ver como se pueden aplicar dichos resultados a protbenpas
tacionales cuando se consideran sistemas de gran escala, es dedirgetluena medida
el nimero de alculos, el tiempo y la memoria requerida al efectuar operacionegénrum
cas sobre sistemas de estas carmtiens. Con esta interfim, se podan aprovechar los
resultados contenidos en esta tesis a la resmiude sistemas lineales y no lineales de
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ecuaciones algebraicas ya sea p@tados directos o iterativos, cf. [63], [64], [74], que
aparecen por ejemplo en problemas relacionados con el flujo de crglicas, cf. [48],
[74], simulaciones de circuitos VLSI, cf. [57], sobre prediztidel tiempo, cf. [38], etc.
Ademas, s@alemos sus posibles repercusiones en el campo de las ecuaciorexdifes
ordinarias, por ejemplo en el uso de algoritmos de computgzaralela en problemas de
controldptimo, cf. [15]. Tratando con ecuaciones en derivadas parcia@siesle aplicar

al método conocido comdominio de descomposiei, método muy conveniente cuando
hay que efectuar un elevadémero de &élculos computacionales y que engloba a una
amplia gama de sistemas de gran escala presentesisitég fa ingeniéa y las ciencias
en general, cf. [11].
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