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PROZOGO

Segdn un ccnocido teorems de Weddervwan (»), toda 41-:-
gobra normal y simple es el producto directo (tensorial) de
un £lgebre totel de matrices y un dlgebre de div:l.sidn; A
pertir de aqui R. Breger divide las £lgebrss normsles y
gimples en olasea y define en el conjunto de clases una
extructura de grupo abelisno (x*).

Bn el caso que el ouerpo de cooficientes sea de carac—
teristica p>0, el estudio de la parte p~fundamentel del
grupo de Brauer de clases de dlgedres se reduce al de las
p-flgebras cfclicas (x+x) que fueron estudiadass por E., Witt
en 1936 (xx#%) y al mismo tiempo O, Teichuftller obtenia
algunas relaciones entre las p-dlgebras ciclicas con res—
pecto & la clagificecidn de Erausy (x*##¥),

Recientemente l. Witt (++t+++) ha dedo un isomorfismo
entre la parte p~fundamental del grupo de Brauer de clases

(¥) Wedderburn [6) ; véase tambidn A. Albert [2] th. Jigi
(x¥) R, Breuer [z 3 véase tambidn A. Albert (A1 th. 4i19:
(#x%) As Albert, 4] th. 7;3]: y th. 5.17.

(xxxx) B, Witt | 1]

(#xxxx) 0, Telchmitller [4] yLI]

(++++++) B, Witt 91



de 4lgebras y un médulo de formas de Pfaff en el que se
calcula con gran fluidez y permite dar un sistema de ge=-
neradores de la parte p-fundamental del grupo de Brauer a
partir de una p-base del cuerpo de ooefiaientesi

Las relaciones entre las p-élgebras ciclicas obteni-
das por 0. Teichmilller dan los generadores nulos y algunas
relaciones de forma my particulari El objeto de este tra-
baje es obtener todas las relaciones satre los generadores
anteriormente citados., Este problema se resuelve primera-
mente trabajendo en el médulo de formas de Pfaff (§5), y
después, siguiendo los mismos métodos de Teichmiiller, inde-
pendientemente del médulo de formas de Pfaff (S 6).

Para los teoremas generales sobre Zlgebras usados en
este trebajo puede verse el libro de A. Albert |47 i Para
facilitar la lectura se empieza con un resumen del cdlocule
vectorial de Witt (§:1) y su aplicacién a la obtencién de
las p-iigahraﬁ cfclicas sobre un cuerpo k (5 2), y final-
mente el isomorfismo enire la parte p~fundamental del gru-
po de Brauwer de clases de dlgebras y un médulo de formas
de Pfafi sobre el anillo de vectores de Witt (§ 3);

El tema del presente trabajo me fué propuesto durante

mi estancia en Hamburgo (1956/58) por el Profesom E. Witt



al que expreso mi agradecimiento tanto por la ayuda que

me ha pfestado durante la ejecucién del miemo como por
todas las ensefianzas de &1 recibidas. Expreso también mi
agradecimiento al Dr. J. Augé por el apadrinamiento dé
egta tesis y al O;S.I.C. ya D:A.A;D. que me proporcionaron

la beca que me permitié realizar estos estudios.



§ 1. Célculo vectorial de Witt (x).
Sea p un nimero primo fijo. Para cada vector
X = (xO'H'..;..)
con una infinidad numerable de componentes,‘ouya naturaleza

por el momento mo interesa especificar,; se definen las com-

ponentes secundarias

053 n n-1 "
(a) x'V = xﬁ + pxi *esst P X

polinomios enteros en las componentes principales, y si

interesa se escriben explicitamente en el vector

(o) ( 1)

.oo.)o

x = (x ,xl,...|x

Las igualdades (a) permiten calcular las componentes
principales X, como polinomios racionales en las compo-
(1)

nentes secundarias x y ¥ un vector queda determinado
tanto por las componentes principales como por las secun—
dnriaai

Se define la sumza, diferencia y producto de dos vec-
tores efectuando dichas operaciones en las componentes

secundarias, es decirs

(%) Vease Witt | 7]



-2

(b) (x ,11,...‘1:(0) (l) --) : (y oylsn-l (0) (1)0-:} =

o L7y ?....| (o) + (o) (l) + (1)

'000)

Para estudiar las operaciones anteriormente definidas

ge introducen los operadores

(1) T(x axlo:-‘;) = (0,x 'xl’";)
(2) P(x '3150 c) b (xp %..oo)
(3) Flx, lx1l°0.) = P(x yx;9000) = (x .xlo---)

¥ las abreviaciones
(4) {uf = (u,0.0,..-)
gue si no hsy confusién posible se escribe u en vez de fu!.

0 = (0,0,0555ss)
(5) 1= (1,0,0...;0,

mM=1+1+,.e+1 (m sumandos)

¥y se verifica:

(6) (x +y) =Tx + Ty
(7) (x !’1’0-0) ’Z !1 x » f(x 1,...)
(8) | jul (xboxl...;) = (ux,u’ X u° xa.l.:)

como se comprieba facilmente escribiendo las componentes

secundarias



Se demmestren (Witt [3]) los dos teoremas siguientes:
Teorema l.- La componente (n+l)-sima , (x 2 y)n ’
il o s
de (xo.xl,...) - (yo.yi....) es un polinomio entero en
xoaxlo oo 'xn'yo’yl' .o iYn -
Teorems 2.- (px)nff.(irx)n méd.pG[xi] (G enteros)

El teorema 1 nos muestra que las operaciones ? defi-
nidas mediante las componentes secundarias, pueden también
definirse mediante polinomios enteros (en general compli-
cados) en las componentes principales sin mencionar para
nada de las componentes secundarias, con lo que (1).;.,(8)
¥ los teoremas 1 y 2 aigqu valiendo, y lag propiedaddes
asociativa, conmutativa y distributiva son consecuencia
de identidades enitre estos polinamioai

Desde este punto de vista pueden considerarse los
polinomios enteros,que definen las oﬁeraoianea, médulo p
con 1o que (1)yeesp(8) conservan su validez y los teoremas

ly 2 se convierten em los siguientess

Teoreme 1.~ (x +y ) ~ es un polinombo en xo,.;.;n.
70..;..;n con coeficientes del cuerpo primo de caracterfis-
tica p.

Teorema 2.- pPx = TPx = Pix




Ademds se verifica (Witt[7])
(9) Pxy)=PxZipy
(108 (rrx) (y) = 29 (pdx.ply)

Sea ahora k un cuerpo de caracteristica p. Si se
consideran los vectores cuyas componentes son elementos de
k , 8stos forman un anillo W(k).

En el amillo W(k) se puede definir una wvaloracién
por |x|= p“r gl x, es la primera componente de x
distinte de 0, |0(= 0.

De (10) y (6) se sigue:
(11) |x + y|g méx.(lxl,|yl)
(12) lxyl=Ixl-|y|.

Con esta valoracidén se puede hablar de convergencia

y (7) se convierte en

(13) (xgoxypeee) = 2 T ixf = 2 P lx ¢ ot

Teorema 5.~ (¥*) En el anillo W(k) loes elementos que
tienen inverso son los que tienen la primera componente
distinte de cero.

Si x = (xofxl....) entonces. ¥ =‘;x;1‘é§; (1 - xftgl})i.

(%) En los teoremas se sigue la misma numeracién de Witt [2)



§ ¢ p-4lgebras cfclicas (*).

El anillo de vectores W(k) anteriormente definido
permite obtener todos los cuerpos cfclicos de grado pn
v p-flgebras cfclicas sobre el cuerpo k (xx),

Pare ello se calcula en el anille W(k) médulo T°
(o brevemente con vectores de longitud n ).

Sea 8 #0 un elemento de k y b = (bo""’bn-l)
un vector de longitud n de W(k). La expresién

(alb] ) = (aldgyueepp, o]

designa el dlgebra sobre k engendrada por WV seeesV, o

con las relaciones

n
up-u.§v=b, uvu-]'-v-o-l. AN
donde

-1 -1 -1
v = (vogono.vn_l) y uvu - = (uvou .....u‘vn_lu )

y -se tiene (Witt|1))

Teorema .- (slb]n es un £lgebra normal y simple de
grado pn () sobre k , y es semejante a una p-flgebra
cfclica. Reciprocamente toda p-dlgebra ciclica es de la

forma (alb]n.

(%) wits 7]

(xx) Albert _4!



Como es sabido (*) toda £lgebra normal y simple es
producto directo (tensorial) de un dlgebra total de matri-
ces y un &lgebra de divisidn, y esta descomposicidn estd
determinada salvo isomorfismos internos del £lgebra. Dos
dlgebras se llamen semejantes si las dlgebras de divisiédn
correspondientes son isomorfas. La semejanza es una rela-
cién de equivalencia que permite clasificar las 4lgebras
normales y simples en clases. En el conjunto de clases
se puede definir una operacidén (que escribimos aditive-
mente: la clase suma es la que contiene el producto di-
recto de dos Pepresentantes de los sumandos) respecto de
la cual forma un grupo conmutative llamado grupo de BRrauer
de clases de élgnhraa; La parte p-fundamental (x x) estd
formada por las clases que contienen una p-dlgebra cfclica

o sea segin el teorema anterior, algebras de la forma (alﬁ]n
En este grupo se verifica (x xx)j

(1) (slb]n T (a’lb:ln = (aa'lb]n

(2) (alal | + (alv?_ = (alb + v

(x) Alvert (41
(x x) Subgrupo de elementos de orden una potencia de »p

(xxx) witt [}]



(3) p(al b]n =0
(4) (alPb] = (alb] = (almp] ..
(5) (alVP 6%,0,...40], = 0 s meoidi(pr)=d ()

Nétese que le iguslded (alPb] = (al b permite
definir (alb:I como elemento del gfupo de Brauer de cleses \
|

de dlgebras para oualquier
b e w(xp ).

(») Teichmflller [ (|



§ 3. Expresién de las p-dlgebras cfclicas mediante formas

de Pfaff (x).

El cdlculo de la parte p-fundamental del grupo de
Brauer de clases de £lgebras viene geendemente facilitado
por el isomorfismo de esta parte p-fundamental con un
médulo cociente del médulo de formas de Pfaff formales
sobre el anillo

o - -
w=U v ).

Sea k un cuerpo,de ceracteristdca p ; H, 1la parte
p-fundamental del grupo de Brauer de clases de dlgebras
sobre k :que corresponde a las &lgebras gue se descom-
ponen en

e T _
2 = &:) kp (x-x).

Sean w_ el anillo de vectores de Witt con componen-
-n B :
tesde ¥ y W= U w, . Ademds sean W AW y w dgn

M=o

médylos de formas de Pfaff formales (*x*x), es decir el mé-

dulo de las sumas formales de elementos & db con las reglas

() witt [ 7|
(*x) Albert 47

(xxx) Kihler [ 3]




(a + al) db = a db + a, db

(1) a d(b + bl) =adb +a dbl

a d(bbl) = gb dbl + abl db

Finalmente dentro de estos médulos de formas de Pfaff

se considera el endomorfismo ddfinido por

T (a d@b) = (Pa d@Pb) - p(a db)

que como es fdecil ver es compatible con las reglas (1).

Para definir el isomorfismo antes indicado se consi®

deran las aplicaciones

L dui&--émﬁa

definidas por
"
i+n
a db = Z (P**%a,| a,b|
donde se ha expresado segin §1-(13)
a = 2[ a,p

¥ por tanto
-n-fk
a, € kP ’ P a

Estas aplicaciones son compatibles con las inclusiones
'OC '1C '2(-_.00.

pues @l se considera



adb e w d'n

n+l
se tiene
<! fma
+n+
a db = %9 (P h, ol
pero llamando Pi+na. = ¢ ek y teniendo en cuenta (1), (2)

i
v (4) del §2 se tiene:

14n4l
(B 0| aybl, = (Pelagd] ) = (olpegpl,,; =

= (olPrap],,; = (olap], = (**a | a;p], .

Y @i se considera

a dbe 'n d"m+1

se tiene =
= i+
a db = ?__:o (P aila.ib]n

pero llamando P‘+nal = ¢ ck y teniemdo en cuenta (4) y (5)

del 32 se tiene

(Pm+nan' a’nb]n = (olallb]ﬁ % (olpnm(amb)]n e (OIOPm+nb]n
pero b éwl luego

n n
Pmmh P P
= (ho ’-oo'bn_l) con biﬁ' k

v
o pn pn n
(Olcpm nb]n = (c‘cbo .Obl 'o..'ﬂbi_l]n = 0



Iuego estas aplicaciones definen una aplicacién

W aw ---)H_Q

en la que LA dw = 0, pues si ac L resulta

a db = Z (P“lailaib]l =0

Esta aplicacidén es compatible con las reglas (1) de

derivacidén, en efecto:

a) ad(b+b’) =adb+ adb’ es trivial

S i i i
b)) 8i a=2 a,p .b-Zhip 7osZeip ewn

se tiene:

ad(bo)=2_:(P1n] kp ]

4

= :l+,1+k+n
Z (P \ a,b JoA

Gisw

P 1+j+ken_ | d+J+kem
2 (® “1lp (a,b,0 k’]

luego teniendo en cuenta (1) y (5) del {2 resulta
(2) g d(be) + b d(ca) + ¢ d(éb) =0

¢) Teniendo en cuenta LA dW = 0 y haciendo ¢ =1 en (2)
resultas

(3) adb+bda=0



d) De a) y ¢) resulta que la aplicacién es lineal en a,

e) De (2) y (3) resulta
a d(be) = ab de + ac db.

Es decir que esta aplicacidén es un homomorfismo del
médulo W dW en H,
En este homomorfismo I{ (W aW) = 0 (consecuencia in-

mediata de (1) y (4) del § 2.

Se demuestran:

Teorema l.- Si kcklc:kzc“.ckn es una sucesidn

de ampliaciones puramente inseparables de k con

ki = k(e&,az,....ai) de grado pi sobre k, y el £lgebra
A se descompone en k n entonces
i .
A 82' bi-%'i-‘— con hiEk.
De este teorema se deduce inmediatamente que W AW=—=> H_;z

es un epimorfismo.

Teorema 3.~ (*) El nfcleo del homomorfismo
W ﬂw'-—-—}ﬂ‘a‘

es
w, aw + M (w aw)

(x) La numeracidn de los teoremes es la de Witt [y



=l 3

Se tiene pues el isomorfismo
gﬁ =waw / w, aw + [(w aw)

Para el cdlculo counviene tener presentes algunas reglas

(en parte ya citadas) deducidas de L aw + l1(w aw) = 0

(5) P(a db) = p(a dB)
(6) adb+bda=0
(7) w dv =0, Waw =0
(8) a d(Th) = Pa db
d vl aln!
(9) a—’,b—‘}'PE B si ben
d{n!

La forma a _‘!b_i- se escribe abreviadamente a dlb.



§ 4. Generadores y relaciomes de H,

El teorema 1 del ganterior permite obtener un siste-
ma de generadores de la parte p-fundamental H b del grupo
de Brauer de clases de £lgebras sobre el cuerpo k de
caracterfstice p , pues si U es una p-base de k (es
decir un subconjunto minimal de k tal que k = k'p(U) )

y A€H; , A se descompone en un ciergo cuerpo k(}‘l...,fa):K

>0

- .

con 3 2€ UOUP s ¥ existiréd une cadena de cuerpos
n=

k=kckec ..ck =K en las condiciones del teorema 1

r
con las a de la forma j’i y luego segin dicho teorema

0 sea

luego podemos enuncilar

Teorema l.- Si U es una p-base de k, la parte
p-fundamental HJ?_ del grupo de Brauer de clases de Zlge-

bras sobre k estd engendrada por los elementos b dl¥
> -n
G Ut '0 ¥ Eéu(:JoUp




Que si se quiesre puede enunciarse

Si U es una p~base de k , el médulo

wdw/wodw-rﬂ(wmv)

o

-n

esté engendrado por los elementos b dlY com be L fe UUP
W=o

"

r?
Si EJ = acl, el isomorfismo del § anterior nos da

b a1f = 4‘;‘% alsf = =43¢ d"‘;";—;' = =(#"5is} IhW]n‘ ~(el] ,

luego el teorema anterior puede enunciarse

Teorema l.~ Si U es una p-base de k, la parte
p-fundamental H_  del grupo de Brauer de clases de dlge-
bras sobre k estd engendrada por los elementos (alh—_ln

con a<lU y bewo.

Unas relaciones entre estoe gemeradores vienen dadas

por el siguiente teorema de Ev Witt ()

Teorema 2°«= Si a y b son dos elementos de k
y af K, (alﬂl =0 sily eblo si existen cck y frcs Kk

tales gque 5

'b=8—:c+2 £? &

r=1 r

(x) 0. Teichmiiller ||



Teorema que enunciado en el médulo de formas de Pfaff

segin el isomorfismo del ¢ 3 dice

Teorema 2.~ Si §p=aek,a¢kp,bew°,
entonces es

b dl¥ =0 (méa. v, aw + 7 (w aw))
gi ysdélo si existen ¢ cw o ¥ :t‘rek tales que

-
2.

Y=1

!

b = 8’0 + %ff. arz{ (méd; ™)

Aqui, espoydndonos en este Feorema, vamos & demostrar
en general

Teorema 3.- Si 31’ a2,. ...a.B son p-independientes

"P‘
en k, Ei - 31 ¥y bie 'o s entonces es

‘;‘: b, A1, =0 (méd. w_ aw + I({w aw))

el y s6lo si existen c,cw y £ - _ €k tales gque
(4] rl,....ra
P-1 % " .
bi B ;01 +* 1:. ff. r ll‘oooa;f (m&dt !n')
'1;;"-1’3':0 1’...' B

¢ bien teniendo en cuenta el isomorfismo definidp en el

§ 3, se puede enunciar



Teoreme 3 .- ( ) Si @ 900098, BOR p-independientes

en k ¥y bewo,entonceses

.Z (ailbd]n -0

£= 1

i

gl ysblo sl existen e ew, ¥ frl'".’rae k tales que
P2y =
L P r,F
bi g e, + Z_ ri;frl'“"rs 8 %0 8, (méd.'l'nw)

Yy Y=o

Teniendo en cuenta b dl3® = pb dl¥ o (4) del §2
se ve inmediatamente que estos teoremas nos dan todas laﬁ
reltaciones entre los generadores de f‘l_z dados por el
teorema 1.

Estos dos Yltimos teoremas son los fundamentales de-
mostrados en este trabajo, se dan dos demostraciones inde-
pendientes,en el fondo equivalentes mediante el isomorfis-
mo del §3.

Empezamos por el teorema 3 que se demuestra por induc-
cién sobre n y 8, y al que dividiremés en varias propo-
siciones paroia.lea:. Después pasamos a la demostracién del
teorema 3’ independientemente del médule de formas de Pfaff
siguiendo los mismos métodos que usé Telchmilller para demos-

trar los cesos particulares n =1 [¥] y s=1 5]



<18~

§ 5+ Demostracién del teorema 3.

Si 31....,35 son elementos p-independientes de k,

€ k
1'1.-..31'5 y
r, e -
Zi l""’r al...aB{C w
escribiremos abreviadamente
P
- 4 en e €
Die, v..z:r-oi 1,...,:-"1 “ "’

Proposicidén 1 (teorema directo).-~ 81 los vectores bi
son de la forma

b, = E e, + %?121 (mdd; W)

COn  8yyeeerby p-independientes en k , Gy C W 4

fr - €k
1.0.., 8

;§i % r:.....rs a;i.;agﬁf

'?
y si ‘?i =8, 9 entonces es

i‘ b, dl5; =0 (méd.w_ aw +/((w aw))

Demostracién. Por la linealidad en b basta demostrars
5
a) Go, i =0, b) Ty Al =0,0) Tia; Q5= 0

8) es conspcuencis inmediata de (9) del‘§*3.



b) Por (5) del §3 es

Tnbt.dl}i = (p"P b) a1y, = bdla,

que segin (7) del §3 es 0.

e¢) Por (9) del <3 podemos escribirp

1Y
PR S Vo r.
Ve 'Bla dl?i %ri ?frl’.“"rs a‘:L‘.'.a'

Tipa Vs,

Zrl %f Tisesesl er"” Fﬁf;fdﬁ;{
8

s
¥y par (7) del §3

2——" v v .

‘.‘-' ! /;Dli dl}‘i g 'i‘:;‘;‘i rri"“% frl o ,rs ?I e §-s ; A 'P ;t +
+ E {}“",.. ;f!dfr '“'.r
Y :r 1 1 8

y teniendo en cuenta la regla de derivacidn

S

R TR A L

V320 - P

luego por (7) del § 3

Ngs ol f
2_ ,alaial}'izo

€=

2{ af, -

~15-



=20~

Proposgicidn 2 (teorema reciproco para n = 1).- Si

8900098, SON elementos p~independientes de Kk, fz =849

bl’ anw ’bﬂ VBO'L’OI‘BS de 'h y

Z_ b, d1f, =0 (méa. w, aw + T((w am),

entonces existen vectores °1""’°a de w SR elementos

rr = €k tales que
1..--, 8

0 :
by = grci ks 2 1a, (néd. TW)

con
£=) e T
R rl’ e ’rs al BB

Demostracidén por induccién sobre s. Pera s =1 es
el teorema2. Supongamos la proposicidn cierte para l,...,s-1,
y sea K = k(}'l,...,‘g's_l) el cuerpo obtenido por adjuncién

de ?1’ eee 'E-ﬂ-l =) k’ entonces

Z b, 1§, € W(K) aw

luego

b, A}, = Z b, d1¥, =0 (méd.W(K) aw +1(W aw))
-t

y segin el teorems 2 existen o< WK) vy 9= Z %¢£ arSE

%= o0 .
con ‘Pr € K tales que
E

(a) b, = &oa + 'é"i';" (méa. ™).



Tanto ba como pertenecen & k (méd. TW), luego

P
2 lla;,B

9 c 8 ck (m6€1. TW)
Yy por ser K puramente insepsrable sobre k, también

e € k (méd. TW)

luego en (a) podemos suponer C e W,e

Ademds "r c K, lvego

8
ik : v,
o = ¢ TS )
rB v,,..,q_,wrl'""ra
@ k.
. rl,...,rﬂe
Sea pet
P 2 © r
' Sw;l,.-.,r 91-..9. §
Yi,-0 559
y
D a?
¥ » RLA, b *
bi bi &08 91&1 (i 1...-.5}
Puesto que
0y e’
7O la ola (méd. Tw),
8 ]
resulta

"b; =0 .(mbéd. TW)

y teniendo en cuenta le proposicién 1



-2F

5=l

;2_ by al¥, = :E: b, A1, =0  (néd. w aw + I{(w aw))

=1

luego por hipétesis de induccién existen e'e;wo y

1
b -1
Ppn =Z{¢.p ar%..ars-if con ‘P. ek
fa,-.,",_,:o rlloa't’rg-l 1 B""l rl’...'rﬂﬂl

tales que

by  gpd (méd. T

i " ?ci + ’alai o d. W) (i = 1...’8"1)

Poniendo
0w o, *E (i = 1yseoags=l)

£ =9 sir #£0, 2 "
rln.-pra rlso-o!rs 8 rl'.'rﬂ-l'o rl'.’rg._l

b~y

&~ P Ty T
* Z{frl.n..rs al...aa(

'Y“ Ty

¥y obasrvando que

L g ’B¢'+ 0 gn
Sia, ~ ola, | oley

(mdd. N) (1 = 1,-..,3—1)

f Dg?
’Dlaa 91&5

(mba, TW)

tenemos

'bi = e, + -%i: (méd. TW) (1 = 1,..,8)

como se queria demostraxr



Proposicién 3.~ BSi 8 9seeg8,  SOR elementos p-inde-

-P"l
pendientes de k, 51 =8 5 byyessyb Vectores de w , ¥

£

2 b, aif, =0 (msa; w, aw + I[(w aw)).

=1

Entonces existen vectores Cireresl, de oy elementos

£ - € k tales que
rl,-.., s
LR

bi - %oi + Qlai (mdd. TW) (1 = l,...,s)

e iy
= P A )
J Z afl’ poesagl alai..aﬁf
: £ ©

Y,J..,r‘;:o
P
Demostracién. Seen 4.-35. y K= k(?l""’?a)’
entoncea tenemos

2 b Y, =0 (abd. W(K) aw + 7 (waaw))

'P
econ 3, - /: p-independientes em K, luego,por la proposi=-

cidén 2, existen ¢ c W(K) ¥

|
LT =
= p n.-i %
‘P-r % {‘prlyfla'ra 2 2 F
con ¢r1""'rg € K, tales gue

b, = g;oi + 7??% (méd. TW) (1 = 1,4..,8)

Puesto que b = Pb —g b, se tiene :




-24=

b, = Pn-lbi - &(Pn"ab1 * ens +bi) S

= P o PPy e b)) + PP 2 (agaumw)

Ry,
Ahora bien
Liet
-1 _9 9 2_— r, r‘f
r ’agy‘ L { TiseesT, e Lol
c P € £ luego
s I'I,.--.l‘a g
k*ji
¢ ; ‘-‘s
= AR
:t-l,.....r‘3 i rl""rs’tl""ta
on
i ¢r1,...r3;tl,..,ta € k.
Sea
f = 2 )
J].'"'Js 1:.*/’&‘::1‘: rlgo-’raitlgoa,ta
b §
f = E ?fp J‘octﬁj f
1900.3 al '

Ju-uis=o

entonces médulo TW es

22 g le g sl -

1 Joaysze

Z (r + py ) ;vp {‘ +pt‘...a:’ 8.

Tip 17y 0 1.-.,1’ ;tl....t

by k520, ,r 2

.PP r, +pt, T, *Tytsf
= r « e el
Z 2 ; rl,..,raz‘tl,..,ta ﬁ- 8 -

‘(h Jﬁ‘o 'r'
""fl 'ti— ) )r f
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Pt

S n - )
SO M e 2

N, ¥e=0

luego
’B
> 1 (méa. Tw)

- -l ’ 2
donde ci = Pn 01 - Pn bi-.oc b

b, = &;c b————
g €m

Este proposicién 3 nos da la forma de la primera com-
ponente de bi' y sirve de base para demostrar la siguiente
proposicidén 4 que definitivamente nos proporciona la forma

de lag n primeras componentes de los vectores b‘.

Proposicién 4 (teoreme reciproco).- Si 8 yeee98 SOR

?
elementos p-independientes de k, § 4 =8 » bygees,b  veo-

tores de UO, v
2
= 1 |
2 b, d1f, =0 (nbd. w, aw + 7 (W aw))

Entonces existen vectores cl,...,cs de v, y elementos

€k tales que

rl...,ra
CE: ga. ™ |
bi = Sooi +m: (méa. W) (1 = 1,.e48)
con

S n
= D r X
£ Z %f 1""1' al...asi



Demostracidén por induceidén sobre n. Para n =1 es
la proposicidén 2. Supongamos la proposicidn cierta para
1. see .n-l.

Por la proposicién 3 existen cj'_ ¥y

MZ{ Ao | a;a..ags{

"r.l i ¥

con wr Bl €k tales gque
p 8
b =E-c'+—@—2— (méd. TW) (1 = 1,..,8)
i i 3131 , fais
0 =zea

& C ’ /a‘ﬂ » ’
o Gci+’91ai+%i o

y pueden considerarse los términos de ¢ , cuyos fndices

son todos miltiplos de p, nulos, puesto que su contribu-

99

’31&1

a vectores miltiplos de p.

cibn a médulo TW es nula, ya que ellos dan lugar

Teniendo en cuenta la proposicidén 1 resulta:

3
0 = Z b d]_}' Z Tb til}'1 (méd. v, aw + T (w aw))
pero médulo T[(W aW) es
# Ay T -1 Il » P
Tog 415, = (Fpb]) @Af, = bj a1},

?
llamsndo pues 3. - 7, tenemos:



~-27 =

af
% by dly, =0 (méd. w, aw + I (w aw))
n-1
vy ?1; =8, luego,por hipbtesis de induccidén, existen

('] ,
elew, ¥ "rl,....f:k tales que

P " e & i
b1=5;°1*”ala1 (msa.m‘_‘lw)

OOn -t

P-1 it :
'? i r

q’:’g—_o {q’z“:l_,.,..,;"'B e.l...asf
luego

To; = ( To + ¢ ,a—l‘L (néd. W)

Ademés
! = szb' (PTb; + To;) = Gosv +7p° L (néd" )
i o4 i .

i
donde se ha puesto

2
n - '- L4
o - IP ef PTbi Tbi

Y teniendo en cusnte el teorema 2 del 51 tenemoss:

M-

P -1
B n=-1
2 D9’ _ x> e ®oowml o
TP ﬁ-_gp rif“prl"'.’rs &1o.-a

i T“..'f_":o

n
2— oD pr, P f
Pri {Ql'lg e cra %. ° "38

Poniendo pues

X il

= 9 gl existe algin fndice no divisible
rl,...,l‘a rl’..'rﬁ

or ] =9 e, =¢’ + ¢’n
PR -D A PhysessPly  Biaeest  ? 1T 1T 0



)
» £

n
f = fp r"... r’f
Z ? rl,.o.’rs al 38

(o

tenemos
Dz
bi - 8,01 +_?;131

(méd. W)

con lo gue queda demosteado el teorema.

~28=



-29-

§ 6. Demostracidn del teorema 3°.

Volvamos a las notaciones del §2.

En 1936 O.Teichmilller demostrd el teorema en los casos
particulares n =1 ([4] teorema 26) y s =1 (Ls]), apoyédn-
dose en el siguiente teorema de E, Wittt

LY] teorema fe= 51 ag.tkp ’ (Blb]l “‘kl:unv] '

pl

p-l € k(u). Entonces se verifica

=, + ees ¥
@(y*'V)ﬂyp-oo'*&;V'yp-oo-t-b
En este § vamos & demostrar el teorema para n y @

cualesquiera, independisntsmente del médulo de formas de

Pfaff introducido em el § 3

Propogicién 1°(teorema directo) .- £1 los vectores

bl""'bs son de la forma

“0
by = §° * 53

(E.6d. an) (1 = l,.o,ﬂ)

oon 8, peeesl p~-independientes en k, frl,...r €k ,
8
01 € wo b P a
f= :: #P F1 .s el J$
d:’_.’f;.:o 1’ L] ..,1‘ '].

entonces es

AR



Demostracién,. Por lz linealidad en b basta demostrar:
. L Qf
b yigey=o 1 W 5 Bk, e
a) es consecuencia inmediate de (4) del {2:

(e ¢ °1]n X (aikP"j]n 2 (a'j.\"ﬂn

b) Por (1) y (2) del {2 tenemocs:

Z (s:l.l'ala ] ‘MZ (a. |r 4 T a’?’”‘iﬂ n

&= W T 0, 1’..'
=Z (ail fplf‘.’r a;'t...a: f] n o
nZ__ (a e..ﬂr‘i i fpl..’r 1.0031}1} n

J'I“

que por (5) del ¢ 2 es nulo.

Proposicidn 2°"(teorema reciproco para n = 1).- Si

8,yse098  8OD p-independientes en k , bl' . "'ba vectores

de 'o y
(ai'bi]; 0
entonces existen vectores CraesesCy de w, ¥ elementos
rl,..,r'e k tales que
(méd., Tw)

Q£
RN ¥ la;



con o
Z% Tiseel E{L'”a {

Demdstrado en teorema 26.

Proposicién 3.~ Si 8 00008 SON elementos p-inde-

pendientes de k , bl""'bs vectores de 'o y

Z (ailbi]n 8

Entonces existen vectores CypeeesC de w, ¥ elementos

8

£ € k tales que
rl'.a’rg q

= go, ¢ (mba. ™)
con X

LB

f = Z_ ?fp r’;..ar‘{
oy rlpoo’ra 81 =} <

Demostracidn. Sean
(ai\bﬂn 4 kLui;vi,o""’vi,n—?i—.l

con las relaciones

n

-1
EVy =By wvu = v, * | 1

donde v, indica el vector (vi,o""'vi,n-l) (vid.agz) vy

(a’ilijn . k[ui;v;’o, o "vd‘.,n-ﬂ

gon las relaciones



n
P - - o o=l ’
uf 8 £Vy o, u.:'_ﬂviu._,L -V 1 3%s

Por hipétesis es

=
227 (ai]bi]n T
es decir el 4lgebra

A= E? (a, [0y ],

producto dirscto de las £lgebres (ai]bi1n es un 4lgebra
total de matrices de grado pns s luego es isomorfa al
dlgebra

A"= ﬂ (a;]0], -

Puesto que al...,aa son p-indapendientes, laes subdlgebras

ey peeest ][ F K[usyee,u]|
son subcuerpos lsomorfos de A yJ A® y el isomorfismo
A = A" puede considerarse prolongacidén del isomorfismo
entre aquellos subouerpos (%), y las dlgebras A y A*

como una misma 4lgebra con U, = ug o

k-];u.l' . 'usivl, . .,VB] " ‘Lulg - ..us;‘I‘i. e .V;]
donde

= { = : “es . .
71 (Ti.ogo.-'vi'n_l) ’ v'l. (vi’o’ ]vi'n_l) (1-1'0 .ﬂ)

(%) A. Albert th, 4. 14,



w)3w

En esta dlgebra tenemos:

’ “1 2E e
“1(71,o”"i,o)“1 = Vi,0 " Vi,o

luego ¥y = vi.o - vi,o es permutable con todas las u

¥y por tanto
yie k[ul’ ...,!ls]
ya gue este cuerpo es maximel conmutativo en A ( *)

Sea pues

'F?i
al -_:_’ s r: .
Iy . yeesyr 3i M1 %y (1 =1,.040)
Y-,.‘r;:a 1 B
€ k.,

con ¢
r

1,...r5;1
El dlgebra
k[pl....,ua,vi';]

puede considerarse como el dlgebre (uild]l sobre su centro
kefuyse sy g oUy e g 0eesty]

La primers componente de bi viene dada por
b:I.,o c E'vi,o i E'(yi i vjt,o)

¥y por [y] teorema 7 aplicado al dlgebra (u{lO]l ante-

riormente considerada es

(*) A:s Albert tH. 4. 12.



j O = y? - oi

150 0

donde ¢, , ©° el término independiente de la expresién
9’

de y; oomo polinomio en u, con coeficientes del cuerpo

i

= P
k\?l""ui-l’ui'ui+l""ug]

es decir

— r
Z_. t-.ur
B8

ilo v rlf l,..gl‘ '1 1

&

donde los Indices del sumatorio toman todos los valores
de © & p=l, salvo el indice ri

fes miltiplos de p. También puede ponerse

= g ¥y, + 521 e

rﬁ. r‘
.l.u
B 1...,r5;1“1 8

donde los Indices del sumatorio tomen todos los valores

que séEo toms vslo-

de 0 a pn-l galvoe el Indice r, que sflo toma valores

3
no miltiplos de p.

Teniendo en cuenta

b =Pnbi’o—E(Pn-lbi’o+...+b )

i,0 1’0

y sustituyendo en Pnbi - o POT le expresién antes
’
hallada se tiene
n r
+ ...a.
bi’ =&; Z— rl,..,r ’1 l

pATC
donde se ha puesto



«35-

ci . Pnyi = Pn lhi,o-...-hi o&k

Para que esta expresidn de bi o Se8 de la forma desea—
?

da tenemos que probar que los coeficientes

-1

Ty

¢
rl,..,r.;i

no dependen del fndice i. Para ello consideremos los pro-

ductos
vJ,ovi,o e (vs,o ¥ yd)(vi,o 5 yi) N

= 75,0 vi'o + vi’oyi + ydvi,o ) ydyi
vi,ovj,o - (vi’o E yi)(vg,o E yJ) .

- vi,ové,o a v;,oyj » y1vs,o 2 yiyj

¥ puesto que

»

vi.ov;j.o . vj,ovi,o= vi,ovj,o . ’in " yiyj

=

vJ,ovi,o

resulta

r = r ”
Vi1 Y V51,0 T V1,073 T V5,071

Teniendo ahorz en cuenta la regla de commutacién de las

u con lag v tenemos



Ty Ts o
y v/ = c Al sesll "V
J i,o ¥ i nee rl,..,rsﬁ ul =] i,o
Prs
Ty r ’
= es el »
L— ri r pto’rs;J ul 8 vi,o yj
I’ ;J =]
P4
xr ,
v = ;Eiﬁ ool ' + V]
I3 jso J TiseesT 7% s L™ is0 i
\4) ;.s © a v ;

luego

Yy

S

;21_ ...u 2?: J:-._l = R

1 rl’-o,r ;J 1 ...,rs;i ul.-'us

,Yl)..)']s.tv 'I\'i, J e 1

Y por tanto

r.c = 3.0
J— I'l,-.,razj Jrl,.-,raii

es8 decir los cocientes

_10
i rl,..,ra;i

no dependen de i ¥y podemos definir

£ =p, 0 i
TrgeesT i rl,..,rsgi . p,yri

con lo que fesulta

E‘i Z 1ff- rees®, “i"’”a?

P i

Pero si »p lri, es T, = 0 en k, luego



?_'1_4.

bi,o s &)01 +~,-2—

l)"':i=',

n
P I, ry
rifrl....ra 01-...&‘

como ge¢ queria demostraw.

Nétese gue si p divide a todos los Indices,entonces

4 . no estéd definido, pero sea cusal sea el valor

que se le atribuya su contribucidn & la primera componen=-

te de cualguier bi @s nula.

Proposicidn 4 °(teoreme reciproce).+ Si B yse08 SOR

elementos p-independientez de k, bl""bs vectores de

on

TZ; (a’ilbj]n = Q.

Fntonces existen vectores °1""°s de v, ¥ elementos

£
rljto’ra € k talies LUe

i)
bi-§ ci«tﬁ—lﬁ- (mdd. InW)

i
con "ﬂ-L
o i
f= Z_ fp r:-. E-rs;
ﬁ,ﬁ:o% TiseesT, Ty real

Demoatraucidn por inducoidén sobre n., Para n =1 es
1a proposicidn 2°. Por le propoaicidn 3’ existen

i
o - P = Z %i ’..’rs ﬁrlooolzii

r
Qie' 3
Y, M=o



con @r € k tales que
1....1‘3
- 5 | ; ;
bi-&'°1+’ala.i+!b1 by e¥,

Por la proposicién 1° ez

e K
% (ay| e +’2)1e.i]n=o

luego

o sea por (4) del c;i 2

¥;
. =
(ay| "1} a1 = ©

luego por hipétesis de induvcidn existen

= I I
c; Ewo J P Ze l'..’r ﬁoooa %
con '-P' € k tales que
1,-.’1‘
’ D’ ~1
bi = %o ’ala. (méa. ™ *w)

luego
™! = [ Tey +m§-1{:' (méa. W)

y se termina la demostracidén como en la 'prOpoaicidn 4 del §5.
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