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Resumen

Cuando queremos comparar dos formas bidimensionales utilizando sus contornos, suele
presentarse un problema importante: la invarianza al punto inicial en su codificación como
secuencia. Aunque existen métodos heuŕısticos para conseguir un buen punto de inicio
que funcionan en ciertos contextos, si queremos una solución genérica, la única manera de
conseguir esta invarianza es midiendo distancias con todos los posibles puntos iniciales, es
decir, utilizando el alineamiento por fuerza bruta con todo posible inicio de la secuencia
del contorno. De aqúı surge el concepto de cadena ćıclica. Aśı, medir una distancia entre
dos cadenas ćıclicas seŕıa lo mismo que medir una distancia entre todos los posibles puntos
iniciales de las dos cadenas. Esta comparación es muy costosa computacionalmente y el
trabajo de la literatura se ha orientado sobre todo a reducir este coste.

Existe mucho trabajo, a este respecto, en el dominio de las distancias de edición.
Sin embargo, con otras técnicas, como son el alineamiento temporal no lineal (en inglés,
Dynamic Time Warping) o los modelos ocultos de Markov (más tolerantes al ruido y otras
deformaciones), no se ha profundizado demasiado con las cadenas ćıclicas. Las aportaciones
de esta tesis, van orientadas en esta dirección.

Con el alineamiento temporal no lineal (ATNL), hemos desarrollado un algoritmo efi-
ciente para el cálculo del ATNL ćıclico. Hemos planteado también diversas alternativas
para acelerar el cálculo del ATNL ćıclico en tareas de reconocimiento. En primer lugar,
un heuŕıstico para evitar el cálculo ćıclico, en el caso de que tengamos categoŕıas etiqueta-
das. En segundo lugar, un método óptimo para acelerar el cálculo ćıclico, utilizando una
cota inferior basada en un pseudo-alineamiento que aproxima la distancia ćıclica. Final-
mente, aportamos soluciones basadas en AESA (Approximating and Eliminating Search
Algorithm) y una mejora al algoritmo LAESA (Linear AESA).

Con los modelos ocultos de Markov, estudiamos la topoloǵıa lineal en el reconoci-
miento de contornos y desarrollamos extensiones ćıclicas para los algoritmos de Viterbi
(reconocimiento y entrenamiento) y Baum-Welch (entrenamiento).
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Índice general

1. Introducción 1
1.1. Reconocimiento de patrones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2. Configuración de un sistema reconocedor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3. Aproximaciones al reconocimiento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.4. Problemas y aplicaciones en el reconocimiento de formas bidimensionales 6
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2.5. Métodos de evaluación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
2.6. Discusión . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3. Distancia de edición 41
3.1. Distancia de edición . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
3.2. Distancia de edición normalizada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
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8.3.5. Comparación con el método húngaro y los shape contexts . . . . . 135
8.3.6. Comparación con TAR . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 137
8.3.7. Otras ponderaciones en el ATNLC . . . . . . . . . . . . . . . . . . 139

8.4. Experimentos con las técnicas de aceleración . . . . . . . . . . . . . . . . 143
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Capı́tulo 1
Introducción

Ferrarin: ((There are warrants out on you for treason,
illegal entry, decadence, pornography...
and for being a lazy pig.))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

En este caṕıtulo se introducirán generalidades sobre el reconocimiento de patrones
centrándonos en el reconocimiento de formas bidimensionales y en el tema principal de la
tesis: el alineamiento de cadenas ćıclicas.

1.1. Reconocimiento de patrones

Una gran cantidad de nuestro conocimiento sobre el mundo que nos rodea está basado
en patrones complejos: textos, música, piezas industriales, rostros, etc. Para la psicoloǵıa,
el problema fundamental en el ámbito del reconocimiento de patrones es el estudio de
los mecanismos por los que las señales externas estimulan los órganos sensoriales y se
convierten en experiencias perceptuales significativas. Estos procesos continúan siendo
desconocidos en su mayor parte y no se ha encontrado un modelo concluyente sobre cómo
nuestro sistema nervioso realiza este reconocimiento. Sin embargo, se admite que esta tarea
debe realizarse siguiendo un esquema general como el que se detalla a continuación. Antes
del reconocimiento, un patrón debe ser percibido por los órganos sensoriales. Además, el
mismo patrón o alguno similar (de la misma categoŕıa) debe haberse percibido y recordado
previamente. Finalmente, debe establecerse alguna correspondencia entre la percepción
actual y lo recordado.

El uso intensivo de ordenadores y otros dispositivos electrónicos en los últimos años
ha impulsado el estudio y aplicación de técnicas de reconocimiento de patrones. En parti-
cular, el estudio de las teoŕıas y técnicas de reconocimiento implementables en un sistema
informático.

El reconocimiento de patrones (RP) es el estudio de cómo las máquinas pueden observar
el entorno, aprender a distinguir patrones de interés y realizar decisiones acertadas según
las categoŕıas de estos patrones. En este sentido, son numerosas las fuentes de este área:

1



2 INTRODUCCIÓN 1.2

las Matemáticas, la Estad́ıstica, la Informática, etc. Las aplicaciones tienen lugar en muy
diversos campos: Bioloǵıa, Medicina, Psicoloǵıa, Economı́a, Ingenieŕıa, etc.

Aunque la aplicabilidad de las técnicas resulta, a priori, muy amplia, no hay un método
que sea la panacea. Existen diversas razones que hacen que los sistemas de RP operativos
sean muy espećıficos respecto al problema a resolver:

La naturaleza de los patrones: caracteres escritos, śımbolos, dibujos, imágenes biomédi-
cas, firmas, objetos tridimensionales, huellas dactilares, espectrogramas, cromoso-
mas, etc.

Los requerimientos del sistema: especialmente en tiempo de respuesta, que hace
que algunos métodos de reconocimiento, aun siendo superiores en éxito, no sean
aplicables en la práctica.

Factores económicos: un sistema equipado con diferentes sensores y equipos de pro-
cesamiento muy potentes puede dar resultados muy satisfactorios y no ser asumibles
por los usuarios dado su coste.

Estos factores hacen que un sistema adecuado para un problema sea inaplicable para
otro, lo que alienta el estudio y desarrollo de nuevas técnicas.

1.2. Configuración de un sistema reconocedor

La configuración t́ıpica de un sistema reconocedor concreta las siguientes etapas:

Adquisición: las magnitudes f́ısicas (por ejemplo, imágenes) se transforman median-
te sensores en señales eléctricas que una vez filtradas, amplificadas y digitalizadas
pueden procesarse en el computador.

Preprocesamiento: a menudo es conveniente mejorar la calidad de los datos originales
(por ejemplo, para eliminar ruido o entidades irrelevantes, para ajustar el contras-
te). En otros casos interesa transformarlos a una representación más adecuada para
su tratamiento matemático, con menor redundancia y/o con un realce de aspectos
relevantes para la segmentación (la siguiente etapa).

Segmentación: sirve para encontrar dentro del flujo de información los elementos indi-
viduales que parecen estar dotados de significado. La segmentación puede ser de tipo
temporal, cuando se aislan fragmentos de la cadena de datos sensoriales recibidos a
lo largo del tiempo (por ejemplo, imágenes de v́ıdeo), o espacial, cuando el conjunto
de datos recibidos en un cierto instante contiene varias posibles unidades relevantes
(por ejemplo, formas u objetos de una escena o partes de un objeto). Excepto en
situaciones triviales en las que el fondo y la forma están claramente diferenciados
dentro de la masa de est́ımulos, la segmentación es en realidad un problema tan
complejo como la propia interpretación de la escena, donde pueden existir proble-
mas por ocultaciones y solapamientos parciales, deformaciones, no uniformidad en
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iluminación, color u otras propiedades visuales, pseudo-objetos irrelevantes, etc. En
el marco de la búsqueda de formas u objetos en escenas las técnicas más utilizadas
son la búsqueda de regiones conexas y los contornos activos.

Extracción de propiedades: en esta etapa se calculan propiedades (atributos, carac-
teŕısticas) de cada entidad segmentada que deben ser, idealmente, discriminantes
de las diferentes clases de interés e invariantes a todas sus posibles versiones (p. ej.
cambios en posición, tamaño, orientación, intensidad de color, etc.). Un conjunto
de propiedades de mala calidad produce un solapamiento de clases y por tanto una
gran probabilidad de error en la clasificación. Como la anterior, esta etapa también
es esencial para el éxito de cualquier sistema de percepción. Desafortunadamente,
excepto en casos relativamente sencillos, no existen técnicas automáticas estándar
que, aplicadas a la información original, obtengan resultados discriminantes e inva-
riantes. En la mayoŕıa de los casos el diseñador debe disponer de un conocimiento
sobre el problema que le indique propiedades o atributos potencialmente útiles. Pos-
teriormente estas caracteŕısticas candidatas śı pueden ser evaluadas y seleccionadas
de manera automática.

Reconocimiento: en esta etapa se decide la categoŕıa más probable (dentro de un
conjunto preestablecido) a la que pertenece cada observación sensorial elemental ca-
racterizada por un vector de propiedades. El reconocimiento tiene un planteamiento
matemático bien definido y puede considerarse resuelto desde el punto de vista de
la teoŕıa de la decisión. Existen diferentes enfoques, entre los que destaca el pro-
babiĺıstico-estad́ıstico. Además, cuando el conjunto de propiedades obtenidas en la
etapa anterior es suficientemente discriminante, la complejidad de esta etapa se redu-
ce sensiblemente. En caso contrario, un diseño correcto del reconocedor contribuirá,
al menos, a disminuir la proporción de errores.

Interpretación: los conceptos elementales obtenidos en la etapa anterior se organizan
en una estructura espacio-temporal requerida por la aplicación. En algunos casos
existen algoritmos eficientes, pero en general se basan en algún tipo de búsqueda
heuŕıstica que trata de evitar la explosión combinatoria de interpretaciones alterna-
tivas. En problemas de percepción de bajo nivel esta etapa no suele ser necesaria.

Como vemos, existe una gran variedad en la naturaleza de cada etapa y en el tipo
de herramientas matemáticas e informáticas utilizadas para resolverlas. A medida que
la información avanza a través de la cadena de proceso las etapas tienden a estar cada
vez mejor definidas y a depender menos de la aplicación concreta, excepto la adquisición
inicial, que utiliza normalmente dispositivos estándar, y la interpretación, que produce el
resultado final del sistema.

Esta descomposición en subtareas aparentemente más sencillas, que se tratan de resol-
ver por separado, es una gúıa razonable para abordar el diseño de sistemas de reconoci-
miento. De hecho, la modularización es la manera habitual de atacar la complejidad. Pero
no debemos olvidar que las etapas están ı́ntimamente relacionadas unas con otras y no
es fácil resolverlas independientemente. Recordemos además que, excepto en casos muy
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simples, la información se mueve en los dos sentidos, ascendente y descendente. Una de las
causas de la naturaleza computacionalmente intratable de la percepción es la dificultad de
descomponerla en módulos bien definidos e independientes.

El éxito de un sistema de percepción artificial depende de la calidad y eficiencia que
podamos conseguir en las diversas etapas, principalmente en aquellas que dependen de la
aplicación concreta y no son fácilmente automatizables. El objetivo primordial es conseguir
sistemas de percepción capaces de operar satisfactoriamente en ambientes cada vez menos
controlados.

En la Figura 1.1 se muestran las etapas de un reconocedor de formas bidimensionales.
En esta tesis nos centraremos en este tipo de sistemas, más concretamente, en las etapas
de parametrización (es decir, supondremos que la figura está ya segmentada) y sobre todo
en la de reconocimiento.

1.3. Aproximaciones al reconocimiento

Se pueden encontrar dos aproximaciones a este problema, motivadas por la diversidad
de las tareas de reconocimiento que pueden abordarse: el reconocimiento estad́ıstico de
patrones (REP) [DH73] y el reconocimiento sintáctico de patrones (RSP) [Fu82] (también
llamado estructural).

El REP consiste en representar cada patrón mediante un vector de números resultantes
del muestreo y la cuantificación de las señales externas (vector de caracteŕısticas) y cada
clase por algún modelo obtenido a partir de uno o varios patrones prototipo. De este modo,
un patrón no es más que un punto en el espacio de representación de los patrones, que
es un espacio de dimensionalidad determinada por el número de variables consideradas.
Esta representación hace que sea sencillo aplicar sobre los objetos análisis estad́ıstico (de
ah́ı su nombre). Dado que existe variabilidad en las medidas registradas, cada componente
del vector es una variable aleatoria y cada uno de sus valores es una realización de esa
variable aleatoria.

La aproximación estad́ıstica no considera la relación entre diferentes patrones: en oca-
siones, patrones complejos pueden descomponerse recursivamente en patrones más simples
hasta llegar a componentes básicos (de forma similar a cómo un texto se descompone en
párrafos, frases, palabras y finalmente en letras). En el RSP la representación de los obje-
tos se realiza habitualmente mediante cadenas o estructuras más complejas como grafos o
árboles. Con esta aproximación, un patrón se describe en términos de sus elementos bási-
cos (elementos terminales) y unas reglas sintácticas (gramática) que especifican cómo se
pueden generar patrones válidos de una determinada clase. El problema se reduce entonces
a responder si un determinado patrón pertenece al lenguaje generado por una gramática.
Para el manejo de estas estructuras se pueden aplicar los resultados aportados por la teoŕıa
de lenguajes formales [AU73, HU79].

Hay que destacar que la frontera que separa ambas ramas es bastante difusa y que
algunas técnicas que se aplican de manera más habitual en una rama pueden adaptarse a
la otra. Incluso hay técnicas que hacen uso de ambas aproximaciones, téngase en cuenta
el caso de los modelos ocultos de Markov [Rab89].
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Adquisición
de la imagen

Preproceso
- Reducción de ruido
- Ajuste de contraste
- . . .

Segmentación
- Regiones conexas
- Contornos activos
- . . .

Parametrización

- Región
- Contorno
- . . .

Clasificación Recuperación

Reconocimiento

. . .

c0, c1, c2 . . .

...

delf́ın

Figura 1.1: Etapas de un sistema reconocedor de formas bidimensionales.
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Siguiendo tanto la aproximación de REP como la de RSP, el funcionamiento de un
sistema de RP es básicamente el mismo. Existe una primera fase de entrenamiento, en
la cual se le aportan al sistema los datos necesarios para que mediante un determinado
proceso, aprenda la naturaleza de cada una de las categoŕıas y/o el universo de posibles
interpretaciones. Tras esta fase, se puede pasar a la utilización del sistema, donde se
aporta un objeto desconocido y este, tras un proceso, responde a qué categoŕıa o clase
pertenece. Atendiendo a la forma del proceso que lleva a cabo el sistema de RP tanto en
la fase de entrenamiento (cómo representa la naturaleza de las categoŕıas) como en el uso
(cómo utiliza la representación de las categoŕıas para hacer el reconocimiento), se habla
entonces de métodos de reconocimiento paramétricos y de métodos de reconocimiento no
paramétricos.

En los métodos de reconocimiento paramétricos los modelos vienen descritos por va-
lores asignados a caracteŕısticas fundamentales (parámetros). Es decir, en la fase de en-
trenamiento se extraen a partir de los datos los parámetros de los modelos y en la fase de
reconocimiento se utilizan estos modelos para verificar la pertenencia o no del objeto a la
categoŕıa representada por el modelo.

Los métodos de reconocimiento no paramétricos se caracterizan por la ausencia de un
modelo basado en parámetros, ya que en este caso son los propios objetos (o prototipos)
los que actúan como modelos. De esta manera, el reconocimiento de un objeto se realiza
según el valor de la distancia entre este y los prototipos.

1.4. Problemas y aplicaciones en el reconocimiento de formas bidimensio-
nales

El reconocimiento de formas es estudiado de diferentes maneras. Dadas dos represen-
taciones de formas bidimensionales y una medida de disimilitud, podemos:

calcular la disimilitud entre estas dos formas,

para un umbral dado, decidir si la disimilitud es menor que este umbral,

para un umbral dado, decidir si existe una transformación tal que la disimilitud entre
la forma transformada y la otra es menor que este umbral,

encontrar la transformación que minimiza la disimilitud entre la forma transformada
y la otra.

Estos problemas juegan un papel importante en las siguientes categoŕıas de aplicación:

Clasificación: determinar si una forma dada, se acerca lo suficiente (por ejemplo,
utilizando una medida de disimilitud) a formas que han sido previamente etiquetadas
con la categoŕıa o clase a la que pertenecen, para decidir si esta pertenece a la
categoŕıa.

Agrupamiento: a partir de un conjunto de formas, determinar las clases o categoŕıas
de estas sin tener un conocimiento a priori.
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Búsqueda: para una imagen y una forma dadas determinar si la forma se encuentra
en la imagen e indicar su situación.

Recuperación: para todas las formas de una base de datos encontrar las que son más
similares a una forma dada. Si la base de datos es muy grande suele ser inabordable
calcular la similitud entre la forma dada y todas las que están en la base de datos.
Los denominados métodos de indexación excluyen grandes partes de la base de datos
antes de realizar la comparación.

Transformación: convertir una forma de manera que se alinee con la otra del mejor
modo. Es un problema de optimización y puede aplicarse a toda la forma o sólo a
una parte.

Aproximación: reconstruir la forma con pocos elementos (puntos, segmentos, etc.),
para obtener otra similar a la original.

En esta tesis abordaremos las aplicaciones: clasificación y recuperación de formas. A
lo largo de ella, cuando utilicemos los términos ((reconocimiento)) o ((reconocimiento de
formas)), nos estaremos refiriendo a ambas aplicaciones. En la recuperación de formas uti-
lizaremos técnicas no paramétricas y en la clasificación utilizaremos tanto no paramétricas,
como paramétricas.

1.5. Cadenas cı́clicas

A la hora de comparar dos formas bidimensionales nuestra representación de la forma
y nuestra disimilitud deben tener en cuenta invarianzas a muchas distorsiones, incluyendo
escalado, traslación, ruido, etc. La mayoŕıa de estas distorsiones son relativamente fáciles
de manejar, sin embargo, no importa qué representación utilicemos, se nos presenta un
problema que entraña cierta dificultad: la elección del punto inicial con el que represen-
tamos el contorno como secuencia. Este problema es especialmente acusado cuando las
formas pueden aparecer rotadas, pues ciertos heuŕısticos de selección del punto inicial se
ven seriamente afectados por esta transformación. En la Figura 1.5 hay dos parametriza-
ciones (utilizando el contorno) de la misma forma bidimensional, pero con una rotación
diferente. Aparecen también dos puntos iniciales que son los que seguramente produciŕıa
nuestro procedimiento de extracción del contorno (en este caso, el punto que está más arri-
ba y a la izquierda). Se puede ver que el orden de los datos parametrizados del contorno
cambiará drásticamente de acuerdo a la rotación y, por tanto, la comparación entre estos
carecerá de sentido.

Para solucionar el problema de la invarianza al punto inicial existen tres enfoques:
elección de una rotación de referencia, elección de caracteŕısticas invariantes a la rotación
y comparación de secuencias considerando todo posible punto inicial.

La idea de la elección de una rotación de referencia consiste en encontrar una rota-
ción canónica para todas las formas y, a partir de esta, seleccionar el punto inicial con
algún criterio definido. Sin embargo, es una técnica que se basa en heuŕısticos que suelen
fallar en dominios no restringidos y un buen alineamiento en la rotación es vital para
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(a) (b)

1

2

(c) (d)

Figura 1.2: Ejemplo de parametrización con contornos con puntos iniciales diferentes. (a) Forma
original. (b) Forma original que aparece rotada 90 grados. (c) y (d) Parametrizaciones del contorno
correspondientes, con la elección de punto inicial como el que está más arriba y a la izquierda,
etiquetados como ((1)) y ((2)), respectivamente.
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conseguir resultados adecuados. Como segundo enfoque tenemos la utilización de vectores
con caracteŕısticas invariantes a la rotación del contorno. Existen multitud de estas ca-
racteŕısticas incluyendo proporción entre el peŕımetro y el área, circularidad, elongación,
momentos, espectro de Fourier, etc. Pero en general y con la excepción del espectro de
Fourier, estos métodos ofrecen una discriminación muy pobre sobre las formas que dificulta
el reconocimiento de estas.

Los dos métodos anteriores no son satisfactorios en muchos dominios de aplicación. La
verdadera invarianza al punto inicial se consigue midiendo distancias con todos los posibles
puntos iniciales, es decir, utilizando el alineamiento por fuerza bruta. De aqúı surge el
concepto de cadena ćıclica. Las cadenas ćıclicas son cadenas de śımbolos o valores que
no tienen principio ni final, es decir, una cadena ćıclica modela el conjunto de todos los
posibles desplazamientos ćıclicos de una cadena y medir una distancia entre dos cadenas
ćıclicas seŕıa lo mismo que medir una distancia entre todos los posibles puntos iniciales de
las dos cadenas.

Existe mucho trabajo en el dominio de las cadenas y las distancias de edición (véase el
Caṕıtulo 3) en cuanto a las cadenas ćıclicas se refiere. Pero si nos encontramos con cadenas
de valores continuos y pretendemos conseguir invarianza al ruido y otras deformaciones,
estas técnicas no suelen dar buenos resultados. Otras técnicas suelen ser más adecuadas
en estos casos, como el alineamiento temporal no lineal [SK83] o los modelos ocultos de
Markov [Rab89] (introduciremos ambas técnicas en el Caṕıtulo 4). Sin embargo, no existe
demasiado trabajo que relacione estas técnicas con las cadenas ćıclicas. Esta tesis pretende
humildemente llenar un poco este vaćıo.

Primeramente, definimos el alineamiento temporal no lineal ćıclico (ATNLC) y un
método eficiente para su cálculo basado en la técnica algoŕıtmica divide y vencerás. Se
extiende trabajo similar en el campo de la edición de cadenas ćıclicas, pero detectando y
corrigiendo errores comunes en una adaptación náıf del algoritmo de Maes. Se incluyen
además diversas extensiones, como otras ponderaciones en las producciones y la normali-
zación de la distancia.

Proponemos también otras técnicas para acelerar este cálculo en tareas de reconoci-
miento. En primer lugar, si en nuestra tarea de reconocimiento tenemos categoŕıas, po-
demos utilizar el siguiente heuŕıstico. Seleccionar un buen punto de inicio de todas las
cadenas de cada categoŕıa en base a un buen representante de esta, utilizando el ATNLC,
de manera que, a la hora de realizar el reconocimiento, en la mayoŕıa de las ocasiones
sólo habrá que utilizar el alineamiento temporal no lineal (no ćıclico), reduciendo el cos-
te considerablemente. En segundo lugar, tenemos la aceleración con una técnica que se
basa en utilizar una cota inferior basada en una aproximación a la distancia ćıclica. Por
último, se aportan soluciones para utilizar AESA (Approximating and Eliminating Search
Algorithm), aun no siendo el ATNLC una métrica, algo necesario para la utilización de
este algoritmo. Además también introducimos un nuevo algoritmo que mejora el LAESA
(Linear AESA), al que hemos llamado LAESAEA (LAESA with Early Abandon).

En el terreno de los modelos ocultos de Markov (MOM) proponemos la utilización de
una topoloǵıa lineal como la mejor opción para el reconocimiento de contornos. Aportamos
extensiones a los algorimos de decodificación (algoritmo de Viterbi) y entrenamiento (al-
goritmos de Viterbi y Baum-Welch) para modelar las cadenas ćıclicas. Por último, vemos
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que el heuŕıstico comentado para el ATNLC también lo podemos utilizar con los MOMs
para acelerar el reconocimiento y el entrenamiento.

Hemos organizado la tesis de la siguiente manera:

Caṕıtulo 2. Comentamos el estado del arte en la parametrización y el reconocimiento
de contornos.

Caṕıtulo 3. Comentamos el estado del arte de las cadenas ćıclicas con las distancias
de edición.

Caṕıtulo 4. Comentamos el estado del arte en el reconocimiento de contornos con el
alineamiento temporal no lineal y los modelos ocultos de Markov.

Caṕıtulo 5. Presentamos un algoritmo eficiente para el cálculo del ATNLC.

Caṕıtulo 6. Presentamos diversas técnicas para la aceleración del ATNLC en tareas
de reconocimiento. Óptimas y aproximadas.

Caṕıtulo 7. Presentamos técnicas para la utilización de las cadenas ćıclicas con los
modelos ocultos de Markov.

Caṕıtulo 8. Realizamos un estudio experimental de las diferentes propuestas de la
tesis.

Caṕıtulo 9. Mencionamos las conclusiones, aportaciones de la tesis y futuras ĺıneas
de investigación.



Parte I

Estado del arte

11





Capı́tulo 2
Parametrización y reconocimiento de
formas bidimensionales con contornos

Pirate: ((So we’re taking all 15 of them? ))

Head Pirate: ((Well it wouldn’t be nice to separate them from their friends.))
Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

En este caṕıtulo presentaremos nuestra visión general y jerárquica sobre la parametri-
zación de formas bidimensionales y las metodoloǵıas que existen para su reconocimiento
utilizando contornos. Comentaremos también de una manera genérica, ya que es el pro-
blema principal de esta tesis y se abordan con más extensión en posteriores caṕıtulos, las
diferentes propuestas de la literatura para solucionar el problema de la invarianza al punto
inicial. Por último, mencionaremos los métodos que se suelen utilizar para la evaluación
de los sistemas de reconocimiento.

El problema del análisis de formas bidimensionales ha sido abordado por muchos in-
vestigadores por lo que hay una gran cantidad de trabajo en la literatura. No ha sido fácil
distribuir los métodos de una manera jerárquica. Es muy posible que en algunos casos,
tanto métodos de parametrización como de reconocimiento tengan también cabida en otras
posiciones de la jerarqúıa, o fuera de ella. Hemos considerado pues, que esa era la mejor
posición o por lo menos la más común. El lector puede referirse a libros estándar de la lite-
ratura para más información sobre procesamiento digital de formas [GW92, Jäh01, Jai89]
y reconocimiento de patrones [Bis06, DH73, DHS01]. Existen también art́ıculos con buenas
revisiones sobre el tema [Kin03, Lon98, VH01, ZL04].

2.1. Introducción

Parametrizar una forma bidimensional significa extraer las caracteŕısticas de esta para
describir cualitativa o cuantitativamente sus propiedades importantes. Este conjunto de
caracteŕısticas extráıdas de una forma, a las que llamaremos ((descriptor)), pueden no ser
suficientes para reconstruirla. En el caso de que sean suficientes a esta extracción se le

13
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llama representación de la forma1.
Los métodos para parametrizar formas pueden clasificarse como:

Descriptores de región: aquellos que se basan en caracteŕısticas de la región que
ocupa la forma.

Descriptores de contorno: aquellos que se basan en el contorno exterior de la forma
(véase la Sección 2.2).

Del mismo modo para reconocer estas formas, utilizando sus descriptores, necesitare-
mos de un método de reconocimiento (véase la Sección 2.3):

Métodos estad́ısticos no paramétricos: basados en distancias y en un conjunto de
prototipos. Siendo estos los más utilizados en el reconocimiento de formas debido a
su sencillez y buenos resultados.

Médodos estad́ısticos paramétricos: basados en el entrenamiento de un modelo con
un conjunto de prototipos.

La efectividad de un sistema reconocedor de formas dependerá, en gran medida, del
descriptor y del método de reconocimiento de estos descriptores. Para este fin, existen
algunos criterios que deben de ser considerados (en la Sección 2.5 veremos métodos para
evaluar algunos de estos criterios, directa o indirectamente):

Unicidad: una forma necesita ser representada de manera única, de otro modo, la
forma reconocida puede no ser similar a la que se pretende identificar.

Invarianza: es muy recomendable que el descriptor y el método utilizado para medir
la similitud sean invariantes a transformaciones geométricas, ruido u otras deforma-
ciones.

Estabilidad: las pequeñas variaciones en la forma harán que tanto la representación
como la medida se vean afectados de igual manera con pequeñas variaciones.

Escalabilidad: la capacidad de discriminación del descriptor y del método de com-
paración no deben verse afectados (o al menos no demasiado) por la cantidad de
formas que tengamos.

Eficiencia: la obtención del descriptor y el método de comparación deben de ser
computacionalmente eficientes. Idealmente permitirán trabajar en tiempo real.

Compacidad: el descriptor debe ser compacto para un almacenamiento eficiente.

Debido a que la presente tesis está centrada en los métodos basados en contornos (más
concretamente en la invarianza al punto de inicio de estos), no veremos en este caṕıtulo
los descriptores de región.

1Por simplicidad, en este documento, utilizaremos ambos términos para referirnos al mismo concepto.
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2.2. Descriptores de contorno

Como su nombre indica estos descriptores sólo utilizan la información del contorno de
la figura. Las propiedades del contorno son muy importantes para la percepción humana
en cuanto a la búsqueda de similitud y reconocimiento de formas. La mayoŕıa de autores
que estudian los sistemas de percepción visual del ser humano están de acuerdo en lo
significativos que son los puntos de mucha curvatura [Att54, Mar76]. Los experimentos
psicológicos sugieren que las esquinas tienen un alto grado de contenido informativo y, al
describir una figura, las esquinas corresponden a puntos de mucha curvatura. Por lo tanto,
el contorno de la forma contiene más información que el interior de esta, en términos de
percepción.

Muchas de las parametrizaciones descritas a continuación pueden utilizarse también
combinadas. Por ejemplo, los métodos de selección de puntos (véanse las Secciones 2.2.4,
2.2.5 y 2.2.7) nos ofrecen una descripción de la forma con coordenadas que pueden utili-
zarse directamente con algunos métodos de reconocimiento, pero es muy común también
utilizarlos para hacer una selección de puntos previa, cuando el número de puntos del
contorno es muy grande, para evitar una parametrización o reconocimiento muy costo-
sos [BMP02, AO04, ARKF07].

2.2.1. Descriptores simples

Existe un gran número de descriptores basados en un enfoque heuŕıstico y/o topológico
en los que la forma se describe con un escalar. Estos no permiten la reconstrucción de esta
a partir de ellos, pero pueden ofrecer buenos resultados describiendo formas simples en
entornos muy restringidos. Por otro lado, también nos pueden servir como un primer filtro
muy rápido para descartar formas. Algunos de estos descriptores son los siguientes:

Peŕımetro: longitud del contorno de la forma.

Rectangularidad: proporción entre el área y el área de la caja circundante (bounding
box ) de la forma. La caja circundante es el rectángulo de menor área que contiene a
la forma.

Circularidad: proporción entre el área y un ćırculo con el mismo peŕımetro que la
forma.

Elongación: proporción entre la longitud y la anchura de la caja circundante de la
forma.

Orientación del eje mayor: el ángulo entre el eje mayor y el eje x. Siendo el eje mayor
de una forma la ĺınea recta que une los dos puntos más alejados del contorno.

Excentricidad: proporción entre el eje mayor y el menor. Siendo el eje menor la ĺınea
perpendicular al eje mayor y la longitud de estos ejes la parte del eje que queda
dentro de la forma.
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2.2.2. Funciones unidimensionales

El contorno de una forma bidimensional, definido por una cadena de puntos, puede
ser representado utilizando una función real o compleja de una dimensión con los métodos
que se describen a continuación.

2.2.2.1. Funciones paramétricas

Considerando que el contorno de la figura F está en el espacio eucĺıdeo. Todo punto
pi(x(i), y(i)) del contorno puede ser identificado con el valor i, con 0 ≤ i < m (donde m
es el número de puntos del contorno de la forma o su peŕımetro, dependiendo de estar en
un espacio discreto o continuo), en el sentido contrario a las agujas del reloj2. Un punto
que se mueve a lo largo del contorno genera una función que puede ser representada de
manera paramétrica como c(i) = (x(i), y(i)).

Todo punto pi puede expresarse en coordenadas polares (d(i), θ(i)). Un punto que se
mueva a la largo del contorno genera una función que puede ser representada de manera
paramétrica como τ(i) = (d(i), θ(i)).

Finalmente, si consideramos que la figura está en el plano complejo. Todo punto pi
tiene sus coordenadas complejas z(i) = x(i) + jy(i). Un punto que se mueve a lo largo del
contorno genera una función compleja z(i).

Nótese que las tres funciones de contorno son equivalentes. Es decir, cuando conocemos
una de las variantes se pueden calcular fácilmente las demás:

z(i) = x(i) + jy(i)

c(i) = (Re(z(i)), Im(z(i)))

τ(i) = (|z(i)|, arg(z(i)))

c(i) = (|d(i)| cos(θ(i)), |d(i)| sen(θ(i)))

En la Figura 2.1 se muestran ejemplos de una forma descrita de los tres modos. Estas
funciones no son invariantes a la traslación de la forma, no son invariantes al escalado, y
dependen de la orientación de F y del punto de inicio del contorno.

En algunas ocasiones es útil normalizar estas funciones con respecto al peŕımetro, con lo
que el peŕımetro queda definido entre [0, 2π] (también es habitual una normalización entre
[0, 1]). El peŕımetro es normalizado definiendo t = 2πi/m y las funciones son normalizadas
como c∗(t) = c(tm/(2π)), τ∗(t) = τ(tm/(2π)) y z∗(t) = z(tm/(2π)).

2En este documento, todos las cadenas que describan un contorno seguirán este criterio a menos que se
indique lo contrario.
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Figura 2.1: (a) Función compleja z(i). (b) Función paramétrica c(i) = (x(i), y(i)). (c, d) Función
paramétrica τ(i) = (d(i), θ(i)).
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2.2.2.2. Radio-vector

Es una función que se utiliza frecuentemente [dBDLP98, Lon98, ZL02]. Si queremos
obtenerla, en primer lugar, tendremos que escoger un punto de referencia O. Este suele
ser el centro de masas O = (x̄, ȳ) (a este caso se le conoce como distancia al centroide),
pero también puede ser otro punto f́ısicamente importante. A continuación, se calcula la
función utilizando:

r(i) = ([x(i)− x̄]2 + [y(i)− ȳ]2)1/2.

La función r(i) es invariante a la traslación. La rotación de la forma produce un
desplazamiento ćıclico y el escalado cambia r(i) linealmente.
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Figura 2.2: Ejemplo de la función radio-vector. (a) Contorno de la figura. (b) Su correspondiente
función radio-vector.

2.2.2.3. Ángulo de la tangente

A menudo se utiliza como descriptor el ángulo de la tangente a lo largo del con-
torno [AcH+91].

Para su obtención, se sitúa un puntero en p0 siendo el ángulo de la tangente en ese
punto igual a 0. Si el puntero se mueve a lo largo del contorno, cambia su dirección de
manera que siempre está en la dirección de la tangente, donde su orientación es dada por
la dirección del movimiento. El ángulo dado por la dirección del puntero en pi viene dado
por

φ(i, k) = arctan
y(i)− y(i− k)
x(i)− y(i− k)

,

donde k es el tamaño de ventana. Un ejemplo puede verse en la Figura 2.3.
Algunas veces es útil normalizar la función φ(i) definiéndola entre [0, 2π]. Para rea-

lizarlo seguiremos el siguiente procedimiento. El peŕımetro es normalizado definiendo
t = 2πi/m y φ(i) es normalizado como φ∗(t) = φ(mt(2π)−1) + t donde 0 ≤ t ≤ 2π y
φ∗(0) = φ∗(2π) = 0.
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Figura 2.3: (a, b) Definición de la función ángulo de la tangente φ(i) de la forma.

La función φ∗(t) es invariante a la traslación y cambios de tamaño en la figura. No
depende de la orientación de la figura y es también una función periódica, con periodo 2π.

2.2.2.4. Curvatura

Se pueden dar tres definiciones diferentes de la curvatura [JdFC95, LS90, MM92]:

curvatura continua basada en la orientación,

κ(i) = φ′(i); (2.1)

curvatura continua basada en el camino,

κ(i) =
x′(i)y′′(i)− x′′(i)y′(i)

(x′(i)2 + y′(i)2)3/2
; (2.2)

curvatura continua basada en el ćırculo asociado,

κ(i) =

{
+ 1
ρ(i) si el contorno es localmente convexo,

− 1
ρ(i) si el contorno es localmente cóncavo,

siendo ρ(i) el radio de la circunferencia que más se asemeja a la curva en el punto i.

Las tres definiciones son equivalentes en el caso continuo pero no en el discreto. El
uso de segundas derivadas produce que el cálculo de la curvatura sea impracticable con
curvas discretas. De modo que se debe de hacer algún tipo de suavizado sobre las curvas
antes de aplicar (2.2), como por ejemplo, un suavizado gaussiano [MM86]. En la Figura 2.4
podemos ver un ejemplo.

La función curvatura puede ser calculada como la derivada de la función ángulo tan-
gente (2.1). Para prevenir el ruido causado por las fluctuaciones de los contornos se puede
aplicar también un suavizado, simplemente utilizando una ventana k adecuada al calcular
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Figura 2.4: Función curvatura κ(i) de la Figura 2.2a, después de aplicarle un suavizado gaussiano.

la función ángulo tangente (Sección 2.2.2.3). Podemos definir aśı la k-curvatura, en un
punto del contorno, como

κ(i, k) = φ(i, k)− φ(i+ k, k).

La curvatura tiene las mismas propiedades a las mencionadas para la función de ángulo
de la tangente. Algunas caracteŕısticas geométricas del contorno están relacionadas con
la curvatura. Por ejemplo, las esquinas están localizadas en partes del contorno donde la
curvatura es muy alta.

Otro atributo asociado a la curvatura es la enerǵıa (bending energy):

E =
1
m

∫ m

0
|κ(i)|2di,

donde m es el número de puntos o peŕımetro del contorno.

2.2.3. Códigos de Freeman o de cadena

Los códigos de cadena fueron introducidos por Freeman [Fre74]. En este enfoque, el
contorno es representado por una cadena de vectores de longitud uno y un conjunto de
posibles direcciones. Escogiendo un punto inicial, el código de cadena puede ser generado
utilizando cuatro u ocho direcciones como puede verse en la Figura 2.5. Un código de
cadena con N direcciones es también posible [SF81].

Aunque la derivada del código de cadena [GW92] (en el caso de la Figura 2.5c, el código
de cadena es 0101012223333 y su derivada seŕıa 113131100100) pueda parecer invariante
a las rotaciones, esto no es cierto ya que sólo es invariante a rotaciones múltiplo de π/2
radianes, y en general, el código de contorno depende de la orientación de la rejilla (nos
referimos a una rejilla montada por nosotros o a la autoimpuesta por los ṕıxeles). Una
manera de evitar este problema es utilizando una rejilla que esté orientada con el eje mayor
(definido en la Sección 2.2.1). Para resolver el problema del punto inicial se puede utilizar
lo que es conocido como shape number, definido como el número menor que podemos
formar con un desplazamiento ćıclico de la representación de la derivada. En el caso de la
Figura 2.5(c), el shape number seŕıa: 001001313101. A pesar de todas estas mejoras, estos
métodos son muy sensibles al ruido.
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Figura 2.5: (a) Esquema de numeración de código de cadena para 4 direcciones. (b) Para 8
direcciones. (c) Código de cadena de 4 direcciones de una figura simple.

2.2.4. Aproximación equidistante

La aproximación equidistante se obtiene simplemente dividiendo el número de pun-
tos por la cantidad de puntos que queremos obtener en la selección, para determinar el
intervalo y con este intervalo realizar la selección.

Aunque puede utilizarse con algunos métodos de reconocimiento, es más frecuente
utilizar esta aproximación como paso previo a otras parametrizaciones, con el objetivo de
reducir y normalizar el número de puntos para todas las formas [BMP02, AO04, ARKF07].

2.2.5. Aproximación poligonal

La aproximación poligonal es uno de los principales métodos para representar con-
tornos [Lon98]. La idea principal consiste en eliminar puntos del contorno seleccionando
puntos de corte basándose en algún criterio de aproximación, como el error mı́nimo, el
poĺıgono con menor peŕımetro o el área de poĺıgono máxima, entre otros.

El problema puede ser formulado de dos maneras:

Problema de mı́nima distorsión: dado un contorno de n puntos, aproximarlo con un
poĺıgono de m de vértices de manera que se minimice el error de la aproximación.

Problema de mı́nimo número de puntos: dado un contorno de n puntos y dado un
error ε, aproximar este contorno con un poĺıgono minimizando el número de vértices
m.

En la literatura se conocen también como min-ε y min-# [KF07], respectivamente.
Estos problemas pueden ser resueltos con algoritmos de programación dinámica [PV94,

CC96]. Existen también soluciones basadas en el algoritmo de búsqueda A* [Sal01].
Estos algoritmos tienen un coste elevado y es por esto que existen métodos basados en

heuŕısticos para acelerar el proceso [HL02, KF07] que obtienen resultados subóptimos.

2.2.6. Aproximación con splines

La función paramétrica del contorno c(i) puede dividirse en segmentos finitos. Cada
uno de estos segmentos de curva puede ser aproximado con un polinomio [FvD96].
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Las B-splines uniformes aproximan series de m+ 1 puntos de control (p0, . . . , pm,m ≥
3) con una curva de m−2 segmentos polinómicos cúbicos Q3, . . . , Qm. De este modo, para
m = 3, Q3 se define con p0, . . . , p3, Q4 se define con p0, . . . , p4, y aśı sucesivamente:

Qk(i− ik) =
(1− i)3

6
pk−3 +

3i3 − 6i2 + 4
6

pk−2

+
−3i3 + 3i2 + 3i+ 1

6
pk−1 +

i3

6
pk.

Qk y Qk+1 son continuos en ik. Los puntos de unión ik entre Qk y Qk+1 se llaman
knots. En el caso de las B-splines uniformes, los knots son equidistantes.

Por otro lado, existen las β-splines que requieren dos parámetros adicionales, β1 y β2,
que proporcionan mayor control sobre la curva. Otras curvas cúbicas paramétricas que son
utilizadas para aproximar contornos son las curvas de Bezier, las de Hermite, las B-splines
no uniformes y los polinomios cúbicos racionales [FvD96].

2.2.7. Transformada de Fourier

La transformada de Fourier es uno de los métodos más utilizados en el análisis de
formas [DH73, GW92, Jai89, PF77, ZL05].

Una función periódica continua y diferenciable f(x) definida en [0, 2π] (que puede ser
cualquiera de las funciones unidimensionales mencionadas en secciones anteriores), puede
ser aproximada con series de Fourier (en su forma compleja):

f(x) =
∞∑

k=−∞
cke

jkx, (2.3)

donde

ck =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−jkx dx, (2.4)

ck =
1
2

(ak − jbk),

es decir, la transformada de Fourier (2.4) y la transformada inversa de Fourier (2.3) para
volver a la señal original. En nuestro caso, utilizaremos la transformada discreta de Fourier
(DFT) y teniendo en cuenta que la función f(i) está definida entre [0,m],

ck =
1
m

L∑
i=0

f(i)e−jki2π/m,

siendo la transformada inversa,

f(i) =
m/2∑

k=−m/2

cke
jki2π/m.
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La función ck está comprendida entre [−m/2,m/2]. Cada término de las series de

Fourier se llama armónico y Ak =
√
a2
k + b2k es la potencia del armónico. La secuencia

formada por todos los Ak se llama espectro de potencia (véase la Figura 2.6).
En ocasiones es suficiente considerar sólo las frecuencias más bajas, es decir, quedarnos

sólo con los primeros Ak/A0. Con ello conseguimos dos cosas, eliminar ruido o detalles de
alta frecuencia que no nos interesan y disminuir el número de componentes. Para ello,
primero aplicamos la transformada de Fourier, seleccionando un número determinado de
componentes de la transformada (que equivale al número de puntos que queremos para
representar la función) y finalmente se aplica la transformada inversa. El algoritmo FFT
(fast Fourier transform) realiza esto en tiempo O(m logm). En la Figura 2.7 puede verse
el resultado: una función radio-vector aparece suavizada, con muchos menos puntos y
conservando el parecido con la señal original.
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Figura 2.6: (a) Espectro de potencia normalizado Ak/A0 para la función radio-vector mostrada
en la Figura 2.2b. Sólo vemos una de las partes, la que se encuentra entre [0,m/2].
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Figura 2.7: Función radio-vector de la Figura 2.2 después de pasarle el filtro paso bajo, seleccio-
nando las 30 primeras componentes y normalizando con respecto a c0.

Otra forma de tratar las formas bidimensionales con la DFT es el uso de los descriptores
de Fourier (DF). Estos se consiguen aplicando la DFT sobre la representación del contorno
con complejos: z(i) = x(i)+jy(i), tal como puede verse en la Figura 2.8a. Del mismo modo
que se ha explicado en párrafos anteriores también podemos realizar una selección de
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frecuencias para reducir el número de puntos en la forma bidimensional. En la Figura 2.8b
podemos ver un ejemplo donde hemos pasado de 3058 puntos a 64.
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Figura 2.8: (a) Representación de la figura original en el plano complejo. (b) Selección de 64
puntos utilizando Fourier.

Con los DF, en el espacio frecuencial, podemos realizar operaciones que se convierten
en transformaciones geométricas en el dominio espacial [BCP05]. Si la figura se ve afectada
por una traslación el único coeficiente de Fourier que se verá afectado es el correspondiente
a k = 0. Un cambio de escala del contorno de la figura por un factor α produce un escalado
en los coeficientes, c′k = αck (donde ck y c′k son los coeficientes de Fourier del contorno
original y el escalado, respectivamente). La rotación del contorno por un ángulo θ0 causa
un desfase de θ0, ck = cke

jθ0 . Cambiando el punto de inicio del contorno resulta en una
modulación de los coeficientes, c′k = cke

jki02π/m donde i0 es el nuevo punto de inicio.

2.2.8. Espacio de escala de curvatura

El espacio de escala de curvatura (en inglés, curvature scale space, CSS) propuesto por
Mokhtarian y Mackworth [MM86, MM92] es utilizado por el estándar MPEG-7 [Bob01,
MB03] para representar y comparar contornos. El método parte de una representación
paramétrica del contorno:
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Γ = {(x(i), y(i))|i ∈ [0, 1]}.
Entonces, cada curva 1-D es convolucionada con diferentes gaussianas incrementando

el valor de la desviación estándar σ (nivel de escala), con lo que se suaviza gradualmente
el contorno para diferentes niveles de escala:

X(i, σ) = x(i) ∗ g(i, σ), Y (i, σ) = x(i) ∗ g(i, σ).

Para cada escala, la curvatura de cada punto del contorno es obtenida con

κ(i, σ) =
x′(i, σ)y′′(i, σ)− x′′(i, σ)y′(i, σ)

(x′(i, σ)2 + y′(i, σ)2)3/2
. (2.5)

Igualando (2.5) a cero, encontramos los puntos de inflexión que corresponden a cada
escala. Con estos puntos podemos dibujar una imagen, llamada imagen CSS (véase la
Figura 2.9). Esta imagen nos muestra los puntos finales de los segmentos cóncavos a lo
largo del contorno (el eje horizontal) para cada escala (el eje vertical). A medida que la
escala se incrementa, el efecto de suavizado es mayor y el número de puntos de inflexión
decrece hasta que el contorno es totalmente convexo.

Para comparar dos contornos se utilizan los puntos máximos [AMK99] (véase la Fi-
gura 2.9(b)). Los contornos de la imagen CSS que están por debajo de un umbral no se
tienen en cuenta ya que se les considera producto del ruido.

Esta representación es invariante a la escala, rotación y traslación. El método exhibe
también cierta robustez ante transformaciones afines [AM01]. Sus principales limitaciones
incluyen el que solo representa los segmentos cóncavos y que no es capaz de discriminar
concavidades superficiales de las profundas. Por ejemplo, las figuras totalmente convexas
como los cuadrados y triángulos tienen la misma imagen CSS, el vaćıo. Otra desventaja
es el requerimiento de tener que calcular, en algunos casos, un número excesivo de escalas
(más de 300).

2.2.8.1. Multi-scale convexity concavity

En [AO04], Adamek et al. proponen otro método multi-escala parecido al espacio de
escala de curvatura (descrito en la Sección 2.2.8), pero utilizando una nueva medida para la
curvatura basada en el desplazamiento relativo de los puntos del contorno con respecto a la
posición en la escala de suavizado anterior. La idea se basa en la observación de que cuando
se le aplica un suavizado a un contorno, los puntos convexos y cóncavos se mueven hacia
dentro y hacia fuera, respectivamente. La cantidad de desplazamientos refleja el grado de
curvatura. De este modo, cada punto está representado por un vector de desplazamientos.

2.2.9. Wavelets

Los wavelets han sido utilizados en multitud de aplicaciones. La razón de esto es por-
que es una poderosa herramienta matemática que nos proporciona localizaciones tiempo-
frecuencia de señales y una representación jerárquica de estas.
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Figura 2.9: (a) Figura original y suavizados (de arriba a abajo) para valores de σ, 40, 60, 80 y
100. Los puntos de inflexión están marcados con el śımbolo ((+))). (b) Imagen CSS. Los puntos
máximos están marcados con el śımbolo ((•))).
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La señal es pasada por filtros pasa-bajos y pasa-altos y de esta manera se separan las
porciones de la señal de alta frecuencia de aquellas de baja frecuencia. Las componentes
de baja frecuencia son las que otorgan a la señal la mayor parte de la información, las de
alta se encargan de incorporar caracteŕısticas más particulares. A partir de la señal S, con
los filtros pasa-bajos se obtiene la señal A (aproximaciones) y a la salida de los pasa-altos
la señal D (detalles). Se puede iterar el proceso de filtrado hasta llegar al nivel de precisión
que se desee, obteniéndose un árbol de descomposición (véase la Figura 2.10).

S

A1

A2

A3 D3

D2

D1

Figura 2.10: Árbol de descomposición wavelet en tres niveles.

Los coeficientes de la transformada wavelet han sido utilizados en [CK96, KBKNP96],
como descriptores para el reconocimiento de formas. Otro enfoque se realiza en [AW99,
TB95, KB02], donde los wavelets les sirven para obtener funciones invariantes a transfor-
maciones afines. Por último, en [ERKA04, ERAK+05], se propone un descriptor de formas
multiescalar basado en wavelets, de donde se sacan momentos invariantes para cada nivel.
Un ejemplo de esta descomposición con wavelets para una forma se puede ver en la Figu-
ra 2.11, en la que se obtienen 3 niveles. Quedando las aproximaciones a la izquierda y los
detalles a la derecha.

Figura 2.11: Ejemplo de descomposición wavelet en tres niveles de un contorno.
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2.2.10. Representaciones estructurales

La representación de las formas se realiza aqúı mediante cadenas, grafos o árboles [Fu82,
GT78], descomponiendo el objeto en primitivas simples. El objetivo es conseguir una
descripción recursiva o jerárquica a partir de estas primitivas.

En la Figura 2.12 se puede ver un ejemplo simple, donde el cromosoma quedaŕıa des-
crito por la cadena ((babcbabdbabcbabd)). La categoŕıa de estos cromosomas podŕıa repre-
sentarse con la siguiente gramática:

G = ({S,A,B}, {a, b, c, d}, S, P ), P = {S → AA,A→ BcBd,B → bBb,B → a}.

Figura 2.12: Descripción de un cromosoma con los elementos terminales: a, b, c y d.

La principal ventaja de utilizar estos métodos radica en poder usar las técnicas de
comparación sintácticas (véase la Sección 2.3.5). Ahora bien, una de los problemas en la
descomposición de formas es el problema de la definición de las componentes. El resultado
de la descomposición no siempre corresponde a la idea intuitiva humana de la represen-
tación de la forma. Además, los resultados no son siempre únicos. La descomposición de
formas similares puede obtener árboles muy diferentes. En muchos casos, la derivación
de la descomposición es costosa con una complejidad computacional relativamente alta
comparada con otros métodos.

2.2.11. Puntos con información global

En esta sección agrupamos unos descriptores de contorno que como caracteŕıstica
común tienen para cada punto (del contorno de la figura) un vector con información
relativa de este con respecto a los demás puntos, es decir, información global. Por tanto,
las cadenas obtenidas se componen t́ıpicamente de elementos de varias dimensiones.

2.2.11.1. Shape contexts

En [BMP02], Belongie et al. presentaron los shape contexts, obteniendo buenos resul-
tados en clasificación y recuperación de formas. En su aproximación la forma se describe
como una distribución espacial de puntos. Dado un conjunto de puntos x que describen la
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Figura 2.13: (a) Diagrama del espacio log-polar para la obtención de los histogramas. Cinco
bins para log(r) y 12 para θ. (b) y (c) Histogramas correspondientes de las formas en los puntos
marcados.

forma, el shape context en el punto xi se define como el histograma hi de las coordenadas
relativas de los m− 1 puntos restantes3:

hi(s) = #{xj : j 6= i, xj − xi ∈ bin(s)},
donde los bins son unas divisiones uniformes del espacio log-polar centrado en el punto xi
(véase la Figura 2.13a). En las Figuras 2.13b y 2.13c vemos como dos formas parecidas
tienen histogramas similares en puntos similares.

Esta descripción del contorno como un conjunto de histogramas es invariante a la
traslación. Es posible también conseguir invarianza al escalado normalizando las distancias
radiales por la distancia media entre todos los pares de puntos de la forma. La invarianza a
la rotación se consigue rotando el espacio log-polar con respecto a la tangente del contorno.

2.2.11.2. Beam angle statistics

El principal problema de la k-curvatura (Sección 2.2.2.4) es la selección de un valor
para k que discrimine lo suficiente entre las formas a reconocer. Existen métodos para
seleccionar este valor [AD97, UBS02], no obstante, en algunas ocasiones un sólo valor de
k no es suficiente para conseguir esta discriminación.

Para resolver este problema el método presentado en [AYV03] utiliza todos los valores
de k, y trata, para cada punto, estas curvaturas como una variable aleatoria, de manera
que el descriptor está formado por momentos de estas variables. Es decir, en cada punto
se obtienen todas las k-curvaturas posibles y se calculan los momentos centrales de estas.
Los momentos de orden 1, 2 y 3 son los siguientes:

Γ1(i) =
1

N
2 − 1

N
2∑

k=1

κ(i, k),

Γ2(i) =

√√√√√ 1
N
2 − 1

N
2∑

k=1

|κ(i, k)− Γ(i)|2,

3El carácter ((#)) significa el número o cantidad.
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Γ3(i) =
3

√√√√√ 1
N
2 − 1

N
2∑

k=1

|κ(i, k)− Γ(i)|3.

Los momentos describen el comportamiento estad́ıstico de las k-curvaturas en los pun-
tos. Cada punto es entonces representado por un vector cuyas componentes son los mo-
mentos.

2.2.11.3. Área del triángulo

La representación del área del triángulo (triangle area representation, TAR), se propone
en [ARKF07].

Estos triángulos se forman para cada punto i, con la terna (xi−ts , yi−ts), (xi, yi), y
(xi+ts , yi+ts), donde ts es el incremento del ı́ndice y va de 1 a Ts = m

2 − 1, siendo m el
número de puntos del contorno. Por ejemplo, en el caso de que tuviéramos 100 puntos
en el contorno, se calculaŕıan 49 áreas de triángulos para cada punto. En la Figura 2.14
podemos ver ejemplos de estos triángulos.

El área del triángulo se puede calcular con

TAR(i, ts) =
1
2

∣∣∣∣∣∣
xi−ts yi−ts 1
xi yi 1
xi+ts yi+ts 1

∣∣∣∣∣∣ .
Los valores positivos, negativos y ceros corresponden a partes convexas, cóncavas y

rectas, respectivamente.
Cada punto es entonces representado por un vector de valores formado por todas las

áreas del triángulo para todos los posibles ts.

2.3. Reconocimiento

Como se vio en la Sección 2.1, podemos diferenciar dos métodos de reconocimiento los
paramétricos y los no paramétricos.

En los métodos de reconocimiento paramétricos los modelos vienen definidos por una
serie de parámetros que hay que aprender. En la fase de entrenamiento se extraen a partir
de los datos los parámetros de los modelos y en la fase de reconocimiento se utilizan estos
modelos para verificar la pertenencia o no del objeto a la categoŕıa representada por el
modelo. El método paramétrico por excelencia es el método bayesiano [DH73], en el que
el modelo es una distribución estad́ıstica. Aśı, en la fase de entrenamiento se estiman
los parámetros de la distribución que siguen los datos de cada categoŕıa y en la fase de
reconocimiento se utilizan estas distribuciones para saber con qué probabilidad pertenece
el objeto a una cierta categoŕıa, teniendo también en cuenta la probabilidad a priori.

Los métodos de clasificación no paramétricos se caracterizan por la ausencia de un
modelo basado en parámetros, ya que en este caso son los propios objetos proporcionados
en la fase de entrenamiento (o prototipos) los que actúan como modelos. El método no
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i

ts = 1
ts = 2

ts = 10

ts = 20

Figura 2.14: Ejemplo de triángulos para un punto i, a partir de una selección previa de puntos
equidistante sobre la forma (véase la Sección 2.2.4). Se ilustran los triángulos para 4 valores de ts,
1, 2, 10 y 20.

paramétrico más conocido y utilizado es la regla de los k vecinos más próximos (k nearest
neighbours, k-NN). Es un método extremadamente simple pero que proporciona excelentes
resultados y se basa en una medida de disimilitud o distancia entre los objetos. De esta
manera, un objeto se clasifica en una categoŕıa u otra según el valor de la distancia entre
este y los prototipos. Cuando los objetos son representados con vectores numéricos, una
medida de distancia muy usual es la distancia eucĺıdea. No obstante, si los objetos se re-
presentan con cadenas, la elección de la medida de disimilitud es un tema más complicado,
ya que estas no tienen una representación en el espacio eucĺıdeo y, por tanto, requieren de
la definición de otro tipo de distancias.

A continuación mencionaremos, sobre todo, distancias o medidas de disimilitud para
ser utilizadas con los métodos no paramétricos. En cuanto a los métodos paramétricos
sólo vamos a hacer mención de los modelos ocultos de Markov [Rab89], que son quizás el
método probabiĺıstico por antonomasia para el modelado estad́ıstico de cadenas.

2.3.1. Distancias

Una distancia es una función que cuantifica la disimilitud entre dos patrones que
describen una forma. De manera que, para reconocer formas bidimensionales, es necesario
medir la disimilitud entre la forma y los prototipos de la base de datos.

Dado un conjunto de patrones, S = {x, y, z}, una distancia, d : S × S → R, es una
métrica si cumple las siguientes propiedades:

1. d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (identidad),

2. d(x, y) > 0 si x 6= y,

3. d(x, y) = d(y, x) (simetŕıa),
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4. d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (desigualdad triangular).

El ser una métrica es útil en muchas aplicaciones. Sobre todo porque permite acelerar
el reconocimiento con el indexado en bases de datos.

Una distancia que satisface las tres primeras propiedades y viola la desigualdad trian-
gular se conoce como semimétrica.

Muchos estudios de psicoloǵıa concluyen que la percepción humana no obedece las pro-
piedades de una métrica [AG88, Tve77]. Un ejemplo es la simetŕıa: la percepción humana
no siempre encuentra que una forma a es similar a otra b del mismo modo en que b se
parece a a. En particular, una variante a de un prototipo b se juzga frecuentemente más si-
milar a b que viceversa [Tve77]. Por ejemplo, una elipse puede ser percibida de manera más
similar a un ćırculo (puede ser un ćırculo estirado) que un ćırculo a una elipse [BCGJ95].
Además, la desigualdad triangular no encaja con cómo un humano comparaŕıa formas.
Este hecho se ilustra en la Figura 2.15, donde las formas a y b son similares, es decir,
en cierto modo d(a, b) es pequeña. Del mismo modo, d(b, c) es pequeña. Mientras que las
formas a y c son muy diferentes, es decir, d(a, c) es una distancia grande. Con lo que,
d(a, b) + d(b, c) < d(a, c), que viola la desigualdad triangular. Es por esto que algunos
investigadores defienden que el uso de una métrica no es adecuado para el reconocimiento
de formas [VH01].

(a) (b) (c)

Figura 2.15: Ejemplo que muestra cómo el juicio humano no atiende a la desigualdad triangular.

A continuación se comentan una serie de distancias para comparar conjuntos o secuen-
cias de puntos, la mayoŕıa de las cuales no son métricas. En lo que sigue, x e y serán dos
conjuntos o cadenas de puntos en Rk, siendo sus tamaños m y n, respectivamente.

2.3.1.1. Distancia de Minkowsky

Dados dos puntos xi e yj (de los conjuntos o cadenas x e y) pertenecientes a RK , la
distancia de Minkowsky (o distancia Lp) se define como

d(xi, yj) =

(
K∑
k=0

|xik − yjk|P
)1/P

.

Para P = 1, se llama distancia de Manhattan. Para P = 2, se conoce como distancia
Eucĺıdea.
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Si m = n y la correspondencia entre los dos conjuntos de puntos se conoce, la distancia
de Minkowsky se calcula entre los puntos y la distancia total entre las formas x e y es
simplemente la suma de estas distancias. Sin embargo, en la mayoŕıa de aplicaciones el
número de puntos no suele ser el mismo y la correspondencia de estos no se conoce a
priori. De este modo, el método de cálculo de la disimilitud debe de encontrar primero
una correspondencia óptima.

2.3.1.2. Distancia de Hausdorff

La distancia de Hausdorff es la máxima distancia de un conjunto al punto más cercano
del otro conjunto. Se suele utilizar cuando los dos conjuntos de puntos tienen tamaño
diferente, con lo que no existe una correspondencia uno a uno. La distancia de Hausdorff
asimétrica de x a y,

−→
d H , se define como

−→
d H(x, y) = máx

xi
mı́n
yj

d(xi, yj).

Se puede ver que
−→
d H(x, y) no es igual a

−→
d H(y, x). Una definición más general es la

siguiente:

dH(x, y) = máx(
−→
d H(x, y),

−→
d H(y, x)).

Para un número finito de puntos, esta distancia se puede calcular utilizando diagramas
de Voronoi con una complejidad temporal O((m+ n) log(m+ n)) [ABB95].

Debido a que un sólo punto puede determinar el valor de la distancia, la distancia
de Hausdorff es muy sensible al ruido. Para reducir este problema existen variantes de
este método como la distancia de Hausdorff parcial o la distancia de Hausdorff de orden
p [VH01].

2.3.1.3. Distancia de ángulo de la tangente

La distancia de ángulo de la tangente fue definida en [AcH+91] para comparar funciones
ángulo de la tangente (Sección 2.2.2.3) sobre aproximaciones poligonales de contornos:

dT (x, y) =
(∑

i

|φx(i)− φy(i)|P
)1/P

,

donde los poĺıgonos son escalados de manera que las cadenas de puntos tengan el mismo
tamaño. Se seleccionará la P dependiendo de la distancia de Minkowsky que queramos
utilizar.

En [LL00], para conseguir que esta distancia fuera más robusta a las distorsiones
locales, la búsqueda de correspondencias en las funciones ángulo de la tangente se realiza
permitiendo un estiramiento no uniforme de las partes.
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2.3.1.4. Distancia de Fréchet

La distancia de Fréchet es una distancia entre curvas. Una explicación sencilla de la
distancia de Fréchet es la siguiente. Supongamos que un hombre está paseando a su perro,
el movimiento del hombre se describe con una curva y el del perro con otra. Ambos pueden
controlar su velocidad, pero no se les permite volver hacia atrás. La distancia de Fréchet
de las curvas es entonces, la mı́nima longitud de la correa necesaria.

Formalmente, sean x(α(l)) e y(β(l)) dos curvas paramétricas y sean sus parametriza-
ciones α y β funciones continuas del mismo parámetro l ∈ [0, 1], tal que α(0) = β(0) = 0 y
α(1) = β(1) = 1. La distancia de Fréchet es el mı́nimo sobre todas las parametrizaciones
α(l) y β(l) (monótonas crecientes) de la máxima distancia d(x(α(l)), y(β(l))) [VH01]:

dF (x, y) = (́ınf
α,β

máx
l∈[0,1]

d(x(α(l)), y(β(l))).

Según [Lem09], esta distancia es equivalente al alineamiento temporal no lineal (co-
mentado en la Sección 2.3.4 y con mucho más detalle en la Sección 4.1) utilizando como
distancia local la de Minkowsky, con P =∞.

2.3.2. El método húngaro

El método húngaro [Mun57], también conocido como el algoritmo Kuhn-Munkres, es un
algoritmo de optimización combinatoria que resuelve problemas de asignación en tiempo
O(m2n). El algoritmo modela el problema de asignación como una matriz de costes Cm×n,
donde cada elemento Cij representa el coste de asignar el trabajador i-ésimo al trabajo j-
ésimo [Pil06]. Para comparar formas, los trabajadores serán los puntos de x y los trabajos
los puntos de y y los costes, distancias entre puntos.

Es un proceso iterativo que comienza con la eliminación de Gauss-Jordan para que
aparezcan ceros (al menos uno por ĺınea y por columna). Si todas las filas tienen al menos
una intersección con coste cero que no ha sido ocupada por otra fila, nos encontramos
en el óptimo y termina el algoritmo. Si no, comienza un proceso de selección de filas y
columnas, en base a los ceros, para obtener un parámetro δ que se suma o se resta a los
elementos de la matriz dependiendo también de estas selecciones, volviendo en este punto
de nuevo al principio.

Podemos encontrar una implementación en [Knu93].
Este método se utiliza en [BMP02] para comparar los shape contexts (véase la Sec-

ción 2.2.11.1).

2.3.3. Reconocimiento directo y técnicas de correlación

En este tipo de técnicas se utilizan las propias imágenes (normalmente imágenes bina-
rias o en escala de grises) para realizar la comparación frente a unos prototipos. El método
de comparación puede ser tan simple como una comparación ṕıxel por ṕıxel [GW92] o tan
compleja como la combinación de varias medidas [Tub89]. Aunque estos métodos son in-
tuitivos y tienen una sólida base matemática, suelen ser bastante sensibles al ruido. Un
método alternativo que soluciona parcialmente este problema es la deformación de las



2.3 RECONOCIMIENTO 35

imágenes, donde la figura se deforma para buscar la correspondencia con las imágenes
conocidas o prototipos de la base de datos [JZ97]. La medida de disimilitud se obtiene en
función de la cantidad de deformación necesaria.

2.3.4. Comparación de cadenas

Dadas dos cadenas (formadas por cualquier representación del contorno), la compara-
ción entre ellas es un proceso por el cual se mide cuánto difieren. En algunas ocasiones
existe una correspondencia natural entre los componentes de ambas cadenas y la compa-
ración se puede realizar utilizando alguna distancia de Minkowsky (Sección 2.3.1.1). Sin
embargo, en la mayoŕıa de situaciones esto no ocurre, porque ambas cadenas pueden ha-
ber sufrido algún tipo de corrupción. Es por esto que debe encontrarse la correspondencia
apropiada sobre todas las correspondencias posibles. Para ello existen métodos eficientes
basados en programación dinámica [SK83].

Los métodos de comparación de cadenas más conocidos son la distancia de edición y
el alineamiento temporal no lineal (dynamic time warping). La distancia de edición ha
sido muy utilizada para la comparación de formas [Mae91, MP98, SKK03, NB06]. No
obstante, se han obtenido resultados mucho más competitivos (sino los mejores) en tareas
de recuperación de formas (con el bull-eye test, Sección 2.5) con el alineamiento temporal
no lineal junto con las representaciones de puntos con información global [AYV03, AO04,
ARKF07] (Sección 2.2.11).

En los Caṕıtulos 3 y 4 se hablará con más detalle sobre estas distancias.

2.3.5. Técnicas estructurales

Las técnicas de esta sección nos pueden servir para reconocer las representaciones
estructurales mencionadas en la Sección 2.2.10.

Por un lado, tenemos las técnicas gramaticales, donde el reconocimiento se realiza
mirando si la forma pertenece al lenguaje que representa una gramática [AU73]. A estos
métodos también se les puede añadir propiedades estocásticas [SB85].

Por otro lado, tenemos las técnicas para grafos y árboles [Fu82, GT78] (en el caso de
las cadenas, véase la Sección 2.3.4). La comparación entre grafos es el proceso que per-
mite encontrar una correspondencia entre nodos y vértices que satisfagan ciertos criterios
asegurando que las subestructuras de un grafo sean mapeadas en subestructuras simila-
res del otro [CFSV04]. Una manera muy común de realizar esta correspondencia es usar
operaciones de edición sobre grafos, incluyendo la inserción de nodos, el borrado de nodos
y la sustitución de nodos. Después de asignar a cada operación un coste, se busca una
secuencia de operaciones de coste mı́nimo. El coste total de esta secuencia es el coste de
la correspondencia entre los grafos [GXTL, Bil05]. Estas técnicas tienen un elevado coste
computacional, lo que lleva a tener que utilizar heuŕısticos.

2.3.6. Modelos ocultos de Markov

Uno de los métodos más utilizados para el modelado y reconocimiento de cadenas
son los modelos ocultos de Markov [Rab89] y, hoy por hoy, están empezando a ser una
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alternativa en el reconocimiento de formas bidimensionales [HK91, FMJ97, AYV00, CL01,
BM04, BMF04, TGJ07].

Un modelo oculto de Markov se define como un proceso estocástico con dos mecanismos
interrelacionados. Por un lado, una cadena de Markov que tiene un número finito de
estados, y por el otro, un conjunto de funciones estocásticas, cada una asociada a un
estado [Rab89]. En un instante discreto de tiempo, se asume que el proceso está en alguno
de estos estados y una observación es generada por la correspondiente función estocástica.
La cadena de Markov entonces cambia de estado de acuerdo a sus probabilidades de
transición. Las observaciones pueden ser discretas o continuas.

Para utilizar estos modelos en tareas de clasificación, se construye un modelo para cada
categoŕıa de las formas, es decir, se entrena un modelo para que represente cada una de las
categoŕıas con muestras conocidas. Una vez hecho esto, para clasificar una muestra dada,
se obtiene la probabilidad de que esta haya sido generada por cada modelo y aśı, la muestra
queda clasificada en la categoŕıa para la cual se haya obtenido la mayor probabilidad.

Los modelos ocultos de Markov se describirán con más detalle en el Caṕıtulo 4.

2.4. La invarianza al punto inicial

Aunque no toda la literatura sobre reconocimiento de formas bidimensionales utiliza
los contornos, la gran mayoŕıa lo hace. Esta tesis está situada en este enfoque y en la
comparación de estos contornos mediante métodos basados en cadenas, que como se ha
mencionado en la Sección 2.3.4 han obtenido resultados muy competitivos en recuperación
de formas. Sin embargo, si transformamos los contornos en cadenas y esta transformación
es invariante a la rotación de la figura (por ejemplo, utilizando la curvatura, Sección 2.2.2.4)
y los comparamos con estos métodos existe un problema: debemos encontrar un inicio
adecuado en la codificación como cadena para realizar la comparación o para realizar
el entrenamiento (en el caso de los modelos ocultos de Markov). Existen tres soluciones
principales para este problema.

2.4.1. Elección de rotación de referencia y punto inicial

La idea de este enfoque es encontrar una rotación ((canónica)), y en base a esta rotación
escoger el punto de inicio para calcular la distancia (o realizar el entrenamiento).

En dominios restringidos, se intenta encontrar una caracteŕıstica única para utilizar
como punto de inicio. Por ejemplo, en el reconocimiento de perfiles humanos se suele
utilizar la nariz u otra parte significativa del perfil. No obstante, se requieren métodos
espećıficos para encontrar estas caracteŕısticas. Incluso en un dominio tan restringido y
bien entendido como los perfiles humanos, buscar la nariz no es un problema trivial.

En dominios no restringidos, se suele utilizar un alineamiento que depende de algún
valor de orientación, como por ejemplo, el eje mayor (Sección 2.2.1). Este método puede
ser útil para dominios limitados en los que el eje mayor está bien definido, pero no es
adecuado cuando puede existir ruido ya que es muy sensible a este [Hor86, JKS95]. Con
los modelos ocultos de Markov, también se aplicó este criterio en [HK91]. Por otro lado,
también existe la posibilidad de utilizar los descriptores de Fourier (Sección 2.2.7), como
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en [BCP05], para encontrar el punto de inicio. Sin embargo, aparte de tener problemas
de ambigüedad al realizar la orientación [FS02], este método también puede presentar
problemas con formas que tienen una elipse principal (la que modela la primera frecuencia)
cercana a la circularidad, como veremos en la Sección 6.1.

2.4.2. Caracterı́sticas invariantes a la rotación

Muchos trabajos de la literatura consiguen la invarianza al punto inicial simplemente
utilizando caracteŕısticas invariantes a la rotación [CGK03], como la proporción entre
el peŕımetro y el área, elongación, circularidad, mı́nima/máxima curvatura, curvatura
media, entroṕıa, peŕımetro de la caja circundante, etc. Aparte de todas estas caracteŕısticas
también están los momentos [Hu62] y el espectro de Fourier (Sección 2.2.7) utilizado
en [ZL05] y en [CL01] (haciendo uso de los modelos ocultos de Markov). Todos estos
enfoques ofrecen una solución rápida y sencilla. Sin embargo, todos ofrecen una precisión
un tanto pobre. Para obtener esta invarianza, todos los datos que contiene este tipo de
información deben ser descartados, y por tanto, inevitablemente mucha información útil
para discriminar entre formas se descarta en el proceso.

Todas estas caracteŕısticas pueden ser útiles para discriminar entre formas que apenas
se parezcan, es decir, una discriminación gruesa. Como se comenta en la Sección 2.2.1
estas caracteŕısticas nos pueden servir como un filtro muy rápido para descartar formas.
Pero si queremos una discriminación más fina tendremos que utilizar otros métodos.

2.4.3. Alineamiento por fuerza bruta de cadenas cı́clicas

Existen multitud de trabajos que admiten que los métodos anteriores para conseguir la
invarianza al punto inicial no son satisfactorios para la mayoŕıa de los dominios, y consiguen
esta invarianza con una búsqueda por fuerza bruta para todos los posibles puntos iniciales
de las cadenas a comparar, a expensas de incrementar el coste computacional [AO03, AO04,
ARKF07, AYV03, GW99]. Por ejemplo, en [AO03] (comentado en la Sección 2.2.8.1) se
comenta que mientras que con su método otro tipo de invarianzas se consiguen de manera
trivial con su representación, el conseguir la invarianza al punto inicial sólo se puede
obtener teniendo en cuenta todos los posibles desplazamientos circulares de la cadena.
Esto les lleva a tener que utilizar un algoritmo con coste O(n3). Por este motivo, estos
trabajos además ofrecen la posibilidad de mitigar este elevado coste computacional, con
soluciones aproximadas, como por ejemplo, buscando un número pequeño de posibles
puntos iniciales [AO04, GW99]. Obviamente, estas soluciones son heuŕısticos similares
a los comentados en la Sección 2.4.1, y por tanto, se deben ajustar dependiendo de la
aplicación.

Llegamos a la conclusión pues, de que si queremos conseguir una invarianza total al
punto inicial tendremos que hacer uso de la fuerza bruta. Es aqúı donde surge el concepto
de cadena ćıclica. Los contornos no se pueden representar con simples cadenas, sino con
cadenas ćıclicas, es decir, cadenas que no tienen principio ni final claramente definido. De
este modo, comparar dos cadenas ćıclicas es equivalente a comparar las cadenas utilizando
todo posible punto inicial de estas.
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Esta comparación entre todo posible punto inicial, como hemos dicho, resulta muy cos-
tosa computacionalmente. Existen trabajos orientados a paliar este coste, sobre todo en
el terreno de las distancia de edición (véase la Sección 2.3.4), como veremos en el Caṕıtu-
lo 3. En el Caṕıtulo 4, veremos qué soluciones existen a este respecto, en la literatura,
relacionadas con el alineamiento temporal no lineal (Sección 2.3.4) y los modelos ocultos
de Markov (Sección 2.3.6) .

2.5. Métodos de evaluación

La evaluación de un sistema de reconocimiento es crucial. Por supuesto, esta evaluación
depende de la aplicación que queramos darle al sistema [Car01]. No obstante, los investi-
gadores han creado y utilizado muchos métodos para este fin. Seguramente el método más
utilizado para evaluar sistemas de clasificación es la tasa de acierto (o de error), es decir,
el porcentaje de aciertos (o de errores) que se producen con ese sistema para unos corpus
dados.

En el marco de la recuperación de formas4, es el gráfico precision/recall (PR) [Rij79,
MMS+01, MRS08]. Los gráficos PR nos ofrecen una manera de testear y comparar el
rendimiento de diferentes sistemas en sólo un gráfico. Para calcular este gráfico se utilizan
las siguientes fórmulas:

Precision =
número de imágenes recuperadas relevantes

número de imágenes recuperadas
,

Recall =
número de imágenes recuperadas relevantes

número de imágenes relevantes
.

El gráfico PR muestra entonces la precision en función del recall para una imagen de
test. En el caso de que queramos obtener un gráfico PR para varias muestras, se fijan
niveles de recall y se hace la media para todos las muestras en esos niveles. Para más
detalle puede consultarse [Rij79, MRS08].

Aunque estos gráficos son muy útiles, en ocasiones es necesario poder comparar los
sistemas recuperadores de formas con un solo valor. El MPEG-7 [Bob01] ha popularizado
una serie de tests con bases de datos estándar para la evaluación de los sistemas. Aunque
el más conocido es el bull-eye test [Bob01] utilizado por la inmensa mayoŕıa de la literatura
dedicada a la recuperación para comparar métodos. Este test consiste en un porcentaje
para un determinado recall, cuanto más alto es este el método supuestamente será mejor.
Esta medida es algo aśı como un solo punto en la curva PR (no es aśı, es para hacernos
una idea), lo cual en algunos casos podŕıa no tener una correlación con dicha curva.

En la comunidad de recuperación de información ha proliferado la mean average pre-
cision (MAP) [MRS08] la cual ha demostrado ser una medida de calidad, con una buena
discriminación y mucha estabilidad. MAP se calcula de la siguiente forma. Si las imágenes

4En general, un sistema que funcione bien en recuperación de formas lo hará también en otro tipo de
tareas de reconocimiento como la clasificación.
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relevantes para una muestra de test qj ∈ Q son {d1, . . . , dmj} y Rjk son las imágenes recu-
peradas ordenadas desde la primera (imagen recuperada) hasta que recuperas la imagen
dk, entonces

MAP(Q) =
1
|Q|

|Q|∑
j=1

1
mj

mj∑
k=1

Precision(Rjk).

Para una imagen de test, MAP aproxima el área bajo la curva PR. Aśı, para un
conjunto de imágenes de test, MAP se acerca (de una manera abrupta) a la media de las
áreas.

Por último, para evaluar la eficiencia en cuanto a tiempo, evidentemente, podemos
utilizar la complejidad temporal [CLR90] y las propias medidas de tiempo de ejecución
u otras medidas relativas a partes cŕıticas de los algoritmos que nos pueden hacer ver el
ahorro temporal.

En algunos casos la precisión puede estar reñida con el tiempo necesario para realizar
la representación y el reconocimiento. Se puede tener un método muy preciso pero que no
se puede utilizar en tiempo real. Todo depende de la aplicación que queramos darle. En
ocasiones necesitaremos tiempo real, con lo que podŕıamos tener que renunciar a precisión,
y en otras ocasiones nos sirve un método off-line. Por otro lado, es posible también, que
para una aplicación muy concreta, un método simple (con unas tasas de clasificación no
muy altas en bases de datos complicadas, como las del MPEG-7) sea suficiente.

2.6. Discusión

En este caṕıtulo se ha pretendido dar una visión de las etapas de parametrización y
reconocimiento de los sistemas reconocedores de formas bidimensionales con los contornos
y los métodos de evaluación que se utilizan en la literatura. Se ha comentado también el
problema de la invarianza al punto de inicio, siendo este un problema importante con este
tipo de descriptores, argumentando que la utilización de cadenas ćıclicas es la única forma
de conseguir esta invarianza.

Hemos destacado en estos descriptores, las cadenas con información global de cada
punto, y en los reconocedores, las técnicas de programación dinámica para comparar estas
cadenas y los modelos ocultos de Markov, que son precisamente los descriptores y técnicas
que vamos a considerar en esta tesis para tratar el problema de la invarianza al punto de
inicio.

En el siguiente caṕıtulo se hablará de la distancia de edición ćıclica para que el lector
se de cuenta de la naturaleza del problema de las cadenas ćıclicas y de cómo es tratado
en este caso particular. La mayoŕıa de las aportaciones de esta tesis parten de ah́ı.
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Capı́tulo 3
Distancia de edición

Porco Rosso: ((A pig that doesn’t fly is just a pig.))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

Cuantificar el grado de semejanza entre dos cadenas es un problema muy importante
en el reconocimiento de formas. La distancia de edición es quizás una de las distancias
más conocidas para este fin. Como se comentó en la Sección 2.4, las cadenas estándar no
son adecuadas cuando tratamos de modelar cadenas de contornos, ya que en esos casos
no existe un inicio o fin claro de la cadena. Es por esto que resulta más conveniente el
uso del concepto de cadena ćıclica. En este caṕıtulo repasaremos las técnicas para medir
la distancia de edición entre cadenas y las extensiones a cadenas ćıclicas.

3.1. Distancia de edición

Estamos interesados en saber si dos cadenas son muy semejantes o no, y en cuantificar
dicho grado de semejanza. Si comparamos dos cadenas, se define la distancia de edición
(DE) [WF74] entre estas como el coste mı́nimo de la transformación de una cadena a la
otra mediante operaciones de edición. Estas operaciones de edición normalmente son la
inserción, el borrado y la sustitución de un śımbolo por otro.

La DE puede ser calculada con los algoritmos presentados en [Lev66, WF74, Sel80,
MP80] y se ha utilizado a problemas de corrección de errores, reconocimiento de patrones
y otras aplicaciones relacionadas [HD80, Fu82, SK83, Nav01] y, por supuesto, al recono-
cimiento de formas bidimensionales [Mae91, MP98, SKK03, NB06], como se menciona en
la Sección 2.3.4.

De manera formal. Sea Σ un alfabeto de talla finita, y Σ∗ el conjunto de cadenas de
longitud finita que pueden construirse con Σ. El śımbolo λ denota la cadena o vaćıa. Sean
x = x1x2 . . . xm, xi ∈ Σ, 1 ≤ i ≤ m e y = y1y2 . . . yn, yj ∈ Σ, 1 ≤ j ≤ n, no siendo
ninguna nula. Indicaremos con xi:j la subcadena xixi+1 . . . xj . Adoptaremos el convenio
de que xi:j = λ cuando i > j.

Las operaciones de edición elementales que permiten transformar x en y son de tres
tipos:

41
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Inserción: el śımbolo yj se inserta en la cadena x (λ 7→ yj),

Borrado: el śımbolo xi se elimina de la cadena x (xi 7→ λ),

Sustitución: el śımbolo xi se sustituye por el śımbolo yj (xi 7→ yj).

Una transformación de edición de x en y consiste en una lista de operaciones de edición
elementales. Por ejemplo, en el siguiente ejemplo se muestra una posible transformación
de ’10101’ en ’1100’:

10101 17→1−→ 10101 07→λ−→ 1101 1 7→1−→ 1101 07→0−→ 1101 17→0−→ 1101

Una transformación de edición entre dos cadenas puede visualizarse mejor como un
camino en un grafo de edición1. Un grafo de edición de x e y, GE(x, y), es un grafo dirigido
aćıclico basado en una malla de (m+ 1) · (n+ 1) vértices (i, j), 0 ≤ i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n. Los
arcos de GE(x, y) se dividen en tres tipos, correspondientes a los tres tipos de operaciones
de edición:

Arcos horizontales: {((i− 1, j), (i, j)) | 0 < i ≤ m, 0 ≤ j ≤ n} (borrados),

Arcos verticales: {((i, j − 1), (i, j)) | 0 ≤ i ≤ m, 0 < j ≤ n} (inserciones),

Arcos diagonales: {((i − 1, j − 1), (i, j)) | 0 < i ≤ m, 0 < j ≤ n} (sustituciones o
aciertos).

En la Figura 3.1 se muestra un grafo de edición para las cadenas del ejemplo anterior.
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Figura 3.1: Grafo asociado a la comparación de las cadenas 10101 y 1100, con un posible camino
de edición.

Una transformación entre x e y se representaŕıa en un grafo como un camino de edición
en GE(x, y), que partiŕıa de (0, 0) y llegaŕıa a (m,n). En la Figura 3.1, se muestra el
camino asociado a la transformación del ejemplo anterior, indicando además los arcos
correspondientes a borrados (D), inserciones (I) y sustituciones (S).

1En el caso de que la transformación tenga una traza asociada correspondiente [MV93]. Son estas
transformaciones las que nos pueden llevar a caminos de edición óptimos, que son los que nos interesan
como veremos a continuación.
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Para asignar valores numéricos a las transformaciones de edición que reflejen el coste
que llevan asociado, es necesario definir costes para cada una de las operaciones de edición.
Aunque estos costes pueden variar en función de los śımbolos implicados, solo considerare-
mos costes de inserción (γI), de borrado (γD), de sustitución (γS) y de acierto (γM ). Una
posible elección para los costes seŕıa γI = γD = γS = 1 y γM = 0. Con ello, la suma de los
costes de una transformación de edición (o camino en un grafo) proporcionaŕıa el número
de operaciones de error. Esta elección de pesos da lugar a la denominada distancia de
Levenshtein [Lev66]. Es posible definir funciones de ponderación de las operaciones de edi-
ción que dependen de los śımbolos implicados, pero en aras de la claridad, desarrollaremos
la explicación con pesos constantes para cada tipo de operación de edición.

Se define la distancia de edición2 entre dos cadenas como el peso del camino de edición
de menor coste en GE(x, y). Dicho de otra forma, si llamamos P al conjunto de caminos
en el grafo GE(x, y), y Wγ(p) la suma de los pesos de los arcos al camino p ∈ P, utilizando
el vector de pesos γ = (γI , γD, γS , γM ), entonces,

DE (x, y, γ) = mı́n
p∈P

Wγ(p).

Para el cálculo de DE (x, y, γ) se utiliza un procedimiento de programación dinámica
basado en la siguiente relación recursiva:

DE (x1:i, y1:j , γ) = mı́n


DE (x1:i−1, y1:j , γ) + γD,

DE (x1:i, y1:j−1, γ) + γI ,

DE (x1:i, y1:j−1, γ) + γS · δK(xiyj) + γM (1− δK(xiyj))

siendo δK la función delta de Kronecker. La implementación de este procedimiento lleva
a un algoritmo para el cálculo de DE (x, y, γ) con una complejidad temporal de O(mn) y
espacial de O(mı́n(m,n)) [WF74].

3.2. Distancia de edición normalizada

La distancia de edición no resulta siempre apropiada, al carecer de una cierta norma-
lización al respecto de la talla de los objetos comparados. Aśı, parece sensato considerar
que un error en la comparación de dos cadenas de longitud 3, es mucho más importante
que un error en la comparación de dos cadenas de longitud 1000.

Si llamamos L(p) al número de operaciones de edición (o arcos en el grafo) asociadas
al camino p, entonces se define la distancia de edición normalizada DEN (x, y, γ) como

DEN (x, y, γ) = mı́n
p∈P

Wγ(p)
L(p)

.

2Si la función γ cumple la desigualdad triangular este camino (traza) también minimiza la secuencia de
transformaciones [WF74].
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DEN (x, y, γ) no está definida cuando ambas cadenas están vaćıas, en cuyo caso L(p) =
0. Además, no es posible obtener DEN (x, y, γ) calculando previamente DE (x, y, γ) y des-
pués normalizando, tal y como se muestra en 3.2. Tampoco puede obtenerse mediante el
cálculo de distancias de edición normalizadas localmente [MV93]. Aśı pues, la utilización
del algoritmo de Wagner y Fischer no es factible para el cálculo de la DEN.
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Figura 3.2: (a) Camino óptimo entre las cadenas x = 0111 y y = 0001, con γ = (2, 2, 3, 0). (b)
Camino óptimo para la distancia de edición normalizada. Nótese que DEN (x, y, γ) = 1,33 es menor
que la distancia de edición aplicando después una normalización (según la longitud del camino),
DE(x,y,γ)

4 = 1,5.

La idea básica para el de la DEN consiste en comprobar que sólo un conjunto de lon-
gitudes de caminos de edición son posibles, de forma que podemos calcular un camino
óptimo para cada una de las longitudes. Una vez calculado un camino óptimo para ca-
da longitud posible, dividimos su coste por la longitud y calculamos el mı́nimo valor del
coste. En [MV93], se muestra cómo hacerlo. Utilizando las relaciones recursivas de los
Teoremas 4.1 [MV93] y 4.2 [MV93] podemos calcular DE (x, y, k) mediante programación
dinámica para todos los valores de k válidos según el Lema 4.1 [MV93]. Esto permite imple-
mentar el cálculo de DEN (x, y) con una complejidad temporal O(mn ·mı́n(m,n)) [MV93].

La DEN presenta la caracteŕıstica de no ser formalmente una métrica, ya que la de-
sigualdad triangular no siempre se cumple. Se pueden encontrar ejemplos en los que se
muestra este hecho para ciertos pesos de γ en los cuales una inserción o borrado tiene un
peso mucho menor que cualquier otro peso del vector [MV93].

En [VMA95] se describe un algoritmo menos costoso utilizando técnicas de programa-
ción fraccional, más concretamente los autores se basaron en el algoritmo de Dilkenbach
para obtener un método más rápido para calcular la DEN.

El problema a ser solucionado es el siguiente,

Problema N .

d∗ = mı́n
p∈P

W (p)
L(p)

, W,L : P; L(p) > 0, ∀p ∈ P.

El Problema N se puede resolver por medio del problema N(λ):
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Problema N(λ).

d∗(λ) = mı́n
p∈P

(W (p)− λL(p)), W,L : P; L(p) > 0, ∀p ∈ P.

El algoritmo puede empezar con una inicialización cualquiera para λ. En particular
resulta cómoda la elección del camino de edición de la distancia no normalizada. Sin
embargo, es conveniente que el proceso iterativo comience en un punto cercano a la solución
final, para acelerar la convergencia. El problema N(λ) se resuelve entonces obteniendo un
camino óptimo p∗. Con este valor de p∗, un nuevo valor de λ es calculado con W (p∗)

L(p∗) . El
procedimiento se repite hasta que se llega a la convergencia. El algoritmo de la Figura 3.3
muestra el procedimiento. Se puede demostrar que el cálculo de mı́np∈P(W (p) − λ′L(p))
puede ser formulado en términos de la distancia de edición utilizando otros costes:

mı́n
p∈P

(W (p)− λ′L(p)) = DE (x, y, γ′)− λ′(m+ n), siendo γ′ = (γI , γD, γS + λ′, γM + λ′).

Figura 3.3: Algoritmo DEN.
Entrada: x, y : Σ∗

Salida: λ∗ : R
Inicio

p∗ = ElementoArbitrario(P)
λ∗ = W (p∗)

L(p∗)
repite

λ′ = λ∗

p∗ = arg mı́np∈P(W (p)− λ′L(p))
λ∗ = W (p∗)

L(p∗)
hasta λ∗ = λ′

devolver λ∗
Fin

El Teorema 2 [VMA95] garantiza que tras un mı́nimo de iteraciones se converge al
valor de la distancia de edición normalizada. De este modo, el algoritmo tiene un coste
computacional de O(tmn), siendo t el número de iteraciones. En [VMA95], se muestra con
experimentos que el valor suele estar entre 2 y 4.

3.3. Distancia de edición cı́clica

Sea ρ : Σ∗ × N→ Σ∗ una función de desplazamiento ćıclico:

ρ(x) = x2 . . . xmx1.
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Sea ρk(x) =

k veces︷ ︸︸ ︷
ρ(ρ(. . . ρ(x) . . .)) = xk+1:mx1:k y ρ0(x) = x.

Dos cadenas x y x′ son ćıclicamente equivalentes si x = ρk(x′), para algún k. La función
ρ define una relación de equivalencia en Σ∗:

x ≡ x′ ⇐⇒ ∃i, j : ρi(x) = ρj(x′).

La clase de equivalencia de x es [x] = {ρk(x) : 0 ≤ k < m}, formada por las cadenas
equivalentes a x. La clase de equivalencia de una cadena recibe el nombre de cadena ćıclica.
Cualquiera de los miembros de esta clase de equivalencia es una cadena representativa de
la cadena ćıclica. Por ejemplo, sean 0 ∈ Σ y 1 ∈ Σ, el conjunto {0111, 1110, 1101, 1011} es
una cadena ćıclica y 1101 (o cualquiera de los otras cadenas en el conjunto) puede hacer
de representante.

Definimos la distancia de edición entre dos cadenas ćıclicas como

DEC ([x], [y]) = mı́n
x′∈[x]

mı́n
y′∈[y]

DE (x′, y′) = mı́n
0≤i<m

mı́n
0≤j<n

DE (ρi(x), ρj(y)).

Definimos la distancia de edición entre una cadena ćıclica y una cadena como

DEC ([x], y) = mı́n
0≤k<m

DE (ρk(x), y).

3.3.1. El algoritmo de fuerza bruta

En [Mae90] se demostró:

Lema 3.1 Para cualquier representante y de [y] tenemos

DEC ([x], [y]]) = DEC ([x], y).

�

Como calcular DEC ([x], [y]) se reduce a calcular DEC ([x], y), podemos calcular direc-
tamente mı́n0≤k<m DE (ρk(x), y) evaluando DE (ρk(x), y) para todo k entre 0 y m − 1 y
seleccionando el menor valor (véase la Figura 3.4).

Este método de cálculo presenta una complejidad espacial O(n) y temporal O(m2n).

3.3.2. Algoritmo divide y vencerás

En [Mae90], se propuso una solución basada en la estrategia algoŕıtmica de divide y
vencerás [CLR90].

El algoritmo se basa en este resultado:

Teorema 3.2
DEC ([x], [y]) = DEC ([x], y) = DEm(x · x, y)

donde DEm(x · x, y) es la distancia de edición entre cualquier subcadena de x · x de talla
m y la cadena y (siendo x · x la concatenación de x consigo misma). �
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Figura 3.4: Algoritmo de fuerza bruta.
Entrada: x, y : Σ∗

Salida: d∗ : N
Inicio

d∗ = DE (x, y)
para k = 1 hasta m− 1 hacer

d∗ =mı́n(d∗, DE (ρk(x), y))
devolver d∗

Fin

Dadas x e y, cadenas representantes de las cadenas ćıclicas [x] y [y], respectivamente,
sea GEE(x, y) el grafo de edición extendido de x e y (véase la figura 3.5).
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Figura 3.5: Grafo de edición extendido.

Al calcular DE (ρk(x), y) buscamos el camino de peso mı́nimo en GEE(x, y) que parte
del nodo (k, 0) y finaliza en el nodo (k+m,n). Los arcos horizontales y verticales pesan γD y
γI , respectivamente, y los arcos diagonales pesan γS cuando xi = yi y γM en caso contrario,
siendo (i, j) las coordenadas del nodo al que apunta el arco (distancia de Levenshtein).
Teniendo en cuenta que estos caminos de peso mı́nimo (caminos óptimos) no pueden
cruzarse [Mae90], podemos seguir la aproximación que se representa en la Figura 3.6 para
una cadena x de tamaño 8.

Primero se obtienen P (0) y P (m) (nótese que P (m) es P (0) desplazado m unidades a
la derecha) al calcular la distancia de edición entre x e y. A continuación se calcula P (c),
siendo c el punto medio entre 0 y m, aprovechando que el camino debe discurrir entre P (0)
y P (m) y, por tanto, no debe visitarse ningún nodo en la zona gris oscuro. Tampoco los
nodos en la zona gris claro deben visitarse por razones obvias. A esta zona entre caminos
la llamaremos canal. Una vez se conoce P (c), se procede recursivamente buscando, por
una parte, P (c′), para c′ igual al punto medio entre 0 y c, aprovechando que debe discurrir
entre el canal de P (0) y P (c) para realizar el menor número de cálculos; y por otra parte,
P (c′′), para c′′ igual al punto medio entre c y m, aprovechando que debe discurrir entre el
canal de P (c) y P (m) para realizar el menor número de cálculos.



48 DISTANCIA DE EDICIÓN 3.3
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Figura 3.6: Árbol generado por el algoritmo de Maes.

En [Mae90] se presentó una versión iterativa de este procedimiento de cálculo. Pre-
sentamos aqúı una versión recursiva que pone de manifiesto que el algoritmo sigue la
estrategia algoŕıtmica divide y vencerás [CLR90] (véase la Figura 3.7).

La complejidad temporal se puede deducir estudiando el gráfico que ilustra el método
de cálculo (Figura 3.6). En cada uno de los grafos sobre los que se busca un camino óptimo
sólo se visitan los nodos de la región blanca. La suma del número de nodos visitados en
todos los grafos a una misma altura del árbol mostrado en la gráfica es O(mn). El número
de niveles del árbol es O(logm). El coste temporal del algoritmo es, pues, O(mn logm) y
la complejidad espacial es O(mn).

3.3.3. Algoritmo de ramificación y poda

El algoritmo de Maes puede mejorarse en la práctica si se adopta un enfoque de ramifi-
cación y poda, como se mostró en [MB00]. En ramificación y poda se propone la búsqueda
del elemento de un conjuntoQ que hace mı́nimo el valor de una función objetivo f : Q→ R.

En nuestro problema el espacio de búsqueda es el conjunto Q = {0, 1, 2, . . . ,m−1}. La
función objetivo es f(k) = DE (ρk(x), y). Con ]l, r[ se representará el estado/subconjunto
{l + 1, . . . , r − 1}. Un estado contiene un solo elemento si l = r. La función ramifica se
define aśı:

ramifica(]l, r[) = {]l, k[, ]k − 1, k + 1[, ]k, r[},
donde k = l + d r−l2 e.

Sin tener en cuenta la definición de una función de cota inferior g para descartar canales,
podemos definir el algoŕıtmico para obtener una solución al problema de la distancia de
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Figura 3.7: Algoritmo divide y vencerás.
Entrada: x, y : Σ∗

Salida: d∗ : N
var P : vector [0..m] de caminos de edición
Inicio

Sea d∗ la distancia de edición entre x e y
Sea P [0] el camino de edición óptimo entre x e y
Sea P [m] igual P [0] desplazado m pasos a la derecha
si m > 1 entonces

d∗ = mı́n(d∗, SiguientePaso(x · x, y, 0, m))
devolver d∗

Fin

función SiguientePaso(X : Σ∗, y : Σ∗, l : N, r : N):N
Inicio

c = l + d r−l2 e
Sea d la distancia de edición entre Xc:c+m conocidos P [l] y P [r]
si l + 1 < c entonces

d = mı́n(d, SiguientePaso(X, y, l, c))
si c+ 1 < r entonces

d = mı́n(d, SiguientePaso(X, y, c, r))
devolver d

Fin
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edición para cadenas ćıclicas (véase la Figura 3.8).

Figura 3.8: Algoritmo de ramificación y poda
Entrada: x, y : Σ∗

Salida: d∗ : N
aux g : N× N→ R
var S : 2N×N; P : vector [0..m de caminos de edición
Inicio

Sea d∗ la distancia de edición entre x e y
Sea P [0] el camino de edición óptimo entre x e y
Sea P [m] igual P [0] desplazado m pasos a la derecha
S = {]0,m[} //Inicialización conjunto de estados
mientras S 6= ∅ ∧ d∗ > mı́n]l,r[∈S g(]l, r[) hacer

]l, r[= arg mı́n]l′,r′[∈S g(]l′, r′[); S = S− {]l, r[} //Selección
//Ramificación
k = l + d r−l2 e
d∗ = mı́n(d∗,DE (ρk(x), y)) (calcular DE (ρk(x), y) entre P [l] y P [r])
Sea P [k] el camino óptimo de edición (subproducto de DE (ρk(x), y))
si k > l + 1 ∧ g(]l, k[) < d∗ entonces

S = S ∪ {]l, k[]}
si r > k + 1 ∧ g(]k, r[) < d∗ entonces

S = S ∪ {]k, r[}
devolver d∗

Fin

Sea cual sea la cota inferior utilizada, el algoritmo de ramificación y poda efectúa, en el
peor de los casos, el mismo número de cálculos de distancia de edición que el algoritmo de
Maes, pues explora el mismo espacio, sólo que en un orden posiblemente diferente. Aśı pues,
el coste achacable al cálculo de distancias de edición es O(mn logm). Veamos, pues, el coste
que supone la gestión de S. El número de estados que ingresan en S es, en el peor de los
casos, 2m−1. Simultáneamente no hay más de m estados en S. Si S se implementa mediante
un heap, el coste de cada inserción o extracción de un estado es O(logm). La gestión de S

supone, pues, un coste temporal adicional O(m logm) y espacial O(m). Sobre cada estado
resultante de una ramificación debe evaluarse la función de cota inferior. La complejidad
computacional del algoritmo será O(mn logm + m(2ω + logm)) = O(m(ω + n logm)),
donde ω representa el coste de evaluar la función de cota inferior.

Aunque en [MB00] se mencionan otras cotas, la que obtiene mejores resultados en la
práctica es la siguiente:

g(]l, r[) = máx
(

0,
DE (ρl(x), y) + DE (ρr(x), y)− (γD + γI)(r − l)

2

)
≤ mı́n

l<k<r
DE (ρk(x), y).

Esta cota se calcula en tiempo O(1). Por tanto, la complejidad computacional del
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Figura 3.9: Cálculo del BB en el grafo de edición extendido para x = 0011 e y = 1110. Los
aciertos tienen un peso 0 y cualquier otra operación tiene peso 1. El algoritmo BB obtiene 1 como
un valor aproximado de CED([x], [y]) y su camino se muestra con flechas gruesas. El camino debe
de empezar en cualquier nodo gris claro (fila inferior) y terminar en un nodo de color gris oscuro
(fila superior).

algoritmo usando esta cota es O(mn logm).

3.3.4. El algoritmo de Bunke y Bühler

Si las soluciones anteriores para acelerar el cálculo no nos satisfacen todav́ıa, podemos
recurrir a soluciones aproximadas como el algoritmo de Bunke y Bühler [BB93].

Este algoritmo aproxima la CED buscando, en el grafo extendido, el camino óptimo
que parte de cualquiera de los nodos (i, 0) para 0 ≤ i < m, y llega a cualquiera de los nodos
(i, n), para m ≤ i < 2m [JMPP04], sin ningún control sobre la longitud de la subcadena de
x·x alineada con y (véase la Figura 3.9). La estimación de este algoritmo de CED([x], [y]),
que será denotada como BB(x, y), se realiza inicializando todos los nodos de partida con
el valor 0 y calculando el valor mı́nimo de cualquier alineamiento óptimo que llegue a un
nodo final. De este modo, el BB puede calcularse con una complejidad temporal O(mn).

En [BB93] se muestra que, dadas dos cadenas x e y, el BB calcula BB(x, y) = ED(x′, y),
donde x′ es la subcadena de x ·x que más se parece a y. La suboptimalidad de este método
es debido a el hecho de que el alineamiento óptimo que encuentra podŕıa empezar en (i, 0)
y finalizar en (i′, n), con i′ 6= i + m, mientras el camino que corresponde a CED(x, y)
debeŕıa verificar que i′ = i + m. El camino correspondiente puede ser considerado como
un seudo-alineamiento entre [x] e [y].

Podemos deducir entonces que el peso obtenido con el BB es una cota inferior de la
CED, BB(x, y) ≤ CED([x], [y]]).

3.4. Discusión

Parece tener sentido que, si queremos utilizar los contornos de las formas para el
reconocimiento, la DEC nos puede ofrecer un buen método de comparación para las co-
rrespondientes cadenas ćıclicas.
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No obstante, el principal problema que se encuentra en las técnicas basadas en la
distancia de edición, es el hecho de que los descriptores de contorno, que se utilizan para
aproximar las formas, dependen en gran medida del ruido. Este ruido es el causante de
las inconsistencias en la segmentación a las cuales la distancia de edición es muy sensible.
Cada componente de una cadena o se tiene que alinear con una y sólo una componente
de la otra cadena (siendo esta una sustitución) o se inserta o borra. Esto hace dif́ıcil el
alineamiento de regiones similares representadas por un número diferente de componentes.
Por otro lado, es complicado definir los pesos de las operaciones de edición cuando nos
encontramos en entornos continuos.

En el caso de que tengamos estos problemas, las técnicas de comparación que veremos
en el siguiente caṕıtulo, el alineamiento temporal no lineal y los modelos ocultos de Markov
resultarán más adecuadas.



Capı́tulo 4
Alineamiento temporal no lineal y modelos
ocultos de Markov

Fio: ((What did he say? ))

Porco Rosso: ((He said “ Cute kid. When did you start babysitting?”))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

En este caṕıtulo introduciremos dos técnicas que son conocidas desde hace tiempo
por la comunidad cient́ıfica dedicada al reconocimiento del habla, ya que ambas técnicas
permiten modelar deformaciones elásticas, lo cual es útil para la comparación de la voz.
Nos estamos refiriendo al alineamiento temporal no lineal y a los modelos ocultos de
Markov. Las propiedades de estas dos técnicas también son interesantes en otras áreas,
entre ellas, el modelado de contornos de formas bidimensionales.

4.1. Alineamiento temporal no lineal

El alineamiento temporal no lineal (ATNL) [SK83] (en inglés, dynamic time warping) es
conocido por el área del reconocimiento de voz desde hace tiempo [Ita75, SK83, MRR80,
RJ93, SC78]. Al tener que comparar dos pronunciaciones de voz descritas con cadenas
de tramas, se tiene el problema de que estas, aun normalizando la duración, no tienen
una correspondencia lineal. El ATNL permite una mejor medida de disimilitud cuando
queremos modelar deformaciones elásticas, tal como ocurre en estas tramas de voz.

Debido a esta caracteŕıstica el ATNL se ha aplicado en otras disciplinas, como la bio-
informática [AC01], las bases de datos [KR05], la biométrica [GD95], el reconocimiento de
huellas digitales y firmas [KV00, MP99] , y en el reconocimiento de formas bidimensiona-
les [AYV03, AO04, ARKF07], entre otras, como se ha mencionado en el Caṕıtulo 2.

En la Figura 4.2 hay un ejemplo de alineamiento temporal lineal (ATL) [KR05] y de
ATNL sobre dos funciones de curvatura que representan sendas formas. Nos ayudará a
entender cuáles son las propiedades de este tipo de medida. Observando las cadenas nos
damos cuenta de que las formas se parecen bastante, sin embargo, existe una serie de
desfases temporales no uniformes. Como se puede ver el resultado con el ATL no tiene

53
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demasiado sentido. El ATNL proporciona un alineamiento que parece más sensato para
comparar este tipo de cadenas.

1

2

(a)

1

2

(b)

1

2

(c)

Figura 4.1: (a) Contornos de peces. Se indica en los contornos, mediante puntos, el inicio de las
cadenas de valores de curvatura. Para realizar el alineamiento además hemos seleccionado el mismo
número de puntos para ambas figuras de manera equidistante. (b) Alineamiento temporal lineal.
El coste de los puntos alineados se muestra bajo el alineamiento. El coste del ATL es la suma de
estos costes. (c) Alineamiento temporal no lineal.

De manera formal1. Sean x = x0x1 . . . xm−1, donde xi ∈ Σ, para 0 ≤ i < m e y =
y0y1 . . . yn−1, donde yj ∈ Σ, para 0 ≤ j < n. Un alineamiento entre x e y se define como
una lista de pares (i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik−1, jk−1) con las siguientes restricciones:

1. 0 ≤ i` < m y 0 ≤ j` < n para 0 ≤ ` < k,

2. 0 ≤ i`+1 − i` ≤ 1 y 0 ≤ j`+1 − j` ≤ 1 para 0 ≤ ` < k,

3. (i`, j`) 6= (i`+1, j`+1) para 0 ≤ ` < k.

La segunda restricción proporciona dos propiedades importantes en el alineamiento: la
monotońıa, esto es, el camino de alineamiento no debeŕıa ir hacia atrás en el ((tiempo)); y
la continuidad, es decir, el camino de alineamiento no debeŕıa saltar en el ((tiempo)).

Significando el par (i`, j`), que xi` está alineado con yj` , el coste de un alineamiento es∑
0≤`<k

δ(xi` , yj`),

1Para facilitar la notación, al contrario que en las distancias de edición (véase el Caṕıtulo 3), las cadenas
empiezan con sub́ındice 0.
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donde δ es la función local de disimilitud, la función que mide la distancia entre dos
componentes de la cadena.

Un alineamiento óptimo es un alineamiento con coste mı́nimo. La Figura 4.2a muestra
un alineamiento óptimo entre dos cadenas.

La medida de disimilitud basada en el alineamiento temporal no lineal ATNL(x, y)
se define como el peso de un alineamiento óptimo entre x e y, es decir, ATNL(x, y) =
d(m− 1, n− 1) [SK83], donde

d(i, j) =



δ(x0, y0), si i = j = 0;
d(i− 1, j) + δ(xi, y0), si i > 0 y j = 0;
d(i, j − 1) + δ(x0, yj), si i = 0 y j > 0;

mı́n


d(i− 1, j − 1),
d(i− 1, j),
d(i, j − 1)

+ δ(xi, yj), en otro caso.

(4.1)

Esta ecuación recursiva puede resolverse iterativamente con programación dinámica
en tiempo O(mn). El problema se reduce al cálculo de un camino óptimo en un grafo de
alineamiento GA, un grafo aćıclico ponderado con O(mn) arcos. El grafo de alineamiento
es una malla formada por nodos (i, j), donde 0 ≤ i < m y 0 ≤ j < n, conectados por arcos
horizontales, verticales y diagonales, como puede verse en la Figura 4.2b. Todos los arcos
que terminan tienen el mismo peso (o coste), δ(xi, yj). Todos los caminos de alineamiento
empiezan en el nodo (0, 0) y acaban en el nodo (m− 1, n− 1).

Los alineamientos entre componentes de las cadenas, en el ATNL, pueden ser conside-
rados como sustituciones en las distancias de edición, pero el ATNL permite correspon-
dencias de uno a muchos. Esto hace que el ATNL sea apropiado para modelar distorsiones
elásticas de cadenas que describan formas o series temporales. Por otro lado, los alinea-
mientos que produce el ATNL no tienen ni inserciones ni borrados. Esto es preferible a las
distancias de edición cuando estas no encajan de manera natural (véase la Sección 3.4).

x0
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x1

1

x2

1

x3

1

y0

0

y1

0

y2

1

y3

0
0
x0

1
x1

1
x2

1
x3

0y0

0y1

1y2

0y3

(a) (b)

Figura 4.2: (a) Un alineamiento óptimo entre las cadenas discretas x = 0111 e y = 0010, donde
δ(xi, yj) = |xi − yj |. (b) Grafo de alineamiento para obtener la solución de la ecuación recursi-
va (4.1). La ĺınea gruesa representa el alineamiento óptimo asociado a (a).
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4.1.1. Restricciones globales

Además de las restricciones enumeradas anteriormente, al ATNL se le suelen impo-
ner restricciones globales con el objetivo de que el camino del alineamiento no se aleje
demasiado de la diagonal del grafo. Para conseguir esto podemos utilizar una banda de
alineamiento, en la que el camino sólo puede visitar los nodos que están dentro de esta
banda. De este modo, podemos añadir una cuarta restricción a las aparecidas anterior-
mente:

4. |il − jl| ≤ s para 0 ≤ ` < k.

Si m = n, en el caso de la banda de Sakoe-Chiba [SC78], s es independiente de i.
Para el paralelogramo de Itakura [Ita75], s es función de i. En la Figura 4.3a, tenemos un
ejemplo de la banda de Sakoe-Chiba, la más utilizada. También es conocida la ventana
del paralelogramo de Itakura (Figura 4.3b). Estas bandas pueden aumentarse o reducirse
de acuerdo a las necesidades.

(a) (b)

Figura 4.3: (a) Banda de Sakoe-Chiba. (b) Paralelogramo de Itakura. Los nodos en blanco son
los que se pueden visitar para cada caso.

Existen dos razones principales para utilizar restricciones globales. Una de ellas es que
agilizan el cálculo del ATNL. Calculando ATNLs (alineamiento temporal no lineal con una
banda de Sakoe-Chiba s) conseguimos reducir su coste computacional a O(máx(m,n)w).
En segundo lugar, puede interesarnos que estos caminos extraños, llamados en la literatura
patológicos, no se produzcan, ya que estos significan que una pequeña parte de una cadena
se alinea con una parte grande de la otra y en ciertos campos de aplicación esto no es
adecuado.

4.1.2. Restricciones locales

Otra manera de imponer restricciones al alineamiento es cambiar el conjunto de pro-
ducciones [MRR80, RJ93]. La idea básica consiste en utilizar un conjunto de producciones
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para tal fin (véase la Figura 4.4).

(a) (b) (c)

(d) (e)

Figura 4.4: Diferentes conjuntos de producciones.

Las producciones permiten imponer restricciones de continuidad, simetŕıa, monotońıa,
etc. Es posible también ponderar las producciones como se puede ver en la Figura 4.5.

1
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Figura 4.5: Conjuntos de producciones ponderadas.

Aśı pues, ATNL(x, y) = d(m − 1, n − 1), donde la ecuación recursiva, de manera
genérica, es

d(i, j) = mı́n
(a,b)∈P

{d(i− a, j − b) + w(a, b) · δ(xi, yj)},

siendo w una función que devuelve el peso para las producciones dadas.

En particular, en las siguientes secciones sólo trabajaremos con las producciones de la
Figura 4.4a para todas las ponderaciones posibles. Con este tipo de producciones, podemos
simplificar la notación, utilizando γ = (w(1, 0), w(1, 1), w(0, 1)), con lo que si γ = (1, 1, 1)
nos estamos refiriendo a las producciones ponderadas de la Figura 4.5a. La ecuación re-
cursiva para ATNLγ(x, y) = d(m− 1, n− 1) finalmente queda como
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d(i, j) =



δ(x0, y0), si i = j = 0;
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, y0), si i > 0 y j = 0;
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(x0, yj), si i = 0 y j > 0;

mı́n


d(i− 1, j − 1) + w(1, 1) · δ(xi, yj),
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, yj),
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(xi, yj)

 , en otro caso.

(4.2)

4.1.3. Normalización

Las distancias por el ATNL que estamos considerando pueden presentar un incon-
veniente: una propensión a dar valores altos para cadenas largas, y bajos para cadenas
cortas, del mismo modo que la distancia de edición, como se comentó en la Sección 3.2.

Puede resultar necesario o conveniente efectuar alguna forma de normalización por la
duración de las cadenas comparadas. Una posible definición de la distancia por el ATNL
normalizado (ATNLN) seŕıa:

ATNLN (x, y) = mı́n
(i0,j0)...(ik−1,jk−1)

∑k
`=0w(i` − i`−1, j` − j`−1) · δ(xi` , yj`)∑k

`=0w(i` − i`−1, j` − j`−1)
.

Para que esta ecuación sea resoluble con programación dinámica, con el mismo coste
computacional que la distancia no normalizada, esta distancia debe presentar un deno-
minador que no dependa del alineamiento. Ciertos conjuntos de producciones permiten
trabajar con denominadores constantes, como los mostrados en la Figura 4.6.

Si el denominador depende del alineamiento tendremos que hacer uso de los métodos
comentados en la Sección 3.2.

Producciones ponderadas Denominador

2

1

1

n+m
1

1

n+m

1 1 1

n

Figura 4.6: Conjuntos de producciones ponderadas que permiten la normalización con el mismo
coste computacional.
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4.2. Aceleración e invarianza al punto inicial con el ATNL

Como hemos mencionado anteriormente el ATNL es un algoritmo costoso computacio-
nalmente, O(mn). Es por esto que existe mucho trabajo orientado a paliar este proble-
ma, en especial en el campo de las bases de datos de series temporales [Keo02, ZS03,
VHGK03, RK04, KPZ+04, KR05, SMC05, VLM06, Lem09]. Aunque quizás el más cono-
cido sea [Keo02] (y en el que los demás están basados), donde el autor obtiene una cota
inferior (de coste lineal) del ATNL utilizando la ventana de Sakoe (véase la Sección 4.1.1)
y la distancia de Minkowsky (Sección 2.3.1.1). Siendo x e y dos cadenas, y m el tamaño
de ambas cadenas, la cota inferior se calcula de la siguiente manera:

LB Keogh(x, y) =
n−1∑
i=0


(xi − Ui)2, si qi > Ui;
(xi − Li)2, si qi < Li;
0, en otro caso,

siendo Ui y Li los ĺımites superior e inferior de la cadena x para una banda de Sakoe dada.
En [Keo02] también se propone una técnica de indexación basada en [YJF98], en la que

la serie temporal se aproxima con 16 componentes (realizando la media) que se transforman
en 16 dimensiones a tratar por, por ejemplo, un R*-tree [Het].

Ambas técnicas parecen adecuadas en el caso de que nuestras cadenas (no ćıclicas)
tengan componentes de una dimensión, pero a medida que aumentemos las dimensiones
de los elementos de las cadenas, el sistema se irá degenerando [WSB98].

Por otro lado, muy anteriormente en la literatura, también se ha utilizado AESA (Ap-
proximating and Eliminating Search Algorithm) [Vid86, Vid94] para acelerar el ATNL [VCR85,
CVR87, VRCB88, VCBL88]. AESA tiene una fase de preproceso en la que se calculan to-
das las distancias entre los prototipos y se almacenan en una matriz D. En la fase de
clasificación, en el inicio se elige arbitrariamente un candidato s como vecino más próximo
(a la muestra a clasificar) y se calcula su distancia a la muestra ds, eliminándolo del con-
junto de prototipos y actualizando el vecino más próximo. A continuación esta distancia
se utiliza para obtener una cota inferior G de la distancia de cada prototipo p a la muestra,
utilizando para ello la propiedad de la desigualdad triangular (véase la Figura 4.7):

d(s, y) ≤ d(s, s′) + d(s′, y) =⇒ d(s′, y) ≥ d(s, y)− d(s, s′)
d(s, s′) ≤ d(s, y) + d(s′, y) =⇒ d(s′, y) ≥ d(s, s′)− d(s, y)

d(s′, y) ≥ |d(s, s′)− d(s, y)|
Si la cota resulta ser superior a la distancia al vecino más cercano hasta el momento,

el prototipo se poda. El siguiente prototipo a vecino más cercano se elige utilizando las
cotas inferiores, y se repite todo el proceso (actualizando la cota en caso de que sea mayor
que la obtenida hasta ese momento) hasta que no queden prototipos. El algoritmo AESA
se muestra en la Figura 4.8.

AESA se caracteriza por una reducción drástica del cálculo de distancias. Es especial-
mente interesante cuando el cálculo de las distancias entre dos elementos es muy costoso,
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s

s′

y

d(s, y)

d(s′, y)

d(s′, s)

|d(s, y) − d(s, s′)|

Figura 4.7: Cota inferior con la desigualdad triangular.

Figura 4.8: Algoritmo AESA.
Entrada: P : prototipos, x: muestra a clasificar
Salida: nn ∈ P : vecino más cercano
var D ∈ R|P |×|P |: distancias entre prototipos
Inicio

para p ∈ P hacer
G[p] = 0

nn = desconocido; dnn =∞
s = elemento cualquiera de P
mientras |P | > 0 hacer

ds = d(x, s)
P = P − s
si ds < dnn entonces

nn = s; dnn = ds
siguiente = desconocido; gmin =∞
para p ∈ P hacer

G[p] = máx(G[p], |DB[s, p]− ds|)
si G[p] > dnn entonces

P = P − p
si no

si G[p] < gmin entonces
gmin = G[p]; siguiente = p

s = siguiente

Fin
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que es precisamente nuestro caso. Ahora bien, el ATNL no es una métrica, sin embargo,
en [VCR85, CVR87, VRCB88, VCBL88] (mencionados anteriormente) se realizó un estu-
dio con una tarea de reconocimiento de voz con palabras aisladas [RJ93] utilizando ATNL.
En [CVR87], en 15 millones de tripletas no se encontró ningún caso en el que la desigual-
dad triangular no se cumpliera. Por tanto, pudieron aplicar AESA sin mayor problema.
Incluso se permitieron el lujo de acelerar más el cálculo incrementando una holgura, H,
para que la poda fuera mayor, hasta que la tasa de clasificación comenzaba a descender:

d(s′, y) ≥ |d(s, s′)− d(s, y)| −H.
Esto en cuanto a cadenas ordinarias se refiere. En el caso de las cadenas ćıclicas, el

coste del ATNL es todav́ıa mayor. Es bastante común, en la literatura relacionada con el
reconocimiento de formas bidimensionales utilizando contornos [SKK03, AYV03, AO04,
KWX+06, ARKF07], pensar que el Lema 3.1, que cumple la distancia de edición, lo va a
cumplir también el ATNL, pero esto no es aśı como veremos en el Caṕıtulo 5. Por esto,
tampoco podemos aplicar directamente el algoritmo divide y vencerás presentado en la
Sección 3.3.2. En el Caṕıtulo 5 veremos una adaptación de este algoritmo. En otros casos,
incluso se comenta que es posible aplicar el algoritmo de ramificación y poda (véase la
Sección 3.3.3), lo cual no parece posible según explicamos en la Sección 6.2.

En [KWX+06], el mismo autor trata de llevar su método (comentado en párrafos ante-
riores) a las cadenas ćıclicas (del mismo modo, sin tener en cuenta el incumplimiento del
Lema 3.1). Pero, además de adolecer de los problemas anteriores (banda de Sakoe, Min-
kowsky, dimensionalidad) lo hace también utilizando un método de agrupación de cadenas
en base a la similitud (trata todos los posibles desplazamientos ćıclicos por separado) y
por esto parece ser solamente utilizable con cadenas de componentes de una dimensión.

En el Caṕıtulo 6 presentaremos mejores alternativas para la aceleración del recono-
cimiento con cadenas ćıclicas de varias dimensiones y con cualquier distancia local. En
particular, una adaptación del algoritmo presentado en la Sección 3.3.4 para acelerar el
cálculo en vez de aproximar la distancia, un heuŕıstico que acelera el reconocimiento en
caso de que tengamos categoŕıas etiquetadas y, por último, técnicas basadas en AESA,
viendo cómo se soluciona, en parte, el problema del incumplimiento de la desigualdad
triangular.

4.3. Modelos ocultos de Markov

Los modelos ocultos de Markov (MOMs) [Rab89] presentan propiedades similares al
ATNL, pero además proporcionan un marco probabiĺıstico para el entrenamiento y el
reconocimiento. Debido a esto, de igual manera, se utilizaron en un principio en el re-
conocimiento del habla [Rab89, Lee89, RJ93], con mejores resultados que con el ATNL.
Por supuesto, se utilizan también en otras disciplinas, como por ejemplo, entre muchas
otras, procesamiento de señal [CNB98], bioinformática [DEKM98, HK96, HBT96], reco-
nocimiento de gestos [EKR98, WB99], análisis y śıntesis del comportamiento [JP98] o
reconocimiento de texto manuscrito [PS00]. Hoy por hoy, los MOMs también están empe-
zando a ser una alternativa en el reconocimiento de formas bidimensionales [HK91, FMJ97,
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AYV00, CL01, BM04, BMF04, TGJ07].
Un MOM [Rab89] contiene un conjunto de estados, {S1, S2, . . . , Sn}, cada uno con una

distribución o densidad de probabilidad para la emisión de śımbolos. En cada instante t,
un estado produce un evento observable que sólo depende de ese estado. La transición de
un estado a otro es un evento aleatorio que sólo depende del estado de partida.

Dado un alfabeto Σ = {v1, v2, . . . , vw} (el conjunto de eventos observables es discreto
y finito), un MOM discreto con n estados es una tripleta (A,B, π), donde:

A = {aij}, para 1 ≤ i, j ≤ n, es la matriz de probabilidades de transición (aij es
la probabilidad de estar en el estado i en el instante t y estar en el estado j, en el
instante t+ 1);

B = {bij}, para 1 ≤ i, j ≤ n y 1 ≤ j ≤ w, es la matriz de probabilidades de
observación (bij , o bi(vj), es la probabilidad de observar vj , estando en el estado i);

π = {πi}, para 1 ≤ i ≤ n, es una distribución de probabilidad para los estados
iniciales (πi) es la probabilidad de estar en el estado i cuando t = 1.

Deben de satisfacerse, además, las siguientes condiciones, para todo i:

∑
1≤j≤n aij = 1,∑
1≤j≤w bij = 1,∑
1≤i≤n πi = 1.

La Figura 4.9a muestra una representación gráfica de un estado discreto y la Figu-
ra 4.9b muestra un modelo de Markov discreto completo.

Si los elementos observables de nuestras cadenas son continuos, la probabilidad puede
venir dada por una distribución normal2:

bi(v) = N (v;µi, σi) =
1

σi
√

2π
e
− 1

2
(
v−µi
σi

)2
.

Si los elementos de las cadenas, tienen varias dimensiones, se puede utilizar una dis-
tribución normal n-dimensional:

bi(v) = N (v;µi,Σi) =
1√

(2π)n|Σi|
e−

1
2

(v−µi)′Σ−1
i (v−µi).

En el caso de que nuestros datos presenten distribuciones multimodales podremos hacer
uso de mixturas de normales [Rab89].

2Utilizar una distribución normal es lo más habitual. Aunque se podŕıan utilizar otro tipo de distribu-
ciones según el caso.
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Figura 4.9: (a) Un estado de un MOM discreto que puede emitir cualquiera de los cuatro śımbolos
de acuerdo con el reparto de probabilidad ilustrado como un gráfico de tarta. (b) Una representación
gráfica de un modelo de Markov discreto.

4.3.1. Topologı́as

El número de estados n y las probabilidades de transición entre estados que no son cero,
aij 6= 0, definen la topoloǵıa de los MOMs. La topoloǵıa impone restricciones importantes
sobre el proceso estocástico y produce distintos comportamientos en los modelos. Existen
una gran cantidad de topoloǵıas dependiendo del dominio de aplicación. Pero quizás la
clasificación más utilizada, considera simplemente dos tipos:

Modelos ergódicos.

Modelos izquierda-derecha (o temporales).

En el caso de los modelos ergódicos, quizás los más conocidos, la matriz de proba-
bilidades de transición está completa y, por tanto, se pueden alcanzar todos los estados
desde cualquier estado del modelo (véase la Figura 4.10a). Para algunas aplicaciones, en
las que el reconocimiento requiere de una cierta temporalidad (como el reconocimiento de
voz), otras topoloǵıas han dado mejores resultados que la topoloǵıa ergódica. Nos estamos
refiriendo a las topoloǵıas izquierda-derecha. En estas topoloǵıas, formalmente, ocurre lo
siguiente que, aij = 0 para j < i. En las Figuras 4.10b y 4.10c se muestran ejemplos de
dos casos particulares de estas topoloǵıas. Concretamente, en la Figura 4.10b tenemos un
MOM izquierda-derecha lineal, donde desde un estado se transita a él mismo o al siguiente.
Y en la Figura 4.10c se muestra una topoloǵıa izquierda-derecha de Bakis.

Aunque es habitual encontrarnos, en las definiciones de los modelos de Markov, con
la distribución de probabilidad para los estados iniciales, π, en lo siguiente, utilizaremos
en su lugar un estado S0 no emisor y al que tampoco se puede transitar desde ningún
estado, cuyas transiciones contendrán estas mismas probabilidades de π a los estados
correspondientes. Con lo que el modelo de Markov quedará definido como λ = (A,B).
Aśı, con esta nueva forma de definir los modelos de Markov, por ejemplo, la Figura 4.9
tendŕıa un estado no emisor S0 del cual saldŕıan dos transiciones, una al estado S2 con
probabilidad 0.5 y otra al estado S3 con probabilidad 0.5.
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Figura 4.10: Ejemplos de topoloǵıas. (a) Topoloǵıa ergódica. (b) Topoloǵıa izquierda-derecha
lineal. (c) Topoloǵıa izquierda-derecha de Bakis.



4.3 MODELOS OCULTOS DE MARKOV 65

4.3.2. Los tres problemas y uno más

Para un MOM, λ = (A,B) y una cadena de elementos observados3, x = x1x2 . . . xm,
hay tres problemas básicos para que los modelos sean útiles en aplicaciones prácticas:

El problema de la evaluación, es decir, la probabilidad de x, dado λ, P (x|λ).

El problema de la decodificación, es decir, obtener la secuencia de estados,Q0, . . . , Qm,
que con mayor probabilidad produjo x (esta secuencia de estados puede verse tam-
bién como un alineamiento óptimo entre x y λ).

El problema del aprendizaje, es decir, estimar λ para maximizar la probabilidad de
generar x.

Existe además un cuarto problema relacionado con el aprendizaje, el problema de la
topoloǵıa. Consiste en estimar la topoloǵıa de λ para, junto con el aprendizaje, maximizar
la probabilidad de generar x. Para este problema no existen métodos efectivos para estimar
el número de estados o la topoloǵıa del modelo. Normalmente estos son escogidos de
manera heuŕıstica dependiendo de las caracteŕısticas de la aplicación.

4.3.3. El problema de la evaluación y el de la decodificación

Existen algoritmos eficientes para resolver los dos primeros problemas. El procedimien-
to forward-backward [BE67, BS68] resuelve el problema de la evaluación. Para ello, utiliza
dos variables, la variable forward, αt(i) y, la variable backward, βt(i). La primera, αt(i), se
define como

αt(i) = P (x1 . . . xt, Qt = Si|λ)

y representa la probabilidad de haber observado la cadena x1 . . . xt hasta el instante t,
estando en el estado Si. Se puede calcular recursivamente con lo siguiente:

αt(i) =


1, si t = 0 e i = 0;(∑n

j=0 αt−1(j)aji)
)
bi(xt), si 1 ≤ t ≤ m y 1 ≤ i ≤ n;

0, en otro caso.

La variable backward se define como

βt(i) = P (xt+1 . . . xm|Qt = Si, λ)

y representa la probabilidad de haber observado la cadena xt+1 . . . xT , estando en el estado
Si en el instante t. Se puede calcular recursivamente con lo siguiente,

3Para facilitar la notación, en el caso de los modelos de Markov, las cadenas empiezan con sub́ındice 1.
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βt(i) =


1, si t = m y 1 ≤ i ≤ n;∑n

j=1 aijbj(xt+1)βt+1(j), si t = m− 1, . . . , 1 y 1 ≤ i ≤ n;∑n
j=1 aijβt+1(j), si t = 0 e i = 0;

0, en otro caso.

P (x|λ) se calcula como

P (x|λ) =
n∑
i=0

αt(i)βt(i), ∀t.

Fijando t = m obtenemos

P (x|λ) =
n∑
i=0

αm(i).

El problema de la decodificación, como se ha comentado, se puede resolver también de
manera eficiente utilizando el algoritmo de Viterbi [Vit67, For73]. Básicamente se utiliza
una expresión recursiva similar a la del cálculo de la variable forward, pero con maximi-
zaciones en vez de sumas:

φt(i) =


1, si t = 0 e i = 0;
máx0≤i≤n (φt−1(j)aji) bi(xt), si 1 ≤ t ≤ m y 1 ≤ i ≤ n;
0, en otro caso.

El algoritmo de Viterbi devuelve la probabilidad de la secuencia de estados que más
probablemente generó la cadena x en

P̂ (x|λ) = máx
0≤i≤n

φm(i). (4.3)

Para obtener la secuencia de estados más probable deberemos almacenar de dónde
venimos (cuál ha sido el máximo), en cada paso recursivo [Rab89], con

ψt(i) = arg máx
0≤i≤n

(φt−1(j)aji) ,

para al final obtener el camino, es decir, la secuencia óptima de estados, Q̂ = Q̂m, Q̂m−1, . . . , Q̂0,
utilizando retroceso:

Q̂m = arg máx
0≤i≤n

(φm(i)) ,

Q̂t = ψt+1(Q̂t+1), para t = m− 1,m− 2, . . . , 0.
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Además de resolver el problema de la decodificación, el algoritmo de Viterbi es utili-
zado, frecuentemente, para resolver también el problema de la evaluación. Esta puntua-
ción (4.3) es una muy buena aproximación a la probabilidad que devuelve el forward4.

Las tres ecuaciones recursivas pueden ser resueltas con una versión iterativa utilizando
programación dinámica en tiempo O(n2m) [RJ93].

4.3.4. El problema del aprendizaje

No existe un algoritmo que resuelva de manera óptima el problema del entrenamiento.
Aunque śı existen procedimientos eficientes, como, el algoritmo de reestimación Baum-
Welch [BE67, BS68, BPSW70, Bau72] que mejora iterativamente la estimación de los
parámetros hasta que se alcanza un máximo local. Este algoritmo es una particularización
del conocido algoritmo expectation-maximization (EM) [DLR77, Wu83].

Para describir el algoritmo que realiza la reestimación, se deben introducir dos varia-
bles:

ξt(i, j): representa la probabilidad de pasar del estado Si en el instante t al estado
Sj en el instante t+ 1, dada la cadena x y el modelo λ, es decir,

ξt(i, j) = P (Qt = Si, Qt+1 = Sj |x, λ).

Esta variable se calcula utilizando las variables forward y backward :

ξt(i, j) = P (Qt = Si, Qt+1 = Sj |x, λ))

=
P (Qt = Si, Qt+1 = Sj , x|λ)

P (x|λ)

=
αt(i)aijbj(xt+1)βt+1(j)

P (x|λ)

=
αt(i)aijbj(xt+1)βt+1(j)∑

i

∑
j αt(i)aijbj(xt+1)βt+1(j)

.

γt(i): representa la probabilidad de estar en el estado Si en el instante t, dada la
cadena x y el modelo λ, es decir,

γt(i) = P (Qt = Si|x, λ).

Esta se calcula con

4Ofreciendo ciertas ventajas de implementación y de costes respecto a este último.
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γt(i) = P (Qt = Si|x, λ)

=
P (Qt = Si, x|λ)

P (x|λ)

=
αt(i)βt(i)∑
i αt(i)βt(i)

.

Pero también puede calcularse en términos de la variable ξt(i, j):

γt(i) =
n∑
j=1

ξt(i, j).

Dadas estas dos variables, el proceso de reestimación determina los parámetros de λ
de la siguiente manera:

āij =
No esperado de veces que se pasa de Si a Sj

No esperado de veces que se pasa por Si

=
∑m−1

t=0 ξt(i, j)∑m−1
t=0 γt(i)

,

b̄i(vj) =
No esperado de veces que se pasa por Si y se observa vj

número esperado de veces que se pasa por Si

=

∑m−1
t=1
∀xt=vj

γt(i)∑m−1
t=1 γt(i)

.

Con lo que podremos reestimar el nuevo modelo, λ̄ = (Ā, B̄), a partir del anterior
λ = (A,B). Baum et al. demostraron que

P (x|λ̄) ≥ P (x|λ),

lo cual significa que, en cada iteración la verosimilitud se incrementa, hasta que se con-
verge a un máximo. El resultado final de este proceso es un MOM entrenado utilizando
estimación por máxima verosimilitud. El máximo que se alcanza es local, con lo que la
inicialización, de los parámetros del modelo, cobra especial relevancia.

Por otro lado, una sola cadena no suele ser suficiente para entrenar un MOM [Rab89].
Debido a que estas fórmulas están basadas en el cálculo de frecuencias de los eventos, las
fórmulas de reestimación para múltiples cadenas se modifican sumando todas las frecuen-
cias individuales de cada cadena, asumiendo que las cadenas son independientes,

P (X|λ) =
L∏
l=1

P (x(l)|λ),
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siendo X, el conjunto de cadenas, X = {x(1), x(2), . . . , x(L)}, las fórmulas de reestimación
quedan de la siguiente manera:

āij =

∑L
l=1

1
P (x(l)|λ)

∑m(l)−1
t=0 αlt(i)aijbj(x

(l)
t+1)βlt+1(j)∑L

l=1
1

P (x(l)|λ)

∑m(l)−1
t=0 αlt(i)βlt+1(j)

, (4.4)

b̄i(vj) =

∑L
l=1

1
P (x(l)|λ)

∑m(l)−1
t=1
∀x(l)
t =vj

αlt(i)β
l
t(i)∑L

l=1
1

P (x(l)|λ)

∑m(l)−1
t=1 αlt(i)βlt(i)

. (4.5)

Hasta aqúı hemos comentado el algoritmo Baum-Welch para entrenar MOMs con cade-
nas de valores discretos. En el caso de que queramos entrenar nuestro modelo con cadenas
de valores continuos y/o con elementos de varias dimensiones, la extensión de las fórmulas
de reestimación, a distribuciones normales, distribuciones normales n-dimensionales y/o
mixturas, es inmediata [Rab89].

En la literatura existe también un algoritmo de entrenamiento más sencillo, el segmen-
tal K-means [JR90]. Su sencillez radica en el hecho de que en las fórmulas de reestimación
(para distinguirlas de las del algoritmo de Baum-Welch las llamaremos âij y b̂i(vj)) sólo
se utilizan las frecuencias de las secuencias de estados óptimas, que nos da el algoritmo
de Viterbi (Q̂ = Q̂m, Q̂m−1, . . . , Q̂0) y no frecuencias basadas en el número esperado. En
muchas ocasiones, este método y el de Baum-Welch ofrecen resultados comparables.

4.4. Invarianza al punto inicial con los MOMs

Si nos fijamos en cómo se consigue la invarianza al punto inicial con los MOMs, ve-
remos que en la literatura aparece: la elección de rotación de referencia [HK91] (véase la
Sección 2.4.1), caracteŕısticas invariantes a la rotación [CL01] (Sección 2.4.2), una topo-
loǵıa circular [AYV00] y utilizar, sin más, un modelo ergódico [BM04, TGJ07], donde el
entrenamiento resolverá el problema.

[HK91, BM04, TGJ07] emplean topoloǵıas ergódicas, lo cual tiene como consecuencia
que los estados se utilizan para explicar múltiples observaciones a lo largo del contorno.
Esto hace que el reconocimiento sea un problema complejo. Para reconocer cadenas pare-
cen más adecuadas las topoloǵıas izquierda-derecha. Aunque t́ıpicamente contengan más
estados, el número de transiciones es escaso, con lo que la complejidad de los algoritmos
se reduce. Ahora bien, las cadenas ćıclicas no tienen un punto inicial (ni tampoco final),
los MOMs izquierda-derecha parecen, en principio, inapropiados para modelarlas.

En [AYV00], los autores proponen una topoloǵıa circular para modelar las cadenas
ćıclicas. La estructura propuesta elimina la necesidad de definir un punto de inicio: la
cadena ćıclica puede segmentarse para asociar estados consecutivos a segmentos consecu-
tivos en las cadenas, pero no se hace ninguna asunción sobre cuál es el primer o último
segmento. No obstante, como veremos en el Caṕıtulo 7, la topoloǵıa propuesta tiene los
mismos problemas que la ergódica.
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Como se ha comentado en caṕıtulos anteriores la única solución para conseguir la
invarianza al punto inicial es utilizar todo posible punto de inicio de las cadenas, es decir,
utilizar cadenas ćıclicas. Sin embargo, tal como hemos visto en la sección anterior los
modelos de Markov sólo pueden generar cadenas ordinarias (no ćıclicas).

En el Caṕıtulo 7 propondremos extensiones para las cadenas ćıclicas, al algoritmo
de decodificación de Viterbi y a los algoritmos de entrenamiento segmental K-means y
Baum-Welch. Por otro lado, veremos que el heuŕıstico que aparece en la Sección 6.1, puede
también acelerar el entrenamiento y la evaluación/decodificación de cadenas ćıclicas.

4.5. Discusión

Con esto, acaba ya la parte del estado del arte. En este caṕıtulo hemos concretado ya
la problemática que se pretende resolver en la presente tesis y sobre qué técnicas.

Empieza ya la parte de las aportaciones.
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Capı́tulo 5
Alineamiento temporal no lineal cı́clico

Curtis: ((If you run away, I’ll tell everyone you’re chicken! ))
Porco Rosso: ((Chicken, pig, what’s the difference? ))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

Presentaremos en este caṕıtulo la extensión del ATNL a cadenas ćıclicas, es decir, el
ATNL ćıclico. Veremos también un algoritmo eficiente para su cálculo y extensiones para
otras ponderaciones, restricciones globales y normalización.

5.1. Introducción

Cuando dos formas representadas con cadenas tienen puntos de comienzo definidos, el
ATNL proporciona una buena medida de disimilitud. Sin embargo, si queremos conseguir
invarianza al punto inicial debemos considerar el marco de las cadenas ćıclicas. En la
Figura 5.1 hay un ejemplo en el cual se puede ver que se consigue un mejor alineamiento
cuando se tiene el punto de inicio ((equivalente)) para las dos formas.

Tal como se dijo en la Sección 3.3. Un desplazamiento ćıclico ρ de una cadena x =
x0x1 . . . xm−1 se define como ρ(x0x1 . . . xm−1) = x1 . . . xm−1x0. Siendo ρk la composición
de k desplazamientos ćıclicos y ρ0 la identidad.

El Lema 3.1 nos dice que DEC ([x], [y]) = mı́n0≤k<m DE (ρk(x), y). Este lema es fun-
damental para poder utilizar el algoritmo divide y vencerás, ya que el tener sólo que rotar
una cadena nos lleva a poder utilizar el grafo extendido y la propiedad de no cruce de
caminos (Sección 3.3.2). Aunque a priori, pueda parecer que este lema se cumple también
con el ATNL, esto no es aśı, como veremos a continuación.

Un alineamiento ćıclico entre [x] e [y] es una lista de pares (i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik−1, jk−1)
tal que, para 0 ≤ ` < k:

1. 0 ≤ i` < m and 0 ≤ j` < n,

2. 0 ≤ (i(`+1) mód k − i`) mód m ≤ 1 and 0 ≤ (j(`+1) mód k − j`) mód n ≤ 1,

3. (i`, j`) 6= (i(`+1) mód k, j(`+1) mód k).
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Figura 5.1: (a) Contornos de peces. Se indica en los contornos, mediante puntos, el inicio de las
cadenas de valores de curvatura. Para realizar el alineamiento además hemos seleccionado el mismo
número de puntos para ambas figuras. (b) Alineamiento óptimo si la cadena empieza en el punto
2. El coste de alinear cada par de puntos se muestra bajo el alineamiento. El coste del ATNL es la
suma de estos costes. (c) Alineamiento óptimo si la cadena empieza en el punto 2′.
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El peso de un alineamiento ćıclico (i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik−1, jk−1) se define como∑
0≤`<k δ(xi` , yj`), donde δ es una distancia local de disimilitud. Un alineamiento ćıclico

óptimo es un alineamiento de coste mı́nimo.
La medida de disimilitud del alineamiento temporal no lineal ćıclico ATNLC ([x], [y])

se define como el coste del alineamiento óptimo entre [x] e [y].
A continuación mostraremos cómo puede ser definido el alineamiento ćıclico óptimo en

términos de alineamientos entre cadenas no ćıclicas, es decir, utilizando la fuerza bruta en
términos del ATNL. Definiremos en primer lugar la fuerza bruta para la ponderación γ =
(1, 1, 1), por ser esta la más utilizada y que conduce a un desarrollo más sencillo, y después,
la fuerza bruta para cualquier ponderación (para el mismo conjunto de producciones).
Finalmente, veremos cómo, utilizando una estrategia divide y vencerás, podemos acelerar
el cálculo del ATNLC.

5.2. Ponderación γ = (1, 1, 1)

Empezamos por demostrar un lema acerca de la estructura de los alineamientos ćıclicos
óptimos.

Lema 5.1 Si m,n > 1 e (i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik−1, jk−1) es un alineamiento óptimo entre
dos cadenas x0x1 . . . xm−1 e y0y1 . . . yn−1, existe al menos un ` tal que i` 6= i(`+1) mód k y
j` 6= j(`+1) mód k.

Demostración: Cualquier alineamiento que incluya (i`, j`), (i`+1, j`), e (i`+1, j`+1) puede
ser ((mejorado)) quitando (i` + 1, j`), ya que δ(xi`+1, yj`) ≥ 0. Análogamente, cualquier
alineamiento que incluya (i`, j`), (i`, j`+1), e (i`+1, j`+1) puede ser ((mejorado)) quitando
(i`, j` + 1). �

Nos apoyamos en este lema para demostrar que el alineamiento óptimo puede expre-
sarse en términos de alineamientos entre cadenas no ćıclicas.

Lema 5.2 La disimilitud ATNLC entre una cadena ćıclica [x] y una cadena ćıclica [y],
ATNLC ([x], [y]), puede ser calculada con

ATNLC ([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

mı́n
0≤`<n

ATNL(ρk(x), ρ`(y)).

Demostración: Trivial cuando m = 1 o n = 1. Consideremos que m,n > 1 y sea
(i0, j0), (i1, j1), . . . , (ik−1, jk−1) un alineamiento óptimo. Sea ` un ı́ndice tal que i` 6=
i(`+1) mód k y j` 6= j(`+1) mód k (por el Lema 5.1). El coste de este alineamiento ćıclico es
ATNL(ρ(i`+1) mód k(x), ρ(j`+1) mód k(y)), que se considera en la doble minimización. �

De acuerdo con el Lema 5.2, el valor de ATNLC ([x], [y]) puede ser obtenido de ma-
nera trivial en tiempo O(m2n2) considerando todos los desplazamientos ćıclicos de ambas
cadenas, resolviendo mn ecuaciones recursivas como la mostrada en (4.1).
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Pero, ¿es posible realizar sólo desplazamientos ćıclicos sobre una cadena para calcular
el ATNLC (tal como se hace con la DEC)? Es decir, ¿podemos afirmar que se cumple la
siguiente igualdad?

mı́n
0≤k<m

mı́n
0≤`<n

ATNL(ρk(x), ρ`(y)) = mı́n
0≤k<m

ATNL(ρk(x), y).

Al contrario de lo que se afirma en [SKK03, AYV03, AO04, KWX+06, ARKF07], la
respuesta es no. En general, ATNLC ([x], [y]) no es igual a mı́n0≤k<m ATNL(ρk(x), y) ni a
mı́n0≤l<n ATNL(x, ρl(y)) como muestra el siguiente contraejemplo. Sea δ(xi, yj) = |xi−yj |;
el valor de ATNLC ([101], [010]) es 0, ya que ATNL(110, 100) = 0, pero,

ATNL(101, 010) = 3, y,

ATNL(011, 010) = ATNL(110, 010) = ATNL(101, 100) = ATNL(101, 001) = 1.

Por lo tanto, no se puede extender directamente el algoritmo divide y vencerás [Mae90]
al cálculo del ATNLC.

El siguiente teorema muestra una relación de igualdad que podemos explotar en un
algoritmo eficiente:

Teorema 5.3 La disimilitud ATNLC entre una cadena ćıclica [x] y una cadena ćıclica [y]
es

ATNLC ([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

(
mı́n(ATNL(ρk(x), y),ATNL(ρk(x)xk, y))

)
, (5.1)

donde ρk(x)xk es la concatenación de xk a ρk(x).
Demostración: Cada alineamiento produce una segmentación en x y una segmentación en
y: todos los valores en un segmento están alineados con el mismo valor de la otra cadena
ćıclica (Lemma 5.1). Existe un problema cuando yn−p−1yn−p . . . yn−1 e y0y1 . . . yq, para
algún p, q ≥ 0, debeŕıa pertenecer al mismo segmento de y, es decir, no hemos cortado
el segmento limpiamente, al seleccionar y como desplazamiento ćıclico de [y] para usar
el ATNL. En ese caso, el camino óptimo no se puede obtener simplemente realizando el
desplazamiento sobre x, ya que yn−1 debe ser alineado con el último valor de ρk(x) e y0

debe ser alineado con el primer valor de ρk(x), es decir, no pueden pertenecer al mismo
segmento. Sin embargo, la cadena ρk(x)xk permite alinear yn−pyn−p+1 . . . yn y y0y1 . . . yq
con el primer valor de ρk(x), ya que xk aparece también al final de ρk(x)xk. Esta es la
razón de que debamos considerar el segundo elemento de la minimización interior en (5.1).
�

Corolario 5.4 ATNL(ρk(x), y), para cada valor de k, puede ser obtenido como el sub-
producto del cálculo de ATNL(ρk(x)xk, y). Por lo que debe añadirse una columna al grafo
extendido para que incluya los caminos propios de este alineamiento especial.

Demostración: El grafo de alineamiento que corresponde a ATNL(ρk(x), y) es un subgra-
fo del grafo de alineamiento que corresponde a ATNL(ρ0(x)x0, y). El camino óptimo en
ATNL(ρk(x), y) es un camino en el grafo ATNL(ρk(x)xk, y). �
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En la Figura 5.2 se puede ver este hecho. Además se muestra que el contraejemplo ya
no es tal.
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Figura 5.2: Contraejemplo mencionado anteriormente para el desplazamiento ćıclico donde se
obtiene el mı́nimo coste con la solución propuesta.

5.3. Cualquier ponderación

En muchos casos la ponderación γ = (1, 1, 1) resulta apropiada para realizar com-
paraciones. No obstante, una ponderación diferente para este conjunto de producciones
(Figura 4.4a) resulta conveniente en otros casos. Por ejemplo (como se ha comentado an-
teriormente), para obtener distancias normalizadas, con el mismo coste computacional, las
ponderaciones deben de proporcionar un denominador que no dependa del alineamiento.

Como se explica en la demostración del Teorema 5.3, con la ponderación γ = (1, 1, 1)
sólo existen dos posibles cortes en un alineamiento, o hemos cortado uno de los segmentos
de y, al elegir el desplazamiento ćıclico, o no lo hemos hecho y la cadena se ha cortado
limpiamente. En el caso de ponderaciones arbitrarias, además de estos dos tipos de cortes,
se añaden otros dos. En la Figura 5.3 podemos ver el alineamiento de las cadenas que
aparecen también en la Figura 4.2, pero esta vez para γ = (1, 2, 1). Como se puede ver en
la Figura 5.3a existe una pequeña diferencia, que es el alineamiento entre x3 e y2 y que en
el grafo (véase la Figura 5.3b) corresponde a un ángulo recto en el camino de alineamiento.

El Lema 5.1 no se cumple (observa ahora que usamos pesos diferentes de γ = (1, 1, 1)),
ya que en este caso, el alineamiento incluye (2, 2), (3, 2) y (3, 3), pero no podemos quitar
(3, 2) para obtener uno de coste menor. Si cortamos y entre y2 e y3 se produce uno de
estos dos nuevos tipos de corte a los que llamaremos N o N(por el parecido con la
letra mayúscula y su reflejo). En el alineamiento (2, 2), (3, 2) y (3, 3) se produce una ene
reflejada, N, como se puede ver en la Figura 5.3a. El corte N se hubiera producido si el
alineamiento hubiera incluido (2, 2), (2, 3) y (3, 3) (el otro ángulo recto, en el grafo de
alineamiento, Figura 5.3b).

Estos nuevos cortes invalidan también el Lema 5.2 para pesos arbitrarios de las pro-
ducciones, ya que realizar todos los posibles desplazamientos ćıclicos de las dos cadenas no
es suficiente, como se muestra en el siguiente contraejemplo. Supongamos que queremos
calcular ATNLγ([02], [131]), siendo δ(xi, yj) = |xi − yj | y γ = (1, 3, 1). Si desplazamos
ćıclicamente las dos cadenas obtenemos:
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Figura 5.3: (a) Un alineamiento óptimo entre las cadenas discretas x = 0111 e y = 0010, donde
δ(xi, yj) = |xi − yj | y γ = (1, 2, 1). Aparece una ene reflejada que está marcada con trazo grueso.
(b) Grafo de alineamiento. La ĺınea gruesa representa el alineamiento óptimo asociado a (a).

ATNLγ(02, 113) = ATNLγ(02, 131) = ATNLγ(20, 131) = ATNLγ(20, 311) = 4, y,

ATNLγ(02, 311) = ATNLγ(20, 113) = 6.

Pero el resultado correcto para ATNLγ([02], [131]) es 5 como se muestra en la Figu-
ra 5.4. En la Figura 5.4a se ilustra el alineamiento óptimo de ATNLγ(02, 131) = 4 que
supuestamente es el resultado del alineamiento ćıclico, sin embargo, esto no es aśı ya que
no tenemos en cuenta las ponderaciones en (4.2) para i = 0 y j = 0. x0 debeŕıa de aparecer
alineado con y2 tal como ocurre en la Figura 5.4b.
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Figura 5.4: (a) Alineamiento óptimo entre las cadenas x = 02 e y = 131, donde δ(xi, yj) = |xi−yj |
y γ = (1, 3, 1). (b) Alineamiento óptimo entre las cadenas ćıclicas x = [02] e y = [131]. La ĺınea
punteada indica el alineamiento que falta en (a) para que este sea una alineamiento ćıclico correcto.

Ahora bien, para conseguir este resultado debemos tener en cuenta cómo salimos del
grafo por el nodo (m−1, n−1) para entrar en el nodo (0, 0), es decir, necesitamos saber con
qué ponderación hemos salido. Esto nos lleva a encontrar otra expresión para el ATNL, a
esta nueva expresión la llamaremos ATNL2 debido a que nos va a servir para expresar la
fuerza bruta con el desplazamiento ćıclico de las 2 cadenas.



5.3 CUALQUIER PONDERACIÓN 79

Lema 5.5 Sea ATNL2 γ(x, y) = d(m,n) y la ecuación recursiva para su resolución:

d(i, j) =



0, si i = j = 0;
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, y0), si i > 0 y j = 0;
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(x0, yj), si i = 0 y j > 0;
d(i− 1, j − 1)+

mı́n

{
w(1, 1) · δ(x0, y0),
w(0, 1) · δ(x0, ym−1) + w(1, 0) · δ(x0, y0)

}
, si i = m y j = n;

mı́n


d(i− 1, j − 1) + w(1, 1) · δ(xi, yj),
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, yj),
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(xi, yj)

 , en otro caso.

(5.2)

La disimilitud ATNLC para ponderaciones arbitrarias entre una cadena ćıclica [x] de lon-
gitud m y una cadena ćıclica [y] de longitud n, ATNLC γ([x], [y]), puede ser calculada
con

ATNLC γ([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

(
mı́n

0≤`<n
ATNL2 γ(ρk(x), ρ`(y))

)
.

Demostración: Al poderse producir un corte en N o en N, cuando se selecciona un des-
plazamiento ćıclico, debemos tener en cuenta cómo hemos salido del grafo y entrado en
(0, 0). Esto se consigue con las diferencias de (5.2) con respecto a (4.2): (i) el caso en el
que i = m y j = n, con el que conseguimos conocer el peso adecuado para entrar en (0, 0);
y (ii) el caso i = j = 0 que tiene como resultado 0, ya que no necesitamos añadir aqúı la
distancia local porque ya la habremos añadido con el caso (i). No obstante, en el caso (i)
sólo consideramos los cortes en N(aunque podŕıamos habernos quedado sólo con el otro
tipo de corte), debido a que como se observa en al Figura 5.5 no es necesario conside-
rar el otro corte, ya que para otro de los desplazamientos ćıclicos podremos conseguir un
alineamiento equivalente. �

De acuerdo al Lema 5.5, el valor de ATNLC γ([x], [y]) puede ser obtenido en tiempo
O(m2n2) realizando todos los desplazamientos ćıclicos de las dos, resolviendo mn recu-
rrencias del tipo que muestra (5.2).

Pero obviamente, necesitamos poder calcular el ATNLC para ponderaciones arbitrarias
realizando el desplazamiento ćıclico sobre sólo una de las cadenas. Para ello, deberemos
redefinir de nuevo el ATNL, llamándolo en esta ocasión ATNL1, ya que sólo necesitaremos
realizar el desplazamiento ćıclico sobre una de las cadenas.
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Figura 5.5: Ejemplo de alineamiento en el que se ven implicadas enes. Como se puede ver los
alineamientos son equivalentes aunque sólo estamos considerando una de las enes en cada caso.
En (a) y en (b), las ĺıneas punteadas corresponden al caso en el que i = m y j = n en (5.2), en
(c) y en (d) correspondeŕıan también a este caso, suponiendo que hubiéramos considerado sólo la
ene en lugar de la ene invertida. Aunque empezamos en (0, 0), la ĺınea no aparece en este nodo
para indicar que se empieza con un 0. (a) Alineamiento en el que se produce un corte en una
ene invertida. (b) Grafo correspondiente al alineamiento de las cadenas que aparecen en (a). (c)
Alineamiento en el que se produce un corte en una ene. (d) Grafo correspondiente al alineamiento
de las cadenas que aparecen en (c).

Teorema 5.6 Sea la ecuación recursiva para ATNL1 γ(x, y) = d(m,n), donde

d(i, j) =



0, si i = j = 0;
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, y0), si i > 0 y j = 0;
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(x0, yj), si i = 0 y j > 0;

mı́n

{
d(i− 1, j − 1) + w(1, 1) · δ(x0, y0),
d(i, j − 1) + w(1, 0) · δ(x0, y0)

}
, si i = m y j = n;

mı́n


d(i− 1, j − 1) + w(1, 1) · δ(x0, yj),
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(x0, yj),
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(x0, yj)

 , si i = m y j 6= n;

mı́n


d(i− 1, j − 1) + w(1, 1) · δ(xi, yj),
d(i− 1, j) + w(1, 0) · δ(xi, yj),
d(i, j − 1) + w(0, 1) · δ(xi, yj)

 , en otro caso.

(5.3)

La disimilitud ATNLC para ponderaciones arbitrarias entre una cadena ćıclica [x] y una
cadena ćıclica [y] puede calcularse con

ATNLC γ([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

ATNL1 γ(ρk(x), y).
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Demostración: En (5.3) se unifican (5.1) y (5.2). Por un lado, tenemos el caso i = m y
j 6= n, en el que se realiza la concatenación del primer elemento de la cadena tal como
ocurre en (5.1), es decir, añadimos una nueva columna al grafo como se muestra en la
Figura 5.2c. Por el otro, está el caso i = m y j = n, en el que se considera cómo se ha
realizado la salida del grafo para entrar en el nodo (0, 0). �

En la Figura 5.6 podemos ver el ejemplo de la Figura 5.4 con su solución utilizando el
Lema 5.5 y el Teorema 5.6.
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Figura 5.6: (a) Alineamiento óptimo entre las cadenas ćıclicas x = [02] e y = [131], donde
δ(xi, yj) = |xi − yj | y γ = (1, 3, 1). (b) Grafo de alineamiento correspondiente a (a) que se obtiene
utilizando (5.2). El grafo corresponde a la minimización del desplazamiento ćıclico de las dos
cadenas. Aunque empezamos en (0, 0), la ĺınea no aparece en este nodo para indicar que se empieza
con un valor o coste 0, como indica (5.2). (c) Grafo de alineamiento correspondiente a (a) que se
obtiene utilizando (5.3). El grafo corresponde a la minimización del desplazamiento ćıclico de la
cadena x.

5.4. Algoritmo divide y vencerás

El valor de ATNL(ρk(x), y) y ATNL(ρk(x)xk, y), para cada k, puede ser obtenido calcu-
lando los caminos más cortos en un grafo de alineamiento extendido (véase la Figura 5.8).
Debido a que la propiedad de no cruce de los caminos de edición [Mae90] también se
cumple con los caminos de alineamiento (Figura 5.9), el enfoque divide y vencerás puede
ser aplicado al ATNLC.

Teorema 5.7 Se puede calcular el ATNLC en tiempo O(mn logm) utilizando el algoritmo
de la Figura 5.7.

Demostración: Se debe tener en cuenta que el camino óptimo que empieza en (k, 0) puede
acabar en el nodo (k + m − 1, n − 1) o en el nodo (k + m,n − 1), es decir, tenemos
dos caminos para cada inicio (véase la Figura 5.8). ¿Con cuál nos quedamos como ĺımite
para las siguientes recurrencias? En realidad es indiferente. Por la propiedad de no cruce
de caminos los dos caminos que tenemos que calcular, en las recursividades, no van a
poder cruzar ninguno de los caminos que tenemos como ĺımite. El procedimiento divide y
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vencerás sólo necesita de un camino como ĺımite para izquierda o derecha con lo que por
cada inicio sólo necesitaremos uno de los dos y no importa cuál. No obstante, para seguir
un criterio unificado nos quedaremos con el de peso mı́nimo.

El tiempo de cómputo del algoritmo es O(mn logm): cada paso recursivo divide el
espacio de búsqueda en dos mitades y todas las operaciones recursivas en el mismo nivel
de recursividad requieren un tiempo total O(mn). �

Figura 5.7: Algoritmo ATNLC.
Entrada: x, y: cadenas
Salida: d∗ : R
var P : vector [0..m] de caminos de alineamiento
Inicio

d∗ = mı́n(ATNL(ρ0(x), y),ATNL(ρ0(x)xk, y)
Sea P [0] el camino de alineamiento óptimo obtenido en el cálculo anterior
Sea P [m] igual a P [0] desplazado m pasos a la derecha
si m > 1 entonces

d∗ = mı́n(d∗, SiguientePaso(x · x, y, 0, m))
devolver d∗

Fin

función SiguientePaso(X: cadena, y: cadena, l : N, r : N):R
Inicio

c = l + d r−l2 e
Sea d = mı́n(ATNL(Xc:c+m, y),ATNL(Xc:c+m+1, y) conocidos P [l] y P [r]
si l + 1 < c entonces

d = mı́n(d, SiguientePaso(X, y, l, c))
si c+ 1 < r entonces

d = mı́n(d, SiguientePaso(X, y, c, r))
devolver d

Fin

Para entender mejor la demostración podemos ver un caso extremo fijándonos en la
Figura 5.8. Supongamos que estamos en la última recursividad y que sólo nos queda por
calcular el camino que empieza en el nodo (0, 1), con lo que tenemos los caminos que
empiezan en (0, 0) (con finales en (3, 3) y (3, 4)) y (0, 2) (con finales en (3, 4) y (3, 5))
como ĺımites. Se puede ver que los dos caminos que tenemos que calcular, en esta última
recursividad, no van a poder cruzar ninguno de estos dos caminos ĺımite a la izquierda y
a la derecha.

En la Figura 5.10 podemos ver un ejemplo del procedimiento gráficamente. Tanto en
el algoritmo como en el ejemplo nos quedamos como ĺımites los caminos que terminan en
(k +m− 1, n− 1).
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Figura 5.8: Grafo de alineamiento extendido para x = 0011 e y = 1110, donde δ(xi, yj) = |xi−yj |.
Los arcos que van al nodo (i, j) tienen un peso δ(xi, yj). El alineamiento óptimo para [x] e [y] es el
camino de peso mı́nimo que empieza desde cualquier nodo coloreado en la fila de abajo y finaliza en
un nodo que contenga el mismo color en la fila de arriba (se muestran todos los caminos candidatos
con ĺıneas gruesas).
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Figura 5.9: P (j) es el camino óptimo de alineamiento para ρj(x) e y, y P (l) es el camino óptimo
de alineamiento para ρl(x) e y. El cruce de caminos puede ser evitado: si el peso de q es mayor que
el peso de q′, P (j) puede ser mejorado escogiendo q′ en vez de q.
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Figura 5.10: Procedimiento divide y vencerás para calcular el ATNLC entre las cadenas de la
Figura 5.8. En primer lugar, se obtiene el alineamiento óptimo (camino) entre x e y y entre ρ0(x)x0

e y. El primer camino óptimo es utilizado como frontera izquierda y derecha en el grafo extendido:
sólo se debe explorar la región blanca para el cálculo del camino óptimo entre ρ2(x) e y y entre
ρ2(x)x2 e y. Esta idea se aplica recursivamente para calcular el resto de alineamientos óptimos,
pero utilizando también el alineamiento óptimo entre ρ2(x) e y como una nueva frontera izquierda
o derecha.
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Hasta aqúı con respecto al ATNLC con γ = (1, 1, 1). Si queremos realizar el cálculo
del ATNLC para ponderaciones arbitrarias, la extensión no es complicada. Sólo tendremos
que trasladar al grafo extendido los casos espećıficos en los que se trata el corte de las enes
en (5.3), el caso i = j = 0 y el caso i = m y j = n, para cada uno de los desplazamientos
ćıclicos. En la Figura 5.11, se ilustra un ejemplo. El tratamiento de los caminos para el
algoritmo divide y vencerás no se verá afectado.
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Figura 5.11: Grafo de alineamiento extendido para pesos arbitrarios. Con x = 0011 e y = 1110,
donde δ(xi, yj) = |xi − yj | y γ = (1, 1, 1). Los arcos que van al nodo (i, j) tienen un peso δ(xi, yj).
El alineamiento óptimo para [x] e [y] es el camino de peso mı́nimo que empieza desde cualquier
nodo coloreado en la fila de abajo y finaliza en un nodo que contenga el mismo color en la fila de
arriba (se muestran todos los caminos candidatos con ĺıneas gruesas).

5.5. Uso de restricciones globales

Como se ha explicado en la Sección 4.1.1 el uso de restricciones globales en el ATNL
puede ser utilizado para acelerar el cálculo o para evitar caminos patológicos. Es por
esto que parece también interesante extender su aplicación en el alineamiento de cadenas
ćıclicas.

Teorema 5.8 La disimilitud ATNLC con la banda de Sakoe-Chiba entre una cadena ćıcli-
ca [x] y una cadena ćıclica [y] puede calcularse con:

ATNLC s([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

(
mı́n(ATNLs(ρk(x), y),ATNLs(ρk(x)xk, y))

)
.

Demostración: Trivial a partir de la definición que aparece en la Sección 4.1.1 de la banda
de Sakoe-Chiba y el Teorema 5.3. �

Teorema 5.9 El algoritmo divide y vencerás (mencionado en la Sección 5.4) puede ser
utilizado para obtener el ATNLC con la banda de Sakoe-Chiba en tiempo O(mn logm).
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Demostración: Para cada uno de los desplazamientos ćıclicos (o cada recurrencia del al-
goritmo) haremos uso de una banda para la izquierda que se tendrá que combinar con
el camino ĺımite izquierdo, y una banda derecha que se tendrá que combinar con el ca-
mino ĺımite derecho. Las combinaciones darán lugar a nuevos ĺımites izquierdo y derecho.
Obviamente para el ĺımite izquierdo nos quedaremos con la posición que esté más a la
derecha (del camino o de la banda izquierda) y para el ĺımite derecho con la posición que
esté más a la izquierda (del camino o de la banda derechas). Cuando tengamos los ĺımites
calculados podremos obtener el camino óptimo que empieza en (k, 0) puede acabar o en el
nodo (k +m− 1, n− 1) o en el nodo (k +m,n− 1). El tiempo de cómputo del algoritmo
es finalmente O(sn logm). �

Aunque el coste computacional es menor que el cálculo del ATNLC sin banda, no
estamos teniendo en cuenta que existe un cálculo adicional al combinar las bandas y los
caminos ĺımites en cada recurrencia. Experimentalmente se ha comprobado que el tiempo
de computo sólo se ve reducido para valores de s pequeños.

Lo dicho anteriormente se puede aplicar también a una ponderación γ arbitraria y/o
a la banda de Itakura.

5.6. ATNLC Normalizado

Por lo comentado en la Sección 4.1.3 parece claro que la normalización también puede
ser útil para el alineamiento de cadenas ćıclicas.

Utilizando el ATNL1 normalizado (ATNL1N), podemos definir el ATNLC normalizado
(ATNLCN), de [x] e [y] con una ponderación γ, como

ATNLCN γ([x], [y]) = mı́n
0≤k<m

ATNL1N γ(ρk(x), y) = mı́n
x∈[x]

mı́n
p∈P

W (p)
L(p)

.

Basándonos en la Sección 3.2, los problemas pasan a ser:

Problema N.

d∗ = mı́n
x∈[x]

mı́n
p∈P

W (p)
L(p)

, W,L : P; L(p) > 0, ∀p ∈ P.

El Problema N se puede resolver por medio del problema N(λ):

Problema N(λ).

d∗(λ) = mı́n
x∈[x]

mı́n
p∈P

(W (p)− λL(p)), W,L : P; L(p) > 0, ∀p ∈ P.

Utilizando el algoritmo divide y vencerás el coste computacional es de O(tmn log(m)),
siendo t el número de iteraciones. Recordemos que con la distancia de edición este número
es muy bajo (entre 2 y 4 iteraciones). En este caso, ocurre lo mismo.
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5.7. Discusión

En este caṕıtulo hemos formalizado el ATNLC. Hemos demostrado con contraejemplos
que una extensión inmediata del algoritmo de Maes al alineamiento no es correcta, contra-
riamente a lo que suponen diferentes autores en la literatura. También hemos presentado
ecuaciones recursivas y algoritmos que combinan la estrategia divide y vencerás con la
programación dinámica para efectuar el cálculo del alineamiento ćıclico óptimo. Por otro
lado, también se han combinado estas técnicas con las bandas de Sakoe y la normalización.

El algoritmo divide y vencerás presenta un ahorro temporal importante, aunque en
ciertas situaciones esto no es suficiente. En en el Caṕıtulo 6 veremos que es posible acelerar
todav́ıa más las comparaciones en tareas de reconocimiento.

En el Caṕıtulo 8, se realizará un estudio experimental del ATNLC con diversos des-
criptores de contorno, entre otros experimentos.
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Capı́tulo 6
Aceleración del reconocimiento

Porco Rosso: ((A pig’s gotta fly.))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

Existen dos enfoques para acelerar el reconocimiento de cadenas ćıclicas. El primero
consiste en acelerar el cálculo de la propia distancia (en nuestro caso el ATNLC, como se
ha hecho en el anterior caṕıtulo). El segundo consiste en la utilización de algún método
de organización (o indexado) de nuestro conjunto de prototipos que nos permita no tener
que realizar la exploración de todo este conjunto [CNBYM01, Het].

En este caṕıtulo trataremos de dar soluciones con estos dos enfoques.

6.1. Heurı́stico de alineamiento con patrón de referencia: APR

En la literatura se suelen utilizar las propiedades del espacio frecuencial (véase la
Sección 2.2.7) para encontrar una rotación de referencia y con esta un punto inicial (Sec-
ción 2.4.1). La invarianza a la rotación puede ser obtenida restando (θ−1 + θ1)/2 (la
orientación de la elipse principal) a todos los θk. La invarianza al punto de inicio se puede
conseguir sumando k(θ−1 − θ1)/2 a todos los θk. De esta manera, sólo habŕıa que realizar
un ATNL y no un ATNLC para comparar las cadenas. Sin embargo, usar la orientación
de la elipse principal presenta una ambigüedad π radianes [FS02] (aunque se puede usar
algún heuŕıstico para tratar de resolverla [HK91] o usar las dos cadenas, la ((normal)) y
su rotación de 180 grados, para representar el contorno, lo que en reconocimiento supone
efectuar dos comparaciones en lugar de sólo una) y presenta problemas con formas que
tienen una elipse principal cercana a la circularidad. En la Figura 6.1 puede verse un
ejemplo, donde ligeras modificaciones hacen que la rotación y el punto inicial cambien
considerablemente. Además, si las figuras de una categoŕıa tienen diferencias importantes
(por ejemplo, la figura de una persona con un brazo abierto y la figura de otra persona
con los brazos tocando el cuerpo) podrán hacer que la orientación sea diferente. Estas
consideraciones son obviadas, por ejemplo, en trabajos como [BCP05].

En el caso de que tengamos una tarea de reconocimiento en la que los contornos
estén etiquetados por su pertenencia a una categoŕıa, como por ejemplo, en tareas de

89
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(a) (b) (c)

Figura 6.1: (a) Forma original y su normalización. (b) La misma forma con una ligera compresión
en el eje x y su normalización. (c) La misma forma un poco más comprimida y su normalización.

clasificación, podemos aplicar un heuŕıstico que se comporta mejor, según se verá en el
caṕıtulo de experimentos.

Se necesita, en primer lugar, hacer un preproceso. Partiendo de un conjunto de proto-
tipos etiquetados, nuestro objetivo consiste en escoger un buen punto inicial para estos.
Para ello, seleccionaremos un representante en cada categoŕıa (que puede ser el centroide)
y un punto cualquiera inicial para cada uno. Con el representante de cada categoŕıa y su
punto inicial, calcularemos el desplazamiento ćıclico de los demás miembros de la cate-
goŕıa que necesitamos para obtener el ATNLC entre estos. Con este fin podemos utilizar
el algoritmo que aparece en la Figura 6.3, una versión modificada del que aparece en la
Figura 5.7, para devolver además el desplazamiento. El procedimiento de preproceso se
muestra en la Figura 6.2.

Figura 6.2: Algoritmo de preproceso.
Entrada: P : prototipos
Salida: P : prototipos con nuevo desplazamiento ćıclico
Inicio

para p ∈ P hacer
d, desp = ATNLCD(p,Representante(p))
p = ρdesp(p)

devolver P
Fin

Una vez tenemos los prototipos preparados, podemos ya emplearlos en una tarea de
clasificación1. Para ello, utilizaremos de nuevo el representante de cada categoŕıa para
obtener un buen punto inicial. Cada vez que se quiera clasificar una muestra, en el caso
de una búsqueda exhaustiva, mediremos las distancias entre esta muestra y los prototipos
en orden de categoŕıas, es decir, primero los prototipos de una categoŕıa, luego los de la
siguiente y aśı de manera sucesiva. De este modo, sólo se tendrá que hacer un ATNLCD
con el representante de cada categoŕıa, consiguiendo hacer el máximo número de ATNL
no ćıclicos.

1Aunque, en principio, se podŕıa extender a cualquier tarea de reconocimiento en las que tengamos
categoŕıas definidas.
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Figura 6.3: Algoritmo ATNLCD.
Entrada: x, y: cadenas
Salida: d∗: R, desp: N // Distancia y desplazamiento ćıclico
var P : vector [0..m] de caminos de alineamiento
Inicio

d∗ = mı́n(ATNL(ρ0(x), y),ATNL(ρ0(x)x0, y)
Sea P [0] el camino de alineamiento óptimo obtenido en el cálculo anterior
Sea P [m] igual a P [0] desplazado m pasos a la derecha
si m > 1 entonces

d = SiguientePaso(x · x, y, 0, m, desp)
si d∗ < d entonces

desp = 0
si no

d∗ = d

devolver d∗, desp
Fin

función SiguientePaso(X: cadena, y: cadena, l : N, r : N, rdesp: N): R
Inicio

c = l + d r−l2 e
desp = c
Sea d = mı́n(ATNL(Xc:c+m, y),ATNL(Xc:c+m+1, y) conocidos P [l] y P [r]
si l + 1 < c entonces

dl = SiguientePaso(X, y, l, c, desp)
si dl < d entonces

d = dl
rdesp = desp

si c+ 1 < r entonces
d = mı́n(d, SiguientePaso(X, y, c, r, desp))
si dr < d entonces

d = dr
rdesp = desp

devolver d
Fin
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En el caso de otro tipo de búsquedas, de manera genérica, podemos medir el ATNLCD
cuando se necesite y guardarlo para otros prototipos de la misma categoŕıa. Es decir, antes
de medir la distancia ATNL entre la muestra y un prototipo, realizaremos sobre la muestra
el desplazamiento ćıclico (de la categoŕıa del prototipo) si lo tenemos almacenado y si no,
lo calcularemos, almacenándolo por si se necesita posteriormente para otro prototipo de
la misma categoŕıa.

Este heuŕıstico reduce el coste computacional y da pie a utilizar las técnicas de acelera-
ción del ATNL, comentadas en la Sección 4.2. Ahora bien, como veremos (en el caṕıtulo de
experimentos) las tasas de reconocimiento son ligeramente peores respecto a la utilización
del ATNLC para calcular todas las distancias.

6.2. Aceleración del ATNLC en la obtención de los k-vecinos

El algoritmo divide y vencerás propuesto en la Sección 5.4 reduce mucho el tiempo
de cálculo del ATNLC respecto a la fuerza bruta. Ahora bien, si nuestro propósito es
el reconocimiento de formas será posible reducir todav́ıa más este tiempo. Tanto en la
clasificación como en la recuperación de formas se puede realizar una búsqueda exhaustiva
de los k-vecinos más próximos a una muestra dada. Sólo que en el caso de la clasificación la
k suele ser pequeña y en la recuperación la k es grande. Si esto es aśı, si antes o durante el
cálculo de una distancia podemos saber que esta no va a mejorar al último de los k-vecinos
más próximos (calculados hasta ese momento), podemos no hacer o parar este cálculo. Al
valor de distancia del último de los k-vecinos más próximos le llamaremos cota externa.

En la Sección 3.3.3 se habló de una técnica de ramificación y poda para hacer el cálculo
de la DEC. En ella se hace uso de cotas inferiores basadas en el desplazamiento ćıclico de
la cadena. Para la determinación de estas cotas se utiliza lo siguiente. La diferencia entre la
distancia de edición entre dos cadenas y la distancia de edición entre una de estas cadenas
y un desplazamiento ćıclico queda acotada por una inserción y un borrado [MG01]:

|DE (ρk+1(x), y)−DE (ρk(x), y)| ≤ γI + γD.

Sin embargo, esto no se puede aplicar al ATNLC. Cuando realizamos un desplazamiento
ćıclico en una de las cadenas esta diferencia no se puede acotar de una manera tan sencilla,
ya que el desplazamiento puede trastocar completamente el alineamiento y por lo tanto
el valor de la disimilitud. Quizás se vea más claro con el siguiente ejemplo. Supongamos
dos cadenas x = 1110 e y = 0001, donde ATNL(x, y) = ATNL(1110, 0001) = 3, siendo
δ(xi, yi) = |xi − yi|. Si realizamos un desplazamiento ćıclico de la cadena x pasará lo
siguiente, ATNL(ρ1(x), y) = ATNL(0111, 0001) = 0. En el ATNL no tenemos ni borrados
ni inserciones, sólo alineamientos y no parece posible acotarlos con una operación que por
lo menos sea lineal.

Tal como se explicó en la Sección 3.3.3, la técnica de ramificación y poda desestima el
cálculo entre una limitación entre dos caminos óptimos (que no pueden cruzarse por otro
camino óptimo) cuando la cota inferior es mayor que la cota externa, lo cual para la DEC
resulta en un método extremadamente rápido para el reconocimiento. No obstante, como
hemos visto, esta técnica no se puede utilizar con el ATNLC por lo cual deberemos buscar
otras v́ıas.
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λ 0
x1

0
x2

1
x3

1
x4

0
x1

0
x2

1
x3

λ

1y1

1y2

1y3

0y4

0
x0

0
x1

1
x2

1
x3

0
x0

0
x1

1
x2

1y0

1y1

1y2

0y3

(a) (b)

Figura 6.4: (a) Cálculo del BB en el grafo de edición extendido para x = 0011 e y = 1110.
Los aciertos tienen un peso 0 y cualquier otra operación tiene peso 1. El algoritmo BB obtiene
1 como un valor aproximado de DEC ([x], [y]) y su camino se muestra con flechas gruesas. El
camino debe de empezar en cualquier nodo gris claro (fila inferior) y terminar en un nodo de
color gris oscuro (fila superior). (b) Un cálculo equivalente del algoritmo BB para la DEC para
estimar una aproximación del ATNLC en el grafo de alineamiento extendido para x e y, donde
δ(xi, yj) = |xi − yj |. El alineamiento resultante se muestra con una ĺınea gruesa.

6.2.1. Pseudo-alineamiento en el grafo de alineamiento extendido

Como se vio en la Sección 3.3.4 el algoritmo de Bunke y Bühler [BB93] aproxima el
valor de la DEC con un pseudo-alineamiento. Este pseudo-alineamiento se calcula, sobre
el grafo extendido, inicializando todos los nodos de partida con el valor 0 y calculando
el valor mı́nimo de cualquier alineamiento óptimo que llegue a un nodo final (véase la
Figura 3.9a).

Para poder aplicar esta aproximación al ATNLC utilizaremos un grafo de alineamiento
extendido (véase Figura 6.4b). Partiremos de cualquier nodo (i, 0) para 0 ≤ i < m− 1, y
llegaremos a cualquiera de los nodos (i, n− 1), para m− 1 ≤ i < 2m− 1. En principio, los
nodos de partida deberán inicializarse, en vez de con 0, con δ(xi, yo).

No obstante, como el siguiente contraejemplo muestra, no lo podemos hacer aśı: sea
δ(xi, yj) = |xi − yj |; el valor de ATNLC ([x], [y]) = ATNLC ([101], [010]) es 0, ya que
DTW (110, 100) = 0. Si calculamos el BB para todo posible desplazamiento ćıclico de
x, BB(101, 010) = BB(011, 010) = 0, pero BB(110, 010) = 1. Esto contradice el hecho
de que BB(x, y) ≤ ATNLC ([x], [y]]) (tal como se comenta en la Sección 3.3.4), ya que
CDTW ([010], [101]) < BB(110, 010) (véase la Figura 6.5a).

El pseudo-alineamiento BB del ATNLC (a partir de ahora BBATNL) entre dos cadenas
ćıclicas [x] e [y] puede ser calculado buscando el camino óptimo que parte de cualquier
nodo (i, 0) para 0 ≤ i < m−1, y llega a cualquier nodo (i, n−1), para m−1 ≤ i ≤ 2m−1.
De acuerdo al Teorema 5.3, si añadimos una columna en el grafo extendido de alineamiento
y utilizamos estos nodos de partida y de llegada, podemos encontrar todos los caminos
correspondientes a ATNL(ρk(x), y) y ATNL(ρk(x)xk, y) for 0 ≤ k < m. Por lo tanto,
el camino correspondiente al pseudo-alineamiento está también incluido. En la Figura 6.6
podemos ver, gráficamente, lo que hemos comentado. Si nos fijamos en la Figura 6.5b
veremos que el contraejemplo deja de serlo.
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Figura 6.5: Contraejemplo: (a) Cálculo del BB (para la DEC) para estimar el ATNLC para x =
001 and y = 010, donde δ(xi, yj) = |xi−yj |. El valor obtenido es 1, mayor que ATNLC([x], [y]) = 0.
(b) El cálculo correcto de BB (BBATNL) para la estimación del ATNLC. El valor obtenido es 0.
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Figura 6.6: (a) Podemos ver aqúı todos los caminos correspondientes a ATNL(ρk(x), y) y
ATNL(ρk(x)xk, y) para 0 ≤ k < m, que parten desde cualquier nodo (k, 0) para 0 ≤ k < m
(nodos gris claro), y llegan a cualquier nodo (k′, n − 1), para m − 1 ≤ k′ < 2m (nodos gris os-
curo). (b) Camino obtenido por el BBATNL que aproxima la disimilitud ATNLC en el grafo de
alineamiento extendido para x e y, donde δ(xi, yj) = |xi − yj |.

De este modo.

Teorema 6.1 La estimación que produce el BBATNL es una cota inferior del ATNLC:

BBATNL(x, y) ≤ ATNLC ([x], [y]).

Demostración: Trivial a partir de lo anterior. �

Todo lo explicado en esta sección es para la ponderación γ = (1, 1, 1). Si queremos
aplicarlo a ponderaciones arbitrarias habrá que añadir los casos pertinentes, tal como se
explica en la Sección 5.4.

6.2.2. Cota inferior basada en BBATNL

Aśı, cuando utilizamos el ATNLC en reconocimiento, podemos reducir el coste compu-
tacional con el BBATNL como una función de cota inferior. No necesitaremos ejecutar el
ATNLC cuando el BBATNL nos dé un valor mayor que la cota externa.

El BBATNL necesita un tiempo O(mn) para ser calculado. Sin embargo, es posible
todav́ıa acelerar más el proceso. Estamos interesados en el calculo de BBATNL ya que
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su valor nos puede permitir (haciendo uso de la cota externa) no tener que calcular el
ATNLC. Por esto, podremos parar la ejecución de BBATNL(x, y) cuando sepamos que su
valor va a ser mayor que la cota externa. A esto se le llama abandono prematuro (early
abandon [AFS93]). La forma de obtener esto es parar en la fila donde todos los valores
son mayores que esta cota externa, ya que si esto ocurre todos los caminos que lleguen a
los nodos finales van a ser mayores. El algoritmo del BBATNL que hace uso de la cota
externa se muestra en la Figura 6.7.

Figura 6.7: Algoritmo BBATNL con cota externa.
Entrada: x, y: cadenas, cotaexterna: R
Salida: distancia: R
var M : matriz [0 .. 2m− 1][0 .. n− 1] de R
Inicio

para i en 0 ..m− 1 hacer
M [i][0] = δ(x[i], y[0])

para i en m.. 2m− 1 hacer
M [i][0] = M [i− 1][0] + δ(x[i], y[0])

para j en 1 .. n− 1 hacer
M [0][j] = M [0][j − 1] + δ(x[0], y[j])

para i en 1 .. 2m− 1 hacer
para j en 1 .. n− 1 hacer

M [i][j] = mı́n(M [i− 1][j − 1],M [i− 1][j],M [i][j − 1]) + δ(x[i], y[j])
si todo elemento de la fila i es ≥ cotaexterna entonces

distancia = ∞
devolver distancia

distancia = mı́n (M [i][n− 1] para i en m− 1 .. 2m− 1)
devolver distancia

Fin

Este algoritmo puede ser interesante también si el coste de las distancias locales (el coste
de δ) es muy grande, como ocurre con los descriptores mencionados en la Sección 2.2.11.
En este caso, el cálculo de las distancias locales tiene un peso muy grande en el coste total
y es muy importante eliminar cuantas nos sea posible. Para ello, se irán calculando de
manera incremental en el BBATNL, almacenándolas en una matriz m × n. Aśı, si en el
BBATNL paramos en la fila k, nos habremos ahorrado el cálculo de (n− k) ·m distancias
locales, y si llegamos al final, la matriz estará completamente calculada y se la podremos
pasar al ATNLC para que no la tenga que volver a calcular. De aqúı en adelante a esta
composición de los dos algoritmos la llamaremos BBATNLC.
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6.3. Aceleración de la búsqueda de vecinos con AESA

En determinadas situaciones, realizar una búsqueda sobre todo el conjunto de prototi-
pos no resulta práctico. En estos casos, lo que se suele hacer es utilizar métodos de acceso
basados en espacios métricos. Estos métodos organizan (o indexan) la base de datos de
una forma en la que las consultas de similitud pueden realizarse eficientemente sin la ne-
cesidad de procesar toda la base de datos. De manera genérica, el principio por el cual se
rigen es la desigualdad triangular (propiedad que satisface cualquier métrica) y con ella se
organizan los prototipos en clases diferentes. Cuando se realiza una consulta sólo se busca
en las clases candidatas, es decir, aquellas que solapan con la consulta (por aśı decirlo),
y aśı la búsqueda es más eficiente. Existen muchos métodos de este estilo: M-tree, R-tree,
vp-tree, . . . [CNBYM01], aunque de entre todos ellos, destacan los algoritmos basados en
AESA (Approximating and Eliminating Search Algorithm) [Vid86, Vid94, MOV94], cuan-
do el cálculo de una distancia entre prototipos es muy costosa (véase la Sección 4.2). Este
es precisamente nuestro caso, por dos motivos, el cálculo del ATNLC y el cálculo de las
distancias locales que en ocasiones, como hemos visto, puede tener un peso importante en
el coste total.

Los métodos basados en AESA, como hemos dicho anteriormente, trabajan en espa-
cios métricos. Pero esto desgraciadamente no ocurre con el ATNL. Tal como nos muestran
en [VCR85, Lem09] con sendos contraejemplos, el ATNL no cumple la desigualdad trian-
gular. De aqúı podemos derivar que el ATNLC tampoco. Más adelante (en la Sección 6.3.3)
explicaremos cómo, en parte, se puede paliar este problema.

Seguramente este algoritmo es el que menos distancias calcula para obtener el vecino
más próximo. Pero tiene un gran inconveniente, su complejidad espacial es cuadrática
debido a la matriz de distancias que se calcula en el preproceso. Para solucionar este
problema surgió LAESA (Linear AESA) [MOV94]. En el preproceso se elige, a partir del
conjunto de prototipos, un conjunto B de prototipos base. Se calcula la distancia de cada
prototipo base a todos los demás del conjunto de prototipos y se almacena en una matriz
que ya no es cuadrada, con lo que la complejidad espacial del LAESA pasa a ser lineal
con respecto al conjunto de prototipos y la cardinalidad de B.

En el proceso de clasificación, se seleccionan como candidatos a vecino más próximo
los prototipos base, y se calcula su distancia a la muestra, utilizando dicha distancia y
las distancias calculadas en el preproceso, para obtener una cota inferior de la distancia
de cada prototipo a la muestra utilizando la desigualdad triangular (como en el AESA).
Cuando se han eliminado todos los prototipos base2, sigue el mismo procedimiento que
con el AESA, pero sin actualizar las cotas.

El número de distancias que calcula el LAESA es siempre mayor que el que calcula el
AESA (para que fueran iguales debeŕıa de suceder que B = P , es decir, el conjunto de pro-
totipos base tendŕıa que ser todo el conjunto de prototipos). Pero emṕıricamente [Mic96]
se ha demostrado que la cantidad de distancias en ambos algoritmos crece muy lentamen-
te con respecto al tamaño del conjunto de entrenamiento, es decir, no depende de este

2En este trabajo se ha utilizado la aproximación EC1 [MOV94], tal como se hace en trabajos posteriores
de los mismos autores [JM03, MSMO03]. En esta aproximación se calculan todas las distancias de la muestra
a los prototipos base inicialmente sin podarlos.



6.3 ACELERACIÓN DE LA BÚSQUEDA DE VECINOS CON AESA 97

tamaño. Ahora bien, un factor importante del que si dependen las distancias calculadas
es el número de prototipos de B y la selección de estos. En [Mic96] se hizo un estudio a
este respecto y se llegó a la conclusión de que el número de prototipos base depende de la
dimensionalidad de la base de datos, y se deben seleccionar de forma que estén separados
lo máximo posible.

6.3.1. Una versión de LAESA con uso de cota externa: LAESAEA

Como se ha comentado, en LAESA sólo se realiza la actualización de las cotas inferiores
con las distancias calculadas para todos los prototipos que pertenecen aB. Cuando estamos
calculando la distancia a un prototipo que no pertenece a B, no es necesario calcular
las distancias porque no necesitamos actualizar las cotas. De este modo, podemos parar
cuando sepamos que esta distancia no va a ser menor que la del vecino más cercano. En
el caso de que el prototipo pertenezca a B, calcularemos la distancia tal cual, es decir,
ATNLC, y si no pertenece a B podremos hacer uso de BBATNLC. Los prototipos que no
se poden con la cota inferior de la desigualdad triangular, se pueden podar ahora con una
cota inferior más ajustada, el BBATNLC.

A este nuevo algoritmo lo hemos llamado LAESAEA (LAESA with Early Abandon).
Obviamente, esto no es aplicable a AESA ya que B = P , y por tanto, tenemos que calcular
todas las distancias para actualizar las cotas.

En la Figura 6.8 se muestra el algoritmo LAESAEA para el caso del ATNLC. Las
modificaciones realizadas para pasar de LAESA a LAESAEA están comentadas. Para
transformar el algoritmo a LAESA, sólo tenemos que eliminar la condición (que contiene
comentarios) en la que se comprueba si s ∈ B, y calcular siempre la distancia completa.
Y por último para pasar de LAESA a AESA, como se ha dicho, igualar B a P , B = P .

Aunque hasta ahora se ha hablado sólo del vecino más próximo, AESA, LAESA y
LAESAEA pueden extenderse a los k-vecinos más próximos (para una mejor clasificación
-según el caso- o la recuperación de formas). Para ello, sólo hay que mantener una lista
ordenada de los k-mejores y utilizar como cota externa la distancia al último de estos, de
la misma forma que se ha comentado en la Sección 6.2 [Vid86].

6.3.2. Dimensionalidad intrı́nseca y su impacto en el coste de la búsqueda de vecinos

Los métodos de indexado basados en métricas no necesariamente funcionan con todas
las bases de datos y todas las métricas. Su eficiencia se ve afectada por la distribución de
distancias en la base de datos. A partir de esta distribución podemos obtener la dimen-
sionalidad intŕınseca. Según [CNBYM01], dada una base de datos D y una métrica m, la
dimensionalidad intŕınseca % viene dada por %(D,m) = µ2

2σ2 , donde µ y σ2 son la media y
la varianza de la distribución de distancias. En [CNBYM01] se muestra de manera anaĺıti-
ca y experimental que todos los algoritmos basados en métricas se degradan de manera
sistemática a medida que incrementa %, es decir, se va acercando al coste temporal de una
búsqueda exhaustiva [WSB98].

Si miramos la fórmula, podemos ver que la dimensionalidad intŕınseca aumenta por
las dos siguientes razones: decrece la varianza y/o aumenta la media de la distribución de
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Figura 6.8: Algoritmo LAESAEA para ATNLC.
Entrada: P : prototipos, x: muestra a clasificar
Salida: nn ∈ P : vecino más cercano
var B ⊂ P : prototipos base, DB ∈ R|B|×|P |: distancias a prot. base
Inicio

para p ∈ P hacer
G[p] = 0

nn = desconocido; dnn =∞
s = elemento cualquiera de B
mientras |P | > 0 hacer

si s ∈ B entonces
ds = ATNLC (x, s) // calculamos la distancia tal cual

si no
ds = BBATNLC (x, s, dnn) // paramos el cálculo si no mejoramos a dnn

P = P − s
si ds < dnn entonces

nn = s; dnn = ds
siguienteB = desconocido; gminB =∞
siguiente = desconocido; gmin =∞
para p ∈ P hacer

si s ∈ B entonces
G[p] = máx(G[p], |DB[s, p]− ds|)

si G[p] > dnn entonces
P = P − p

si no
si p ∈ B entonces

si G[p] < gminB entonces
gminB = G[p]; siguienteB = p

si no
si G[p] < gmin entonces

gmin = G[p]; siguiente = p

si siguienteB 6= desconocido entonces
s = siguienteB

si no
s = siguiente

Fin
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distancias. En la Figura 6.9 pueden verse dos distribuciones de distancias mostrando una
baja (% = 4) y una alta (% = 68) dimensionalidad intŕınseca. Dos casos extremos, en los
que vaŕıan tanto la varianza como la media.

Si se reduce la varianza querrá decir que mayor cantidad de distancias tienen similar
valor, con lo cual vamos a tener cada vez menos información para realizar las podas (en
el caso de AESA las cotas van a ser peores). Por otro lado, si aumenta la media de la
distribución para obtener los vecinos más próximos deberemos explorar más prototipos
(concretamente en AESA podemos tardar más en encontrar un prototipo que realice una
buena poda).

Ahora bien, de qué depende la distribución de distancias en nuestro problema, es decir,
qué provoca que % incremente. Podemos considerar dos factores principales. Uno de ellos
es la cadena ćıclica o descriptor de contorno (en nuestro caso), afectando especialmente el
número de puntos y el número de dimensiones que estemos utilizando para cada punto.
Por ejemplo, en el descriptor BAS (véase la Sección 2.2.11.2) se utilizan 4 dimensiones
por punto y en los shape contexts 60 dimensiones por punto (véase la Sección 2.2.11.1).
El segundo motivo es la distancia que utilicemos para comparar estas cadenas. Aunque
si fijamos como distancia el ATNLC cobra importancia la distancia local, δ, que con el
descriptor BAS es la distancia eucĺıdea y con los shape contexts es χ2 [BMP02].
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Figura 6.9: Ejemplo sintético de dos distribuciones de distancias. (a) Con una dimensionalidad
intŕınsa baja, % = 4. (b) Con una dimensionalidad intŕınseca alta, % = 68.

6.3.3. Sobre la desigualdad triangular y la dimensionalidad intrı́nseca

En la Sección 2.3.1 se comentaron las propiedades que deb́ıa de cumplir una distan-
cia para ser una métrica. Si en el ATNL se utilizan producciones simétricas (véase la
Sección 4.1.2), la única propiedad problemática es la desigualdad triangular:

d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

ya que se pueden encontrar contraejemplos donde el ATNL no la cumple [VCR85, Lem09]
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y por tanto no es una métrica. Como hemos dicho la corrección de algoritmos como AESA
dependen de que se observe esta propiedad.

En [VCR85, CVR87, VRCB88, VCBL88] se realizó un estudio con una tarea de reco-
nocimiento de voz con palabras aisladas [RJ93] utilizando ATNL. Se pretend́ıa ver cómo
afectaba el incumplimiento de la desigualdad triangular en muestras del mundo real. Estas
muestras eran tramas de voz que se representaban con cadenas donde cada componente
teńıa 8 dimensiones. En [CVR87], en 15 millones de tripletas no se encontró ningún caso
donde se violase la desigualdad triangular. En [Lem09] se realizaron también experimentos
similares con series temporales (cadenas con elementos de una dimesión) sintéticas de tres
tipos: series temporales de white-noise, random-walk y cylinder-bell-funnel [Sai00]. El tipo
más problemático fue el random-walk (con los otros tipos sólo se encontró una tripleta
problemática) donde se llega hasta a un 20 % de tripletas que no cumplen la desigualdad
triangular.

Para ver cuántas tripletas x, y, z no cumplen la desigualdad triangular se puede utilizar
la siguiente fórmula:

H = d(x, y) + d(y, z)− d(x, z). (6.1)

Todas las tripletas que tengan una H menor que cero no cumplen la desigualdad
triangular. En [VCR85] se muestran distribuciones (o histogramas) de las frecuencias de
aparición de tripletas para cada H. Estas distribuciones parecen tener forma de gaussianas
donde para H = 0 la frecuencia es ya muy baja.

En (6.1) se puede ver que la distribución de H guarda relación con la distribución
de distancias (comentada en la Sección 6.3.2). Es decir, H es una composición de tres
variables aleatorias (dependientes entre śı) con la misma distribución. Cuanto más grande
sea la media en la distribución de distancias, los valores de H de la mayoŕıa de las tripletas
serán más altos, y por tanto, habrá más valores positivos, ya que estaremos sumando dos
pares de distancias de la misma distribución y restando otra, también de la misma. Con la
varianza ocurrirá más de lo mismo pero cuanto más baja sea, debido a que las distancias
serán más parecidas, y por tanto, habrán más valores de H mayores o iguales a cero.

Aśı, podemos conjeturar que, cuanto más alta sea la dimensionalidad intŕınseca, %,
muy probablemente nos encontraremos con menos tripletas, x, y, z, que incumplan la de-
sigualdad triangular.

En la práctica, y en el caso del ATNLC, esta afirmación nos dice, por ejemplo, que
va a ser más sencillo encontrar tripletas que no cumplen la desigualdad triangular en
conjuntos de cadenas cuyos elementos tengan una dimensión, como la curvatura (véase la
Sección 2.2.2.4), que en conjuntos con cadenas de cuatro dimensiones, como el descriptor
BAS (véase la Sección 2.2.11.2). Aunque también intervendrán otros factores, como los
propios datos, el descriptor de contorno y la distancia local, δ, utilizada en el ATNLC
también afectará.

En la Figura 6.10, tenemos un ejemplo recogido de nuestros experimentos3 con la base
de datos de contornos MPEG7b (comentada en la Sección 8.2.1.1), realizando una selección

3Los experimentos están ubicados en el Caṕıtulo 8. Pero hemos créıdo conveniente poner aqúı también
estos resultados para facilitar la comprensión al lector.
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de 100 puntos para cada contorno. Se han utilizado tres descriptores de contorno, la
curvatura, BAS y los shape contexts (véase la Sección 2.2.11.1). Se puede ver que existe una
similitud en la forma de las distribuciones de distancias (izquierda) y las correspondientes
distribuciones de H (derecha) y la reducción de tripletas que incumplen la desigualdad
triangular cuando sube la dimensionalidad. Con la curvatura, un 2,95 % de las tripletas,
con BAS, un 7,25 · 10−3 %, y finalmente con los shape contexts, un 7,07 · 10−5 %.

En nuestros experimentos no tenemos tanta suerte como en [CVR87]. Ahora bien, son
muy pocos los casos. Śı que se nota mucho con la curvatura, con casi un 3 %. Para los otros
dos tipos de descriptores la cantidad es rid́ıcula. Dada la naturaleza de AESA, los resulta-
dos no se van a ver afectados significativamente en la práctica para estos descriptores, que
son en realidad los que necesitamos acelerar. Tal como se comenta en la Sección 2.2.11,
las cadenas que describen cada punto con un elemento de muchas dimensiones son las
que nos interesan, ya que son con las que se obtiene mejores resultados en recuperación
de formas de la literatura por contener más información. Aunque claro, el que aumente
la dimensionalidad intŕınseca es bueno para el cumplimiento de la desigualdad triangular
pero no lo es tanto para AESA, ya que degenera la búsqueda. Aun aśı, como veremos en
el caṕıtulo de experimentos los resultados son satisfactorios tanto en tiempo como en las
tasas de acierto para los casos probados.

Si quisiéramos buscar más velocidad sacrificando la tasa de acierto y el cumplimiento
de la desigualdad triangular, podŕıamos bajar la dimensionalidad intŕınseca variando (de-
pendiendo del caso) el descriptor de contorno utilizado y la distancia. Por ejemplo, en el
caso de los shape contexts podŕıamos bajar el número de dimensiones para cada punto y
utilizar la distancia eucĺıdea en vez de χ2.

Por otro lado, hasta ahora, aunque hemos considerado que tenemos una base de datos
conocida, hemos supuesto que no sabemos la muestra que nos puede llegar a nuestro siste-
ma para reconocer. En el caso de que las muestras que nos lleguen no difieran demasiado de
nuestros prototipos, es decir, conozcamos el universo, podemos medir la holgura [VCR85]
para que todos los prototipos cumplan la desigualdad triangular, y tener la seguridad de
que no podamos incorrectamente. Eso śı, dependiendo de esta holgura, H, AESA iŕıa más
lento. La cota inferior quedaŕıa como sigue:

d(s′, y) ≥ |d(s, s′)− d(s, y)|+H.

Si conocemos el universo y nos interesa más la velocidad que la tasa de aciertos podemos
utilizar la misma estrategia que se adopta en [VCR85, JM03]. La holgura, H, se utiliza de
manera contraria a lo anteriormente explicado. Se busca ver cuánto puede desplazarse la
distribución de H a la izquierda sin que perjudique a la tasa de aciertos (dada la naturaleza
de nuestros datos y de AESA) y aśı podar mayor cantidad de prototipos. La cota inferior
quedaŕıa de la siguiente manera:

d(s′, y) ≥ |d(s, s′)− d(s, y)| −H.
Además, podemos tener en cuenta lo siguiente. Cuanto más alta sea la dimensionalidad

intŕınseca, %, muy probablemente podremos utilizar una holgura, H, con un valor más
grande sin afectar a la tasa de aciertos.
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Figura 6.10: Los gráficos de la columna izquierda muestran la distribución de distancias de los
descriptores de contorno, (a) curvatura, (b) BAS, y (c) shape contexts. Las dimensionalidades
intŕınsecas son, para cada caso, (a) % = 0,02566, (b) % = 2,52256 y (c) % = 17,59673. Los gráficos
de la derecha muestran la distribución de valores de H para los mismos descriptores que el gráfico
de su izquierda. De arriba a abajo las tripletas que no cumplen la desigualdad triangular son,
2,95 %, 7,25 · 10−3 % y 7,07 · 10−5 %, respectivamente. El corpus utilizado ha sido el MPEG7b y se
ha realizado una selección de 100 puntos.
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6.4. Discusión

En este caṕıtulo hemos propuesto una técnica aproximada del ATNLC con el heuŕısti-
co APR, que reduce considerablemente el tiempo de computo, prácticamente la que nos
proporcionaŕıa el ATNL no ćıclico, con un ligero empeoramiento de las tasas de recono-
cimiento, como veremos en el Caṕıtulo 8. Además, hemos proporcionado un algoritmo
óptimo para acelerar el, ya rápido de por śı, algoritmo divide y vencerás, propuesto en el
Caṕıtulo 5, para utilizarlo en tareas de clasificación y recuperación de formas.

Por otro lado, hemos propuesto el algoritmo LAESAEA, el cual acelera LAESA hacien-
do uso de la no continuación del cálculo de la distancia cuando vemos que no va a mejorar
la cota externa (cuando no es un prototipo base). LAESAEA puede aplicarse también a
otras distancias, siempre que tengamos una manera de parar el cálculo de estas. Como es
el caso de la distancia de edición ćıclica (con el algoritmo de ramificación y poda, véase
la Sección 3.3.3), la propia distancia de edición, el ATNL u otras distancias basadas en
programación dinámica. Finalmente, hemos visto que con los métodos basados en AESA
no podemos llegar a una solución óptima pero que cuando la dimensionalidad intŕınseca es
relativamente alta, śı que nos acercamos a esta optimalidad. Por supuesto, esta afirmación
puede aplicarse a otros contextos, no solo al caso del ATNLC.

En el Caṕıtulo 8, veremos experimentalmente, qué mejoras proporcionan todas estas
técnicas.
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Capı́tulo 7
Modelos ocultos de Markov cı́clicos

Porco Rosso: ((Hahaha... This isn’t a Western, you can’t hit me from here. ))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

Como se ha comentado en caṕıtulos anteriores, los descriptores de formas, combinados
con las técnicas de reconocimiento, deben ser invariantes a varias distorsiones, entre ellas,
si estamos utilizando los contornos como descriptor, se encuentra la invarianza al punto
inicial. La solución más adecuada para conseguir esta invarianza es tratar todo posible
elemento inicial de la cadena, es decir, utilizar cadenas ćıclicas. Una cadena ćıclica modela
el conjunto de todos los posibles desplazamientos ćıclicos de una cadena convencional.
Aśı, medir distancias entre dos cadenas ćıclicas significa medir distancias entre todas los
posibles desplazamientos ćıclicos.

Ahora bien, la pregunta es la siguiente: ¿Cómo podemos entrenar o evaluar los mode-
los ocultos de Markov (MOMs) con cadenas ćıclicas? Los MOMs se suelen utilizar para
modelar cadenas con un orden temporal. En las cadenas ćıclicas existe un orden relativo
entre posiciones, pero no hay un ((instante inicial)). En este caṕıtulo trataremos de resolver
este problema.

7.1. Introducción

Tal como hemos comentado en caṕıtulos anteriores, en la literatura existen diversos
trabajos en los que se emplean los MOMs para reconocer formas bidimensionales a partir de
sus contornos. Uno de los primeros trabajos [HK91] utiliza parámetros de un modelo auto-
regresivo derivados de la función radio-vector (Sección 2.2.2.2) del contorno, para entrenar
modelos de Markov ergódicos. Se obtuvieron resultados prometedores. En [FMJ97], los
contornos se describen con la derivada del código de cadena de 8 direcciones (Sección 2.2.3),
utilizándose modelos ergódicos y modelos izquierda-derecha, dando mejores resultados esta
última topoloǵıa. Un descriptor con códigos de cadena similar se utilizó en [AYV00], pero
con una topoloǵıa circular, permitiendo de este modo invarianza al escalado y al punto
inicial, según el autor. En [CL01] se utiliza el espectro de Fourier para describir el contorno
y se propone un modelo de Markov y una reestimación espećıficos para manejar este

105



106 MODELOS OCULTOS DE MARKOV CÍCLICOS 7.1

descriptor. Bicego et al [BM04] combina curvaturas con modelos ergódicos, seleccionando
el número de estados del modelo mediante el Bayesian Inference Criterion [Sch78] sobre
el agrupamiento de gaussianas de los valores de curvatura. Recientemente, este trabajo se
mejora en [TGJ07], el cual utiliza la misma representación y topoloǵıa, enfocándose en la
reestimación de los modelos.

Más concretamente, si nos fijamos en cómo se consigue la invarianza al punto inicial
(o el trabajar con cadenas ćıclicas) en estos trabajos, veremos que aparecen las siguientes
soluciones: la elección de referencia [HK91], caracteŕısticas invariantes a la rotación [CL01],
una topoloǵıa circular [AYV00] y utilizar, sin más, un modelo ergódico [BM04], donde el
entrenamiento resolverá el problema.

En primer lugar, hemos de tener en consideración que para modelar una clase de formas
bidimensionales debemos utilizar un modelo de Markov de muchos estados para tener en
cuenta todas las variaciones dentro de la clase. Muchos de los trabajos utilizan topoloǵıas
ergódicas, lo cual tiene como consecuencia algunos problemas. En las topoloǵıas ergódicas
es posible visitar estados más de una vez, habiendo pasado antes por otros estados, per-
mitiendo transiciones en ambos sentidos entre pares de estados (véase la Figura 4.10a).
Los modelos ergódicos no imponen restricciones severas de orden en la cadena de observa-
ciones. Cuando la cadena de observaciones es temporal o existe un orden (como en el caso
de los contornos), estas topoloǵıas no utilizan completamente la información secuencial de
los datos y muchos de los estados se utilizan para explicar múltiples observaciones a lo
largo del contorno. Esto hace que el reconocimiento sea un problema complejo. Además,
el proceso de entrenamiento, en estos modelos es muy sensible a la inicialización y a la
estimación local de parámetros.

Por esto, parecen más adecuadas las topoloǵıas izquierda-derecha. Estas topoloǵıas
no permiten visitar estados que se hayan visitado previamente, a excepción de aquel en
el que nos encontramos, obligando a que las transiciones cumplan: aij = 0 para j < i.
En los modelos izquierda-a-derecha hay un estado inicial y los estados finales. Aśı, en el
tiempo, la secuencia de estados recorrida se fuerza a empezar en el estado inicial (el de
más a la izquierda, Figura 4.10b y Figura 4.10c) y hacer transiciones a estados posteriores
(es decir, a la derecha) o al estado actual. De esta manera, se permite que la secuencia
de estados represente el paso del tiempo. Cuando una secuencia de śımbolos puede ser
segmentada, todos los śımbolos de un segmento son emitidos por el mismo estado, y
segmentos consecutivos son asociados a estados consecutivos.

Aunque habitualmente estas topoloǵıas contienen más estados (pudiendo determinarse
por las caracteŕısticas que sobresalen del contorno), el número de transiciones es escaso,
con lo que la complejidad de los algoritmos se reduce. Sin embargo, las cadenas ćıclicas no
tienen un punto inicial (ni tampoco final), los MOMs izquierda-derecha pueden parecer
inapropiados para modelarlas.

En [AYV00] se propone una topoloǵıa circular para modelar las cadenas ćıclicas. La
Figura 7.1a muestra esta topoloǵıa, la cual puede ser vista como una modificación de
la topoloǵıa izquierda-derecha, donde el último estado emisor se conecta al primer esta-
do emisor. Esta topoloǵıa elimina la necesidad de definir un punto de inicio: la cadena
ćıclica puede segmentarse para asociar estados consecutivos a segmentos consecutivos en
las cadenas ćıclicas, pero no se hace ninguna asunción sobre cuál es el primer o últi-
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Figura 7.1: (a) MOM con la topoloǵıa circular propuesto en [AYV00]. (b) El contorno de una
forma es segmentado y cada segmento se asocia a un estado del MOM. Idealmente, cada estado es
responsable de sólo un segmento.

mo segmento (véase la Figura 7.1b); por lo tanto, existe una analoǵıa con las topoloǵıas
izquierda-derecha. Sin embargo, hay un problema que rompe esta analoǵıa: el modelo tiene
problemas similares al ergódico (todos los estados pueden ser alcanzados desde cualquier
estado y podemos acabar también en cualquiera de ellos). El camino óptimo de estados
puede contener estados repetidos no consecutivos y, por tanto, un solo estado puede ser res-
ponsable de la emisión de varios segmentos no consecutivos de la cadena ćıclica. Además,
se puede producir un camino óptimo que no visite todos los estados al menos una vez.

7.2. Definición del problema de la ciclicidad

Para solucionar el problema de la ciclicidad de las cadenas podemos plantearlo de la
siguiente manera1. El modelo de Markov ha generado una cadena que después ha sufrido
un desplazamiento ćıclico, pero no sabemos cuál. Es decir, un modelo λ ha generado una
cadena x = x1x2 . . . xm que ha sufrido la transformación ρk

′
(x), pero no conocemos k′.

Suponiendo que estos desplazamientos ćıclicos son equiprobables, podemos tratar a x como
a una cadena ćıclica, [x] = {ρk(x) : 0 ≤ k < m}.

1Aunque en la sección anterior hemos expuesto que una topoloǵıa izquierda-derecha seŕıa lo más ade-
cuado, en un principio, el problema se puede tratar para cualquier tipo de topoloǵıa.
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Aśı, el problema de la evaluación mencionado en la Sección 4.3, puede resolverse con

P ([x]|λ) =
m−1∑
k=0

P (x|λ, k)P (k|λ)

=
1
m

m−1∑
k=0

P (x|λ, k)

=
1
m

m−1∑
k=0

P (ρk(x)|λ),

(7.1)

es decir, deberemos calcular la probabilidad para todo posible desplazamiento ćıclico y
realizar la suma.

Del mismo modo, el problema de la decodificación (véase la Sección 4.3) puede solu-
cionarse con

P̂ ([x]|λ) = máx
0≤k≤m−1

P̂ (x|λ, k)P (k|λ)

=
1
m

máx
0≤k≤m−1

P̂ (ρk(x)|λ) = máx
0≤k≤m−1

P̂ (ρk(x)|λ).
(7.2)

La secuencia óptima de estados, Q̂, se obtendrá pues del desplazamiento ćıclico que
obtenga la mayor puntuación de Viterbi.

En un principio, vamos a adoptar esta puntuación, P̂ , como estimación de la probabili-
dad real (7.1), ya que como se comentó en la Sección 4.3 es una muy buena aproximación.
Además, como veremos en la Sección 7.5, es posible reducir el coste del cálculo de es-
te procedimiento, y aśı acelerar el reconocimiento y el entrenamiento, con las topoloǵıas
lineales.

7.3. Aprendizaje cı́clico

Para resolver el problema del aprendizaje (véase la Sección 4.3) con la ciclicidad tene-
mos como objetivo estimar los valores del modelo de Markov, para maximizar la probabi-
lidad de las cadenas ćıclicas observadas. Es decir, nuestro objetivo consiste en maximizar:

P (X|λ) =
L∏
l=1

P ([x](l)|λ) =
L∏
l=1

1
m(l)

m(l)−1∑
k=0

P (ρk(x)|λ), (7.3)

siendo X, el conjunto de cadenas ćıclicas, X = {[x](1), [x](2), . . . , [x](L)}.
Para obtener los parámetros de λ que maximizan esta función, seguiremos un pro-

cedimiento iterativo. Primeramente, fijaremos unos valores arbitrarios para λ (t́ıpica-
mente equiprobables), después obtendremos nuevos valores de estos parámetros, en ca-
da iteración, utilizando transformaciones crecientes, aplicando la desigualdad de Baum-
Eagon [BE67]. Se garantiza que los nuevos valores estimados, incrementan el valor de la
función objetivo con respecto a la iteración anterior y, por tanto, su convergencia.
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Como sabemos que
∑n

j=0 aij = 1,∀ 0 ≤ i ≤ n y que (7.3) es un polinomio con respecto
a A. La nueva estimación, āij , puede obtenerse con la desigualdad de Baum-Eagon [BE67]:

āij =
∂P (X|λ)
∂aij

aij∑n
j=0

∂P (X|λ)
∂aij

aij

=

∑L
l=1

∂P ([x](l)|λ)
∂aij

aij
P ([x](l)|λ)∑n

j=0

∑L
l=1

∂P ([x](l)|λ)
∂aij

aij
P ([x](l)|λ)

.

(7.4)

Siguiendo sólo con el numerador:

L∑
l=1

∂P ([x](l)|λ)
∂aij

aij

P ([x](l)|λ)
=

L∑
l=1

1
m(l)

m(l)−1∑
k=0

∂P (x(l)|λ, k)
∂aij

aij
1

m(l)

∑m(l)−1
k=0 P (x(l)|λ, k)

=
L∑
l=1

m(l)−1∑
k=0

∂P (ρk(x(l))|λ)
∂aij

aij∑m(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

=
L∑
l=1

m(l)−1∑
k=0

P (ρk(x(l))|λ)∑m(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

[
∂P (ρk(x(l))|λ)

∂aij

aij

P (ρk(x(l))|λ)

]
.

Teniendo en cuenta que la parte que está entre corchetes es lo que finalmente se uti-
liza (obviamente, junto con el primer sumatorio) en el caso no ćıclico, para obtener las
fórmulas (4.4) y (4.5). Podemos ya concluir que en el caso ćıclico:

āij =
∑L

l=1

∑m(l)−1
k=0 No esperado de veces que se pasa de Si a Sj con ρk(x(l))∑L

l=1

∑m(l)−1
k=0 No esperado de veces que se pasa por Si con ρk(x(l))

=

∑L
l=1

∑m(l)−1
k=0

1Pm(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

∑m(l)−1
t=0 αlkt (i)aijbj(ρk(x

(l)
t+1))βlkt+1(j)∑L

l=1

∑m(l)−1
k=0

1Pm(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

∑m(l)−1
t=0 αlkt (i)βlkt+1(j)

,

(7.5)

siendo αlkt y βlkt , αt(i) y βt(i) para ρk(x(l)), respectivamente.

Siguiendo un razonamiento similar con bi(vj) y sabiendo que
∑w

j=0 bi(vj) = 1,∀ 1 ≤
i ≤ n y que (7.3) es un polinomio con respecto a B. Podemos llegar a:
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b̄i(vj) =
∑L

l=1

∑m(l)−1
k=0 No esperado de veces que se pasa por Si y se observa vj con ρk(x(l))∑L
l=1

∑m(l)−1
k=0 No esperado de veces que se pasa por Si con ρk(x(l))

=

∑L
l=1

∑m(l)−1
k=0

1Pm(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

∑m(l)−1
t=1
∀ρk(x

(l)
t )=vj

αlkt (i)βlkt (i)

∑L
l=1

∑m(l)−1
k=0

1Pm(l)−1
k=0 P (ρk(x(l))|λ)

∑m(l)−1
t=1 αlkt (i)βlkt (i)

.

(7.6)

Estamos ya en condiciones de presentar el procedimiento iterativo, el algoritmo de
aprendizaje ćıclico con Baum-Welch. Este se describe en la Figura 7.2. El coste del algo-
ritmo en cada iteración es O(Ln2m2).

De manera similar, puede realizarse un aprendizaje ćıclico con Viterbi con la secuencia
óptima de estados, Q̂, de las cadenas ćıclicas, con las siguientes fórmulas de reestimación:

âij =
∑L

l=1 No de veces que se pasa de Si a Sj en Q̂ con ρk(x(l))∑L
l=1 No de veces que se pasa por Si en Q̂ con ρk(x(l))

, (7.7)

b̂i(vj) =
∑L

l=1 No de veces que se pasa por Si y se observa vj en Q̂ con ρk(x(l))∑L
l=1 No de veces que se pasa por Si en Q̂ con ρk(x(l))

. (7.8)

El algoritmo de aprendizaje iterativo con Viterbi se muestra en la Figura 7.3.
Siguiendo la ĺınea de pensamiento de [JR90]:

Teorema 7.1 El aprendizaje ćıclico con Viterbi con cadenas ćıclicas converge en el sen-
tido de la convergencia global de Zangwill [Zan69].

Demostración: Lo que se necesita mostrar es que P ([x]|λ) es una función creciente para este
algoritmo. SeanQ∗ y Q̂ dos secuencias de estados óptimas tal que,Q∗ = arg máxQ P ([x], Q|λ)
y Q̂ = arg máxQ P ([x], Q|λ̂), entonces:

máx
Q

P ([x], Q|λ̂) ≥ P ([x], Q∗|λ̂)

= máx
λ′

P ([x], Q∗|λ′)

= máx
λ′

(
máx
Q

(
máx
r
P (σr(x), Q|λ′)))

≥ máx
Q

P ([x], Q|λ).

(7.9)

La maximización sobre λ′ en (7.9) puede ser reemplazada por el aprendizaje ćıclico
con Viterbi mencionado anteriormente. �
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Figura 7.2: Algoritmo de aprendizaje con Baum-Welch ćıclico.
Entrada: λ: modelo, X = {[x](1), [x](2), . . . , [x](L)}: conjunto de cadenas ćıclicas
Salida: λ̄: modelo entrenado
var Mα, Mβ, Ma, Mb: matriz [0 .. n][1 ..m] de R// suponiendo que todas las cadenas

// tienen tamaño m
Inicio

λ̄ = λ
mientras no haya convergencia hacer

para l en 1 .. L hacer
Ptotal = 0
para k en 0 ..m(l) − 1 hacer

Ptotal+ = forward (λ̄, ρk(x(l)), Mα)

para k en 0 ..m(l) − 1 hacer
P = forward (λ̄, ρk(x(l)), Mα)
P = backward (λ̄, ρk(x(l)), Mβ)
Calcular los valores esperados según (7.5) y (7.6) y

almacenarlos en Ma y Mb

Reestimar λ̄ según (7.5) y (7.6)
devolver λ̄

Fin
función forward(λ: modelo, x: cadena, Mα: matriz [0 .. n][1 ..m] de R): R
Inicio

Cálculo iterativo de P =
∑n

i=0 αm(i) para x en la matriz Mα

devolver P
Fin
función backward(λ: modelo, x: cadena, Mα: matriz [0 .. n][1 ..m] de R): R
Inicio

Cálculo iterativo de P =
∑n

i=0 β0(i) para x en la matriz Mβ

devolver P
Fin
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Figura 7.3: Algoritmo de aprendizaje con Viterbi ćıclico.
Entrada: λ: modelo, X = {[x](1), [x](2), . . . , [x](L)}: conjunto de cadenas ćıclicas
Salida: λ̂: modelo entrenado
var
Q̂,Q′: vector [1 ..m] de N // suponiendo que todas las cadenas
Ma, Mb: matriz [0 .. n][1 ..m] de R // tienen tamaño m
Inicio

λ̂ = λ
mientras no haya convergencia hacer

para l en 1 .. L hacer
P̂ = −∞
para k en 0 ..m(l) − 1 hacer

P ′ = viterbi (λ̂, ρk(x(l)), Q′)
si P ′ > P̂ entonces

P̂ = P ′

Q̂ = Q′

Calcular las frecuencias según (7.7) y (7.8) con Q̂ y
almacenarlas en Ma y Mb

Reestimar λ̂ según (7.7) y (7.8)

devolver λ̂
Fin
función viterbi(λ: modelo, x: cadena, Q̂: vector [1 ..m] de N): R
Inicio

Cálculo iterativo de P̂ = máxni=0 φm(i) y de Q̂ para x
devolver P̂

Fin
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7.4. Heurı́stico APR para la selección del punto inicial

El heuŕıstico APR (mencionado en la Sección 6.1) también puede aplicarse para obtener
una solución a los problemas planteados en la Sección 4.3 para el caso de las cadenas
ćıclicas.

El preproceso es el mismo, pudiéndose utilizar también el algoritmo de la Figura 6.2.
Una vez tengamos elegido un buen punto inicial para los prototipos (el obtenido en el
preproceso) podemos entrenar el modelo de cada categoŕıa como si de cadenas (no ćıclicas)
se tratara. Para clasificar una muestra que nos llegue deberemos utilizar el ATNLCD (véase
la Figura 6.3) para conseguir un buen punto inicial con el representante de cada categoŕıa,
es decir, de cada MOM, y aśı obtener las probabilidades (o las puntuaciones de Viterbi)
de manera convencional.

Aunque como veremos en el caṕıtulo de experimentos esta solución es peor que las
anteriores en cuanto a tasas de clasificación, tanto el entrenamiento como el reconocimiento
es mucho más rápido.

7.5. MOMs lineales cı́clicos

En la Sección 7.1 hemos concluido que las topoloǵıas izquierda-derecha son las más
adecuadas para modelar los contornos. Podemos ir más allá y aventurar que la topoloǵıa
lineal (véase la Figura 4.10b) quizás sea la mejor, ya que si nos vamos a una topoloǵıa
de Bakis (Figura 4.10c) o de más transiciones por estado, aumenta la complejidad, tal
como ocurre con las topoloǵıas ergódicas. Además, si lo que queremos es modelar cadenas
ćıclicas, como es nuestro caso, los modelos lineales presentan caracteŕısticas interesantes,
que explotaremos en lo siguiente.

Para ello, utilizaremos una definición alternativa de los modelos de Markov, populari-
zada por el Hidden Markov Model Toolkit (HTK) [YOO+95]. En ella, además de aparecer
un estado inicial no emisor (tal como teńıamos nuestra definición hasta ahora), aparece
otro estado no emisor final2. En la Figura 7.4 podemos ver un ejemplo. En la Figura 7.5
vemos también un ejemplo del cálculo iterativo de la puntuación de Viterbi con esta to-
poloǵıa. Como se puede ver, existe un parecido entre el grafo del trellis [Rab89] y el grafo
de alineamiento del ATNL (véase la Figura 4.2), y que por tanto, el coste del algoritmo es
O(nm) y no O(n2m). En lo sucesivo y tal como ocurre con el ATNL, a la secuencia óptima
de estados, que produce el algoritmo de Viterbi, la llamaremos alineamiento óptimo. En
este el ((alineamiento)) se produce entre un estado y un segmento de elementos de cadena
contiguos a lo largo del contorno.

Para modelar las cadenas ćıclicas de una manera adecuada, los MOMs debeŕıan tener
en cuenta que cualquier componente de la cadena se puede emitir por el primer estado
emisor y cuando este ha sido elegido, la componente previa debe ser emitida por el último
estado emisor. De este modo, podemos utilizar los MOMs lineales de una manera similar
a como lo hacemos con las cadenas ćıclicas. Un MOM lineal ćıclico (MOMLC) puede verse

2Este nuevo estado vaŕıa ligeramente los algoritmos comentados hasta ahora. No mostraremos estas
variaciones por ser de naturaleza sencilla [YOO+95].
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Figura 7.4: (a) Un MOM lineal. (b) Un MOM lineal utilizando la topoloǵıa con dos estados no
emisores, en el inicio y en el final.
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Figura 7.5: Trellis para un MOM lineal y una cadena de tamaño 4. El alineamiento óptimo se
muestra con flechas más gruesas.
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como el conjunto obtenido a partir de todos los desplazamientos ćıclicos posibles de un
MOM lineal (MOML):

Definición 7.2 Sea λ = (A,B) un MOML. Dado A, sea ρ(A) la siguiente transformación:

A =



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 a11 a12 0 . . . . . . . . . . . 0
0 0 a22 a23 0 . . . 0

0 . . . 0
. . . . . . 0 0

0 . . . . . . . . . . . . . ann ann+1 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0


,

ρ(A) =



1 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0
0 a22 a23 0 . . . . . . . . . . . 0

0 0
. . . . . . 0 . . . 0

0 . . . 0 ann ann+1 0 0
0 . . . . . . . . . . . . . a11 a12 0
0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 0 0


.

Sea ρ(B) = ρ(b1 . . . bn) = b2 . . . bnb1 (donde bi son filas de la matriz B). La composición
de r desplazamientos ćıclicos de λ se define como ρr(λ) = (ρr(A), ρr(B)). Dos MOMLs
λ y λ′ son ćıclicamente equivalentes si λ = ρr(λ′), para algún r. La clase de equivalencia
de λ es [λ] = {ρr(λ) : 0 ≤ r < n} y la podemos llamar MOML ćıclico. Cualquiera de los
miembros de esta clase es un representante del MOML ćıclico.

En la Figura 7.6 podemos ver un ejemplo de MOML ćıclico.
Entonces,

Definición 7.3 La puntuación de Viterbi para una cadena ćıclica [x1x2 . . . xm] y un MOMLC
[λ] se define como

P̂ ([x]|[λ]) = máx
0≤r<n

(
máx

0≤s<m
P̂ (ρs(x)|ρr(λ))

)
,

y esta puntuación tiene asociada un alineamiento óptimo.

La resolución de la ecuación de la Definición 7.3 tiene un alto coste computacional, pero
el siguiente lema muestra que para calcular la puntuación de Viterbi sobre una cadena
ćıclica y un MOMLC, uno simplemente puede utilizar un representante del MOML y
calcular la puntuación entre este MOML y la cadena ćıclica.

Lema 7.4 P̂ ([x]|[λ]) = P̂ ([x]|λ) = máx0≤s<m P̂ (ρs(x)|λ).

Demostración: Consideremos un alineamiento óptimo Q1 que representa el camino de
máxima probabilidad entre λ y ρs1(x), para algún s1, entonces, hay un alineamiento óptimo
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Figura 7.6: Un MOMLC representado por su conjunto de MOMLs.

Q2 entre ρ(λ) y ρs2(x), para algún s2, tal que Q2 representa exactamente los mismos
componentes de la cadena emitidos por cada estado de la misma manera que Q1. �

Este coste computacional, O(m2n), sigue siendo alto. Es por esto que proponemos un
algoritmo más eficiente para evaluar esta puntuación. El algoritmo está inspirado también
en el algoritmo de Maes para la distancia de edición ćıclica [Mae90] (véase la Sección 3.3.2)
y calcula la puntuación de Viterbi en tiempo O(mn logm). La puntuación se calcula en
un trellis extendido donde la cadena original aparece concatenada con ella misma en el
eje horizontal y los alineamientos deben empezar y terminar en nodos con el mismo color.
Este inicio y final se corresponde con el tamaño de la cadena (véase la Figura 7.7). La
eficiencia del algoritmo se basa, de nuevo, en la propiedad de no cruce de caminos: Sea Qi
el alineamiento óptimo que empieza en el nodo (i, 0) y finaliza en el nodo (m+ i+1, n+1),
en el trellis extendido y sea j, k, y l tres números enteros tal que 0 ≤ j < k < l ≤ m; existe
un camino óptimo que parte del nodo (k, 0) y llega a (k + m + 1, n + 1) y se encuentra
entre Qj and Ql.

Esta propiedad nos lleva a un procedimiento recursivo divide y vencerás: cuando Qj
y Ql se conocen, Q(j+l)/2 se calcula solamente teniendo en cuenta los nodos que están
entre Qj y Ql; al acabar, los alineamientos óptimos limitados por Qj y Q(j+l)/2 y los
alineamientos óptimos limitados por Q(j+l)/2 y Ql se pueden calcular de manera recursiva.
El procedimiento recursivo empieza después de calcular Q0 (por medio de un algoritmo de
Viterbi estándar) y Qm, que es Q0 desplazado m posiciones a la derecha. Cada llamada
recursiva genera dos llamadas recursivas más y todos las llamadas en el mismo nivel
de recursividad tienen un coste O(mn); por lo tanto, el algoritmo se ejecuta en tiempo
O(mn logm).

En la Figura 7.8 se detalla el algoritmo.
En principio, podŕıamos adoptar un enfoque simétrico realizando un desplazamiento

ćıclico sobre los estados de los MOMLs para obtener la misma puntuación de Viterbi.
Esto significa ((doblar)) el MOM en el trellis extendido en vez de la cadena. Obtendŕıamos
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Figura 7.7: Trellis extendido para un MOM lineal y una cadena ćıclica de 4 componentes. Los
alineamientos óptimos para cada punto de inicio se muestran con flechas gruesas. Uno de ellos es
el alineamiento óptimo de la cadena ćıclica (el que tiene mayor puntuación).

Figura 7.8: Algoritmo divide y vencerás para calcular P ([x]|λ).
Entrada: x: cadena, λ: modelo
Salida: p̂ : R
var V : vector [0..m] de caminos de alineamiento
Inicio

p∗ = P̂ (ρ0(x)|λ)
Sea V [0] el camino de alineamiento óptimo obtenido en el cálculo anterior
Sea V [m] igual a V [0] desplazado m pasos a la derecha
si m > 1 entonces

p̂ = mı́n(p̂, SiguientePaso(x · x, y, 0, m))
devolver p̂

Fin

función SiguientePaso(X: cadena, λ: modelo, l : N, r : N):R
Inicio

c = l + d r−l2 e
p = P̂ (Xc:c+m, λ) conocidos V [l] y V [r]
si l + 1 < c entonces

p = mı́n(p, SiguientePaso(X, y, l, c))
si c+ 1 < r entonces

p = mı́n(p, SiguientePaso(X, y, c, r))
devolver p

Fin
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aśı un algoritmo de tiempo O(mn log n), que es mejor que O(mn logm) ya que n ≤ m (y,
normalmente, n� m). Sin embargo, no puede hacerse de manera directa:

Lema 7.5 En general, no es cierto que, P̂ ([x]|[λ]) = máx0≤r<n P̂ (x|ρr(λ)).

Demostración: Utilicemos un contraejemplo. Sea [x] = uvu una cadena ćıclica con el
alfabeto Σ = {u, v}. Sea [λ] un MOMLC (discreto) con 2 estados emisores a01 = 1,
a11 =0.5, a12 = 0.5, a22 = 0.5, a23 = 0.5, b01 = 1, y b12 = 1. La definición de la puntuación
de Viterbi del Lema 7.4 nos lleva a un valor de 0.125 (para la cadena ρ2(uvu) = uuv).
Si intentamos realizar un desplazamiento ćıclico en el MOM lineal, tenemos dos posibles
desplazamientos ćıclicos. Ambas posibilidades nos dan 0 como puntuación de Viterbi.
�

Sea [λ] un MOMLC, sea [x] una cadena ćıclica y sea ι(λ) una operación que realiza
un desplazamiento ćıclico (ρ(λ)) e inserta una copia del primer estado emisor después del
último estado, pero la probabilidad de la transición al siguiente estado tiene el valor de la
transición a él mismo (véase la Figura 7.9). Entonces,

Teorema 7.6

P̂ ([x]|[λ]) = máx
0≤r<n

(
máx

(
P̂ (x|ρr(λ)), P̂ (x|ιr(λ))

))
.

Demostración: Cada alineamiento induce una segmentación en x. Todos las componentes
de un segmento están alineadas con el mismo estado del MOMLC. Existe un problema
cuando xm−pxm−p+1 . . . xm y x1x2 . . . xq, para algún p, q ≥ 0, pertenece al mismo segmento
de x. En este caso, el alineamiento óptimo no puede ser obtenido simplemente realizando un
desplazamiento ćıclico sobre λ, ya que xm debe alinearse con el estado n y x1 debe alinearse
con el estado 1, es decir, nunca caen en el mismo segmento. El MOML ιr(λ), formado
insertando a ρr(λ) el primer estado emisor después del último estado, permite alinear
xm−pxm−p+1 . . . xm y x1x2 . . . xq con el primer estado, ya que este estado también aparece
al final de ιr(λ). Por otro lado, supongamos que tenemos ahora el segmento completo al
principio de la cadena, p + q componentes, aśı, la primera auto-transición (transición al
mismo estado) debe ser ejecutada p+ q− 1 veces, pero si el segmento está en la situación
explicada anteriormente, la primera auto-transición será utilizada sólo p+ q− 2 veces. La
transición al último estado no emisor proporciona esta transición extra necesaria. �

Corolario 7.7 P̂ (x|ρr(λ)), para cada valor de r, puede obtenerse como subproducto del
cálculo de P̂ (x|ιr(λ)).

Demostración: El trellis que subyace para P̂ (x|ρr(λ)) es un subgrafo del que subyace para
P̂ (x|ιr(λ)). El valor de P̂ (x|ρr(λ)) y P̂ (x|ιr(λ)), para cada r, puede obtenerse encontrando
alineamientos óptimos en un trellis extendido, similar al mostrado en la Figura 7.7, pero en
este caso ((doblando)) el MOML. Debeŕıa tenerse en cuenta que, a diferencia del algoritmo
de Maes, el alinemiento óptimo que empieza en (r, 0) puede finalizar tanto en el nodo
(r + n − 1,m) como el nodo (r + n,m) y que el cálculo recursivo puede ser aplicado
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Figura 7.9: (a) Un MOMLC [λ] representado por un MOML. (b) Los MOMLs correspondientes
para la operación ιr(λ), para 0 ≤ r < n (donde n = 3). De arriba a abajo, ι0(λ), ι1(λ) and ι2(λ)

simplemente utilizando los alineamientos óptimos entre ρr(λ) y x como un nuevo ĺımite
izquierdo o derecho. �

En la Figura 7.10 tenemos un ejemplo de este hecho.
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Figura 7.10: El mismo ejemplo de trellis que aparece en la Figura 7.5, pero en este caso, el modelo
de Markov con topoloǵıa lineal, aparece abajo con la operación ι0(λ). Se puede ver que la operación
P̂ (x|ρ0(λ)) se puede calcular fácilmente a partir de este trellis.

Finalmente decir que, el algoritmo divide y vencerás propuesto puede ser utilizado,
obviamente, para acelerar reconocimiento y el aprendizaje con Viterbi de cadenas ćıclicas.
Por desgracia, no puede ser extendido al procedimiento forward o backward, ya que no
tenemos alineamientos óptimos en el trellis, y por tanto no podemos utilizar la propiedad
de no cruce de caminos.

7.6. Discusión

En este caṕıtulo hemos presentado diversas técnicas para el modelado con MOMs de
cadenas ćıclicas. Métodos de reconocimiento y de entrenamiento para modelos genéricos
y finalmente para topoloǵıas lineales.
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Debemos tener en cuenta que los métodos iterativos de entrenamiento obtienen un
máximo local y por esta razón, una buena inicialización de los parámetros de los MOMs
juega un rol muy importante. Para este propósito el heuŕıstico APR comentado en el
caṕıtulo (para reconocer y entrenar) puede servir también para obtener una buena inicia-
lización.

Por último comentar, que en el caṕıtulo sólo hemos tratado con modelos de Markov
discretos pero que en el caso de que necesitemos valores continuos y/o con elementos de
varias dimensiones, la extensión de las fórmulas de reestimación es inmediata [Rab89].

En el Caṕıtulo 8 veremos cómo se comportan estas técnicas con experimentos.



Capı́tulo 8
Experimentos

Arms Dealer : ((If you make money from war, you’re scum. If you can’t
make money from bounty hunting, you’re an idiot! ))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

En este caṕıtulo se realiza un estudio experimental de las técnicas aportadas en la tesis
en el marco del reconocimiento de formas bidimensionales con cadenas ćıclicas. Presenta-
mos experimentos para el ATNLC, las técnicas de aceleración y las extensiones ćıclicas a
los modelos ocultos de Markov.

8.1. Introducción

Los experimentos realizados se basan en tareas de clasificación y recuperación de for-
mas. Para ello se han utilizado las siguientes bases de datos disponibles públicamente y
muy frecuentemente usadas en la literatura para establecer comparaciones entre métodos:
MPEG7 CE-Shape-1 (parte B), SQUID y Silhouette. También se ha utilizado una base de
datos propia con teselas de mosaicos. Todas estas bases de datos se describirán con más
detalle en la Sección 8.2.

En la Sección 8.3, mostraremos experimentos con el ATNLC (véase el Caṕıtulo 6).
Comprobaremos que el alineamiento ćıclico ofrece resultados superiores al alineamiento
convencional, como cab́ıa esperar. Compararemos el ATNLC con otras técnicas de compa-
ración de contornos relevantes de la literatura (véase la Sección 2.3), utilizando para ello
descriptores de contorno destacados también (Sección 2.2).

En la Sección 8.4, veremos experimentalmente la mejora que producen las técnicas de
aceleración (BBATNLC y métodos AESA) mencionadas en el Caṕıtulo 6.

Por último, en la Sección 8.5, mostraremos experimentos de clasificación con los mode-
los ocultos de Markov con la decodificación y el entrenamiento ćıclicos y otras metodoloǵıas
para conseguir la invarianza al punto de inicio, todo ello presentado en el Caṕıtulo 7.
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8.2. Bases de datos

El objetivo de estos corpus es evaluar el comportamiento de técnicas de reconocimien-
to sobre formas bidimensionales bajo las condiciones de ruido, deformaciones no ŕıgidas,
cambios de escala y rotación. Todos los corpus constan de formas ya segmentadas definidas
por sus contornos externos. Algunas bases de datos proporcionan ya el contorno codifi-
cado como secuencia de puntos y otras puede extraerse fácilmente al estar las imágenes
binarizadas.

Para estas cadenas de puntos (en principio, ćıclicas) se ha escogido un punto aleato-
rio de inicio. Después se ha realizado una selección de puntos fija, utilizando el método
comentado en la Sección 2.2.4, para tres cantidades de puntos diferentes, 64, 100 y 128
puntos1. Hemos escogido estas cantidades porque son las más utilizadas en la literatura.

8.2.1. MPEG7 CE-Shape-1

Este corpus está dividido en tres partes [LLE00]. Cada parte plantea un problema y
su correspondiente test para evaluar cómo se comporta el sistema reconocedor con este
problema. Nosotros hemos utilizado solamente la parte B, que es la que presenta más
dificultades y, precisamente por eso, la más utilizada en la literatura.

8.2.1.1. Parte B: Recuperación de formas basada en la similitud

El número total de formas en esta parte es de 1400: 70 clases con 20 formas por clase.
En el ámbito de la recuperación de formas es muy común realizar el experimento bull-

eye test [Bob01], con esta parte B, para compararse con otros métodos de la literatura con
un simple valor escalar. En este experimento las 1400 formas se utilizan como imagen de
consulta y el número de formas similares que pertenecen a la misma clase se cuenta en las
40 primeras recuperadas. Debido a que el número máximo de aciertos para una consulta
es de 20, el número total de posibles aciertos es 28000.

Hay que tener en cuenta que la parte B contiene clases con formas muy diferentes y
formas de clases diferentes que son similares (véanse la Figura 8.1 y la Figura 8.2). Esto
hace que sea muy complicado conseguir unas tasas de clasificación o de recuperación de
formas con el número total de aciertos posible.

Figura 8.1: Imágenes de la parte B que pertenecen a la misma clase ((device6)) y presentan
contornos muy diferentes.

1Hemos probado otros métodos de selección de puntos, como los descriptores de Fourier (véase la
Sección 2.2.7) o métodos de aproximación poligonal (Sección 2.2.5), pero en general, este método nos ha
dado los mejores resultados.
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Figura 8.2: Imágenes de la parte B que pertenecen a diferentes clases y presentan contornos
similares, de izquierda a derecha, las clases ((car )), ((truck )), ((fish)) y ((lmfish)).

Figura 8.3: Algunas imágenes del corpus MPEG7 CE-Shape-1 (Parte B).
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8.2.2. Silhouette

El corpus Silhouette [SCTK98], contiene 1070 contornos, divididos en 41 categoŕıas
que representan diferentes objetos (algunos ejemplos pueden verse en la Figura 8.4).

Figura 8.4: Algunas imágenes del corpus Silhouette.

8.2.3. SQUID

El corpus SQUID consiste en 1100 contornos de especies marinas (algunos ejemplos
pueden verse en la Figura 8.5) y es utilizada como una aplicación de demostración de
recuperación de formas en [MKA]. La base de datos original no está dividida en clases.

En [BCP05], se utiliza un etiquetado manual de 247 imágenes en 10 categoŕıas semánti-
cas2: seahorses (5 imágenes), seamoths (6), sharks (58), soles (52), tonguefishes (19), crus-
taceans (4), eels (26), u-eels (20), pipefishes (16), y rays (41).

8.2.4. Teselas de mosaicos

Un mosaico es una forma de arte decorativo donde pequeños azulejos (llamados teselas)
son utilizados para crear una escena. Actualmente en la industria cerámica se montan estos
mosaicos de manera manual, lo cual es muy trabajoso.

Están empezando a diseñarse métodos automáticos en los que las teselas circulan por
una cinta transportadora. Con un sistema de clasificación se identifica la pieza y un robot
la coloca en el lugar adecuado con la rotación adecuada basándose en un modelo. Es
decir, el objetivo es, dado un contorno, encontrar la más parecida entre las teselas de un
conjunto.

Este corpus consta de teselas de dos mosaicos (véase la Figura 8.6). No hemos tenido en
cuenta los colores, con lo que el primer mosaico consta de 8 piezas diferentes y el segundo
de 29 piezas diferentes.

2Que los autores han tenido la amabilidad de prestarnos.
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Figura 8.5: Algunas imágenes de la base de datos SQUID.
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(a)

(b)

Figura 8.6: (a) Mosaico 1. (b) Mosaico 2.
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8.3. Experimentos con el ATNLC

En esta sección veremos que el uso de cadenas ćıclicas, y por tanto, del alineamiento
temporal no lineal ćıclico (ATNLC), es necesario para conseguir la invarianza al punto de
inicio. Además evaluaremos el comportamiento del ATNLC utilizando diversos descripto-
res de contorno y lo compararemos con otras técnicas destacadas de la literatura.

La evaluación de los descriptores y métodos se ha llevado a cabo con:

tasas de clasificación,

gráficos Precision-Recall (PR), sólo para contornos de 128 puntos,

bull-eye test, sólo en el caso del corpus MPEG7 CE-Shape-1 parte B,

y la MAP (Mean Average Precision).

Todos ellos explicados en la Sección 2.5, o en el caso del bull-eye test, también en la
Sección 8.2.1.1.

Cabe aqúı explicar que todas estas medidas de evaluación son más altas cuanto mejor es
el método. En el caso de las gráficas PR, pasa algo parecido, la técnica evaluada será mejor
cuanto más cerca estén todos los puntos de la curva de una precisión del 100 %.

Los descriptores de contorno se han calculado a partir de la selección de puntos co-
mentada en la Sección 8.2. A menos que se indique lo contrario, como distancia local (δ)
para el alineamiento temporal no lineal (ATNL) se ha usado la distancia eucĺıdea. A ex-
cepción del experimento con las teselas de mosaicos (Sección 8.3.4), en los experimentos
de clasificación y recuperación de formas se ha utilizado la técnica leaving-one-out [DH73].

8.3.1. Comparación entre ATNL y ATNLC

Como experimento base tenemos una comparación entre el ATNL y el ATNLC con
la curvatura como descriptor de contorno (véase la Sección 2.2.2.4). Las Figuras 8.7, 8.8
y 8.9 contienen los resultados.

Obviamente, el ATNLC funciona mucho mejor en todos los casos ya que, como hemos
mencionado anteriormente, se ha escogido un punto arbitrario como inicio de las cadenas.
Con este experimento se puede ver la importancia de escoger un buen punto de inicio para
calcular la distancia.

Clasif. MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos ATNL ATNLC ATNL ATNLC ATNL ATNLC

64 74.93 87.29 74.09 87.93 48.99 60.32
100 78.07 90.50 75.40 91.77 56.68 66.80
128 80.07 92.57 82.13 93.08 60.32 72.06

Figura 8.7: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre ATNL y
ATNLC, utilizando la curvatura como descriptor de contorno.
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Figura 8.8: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa entre ATNL y ATNLC, utilizando
la curvatura como descriptor de contorno. (a) Gráfico PR para MPEG7B, (b) Bull-eye, (c) gráfico
PR para Silhouette y (d) gráfico PR para SQUID. Todos los gráficos PR son de contornos de 128
puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos ATNL ATNLC ATNL ATNLC ATNL ATNLC

64 29.78 50.30 25.71 53.57 14.31 24.46
100 30.52 55.75 28.24 60.44 17.13 34.76
128 31.67 59.59 28.53 64.10 20.57 41.60

Figura 8.9: MAP de la comparativa entre ATNL y ATNLC, utilizando la curvatura como des-
criptor de contorno.
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8.3.2. Invarianza al punto inicial

En la Sección 2.4 se comentan varias formas de solucionar el problema de la invarianza
al punto inicial, sin tener en cuenta todos los posibles desplazamientos ćıclicos (es decir,
el alineamiento ćıclico). En la Sección 6.1 hemos aportado también un heuŕıstico (alinea-
miento con patrón de referencia, APR) con este mismo fin, aunque sólo utilizable en el
caso de que conozcamos las categoŕıas.

Para comparar nuestro heuŕıstico y el ATNLC con las soluciones de la literatura,
utilizaremos los dos métodos más representativos: la elección del punto inicial con los des-
criptores de Fourier [BCP05] (FDs) y el espectro de Fourier [ZL05], para las caracteŕısticas
invariantes a la rotación. Para solucionar el problema de la ambigüedad que suele aparecer
en los métodos de la elección de la rotación de referencia (véase la Sección 6.1), en vez de
utilizar un heuŕıstico, hemos calculado los dos ATNL y nos hemos quedado con la menor
distancia.

En las Figuras 8.10, 8.11 y 8.50 tenemos los resultados de la comparación. Los re-
sultados con el heuŕıstico APR sólo aparecen en el experimento de clasificación, ya que
en la recuperación de formas no se dispone de información sobre las categoŕıas (véase la
Sección 6.1). Hemos utilizado la curvatura como descriptor de contorno. Para medir la
distancia entre los espectros de Fourier hemos utilizado la distancia eucĺıdea (tal como se
hace en [ZL05]). Para las rotaciones de referencia con los FDs hemos hecho, evidentemente,
uso del ATNL.

En general, se puede ver que el ATNLC es superior a los otros métodos y que el
heuŕıstico APR ofrece unos resultados muy buenos frente a las otras técnicas en la tarea
de clasificación. Con el APR perdemos un poco de tasa de acierto frente al ATNLC, pero
tiene un coste computacional menor, prácticamente O(mn).

Clasif. MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos Esp. FDs Esp. FDs Esp. FDs

64 77.71 76.14 70.81 76.24 48.18 50.61
100 79.57 85.29 73.81 85.31 54.25 60.73
128 81.36 86.93 73.25 89.43 57.89 67.21

APR ATNLC APR ATNLC APR ATNLC
64 83.57 87.29 87.00 87.93 57.49 60.32

100 87.21 90.50 89.62 91.77 66.80 66.80
128 89.21 92.57 92.42 93.08 72.87 72.06

Figura 8.10: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre el espectro
de Fourier (Esp.), la elección del punto inicial con los FDs, el heuŕıstico ARP y el ATNLC. La
curvatura se usa como descriptor.

8.3.3. Algunos descriptores de contorno

Hasta ahora sólo hemos hecho experimentos con la curvatura como descriptor de con-
torno, en esta sección comparamos la distancia al centroide (véase la Sección 2.2.2.2), la



130 EXPERIMENTOS 8.3

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0
20

40
60

80
10

0

R

P

ATNLC
FDs
Esp.

Bull-eye MPEG7B
Puntos Esp. FDs ATNLC

64 52.27 44.01 60.33
100 51.76 48.59 63.84
128 50.43 51.40 67.13

(a) (b)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0
20

40
60

80
10

0

R

P

ATNLC
FDs
Esp.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

0
20

40
60

80
10

0

R

P

ATNLC
FDs
Esp.

(c) (d)

Figura 8.11: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa entre el espectro de Fourier (Esp.),
la elección del punto inicial con los FDs y el ATNLC usando la curvatura como descriptor. (a)
Gráfico PR para MPEG7B, (b) Bull-eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico PR para
SQUID. Todos los gráficos PR son de contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos Esp. FDs ATNLC Esp. FDs ATNLC Esp. FDs ATNLC

64 40.40 33.52 50.30 35.24 32.92 53.57 20.98 19.49 24.46
100 40.77 40.63 55.75 34.82 40.12 60.44 23.73 22.74 34.76
128 40.78 43.61 59.59 34.18 44.78 64.10 27.09 26.44 41.60

Figura 8.12: MAP para la comparativa entre el espectro de Fourier (Esp.), la elección del punto
inicial con los FDs y el ATNLC usando la curvatura como descriptor.
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curvatura y el descriptor BAS (Sección 2.2.11.2), utilizando como medida de disimilitud
el ATNLC. Nótese que los dos primeros descriptores otorgan un valor para cada punto,
sin embargo, BAS otorga 4 valores a cada punto, es decir, cada punto tiene un valor en un
espacio de 4 dimensiones. Esto produce que el punto quede mejor descrito (y por tanto el
contorno) y los resultados de clasificación y recuperación de formas son mejores. Pero esto
no es gratis: la comparación entre puntos (distancia local) es más costosa y repercute en
el tiempo de computo del ATNLC (en la Sección 8.4 veremos de cuánto tiempo estamos
hablando). Los resultados se muestran en las Figuras 8.13, 8.14 y 8.15.

Clasif. MPEG7b Silhouette SQUID
Puntos Cen. Cur. BAS Cen. Cur. BAS Cen. Cur. BAS

64 86.93 87.29 96.00 92.70 87.93 97.01 55.06 60.32 76.52
100 87.14 90.50 96.86 93.17 91.77 96.91 54.66 66.80 78.54
128 87.57 92.57 96.86 92.42 93.08 97.01 59.92 72.06 80.16

Figura 8.13: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre la distancia
al centroide, la curvatura y el BAS, utilizando como medida de disimilitud el ATNLC.
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Figura 8.14: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa de la distancia al centroide, curvatura
y BAS, utilizando como medida de disimilitud el ATNLC. (a) Gráfico PR para MPEG7B, (b) Bull-
eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico PR para SQUID. Todos los gráficos PR son de
contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos Cen. Cur. BAS Cen. Cur. BAS Cen. Cur. BAS

64 47.72 50.30 70.81 63.64 53.57 73.46 18.68 24.46 46.75
100 47.90 55.75 71.88 63.70 60.44 74.53 19.25 34.76 47.61
128 47.83 59.59 72.26 63.55 64.10 74.88 19.25 41.60 48.05

Figura 8.15: MAP para la comparativa entre la distancia al centroide, la curvatura y el BAS,
utilizando como medida de disimilitud el ATNLC.
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8.3.4. Comparación entre el CSS y el ATNLC

Para compararnos con el CSS, el método utilizado por el estándar MPEG7 [Bob01,
MB03] para representar y comparar contornos (Sección 2.2.8), hemos realizado dos expe-
rimentos.

El primer experimento es una tarea de clasificación en la que hemos utilizado el corpus
de las teselas de mosaicos (Sección 8.2.4). Hemos mezclado los dos mosaicos en uno sólo,
y lo hemos duplicado para crear un conjunto de test y otro de clasificación. Este corpus
es especialmente complicado para el CSS (como se puede ver en la Figura 8.16) debido a
que algunas teselas, a pesar de ser relativamente complejas, están compuestas de curvas
totalmente convexas.

En el segundo experimento comparamos el CSS con el ATNLC y BAS (véanse las
Figuras 8.17, 8.18 y 8.19), viendo que el CSS es superado claramente.

Clasif. Teselas
Puntos CSS ATNLC

64 61.97 97.89
100 60.56 100.00
128 59.15 100.00

Figura 8.16: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre CSS y
ATNLC con el corpus de las teselas de mosaicos. El descriptor utilizado por el ATNLC es BAS.

Clasif. MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos CSS ATNLC CSS ATNLC CSS ATNLC

64 89.93 96.00 89.71 97.01 66.40 76.52
100 91.00 96.86 90.93 96.91 65.59 78.54
128 91.00 96.86 91.21 97.01 64.37 80.16

Figura 8.17: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre CSS y
ATNLC. El descriptor utilizado por el ATNLC es BAS.
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Figura 8.18: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa entre CSS y ATNLC. El descriptor
utilizado por el ATNLC es BAS. (a) Gráfico PR para MPEG7B, (b) Bull-eye, (c) gráfico PR para
Silhouette y (d) gráfico PR para SQUID. Todos los gráficos PR son de contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos CSS ATNLC CSS ATNLC CSS ATNLC

64 61.30 70.81 56.53 73.46 41.39 46.75
100 63.36 71.88 57.33 74.53 40.49 47.61
128 63.48 72.26 57.89 74.88 40.94 48.05

Figura 8.19: MAP para la comparativa entre CSS y ATNLC. El descriptor utilizado por el
ATNLC es BAS.
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8.3.5. Comparación con el método húngaro y los shape contexts

Como hemos comentado en la Sección 8.3.3, el descriptor BAS utiliza 4 valores por
cada punto. En esta sección experimentamos con descriptores todav́ıa más pesados, los
shape contexts (véase la Sección 2.2.11.1) y TAR (Sección 2.2.11.3).

En [BMP02] el reconocimiento con los shape contexts se realiza utilizando como medida
de disimilitud el método húngaro (Sección 8.3.5) junto con χ2 como función de coste. En
las Figuras 8.20, 8.21 y 8.22) tenemos los resultados experimentales de la comparativa
entre el método húngaro y el ATNLC (con χ2 como distancia local, δ) sobre los shape
contexts. Aunque con el método húngaro se obtienen muy buenos resultados, como se
puede observar, el ATNLC los supera. El método húngaro es quizás el método más potente
para buscar correspondencia entre puntos, sin embargo, en el caso de los contornos, peca de
no utilizar la información de orden de las cadenas, cosa que el ATNLC śı hace. Además, el
método húngaro tiene un coste computacional muy alto [BMP02], O(n3), en comparación
con el ATNLC, O(n2 log n), suponiendo que ambas cadenas tienen la misma longitud.

Clasif. MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos Húngaro ATNLC Húngaro ATNLC Húngaro ATNLC

64 97.29 97.86 98.13 98.60 78.14 78.14
100 97.71 98.29 98.41 98.78 79.35 81.38
128 97.93 98.07 98.41 98.69 78.14 80.57

Figura 8.20: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre el algoritmo
Húngaro y ATNLC. El descriptor utilizado por ambos son los shape contexts.
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Figura 8.21: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa entre el algoritmo Húngaro y
ATNLC. El descriptor utilizado por ambos son los shape contexts. (a) Gráfico PR para MPEG7B,
(b) Bull-eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico PR para SQUID. Todos los gráficos PR
son de contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos Húngaro ATNLC Húngaro ATNLC Húngaro ATNLC

64 70.72 75.73 77.68 83.01 48.42 51.07
100 72.17 77.18 78.15 84.00 49.97 53.30
128 72.43 77.49 78.41 84.51 49.93 53.40

Figura 8.22: MAP para la comparativa entre el algoritmo Húngaro y ATNLC. El descriptor
utilizado por ambos son los shape contexts.
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8.3.6. Comparación con TAR

Hemos querido realizar finalmente, una comparativa, entre BAS, los shape contexts y
TAR [ARKF07] (el método con el que se han conseguido los mejores resultados en el bull-
eye-test), utilizando como medida de disimilitud el ATNLC. Los resultados se muestran
en las Figuras 8.23, 8.24 y 8.25). Nótese que el resultado de TAR, con 128 puntos en el
bull-eye-test, no se corresponde3 con el mencionado en [ARKF07], donde se consigue un
85.03.

Hay que comentar también que el descriptor TAR, presenta unas dimensiones que están
en función del tamaño de las cadenas [ARKF07], esto no ocurre en los shape contexts que
el número de dimensiones es una constante k (en [BMP02] k = 60). Es por esto que el
coste computacional del TAR es superior.

Como puede observarse los descriptores de puntos con información global (shape con-
texts y TAR) ofrecen muy buenos resultados pero tienen también un coste elevado.

En la siguiente sección mostramos también estos últimos experimentos para otras pon-
deraciones del ATNLC (véase la Sección 5.3). En general, otras ponderaciones no ofrecen
mejores resultados.

Clasif. MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 96.00 97.86 96.79 97.01 98.60 95.04 76.52 78.14 76.52
100 96.86 98.29 96.93 96.91 98.78 95.23 78.54 81.38 76.11
128 96.86 98.07 96.86 97.01 98.69 95.32 80.16 80.57 76.52

Figura 8.23: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para la comparativa entre los descrip-
tores BAS, shape contexts y TAR, utilizando ATNLC como medida de disimilitud.

3Creemos que nuestra implementación sigue al pie de la letra lo expuesto en [ARKF07]. Nos hemos
puesto en contacto con el autor pero las soluciones que nos ha planteado no han mejorado estos resultados.
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Figura 8.24: Gráficos PR y test bull-eye para la comparativa entre los descriptores BAS, shape
contexts y TAR, utilizando ATNLC como medida de disimilitud. (a) Gráfico PR para MPEG7B,
(b) Bull-eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico PR para SQUID. Todos los gráficos PR
son de contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7B Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 70.81 75.73 72.83 73.46 83.01 70.85 46.75 51.07 44.66
100 71.88 77.18 73.11 74.53 84.00 71.15 47.61 53.30 44.68
128 72.26 77.49 73.17 74.88 84.51 71.16 48.05 53.40 44.76

Figura 8.25: MAP para la comparativa entre los descriptores BAS, shape contexts y TAR, utili-
zando ATNLC como medida de disimilitud.
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8.3.7. Otras ponderaciones en el ATNLC

En los experimentos anteriores se ha utilizado la ponderación γ = (1, 1, 1). En esta
sección presentamos resultados de reconocimiento para las ponderaciones γ = (1, 2, 1) y
γ = (1, 3, 1) (véase la Sección 5.3).

En las Figuras 8.26, 8.27 y 8.28 se muestran los resultados para la ponderación γ =
(1, 2, 1).

En las Figuras 8.29, 8.30 y 8.31 se muestran los resultados para la ponderación γ =
(1, 3, 1).

Clasif. MPEG7b Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 94.57 97.71 96.21 95.42 98.78 94.67 74.09 74.90 75.30
100 95.36 98.21 96.21 95.88 98.78 95.04 78.14 80.16 73.68
128 95.93 97.86 96.21 96.26 98.69 94.76 78.54 80.97 75.30

Figura 8.26: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para los descriptores BAS, shape
contexts y TAR, seleccionando los puntos con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la
ponderación γ = (1, 2, 1).
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Figura 8.27: Gráficos PR y test bull-eye para los descriptores BAS, shape contexts y TAR,
seleccionando los puntos con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la ponderación γ =
(1, 2, 1). (a) Gráfico PR para MPEG7b, (b) Bull-eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico
PR para SQUID. Todos los gráficos PR son de contornos de 128 puntos.

MAP MPEG7b Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 66.00 73.62 69.18 67.96 82.20 68.20 42.72 48.95 42.68
100 67.88 75.09 69.49 69.39 83.00 68.46 43.55 50.91 42.53
128 68.56 75.48 69.52 69.77 83.46 68.46 43.77 51.16 42.62

Figura 8.28: MAP para los descriptores BAS, shape contexts y TAR, seleccionando los puntos
con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la ponderación γ = (1, 2, 1).
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Clasif. MPEG7b Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 90.71 97.57 95.64 93.17 98.50 94.48 72.47 75.30 75.71
100 94.00 97.93 96.14 94.95 98.50 94.67 77.33 80.57 74.49
128 94.93 97.64 96.21 95.70 98.69 94.76 77.73 80.97 74.49

Figura 8.29: Tasas de clasificación (porcentaje de aciertos) para los descriptores BAS, shape
contexts y TAR, seleccionando los puntos con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la
ponderación γ = (1, 3, 1).
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Figura 8.30: Gráficos PR y test bull-eye para los descriptores BAS, shape contexts y TAR,
seleccionando los puntos con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la ponderación γ =
(1, 3, 1). (a) Gráfico PR para MPEG7b, (b) Bull-eye, (c) gráfico PR para Silhouette y (d) gráfico
PR para SQUID. Todos los gráficos PR son de contornos de 128 puntos.
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MAP MPEG7b Silhouette SQUID
Puntos BAS SC TAR BAS SC TAR BAS SC TAR

64 60.58 71.36 67.60 62.92 80.32 66.82 41.77 48.60 42.24
100 65.08 73.54 68.69 66.64 81.74 67.69 43.24 50.62 42.29
128 66.57 74.16 68.97 67.73 82.48 67.92 43.52 50.99 42.44

Figura 8.31: MAP para los descriptores BAS, shape contexts y TAR, seleccionando los puntos
con el x-espaciado ćıclico y utilizando ATNLC con la ponderación γ = (1, 3, 1).
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8.4. Experimentos con las técnicas de aceleración

Presentamos aqúı experimentos para la evaluación de las técnicas de aceleración. Todos
los experimentos se han hecho sobre una máquina Intel i7 a 2.66GHz corriendo bajo
linux 2.6.31. En principio, se muestran sólo resultados para 100 puntos, por ser los más
utilizados en la literatura y, en general, la selección de 128 puntos no conlleva una mejora
considerable, tal como se ha visto en la sección anterior.

En la sección anterior hemos visto también que la ciclicidad es necesaria y que los
descriptores de puntos con información global ofrecen resultados muy competitivos. Sin
embargo, ambas cosas, sobre todo la segunda, hacen que el método de comparación sea muy
costoso. Por ejemplo, para 100 puntos, comparar una muestra contra las 1399 muestras
restantes del corpus MPEG7 (parte B) (suponiendo que queramos clasificar o recuperar
formas para esa muestra) con el ATNLC, tiene un tiempo (medio) de 2 segundos para la
curvatura, 3.5 segundos para el BAS, 6 segundos para el TAR y 9 segundos para los shape
contexts, aproximadamente. En esta sección veremos cómo mejoran estos tiempos con las
técnicas del Caṕıtulo 6.

En primer lugar se verá experimentalmente cómo la dimensionalidad intŕınseca afecta
al cumplimiento de la desigualdad triangular. Posteriormente mostraremos los resultados
de aceleración con BBATNLC, AESA, LAESA y LAESAEA. Finalmente veremos cómo
nos ha afectado el uso de los métodos basados en AESA en las tasas de acierto debido al
incumplimiento por parte del ATNL de la desigualdad triangular.

8.4.1. Dimensionalidad intrı́nseca y desigualdad triangular

Para ver que efectivamente la dimensionalidad intŕınseca y el cumplimiento de la de-
sigualdad triangular están relacionados (véase la Sección 6.3.3) mostramos primero unas
tablas en las Figuras 8.32, 8.33 y 8.34, una por cada corpus. En ellas se muestra la di-
mensionalidad intŕınseca y el correspondiente porcentaje de tripletas que no cumplen la
desigualdad para cada uno de los descriptores de contorno.

Como puede observarse a medida que sube la dimensionalidad intŕınseca baja el por-
centaje de tripletas que violan la desigualdad triangular. Pero también vemos que pueden
intervenir otros factores, como el tipo de descriptor, en el caso del TAR. Con los corpus
Silhouette y SQUID, el descriptor TAR cumple siempre la desigualdad triangular, cosa que
no pasa con los shape contexts, a pesar de que estos últimos tienen una dimensionalidad
intŕınseca más alta. Como se comenta en la Sección 6.3.3 la dimensionalidad intŕınseca
sólo hace que sea menos probable el incumplimiento de la desigualdad triangular.

En las Figuras 8.35, 8.36, 8.37, 8.38, 8.39 y 8.40 podemos ver mediante histogramas la
relación de la distribución de distancias con la distribución de H (véase la Sección 6.3.3).
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MPEG7B % violaciones
Curvatura 0.025 2.95 %
BAS 2.522 7.25·10−3 %
TAR 6.231 3.83·10−4 %
SC 17.596 7.07·10−5 %

Figura 8.32: Comparación de la dimensionalidad intŕınseca con el porcentaje de tripletas que
violan la desigualdad triangular para el corpus MPEG7B.

Silhouette % violaciones
Curvatura 0.652 3.93·10−1 %
BAS 8.812 2.61·10−5 %
TAR 14.072 0.00 %
SC 19.545 6.54·10−7 %

Figura 8.33: Comparación de la dimensionalidad intŕınseca con el porcentaje de tripletas que
violan la desigualdad triangular para el corpus Silhouette.

SQUID % violaciones
Curvatura 0.023 4.19·10−1 %
BAS 3.489 1.33·10−4 %
TAR 5.878 0.00 %
SC 12.022 1.50·10−7 %

Figura 8.34: Comparación de la dimensionalidad intŕınseca con el porcentaje de tripletas que
violan la desigualdad triangular para el corpus SQUID.
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Figura 8.35: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus MPEG7B, con (a, b) la curvatura y (c, d) BAS.
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Figura 8.36: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus MPEG7B, con (a, b) TAR y (c, d) los shape contexts.
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Figura 8.37: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus Silhouette, con (a, b) la curvatura y (c, d) BAS.
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Figura 8.38: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus Silhouette, con (a, b) TAR y (c, d) los shape contexts.
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Figura 8.39: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus SQUID, con (a, b) la curvatura y (c, d) BAS.
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Figura 8.40: Histogramas de la distribución de distancias (izquierda) y la distribución de H
(derecha), para el corpus SQUID, con (a, b) TAR y (c, d) los shape contexts.
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8.4.2. Tiempos

Hemos hecho experimentos de recuperación de las k formas más similares, con estos
valores de k: 1, 5, 10, 20 y 40. En el caso de la clasificación muchas veces seŕıa bastante con
k = 1, aunque también podŕıan utilizarse valores mayores, según el caso. Una recuperación
de 10 o 20 prototipos podŕıa ser suficiente como primera (o incluso única) respuesta a un
usuario de una aplicación concreta de recuperación de formas.

Para cada corpus y cada descriptor presentamos dos gráficos con los resultados para
BBATNLC, k-AESA, k-LAESA y k-LAESAEA con respecto a la búsqueda exhaustiva. En
el primero tenemos los tiempos totales y en el segundo las distancias ATNLC calculadas,
es decir, cuántas veces se ha tenido que recurrir a el cálculo de una distancia ATNLC.
Puede verse aśı (en el caso de BBATNLC y LAESAEA) que a medida que el descriptor
es más pesado cobra menos importancia el procedimiento divide y vencerás del ATNLC
con respecto al cálculo de distancias locales.

El número de prototipos base seleccionados (con el procedimiento que aparece en [MOV94],
pero realizando la búsqueda a intervalos de 10 en 10) para los métodos k-LAESA y k-
LAESAEA se muestra en las Figuras 8.41, 8.42 y 8.43.

Los gráficos para el corpus MPEG7B están en las Figuras 8.44 y 8.45. Los del corpus
Silhouette en las Figuras 8.46 y 8.47. Y los del corpus SQUID en las Figuras 8.48 y 8.49.

Nótese que el ahorro del BBATNLC (el método óptimo) oscila entre el 50 % y el 35 %
en todos los casos, para k = 1. Lo cual lo hace una opción interesante para la clasificación.
También parece interesante en la recuperación de formas para los casos de la curvatura y
el BAS, ya que el ahorro no baja a menos del 25 % para k = 40.

Con los métodos basados en AESA se suele obtener muy buenos resultados tanto
para clasificación como para recuperación, destacando el AESA, tal como ocurre en la
literatura [MOV94, JM03]. LAESAEA supera claramente al LAESA y nos puede ser útil
cuando necesitemos disminuir la complejidad espacial. En el caso de la curvatura, AESA,
LAESA y LAESAEA obtienen prácticamente el mismo resultado, pero no parecen ser una
buena opción para este tipo de descriptor tal como veremos en la Sección 8.4.3.

k 1 5 10 20 40
Curvatura 10 10 10 10 10
BAS 20 60 60 70 70
TAR 40 100 100 100 100
SC 70 150 150 150 150

Figura 8.41: Número de prototipos base seleccionados para los métodos k-LAESA y k-LAESAEA,
para cada valor de k y cada descriptor, curvatura, BAS, TAR y los shape contexts (SC), con el
corpus MPEG7B.
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k 1 5 10 20 40
Curvatura 30 30 30 40 40
BAS 60 60 60 90 90
TAR 60 60 60 90 90
SC 80 150 150 150 150

Figura 8.42: Número de prototipos base seleccionados para los métodos k-LAESA y k-LAESAEA,
para cada valor de k y cada descriptor, curvatura, BAS, TAR y los shape contexts (SC), con el
corpus Silhouette.

k 1 5 10 20 40
Curvatura 20 30 30 30 30
BAS 60 60 60 60 60
TAR 50 50 50 50 50
SC 180 200 200 200 200

Figura 8.43: Número de prototipos base seleccionados para los métodos k-LAESA y k-LAESAEA,
para cada valor de k y cada descriptor, curvatura, BAS, TAR y los shape contexts (SC), con el
corpus SQUID.
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Figura 8.44: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
MPEG7B para (a) y (b) la curvatura y, (c) y (d) BAS. El valor 1 corresponde a la búsqueda
exhaustiva.
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Figura 8.45: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
MPEG7B para (a) y (b) TAR y, (c) y (d) los shape contexts. El valor 1 corresponde a la búsqueda
exhaustiva.
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Figura 8.46: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
Silhouette para (a) y (b) la curvatura y, (c) y (d) BAS. El valor 1 corresponde a la búsqueda
exhaustiva.
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Figura 8.47: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
Silhouette para (a) y (b) TAR y, (c) y (d) los shape contexts. El valor 1 corresponde a la búsqueda
exhaustiva.
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Figura 8.48: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
SQUID para (a) y (b) la curvatura y, (c) y (d) BAS. El valor 1 corresponde a la búsqueda exhaustiva.
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Figura 8.49: Tiempos relativos y número relativo de distancias ATNLC calculadas con el corpus
SQUID para (a) y (b) TAR y, (c) y (d) los shape contexts. El valor 1 corresponde a la búsqueda
exhaustiva.
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8.4.3. Error de los métodos AESA con ATNLC

Para medir el error de los métodos basados en AESA con ATNLC, hemos hecho expe-
rimentos de recuperación de k formas, con valores de k: 1, 5, 10, 20 y 40. Se ha medido el
porcentaje de aciertos que hay en los k vecinos más próximos. Es un test similar al bull-eye
test [Bob01] pero con valores de k menores que 40 y además la k puede ser menor que la
cantidad de prototipos que hay en una categoŕıa.

Fijándonos sólo en los dos primeros decimales, los resultados con el descriptor TAR y
los shape contexts no han cambiado. En el caso del BAS sólo ha habido un cambio en los
dos decimales del corpus MPEG7B para el valor de k = 40. Los resultados con la curvatura
se muestran en la Figura 8.50.

Vemos que los resultados de la curvatura no son malos a excepción de LAESA en
el caso del corpus MPEG7B. En este corpus el número de tripletas que no cumplen la
desigualdad triangular es de casi un 3 % y posiblemente la selección de prototipos base se
produce sobre algunas muestras problemáticas. Con AESA estos prototipos han podido ser
eliminados antes de aplicar la cota, de ah́ı que sus resultados no vaŕıen tanto con respecto
a la búsqueda exhaustiva.

MPEG7B Silhouette SQUID
k Exh. AESA LAESA Exh. AESA LAESA Exh. AESA LAESA
1 90.50 90.00 85.42 91.77 91.87 90.40 84.81 84.81 85.00
5 83.21 83.23 78.11 88.25 88.25 88.35 85.91 85.95 85.52

10 70.94 70.74 64.25 80.27 80.27 80.06 81.38 81.38 81.18
20 55.39 55.29 49.52 69.47 69.47 68.89 77.48 77.44 77.46
40 63.83 63.43 56.24 61.20 61.20 60.78 75.92 75.88 75.68

Figura 8.50: Pérdida de porcentaje de aciertos del k-AESA y k-LAESA con respecto a la búsqueda
exhaustiva, con la curvatura como descriptor de contorno.
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8.5. Experimentos con los modelos ocultos de Markov

Presentamos aqúı experimentos de clasificación con los modelos de Markov. Veremos
que las extensiones a los modelos ocultos de Markov para tratar cadenas ćıclicas son ne-
cesarias si nuestro objetivo es conseguir la invarianza al punto de inicio. Veremos también
que la topoloǵıa lineal es suficiente en este tipo de aplicaciones (reconocimiento de contor-
nos), es decir, no necesitamos recurrir a otro tipo de topoloǵıas izquierda-derecha. Que esto
ocurra hará posible utilizar los MOMLC (véase la Sección 7.5) con todas las ventajas que
ello conlleva. Todo esto4 se ha realizado utilizando la curvatura (véase la Sección 2.2.2.4).

La evaluación de las técnicas se ha hecho con tasas de clasificación, para diferente
número de estados: 10, 30, 50, 70, 90, 110 y 128 estados. Hemos acabado en 128 estados
debido a que utilizamos los contornos de 128 puntos. Por otro lado, sólo utilizamos una
gaussiana por estado.

Todos los experimentos se han realizado con validación cruzada [DH73] y para la
clasificación no hemos hecho uso de la probabilidad sino de la puntuación de Viterbi,
tanto en el caso ćıclico, como en el no ćıclico.

8.5.1. Invarianza al punto inicial

En la Sección 7.1 se comentan varias soluciones de la literatura para tratar el proble-
ma de la invarianza al punto inicial. En esta sección comparamos estas soluciones con el
heuŕıstico APR propuesto en la Sección 7.4. En particular, nos comparamos con la topo-
loǵıa circular de Arica et al. [AYV00], la elección del punto de inicio con los descriptores
de Fourier [HK91] y la topoloǵıa ergódica [BM04, TGJ07]. En el caso de nuestro heuŕıstico
tenemos dos versiones: en una utilizamos el heuŕıstico otra vez (además de en el entrena-
miento) para clasificar con un Viterbi convencional (no ćıclico); y en la otra, utilizamos el
Viterbi ćıclico para este propósito.

En las Figuras 8.51a, 8.51b y 8.51c se encuentran los resultados de la comparación,
una por cada corpus. En ellos vemos que el entrenamiento con el heuŕıstico APR y la
clasificación con el Viterbi ćıclico obtiene los mejores resultados. La topoloǵıa ergódica,
como era de esperar, obtiene los peores resultados5. La elección del punto inicial y la
topoloǵıa circular (en especial esta última) resultan ser los más competitivos frente al
heuŕıstico.

8.5.2. Otras topologı́as izquierda-derecha

En la Sección 7.1 mencionamos que las topoloǵıas izquierda-derecha son las más ade-
cuadas para el modelado de cadenas. En la Sección 7.5 concretamos que, dentro de estas
topoloǵıas, la lineal parece la mejor, ya que añadir más transiciones aumenta la compleji-
dad del modelo. Aqúı demostramos emṕıricamente esta afirmación con una comparativa
entre tres topoloǵıas izquierda-derecha: la lineal, la de Bakis y la que tiene cuatro transi-
ciones por estado. Esta última es la de Bakis más una transición al siguiente del siguiente

4Tal como hacen los métodos de reconocimiento de formas bidimensionales basados en MOMs de la
literatura.

5Veremos más sobre esta topoloǵıa en la Sección 8.5.4.
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Figura 8.51: Tasas de clasificación para la comparativa entre la topoloǵıa circular (Arica), la
elección del punto inicial con los descriptores de Fourier (FDs), la topoloǵıa ergódica, el heuŕıstico
(APR) y el heuŕıstico con la clasificación del Viterbi ćıclico (APR+Vitćıc). Con los corpus (a)
MPEG7B, (b) Silhouette y (c) SQUID.

del siguiente estado. La técnica que hemos utilizado para entrenar y clasificar, en este
caso, es la que mejor nos ha funcionado en la sección anterior: el entrenamiento con el
heuŕıstico y la clasificación con el Viterbi ćıclico.

Los resultados se muestran en las Figuras 8.52a, 8.52b y 8.52c, una figura por cada
corpus. Como puede verse la topoloǵıa lineal supera a las otras.

Para los experimentos de las secciones siguientes haremos solamente uso de esta topo-
loǵıa lineal.

8.5.3. Entrenamiento cı́clico

En esta sección comparamos el entrenamiento ćıclico (Baum-Welch y Viterbi, véase
la Sección 7.3) con el entrenamiento utilizando el heuŕıstico APR. También tenemos en
cuenta el entrenamiento con una buena inicialización (véase la Sección 7.6) o sin esta. En
todos los casos la clasificación se realiza con el Viterbi ćıclico.

Los resultados de la comparación están en las Figuras 8.53a, 8.53b y 8.53c. Una para
cada corpus. Como se puede observar suelen predominar los casos en los que, o gana el
Baum-Welch ćıclico (con inicialización), o el Viterbi ćıclico (con inicialización), sin alejarse
demasiado el uno del otro. Por otro lado, el entrenamiento ćıclico con Viterbi parece más
sensible a una buena inicialización, el Baum-Welch en la mayoŕıa de casos apenas mejora.

Cabe destacar aqúı que, aunque ambas técnicas obtienen resultados parecidos, el entre-
namiento con Baum-Welch ćıclico es más costoso ya que (teniendo en cuenta que tenemos
topoloǵıas lineales) si utilizamos el Viterbi ćıclico para entrenar podemos hacer uso de las
técnicas de la Sección 7.5 y aśı, conseguir un coste de O(Lmn log n) para cada iteración.
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Figura 8.52: Tasas de clasificación para la comparativa entre diversas topoloǵıas izquierda-
derecha. Topoloǵıa lineal, topoloǵıa de Bakis y topoloǵıa de 4 transiciones. Para entrenar utili-
zamos el heuŕıstico y para clasificar el Viterbi ćıclico. Con los corpus (a) MPEG7B, (b) Silhouette
y (c) SQUID.
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Figura 8.53: Tasas de clasificación para la comparativa entre los entrenamientos: Baum-Welch
ćıclico con inicialización (BWćıc+iniAPR), Viterbi ćıclico con inicialización (Vitćıc+iniAPR),
Baum-Welch ćıclico (BWćıc), Viterbi ćıclico (Vitćıc) y el heuŕıstico (APR+Vitćıc). Para clasificar
se ha utilizado el Viterbi ćıclico. Con los corpus (a) MPEG7B, (b) Silhouette y (c) SQUID.
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8.5.4. Más sobre la topologı́a ergódica

En la Sección 8.5.1 hemos visto experimentalmente que la topoloǵıa ergódica no ofrece
buenos resultados. Sin embargo, en la literatura existen trabajos [BM04, BMF04, TGJ07]
en los que se utiliza esta topoloǵıa alegando y demostrando sus buenas cualidades en la
clasificación de contornos.

Más concretamente, en [BM04] se hacen experimentos con esta topoloǵıa. Para entre-
nar, se realiza una selección del número de estados con BIC (Bayesian Inference Crite-
rion) [Sch78] sobre un agrupamiento de curvaturas. Se obtienen buenos resultados pero
las bases de datos son pequeñas y simples, con pocas muestras y clases. Utiliza un sub-
conjunto del corpus MPEG7B de 6 clases con 10 muestras por clase6 (llamemos a esto
corpus L2, tal como se hace en [TGJ07]). Utiliza también un corpus que aparece en [HK91]
(de 8 clases con 1 muestra cada una) para hacer un experimento de invarianza al punto
de inicio obteniendo un 100 %. Aśı, concluye que los modelos de Markov con la topoloǵıa
ergódica son suficientes para obtener esta invarianza. En este experimento mediante el
entrenamiento con el Viterbi ćıclico (con inicialización) nosotros también obtenemos un
100 %.

En [BMF04], un trabajo de los mismos autores, se hace uso también del mismo sub-
conjunto L2. En este caso, śı que se utiliza un heuŕıstico para la elección de un punto de
inicio, contradiciendo el anterior trabajo. Tampoco se usa el BIC para obtener el número
de estados sino que se utiliza un número fijo de estados.

En [TGJ07], se parte de los trabajos anteriores [BM04, BMF04] pretendiendo me-
jorarlos cambiando el entrenamiento por uno basado en el método GPD (Generalized
probabilistic descent method). Este autor vuelve a utilizar el corpus L2 y crea uno nuevo,
el L1, siendo este las 6 clases pero con todas las muestras, es decir, un total de 20. Con
el corpus L2 consigue un 97.63 % (en [BMF04] se obtiene un 98.8 %). Con el corpus L1

consigue un 96.43 %. Nosotros con el corpus L1 y el entrenamiento ćıclico con Viterbi (con
inicialización) hemos llegado a un 99.28 %, superando incluso lo obtenido en [BMF04] para
L2.

Ninguno de los anteriores trabajos muestra resultados con la totalidad del corpus
MPEG7B.

6El corpus MPEG7, tal como se dice en la Sección 8.2.1.1, contiene 70 clases con 20 muestras cada una.
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Capı́tulo 9
Discusión final y desarrollos futuros

Porco Rosso: ((I’d rather be a pig than a fascist.))

Hayao Miyazaki, Pòrco Rósso (1998).

Concluimos ya con las aportaciones de la tesis y las ĺıneas futuras de investigación.
Comentaremos aqúı también las publicaciones relacionadas con la tesis.

9.1. Aportaciones de la tesis

El problema central que hemos abordado en esta tesis fue mencionado en la Sección 1.5
de la siguiente manera. Cuando queremos comparar dos formas bidimensionales se nos
presenta un problema que entraña cierta dificultad: la invarianza al punto inicial. La única
manera de conseguir esta invarianza es utilizando cadenas ćıclicas.

Vistos los desarrollos teóricos expuestos en los Caṕıtulos 5, 6 y 7, y los resultados
experimentales del Caṕıtulo 8, podemos considerar que hemos aportados soluciones muy
interesantes para mejorar el tratamiento de estas cadenas ćıclicas en el ámbito del ATNL
y de los modelos ocultos de Markov.

Más en concreto, para lograr nuestro objetivo, con el ATNL:

Hemos formalizado el ATNLC y corregido un error común de la literatura acerca
de su cálculo, desarrollando además un algoritmo divide y vencerás eficiente para
su cómputo (véase el Caṕıtulo 5). Experimentalmente (Sección 8.3) hemos visto que
la invarianza al punto de inicio sólo es posible con un tratamiento ćıclico y que el
ATNL (junto con los descriptores con puntos con información global) resulta muy
competitivo frente a otras técnicas de reconocimiento. Por tanto, el uso del ATNLC
queda justificado.

Hemos planteado varios esquemas para acelerar el ATNLC, tanto en clasificación,
como en recuperación de formas:

• Un heuŕıstico (APR, véase la Sección 6.1), sólo en el caso de que hayan cate-
goŕıas etiquetadas, que permite el tener que realizar el ATNLC sólo una vez
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por cada categoŕıa y que, aunque no llega a alcanzar los resultados del ATNLC,
śı que mejora considerablemente los de otras soluciones (no ćıclicas) de la lite-
ratura para obtener la invarianza al punto inicial (Sección 8.3.2).
• Una solución óptima basada en un pseudo-alineamiento (Sección 6.2), que sobre

todo mejora los tiempos de clasificación (8.4.2).
• Una solución subóptima basada en AESA, pero que en la práctica se comporta

bien y ofrece resultados similares a la solución correcta. Es muy improbable
(véase la Sección 6.3.3 y los experimentos en la Sección 8.4.1) el encontrar una
violación de la desigualdad triangular cuando tenemos descriptores de puntos
con información global, es decir, elementos de cadena de varias dimensiones. Los
experimentos con esta solución muestran que la mejora de tiempos es drástica,
en clasificación y en recuperación de formas (Sección 8.4.2).
• El algoritmo LAESAEA (Sección 6.3.1), que como se muestra en los experi-

mentos mejora los tiempos del LAESA (Sección 8.4.2).

Nótese que estas dos últimas propuestas también tienen cabida en otros contextos, no
sólo en el de las cadenas ćıclicas.

Con los modelos ocultos de Markov:

Hemos argumentado (véase la Sección 7.1) y demostrado emṕıricamente que otras
propuestas de la literatura para resolver el problema de la invarianza al punto inicial
no parecen una buena solución y que nuestro heuŕıstico (APR) mejora sus resultados
en la mayoŕıa de las ocasiones (Sección 8.5.1).

Hemos demostrado experimentalmente que la topoloǵıa izquierda-derecha lineal es
suficiente para reconocer contornos (Sección 8.5.2), y con esto, podemos aprovechar
el algoritmo ćıclico eficiente propuesto para este tipo de topoloǵıas (Sección 7.5).

Hemos formalizado la clasificación y aprendizaje ćıclicos, formulando los algoritmos
Baum-Welch ćıclico y Viterbi ćıclico (Sección 7.3). Hemos demostrado que este tra-
tamiento ćıclico es la mejor solución para conseguir la invarianza al punto inicial
(véanse las Secciones 8.5.3 y 8.5.4).

9.2. Lı́neas futuras de investigación

Las principales ĺıneas de investigación que se abren tras la realización de esta tesis se
pueden resumir en las siguientes:

Desarrollar algoritmos para el tratamiento de árboles de cadenas ćıclicas [Bil03] que
modelen algo más que contornos externos, como por ejemplo, huecos dentro de las
figuras que podŕıan ser importantes para la discriminación.

Continuar estudiando la correspondencia entre la dimensionalidad intŕınseca y el
incumplimiento de la desigualdad triangular, con el ATNL y AESA, para encontrar
una mejor formalización y aplicarlo a otros contextos.
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Estudiar la posible reducción de la dimensionalidad de las cadenas con técnicas de
cuantificación vectorial en sus descriptores de contorno.

Extender el algoritmo divide y vencerás a otro tipo de topoloǵıas de modelos ocultos
de Markov en el caso de que fueran necesarias.

Estudiar otros tipos de modelos gráficos dirigidos que actualmente están en au-
ge, como los modelos ocultos de Markov factoriales [GJ97] o los paralelos [VSM00,
CLZ+09].

9.3. Publicaciones relacionadas con la tesis

Gran parte de las ideas desarrolladas en la presente tesis han sido presentadas en
diversas publicaciones de ámbito internacional:

Vı́ctor M. Jiménez, Andrés Marzal, Vicente Palazón y Guillermo Peris, Computing
the Cyclic Edit Distance for Pattern Classification by Ranking Edit Paths, Proc.
Structural, Syntactic, and Statistical Pattern Recognition, LNCS, pp. 125-133, 2004.

Andrés Marzal y Vicente Palazón, Dynamic Time Warping of Cyclic Strings for
Shape Matching, Proc. Int. Conf. on Advances in Pattern Recognition, LNCS, pp.
644-652, 2005.

Andrés Marzal, Vicente Palazón y Guillermo Peris, Contour-Based Shape Retrieval
Using Dynamic Time Warping, Proc. Conf. of Spanish Association for Artificial
Intelligence, LNCS, pp. 190-199, 2005.

Andrés Marzal, Vicente Palazón y Guillermo Peris, Shape Retrieval Using Normali-
zed Fourier Descriptors Based Signatures and Cyclic Dynamic Time Warping, Proc.
Structural, Syntactic, and Statistical Pattern Recognition, LNCS, pp. 208-216, 2006.

Vicente Palazón y Andrés Marzal, Shape Retrieval Using Shape Contexts and Cyclic
Dynamic Time Warping, Proc. Int. Conf. on Image Analysis and Recognition, LNCS,
pp. 624-635, 2006.

Vicente Palazón y Andrés Marzal, Speeding Up Shape Classification by Means of
a Cyclic Dynamic Time Warping Lower Bound, Proc. Int. Conf. Intelligent Data
Engineering and Automated Learning, LNCS, pp. 436-443, 2006.

Vicente Palazón y Andrés Marzal, Cyclic Viterbi Score for Linear Hidden Mar-
kov Models, Proc. Iberian Conference on Pattern Recognition and Image Analysis ,
LNCS, pp. 339-346, 2007.

Vicente Palazón, Andrés Marzal y J. M. Vilar, Cyclic Linear Hidden Markov Mo-
dels for Shape Classification, Proc. Pacific-Rim Symposium on Image and Video
Technology, LNCS, pp. 152-165, 2007.
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