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Capitulo 1

Introduccion

La necesidad de analizar caracteristicas de procesos espaciales es clara y evi-
dente en disciplinas tan diversas como la astronomia, ecologia, estudios forestales,
geografia, meteorologia, ciencias de suelos y en ciencias medioambientales en ge-
neral. En cualquier andlisis estadistico serio en ciencias ambientales, se puede
decir que la determinaciéon de la estructura espacial subyacente es necesaria. El
reto de la investigacion estadistica en la tultima década ha estado centrado en
el desarrollo, comprobacién y evaluacién de los métodos més apropiados para la
cuantificacion de la dependencia espacial de los datos.

Los estadisticos estan frecuentemente envueltos en el anélisis espacial de gran-
des bases de datos. El analisis espectral de procesos estacionarios es particular-
mente ventajoso en el analisis de grandes grupos de datos y en el estudio de
propiedades de procesos multivariantes. Los datos geoestadisticos son normal-
mente recogidos en grandes regiones, y el tratamiento de grandes bases de datos
es a menudo problemético para las técnicas usadas comtunmente: la inversién de
una matriz de covarianza muy grande para calcular la funcion de méaxima vero-
similitud puede no ser posible o puede requerir un largo tiempo de computacién.
El uso del algoritmo Fast Fourier Transform, FE'T, para densidades espectrales
puede ser una buena solucion para estos problemas. Sin embargo, FFT puede ser
aplicado sélo en datos que se encuentren en una malla regular, aunque esta des-
ventaja no es tan importante como el hecho de las conexiones teéricas entre los
estimadores de densidades espectrales tanto en una malla regular como en datos
espaciados irregularmente (Renshaw, 2002; Fuentes, 2004; Mateu y Juan, 2005).
Podemos anadir a esto que datos observados en una malla regular pueden ser
discretizados por FFT cuando hay bastantes observaciones. Métodos espectrales
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para estudiar datos en malla con datos faltantes y bases de datos irregularmente
espaciados son presentados en Fuentes (2004).

El periodograma, un estimador no paramétrico de la densidad espectral, es
una herramienta 1til para estudiar las propiedades de los procesos estacionarios
observados en una malla de dos dimensiones (Stein, 1999a,b; Fuentes, 2001a,b,
2002, 2004; Fuentes y Smith, 2001). El tapering espacial es crucial en problemas de
dos o mas dimensiones donde hay un gran niimero de observaciones en los bordes.
En particular, los data taper, proporcionan suavizamiento de las observaciones de
las esquinas de la regién. Pero hay que buscar un balance entre la cantidad de
suavizamiento y la pérdida de informacién que esto supone.

En el dominio espacial, los estimadores del variograma empirico son los mas
comunmente usados para la estimacion de la estructura de correlacion de un pro-
ceso. Cuando un modelo de variograma paramétrico es usado para estimar un
variograma empirico, frecuentemente se usan técnicas como minimos cuadrados
no lineales o maxima verosimilitud restringida (MVR), aproximaciones que gene-
ralmente no tienen en cuenta ninguna correlacién entre los valores del variograma
estimado. Los mismos datos son usados para estimar el variograma en diferentes
lag, y los estimadores de variogramas resultantes estan mas correlacionados que
las observaciones del proceso subyacente. No hay mucho conocido sobre las es-
tructuras de correlacién de estimadores de variogramas e ignorar tal correlacion
puede dar lugar a errores en los andlisis estadisticos. Por otra parte, en el domi-
nio espectral los valores del periodograma son asintéticamente incorrelacionados.
Técnicas como métodos de minimos cuadrados no lineales pueden ser naturalmen-
te aplicados a esos estimadores independientes. En este caso, un suavizamiento
no paramétrico de los estimadores del periodograma tapereded podria dar mejores
resultados que los estimadores de variogramas no paramétricos. La independencia
asintotica de los estimadores de los periodogramas es una de las grandes ventajas
del analisis espectral. En particular, cuando usamos la clase flexible de densida-
des espectrales de Matérn, aparece una relacion lineal entre el logaritmo de la
densidad espectral y el logaritmo del modulo de las frecuencias de Fourier, dando
lugar asi a una facil estimacion de los correspondientes parametros espaciales.

Con todo esto, el andlisis espectral en el campo espacial ha sido generalmente
poco tratado y los pocos investigadores que han trabajo sobre el tema lo han hecho
en los ultimos cuatro o cinco anos. Por tanto, se da la situacién curiosa de, un
tema tan interesante cientificamente pero al mismo tiempo muy poco analizado
y esta es una de nuestras principales motivaciones para esta tesis doctoral.

En este contexto, en esta tesis nos vamos a centrar en la representacién espec-
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tral de un proceso espacial con todas las implicaciones tedrico-practicas que esto
supone. Para concretar un poco mas, vamos a centrarnos y enfatizar las enormes
posibilidades que la familia Matérn puede aportarnos. Esta familia serd la base
de las estructuras espectrales con las que vamos a trabajar en esta tesis.

En esta linea, vamos a explorar, por vez primera en la literatura, la estimacion
de los parametros espaciales desde el punto de vista de las técnicas espectrales,
haciendo énfasis directo en la comparacion con las técnicas clasicas en el dominio
espacial. Trabajaremos también algunos conceptos que muchas veces se toman
como obvios en estudios de datos espaciales, ya que se presupone la no necesidad
de su analisis, como son las suposiciones de estacionariedad e independencia. Para
ello, presentamos dos tests que permitiran el contraste formal de estas hipotisis
en el marco de la modelizacién practica.

Como hemos dicho anteriormente, el andlisis geoestadistico es necesario y pri-
mordial en muchas ciencias, y en particular en las ambientales. Es precisamente
en este contexto en el que vamos a desarrollar la aplicacion de esta tesis doctoral.
En concreto, la aplicacién que versa sobre el analisis de las dependencias espacia-
les que exhiben ciertas propiedades edafologicas del suelo, en una region que tiene
cierto interés en la produccion citricola e industrial. Analizaremos la Conductivi-
dad Eléctrica, para el andlisis de la salinidad de una zona que comprende cuatro
comarcas, Vila-Real, Burriana, Alquerias del Nino Perdio y Betxi. Es una zona
de aproximadamente 130 km?, zona practicamente citricola, con pequefias zonas
industriales. Ademads utilizaremos otras variables, como porcentaje de arcillas, de
carbonatos y materia organica, que nos serviran como variables secundarias.

El tema que desarrollamos en esta tesis doctoral posee interés desde el punto
de vista tedrico, cientifico y practico.

Desde el punto de vista teorico y cientifico, presentamos resultados de estudios
de simulacion que por vez primera intentan comparar las técnicas espectrales con
las espaciales en cuanto a la estimaciéon de los parametros que definen las depen-
dencias espaciales. También desarrollamos a nivel teérico los momentos de primer
y segundo orden de los periodogramas espaciales con y sin taper. Estos resultados
permiten dar un paso més alld en el conocimiento tedrico y no asintético (como
hace Fuentes en sus diferentes trabajos) del estimador de la densidad espectral.

Desde el punto de vista prdctico, proponemos una modelizacion espectral cla-
ramente competitiva con la clasica modelizacién espacial. Tan competitiva como
que nos permitimos contrastar las tan importantes hipotesis de independencia
espacial y estacionariedad. En este sentido, abrimos un nuevo campo en la mode-
lizacion practica de datos espaciales. En particular los datos con los que trabaja-
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mos muestran una trascendencia social (prevencién de riesgos sobre cambios de
usos del suelo), econémica (pérdidas de bienes privados y publicos, descenso de
la productividad bioldgica y en general de calidad de vida) y politica (herramien-
ta para el diseno de planes de prevencion y correccion de suelos, repoblaciones,
nuevos sectores industriales, etc.).

El plan de esta tesis es el siguiente:

1. En el capitulo 2 se desarrolla toda la metodologia geoestadistica. Se trata
de un capitulo tedrico en el que se presentan los conceptos tradicionales de
interpolacién y prediccion, como pueden ser el semivariograma e interpola-
cién/prediccién basada en krigings.

2. El capitulo 3 presenta un resumen de la metodologia espectral necesaria pa-
ra comprender el desarrollo de las distintas técnicas que van a ser utilizadas
en los capitulos posteriores.

3. El capitulo 4 presenta un completo estudio de simulaciéon para analizar la
calidad de las estimaciones bajo las técnicas espectrales.

4. FEl capitulo 5 muestra un exhaustivo estudio de comparacion entre las es-
timaciones obtenidas en el campo espectral y las obtenidas en el campo
espacial.

5. El capitulo 6 se centra en la presentacion y desarrollo de los tests de inde-
pendencia y estacionariedad, analizando las propiedades de significacion y
potencia de dichos tests.

6. El capitulo 7 desarrolla el andlisis practico de la dependencia espacial de
la Conductividad Eléctrica, evaluando dicha dependencia desde el punto de
vista espacial y espectral.

7. Finalmente esta tesis acaba con algunas conclusiones y futuras investiga-
ciones junto con la exposicion de los cédigos y datos utilizados, con el fin
de servir de ayuda a investigadores interesados en este campo.
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2.1. Introduccién

La geoestadistica es la ciencia que estudia los fenémenos que fluctian en el
espacio y/o tiempo, ofreciendo una coleccién de herramientas estadisticas para la
descripcién y modelizacién de la variabilidad espacial (y temporal).

La mayoria de la teoria actual sobre estadistica espacial ha sido desarrolla-
da a partir del trabajo pionero en la industria de la mineria, en relacién con el
problema de la estimacion de la cantidad de mineral en una region, dadas las con-
centraciones de dicho mineral en un conjunto finito de localizaciones muestreadas.
Estos trabajos, los cuales empezaron en Sudéfrica y alcanzaron su madurez en
la Escuela de Minas de Fontainebleau, dieron nombre al término geoestadistica.
Las aplicaciones actuales de la geoestadistica en problemas medioambientales van
mucho mas alla de las originales aplicaciones en la mineria, aunque la termino-
logia clasica definida en sus principios, sigue siendo ampliamente usada hoy en
dia. Uno de los trabajos pioneros en este campo, llevado a cabo por el ingeniero
de minas sudafricano Krige (1951), presenté las ecuaciones bdsicas para una in-
terpolacion lineal 6ptima con variables espacialmente correladas. Su nombre fue
inmortalizado por Matheron (1962, 1963, 1971) en una serie de libros y trabajos
que utilizaban el término francés krigeage o su equivalente en inglés kriging.

Un acercamiento diferente a la estadistica espacial llegd cuando se intenté tra-
bajar con variables de informacion en agricultura, variables que bajo ningin con-
cepto se podian suponer independientes (Fairfield Smith, 1938), lo que llevé al
desarrollo de nuevos métodos estadisticos (Papadakis 1937, Bartlett 1938). Esto
conllevé nuevas aproximaciones dadas por Whittle (1954) y Bartlett (1976, 1978).
Sin embargo, el desarrollo moderno de los métodos espaciales surgié de la mano
de Besag (1974).

Distintos campos cientificos, partiendo de la Climatologia, pasando por la
Edafologia y llegando a la Estadistica con las técnicas geoestadisticas. No hace
falta hacer un profundo analisis de la aplicabilidad de este tipo de técnicas para
darse cuenta de la importancia y necesidad de las mismas para la resolucién de
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problemas reales en muy diversos contextos. S6lo por hacer una breve (que no
exhaustiva) mencién de algunos trabajos aparecidos en la literatura, exponemos
algunos de los mas relevantes en diversos contextos cientificos, particularmente
relacionados con problemas medioambientales.

Trabajos relacionados con estudios geoestadisticos en mineria pueden ser Chi-
les (1976), Verly y Sullivan (1985), Chiles y Liao (1993). Trabajos relacionados
con estudios geoestadisticos de suelos pueden ser Burgess y Webster (1980a,b,c,
1981), Tillotson y Nielsen (1984), Trangmar (1985), Cressie y Horton (1987), Oli-
ver (1987), Haas (1990), Laslett y McBratney (1990), Webster y Oliver (1990),
Goovaerts (1992), Atteia et al. (1994), Goovaerts y Webster (1994), Goovaerts
(1994), Russo et al. (1994), Webster et al. (1994), Goovaerts y Journel (1995),
Haas (1995), Haas et al. (1995), Persicani (1995), Jacques et al. (1996), Vander-
borght et al. (1996), Smith y Williams (1996), Chien et al. (1997), Kanesvskey
et al. (1997), Juang y Lee (1998), Papritz y Moyeed (1998) y contaminacion
de suelos como en Kanesvskey et al. (1997). Trabajos relacionados con estudios
geoestadisticos sobre hidrologia pueden ser Andrieu et al. (1989), Azimi-Zonooz et
al. (1989), De Kwaadsteniet (1990), Seo et al. (1990a,b), Kitanidis (1983, 1997),
Bardossy et al. (1997), Dirks et al. (1998). En particular, son abundantes las re-
ferencias que analizan la distribucién espacial de las precipitaciones (Goovaerts,
1999; Seo et al., 1990a,b; Savaliev et al., 1998).

El paradigma basico de la geoestadistica predictiva es la caracterizacién del
valor desconocido z como una variable aleatoria Z, siendo la incertidumbre aso-
clada a z definida por la correspondiente distribucion de probabilidad. A lo largo
de este trabajo, y siguiendo la notaciéon habitual en este contexto, denotaremos
por mayusculas las variables aleatorias, y por mintsculas los correspondientes
valores muestreados o conocidos. En el contexto de la geoestadistica, la variable
aleatoria Z muestra una importante dependencia de la localizacién espacial, por
lo que serd denotada por Z(u). Ejemplos de cantidades o medidas reales que
pueden ser modelizadas por variables aleatorias dependientes de la localizacién
espacial incluyen propiedades petrofisicas (porosidad, permeabilidad, concentra-
cién de metales o polucién) y propiedades geogréficas (elevaciones topograficas,
densidades de poblacién). También encontramos ejemplos de variables aleatorias
discretas como propiedades geoldgicas, clases de insectos o especies de esfoliados.

La funcién de distribucién acumulada (cdf) de una variable aleatoria continua,
dependiente de la localizacién espacial u (es conveniente hacer notar que en este
momento u puede denotar tanto un vector de localizaciones espaciales como una
tunica coordenada espacial) Z(u) viene definida por
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F(u;2) = P{Z(u) < 2} (2.1)

denotando P la funciéon de probabilidad asociada. En la practica es habitual
trabajar con informacién particularizada a n datos (posiblemente vecinos) por lo
que la variable aleatoria suele denotarse por Z(u;) = z(u;),7 = 1,...,n. En este
caso, podemos trabajar con la funcién de distribucion acumulada condicional
(cedf) dada por

F(u;k |n)=P{Z(u) < z|n} (2.2)

En geoestadistica es importante modelizar el grado de correlacién o depen-
dencia entre una cierta variable Z(u;), i = 1,...,n y otras posibles covariables
en otros puntos de muestreo Y (v;), j = 1,...,n. El concepto de funcién aleato-
ria permite tal modelizacién. Una funcion aleatoria define un grupo de variables
aleatorias definidas sobre el campo de interés.

Buenas referencias bibliograficas en el contexto de la teoria de la probabilidad
y variables aleatorias son Anderson (1984), DeGroot (1989) y Tanner (1996), en-
tre otras muchas. Asimismo, referencias basicas sobre modelizacién geoestadisti-
ca, que cualquier lector debe disponer para una correcta, completa y necesaria
informacién sobre este tema, pueden ser Journel y Huijbregts (1978), Isaaks y Sris-
vastava (1989), Cressie (1993), Wackernagel (1995), Goovaerts (1997a,b), Chiles
y Delfiner (1999) y Stein (1999a).

El calculo de distintos estadisticos, tanto de una cdf uni como multivariante,
por ejemplo el de sus momentos (media, varianza, covarianzas, etc), requiere
muestreos repetitivos. Por ejemplo, muestreos repetitivos de la variable Z(u)
serfan en teoria necesarios para evaluar la cdf empirica F'(u;z) = P{Z(u) < z}.

Sin embargo, en la mayoria de las aplicaciones, s6lo un muestreo es posible
en cada localizacién espacial u, por lo que se necesita hacer uso de la condicion
de repetibilidad, la cual queda garantizada bajo la hipdtesis de estacionariedad.
Una correcta decision sobre la hipétesis de estacionariedad es esencial para una
buena representatividad de las herramientas geoestadisticas. La estacionariedad
es una propiedad intrinseca a los modelos; asi la decisién de estacionariedad pue-
de cambiar si la escala de estudio cambia o si una mayor cantidad de datos son
posibles. Si el fin del estudio es global, las caracteristicas locales pueden obtener-
se mediante medias, consecuentemente cuantos mas datos sean posibles, mayor
serd la aportacion obtenida por parte de las técnicas estadisticas.

Una variable aleatoria Z(u),u € A se dice que es estacionaria, o que tiene
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la propiedad de la estacionariedad, en la region A, si la cdf multivariante es
invariante bajo cualquier traslacion C' efectuada sobre las localizaciones, esto es:

F(ul, coey UgS Zl, ceey Zk) = F(ul + C, oy Ug + C; Zl, ceny Zk) (23)

para cualquier vector de traslacién C.

2.2. Variogramas. Inferencia y modelizacion

El objeto bésico que nosotros consideramos es un proceso estocastico {Z(u), u €
D} donde D es un subconjunto de R¢ (espacio Euclideo d-dimensional), aunque
normalmente d = 2. Por ejemplo, Z(u) puede representar la concentraciéon de
ozono en una localizacion especifica u. Sea

p(u) = E{Z(n)}, ueD,

el valor medio en la localizacién u. Asumamos que la varianza de Z(u) existe
para todo u € D.

El proceso Z se dice que es Gaussiano si, para cualquier natural £k > 1 y las
localizaciones uy, ..., u, el vector (Z(uy), Z(ug), ..., Z(uy)) tiene una distribucién
normal multivariante.

El proceso Z se dice que es estrictamente estacionario si la correspondiente
distribucién de (Z(uy), Z(uy), ..., Z(u)) es la misma que la del vector (Z(u; +
h),Z(ug + h), ..., Z(ux + h)) para cualesquiera puntos espaciales uj, Uy, ..., u; y
cualquier h € R?, a condicién de que cualquiera de los valores uy, us, ..., uy, u; +
h,us + h,...,u; + h caigan dentro del dominio de D.

El proceso Z se dice que es estacionario de sequndo orden (también llamado
estacionariamente débil) si p(u) = p (es decir, la media es la misma para todas
lasu) y

cov{Z(uwy), Z(uz)} = C(u; —uy), paratodos u; € D, uy € D,

donde C'(u) es la funcién covarianza entre una observacién en la localizacién u y
de otra en el 0.

Se puede ver inmediatamente que si todas las varianzas son finitas entonces
un proceso estrictamente estacionario es también estacionario de segundo orden.
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La afirmacién inversa es en general falsa, pero un proceso Gaussiano que es a la
vez estacionario de segundo orden serd también estrictamente estacionario (como
podemos ver por ejemplo en Cressie, 1993).

El siguiente concepto que introducimos es el del variograma (Journel, 1989;
Cressie, 1993; Chu, 1996; Goovaerts, 1997a). Asumiendo que p(u) es una cons-
tante, la cual podemos suponer cero sin pérdida de generalidad, podemos definir

2y(u; —uy) = var{Z(u;) — Z(uy)}. (2.4)

La ecuacién anterior solo tiene sentido si la parte izquierda depende de u; y
uy sélo a través de su diferencia u; — u,. Un proceso que satisface esta propiedad
se llama intrinsecamente estacionario. La funcién 2v(-) se llama wvariograma y
v(+) semivariograma.

La propiedad intrinsecamente estacionario es mas débil que la estacionariedad
de segundo orden. Supongamos, en primer lugar, que el proceso es estacionario
de segundo orden. Es facil verificar que

var{Z(w) — Z(u2)} = var{Z(w)} + var{Z(u2)} — 2cov{Z(u1), Z(us)}
= 2C(0) — 2C(u; — uy) (2.5)

y también que

+(h) = C(0) - C(h). (2.6)

Contrariamente, supongamos que queremos encontrar la funcién C(-) dada la
funcién ~(-). Esta podria ser encontrada a partir de (2.6) una vez conociéramos
C'(0). En un proceso estacionario ergédico, tendremos C'(h) — 0 cuando h — oo,
asi C'(0) puede ser encontrado como el limite de y(h) con h — oco. En general,
sin embargo, no estd garantizado que tal limite exista. Por ejemplo, si Z(u) es
un movimiento Browniano estandar en una dimensién, tendremos var{Z(u;) —
Z(ug)} = |ug — ugl, lo cual tiende a co cuando |u; — ug| — oo. En resumen, si
limyp«_ o 7(h™) existe, entonces el proceso es estacionario de segundo orden con
C(h) = limp* .« v(h*) — v(h), pero si este limite no existe, entonces el proceso
no es estacionario de segundo orden (Cressie, 1993).

Para la teoria de procesos espaciales, la principal hipotesis que se requiere
es la estacionariedad intrinseca. Desde este punto de vista, las distintas formas
(més fuertes) de estacionariedad no son necesarias. Por otra parte, tanto la es-
tacionariedad estricta como la de segundo orden son suposiciones mas naturales
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(por ejemplo, como en el andlisis de series temporales, donde a menudo es 1til
pensar en un proceso observado como consistente en una tendencia deterministica
superpuesta sobre un campo subyacente estacionario). Por esta razon, es buena
idea ser cauto cuando un andlisis preliminar de los datos indica que el proceso
es intrinsecamente estacionario y no estacionario. Podria ser que el proceso se
aproxima mejor por una tendencia con residuos estacionarios.

Un concepto diferente, pero no menos importante, es el de isotropia. Su-
pongamos que el proceso es intrinsecamente estacionario con semivariograma
v(h), h € R% Si y(h) = 7(||[h]]), es decir, si el semivariograma depende del
vector h sélo a través de su longitud ||h||, entonces el proceso es isotrépico.

Un proceso que es a la vez intrinsecamente estacionario e isotrépico se dice
que es homogéneo. Es conveniente trabajar con procesos isotropicos puesto que
hay un amplio abanico a elegir entre diferentes formas paramétricas de semivario-
gramas. En lo sucesivo, y por facilidad de notacién, denotaremos el variograma
isotrépico por 7y(h), donde h representa la longitud del vector, en lugar del propio
vector. El semivariograma representa un indice de cambio que muestra una varia-
ble (atributo) con la distancia . Su forma describe el patrén de variacién espacial
en términos de su magnitud y forma general. La pendiente del semivariograma
indica la intensidad de cambio del atributo analizado con la distancia al mismo
tiempo que el porcentaje de disminucién en la dependencia espacial. El maximo
valor que alcanza un semivariograma se llama sill, o varianza a priori, e indica la
escala bajo la cual los datos definen un proceso estacionario de segundo orden. El
lag o distancia para la que el sill es alcanzado se llama rango y define el limite de la
dependencia espacial. Finalmente, un semivariograma con término independiente
define la varianza llamada nugget, la cual define la variabilidad intrinseca en los
datos y que no ha sido captada por el rango de distancias analizadas asi como
cualquier variacién puramente aleatoria.

Denotando como h = h y |h| = ||h||, algunos ejemplos de semivariogramas
isotropicos son:

Modelo Nugget effect. Es la estructura més basica de semivariograma indi-
cando falta de estructura espacial. Viene dado por

0 si|h| =0,

1 en otro caso. (2.7)

(1t = §

Modelo lineal. Define un modelo no acotado en funcién de dos constantes po-
sitivas. La funcién tiende a infinito para distancias grandes lo que hace que
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este modelo no se corresponda con un proceso estacionario,

0 si |h| =0,

V(A = { co+ c1h si|h| > 0. (2.8)

Modelo Esférico. Definido por un rango actual a, una varianza a priori (sill)
c1 y un efecto nugget co,

. Ihl JLIRG: ; <
Wyl ata (1.5 —0.5(%)°] si|h| <a, 9
v ([l) { co+ si|h|>a (2:9)

Modelo Exponencial. Definido por un rango efectivo a (rango integral a/3),
una varianza a priori (sill) ¢; y un efecto nugget co,

A1) = co+ 1 - Bxp(y = ¢ {1 —exp (-%)] (2.10)

a

Modelo Gaussiano. Definido por un rango efectivo a, una varianza a priori ¢y
y un efecto nugget co,

TR = co+er - {1 ~exp (_<3\h\>2)

a2

(2.11)

Modelo potencial (Power). Definido por un factor 0 < w < 2, una pendiente
positiva ¢; y un efecto nugget co,

v(|h|) = co +c1 - |h]” (2.12)

Modelo del efecto Hole. Se utiliza para definir componentes ciclicas subya-
centes. Con una varianza a priori de ¢; y un efecto nugget de ¢y, se define
como

Y(|h]) = co+ 1 - {1.0—008 (@ w)} (2.13)

a

Para ser un modelo de variograma correctamente definido, este modelo de
efecto hole debe ser solo aplicado en una direccion.



2.2 Variogramas. Inferencia y modelizacion 29

Familia Matérn. Esta familia es llamada asi por Bertil Matérn, quién la in-
trodujo en 1960, (Matérn, 1960) en su tesis doctoral y fue posteriormente
reescrita en 1986. Esta clase se define mejor en términos de la funcién de
covarianza dada por

1 2\/@|h|)92 o, (@) L (2.14)

CO(‘hD - 292—1F(¢92) ( th o

En este caso, #; > 0 define un parametro de dependencia espacial y 5 > 0 es
un parametro forma. La funcién I'(-) representa la funcién gamma mientras
que Ky, es la funcién modificada de Bessel de tercera clase de orden 6.
Como casos especiales tenemos que 0y — % tiende a la forma exponencial y
el limite #, — oo darfa lugar a la forma Gaussiana.

Todos los modelos anteriores (excepto el lineal y potencial) son acotados, lo
que significa que el sill se alcanza realmente o en el limite a una cierta distan-
cia marcada por el rango. Ademads, (a) para el modelo de efecto nugget, el sill
es alcanzado tan pronto la distancia se hace positiva; (b) el modelo esférico al-
canza realmente el sill a una distancia equivalente a su rango; (¢) los modelos
exponencial y Gaussiano alcanzan asintoticamente el sill, definiéndose un rango
practico como aquella distancia para la que el modelo se encuentra al 95 % del
sill. Los modelos acotados tambien se suelen llamar modelos de transicion. Por
otra parte, los modelos potencial y lineal no tienen s:ll y, por tanto, carecen de su
correspondiente funciéon de covarianza. Podemos distinguir tres tipos de compor-
tamiento alrededor del origen: (a) Comportamiento parabdlico: (modelo Gaussia-
no) tal comportamiento es caracteristico de fendmenos altamente regulares; (b)
Comportamiento lineal: (modelos esférico o exponencial) tal comportamiento es
caracteristico de aquellos fendmenos que muestran dependencias espaciales a cor-
tas distancias aumentdndolas linealmente con las mismas; (¢) Comportamiento
discontinuo: (modelo de efecto nugget) evidencia de gran variabilidad intrinseca
a los datos que enmascara cualquier posible dependencia espacial.

El comportamiento cerca del origen del modelo potencial depende de los va-
lores del parametro w, siendo lineal para w = 1 y parabdlico para valores de w
cercanos a 2.

La Figura (2.1) muestra algunos ejemplos de modelos de variogramas tedricos
y la Figura (2.2) muestra un modelo de variograma exponencial con sus parame-
tros asociados.
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Figura 2.1: Ejemplos de modelos tedricos de variogramas: modelos exponencial, esféri-
co, Gaussiano, lineal y potencial.

2.2.1. Anisotropia

Hay varias formas de trabajar con procesos anisotrépicos considerando éstos
como generalizaciones mas o menos directas de procesos isotropicos. La forma més
simple es considerar la anisotropia geométrica. Esta se refiere a un semivariograma
de la forma

v(h) = 70(||Ah]]) (2.15)

donde 7o(||Ah||) es un semivariograma isotrépico y A una matriz de dimensién
d x d representando una transformacién lineal de R?. Ldgicamente, si A es la
identidad, esto se reduce al caso isotropico. La idea subyacente en esta situacién
es que el proceso no es isotropico en el espacio original, pero si en algtun espacio
transformado linealmente, el cual puede, por ejemplo, corresponder a una trans-
formacion de las coordenadas. En el caso mas logico y usual en el que A es una
matriz definida positiva, los contornos de igual covarianza se corresponden con
elipses inscritas en circulos.

Una posible generalizacién de anisotropia surge de la simple observacién de
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Generic Exponential Variogram

Figura 2.2: Ejemplo de los distintos elementos estructurales definitorios de un modelo
de variograma. Nétese que cuando el rango es infinito, el investigador puede tomarlo
como el lugar donde el variograma se estabiliza.

que si Z, ..., Z, son procesos independientes intrinsecamente estacionarios, en-
tonces

Z =04+ 2,

es también intrinsecamente estacionario, con semivariograma dado por

Y(h) =y1(h) + ... +(h),

denotando 7, ..., , los semivariogramas de Zi, ..., Z, respectivamente. Asi,

(k) =3 0(Aih), (2.16)

siendo 7y un semivariograma isotrépico y A, ..., A, matrices, es un semivario-
grama valido que generaliza la anisotropia geométrica. Esta anisotropia se llama
anisotropia zonal.

Una idea més complicada es asumir que, para alguna funcién no lineal g(u),
el proceso Z(g(u)), en lugar del original Z(u), es un proceso isotrépico estacio-
nario. Esta idea puede, de hecho, analizar tanto la no estacionariedad como la no
isotropia y es la base del trabajo de Sampson y Guttorp (1992).
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2.2.2. Condicién de positividad

Una restriccion importante en geoestadistica es que no se puede definir una
covarianza espacial o una funcién de semivariograma de forma arbitraria. Necesa-
riamente la primera de ellas debe cumplir con la condicién de positividad (positive
definiteness). En el caso més general en el que cov{Z(u;), Z(ug)} = C(uy, ua), el
cual no supone ninguna condicién de estacionariedad, la condicién de positividad
significa que la relacion

Zzaiajc(uuuj) =0 (2.17)

se cumple para cualquier conjunto finito de puntos uy, ..., u, y coeficientes reales
arbitrarios ay, ..., a,. Queda claro que (2.17) es necesario: la parte izquierda de la
ecuacion es la varianza de ), a;Z(u;). También tenemos estas mismas condiciones
en la versién de variogramas. Supongamos que (-) es el semivariograma de un
proceso estacionario de segundo orden; entonces, por una combinacién de (2.6) y
(2.17), si aq, ..., a, son constantes con »  a; = 0, tenemos

Zzaiaﬂ(ui — ;) < 0. (2.18)

Esta es la condicién de no positividad condicional (como podemos ver en
Schoemberg, 1938). Se puede ver ficilmente que (2.18) es una condicién necesaria
para que y(-) sea un semivariograma vélido en el caso general (intrinsecamente
estacionario). El resultado del caso inverso se puede consultar en detalle en Cressie
(1993).

2.2.3. Versiones muestrales de algunas medidas de varia-
bilidad espacial

Consideremos ahora el problema de la estimacion del variograma y de otras
medidas de variabilidad espacial. En general disponemos de un proceso {Z(u), u €
D} observado en un nimero finito de localizaciones uy, ..., uy.

El estimador méas simple viene dado por el método de los momentos, el cual,
suponiendo que los puntos de muestreo uy, ..., uy estén definidos en un reticulo
regular, viene definido por
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2y(h) = m ]\}(h) . u§N(h){Z (w;) — Z(u;)}>. (2.19)

N(h) denota todos aquellos pares (u;,u;) para los que u; —u; = h y #N(h)
denota el cardinal de N(h). En el caso, por otra parte mas comun, de que los

puntos de muestreo no estén en un reticulo regular, aplicaremos la misma férmula
(2.19), pero con la nueva definicién de N (h)

N(h) ={(u;,u;): w;—u; € T(h)},
siendo T'(h) alguna vecindad o regién de tolerancia sobre h.

Si disponemos de dos atributos medidos sobre las mismas localizaciones espa-
ciales, puede ser de interés evaluar la variabilidad espacial (cruzada) entre ambos
atributos Z, Y. La medida adecuada viene de la mano del estimador del variogra-
ma cruzado dado por

1
~ #N(h)

Dyzy (h) (Z(w;) = Z(u;))(Y(w;) = Y (u;)). (2.20)

(uiuz)eN (h)

Una posible objecién al método de los momentos es que no es robusto frente
valores extremos de Z. Otra objecion surge del hecho del sesgo de la distribucion:
si suponemos que el proceso es Gaussiano, para valores concretos de u y h, la
distribucién de {Z(u+h)—Z(u)}? es de la forma 2y(h)x?, y la distribucién de x3
estd sesgada. Sin embargo, si X ~ x2, entonces X'/* tiene una distribucién casi
simétrica y por tanto las medias muestrales de |Z(u;) — Z(us)|'/? se comportaran
mejor que las de {Z(u;) — Z(uy)}?. Esta es la idea subyacente al estimador
propuesto por Cressie y Hawkins (1980) como estimador insesgado de 27(h),
tomando la forma

_ 1 1 1/2
2(h) = 5257 T 0a91 AN | ENTE) 2. 1Z(w) = Z(uy)l
(ui,u;)EN ()

(2.21)
que es una forma que deriva de una elegante explicacién del método A (Hawkins
y Cressie, 1984).

La funcién de covarianza muestral puede ser también obtenida mediante el
método de los momentos de la siguiente forma
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~ 1 )
Ch) =z (Ui’ujz)e:N(h){Z(ui)Z(uj)} —m (2.22)

donde m = m > Z(u;). Si ademds definimos o2 = m > Z(w)? —m?,

podemos estandarizar la covarianza para definir el correlograma

(2.23)

Por otra parte, el madograma es una medida similar al variograma del método
de los momentos en el que el cuadrado de las diferencias entre Z(u;) y Z(u;) es
sustituido por la diferencia absoluta, dando lugar a la expresion

m(h) = N (uivujz)e:N(h)IZ( i) = Z(ug)]. (2.24)

Algunas de las anteriores medidas de variacién espacial pueden ser usadas
cualitativamente para conseguir estructuras de continuidad espacial. Mas de un
tipo de medida puede ser obtenida al mismo tiempo. En general, las caracteristicas
observadas a través del eje de las abcisas (distancias) son comunes para todas las
medidas de variabilidad /continuidad. Sin embargo los valores del eje de ordenadas
que definen el variograma son especificos del tipo de variograma elegido.

Tenemos dos reglas practicas (Journel y Huijbregts, 1978) que deberian ser
tenidas en cuenta al estimar un variograma: (a) el variograma empirico sélo debe
ser considerado para distancias para las que el nimero de pares es superior a 30;
(b) la distancia de fiabilidad para un variograma experimental es h < D /2, siendo
D la distancia maxima que presentan las localizaciones muestreadas.

2.2.4. Factores a tener en cuenta para la modelizacién
En la practica de la modelizacion tres son los puntos claves del problema:
1. Determinacion del variograma o covarianza experimental.
2. Analisis de los posibles variogramas permisibles.

3. Utilizacion de informacion auxiliar, como el conocimiento fisico del area y
fenémeno bajo estudio o medidas robustas tales como el madograma.
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La modelizacién consiste en la conjuncién de estas diferentes fuentes de in-
formacion para construir un modelo adecuado que retenga la mayoria de las
caracteristicas de los atributos bajo estudio (Barry et al.,1997).

Algunas decisiones importantes en una modelizacién se centran en: (a) Cémo
obtener un modelo isotrépico o anisotrépico; (b) Cual es el numero y tipo de
estructuras bésicas que constituyan el variograma; (c¢) Eleccién adecuada de los
pardmetros asociados a los variogramas (sill, rango y nugget). Respecto a la de-
cisién sobre modelo isotrépico o anisotrépico, en la practica se suele comparar
diferentes variogramas experimentales calculados en distintas direcciones (para
decidir si existe anisotropia geométrica, por lo menos, tres direcciones deben ser
consideradas). Una opcién que nos puede ayudar para la deteccién de anisotropia
direccional, es un scatterplot del mapa del variograma en el sistema de coorde-
nadas usual. El centro del mapa corresponde con el origen del semivariograma
7(0) = 0. Cuando la variacién es isotrépica, el incremento es similar en cada di-
reccién y por contra, la anisotropia geométrica aparece como lineas de contorno
elipticas indicando la direcciéon de maxima variabilidad espacial. Por esto, la eva-
luacién de un mapa de semivariogramas requiere considerar algunas direcciones
e intervalos de distancias (lags).

El dltimo peldano en el proceso de la modelizacion consiste en la determina-
cién de los parametros asociados a los modelos seleccionados. Ya hemos hablado
en una seccién anterior del significado de cada pardmetro y en la siguiente co-
mentamos los métodos de determinacién de los mismos.

2.2.5. Meétodos de estimacién de los parametros del vario-
grama

Asumamos de nuevo en esta seccién que muestreamos a partir de un proceso
espacial homogéneo para el que el variograma ha sido estimado por alguno de los
métodos anteriormente citados.

Aunque son muchas las buenas propiedades de los estimadores de los semi-
variogramas J(h) y 7(h), éstos carecen, sin embargo, de la propiedad de no po-
sitividad condicional. Como consecuencia, es posible que algunas predicciones
espaciales derivadas a partir de tales estimadores presenten varianzas negativas.
La forma més clara y comun de evitar esta dificultad es reemplazando el semiva-
riograma empirico J(h) por algiin modelo paramétrico, como alguno de los que
hemos presentado anteriormente, que se sabe que cumple con la condicion de no
positividad condicional. Obsérvese, también, que en general no es necesario res-
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tringirse a modelos isotropicos, aunque suelen ser los primeros a ser considerados.
En esta secciéon consideraremos tres métodos: Estimacion por minimos cuadra-
dos (least squares estimation), Estimacién por maxima verosimilitud (maximum
likelihood) y Estimacion por méaxima verosimilitud restringida (MVR).

» Estimacién por minimos cuadrados (MC):

Supongamos que tenemos estimado el semivariograma y(h) en un conjunto
finito de valores de h, y queremos ajustar un modelo especificado por una
funcién paramétrica «y(h; ) en términos de un vector finito de pardmetros
6. Este vector suele contener los tres parametros, efecto nugget, sill y rango.
Supongamos que se ha utilizado el estimator de los momentos 7 y sea ¥
el vector que contiene los valores estimados y () el vector de los valores
derivados por el modelo sobre los mismos valores de h.

Tenemos tres posibilidades para los métodos de estimacion minimo
cuadratica no lineal:

e Minimos cuadrados ordinarios (MCO), en los que se toma 6 como aquel
valor que minimiza

{(y —76)} {7 —(0)}.
(donde ’ indica la transposicién de matrices).

e Minimos cuadrados ponderados (MCP) (Cressie, 1985), en los que se
toma 6 como aquel valor que minimiza

{7 =@y WO {7 —70)}-

En este caso W (#) es una matriz diagonal cuyos elementos de la dia-
gonal son las varianzas de 4. Por tanto MCP admite varianzas de %,
aunque no covarianzas, como si lo hace el MCG.

e Minimos cuadrados generalizados (MCG), en los que se toma 6 como
aquel valor que minimiza

7 —2@yvEe) {7 —0)}-

Aqui V(6) denota la matriz de covarianzas de ¥, la cual depende de 6.
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En general, los tres estimadores MCO, MCP y MCG, aparecen en orden
creciente de eficiencia pero decreciente en simplicidad. Nétese que MCO es
facilmente implementable por algiin procedimiento de minimos cuadrados
no lineales, mientras que MCP y MCG requieren la especificacién de las
matrices W(0) y V(6).

Estimacién maximo verosimil (MV):

Si asumimos que muestreamos a partir de un proceso Gaussiano, entonces es
bastante sencillo obtener la forma exacta de la verosimilitud y maximizarla
numéricamente (Kitanidis, 1983; Mardia y Marshall, 1984). Consideremos
el proceso espacial

Z ~ N(XB,5), (2.25)

con Z un vector de observaciones n-dimensional, X una matriz n x g de
covariables (¢ < n; X de rango completo), 5 un vector de dimensién ¢ de
parametros desconocidos y ¥ la matriz de covarianzas de las observaciones.
En la practica podemos asumir que

S = aV(6) (2.26)

siendo o un parametro de escala deconocido y V() es una matriz de cova-
rianzas estandarizadas determinadas por el parametro desconocido 6. Con
Z definido por (2.25), su funcién de densidad es de la forma

(27) " 2det(X) V2 exp {—%(Z —-XB)2YZ - Xﬂ)} . (2.27)

Y por tanto, la log-verosimilitud negativa sera

0B, a,0) = g log(27r)+g log OH—% log det(V(@))jL%(Z—Xﬁ)’V(Q)_l(Z—Xﬁ).
(2.28)

Aunque este método es computacionalmente factible, su mayor dificultad
frente a por ejemplo el método de MCP lo hace menos usado. Propieda-
des asintoticas de los estimadores fueron estudiadas en Mardia y Marshall
(1984), quienes mostraron que las propiedades de consistencia y normali-
dad asintética se cumplian bajo ciertas circunstancias. Sin embargo, estas
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condiciones no son faciles de comprobar en la practica, especialmente en el
caso de datos en un reticulo irregular. Otro problema es la posible multimo-
dalidad de la superficie de verosimilitud. Como parte positiva tenemos que
las estimaciones son mas eficientes que las de otros métodos para tamanos
muestrales grandes. Sin embargo esta situaciéon tampoco esta totalmente
clara; de hecho en un estudio de simulacion de Zimmerman y Zimmerman
(1991), en el que se comparaban el estimador maximo verosimil con otros
estimadores, se concluyé que el primero sélo era ligeramente mejor en ciertas
ocasiones.

Estimacién maximo verosimil restringida (MVR):

La idea de la estimacion mdzimo verosimil restringida (MVR) fue original-
mente propuesta por Patterson y Thompson (1971) en conexién con los mo-
delos lineales. Supongamos que Y7, ..., Y, son variables aleatorias indepen-
dientes y normales N (11, 0?) con pardmetros desconocidos iy o2. Como bien
se sabe los estimadores maximo verosimiles de py o2 son i =Y = % > Y
y 02 = %ZZ(YZ — Y)2. Pero este estimador resulta sesgado y en su lugar
se suele usar el estimador insesgado de o2, = 3" (Y; — V)% Supongamos
ahora que en lugar de trabajar con el vector Yi,...,Y,, lo hacemos con la
densidad conjunta de (Y; —Y,Y, =Y, ....Y,_; —Y), cuya distribucién no
depende de . Ahora, el estimador méximo verosimil de o2 es directamente
—L-3".(Y; = Y)2. Esta idea puede ser extendida al modelo general dado en
(2.25). Si definimos W = A’Z un vector de n — ¢ contrastes linealmente
independientes, i.e. las n — ¢ columnas de A son linealmente independientes
y A’X =0, tenemos que

W ~ N(0, ASA),

y el logaritmo negativo de la funcién de verosimilitud basado en W sera de
la forma

. . 1
lw(a, 0) = n 5 a log(27) + z 5 a log o + 3 log | A’V (9)A|
+ iW’(A'V(@)A)—lw.
200

(2.29)

Como ya senalaron Patterson y Thompson (1971), es posible elegir A que
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satisfaga AA' = I— X (X'X)™'X’, A’A = I. En este caso (2.29) se simplifica
a

lw(a,0) = n ; d log(27) +

n_qloga — 1log|X’X|
: 22 . (2.30)
+3 log | X'V (0) ' X| + 5 log det(V(0)) + £G2(9),

donde G?*(#) denota la suma de cuadrados generalizados de los residuos

G =(Z-XB)VZ - XP). (2.31)

v 3= (X'V1X)"LX'V~1Z es el estimador MCG de 3 basado en la matriz
de covarianzas V.

La estimacién MVR proporciona mejores estimaciones que el MV pues, en ge-
neral, da lugar a estimadores con menores desviaciones para muestras con pocos
datos. La estimaciéon MVR es ampliamente utilizada en modelizacion geoestadisti-
ca. Sin embargo, es mas sensible que el estimador MV de méxima verosimilitud
bajo incorrecta especificacién del vector de medias f3.

En general, como los variogramas estimados por los métodos de verosimilitud
(MV, MVR) no estan basados en los variogramas empiricos, hay claras diferencias
entre éstos y los estimadores MCO o MCP.

2.3. Kriging: prediccion e interpolacién

En esta seccion nos centramos en el elemento principal de la geoestadistica:
el uso de los modelos de covarianza espacial para la prediccion e interpolacion de
procesos espaciales.

El problema tiene los siguientes fundamentos: dado un conjunto de observa-
ciones de un atributo espacial Z(u;), Z(uz), ..., Z(u,), el objetivo es predecir el
valor de Z(uy), para algin ug ¢ {uy,...,u,}.

Kriging es un nombre genérico adoptado en geoestadistica para dar nombre a
una metodologia de interpolacién basada en una familia de algoritmos de regresién
generalizados por minimos cuadrados, en reconocimiento de los trabajos pioneros
de Daniel Krige (1951), y que fue finalmente formulado por Matheron en 1963.
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Todas las clases de estimaciones de krigings, y que veremos a continuacion,
no son mas que variantes de las estimaciones de regresion lineal bésicas (Journel,
1983; Yakowitz y Szidarovsk, 1985; Laslett, 1994), las cuales para predecir el valor
del atributo Z en la localizacién ug, denotado por Z*(ug), vienen definidas por

3

(uo)
Z*(ug) — m(ug) = Z Aa(Wo) [Z(uy) — m(uy)] (2.32)
a=1
donde A, define la ponderacion, peso asignado a los datos que intervienen en el
sumatorio, m(ug) y m(u,) son los correspondientes valores esperados de Z(ug)
y Z(u,) respectivamente. Obsérvese que sélo actian aquellas localizaciones u,,
vecinas a la localizacién de prediccion uy.
Cualquier clase de kriging tiene como objetivo la minimizacién de la varianza
del error 0% (u), la cual en su formato general viene dada por

o2 (u) = Var [Z*(u) — Z(u)] (2.33)

donde el superindice * indica el valor estimado para esa localizacion. Ademas,
(2.33) se minimiza bajo la restriccién de insesgadez, es decir, E[Z*(u) — Z(u)] =
0.

Normalmente, la variable aleatoria que define el atributo en estudio se des-
compone en una componente residual R(u) y otra determinista que define la
tendencia m(u),

Z(u) = R(u) + m(u) (2.34)

La componente residual se modeliza como una variable aleatoria estacionaria
de media cero y covarianza Cg(h), siendo

E{R(u)} =0 (2.35)

Cov{R(u), R(u+ h)} = E{R(u) - R(u+ h)} = Cr(h) (2.36)

De esta forma, el valor esperado de la variable aleatoria Z en una cierta loca-
lizacién v viene dado por el valor de la componente tendencia en esa localizacién
E{Z(u)} = m(u).

De acuerdo con el modelo considerado para la tendencia, podemos considerar
tres variantes de kriging: simple (SK), ordinario (OK) y con modelo de tendencia
o universal (KT).
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2.3.1. Kriging simple

En el caso de la clase SK, consideramos que la tendencia (media) m(u) es
conocida y constante a lo largo de toda el drea de estudio A, es decir, m(u) =m
para todo u € A.

El hecho de que la tendencia sea constante permite escribir la estimacion como
una combinacién lineal de n(ug) 4 1 elementos: n(uy) atributos, Z(u,) y el valor
medio m,

n(uo)
Ziseluws) = 30 A (wg) [Z(ue) — ] 4+ m (237)
a=1
Con la expresion anterior, nos aseguramos que el estimador sera insesgado, es
decir,

E{Z(ug) — Z(ug)} =m—m=0 (2.38)
Ademas, la estimacion del error viene dada en funcién de la componente residual
por

Zsk(w) — Z(uo) = Rgx(uo) — R(ao) (2.39)
de donde el error asociado a la estimacién basada en kriging simple serd oz, =
Q\E (), @ =1,...,n(ug), dependiendo de una forma cuadratica Q(A) basa-
da en los valores de covarianzas de los residuos.

El sistema de ecuaciones normales de la técnica de kriging simple puede ser
escrito como
n(uo)
AgK(uo)C(ua —ug) =C(uy—uy) a=1,...,n(u) (2.40)
B=1

La varianza asociada a SK toma la forma

n(uo)

3k (W) = C(0) = Y AT (W)C(ua — wy) (2.41)

Finalmente, el peso asignado a la media m vendra dado por

n(uo)

A () = 1= AT (up). (2.42)

a=1
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2.3.2. Kriging ordinario

El kriging ordinario (OK) tiene en cuenta las posibles fluctuaciones locales
de la tendencia o media, limitando el dominio de estacionaridad de la media a la
vecindad local W (u): m(u*) es una constante (desconocida) para todo u* € W (u).

El estimador kriging ordinario viene dado por

n(up)

mb g (g) Z MK (0g) Z(u,) (2.43)

con la restriccién de que > » uo MoK (ug) =1

El sistema de ecuaciones de OK incluye n(ug) + 1 ecuaciones lineales, n(ug)
pesos A9 (ug) vy el pardmetro de Lagrange Lok (up), que se tiene en cuenta para
la construccién de los pesos,

S XOK (ug) Or(s — ug) + Lox(ng) = Cr(ug —up) o, =1,...,n(u)
Zﬂ(uo )\OK( o) = 1

(2.44)
En la practica, se asume la covarianza residual igual a la covarianza del atri-
buto Z, dando lugar a

S A (1g)C(ug — ug) + Lok (W) = Clug —ug) @, f =1,...,n(up)
Zﬂ(uo )\OK( o) = 1

(2.45)
La varianza del estimador OK viene dada por
n(uo)
oo (g) = C(0) = > A9 (ug)C(ua — 1) — Lok (1) (2.46)
a=1

De forma particular nos puede interesar estimar la media (localmente) del
atributo. El estimador m§,,(ug) puede ser escrito como una combinacién lineal
de n(ug) variables aleatorias, ver férmula (2.43).

2.3.3. Kriging con un modelo de tendencia (KT)

Este tipo de kriging (KT) también llamado kriging universal (UK) considera
que la media local no es conocida y varfa suavemente en cada vecindad local W (u)
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(Rendu, 1980; Puente y Bras, 1986; Deutsch, 1991; Stein y Corsten, 1991). La
componente de tendencia se modeliza como una combinacion lineal de funciones
fr(u) de las coordenadas:

K
m(u’) =) ap(u) fiy(u) (2.47)
k=0
con ai(u*) & aj, una constante no conocida en todo u* € W(u) que hay que
estimar. Por convencion, fy(u*) =1, asi el caso K = 0 es equivalente al OK.

En este caso, el atributo Z se descompone en las siguientes estructuras Z(u) =
m(u) + R(u) = Zf:o ar fr(u) + R(u), siendo las funciones f,(u) conocidas y de-
pendientes de las coordenadas y los a; pardametros desconocidos. La componente
residual se considera variable aleatoria estacionaria con media cero y covarianza
Cr(h).

El estimador KT para la localizacion ug se define como una combinacién lineal
de las n(up) variables Z(u,)

n(uop)
Zir(wo) = D AT (wo)Z(ua) (2.48)
n(uo
Z T(w) fr(uy) = fulwg) k=0,....K (2.49)

El sistema de ecuaciones a resolver viene dado por

(5 AET (1) C(uta — wg)
+ 3o LET(wo) fr(wg) = Cr(ua — )
a,3=1,...,n(ug) (2.50)
Zﬁ uo) AT (ug) = 1
\ 25 1 )\KT(U'O)fk(uﬁ) = fk(u0> k= O? SRR K

Y el error o varianza asociado al estimador KT sera

n(ug

)
O'%{T(llo) CR )\KT uo)CR — 110 ZL ll() fk llo) (251)

a=1

Obsérvese que para K = 0, los sistemas de KT y OK coinciden.
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2.3.4. Kriging en bloques

Kriging en bloques o Block kriging es un nombre genérico para la estimacion de
valores de un atributo sobre un segmento, una superficie, o un volumen de algtin
tamano y/o forma concretos. Si consideramos el subindice V' como distintivo
del bloque o regién correspondiente, y denotamos por Z; (ug) la estimacién del
atributo sobre el conjunto de puntos uy = (ugq,...,ugy) pertenecientes a la
regiéon V', tenemos que

3

N (uo)
Fw) =5 D Zonlua) = £ 30D halw)(w)  (252)

i=1 a=1

La varianza asociada vendra dada por la expresion

n(uo)

ot (ug) = C(V(up), V(up)) — Z MV (u)C(uy — V(ug)) — Ly (ag)  (2.53)
a=1
siendo Ly (A) el correspondiente multiplicador de Lagrange.

2.3.5. Kriging factorial

En ciertas situaciones, en lugar de la descomposicién del atributo en dos com-
ponentes, uno de tendencia y otro residual, es mas practico considerar la descom-
posicién de Z(u) en varios factores o componentes estocésticos independientes,
de la forma

Z(u) = Zy(u) + Z1(u) + ... + Znc(u) (2.54)
Asi, la covarianza de Z serd la suma de las (NC+1) componentes de covarianza
NC
Cz(h) = Ci(h), (2.55)
i=0
y el sistema de ecuaciones para el kriging vendra dado por
n(uo)
Z dﬁ(UQ)CZ(UQ — ua) + LF(UQ) (256)
B=1

con la restriccién de que ZZ(:U{)) dg(ug) = 1.
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2.3.6. Cokriging

El término cokriging se utiliza para los métodos de regresion en los que in-
tervienen varios atributos. Supongamos, pues, que disponemos de dos variables
Z,Y definidas en las mismas localizaciones (Goovaerts, 1998). La ecuacién para
la estimacion del valor de la variable principal Z en la localizacién ug viene dada
por

Zok(Wo) = D A (W) Z(a,) + ) A%, (w0)Y (u,) (2.57)

a;=1 as=1

Este tipo de kriging requiere un modelo para la matriz de funciones de covarianza,
incluida la covarianza de Z, Cz(h), la covarianza de Y, Cy(h), la covarianza
cruzada de Z =Y, Czy(h) = Cov{Z(u),Y(u+ h)}, y la covarianza cruzada de
Y — Z, Cyz(h)

2.3.7. Kriging con factor externo (external drift)

Se trata de un caso particular del KT en el que el modelo de tendencia se
limita a dos términos, m(u) = ag + a1 f1(u), siendo el término fi(u) la funcién
identidad para la segunda variable (la externa). Este tipo de kriging es simple
y muy efectivo para incorporar el efecto (bajo una clara interpretacion fisica)
de una variable secundaria en la estimacién de la variable primaria Z(u). La
variable externa debe variar suavemente en toda la zona de estudio y ademas
debe ser conocida en todas las localizaciones u, donde lo es la variable primaria y
en todas las localizaciones donde haya que estimar el valor de la variable primaria.

Si Y (u) es la segunda variable, el modelo de tendencia viene dado por

E[Z(w)] = m(u) = ao + a,Y (1) (2.58)

La estimacion de la variable Z en ug y el correspondiente sistema de ecuaciones
es idéntico al sistema KT con K =1y fi(u) =Y (u).

2.3.8. Krigings no lineales

Finalmente, enumeramos un conjunto de clases de krigings que no cumplen con
la condicion de linealidad debida a transformaciones aplicadas sobre los atributos
originales. Algunos de estos son:
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1. Kriging lognormal: kriging aplicado al logaritmo de los datos.

2. Kriging multi-Gaussiano: se trata de una generalizacion del kriging lognor-
mal aplicado a la transformacion de los datos para conseguir normalidad.

3. Kriging de rango: kriging aplicado sobre una variable rango, transformacion
de los datos.

4.  Kriging indicatriz: puede ser comparado con el kriging ordinario, donde la
media es constante y no conocida, y la prediccion es una variable binaria.
La creacién de estos datos binarios se hace a través del uso de un valor
limite para datos continuos, donde los valores seran 0 ¢ 1, segiin superen o
no dicho limite.

5. Kriging disyuntivo: kriging aplicado sobre una transformacion polinémica
(Journel, 1988; Oliver et al., 1996).

2.3.9. Validacion cruzada

Una modelizacion estadistica general exige una validacion a posteriori de sus
resultados, y de forma particular la modelizacion geostadistica requiere de di-
cha validacion y la basa en una reestimacion de los valores conocidos bajo las
condiciones de implementacién de los modelos construidos. Estas implementacio-
nes incluyen los modelos de variogramas, el tipo de kriging y la elecciéon de la
estrategia general de modelizacion.

La técnica de Validaciéon Cruzada (cross-validation, CV) sirve para comparar
valores estimados por los modelos con los reales. La idea consiste en un proceso
iterativo en el que cada vez se elimina un dato real y se estima con el resto de
los datos. Cada uno de estos valores se compara, por ejemplo mediante regresion
lineal, con el valor real. Buenos coeficientes de correlacion/determinaciéon seréan
indicativos de una correcta modelizacién.

Sin embargo, la utilizacion de la validaciéon cruzada para seleccionar modelos
de semivariogramas, tiene algunas restricciones:

1. Un remuestreo del modelo de semivariograma no influye en los pesos y
krigings. Asi, los valores de sill total no pueden ser obtenidos por validacion
cruzada de valores reestimados.

2. El sill relativo y el comportamiento del semivariograma en el origen nugget,
no pueden ser usados simultaneamente con la validacién cruzada.



2.4 Métodos alternativos de estimacion e interpolacién 47

3. Si el modelo es inadecuado, entonces no estd claro qué parametros deben
ser cambiados.

2.4. Meétodos alternativos de estimacion e inter-
polacién

En esta seccion nos centramos en métodos particulares de interpolacién de
funciones mediante (Thin Plate Splines, TPS). Tres son las dreas de aplicacién
mas importantes: estadistica espacial, metodologia sobre variables respuesta de-
finidas en superficies y sistemas dindmicos/series temporales no lineales.

La aplicacién de TPS, va a ser obtenida mediante el médulo de ArcGIS lla-
mado Geostatistical Analyst ( Johnston et al., 2001).

La idea general subyacente a la modelizacién comentada en lo que sigue de
esta seccion, es el planteamiento o especificacion de una funcion dependiente de
una colecciéon de parametros y funciones, de la forma

flu) = > cxtr(u) (2.59)

donde v es un grupo de funciones que suelen llamarse basis functions y son
funciones con una expresion algebraica muy sencilla y ¢; son los pardmetros a
estimar.

2.4.1. Un modelo basico y general de relacion entre varia-
bles

Supongamos que disponemos de un conjunto finito de localizaciones uy, u,, ...u,,,
y sea u = (uy, Uy, ...u,). En el vector de localizaciones disponemos de un atri-
buto denotado por Y, y una coleccién de covariables recogidas en la matriz X.
Supongamos el modelo aditivo

Y(u) = f(X(u)) + €(u) (2.60)

donde f es la funcion de interés. La componente residual define un proceso es-
tocastico aleatorio independiente, normalmente distribuido de esperanza nula.
Una estrategia eficiente para representar f es asumir la descomposicién de f en
la suma de polinomios de bajo orden y una funciéon de suavizado de la forma
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f(X(w)) = p(X(w)) + h(X(u)) (2.61)

Bajo la suposicién de que f es una realizacién de un proceso espacial, p puede
ser identificado como la componente definitoria de tendencia espacial o drift y
h es modelizada como un proceso Gaussiano de media cero (Cressie, 1993). Los
modelos (2.60) y (2.61) se llaman Modelo interactivo completo.

Los métodos de Spline y los modelos de proceso espacial son sensibles a la
dimension de X porque se intenta representar todas las posibles interacciones
entre las diferentes variables. Esta caracteristica es conocida como problema de
la dimensionalidad y tiene un incremento exponencial con el niimero de interac-
ciones. Sin embargo, la regresiéon neuronal Neural Network Regression es menos
sensitiva a funciones de gran dimension. Un modelo de regresiéon neuronal toma
como funcion f

FX(u) =B+ > Bl + i X(w)) (2.62)
k=1

donde ¢(t) = %’ V Bk ke Y Yk, 1 < k < M son parametros a ser estimados.
Asi, la reduccién de la dimension es conseguida solo considerando un pequeno
nimero de proyecciones (M).

Otra forma alternativa para simplificar la estructura de f es asumiendo que
esta funcién se descompone aditivamente en una coleccién de otras funciones, una
por covariable,

F(X () =>" filXp(u)) (2.63)

2.4.2. Thin plate splines (TPS)

En esta seccion se resuelve el problema de ajustar una superficie TPS a un
conjunto de datos irregularmente espaciados bajo la modelizacion de un modelo
interactivo completo como el (2.60). La resolucién pasa por encontrar la solucién
de un problema variacional en el que la superficie f anteriormente descrita viene
como solucién del problema

S\() = =D (Y (w) = F(X (W) + Am(f) (2.64)
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para A > 0. TPS es una generalizacién de un suavizado spline ctibico usual con
una funcién de penalizacién J,,(f) de la forma

Tn(f) = /R dzﬁ(a’ﬂ F/(0X5. OX34))2dX (2.65)

donde la suma de la integral anterior es sobre todos los vectores de enteros no
negativos, «, para los que > oy + ... + @g = m con 2m > d. Por ejemplo, para
una dimensién y m = 2, Jo(f) = [»(f")(X))?dX, y obtenemos la funcién de
penalizacion de suavizado spline ctibico estandar.

Una parte fundamental en una estimacion basada en spline es la parte del
modelo que es no afectado por la penalizacion de suavizado. Este grupo de fun-
ciones donde la penalizacion es cero, son llamadas espacio nulo, y aparecen en
todos aquellos polinomios de grado menor o igual a m — 1.

Desde un punto de vista Bayesiano, Sy se interpreta como el valor negativo
de una funcién de densidad a posteriori de f dada por Y. La penalizacién es
equivalente a la distribuciéon a priori para f dada por una realizacion de un
proceso Gaussiano de suavizado (al menos m diferenciable).

La estimacion del pardmetro A\ se suele determinar mediante la técnica de
validacion cruzada generalizada (GCV). Obsérvese que TPS no es mas que una
funcién lineal de la variable dependiente observada. Si definimos A(\) como una
matriz de suavizado n X n que actiia como una aplicacién de Y sobre el vector
de spline de los valores predichos, es decir, (f(X(uy)),..., f(X(u,))T = AN)Y,
A()) se interpreta como una medida del nimero de pardametros efectivos en la
representacion de los splines. Con esta nomenclatura, los residuos viene dados por
(I —A(N)Y y asi, n—trA(X) son los grados de libertad asociados a los residuos.
Finalmente, la ecuacion de estimacion del parametro A viene dada por

Vi LYT(I — AN)T"W (I — A(N)Y
() = (1 —trA(\)/n)?

Una posible variacién de este criterio es reemplazar el denominador de (2.66)
por (1 — (C(trA(X\) —t) +t)/n)?, siendo t el ntimero de funciones de polinomios
que forman el espacio nulo de J,, y C un parametro de coste que puede dar
més (o menos) peso al nimero efectivo de pardmetros bajo la base del modelo

polinomial. Una vez ) es determinado, se calcula la estimacién del pardmetro o2,

(2.66)

YT - A(/\))TW(i— AN)Y (2.67)

n— tr (A()\))
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de forma andloga a la estimacién clasica de la varianza residual en el contexto de
una regresion lineal.
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3.1. Dominio espectral: analisis de Fourier

Los métodos espectrales son unas herramientas potentes para el estudio de
las estructuras espaciales de campos aleatorios y generalmente ofrecen beneficios
computacionales significativos.

3.1.1. Anadlisis discreto de Fourier

Un anélisis de Fourier discreto de un proceso espacial, también llamado andli-
sis armonico, es una descomposicion del proceso en una suma de componentes
sinusoidales, ondas de senos y cosenos (Fuentes y Smith, 2001).

Los coeficientes de los componentes sinusoidales son las transformaciones dis-
cretas de Fourier del proceso. Las formas sinusoidales pueden ser usadas para
modelizar variaciones estacionales y eliminando las componentes de tendencia a
gran escala, hacerse mas visibles. Otra potente fuente de variabilidad en escalas
de tiempo corto serd aparente cuando los fuertes ciclos anuales sean eliminados.

{Por qué la eleccién del analisis de Fourier?

Hay muchas otras familias de funciones periddicas que comparten algunas
propiedades de las sinusoidales, nosotros trataremos de justificar la eleccién de
estas funciones sinusoidales.



3.1 Dominio espectral: analisis de Fourier 53

Por ejemplo, ondas cuadradas se usan en la transformacién de Hass. Sin em-
bargo, las sinusoidales tienen algunas propiedades caracteristicas las cuales les
dan un papel distintivo para la representacion del proceso espacial Z.

Una sinusoidal de frecuencia w = (wq,ws), o periodo 1/w = (1/wy,1/ws) en
el dominio espacial, puede ser escrita como:

Z(s) = Rcos(w’s + ¢) (3.1)

donde R es la amplitud y ¢ es la fase. Consideramos la transformacién lineal
sobre la localizacién s serd s=(s - a)/b, la cual incorpora un cambio de origen y
escala Z(h) seré:

Z(u) = Z(a + sb) = Reos(w’ub + ¢ + w'a) = R'cos(wu+ ¢) (3.2)

donde R’ =R, w' = wby ¢ = ¢p+wa. Asi, la amplitud es invariable, la frecuencia
es multiplicada por b ( la reciproca del cambio en el dominio espacial), y la fase
viene alterada por una envolvente que cambia el origen espacial y la frecuencia
de la sinusoidal.

Como el origen espacial asociado con unos datos es arbitrario, la simplicidad
de la relacién anterior suele ser usada. En particular, R no depende del origen ni
de la escala de tiempo variable y puede ser calculado como una cantidad absoluta
sin arbitrariedad en su definicién.

Otra propiedad interesante es que una suma de sinusoidales con una frecuencia
comun es otra sinusoidal con la misma frecuencia. De hecho, tenemos:

Rcos(w”'s + ¢) = Reos(w’'s)cos(¢) — Rsin(w?'s) sin(¢) (3.3)

cualquier sinusoidal con frecuencia w es una combinacion lineal de dos funciones
basicas cos(w?s) y sin(w”s), y el inverso también es verdad.

Una caracteristica que puede usarse de las sinusoidales es su comportamiento
frente al muestreo, por ejemplo cuando observamos un proceso que esta definido
sobre un espacio continuo y sélo se cuenta con la informacion sobre valores en
una malla. Si las observaciones definidas en una malla estdan separadas por una
distancia A = (41, d2), las sinusoidales serdn de la forma:

Reos(w’s + ¢) (3.4)

y
Reos(w'T's + ) (3.5)

que son indistinguibles si w — w’ es un multiplo de 27/A. Este fenémeno es

conocido como aliasing.
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3.1.2. Series de Fourier para funciones periédicas

Por el teorema de Wald con N finito, podemos modelizar unas series tempo-
rales de longitud N (Wald, 1949):

N/2
X(t)=p+ Z[Ajcos(Qmajt) + Bjsin(2rmw;t)] + €(t) (3.6)
j=1
para w; = j/N donde los A; y B, son variables aleatorias no correlacionadas con
media cero y varianza o7, tal que:

var(X(t)) =o® =) o7 (3.7)

Asi, descomponemos la varianza del proceso como N/2 componentes, cada
uno asociado con la amplitud al cuadrado de las sinusoidales de una frecuencia
particular.

En este modelo trabajamos con procesos de tiempo discreto X; y un grupo de
frecuencias discretas, llamadas f;=j/N, con 1< j < N/2.

Hay cuatro posibles combinaciones de interés: de tiempo continuo con fre-
cuencias continuas; tiempo continuo con frecuencias discretas; tiempo discreto
con frecuencias continuas; y tiempo discreto con frecuencias discretas.

Ahora generalizamos la representacién anterior para las series de tiempo de
dos dimensiones y modelizamos un proceso espacial en una malla n; X ny como:

Z(s) =p+ Z[Ajcos(%rw?s) + B;sin(2mw s)] (3.8)

para w; = (j1/n1, j2/n2) donde las A; y B; son variables aleatorias no correlacio-
nadas con media cero y varianza 0]2-.

Por conveniencia y facilidad matematica, podemos usar exponenciales com-
plejas en lugar de sinusoidales directamente:

" = cosy +isinz (3.9)

con,
1 . )
cosx = 5(6” + e ') (3.10)

sinz = — (e — e ™) (3.11)
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3.1.3. Transformaciones de Fourier continuas

Supongamos que g() es una funcién real o de valor complejo y se define:
Glw) = / o(s) expliw”s}ds (3.12)
Rd

La funcion G en la expresion previa se llama transformada de Fourier de g,
si y solo si g admite la representacién (Teorema de Bochner, 1949):

1 o
g(s) = ) /Rd G(w) exp{—iw's}dw (3.13)

asi que |G(w)| representa la amplitud asociada con la exponencial compleja con
frecuencia w. La parte derecha de la ecuacién es la llamada representacion integral
de Fourier de g. Las funciénes g y G representan el par de la transformada de
Fourier.

La transformada de Fourier de g(s) se define como:
G(w) = /Rd g(s) exp{i2rw's}ds (3.14)
y la inversa de la transformada de Fourier de G(w) como
g(s) = /Rd G(w) exp{—i2nw's}dw (3.15)

Las funciones y sus transformadas suelen ser dos dominios. En aplicaciones
fisicas se suelen llamar dominio del tiempo (o espacio) y dominio de frecuencia,
respectivamente.

Operaciones realizadas en un dominio tienen operaciones correspondientes en
el otro dominio. Por ejemplo, la operacién convolucién en el tiempo (o espacio) su
dominio serd una multiplicacién con el dominio de la frecuencia, f(z)® g(z) —
F(z)G(z). El inverso es también verdad, F(z) ® G(z) — f(z)g(x).

Tales teoremas nos permiten movernos entre dominios mediante operaciones
pudiendo ser obtenidas donde son mas faciles y mas ventajosas.
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3.1.4. Representacion de Fourier de las funciones no pe-
riodicas

Si Z(s) es un proceso no periédico y se tiene una integral de Fourier
Z(s) = /Rd G(w)e™Sdw (3.16)
la energia total disipada sobre el espacio infinito R? viene dada por,
R? = / Z%(s)ds = / |G(w)]? dw (3.17)
Rd Rd

{|G(w)|* dw} representa la contribucién a la energfa total de las componentes en
Z(s) cuyas frecuencias estédn entre w y w + dw. Hay dos diferencias esenciales
entre las propiedades espectrales de funciones periddicas y no periddicas, éstas
seran:

» Las funciones periddicas son representadas por un grupo discreto de fre-
cuencias, mientras que las no periddicas envuelven un rango continuo de
frecuencias.

» Las funciones periédicas tienen energia total sobre R? infinita, por eso sus
propiedades espectrales vienen definidas en términos de distribuciones de
potencia de un grupo de frecuencias. Las no periddicas, con energia total
finita, se describen en términos de distribucién de densidad de energia sobre
un rango continuo de frecuencias.

3.1.5. Aliasing en el continuo

Si descomponemos un proceso continuo 7 con una superposicién discreta de
oscilaciones armonicas, es facil ver que tal descomposicién no puede ser tnica-
mente obtenida de observaciones de Z en AZ? (es una malla infinita con espacios
A), donde A es la distancia entre observaciones vecinas, y Z? la malla entera. La
igualdad en el espaciado en el dominio espacial de las observaciones introduce un
efecto aliasing para las frecuencias. Entonces,

exp{iwxA} = exp{i(w + y27/A)xA} = exp{iwxA} exp{i2ryx} (3.18)

para cada x e y en Z2. Nosotros no podemos simplemente distinguir una oscilacién
con una frecuencia angular w de todas las oscilaciones con frecuencias w+27wy/A.
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Las frecuencias w y w’ = w + 2wy/A son indistinguibles y son aliasing unas a
otras. La imposibilidad de distinguibilidad de los componentes armoénicos con
frecuencias que difieren un miltiplo entero de 27/A mediante observaciones en
una malla entera con espaciado A define el llamado efecto aliasing.

Entonces, si las observaciones de un proceso continuo 7 se observan solo en
ciertas localizaciones espaciales espaciadas uniformemente A unidades, el espectro
de las observaciones muestreadas Z(Ax), se concentra en la banda de frecuencias
finitas -7 /A < w < 7/A.

Todas las frecuencias que no estén en ese intervalo de bandas, tienen un efecto
aliasing en la banda. El espectro de frecuencias correspondiente se repite en
bandas de longitud 27/A mediante puntos de la forma (2y+1)7/A, con y €
72, y la distribucién de potencias con cada una de las bandas distintas de la
principal -7/A < w < /A, se superpone sobre la distribucién de potencias con
la banda principal. Asi, si deseamos que las caracteristicas espectrales del proceso
Z sean determinadas de forma robusta por las muestrales, entonces la frecuencia
Nyquist, m/A debe ser necesariamente grande de forma que frecuencias todavia
mas grandes que w s6lo representan una insignificante contribucién a la potencia
total del proceso. Esto significa que debemos observar un muestreo denso de 7
(pequeno A).

Aliasing es un fenémeno simple. En general, cuando tomamos un grupo dis-
creto de datos de observaciones en una funcién continua, la informacién se pierde.
Esta es una de las ventajas de las funciones trigonométricas, las cuales esta pérdi-
da de informacién se manifiesta a través del aliasing. Decimos que las grandes
frecuencias hacen el efecto aliasing sobre las bajas frecuencias.

3.1.6. Transformadas Fast Fourier

El método FFT evita muchas de las redundancias de la transformacion dis-
creta de Fourier. En primer lugar, las ondas seno y coseno son las mismas ondas
en diferentes posiciones. Uno podria calcular la onda seno y cambiar la fase para
conseguir la onda coseno. También, se podria usar la simetria de las ondas para
reducir los tiempos de cédlculo. Ademads, las ondas, cuando crecen las frecuen-
cias, se trasladan mas y mas. El método FFT envuelve muy poca computacion,
y trabaja mas rapido que un DFT. Para una muestra de tamano N = nj X nao,
el algoritmo FFT es del orden de 2N logsN operaciones, significando una gran
nimero de muestras y frecuencias para analizar, el tiempo de computacién es
practicamente lineal (en lugar de las N? operaciones necesarias para el cdlculo de
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una transformada de Fourier). Asi, si por ejemplo N = 1000, el método de FFT
reduce el tiempo de computacién a 1/50 y con un crecimiento de N este aumento
crece rapidamente.

3.1.7. Wavelets frente a Fourier

Durante muchas décadas, los cientificos han estudiado otras funciones dife-
rentes de senos y cosenos, las cuales abarcan las bases del andlisis de Fourier
para representar el proceso. Un andlisis wavelets (o de ondas) se puede usar para
aproximar funciones que estan contenidas en dominios finitos. En un anélisis de
ondas, la escala que usamos para analizar los datos juega un papel importante.
Algoritmos basados en ondas pueden procesar datos de diferentes escalas o reso-
luciones. Si miramos una senal en una gran ventana, podriamos decir que tiene
grandes caracteristicas. Igualmente, si vemos una senal en una pequena venta-
na, podriamos hablar de pequenas caracteristicas. El resultado en los analisis de
ondas es para ver ambos, el bosque y los arboles, se puede decir.

El procedimiento de analisis de ondas consiste en adoptar una funcién prototi-
po de onda, llamado un analisis ondulado u onda madre. Por ejemplo, un anélisis
temporal podria ser realizado bajo una contracciéon, versién de grandes frecuen-
cias de la onda prototipo, mientras que analisis de frecuencias se realiza con un
dilatado, version de bajas frecuencias de la misma onda. Esto es debido a la senal
original o funcién, que puede ser representada en términos de una expansion de
onda (usando coeficientes en una combinacién lineal de las funciones de onda).
A priori, podemos elegir una buena base de ondas para nuestros datos, y enton-
ces podriamos necesitar truncar los coeficientes bajo un umbral. El problema es
cémo elegir o definir estas bases de onda apropiados y decidir cuando truncar los
coeficientes.

Una ventaja de transformaciones en ondas es la posible variacion de las
ventanas. Para obtener informacién sobre discontinuidades de senales aislantes,
querriamos tener algunas funciones base muy pequenas. Al mismo tiempo, para
obtener un analisis de frecuencias detalladas, deberiampcos tener funciones de
base grandes. Una forma para obtenerlas es tener funciones base cortas de gran
frecuencia y otras largas de baja frecuencia.

En los préoximos puntos se presentan herramientas espectrales para modelizar
y estimar la covarianza de un proceso espacial Z, usando la representacion espec-
tral (bases de Fourier) de Z. Sin embargo, andlisis similares podrian hacerse sin
el uso de una base ondulada. Es debido a que no hay teoremas de representaciéon
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espectral, que den un cierto resultado a la estructura de la covarianza de una
representacion de las ondas del proceso.

3.2. Representacion espectral

En esta seccion introduciremos la representacion espectral de un proceso es-
pacial estacionario usando ondas de senos y cosenos. Presentaremos el teorema
de Bochner para obtener una representacion espectral para la covarianza. Es-
tos resultados vienen presentados tanto para los casos de estacionariedad y no
estacionariedad.

3.2.1. Representacion espectral para un proceso estacio-
nario

La representacion espectral de un proceso aleatorio Z(x) se interpreta en for-
ma de superposiciéon de ondas de senos y cosenos de diferentes frecuencias w.
Un campo aleatorio de dos dimensiones Z se dice que es débilmente estacio-
nario si tiene los momentos de segundo orden finitos, esto significa que la me-
dia es una funcién constante y tiene una funcién de autocovarianza C| tal que
cov(Z(x),Z(y)) = C(x — y). Entonces Z puede ser representado a través de la
siguiente integral de Fourier-Stieltjes (Yaglom, 1987)

Z(x) = /%2 exp(iw’x)dY (w) (3.19)

donde Y son funciones aleatorias con incrementos no correlacionados. La repre-

sentacion (3.19) se llama representacion espectral de Z. La representacion espec-

tral describe el andlisis armoénico de un proceso estacionario general, por ejemplo

sus representaciones en forma de una superposicion de oscilatorios armoénicos.
Usando la representacién de Z y procediendo formalmente,

C(x) = /§R2 exp(iw’ x) F(dw) (3.20)

donde la funcién F' es una medida espectral finita no negativa (normalmente lla-
mada espectro) para Z, definida por E|Y (w)|* = F(w). Si F tiene una densidad
con respecto a la medida de Lebesgue, esta densidad es la densidad espectral f,
definida como la transformada de Fourier de la funcién de autocovarianza C,
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1 .
) = /éR exp(—iw"X)C(x)dx (3.21)
sujeta a la condicion de que
|C(x)] dx < 00 (3.22)
P2

Por el teorema de Bochner, la funcion C' es una autocovarianza si y solo si pue-
de ser representada como en (3.21), donde F' es una medida finita y positiva. Asi,
la estructura espacial de Z puede ser analizada con una aproximacion espectral
o equivalentemente por la estimacion de la funciéon de autocovarianza.

A cada proceso estacionario Z(s) se le puede asignar un proceso Y (w) con

incrementos ortogonales, tales que tenemos para cada representacion espectral
fija

Z(s) = /R 2 ¢ wdY (w) (3.23)

Y (w) es definida para una variable aleatoria aditiva. El proceso Y es llamado
proceso espectral asociado con un proceso estacionario Z. El proceso espectral
aleatorio Y tiene las siguientes propiedades:

E(Y(w)) =0 (3.24)

(bajo el supuesto de que la media de Z es 0), el proceso Y tiene incrementos
ortogonales:

ElY (w3) — Y(ws2),Y(w1) = Y(wp)] =0 (3.25)
donde (w3, ws) v (w1, wy) son intervalos disjuntos. Si definimos F como:
E|dY (w)|° = dF (w) (3.26)
F es una medida positiva, y
E[dY (w)dY (w')] = 6(w — w')dF (w)dw' (3.27)

donde 0(w) es la funcién d—Dirac.
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Teorema 1 Bochner (Bochner y Martin, 1949). Una funcion de variable
compleja C sobre R es la funcion de autocovarianza de un campo aleatorio es-
tacionario complejo en R y continuo en media cuadrdtica, sty solo si puede ser
representado de la forma

C(s) = / ¢ W AF (w), (3.28)
R2
donde F' es una medida positiva.

Si pensamos en Y (w) como una representacién del desarrollo espacial de algu-
nos sistemas fisicos concretos, la representacién espectral define la descomposién
de la fluctuacion total en sus componentes arménicos elementales. La relacién
entonces muestra que dF(w) es una media de potencia disipada a través de una
unidad de resistencia mediante los componentes con frecuencias en (w, w + dw).
Asi, la funcién espectral F(w) determina la distribucién de la media total de
potencia en la fluctuacién Z(s) sobre el rango de frecuencia angular w. La media
de potencia asignada al intervalo de frecuencia A=[w;,w,]? es F(A), la cual se
convierte en

E|Z(s)|* = C(0) = F(R?) (3.29)

Asi, F determina el espectro de potencia del proceso Z. Podemos pensar en esto
como una distribucién de una masa espectral de cantidad total C(0) sobre el eje
w. F sélo difiere por una constante multiplicativa de una funcién de distribucién
ordinaria.

Si tiene una densidad con respecto a la medida Lebesgue, esta densidad es
la densidad espectral, f = F”, definida como la transformacién de Fourier de la
funcién autocovarianza:

1

flw) = 2 /R2 exp(—iw” x)C(x)dx (3.30)

Momentos espectrales
Los momentos espectrales

e = /wde(w) (3.31)

pueden o no ser finitos. Como una consecuencia del teorema de Bochner, el
momento Ay estd definido si y solo si C(x) tiene una derivada de orden 2k en
x = 0.
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Un proceso Z es m veces diferenciable en media cuadrada si y solo st C™ (0)
existe y es finita y, en este caso, la funcién de autocovarianza de Z™ es (-
1)™C®™) . Por tanto, Z es m veces diferenciable en media cuadrada si y solo
si el momento Ay, es finito.

El caso real

Sea Z(s) real y estacionario. La funcién de covarianza C serd entonces real, y
puede representarse por G, la parte real de la distribucién espectral F.
Entonces:

C(s)=C(—s) = /R2 cos(s’ w)dF (w) (3.32)

La densidad espectral correspondiente es una funcién uniforme. La covarianza
C puede ser representada usando G, la parte real de la distribucién espectral F.
La representacion espectral de la funcién covarianza ahora tomara la forma:

C(s) = /R+2 cos(s’ w)dG(w) (3.33)

donde G(w) = F(w) — F(—w).

El caso discreto

Un proceso estacionario con dominio discreto y media cero es una secuencia
de variables aleatorias Z(sy) con sy, € [0,+£1,...,]? v E[Z(Sm)] = 0, mientras la
covarianza es C(sm — Sn) = E[Z(Sm)Z(sn)]. Las integrales finitas en la repre-
sentacion espectral son reemplazadas en el caso discreto por integrales sobre un
intervalo, I1* = [—n, 71]?, de area 27* y tenemos que

Csen) = /H R () (3.34)

donde F es real, nunca decrece, y llega al limite. Para un proceso aleatorio Z
tenemos:

Z(Sm) = /H 2 e Y (w) (3.35)

donde Y es un proceso con incrementos ortogonales.
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3.2.2. Representacion espectral de un proceso no estacio-
nario

Son varias las posibilidades de representaciones no estacionarias. En este caso
nos centramos en una de ellas, para obtener una representacion espectral de un
proceso no estacionario. Tomamos Z como un proceso espacial no estacionario
observado en una regién D. Supongamos que D esta cubierta por subregiones
bien definidas Sq, ..., Sk, y consecuentemente, Z puede ser escrito como una media
ponderada de procesos estacionarios locales ortogonales Z; para ¢ = 1,..., k, con
cov(Z;(x), Z;(y)) = 0 para ¢ # j. Con esto, tenemos

Z(x) = Z Z;(x) K;(x) (3.36)

donde Z; es un proceso estacionario local en la subregion S;, K;(x) es una funcién
kernel positiva centrada en los centroides de S;. Las medias de las ponderaciones
(3.36) son las representaciones discretas del proceso Z, pero podriamos escribir
esta media como una integral para obtener una representacion continua.

La covarianza no estacionaria de Z viene definida en términos de covarianzas

estacionarias locales de los procesos Z; parai=1,...,k,
k
cov(Z(x), Z(y)) = > Ki(x)Ki(y)cov(Zi(x), Zi(y)) (3.37)

donde cov(Z;(x), Z;(y)) = Cy,(x—y), con el pardmetro de covarianza 6; variando
con la subregién y esto es una medida de la falta de estacionariedad de Z.

Centrandonos en el proceso no estacionario Z, definido como una mezcla de
procesos estacionarios Z1, ..., Z; como en (3.36) con cada Z; de la forma (3.19),
la representacién espectral de Z es

Z(x) = /ng exp(iw’ x)dY (w) (3.38)
Y(w) = Z K; + Yi(w) (3.39)

con K; la transformada de Fourier de K;, v * denota la convolucién
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Ki*Yi(w) = Ki(h)Y;(w — h)dh. (3.40)
§R2
La covarianza de Z puede ser definida en términos de la covarianza de los
procesos estacionarios locales ortogonales Z;, como en (3.37), definiendo una co-
varianza no estacionaria valida. La correspondiente densidad espectral viene dada
por:

flwy, ws) Zf * [Ki(w) Ki(ws)], (3.41)

con

fix [Ki(w1) Ki(ws)] = . filw)Ki(wy — w)Ki(wy — w)dw. (3.42)

Densidad espectral de un proceso continuo observado en una malla

Las funciones espectrales f y I’ estan intimamente relacionadas a la descom-
posicion espectral del proceso Z en una superposicion de oscilatorios armoénicos.

Si el proceso continuo Z es observado sélo en localizaciones uniformemente
espaciadas A unidades, el espectro de observaciones de la frecuencia del muestreo
Z(Ax), esta concentrado en la banda de frecuencia finita 7/A < w < 7/A.

La densidad espectral fa de la secuencia de muestras Z(Ax), donde x € Z? |
puede ser escrita en términos de la correspondiente densidad espectral, f, definida
anteriormente, del proceso Z definido en un espacio continuo. Tenemos,

27TQ1 2w Qo
Q1EZ2 Q€22
para wy,wq € 14 = [—7/A, /A%

3.3. Densidades espectrales

3.3.1. Clases de densidades espectrales

Consideramos en esta seccién un proceso real, por lo tanto, la densidad es-
pectral serd una funciéon continua. Describiremos a continuacién varias clases
particulares de modelos espectrales.
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Modelo Gaussiano

La expresion de un proceso espacial con una covarianza Gaussiana isotropica

viene dada por:
2

C(r)=oce™ "

con funcién de densidad espectral

(3.44)

flw) = %a(m)—lﬂe—w/@a) (3.45)

Hacer notar que C'y f ambos comparten el mismo tipo de funciones expo-
nenciales. El pardmetro o es la varianza del proceso y a~! es un pardmetro que
nos informa de como decae de rapido la correlacién.

Para este proceso, la covarianza es infinitamente diferenciable y todos los
momentos de la densidad espectral son finitos. Asi el correspondiente proceso 7
tiene derivadas de todos los 6rdenes.

Modelo Triangular

Para un proceso espacial con una covarianza isotropica triangular, la cova-
rianza toma la forma

C(r)y=o(a—|r|)" (3.46)

para o y a positivas, y la correspondiente densidad espectral viene dada por
f(w) = o {1 — cos(aw)}/w? (3.47)

El comportamiento de las oscilaciones de la densidad espectral podria ser
probablemente poco realista para procesos fisicos. No hay razones para asumir
que el espectro tiene mucha mdas masa cerca de la frecuencia (2n + 1)m que
cerca de 2nm para n grande. Algunas predicciones de krigings bajo este modelo
tienen extranas propiedades como consecuencia de las oscilaciones de la densidad
espectral para grandes frecuencias.

Modelo Esférico

Uno de los modelos mas comunmente usados para funciones de covarianza
isotrépica en aplicaciones de geologia e hidrogeologia es el esférico, con expresion,

1— 32 4+ L3 <
0(7)2{8( T :;Z (3.48)
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para constantes positivas o y p. Esta funcién tiene covarianza no vélida en di-
mensiones mayores que 3. El pardmetro p es el rango. Esta funcién es solo una
vez diferenciable en r = p y esto puede dar problemas cuando usamos métodos
de verosimilitud para la estimacién de los parametros del modelo. En tres dimen-
siones, la densidad espectral isotropica correspondiente tiene oscilaciones en altas
frecuencias similares a las funciones de covarianza del modelo triangular en una
dimension.

Clase Matérn

Una clase de variogramas préacticos y de funciones de autocovarianza para
un proceso Z puede ser obtenida a partir de la clase de Matérn de densidades
espectrales,

flw) = ¢(a? + w|*) D) (3.49)

con parametros v > 0,a > 0y ¢ > 0 (el valor d es la dimensién del proceso espa-
cial Z). Aqui, el vector de pardmetros de covarianza es 6 = (¢, v, ). El parametro
a~! puede ser interpretado como el rango de autocorrelacién. El pardmetro v mi-
de el grado de suavizamiento del proceso Z, cuanto mayor es el valor de v, mayor
suavizamiento 7 tendra, y ¢ es el cociente entre la varianza o y el rango (a™!)
elevado a la potencia 2v, ¢ = o2a?".

La correspondiente covarianza para la clase Matérn viene dada por,

o 7Td/2¢
= YKy 3.50
000 = =iy g7 (@ ) e ) (3:50)
donde k, es una funcion de Bessel modificada. Por ejemplo, cuando v = %, pode-
mos decir que se trata de la funciéon de covarianza exponencial
Cy(x) = mpa™ exp(—a|x|) (3.51)

Cuando v es de la forma m+1/2 con m un entero no negativo, la funcién de
covarianza de Matérn es de la forma e~ veces un polinomio en |x| de grado m.

La simplicidad de la representacion del proceso en el dominio espectral fren-
te al dominio espacial es clara simplemente observando las expresiones (3.49) y
(3.50).

En las representaciones de covarianzas de Matérn, una covarianza Gaussiana
y una covarianza exponencial, la primera es mas plana en el origen, esto indica
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que el proceso espacial es muy suavizado. Por otra parte, la exponencial es casi
lineal en el origen, indicando que el correspondiente proceso espacial no es muy
suavizado, de hecho este proceso no es uniformemente diferenciable en media
cuadrética.

Por la importancia de esta familia, dedicaremos una seccién en este capitulo
a desarrollar los aspectos metodoldgicos de la misma. Esta familia es la escogida
en esta tesis para los diferentes estudios de simulacién.

3.3.2. Efecto de pérdida de especificacion en la densidad
espectral

El primer paso en nuestro andlisis debe ser estimar el pardametro de suavizado
de los datos, y no considerarlo conocido como asi hacen otras muchas técnicas
espaciales. Después de conocer el grado de suavizamiento, la validez del proceso
de interpretacién estandar depende sélo del pardmetro ¢. Hay que hacer notar
que a pequenas frecuencias (pequenas |w|) el efecto de la interpolacién espacial
€s menor.

Es posible dar una teoria cuantitativa sustentada por este punto de vista. Sea
fo la densidad espectral real del proceso Z y f; una densidad incorrecta. Entonces
(Stein, 1999a),

fi(w)/ folw) — 1 (3.52)

con |w| — oo, entonces todas las predicciones lineales bajo la incorrecta f; son
asintoticamente uniformemente correctas. Asi, si el objetivo es la interpolacién
espacial, es preferible trabajar en el dominio espectral y focalizar el andlisis en
valores de grandes frecuencias. Una expresién aproximada para la densidad es-
pectral de la clase Matérn para valores de grandes frecuencias se obtiene a partir
de la expresién anterior de f(w) (3.49) considerando |w| que tiende a oo:

flw) = ¢(jw[) 2 (3.53)

Asi, el grado de suavizamiento, v, y ¢ son los parametros criticos a estimar
(y no el pardmetro del rango a™1).

Si representamos una covarianza Gaussiana y una covarianza de Matérn con
v = 1.5, ambas covarianzas tienen similares caracteristicas en cortas distancias,
pero, representan dos procesos espaciales muy diferentes. La covarianza Gaussia-
na corresponde a un proceso que es infinitas veces diferenciable y la covarianza
Matérn con v = 1.5 corresponde a un proceso que es sélo una vez diferenciable.
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Las propiedades de las interpolaciones espaciales dependeran mucho de cual sea
el modelo elegido. El problema es que trabajando en el dominio espacial y anali-
zando la covarianza empirica en cortas distancias, no podemos ver la diferencia
entre ambos modelos. Una aproximacion alternativa es estudiar la densidad en
grandes frecuencias.

3.4. Estructuras de covarianza espacial de la fa-
milia Matérn

En esta seccion, por facilidad de notacién, vamos a denotar la variable espacial
por u, en lugar de x, como se ha hecho en la seccién (3.3.1).
La familia exponencial Powered de funcién de correlacion:

5
p(u) = exp(—aul’) (3.54)
tiene muchas desventajas tales como cambios bruscos en la senal del proceso

cuando 0 < 2y para 0 = 2 podemos hablar de la funcién de correlacién isotrépica
continua en R (Matérn, 1986) que puede ser escrita generalmente como:

pllul) = B(e™Y) (3.55)

donde X es una variable aleatoria de d dimensiones.
La esperanza anterior sélo depende de la distribucién G de | X|. Tomamos Y
como una distribucién uniforme en unidades esféricas. Entonces,

p(lu)) = B = Edy (Juf |X]) (3.56)
donde @y es la funcién caracteristica de Y,
2 d—2
Py (1) = k‘!(;)k%k(t% k=—— (3.57)

y Kj es una funcién Bessel de primera clase. Particularmente, d = 2, asi ®y (t) =
Ko(t). Entonces,

p(jul) = / " rolul 0)dG () (3.58)

Con esto, cualquier funcién de correlacién isotrépica espacial continua es una
mezcla de escala de funciones de Bessel kg, por el teorema de Hankel (Chiles y
Delfiner, 1999).
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3.4.1. Forma matematica de la funcion de correlacién de
Matérn

Particularmente, una seleccién de G(t) = —6,12%2(152 +6?2)7% con 0], = 2%, da

una funcion de correlacion de la familia Matérn como:

p(u) = 292_11“92) (2%@)62 Ko, <2|u011\/972) (3.59)

donde (61, 6,) son un par de pardmetros, con 6; > 0 un pardmetro de escala que
controla el rango espacial de correlacion, y 62 > 0 controla el suavizamiento del
campo aleatorio.

I" es la funcién gamma y kg, es la funcién Bessel modificada con la siguiente
definicion:

o () = 8% oy (i) + Y3, ()] (3.60)
con
1 0y oo (_iz2)k
= (= 61
Joa(2) (2Z) Z KID(0y + k + 1) (3:61)
y
Jo,(2)cos(bam) — J_g,(2)
Y = .62
() sin(6y) (362)
Por ejemplo, cuando 6, es entero:
021
2 z 1 o= D0y — k) 72\ —02+2k
Vo) = 7 (loeg 7)) - 2 30 (5)
1 (—1)F e (ST T
T kZ:O (05 — )] 3) (; m mzzl m (363)
asi, cuando x << 6.,
02—1
1 02 ['(0y — k) fx\2k
Ko, () ~ B <§> L6: — k) 21{:! ) <§> (3.64)
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y la funcién de correlacién con distancia d (d < 6;) es aproximadamente, con

927&17

0, (d\?
p(d, 01,05) =~ 1 — 0, i 1 (9_1) (3.65)

en otro caso,
p(d, 01,02) ~ 1 (3.66)

De forma similar, cuando z << 6y y x — 0,

Ko, (1) & % (g) - 2 w (;)% (3.67)

Particularmente, cuando 6y = 1, kg, (x) ~ 0.5 (%)_1

Sin embargo, cuando x >> 05,

™

Ko, (T) =~ Nor: exp(—x) (3.68)
y
02—
p(d, 61,6;) ~ 29ﬁ2) <2d9\1/972> exp <2d9\{£) (3.69)

Whittle (1954) argumenta que el caso 2 = 1 es mds apropiado que el caso
0, = 1/2 (Cressie, 1993). Sin embargo, podemos argumentar que el caso 6y > 1
es mas apropiado que el caso 65 = 1. Por ejemplo, dos localizaciones cercanas con
05 > 1 tendran como correlacién

0y d\?
1—292 . (9_1) (3.70)

lo cual esta razonablemente relacionado con la distancia d, mientras que dos
localizaciones cercanas con 6 = 1, siempre tienen aproximadamente correlacién
1.

Sin embargo, mostraremos a continuacién que el rango (0,2] de 5 es suficiente
para cubrir todas las relaciones de correlacion.
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3.4.2. Comparacién con la familia exponencial Powered
1. Varias elecciones de clases de varios campos G de funciones de corre-
lacién

1. Si G(z) = ax(z? + a?)~%, produce p(|ul) = exp(—a [u)

2
2. Si G(x) = 2e a7 produce p(|u]) = exp(—a [ul’)
3. SiG'(z) = 20,07 x(x* + 07%)~%~1 produce la clase de

Matérn p(ju|) = er(%)(w /01)%2kq,(u| /6;) con 0] = 2%.

2. Continuidad y diferenciabilidad

Basado en la familia exponencial Powered, X (t) es continua, no diferenciable
parad < 2 einfinitamente diferenciable para § = 2. Para este tltimo caso, a menu-
do llamada la funcién de covarianza Gaussiana, o modelo exponencial cuadrado,
se da el limite mas alto de suavizamiento en estas clases, el cual corresponde a la
clase de Matérn (03 — o)

p(1) = exp(— [u[*)/6? (3.71)

con demasiado suavizamiento. La familia Matérn, es siempre [f —1]-diferenciable.

3. Comparacion de parametros

En la familia de Matérn, 6; > 0 es un parametro de escala que controla el
rango de correlacion espacial, mientras que €5 > 0 controla el suavizamiento del
campo aleatorio. El vector de pardmetros (61, 0s) en la familia de Matérn, no es
el mismo que (o, d) en la familia exponencial Powered, sin embargo, hay ciertas
relaciones de correspondencia entre ellas.

En la familia de Matérn, cuando 6, = 1/2 obtenemos p(u) = exp(—uv/2/6;)
(exponencial), y si 6 — oo se obtiene p(u) = exp(—u?/07) (Gaussiana).

Por comparacién con la densidad espectral f.(w) de la familia exponencial
Powered y la f.(w) de la familia de Matérn en R? tenemos que,

flw) = / exp(—iuw) exp(—a| ul’)du

~ csa |w| 70 (6 < 2) cuando |w| — oo (3.72)
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y
Calexp(—w?/(4a%) (5 = 2)
/ —1-02
fu(@) = ¢(0) (1+ (@w)?) ™ (3.73)
con
c(f) = o 92(462) 0, = 0,/(21/0,) (3.74)
donde hemos aproximado 6y — 0 cuando 6 < 1, 0y = %1 cuando 1 < 0 < 2,y

0y — oo, cuando 0 = 2. Asi, la familia de Matérn, puede tomar cualquier valor
de 65 en (0,00).

4. Independencia y dependencia del campo aleatorio X

Tomando d,.;, la minima distancia mas entre las localizaciones espaciales,
cuando 6, << dpym = T = % >> 0y = p(u) oc 22709 exp(—z) son
normalmente valores muy pequenos, asi que la independencia de X(t) se puede
obtener basada en valores de 6, y 03 no demasiado grandes. Sin embargo, cuando
01 >> dpin =— T = %@ << Oy = p(u) x1— 929—21(9 )2 tiene valores cercanos
a 1, asi que puede esperarse muy dependiente X(t).

3.4.3. Relaciéon entre correlacion y seleccion de parame-
tros

Valores (0,2] de 6

Aunque 6, controla la diferenciabilidad de la senal, muchas funciones de corre-
lacién p(d, 61, 02) estan definidas para 0 en el intervalo 0 < 0, < 2. Particularmen-
te, A3 = 0.5, 1, 2 es una buena eleccion, que correspondera a la familia exponencial,
a una familia continua y diferenciable.

Relacion entre n,d, 0 y el determinante

Combinando la aproximacion ry, () & —(92;1)! (%)_92—#—(92;2)! (%)_OQJr2 (x <<

02) v Ko, () =~ o exp(—z) (x >> 0,), la funcién modificada de Bessel kg, ()

es una funcién no creciente de 5 para cualquier z (z > 0). Asi, de:
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2Jg,(x) = Jo,-1(x) — Jop4a(2)
2Yy,(x) = Yo, 1(z) — Yo,41(2)
2k9,(z) = Kp—1(2) — Koy+1(2)
Kor1(T) = Kop—1(2)

se deduce que kg, (r) es no creciente en x para todo €5, y normalmente tiene
comportamiento exponencial.
o . .z 94 _ 1 02
De forma similar, la funcién de correlacién p(z,0s) = TG ()7 kg, (x)
es no creciente en x para todo 6s.
Sin embargo, esta propiedad no se cumple para 65, pues

p(d, 91, 92 + 1) . @ R@s+1 (LL’)

= —x
p(d7 91? 92) 2 Ko, (ZL’)
escribiendo p(d, 01, 02) = 2‘92+sz)’ (2)% kg, ().
Otra importante conclusién es que dado (d, 0s), p(d, 01, 603) es una funcién no
decreciente en 0y (6; > 0). De hecho, de

(3.75)

2d+/0
0, )
(3.76)
y del hecho de que p(d, 61,6s) es una funcién no creciente en d, dado 6; (6; > 0),
tenemos que,

log p(d, 01, 05) = —log{2%7'T(6)} + 05 1og(2d\/Bz) — 0 1og 0 + log g, (

Try, ()
2 < -0 3.77
@) = 77
con r = d'2€\1/%. Asi,
d 0, xKy (T)
—1 d,0,,0) = ——— —2—"22>0 3.78
d‘gl ng( y V1, 2) ‘91 92/‘692 (SL’) el ( )

3.4.4. Valores de 0, que satisfacen p = p(d, 0, 05)

Generalmente, una cota superior para el valor de 65 puede ser obtenida por
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min

0, = [1 - ((1};2)7@)9%)‘1] B (3.79)

De hecho, pmm = p(dmin, 01, 602)=0.95 que es cercano a 1. Asi

0 dmfn
Pmin = 1- 92 i 1( 91 )2 (380>
y
-1
11— min 62 !
By ~ [1 - (<d§7,>1) ] (3.81)

Esta cota superior no sélo muestra la relacion entre 6, y 65 dado duim ¥ Pmin,
sino también da evidencia de que 6y debe ser fijado en un subintervalo real en
términos de computacion practica.

3.5. Modelizacion y estimacion de la densidad
espectral

3.5.1. Dominio espectral: periodograma tapered

El periodograma espacial es un estimador no paramétrico de la densidad es-
pectral, la cual es la transformada de Fourier de la funciéon de covarianza. Esta
es una herramienta muy usada para analizar la estructura de dependencia de un
proceso espacial subyacente. El tapering (filtro de los datos) puede ser aplicado
a los datos espaciales para reducir la desviacion del periodograma. La utilizacién
del tapering ayuda a eliminar los efectos de borde en problemas dimensionales
grandes. Sin embargo, la varianza del periodograma crece cuando la desviacién
es reducida.

El periodograma espacial es una herramienta muy potente para estudiar las
propiedades de campos aleatorios observados en una malla. Es el médulo al cua-
drado de una transformada de Fourier finita para la region observada del proceso,
introducido para elegir las periodicidades ocultas del proceso. El periodograma,
por si mismo no se considera un estimador consistente de la densidad espectral,
pero la consistencia puede serle anadida por la aplicacion de filtros de suaviza-
do lineales. El suavizado del periodograma es frecuentemente utilizado en series
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temporales y no elimina los efectos de borde en dos o mas dimensiones. Los picos
subsidiarios que aparecen en los filtros de suavizado, causan innecesariamente
grandes valores del periodograma ordinario para altas frecuencias lo que resulta
en un gran sesgo. Este fenémeno se conoce como leakage. En lugar del suaviza-
miento de los periodogramas estimados sesgados, directamente filtrar sobre los
datos con un data taper, antes de calcular el periodograma, puede también dar
una estimacién consistente de la densidad espectral. La informacion perdida a
través de las frecuencias méas potentes por el suavizado del periodograma pueden
ser mejor conservada con los data taper.

En datos unidimensionales solo disponemos de una observacién en cada extre-
mo, pero este nimero crece claramente con la dimensién, lo que lleva a problemas
de borde.

Prewhitening es otro método de filtrado de los datos para controlar esta clase
de desviacién debido al leakage. Una buenas elecciéon de la cantidad de suavizado,
teniendo en cuenta las consideraciones del equilibrio entre las desviaciones y la
varianza de los estimadores del periodograma tapered, puede ser usada en la
practica para explicar la estructura espacial subyacente de un proceso.

El data taper ofrecerd relativamente menos pesos en los puntos extremos y es
muy efectivo en la eliminacién de los efectos de borde, sobretodo en problemas
de grandes dimensiones. Ademas, en dominios asintéticos, donde el nimero de
observaciones en un area de estudio fija crece, se ha mostrado que usando el
periodograma de datos iniciales sin ningin data taper aplicado puede producir
resultados con grandes sesgos (Stein, 1999a).

El periodograma espacial para datos de mayor dimension, es una extension
natural del periodograma tradicionalmente usado en series temporales. El perio-
dograma refleja comportamientos de periodicidad de una serie temporal y es una
herramienta 1til para analizar procesos estocasticos.

Sea un proceso estacionario espacial Z(-) con vector de pardmetros de cova-
rianza 6, los cuales asumimos ahora que son conocidos. Observamos el proceso en
N localizaciones igualmente espaciadas en una malla regular D (n; X ng), donde
N = nyny. Definimos Iy(w) como el periodograma asociado a la frecuencia w,

ni no 2
In(w) = 2m) 2 (mna) Y Y Z(x)exp {—ix"w}| . (3.82)
r1=1x2=1
En la practica, el estimador del periodograma para w se calcula sobre un
grupo de frecuencias de Fourier 27f/n donde f/n = (ﬁ ﬁ), y f € Jy, para

ny’ n2
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I ={|—-(n1 —1)/2],...;n1 — |n1/2]} x {|—=(n2a —1)/2] ,...;n2 — |n2/2]}
(3.83)
donde |u| denota el mas grande de los enteros menores o iguales que u.
El valor esperado del periodograma en wy viene dado por (Stein, 1999a; Fuen-
tes, 2002)

E(In(wo)) = (27) %(nyng) " . fw)W(w — wy)dw (3.84)

donde Y
sin®(~52)
W(w) = ,1:[1 ) (3.85)
para w = (wy,ws) = 2nf/n y f € Jy\{0}, y f(w) es la densidad espectral
del proceso Z, en una malla entera. Los picos subsidiarios de la funcion W pue-
den provocar una desviacién substancial en Iy (wq) como estimador de f(w) pues
hacen que las frecuencias lejanas de wq contribuyan al valor esperado. Si los pi-
cos subsidiarios de W fuesen mas pequenos substancialmente, podriamos reducir

considerablemente esta fuente de desviacién para el periodograma.

Hacer notar que el valor esperado del periodograma espacial no es f(w), sino
una integral ponderada de f(w). En términos de una densidad asintdtica cre-
ciente, ésta es insesgada asintéticamente, por ejemplo liMmim(n, ne)—oo 2 [ In(W)] =
f(w), para la cual la varianza asintética es f%(w), y los valores del periodograma
In(w) y In(w') para w # W', son asintéticamente incorrelados (Fuentes, 2002).
Si el proceso Z es Gaussiano, entonces el periodograma tiene una distribucion
asintGtica que es multiplo de un x3. Més especificamente, el periodograma Iy (w;)
donde w; es una frecuencia de Fourier, tiende asintéticamente a la distribucion

F(wj)x3/2-

Propiedades asintéticas del periodograma

Teorema 2 (Kim y Fuentes, 2000)

Consideramos un proceso estacionario Gaussiano Z con densidad espectral
f(w) en una malla D. Asumimos que Z es observado en localizaciones igualmente
espaciadas en D (ny X ny), donde N=niny, y el espacio entre las observaciones

es A. Definimos la funcion de periodograma , In(w), como la expresion dada en
(3.82).



3.5 Modelizacion y estimacion de la densidad espectral — 77

Asumimos ny — 00, ny/ng — A, para una constante A > 0

Entonces tenemos:

(i) El valor de la esperanza del periodograma, Iy(w) tiende asintdticamente a
fa(w).

(ii) La varianza asintética de Iy(w) es f3(w).

(i1i) El valor del periodograma In(w) y Iy(w') para w # W', son asintdtica-
mente independientes.

Por (i), el periodograma Iy, usando dominios que se incrementan asintética-
mente, es asintéticamente un estimador insesgado de la densidad espectral, fa
en una malla. Hay que hacer notar, que si f es el proceso continuo 7Z, y fa la
densidad espectral en la malla, entonces usando dominios asintoticos crecientes,
Iy no es asintéticamente un estimador insesgado de f pero de fa la densidad
espectral de la secuencia muestral Z(Ax). Por el teorema 2, parte (ii), la varianza
del periodograma en w es asintéticamente f32(w). La aproximacén tradicional
a este problema de inconsistencia, es suavizar el periodograma a través de las
frecuencias.

Por el teorema 2 parte (iii), los valores del periodograma son aproximadamente
independientes. Esta propiedad nos dard facilidad para encontrar en el dominio
espectral un modelo paramétrico para los valores del periodograma. Sin embargo,
en el dominio espacial, la correlacién entre la covarianza empirica o los valores
del variograma frustra el uso de minimos cuadrados.

Distribucion asintotica del periodograma

Si el proceso Z es Gaussiano, entonces el periodograma tiene distribucién
asintética que es un multiplo de una 3. Mas especificamente, el periodograma,
In(w;) donde w; es una frecuencia de Fourier, tiende asintéticamente a la distri-
bucién f(w;)x3/2 (Stein, 1999a).

La independencia asintética de los estimadores del periodograma es una de
las grandes ventajas del analisis espectral, y esto facilita el uso de las técnicas
como son minimos cuadrados lineales (linear least squares, LS) para obtener un
modelo espectral tedrico de los valores del periodograma.

Cuando un modelo de variograma paramétrico se obtiene a partir de esti-
madores de variogramas empiricos, es frecuente el uso de técnicas como NLS o
méxima verosimilitud restringida (MVR), aproximaciones que generalmente no
tienen en cuenta ninguna correlacion entre los valores del variograma estimado.
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Los mismos puntos de datos son usados para estimar el variograma en di-
ferentes lags, y los estimadores de los variogramas resultantes son mas correla-
cionados que las observaciones del proceso subyacente. Ignorada tal correlacién,
puede introducir errores en el analisis de los datos. Técnicas como son los méto-
dos de minimos cuadrados lineales y no lineales pueden ser aplicadas para esos
estimadores independientes. En este caso, el suavizamiento no paramétrico de
los estimadores de los periodogramas tapered pueden dar mejores resultados que
estimadores de periodogramas no paramétricos (Mateu et al., 2005).

3.5.2. Tapering

Si la densidad espectral es suavizada en una vecindad de wg entonces Iy (wy)
serd aproximadamente un estimador insesgado para f(wq). Tapering es una técni-
ca que efectivamente reduce los puntos subsidiarios asociados con la ventana es-
pectral, pero cada vez que realizamos un tapering, perdemos informacion.

El leakage puede también extenderse para frecuencias distantes. Por ejemplo,
frecuencias lejanas con relativamente gran peso comparado con las frecuencias
cercanas, pueden ser completamente equiparadas por el leakage a frecuencias dis-
tantes con pesos mas grandes. Si los picos subsidiarios de W fuesen sustancial-
mente menores, podriamos reducir considerablemente esta fuente de desviacién
para los periodogramas.

En nuestro caso usaremos data taper para prever el leakage de frecuencias
lejanas que podrian tener mucho peso. Asi, formamos el producto h(x)Z(x) para
cada valor de x = (z1,x2), donde {h(x)} es una secuencia adecuada de valores
reales constantes llamados data taper. El data taper tradicional usado para datos
de dos dimensiones, es el producto tensorial de dos data tapers unidimensionales,
har(§) = hi(ji)ha(je), donde j = (ji,j2), 1 < ji < npy 1 < jp < mo. hay() es
conocido como data taper multiplicativo para datos de dos dimensiones (Fuentes,
2002, 2004; Fuentes y Smith, 2001).

Asi, un data taper multiplicativo define un rectangulo incluido en la malla, y
da menor peso (cercano a 0) a las observaciones en el borde de la malla, peso 1
a las observaciones dentro del rectangulo, y un peso hy(.), que suaviza desde 1
a 0 a las observaciones entre el rectangulo y el borde de la malla.

Por ejemplo, hi(.) (lo mismo para hs(.)) podria ser un taper m-coseno donde
1<m<2,
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%{1 — cos(iﬂ(jl;bl/z))} 1<ji<m
hi(j1) =4 1 m+1<yj5 <n —m
hi(ny —j1 + 1) ni—m+1<gj <m

Siguiendo Fuentes (2002), Fuentes y Smith (2001) y Fuentes (2004), podemos
también definir un rounded taper. Esta clase de taper es definido en términos de
dos pardmetros ( y €) que controlan la regién rounded.

El pardmetro 6 € [0,n/2], con n = min(ny,ny), juega el mismo papel que m
en el data taper multiplicativo, y el pardmetro € € [0,n/2] define la regién del

rounded. En primer lugar se definen las nuevas coordenadas (71, 72) € [—75, ] X
[, %] en términos de (21, 22) € [1,n1] x [1,n9],

ro= |z —(m —1)/2]

r2 = |v2—(n2 —1)/2]

d = Iri— (/2= +[r2 — (na/2 — )2

S = {(r,r),st. 1 > (N1 /2—€) yra > (ng/2—€)} (3.86)

Representamos la funcién de los pesos, hg(.), que definen el rounded data
taper, como

%{1 - COS(iﬂ(nz/gz = )} para (7“1,7°2)
11— cos(FM2=1)Y para (11, 1) €
hr(ri,me) =< 1 para (ri,ry) € C ol
11— cos(Z )} para (ri,rs) €
| 0 para (ry,m3) €

donde

A = {(r,r),rn <m/2—€yry>ny/2—0}
{(ri,m2),ra <ny/2 — ey >ny/2 — 6}
C = {(r,re),r1 <n/2—=0yra<nyg/2—¢€ o
1 <ni/2—€eyry<mng/2—04}
D = {(r,m),(r1,re) € Sy de[e—0,¢€}
{(ri,m2), (r1,m0) € Sy d > €}
F o= {(ri,r2),(r1,m2) € Sy d <e—d} (3.87)

oyl
I

&5
l
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Generalmente perdemos mas informacion con un data taper multiplicativo, si
igualamos la cantidad de tapering en las esquinas.

El periodograma es la transformada de Fourier discreta del estimador sesgado
de la covarianza.

Una de las ventajas del tapering es la reduccion de la desviacién, debido a los
extremos de las covarianzas muestrales. Los efectos de borde son un serio proble-
ma en la estadistica espacial porque el niimero de puntos extremos crece con las
observaciones. Asi, generalmente necesitamos mas tapering en las observaciones
de las esquinas. Un rounded taper da mas tapering en las observaciones de las
esquinas, asi con menos tapering total, obtenemos el mejor caso de suavizado que
se necesita sin perder mucha informacion.

3.5.3. El modelo Matérn para densidades espectrales

Tal y como ha sido presentado en la seccién (3.3.1), una clases de variogramas
préacticos y de funciones de autocovarianza para procesos estacionarios continuos
Z puede ser obtenido a partir de la clase de Matérn (Matérn, 1960), con densi-
dades espectrales de la forma,

flw) = ¢(a® + |w|?) =42 (3.88)

con parametros v > 0, > 0y ¢ > 0, donde d es la dimensién de Z. Aqui, el
vector de los parametros de covarianza es 6 = (v, a, ¢). El parametro a~! puede
ser interpretado como el rango de autocorrelacion. El pardmetro v mide el grado
de suavizamiento del proceso Z, a mayor valor de v mayor es el suavizamiento
de Z, ¢ es el cociente de la varianza o2 y el rango (a~!) elevado a la potencia
2u, ¢ = o?a®. Para una discusién més a fondo sobre la clase Matérn, ver Stein
(1999a).
La correspondiente covarianza para la clase Matérn es

_ ¢
I (v Da®

Co(x) (a |x[)"ru (o x]) (3.89)
donde k,, es una funcién de Bessel de orden v. Por ejemplo, cuando v = %, tenemos
la funcién de covarianza de una exponencial, Cy(x) = moa ™! exp(—a|x]|).

La simplicidad de la representacién de un proceso de Matérn en el dominio es-
pectral frente al dominio espacial, es clara ante la comparacién entre la expresién
para la densidad espectral (3.88) y la correspondiente covarianza (3.89).
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Un gran ntimero de modelos cominmente usados para las estructuras de cova-
rianza, incluyendo la esférica, exponencial y la Gaussiana, asumen que el parame-
tro de suavizamiento es conocido y fijo a priori. La clase de Matérn da posibilidad
(y esto representa mayor flexibilidad) de estimar este parametro con los datos.

La validez de los procedimientos de interpolaciéon local estandar, dependen de
los parametros ¢ y v. Si el pardmetro rango varia con la localizacién, los pro-
cedimientos de interpolacién local (kriging) pueden ser asintticamente Gptimos
siempre y cuando v y ¢ sean constantes sobre el dominio. Esta es una consecuen-
cia del hecho que el comportamiento a bajas frecuencias del espectro (pequenos
valores de |w|) tendran un efecto pequeno en la interpolacién (Stein, 1999a). Con-
siderando fy como la densidad espectral real del proceso Z y f; la seleccionada, si
fi(w)/fo(w) — 1 cuando |w| — oo, entonces, todos los predictores lineales bajo
la densidad incorrecta f; son uniforme y asintéticamente correctos.

Asi, si el objetivo es interpolacion espacial, es preferible trabajar en el domi-
nio espectral y centrarnos en valores de grandes frecuencias (Fuentes, 2002). Una
expresion aproximada para la densidad espectral de la clase de Matérn para valo-
res de frecuencias altas se obtiene por la expresién (3.88) tomando |w| tendiendo
a 00. Como consecuencia, el grado de suavizamiento, v, y ¢ son los parametros
criticos (y no el rango a~!). En este caso,

flw) = ¢(|w|*) 42 (3.90)

Y trabajando ahora en escala logaritmica, podemos obtener el modelo lineal

log(f(w)) = Bo + Bilog(|wl), (3.91)

donde 8, = log(¢) y 51 = —2(v + d/2).

Para modelizar la estructura de Z por ajuste de una densidad espectral f
a los valores del periodograma, podemos usar los procedimientos de minimos
cuadrados en el dominio espectral frente al dominio espacial, porque los valores
del periodograma son aproximadamente independientes mientras que los valores
del variograma no lo son.

Con todo esto, la idea es seleccionar un data taper asi de forma W() sea
uniformemente pequeno en frecuencias lejanas de 0. La ventana espectral para
el rounded taper, al menos para todas las frecuencias a través del eje vertical,
son mas pequenas que las ventanas espectrales para el multiplicativo. La ventana
espectral total para el rounded taper tiene mejores propiedades (menos picos de los
lados) que la ventana espectral para el taper multiplicativo. En resumen, tapering
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es una operacién que reemplaza la ventana espectral del periodograma con otra
teniendo mejores propiedades de los picos de los extremos, proporcionando un
método para reducir la desviacion del leakage en estimadores espectrales directos.
Una caracterizacion de uso de las funciones de densidades espectrales, f, es, en
términos de sus rangos dindmicos,

méx, flw) M) (3.92)

10log;q ( min, f(@)

El rango dindmico de un proceso de ruido blanco es 0. La desviaciéon en un
periodograma para procesos con rangos dinamicos grandes puede ser atribuido
a los picos de los lados de la ventana espectral. Asi, tapering es particularmen-
te importante para densidades espectrales con rangos dindmicos grandes. En la
practica, el rounded taper, especialmente en los bordes de la regién, parece ser
una eleccién razonable, siendo adecuada para el suavizado, sin pérdida de mucha
informacion.

3.5.4. Funcion de verosimilitud

En general, los datos medioambientales son muy grandes y calcular los deter-
minantes que tiene la funcién de verosimilitud puede ser muy largo y dificil. Los
métodos espectrales podrian ser usados para aproximar la verosimilitud y obtener
el estimador méaximo verosimil de los pardmetros de la covarianza. Whittle (1954)
propuso la siguiente aproximaciéon para la verosimilitud negativa Gaussiana:

> {log f(2mj/n) + Iy (2 /n)(f(2mj/n)) "'} (3.93)

JeIN
donde la suma es considerada para las frecuencias de Fourier (27j/n) y usamos
una version tapered del periodograma. Las sumas son a menudo sustituidas por
integrales, pero preferimos la suma para cubrir las frecuencias de Fourier y usar la
transformada de Fourier (FFT) para calcular eficientemente la expresién anterior.
También es recomendable sacar de las sumas las pequenas frecuencias, las que se
aproximan a (, para solucionar el problema de estimacién de medias no conocidas
del proceso.

Guyon (1982) prové que cuando el periodograma se usa para aproximar la
densidad espectral en la funcién de verosimilitud de un modelo paramétrico para
el proceso, la desviacion del periodograma contribuye a la apariciéon de componen-
tes no poco importantes del error cuadratico medio de los parametros estimados
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para procesos de dos dimensiones, y para tres dimensiones esta desviacion domina
el error cuadratico medio. Guyon demostré que este problema puede solucionarse
con el uso de una version diferente del periodograma, un periodograma sin desvia-
cion, el cual es la transformada de Fourier discreta de una version no desviada de
la covarianza de la muestra. Otra forma de resolver este problema es la aplicacién
de data taper antes de calcular la funcion de verosimilitud. La recomendacién
es usar siempre el tapering antes de aplicar la aproximacion de Whittle para la
verosimilitud.

3.5.5. Periodograma para procesos no estacionarios

Presentamos en esta seccion un estimador no paramétrico de la densidad es-
pectral de un proceso espacial no estacionario, estimacién asintéticamente inses-
gada.

Periodograma para procesos espaciales no estacionarios

Consideramos ahora un proceso espacial no estacionario Z con funciéon de
covarianza C(sy, sy). Observamos el proceso en N localizaciones igualmente espa-
ciadas en una malla regular D (n; X ns), donde N=njns, y la separacién entre
observaciones es A. Definimos un periodograma no estacionario, Iy, que es un
estimador no paramétrico de la densidad espectral, f(wi,ws), la cual es la trans-
formada de Fourier de la funcién de covarianza no estacionaria. Proponemos el
siguiente estimador no paramétrico de f(wi,ws),

In(wi,wsy) = A2(27r)_2(n1n2)_1

Y Z(Ax)exp{—iAxTwi} > Y Z(Ay)exp{—iAy"wy}  (3.94)

r1=122=1 y1=1y2=1

con X=(z1,72) v, Y=(y1, y2).
Ahora, definimos J(w), una versién discreta del proceso espectral Y(w), la
cual es la transformada de Fourier de Z,

J(w) = A@m) 7 (nina) 2 Y Z(Ax) exp{—iAx"w; } (3.95)

r1=1x2=1
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Asi, tenemos,
]N(wl,wg) = J(wl)Jc(wg) (396)

y esta expresion para I es consistente con la definicion de la distribucion espec-
tral F, como una funcién del proceso espectral Y, y Y°.

El valor de la esperanza del periodograma no paramétrico Iy en (ws, ws) viene
dado por,

E(IN(wl, (.4.)2>> = A2(27r)_2(n1n2)_1
/ Fa (W ) Wal(wr, w2) — (@), w))]dw e (3.97)
2 J13

donde

Wa[(wi, w2) — (W, wh)] = A%(2m) ?(nyng) ™
DY exp{—i[As] (w; — w)) + As] (ws — wh)] (3.98)

S1 52

La funciéon Wy actia asintoticamente como una funcién delta de Dirac. Los
picos subsidiarios de la funcién Wy pueden ocasionar una desviacion sustancial
sobre Iy (w1, wsy) como un estimador de fa(wi,ws) lo que nos permitira dar el
valor de fa en las frecuencias lejanas de (wi,ws) que contribuyen al valor de la
esperanza. Podriamos usar data taper para reducir los w asociados con la ventana
espectral Ws.

Propiedades asintéticas para el periodograma no estacionario

Teorema 3 (Fuentes, 2000)

Consideramos un proceso no estacionario Gaussiano Z con densidad espectral
falwi,ws), Z es observado en N localizaciones igualmente espaciadas en una
malla regular (nq X ng), donde N=niny, y el espaciado entre las localizaciones
es A. Definimos la funcion del periodograma no estacionario, In(wi,ws) de la
misma forma que anteriormente. Asumimos ny — 00,ng — 00, Y Ni/Ny — A,
para una constante A > 0. Denotamos fa la densidad espectral de los procesos en
una malla de espaciado A.

Entonces tenemos que:

» (1) El valor de la esperanza del periodograma Iy (w1, ws) es asintdticamente
fa(wi, ws).
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» (i1) La varianza asintética de Iy(wr,ws) €s
fR (w1, w2) + falwi, —wi) fa(—w2, ws).

w (117) Finalmente, cov{Iy(wq,ws), In(w],w)) }, para wy # W) y wy # W),
es asintoticamente

fa(wr, —w)) fa(—wa, wh) + fa(wi, wh) fa(w), ws) (3.99)

Por este teorema, parte (i) el periodograma no paramétrico asintético es un
estimador insesgado de la densidad espectral fa del proceso en una malla con
espaciado A. La varianza asintética de [Iy(wi,ws), por el teorema 3, parte (ii)
es fA(wy,ws) + falwy, —wi) fa(—ws,ws) vy por tanto suavizando los valores del
periodograma se reducira la varianza de Iy.

En el caso estacionario, cuando w’ # w, tenemos que Iy(w’) e Iy(w) son
asintoticamente independientes. Asi, tenemos que cov{Iy(w’), In(w)}=0, asintoti-
camente.

Sin embargo, mediante la parte (iii) del teorema 3, en el caso no estaciona-
rio Iy (w1, w2) e Iy(w), ws) no son asintGticamente independientes. Proponemos
ahora otro periodograma no estacionario, I, ~, tal que los valores de I, N, en las
diferentes frecuencias sean asintoticamente independientes.

Convoluciéon de periodogramas

_ Presentamos aqui un estimador no paramétrico insesgado asintéticamente,
Iy, de la densidad espectral fa de un proceso no estacionario Z en una malla
con espaciado A entre las observaciones. Modelizamos Z como un méximo de los
procesos estacionarios locales. Asf, una forma natural para definir el periodograma
no estacionario, I, es una convolucién del periodograma I; y de los procesos
estacionarios locales Z;,

Iy(wi,wa) =Y Iy # [@i(w1)@;(ws)] (3.100)

i=1

donde * denota la siguiente convolucion,

I v [@i(wr)w; (ws)] Z I n(w)wi(w) — w)w,(wy — w) (3.101)
weJy
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con Jy el grupo de datos de las frecuencias de Fourier. Mediante la definicién de
fa como una funcién de las densidades espectrales locales fa,; para ¢ =1,..., k,
y el hecho que los periodogramas I; x son estimadores insesgados asintéticos de
fai, obtenemos que I es asintéticamente insesgado de fa. La varianza asintética

de Iy (w1, ws) puede ser facilmente obtenida, usando el hecho que los procesos Z;
para ¢ = 1,..., k, son ortogonales. Asi, cuando n; — oo, for ¢ = 1,2, la varianza
de Iy(wy,ws) serd

Z faq* @ (w)@; (way)] (3.102)

Por el teorema 3, Iy(wi,ws) v Iy(w],w)) no son asintéticamente indepen-
dientes. Pero como Iy es una convolucion de periodogramas estacionarios inde-
pendientes, obtenemos que:

cov{In(wr,ws), In(w),wh)} =0

asintéticamente, con lo que conseguimos la independencia asintdtica en el caso
no estacionario.
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forestales, geografia, meteorologia, ciencias de suelos y en ciencias medioambien-
tales en general. En cualquier andlisis estadistico serio en ciencias ambientales, se
puede decir que la determinacién de la estructura espacial subyacente es necesaria.

El periodograma, un estimador no paramétrico de la densidad espectral, es
una herramienta 1til para estudiar las propiedades de los procesos estacionarios
observados en una malla de dos dimensiones (Stein, 1999a,b; Fuentes, 2001a,b,
2002, 2004; Fuentes y Smith, 2001). Tapering espacial es crucial en problemas
de dos o mas dimensiones donde hay un gran ntmero de observaciones en los
bordes. Usaremos aqui, como ya se ha comentado anteriormente, dos clases de
data taper, cada uno de los cuales dara un diferente tapering a las observaciones
de las esquinas. Esta idea estara relacionada con la necesidad del suavizado sin
mucha pérdida de informacion.

En el dominio espacial los estimadores del variograma empirico son los mas
comunmente usados para la estimacion de la estructura de correlacion de un pro-
ceso. Cuando un modelo de variograma paramétrico es usado para estimar un
variograma empirico, frecuentemente se usan técnicas como minimos cuadrados
no lineales o maxima verosimilitud restringida (MVR), aproximaciones que gene-
ralmente no tienen en cuenta ninguna correlacién entre los valores del variograma
estimado. Los mismos datos son usados para estimar el variograma en diferentes
lag, y los estimadores de variogramas resultantes estan més correlacionados que
las observaciones del proceso subyacente. No hay mucho conocido sobre las es-
tructuras de correlacién de estimadores de variogramas e ignorar tal correlacion
puede dar lugar a errores en los andlisis estadisticos. Por otra parte, en el domi-
nio espectral los valores del periodograma son asintéticamente incorrelacionados.
Técnicas como métodos de minimos cuadrados lineales y no lineales pueden ser
naturalmente aplicados a estos estimadores independientes. En este caso, un sua-
vizamiento no paramétrico de los estimadores del periodograma tapereded podria
dar mejores resultados que estimadores de variogramas no paramétricos. La in-
dependencia asintotica de los estimadores de los periodogramas es una de las
grandes ventajas del andlisis espectral. En particular, cuando usamos la clase fle-
xible de densidades espectrales de Matérn, aparece una relacion lineal entre el
logaritmo de la densidad espectral y el logaritmo del médulo de las frecuencias de
Fourier, dando lugar asi a una facil estimacién de los correspondientes parametros
espaciales.

Asi, el principal objetivo de este capitulo, serd mostrar algunas caracteristicas
en el uso de las aproximaciones espectrales para estimar la estructura de de-
pendencia espacial, centrandonos en la interpolacién espacial. En particular, los
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objetivos son dos: (a) andlisis del estimador de la densidad espectral a través del
periodograma, teniendo en cuenta el equilibrio entre las desviaciones y la varian-
za del periodograma tapered, y (b) andlisis de la estimacién de los pardmetros de
dependencia espacial a través de los algoritmos espectrales.

Nos centraremos especialmente en procesos espaciales estacionarios. Sin em-
bargo, los procesos espaciales en ciencias medioambientales son generalmente no
estacionarios, ya que la estructura espacial depende de la localizacion. Asi, tam-
bién mostraremos que un proceso no estacionario puede descomponerse en una
suma de procesos estacionarios ponderados y asi nuestros analisis y conclusiones
pueden ser generalizadas para el caso de no estacionariedad.

4.2. Estimacion de la densidad espectral y esti-
macion de los parametros

Supongamos que tenemos un proceso espacial bidimensional estacionario Z
medido en N = n; X ny datos regularmente espaciados. Hay que tener en cuenta
que si Z es no estacionario, podemos descomponer Z en una suma de proce-
sos estacionarios locales Z; para k subregiones que cubren una regién de interés,
D. El nimero de regiones (k) puede ser obtenido usando el criterio AIC (Fuen-
tes, 2001a), o por experimentacién dependiente, por ejemplo, en el conocimiento
previo de las caracteristicas fisicas de la region D. Sin embargo, el nimero k
esta restringido por el niimero inicial de localizaciones de muestras originales N.

Supongamos que la densidad espectral del proceso espacial Z proviene de la
clase de Matérn, expresada en (3.88), con vector de pardmetros positivo dado
por 6 = (¢, v, a). Recalcar y recordar que a~! define el rango de autocorrelacién,
v mide el grado de suavizamiento del proceso, y el pardmetro ¢ = o?a?, un
cociente de la varianza (sill) y el rango, y es una medida de la variabilidad espacial.
Recordar también que el pardmetro sill (la varianza del proceso) es la integral
de la funcién de densidad espectral, féRg f(w)dw. Si nos centramos en valores de
altas frecuencias, una aproximacién a la expresién (3.88) viene dada por

flw) = (lw[*) T (4.1)

con vy ¢ como pardmetros criticos. Trabajando ahora en escala logaritmica,
podemos obtener el siguiente modelo lineal log(f(w)) = 5, + filog(|w|), donde

Bo =log(p) y By = —2(v +d/2).
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El punto clave aqui es que en la practica, f(w) es estimado por el correspon-
diente periodograma Iy (w), y los valores del periodograma son asintéticamente
independientes. Asi, podemos usar las técnicas de regresion lineal para estimar
los valores de la pendiente y ordenada en el origen, como se indica anteriormente.
La Figura (4.1) representa una perspectiva de una densidad espectral de Matérn
tedrica para un conjunto de frecuencias de Fourier (wy, ws) y pardmetros ¢ = 0.02,
a = 0.10 (estos parametros corresponden a los parametros de la covarianza es-
pacial sill=2.0 y rango=10.0) y v = 1, y sus correspondientes periodogramas
estimados usando un rounded taper con € = § = 3. Hacer notar la cercana corres-
pondencia entre ambas, las tedricas y las funciones espectrales estimadas. En las
Figuras (4.2-4.4), mostramos el tipo de relacién lineal entre log(Iy(w)) y log(|w]).
Esta clase de relacion es la que estamos explorando en nuestras simulaciones y
constituye la base para la técnica de estimacion de los parametros espaciales.

Presentamos aqui un estudio de simulaciéon para analizar el comportamiento
de la estimacién de parametros de estructura espacial a través de las técnicas
espectrales y asi analizar su procedimiento como una robusta alternativa a las
técnicas clasicas de geostadistica en el dominio espacial. Dentro de este marco,
también analizaremos la estimacion de la densidad espectral a través del periodo-
grama espacial, teniendo en cuenta el equilibrio entre la desviacion y la varianza
del periodograma tapered.

Simulamos procesos espaciales Matérn sobre una malla regular de N = nq xno
definido en el cuadrado de lados n; y ny bajo una amplia variedad de diferentes
circunstancias experimentales. Consideramos los siguientes escenarios: (a) tres
valores para el tamano de la malla (IV) en los cuales el proceso es observado: N =
20 x 20,10 x 10,5 x 5; (b) cuatro combinaciones para los pardmetros sill y rango:
(2.0,10), (2.9,10), (2.9,166), (2.9,300); (c) cuatro valores para los parametros
v, el cual controla el grado de suavizamiento del proceso: v = 0.5,1,1.5,2; (d)
tres posibles estimadores para el periodograma espacial: sin taper y con taper
(multiplicativo y rounded); (e) cuatro valores para los pardmetros 9§, €,mq, ms,
los cuales controlan los data taper: 1, 3, 5, 10 (en cada caso, tendremos cuatro
parametros iguales).

Los distintos grupos de pardametros fueron seleccionados para cubrir el maximo
nimero de casos posibles y para analizar: (a) el impacto del nimero de puntos
de la malla en el que el proceso es observado en calidad de la estimacion de
la densidad espectral y pardmetros estimados, (b) el uso de un particular data
taper y su repercusién en la calidad de la densidad espectral y los parametros
estimados, (c) el papel de los pardmetros que controlan la cantidad de tapering
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Figura 4.1: Perspectiva de las densidades espectrales para un conjunto de frecuencias
de Fourier (w1, ws): Izquierda: densidad de Matérn tedrica con ¢ = 0.02, « = 0.10 y
v = 1; Derecha: periodograma estimado usando rounded taper con € = § = 3.
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Figura 4.2: log(Iy(w)) frente log(|w]|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un rounded tapering con parametros ¢ = § = 1,3,5,10 y estimacién de una densidad
espectral de Matérn con pardametros ¢ = 0.02, « =0.10 y v = 1.
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Figura 4.3: log(Iny(w)) frente log(|w]) . El periodograma mostrado es estimado usando
un tapering multiplicativo con parametros ¢ = § = 1,3,5,10 y estimacién de una
densidad espectral de Matérn con parametros ¢ = 0.02, « =0.10 y v = 1.
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Figura 4.4: log(Iy(w)) frente log(|w]|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un no tapering con parametros ¢ = § = 1, 3,5, 10 y estimacion de una densidad espectral
de Matérn con pardametros ¢ = 0.02, « =0.10 y v = 1.
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y, finalmente, (d) el impacto de los valores de la combinacién de los parametros
rango y el sill en la calidad de la densidad espectral y los parametros estimados.
Usaremos 400 frecuencias de Fourier en el intervalo definido en la ecuacion
(3.83) para la evaluacién del periodograma. Para cada combinacién de los parame-
tros anteriormente considerados, simulamos 1000 procesos y para cada proceso
estimamos el periodograma y ajustamos una regresién lineal paramétrica para
obtener la estimacion correspondiente de los pardmetros definiendo la estructura
espacial. Presentaremos también los resultados en forma de box-plots. Las tablas
muestran medias, desviaciones estdndar y desviaciones relativas ((0 — 0)/6).
Como son muchas las posibles combinaciones, en un primer analisis, seleccio-
naremos un subgrupo de combinaciones y analizaremos la influencia del ntimero
de puntos de la malla regular sobre el cual el proceso espacial es observado. Como
consecuencia, discutiremos y decidiremos los valores apropiados para N, y este
parametro sera considerado fijo en el siguiente paso del estudio de simulacién.

4.2.1. Analisis de la influencia de N

Para analizar la relativa importancia del tamafio de la malla (N) en la cual
el proceso es observado, consideramos un periodograma rounded taper basado en
los parametros de suavizado § = € = 3. Entonces, nos centramos en v = 0.5,1,1.5
y los siguientes pares de valores de sill y rango (2.0,10), (2.9,10), (2.9,166),
(2.9,300) para centrarnos en el anélisis del comportamiento de los estimadores
de (¢,v) basados en N = 20 x 20, 10 x 10, y 5 x 5. El resultado de estas si-
mulaciones son presentadas en las Tablas (4.3-4.3). En general, el procedimiento
de regresion produce las mejores estimaciones (en términos de mostrar las me-
nores desviaciones estandar y desviaciones relativas) para el caso de tamano de
malla mas grande (20 x 20) y para los mayores rangos. El procedimiento mues-
tra resultados enganosos en la mayoria de los casos cuando el nimero de puntos
evaluados fue N = 5 x 5, y algunos casos cuando N = 10 x 10. En general,
los pardmetros fueron subestimados (desviacién relativa negativa). Hacer notar
que un rango mas grande significa un menor parametro ¢, y este parametro fue
mejor estimado, y con las desviaciones estandar mas bajas, cuando v = 1.5. Sin
embargo, el pardmetro v fue mejor estimado cuando v = 1, seguido por v = 1.5
y v =0.5.

Asi, en resumen, el nimero de puntos en la malla donde el proceso espacial va a
ser observado deberia ser lo més grande posible, y para esos casos los estimadores
de ambos parametros fueron mejores con rangos mas grandes.
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Una mejor evaluacion de la influencia de N en la bondad del ajuste de la
regresion lineal obtenida, fue evaluar las diferencias espaciales, a través de un
procedimiento grafico mostrando los p-valores obtenidos por Monte Carlo. Toma-
mos un proceso espacial definido a través del vector de pardmetros 6 = (¢, v).
Suponemos que queremos estudiar la hipdtesis nula de 6, = 6;, donde el vector
de parametros 6; ha sido estimado a partir de los datos y queremos comparar
este valor con unos valores de parametros fijos, #y. Realizamos grupos de 1000
simulaciones bajo las condiciones de 6, y se calculan p-valores para cada 6. Estos
se obtienen por el procedimiento de ranking como sigue. El valor del parametro
observado #; fue comparado con 1000 simulaciones bajo 4. Si 6, supera el 50 x p
mas grande, el nivel de significacién obtenido por el test de p. Bajo la hipotesis
nula de 0y = 6, el p-valor deberfa ser una distribucién Uniforme de rango (0, 1).
Y cuando una diferencia real exista, los p-valores deberian estar lejos de la Unifor-
me. Esto estd basado en el concepto de Nivel de significacién esperada (Ezpected
Significance Level, ESL), la cual fue introducida por Dempster y Schatzoff (1965).

Los resultados para N = 20 x 20, N = 10 x 10 y N = 5 X 5 se muestran en
las Figuras (4.5-4.7). Definiremos como 6y = (2.9,166) y testearemos los siguien-
tes parametros 6; = (2.0, 10),(2.9,10),(2.9,166), (2.9,300) frente 6. De nuevo,
nos centraremos en v = 0.5, 1, 1.5. Mediante circulos, se muestra una linea que
representa, para la hipdtesis nula, la diferencia, que en este caso actiia como una
Uniforme. Las lineas marcadas mediante cruces, indican el p-valor cuando exis-
te diferencias. Si la linea de cruces fuese compatible con la Uniforme (es decir
que estuviesen juntas), significarfa que las diferencias espaciales no pueden ser
identificadas correctamente.

Se muestra claramente que en el caso N = 5 x 5, el procedimiento no pue-
de detectar una diferencia real (por ejemplo, el caso de rango = 200 frente al
rango=166), aunque encontramos las diferencias cuando éstas son grandes (ran-
go=166 frente rango=10). Cuando usamos mallas més grandes (N = 20 x 20,
N =10 x 10), el procedimiento, en general, funciona bien para detectar diferen-
cias reales. Esto confirma lo mostrado en las Tablas (4.3-4.3).

4.2.2. Analisis de los estimadores de los parametros espa-
ciales vy ¢
Teniendo en cuenta los resultados presentados en la secciéon anterior, en esta

secciéon vamos a fijar el nimero de localizaciones donde el proceso es observado
para N = nq X ny = 20 x 20. Entonces, analizamos los estimadores de los parame-
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tros espaciales v y ¢ bajo una amplia variedad de situaciones précticas: (a) cua-
tro combinaciones de los pardmetros sill y rango: (2.0,10), (2.9,10), (2.9,166),
(2.9,300); (b) cuatro valores para el pardametro de suavizamiento: v = 0.5, 1, 1.5, 2;
(c) tres posibles estimadores para el periodograma espacial: sin taper y con taper
(multiplicativo y rounded), definido en el Capitulo 3; (d) cuatro valores para los
pardmetros de tapering (6, €, my, ms): 1, 3, 5, 10. Nuevamente usamos 400 frecuen-
cias de Fourier en el intervalo definido en la ecuacién (3.83) para la evaluacién
del periodograma. Para cada combinacién de los parametros, simulamos 1000
procesos y para cada proceso estimamos el periodograma y llevamos a cabo una
regresion lineal paramétrica para obtener los correspondientes parametros que
definen la estructura espacial. Los resultados pueden ser observados en forma de
boz-plots. En particular, las Tablas (4.3-4.3) y las Figuras (4.8-4.9) muestran los
resultados de la estimacién para el parametro v. Las Tablas (4.3-4.3) y las Figuras
(4.10-4.13) estan dedicadas a los resultados de la estimacién del parametro ¢.

Los comentarios los podemos analizar en dos grupos:

(a) Respecto a la estimacion del pardmetro v.

Se muestra claramente que, en general, usando los data taper, se mejora la
estimacion de los parametros espaciales. El rounded taper parece mejor que el
multiplicativo cuando se estiman valores grandes del pardmetro v (en particular
para valores de v > 1.0 para pequenos rangos (< 10) y para v > 1.0 para grandes
rangos (> 166)) mientras se usa un parametro de tapering € > 1. En el caso de
0,€,m1, my = 1, el taper multiplicativo aporta las mejores estimaciones.

En términos de analizar la mejor opcién para los parametros de tapering, los
siguientes puntos deben ser tenidos en cuenta : (a) independientemente del valor
de v a ser estimado, los mejores resultados fueron obtenidos por € > 3 para ambos
tipos de taper, multiplicativo y rounded; (b) en algunos casos, el multiplicativo
aporta los mejores resultados cuando € = 1, como es el caso en el que se esti-
ma v = 1; (¢) se puede hacer notar que para grandes rangos (> 166), y cuando
se usan grandes valores del pardmetro € (> 5), la desviacién relativa aumenta
considerablemente para el rounded taper, pero no para el multiplicativo; (d) en
general, el taper multiplicativo proporciona las mejores estimaciones, para cual-
quier parametro de tapering €, cuando se estiman valores pequenos del parametro
de suavizamiento, v = 0.5, 1.

Por otro lado, manteniendo fijo el pardametro de tapering €, y analizando cual
es el parametro de suavizamiento v mejor estimado, se muestra que para pe-
quenios valores del rango (< 10), v = 1.5,2.0 fue mejor estimado cuando se usan
los pardmetros de tapering e = 3,5, 10. También, si se usa el parametro de tape-
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ring mas pequeno posible, (¢ = 1), v = 1 fue el mejor estimado. Sin embargo,
cuando usamos grandes rangos, el parametro v = 1 fue el mejor estimado, inde-
pendientemente del data taper y el parametro de tapering usado.

(b) Respecto a la estimacidon del pardmetro ¢.

En este caso, la estimacién del parametro ¢ controlando la variabilidad espa-
cial depende mucho de la combinacién de los pardmetros (sill, rango, suavizado
(v)). De hecho, este pardmetro es definido como una combinacién particular de
estos parametros. En general, y en concordancia con los resultados mostrados
para el caso previo cuando estimamos el parametro v, usando un data taper me-
jora la estimacién del parametro ¢. Esto es cierto excepto en el caso particular
cuando estimamos el correspondiente valor de ¢ asociado a v = 0.5, cuando, in-
dependientemente del pardmetro de tapering usado, la utilizacion de data taper
no aporta mejoras. Los siguientes resultados son de interés significativo: (a) para
pequenos rangos (< 10), la consiguiente combinacién de rango y sill aporta datos
significantes y resultados diferentes cuando estamos en los casos (2,10) y (2.9,10).
Por ejemplo, cuando estimamos los correspondientes valores de ¢ asociados a
v = 2, el taper multiplicativo mejora al rounded, para el caso (2,10), pero justo lo
contrario ocurre para el caso (2.9,10); (b) para grandes rangos (> 166), cuando
estimamos los correspondientes valores de ¢ asociados a v > 1.5, el taper multi-
plicativo mejora al rounded, para cualquier parametro de tapering; sin embargo,
para v = 1 el rounded taper, produce los mejores resultados.

En términos del andlisis de la mejor opcién para el data taper y parametros de
tapering, cuando estimamos el parametro ¢, los siguientes puntos son de interés:
(a) si v = 0.5, no encontramos diferencias significativas entre los tres casos de
data tapers y los cuatro pardmetros de tapering usados; (b) si v = 1.0, la mejor
opcidén fue € = 3, hacer notar que para grandes valores del pardametro de tapering,
la desviacién relativa crece; (c) si v = 1.5, las mejores opciones fueron € = 3, 5;
(d) si v = 2.0, la mejor opcion fue € = 10; (e) los resultados de los puntos (a-d)
son validos para pequenos y grandes rangos. Sin embargo, es importante hacer
notar que para valores de rango (166,300), la estimacién del pardmetro espacial
¢ fue realmente mala, cuando v = 2, mostrando valores de desviaciones relativas
muy grandes.
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Figura 4.5: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 0.5. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Figura 4.6: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 1.0. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Figura 4.7: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 1.5. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Figura 4.8: Boz-plots de valores estimados del pardmetro v obtenidos a través de 1000
repeticiones. Cada subfigura de 4 graficos muestra los resultados para cada uno de los
cuatro valores de 6 = € = 1,3,5,10 considerados. Con cada subfigura, las siguientes
combinaciones de sill y rango son mostrados (desde superior izquierda a inferior de-
recha): (2.0,10), (2.9,10), (2.9,166) y (2.9,300). Finalmente, N = 20 x 20 es fijado,
v =0.5,1,1.5,2 y tres tipos de tapering son considerados: No taper (nt), Rounded taper
(rt) y taper Multiplicativo (mt).
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Figura 4.9: Box-plots de valores estimados del parametro v obtenidos a través de 1000
repeticiones. Cada subfigura de 4 graficos muestra los resultados para cada uno de
los cuatro valores de v = 0.5,1,1.5,2 considerados. Con cada subfigura, las siguientes
combinaciones de sill y rango son mostrados (desde superior izquierda a inferior de-
recha): (2.0,10), (2.9,10), (2.9,166) y (2.9,300). Finalmente, N = 20 x 20 es fijado,
e =1,3,5,10 y tres tipos de tapering son considerados: No taper (nt), Rounded taper
(rt) y taper Multiplicativo (mt).
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Figura 4.10: Boz-plots de valores estimados de ®— ¢ obtenidos a través de 1000 repeti-
ciones. Cada subfigura de 4 gréficos muestra los resultados para cada uno de los cuatro
pares de valores de sill y rango considerados: (2.0,10),(2.9,10),(2.9,166), (2.9, 300).
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Con cada subfigura, cada grafico corresponde a cada valor del pardmetro: v

0.5,1,1.5,2. Finalmente, N = 20 x 20 y ¢ = 1 son fijados, y tres tipos de tapering

son considerados: No taper (nt), Rounded taper (rt) y taper Multiplicativo (mt).
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Figura 4.11: Boz-plots de valores estimados de quS— ¢ obtenidos a través de 1000 repeti-
ciones. Cada subfigura de 4 gréaficos muestra los resultados para cada uno de los cuatro
pares de valores de sill y rango considerados: (2.0,10),(2.9,10),(2.9,166), (2.9, 300).
Con cada subfigura, cada grafico corresponde a cada valor del pardmetro (desde arriba
hasta abajo y de izquierda a derecha): v = 0.5,1,1.5,2. Finalmente, N = 20 x 20 y
e = 3 son fijados, y tres tipos de tapering son considerados: No taper (nt), Rounded
taper (rt) y taper Multiplicativo (mt).
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(range=10.0,sill=2.0) (range=10.0,sill=2.0) (range=10.0,sill=2.9) (range=10.0,sill=2.9)
8 g s g o 5 ©
£ I o £ 3 = 9 = © °
a " a o a -] a
I 1 T T 3 R B 3 gl 8
8 ! ' g — 8 | — - g I A—
LB | 1 L8 w I ‘ ‘ ‘ Lo T
£ s : ‘ 537 59 : 1 i3 1
Ll | =T A=
I L1 e~ I =— Y=
- 3 2 ! ; 3 8 ' ' 3 S |
° s B | L © $* o %I = e 9 I . ° 9 - BE=3 %I
T T T T T T T T T
nt t mt nt t mt nt t mt nt t mt
nu=0.5 nu=1.0 nu=0.5 nu=1.0
(range=10.0,sill=2.0) (range=10.0,sill=2.0) (range=10.0,sill=2.9) (range=10.0,sill=2.9)
e I gl R
s ° 3 5 g4 s S 5 g
T o — s S | H] s 9
e =4 e i e 4 — e ° o
3 ' i +4 [ j i i
s : 5 s ‘ £354 | £ | —
g 84— B 51 3 ° | — 3 54
Hi= | o= i
gl 8 o g _ 4 o 5 g/ o o g 1 5
° -~ B = S === s -— == - E———— ==
T T T s T T T T T T s — T — T — 71—
nt t mt nt t mt nt t mt nt t mt
nu=1.5 nu=2.0 nu=1.5 nu=2.0
Figura(4.12.3) Figura(4.12.4)
(range=166.0,sill=2.9) (range=166.0,sill=2.9) (range=300.0,sill=2.0) (range=300.0,sill=2.0)

~0.012
1
@
4 e-04
~0.0070

-0.014
I
0.00015
I

estimated phi - real phi
~0.016
I
estimated phi - real phi
0 e+00
b
estimated phi - real phi
~0.0080
1 1
estimated phi — real phi
0.00000
1 1

i o
! k=3
4 = T T s g —_ ; T -
- p=——— g .
T T T T T T T T T T
nt it mt nt t mt nt it mt nt nt mt
nu=0.5 nu=1.0 nu=0.5 nu=1.0
(range=166.0,sill=2.9) (range=166.0,sill=2.9) (range=300.0,sill=2.0) (range=300.0,sill=2.0)
o 8
2 g 0 - A
- 4 - E - 8 _
2 e 8 £e] £
L S | T gl o Tos °
£ 3 ; = £ 8 £ 74
& 9 S i a 84 — & o o
S o - < . 5 S T o
s 8 g &4 3 3 B oo | ——
T N T ! T q ' T H
- M= = =
3 J 3 - 3 4 3 4
R == E S 5 g — g
S T T
° T T T ° T T T 3 T T T °
nt t mt nt n mt nt t mt nt nt mt
nu=1.5 nu=2.0 nu=1.5 nu=2.0

Figura 4.12: Boz-plots de valores estimados de quS— ¢ obtenidos a través de 1000 repeti-
ciones. Cada subfigura de 4 gréficos muestra los resultados para cada uno de los cuatro
pares de valores de sill y rango considerados: (2.0,10),(2.9,10),(2.9,166), (2.9, 300).
Con cada subfigura, cada grafico corresponde a cada valor del pardmetro: v =
0.5,1,1.5,2. Finalmente, N = 20 x 20 y ¢ = 5 son fijados, y tres tipos de tapering
son considerados: No taper (nt), Rounded taper (rt) y taper Multiplicativo (mt).
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Figura 4.13: Boz-plots de valores estimados de ®— ¢ obtenidos a través de 1000 repeti-
ciones. Cada subfigura de 4 gréaficos muestra los resultados para cada uno de los cuatro
pares de valores de sill y rango considerados: (2.0,10),(2.9,10),(2.9,166), (2.9, 300).
Con cada subfigura, cada grafico corresponde a cada valor del pardmetro: v =
0.5,1,1.5,2. Finalmente, N = 20 x 20 y ¢ = 10 son fijados, y tres tipos de tapering son
considerados: No taper (nt), Rounded taper (rt) y taper Multiplicativo (mt).
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4.3. Conclusiones

Centrandonos en la familia Matérn de densidades espaciales y espectrales,
como una clase general y flexible que contiene mucho interés y familia amplia-
mente usada en modelos espaciales, se ha presentado un estudio de simulacién
para el analisis del comportamiento del estimador del periodograma y su uso en la
estimacion de los parametros espaciales caracterizando la variabilidad espacial.
Se muestra que, en general, usando data taper mejoramos la estimacion de los
parametros espaciales. En particular, el rounded taper mejora el multiplicativo
en algunas situaciones donde el parametro de suavizamiento es mayor o igual a
uno. Independientemente del valor de v a ser estimado, los mejores resultados se
obtienen para ¢ > 3 para ambos tipos de taper. Pero también es importante el he-
cho de que para pardametros de tapering mas grandes (> 5) aportan desviaciones
relativas mayores y asi peores estimaciones.

En este capitulo nos hemos centrado en la estimacion de los parametros v, ¢
que juegan un papel en los procedimientos de interpolacion local, y el otro hecho
de que bajas frecuencias tienen un comportamiento sobre el espectro que afecta
muy poco a la interpolaciéon. Asi, en este contexto, el rango no es un parame-
tro critico, y esto nos permite el uso de modelos lineales para la estimacion de
parametros. Los resultados muestran claramente la dependencia en la validacion
de los modelos lineales, sin embargo algunos otros modelos podrian ser usados
para la estimacion de parametros. Por ejemplo, la regresion cuantil podria ser una
alternativa potente. También hacer notar que podria ser interesante la estimacién
de v, ¢, o, sin suponer altas frecuencias. Esto nos llevaria al uso de minimos cua-
drados ponderados no lineales. Una comparacion entre la estimacién espacial y
espectral es un punto clave aqui, como es investigado en otro capitulo y en Mateu
et al. (2005).



N sill rango real (¢) media (¢) de (¢) sr(¢) media (v) de (v) sr(v)
20x20 2.0 10 0.2000  0.0220 0.0042 -0.8900 0.1519 0.1228 -0.6962
2.9 10 0.2900  0.0333 0.0083 -0.8852 0.1449 0.1175 -0.7102
2.9 166 0.0175  0.0024 0.0007 -0.8628 0.2378 0.1330 -0.5244
2.9 300 0.0097  0.0018 0.0004 -0.8144 0.2398 0.1346 -0.5204
10 x10 2.0 10 0.2000  0.0213 0.0078 -0.8935 0.0049 0.1600 -0.9902
2.9 10 0.2900  0.0295 0.0125 -0.8983 -0.0162 0.1906 -1.0324
2.9 166 0.0175  0.0021 0.0009 -0.8800 0.0399 0.1789 -0.9202
2.9 300 0.0097  0.0013 0.0005 -0.8660 0.0697 0.1751 -0.8606
5 X b 20 10 0.2000  0.0137 0.1184 -0.9315 -0.4158 0.3327 -1.8316
29 10 0.2900  0.0216 0.0154 -0.9255 -0.3934 0.3264 -1.7868
2.9 166 0.0175  0.0016 0.0011 -0.9086 -0.2993 0.2851 -1.5986
2.9 300 0.0097  0.0008 0.0009 -0.9175 -0.3726 0.2929 -1.7452

Tabla 4.1: Resultados de simulacion, basados en 1000 repeticiones, cuando son estimados los parametros ¢ y
v. Los parametros tedricos considerados aqui son: v = 0.5, N = 20 x 20, 10x 10, 5 x5 y sus correspondientes
combinaciones de (sill, rango). El periodograma estd basado en un rounded taper con § = ¢ = 3. Las
etiquetas son las siguientes: nt = no taper, rt = rounded taper, mt = taper multiplicativo, de = desviacién

estandar y sr = sesgo relativo.
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N sill rango real (¢) media (¢) de (¢) sr(¢) media (v) de (v) sr(v)
20x20 2.0 10 0.0020  0.0030 0.0019 0.5100  1.5473 0.1306 0.0315
29 10 0.0029  0.0049 0.0035 0.6896  1.5611 0.1410 0.0407
2.9 166 6.3e-7  4.1e-5 5.3e-5  67.3333 1.8054 0.0755 0.2036
2.9 300 1.1e-7 1.2e-5 1.3e-5 119 1.8050 0.0757 0.2033
10 x10 2.0 10 0.0020  0.0041 0.0033 1.0500  0.6827 0.1262 -0.5448
29 10 0.0029  0.0049 0.0043 0.6896  0.6761 0.1335 -0.5493
2.9 166 6.3e-7 2.3e-5 2.1e-5 37.3333 0.6825 0.1077 -0.5450
2.9 300 1.1e-7 9.2e-6 1.1e-5 91.0000 0.6810 0.1040 -0.5460
5 XD 2.0 10 0.0020  0.0022 0.0028 0.1000  0.0922 0.1642 -0.9385
29 10 0.0029  0.0034 0.0035 0.1724  0.1284 0.1548 -0.9144
2.9 166 6.3e-7  1.4e-5 2.1e-5 22.3334 0.1605 0.0614 -0.8930
2.9 300 1.1e-7  3.7e-6 4.1e-6 3.6e-6  0.1658 0.0547 -0.8895

Tabla 4.3: Resultados de simulacion, basados en 1000 repeticiones, cuando son estimados los parametros ¢ y
v. Los parametros tedricos considerados aqui son: v = 1.5, N = 20 x 20, 10x 10, 5 x5 y sus correspondientes

combinaciones de (sill, rango). El periodograma estd basado en un rounded taper con 6 = € = 3.
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v nt rt mt
media de ST media de ST media Sr de

0.5 0.1378 0.1134 -0.7244 | 0.1037 0.1153 -0.7926 | 0.1332 0.1090 -0.7336
e=1 [ 1.0 0.6996 0.1261 -0.3040 | 0.6879 0.1347 -0.3121 | 0.8981 0.1303 -0.1019
1.5 0.9290 0.2431 -0.3807 | 0.8909 0.2692 -0.4061 | 1.6098 0.1639 0.0732
2.0 | 0.8877 0.2699 -0.5561 | 0.8622 0.3372 -0.5689 | 2.2475 0.1428 0.1238
0.5 0.1359 0.1132 -0.7282 | 0.1449 0.1175 -0.7102 | 0.1770 0.1436 -0.6460
e=3 | 1.0 0.7049 0.1190 -0.2951 | 0.8811 0.1427 -0.1189 | 0.9062 0.1559 -0.0938
1.5 0.9215 0.2559 -0.3857 | 1.5611 0.1410 0.0407 | 1.6917 0.1925 0.1278
2.0 || 0.9082 0.2933 -0.5459 | 1.8713 0.1186 -0.0644 | 2.4728 0.1825 0.2364
0.5 0.1213 0.1058 -0.7574 | 0.1262 0.1316 -0.7476 | 0.1370 0.1277 -0.7260
e=5 [ 1.0} 0.7162 0.1304 -0.2838 | 0.8329 0.1529 -0.1671 | 0.8462 0.1436 -0.1538
1.5 ] 0.8845 0.2608 -0.4103 | 1.5256 0.1619 0.0171 | 1.5671 0.1676 0.0447
2.0 || 0.8601 0.2833 -0.5699 | 2.1169 0.1285 0.0585 | 2.3124 0.1991 0.1562
0.5 || 0.1278 0.1183 -0.7444 | 0.1239 0.1572 -0.7522 | 0.1552 0.1489 -0.6896
e=10| 1.0 || 0.7011 0.1244 -0.2989 | 0.7895 0.1663 -0.2105 | 0.7864 0.1564 -0.2136
1.5 09161 0.2393 -0.3893 | 1.4441 0.1540 -0.0373 | 1.4111 0.1621 -0.0592
2.0 || 0.8898 0.2778 -0.5551 | 2.0306 0.1488 0.0153 | 2.0551 0.1578 0.0275

Tabla 4.5: Resultados de simulacion para el parametro v basados en 1000 repeticiones cuando N = 20 x 20,
v=05,1,1.52, ¢ =1,3,510 y (sill=2.9, rango=10). Las etiquetas son las siguientes: nt = no taper, rt
= rounded taper, mt = taper multiplicativo, de = desviacion estandar y sr = sesgo relativo.
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0.5 || 0.2088 0.1197 -0.5824 | 0.1555 0.1263 -0.6890 | 0.2438 0.1216 -0.5124
e=1 1.0} 0.8384 0.1730 -0.1616 | 0.8298 0.1725 -0.1702 | 1.1669 0.1979 0.1669
1.5 || 0.9403 0.2501 -0.3731 | 0.9924 0.1935 -0.3384 | 2.2482 0.1703 0.4988
2.0 || 1.0274 0.3006 -0.4863 | 1.0930 0.1145 -0.4535 | 2.5570 0.1258 0.2785
0.5 0.2220 0.1256 -0.5660 | 0.2398 0.1346 -0.5204 | 0.2252 0.1366 -0.5496
e=3 | 1.0 0.8110 0.1626 -0.1890 | 1.1639 0.1869 0.1639 | 1.2099 0.2138 0.2099
1.5 0.9492 0.2589 -0.3672 | 1.8050 0.0757 0.2033 | 2.5277 0.2280 0.6851
2.0 || 1.0038 0.3013 -0.4981 | 1.8300 0.0508 -0.0850 | 3.2298 0.0883 0.6149
0.5 0.2134 0.1236 -0.5732 | 0.1820 0.1303 -0.6360 | 0.2104 0.1438 -0.5792
e=5 1.0} 08374 0.1727 -0.1626 | 1.0831 0.1895 0.0831 | 1.0520 0.2097 0.0520
1.5 0.9962 0.2398 -0.3359 | 2.0485 0.1426 0.3657 | 2.4486 0.2838 0.6324
2.0 | 1.0123 0.2624 -0.4939 | 2.1931 0.0561 0.0966 | 3.8245 0.1745 0.9123
0.5 || 0.2030 0.1307 -0.594 | 0.1680 0.5230 -0.3320 | 0.1099 0.1633 -0.7802
e=10| 1.0 || 0.8548 0.1766 -0.1452 | 0.9317 0.1705 -0.0683 | 0.9120 0.1664 -0.0880
1.5 || 1.0173 0.2776 -0.3218 | 1.9082 0.1931 0.2721 | 1.9238 0.2433 0.2825
2.0 || 1.0154 0.2882 -0.4923 | 2.4638 0.1620 0.2319 | 3.4377 0.3274 0.7188

Tabla 4.7: Resultados de simulacion para el parametro v basados en 1000 repeticiones cuando N = 20 x 20,
v=20.5,1,1.5,2, ¢ =1,3,510 y (sill=2.9, rango=300). Las etiquetas son las siguientes: nt = no taper, rt
= rounded taper, mt = taper multiplicativo, de = desviacion estandar y sr= sesgo relativo.
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0.29 0.0359  0.0088 -0.8760 | 0.0329 0.0084 -0.8862 | 0.0306  0.0066 -0.8944
1 0.029 0.0134  0.0058 -0.5383 | 0.0112  0.0037 -0.6148 | 0.0098  0.0034 -0.6621
0.0029 || 0.0068 0.0036  1.3621 | 0.0047  0.0037 0.4379 | 0.0039 0.0026  0.3448
0.00029 || 0.00536 0.00453 17.483 | 0.00267 0.00242 8.2069 | 0.00264 0.00246 8.1035
0.29 0.0360  0.0082 -0.8758 | 0.0312 0.0075 -0.8925 | 0.0318 0.0073 -0.8903
3 0.029 0.0132  0.0054 -0.5434 | 0.0097 0.0039 -0.6689 | 0.0095  0.0030 -0.6724
0.0029 || 0.0069 0.0037 1.3897 | 0.0041 0.0023 0.4069 | 0.0038 0.0021 0.3103
0.00029 || 0.00513 0.00411 16.6897 | 0.00136 0.00152 3.6896 | 0.0026  0.0022  7.9655
0.29 0.0343  0.0080 -0.8817 | 0.0288  0.0069 -0.9008 | 0.0295 0.0069 -0.8983
5 0.029 0.0142  0.0065 -0.5083 | 0.0072  0.0021 -0.7583 | 0.0072  0.0021 -0.7517
0.0029 || 0.0076  0.0043 1.6379 | 0.0020 0.0009 -0.2931 | 0.0018 0.0007 -0.3793
0.00029 || 0.00466 0.00417 15.0690 | 0.00086 0.00055 1.9655 | 0.0006  0.0004 1.0689
0.29 0.0358  0.0102 -0.8765 | 0.0286  0.0081 -0.9014 | 0.0304  0.0087 -0.8951
10 | 0.029 0.0134  0.0053 -0.5355 | 0.0061  0.0018 -0.7886 | 0.0060  0.0016 -0.7931
0.0029 || 0.0075 0.0059  1.5862 | 0.0012  0.0004 -0.6000 | 0.0011  0.0003 -0.6207
0.00029 || 0.00464 0.00341 15.000 | 0.00027 0.00012 -0.0670 | 0.00021 6.57e-5 -0.2758

Tabla 4.9: Resultados de la simulacién para el parametro ¢ basado en 1000 repeticiones cuando N = 20x 20,
v=05,1,152, ¢ =1,3,510 y (sill=2.9, rango=10). Las etiquetas son las siguientes: nt = no taper, rt
= rounded taper, mt = taper multiplicativo, de = desviacion estandar y sr= sesgo relativo. La columna de

¢ corresponde a la expresién ¢ = o2a?”.
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€ 0] nt rt mt
media de Ssr media de Ssr media de Ssr
0.00967 || 0.00168 0.00058 -0.8263 | 0.00138 0.00050 -0.8573 | 0.00129 0.00036 -0.8666
1 | 3.220e-5 || 7.839e-5 5.819e-5 1.4344 | 4.750e-5 3.440e-5 0.4752 | 2.501e-5 1.344e-5 -0.2233
1.074e-7 || 1.686e-5 2.107e-5 155.98 | 1.016e-5 1.109e-5 93.600 | 3.942e-6 3.532¢-6 35.704
3.580e-10 || 1.057e-5 1.193e-5 29524 | 6.421e-6 6.421e-6 17935 | 1.73e-6 1.420e-6 4839.78
0.00967 || 0.00169 0.00061 -0.8252 | 0.00131 0.00038 -0.8645 | 0.00122 0.00034 -0.8738
3 | 3.220e-5 || 7.100e-5 5.569e-5 1.2050 | 3.085e-5 1.864e-5 -0.0419 | 2.69e-5  1.56e-5 -0.1645
1.074e-7 || 2.016e-5 2.470e-5 186.71 | 6.090e-5 5.564e-6 566.04 | 6.32e-6  5.21e-6 57.8454
3.580e-10 || 1.051e-5 2.814e-6 29357 | 2.814e-6 2.733e-6 7859.3 | 3.49e-6  3.22e-6 9747.60
0.00967 || 0.00167 0.00054 -0.8273 | 0.00107 0.00026 -0.8894 | 0.00115 0.00032 -0.8810
5 | 3.220e-5 || 7.997e-5 6.963e-5 1.4835 | 1.654e-5 7.554e-6 -0.4863 | 1.35e-b  5.80e-6  -0.5807
1.074e-7 || 1.981e-5 2.082e-5 183.45 | 1.932e-6 1.622e-6 16.990 | 1.11e-6  8.72e-7  9.3351
3.580e-10 || 9.121e-6 9.400e-6 25479 | 8.532e-7 7.602e-7 2382.2 | 6.99e-7  8.44e-7 1951.51
0.00967 || 0.00160 0.00055 -0.8345 | 0.00105 0.00031 -0.8914 | 0.00095 0.00028 -0.9017
10 | 3.220e-5 || 8.434e-5 8.702e-5 1.6193 | 9.127e-6 2.957e-6 -0.7166 | 9.11e-6  2.86e-6 -0.7170
1.074e-7 || 2.189e-5 2.320e-5 203.75 | 3.441e-7 3.383e-7 2.2039 | 1.70e-7  1.06e-7  0.5828
3.580e-10 || 8.052e-6 8.686e-6 22490 | 1.844e-7 1.925e-7 514.08 | 2.87e-8  2.46e-8 79.1675

Tabla 4.11: Resultados de la simulacién para el parametro ¢ basado en 1000 repeticiones cuando N =
20 x 20, v =0.5,1,1.5,2, ¢ = 1,3,5,10 y (sill=2.9, rango=300). Las etiquetas son las siguientes: nt = no
taper, rt = rounded taper, mt = taper multiplicativo, de = desviacién estandar y sr= sesgo relativo. La

columna de ¢ corresponde a la expresion ¢

= o2a®.
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120  Capitulo 4. Analisis de la estimacion de la densidad espectral y de las
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122 Capitulo 5. Analisis comparativo entre las estimaciones espaciales y
espectrales

5.1. Introduccién

La motivacién particular de este capitulo se centra en el andlisis comparativo
entre las estimaciones procedentes del campo espacial y del campo espectral.
Proponemos, para ello un estudio completo de simulaciéon que cubre una amplia
casuistica para cubrir cuantas mas situaciones reales posibles. Nuevamente serd la
familia Matérn el modelo elegido para tratar la dependencia espacial. Vamos
a recordar solo algunos elementos para definir la familia de Matérn. Para una
explicacién més completa, acudir a la Seccién (3.3).

El analisis espectral de procesos estacionarios es muy ventajoso en casos en
los que se necesita analizar muchos datos y en estudios de propiedades de pro-
cesos multivariantes. Las bases de datos utilizados en geostadistica suelen estar
distribuidos en grandes regiones y ser extensos en numero. Estos son a menudo
dificiles de tratar y llevan mucho tiempo en el cdlculo computacional de la ma-
triz inversa de covarianzas para obtener la funcion de verosimilitud. El uso del
algoritmo de la transformada de Fourier (Fast Fourier Transform, FET) para las
densidades espectrales, es una buena solucién para estos problemas. Sin embargo,
FFT puede ser usado solo en datos espaciados regularmente en una malla, aunque
esta desventaja, no es tan importante por las conexiones entre las estimaciones
de las densidades espectrales en el caso de malla regular y datos espaciados irre-
gularmente (Renshaw, 2002). El periodograma, estimaciéon no paramétrica de la
densidad espectral, es una buena herramienta para el estudio de las propiedades
de los procesos estacionarios observados en una malla de dos dimensiones (Stein,
1999a).

En la primera seccion de este capitulo, vamos a conocer distintas expresiones
formales del modelo de Matérn que seran utilizadas para los distintos métodos de
estimacién de los parametros que presentaremos en la siguiente seccion. Seguida-
mente, desarrollaremos la dependencia del periodograma para datos regularmente
espaciados tanto para los casos en los que se utiliza el tapering como en los que
no. Finalmente, en la tultima seccién, presentaremos un estudio comparativo de
los estimadores de los parametros donde, a partir de distintos escenarios en los
que variaremos el tipo de tapering, pardametros y el método de estimacién, ana-
lizaremos y estudiaremos los sesgos producidos en las distintas estimaciones que
nos permitirdn comparar las estimaciones espaciales y espectrales y conocer en
que casos son mejores unos estimadores frente a otros.



5.2 Expresiones formales del modelo Matérn 123

5.2. Expresiones formales del modelo Matérn

Un primer formato de la funcién de correlacién de la familia Matérn es, tal y
como hemos comentado en capitulos anteriores, el siguiente:

p(u) = 292_11“92) (2119\1@)62 Ko, (21197\1/972)

donde (6,65) son un par de pardmetros, #; > 0, es un parametro de escala que
controla el rango espacial de correlacién y 65 > 0 controla el suavizamiento del
campo aleatorio.

La version espectral del modelo Matérn toma la forma,

(5.1)

flw) = ¢(a? + w[*) D) (5.2)

con pardametros v > 0,a > 0y ¢ > 0 ( el valor d es la dimensién del proceso
espacial Z). Aqui, el vector de los pardmetros de covarianza es 0 = (¢,v, a).
El pardmetro a~! puede ser interpretado como el rango de autocorrelacién. El
parametro v mide el grado de suavizamiento del proceso Z, cuanto mayor es el
valor de v, mayor suavizamiento tendra Z, y ¢ es el cociente entre la varianza o
o sill y el rango (a™!) elevado a la potencia 2v, ¢ = o2a?.

Hay que hacer notar la diferencia fundamental entre este capitulo y el anterior
en cuanto a la suposicién de trabajar bajo altas frecuencias. Obsérvese que ahora
vamos a trabajar con la expresién (5.2) que al suponer que trabajamos con todo
el conjunto de frecuencias, contiene el parametro rango en su interior, lo que nos
permitird estimarlo (recordar que en el capitulo anterior suponia altas frecuencias
lo que nos llevaba a fijar dicho pardmetro, ver seccién (4.2)).

La correspondiente funcién de covarianza para la clase Matérn toma la forma,

o 7.(.d/2¢
= YKy 5.3
0(0) = oy 5 gy (@ XD o ) (53)
donde £, es la funcién de Bessel modificada. Por ejemplo, cuando v = %, podemos
decir recuperar la funcién de covarianza exponencial
Cy(x) = mpa exp(—a|x|) (5.4)

Cuando v es de la forma m+1/2 con m un entero no negativo, la funcién de
covarianza de Matérn es de la forma e~ veces un polinomio en |x| de grado m.
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La simplicidad de la representacion del proceso en el dominio espectral frente
al dominio espacial es clara con simplemente comparar las formas de f(w) y la
covarianza correspondiente Cy(x).

En las representaciones de covarianzas de Matérn, una covarianza Gaussiana
y una covarianza exponencial, la primera es mas plana en el origen lo que indica
que el proceso espacial es muy suavizado. Por otra parte, la exponencial es casi
lineal en el origen, indicando que el correspondiente proceso espacial no es muy
suavizado, de hecho este proceso no es uniformemente diferenciable en media
cuadratica .

5.3. Meétodos de estimacion de los parametros

En esta secciéon comentamos brevemente el método de MCP espacial y los
métodos MCP, MCO y ML espectrales.

5.3.1. Minimos cuadrados ponderados espaciales

Supongamos que tenemos estimado el semivariograma 7(h) en un conjunto
finito de valores de h, y queremos ajustar un modelo especificado por una funcién
paramétrica 7y(h; 0) en términos de un vector finito de pardmetros 6. Este vector
suele contener los tres pardametros, efecto nugget, sill y rango. Supongamos que
se ha utilizado el estimator de los momentos 7 y sea 4 el vector que contiene los
valores estimados y (6) el vector de los valores derivados por el modelo sobre los
mismos valores de h.

Tenemos tres posibilidades para los métodos de estimaciéon minimo cuadratica
no lineal:

e Minimos cuadrados ordinarios (MCO), en los que se toma € como aquel
valor que minimiza

{7 =20} {7 —0)}-

e Minimos cuadrados generalizados (MCG), en los que se toma 6 como aquel
valor que minimiza

A=Y VEO) {7 -0}

Aqui V() denota la matriz de covarianzas de ¥, la cual depende de 6.
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e Minimos cuadrados ponderados (MCP), en los que se toma 6 como aquel
valor que minimiza

=@}y W(©O)" {7 —v(0)}.

En este caso W (#) es una matriz diagonal cuyos elementos de la diagonal son
las varianzas de 4. Por tanto MCP admite varianzas de 4, aunque no covarianzas,
como si lo hace el MCG.

Cuando hagamos referencia a este tipo de ajuste, hablaremos de MCP-espacial,
para poder diferenciarlo, tanto en los graficos como en las aplicaciones, de los
ajustes espectrales.

5.3.2. Método de Maxima Verosimilitud en la escala es-
pectral

Supongamos que tenemos el siguiente modelo de regresion:

Vi = m(wy) + 2 (5.5)

donde Y} es el logaritmo del periodograma (log(Iy)), m(wy) es el logaritmo de
la densidad espectral, log(f(w)).
La funcién de méaxima verosimilitud asociada, vendra dada por:

[(n1—-1)/2] [(n2—1)/2]
(Vi — mo(wy,) — ¥ @] (5.6)
k1=1 ko=1

La maximizacién, en este caso, vendra dada por 5, la estimacion méaxima
verosimil de # (aproximacion paramétrica).

Para poder dejar mas claro el tipo de ajuste para este modelo, y siendo co-
herentes con los distintos pardametros, podemos expresar la maximizacion de la

siguiente forma:
> (( (7)) - (55)) 67

es decir, dependiente solo del periodograma y de la densidad espectral, depen-
diente de la frecuencia.

En todo momento, nos referiremos a este caso de ajuste como el ML-espectral,
desarrollado en Crujeiras y Gonzalez-Manteiga (2005).
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5.3.3. Meétodo de MCO y MCP en la escala espectral

En este caso, la expresion general de minimos cuadrados, viene dada por:

ST (Ve —In folwi)) - P) (5.8)

k

En el caso de Minimos Cuadrados Ordinarios (MCO), Tenemos que
P, = 1, y sabiendo que Y} es log(Iy) y m(wy) es log(f(w)), la expresién (5.8)

quedard:
S((Fe) ) 6

Nos referimos a este ajuste como el método MCO-espectral.

Para el Método de Minimos Cuadrados Ponderados (MCP) en la es-
cala espectral, tomaremos P, = e~/(“r)que sustituyendo en la expresion (5.8)
nos dara la forma de la expresién a ajustar:

ST ((Vi = In fy(wy))* - e f@0) (5.10)

k

Este método lo denotaremos por MCP-espectral.

5.4. Dependencia del periodograma para datos
regularmente espaciados

5.4.1. Marco espacial

Tomamos {Z(s),s € D}, D € R? un proceso espacial estacionario con fun-
cién de covarianza

C(h) = Cov(Z(s+h), Z(s)), s,s+heD (5.11)

Para simplificar, asumimos que Z(-) es de media cero. Asi, este proceso puede ser
representado (Yaglom, 1987) en forma de una integral de Fourier-Stieltjes

Z(s) = /R 2 exp(isT A)dY () (5.12)
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donde Y (+) es un proceso aleatorio en el dominio espectral. En el caso estacionario,
los incrementos de estos procesos son incorrelados. Denotando por

EYA)Y (X)) =G(A), XeR? (5.13)

donde Y denota la conjugada de Y. Obtenemos el espectro del proceso. La funcién
covarianza puede ser escrita como

C(s — h) = Cov(Z(s), Z(h)) = /R exp(ils — h)TA)G() (5.14)

Si G tiene una densidad espectral con respecto a la medida de Lebesgue, esta
densidad f, es la transformada de Fourier de la funcién de covarianza

1
f(w> - (277')2

/ exp(—ih’w)C(h)dh, w € R? (5.15)
R2

Asumimos que nuestro proceso Z(-) es observado en N localizaciones. Un buen y
conocido estimador no paramétrico de la densidad espectral es el periodograma,
dado por

2

! Z Z(s)exp(—is'w)| , w e R? (5.16)

[N(w) - (277')271,171,2

Si consideramos la transformada de Fourier discreta (DFT) de nuestro proceso
Z(+) y la evaluamos en un conjunto de frecuencias w € R?

1
27T\/N

entonces, el periodograma puede ser escrito como

d(w) = > exp(—is"w)Z(s), (5.17)

Iy(w) = d(w)d(w) (5.18)

En la préctica, podemos asumir que nuestro proceso es observado en una
malla regularmente espaciada con tamano n; X ns, v que el estimador del perio-
dograma se hace s6lo en un grupo finito de frecuencias de Fourier. En el analisis
de Fourier, es conocido que las sumas parciales de unas series de Fourier no son
necesariamente una buena aproximacion de la funcion de interés. Los data taper
aparecen en los andlisis de Fourier para mejorar la aproximacion de las sumas
parciales de unas series de Fourier a una funcién continua. Esos tapers (factores
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de convergencia) normalmente envuelven un maximo de 1 para t = 0 y, decrecen

a 0 cuando |t| crece, donde |s| = \/s? + s3.

Suposicién 1 Asumimos que h(s), s € R? es medible en s, con soporte compacto,
[ h(s)*ds # 0 y existe una constante finita K tal que

/|h(s+t) — h(t)|dt < K|s| (5.19)

Esta tltima condicion es una forma de la condicién de integrabilidad de Lips-
chitz. Como podemos ver en Brillinger (1981) o Brockwell y Davis (1991), esta
condicién es satisfecha por funciones con primeras derivadas uniformemente aco-
tadas y por funciones de variacién acotada. Definimos también

Z h(s)" exp(—iw’s)ds, w € R? (5.20)

Esta funcion existe porque h es acotada de soporte compacto. Y para el teore-
ma de Riemann-Lebesgue, H,(w) — 0 cuando |w| — oo. En lugar de considerar
la transformada discreta de Fourier del proceso (datos observados), consideramos
la transformada de Fourier de los valores tapered

Z h(s)Z(s) exp(—is’w), w € R? (5.21)

y el estimador para la densidad espectral es el periodograma tapered

2
1
IT - T —zs w 99
5 = G T = G (5.22)
De las expresiones (5.21) y (5.22), es ficil ver que
d'(w) = / H(w — A)dY () (5.23)

Asi, en la practica, deseamos d” (w) que no sea demasiado diferente de dY (w).
Entonces, h debe seleccionarse tal que H es una funcién de peso suavizada en
la que la masa estd concentrada cerca del origen. Algunos data taper para series
espaciales pueden ser encontradas en Brillinger (1970), pero es bastante comun
el uso de taper multiplicativo, obtenido por multiplicacién de dos data tapers (en
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R?), una por cada componente. Los factores de convergencia y sus respectivas
transformadas de Fourier son descritas en Brillinger (1981). Usando data taper,
se reduce la desviacién de los efectos de borde. En series espaciales, un nuevo data
taper ha sido recientemente propuesto por Fuentes (2004). Es el rounded taper,
el cual da mas tapering a las observaciones de las esquinas.

Brillinger (1974) aproxima las expresiones de d” (w) y d(w) para grandes canti-
dades de datos. Para w = 0, d*(0) es asintéticamente normal. Para una frecuencia
w # 0, la distribucién asintética es normal compleja.

5.4.2. Cumulantes espaciales y cumulantes espectrales.
Caso espacial

Una completa descripcién de los cumulantes para propiedades de series espa-
ciales puede ser encontrada en Brillinger (1970). Aqui, introducimos la definicién
y remarcamos algunas propiedades, que nos haran falta para demostrar las pro-
piedades de las siguientes secciones.

Definicién 1 Tomamos (X, ..., X,) una r-variable aleatoria. El cumulante de
Xq,..., X, es el coeficiente de ty,...,t. en la expansion del cumulante, generali-
zando la funcion

log E (X5 %i%) (5.24)
Una definicién alternativa viene dada por

cum(Xy,..., X,) =Y (-0 (p-DE(] X)) ... E(]] X;dF)  (5.25)

JEM JE€Hp
donde las sumas y productos se extienden sobre todas las particiones (g1, . . ., f,),
p=1,...,rde (1,...,7). De esta definicién, una relacién inversa es obtenida
E(Xy...X,) =) (cum{X;,j € m}) ... (cum{X;,j € ,}) (5.26)

Ademas, los cumulantes son simétricos y multilineales en sus argumentos (Bri-
llinger, 1981) y si algun grupo de { X7, ..., X..} es estadisticamente independiente
del grupo que queda, entonces cum(Xy,...,X,) = 0. Por esta propiedad, los
cumulantes pueden ser usados como una medida de dependencia estadistica en-
tre variables. Entonces, los cumulantes de una simple variable es su esperanza
y la covarianza entre X y Y es el correspondiente cumulante de X y Y. Como
consecuencia, la densidad espectral puede ser cubierta por un cierto cumulante.
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Definiciéon 2 Supongamos que los momentos de X;,7 = 1,...,r de todos los
ordenes existen. La funcion del cumulante conjunto de orden k se define como

Cl,...,k(sla ey 3(k—1)) = cum{X1(81 + S), Ce ,Xk—l(sk—l + 8), Xk(S)} (527)
Hacer notar que
Cl,...,k(Sh cee Sk—l) = Cl,...,k(Sh ey Sk—1, 0) (5-28)

Si X es estacionario y sus momentos existen y satisface

//{|31| + oo semal ) len okl (S1, o Sem1)dsy L dsp— < 00 (5.29)
entonces, podemos definir los cumulantes espectrales de orden k£ como

fl,...,k(Al, ey Ak_:[) =
@) 26D [ fer s sen)e DN 0 dsy L dsiy

Para el caso particular de k = 2, se obtiene la densidad espectral.

5.4.3. Resultados tedricos en el dominio espacial

En las siguientes proposiciones, S RF' denotard un Spatial Random Field (Cam-
po aleatorio Espacial).

Proposicién 1 (Porcu, et al. (2005)) Tomamos Z ~ SRF(u,C(h)), observado
en una malla reqular ny X ng y N = nying. Tomamos In(+) el periodograma sin
taper de la ecuacion (5.16). Finalmente, supongamos que C'(h) es tal que

> C(h)]| < .

Entonces

E(Iy(w)) = m/_i/_: Fm”m/zr [Sm”zwz/zrfeu)dx+

sinwy /2 sin wy /2

1 sinnqwy /2 2 sin nows /2 2 9
(2m)%niny | sinwy/2 sin wq /2

(5.30)
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Demostracion.
Por propiedades elementales de los cumulantes

E(d(w)d(w)) = cum(d(w)d(w)) + | E(d(w))],

donde d(w) viene definido como en la ecuacién (5.17). Entonces obtenemos

2

1

(27r)2n1n2

E(ly(w)) = E

Z Z(s) exp(—iw’'s)

= cum(d(w)d(w)) + |eum(d(w))|”

2
Z exp(—iw” s)

Obteniendo las diferencias s —t = h , el vector diferencia sera

1

(27r)2n1n2

12

{1—n1,...,n1—1}X{l—n2,...,n2—1}

h h
Cada vector h aparece <1 | 1|) (1 — M) veces y juega el mismo papel que
nq o

un taper en un DFT (transformada de Fourier discreta). Hacer notar que el kernel
de Bartlett viene dado por

i s ] Cavean] o

y se puede obtener por medio de

nil nil ( Lt ) (1 - |z—2|) g(h) exp(—iw’h) =

hi=1—-n1 ha=1—n> 2

[ 1 sinnyA;/2 2 sin ng g /2 2
= /_w /—w (27r)2n1n2 |i sin )\1/2 :| sin )\2/2 G(w )\)d)\

Asi, finalmente completamos la prueba mediante
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BUy@) = > (1-20) (1= 22D e -inrioromy

2

1
+ 27T)ZN‘Z:eXp —isT w)
. 1 81nn1>\1/2 sinn2)\2/2 2
B 27T)2N/ / < sm)\ 1/2 ) ( sin Ay /2 folw = A)dA
N 1 smnlw1/2 sin nowy /2 2 9
(27)2N \ sinw, /2 sinws/2 )
1 sinng (w; — A1)/2 2 sinng(wy — A2)/2 2
= d
(2m)2N /_W/_W< sin wl A1)/2 ) sin(ws — Ag)/2 Jo(A)dA
1 smnlwl/Q sin nows /2 2 5
+ - . u
(2m)2N \ sinw;/2 sinwsy /2
Proposicién 2 (Porcu, et al. (2005)) Tomando Z ~ SRF(u,C(h)), observado

en una malla reqular nqy X no y N = niny. Sea Ijj\;() el periodograma tapered que
aparece en la ecuacion (5.22). Finalmente, supongamos que C'(h) es tal que

Z|c )| < oo.

Entonces

B(If(w) = (<2w>2 [ Z|H<A>|2dx)_1 A R VIR eN

Demostracion.
Hacer notar que

/_W /_W A)PdX = (2m)* ) " h2(t)

t

La esperanza del periodograma tapered, viene dada por
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E(IL(w)) = mE(dT(w)dT(wD
- mcum(d%),_ﬂ(w»
+ G @ @) (5.3)

donde dT viene definido en la ecuacién (5.21). Ahora, operando en el primer
término de (5.33) tenemos

WWW% (W)
= (2r 2H2 ZZh t) exp(— st )exp(itTw)C(s—t)
- wHQ / / 55 M e -its )T explils ~ 6 A AN)IA

_ 27r2H2 /_W/_W Zh £) exp(—i(s — £)7(w — A)) fo(A)dA

s

- (27?2;}[2 /_ﬂ /_ﬂ {Z h(s) exp(—is" (w — X)) Z h(t) exp(it” (w — )\))} Jo(A)dA

:W/_W/_JHW A)[? fo(A)dA
:W//'H ) folw — A)dA

Finalmente, operando en el segundo término, tenemos

1 T w 2
2 ]‘ 2,2
- 2H2 = o) T @ls




134  Capitulo 5. Analisis comparativo entre las estimaciones espaciales y
espectrales

Antes de ir a otros resultados tedricos, podemos hacer unos comentarios. En
ambos casos, el valor esperado del periodograma depende de las dimensiones de
la malla, pero mientras el periodograma tapered, Iy(+), en (5.30) depende directa-
mente de las dimensiones de la malla, el periodograma tapered correspondiente en
(5.32) depende sélo a través del taper asociado H. Asi, la forma analitica elegida
para los resultados del taper es crucial para la dependencia del valor esperado en
las dimensiones de la malla en el que vamos a trabajar.

Ademds, tal y como es conocido, ambos Iy(-) y IL(+) son asintéticamente in-
sesgados. Pero, jcudl tiene menor desviacion en una malla finita? La comparacién
no es posible mientras el taper no esté definido. Es razonable esperar que I%(+)
tenga menor sesgo, pues el procedimiento de tapering reduce el efecto de picos de
vecindad y los llamados efectos de borde. El kernel de Bartlett (5.31) presenta el
inconveniente de pesos asignados al limite de las frecuencias 0 y todos multiplos
de 2. Asi, este mismo procedimiento de tapering puede ser preferible, incluso
si en los casos en los que, en el dominio de las frecuencias, son enmascarados de
alguna manera por el procedimiento anterior. De hecho, observando las expresio-
nes (5.30) y (5.32), es facil ver que ambas integrales en la mano izquierda de las
dos expresiones, se pueden considerar como promedio ponderado de la densidad
espectral con los pesos proporcionales, en el caso de no tapering, a la componen-
te de distancias entre las frecuencias wy, A1 y we, \o. Esta caracteristica deseable
permite considerar el diverso comportamiento de los distintos componentes del
vector de frecuencias. Cuando elegimos un tapering multiplicativo, se puede ver
una diferente contribucién de las dos componentes wq, wo.

Otro aspecto importante, el cual debe ser tenido en cuenta, es la suposicién
de continuidad/discontinuidad del taper. Si el taper no es continuo, entonces
esto causa una discontinuidad en el origen y los niveles de éste influyen en el
comportamiento asintético de la transformada de Fourier.

Proposicién 3 (Porcu, et al. (2005)) Sea Z ~ SRF(0,C(h)), observado en una
malla regular ny Xng y N = niny. Tomamos In(+) el periodograma sin taper en la
ecuacion que aparece en (5.16). Entonces, la estructura de la covarianza asociada
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al periodograma In(-) vendrd dada por

Cov(Iy(w), IN(A)) = {(sinnl(W1+)\1)/2 sinng(w2+)\2)/2>

nysin(w; + A1)/2 ' ng sin(wy + Ag)/2

sinng (wi — A1)/2 sinng(wp — Ag)/2 2 Ly
+ <n1 sin(w; — A1)/2  masin(wy — )\2)/2) } fo(w)
+ O (5.34)

Demostracion.
La expresién para la covarianza es derivada usando las siguientes igualdades
de bases de cumulantes,

Cov(In(w), In(N)) = cum(d(w)d(w), d(N)d(N))

Definimos:

AX) =) exp(—is"A)

Por la propiedad de los cumulantes de productos de variables, los cuales dan una
expresion de los cumulantes en términos de cumulantes espectrales, es sencillo
ver que

Cov(Iy(w), In(N)) = ((27)?)®N fy(w, —w, A) + O(1)
(A(w) fi + O(1)) ((27)°A(—w) f3(—w, X) + O(1)) + tres términos similares
(A(w)fi +0(1) (AN f1 + O(1)) ((27)°A(~w — A) fo(—w) + O(1))

tres términos similares

(27)*A(w + A) fo(w) + O(1)) ((27)*A(—w — A) fo(—w) + O(1
(2m)*A(w = A) fo(w) + O(1)) ((27)°A(=w + A) fo(—w) + O(1)

+ o+ + + +

~—
N— N—

Desde las dos ultimas adiciones

obtenemos
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2m)* | A(w + NP fa(w)? + 27) | Alw = X) P fo(w)? =

(81nn1(w1 +A1)/2 sinng(ws + >\2)/2)
sin(wy + A1) /2 sin(wg + A2)/2

sinng(w; — Ap)/2 _ sinng(wg — A2)/2 2 e
( sin(w; — Ap)/2 sin(wy — Ag)/2 ) ] fo(w)

lo cual prueba la mayor parte de la eXpreSién (5.34).
Finalmente, el tiltimo término O(N 1) viene de

(27?)2(4_1)Nf4 (w, —w, A)

En este caso, podemos escribir f; en términos de una suma de cumulantes y
entonces, combinar las diferencias u — v = h y u — h, apareciendo el factor N2,
Asumiendo f; = E(Z) = 0, el otro término se cancela. Los factores n;, i = 1,2,
en el denominador, vienen de la definicién de d(w). Hay cuatro de esas Varlables
(en w, —w, A, =), y aparece asf el factor N2.

Proposicién 4 (Porcu, et al. (2005)) Sea Z ~ SRF(0,C(h)), observado en una
malla reqular ny X ny y N = niny. Sea I%(+) el periodograma tapered como en la
ecuacion (5.22). Entonces, la estructura de covarianza asociada al periodograma
que aparece tapered I%(-) vendrd dado por

Cov(Iy(w), Ix(N) = [Ha(0)] {|Ha(w — N[’ + [Ha(w + N)[*} fo(w)?
+ O(NTh (5.35)
Demostracion.

Para completar la expresion del periodograma tapered, vamos a considerar los
factores fraccionales donde H»(0) aparece. Asi,

(
(27) (W, —w,A) + O(1)

(27T)2 2 >\) F(A) +OW)] [(2m)*Ha(—w — X) f2(N)]
(2m)"H ) f2(A) + O] [(27)* Hay(~w + X) + O(1)]

-+
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donde d” es obtenido como en (5.21).
Entonces, la expresién para la covarianza

Cov(Iy(w), Iy(N) = [Hx(0)]* {|Ha(w + A)* + [Ha(w — A)*} fo(A) + O(NT)

Algunos comentarios son necesarios. Las férmulas (5.34) y (5.35), son unos
de los elementos importantes que fundamentan este capitulo, ya que, tanto con
la utilizacion o no del tapering, la covarianza entre los valores del periodogra-
ma es no estacionario, a menos que la densidad espectral sea constante, la cual
corresponderia a un efecto nugget puro, en el dominio espectral. Es interesante
observar que, en el caso de una densidad espectral constante, la covarianza del
periodograma en (5.35) podria depender de la eleccién del tipo de taper, el cual
es evaluado en 0 y en una componente constante o desigual, (w — A) y (w + A),
respectivamente. La suma de los tapers en las dos componentes es suavizado por
el factor |H(0)|?, mientras en (5.34) no hay presencia de pesos en las mismas
sumas.

Otro importante aspecto puede ser deducido para el caso en que w = A, el cual
nos ayuda a obtener la expresion de la varianza para el periodograma con o sin
tapering. Un célculo elemental es que (5.34) presenta una forma indeterminada,
la cual es una caracteristica no deseada, que aleja cualquier conocimiento del
proceso. En (5.35) la varianza existe, pero es evidentemente no estacionaria, y
depende de las frecuencias y de la caracterizacion de la densidad espectral. En el
caso de una densidad espectral constante, la varianza del periodograma tapered
podria ser proporcional a |Hy(0)| 72 {|Hy(2w)|* + 1}.

5.5. Estudio comparativo de las estimaciones de
los parametros

Supongamos que los datos espaciales vienen definidos por un modelo de Matérn
observado sobre una malla regular N = ny X nq, en el cuadrado unidad. Conside-
ramos los siguientes escenarios: (a) distintos valores para el tamafio de la malla
(N) en los cuales el proceso es observado: N = 20 x 20, 30 x 30,40 x 40,50 x 50;
(b) distintas combinaciones para los pardmetros sill y rango: (2.0, 10), (2.9, 10),
(2.9,8.3), (2.9, 15), elegidos de esta forma para cubrir un amplio rango de posibili-
dades, desde una relacién sill - rango de una quinta parte (como en (2.0, 10)) hasta
relaciones menores (como (2.9,8.3)), dentro de las posibilidades de los limites de
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distancia de la regién, es decir si el tamano de la malla es N = 20 x 20, la mayor
distancia euclidea seria aproximadamente 28; (c) seis valores para los parametros
v, el cual controla el grado de suavizamiento del proceso: v = 0.5,1,1.5,2, 3, 4;
(d) tres posibles estimadores para el periodograma espacial: sin tapery con taper
(multiplicativo y rounded); (e) cuatro valores para los pardmetros d, €, my, ma, los
cuales controlan los data taper: 1, 3, 5, 10 (en cada caso, consideraremos cuatro
parametros iguales).

Las distintas combinaciones de parametros fueron seleccionadas para cubrir
el maximo nimero de casos posibles. En el caso de la eleccién de los parametros
0, €, mq, mo, se debe tener en cuenta, que seran como valor limite la mitad de NV,
por lo que si el tamano de la malla es N = 20 x 20 el valor limite sera 10. La
relacion de estos parametros no sera directamente relacionado con los casos de
malla como 30 x 30,40 x 40, 50 x 50, ya que la proporcién es diferente. Con todo
esto, vamos a analizar: (a) el impacto del niimero de puntos de la malla en el
que se observa el proceso sobre la calidad de la densidad espectral y parametros
estimados, (b) el uso de un particular data taper y su impacto en la calidad de
la densidad espectral y los pardmetros estimados, (c) el papel de los pardmetros
que controlan la cantidad de tapering y, finalmente, (d) la comparacién en la
estimacién de los distintos parametros en los formatos espacial y espectral.

Para cada combinacion de los parametros anteriormente considerados, simula-
mos 1000 procesos y para cada proceso estimamos el periodograma y realizamos
una regresion lineal paramétrica para obtener los correspondientes parametros de-
finiendo la dependencia espacial. Presentaremos también los resultados en forma
de box-plots.

Como la cantidad de combinaciones es de parametros es muy grande, intenta-
remos agrupar la mayor cantidad de casos en cada grafico para facilitar el estudio
y el andlisis correspondiente.

Comenzamos esta seccién explicando el formato genérico de los graficos, que
en todos los casos son conjuntos de boz-plots. En cada grafico, en el eje de abscisas
tenemos los distintos métodos de estimacion, numerados del 1 al 9:

1. Prediccién de pardmetros sin taper.

2. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo multiplicativo de parame-
trose=1,0=1.

3. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo rounded de pardmetros
e=1,0=1.
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4. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo multiplicativo de parame-
tros e =3, 0 = 3.

5. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo rounded de pardmetros
e=3,0=3.

6. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo multiplicativo de parame-
tros e =5, 0 = 5.

7. Prediccion de pardametros utilizando: taper de tipo rounded de pardmetros
e=>50=5.

8. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo multiplicativo de parame-
tros € = 10, 0 = 10.

9. Prediccion de parametros utilizando: taper de tipo rounded de pardmetros
e =10, 0 = 10.

Ademas de estos elementos, podemos ver los datos agrupados de la siguiente
forma. Los primeros nueve, boz-plots del 1 al 9, son estimaciones realizadas me-
diante el método de Maxima Verosimilitud espectral. Los nueve siguientes,boz-
plots del 10 al 18, son estimaciones obtenidas mediante el método de Minimos
Cuadrados Ponderados espectrales. Los nueve siguientes, box-plots del 19 al 27,
son estimaciones realizadas mediante el método de minimos cuadrados ordinarios
espectrales. Por 1ltimo, el ultimo caso, boz-plot 28, es la estimacion realizada
mediante el método de minimos cuadrados ponderados espaciales.

Esta primera parte nos permite comparar, en un mismo grafico el tipo de
taper que da mejor prediccion, y el mejor tipo de estimacién comparando anélisis
espectral y espacial.

En cada grupo de gréficos, estimamos un parametro diferente: El primer grupo
(6 boz-plots) son para la estimacién del pardmetro sill, el grupo siguiente (6 box-
plots mas), estimacién del rango y el tercer grupo de 6 boz-plots permiten la
estimacién del pardmetro de suavizado (v).

Todo esto lo podemos analizar en grupos de tres en tres gréficos (es decir,
estimacién de sill, rango y suavizamiento):

= Figuras (5.1-5.3), sill = 2.0, rango = 1.0, (v)=0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0.

» Figuras (5.4-5.6), sill = 2.0, rango = 5.0, (v)=0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0.
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» Figuras (5.7-5.9), sill = 2.0, rango = 10.0, (v)=0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0.
= Figuras (5.10-5.12), sill = 2.9, rango = 10.0, ()=0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0.
» Figuras (5.13-5.15), sill = 2.0, rango = 15.0, (v)=0.5, 1.0, 1.5, 2.0, 3.0, 4.0.

Las Figuras (5.16-5.18), muestran la variacién de estimacién de los parametros
sill = 2.0, rango = 5.0, v = 1.0, con la variacion de la malla, al pasar de 20x20,
30x30, 40x40 y 50x50.

Finalmente, en las tltimas Figuras de este capitulo, (5.19-5.20), podremos
comparar la prediccion del parametro sill = 2.0 y v=0.5, 1.0, para los casos en
los que el rango no es fijo frente a los que si que lo es (rango = 5.0 y 1.0).

Para el caso de sill = 2.0, rango = 1.0, observando la Figura (5.1), podemos
ver que el ML-espectral mejora en todos los casos hasta un valor de v = 1.5, pero
un mayor aumento de suavizamiento empeora la estimacién. Las estimaciones con
MCP-espectral tienen mucha dispersién en todos los casos excepto en v = 1.0.
El MCO-espectral mejora la estimacién al aumentar el v. E1 MCP-espacial es el
mas robusto en todos los casos.

Respecto al rango (ver Figura (5.2)) el MCO-espectral es el que mejor esti-
macién proporciona en todos los casos, ademas de mejorar con el aumento del
suavizado.

Respecto a la estimacién de v (ver Figura (5.3)) en todos los métodos espec-
trales, un aumento del parametro v mejora la estimacién y esto es mas apreciable
en los casos en los que el parametro de tapering es mas alto. Cuando no se utiliza
tapering, hay mucha dispersién en los métodos espectrales.

En las Figuras (5.4-5.6), que representan los casos de sill = 2.0 y rango = 5.0.
Podemos observar que para la estimacion del sill, las técnicas de ML-espectral y
MCP-espectral proporcionan peores estimaciones al aumentar v, mientras que el
caso rounded 3,3 el MCO-espectral es el mejor caso.

Para el caso sill = 2.0 y rango = 10.0 (ver Figura (5.7-5.9)) la estimacién del
sill empeora al aumentar el suavizamiento, es decir el mejor caso se da cuando v
= 0.5 (exponencial). Al igual que antes, el caso rounded 3,3 del MCO-espectral
es un método de estimacién que proporciona buenas estimaciones. La estimacion
del rango tiene en todos los casos mucha dispersiéon. En la estimaciéon de v, los
métodos de ML-espectral y MCO-espectral son mejores que el método espacial.
En general, al aumentar v, empeora la estimacién.

Si observamos las Figuras (5.10-5.12) que comparan el caso sill = 2.9 y rango
= 10.0, las simulaciones son similares al caso de sill = 2.0 y rango = 10.0 por
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lo que la variaciéon del parametro sill no afecta para la eleccion del método de
estimacion.

Si pasamos al caso sill = 2.0 y rango = 15.0 (ver Figuras (5.13-5.15)), serd la
estimacién del sill bajo el caso de menor suavizamiento (v = 0.5), los distintos
casos aportan una buena estimacion, y en particular el ML-espectral es el que
nos da mejores estimaciones. Al aumentar v, solo se mantienen de forma mas
estable (en relacién a la dispersion) los métodos de estimacion ML-espectral y
MCO-espectral.

Si analizamos el aumento de rango, se observa que los estimadores del sill
tienen en general mayor dispersion, siendo buenas las estimaciones en el caso
de ML-espectral con rangos altos. En general, al aumentar el rango aumenta la
dispersién. Ademas, existen casos como v = 1.0 con rango = 15.0 que son dos
ejemplos de buenas estimaciones.

Respecto a la variacion del tamano de malla, al pasar de 20x20, a 30x30,
40x40 y finalmente 50x50 (ver las Figuras (5.16-5.18)), la simulacién del sill y v
mejoran con claridad y en muchas ocasiones también la estimacién del rango.

Si analizamos aquellos casos en que hemos fijado el rango, Figuras (5.19-5.20),
y hemos estimado el sill y el v, no encontramos gran mejoria.

Si lo que queremos es comparar la estimacion segun el tipo de taper utilizado,
podemos observar la Figura (5.21) donde queda claro que, para la estimacion del
parametro v = 1.5 mediante el método MCO-espectral con sill = 2.0 y rango =
5.0, al aumentar los parametros € y 9, en los distintos tipos de tapering utilizado,
mejora la estimacion hasta llegar al tipo rounded con e = 10 y 6 = 10 que centra
sus valores en el v = 1.5.

En resumen, podemos decir que en general el método mas robusto de estima-
cién de parametros, es el MCP-espacial. Sin embargo, este comportamiento no
siempre es asi, ya que en ciertos casos, estas estimaciones tienen gran variabilidad.

También es importante el papel que juega el aumento del tamano de malla ya
que mejora claramente las estimaciones en todos los casos.

Respecto a los distintos parametros, la estimacion del sill suele mejorar con el
aumento de v hasta 1.5. A partir de este punto suele empeorar. Respecto al rango,
se observa que con el aumento de éste, aumenta la dispersién en general para la
estimacion de todos los parametros, desde el mismo rango hasta v y sill. Sélo en
casos concretos, como la estimacién con el método MCO-espectral y tapering del
tipo rounded (3,3), aparecen estimaciones coherentes.

En general, la dispersion de la estimacion del parametro v aumenta con su
valor.
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Todo lo observado hasta ahora, nos permite comentar algunos aspectos de
interés en relacién a la seccion metodolégica del capitulo. Como se observa en
las expresiones (5.30) y (5.32), el periodograma es un estimador sesgado de la
densidad espectral. El sesgo depende de la funcion taper a utilizar. Por tanto,
las estimaciones obtenidas de los distintos métodos utilizados, tienen de forma
intrinseca un sesgo asociado. La combinacién de taper en los parametros € y 9,
reduce dicho sesgo para obtener mejores estimaciones.

Con respecto a la incorrelacion entre valores del periodograma en diferentes
frecuencias, hay que hacer notar que segun las ecuaciones (5.34) y (5.35), dicha
correlacién no es nula, fijado el valor de N (sabemos que si lo es bajo condiciones
limite).

La existencia de esta correlacion, provoca nuevamente sesgo en las estima-
ciones. En particular, hace que la estimacién por regresién lineal (propuesta por
Fuentes, 2000), no sea la mas adecuada. Evidentemente esto provocan ciertos
sesgos de importancia en el conjunto de estimaciones.

Finalmente, para este estudio de simulacién comparativo se han elegido una
coleccion suficientemente general y amplia como para que las conclusiones sean lo
mas representativas posibles. Sin embargo, otros métodos pueden ser utilizados
para este estudio.
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Figura 5.1: Comparaciéon de la estimaciéon del parametro sill=2.0 para los casos: 1-
no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 1.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.2: Comparacién de la estimacién del pardmetro rango=1.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.3: Comparaciéon de la estimacién del pardmetro v = 0.5 (supe-

rior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha) para los casos:

per, 2-multiplicativo(1,1),

3-rounded(1,1),

1-no ta-

4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-

multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y rango=1.0.
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Figura 5.4: Comparaciéon de la estimacion del parametro sill=2.0 para los casos: 1-
no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 5.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.5: Comparacién de la estimacién del pardmetro rango=>5.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.6: Comparaciéon de la estimacién del pardmetro v = 0.5 (supe-
rior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha) para los casos: 1-no ta-
per, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y rango=5.0.
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Figura 5.7: Comparaciéon de la estimaciéon del parametro sill=2.0 para los casos: 1-
no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 10.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.8: Comparacién de la estimacién del parametro rango=10.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura(5.9.1) Figura(5.9.2) Figura(5.9.3)
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Figura 5.9: Comparaciéon de la estimacién del pardmetro v = 0.5 (supe-

rior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha) para los casos: 1-no ta-
per, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y rango=10.0.
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Figura 5.10: Comparacién de la estimaciéon del pardmetro sill=2.9 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 10.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.11: Comparacién de la estimacion del parametro rango=10.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.9 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura(5.12.1) Figura(5.12.2) Figura(5.12.3)

1.2

: gZesgg

S ..gH88T

o ||ID|D ||

R .llu 1 7

° 1“(‘3‘5‘)‘;‘;“2‘4‘1‘(‘3‘;‘1“3579 1357 92461813579 1357 92461813579
Figura(5.12.4) Figura(5.12.5) Figura(5.12.6)

o o —
LI O O LI O O LI O O
1357 92468135729 1357 92468135729 1357 92468135729

Figura 5.12: Comparacién de la estimacién del pardmetro v = 0.5 (supe-
rior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha) para los casos: 1-no ta-
per, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.9 y rango=10.0.
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Figura 5.13: Comparacién de la estimaciéon del pardmetro sill=2.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 15.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.14: Comparacién de la estimacién del parametro rango=15.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y v = 0.5 (superior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha).
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Figura 5.15: Comparacién de la estimacién del pardmetro v = 0.5 (supe-

rior izquierda), 1, 1.5, 2, 3, 4 (inferior derecha) para los casos: 1-no ta-
per, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3), 6-
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y rango=15.0.
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Figura 5.16: Comparacién de la estimaciéon del pardmetro sill=2.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 5.0 y v = 1.0, con tamano de rejilla 20x20 (superior izquierda), 30x30,
40x40, 50x50 (inferior derecha).
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= 5.0 para los casos:

Figura 5.17: Comparacién de la estimacion del pardmetro rango
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Figura 5.18: Comparacién de la estimacién del pardmetro v = 1.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con sill = 2.0 y rango = 5.0, con tamano de rejilla 20x20 (superior izquierda),
30x30, 40x40, 50x50 (inferior derecha).
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Figura 5.19: Comparacién de la estimaciéon del pardmetro sill=2.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 1.0, v = 0.5, rango = 5.0, v = 0.5, rango = 1.0, v = 1.0 fila superior,
y la misma estructura con rango fijo en la fila inferior.
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Figura(5.20.1) Figura(5.20.2) Figura(5.20.3)
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Figura 5.20: Comparacién de la estimacién del pardmetro v = 2.0 para los casos:
1-no taper, 2-multiplicativo(1,1), 3-rounded(1,1), 4-multiplicativo(3,3),5-rounded(3,3),
6-multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10), dentro
de ML - espectral (1-9), MCP - espectral(1-9), MCO - espectral (1-9) y MCP - espacial
(1), con rango = 1.0, v = 0.5, sill = 2.0 (primero fila superior), rango = 5.0, v = 0.5,sill
= 2.0 (segundo fila superior), rango = 1.0, v = 1.0 sill = 2.0 (tercero fila superior),y
la misma estructura con rango fijo en la fila inferior.
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Figura 5.21:
multiplicativo(1,1),
multiplicativo(5,5), 7-rounded(5,5), 8-multiplicativo(10,10), 9-rounded(10,10)) para la
estimacién del pardametro v = 1.5 para el método MCO-espectral, con sill = 2.0 y
rango = H.
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6.1. Test de independencia para procesos espa-

ciales

Ya hemos comentado a lo largo de esta tesis la interesante necesidad de ana-
lizar caracteristicas de procesos espaciales en gran cantidad de disciplinas como
ecologia, geografia, estudios forestales, ciencias de suelos y en general, ciencias
medioambientales, lo que hace que sea necesario el estudio de la estructura espa-
cial. Por tanto, el andlisis de la dependencia, y en su caso independencia espacial,
es un elemento fundamental en este contexto. Utilizando técnicas espectrales pre-
sentamos un test para analizar la independencia espacial que un proceso espacial

165
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Z observado sobre una malla regular N = n; X ny puede exhibir. El test esta ba-
sado en el contraste de un proceso de ruido blanco frente a un proceso con clara
dependencia espacial y proveniente de un modelo de Matérn. Esta comparacién
serd realizada mediante un estudio de simulacion donde se analizarén el nivel de
confianza y la potencia del test propuesto bajo una gran variedad de escenarios.

6.1.1. Desarrollo del test

Como hemos comentado en capitulos anteriores, una clase de variogramas
practicos y funciones autocovarianza para procesos Z de dos dimensiones, pueden
ser obtenidos a partir de la clase de Matérn de densidades espectrales,

f(w) = é(a® + |w|*) Y (6.1)

con el vector de pardmetros de covarianza dado por 6 = (¢, v, ). El pardmetro
a~! puede ser interpretado como el rango de autocorrelaciéon. El pardmetro v
mide el grado de suavizamiento del proceso, y ¢ = 02a?”, es el cociente entre la
varianza y el rango. El suavizamiento del campo aleatorio en la clase de Matérn
juega un papel muy importante en los problemas de interpolacion. Un gran ntime-
ro de modelos comtinmente usados, como el modelo Esférico, Exponencial o el
Gaussiano, asumen el parametro de suavizamiento como conocido a priori. Pero
este no es el caso bajo la familia de Matérn, lo que hace de esta familia un modelo
muy atractivo para la modelizacién préctica.

Siguiendo Stein (1999a), Fuentes (2001a,b) y Juan et al. (2005), si el objetivo
es la interpolacion espacial, es preferible trabajar en el dominio espectral y cen-
trarnos en los valores de altas frecuencias. Una aproximacion de la expresién de
la densidad espectral de Matérn para valores de frecuencias grandes (tomando
|w| tendiendo a o) viene dada por,

flw) = ¢(lw[*) Y (6.2)

Asi, el grado de suavizamiento, v y ¢ son los parametros criticos de impor-
tanca. Ademas, si en esta expresion, trabajamos en escala logaritmica, podemos
obtener el siguiente modelo:

log f(w) = Bo + f1 log(|w|*) (6.3)
donde Gy = log(¢) y 1 = —v — 1.
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En la practica, la densidad espectral debe ser estimada, y como hemos dicho
anteriormente, el periodograma espacial constituye una estimacién no paramétri-
ca de la densidad espectral y una herramienta muy 1til en nuestro caso. Se trata
del médulo al cuadrado de la transformada finita de Fourier para la region obser-
vada del proceso, introducida para elegir la periodicidad latente del proceso. El
periodograma por si mismo no es un estimador consistente de la densidad espec-
tral, pero se puede conseguir la consistencia mediante la aplicacion de filtros de
suavizado. El suavizamiento del periodograma, como se hace frecuentemente en
series temporales, no elimina los grandes efectos de borde en dos o mas dimen-
siones. La aparicién de unos picos subsidiarios por los filtros de suavizamiento
causan innecesariamente grandes valores de los periodogramas ordinarios para
grandes frecuencias y resultan en un sesgo substancial (fenémeno leakage).

Consideremos el proceso espacial estacionario Z(-) con vector de parametros
de la funcién de covarianza, 6, el cual es asumido aqui conocido. Observamos el
proceso en N localizaciones igualmente espaciadas en una malla regular D(n; X
ng), donde N = nins.

Definimos Iy (w) como el periodograma de frecuencia w,

2

In(w) = (2m) " (niny)~ Z Z Z(x) exp{—ixTw} (6.4)
r1=1xz1=1
En la practica, la estimacion del periodograma se calcula para un conjunto de

frecuencias w las cuales vienen definidas en 27 f /n donde f/n = £ 11, 2.y [ €Jn,
para

In = {|=(n1 — 1)/2] , eyny — [n1/2]} x
s { = (ns — 1)/2] , oo ns — |12/2]} (6.5)

donde |n| es el entero més grande menor o igual que n.

El valor esperado del periodograma espacial no es f(w), pero si una inte-
gral ponderada con pesos f(w). Pero asintéticamente si se puede considerar un
estimador insesgado, con varianza asintética, f2(w), y los valores del periodogra-
ma Iy(w) y Iy(w) para w # W', son asintéticamente incorrelacionados (Fuentes
2002). La independencia asintética del periodograma, es una de las mas grandes
ventajas del andlisis espectral, y esto facilita el uso de técnicas como minimos
cuadrados lineales para obtener un modelo espectral tedrico de los valores del
periodograma. En cualquier caso, esto hay que tratarlo como una aproximacion



168  Capitulo 6. Tests de independencia y de estacionariedad

estadistica pues basta recordar los resultados del capitulo anterior cuando N es
fijo y no asintotico.

En el dominio espacial las estimaciones del variograma empirico son mas co-
munmente usadas para estimar la estructura de la correlacion del proceso. Cuan-
do un modelo de variograma paramétrico es utilizado para estimar variogramas
empiricos, frecuentemente se utilizan técnicas como minimos cuadrados no linea-
les 0 méxima verosimilitud restringida (MVR), aproximaciones que generalmente
no tienen en cuenta ninguna correlacion entre los valores del variograma estima-
do. Los mismos puntos de los datos son usados para estimar el variograma en
diferentes lags y el resultado es que los variogramas estimados estan mas correla-
cionados que las observaciones de los procesos correspondientes. Ignorando esta
correlacion puede llevar a andlisis enganosos. T'écnicas como el método de minimos
cuadrados no lineales pueden ser aplicados naturalmente para esas estimaciones
independientes. En este caso, el suavizado no paramétrico de las estimaciones del
periodograma tapered puede dar mejores resultados que las estimaciones de los
variogramas no paramétricos.

Por tanto, supongamos que deseamos ver si un proceso de dos dimensiones Z
exhibe cierta dependencia espacial. Asi, supongamos que Z viene observado en
una malla de N =n; X ny puntos regularmente espaciados.

En este punto, hay que tener en cuenta dos posibles problemas: (a) En la
practica podemos tener datos faltantes en algin punto de la malla y (b) los
datos no tienen porqué estar regularmente espaciados. En este caso, y teniendo
en cuenta los resultados de Renshaw (2002), podemos definir una malla regular
apropiado como aproximacion de los datos de las localizaciones irregulares, y
proceder normalmente con el test.

Supondremos que la densidad espectral del proceso Z proviene de la clase de
Matérn, con el vector de parametros dado por 6 = (¢, v, a). Centrandonos en
valores de altas frecuencias, y trabajando ahora en escala logaritmica, podemos
considerar el modelo antes definido con By = log(¢) y 1 = —v—1. En la préctica,
f(w) es estimada mediante el correspondiente periodograma Iy(w), bajo todos
los pros y contras antes comentados.

Teniendo en cuenta que los valores del periodograma son asintéticamente in-
dependientes, podemos utilizar técnicas de regresion para estimar los valores de
la pendiente y el punto de corte con las ordenadas.

Sabiendo que un proceso de ruido blanco es un proceso sin dependencia es-
pacial y tiene una densidad espectral constante, la hipdtesis nula de nuestro test
es que la densidad espectral es constante o, equivalentemente, la no existencia de
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dependencia lineal entre las variables aleatorias log f(w) y log(|w|?). La hipétesis
alternativa de nuestro test estd basada en la existencia de dependencia espacial
bajo un proceso espacial proviene de la clase de Matérn. Asi, haremos uso del co-
eficiente de correlacién de Kendall para construir un simple test estadistico para
contrastar la existencia de dependencia espacial. El test estadistico contrasta la
nulidad del coeficiente de correlacién y se define como,

(6.6)

donde r representa el coeficiente de correlacién. Bajo la hipétesis nula de correla-
cién cero entre log f(w) y log(Jw|®), el proceso no muestra dependencia espacial o
equivalentemente se trata de un proceso de ruido blanco. En otro caso, un rechazo
significativo de la hipotesis nula, significara que nuestro proceso espacial proviene
de una familia de Matérn exhibiendo clara dependencia espacial.

En la Figura (6.1) se muestra el gréafico de log f(w) frente log(|w|®) para ambos
casos, puro nugget o ruido blanco y un proceso Matérn. Podemos observar una
relacién lineal nula en el primer caso y claramente una estructura lineal (con
pendiente negativa) en el segundo caso. Estas son la clase de estructuras lineales
que nuestro test intenta explorar.
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Figura 6.1: log f(w) frente log(Jw|?). Izquierda: Caso de un puro nugget o proceso de
ruido blanco. Derecha: Caso de un proceso de Matérn.
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6.1.2. Estudio de las propiedades del test bajo simulacion

Presentamos un estudio completo de simulacion para analizar el nivel de sig-
nificacién y la potencia del test planteado bajo una amplia variedad de escenarios
précticos.

Supongamos que tenemos un proceso espacial de dos dimensiones Z medido en
N = n; Xny con datos regularmente espaciados. Si Z es no estacionario, podemos
descomponerlo en una suma de k regiones y para ello podemos utilizar el criterio
AIC (Fuentes, 2001a), o por experiencia, por ejemplo, en un conocimiento previo
de las caracteristicas fisicas de la region D. Sin embargo, el nimero de regiones
k esta restringido por el namero de localizaciones originales V.

En este estudio de simulacion, fijaremos el tamano de la malla a N = 20 x
20 porque es donde mejores resultados se han obtenido en andlisis previos de
estas clases de procesos espaciales observados en regiones regulares (Mateu y
Juan, 2004). Variaremos el pardmetro de suavizamiento (v = 0.5,1,1.5,2,3,4)
para cubrir distintos procesos con los diferentes tipos de variabilidad. También se
consideran distintas combinaciones para los parametros sill y el rango ((rango,
sill)=(10,2), (10,2.9), (166,2.9), (200,2.9), (300,2.9)), centrandonos en los casos
para los cuales hay mucha o poca diferencia entre los rangos. En la practica, f(w)
es estimado mediante el correspondiente periodograma, Iy (w), el cual puede tener
taper o no. Nos centraremos en tres casos, a) no taper, b) taper multiplicativo
y ¢) rounded taper y usaremos 400 frecuencias de Fourier para la evaluacién de
cada periodograma.

Bajo la hipédtesis nula, simulamos un ruido blanco o puro nugget (como ejem-
plo de no dependencia espacial) y como hipdtesis alternativa consideramos un
proceso espacial de Matérn, con las distintas combinaciones de posibilidades an-
teriores. Para cada combinacién de posibilidades, hemos realizado 1000 repeti-
ciones para obtener el nivel de significacion y la potencia del test. Ademas, se
analiza como funciona el test bajo la presencia de un efecto nugget igual a 2 para
compararlo con los casos en los que no hay efecto nugget.

Los resultados del test, en formato grafico, los podemos ver en las Figuras
(6.2-6.8). Ademds, pueden ser comparados los distintos resultados en las Tablas

(6.1-6.6).
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El nivel de significacién del test funciona bien en general para cualquier tipo de
taper usado, obteniéndose valores menores que el 10 %. El taper multiplicativo,
nos da el mejor resultado mostrando los niveles de significacion mas bajos. El
tapering produce resultados razonables si el parametro e (el parametro de tipo
bandwidth) es bajo. En particular ¢ = 10 muestra mayores valores del nivel de
significacién. En general, en presencia de efecto nugget, hay claro incremento en
los niveles de significacion.

Respecto a la potencia del test, ésta es en general cercana al 100 % cuando
no aparece efecto nugget, independientemente del tipo de taper usado. Sin em-
bargo, cuando un efecto nugget es observado, las cosas cambian dramaticamente,
bajando los valores de la potencia. En este caso, las mayores potencias obtenidas
son observadas cuando usamos menor valor del rango (10) y menores valores del
parametro de suavizado en la familia de Matérn.

En la Figura (6.7) podemos ver la comparacién de los distintos casos para
€ = 1y sin tapering. En general no es muy diferente al caso en el que consideramos
tapering.

Ademas, si comparamos el comportamiento del test bajo la variacion de €, en
la Figura (6.8), podemos ver que en el caso de ¢ = 1 disminuye rapidamente la
potencia de test, algo que no ocurre con € = 10, y esto es debido al aumento del
parametro de tapering.

Cuando un efecto nugget aparece en los datos espaciales, y los parametros
de suavizamiento y rango de la familia Matérn son bastante grandes, el test da
resultados con muchas variaciones.

Como conclusion, podemos afirmar que el test presenta una muy razonable
potencia, siendo capaz de detectar la dependencia espacial existente en los datos.
También en, general, falla en menos de un 10% en la deteccién de un ruido
blanco. Por tanto estas conclusiones estan avaladas por un ntimero considerable
de interesantes combinaciones que afectan de forma directa al test. Finalmente,
en presencia de un efecto nugget, el test tiene que ser cuidadosamente utilizado.
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Figura 6.2: Evaluacién del nivel de significacién del test bajo diferentes valores de los
parametros de suavizado, rango y sill. Para los casos de taper rounded y multiplicativo
usamos € = 1. Los valores del eje de las x hacen referencia a: 1= no taper con nugget=0,
2=no taper con nugget=2, 3=taper multiplicativo con nugget=0, 4=taper multiplicativo
con nugget=2, 5=rounded taper con nugget=0, 6=rounded taper con nugget=2.
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Figura 6.3: Evaluacién del nivel de significacién del test bajo diferentes valores de los
parametros de suavizado, rango y sill. Para los casos de taper rounded y multiplicativo
usamos € = 3. Los valores del eje de las x hacen referencia a: 1= no taper con nugget=0,
2=no taper con nugget=2, 3=taper multiplicativo con nugget=0, 4=taper multiplicativo
con nugget=2, 5=rounded taper con nugget=0, 6=rounded taper con nugget=2.
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Figura 6.4: Evaluacién del nivel de significacién del test bajo diferentes valores de los
parametros de suavizado, rango y sill. Para los casos de taper rounded y multiplicativo
usamos € = 5. Los valores del eje de las x hacen referencia a: 1= no taper con nugget=0,
2=no taper con nugget=2, 3=taper multiplicativo con nugget=0, 4=taper multiplicativo
con nugget=2, 5=rounded taper con nugget=0, 6=rounded taper con nugget=2.
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Figura 6.5: Evaluacién del nivel de significacién del test bajo diferentes valores de los
parametros de suavizado, rango y sill. Para los casos de taper rounded y multiplicativo
usamos € = 10. Los valores del eje de las x hacen referencia a: 1= no taper con nugget=0,
2=no taper con nugget=2, 3=taper multiplicativo con nugget=0, 4=taper multiplicativo

con nugget=2, 5=rounded taper con nugget=0, 6=rounded taper con nugget=2.
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Figura 6.6: Evaluacién del nivel de significacién del test para los cuatro pares de
valores de los pardmetros rango y sill, en el caso de ruido blanco (pn) para las eti-
quetas de: pn-nt-0 (no taper,nugget=0), pn-nt-2 (no taper,nugget=2), pn-mt-0 (ta-
per multiplicativo,nugget=0), pn-rt-2 (tapermultiplicativo,nugget=2), pn-rt-0 (rounded
taper,nugget=0)nt-rt-2 (rounded taper,nugget=2). Izquierdo superior ¢ = 1, derecho
superior € = 3, izquierdo inferior ¢ = 5 y derecho inferior ¢ = 10.
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Tabla 6.1: Niveles de significacién (S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando € = 1. La simbologia es la siguiente: t1 = S con no taper, t2 = S con taper
multiplicativo, t3 = S son rounded taper. Los casos entre paréntesis son los corres-
pondientes a la presencia de efecto nugget.

[Rango Sl v ] o [ 2 ] © |
10 | 2.0 | 0.5] 10.2(7.8) | 7.8(9.4) | 7.8(7.6)
10 | 2.0 | 1.0| 84(7.8) | 6(10.2) | 7.6(7.8)
10 | 20 |15 7.209) |7.8(74)|5.6(5.2)
10 | 2.0 |20 7(7.6) |5.8(6.8) | 7.6(7.4)
10 | 2.0 [ 3.0 5.8(6.2) | 7.8(7.2) | 6.4(7.6)
10 | 2.0 40| 8(6.4) |9.6(6.8)]6.8(7.2)
10 |29 |05] 7.2(7.4) | 5.6(6.8) | 5.8(7.6)
10 | 29 [1.0| 5.8(7.8) | 6.8(8) | 7.8(7.6)
10 | 29 |15 7.8(4.4) | 6.4(68)| 9(7)
10 | 2.9 | 2.0] 7.4(88) | 5(7.4) | 9(8.6)
10 | 2.9 |3.0] 88(7.6) | 6.2(9) | 7.6(3.2)
10 | 29 |40 7.8(7.2) | 7.4(6.8) | 7(7.6)
166 | 29 |05] 6.6(7.4) | 6(9.2) | 7.2(7)
166 | 29 | 1.0| 88(7.2) | 6.6(7) | 6.2(7.8)
166 | 2.9 | 1.5 | 8.4(7.4) | 5.4(7.4) | 7.6(8)
166 | 2.9 | 2.0 5.8(7.8) | 5.2(8.4) | 8.6(10)
166 | 2.9 [3.0| 8(6.6) | 9(7.2) | 6.6(3.6)
166 | 2.9 40| 62(7) |6.4(7.2) ]| 56(32)
300 | 2.9 |05 6.4(88) | 7(8.2) | 5(7.2)
300 | 2.9 | 1.0 | 88(7.2) | 6.6(7) | 6.2(7)
300 | 29 | 1.5 | 6.8(6.4) | 84(6) | 9(6.4)
300 | 2.9 | 2.0 | 7.8(10.4) | 6.8(7.8) | 7.2(3.6)
300 | 29 | 3.0 | 84(7.8) | 6(6.8) |5.8(9.2)
300 | 2.9 |4.0| 6(7.8) | 8.6(7) |7.2(9.8)
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Tabla 6.2: Niveles de significacién(S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando ¢ = 3. La simbologia es la siguiente: t1 = S con no taper, t2 = S con taper
multiplicativo, t3 = S son rounded taper. Los casos entre paréntesis son los corres-

pondientes a la presencia de efecto nugget.

[Rengo [SUl[ v ] o ] 2 ] 3
10 | 2.0 |05 LL(11) ] 11(11) | 8(12)
10 | 20 [1.0] 6(7) |10(12)| 9(7)
10 |20 [15] 7(8) | 5(7) | 3(7)
10 | 2.0 |20 8(6) | 7(10) | 9(5)
10 | 2.0 [3.0] 9(11) | 8(6) | 9(12)
10 | 2.0 |40 8(10) | 5(9) | 7(12)
10 |29 05| 5(6) | 11(8) | 16(9)
10 | 29 [1.0| 6(5) | 14(10) | 7(10)
10 | 29 |15 13(8) | 7(13) | 7(8)
10 | 29 [20] 8(3) | 7(3) | 6(9)
10 | 20 [3.0] 4(4) | 6(10) | 8(10)
10 | 29 (40| 10(6) | 14(14) | 3(8)
166 | 2.9 |05 10(7) | 10(12) | 15(6)
166 | 29 [1.0| 7(5) | 8(7) | 12(8)
166 | 2.9 | 15| 8(7) | 12(10) | 5(8)
166 | 2.9 | 2.0 | 5(15) | 13(9) | 10(9)
166 | 2.9 | 3.0 | 14(11) | 7(7) | 8(11)
166 | 29 [4.0| 6(8) | 8(7) | 7(8)
300 | 2.9 |05 ] 8(12) | 11(9) | 8(11)
300 | 29 |1.0| 1(5) | 7(7) |11(10)
300 | 2.9 | 15| 4(7) | 13(12) | 13(9)
300 | 29 |20 6(7) | 7(7) |10(13)
300 | 2.9 | 3.0 8(10) | 7(9) | 8(11)
300 | 2.9 | 4.0| 5(8) | 8(16) | 8(12)
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Tabla 6.3: Niveles de significacién (S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando € = 5. La simbologia es la siguiente: t1 = S con no taper, t2 = S con taper
multiplicativo, t3 = S son rounded taper. Los casos entre paréntesis son los corres-
pondientes a la presencia de efecto nugget.

|Rango [ Sl | v | t1 | t2 | t3 |
10 |20 |05] 7.6(7) | 8.6(6.6) | 11.6(13.2)

10 | 2.0 | 1.0] 7(5) | 15(13) 3(8)

10 |20 |15 5(5) | 8(12) | 10(10)
10 | 20 |20 6(6) | 14(13) | 16(10)
10 | 2.0 [ 3.0 7(9) | 16(11) | 13(17)
10 | 2.0 |40 4(12) | 6(12) | 11(17)

10 | 29]05] 7.6() |7.809.6)| 13(13.2)
10 | 29 | 1.0] 120 | 16(11) | 13(14)
10 |29 15| I 15(18) | 18(8)

)
10 |29 20 70 | 9(15) | 17(12)
10 |29 [30] 6() | 6(14) | 14(14)
10 |29 (40| 40 | 17(9) | 10(15)
166 | 29 |05] 8(5) | 9(13) | 10(13)
166 | 2.9 | 1.0| 6(5) | 9(13) 8(14)
166 | 2.9 | 1.5 | 17(10) | 13(15) | 14(16)
166 | 2.9 | 2.0 11(7) | 20(14) | 13(12)
166 | 2.9 | 3.0] 5(7) | 8(10) | 18(14)
166 | 2.9 | 40| 10(8) | 16(9) | 15(14)
300 | 2.9 [0.5]10(12) | 22(18) | 15(17)
300 | 2.9 [1.0| 7(7) | 11(10) | 12(12)
300 | 29 | 15| 8(9) | 17(9) | 15(11)
300 | 2.9 | 2.0 6(3) | 20(13) | 7(14)
300 | 29 [3.0| 10(7) | 15(11) | 15(5)
300 | 2.9 [4.0 10(5) | 10(15) | 12(11)
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Tabla 6.4: Niveles de significacién (S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando € = 10. La simbologia es la siguiente: t1 = S con no taper, t2 = S con taper
multiplicativo, t3 = S son rounded taper. Los casos entre paréntesis son los corres-
pondientes a la presencia de efecto nugget.

[Rengo [Sll v ] o [ @ [ 3 ]
10 | 2.0 | 05]6.8(6.6) | 24.4(26.6) | 25.8(28.2)
10 | 20 |10 8(7) | 26(25.2) | 29.4(27.8)
10 | 20 |15 10(7.2) | 22(28) | 25.8(22.6)
10 | 2.0 | 20| 88(84) | 32(32) | 30.6(26.8)
10 | 2.0 |30 5(7.8) | 18(24) | 28.2(31.6)
10 | 2.0 |40 74(5.6) | 22(28) | 28.8(26.8)
10 | 2.9 |05 7.2(6.6) | 27.2(26.4) | 30.4(26)
10 | 2.9 [1.0]6.2(7.4) | 27.6(32.6) | 25.2(30.8)
10 |29 15| 7.6(6) | 32(28) | 30.6(28.2)
10 | 29 [ 20| 54(68) | 24(22) | 30(32:2)
10 | 29 [ 30| 74(5.6) | 34(38) | 27.8(28)
10 | 29 |40 98(7) | 32(28) |27.2(28.2)
166 | 2.9 |05 8(8) | 284(27) |26.6(26.4)
166 | 2.9 | 1.0 | 7.4(9.2) | 29.8(25) | 29.2(27.8)
166 | 2.9 | 1.5 | 6.8(6.2) | 28.6(30.2) | 31.2(25.4)
166 | 2.9 | 2.0 7.2(6.6) | 32(20) | 3L. 6(31 6)
166 | 2.9 | 3.0 8(6) 40(38) 28(27)
166 | 2.9 |40 7(5.6) | 32(20) | 31(28.4)
300 | 2.9 | 05| 7.4(5) | 29.4(27.6) | 28.8(27.4)
300 | 2.9 | 1.0 | 8(3.4) | 30.6(27.6) | 29.8(27.6)
300 | 2.9 | 1.5 | 10(7.4) | 24(28) |31.8(31.6)
300 | 2.0 |2.0]92(7.2) | 28(22) |32.2(25.6)
300 | 2.9 | 3.0 8.6(6) | 30(28) |26.8(27.5)
300 | 2.9 | 4.0 | 8.4(7.6) | 24(28) |29.8(28.4)
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Tabla 6.5: Niveles de significacién (S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando € = 1. La simbologia es la siguiente: t4 = P con no taper, t5 = P con taper
multiplicativo, t6 = P con rounded taper. Los casos entre paréntesis son los corres-
pondientes a la presencia de efecto nugget.

[Rango [Sil | v | t4 || t5 [ t6 |
10 | 2.0 | 0.5 100(66.8) | 100(96.6) | 100(63.2)
10 | 2.0 | 1.0 | 100(32) | 100(28.4) | 100(34.6)
10 | 2.0 | 1.5 | 100(23.4) | 100(15.4) | 99.8(17.2)
10 | 2.0 | 2.0 | 100(19.8) | 100(12) | 99.4(16.4)
10 | 2.0 | 3.0 | 100(15.2) | 100(9.6) | 99.6(13)
10 | 2.0 | 4.0 | 100(14.4) | 100(11.4) | 99.8(10.2)
10 | 2.9 | 0.5 100(78.4) | 100(63.4) | 100(76)
10 | 2.9 | 1.0 | 100(51.6) | 100(34.4) | 100(41.4)
10 | 2.9 | 1.5 | 100(31.8) | 100(20.8) | 100(24)
10 | 2.9 [ 20| 100(27) | 100(17) | 99.4(22.2)
10 | 2.9 [ 3.0 100(20) | 100(10.8) | 99(13.2)
10 | 2.9 | 4.0 | 100(14.2) | 100(11.6) | 98.4(13.4)
166 | 2.9 | 0.5 100(16.8) | 100(3.4) | 100(13.4)
166 | 2.9 | 1.0 | 100(9.6) | 100(3.4) | 100(6)
166 | 2.9 | 1.5| 100(9) | 100(6.8) | 100(5.8)
166 | 2.9 | 2.0 | 100(3.4) | 100(6.2) | 100(7)
166 | 2.9 | 3.0 | 100(8.8) | 100(6.4) | 100(7.4)
166 | 2.9 | 4.0 | 100(5.6) | 100(7.8) | 100(8.2)
300 | 2.9 | 0.5 100(8.2) | 100(10.8) | 100(10.4)
300 | 2.9 | 1.0 | 100(7.4) | 100(8.6) | 100(6.6)
300 | 2.9 | 1.5 | 100(6.6) | 100(7) | 100(6.6)
300 | 2.9 | 2.0 100(6) | 100(9) | 100(7.6)
300 | 2.9 | 3.0 100(6) | 100(6.6) | 100(6.6)
300 | 2.9 | 4.0 | 100(6.8) | 100(6.2) | 100(5.8)
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Tabla 6.6: Niveles de significacién (S) y potencia (P) del test bajo varios escenarios
cuando € = 10. La simbologia es la siguiente: t5 = P con taper multiplicativo, t6
= P con rounded taper. Los casos entre paréntesis son los correspondientes a la
presencia de efecto nugget.

|Rango [ Sl | v | 5 | t6 |
10 | 2.0 | 0.5] 100(45.8) | 100(57.2)
10 | 2.0 | 1.0 | 100(34.8) | 100(33.6)
10 | 2.0 | 1.5| 100(32) | 100(31.8)
10 | 2.0 | 2.0 100(26) | 100(33.4)
10 | 2.0 | 3.0 100(24) | 100(30.8)
10 | 2.0 4.0 100(38) | 100(29.8)
10 | 2.9 | 0.5] 100(53.6) | 100(63.8)
10 | 2.9 | 1.0 | 100(35.6) | 100(45.2)
10 | 2.9 | 1.5 100(30.2) | 100(33.6)
10 | 2.9 [ 2.0 100(30.2) | 100(36.4)
10 | 2.9 [ 3.0 100(30.2) | 100(32.6)
10 | 2.9 |40 100(30.2) | 100(32)
166 | 2.9 |0.5] 100(33) | 100(33.6)
166 | 2.9 | 1.0 | 100(26.4) | 100(25.8)
166 | 2.9 | 1.5 | 100(22.8) | 100(27.6)
166 | 2.9 | 2.0 | 100(18) | 100(29.6)
166 | 2.9 | 3.0 100(32) | 100(29)
166 | 2.9 | 4.0 | 100(18) | 100(26.2)
300 | 2.9 | 0.5 | 100(28.2) | 100(27.4)
300 | 2.9 | 1.0 | 100(24.4) | 100(30.4)
300 | 2.9 | 1.5 | 100(26) | 100(26)
300 | 2.9 | 2.0 100(22) | 100(27.4)
300 | 2.9 | 3.0 100(40) | 100(28)
300 | 2.9 | 4.0 | 100(26) | 100(27)




6.1 Test de independencia para procesos espaciales 183

ho tapar
il | sill/range
7o
S | [—*=200
= N | |—e—2zan0
& e | 2 966
i [ | ' —«— 2 .9/300
10 — . : 5 5 2
0
1 2 3 4 a2 =
nu=i.5 1, 1.5, 2, 3, 4

Figura 6.7: Evaluacién de la potencia del test para diferentes valores de los pardmetros
de suavizado, rango y sill, correspondientes al caso € = 1, bajo la presencia de nugget=2
y sin taper.
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Figura 6.8: Evaluacién de la potencia del test para diferentes valores de los pardmetros
de suavizado, rango y sill. Los dos primeros graficos correspondientes al caso e = 1y
los dos siguientes al caso € = 10. Todos los casos bajo la presencia de nugget =2 y con
tapering rounded y multiplicativo.
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6.2. Test de estacionariedad

Los procesos espaciales en ciencias medioambientales son normalmente no es-
tacionarios, en el sentido en que la estructura espacial depende de la localizacién,
y asi, los métodos estandar de interpolacién espacial son inadecuados. Con esto,
queda claro que muchas soluciones en problemas medioambientales deben tratarse
bajo no estacionariedad del proceso espacial subyacente. Es verdad que muchas
veces la decision de tomar el problema como estacionario o no estacionario no
estd basado en un mero escrutinio estadistico de valores de datos, sino por las
consideraciones fisicas del problema. Sin embargo, al menos dos razones que re-
fuerzan la necesidad de las herramientas estadisticas para la deteccion de la no
estacionariedad son: (a) los investigadores no tienen siempre acceso a todos los
datos fisicos, y no es posible un modelo fisico apropiado subyacente, y (b) co-
mo procedimiento de la validacion de la no estacionariedad, incluso conociendo a
priori los datos.

Los tultimos anos, probablemente el método de estudio mas extendido para
procesos espaciales no estacionarios es la aproximacion por deformacién realizada
por Sampson y Guttorp (1992); ver también Guttorp y Sampson (1994). Haas
(1995, 1996) propone una aproximacién a un kriging espacial no estacionario
basado en ventanas méviles. Higdon et al. (1999) aportan un modelo para tener
en cuenta la heterogeneidad en la funcion de covarianza espacial de un proceso
espacial, usando una especificaciéon de media mévil de un proceso Gaussiano.
Otra aproximacion fue desarrollada por Nychka y Saltzman (1998) y Holland et
al. (1999). Recientemente, en una serie de articulos (Fuentes, 2001a, 2002; Fuentes
y Smith, 2001; Mateu y Juan, 2004), algunos métodos espectrales para anélisis y
la interpolacién de procesos no estacionarios medioambientales son presentados
y analizados.

Por ejemplo, la concentracién a nivel de tierra de un contaminante de aire
dependera de la proximidad de la fuente, la meteorologia que prevalece, y la
naturaleza y la extensién de las reacciones quimicas atmosféricas entre las fuentes
y el receptor. La interaccién de esos procesos atmosféricos quimicos y fisicos y las
fuentes de las localizaciones tienden a producir datos en patrones que muestran
gran variabilidad espacial (Fuentes, 2001b). Debido a que los patrones espaciales
de concentraciones y flujos de contaminantes son procesos no estacionarios, en
los casos en los que la estructura espacial cambia con la localizacién, los métodos
estandar de interpolacién espacial son inadecuados.

Aqui nos centraremos en la metodologia presentada por Fuentes, en los articu-
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los comentados anteriormente, para la interpolacion espacial de procesos no esta-
cionarios usando métodos espectrales, para proponer un test de simple diagnéstico
de no estacionariedad de un proceso espacial.

6.2.1. Un test formal de estacionariedad para un proceso
espacial

Supongamos que deseamos comprobar si un proceso espacial de dos dimen-
siones Z es no estacionario, con el objetivo de una mejor interpolacion espacial.
Entonces, suponemos que Z estda medido en N = n; X ny datos regularmente
espaciados. En este punto, hay que hacer notar que: (a) En la practica, podemos
tener datos faltantes en distintas localizaciones en la malla; (b) La fuente de da-
tos puede estar en una malla irregular. En este caso, y teniendo en cuenta los
resultados en Renshaw (2002), podemos definir una malla regular apropiada para
aproximar las localizaciones de los datos irregulares, y proceder normalmente con
el test propuesto. Entonces, descomponemos Z en una suma de proceso estacio-
narios locales Z; para k subregiones que cubren la region de interés llamada D.
Como ya hemos comentado el nimero de regiones (k) puede ser encontrado usan-
do un criterio AIC (Fuentes, 2001b), o por experimentacién con el conocimiento
de las caracteristicas fisicas de la region D. Sin embargo, el valor de k estd res-
tringido por el ntimero de localizaciones de muestras originales /N. Hacer notar
que en cada subregion S; tendremos sélo un grupo de N datos, y como mostra-
remos mas tarde, la potencia del test estadistico propuesto depende mucho del
numero de localizaciones de datos en cada subregién. Ademas, cada subregién no
necesita ser del mismo tamano comparado con las otras, sin embargo, definimos
todas las subregiones k bajo los mismos tamafos y esto facilitara el trabajo de
las comparaciones del test.

Supongamos que la densidad espectral de un proceso Z proviene de la cla-
se de Matérn, dada por (3.88), con vector de pardmetros positivos dados por
0; = (¢i,vi, ;). Recordar que los parametros ¢; miden la variabilidad espacial.
Centrandonos en valores de altas frecuencias, una aproximacion de la expresion
de (3.88) viene dada por fi(w) = ¢;(|w|*) "%V, con 1; y ¢; como pardmetros
criticos. Trabajando en escala logaritmica, podemos definir el siguiente modelo
lineal log(fi(w)) = Boi + Prilog(lw]), donde Bo; = log(¢i) v B1i = —2(v; + 1).

Recordar que el parametro o ! define el rango de autocorrelacién, el pardme-
tro v; mide el grado de suavizamiento del proceso, y ¢; = afozf”"', es un cociente
entre la varianza sill y el rango, que mide la variabilidad espacial. Notar que el
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parametro sill es la integral de la funcién de densidad espectral, fw f(w)dw.

En la practica, f;(w) es estimada por el correspondiente periodograma tapered
I;(w). Teniendo en cuenta que los valores del periodograma son independientes
asintoticamente, podemos usar las técnicas de regresion para estimar el valor de
la pendiente y la ordenada en el origen.

Un diagnostico para detectar la no estacionariedad de Z, podria posibilitar
el detectar diferencias entre los valores de (3y; y (51; para diferentes subregiones
(diferentes valores de 7). Varias alternativas pueden considerarse. Un simple mapa
de esos valores en la region de interés, podria ser un primer paso. Sin embargo,
necesitamos un test formal para detectar las posibles diferencias significativas.
Vamos a considerar el siguiente test para la igualdad de ecuaciones de regresién
(Rao, 1973, p.281). Tomamos y; = log(Iy(w)) v z; = log(|w|), para formar la
ecuacién de regresion y; = (o + [iw;. Consideramos otra ecuacién dada por
Yj = Boj + P1;xj. Tenemos n; y n; que definen el tamano de la muestra. Aqui,
adaptamos un test conocido en el contexto de la regresion, para contrastar la
hipétesis nula H, : B, = Bo; ¥ $1: = B1;. Este procedimiento puede ser facilmente
generalizado para la comparacion de varias ecuaciones de regresion. Definimos
las sumas correctas de productos para las segundas series como: S:{y = (z; —
;) (y; — ;) v S§ = 3_(y; — 4;)°. Esas cantidades son suficientes para determinar
la funcién de regresion y; = 3, + B;;7;. Entonces, la suma de los residuos de
los cuadrados para los casos de regresiones separadas viene calculado por R2 =
S — p1;S8%, + S, — B1;S., v tiene n; + n; — 4 grados de libertad. Consideramos
las muestras en diferentes subregiones todas juntas y las consideramos como una
simple muestra. Procediendo del mismo modo, calculamos R?, la suma de los
residuos de cuadrados para el caso de regresién comun, el cual tiene n; +n; — 2
grados de libertad. Finalmente, realizamos el analisis de la varianza del test sobre
la igualdad de las regresiones (Rao, 1973).

Una guia para una implementacién practica de este contraste es la siguiente.
Dados unos datos de un proceso espacial, datos regularmente espaciados (ver los
comentarios anteriores en el caso de ser irregularmente espaciados): (a) Selec-
cionar un numero de subregiones, con igual tamafio si es posible; (b) Para cada
subregion, estimar la densidad espectral sobre un rango de frecuencias de Fourier
por medio del periodograma. Seleccionar un data taper, por ejemplo el tipo roun-
ded; (c) Para cada subregion, estimar la ordenada en el origen y la pendiente de
la correspondiente ecuacién de regresion. Asi, calcular los parametros estimados
de la funcién de covarianza espacial; (d) Evaluar el test estadistico para ver si
aparecen diferencias espaciales, por ejemplo debido a un comportamiento local
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diferente del proceso espacial.

Sin embargo, antes del uso del procedimiento del test en la préctica, nece-
sitamos analizar el error tipo I y la potencia del test. Consideramos para ello
el siguiente procedimiento. Estimar, usando las técnicas de regresion, el corres-
pondiente vector de parametros 6#;, para cualquier subregién dada. Elegir, entre
los valores obtenidos, un valor del parametro, llamado 6y, el cual sera tomado
fijo para todas las subregiones. Entonces, usamos un test de Monte Carlo basa-
do en simulaciones de procesos espaciales subyacentes con 6, para crear el test
de hipétesis formal, donde la condicion de no diferencias entre los valores de
dos pardmetros define la hipdtesis nula. Hay que hacer notar que el valor del
parametro observado de la subregion i-ésima, 6;, es comparado con un nimero de
simulaciones (400 en nuestro caso) bajo €y. Si 6; es el 4 x p mas grande, el nivel
de significacién obtenido del test es p %.

En este caso, evaluamos la significacion del test propuesto usando el concepto
de Nivel de Significancién Esperado (Ezpected Significance Level, ESL), el cual fue
primeramente introducido por Dempster y Schatzoff (1965). Comentarios sobre
el ESL han sido ya hechos en el capitulo 4.

6.2.2. Estudio del comportamiento del test bajo simula-
cién

Para analizar varias posibilidades con el fin de ser lo mas generalistas posible,
presentamos un estudio de simulacién para evaluar a y 1 — 3 del test propuesto.
Consideramos un proceso Z medido sobre N = 20 x 20,10 x 10 y 5 x 5 y bajo
varios valores de rango y sill. Ademdas Z se supone proveniente de una familia de
Matérn con v fijo igual a 1.

Una primera evaluacion de esta técnica fue hecha a través de un procedimiento
grafico aplicado sobre los p-valores obtenidos mediante Monte Carlo. Suponga-
mos que el vector de parametros 6; ha sido estimado en cada subregién. Deseamos
comparar este valor con un valor del parametro fijo, 6, para las cuatro subregio-
nes, donde 6, puede ser o no el mismo que 6;. Tenemos ahora 400 simulaciones
de 6y como condicion y calculados un grupo de p-valores para cada #;, obtenido
por el procedimiento explicado anteriormente. Bajo la hipétesis nula de 6y = 6;,
el p-valor muestra un comportamiento semejante al de una distribucién uniforme
de rango (0, 1). Y cuando una diferencia real existe, el p-valor muestra diferencias
con la distribuciéon uniforme.

Los resultados para N =20 x 20, N =10 x 10 y N = 5 x 5 son mostrados en
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las Figuras (6.9-6.11). Hacer notar que en el caso para N = 5 x5, el procedimiento
puede no detectar diferencias reales (por ejemplo, el caso de rangos = 200, 166),
aunque si puede detectarlas cuando las diferencias reales de rango son significa-
tivas como es el caso para 166 y 10. La correspondiente linea bajo la hipotesis
nula, de no diferencia, aparece con circulos y el comportamiento, en todas las
ocasiones, bajo N = 10 x 10, es una uniforme. Las lineas marcadas con cruces
indican el p-valor cuando aparecen diferencias reales. Si son compatibles con la
distribucion Uniforme, el test no podria identificar las diferencias espaciales.

En general, el procedimiento funciona bien para cualquier caso, particular-
mente usando mallas de gran tamano.

Pasamos ahora a evaluar el test propuesto basandonos en la igualdad de los
coeficientes de regresion, siguiendo Rao (1973). Para analizar el comportamien-
to bajo la hipotesis nula de no diferencias entre los pardmetros para las k = 4
subregiones, para evaluar el error tipo I, consideramos las mismas combinaciones
de pardametros en las cuatro subregiones y realizamos 1000 simulaciones, bajo las
anteriores condiciones. El andlisis de la varianza es posteriormente considerado.
Los porcentajes de rechazo, bajo el nivel de significacién de 0.05, son mostrados
en la Tabla (6.7). Para analizar el comportamiento bajo la hipdtesis de diferen-
cias entre los pardametros para las 4 subregiones, para evaluar la potencia del test,
consideramos los siguientes grupos de parametros: (2.9,300), (2.9,200), (2.9, 10).
En este caso, dos de las subregiones son definidas con una combinacion y las
otras dos con combinaciones diferentes de la primera. El procedimiento es repe-
tido 1000 veces. Las potencias estimadas aparecen en la Tabla (6.8). Observando
las Tablas (6.7 y 6.8), podemos ver que este test puede ser 1til para detectar
diferencias espaciales cuando estan presentes y detectar estacionariedad cuando
no hay diferencias espaciales, cuando el tamano de las mallas donde el proceso
es observado es al menos 10 x 10. El test proporciona resultados erréneos para
tamanos menores.

Hemos mostrado un procedimiento para detectar la no estacionariedad basado
en la representacion espectral de un proceso no estacionario y en el caso particular
de la familia de Matérn de densidades espectrales. El test ha sido capaz de detectar
diferencias, cuando realmente existen, y detectar estacionariead cuando aparece.

Sin embargo, en los problemas reales, la no estacionariedad puede ser suave,
las regiones podrian no ser bien conocidas y los datos pueden estar espaciados
irregularmente. Algunas de estas posibilidades han sido consideradas, pero sélo
hemos analizado un ntmero limitado de posibles escenarios, pero una mayor
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Figura (6.9.1) Figura(6.9.2) Figura(6.9.3)
249 mmés' 2 s | 2 mmés'
-~ : o
2 & & | '
] e 3 o : i
g e e E e
@MN s & @MN
o ; s s
3 | s g | g | A
U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0 0‘0 0‘2 D‘A D‘S D‘B 1‘0 U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0
Obs(p) Obs(p) Obs(p)
Figura (6.9.4) Figura (6.9.5) Figura (6.9.6)
e /55' e ,g' 2 ,5"
L Lo L
2 e | e 2 P
. s - N wcmw . &man‘”
3 e 3 e 3 -
& o & &
# # #
8 P 2 P g &
o - & -
o | M . ot . o
U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0 0‘0 0‘2 D‘A D‘S D‘B 1‘0 U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0
Obs(p) Obs(p) Obs(p)
Figura (6.9.7) Figura (6.9.8) Figura (6.9.9)
2 'oﬁfl =1 , M - '00999&
° i < 1. =
2 3 émo 2 r
& &
o | & o &
crm"m aﬂv°® #f’
® ® #
. . o . P —
U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0 0‘0 0‘2 D‘A D‘S D‘B 1‘0 U‘O 0‘2 0‘4 U‘G U‘E 1‘0
Obs(p) Obs(p) Obs(p)

Figura 6.9: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 0.5. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Figura 6.10: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 1.0. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Figura 6.11: p — valores Observados frente Esperados bajo H, (no diferencias) y H,
(diferencias reales) en el caso donde los datos son observados en una malla regular
de N = 20 x 20 (primera fila), N = 10 x 10 (segunda fila), N = 5 x 5 (tercera fila)
y v = 1.5. Primera columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,300) (Cruces);
Segunda columna: (2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.9,10) (Cruces); Tercera columna:
(2.9,166) vs (2.9,166) (Circulos) y (2.0,10) (Cruces).
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Tabla 6.7: Tasa de rechazo (en porcentajes) al 0.05 (Error tipo I) bajo la hipotesis
nula para el test basado en la igualdad de los coeficientes de regresion.

sill rango N =20x20 N=10x10 N =5x5

2.9 300 0.8 1.9 12.3
2.9 10 1.8 3.1 19.1
2.0 10 2.0 3.7 18.3
2.9 166 0.4 2.1 20.6
2.9 200 0.6 1.9 16.7

Tabla 6.8: Potencias estimadas (en porcentajes) al 0.05 bajo la hipdtesis alterna-
tiva para el test basado en la igualdad de los coeficientes de regresion.

(sill, rango) N=20x20 N=10x10 N=5x5
(2.9,300) vs (2.9,200) 98.3 88.6 37.7
(2.9,300) vs (2.9,10)  99.2 02.2 40.2
(2.9,200) vs (2.9,10)  99.1 89.6 39.1

variedad de casos pueden ser analizados considerando una mayor variacion de
los distintos parametros.



194  Capitulo 6. Tests de independencia y de estacionariedad




Capitulo 7

Aplicacién: analisis geoestadistico
espacial y espectral

Indice General

7.1. Imtroduccidon . . . . ... .. .. i 195
7.2. Descripcién de variables y zona de estudio . . .. . . 198
7.2.1. Zonadeestudio. .. ... ... ... ... ... ... 198
7.2.2. Descripcién de las variables y toma de muestras . . . 198

7.3. Estimaciones espaciales y predicciones mediante kri-

7.1. Introduccion

En este capitulo presentamos un andlisis espacial de la variable Conducti-
vidad Eléctrica (CE) referida a extracto de saturacién a 25°C, que junto a las
demads variables que actuaran como secundarias, han sido obtenidas por muestreo
y tratadas para su posterior estudio por el Centro de Investigaciones sobre Deser-
tificacién (CIDE). Este andlisis espacial se presentard en formato geoestadistico
bajo el dominio espacial y en formato espectral bajo el dominio frecuencial. La
Conductividad Eléctrica es la variable que nos permite diagnosticar la existencia
de problemas de salinidad por exceso de sales solubles.

195
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En general, dentro de este contexto, podemos hablar de dos tipos de variables
o propiedades que afectan al suelo, las propiedades fisicas y quimicas del suelo,
como podemos ver en Porta, (1986), Porta et al., (1999) y M.A.P.A., 1986.

Dentro de las propiedades fisicas del suelo, podemos hablar de elementos grue-
sos, que son los fragmentos de roca o de mineral de didmetro aparente superior a
2 mm y se expresa en porcentaje en volumen respecto al horizonte muestreado, si
se considera el perfil del suelo, o al total si se trata de una muestra superficial, el
color, que permite inferir otras propiedades como el contenido en materia organi-
ca o la presencia de 6xidos de hierro y manganeso, sales, y otros minerales y la
textura, que expresa las proporciones relativas de las distintas particulas minera-
les inferiores a 2 mm (arena, limo y arcilla), agrupadas por clases de tamanos en
fracciones granulométricas, tras la destruccion de los agregados.

En este ultimo grupo aparece una de las variables utilizadas, el porcentaje de
arcillas. Las diferentes combinaciones de porcentajes de arcilla, limo y arena, dan
lugar a lo que se conoce como clases texturales (Porta, 1986). Cada clase textural
agrupa a los suelos que presentan un mismo comportamiento respecto al agua y
a las plantas. Constituye una de las caracteristicas més estables ya que es una
propiedad permanente en el tiempo, algo que nos permite estudiarla de forma
solo espacial sin tener en cuenta la componente temporal.

En lo que respecta a las propiedades quimicas del suelo, podemos hablar de la
Materia Orgénica, que constituye el conjunto de los residuos animales y vegetales
en distintos estadios de descomposiciéon. Es un componente minoritario de los
suelos con relacion a la fraccion mineral; no obstante presenta un papel predo-
minante en la estructuracion del suelo, en la retencién de agua, en la aireacién
y en la nutriciéon de las plantas. Un elevado contenido en materia organica, en
general, proporciona al suelo una serie de caracteristicas altamente favorables. Se
expresa como el porcentaje de carbono organico total por muestra de suelo seco
y porcentaje de materia organica total por muestra de suelo seco.

El pH o concentracion de iones hidrégeno en la solucién del suelo, indica la
acidez o basicidad del mismo. En los sistemas naturales el pH varia entre 3, en
suelos muy acidos, y 12 en los suelos muy bésicos. Se ha medido a partir del ex-
tracto de pasta saturada. Entre otras propiedades afecta a la union y dispersion
de arcillas, a la movilidad de los distintos elementos quimicos del suelo y por
tanto la nutricién de plantas y los niveles de toxicidad ya que si disminuye la so-
lubilidad, las plantas no podran absorber el elemento y si aumenta excesivamente
la solubilidad, puede que produzca niveles de toxicidad y a la descomposicion de
la materia organica.
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La Capacidad de Intercambio Catiénico (CIC) es la propiedad de un cam-
biador (una superficie cargada electrénicamente como las arcillas o la materia
orgénica), para adsorber cationes procedentes de la fase liquida, desadsorbiendo,
a su vez, un numero equivalente de otros cationes que se encontraban unidos a la
superficie del cambiador. Constituye un indice de la fertilidad del suelo, valores
de CIC entre 8-10 cmol(+) Kg-1. Se expresa en centimoles de cargas positivas por
kilogramo. Es importante por su relaciéon con la materia organica y la textura.

La saturacion de bases de cambio representa la proporcién de cationes nu-
trientes presentes en un suelo respecto a la capacidad total de unién de cationes
que tiene un suelo; considerando a los cationes: Ca2+, Mg2+, Na+, K+; nutrien-
tes esenciales de las plantas. Es, por tanto, una medida de la fertilidad del suelo.
Afecta sobretodo a los carbonatos, al pH y al CIC.

Los carbonatos y los bicarbonatos solubles tienen su interés debido a su ten-
dencia a precipitar con cationes divalentes (Ca 24, Mg 2+). Esto provoca que
aumente la proporcién de sodio en la solucion y, por tanto, el riesgo de sodificacién
del mismo. Afecta a las demas variables ya que un elevado contenido en carbo-
natos produce la elevacién del pH, la presencia de bicarbonatos es frecuente en
suelos salinos y un exceso de carbonatos puede provocar problemas de nutricién
en las plantas por antagonismo con otros elementos quimicos.

En relacion a los carbonatos tenemos la caliza activa, que constituye la frac-
cién de carbonato célcico de tamano inferior a 50 micras. El anélisis de la deter-
minacién de caliza activa se realiza cuando el porcentaje de carbonatos totales
obtenidos, es superior al 10 %.

Finalmente vamos a comentar la principal variable para nuestro estudio que
es la Conductividad Eléctrica (CE) referida a extracto de saturacién de 25°C,
ya estudiada bajo aplicaciones geostadisticas para explicacién de la salinidad en
Jordan et al. (2004), que permite diagnosticar la existencia de problemas de sali-
nidad por exceso de sales solubles. Esta variable, con sus distintas caracteristicas,
nos permite justificar la necesidad de su andlisis, ya que la zona de estudio es
una zona de alto porcentaje agricola, donde el principal cultivo son los citri-
cos, que pueden estar afectados por las propiedades del suelo y en concreto por
la salinidad. Ademas, afectard al uso del suelo por la limitacién producida por
la salinidad, segun la gradacién del pardmetro (Ané y Sénchez, 2003), para los
distintos valores de la variable CE, muy baja (sin limitaciones: < 2 dS/m); ba-
ja (limitaciones ligeras: 2 — 4 dS/m); moderada (limitaciones moderadas: 4 — 8
dS/m); alta (limitaciones severas: 8 — 16 dS/m) y muy alta (limitaciones muy
severas: > 16 dS/m).
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7.2. Descripcién de variables y zona de estudio

7.2.1. Zona de estudio

La zona de estudio esta formada por la unién de cuatro zonas que son parte de
cuatro comarcas, las de Vila-Real, Betxi, Burriana y Alquerfas del Nino Perdido,
y podemos ver en la siguiente Tabla (7.1) su distribucién segin los kilémetros
cuadrados de cada zona, y el porcentaje de cultivo en cada uno de ellos. Es-
ta distribucién en cuatro zonas, va a ser nuestra justificacion para la posterior
separacion y comparacion de las distintas zonas para analizar la condicién de
estacionariedad e independencia.

Tabla 7.1: Datos del area de estudio.

| Municipio | Sup. total (km?) | Cultivos(km?) | Terreno forestal (km?) | Otras sup. (km?) |
Alquerias del N.P. 12.6 89.2 0.0 10.8
Betxi 214 73.6 9.4 17.0
Burriana 47.2 81.8 0.0 18.2
Vila-Real 55.1 74.0 0.0 26.0

Observamos en la Figura 7.1 un mapa con la distribucion de los puntos de
muestreo. Comentaremos como han sido estos puntos seleccionados y muestreados
en la seccion siguiente. En cada una de las posiciones, tenemos el valor de las
distintas variables que a continuacién vamos a describir.

7.2.2. Descripcion de las variables y toma de muestras

En estudios previos, como Juan et al. (2003), podemos ver como la geos-
tadistica nos permite analizar las dependencias espaciales en variables de suelos
de forma clara. Comentamos en los siguientes parrafos, la metodologia seguida
para la toma de muestras.

Para la realizacién del estudio es necesario diferenciar las unidades que com-
ponen el area a estudiar por medio de la fotointerpretacion, utilizando el método
descrito en Vink (1963). En estudios previos, para la divisién del terreno, se
realizaron y se utilizaron fotografias en color a escala 1:20.000 y fotografias pan-
cromaticas a escala 1:40.000 (ampliadas a una escala aproximada de 1:26.000).
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Region 1: Betxi |
o,

Figura 7.1: Mapa de las 118 posiciones de muestreo.
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Ambos vuelos se realizaron en Octubre de 1997. Para la delimitacién de las uni-
dades, se partiéo de las unidades con alta y muy alta capacidad de uso, segin
se recoge de la publicacion FEl Suelo Como Recurso Natural en la Comunidad
Valenciana (Antolin et al., 1998). Ademds de toda la informacién que lleva em-
parejada el mapa de capacidades de uso comentado anteriormente, se utilizé el
siguiente material de apoyo:

1. Mapas topograficos a escala 1:50.000 procedentes del Servicio Geogréfico
del Ejército y mapas geoldgicos a escala 1:50.000 publicadas por el IGME.

2. Mapa geocientifico de la Comunidad Valenciana a escala 1:300.000.
3. Mapa de unidades fisiograficas a escala 1:50.000.

4. Mapa de usos del territorio a escala 1:50.000 y mapa de planeamiento ur-
banistico a escala 1:25.000.

5. Mapa de riesgos de inundacion a escala 1:20.000 y el catdlogo de zonas
himedas de la Comunidad Valenciana.

Después de comprobar los limites de las unidades, en campo y contando con la
ayuda de los resultados obtenidos en el laboratorio, se comienza la digitalizacién
de las unidades utilizando un GIS (Sistemas de Informacién Geogréfica).

El muestreo de campo realizado por el CIDE, fue producido mediante un
sistema de malla flexible. Arbitrariamente se dispusieron los puntos de sondeos
en cada unidad realizando un zig-zag, situando en la zona central de cada una, el
punto de muestreo. Esta forma de muestreo nos permite aplicar técnicas gracias
a la forma regular de la distribucién de las posiciones de los datos. En el caso
de que la unidad presentara gran extensién o una morfologia muy alargada, se
decidi6 aumentar el nimero de muestras. Asi mismo, en el caso de hallar puntos
de sondeo que presentaban significativas diferencias respecto al resto de la unidad,
se opt6 por tomar muestras. Por término medio se establecieron en cada unidad
7 observaciones de las cuales una corresponderia al punto de muestreo mientras
que el resto serfan las sondas. Se hicieron un total de 251 observaciones, de las
que se tomaron 132 muestras superficiales, que son las que nosotros estudiamos.
Todas las observaciones se georreferenciaron con un sistema GPS. Se hicieron
una serie de determinaciones en el laboratorio partiendo de las muestras secas al
aire y tamizadas con un tamiz de 2 mm de paso (Porta, 1986). Finalmente, por
similitudes o datos similares en algunas posiciones cercanas, se pas6 a 118 puntos
de muestreo, a partir de los cuales se ha analizado la aplicacion.
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10.
11.

Las determinaciones realizadas sobre las muestras fueron las siguientes:

Color.

La humedad del suelo.
Carbonatos totales en caliza.
Caliza activa.

El porcentaje de materia orgénica.
Textura del suelo.

El pH en una suspension 1:2,5 suelo:agua y en una suspension 1:2,5 sue-
lo:KC1 1M.

Bases de cambio.
Capacidad de intercambio catiénico (CIC).

Carbonatos y bicarbonatos solubles.

Conductividad eléctrica (CE).

Las propiedades del suelo que vamos a utilizar como variables en la aplicacion
estadistica son las siguientes (hay que hacer referencia de que la variable CE es
la variable objetivo):

Carbonatos
Arcillas
Materia Orgénica

Conductividad Eléctrica (CE)

En la Tabla 7.2 se presenta una descripcion de estas variables, donde podemos
observar la gran dispersion que hay entre las distintas variables tomadas en la
region de estudio.
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Figura 7.2: Histogramas de las cuatro variables.
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Figura 7.3: Box-plots de las cuatro variables.
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Tabla 7.2: Descriptiva de los datos.

| | carbonatos | materia orgdnica | arcilla | conductividad eléctrica |

N 118 118 118 118
Media 11.3339 1.7083 26.3632 1.2858
Des. Tipica 9.6976 0.6274 8.5570 1.1579
Varianza 94.044 0.394 73.222 1.341
Asimetria 0.333 1.006 0.546 4.638
Curtosis -1.213 2.442 1.859 31.401
Méximo 31.0130 4.2930 60.3950 10.3000
Minimo 0.1790 0.5950 5.1600 0.4350
Mediana 10.5105 1.7045 26.0975 0.8980
Primer cuartil 0.8520 1.2300 21.1740 0.6826
Tercer Cuartil 19.975 2.049 30.853 1.439

En las Figuras (7.2 y 7.3) presentamos los histogramas y los boz-plots de las
cuatro variables. Obsérvese que las variables arcilla y materia organica tienen
un comportamiento Gaussiano. La variable carbonatos estd ligeramente sesgada
debido a una gran cantidad de valores pequenos (< 5). Finalmente, la variable
CE presenta un sesgo debido a una gran cantidad de valores con CE < 2, es decir,
asociadas a condiciones de baja salinidad. Esto justifica la bondad del suelo para la
zona de cultivo. Sin embargo este sesgo de CE hace que los andlisis de prediccion
espacial que presentamos en la primera parte del capitulo, muestren un cierto
sesgo, por la falta de Gaussianidad presente en la CE. Pero este inconveniente no
se presenta al utilizar técnicas espectrales, que son las utilizadas en la segunda
parte del capitulo, lo que refuerza el uso de las mismas.

7.3. Estimaciones espaciales y predicciones me-
diante kriging

En esta seccion presentamos los mapas de prediccién espacial para la variable
CE tanto por si sola como al analizar conjuntamente con otras variables.

Para la obtencién de los distintos mapas de predicciones, disponemos de una
gran cantidad de software. Como ejemplos destacados podemos hablar del GeoFEst,
utilizado para obtencién de predicciones mediante krigings, (Fernandez-Casal,
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2003), o el GSLIB, del mismo enfoque (Deutsch y Journel, 1998). El que nosotros
vamos a utilizar es el moédulo Geostatistical Analyst de ArcGIS, que viene desarro-
llado de forma tedrica en Johnston et al. (2001). Este médulo de ArcGIS nos va
a permitir el uso de gran cantidad de técnicas geostadisticas, como la obtencién
de variogramas, mapas de prediccion por kriging, etc. En relacion a este tipo de
aplicaciones tenemos que hablar de los sistemas de informacién geografica (GIS),
que nos permiten estudiar las variables espaciales de forma clara y sencilla.

Algunas referencias relacionadas con GIS y estudios de variables los podemos
ver en Burrouh y McDowell (1998), Davis et al. (1991), Lunetta et al. (1991)
y Stein et al. (1995). Una referencia destacada en cartografia es la de White
et al. (1992) e interesante es la mencién de congresos especificos de los temas
geoestadisticos como el SIC (1998).

Otro software con gran importancia para las distintas aplicaciones estadisticas
es el S-Plus (SPLUS, 2000) o en su version libre el geoR/geoS (Ribeiro y Diggle,
1999).

Como paso previo y necesario para la obtencion de los mapas de prediccion,
presentamos de forma concisa, los modelos de variogramas obtenidos para los
diferentes casos:

» Variograma para la variable CE para OK y SK:
1.6746*Exponential (728.69)4-0.0076121* Nugget

» Variograma para la variable CE para UK de primer orden:

1.5813*Exponential(728.69)40.071988* Nugget

= Variogramas y covariogramas para el Cokriging de CE con carbonatos:
Varl - Varl: 0.079381*Exponential(4741.3)+1,6096* Nugget
Varl - Var2: -1.3865*Exponential(4741.3)
Var2 - Var2: 24.216*Exponential(4741.3)+26.64* Nugget
» Variogramas y covariogramas para el Cokriging de CE con Materia Orgéni-
ca:
Varl - Varl: 1.6757*Exponencial(728.69)4-0.006488* Nugget
Varl - Var2: -0.0455*Exponencial (728.69)
Var2 - Var2: 0.02084*Exponencial(728.69)+0.35303* Nugget



7.3 Estimaciones espaciales y predicciones mediante kriging 205

» Variogramas y covariogramas para el Cokriging de CE con Arcilla:
Varl - Varl: 0.72278*Exponential(1240.1)+0.96335* Nugget
Varl - Var2: -1.0925*Exponential(1240.1)
Var2 - Var2: 75.225%Exponential(1240.1)+0* Nugget

En la Figura (7.4), y previo a los mapas de kriging, presentamos el mapa de
prediccién obtenida mediante Thin Plate Spline para la variable CE. Podemos
observar gran diferencia de prediccion respecto a los mapas posteriores obtenidos
mediante las técnicas de kriging ademés de que no podemos obtener el mapa de
error asociado, algo que hace que este tipo de predicciones sea mas pobre.

Tomando como base los modelos de variograma, podemos obtener distintos
mapas de prediccion: El Kriging simple, Kriging ordinario y Kriging universal
para CE y los Cokrigings para CE con carbonatos, materia organica y arcilla.

Si observamos las distintas Figuras de prediccion de la variable Conductividad
Eléctrica (CE) (Figuras 7.5, 7.7, 7.9) podemos ver la diferencia de prediccién
segtin tomemos la media como constante y conocida (SK) o en otros casos (OK y
UK). Ademas, en los tres casos, las zonas de mayor error de prediccion coinciden
con las zonas donde no existen puntos de muestreo (lo cual es esperable).

Dentro de la comparacion de los distintos mapas obtenidos por prediccion de la
variable CE, podemos ver que existen zonas mas oscuras en la escala de prediccion,
donde el valor de CE es mayor, que ademas correspondera con lugares de mayor
salinidad. Estos altos valores de CE aparecen en la zona central de la regién,
dentro de la comarca de Vila-Real y en posiciones limitrofes de las comarcas de
Burriana, Betxi y Alquerias.

Si observamos los mapas de prediccién de SK, OK y UK de la variable CE,
en general, coinciden las zonas de mas altos y bajos valores, aunque en el SK, al
suponer la media conocida y constante hace que aparezca cierta direccionalidad
de la variable (de norte a sur).

Todas estas predicciones se veran mejoradas con los siguientes mapas de cok-
riging, como se puede corroborar y observar en la Tabla (7.3).

En las Figuras (7.11, 7.13, 7.15) se puede ver la diferencia de prediccién de-
pendiendo de que variables analicemos conjuntamente con la CE. De esta forma,
bajo un cokriging con CE, es la variable arcilla la que muestra un menor error
de prediccién. No es solo importante la prediccion de los valores de la variable
analizada de forma espacial, sino también el error producido a lo largo de toda la
region de muestreo, que nos facilita la tarea de la comparacion entre las distintas
variables secundarias.
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Mapa de Prediccion
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-0,947929
-1,259083
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i
ii Burriana

Alguerias del Nifio Perdido

Figura 7.4: Thin Plate Spline para CE.
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l . Vila-Real

Mapa de Prediccion
[CE]

0435000 -0,532109
0592108 -0,671437
0671437 -0,711432
0711452 -0,730520
{ 0790820 -0,947929
E 0947929 -1 259083
B 1250083 -1 875323
B 1575323 3095733
B 5095783 -5,512908
B 512003 10300000

T i Burriana
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=S 1346299 - 1347256
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Il 1 347624 - 1327767
B 1 347767 1347822

Figura 7.6: Mapa de error estdndar de prediccién de simple Kriging para CE.
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. Vila-Real

"

Mapade Prediccion
ICE]

0435000 -0,592103
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0571437 -0,711492
-0,790820
0847323
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B 1259003 -1,675323
B 1875323 -3,095783
B 3095783 -5,512903
B 5512303 -10,300000
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Vila-Real

e
7

Mapa Error Estandar de Prediccion
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0596960 - 0870071
0870071 - 1061276
1,061276-1,195139
-1.288857
- 1354459
-1,400405
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- 1455079
1470841
B 1 470841 - 1481877

Figura 7.8: Mapa de error estandar de prediccién de Kriging ordinario para CE.
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// Vila-Real ,.)‘ﬁ;

Mapa de Prediccion
[CE]

0,435000 - 0,592109

0592109 - 0571437

0671437 - 0711492
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- 0947929
- 1,259083
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[ 1 575323 - 30957683
B 5005753 - 5512903
ES 5512903 - 10 300000

Alquerias del Nifio Perdido

Figura 7.9: Kriging universal para CE.

// Vila-Real ,.)‘ﬁ;

Mapa Error Estandar de Prediccion
[CE]

0665934 - 1 049589
1049589 -1,211676
-1.280154
-1,309085
=i -1,377564
B 1 377564 - 1539651
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B 0 31408 - 4950863
I 4960863 - 10 068566

Figura 7.10: Mapa de error estandar de predicciéon de Kriging universal para CE.
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) Vila-Real

7

Mapa de Prediccion
[CE]
0,435000 - 0592108
0592108 - 0671437
-0711482
-0,790820
- 0947928

I 0947929 - 1,255083 Alquerias del Nifio Perdido
B 1259083 - 1875323

B 1 575323 - 3096763
B 5095783 - 5512903
I 5512903 - 10 300000

o ﬂ Burriana

Figura 7.11: Cokriging para CE con carbonatos.
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1331425
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Alquerias del Nifio Perdido

Figura 7.12: Mapa de error estdandar de predicciéon de Cokriging para CE con carbo-
natos.
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Mapa de Prediccion

[CE]
0,435000 -
05592109 -
0671437 -

B 0947929 -
B 1 250083 -
. 1 575323 -
B 3095783 -
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0B71437
0711492

-0,790820
0947929

1,250083
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3096763
5512903

10 300000

Burriana

Alguerias del Nifio Perdido

Figura 7.13: Cokriging para CE con materia orgénica.
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B 1 470845 -

0869114
1 060625
1194703
1288571
1354288
1,400297
1432507
1455058
1 470846
1481899

Figura 7.14: Mapa de error estandar de prediccién de Cokriging para CE con materia

orgénica.
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Mapa de Prediccion
[CE]
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Alquerias del Nifio Perdido

Figura 7.15: Cokriging para CE con arcilla.
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Mapa Error Estandar de Prediccion
[C.E]

1,162542 - 1217362
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340518 - 1370750
S8 1370790 - 13968683
[ 1395883 - 1419374
B 1419374 - 1 436760
BB 1 430760 - 1 451261
B 1461251 - 1,487344

Figura 7.16: Mapa de error estandar de prediccién de Cokriging para CE con arcilla.
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En todo caso, en estas Figuras hay que pensar que hemos presupuesto la exis-
tencia de estacionariedad y dependencia espacial que vamos a estudiar y analizar
en las préximas secciones.

Una mejor manera de comparar los resultados de las predicciones, la tenemos
a través de los valores de los ajustes de los errores cuadraticos medios obteni-
dos mediante validacién cruzada en la Tabla (7.3), donde podemos comparar los
valores de las predicciones. Como podemos ver en esta Tabla (7.3), claramente
la opcién de elegir Cokriging frente a otro tipo de prediccion es mucho mejor
y ademas mejora la prediccién de CE con la utilizacion de la variable materia
organica. Esto nos lleva a la conclusion de la necesidad de incluir variables secun-
darias para la prediccion de la principal, ya que esto mejora la prediccién de la
variable.

Hay que buscar un equilibrio entre todas las variables, el mapa de error, el
mapa de prediccién propiamente dicha, el método de prediccion y los resultados
de la validacion cruzada, que hardn que nos permitan elegir la mejor opcion, que
en este caso concreto podria ser la utilizacion del mapa de cokriging de la variable
CE con la materia orgénica.

Tabla 7.3: Comparacion mediante Validacién Cruzada de los distintos tipos de
prediccion.

Tipo de Prediccién Validacién cruzada (coef. R)
Kriging simple (CE) 0.896
Krigingordinario (CE) 0.893
Kriging universal (CE) 0.782
Cokriging CE - carbonatos 0.909
Cokriging CE - materia organica 0.941
Cokriging CE - arcilla 0.916

7.4. Analisis espectrales

Utilizamos la potencialidad manifestada de algunas de las técnicas espectrales.
Como primer paso para la aplicacion, dividiremos la regién en cuatro zonas,
en relacién a las cuatro comarcas que componen la zona de estudio (Figura 7.17).
Podemos observar el tamano de cada comarca, el cual estard en relacién al niimero



214  Capitulo 7. Aplicacion: analisis geoestadistico espacial y espectral

de puntos de muestreo, siendo las regiones 1 y 2 (16 y 11 datos respectivamente)
las que disponen de un menor nimero de puntos muestrales, siendo muy superior
en las regiones 3 y 4 (49 y 42 datos, respectivamente).

De la misma forma que describimos los datos de forma global en la primera
parte del capitulo, aqui también presentamos histogramas (Figuras 7.18-7.21) y
boz-plots (Figuras 7.22-7.25) de las cuatro zonas y para cada una de las cuatro
variables. En estas Figuras podemos ver que la distribucién de los datos varia
en relacién a la region en la que nos encontremos, por ejemplo en la variable de
carbonatos, la zona 1 y 3 tienen una distribuciéon muy diferente a la de las zonas 2
y 4, como puede verse en la Figura (7.18). Esto puede ser un claro indicio de falta
de estacionariedad en las variables en juego, en particular, en la CE, variable en
la que centramos nuestro interés.

Para poder hacer uso de las técnicas espectrales necesitamos definir una malla
sobre la que se observa nuestro proceso, Z, en este caso la CE. En un primer
acercamiento definimos ante una malla regular como una irregular (Figura 7.26).

El variograma asociado a los datos muestreados (como ya conocemos de la
primera parte del capitulo) es: 1.6746 « Exponential(728.69) + 0.0076121 x Nugget
que corresponde con unos valores de sill = 1.6746, rango = 728.69 (o« = 1/rango)
y ¢ = 0.0023.

Consideramos una malla regular que se superpone y aproxima a los 118 puntos
originales de muestreo. Comprobamos que el variograma sobre esta malla regular
se asemeja al original (Figura 7.26). Esto justificard la bondad de utilizar esta
malla regular para los futuros anélisis.

Con el proceso estocastico CE observado sobre la malla regular, intenta-
mos estimar la densidad espectral originalmente proveniente de un modelo de
Matérn con v = 0.5 (exponencial) mediante el periodograma. Como disponemos
de tanta casuistica, analizamos el periodograma bajo los siguientes casos: (a)
Matérn tedrico, no taper, rounded taper y taper multiplicativo y (b) data taper
con € = ) = 1,3,5,10. Las Figuras (7.27 - 7.30) muestran la perspectiva de las
densidades espectrales para un grupo de frecuencias de Fourier (wq,ws), en los
casos de Matérn tedrica, sin taper, rounded taper y taper multiplicativo, para
los casos en que € = 0 = 1,3,5,10. Podemos observar la clara diferencia entre
las cuatro casos que cada Figura y la diferencia entre las cuatro Figuras, con la
mejora de la introduccién del tapering.

Con la densidad espectral, f(w), estimada mediante el Iy(w), podemos dar
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Figura 7.17: Mapa de las cuatro regiones de estudio.
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Figura 7.21: Histogramas de conductividad eléctrica en las 4 zonas.
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Figura 7.22: Boz-plots de carbonatos en las 4 zonas.
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Figura 7.23: Boz-plots de materia orgédnica en las 4 zonas.
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Figura 7.24: Boz-plots de arcilla en las 4 zonas.
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Figura 7.25: Boz-plots de conductividad eléctrica en las 4 zonas.

paso al andlisis de los tests de independencia y estacionariedad.
Respecto al contraste de dependencia espacial, los pasos a seguir son:

1. Definimos el conjunto de frecuencias y evaluamos el periodograma.
2. Calculamos la correlacién entre el log(Iy(w)) v log(|w|?).
3. Calculamos el test estadistico.

4. Analizamos el resultado del test para ver si se rechaza la hipétesis de inde-
pendencia espacial. Rechazaremos si t ¢ (—2,2).

Pasamos el test a la variable CE bajo multitud de escenarios posibles, entre
ellos:

= taper multiplicativo (1,1). En este caso el resultado de t = —8.333613 y
rechazamos Ho.

= rounded taper (1,1). En este caso el resultado de t = —9.809599 y rechaza-
mos Ho.

= taper multiplicativo (5,5). En este caso el resultado de t = —10.02663 y
rechazamos Ho.
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Figura 7.26: Malla con posiciones irregularmente espaciadas (superior izquierda), va-
riograma correspondiente (superior derecha), malla con posiciones regularmente espa-
ciadas (inferior izquierda) y variograma correspondiente (inferior derecha).
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Figura 7.27: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws). Izquierda superior: densidad de Matérn tedrica; Derecha superior: sin
taper; Izquierda inferior: rounded taper; Derecha superior: taper multiplicativo; para el
caso de e =6 = 1.

Figura 7.28: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws). Izquierda superior: densidad de Matérn tedrica; Derecha superior: sin
taper; Izquierda inferior: rounded taper; Derecha superior: taper multiplicativo; para el
caso de e = § = 3.
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Figura 7.29: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws). Izquierda superior: densidad de Matérn tedrica; Derecha superior: sin
taper; Izquierda inferior: rounded taper; Derecha superior: taper multiplicativo; para el
caso de e = § = 5.

Figura 7.30: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws). Izquierda superior: densidad de Matérn tedrica; Derecha superior: sin
taper; Izquierda inferior: rounded taper; Derecha superior: taper multiplicativo; para el
caso de e = § = 10.
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= rounded taper (5,5). En este caso el resultado de t = —9.961412 y rechaza-
mos Ho.

En todos los casos, al rechazar la hipdtesis nula consideramos que hay clara
evidencia de que existe dependencia espacial. Son datos claramente dependientes
en relacion a su distribucion espacial.

Finalmente, analizamos el test de estacionariedad, observando posibles dife-
rencias entre las cuatro subregiones. Para ello, primeramente presentamos los
variogramas de las cuatro zonas para la variable conductividad eléctrica, ob-
servandose gran diferencia entre las cuatro zonas:

1. Regién 1: 0.10666*Exponential(4741.3)+0.51961*Nugget
2. Regién 2: 0*Exponential(4409.9)40.59622*Nugget
3. Regién 3: 2.5624*Exponential(728.69)+0.19519*Nugget

4. Regién 4: 0.07226*Exponential(4741.3)+0.40841*Nugget

Seguidamente, presentamos las estimaciones de los periodogramas de las cua-
tro regiones, para los distintos casos de tapering y diferentes pardmetros (valores
deey o =1,3 5, 10) utilizados (Figuras 7.31-7.39).

El dltimo paso es mostrar el ajuste que obtenemos de log(Iy(w)) frente
log(|w|) para los distintos casos y regiones (Figuras 7.40-7.48). Podemos observar
que no son rectas similares en las cuatro regiones que componen la zona de mues-
treo, lo que muestra indicios de falta de estacionariedad. De hecho, si pasamos
el andlisis de la varianza, para analizar las posibles diferencias entre las rectas
de regresion, este nos lleva a un claro rechazo de la igualdad de dichas rectas
(p = 0.02). Hemos anadido en las Figuras los valores de By v 1 (by y b1) para
hacer mas palpable dichas diferencias.

Esto nos permite concluir que no es aceptable la suposicion de estacionariedad
sobre la variable CE.
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Figura 7.31: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (w,ws), para las 4 regiones sin la utilizacién de tapering

Figura 7.32: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado rounded taper con
e=6=1.
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Figura 7.33: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (w1, ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado taper multiplicativo
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Figura 7.34: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado rounded taper con
e=0=3.
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Figura 7.35: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (w1, ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado taper multiplicativo
con € =0 = 3.

Figura 7.36: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado rounded taper con
e=0=>5.
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Figura 7.37: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (w1, ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado taper multiplicativo
con € =0 = 5.

Figura 7.38: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado rounded taper con
e =0 =10.
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Figura 7.39: Perspectiva de las densidades espectrales para un grupo de frecuencias de
Fourier (wy,ws), para las 4 regiones y para el caso en que es usado taper multiplicativo
con € =9 = 10.

R1 R2

log(I_N(w))
log(I_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.40: log(In(w)) frente log(Jw|) . El periodograma mostrado es estimado sin
usar tapering.
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R1 R2

log(I_N(w))
log(I_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.41: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un rounded tapering con parametros e = = 1.

R1 R2

log(I_N(w))
log(l_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.42: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un tapering multiplicativo con parametros e = 0 = 1.
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R1 R2

log(I_N(w))
log(I_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.43: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un rounded tapering con parametros € = = 3.
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log(I_N(w))
log(I_N(w))
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log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.44: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un tapering multiplicativo con parametros e = 0 = 3.
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R1 R2

log(I_N(w))
log(I_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.45: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un rounded tapering con parametros e = § = 5.

R1 R2

log(I_N(w))
log(l_N(w))

log(I_N(w))
log(I_N(w))

Figura 7.46: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
un tapering multiplicativo con parametros e = 0 = 5.
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Figura 7.47: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando

un rounded tapering con parametros e = § = 10.

Figura 7.48: log(In(w)) frente log(|w|) . El periodograma mostrado es estimado usando
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un tapering multiplicativo con parametros € = ¢ = 10.



Capitulo 8

Conclusiones y futuras
investigaciones

El trabajo aqui presentado, expone una metodologia estadistica potente y
capaz de resolver el problema que ha fundamentado y motivado esta investigacion.

La teoria geoestadistica expuesta en este trabajo recoge tanto los aspectos
mas basicos y bien conocidos de esta metodologia como otros aspectos bastante
mas novedosos.

De novedoso puede ser considerada la utilizacion de los métodos espectrales
en la modelizacién espacial. La complejidad de los célculos matematicos que apa-
recen en las distintas técnicas de prediccion espacial, nos lleva al uso de técnicas
espectrales que en muchos casos van a facilitar el trabajo computacional, ma-
tematico y de aplicacién.

Podemos ver que existe gran variedad de técnicas que nos permiten la pre-
diccién de cualquier tipo de variable georeferenciada, técnicas como son kriging
o cokriging, eso si, siempre basadas en el supuesto de estacionariedad.

Como podemos ver en los distintos capitulos, el tapering es una operacién que
reemplaza la ventana espectral del periodograma consiguiendo mejores propieda-
des en picos subsidiarios, lo que lleva a una reduccién de la desviacion y el sesgo
(evita el leakage en estimadores espectrales directos).

A lo largo de la tesis nos hemos centrando en la familia de Matérn de densi-
dades espaciales y espectrales, como una clase general y flexible, de gran interés y
ampliamente utilizada en modelos espaciales. Su formato en el dominio espectral
hace mas cémodo su uso par la practica de la modelizacion.

Mediante un estudio completo y exhaustivo de simulacion, se ha mostrado

233



234  Capitulo 8. Conclusiones y futuras investigaciones

que usando data taper mejoramos la estimacion de los parametros espaciales. En
particular, el rounded taper mejora el multiplicativo en algunas situaciones donde
el pardmetro de suavizamiento es mayor o igual a uno. Independientemente del
valor de v a ser estimado, los mejores resultados son obtenidos por € > 3 para
ambos tipos de taper. Pero también es importante el hecho de que para parametros
de tapering mas grandes (> 5) aportan desviaciones relativas mayores y asi peores
estimaciones. Nos hemos centrado en la estimacion de los parametros v, ¢ que
juegan un papel en los procedimientos de interpolacion local, y teniendo en cuenta
que bajas frecuencias tienen un comportamiento sobre el espectro que afecta muy
poco a la interpolacién. Asi en este contexto, el rango no es un parametro critico, y
esto nos permite el uso de modelos lineales para la estimacion de parametros. Los
resultados muestran claramente la dependencia en la validacién de los modelos
lineales, sin embargo algunos otros modelos podrian ser usados para la estimacién
de parametros.

En lo que respecta a la comparacién entre los métodos de estimacion, es de
destacar que no siempre el MCP-espacial es el més robusto (de hecho, presenta
en ciertos casos mucha dispersién) frente al espectral que supone una muy buena
y adecuada alternativa.

También es importante el papel que tiene el aumento del tamano de malla ya
que mejora claramente las estimaciones en todos los casos.

Respecto a los dos test presentados, uno de ellos tendra utilidad para el estu-
dio de la dependencia/independencia en procesos espaciales de dos dimensiones
medidos en una malla regular. El test funciona bien en términos de niveles de
significaciéon particularmente cuando usamos un taper multiplicativo con parame-
tro de bandwidth pequeno. En cualquier caso, el valor de la potencia es cercano
a 100 %. Cuando un efecto nugget esté presente en los datos espaciales, y los
parametros de suavizamiento y rango de la familia de Matérn son bastante gran-
des en relacién con las dimensiones de la regién, el test da resultados con gran
variedad y poca robustez.

El test de estacionariedad nos muestra un procedimiento para detectar la
estacionariedad (o no estacionariedad) basado en la representacién espectral de
un proceso no estacionario y en el caso particular de la familia de Matérn de
densidades espectrales. El test ha mostrado que es eficaz para detectar diferencias,
cuando realmente existen y detectar estacionariead cuando la hay.

Sin embargo, en los problemas reales, la no estacionariedad puede ser suave,
las regiones podrian no ser bien conocidas y los datos pueden estar espaciados
irregularmente. Algunas de estas posibilidades han sido consideradas, pero so-
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lo hemos analizado un nimero limitado de posibles escenarios, y por tanto una
mayor variedad de casos pueden ser analizados ampliando los escenarios conside-
rados.

El peso de esta tesis esta puesto en los estudios de simulacion y en algin aspec-
to metodoldgico sobre los momentos del periodograma. La aplicacion esta tratada
como una via para la utilidad de los métodos expuestos. No hemos querido darle
mas énfasis ni mds importancia que la que tiene en el contexto de la tesis.

Con el objetivo de que éste sea un trabajo ttil y manejable para futuros estu-
dios e investigadores que quieran iniciarse en este tema, hemos incluido bastantes
referencias bibliograficas, algunas absolutamente basicas y otras no tanto pero
si necesarias para disponer de una visién general sobre la aplicabilidad de las
técnicas geoestadisticas en los campos espacial y espectral para la resolucién de
problemas medioambientales. Ademas, también se ha incluido descripciones de
los softwares mas comunes usados en la practica de la geoestadistica, indican-
do aquellos que son comerciales y los que pueden ser libremente bajados desde
alguna direccién web.

Siguiendo en esta linea, y también con el objetivo de ser lo méas transparentes
posible, hemos incorporado al final de este trabajo no sélo los datos reales con
los que hemos realizado el presente estudio sino también los cddigos de progra-
macién, basicamente de R y Fortran, para que sean de libre acceso y sirvan de
autoaprendizaje a futuros investigadores.

Sin embargo, como siempre, quedan otros muchos puntos abiertos que nece-
sitan de aclaracion o desarrollo y que dejan abiertas varias lineas de préximos
trabajos. A continuacion, comentamos algunos de estos puntos abiertos.

1. En este trabajo no nos hemos planteado establecer la idoneidad de la ubi-
cacion espacial de los datos ni si el nimero de observaciones era suficiente
o si se podria haber llegado a los mismos resultados con menor nimero
de localizaciones. Creemos que un buen trabajo continuador puede ser la
realizacion de un andlisis exhaustivo del diseno y optimizacién de los datos
espaciales.

2. Todas las herramientas geoestadisticas desarrolladas en este estudio se cen-
tran Unicamente en el analisis espacial del fenémeno analizado. No hemos
contemplado la posibilidad de que este fendmeno dependa también del tiem-
po y por tanto la metodologia adecuada hubiera sido las técnicas espacio-
temporales en el dominio espectral (Porcu, 2004). Estas técnicas estdn en
reciente introduccién en la literatura y si el fendmeno en estudio manifiesta



236

Capitulo 8. Conclusiones y futuras investigaciones

ambas tendencias, sin lugar a dudas seran las herramientas a utilizar. Sin
embargo, y en este sentido, en este trabajo nos hemos centrado sélo en la
evolucion espacial, guiandonos también por el hecho que las variables que
hemos manejado no disponian de componente temporal.

Contraste de hipdtesis sobre los modelos espectrales no han sido considera-
dos, pero es un elemento de especial importancia.

En este estudio han sido tomados datos de suelos de una region formada
por parte de cuatro comarcas, y en concreto la variable Conductividad es-
tudiada respecto a Carbonatos, Arcillas y Materia Organica. En el futuro,
también deberian considerarse el resto de variables que participan en el de-
sencadenamiento de los procesos de evaluacion de suelos y ser incorporados
en los modelos.

Finalmente, en recientes trabajos, han aparecido contrastes sobre la separa-
bilidad en espacio-tiempo bajo técnicas espectrales. Consideramos esta una
importante via de desarrollo.



Capitulo 9

Base de datos, Cédigos de R y
Fortran

9.1. Banco de datos para las 118 posiciones de
muestreo en la regién de estudio, Vila-Real,

Betxi, Burriana y Alquerias del Nino Per-
dido

Las variables son:

xcoord (este)

ycoord (norte)

Carbonatos (%)

Materia Organica (%)

Arcilla (%)

Conductividad Eléctrica (dS)

4422337 745600 23.0 1.8 2

4422593 745536 6.4 1.6 3 .
4422287 745613 20.4 3.8 29.12 1.25
4423616 744778 0.2 4.3 3

4423826 744293 10.6 0.6 3

237
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4425300 743693 0.6 0.9 21.27 1.83
4422817 744555 8.0 1.3 22.49 10.30
4423678 743723 3.2 2.0 24.26 1.85
4423613 742848 0.6 1.5 36.50 4.85
4423496 742532 0.3 2.3 34.40 1.81
4425265 740985 0.2 1.0 35.26 2.25
4422380 742847 1.4 1.3 16.90 1.256
4421954 742400 0.7 1.5 40.16 1.256
4420879 742687 0.5 0.8 256.43 0.59
4420139 743518 18.6 1.1 25,15 2.94
4420691 743985 1.8 1.1 32.23 0.47
4420098 742720 0.2 2.3 29.16 0.85
4418745 744128 13.3 1.9 30.15 2.35
4418747 745283 3.5 1.2 31.15 0.45
4417441 745888 1.7 1.8 26.92 0.56
4417538 746623 14.7 1.7 33.18 1.64
4416256 748275 12.1 2.1 29.86 0.64
4417301 747554 6.8 1.7 30.85 0.71
4417405 747179 7.1 2.4 30.30 0.68
4418549 748097 17.3 2.0 22.96 0.65
4418610 747728 15.4 3.1 20.63 1.16
4417274 749848 18.1 2.8 26.00 0.68
4417878 750494 14.9 2.8 32.97 1.97
4418197 751149 17.2 2.4 24.21 2.28
4420833 750736 19.6 1.8 27.00 0.56
4420003 750434 20.9 2.2 30.22 1.62
4420491 752226 21.4 1.8 36.87 0.92
4420167 753030 14.0 3.3 60.39 0.85
4419853 752161 22.3 2.0 28.06 0.84
4421929 753277 25.5 2.5 26.11 1.34
4422645 752605 27.5 1.7 14.56 1.03
4421981 753943 25.1 3.0 156.36 1.25
4421621 754753 28.3 2.2 21.17 0.79
4421979 754761 27.4 2.1 256.70 0.65
4422522 751597 9.1 0.8 34.38 0.66
4422096 750398 24.9 2.0 28.72 2.18
4423655 749751 9.7 1.8 27.51 0.78
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4417225
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4419103
4418324
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4421865
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4422809
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4422139 741368 5.9 1.6 29.23 1.04
4423399 741415 0.2 0.9 27.38 0.60
4423574 740833 7.0 1.3 21.28 0.68
4425165 739886 0.2 1.4 21.39 2.53
4419992 744590 9.6 1.6 40.47 0.55
4418190 744618 4.0 1.8 34.68 1.20
4420985 741458 4.3 2.3 34.13 2.57
4421153 741561 28.7 1.8 27.43 0.58
4420456 740536 7.5 0.9 35.97 2.82
4421296 740110 2.7 2.0 34.99 0.64
4422477 740175 0.4 1.5 44.22 0.66
4421851 740366 2.0 1.6 27.35 0.91
4421965 740983 3.8 0.9 30.05 0.83
4424907 738861 0.3 0.8 16.51 0.87
4425037 742535 0.3 1.3 20.85 1.27
4425528 742163 0.2 2.2 38.97 0.66
4424258 743286 0.6 1.6 39.78 0.76
4424413 741726 0.3 1.1 52.27 1.45
4424274 740863 0.2 1.9 31.26 1.05
4425496 743008 0.6 1.0 20.52 0.86
4425914 743526 0.4 0.8 41.58 0.66
4426475 744419 0.3 1.3 20.52 1.06
4426334 744726 0.9 1.2 22.59 0.68
4419022 746508 13.4 1.0 27.05 0.92
4426644 746398 0.9 1.2 22.43 0.59
4427116 746256 3.6 1.6 19.39 0.64
4427045 743671 0.5 1.1 21.24 0.60
4427248 743014 11.6 1.2 28.19 0.77
4427101 741894 2.5 0.7 256.13 0.78
4429370 742263 10.3 1.7 28.26 2.68
4415714 747144 10.8 2.0 29.63 0.72
4415761 748179 21.1 2.4 33.66 0.74
4415628 746845 9.9 2.1 32.33 0.69
4421616 751207 20.9 1.7 29.45 1.56
4428480 743232 13.5 1.2 16.75 0.89
4428880 742664 12.1 1.8 156.98 1.44
4428862 742279 0.4 0.6 10.55 0.77
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4428552 742347 0.5
4426281 745830 17.5

9.2. Cdbdigos R y Fortran

s s s s s s s s s s s s e )
La siguiente funcién, evalua el periodograma con/sin taper para un proceso

espacial estacionario.
S S

pgram. jorge.taper.conjunto<-function(object,nl,n2,1f1,1f2,m1,m2,epsilon,
delta,toggle.taper,freq0.rm=T)
{

N<-n1#n2 m<-1f1x1f2 i<-complex(real=0,imaginary=1) al<-floor(-(n1-1)/2)
a2<-floor(-(n2-1)/2) bil<-nil-floor(n1/2) b2<-n2-floor(n2/2)
fi<-seq(al,bl,len=1f1) f2<-seq(a2,b2,len=1f2) omega.f1<-2*pixfl/nl
omega.f2<-2xpi*f2/n2 data<-object

#epsilon,delta actuan sobre el rounded taper #ml,m2 actuan sobre el
multiplicative taper epsilon<-epsilon delta<-delta mi<-ml m2<-m2

matriz.omega<-as.matrix(expand.grid(omega.fl,omega.f2)) #matriz.omega es
una matriz on filas=1f1%1f2=m y cols=2 (varian filas primero)
pgram.tap<-rep(0,m) modulo.omega<-rep(0,m)

for(j in 1:m){
omegal<-matriz.omegalj,1]
omega2<-matriz.omegalj,2]
cat("pgram asociado al omega",j,"\n")
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pgram.tap[j]l<-pgram. jorge.taper (object=data,nl=nl,n2=n2,
omegal=matriz.omegal[j,1],omega2=matriz.omegalj,2],m1,m2,epsilon,delta,
toggle.taper,freq0.rm=T) $pgram

modulo.omegaljl<-sqrt((matriz.omegalj,1]"2)+(matriz.omegalj,2]"2))
}

modulo.omega.cuad<-modulo.omega”2
resultadol<-as.matrix(cbind(matriz.omega,modulo.omega,
modulo.omega.cuad,pgram.tap))
resultado2<-matrix(pgram.tap,nrow=1£f1)
return(list(resl=resultadol,pgram.mat=resultado2)) }

pgram. jorge.taper<-function(object,nl,n2,omegal,omega2,ml,m2,epsilon,
delta,toggle.taper,freq0.rm=T)

{

Evalua el periodograma para un proceso espacial estacionario. Llamada por
la funcion pgram.jorge.taper.conjunto para cada entrada de w en 2 dim,
calcula I<-N(w), un numero real. Object debe ser una matriz con 3
columnas: #col 1=vector Z(s); col 2= coordenada x; col 3=coordenada y
#1£1,2 es la longitud del vector de frecuencias #N<-nl*n2 #nl y n2 son el
num. de coordenadas que definen el grid regular #m=c(ml,m2) son los
smoothing pars asociados al data taper multiplicativo #epsilon,delta son
los paréametros de suavizado asociados a data taper rounded #esta version
contiene la posibilidad de no hacer tapering, es decir del pgram. jorge

N<-n1*n2 i<-complex(real=0,imaginary=1) omegal<-omegal omega2<-omega2
epsilon<-epsilon ml<-ml m2<-m2 delta<-delta
datos.lat<-as.matrix(expand.grid(1:n1,1:n2))

#tapering
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if (toggle.taper == "no-taper") {
cat("no taper selected...\n")

tap<-rep(0,N)

hi<-rep(0,N)

h2<-rep(0,N)
const.normalizadora<-rep(0,N)

for(k in 1:N){ hi1[k]<-1 h2[k]<-1 tapl[k]<-object[k,1]*h1[k]*h2[k]
const.normalizadoralk]<-h1[k]*h1[k]*h2[k]*h2[k] }

if (toggle.taper == "multiplicative") {
cat("multiplicative taper selected...\n")

tap<-rep(0,N)
hi<-rep(0,N)
h2<-rep(0,N)
const.normalizadora<-rep(0,N)
#para la constante normalizadora, ver articulo de Montse-Kim, pagd

for(k in 1:N){

#building hil
#version con object (estos datos ya vienen en coordenadas enteras)

if (object [k,2]>=1&object [k,2]<=m1) {h1 [k]
<=(.5)*(1-cos((pi*(object[k,2]-0.5))/(m1)))}
if (object [k,2]>=(m1+1)&object [k,2]<=(n1-m1)){h1[k]<-1}

if (object [k,2]>=(n1-m1+1)&object [k,2]<=n1){h1 [k]
<=(.5)*(1-cos((pi*((nl-object[k,2]+1)-0.5))/(m1)))}

#version rho fuentes-Kim con s/N, #con datos.lat (en caso de que las
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coords no vengan en enteros) #con los datal[,2:3] si ya vienen los datos
originales en coordenadas enteras

temp<-NULL

#temp<-datos.lat[k,1]/n1

#temp<-object [k,2]/nl

#if (temp>=0 & temp<(epsilon/2))
{h1[k]<-(.5)*(1-cos((2*pi*temp)/epsilon))}

#if (temp>=(epsilon/2) & temp<=(l-epsilon/2)) {hi1[k]<-1}

#if (temp>(1-epsilon/2) & temp<= 1)
{h1[k]<-(.5)*(1-cos((2*pi*(1-temp))/epsilon))}

#building h2
#version con object (j2) numero entero

if (object [k,3]>=1&object [k, 3]<=m2) {h2 [k]
<-(.5)*(1-cos ((pi*(object [k,3]-0.5))/(m2)))}
if (object [k,3]>=(m2+1)&object [k,3]<=(n2-m2) ) {h2 [k]<-1}

if (object [k,3]>=(n2-m2+1)&object [k,3]<=n2) {h2[k]
<=(.5)*(1-cos((pi*((n2-object[k,3]+1)-0.5))/(m2)))}

#version rho fuentes-Kim con s/N

temp<-NULL

#temp<-datos.lat [k,2]/n2

#temp<-object [k,3]/n2

#if (temp>=0 & temp<(delta/2)) {h2[k]

<-(.5)*(1-cos((2*pi*temp)/delta))}

#if (temp>=(delta/2) & temp<=(1-delta/2)) {h2[k]<-1}

#if (temp>(1-delta/2) & temp<= 1)
{h2[k]<-(.5)*(1-cos((2*pi*(1-temp))/delta))}

tap [k]<-object [k,1]*h1 [k]*h2[k]
const.normalizadoral[k]<-h1[k]*h1 [k]*h2[k]*h2[k]
}
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if (toggle.taper == "rounded") {
cat("rounded taper selected...\n")

tap<-rep(0,N)

hi<-rep(0,N)

h2<-rep(0,N)
const.normalizadora<-rep(0,N)
cl<-n1/2-epsilon
c2<-n1/2-delta
c3<-n2/2-delta
c4<-n2/2-epsilon

for(k in 1:N){
r1<-NULL
r2<-NULL
ri<-abs(object[k,2]-((n1-1)/2))
r2<-abs (object [k,3]1-((n2-1)/2))
d<-sqrt ((r1-((n1/2)-epsilon) ) **2+(r2-((n2/2)-epsilon) ) **2)

#building h<-R(rl,r2)

#version rho fuentes-Kim con s/N,

#con datos.lat (en caso de que las coords no vengan
en enteros)

#con los datal,2:3] si ya vienen los

datos originales en coordenadas enteras

if (ri<=cl & r2>c3) {h1[k]<-(.5)*(1-cos((pi*((n2/2)-r2))/delta))}
#reg A

if(r2<=c4 & r1>c2) {h1[k]<-(.5)*(1-cos((pi*((n1/2)-r1))/delta))}
#reg B

if ((r1<=c2 & r2<c4) | (ri<=cl & r2<c3)) {hi[k]<-1} #reg C
if(ri>cl & r2>c4 & (d<=(epsilon-delta))) {h1[k]<-1} #ireg F
if(ri>cl & r2>c4 & (epsilon-delta<=d<=epsilon))
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{h1[k]<-(.5)*(1-cos((pi*(epsilon-d))/delta))} #reg D
if(ri1>cl & r2>cd & (d>=epsilon)) {h1[k]<-0} #reg E

tap [k]<-object [k,1]*h1 [k]
const.normalizadoralk]<-h1[k]*h1 [k]

+}

#fin tapering

temp<-rep(0,N)

for(k in 1:N){ #
temp[jl<-tap[j]*exp(-i*((object[j,2]*omegal)+(object[j,3]*omega2)))
para s

originales # temp[k]<-tap[k]*exp(-i*((datos.lat[k,1]*omegal)+
(datos.lat[k,2]*omega2))) temp[k]<-tap[k]*exp(-i*((object[k,2]
xomegal)+(object [k,3] *omega2))) I

pgram<-((Mod (sum(temp))) ~2) / (2*pi*2*pi* (sum(const.normalizadora)))
list(fourier.freq.fl=omegal,fourier.freq.f2=omega2,pgram=pgram) }

B S 2
B) Cédlculo de la densidad espectral teorica de Matérn en 2d y 1d
S S 2

densidad.espectral.matern.2d<-function(phi,alfa,nl,n2,nu,1f1,1f2,d=2)

{a1<-floor(-(n1-1)/2) a2<-floor(-(n2-1)/2) bi<-nil-floor(nl/2)
b2<-n2-floor(n2/2) fi<-seq(al,bl,len=1f1) f2<-seq(a2,b2,len=1f2)
omega.f1<-2*pi*f1/nl omega.f2<-2*pi*f2/n2
matriz.omega<-as.matrix(expand.grid(omega.fl,omega.f2)) m<-1f1*1f2
f<-rep(0,m) logf<-rep(0,m) modulo<-rep(0,m)

for(j in 1:m) {
omegal<-NULL
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omega2<-NULL

omegal<-matriz.omegalj,1]

omega2<-matriz.omegalj,2]
modulo[jl<-sqrt((omegal~2)+(omega2~2))
modulo2<-(omegal~2)+(omega2~2)
f[jl<-phi*(((alfa~2)+(modulo2)) " (-nu-(d/2)))
logf[j1<-(log(phi))+((-nu-1)*(log(alfa~2+modulo2)))

mat<-as.matrix(cbind(matriz.omega,modulo,f,logf))
fmat<-matrix(f,ncol=1f2,nrow=1f1) logfmat<-matrix(logf,ncol=1f2,
nrow=1f1)
return(feq.fl=omega.fl,feq.f2=omega.f2,mat=mat,fmat=fmatlogfmat=
logfmat)}
densidad.espectral.matern.1d<-function(phi,alfa,nl,nu,1f1,d=1) {
al<-floor(-(n1-1)/2) bil<-ni-floor(n1/2) fi<-seq(al,bl,len=1f1)
omega.f1<-2xpi*f1/n1 f<-rep(0,1f1)

for(j in 1:1f1) {
modulo2<-(omega.f1[j]"2)+(omega.f1[j]l"2)
f[jl<-phi*(((alfa~2)+(modulo2)) " (-nu-(d/2)))
}

mat<-as.matrix(cbind(omega.f1,f)) return(feq.fl=omega.fl,mat=mat) }

g S S S
C) Test de independencia

B L B B L L L L R R T S S R S IR IR IS ISR R RS
# A continuacién vamos a ver los distintos pasos y las

#distintas pruebas realizadas para el test de independencia
FHHH R

#implementacion del estadistico test en situaciones diferentes,
#es decir: diferentes valores de los parametros

# simulando un ruido blanco o una matern

# sin tapering o con multiplicative o rounded taper
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# en un otro file hay que poner todos los resultados asi que

# podremos calcular el tamafio de la region de rechazo y la potencia
# empirica del test afiadimos el test sobre el pendiente de

# la linea de regresidén y vemos si se obtiene el mismo resultado.
R

# Las distintas pruebas (algin ejemplo):
R
#Pruebal: ruido blanco sin taper

#Prueba2: ruido blanco con multiplicative taper

#Prueba3: ruido blanco con rounded taper

#Prueba4: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, sin taper

#Pruebab: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, con taper (mult)

#Prueba6: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, con taper (round)

#Prueba7: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, sin taper,

nugget=2.9

#Prueba8: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, con taper (mult),
nugget=2.9

#Prueba9: matern con sill=2.9, range=166, nu=1.5, con taper (round),
nugget=2.9

#0bservacion: las pruebas 4-5-6-7-8-9 tienen que ser repetidas
unas cuantas veces con parametros diferentes

HHFHAH R R R
HHFHAH R H AR R R
#Pruebal

HEHHE

#UN NUEVO TEST DE INDEPENDENCIA BASADO SOBRE LA DENSIDAD
#ESPECTRAL.

HHFHAH R

Ht R A
#PLAN DE TRABAJO (Va a ser el mismo en todos los casos:
# 1) Simular un proceso con cov NUGGET

# 2) Calcular la correlacion del muestreo
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# 3) Calcular el estadistico test correspondiente

# 4) Rechazar o menos la hipotesis de independencia
# 5) calcular el pendiente de la regresion lineal

# 6) Hacer un otro test

# 7) rechazar o menos
S i s

HAHHAHHRHBHHAHHRHBHHBHHAHBHHBHBSHAH SRR B H BB R R H
#paso 1: simulacion (sill=2, range=10) sin taper
HERHHHAFHHERHH B HRAFHHAFH R H R H R BB H RS
t£1.29.300.05.1<-rep(0,1000)
tt1.29.300.05.1<-rep(0,1000)

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al1<-NULL
periodograma.all<-NULL
x1<-NULL

x12<-NULL

y1<-NULL

ficherol<-NULL

cat("iteracion=" i, "\n")

datos.simulados.all<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,20),ylims=c(1,20),
cov.model ="pure.nugget",cov.pars=c(2.9,300), nugget=2.9,
kappa=0.5,nsim=1)
datos.simulados.all<-cbind(datos.simulados.all$data,
datos.simulados.all$coords)
datos.simulados.all<-cbind(datos.simulados.all[,1]-
mean(datos.simulados.all1[,1]),datos.simulados.all[,2],
datos.simulados.all1[,3])

periodograma.all<-pgram. jorge.taper.conjunto(
object=datos.simulados.all,
n1=20,n2=20,1f1=20,1£2=20,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="no-taper",freq0.rm=T)

B i S S s S
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#paso 2: calcular la correlcion entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado
R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x1<-(periodograma.ali$resi[,3])
x12<-1log(x1°2)
yl<-log(periodograma.ali$resi[,4])
ficherol<-data.frame(cbind(x12,y1))
names (ficherol)<-c("x12","y1")

#calcular la correlacidén del muestreo
rhol<-cor(x12, yl1 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

L
#paso 3: calcular el estadistico test
L

n<-length(x1)
£1.29.300.05.1[i]<-(rhol*sqrt(n-2)/sqrt(1-rhol1~2))

3

selt1.29.300.05.1<-(t1.29.300.05.1>-2)&(t1.29.300.05.1<2)
at1.29.300.05.1<-1length(t1.29.300.05.1[selt1.29.300.05.1])
alfat1.29.300.05.1<-(((1000-at1.29.300.05.1)/1000)*100)

HHIHH R R
#paso 1: simulacion (sill=2, range=10) taper:multiplicative
S S S S S S S 2
t£2.29.300.05.1<-rep(0,1000)
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£t£2.29.300.05. 1<-rep(0,1000)
for(i in 1:1000){

datos.simulados.al2<-NULL
periodograma.al2<-NULL
x2<-NULL

x22<-NULL

y2<-NULL

fichero2<-NULL

rho2<-NULL

cat("iteracion=" i, "\n")

datos.simulados.al2<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,20),
ylims=c(1,20), cov.model = "pure.nugget",cov.pars=c(2.9,300),
nugget=2.9, kappa=0.5,nsim=1)
datos.simulados.al2<-cbind(datos.simulados.al2$data,
datos.simulados.al2$coords)
datos.simulados.al2<-cbind(datos.simulados.al2[,1]-
mean(datos.simulados.al2[,1]) ,datos.simulados.al2[,2],
datos.simulados.al2[,3])

periodograma.al2<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al2,
n1=20,n2=20,1f1=20,1£2=20,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="multiplicative",freq0.rm=T)
B S S S S S
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

HEH S

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x2<-(periodograma.ali$resi[,3])
x22<-1log(x272)
y2<-log(periodograma.al2$resi[,4])
fichero2<-data.frame(cbind(x22,y2))
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names (fichero)<-c("x22","y2")

#calcular la correlacion del muestreo
rho2<-cor(x22, y2 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

R
#paso 3: calcular el estadistico test
HHHHHHEHHEEEEHE R R

n<-length(x2)
t2.29.300.05.1[i]<-(rho2*sqrt(n-2) /sqrt(1-rho2°2))

3

selt2.29.300.05.1<-(t2.29.300.05.1>-2)&(t2.29.300.05.1<2)
at2.29.300.05.1<-1length(t2.29.300.05.1[selt2.29.300.05.1])
alfat2.29.300.05.1<-(((1000-at2.29.300.05.1)/1000) *100)

B L L R R L L L I IR I R R R S St RIS
#paso 1: simulacion (sill=2, range=10) taper:rounded
FHHH R
t£3.29.300.05.1<-rep(0,1000)

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al3<-NULL
periodograma.al3<-NULL
x3<-NULL

x32<-NULL

y3<-NULL

fichero3<-NULL

rho3<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")
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datos.simulados.al3<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,20),
ylims=c(1,20),cov.model = "pure.nugget",cov.pars=c(2.9,300),
nugget=2.9,kappa=0.5,nsim=1)
datos.simulados.al3<-cbind(datos.simulados.al3$data,
datos.simulados.al3$coords)
datos.simulados.al3<-cbind(datos.simulados.al13[,1]-
mean(datos.simulados.al3[,1]),datos.simulados.al13[,2],
datos.simulados.al13[,3])

periodograma.al3<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al3,
n1=20,n2=20,1f1=20,1£2=20,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="rounded",freq0.rm=T)

T
#paso 2: calcular la correlacion entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

g R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x3<-(periodograma.ali$resi[,3])
x32<-1log(x3°2)
y3<-log(periodograma.al3$resi[,4])
fichero3<-data.frame(cbind(x32,y3))
names (fichero3)<-c("x32","y3")

#calcular la correlacion del muestreo
rho3<-cor(x32, y3 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

i S i S S

#paso 3: calcular el estadistico test
HHHHHHEHEHEEEEEEEEHEEEEE R

n<-length(x3)
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£3.29.300.05.1[i]<-(rho3*sqrt (n-2) /sqrt(1-rho3°2))
}

selt3.29.300.05.1<-(t3.29.300.05.1>-2)&(t3.29.300.05.1<2)
at3.29.300.05.1<-1length(t3.29.300.05.1[selt3.29.300.05.1])
alfat3.29.300.05.1<-(((1000-at3.29.300.05.1)/1000)*100)

#Prueba4 ESTRUCTURA DE MATERN

#HH R
# nu = 1.5 #
it i

HHHHFHHHHH RS RS RS R RS R H R R
#paso 1: simulacién (sill=2.9, range=166);

#sin taper; NUGGET=CERO, epsilon =1

HHFHHHHH R AR R
t4.29.166.15.1<-rep(0,1000)

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al4<-NULL
periodograma.al4<-NULL
x4<-NULL

x42<-NULL

y4<-NULL

fichero4<-NULL

rho4<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")

datos.simulados.al4<-grf (400,grid="reg",x1lims=c(1,20),
ylims=c(1,20),cov.model = "matern",cov.pars=c(2.9,166),

nugget=0,kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.al4<-cbind(datos.simulados.al4$data,
datos.simulados.al4$coords)
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datos.simulados.al4<-cbind(datos.simulados.al4[,1]-
mean(datos.simulados.al4[,1]),

datos.simulados.al4[,2] ,datos.simulados.al4[,3])
periodograma.al4<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al4,
n1=20,n2=20,1£1=20,1£2=20,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="no-taper",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.ald4$pgram.mat

TP
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

g R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x4<-(periodograma.ali$resi[,3])
x42<-1og(x4°2)
y4<-log(periodograma.al4$resi[,4])
fichero4<-data.frame(cbind(x42,y4))
names (fichero4)<-c("x42" , "y4")

#calcular la correlacidén del muestreo
rho4<-cor(x42, y4 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

R R
#paso 3: calcular el estadistico test
HHHHHHEHHEEEEEEHEEHEEEEE R

n<-length(x4)

t4.29.166.15.1[i]1<-(rhod*sqrt(n-2) /sqrt(1-rho4~2))

}
seltd.29.166.15.1<-(t4.29.166.15.1>-2)&(t4.29.166.15.1<2)
at4.29.166.15.1<-length(t4.29.166.15.1[selt4.29.166.15.1])
alfat4.29.166.15.1<-(((1000-at4.29.166.15.1)/1000)*100)
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#Pruebab ESTRUCTURA DE MATERN

HERFHHHFHHBRHHBRFHHAFH B R H R H B H BRI H R H R H B R B HEH
#paso 1: simulacion (sill=2.9, range=166)

# taper: multiplicative; nugget: O
HAHHAHHRHHHHAFHAH R HBFHAF R HAH R HAFH GRS R HAHHAHBFHBH B RS
t5.29.166.15.1<-rep(0,1000)

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al5<-NULL
periodograma.al5<-NULL
x5<-NULL

x52<-NULL

y5<-NULL

ficherob5<-NULL

rho5<-NULL

cat("iteracion=" ,i, "\n")

datos.simulados.alb<-grf (400,grid="reg",xlims=c(1,10),
ylims=c(1,10),cov.model = "matern",cov.pars=c(2,10),
nugget=0,kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.alb5<-cbind(datos.simulados.al5%data,
datos.simulados.al5$coords)
datos.simulados.alb5<-cbind(datos.simulados.alb[,1]-
mean(datos.simulados.al5[,1]),
datos.simulados.al5[,2] ,datos.simulados.al5[,3])
periodograma.alb<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.alb,
n1=10,n2=10,1£1=10,1£2=10,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="multiplicative",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.al5$pgram.mat

FHHH R
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado
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S A

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x5<-(periodograma.al5$resi[,3])
x52<-1log(x5°2)
yb<-log(periodograma.al5$resi[,4])
ficherob<-data.frame(cbind(x52,y5))
names (fichero5)<-c("x","y")

#calcular la correlacion del muestreo
rho5<-cor(x52, y5 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

FHHH R
#paso 3: calcular el estadistico test
B L L L R L S S I B S R R R S RIS IS IR R A

#2<-0.5x1log((1+rho/1-rho))

n<-length(x5)
t5.29.166.15.1[i]1<-(rho5*sqrt(n-2) /sqrt (1-rho572))
}

selt5.29.166.15.1<-(t5.29.166.15.1>-2)&(t5.29.166.15.1<2)
at5.29.166.15.1<-length(t5.29.166.15.1[selt5.29.166.15.1])
alfat5.29.166.15.1<-(((1000-at5.29.166.15.1)/1000)*100)

#Prueba6 ESTRUCTURA DE MATERN

B L L L R L L L e L L R R R R I SIS SR s
#paso 1: simulacion (sill=2.9, range=166);

# taper: ROUNDED; nugget=0

HHHH R
t6.29.166.15.1<-rep(0,1000)



258  Capitulo 9. Base de datos, Cédigos de R y Fortran

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al6<-NULL
periodograma.al6<-NULL
x6<-NULL

x62<-NULL

y6<-NULL

fichero6<-NULL

rho6<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")

datos.simulados.al6<-grf (400,grid="reg",xlims=c(1,10),
ylims=c(1,10),

cov.model = "matern",cov.pars=c(2,10), nugget=0,kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.al6<-cbind(datos.simulados.al6$data,
datos.simulados.al6$coords)
datos.simulados.al6<-cbind(datos.simulados.al6[,1]-
mean(datos.simulados.al6[,1]),

datos.simulados.al6[,2] ,datos.simulados.al6[,3])
periodograma.al6<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al6,
n1=10,n2=10,1f1=10,1£2=10,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="rounded",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.al6$pgram.mat

A
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

P

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x6<-(periodograma.al6$resi[,3])
x62<-1log(x6°2)
y6<-log(periodograma.al6$resi[,4])
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fichero6<-data.frame(cbind(x62,y6))
names (fichero6)<-c("x","y")

#fcalcular la correlacion del muestreo
rho6<-cor(x62, y6 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

HHHHHHHHEEEEEEEEHEEEEE R
#paso 3: calcular el estadistico test
W R

n<-length(x6)
t6.29.166.15.1[i]<-(rho6*sqrt(n-2)/sqrt (1-rho672))
}

selt6.29.166.15.1<-(t6.29.166.15.1>-2)&(t6.29.166.15.1<2)
at6.29.166.15.1<-length(t6.29.166.15.1[selt6.29.166.15.1])
alfat6.29.166.15.1<-(((1000-at6.29.166.15.1)/1000) *100)

#Prueba7 ESTRUCTURA DE MATERN

HAHHAH BB HHHHAHHAHHBHBFHAH BB HAHHAHAFHRHBHHBHBHHAH B HAH RS HAH RS HEHH
#paso 1l:simulacion (sill=2.9, range=166); taper: NO; nugget=2.9
HAHHAH BB HHHHAFHAHHBHBFHAHBRHAHHAHAFHRHBHHBHBHHAHBSHAH RS HAH RS HEHH

t7.29.166.15.1<-rep(0,1000) for(i in 1:1000){

datos.simulados.al7<-NULL
periodograma.al7<-NULL
x7<-NULL

x72<-NULL

y7<-NULL

fichero7<-NULL

rho7<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")

datos.simulados.al7<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,10),
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ylims=c(1,10),cov.model = "matern",cov.pars=c(2,10),
nugget=2.9,kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.al7<-cbind(datos.simulados.al7$data,
datos.simulados.al7$coords)
datos.simulados.al7<-cbind(datos.simulados.al7[,1]-
mean(datos.simulados.al7[,1]),
datos.simulados.al7[,2] ,datos.simulados.al7[,3])
periodograma.al7<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al?,
n1=10,n2=10,1£1=10,1£f2=10,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="no-taper",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.al7$pgram.mat

B L L L R R T S R RIS R R R I SIS I SIS R
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

SRS A R R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x7<-(periodograma.al7$resi[,3])
x72<-1log(x7°2)
y7<-log(periodograma.al7$resi[,4])
fichero7<-data.frame(cbind (x72,y7))
names (fichero7)<-c("x","y")

#calcular la correlacion del muestreo
rho7<-cor(x72, y7 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

AR
#paso 3: calcular el estadistico test
B L L R I L L I R R B S SR R R e S SRS B ISR

n<-length (x7)
t7.29.166.15.1[i]1<-(rho7*sqrt(n-2) /sqrt(1-rho7°2))
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selt7.29.166.15.1<-(t7.29.166.15.1>-2)&(t7.29.166.15.1<2)
at7.29.166.15.1<-length(t7.29.166.15.1[selt7.29.166.15.1])
alfat7.29.166.15.1<-(((1000-at7.29.166.15.1)/1000)*100)

#Prueba8 ESTRUCTURA DE MATERN

HHHHFHHHHH SRS SRS R R R R R R
#paso 1: simulacion (sill=2.9, range=166);

#taper: rounded; nugget=2.9

HHFHHHHH R R R R R
t8.29.166.15.1<-rep(0,1000)

for(i in 1:1000){

datos.simulados.al8<-NULL
periodograma.al8<-NULL
x8<-NULL

x82<-NULL

y8<-NULL

fichero8<-NULL

rho8<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")

datos.simulados.al8<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,10),
ylims=c(1,10),

cov.model = "matern",cov.pars=c(2,10), nugget=2.9,
kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.al8<-cbind(datos.simulados.al8%$data,
datos.simulados.al8%$coords)
datos.simulados.al8<-cbind(datos.simulados.al8[,1]-
mean(datos.simulados.al8[,1]),
datos.simulados.al8[,2] ,datos.simulados.al8[,3])
periodograma.al8<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al8,
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n1=10,n2=10,1f1=10,1£2=10,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="rounded",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.al8$pgram.mat

TP
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma
# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado

g R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x8<-(periodograma.al8$resi[,3])
x82<-1log(x8°2)
y8<-log(periodograma.al8$resi[,4])
fichero8<-data.frame(cbind(x82,y8))
names (fichero8)<-c("x","y")

#calcular la correlacion del muestreo
rho8<-cor(x82, y8 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

HHHHHEHEEEEEE R R
#paso 3: calcular el estadistico test
HHHEHEHEHEEEEEEHEEEEEEEE R

n<-length(x8)

t8.29.166.15.1[i]1<-(rho8*sqrt(n-2) /sqrt(1-rho872))

}
sel1t8.29.166.15.1<-(£8.29.166.15.1>-2)&(t8.29.166.15.1<2)
at8.29.166.15.1<-length(t8.29.166.15.1[selt8.29.166.15.1])
alfat8.29.166.15.1<-(((1000-at8.29.166.15.1)/1000)*100)

#Prueba9 ESTRUCTURA DE MATERN

HHHHHHHH R HH SRS TSRS S S R T
#paso 1: simulacion (sill=2.9, range=166);
#taper: multiplicative; nugget=2.9
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HiHHHH TR R R R R R R R R TR T
t9.29.166.15.1<—rep(0,1000)
for(i in 1:1000){

datos.simulados.al19<-NULL
periodograma.al9<-NULL
x9<-NULL

x92<-NULL

y9<-NULL

fichero9<-NULL

rho9<-NULL

cat("iteracion=" i, "\n")

datos.simulados.al9<-grf (400,grid="reg" ,xlims=c(1,10),
ylims=c(1,10),cov.model = "matern",cov.pars=c(2,10),
nugget=2.9,kappa=1.5,nsim=1)
datos.simulados.al9<-cbind(datos.simulados.al9%data,
datos.simulados.al9$coords)
datos.simulados.al9<-cbind(datos.simulados.al9[,1]-
mean(datos.simulados.al9[,1]),

datos.simulados.al9[,2] ,datos.simulados.a19[,3])
periodograma.al9<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.al9,
n1=10,n2=10,1£1=10,1£2=10,m1=1,m2=1,epsilon=1,delta=1,
toggle.taper="multiplicative",freq0.rm=T)
#pesos<-1/periodograma.al9$pgram.mat

B L L L R T R RIS B R R R R SIS I SIS R
#paso 2: calcular la correlation entre el periodograma

# y el modulo de la frecuencia elevado al cuadrado
FHHH R

#disponer un fichero con primera columna el modulo de omega
# y segunda columna el periodograma

x9<-(periodograma.al9$resi[,3])
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x92<-1log(x9°2)
y9<-log(periodograma.al9$resi[,4])
fichero9<-data.frame(cbind(x92,y9))
names (fichero9)<-c("x","y")

#fcalcular la correlacion del muestreo
rho9<-cor(x92, y9 , use = "all.obs", method = c("pearson"))

AR
#paso 3: calcular el estadistico test
R

#2<-0.5x1log((1+rho/1-rho))

n<-length(x9)
t9.29.166.15.1[i]1<-(rho9*sqrt(n-2) /sqrt (1-rho9°2))
}

5elt9.29.166.15.1<-(t9.29.166.15.1>-2)&(t9.29.166.15.1<2)
at9.29.166.15.1<-length(t9.29.166.15.1[selt9.29.166.15.1])
alfat9.29.166.15.1<-(((1000-at9.29.166.15.1)/1000)*100)

HHHHHH TR TR R R S T
D) Test de estacionaridad:
HHHHHHH T R RS RS R

# A continuacién tenemos un ejemplo para
#la obtencidén de los valores de fi y nu para el test

#caso: sill=2.9 , rango=166, nu 0.5 , multiplicative, e=10

£i05.29.166e10m<-rep(0,100)
nu05.29.166e10m<-rep(0,100)

for(i in 1:100){

datos.simulados.al1<-NULL
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periodograma.all<-NULL
x11<-NULL

y11<-NULL
£105t11<-NULL

cat ( "iteracion=",1i, u\n")

datos.simulados.all<-grf (400,grid="reg" ,x1lims=c(1,20),
ylims=c(1,20),

cov.pars=c(2.9,166) ,nugget=0,kappa=0.5,nsim=1)
datos.simulados.all<-cbind(datos.simulados.all$data,
datos.simulados.all$coords)
datos.simulados.all<-cbind(datos.simulados.all[,1]-
mean(datos.simulados.all1[,1]) ,datos.simulados.all[,2],
datos.simulados.all1[,3])

periodograma.all<-pgram. jorge.taper.conjunto
(object=datos.simulados.all,
n1=20,n2=20,1f1=20,1£2=20,m1=10,m2=10,epsilon=10,delta=10,
toggle.taper="multiplicative",freq0.rm=T)

xl11<-as.numeric(log(periodograma.ali$resi[,3]))
yli<-as.numeric(log(periodograma.all$resi[,4]))
fi05t11<-1m(y11~x11)

£i05.29.166e10m[i]<-exp(as.numeric(£fi05t11$coef [1]))
nu05.29.166e10m[i]<--(as.numeric(fi05t11$coef[2])/2)-1
}

B L L L R R L S R R R S SR IR IS IS RS
E) Cédigo Fortran para simulaciones
AR

PROGRAM PERIODOGRAM
USE numerical_libraries
USE ModEPeriodog

USE ModDEspParIso

USE ModESVarlIso
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C

USE ModVarParIso

USE ModDat

IMPLICIT NONE

Datos reguralmente espaciados
INTEGER NX(2)

REAL*8 IncX(2)

REAL*8, ALLOCATABLE :: X(:,:)
Opciones

INTEGER iPad,ttaper,nparf,iajustral,iWPer
REAL*8 ParTeor(4)

REAL*8, EXTERNAL :: ModeloSVI

INTEGER ISEED,NIter,iter,i,jl1,j2,i1,i2,i3,i4

CCCCC  LEER FICHERO DE ENTRADA

OPEN (UNIT=10,FILE=’espectral.inp’)
Numero de iteraciones
READ(10,*) NIter
WRITE(*,*) ’Num de iter: ’,NIter
Parametros tedricos
DO i=1,4
READ(10,*) ParTeor(i)
WRITE(*,’ (1X,A,I1,A,F12.6)°) ’ParTeor(’,i,’): ’,ParTeor(i)
END DO
Limites parametros
DO i=1,4
READ(10,*) LBParSVI(i)
READ(10,*) UBParSVI(i)
WRITE(*,’ (1X,A,I1,A,F12.6)’) ’LBParSVI(’,i,’): ’,LBParSVI(i)
WRITE(*,’ (1X,A,I1,A,F12.6)’) °’UBParSVI(’,i,’): ’,UBParSVI(i)
END DO
TipoSVI=7
DimSVI=2
CALL SetLUBEspDEI(DimSVI,TipoSVI,LBParSVI,UBParSVI)
WRITE(*,’(A,3F14.6)°) ’LBParDEI’,LBParDEI(1:3)
WRITE(*,’(A,3F14.6)°) ’UBParDEI’,UBParDEI(1:3)
Dimensiones rejilla
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DO i=1,2

READ(10,*) NX(i)

WRITE(*,’ (1X,A,I1,A,12)°) °NX(’,1i,’): ’,NX(i)
END DO
DO i=1,2

READ(10,*) IncX(i)

WRITE(*,’ (1X,A,I1,A,F12.6)’) ’IncX(’,i,’): ’,IncX(i)
END DO
Estimacién del periodograma

Incluir frecuencia 0
READ(10,*) IPar(1) !=0 NO FREC O
WRITE(*,*) ’IPar(1):’,IPar(1)

Centrar datos
READ(10,*) IPar(2) !=0 NO CENTRAR
WRITE(*,*) ’IPar(2):’,IPar(2)

Rellenado de datos (0 padding)
READ(10,*) iPad '!'=0 NO RELLENAR
WRITE(*,*) ’iPad: ’ iPad

Guardar estimaciones
READ(10,*) iWPer !=0 NO GUARDAR
WRITE(*,*) ’iWPer: ’ ,iWPer
CLOSE(10)

CCCCC  FIN LECTURA FICHERO DE ENTRADA

C

CALL CPUTimeIni

NDat=NX(1)*NX(2)

NDim=2

OPEN (UNIT=8,FILE=’parvar.sim’)

OPEN (UNIT=9,FILE=’pardes.sim’)

OPEN (UNIT=10,FILE=’period.sim’)
Asignar memoria

CALL DatInit

ALLOCATE (X(NX(1),NX(2)),STAT=1)

IF (i.NE.O) CALL Error(i)

Generar X

DO i=1,NDim

IncX(i)=1.0/(NX(i)-1.0)
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END DO
i=0
DO il=1,NX(1)
DO i2=1,NX(2)
i=i+l
DatX(1,i)=IncX(1)*(i1-1)
DatX(2,i)=IncX(2)*(i2-1)
END DO
END DO
Iniciar var periodograma
IF (iPad.EQ.1) THEN
NPad (1)=NX(1)-1
NPad (2)=NX(2)-1
ELSE
NPad=0
END IF
NPer=NX+NPad
CALL LPerIInit(NPer(1),NPer(2))
Iniciar estimacidén espacial del semivariograma
CALL ESVarIsoInit(15)
RDESV=MIN(IncX(1),IncX(2))

ISEED=1234567890
ISEED=1977866317
CALL RNSET(ISEED)

DO iter=1,NIter

Generar datos
WRITE(*,*) ’Generando datos...’,iter
CALL RNGET(ISEED)
WRITE(*,*) °’ISEED=’,ISEED
TipoSVI=7
DimSVI=NDim
ParSVI(1:4)=ParTeor(1:4)
Umbral=ParSVI(1)+ParSVI(2)
CALL SimulaPENMD(NDat,NDim,DatX,DatZ,ModeloSVI,Umbral)
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CALL SetParEspDEI(DimSVI,TipoSVI,ParSVI)
WRITE(*,*) ’Parametros teoricos:’
WRITE(*,’ (A,4F10.4)’) ’ParDEI’,ParDEI(1:3)
WRITE(*,’ (A,4F10.4)’) °’ParSVI’,ParSVI(1:4)
i=0
DO i1=1,NX(1)
DO i2=1,NX(2)
i=i+1
X(i1,i2)=DatZ(i)
END DO
END DO
CALL CPUTimePrint(6)

DO ttaper=1,9
SELECT CASE (ttaper)
CASE(1)
ITaper=0
IPar(3)=5
IPar(4)=5
CASE(2)
ITaper=3
IPar(3)=1
IPar(4)=1
CASE(3)
ITaper=4
IPar(3)=1
IPar(4)=1
CASE(4)
ITaper=3
IPar(3)=3
IPar(4)=3
CASE(5)
ITaper=4
IPar(3)=3
IPar(4)=3
CASE(6)
ITaper=3
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IPar(3)=5
IPar(4)=5
CASE(7)
ITaper=4
IPar(3)=5
IPar(4)=5
CASE(8)
ITaper=3
IPar(3)=10
IPar(4)=10
CASE(9)
ITaper=4
IPar(3)=10
IPar(4)=10
END SELECT

Calcular periodograma

WRITE(*,*) ’Calculando periodograma...’,iter,ttaper
CALL LPerIso2D(NX,X,NX(1),IncX,NPad,ITaper,IPar,
& LPerI,FrecI,NPerI)

IF (iWPer.NE.O) THEN
DO i=1,NPerl
WRITE(10,’ (2i2,2F15.5)’) iter,ttaper,FrecI(i),
& LPerI(i),DEITipo(FrecI(i))
C WRITE(10,’(2i2,2F15.5)’) iter,ttaper,FrecI(i),LPerI(i)
END DO
END IF
CALL CPUTimePrint(6)
¢ Ajustar modelo
DO iajustral=1,3
DimDEI=2
TipoSVI=7
DimSVI=NDim
ParSVI(1:4)=ParTeor(1:4)
CALL SetParEspDEI(DimSVI,TipoSVI,ParSVI)
C considerar mco
SELECT CASE (iajustral)
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CASE(1)
Ajustar modelo por max ver
WRITE(*,*) ’Ajustando modelo por max ver’,iter,ttaper
CALL AjMDEspParI2(LPerI,FrecI,NPerI,DimDEI,TipoDEI,
& ParDEI,LBParDEI,UBParDEI,CPMDEI)
CASE(2)
Ajustar modelo por min cuadrados ponderados
WRITE(*,*) ’Ajustando modelo por mcp’,iter,ttaper
CALL AjMDEspParIso(LPerI,FrecI,NPerI,DimDEI,TipoDEI,
& ParDEI,LBParDEI,UBParDEI, 10,CPMDEI)
call Graficos
CASE(3)
Ajustar modelo por min cuadrados ordinarios
WRITE(*,*) ’Ajustando modelo por mco’,iter,ttaper
CALL AjMDEspParIso(LPerI,FrecI,NPerI,DimDEI,TipoDEI,
& ParDEI,LBParDEI,UBParDEI,1,CPMDEI)
END SELECT
Imprimir resultados
WRITE(*,’ (A,3I3,4F10.4)°) ’ParDEI’,iter,ttaper,iajustral,
& ParDEI(1:3)
WRITE(9,’ (3I14,4(1X,F14.5))’) iter,ttaper,iajustral,ParDEI(1:3)
CALL GetParEspDEI(DimSVI,TipoSVI,ParSVI)
WRITE(*,’ (A,3I3,4F10.4)°) ’ParSVI’,iter,ttaper,iajustral,
& ParSVI(1:4)
WRITE(8,’ (3I14,4(1X,F14.5))’) iter,ttaper,iajustral,ParSVI(1:4)
CALL CPUTimePrint (6)
END DO ! Fin bucle iajustral
END DO ! Fin bucle ttaper
Estimacién en escala espacial
iajustral=4
ttaper=1
Estimar semivariograma
WRITE(*,*) ’Estimando semivariograma...’,iter
IOpESV=0
ROpESV=0.D0
CALL EstSVarIso(NDat,NDim,DatZ,DatX,NESV,RDESV,
& ESV,HESV,NHESV, IOpESV,ROpESV)
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¢ Ajustar modelo
WRITE(*,*) ’Ajustando modelo semivariograma...’,iter
NESVAj=MAXO(IOpESV(3)/2+1,NESV) !Hasta la mitad del salto maximo
ParSVI(1:4)=ParTeor(1:4)
ROpESV (3)=R0OpESV(3)/2.0D0
CALL GetParIniSVI(TipoSVI,ParSVI,StatZ(2),ROpESV(3))
CALL AjMVarParISO(ESV,HESV,NHESV,NESVAj,NDim,TipoSVI,ParSVI,
& LBParSVI,UBParSVI,CPMSVI)
¢ Imprimir resultados
WRITE(*,’(A,3I3,4F10.4)°) ’ParSVI’,iter,ttaper,iajustral,
& ParSVI(1:4)
WRITE(8,’ (314,4(1X,F14.5))’) iter,ttaper,iajustral,ParSVI(1:4)
CALL SetParEspDEI(DimSVI,TipoSVI,ParSVI)
WRITE(*,’ (A,3I3,4F10.4)°) ’ParDEI’,iter,ttaper,iajustral,
& ParDEI(1:3)
WRITE(9,’ (314,4(1X,F14.5))’) iter,ttaper,iajustral,ParDEI(1:3)
¢ CALL GrafAjVarIso
CALL CPUTimePrint(6)
END DO ! Fin bucle iter

CALL CPUTimePrint (6)
C Liberar memoria

DEALLOCATE (X,STAT=1i)
IF (i.NE.O) CALL Error(i)
CLOSE(8)
CLOSE(9)
CLOSE(10)
CALL ESVarIsoExit
CALL LPerIExit
CALL DatExit

100  FORMAT(i4,4(1x,f12.6))

CONTAINS
SUBROUTINE Graficos

ParSVI(1:4)=ParTeor(1:4)
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CALL SetParEspDEI(DimSVI,TipoSVI,ParSVI)
DO i=1,NPerl
WRITE(10,’ (i2,2F15.5)’) 0,FrecI(i),DEITipo(FrecI(i))
END DO
CALL GrafAjLPerIso
RETURN
END SUBROUTINE Graficos

END PROGRAM PERIODOGRAM

SUBROUTINE GrafAjLPerIso

USE ModEPeriodog

USE ModDEspParIso

INTEGER 1

GUARDAR AJUSTE MODELO GEOEST

Almacenar el estimador utilizado y el modelo ajustado
OPEN (11, FILE = ’AjLPerI.txt’)

WRITE(11,%) (FrecI(i),LPerI(i),DEITipo(FrecI(i)),i=1,NPerI)
CLOSE(11)

RETURN

END SUBROUTINE GrafAjLPerIso
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