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RESUMEN 



II. 

En este trabajo se deduce, mediante un modelo te6 
rico, la resistencia a fatiga de tendones de gran longi 
tud en puentes atirantados a partir de la resistencia a 
fatiga de probetas de pequeño tamaño. 

El trabajo parte de los avances realizados por An-
dra/Saul que son los primeros en advertir al calculista 
sobre la influencia de la longitud del tendón en laresi£ 
tencia a fatiga, si bien anteriormente Fischer ya había 
analizado dicha influencia sobre la resistencia estática. 
Sin embargo, Fischer y Andrá/Saul caen en una arbitrarie 
dad consistente en proponer el ajuste de los datos obte
nidos en el laboratorio mediante una ley normal y, a par 
tir de ah£, deducir la ley para el tendón de longitud -
real, basándose en la hipótesis de independencia. 

En este trabajo se presenta, en primer lugar, unmé 
todo que elimina dicha arbitrariedad y permite obtener, a 
partir de los resultados de los ensayos de laboratorio, 
la longitud a la que corresponde una ley normal. 

A continuación, se presenta un modelo de Box-Jenkins 
que, por permitir prescindir de la hipótesis de independen 
cia,,generaliza los modelos existentes para el estudio esta 
dístico de la influencia de la longitud en la resistencia 
de los tendones. La gran incidencia de la hipótesis de in
dependencia, puesta de manifiesto en algunos ejemplos, acón 



III. 

sejan contrastarla en la práctica, lo cual puede realizar 
se mediante una metodología que se explica en este trabajo. 

Seguidamente .se estudia la influencia de la ley de 
cargas en la resistencia de un tendón de longitud dada y 
se presenta un modelo, también basado en la metodología 
de Box-Jenkins, que se aplica a varios casos de leyes de 
cargas comparándolos con la ley uniforme. 

Después se analiza la influencia del número de ca
bles en la resistencia estática de un tendón. Un tendón 
real suele estar constituido por grupos de alambres o ca 
bles, por lo que es necesario analizar la relación exis
tente entre las resistencias a fatiga de éstos y aque
llos. Ello se debe fundamentalmente a que ensayos de ten 
dones múltiples requieren unas máquinas muy potentes y 
son caros, y los resultados en los que tiene uno que ba
sarse para deducir su resistencia se refieren a tendones 
simples, formados por un solo elemento. 

El trabajo concluye con el estudio de la rotura pro 
gresiva a fatiga de un tendón múltiple. Para ello se adop 
tan dos hipótesis de acumulación de daño diferentes y se 
aplica la teoría asintótica al caso de elementos de longi_ 
tud muy grande y al de tendones de gran número de elemen
tos, tanto para la zona de vida finita como para la de en 
durancia. 
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AR(p) 
ARMA(p,q) 

ARIMA(p,d,q) 

B 

b. 
X 

n in 
C( ) 
Cov( ) 

D 

E( ) 

F( ) 

proceso autorregresivo de orden p. 
proceso, de media móvil y autorregre
sivo de orden (p,q). 
proceso de inedia móvil integrado y 
atitorregresivo de orden (p,d,q) . 
variables aleatorias independientes 
N(O,02). 
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operador lineal (B = ̂ t-1^' 
constantes autorregresivas del modelo 
ARMA(p,q). 

constantes de normalización, 
función de autocovarianza. 
covarianza. 

constantes de media móvil del modelo AmA{p,g), 
estimador de y^. 
coeficientes de la función de distri 
bución de R^. 
constantes de normalización. 
índice, equivalente al de Miner, pero 
en escala logarítmica. 
orderi de no estacionariedad del proce 
so AIlIMA(p,d,q) . 

constantes de normalización. 

esperanza matemática. 

salida del filtro de media móvil. 

función de distribución. 
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f( ) función de densidad. 

g(Aa) media de la distribución de log n^ en 

rotura. 
g{x,l) ley de variación de las tensiones uni_ 

tarias. 
) función de densidad del estadístico 

de orden m (Xj^,X2,. •. ,Xĵ ) • 
H(x) límite de H^(aj^ +b^x) . 

H^(x) función de distribución de Z^. 

H, H_ ^ distribuciones límite de Zv,' cuando 
n «>. 

h(A0) desviación típica de la distribución 
de log n^ en rotura. 

h(l) ley de tensiones unitaria (por elemen 
to) tipo. 

L longitud de un tendón real. 

' longitud de ensayo de un tendón. 
LQ longitud de referencia de un tendón. 
L{x) límite de Lj^(c^ + d^x) . 
L^(x) función de distribución de W^. 

L, ^ ^ L- - distribuciones límites de W • cuando 1 , Y 2 , 7 3 , 0 nj_ 
n 0 ° . 

M,M^ número de Miner. 
jin número de elementos de un tendón. 
MA{q) proceso de media móvil de orden q. 
max máximo de. 
m±n mínimo de. 
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m( ) 
N 

N.,n. 
N 
N 
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(k) 
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n. e . 

n 

prob 

P 
q 
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función de valor medio, 
número de ciclos. 
•número de realizaciones de una serie 
-temporal. 
número de ciclos hasta rotura, 
estadístico de orden k de los N^. 
estadístico de orden k de los valores 

correspondientes, en el nivel Aa^. 
número de ciclos asociados al debili
tamiento admisible del tendón, 
número de subelementos, de longitud 
igual a la de ensayo, de que esta 
compuesto el tendón real, 
número de subelementos, de longitud 
Lg, que componen el tendón de refe-
. rencia. 

número de subelementos, de longitud 
igual a la de la referencia, de que 
consta el tendón real, 
probabilidades. 
probabilidad de. 

orden del proceso autorregresivo. 
orden del proceso de media móvil, 
función de autocorrelación. • 
conjunto de los números reales, 
matriz de covarianzas. 
resistencia unitaria, por elemento. 
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• en el caso de rotura progresiva es-
•tática. 

R resistencia del tendón real, n 
resistencia del subelemento i-ésimo. 

r^ logaritmo del número de ciclos has
ta rotura, del subelemento i-ésimo, 

. del cable j. 
S . operador, definido como V""̂ . 
S( ) función de densidad espectral. 

valor dado por {logN^-g(Aaj_) }/h(AGj_) 
Û ĵ j estadístico de orden de los 

logN'̂ ĵ', normalizado. 
V( ) varianza de. 
v • coeficiente de variación (o/jj) . 

mínimo de X^tX^,...fX^. W 
n salida del filtro autorregresivo. 

XC ) función que se representa un proceso 
estocastico. 

-Xĵ ,X2, .. . variables aleatorias básicas." 

^k'Ti'^(k) estadístico de orden k de los . 
X factor de proporcionalidad de h(l). 

resistencia (tensión o número de 
ciclos). 

X * valor adimensional igual a x/a. 
Z conjunto de los números enteros. 
Z máximo de X-,X_,...,X 

Tí o. ¿ n 
z.,z^ desviaciones de r. y r^ respecto de y. 

z estimador de la media de los z^. 
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. valor .adimensional igual a í^/a. 
a(F) inf{x ^(x) > 0} 
Y,Yĵ  función .de autocovarianza . 
V oper.ador equivalente a{l-B). 
C suceso elemental. 

Z suma. 

(f) ( ) ,<p^ operador autorregresivo. 

ií̂( operador autorregresivo generalizado. 

) , ^ ^ filtro general lineal. 
9( ) ,6^ operador de media móvil. 
jj nivel del proceso. 

media de una distribución normal. 
.y* .valor adimensional igual a y/o. 
7T ( ) , 7 r ^ filtro general lineal. 
TT producto, pi. 
p función de autocorrelación. 
o desviación típica de una distribución normal, 
o desviación típica de la variable z.. a ^ i 
o desviación típica de los valores z^. 

incremento de 
w(F) sup{x:F(x)<1}. 
Ao-Ao. incremento de la variación de tensión. 
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1.1,-r INTRODUCCIÓN 

1.1,1.- ENSAYOS DE FATIGA 

1,1,1.1,- OBJETIVOS DE LOS ENSAYOS DE FATISA 

Los objetivos de los ensayos de fatiga, de un ma 
terial o elemento dado, son dos. El primero de ellos es la 
estimación de la relación existente entre la amplitud del 
intervalo de tensión y el numero de ciclos hasta que se -
produzca el fallo. El segundo objetivo es la comparación 
de las propiedades de fatiga de dos o más materiales. 

Con objeto de asegurar la fiabilidad de las esti
maciones, la muestra sobre la que se van a tener los re
sultados de los ensayos a fatiga, debe estar escogida alea 
toriamente de una población de elementos posibles, y ensa 
yada conforme a métodos universalmente aceptados. Los prin 
cipales métodos de ensayo son: 

A.- Ensayos estándar (amplitud constante o método 
de Wohler clásico). 

1.- Un único elemento para cada nivel de ten 
siones. 

2.- Un grupo de elementos para cada nivel de 
tensiones. 

B.- Ensayos de respuesta (amplitud constante). 
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bre: 

1.- Método Probit. 
2.- Método de la escalera (staircase). 
3.- Método de la escalera modificado. 
4.- Método de la escalera con respuesta trans_ 

formada. 

C - Ensayos con incremento de amplitud. 

1.- Método escalonado. 
2.- Método Prot. 

Los objetivos del análisis estadístico son: 

-Estimar algunas propiedades de fatiga de un ma
terial, junto con medidas de su flabilidad. 

-Proporcionar métodos objetivos para determinar 
si dos o más grupos de datos provienen o no de 
poblaciones semejantes. 

La teoría estadística da también información so-

-El uso más eficiente de un número limitado de 
elementos a ensayar. 

-El número de elementos necesarios para tener un 
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determinado grado de confianza en los resulta
dos . 

-La planificación óptima de una serie de ensayos. 

1,1.1.2,- MÉTODOS DE ENSAYO 

Hasta hace poco sólo había un método aceptado pa 
ra la realización de el laboratorio de ensayos de fatiga. 
Dicho ensayo estándar, descrito en el STP91(ASTM) hace 
uso de un único elemento para cada nivel de tensiones. 
Sin embargo, dicho método no da una información adecuada 
de muchos de los objetivos que se persiguen en los ensa
yos de fatiga. Por ello se han ido introduciendo una se
rie de métodos, para la realización dé ensayos de fatiga, 
que resultan más significativos y cada uno de los cuales 
tiene ciertas ventajas respecto a los otros. 

Uno de los principales objetivos de los ensayos 
a fatiga es el de determinar las llamadas curvas de Wohler 
o curvas S-N, que son aquellas que representan la rela
ción entre la amplitud de tensión y el número de ciclos 
aplicados para una probabilidad de supervivencia del P%, 
Por lo tanto, existirá una curva para cada valor de P. 
(ver figura 1) . 
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CURVAS DE WOHLER 

FIGURA i 
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1,1.1.2.1,- ENSAYOS ESTÁNDAR (AMPLITUD CONSTANTE) 

1.1.1.2.1.1.- CASO DE UN ÚNICO ELEMENTO PARA CADA NIVEL 
DE TENSIONES 

En el método estándar cada elemento es sometido a 
una serie de ciclos de amplitud de tensión constante has_ 
ta que se produce la rotura. Los diferentes niveles deben 
cubrir un rango de tensiones que va desde los valores al_ 
tos (para los que el fallo se produce en un ntámero limi
tado de ciclos) hasta valores bajos (en los que el fallo 
no se produce, osise produce, es después de un número muy 
grande de ciclos). Si el interés primordial es la zona de 
larga vida (para N grande) de la curva S-N (a menudo lla
mada límite de fatiga) se tiene, a priori, una idea apro 

La elección del método.de ensayo depende el obje 
to del mismo y del número de elementos disponibles. Si se 
pretende determinar la curva S-N los ensayos estándar (A) 
son los más convenientes. Para determinar la tensión de 
fatiga en la zona de larga vida o el límite de fatiga los 
ensayos de respuesta (B) o los de incremento de amplitud 
(C) son los recomendados. Los últimos se utilizan también 
para comparar las propiedades de fatiga en la zona de lar 
ga vida de diferentes materiales o métodos de elaboración 
distintos. 
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1.1.1.2.1.2.- CASO DE UN GRUPO DE ELEMENTOS PARA CADA 
NIVEL DE TENSIONES 

El ensayo estándar con un solo elemento para ca 
da nivel de tensiones da para información de la variabi_ 
lidad del material y del procedimiento de ensayo. Por 
ello es conveniente ensayar un mínimo de 4 elementos por 
grupo, siendo preferible un número de 10 o más para te
ner idea de la forma de la distribución de los valores 
de fatiga. 

ximada de dicho valor para el material a ensayar. En es
te caso, el primer nivel de tensiones elegido es un poco 
mayor que el límite de fatiga estimado. Dependiendo del 
resultado del primer ensayo, los siguientes se harán a 
un nivel mayor o menor que ese valor, hasta que se al
cance un nivel de tensiones en el que el elemento no fa 
lie, para el número de ciclos aplicado. Cuando nos acer 
quemes al límite de fatiga habrá que ensayar algunos ele 
mentes a niveles de tensión mayores, para producir fa
llos, con objeto de tener datos con los que estimar el 1^ 
mite de fatiga. 

Este método de ensayo es utilizado cuando sólo 
se puede hacer uso de un número relativamente pequeño de 
elementos, lo que ocurre cuando son caros o su suminis
tro es limitado. 
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Para la determinación de las curvas S-N para cada 
porcentaje de supervivencia se deberán ensayar 3 ó más ni. 
veles diferentes. Para el límite de fatiga se ensayan gru 
pos a niveles próximos al mismo. Para obtener el mismo gra 
do de precisión en toda la curva S-N se deben ensayar más 
elementos en la zona de vida larga que en la de vida cor
ta, debido a la mayor dispersión de los resultados. 

1.1.1.2.2.- ENSAYOS DE RESPUESTA (AMPLITUD CONSTANTE) 

Se denomina curva de respuesta, para N ciclos, a 
la curva que da los valores del porcentaje de superviven 
cia para distintos niveles de variación de tensiones, don 
de N es un número fijado previamente. 

1.1.1.2.2,1.- MÉTODO PROBIT 

En el método Probit se ensayan uno o más grupos 
de elementos para un número fijo de ciclos, en 4 ó 5 ni
veles distribuidos alrededor de la tensión que nos inte
resa. Es válido para estimar la resistencia a fatiga pa
ra un porcentaje p de supervivencia. En el caso del lími 
te de fatiga del material (p=50%), al menos dos niveles 
de tensiones, para N ciclos, estarán por debajo del 50%y 
otros dos por encima. Sería conveniente un quinto nivel 
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que produzca un 50% de supervivencias. 

Cada grupo tendrá al menos 5 elementos, siendo el 
total de los mismos a ensayar de 50, como mínimo. La di£ 
tribución del número total de ensayos dependerá de la fi 
nalidad del mismo. La distribución de los elementos, en
tre los diferentes niveles de tensiones impuesta de for
ma que los valores de los porcentajes de supervivencia 
observados tengan aproximadamente el mismo peso, condi
ción necesaria para ajustar la curva de respuesta por el 
método de los mínimos cuadrados. Esta distribución faci
lita, además, el cálculo de los límites de confianza en 
las curvas de respuesta. 

TABLA 1.- DISTRIBUCIÓN DE LOS ELEMENTOS DE ENSAYO 

% de supervivencia esperado Tamaño relativo del grupo 
25 a 75 1 

15 a 20, 80 a 85 1.5 
10, 90 2 
5, 95 3 
2, 98 5 

1.1.1.2.2,2.- MÉTODO DE LA ESCALERA (STAIRCASE) O UP ANDDOWN 

Es una variación del método Probit. En el método 
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up-and-down (UD) los elementos se ensayan secuencialmen-
te. El primero se ensaya a un nivel de tensiones igual al 
estimado para la resistencia media a fatiga, para un nú
mero de ciclos N establecido a hasta que falle si lo ha
ce antes de ese número de ciclos. Si falla el siguiente 
se ensaya a un nivel de tensiones un poco menor y si no 
falla a un nivel algo mayor, y así sucesivamente. 

En la figura 2 se observan los resultados de un 
ensayo UD. Los elementos están numerados por orden cro
nológico. El número de ciclos es constante, salvo que se 
produzca antes el fallo. En la propia figura se ve el ni_ 
vel de tensiones que se debería usar en el siguiente en
sayo . 

La selección del incremento de tensiones es muy 
importante. Todos los ensayos, UD se deberían hacer a -
tres niveles de tensiones, de modo que aproximadamente 
un 50% de los elementos sobreviva en el nivel medio, un 
70% lo haga en el nivel más bajo y un 30% lo haga en el 
más alto. Hay que elegir adecuadamente el nivel inicial 
de tensiones. Sino se tienen datos del mismo material o 
de otro similar, se realizan unos ensayos preliminares, 
cuyos resultados se desecharán en el análisis hasta con 
seguir el primer par de resultados distintos. Así, por 
ejemplo, en el gráfico de la figura 2 se desecharán los 
resultados de los elementos 1, 2 y 3. 
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Las ventajas que tiene el método de la escalera 

son: 

-Concentra automáticamente los ensayos alrededor 
de la media. 
-Necesita del orden del 30 al 40% menos elemen
tos que otros métodos. 
-El análisis estadístico es bastante sencillo. 

El inconveniente que tiene es que, al ser ensaya 
dos consecutivamente los elementos, el tiempo total del 
ensayo es mayor. 

En general, se deberían ensayar un mínimo de 30 
elementos ya que, como se verá posteriormente, se van a 
utilizar a lo stamo la mitad de los resultados para el cal 
culo de la resistencia a fatiga. 

Si los datos obtenidos por este método los anali_ 
zamos mediante los métodos de la curva de respuesta, los 
resultados muestran un sesgo, debido a la naturaleza de 
la sucesión de datos en el up-and-down. Si el principal 
interés se centra en la estimación de la curva de espues
ta -antes que en la resistencia media- para N ciclos, el 
método UD no es un procedimiento eficiente. 
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1.1,1,2,2.^,- MÉTODO DE LA ESCALERA CON RESPUESTA TRANS
FORMADA 

El método de ensayo up-and-down permite calcular, 
para un número fijo de ciclos N, el nivel de tensiones -
•̂ 1/2 <3̂ ® "tiene un 50% de probabilidad de fallo. 

Wetherill (1963) se planteo la estimación del ni 

1.1.1.2.2,3.- MÉTODO DE LA ESCALERA MODIFICADO 

El tiempo necesario para completar el ensayo en 
el método de la escalera, puede ser reducido dividiendo 
un programa de ensayos por el método up-and-down en otros 
más cortos, independientes y que se llevan acabo simultá 
neamente. Este tratamiento es conocido como el método de 
la escalera modificado. En él, el número total de elemen 
tos T, se divide en r grupos de n. Cada grupo es ensaya
do como un programa OD, con un gráfico diferente para ca 
da uno de ellos. De este modo pueden utilizar a la vez 
varias máquinas. En el método modificado, como en cual
quier otro ensayo en el que los elementos de un grupo -
sean ensayados en más de una máquina, se deberá hacer una 
comprobación para determinar si las máquinas dan resulta 
dos significativamente diferentes. Si esto no ocurre, los 
datos se pueden reunir para el análisis estadístico. 
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vel de tensiones que tiene una probabilidad p de fa
llo. Para L2./2' ^'^^ diferentes niveles de tensiones 
en que se ensayan los elementos estaban igualmente espa 
ciados se tiene el método up-and-down, propuesto por Di_ 
xon y Mood (194 8) y explicado en el apartado 1.1.1.2.2.2. 
Wetherill propuso una modificación del método anterior, 
para el cálculo de ^2./2' ^^^^ consiste en que al llegar 
al K-ésimo par de resultados opuestos, la separación 
entre niveles de tensiones se reduce a la mitad y se re 
comienza la sucesión de ensayos al nivel más cercano al 
valor estimado de ^2./2' 

Para estimar Lp(p>l/2) se utiliza el UDTR (meto 
do Up and Down con respuesta transformada). Se parte de 
una serie de niveles equidistantes y determinados de an
temano. Después de cada ensayo se estima la proporciónp' 
de respuestas positivas (fallos) al nivel usado en el en 
sayo último, calculando sólo los ensayos medios desde el 
último cambio de nivel. Si p' >p y p' se estima a partir 
de nQ ensayos o más, se bajará al nivel inmediatamente -
inferior. Si p' <p se sube al nivel superior y si p' =p 
no se cambia de nivel. Para estimar L^, para p < 1/2, se 
estiman las proporciones de respuesta negativa (no fallo); 
las situaciones p > 1/2 y p < 1/2 son simétricas. 

Una división de niveles, reduciéndolos a la mi
tad, no es posible en el UDTR, salvo que se disponga de 
un método de estimación muy sencillo. 
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1.1.1,2.3,- ENSAYOS CON INCREMENTO DE AMPLITUD DEL ÍNTER 
VALO DE TENSIONES 

1,1,1.2.3,1,- MÉTODO ESCALONADO 

En muchos casos los métodos Probit y Up-and-Down 
requieren más elementos de tos que hay disponibles. Cuan
do sólo se disponen de pocos para determinar el límite de 
fatiga parece lógico ensayar cada elemento hasta que se 
produzca la rotura. 

El método consiste en ensayar cada elemento a va 
rios niveles de tensiones para un ntámero grande de ciclos, 
por ejemplo lo"̂ . Si las curvas de respuesta típica del ma 
terial están disponibles el ensayo comienza al nivel co
rrespondiente al porcentaje del 90% de supervivencia. Pa 
ra cada ensayo completado con éxito, el nivel de tensión 
se incrementa en una cantidad correspondiente a una dis
minución de 5% de la probabilidad de supervivencia y se 
repite el ensayo hasta que se produzca el fallo del ele
mento. Si la curva de respuesta no está disponible el en 
sayo comenzará a un nivel de tensión correspondiente al 
70% del límite de fatiga estimado, siendo los incremen
tos aproximadamente iguales al 5% del mismo. 

Antes, este método no era considerado como una 
técnica aceptable por que las resistencias a fatiga de 
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algunos materiales se veían incrementadas de un modo gra 
tuito al aplicarles tensiones a niveles inferiores a los 
límites de fatiga, mientras que las de otros podían ver
se disminuidas por dañarse debido a bajas tensiones. Pos_ 
teriormente se observó que los daños debidos a bajas ten 
sienes no afecta sensiblemente al límite de fatiga verda 
dero de algunas aleaciones, muchas de ellas de acero y -
otras de materiales no férricos. Para aquellos materiales en 
los que no se da ni el falso aumento ni el daño a bajas 
tensiones, es posible estimar la resistencia a fatiga de 
cada elemento ensayándolo a niveles de tensión cada vez 
más altos hasta la rotura. 

En la figura 3 se representa el ensayo escalona
do para un único elemento. 

La resistencia a fatiga correspondiente al valor 
N, para cada elemento, puede ser estimada de esta manera. 
El principal inconveniente de este método es que los ele 
mentes son probados inicialmente a un nivel de tensión -
bajo, de modo que no se produzca el fallo. Come consecuen 
cia se necesitan varios niveles de tensiones antes de que 
aquél se produzca. 

Antes de que la técnica escalonada pueda ser ut¿ 
lizada con seguridad se debe conocer el efecto de axamen-
to y daño debidos a bajas tensiones. Algunos aceros ten-
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drán aumentados artificialmente sus límites de fatiga, por 
los efectos anteriormente citados, mientras que otros, pue 
den resultar dañados a causa de dichos efectos y causarán 
fallos prematuros. 

Aunque los ensayos escalonados se hayan hecho con un 
elemento sólo, se necesitan 4 ó más para estimar la resi£ 
tencia media a fatiga. Una muestra mayor dará más preci
sión en las estimaciones de la media y de la variabilidad 
de la resistencia a fatiga. 

1.1,1.2,3.2,- MÉTODO PROT 

Este método debido a Marcel Prot (1945) es un método 
rápido que estima el límite de fatiga de un material. -
Usándolo, se puede obtener una buena estimación en un -
tiempo menor que el necesario para otros métodos, aunque 
con una mayor incertidximbre que en ellos. El uso de esta 
técnica se limita no sólo a aquellos materiales que no -
sean sensibles al efecto del aumento gratuito del límite 
de fatiga, sino también aquellos que tengan un límite de 
fatiga. En contraste con el método escalonado se aconse
jan como mínimo 20 elementos a ensayar, para obtener da
tos necesarios para el análisis Prot, ya que normalmente 
se encuentra bastante dispersión en las tensiones de ro-
•tura. 
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1.1.1,3.- METODOLOGÍA DE ANÁLISIS 

1.1.1.3.1.- ENSAYO UP AND DOWN 

Para poder aplicar el análisis posterior se deben 
cumplir las siguientes condiciones: 

En el método Prot, el ensayo de un elemento comienza 
con una tensión del 60-70% del límite de fatiga estimado 
y la tensión se va aumentando proporcionalmente. Un con
junto de elementos son ensayados a la misma proporción de 
carga (tensión/número de ciclos) hasta que falla cada uno 
de ellos. Se emplearán al menos 3 proporciones de carga 
distintas para establecer y comprobar la relación lineal 
existente entre la tensión y la potencia de la proporción 
de carga. Dicha relación es necesaria para el análisis -
Prot. La proporción más baja debe ser tan pequeña como 
sea posible y la más alta será suficientemente baja para 
que el elemento no falle 'por fractura (sin rottira) . El 
tipo de datos observados se muestran en la figura 4. 

Para proporciones de carga constantes todos los 
puntos obtenidos en una proporción dada deberían fallar 
en la misma línea recta. Pequeñas variaciones en la pro 
porción de carga o variaciones en la velocidad del ensa 
yo pueden causar dispersiones como las de la figura 4. 
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-La variable que se analiza ha de estar normalmen
te distribuida. En. la práctica, esto ocurre pocas 
veces por lo que, se transforma en otra normalmen 
te distribuida. Si no se conoce la forma de la di£ 
tribución el propio ensayo nos proporcionará los 
datos para determinarla. Salvo que se asegura la 
normalidad de la distribución, este no es un buen 
método para estimar los valores extremos. 

-El tamaño de la muestra deberá ser grande, si el 
análisis que se describe va a ser aplicado. 

-Si el análisis es sencillo se debe estimar aproxi_ 
madamente la desviación típica. El intervalo en
tre niveles de tensión debe ser aproximadamente 
igual .a una desviación típica. Esta condición se 
satisface suficientemente si el intervalo es me
nor que dos veces la desviación típica. 

Una vez efectuado el ensayo se mira cuáles son los 
sucesos menos frecuentes, los fallos o los no fallos. En 
el análisis sólo se utilizan los sucesos menos frecuentes. 

Posteriormente se numeran los distintos niveles y 
se confecciona un cuadro como el que se ve en la tabla 2. 
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TÁBU 2, 

Tensión i ^i i.N, i^.N. 
1 

—̂ _ 

^2 2 ^2 2N.2 .4N2 

^1 1 ^1 ^1 ^1 
^0 0 «0 0 0 

N A B 

donde 
i = O es asignado a la tensión más baja SQ para la 

que se produce el suceso menos frecuente; 
i = 1 es asignado al nivel de tensiones SQ + d, 

etc. ; 
es el número de sucesos menos frecuentes en 
el nivel correspondiente; 

A=Zi-. N^; B = Zi^.N^ y N = ZN^ 

La estimación de la resistencia media a fatiga, p 
(que llamaremos m) viene dada por: 

= + d(| ± |) (1) 

donde el signo opcional es si el suceso menos frecuen 
te es el fallo y "+" en caso contrario. 
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Tensión i ^i Í N . i X 

75 2 4 8 16 
72.5 1 7 7 7 
70 0 2 0 0 

N=13 A=15 B=23 

La resistencia inedia a fatiga tiene un valor esti^ 
mado de: 

m = 70 + 2.5(j| - |) = 71.63 

El valor estimado para la desviación standard es; 

. 2 
S = 1.620 . 2.5('̂ '̂  • "̂-'•̂  •fO.29) =2.95 

13"̂  

1,1,1.3,2.- MÉTODO DE LA ESCALERA MODIFICADO 

Para muestras de tamaño menores que 15 se comien 

El estimador S de la desviación standard o, es: 

2 
S = 1.620 ái^^~^ + 0.29) (2) 

N 

Así por ejemplo, en el caso de la figura 2 el su
ceso menos frecuente es el fallo, con 13 resultados, por 
14 resultados de no fallo. No se consideran los resulta
dos 1, 2 y 3. 
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= I (3) 

donde m es el estimador de la resistencia media a fatiga. 

Si el número de elementos T es mayor de 30 y se di_ 
fice el ensayo total en varios más pequeños, lo que se de 
be hacer es agrupar los T elementos en r grupos de n ele
mentos cada uno, de modo que r.n = T. Cada grupo se trata 
como un programa staircase sencillo. La mejor estimación 
de m para todo el grupo de T elementos es: 

Zm. 

za el método staircase como antes, pero usando un escalón 
d igual a dos veces el incremento de tensión selecciona
do, hasta que se produce el primer par de resultados opues_ 
tos (fallo y no fallo). A partir de ese momento se utili
za un escalón d igual al incremento .de tensión selecciona 
do. 

En el análisis se ignoran los elementos ensayados 
hasta conseguir la primera pareja de resultados opuestos. 
Se hace n igual al número de elementos ensayados, comen
zando con el primer par fallo-nofalio. Sea C igual a la 
suma de las tensiones usadas en los n-1 últimos ensayos 
más la tensión que habría sido utilizada en el ensayo n+1, 
si éste se hubiera efectuado. Entonces: 
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Ensayo n* 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Cambio n* - - - - - , - • 1 - - - 2 

2 X X X X X 

1 „- , - , X X X - X o - -
0 - - - - o _ - -

1.1.1,3,3,- MÉTODO DE LA ESCALERA CON RESPUESTA TRANSFOR
MADA 

Para explicar la metodología de análisis en el UDTR 
se considera un caso en el que = 3 y p>0.67. En primer 
lugar, se definen las posibles respuestas agrupándolas en 
dos tipos U o D, según que haya que aumentar el nivel de 
tensiones o haya que disminuirlo. Dicha definición sería, 
en este caso, la siguiente:' 

Respuesta tipo U (o) , (x o) y (x x o) 
Respuesta tipo D (x x x) 

donde x representa fallo y o no fallo. 

El primer nivel de ensayo es arbitrario. A partir 
del primer ensayo el nivel de tensiones no cambia hasta 
que se obtenga una respuesta tipo ü o tipo D. 

La tabla 3 ilustra los resultados de este ejemplo. 

TABLA-3 
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TABLA ¿I 

Canbio n̂ ' 1 .2 
Nivel 3 - - - - -

2 D - - - D 
1 - D _ ü -
0 - - ü 

A los resultados de esta tabla se les aplica en 
el análisis UD, que corresponde a una probabilidad F del 
50% de supervivencia. 

En la tabla 5 se definen, para unos valores de XIQ 

determinados, las distintas respuestas tipo D 6 ü, de mo 
do que a la probabilidad F = 0.5 del UD le corresponda una 
probabilidad p de fallo se mira en la tabla cuál es la-
estrategia a utilizar en el ensayo. 

Apartir de esta tabla se construye otra en que los 
grupos de ensayo se representan, según corresponda, median 
te una U o una D. 
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TABLA 5 • 

TIPO DE RESPUESTfil TRANSFORMACIÓN : P 

^0 U D 

2 XX XD,0 F = p2 0.701 
2 XXX xxo,xo,o F = p3 0.7940 
3 XXX,XXOX XXOO,XD,0 F = p^(2-p) 0.7336 
4 XXXX XXXD,XXO,XO,0 F = P̂  0.8409 
4 • xxxx,xxxox XXXOO, XXO, 203 , o F = p^(2-p) 0.8041 
5 xxxxx XXXXO , XXXD , XXD , XO , o F = p= 0.8705 
5 xxxxx,xxxxox XXXXO, XXXXD , xxo, xo, o F = p*(2-p) 0.8460 
6 xxxxxx xxxxxo, et. F = p« 0.8908 
7 xxxxxxx . xxxxxxD, etc. p=p' 0.9056 
8 xxxxxxxx xxxxxxxo, etc. F = pS 0.9171 
9 xxxxxxxxx xxxxxxxxo, etc. F = pS 0.9260 
10 xxxxxxxxxx xxxxxxxxxo, etc. F = p^» 0.9330 
14 xxxxxxxxxxx xxxxxxxxxxD, etc. F = p " 0.9516 
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m 2 R =^|j^ N(m y, m a ) 

1.2.- TRABAJOS DE ANDRA/SAULYFISCHER 

Los trabajos de Fischer y Andra/Saul, están orien 
tados al cálculo de la resistencia a fatiga de un cable 
de longitud n . 1, siendo 1 la longitud de .ensayo y n = 1, 
3, 1 0 1 0 0 0 0 . Estos autores suponen que la distribu
ción de las resistencias, para el cable de longitud 1, se 
ajusta a una ley normal, a partir de la cual obtienen las 
distribuciones de resistencias para cables de mayor lon
gitud. 

Gabriel estudia, para un tendón constituido por 
m cables en paralelo, la influencia de la longitud- de los 
mismos y la influencia del número de ellos, según se pue
de observar en la figura 5. 

La hipótesis que utiliza consiste en que la resi£ 
tencia total del tendón es igual a la suma de las resis
tencias de los m cables. El comportamiento de cada cable 
lo supone constituido por una rama elástica y otra plás
tica. 

Para el caso de un tendón de longitud igual a la 
de ensayo, al seguir la resistencia r^ de cada cable una 

ley normal N(v, a ), la resistencia total R seguirá una 
2 

ley normal N(m y, m a ). 
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1.3,- HIPÓTESIS DE ACUMULACIÓN DE DAÑO 

El concepto de acxjmulación de daño, debido a Mi-
ner, mantiene que el daño se puede expresar en términos 
del número de ciclos aplicados a un nivel de tensiones 
dividido por el número de ellos necesario para producir 
el fallo en ^1 mismo nivel de tensiones. Si la stima de 
estos daños, para distintos niveles, suma 1 se produce 
el fallo del elemento. 

El número de Miner M, para cada nivel de tensio 
nes, viene definido por: 

n 
^i = 4 . . 

donde 
n^ es el número de ciclos hasta rotura del ensa 

yo i-ésimo. 

Nj es un valor representativo del número de ci
clos hasta rotura para n ensayos. Normalmen
te viene dado por la mediana. 

El número de Miner, en rotura, es una variable 
estadística, con una distribución aproximadamente loga
rítmico normal, gue puede ser usada para determinar la 
probabilidad de fallo. 
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siendo y Ng los valores característicos (valores me
dianos) para cada nivel. Si se tienen determinados los 
valores N^, para los diferentes niveles, estableciendo 
la igualdad del número de Miner entre los distintos ni
veles obtenemos los valores n^ que nos dan las curvas de 
isodaño. Por esta razón la curva de Wohler del 50% de 
probabilidad de supervivencia es una curva de isodaño. 

De este modo, al moverse, a través de las curvas 
de isodaño se puede hallar el número de ciclos equivalen 
te a uno dado al seguir ensayando el elemento a otro ni
vel de tensiones ha. 

Otra hipótesis de acumulación de daño está basa 

Si en la figura 6 el eje de abscisas estuviera 
en escala logarítmica, la distribución de M tendría for 
ma normal y, por tanto, los valores de la media y de la 
mediana coincidirían. 

Debido a la hipótesis de acumulación de daño, si 
se quiere ensayar un elemento a un nivel de tensiones Aa^, 
después de haberlo sometido a n^ ciclos en el nivel de -
tensiones Ao^, el número de ciclos equivalentes a n^ en 
el nivel Ao„ es n.. que viene dado por: 
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FIGURA 6 
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log n 

Las curvas de isodaño se determinan de una forma 
análoga a como se obtienen en la escala normal. 

Para que las curvas de isoprobabilidad y las cur 
vas de isodaño, en escala logarítmica, coincidan (Fernán 
dez Canteli 1981) debe ocurrir que: 

log n̂ ^ . log n2 
log Nj_ log N2 

da en las curvas de isoprobabilidad (curvas de Wohler). 
Para hallar el número de ciclos equivalente a uno dado, 
al cambiar el nivel de tensiones Aa, habrá que moverse 
a través de las curvas de isoprobabilidad. Dichas curvas 
se hallan determinando, para cada Ao, el número de ciclos 
que da una probabilidad p de fallo. Esto es posible ya
que la distribución de los de rotura se sabe que sigue 
una ley logarítmico normal, para cada nivel de tensiones 
Aa. 

Las curvas de Wohler se suelen representar en es
cala horizontal logarítmica, tal como se muestra en la fi_ 
gura 7. Por ello se define un nuevo índice D, paralelamen 
te al número de Miner, pero como cociente de logaritmos, 
es decir: 
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FIGURA 7 
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donde los valores n^, N̂ ,̂ n2 y N2 son los representados 
en la figura 7. 

En primer lugar, se denotarán por g(Aa) y h(áa) 
los valores de la media y de la desviación típica de las 
distribuciones de log n.̂ , en rotura, para cada nivel de 
tensiones ha. Dichas distribuciones, según se ha visto an 
teriormente, siguen leyes nomales. 

La igualdad (8) se puede escribir como: 

g(Áa^) +k hita.) g(Aa~) + k h(Aa^) 

Desarrollando la fórmula anterior se obtiene que 

k h(Aaj_) g(Aa2) = k h(Aa2) g(Aa^) (10) 

o lo que es lo mismo 

h(Aa.2) . h.CAcj.j_) 
(11) 

Esta relación representa la igualdad de los coe
ficientes de variación de las distribuciones para dife
rentes valores de Aa. En la representación gráfica esta 
condición se traduce en la equidistancia de las curvas 
de isoprobabilidad o isodaño (curvas de Wohler). Por tan 
to, si una de ellas es una línea recta,lo habrán de ser 
todas. 
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1.^.- TEORÍAS ESTADÍSTICAS NECESARIAS PARA E L DESARROLLO 

D E L TRABAJO 

PROCESOS ESTOCASTICOS 

1,^.1.1,- DEFINICIÓN 

Los modelos que reproducen el comportamiento de 
un fenómeno físico pueden ser de dos tipos: determinis
tas y probabilistas. Los primeros basados en leyes físi
cas, permiten calcular los valores de las cantidades que 
dependen del tiempo de una manera casi exacta. Si el fe
nómeno viene afectado por una serie de factores descono
cidos no se puede obtener un modelo determinista que con 
siga reproducir el comportamiento futuro. En este caso se 
-Utilizará un modelo probabilista o modelo estocástico. 

Se denominará proceso estocástico a la aplica
ción que hace corresponder a cada suceso elemental ? una 
función X(t,5), donde t es una variable determinista. Ñor 
malmente t suele ser la variable tiempo, pero puede ser 
cualquier otra como el espacio, por ejemplo. 

La función X{t,t), que se denota por X(t), re 

presenta, para t fijo una variable aleatoria, y paragfi_ 

jo representa una función, que es una realización del pro 

ceso. 

1.4.1.2.- DISTRIBUCIONES D E PRIMERO Y SEGUNDO ORDEN 

Según se ha visto anteriormente, para t fijo la 
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f (X;t) = ^^^^^ {13} 

La función de distribución de segundo orden se 
define como la función de distribución de la variable bi_ 
dimensional (X(t^), X(t2)), para dos instantes y 

F(x^,X2;t^,t2) = Prob.{X(t^) < x^, X(t2) < X2} 

{14} 

Dicha función de distribución dependerá, genera^ 

mente, de t^ y de t2. Si las variables X(t) son de tipo -

continuo la función densidad viene dada por: 

. .9^F(x.^,X2;tj^.,t2) 
f {x^,x2;t^,t2) = aiq-asq Í15} 

Análogamente se definen las funciones de distri

bución de orden n de un proceso estocástico. 

función X(t) es una variable aleatoria. Se define la fun 
ción de distribución de primer orden F(x;t) de un proce
so estocástico como la función de distribución de la va
riable X(t), es decir: 

F(x;t) = Prob.{X(t) < x} {12} 

Si la variable X(t) es de tipo continuo se pue
de obtener la función de densidad f(x;t): 
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C(tj_,t2) =Cov{X{tj^) , X(t2)} = 
{17} 

= l{(X(tj^) -m(tj^)). (X(t2) -m(t2))} 

Asimismo, la función de autocorrelación del pro 
ceso Xít) se define como el coeficiente de correlación de 
las variables X(t^) y X(t2) , y ,se denota por R(tj^,t2) . 

1.^.1.3,- FUNCIONES DE VALOR MEDIO/ DE AUTOCOVARIANZA Y 
DE AUTOCORRELACIÓN 

Las funciones de valor medio, de autocovarianza 
y de autocorrelación hacen, en un proceso estocástico, un 
papel similar al de la media y la varianza en una varia
ble aleatoria. 

La función de valor medio m(t) de un proceso se 
define como la esperanza matemática de la variable alea
toria X(t) 

m{t) = E{X(t}'} {16} 

En la figura 8 se ve el sentido físico delafun 
ción de valor medio. 

La función de autocovarianza CCtj^,t2) se define 
como la covarianza de la variable aleatoria bidimensio-
nal (X{tj^), X(t2)), o sea: 
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oo 
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cu 
en 
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C(t. ,t,) 
R(t t,) = ^ - {18} 

^ C(t^,t^) C(t2,t2) 

Al igual que una variable aleatoria normal que 

da determinada con su media y su varianza, lo mismo les 

ocurre con las funciones de valor medio y de covarianza 

a los procesos estocásticos tales que, para todo n y -

cualesquiera t^, las variables aleatorias n-dimensiona-

les (X(t^) , X(t2), — ,X(tj^)) se distribuyen según leyes 

normales n-dimensionales. Dichos procesos se denominan 

procesos normales. 

1.4.1.A.- PROCESOS ESTOCÁSTICOS ESTACIONARIOS 

Un proceso estocástico se dice que es estaciona 

rio en sentido estricto si las funciones de distribución 

de cualquier orden n finito no dependen del origen de -

tiempos,o sea: 

F(Xj^,X2,.. . ; tj_ + e, t2 + e, ... ,t^ + e) = 

= F(XjL,X2,. .. ; t^, + t2, . . . ,t^) {19} 

para cualquier t^,t2,...,t^ y e, 

Cuando n < K se dice que el proceso es estaciona 
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rio de orden K. 

Para la distribución de orden 1 se tiene que: 

F(x^;t^) = F(x^ ; t̂^ + e) {20} 

para cualquier e, lo cual sólo es posible (Papoulis 1965) 
si la función de distribución es independiente del tiem
po 

F(x;t) = F(x) {21} 

Se puede demostrar fácilmente que la función de 
2 

valor medio y la varianza resultan ser constantes m y o 
respectivamente. Por lo tanto, esto se da para procesos 
estacionarios de orden mayor o igual que 1. 

Si el proceso es estacionario de orden mayor o 
igual que 2, se debe cumplir para la función de distri
bución de orden 2 que 

F{x^,X2',t^,t2) '=F(x^,x^',t^+ e, t2 + e) {22} 

para cualquier e. 

Esta relación sólo se cumple (Papoulis) si la 
función de distribución de 2^ orden depende solamente de 
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la diferencia ^2~^1' 

F (x^,X2;t^,t2) = F ' ( x ^ , X 2 ; t ) {23} 

siendo t = t2 - t^. 

De aguí se deduce que la función de autocovarian 
za depende solamente de t y, por la misma razón, la fun-

2 

ción de autocorrelación también, al ser las varianzas a 

constantes. 
C(t.,t,) 

R { 4 . t 2 ) = 
^ C(t^,tj^) .C(t2,t2). 

= = R ( T ) {24} 
o 

Se dice que un proceso estacionario lo es en sen 

tido amplio cuando es estacionario de orden 2 . Si un pro

ceso norm.al es estacionario en sentido amplio, también lo 

es en sentido estricto. 

1,^,1,5.- FUNCIÓN DE DENSIDAD ESPECTRAL DE UN PROCESO ES

TACIONARIO 

Se define la función de densidad espectral de un 

proceso estacionario como: 

S(f) = ^ ] J ¡ C ( t ) .e"^"^^. dT {25} 
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= \_ls{f\e^'^^ . df {26} 

Al ser C(t) una función real y simétrica respec 

to al origen, la función S(f) también lo debe ser y, por 

tanto: 

S(f) = 7ÍoC(T) COS(fT)dT {27} 

C(T) =2J"^s(f) cos(fT)df {28} 

S(f) resulta ser mayor o igual que O y por tan 

to tiene las mismas propiedades que una función de den

sidad, salvo la de que su integral vale 1. Si se norma-
2 

liza con C(0) = a , ya cumple que el valor de su inte

gral sea 1. 

Si el conjunto es discreto: 

S(f) = •i¡-^J_^C(T) COSfT {29} 

y resulta: 

CCr) =LÍS(f) COSfT df • {30} 

lo que indica que S(f) es la transformada de Fourier de 

C(t) y, por tanto: 
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1,^.1.6.- SERIES TEMPORALESMODELOS GENERALES 

Una serie temporal es un proceso estocástico -
continuo en tiempo discreto, es decir, las variables alea 
torias X(t) ; t e T son continuas, mientras que T es un con 
junto discreto. Generalmente los elementos t de T serán-
iguales a: 

t = tp + T . At {31} 

donde T G Z. 

Una realización del modelo es, por tanto, un -
conjunto de valores z^. 

Los modelos estocásticos que se van a emplear 
están basados en que en una serie temporal los sucesivos va 
lores de una realización son muy dependientes los unos 
de los otros y puede considerarse que son generados a par 
tir de un conjunto de variables aleatorias e independien 
tes a^. Comúnmente, dichas variables aleatorias se supo-

2 
nen normales de media O y varianza o^. 

a 

A la sucesión a^ se le denomina ^ruido-blanco del 
proceso. Sea B un operador tal que: 

^^t = ^t-1' ^ % = ^ t - m ' "^^2} 



- 45 -

entonces la generación de a partir del ruido blanco 
se realiza mediante un "filtro lineal" de modo que: 

z^ = y + i(j (B) a^ = IJ + a^ + ̂ î̂ -̂l ^2^t-2"^* * * 

donde y es un parámetro que determina el nivel del pro
ceso y ^{B) definido por: 

\¡){B) = 1 + i)^B + xIj^B^ + . . . {34} 

es un operador lineal llamado función de paso del filtro. 
La sucesión puede ser finita o, infinita y convergen
te, en cuyo caso se dice que el filtro es estable y el -
proceso estacionario, be este modo y es la media sobre la 
que fluctúa el proceso. En otro caso, el proceso no es es_ 
tacionario y y no representa la media sino un punto de re 
ferencia del nivel del proceso. 

1.^.1.6.1.- MODELO AUTORREGRESIVO 

En este modelo el valor actual del proceso vie
ne expresado como una combinación lineal finita de los an 
teriores valores del proceso más oina variable a^. Si se 
denomina z^, z^_^,... a los valores del proceso para va
lores de t igualmente espaciados t , t-1, t-2,... y z^, 
z^_j^, .. . a sus desviaciones respecto a y (z^ = z^ - y), en
tonces: 



- 46 -

que relaciona una variable dependiente z con un conjunto 
de variables independientes más un término de error a 
se dice que es un modelo de regresión. 

Se define como operador autorregresivo de orden 
p a: 

(}) (B) = 1 - 4)̂ B - 4)2B̂  "... - ̂ pB^ {37} 

y, de este modo, el modelo autorregresivo se escribe co
mo: 

(j) (B) z^ = a^ 

Dicho modelo contiene p+2 parámetros, que son 
4)., ^-5,..., (}) y a^, que se deben estimar a partir de los 
datos. El modelo es un caso del modelo de filtro lineal -
dado por la fórmula {33}. Eliminando 2^_j_ {35} sustitu 
yéndolo por: 

^t-1 = *l^t-2 + *2^t-3 ̂  '"-^ *p^t-p-l ^t-1 

^t = <*'l̂ t-l *2^t-2 V t - p + ̂ t ^^5^ 

se denomina proceso autorregresivo (AR) de orden p. Se 
llama autorregresivo debido a que un modelo lineal 
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y continuando con esta operación para z^_2, etc., se ob 
tiene finalmente una serie infinita de términos 

Se tiene que (})(B)ẑ  = a^ lo cual es equivalente 
a z^ = ̂ l){B)a^ con ij;(B) =(}>"•'• (B). Los procesos autorregre-
sivos pueden ser estacionarios o no. Si lo son hay que 
elegir (f) de modo que \l)2t ... en 4̂ (B) = (j)""̂  den lugar 

a una serie convergente. 

1,4,1.6.2.- MODELO DE MEDIA MÓVIL 

En este modelo el valor z^, desviación de z^ -

respecto de y, se expresa como linealmente dependiente 

de un número q finito de variables anteriores. Así: 

^t = ̂ t - V t - l - ^ H - 2 - - - - - V t - q ^^^^ 

Se denomina proceso de media móvil (MA) de or

den q. Los pesos 1, -Q^.' ~^2''''' "^q "° necesitan sumar 

1 ni tienen que ser positivos. 

Se define como operador de media móvil de orden 

q a: 

e (B) = 1 - ej_ B - - . . . - e_ . b̂  í4o} 

Así, el modelo de media móvil se escribe como 
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= e(B)a^ {41} 

.2 
V L 

q 
ser estimados a partir de los datos. 

y contiene q+2 parámetros y, 6^ ,... , 6„ y o que deben 

1.¿i. 1 . 5 . 3 . - MODELO MIXTO AUTORREGRESIVO Y DE MEDIA MÓVIL 

Con objeto de conseguir mayor flexibilidad en 
la estimación de las series temporales se utiliza un mo 
délo que incluye una parte autorregresiva y otra de me
dia móvil. El modelo mixto tiene la estructura: 

h = *l^t-l + • • • *p^t-p ^t - ̂ l^t-l - • • • - ̂ ^t-q 

{42} 

Ó 

(})(B)ẑ  = e(B)a^ {43} 

que utiliza p + q + 2 parámetros y, <^^, ^2'*''' ^p' ^i' 

62/.../ ®q y "̂ ^̂  habrá que estimar a partir de los 
datos. El proceso se denomina' autorregresivo y de me
dia móvil ARMA de orden (p,q). 

1.4.1.6.¿1.- MODELO NO ESTACIONARIO 

Muchas series que se quieren ajustar mediante 
un proceso estocástico no siguen un comportamiento es-



- 49 -

tacionario y no varían alrededor de una inedia fija. Sin 
embargo, sí que pueden tener un comportamiento homogéneo 
y similar. Este comportamiento puede ser representado -
por un operador autorregresivo generalizado i){B) en el 
cual uno o más de los ceros del polinomio i>{B) es un 1. 
Así el operador queda: 

Í)(B) = <})(B) (1-B)'^ {44} 

donde ^(B) es un operador estacionario. Un modelo gene
ral no estacionario correspondiente al operador ii{B) es; 

i(;(B)ẑ  = (j)(B) {l-b)^z^ = 6(B)a^ {45} 

o, de otra forma. 

íí)(B)ŵ  = e(B)a^ {46} 

donde 

^t ^ "^^^t ^^^'^ 

El operador ? es equivalente a 1-B. En la prác
tica, d toma valores de 0,1 y como mucho 2. El proceso 
definido por {46} y {47} proporciona un modelo para des_ 
cribir series temporales estacionarias y no estaciona
rias, y es llamado proceso ARIMA de media móvil integra 
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Si se define el operador S como V~"'' de modo que 

entonces = s'̂ ŵ  y un proceso de media móvil integrado 
y autorregresivo ARMA puede decirse que se genera a par 
tir de un ruido blanco a^ mediante tres operaciones de 
filtrado, como se muestra en la figura 9. En el primer 
filtro la entrada es a^ y la salida e^. 

e^ = 6 (B)a^ = ~ ®l^t-l ~ • • • ~ ®q^t-q 

En el segundo filtro la entrada es e^ y la sali 
da 

^t = ^t = ̂ l̂ 't-l *p^t-p ^ H 

Finalmente el tercer filtro tiene como entrada 
y como salida z^, aplicando el operador S^. 

do y autorregresivo de orden (p,d,q). 

El proceso viene definido por: 

w^=c¡)w^+ ... + <í>pWt_p + - ê â _̂  - .--Sga^.p í48} 

donde viene dado por {47}. Si se reemplaza por z^-y, 
cuando d = 0, incluye los anteriores modelos AR(p) , MA(q) 
y ARMA(p,q) . 
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y E{(z^-y)2}.E{(z^^j^-y)^} 

2 
Puesto que la varianza ^^=yQ es constante, la 

expresión anterior queda de la forma siguiente: 

= '''' 
La función de autocorrelación es simétrica res_ 

pecto a k =0 , tomando en ese punto el valor 1, según se puede -
observar en la figura 10. Por ello al representarla,se sue 
le dibujar para k > 0. 

Las series temporales normales, en que las fun
ciones de distribución de cualquier orden son normales, 
quedan determinadas por sus funciones de valor medio y de 
covarianza. 

l .¿1 . 2 r SERIES TEMPORALES. ESTACIONARIAS EN SENTIDO AMPLIO 

1 . 4 . 2 . 1 -FUNCIONES DE VALOR MEDIO Y DE COVARIANZA DE UNA 
SERIE 

La función de valor medio es constante y se va 
a denotar por y. La función de autocovarianza, que sólo, 
depende de T, y que se va a denominar y vale: 

Yĵ  = Cov{z^,z^^j^} =E{ (z^-y) (z^^j^-U) } ; K e Z {52} 

La función de autocorrelación vale: 

E{(z -y).(z^^j^-y).} 
Pk = - = = = = = = = = = = Í53} 
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En la práctica, para estimar la función de auto 
correlación, N ha de valer como mínimo 50 con lo cual se 
podrán calcular los rĵ  no excediendo k de N/4. 

En la identificación de modelos es necesario sa 
ber si a partir de un determinado k los sucesivos valo
res de Pĵ  se hacen o no cero. Para saberlo es necesario 
conocer la varianza de rj^. Bartlett dio, para procesos 
estacionarios y gaussianos, una aproximación de Varírj^} 

^^^^^k^ =̂  k sl^ í Ps-̂ Ps+k- Ps-k - ̂ Pk- Ps-k P̂ > {58} 

Si Pĵ  se anula para S > q resulta: 

Para estimar los valores de la función de valor 
medio y de la función de autocorrelación a partir de una 
observación z^, z^, . . ., Zj^ de N valores se han propuesto 
diversos estimadores, siendo los más satisfactorios los 
siguientes: 

-Media y: z=i^fj^z^ {55} 

"̂ k -Función de autocorrelación: p, = rrr- {55} k CQ 

donde Cĵ  es el estimador de la autocovarianza y vale: 
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Varírj^} ̂ |{l+2 .J^p^}; K > q {59} 

Para utilizar la fórmula {59} en la práctica, se 
sustituye pg por rg. Bartlett dio otra expresión para cal 
cular la covarianza de r̂ ^ y rj^^^ 

Cov{rj^,r3^^^} 4 s Í - ^S'^S^t 

Entre valores próximos a r̂ ^ pueden haber fuertes 
correlaciones, por lo que hay que tener cuidado al inter
pretar las correlaciones individualmente. A veces se dis
torsiona la forma de la función de autocorrelación. 

1,^.2.2.- MODELO GENERAL LINEAL 

El modelo general lineal {33} es: 

it = at+JÍ^*J.at_J = a^ + ̂ ^.a^_^ + ̂ 2-^t-2 

donde z.^=z^-iues la desviación del proceso respecto a la 
media, por tratarse de un proceso estacionario. El ruido 
blanco a.̂  consiste en una serie de variables aleatorias -

2 independientes de media nula y varianza 0 . Por lo tanto. 
Si 

al estar las distintas a^ incorreladas, su función de au 
2 

tocorrelación E{a^,a^_^j^} vale si k 5̂  O y cero en otro 
caso. 
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1,4.2.2.1,- FUNCIÓN GENERATRIZ DE AUTOCOVARIANZA 

Para un modelo lineal la función de autocovarian 
za es: 

y su varianza 

2 2 La serie sera convergente si la varianza 
es finita. La función generatriz de autocovarianza se de 
fine como: 

que también se puede poner de la forma siguiente: 

Y(B) = ol i)(B) rÍJÍB~^) {64} 

El modelo se puede poner también como 2 ^ = iÍj(B)a^ 
o como iT(B)i^ = a^ donde el operador 7t(B) se define de una 
forma análoga a '^{B). Resulta además que: 

TT(B) \p(B) = 1 . {60} 
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1,4.2.2,2,- CONDICIONES DE ESTACIONARIEDAD E INVERTIBILIDAD 

Para que un proceso lineal sea estacionario las 
condiciones de estacionariedad equivalen a que la serie 
i|;(B), función generatriz de los pesos sea convergente 
para j B|< 1. . 

La condición de invertibilidad, que consiste en 
que la serie -n (B) =^£^77^ . B-* sea convergente para B <1, 
junto a la de estacionariedad son condiciones necesarias 
y suficientes, si fijamos o^, para obtener unicidad de -

O. 

representación en los modelos lineales ARMA, con una fun 

ción de autocovarianza dada. 

1,4.2.3.- PROCESOS AUTORREGRESIVOS AR(p) 

Los procesos autorregresivos ARCp) tienen la ex 

presión siguiente: 

^t=*l^t-l"*'*2^t-2+ V t - p + H ^^5} 

son invertibles y, estacionarios si los ceros de ^{B) e£ 

tan fuera del circulo unidad. 

La función de autocovarianza se obtiene tomando 

esperanzas de la expresión {65} multiplicada por 
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= *l^k-l ^ *2^k-2 • • • V k - P ' ^ ' ° ^^^^ 

y la función de autocorrelación resulta: 

Pk = *lPk-l *2Pk-2-'---+*pPk-p 

que es equivalente a: 

c})(B) pĵ  = O {68} 

La función de autocorrelación es una mezcla de 
exponenciales y sinusoidales amortiguadas. 

Para determinar el orden de un proceso AR a ajus_ 
tar a una serie dada se emplea la función de autocorrela
ción parcial que tiene un número finito de términos no nu 
los, mientras que la función de autocorrelación tiene un 
número infinito de ellos. 

1.4.2.4.- PROCESOS DE MEDIA MÓVIL MA(q) 

El modelo que se utiliza es del tipo: 

^t = ̂ t - ®l^t-l - ̂ 2^t-2 - ••• - ®q^t-q ' ^^^^ 

Los procesos son invertibles y, estacionarios si 
los ceros de 6(B) están fuera del círculo unidad. 
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La función de autocovarianza del proceso es, to 

mando esperanzas de los productos z^ . ẑ ĵ̂  

•̂ k = (̂ t - Ql^t-1 - • • • - Vt-q^ ^^t-k - ̂ l^t-k-1 

- ... - Qq^t-k-q)> {70} 

Por lo tanto la varianza del proceso es: 

YQ = (1 + e^ + e2+...+ e^)aJ {71} 

^k = 
(-\-^^l\+l-^6 2\+2-^ • • • -"'q-k^) <̂ a k=l, 2 , . . ,q 

k > q 

{72} 

La función de autocorrelación queda: 

Pk = -Qk + V k f i ^ V k \ 
1 + 6 ^ + 6 2 +. . .+ 

{73} 

para valores de K comprendidos entre 1 y q, siendo cero 

para valores de K mayores que q. 
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-eg-r^^ík-q) {75} 

donde Y„,(k) es igual e E(i. . a.) y, por tanto, vale O 
para k>0 y distinto de cero si k < O. 

Para k>q+l resulta: 

^k = *l^k-l V k - 2 ^•••^ V k - P 

y la función de correlación 

Pk = *pPk-p '̂ '̂ '̂ ^ 

o 

1.4.2.5.- PROCESOS AUTORREGRESIVOS Y DE MEDIA MÓVIL ARWA(p,q) 

Los procesos ARMA(p,q) a utilizar tienen la forma 
siguiente: 

• v*A-i -̂--+Vt-p"'^t-^i^t-i-----Vt-k ^̂^̂  

La función de autocovarianza se obtiene como en 
los casos anteriores: 

V*l^k-1-^• •--̂  Vk-p-'^za -^^za^^-^^ - ' • 
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Los valores p^(i<q) se calculan a partir de -
{75} y dependen de y 6.. Luego, los siguientes valo-
res se obtienen mediante los p valores P~/P„_i,•••^P_ •_,i 

y la ecuación {77}. 

Si p < q la función de autocorrelación consiste 
en una mezcla de exponenciales y sinusoidales amortigua 
das, cuya naturaleza queda determinada con el polinomio 
^(B) y los valores iniciales. Si p > q hay p-q+1 valores 
iniciales {p^,p^,...,p^_^) que no siguen el comportamien 
to general. Estos hechos son útiles para identificar los 
procesos mixtos ARMA. 

En la figura 11 se pueden observar las regiones 
admisibles para los parámetros y los valores de y P2 
en los modelos AR(2), MA(2) y ARMA(1,1), condicionados a 
la estacionariedad y a la invertibilidad. 
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t 

t t <: 

< 
t 
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el conjunto de valores ordenados. A la función (̂]̂ ) <3ue 
toma el valor x̂ ĵ j se le llama estadístico de orden k. 
Puesto que sin ordenar son variables aleatorias, los 
estadísticos de orden, que resultan de ordenar tam
bién lo son. 

En determinadas aplicaciones prácticas interesa 
conocer el comportamiento de los estadísticos de orden 
k y en particular el comportamiento del máximo y el mí-

1,4,3,- ESTADÍSTICA D E VALORES EXTREMOS 

Se introduce la problemática de los valores ex
tremos mediante un ejemplo sencillo: 

En un pabellón de deportes supóngase que la ilu 
minación falla cuando dejan de lucir K de los n puntos 
de luz existentes. Para poder determinar cuando va a fa 
llar la iluminación hay que conocer el comportamiento -
del K-ésimo punto de luz que falla. 

Sean X^, Xj,..., X^ n variables aleatorias, que 
en el ejemplo anterior representarían el comportamiento 
de cada uno de los n puntos de luz, y x^, X2,...,x^nva 
lores tomados por cada una de las variables aleatorias, 
Sea, 
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nixno, que se denotarán por ^ 

Z^ = máx(X^, ..., X^) {79} 

= mlníXj^, X^,..., X^) {80} 

Las distribuciones correspondientes de los esta
dísticos de órdenes 1 y n se representan por 

H^(x) = P(Z^ < x) {81} 

L^(x) = P{W^ < X) {82} 

respectivamente. 

Cuando el número n se haga muy grande las distri_ 
buciones de los estadísticos de orden degeneran, salvo -
que se normalicen con constantes que dependan del número 
n. El objeto de la teoría asintótica es hallar condicio
nes para la existencia de estas distribuciones no degene 
radas. Por otro lado se pretenden determinar las mismas 
y las constantes de normalización. 

Para el caso de n + » resultaría, que, siendo a^ 
y b^ > O constantes de normalización, 

lim — - < z) = lim Hj^(a^ + b^z) =H(z) {83} 
n 



- 65 -

y, siendo y d^ > O otras constantes de normalización, 

lim PC-2g—íi < z) = lim Lj^(c^ + d^z) =L(z) {84} 
n 

Si se considera el conjunto de variables aleato 
rias -X^, - X 2 , . . - X ^ la distribución del mínimo 

mín("-Xj^, ""'^2' * • *' "'̂ n̂  

tiene el mismo tratmiento que la distribución del máxi_ 

mo de X^ t X 2 f..•, X^ 

Por lo tanto, queda de manifiesto que todo cuan 
to se diga respecto a la distribución del máximo tie 
ne su* correspondencia en la distribución del mínimo y 
viceversa. Lo mismo ocurre con los estadísticos de orden 
k y n-k+l. 

1,4,3,1.- CASO DE VARIABLES ALEATORIAS INDEPENDIENTES E 
IDÉNTICAMENTE DISTRIBUIDAS 

En el caso de que las variables aleatorias sean 
independientes y estén idénticamente distribuidas (i.i. 
d.) con función de distribución 
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F(x) = P (Xj < x) {86} 

las fórmulas {81} y {82} se convierten en 

P{Z^ < X) = H,̂ (x) = F^(x) {86} 

P(W^ > x) = 1 - Lĵ (x) = (1 -F{x))^ {87} 

Los dos lemas siguientes son dos acotaciones que 
se utilizarán en los teoremas posteriores. Tanto los le
mas, como los teoremas de este apartado 1,4,3. se hallan 
demostrados en el libro "The Asymptotic Theory of Extre
me Order Statistics", cuyo autor es J. Galambos. 

LEMA 1.- Para cualquier z, 0. < z < i, se tiene 

e"^^-(l-z)^{expC2n z^)~l}< (l-z)"< e"^^ {88} 

La desigualdad {88} sigue cumpliéndose si O < Z <1. 

LEMA 2.- Sea n > 1 un número entero. Entonces, pa 
ra cualquier entero S > O, resulta 

^^Í^{-l)^{pZ^ < (l-Z)"<3¥g(-l)̂ (5J)Z^ {89} 

Los dos teoremas siguientes suponen sendas acota 
cienes interesantes de las distribuciones del máximo y -
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1 - F(x) < — i - : {90} 
2 / ñ 

Entonces, para n > l . 

T{x) - 4níl - F(x) }̂ F*̂ (x) < P{Z^ <x)<T{x) {91} 
n 

donde 

T(x) =̂  exp{-n(l-FU) } {92} 

TEOREMA 2. - Sean , ^ 2 , .. ., X̂ ^ variables aleato 
rias i.i.d. con función distribución P(x). Sea x tal que 

F{x) < {93} 

Entonces, para n > l . 

. U(x) - 4n F^(x).íl-P(x) }"<P(W^> x)<üCx) {94} 

del mínimo. El error cometido en la evaluación de las -
distribuciones depende de n y al aumentar n se va hacien 
do más pequeño. 

TEOREMA 1.- Sean Xj^, X2,.. • , X^ variables aleato 
rias i.i.d. con función de distribución F(x). Sea x tal 
que cumpla 
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lim n{l-F(a^+ b^y) } = u{y) {96} 

Entonces, para n + «> 

lim P(Z^ < Si^ + ̂ ^Y) = exp{-u(y)} {97} 

COROLARIO 2.- Supóngase que existen sucesiones 
c^ y > O de números reales tales que, para cualquier 
valor de y, cuando n + , existe el limite 

limnF(c^ + d^ y) = w(y) {98} 

Entonces, para n + =° , 

lim P(W^ < C j ^ + <̂ n = 1 - exp{-wCy) } {99} 

donde 

U(x) = exp{-n F(x)} {95} 

Para el cálculo de a^ y b , y d^,y lasdistri 
n n n n — 

buciones límite,resultan útiles los corolarios 1 y 2. 

COROLARIO 1.- Supóngase que existen sucesiones 
y b^ > O de números reales tales que, para cualquier 

valor de y, cuando n + , existe el límite 
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El teorema que viene a continuación supone otra 

acotación de la distribución P(Z^<x). Para la distribu 
. n — 

ción del mínimo existe un teorema análogo. 

TEOREMA 3 . - Sea X^f ^2,. .., un conjunto de va 

riables aleatorias i.i.d. Se define Sĵ  ̂ (x) como 

1 k = O 
l P(X. > X X. > X , . . . , X. > x) k > 1 

ij_ , i2 ^k 

{ 100 } 

Entonces, para cualquier número real x y para 

cualquier entero S > O, 

2S+1 , 2S ^ . 
kSo ( -1 ) Sĵ ,n(^> < nz^<x) <kIo(-l) Sj^^^(x){101} 

La importancia de este teorema es que se sigue 

cximpliendo aun en el caso de que la sucesión X^ no sea 

-de variables independientes. 

I.Í{.3.1,1.- LIMITES DE LAS DISTRIBUCIONES DE EXTREMOS 

Sea X^, X 2 í « . u n conjunto de variables alea 

torias. Si se ordenan en forma de sucesión no decrecien

te se tiene que 
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sean 

Aj(x) = í'̂ j > y B^(x) = {Xj < x} '.{103} 

Entonces para los estadísticos de orden k y n-k+1 

{X . > x} = {a lo sumo ocurren K-1 de B . (x), 1< j ̂  n} 

{104} 

{Xj <x} = {a lo sumo ocurren K-1 de (x), 1< j < n} 

{105} 

Si se denota por v^(A,x) y v^(B,x) al número de 
Aj(x) y Bj(x) para los que >x y X^ <x, respectivamen
te, entonces las distribuciones de Y ^n-k+l*n 
nen dadas por 

PCX3^.j^>x) = P(v^(B,x) =t) {106} 

y por 

^^Vk+l:n"^> =tlj PC^n(^'^> = {107} 

De este modo el estadístico de orde K viene ex
presado como X, , . A los estadísticos de orden K y n-k+1 
se les denomina también extremos k-ésimos inferior y su
perior respectivamente. Si n aumenta indefinidamente el 
estadístico de orden K sigue teniendo todo su sentido. 
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S = Z P(C ,C. ...C. ) {108} 
1< ij_ < ±2 <•. .< iĵ < n ^1 ^2 

Si k > n entonces se dice que S, „ es cero. 

Esta definición de S, _ se va a utilizar en el 
k, n 

teorema 4 , que da un valor exacto de P (v^ = t) para poder • 
trabajar con {106} y {107}. 

TEOREMA 4.- Sean n > l y 0 < t < n dos números ente 
ros. Entonces 

p(-„=t) = m (-i)N'=;*)s,̂ ,̂_„ U09) 

Además, para cualquier valor entero S > 0 , 

^ ^ J " ^ , ..k.k+t.„ 4. 2£±2,2S+t+2.„ 
k^O ^ V t ̂ ^k+t,n ^ n S ^ ^ t ^^2S+t+2,n 

{110} 

Si K es fijo y n tiende a + «> el número de tér
minos del sumatorio es fijo. 

Sea C^, C2,..., un conjunto de sucesos Y ~ 

- v^(C) el número de los mismos que ocurre. Se define 

^0,n ̂  ^' P^^^ ^' 
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Una sucesión U^ de variables aleatorias, o sus 
funciones de distribución R^(x), se dice que converge -
débilmente si, cuando n + , existe el limite lim R^(x)= 
= R(x) en todos los puntos x de continuidad de RCx). El 
problema que se plantea aquí es el de encontrar condicio 
nes para F(x) bajo las cuales o W^) puedan ser norma 

lizadas por constantes ^ ^^i^ ̂  modo que 

. .Z„ - a„ W„ - c„ 

-V^ (O - i ^ j 
n n 

converjan débilmente a distribuciones no degeneradas. 

Según lo anterior, para una sucesión X^, X 2 , . . . , 

de variables i.i.d. los límites, en sentido de conver 
gencia débil, de las distribuciones del máximo y del mí
nimo son, cuando n , 

lim F"(a^ + ^ ^^^^ ^̂ '̂ '̂̂  

lim{l - F (Cj^ + d^ 3c) = 1-L(x) {112} 

Además, se definen a(F) y ü)(F) mediante 

a(F) = inf {x : F( x) > 0} {113} 

1.4.3,2.- CONVERGENCIA DÉBIL PARA VARIABLES INDEPENDIEE 
TES E IDÉNTICAMENTE DISTRIBUIDAS 
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1 . A . 3 . 2 . 1 . - DISTRIBUCIONES LIMITES PARA EL MÁXIMO Y EL 
MÍNIMOS: CONDICIONES SUFICIENTES 

Los siguientes teoremas sirven para, dada un fun 
ción de distribución ^íx^) de una sucesión de variables 
i.i.d., saber qué distribución limite tiene (para ó 
W^) si verifica unas determinadas condiciones. Los teo
remas dan además las constantes de normalización. 

TEOREMA 5.- Sea tü(F) =+«>. Supóngase que existe 
una constante y > O tal que, para todo x, cuando t + , 

Entonces existe una sucesión b̂ ^ > O tal que, pa
ra n + 0° , 

lim P(Z^ <bj^ X) = Hj^^^(x) {116} 

donde 
exp(-x~''̂ ) si X > O 
O en otro caso ^17} 

Y 
(jo(F) = sup{x : F(x) < 1} {114} 

Evidentemente a(F) es -«> ó finito, y w(F) es fi
nito ó +0°. 
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La constante de normalización se puede elegir 

como 

b^ = inf{x : l-F(x)< |} {118} 

TEOREMA 6.- Sea ü)(F) un valor finito. Supóngase 
que la función de distribución F* (x) =F(ü)(F)-i), x > 0 , 
satisface la condición {115}. Entonces existen sucesio
nes a .y b >0 tales que, cuando n + <» , 

n ^ n >3 f 

lim P(Z^<a„+b„ x) =H„ ^ (x) {119} ii ij n 

donde 

L si X > O 

[ exp(-{-x)^) si X < O ^^^^^ 

como 

Las constantes de normalización pueden elegirse 

â ^ = ü3(F) {121} 

b^ = ü3(F) - inf {x:l-F(x) < |} {122} 

TEOREMA 7.- Supóngase que, para un número a fini 
to, 

f̂ ^̂ ^ (l-F(y))dy< + «. {123} 
• o. 
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Para a(F) <t<to(F), se define 

R(t) = (l-F(t))"^ . jí̂ ^̂ ^ (1-F(y))dy Í124} 

Supóngase que, para cualquier valor real x, cuan 
do t 0) (F) , 

lin, IZÍ^ I ^Ran = e-^ {125} 

Entonces existen sucesiones a^ y > O tales que, 
n n 1 ' 

cuando n ->• + <» , 

lim P(Z„ <a„+b„ x) = H. .Cx) {126} n n n 3,0 

donde 

H 3 = exp(-e"^), -OO<x<+ " {127} 

Las constantes de normalización se pueden elegir 
como 

a^ = inf{x:l-F(x)< i-} {128} 

b^ = R(a^) {129} 

Estos tres teoremas agotan las posibilidades para 
la existencia de distribución asintótica del máximo de un 
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T . F(tx) -Y {130} 

Entonces existe una sucesión d̂ ^ > O tal que, cuan 
do n - =° , 

lim P(W„ < á.x) = L- ^(x) {131} 

donde 
1 - exp (- (-X) '""̂) si X < O 

si X > O 
• {132} 

La constante de normalización d^ puede elegirse 

como • 

= sup{x : F(x)< i} {133} 

conjunto de variables i.i.d. Si F(x) no entra dentro de 
uno de estos teoremas/ entonces no existen constantes -
de normalización que hagan que {111} se verifique. Sise 
cumple {111} las constantes a y b„ no son únicas. 

n n 

En relación con la distribución del mínimo los 
teoremas se convierten en 

TEOREMA 8.- Sea a(F) =-<». Supóngase que existe 
una constante y > O tal que, para todo x > O, cuando t-*--«>, 
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TEOREMA 9.- Sea a{F) un valor finito. Supóngase 
que la distribución F* (x) = P(a(F) - i), x > 0 , verifica -
la condición {130}. Entonces existen sucesiones c y d >0 

n n 
tales que, cuando n + «> , 

lím PiV¡^< + d^ x) = L2,-yÍ2í) ,{134} 

donde 

1 - expí-x"^) si X > O 

si X < O 
{135} 

como 

Las constantes de normalización se pueden elegir 

c = a(F) n {136} 

^n = sup{x : F(x) < |} ~a(F) ••{137} 

nito, 
TEOREMA 10.- Supóngase que, para un valor a fi-

Í^^P5F(y)dy< + {138} 

Para t > a\P) se define 



- 78 

Supóngase que, para cualquier valor real x, cuan 
do t a(F) , 

Entonces existen sucesiones c y d„ > O tales que, 
n n ^ ' 

cuando n ̂  - » , 

donde 

lim P(W^ < c^ + d^ X) = L3^Q (x) , {141} 

Q (x) = 1 - exp(-e^) , < ̂  < +«> {142} 

Las constantes de normalización se pueden elegir 
como 

Cj^ = supíx : F(x)< i} {143} 

^n " {144} 

1,4.3.2.2.- OTRAS POSIBILIDADES PARA LAS CONSTANtES DE 
NORMALIZACIÓN 

Las constantes de normalización a , b , c yd„. 
n n n n 
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Sea y„ una sucesión de variables, aleatorias y su n — 
póngase que, con constantes y > O, cuando n 4 «> , 

liiti P(Y^ < + x) = G(x) {145} 

para todos los puntos en que G(x) es continua, siendo G(x) 
una función de distribución no degenerada. Escribiendo 

^(^n^^n + ^n^^ íl46> 
n n 

se ve que, si , al cambiar por C* que verifique 
que C^/Djj O, cuando n + «> , no se modifica el limite -
{145}. Análogamente, se puede cambiar por D* que debe 
verificar que D*/Dj^ 1, cuando n-9-+ o= . 

LEMA 3.- Sea Ŷ ^ una sucesión de variables alea
torias . Sean y D_ > O dos sucesiones de números reales 

n n 
que verifiquen {145}. Sean C* y D* > O dos sucesiones de 
números reales que satisfagan, para n-»•+«> , 

C„. - ,C* 
lim £ = 0 {147}-

n 

lim gg- = 1 {148} 
n 

utilizadas en los teoremas anteriores,no son únicas, como 
se va a ver a continuación. 
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Entonces se cumple {145}, para todos .los puntos 
en que G(x) sea continua, cuando Ĉ ^ y/o se sustituyen 
por C* y/o D*, respectivamente. 

Los dos teoremas siguientes se refieren a la es
tructura de las constantes de normalización a y b en el 

n •* n 
primer caso Y ^ '̂ n ®^ segundo. 

TEOREMA 11.- Sean a^ y b^ > O dos sucesiones de 
n n 

ntámeros reales tales que satisfagan la expresión {83}. -
Entonces, para un número entero m > l , cuando n-^ + °°,ex±s 
ten y son finitos los siguientes limites 

lim f25 -̂-!a = Aĵ  {149} 

b 
lim ^ = > O ,{150} 

n 

Además 

H(x) = H^(A„ + B^ X) .{151} m m 

TEOREMA 12.- Sean c^ y d_ dos sucesiones de nú-
n n 

meros reales que verifican {84}. Entonces, para un núme
ro entero m >1, cuando n->• + «', existen y son finitos los 
siguientes límites 
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lim ¡ = A* {152} 

. d 
lim -HE = B* TÍ O {153} d^ m 

Además 

l-L(x) = {1 - L(A¿ + B* X) }™ {154} 

1.4.3.2.3,- DISTRIBUCIÓN NORMAL N(0,1) 

La distribución normal 

2 
F(x) = (2^)"^/^ ¡^^ e'^ /^dy {155} 

donde y es arbitrario, verifica las condiciones del teore
ma 7 por lo que, con las constantes de normalización 

. -y(log log n + log 4tt) 
a^ = (2 logn)-"/^ • ™ {156} 
^ (2 1ogn)-^/"^ 

b^ = (2 logn)"^/^ {157} 

(Zj^-a^)/b^ converge débilmente a Q (x) 

Como la distribución normal F(x) es simétrica -
respecto a cero, se pueden utilizar las constantes c =-a 

n n 
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P(x) = (2ir)-^/2 jlogx ^^^^^ 

Para las constantes definidas en {156} y {157}, 
que se denotan por a* y b*, se tiene que, cuando n + = , 

P(logZj^< a* + b* X) exp{-e"^) {159} 

Si desarrollamos exp(a* + b * x) en serie de Ta^ 
lor, para v < 1, 

e x p í a * + b * x ) = e x p (a*) í l + b * x + v (b*x) ̂ } = n o n n n 

= e x p { a j ) + b * e x p ( a j ) (1+v b j x ) x 

Cuando n-^+o», 1 + v b*-x->-l y además, por el le 
ma 3, 

lim P ( Z ^ < e x p ( a J + b J x ) ) = lim P(Z^ < a^^ + b^^ x ) 

{160} 

V d = b para la convergencia de (W - c )/d . 
j n n ̂  n n n 

1.4, 3.2.DISTRIBUCIÓN L06ARITMICO-NORMAL 

Si X>O y logX sigue una ley normal, entonces 
se dice que X tiene una distribución logarítmico-normal 
Así 
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con 
aĵ  = exp(a*) y = b* exp(a*) 

La distribución limite es exp(-e ). Análogamen 
te, para el mínimo. 

lim P(W <c^ + d„ x) = 1 - exp(-e ) {161} n n n 

donde 

c^ = exp(-aj) y b^ = b* exp(-a*) 

1.4.3.2.5.- CONVERGENCIA DÉBIL PARA LOS EXTREMOS K-ESIMOS 

Las funciones de distribución de los estadísti

cos de orden k y n-k+1, Y ^n-k+l:n 

P(Xj^.^>Z) =^¡J(5){F(z)}^{l-F(2)}''"'^ {162} 

^ ^ V k + 1 ^ Z) = ̂ ¡^(^){l-F(z)}^{F(z)}^-^ 
{163} 

Como k es fijo, la cuestión de la existencia y 
de la forma de las distribuciones límites de los estadÍ£ 
ticos de orden k y n-k+1 se reducen a las del máximo y 
el mínimo, según se expresa en los siguientes teoremas. 
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{164} 

(k) 
converge débilmente a una función de distribución H (x) 
no degenerada si, y sólo si, . 

H„(a„+b„x)' = F„ „(a„ + b„x) {165} n n n n:n n n 

converge débilmente a una función de distribución H(x) no 
degenerada. Si ' (x) existe, entonces, para a (H) <x<ü)(H), 

H^^^ (x) =H(x)̂ ¡J :^{log ^ ^ } ^ {166} 

donde H(x) es del tipo E^^^ix) , H2^^(x) ó B.^^QÍX) 

TEOI?EMA 14.- Para sucesiones c_ y d > O de núme 
n n — 

ros reales, y para un niómero entero k> 1 fijo, cuando n-̂ +oo 

, .^k:níS + ̂ n ̂ ) = ^^\:n^ % + ̂n ̂> í^"^ 

(k) 
converge débilmente a una función de distribución L (x) 

no degenerada si, y solo si. 

TEOREMA 13.- Para sucesiones a y b > O de nú-
n n 

meros reales, y para un número entero k > l fijo, cuando 
n -»- + «> , 
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L „ { c „ + á„ X) = „ ( c + d„ X) {168} 

converge débilmente a una función dé distribución L(x) no 
(ir) 

degenerada. Si Mx) existe, entonces, para a(L)<x<ü)(L), 

L̂ '̂ ^ (X) =1-{1-L(x) }||q :|rí-log(l-L{x) }^ 
,{169} 

donde L(x) es del tipo L, ^Ax) , L„ ̂  (x) 6 L - „ (x). 

1.4.3.2.5.- DISTRIBUCION NORMAL 

Para la distribución normal definida en {155}, 
con las constantes de normalización a , b , c y d defi 

n n n n — 
nidas a continuación, se pueden aplicar -los teoremas 13 
y 14. Resulta que, para k > l fijo, cuando n + °° , 

' ̂ i " ^ > ^ V k+l:n" ^n + ̂ n^^ = exp(-e-^)^¡J 'ir e " ^ 

,{170} 

Y 

lim P{Xj^^^< c^ + á^x) = 1 -exp(^e^)KiJ ^ ê =̂  

•{171} . 

1.4.3.2.7,- VELOCIDAD DE CONVERGENCIA 

Al estimar el error cometido en la sustitución 
de las distribuciones de extremos exactas por sus formas 
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Sea uno de los extremos del conjunto i.i.d, 
Si F(x) es la función de distribución de X^ y, cuando -
n + 00 , con constantes de normalización a y b > O, exis-

n n 
te el límite 

lira P{E^ < a^ +b^ x) = R(x) {172} 

entonces el error cometido viene dado por 

A^(x) =A^(x,. E^, a^,b^) =P(E^<a^ + b^x) - RCx) 

{173} 

Para acotarlo se utilizan los teoremas siguien
tes. 

TEOREMA 15.- Sea HCx) una de las posibles dis
tribuciones de valores extremos para el máximo de un con 
junto de variables aleatorias i.i.d. con función de 

distribución F(x). Dadas dos sucesiones a y b >O de -
n n 

números reales, sea 

límites, dichas estimaciones sirven para determinar el -
tamaño de la muestra requerido para la aplicación de la 
teoría asintótica cuando las observaciones sean indepen
dientes. Se supone que la distribución F(x) de la pobla
ción ha sido elegida correctamente. Por lo tanto, los -
errores son debidos al paso al límite cuando el tamaño de 
la muestra aumenta indefinidamente. 
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Z^(x) = n{l - F(a^ + x)} {174} 

Y, para todo x que haga H(x) > O, 

Pĵ (x) = Z^{x)+log H(x) {175} 

Entonces, si x hace H(x) >0 y Zj^(x)/n<i, 

1P(Z„ < a„+b„x)-H(x) I < H(xj {r. ^ (x) + ^ n n n i, n 

+ r, ^(x) +x. ^(x) r„ ^(x)} {176} 2, n 1, n 2 ,n 

2z2(x) . Zzjíx) . 
„(x) = — 2 + — Í L {177} 

l,n n ^2 1-q 

(X) . 
r^^^íx) . ipjx)l {178} 

2 2 1 con q < 1 y s < 1 tales que Z^(x)/n< q y j] Pĵ (x) | < S. 

TEOREMA Í6.- Sea L(x) una de las distribuciones 
de valores extremos para el mínimo de un conjunto de va
riables Xj i.i.d. con función de distribución F(x)..Dadas 
dos sucesiones c^ y d^>O de números reales, sea 

Z^(x) = n F(c^ + ^̂ "̂ ^̂  
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Y, para x tal que L(x) <1, 

p^(x) = Zĵ (x) + logd - L(x) ) {180} 

Si X hace L(x) <1 y Z^(x)/n<i, entonces 

P(W„ < c„+d„ x)-L(x) I < (1-L{x)) {r- „(x)+r, „(x) + 

+ r, „(x) r„ ^(x) } {181} l,n 2,n 

donde r. „(x) y r_ „(x) vienen definidos por {177} y {178} 
X f Ti ^ f Tí 

respectivamente. 

Las estimaciones de la velocidad de convergencia 
de las distribuciones limites de los estadísticos de or
den k y n-k+1 se pueden reducir a los casos del máximo y -

del mínimo. 

1.̂ 1.3.3.- CONVERGENCIA DÉBIL DE EXTREMOS EN EL CASO GENERAL 

Hasta ahora se ha supuesto que las variables alea 
torias Xj, 1<j < n, son independientes y tienen idéntica 
función de distribución. En muchas aplicaciones prácticas 
esto no ocurre pues el conjunto de factores a los que ha
cen referencia las variables X^ son dependientes unos de 
otros. 
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A continuación se van a estudiar otros tipos de 
sucesiones de variables aleatorias que no sean indepen 
dientes y con idéntica función de distribución. 

1.4.3.3.1.- SUCESIONES GAUSSIANAS ESTACIONARIAS 

Sea X^, X2,..., X^ una sucesión estacionaria de 
variables aleatorias. Supóngase además que, para todo -
n> l , la distribución del vector (Xĵ , X 2 , . . . , X^) es ñor 
mal de medias E(X^) = 0 y varianzas V(Xj) =1. Esto signi
fica que (Xĵ , X 2 , . . . , X^) tiene una función de densidad 
de la foimia 

-'-̂•̂  exp(-^ X R"-*- X") {184} f^(x) = f ^ U ; R ) - J - ^ 

donde R es una matriz cuadrada de orden n definida posi
tiva cuyo término r(i,j) =E{X^X\^) , JRJ es su determinan
te, x= (X- , ) y x' es el traspuesto de x. Por la 
hipótesis de estacionariedad resulta que r(i ,j) =r^, don 
de m = 1 i - jI y por la hipótesis de los dos primeros mo
mentos resulta r(j,j) =1, con j >1. 

Una sucesión finita que ferifica todo lo ante
riormente dicho se dice que es Gaussiana. Una sucesión in 
finita X^, X 2 , . . . es Gaussiana si, para todo n >1, Xj^,X2, 

X^ &s Gaussiana. Una subsecuencia de una sucesión -
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Gaussiana también lo es. 

Los teoremas siguientes dan la distribución asin 
tótica de Z bajo distintas hipótesis del valor r_. Por -n m 
simetría de fĵ (x) los resultados son válidos también para 
W . 
n 

TEOREMA 17.- Sea Ẑ Ĉr) el máximo de una sucesión 
Gaussiana X^, X2f. .., X̂ ^ de media cero, varianza unidad y 
correlación constante r=r(n). Sean 

b^ = (2 logn)"-^/^ {185} 

a^ = ^ - I b^dog log n + log 47T) {186} 
n 

Si, cuando n + «> , r(n)logn converge a un va
lor finito T, entonces (Z_(r) -a^)/b tiene una distri-

n n n 
bución H(x) límite. Si 7 = 0, H (x) = H3 ^ (x) = exp (-e~̂ ) , 
mientras que, para T > 0 , H(X) es la convolución de 

-1/2 

ô"̂"'"''-̂  ̂  $(X(2T) ' ), donde $ (x) es la función de dis 
tribución normal N(0,1). 

Por otra parte, si r (n) log n-> + «>, entonces, cuan 
do n + 0° , 

lim P(Z^(r) < a^(l-r)-^/^+x r"̂ /̂ ) = $ (x) {187} 
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Este teorema muestra que la forma límite de -
Zĵ (r) , normalizada adecuadamente, depende de la relación 
entre r(n) y logn. 

TEOREMA 18.- Sea X̂ ,̂ X2,. .. una sucesión Gaussia 
na estacionaria con media cero y varianza unidad. Supón
gase que las correlaciones r^=E(Xj ^j+j^) verifican que 
r^ log m O, cuando m + ~ . Entonces, para n + 0° , 

^(^n^^n-^^n^^ " ^3,0 

donde a^ y están definidas en {186} y {185}, respecta^ 
vamente. 

TEOREMA 19.- Supóngase que r^ logm tiende a un 
valor T finito y positivo. Entonces, cuando n -»- + «>, -
(Z^-a^)/bj^ tiene una distribución límite H{x) que es la 
convolución de Q (x) y $ (X(2T) ~~'"'̂ )̂ . 

TEOREMA 20.- Supóngase que, cuando m-̂ - + a> , r^es 
1/3 

decreciente y r^(logm) ' tiende a cero, aunque r̂ ^ logm 
aumente y tienda a + «>. Entonces, cuando n •> + «> , 

lim P(Z^ < (l-r^)-'-/^.a^ + x . r^^^) = f (x) {189} 
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lim (a^ + b^x) = (x) {190} 

donde 
S . (x) = E P(X < X , X < X,.., X < X) 

1< iĵ  < Í2 <• . .< ij < n -̂ 1 ^2 

{191} 

Supóngase que converge la serie 

U^{x) =^IQ (-1)^(^:^^)UJ^^^(X) , a<x<co 

{192} 

Entonces, para a < - x < a 3 , cuando n-> +oo , 

li"̂  P ( V k+l:n< ^n + ̂ n^^ =tSj ^t^^^ ^^^^^ 

1.4,3.3.2.- DISTRIBUCIÓN ASINTOTICA DE LOS EXTREMOS 
K-ESIMOS 

El teorema siguiente da un criterio que garanti_ 
za la existencia de constantes de normalización para las 
que todos los extremos, inferiores y superiores, tienen 
distribuciones límites. 

TEOREMA 21.- Sean las variables aleatorias X^, 

X2,..., ^ sucesiones y b^ > O de números reales 
tales que, para un número entero j > 1 fijo, existe y es 
finito en un intervalo ( 0 , 0 3 ) el límite 
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Este teorema tiene el siguiente corolario: 

COROLARIO 3.- Supóngase que u^ (x) =u-'(x)/jl, sien 
do u(x)> 0. Entonces la serie para ü^(x) converge para to
do X que haga u(x) finito. Además, cuando n + <» , 

Para el estadístico de orden k, Xĵ .ĵ , existen un 
teorema y corolario correspondientes. 
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2.1.- INTRODUCCIÓN 

En los puentes de .tendones atirantados oblicuos, 
en cuyo cálculo aparece la resistencia a fatiga de los 
tendones como aspecto, determinante, pueden presentarse 
longitudes del tendón de hasta varios cientos de metros. 
Los resultados obtenidos en los ensayos de fatiga, que 
sirven de base para el cálculo, están referidos a probé 
tas que en el caso normal no sobrepasan los 2 metros de 
longitud; incluso para .tendones de alambres parale.los,se 
vienen utilizando habitualmente, como probetas, alambres 
de 200 milímetros de longitud, por condiciones de máqui_ 
na y economía de ensayo. 

Ante la imposibilidad física de ensayar longitu
des reales del tendón, se impone la necesidad de deducir 
unas fórmulas teóricas que .permitan extrapolar hasta Ion 
gitudes reales los resultados obtenidos para las longi
tudes reducidas del ensayo. 

La significación de este parámetro en el cálculo 
a fatiga merece una especial atención. Andra/Saul son -
los primeros en advertir al calculista sobre la influen 
cia de la longitud del tendón en la resistencia a fati
ga, aunque anteriormente Fischer ya había analizado di
cha influencia sobre la resistencia estática. 
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Birkenmaier/Narayanan menosprecian el factor .lon
gitud, alegando que en la cola inferior las funciones de 
distribucion.de las resis.tencia asociadas a distintas -
longitudes son prácticamente coincidentes. Sin embargo, 
esto no es correcto pues, si bien es cierto que la dife
rencia entre los valores que toma la función de distribu 
ción para dos longitudes arbitrarias distintas tiende a 
cero a medida que nos acercamos al mínimo de las resisten 
cias, su cociente, que representa la razón de verosimil¿ 
tudes, y que juega un papel decisivo, puede alcanzar va
lores extremos (muy altos o muy bajos). 

Pischer y Andra/Saul sugieren ajustar los datos -
obtenidos en laboratorio mediante una ley normal y dedu
cir la ley correspondiente a la longitud real mediante 
un modelo de mínimos basado en la hipótesis de indepen
dencia. Esto implica que la resistencia no sigue una ley 
normal para longitudes diferentes de la de ensayo, por 
lo que si otro laboratorio eligiera otra longitud, los 
resultados de ambos diferirán aun en el caso de utilizar 
materiales idénticos. Ello pone de manifiesto que existe 
una arbitrariedad de partida al asignar la ley normal -
precisamente a la longitud elegida para el ensayo, loque 
sugiere inmediatamente la necesidad de eliminar esta in
consistencia, siendo éste el objetivo del presente capí
tulo. 

http://distribucion.de
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En la .actualidad, cuando .se extiende esta solución 
estructural para puentes de grandes .luces y cuando las pro 
piedades de fatiga de los materiales comienzan a ser mejor 
conocidas, -se impone la consideración de este factor para 
un cálculo fiable. La aplicación del modelo matemático 
aquí descrito se extiende a .los tendones de alambres para 
lelos y de cables par.alelos de 7 alambres para la primera 
rotura. No se trata aquí el problema de redundancia {re~ 
serva adicional hasta el debilitamiento de la sección has 
ta un límite fijado) ni el caso .de cables cerrados, para 
los que se supone que la longitud de probeta no influye en 
los resultados de la resistencia a fatiga. 

2,2.- CASO DE INDEPENDENCIA 

Como se verá en la hipótesis 3 vamos a estudiar el 
caso en que las resistencias de los distintos tendones de 
longitud de ensayo L^ son independientes entre sí. 

2.2.1.- MODELO MATEMÁTICO 

En el desarrollo del presente modelo nos basaremos 
en las hipótesis de Fischer y Andra/Saul, es decir: 

HIPÓTESIS 1.- Un tendón de longitud real L se supone 
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compuesto por n̂ . tendones de Longitud 
de ensayo I»̂ : 

L - n {1} e e 

HIPÓTESIS 2.- La x.otura del tendón real se asimila a 
la rotura del primero de los tendones 
de ensayo. Por tanto, la resistencia del 
-tendón real, R̂ , vendrá dada por el mí
nimo de las resistencias de los tendo-' 
nes de ensayo 

R̂ =min(XjL,r2, r̂ )̂ ' ' {2} 

donde r̂  representa la resistencia del 
tendón de ensayo i-ésimo. 

HIPÓTESIS-3.- La resistencia -de los dife.rentes tendo
nes de ensayo son variables aleatorias 
independientes e idénticamente distri
buidas con función de distribución F (x). 

Implícitamente se suponía allí adicio-
nalmente que 

HIPÓTESIS"" 4 L a .resistencia estática o a fatiga -de 
un tendón constituido por un número "m" 
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de elementos paralelos, ya sean alambres 
o cables de 7 alambres, puede quedar re
ferida de algún modo a la de un elemento 
de longitud dada. Por esta razón en este 
apartado se emplea siempre el término -
tendón de longitud de ensayo L^, aún cuan 
do en el laboratorio comúnmente se someta 
a prueba un elemento aislado de longitud 

El estudio del problema considerando las resisten 
cias de los distintos alambres, o cables de 7 alambres, 
se aborda en los capítulos 4 y 5. 

Como consecuencia de las hipótesis anteriores la 
función de distribución de la resistencia del tendón -
real, será la conjunta de los distintos tendones, y vie 
ne dada por 

F^(x) =1 - (l-F^tx))"® {3} 

En el caso particular de que F^íx} sea la función 
de distribución de la ley normal, es decir: 

el modelo ,que se obtiene sustituyendo en {3}, es el dado 
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por los autores anteriormente mencionados 

La expresión {5} pone de manifiesto que las resis_ 
tencias s6lo siguen la ley normal para el caso n =1, Ion 
gitud igual a la de ensayo. Ello se debe a que la fami
lia normal no es estable frente a inínimos. Ahora bien, en 
vez de asociar arbitrariamente la ley normal a una longi 
tud de tendón L^ se puede asociar a una longitud descono 
cida L Q , denominada de referencia, tal que 

^0 = ^0 ^e 

con lo que resultaría, a partir de {3}, para n^=n^ 

F^(x) = 1 - (l-Fj^^^^^^2)(:-))'-/^0 in 

y la función de distribución de la resistencia del ten
dón de longitud real L vendría dada por 

F^(x) = 1 - (1-FJ^^^^^2)(:K))''^/^0 {8} 

en vez de la dada por la función í5}. 

De esta forma la resistencia de un tendón con Ion 

gitud de ensayo L^ no .sería normal, y existiría una Ion-
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gitud LQ con resistencia asociada normal. 

En la figura 1 .se representan las funciones de den 
sidad de la resistencia .correspondientes a distintos 
valores de n^/riQ, incluyendo valores mayores y menores que 
la .unidad, mientras q.ue la figura 2 da, en papel probabi- -
lis tico normal, las funciones de distribución as.oci.adas. 
Esto muestra cómo al ensayar con un tendón de longitud me 
ñor-que la .de referencia la función de distribución .de los 
datos es convexa, mientras .que para longitudes mayores es 
cóncava.. 

En la figura 3 se expone cómo varían algunos per-
centiles representativos de la resistencia R^ en función 
de la longitud -del tendón. Las figuras 4 y 5 muestran có 
mo varían la media y la desviación típica -de la resisten 
cia de un tendón de longitud L = LQ . n^/nQ, en función de 
n^/n^. La diferencia entre la media y la mediana, (curva-
del 50% de probabilidad de la figura 3) es'despreciable. 

Aunque el modelo,- en apariencia, puede pensarse -
'que solamente es válido para valores de y n^ naturales, 
tiene -también sentido para valores reales positivos. 

El modelo presentado sigue mostrando la arbitrarle 
dad de .suponer que existe una longitud cuya resistencia 
asociada se distribuye .según una ley normal, si. bien-""-deja' 
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como grado de libertad la longitud (longitud de referen
cia LQ) a la que dicha ley va asociada. 

2.2.2.- UTILIZACIÓN DEL MODELO 

En este apartado se describe cómo se realiza la 
estimación de la longitud de referencia LQ a partir de 
una longitud de ensayo L^, así como de los parámetros y 
y a de su distribución normal asociada y cómo se deter 
mina la resistencia características (correspondiente al 
percentil 5%) para la longitud del tendón real. 

El proceso gráfico que se utiliza se describe a 
continuación y se ilustra en el organigrama de la figu 
ra 6. 

1.- Se dibuja la función de distribución empírica 
(ver figura 7), de la resistencias obteni

das para la longitud de ensayo L^. 

2.- Si la curvatura de dicha función es nula, es 
decir, si ésta es una línea recta, la longi
tud de referencia LQ coincide con la longitud 
de ensayo L^. 

3.- En caso contrario se traslada la curva A co-
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C PRINCIPIO 
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L06ARITMICA Y EN SENTfDO 

INDICADO 
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DE DISTRIBUCIÓN EMPÍRICA 

FIGURA 5 
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rrespondiente al valor P , hacia la .derecha o 
hacia la i2.quierda, .según presente convex¿ 
dad o concavidad, respectivamente, una longi
tud n^ medida .en la escala logarítmica .que se 
indica en la parte inferior de la figura 7, ob' 
teniéndose la curva de trazos A'. 

4.- Cada punto .de se proyecta de acue.rdo .con el 
esquema indicado con flechas, que convierte el 
punto Pg en P'. De este modo se obtiene una nue 
va función de distribución empírica D'. 

Si esta .nueva 'función es recta la longitud de 
referencia es . L^, y si no lo fuera, se re 
pite el proceso con valores de n^ mayores o me 
ñores, según que D' sea convexa o cóncava, res 
pectivamente, hasta conseguir la linealidad -
de la distribución empírica. La longitud de re 
ferencia es n^ • L^, siendo n^ el valor que con 
sigue dicha linealidad. 

5.- Se determinan -p y a por lectura directa entran 
do, como es conocido, con probabilidades 0.50 
y 0.8413 en el papel probabilistico normal. 

6.- La -determinación de la resistencia caracterí£ 

tica R„ /„ (50%) de un tendón de longitud 
V ^ O 
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L = n . L = . n /n-, se realiza entrando en e e O e O 
ordenadas de la figura 2 con el valor 0.05. 

En el proceso anterior se han utilizado unas cur-
vas, como base del método. Los teoremas que se enuncian 
a continuación justifican la .utilización de dichas cxirvas 
y la validez del método. 

TEOREMA 1.- Sea la familia de curvas de ecuación 

y = 7r"^{l - (1-u)"} {9} 

donde u es el parámetro. Todas las curvas de esta fami

lia, en escala logarítmica para n, proceden de una de -

ellas, por traslación según el eje t r . 

Demostración: Sean dos curvas de esta familia, con 

parámetros Uĵ  y U2, 

1 1̂ Y = it"-̂ {1 - (1-Uj_) } {10} 

y = tt" Í̂1- (1-U2)"^} {11} 

Despejando n-ĵ  y n2 y tomando logaritmos resulta; 

log nj_=log log{l-7r (y) } .log log{l-Uj^) {12} 
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log(l-U2) 

TEOREMA 2.- El método de construcción gráfico in 

dicadoes válido. Ello equivale a demostrar (figura 8) 

que n* = n** = n̂ .̂ 

Demostración. En efecto, si las curvas (2) y (T) de 

la figura 8 pertenecen a la familia {9} resulta: 

v'^iF^íx)} = Tr"^{l - Cl-U2)^*} {16} 

•n'^iF^ix)} = TT~^{1- (1-Uj_)''**} {17} 

Tr"^{F^(x)} = r"^{l - (1-U2)^^} {18} 

log n2 = log log{l - TT (y) .log log(l-U2) } .{13} 

y despejando resulta 

log nĵ  - log n2 = log log.(l - u^) - Íog .log(l-U2) 

{14} 

que es independiente .de Y, como queríamos demostrar. 

Además se tiene,.de {14}, que 
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Además, por responder las funciones (s) y (7) a la 
ecuación {5}, resulta que: 

2ZH.= T i ' ^ í l - (l-r^(x))''^} {19} 

^= 'n~^{l- il-F^ix))^^} {20} 

de donde 

n- n 
{1-Fj_(x)} ^ = {I-F2U)} ^ {21} 

Por otra parte, de {16} y {18} se obtiene 

{1-F2U)}^/^* = {l-F^(x)}^/"2 {22} 

y, de {17} y {5}, se tiene 

log(l-u^) logíl-F^(x)}=^ log(l-U2) 

{23} 

De {15} y ÍIO}, se obtiene 

log{l-Fj_(x)} = ^ log{l-F3_(x) } {24} 

de donde 

n** = nj_ {25} 
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Además, de {21} y'122} resulta 

{1-Fj_(x)}"^ = {{l-Fj_(x)}''*/^2}''2 {26}' 

de donde 

= n* 

tal y como queríamos demostrar. 

2.2,3.- EJEMPLO DE APLICACIÓN 

Andra/Saul presentan un ejemplo de aplicación de 
su modelo utilizando los resultados de resistencia a fa
tiga de 357 probetas de alaitísre pretensado de 7 mm. de -
diámetro y de longitud - 200 milímetros con un o -

e max, 
constante de 800 Newtons por milímetro cuadrado. La serie 
fue planificada según el método "up and down"y su media y 
desviación típica, evaluadas de acuerdo con el método mo
dificado de Deubelbeiss, arrojaron los siguientes valores. 

X = 456 N/mm^. 
2 

s = 56 N/mm . 

El método señalado, que agrupa los resultados se
gún unos niveles de intervalo de variación determinados, 
propone el ajuste de una ley normal a los datos obteni
dos, tal como se muestra en la figura 9. 
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Aplicando el método propuesto por los autores arri 
ba mencionados se llega a un "valor de la resistencia ca
racterística del .5% de. 224 N/mm^. para • tendones de 600 m. 

En la figura 1 0 se aplica el método propuesto en 
el presente capítulo a la estimación de a, n„ y R„ /_ 

" "e^"0 

(.5%) para este mismo ejemplo, obteniéndose los siguien
tes resultados: 

^0 = 20 

LQ = 4000 mm. 

]i - 3 6 8 N/mm^. 

0 = 17 N/mm^. 

R„ /„ (5%) = 311 N/mm^, Hg/nQ 

Como puede observarse, esta resistencia caracterís^ 
tica es considerablemente superior a la calculada por An-
dra/Saul, lo que pone de manifiesto la repercusión de la 
arbitrariedad en la elección de la longitud de referencia, 
es decir, a la que se atribuye la ley normal. 

El mismo método sería aplicable al cálculo de la 
resistencia estática car.acterxstica. Sin embargo, su efe£ 
to es poco apreciable debido a que en este último caso 
los coeficientes de variación de las resistencias son pe 
queños. 
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2.2.A.- CONCLUSIONES • 

Las conclusiones más importantes que se derivan 
son, en primer lugar, la manifestación de la arbltrarie. 
dad al suponer que la resistencia a fatiga del .tendón de 
ensayo sigue una ley .normal que .conduce, a estimaciones 
incorrectas de la resistencia característica. Por ello 
se hace necesario determinar previamente una longitud 
de referencia del tendón que se define como aquella, cu
ya resistencia a fatiga mejor se ajusta a'una ley nor
mal. 

En segundo lugar, hay que hacer notar que el mé
todo propuesto permite obtener la longitud de referencia 
gráficamente. .Una forma de mejorar esta estimación puede 
hacerse mediante el método de máxima verosimilitud o el 
método de los mínimos cuadrados. 

En el método de los mfnimos cuadrados hay que mi
nimizar la expresión 

n-
^|J_{ t t'^{1- (l-Fg(x̂ )} °} - (Ax̂  + B ) } 2 {27} 

donde A y B son los coeficientes de la recta que represen 
ta, en papel probabilístico normal (tal que como se mues-

2 

tra en la figura 8), la distribución normal N(ji,o ). Los 
valores y y 0 se obtienen, una vez dibujada dicha recta, 
entrando con probabilidades 0.50 y 0.8413, respectivamente, 
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q - -2.14 • {28} 

^ H l Í^=-3.57 -{29} 

por lo que 

= y - 2.14a =jj,(.a - 2.14y) {30} 

^300 " ̂  "* ̂ -̂ ^̂ ^ = - 3 . 5 7 V ) {31} 

La influencia depende del coeficiente de variación 
V = ̂  . Como en la resistencia estática dicho coeficiente 
es muy pequeño, la influencia de la longitud es, asimis
mo, pequeña. 

Por último destacaremos que la longitud del tendón 
real tiene una influencia decisiva en su resistencia a fâ  
tiga, no así en la resistencia estática: en ambos casos -
consecuencia de la magnitud del coeficiente de variación 
del tendón de-longitud de referencia. • 

Si hallamos la resistencia característica de dos 
cables de longitudes 3 y 300 veces la de referencia, re£ 
pectivamente, a partir :de la figura 2, se obtienen 
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2.3.I.- MODELO MATEMÁTICO 

El desarrollo del presente modelo se basa en las 
hipótesis siguientes: 

2,3.- CASO DE DEPENDENCIA 

Existen motivos para plantear una duda razonable 
sobre la validez de la hipótesis de independencia de las 
resistencias de los diferentes subelementos del tendón 
de longitud real L, por lo .que es aconsejable el análi
sis de su influencia. Motivo para dudar de la validez de 
la hipótesis es que si una zona del cable esta debilita 
da también lo estarán las zonas adyacentes, debido al -
proceso de fabricación del cable. 

En este apartado se desarrolla un modelo que per
mite dicho análisis y que incluye como caso particular, 
el de independencia. 

El estudio se limita a la relación entre la resi£ 
tencia de un elemento de longitud de ensayo Lg(o en su ca 
so del de longitud de referencia LQ) y la resistencia de 
un elemento de longitud real L, no tratándose la relación 
entre la resistencia de un elemento aislado y la del ten 
don constituido por m elementos paralelos de igual longi 
tud. 
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L = n . LQ .{32} 

HIPÓTESIS 2.- La xotura .del elemento real se asimila 
a la primera rotura en los n subelemen 
tos de referencia. Por tanto, la resi£ 
tencia R̂ ^ del elemento vendrá dada por 
el mínimo de las resistencias de los -
subelementos de referencia. 

R^=mítii.x^,X2,.' * {33} 

donde r^ representa la resistencia del 
subelemento de referencia i-ésimo. 

HIPÓTESIS 3.- Las resistencias r^, r2r..•/ de los 
diferentes subelementos de referencia 
son variables aleatorias normalmente -
distribuidas, con media p y desviación 
típica a, que satisfacen el siguiente 
modelo ARMA(p,q) de Box-Jenkins: 

^t=^i^t-i* • • '^•^p^t-p'-^t'^i^t-i"" •; "•'̂ î t-q 

{34} 

HIPÓTESIS 1.- Un elemento de longitud real L se supo 
ne compuesto por n subelementos de lon
gitud de referencia L^ 
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donde 

z^ = r^-E(r^) {35} 

y h^, b2,..., bp, c^, C2,..., c^ son -

constantes que se suponen conocidas y 
las a^ son variables aleatorias indepen 
dientes con distribución noirmal de me
dia 3J y desviación típica a^. 

Este valor de es función de a y de los demás 
parámetros que aparecen en la expresión {34}. 

La determinación de la función de autocorrelación 

de 2 y la relación que liga o con exigen la resolución 
O. 

del sistema: 

^k = V k - l •̂ ••••̂  ̂ p -̂ k-p ^za^^) -
-c^Y^a^^"^) -.. î'̂ zâ '̂ ''̂ ^ ' ^^^^ 

. k = 0,1,..,p 

donde 

Yk = ^ ( ^ f W 

es la función de autocorrelación de z, y 

^za^^^ =E(^k-t V^t^ Í38} 
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Y^^(k) = 0 ; k > 0 

2 139} 

míní-k,p) „ 
^za^^^ = 4 ^i-^za^^^i^-^-k^a 

-q < k < O 

Una vez conocida puede obtenerse en función 
u a 

de 0 a partir dte la expresión 

YQ = 0 ^ ' •{40} 

2.3.2,- ESTIMACIÓN PRACTICA DE LOS PARÁMETROS 

El primer paso para la estimación del modelo consi£ 

te en la obtención de la longitud de referencia y de los 

valores y y a. Dada la complejidad analítica del desarro 

lio matemático, el modelo elaborado no permite la deter

minación simultánea de los parámetros y y a y de las cons 

tantes b^ y c^. Por ello debe recurrirse, en primer lugar, 

a la búsqueda de la longitud de referencia que sigue la -

ley normal. 

es la función de covarianza cruzada de z y a, que .se ob

tiene mediante las siguientes relaciones 
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•2' • • • '̂ 1 

Estos valores se toman como una realización de 
la serie temporal, y con ellos se estiman los parame 
tros (i=l,2,...p) y c^(j=l,2,...,q) mediante pro
gramas de ordenador adecuados (WMTS-l, BMDP, etc.). 

El modelo descrito en el apartado 2..2.1,. basado 
en la hipótesis de .independencia, puede utilizarse pa 
ra dicha determinación s.iempre que se garantice dicha 
hipótesis para la resistencia de las probetas a .ensa
yar en laboratorio. Esta independencia se .consig.ue, pa 
ra los modelos cuya función .de autocorrelación .se amor 
tigua, como aquí parece ser el caso, seleccionando -
probetas extraídas de tramos de elementos suficiente
mente alejados. 

La función de autocorrelación se amortigua, ya 
que la influencia que la resistencia de un tramo pu£ 
da tener en otros adyacentes disminuye cuanto más le 
j.os estén. 

Una vez determinada esta longitud se cortan de 
un rollo k elementos con esa longitud de referencia, 
numerándolos correlativamente, y se determinan sus re 
sistencias 
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MODELO P q =1 =2 , (a=l) . 

1 0 0 - - 1 
2 1 0 1 0 
3 1 1 0.95 0 .10 0.345 
4 2 0 -0.5 -0.5 _ 0.816 
5 0 2 - -1 -0.8 0.615 
6 1 1 0.9 0.15 0.502 

Las funciones de distribución obtenidas se muestran 
en las figuras 11 y 12. En línea de trazos se presenta el 
caso de independencia, de cuya simple observación se dedu 
ce la considerable influencia del modelo elegido (valores 

2,3.3,- COMPARACIÓN CON EL MODELO DE INDEPENDENCIA 

Con objeto de mostrar, la influencia de los pará
metros del modelo en la función de distribución de la -
variable aleatoria R^, se ha obtenido ésta por simula
ción de 20.000 elementos de longtiudes 3, 10, 30 y 100 
veces la longitud de referencia para los modelos que se 
resumen en la tabla 1 mediante el método de Montecarlo. 
Para el caso de elementos con longitud de referencia LQ 
la distribución es la ley normal N(y , 0 ) en todos los 
casos. 

TABLA 1. 
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lim y . logn= O {41} 

Esto sucede en los•casos de los modelos 1,3,4,5 y 
6, y no se verifica en el caso del modelo 2. 

En el modelo 2, AR(1), = para n > 0 . Como <í>̂  = 1, 
el limite' {41} no tiende a cero. En el modelo de media 
móvil puro MAC2) sólo existe un número finito de valores 
de distintos de cero, lo cual lleva a que el limite 
{41} sea nulo por serlo y^. 

En los modelos 6 y 7, ARí-IA(1,1), resulta que = 

~ "^n-l' ^ ^ 2 . Esto equivale a 

^n = h-'n-l = * l V 2 = * l V 3 {42} 

Cuando n tiende a infinito es una potencia de n y 
el límite {41} es, por tanto, cero, ya que |4)^|<1, 

de p y q) y de los parámetros (constantes y c^). Ello 
sugiere una cuidadosa .selección de p y q y correcta esti 
mación de los parámetros a utilizar. 

Sin embargo, para valores altos de L/L^, la solu
ción converge a la del caso de independencia, siempre -
que 
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Por último, en el modelo 4, AR{2), la forma general 

de = A^G^ + A 2 G 2 , siendo Ĝ '̂  y Gj^ las raíces del poli_ 

nomio característico 

<j ) (B) = 1 - c))^B - íÍ52B^ = O {43} 

que deben estar fuera del circulo unidad por lo que JG^|<1 

y J G 2 H 1 y el límite {41} es cero. 

La función de distribución asintótica, cuando n-^«>, 

es (Galambos, 1978) 

x-c 
F_ ,̂ (X) = 1 - exp{-exp(--5-£-) } {44} 

• • n̂- ̂  ^n 

donde los valores de las constantes de normalización, c^ 
y dĵ  > O, son 

« {2 logn)"^/2 • {45} _ 

c^ =-¿^ + 1 dj^ílogClogn) 4- log4iT} {46} 
n 

Las curvas correspondientes a la expresión {44} se 
muestran en las figuras 11 y 12, con trazo grueso y dis
tintivo A. 
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2,3,4,- CONCLUSIONES 

Las conclusiones más importantes de este apartado 
en el que se ha estudiado el caso de dependencia se re
sumen a continuación. 

En primer lugar, diremos que la metodología de -
Box-Jenkins para series temporales sirve com.o base para 
el estudio de la influencia de la longitud en la resis
tencia de elementos (cables o alambres) paralelos en -
puentes atirantados y obras de semejantes característi
cas (puentes colgantes, cubiertas suspendidas, estructu 
ras off-shore ancladas,etc.), permitiendo una generali
zación del modelo de independencia. 

Los ejemplos relacionados muestran que los resul
tados para modelos de dependencia pueden diferir osten
siblemente de los obtenidos hasta ahora mediante utili
zación de la hipótesis de independencia. Ello sugiere un 
contraste experimental de esta hipótesis mediante la me 
todología propuesta en este apartado 2.3. 

La determinación de la función de distribución de 
la variable aleatoria definida en {30} presenta gra
ves dificultades analíticas (H.A. David) y aún no ha si_ 
do resuelta. Por ello, es necesario utilizar un método 
de simulación. 
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Es importante .señalar que el método de idependen-
cia del apartado 2.2 es un caso particular del modelo -
anterior para p = 0 y q = 0 . 



C A P I T U L O I I I 
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F A T I G A D E U N E L E M E N T Ó 
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3.1.- INTRODUCCIÓN 

Fischer y Andra/Saul estudian la influencia de la 
longitud de un tendón en la función de distribución de su 
resistencia a fatiga para el caso de ley de tracciones -
uniforme, suponiendo que las resistencias de los diferen 
tes elementos longitudinales son variables aleatorias in 
dependientes. En el capítulo 2 se discuten algunas hipó
tesis utilizadas por ellos y se extiende el modelo al ca 
so de resistencias correladas, utilizando lan modelo de -
Box-Jenkins y suponiendo también ley de tensiones unifor 
me. 

Sin embargo en algunos casos prácticos la ley ten 
sional no es uniforme. Así sucede, por ejemplo, en tendo 
nes de pretensado, en estruttiras para las que el peso pro 
pió tiene una cierta importancia, en tendones cuya soli
citación se modifica por caxisas imprevistas (roturas lo
cales, imperfecciones de construcción o fabricación,..), 
etc. 

El objeto de este capítulo es extender el modelo 
anterior al caso de solicitaciones no uniformes, con el 
propósito de analizar su influencia en la función de dis 
tribución de su resistencia. 
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L = n L Q .{1} 

HIPÓTESIS 2.- La rotura del tendón de longitudLse pro 
duce al romper el primero de los subele-
mentos de referencia que lo componen. 

HIPÓTESIS '3.- Las resis.tencias r^, r 2 r ^ de .los -
tendones de referencias son variables -
aleatorias que siguen un modelo ARMA(p,q) 
de Box-Jenkins. 

^t= ̂  ̂ t-l+- • •+^p^t-p-^^t"^lH-l- • Vt-q 
'..{2} ; 

donde 
z'̂  = r^ - p " í3 ) 

3.2,- JiOBELO MATEMÁTICO 

El modelo que se propone en este trabajo, en .cuan 
to a las características resistentes, responde a las mis 
mas hipótesis utilizadas en -el apartado 2.3 del capitulo 
anterior. 

HIPÓTESIS 1.- ün .tendón de longitud rea L se supone -
compuesto por n subelementos de longitud 
de referencia L Q . 
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siendo 

y = E(r^) {4 i 

y a^, i e 2 variables aleatorias indepen 
2 

dientes con distribución normal N ( O , 0 ^ ) . 

HIPÓTESIS 4.- La variación de la ley tensional obede
ce a la expresión (-ver figura 1) 

g(x,l) =x . h(l) ; O < 1< L, x e R {5} 

donde 1 es la abscisa de un punto gené
rico del tendón, h(l) es una ley conti
nua no necesariamente uniforme yx-es un 
factor de proporcionalidad. 

^ 4 Le Le 

FIGURA 1 

Para el caso de rotura estática g(x,l) es la ley 
tensional y x > 0 , mientras que, para rotura por fatiga, 
g(x,l) representa el incremento de tensiones pudiendo -
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tomar x valores positivos y negativos 

3.2,1.- CASO DE INDEPENDENCIA 

En el caso de independencia, que corresponde al -
modelo ARMA(0,0), puede obtenerse la expresión analítica 
de la función de distribución del factor x, en rotura, co 
mo sigue. 

Supongamos el tendón dividido en tramos de longi
tud Zü , tal como se muestra en la figura 1. Anteriormen
te hemos visto que, la probabilidad de que no se produz
ca la rotura en un tramo de esa longitud al someterlo a 
una tensión x es: 

l-F^j^(x) = {l-F^^(x)}^^/^0 {6-} 

y, por tanto, la probabilidad de que no se produzca la ro 
tura de un tendón de longitud L, al someterlo a la ley de 
tensiones (5), resulta: 

1-F_(x) ^ t t " ^ { 1 - F . , ( x h(l))} = L Al 

r Al . Al 
L—2" £1 

TT {1-F_ (xh(l))}^0 
i_Al n3 
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Finalmente, pasando al límite, cuando Al->0, resu¿ 
ta: 

L . Log.{l-F_.n(xh(.l))}. 
Log{l-F_ U ) } = / ^ • di {9} 

y, despejando Fĵ (x) , resulta: 

L . Logíl-FL-(x h(l))} 
F_(x) = l - e x p { / ^ di} 
^ O ^0 

L,LogU-F^^.Q ^^(2M|)ZE)} 
= l-exp{/ m^j^l 2 di} = 

O ^0 

L Log{l.-F <Q T.,(x*h{l)-.p*)} 

= l-exp{/ ÍÍi£4i di} 
O ^0 

{10} 

donde 

X* = x/a 
{11} 

y* = y/a 

Para el caso particular de carga uniforme, es de-

Tomando logaritmos queda: 

Log{l-FT (x) } = l Log{l-F^ (xh(l))} {8} 
^ T_A1 ' ^0 
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cir, si h{l) =1 .se tiene 

F, (x) = l-{l-.F_.(x)}^/^0 {12} 

que es precisamente la expresión dada en el apartado 2.2, 

3.2.2.- CASO DE DEPENDENCIA 

En el caso de dependencia el desarrollo analítico 
es muy complicado por lo que resulta obligado el uso de 
técnicas de simulación. Para ello debe tenerse en cuenta 
que el factor de proporcionalidad vale: 

i—J. / ̂ ,..,11 u 

donde x^, r 2 , . r ^ son las variables aleatorias a las 
que se hace referencia en la hipótesis tercera. 

La expresión {13} implica además que la ley de -
tensiones se ha discretizado mediante funciones constan 
tes a trozos de longitud la de referencia LQ (ver figu
ra 1) . 

De.{13} y {3} resulta: 
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. . . Z... + M. . . 
x = min { -—= } {14} i=l,2,..,n h{(± + | ) L Q } 

Y, dividiendo por 0 , se obtiene: 

x*=-|= min •{ i — } 115} 
^ i=l,2,. ,n hí (i +^)LQ} 

donde 
z* = — ; i"e Z 

1 0 

es una variable aleatoria N.(0,1) . 

La expresión {14} es la que se utiliza directamen 
te en la simulación. 

3.3,- ESTUDIO DE LA INFLUENCIA DE LA LEY TENSIONAL 

Con objeto de analizar la influencia de la ley -
tensional en la .resistencia de un tendón, se ha aplica
do el modelo anterior a los casos siguientes: 

CASO 1.- Modelo de independencia 

^t = ^t 



- 140 -

CASO 2.- JModelo de dependencia 

Para ambos casos se han supuesto leyes de tensio
nes trapezoidales, como las de la figura 2, es decir: 

h(l) = 1-e + :2e.l 

e 

1 

FIGURA 2 

Los resultados obtenidos, para valores de e = 0, 
0.2, 0.5 y diferentes relaciones L/LQ, tomando un valor 
y*=21.65, obtenido del ejemplo de aplicación del apar
tado 2.2.3, se muestran en las figuras 3 y 4, para los 
casos 1 y 2, respectivamente. 

En ellos puede comprobarse que las variaciones, 
con respecto- a la ley uniforme, de la carga promedio x, 
que se puede alcanzar en las situaciones analizadas, pa 
ra una probabilidad 0.05, son del orden de 5 desviacio
nes típicas. Por otra parte, esta influencia de la ley 
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3,4,- CONCLUSIONES 

Las conclusiones más importantes del capitulo se 
resumen a continuación. 

El modelo de Box-jenkins permite analizar la in
fluencia de la ley de tensiones en la resistencia de un -
tendón. Para el caso de independencia, la función de di£ 
tribución de dicha resistencia se da analíticamente, mien 
tras que para el caso de dependencia, hay que utilizar -
técnicas de simulación. 

El efecto de la ley de tensiones en la resistencia 
puede tener suficiente importancia como para no poder de£ 
preciarse. Los ejemplos presentados así lo demuestran. 

de cargas en el valor x depende del coeficiente de varia 
ción (V = l/y*). 
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4,2.- MODELO MATEMÁTICO 

El modelo desarrollado en el-presente capítulo es
tá basado en las siguientes hipótesis: 

HIPÓTESIS 1.- El tendón está constituido por m ele 
mentes paralelos de longitud L. 

4.1.- INTRODUCCIÓN 

En la' actualidad un gran ntómero de estructuras utl 
lizan tendones compuestos por elementos paralelos como 
principal elemento de soporte. La presencia de varios ele 
mentes en el tendón debe ser considerada en el cálculo de 
su resistencia a fatiga. 

El enorme coste de los ensayos de tendones múltiples 
y la necesidad de equipos de ensayo de gran capacidad lie 
va al desarrollo de modelos que permitan estimar la resis_ 
tencia de tendones múltiples de longitud L a partir de -
muestras de elementos simples de longitud de ensayo L^ re 
ducida. 

El objeto de este capítulo es. la obtención de la -
función de distribución de la resistencia para un tendón 
múltiple a partir de la de un elemento. 
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= ^l^t-1 ^p^t-p + -

donde: 

2̂ . =^t"^ '* ^ =E(r^) {2} 

y a^(i e z) son variables aleatorias 
independientes con distribución ñor 
mal N(0,af). 

HIPÓTESIS 5.- El material es elástico ideal con ro 
tura frágil sin elongación plástica. 

HIPÓTESIS 2.- Un elemento se considera compuesto 
de n subelementos de longitud LQ -
(longitud de referencia). 

HIPÓTESIS 3.- La rotura del elemento se asocia a 
la primera rotura que aparece entre 
los n subelementos, esto es, a la 
mínima resistencia. 

HIPÓTESIS 4.- Las resistencias r̂^ , r2 , . .., 
los subelementos son variables alea 
torias que siguen un modelo ARMA(p,q) 
de Box-Jenkins. 
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=in.R¿ =máx {mX^, (m-DXj, (in-2)X3,. . ., X^) {3} 

donde R* es la resistencia unitaria, esto es, por elemen
to. 

La función de distribución correspondiente toma la 
forma 

Sean X,, X_,..., X las resistencias de los iti ele 
mentes ordenados de modo creciente. 

Mientras la fuerza total P, a la que está someti
do el tendón, aumenta y no se produce'el fallo en los -
elementos, la fuerza que soporta cada uno de ellos se su 
pone igual a P/m. Tan pronto como P alcanza el valor de 
m Xj^, se produce la rotura del primer elemento. Como con 
secuencia, se produce una redistribución de las fuerzas, 
de modo que cada uno de los elementos restantes soporta 
una carga igual a P/(m-l) . Si X2 es menor que estei/alor 
romperá el segundo elemento sin que aumente P, y si no, 
P puede aumentar, hasta el valor (m-l)X2 para el que se 
produce la rotura del segundo elemento. Después hay una 
nueva redistribución de las fuerzas entre los elementos 
restantes, soportando cada uno P/(m-2). El proceso con
tinúa análogamente a como se ha descrito arriba. 

Por lo tanto, la resistencia total viene dada por 
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F„, (u) = Prob (R* < u) = Probímáx (X. , JX„ , 5 — X, , R* IR • -L . m / m j m 

{4} 

Acontinuacion, se determina la función de distribu 
ción de R^ suponiendo conocida la función de distribución 
de un elemento de longitud de referencia L-,. 

4,2.1,- CASO DE INDEPENDENCIA 

En el caso de independencia, es decir, cuando los 
parámetros del modelo ARMA son ambos iguales a cero, la 
función de distribución F(x) de la resistencias de un -
elemento de longitud L es, según se ha visto en capítu
los anteriores, 

,n 

La función de densidad conjunta del estadístico de 
orden m (X̂ ,̂ X^, . . - r. X^) viene dada por: 

m 
mi TT f (x.) si x^ < x~ < . . . < X i=i ^ 1 2 m 

en otro caso 
Í6} 

donde f(x) es la función de densidad de la resistencia de 
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un elemento. Por lo tanto, de {4}, tenemos 

m 
m i=l 

donde x = (x̂ ,̂ X2,..., -x̂ ) y A, de acuerdo con {4} y í6}, 
es la región definida por 

X. < u 

X2< mu/ (m-l) 

XJ^ < X2 <....< x^ {8} 

-^m< ^ 

Consecuentemente, la expresión {7} se convierte 
en: 

mu mu mu 
m -̂ 1 •̂ •5 1 x„ 1 1 m m-l 1 m s z m-2 m-l 

Vamos a ver qué expresión tiene F^(u) . 

mu mu ,. 
^ '1 -o- m+1 

{9} 

V ( ^ ) = -CCOC • • • C itiU TT f (X.) (F(mu)-F(x^ ,).}d 
m ^1 ^m-2 i=l ^ '̂-̂  

mu mu _ m-¿ 
•••DXI = Ccc-̂ x ••••^V ni'í ^ f(x.)}{F(í^)-F(x^ 5))F(mu) ^1- ^m-3 i=l ^ . 2 m-2 

• F 2 & .P^.ÍX^. 
2 — + — 2 ^^xm-2---^l = 
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mu mu -m-3 

mo. 

/̂ /r̂ .-./J^ mli.n. f U.)}{ÍF(mu)F(^) 

F^cSiü) 
^_2j^, , ,muv . _Fjmu)_,_2 .muv 

F^a -) 
F^Cx^ ,)) + -T ....dx^ 

m-3 3; 3; m- 3 i 

mu mu -m-J 
mlí.ir, f(x,)}{(F(mu)F{HH)F(í^) 

F2(Í^)F(Í^) F(mu)F2:(í|i) F3(Í^) 
— _ _ ) -

2.mu. 
(F(mu)F(ÍH) ~ - ± 2 _ j p ( , ̂ F(muL F2(X^ .) + 

Jr ^ ^ ( ^ m-3 ^ > ' ^ ^ m-3 - - - ^ l í^0> 

Si seguimos integrando vemos que, en el paso k-és_i 

El siguiente paso nos daría 
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^ J IQ^J 3+1 • m-k- • '^1 

{12} 

Igualando la función subintegral de la expresión 
{12} a la de la expresión {11}, para k = k+l, resul_ 
ta que: 

k-1 ^ F^'-h^) k ^ F,̂  (x̂ _3̂ ) 
j=l J J+J- j=jL 3"-̂  3 

ha de ser igual a 

k 
Z C^^^P^ {14} j=0 3 m K 

De aquí se obtiene que 

Cj"^^ = -k - t i j = i , . . . , k {16} 

mu mu ^ , 
T XTTT m—K 

m 1 m-k+1 i=l 
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El factor k existente en la expresión {15} y {16} 
es debido a que se ha introducido el factorial de in> de 

k+1 
la expresión {9}, dentro de los coeficientes 

Debemos señalar que el valor es igual a 1, siem 

pre, 

A nosotros nos interesa llegar al final, es decir, 
hacer k = n. 

F^,(u) = l C^^. F^C-) = C"-'̂  . {17} 
^n j=0 ^ " 

La expresión anterior es la expresión del resulta
do que se buscaba. 

4,2.2.- CASO DE DEPENDENCIA 

El tratamiento analítico, en el caso de dependencia, 
es inabordable, por lo que se debe recurrir a técnicas de 
simulación. Dicho esto, debemos tener en cuenta que las -
variables aleatorias X^, X.2,'. *, vienen definidas por 

X^=min(r^, r2,..., ' i=l,2,. ..,m .{18} 

donde r^, x^,..,, r^ son las resistencias de los n súbele 
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r^ = zj + y ; 1 = 1,2,...,m; j=l,2,...,n {19} 

Como resultado de la hipótesis 4, resulta: 

X^ = min(rJ, r2/• • • = y + min(zj, 22' • • • ' 2 0 } 

y llamando 

Xj_=minCz|, Z2,..., zjj); i = l.,2,...,m {21} 

se obtiene que 

R* = máx{ (Xj_+;i) í^(X'2+ai) , l^^CXj+y) , .. • } 

{22} 

4.3.- ANÁLISIS DE LA INFLUENCIA DEL NUMERO DE ELEMENTOS 

Para ilustrar la influencia del número de elementos 
en la función de distribución de la resistencia, para n=l 
se ha aplicado el modelo anterior mediante simulación de 
los casos dados en la tabla 1. 

mentes del elemento i-ésimo, los cuales deben satisfacer 
la ecuación {2}, esto es. 
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CASO q . .,^1. „ ^2 .. 
L 

n = =— 
. -̂ 0 

m 

1 
2 

0 
2 

0 
0 0.5 0.25 

1 
1 

X / S / -XO; 
1,5,10, 

20,50 
20,50 

El caso 1 es el modelo de independencia y el caso 2 
es un modelo de dependencia ARMA(2,0). 

Como coeficiente de variación de la resistencia e¿ 
tática se ha cogido un valor de 0.046, arbitrario. Los -
resultados de los casos estudiados vienen dados en las -
figuras 1 y 2, mientras que la figura 3 muestra los re
sultados obtenidos por Gabriel, para el caso de indepen
dencia suponiendo un material elasto-plástico ideal con 
elongación ilimitada. 

TABLA .1 
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5 . 1 . - INTRODUCCIÓN 

En la actualidad los grandes tendones se componen • 
de gran cantidad de elementos paralelos (alambres o ca
bles de 7 alambres) llegando a longitudes de hasta va
rios cientos de' metros y siendo la solución favorita pa 
ra el soporte de puentes colgantes y estructuras simila 
res. 

La literatura especializada (Hajdin, Andra) presen 
ta la-resistencia, a fatiga del tendón como el criterio -
que debe regir para el diseño de tales estructuras. Es -
por ello, por lo que resulta esencial el conocimiento de 
su comportamiento estadístico bajo fatiga. 

En este capítulo .se obtiene la función .de distribu 
ción .del número de ciclos hasta .rotura en la zona de vi
da finita de la curva de Wohler (curva S-N) de un tendón 
múltiple a partir de la función de distribución del núme 
ro de ciclos hasta rotura para un elemento de longitud 
de referencia LQ que sigue una distribución logarítmico- • 
normal. Se considera una hipótesis de acumulación de daño 
para ver el progresivo debilitamiento de la sección como 
resultado de las roturas .sucesivas de los elementos sim- ' 
pies. 

También se estudia en este capítulo la función de' 
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distribución del incremento de tensión para la zona de 
endurancia de la curva S-N. 

5.2.- MODELO MATEMÁTICO 

El presente modelo se basa en las hipótesis que 
se exponen a continuación: 

HIPÓTESIS J..- El tendón está compuesto por m ele
mentos' paralelos (cables o alambres), 
de igual longitud L. 

HIPÓTESIS 2.- Se considera que la rotura de los -
elementos se produce debido a la fa 
.tiga, por lo que se excluye la rotu 
ra estática. Esto implica que los -
incrementos de la variación de ten
sión han de ser pequeños respecto a 
la resistencia estática para que -
rompa cada elemento o un número su
ficientemente grande de elementos en 
el tendón. 

HIPÓTESIS 3.- Cada elemento, de longitud real L, 
. se supone compuesto de n subelañen-
tos de longitud de referencia L-
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L = n LQ {1} 

HIPÓTESIS 4.- La rotura de un elemento se asocia 
con la primera rotura que aparece en 
los subelementos, esto es, con el mí_ 
nimo número de ciclos hasta rotura -
por fatiga. 

HIPÓTESIS 5.- Los logaritmos del número de ciclos 
hasta xotura x^, x^i'-'t páralos 
diferentes subelementos de longitud 
LQ, cuando están sometidos a una va 
riación de tensiones Aa dada, son -
variables aleatorias que siguen un 
modelo estacionario ARMA(p,q) de Box-
Jenkins 

= b, z 

donde 

Zt = ̂ t"^ »• Ji = E{t) {3} 

y a^ son variables aleatorias inde
pendientes con distribución normal 
NCO,,a^) . Esto implica que las varia 
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HIPÓTESIS 6.- Como una información básica sobre el 
material, se supone conocida la cur
va S-N para un subelemento de longi
tud de referencia LQ. Esta curva vie 
ne definida por la media .. 

y por la desviación típica 

^logN = ^í^^) 

como funciones del incremento de ten 
sión Aa. 

HIPÓTESIS 7.- Como consecuencia de la rotura suce
siva de los elementos, la variación 
de tensión Aa aumenta progresivamen-

. te, siempre que la carga total apli
cada P permanezca constante (control 
de cargas) , como ocurre en los tendo 
nes de las estructuras reales. Pues 
to que la curva S-N corresponde a en 
sayos de un sólo paso se necesita una 

bles aleatorias z. son normales N(O , 0 ) , 

.estando 0 . relacionada con o^. 
t a 
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HIPÓTESIS 9.- La función de autocorrelación p̂ , del 
proceso z^, satisface la siguiente -
relación: 

lim Cp log n) = O {6} 

HIPÓTESIS 10.- Se desprecia el efecto dinámico debi 
do a aumento momentáneo de la tensión 
en el resto de los elementos, cuando 
uno de ellos falla. 

hipótesis de acumulación de daño. 

En el capitulo se estudiarán dos hi_ 
pótesis diferentes de acximulación 
de daño. Se supone que el daño acu
mulado en los elementos se transfie 
re al nuevo nivel de tensiones de -
tal modo que la probabilidad de ro
tura o el número de Miner permanez
can inalterados. 

HIPÓTESIS 8.- Los números de ciclos hasta rotura, 
para los' diferentes elementos se su 
ponen variables aleatorias indepen
dientes o cuasi independientes. 
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De acuerdo con la hipótesis 7, si la probabilidad -
de rotura permanece inalterada, al pasar del nivel de ten 
siones Aa j al nivel Acr̂ ,̂ la conversión" del número de ci
clos viene dada por (ver figura 2). 

HIPÓTESIS 11-,- Se considera que se alcanza la re
sistencia total del tendón cuando 
falla el elemento k-ésimo. 

La figura 1 es una representación esquemática de un 
sistema con m elementos de longitud L sometido a un nivel 
de tensiones Aa, y el número de ciclos hasta rotura N̂ ĵ ^ , 
N^2)''''' ^(m) °^^®^a'^°s de modo creciente. 

Mientras aumenta el número de ciclos y no se produ 
ce la rotura de ningún elemento, el nivel de tensión en 
cada elemento es Ao. Tan pronto como el número de ciclos 
alcanza el valor N falla el primer elemento y se pro
duce .una redistribución de tensiones en el resto de los 
elementos, de modo que el nuevo nivel de tensiones Aa^ ̂ ñFT^ 
De acuerdo con la hipótesis de acumulación de daño el pro 
ceso continúa como si el tendón hubiera estado sometido -
desde el principio a un nivel de tensiones La^{^j) duran 
te un número de ciclos equivalente (ver figura 2). Este 
proceso se repite hasta que se alcanza un nivel de tensio 
nes A(7j_ (¿-_j°4j_) / correspondiente a la rotura del k-ésimo 
elemento. 
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FIGURA 1 
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lo, áa_. logN,̂ .̂-̂  - .g,(A0.j_} . logN̂ .̂j. - g , ( A 0 ^ ) 

ha- éa. donde las parejas (N̂ ^̂ , Acr-¡_) Y (N^^, Aô ) corresponden 
al mismo nivel de daño, 1 = 1,2,.. ,m, y 

3 m - 3 + 1 j . 

El número de ciclos asociado al debilitamiento ad
misible del tendón viene dado por (ver figura 3). 

. k á 0 . ha. 

De la expresión {7} .se tiene que, para 1 = j, 

Aa. .h;(Aa..) Aa. 
•l°5N̂ jJ = ílogN̂ .j - g (Ao^) } + g { A 0 j ) ' 

ÍIO} 
que al tomar antilogaritmos resulta 

A 0 . A 0 , hlAoTT .h.(Ao.) 
^{j) ^^Cj)^ • exp.{-g(A0^) ^ ^ + g C A 0 . ) : } 

{11} 

Llamando 
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=expíg(áa^) - gCAo^)} {13} 

la expresión {8} se convierte en 

"1(10= "(1) ^ ¿*aí<"ij'''- <N3-i)''''> 

Si, por el contrario, al pasar del nivel de tensio
nes AOj al nivel Aa^ el número de Miner permanece inalte
rado la conversión del número de ciclos viene dada por: 

Ao. Aa. 
^(1) ^(1) exp(g(Ao^) = exp(g(AOj)) ' 1 = 1,2,...,m {15} 

que, para l = j , resulta: 

Aa. ta. 
N^jj" = {exp(g(A0^)) - exp(g(Aa^))} . N^^^ {16} 

Por lo tanto, llamando a 

= expCgCAa^)) - exp(g(AOj^)) , {17} 

la expresión {9} queda de la forma 

Las expresiones {14} y {18} dan el número de ciclos 
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= + g(Aaj_) ; i=l,2,...,m; j=J.,2,...,n 

{20} 

Por lo tanto, la ecuación ilB} puede ser escrita 
de la siguiente manera: 

logN^ = g(ACTĵ ) + minCz^,z|,... ,z^) 

= g(AOj_) + 0 ^ .min(z|^, z¿^,...,z^-") í 21} 

hasta rotura del tendón como una función del número de 
ciclos hasta rotura de los elementos que lo componen, pa 
ra las dos hipótesis, de .acumulación de daño consideradas. 
A continuación se referirá dicho número N̂ ĵ̂ j s los de -
los subelementos. 

El logaritmo del número de ciclos hasta rotura del 
elemento i-ésimo viene dado por: 

logN^ = mln(r|, r̂ ,...., r¿) {19} 

donde r^, r2,..., r^ son .los logaritmos del los números 
de ciclos hasta rotura de los n subelementos del elemen 
to i-ésimo, los cuales deben cumplir la ecuación {3}, -
esto es, 
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donde 

= z^/h(Aa^) ; i=l,2,...,m; j = l,2,...,n {22} 

representan los valores de la serie temporal estandari-
izada, y es 

= min(zj_^,z^^,. .. ,z¿^) ; i=l,2,...,m {23} 

De la ecuación {21} se tiene lo siguiente: 

logN^^ = g ( A 0 j _ ) +h(Aaj_). U^^^ {24} 

que junto a las ecuaciones {14} ó {18} peinniten la obten 
ción de la función de distribución de N̂ ĵ̂ j , solamente -
mediante técnicas numéricas' o de simulación. Puesto que 
estas técnicas pueden ser muy laboriosas, desde un punto 
de vista práctico interesarla dar una cota inferior y -
otra superior de Nf^j^^. Dichos límites vienen dados (ver 
figura 3) por: 

Aa, . Aa, 

La expresión {25} permite estudiar la variable alea 
toria por medio del análisis de los estadísticos de orden 
Aa Aa 

^(k) ^ ^(k)' '̂ ^̂  mucho más fáciles de tratar. 
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log(. m 

Í09 (. 

log(. 

m 
m-Z 
m 

m - I 

log Aa. 

Aa^ Aa^ 

tog N 

FIGURA 3 
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ha 

de una muestra de tamaño jn procedente de una población cu 
ya función de distribución asociada es la dada por 

en el. caso de independencia. 

En consecuencia, esta distribución depende de dos 
parámetros m y n. Por ello, cabe considerar dos casos 
asintóticos: 

1.- Elementos de longitud infinita (n-«°) . 
2.- Infinito número de' elementos (m-*-») , 

5.3,1.- ELEMENTOS MUY LARGOS 

En el caso de elementos muy largos, esto es, cuan
do n-»-", la sucesión de funciones de distribución {27}, -

5,3,- SOLUCIONES ASI.NTOTICAS 

Según lo que se acaba de decir el problema se redu 
ce a calcular la función de distribución correspondiente 
al estadístico de orden k/ü^j^^ , normalizado, definido por 
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^^%-^-^L3^0(x) Í28} 

siendo Y O constantes de normalización cuyos 
valores son 

d^ = (21ognr^/^ {29} 

n 

lo cual permite escribir 

X""C 
F (x) = 1 - exp(-exp{-^)) Í31} 

i n 

La representación gráfica de las curvas correspon
dientes a c„ y d_ está en la figura 4. 

n n • 

,En el caso de independencia, la función de distri
bución de U en función de F^^ (x) , para un valor m fi
nito es: 

m ,.• _ . 
F„ (X) = Z (f)F„ (x)^.(l-P, Cx))™"^ {32} 
^(k) i=k ^ 

tanto en el caso de independencia (Galambos) como en el 
de dependencia (Galambos, Leadbetter) converge a la di£ 
tribución L 2 Q(x), definida por la expresión {142} del 
Capítulo I, es decir: 



- 174 -

10.000 

5.00 0 

2 . 0 0 0 
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- 175 -

de modo que al sustituir en .{32} el valor de ix) dado 
en la expresión {.31} resulta, para n-*̂ . 

F,. = I (̂ ) {i-exp(-exp(--r-i^}) }^.exp{-(m-i)exp(-r-íi)) 
"(k) i=k ^ % . °n 

{33} 

Los valores Q^^y y '̂ (k) acotación {25}seob 
tienen sin más que hacer j =1 y j =k, respectivamente 
en la expresión {26}. 

5,3,2-GRAN NUMERO DE ELEMENTOS 

En el caso de que el número de elementos sea muy 
grande, esto es, m-*«>, los limites dados en {25} conver 
gen a otro -único ya que, según la fórmula {14}, 

que en el caso que nos ocupa tiene como límite el pxo-
pio valor AG^. Ese valor único al que convergen puede 
s^r usado como solución práctica. 

Así pues, la función de distribución de 

"tk) = ^KTOp ^ Í34} 
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con constantes de normalización c^ y d^>0, tiende a L(x) 
entonces 

^logN,(3,)-g(Aa^)(^)= ^-^l-^^^^)> : ^ ( - l o g ( l-LU ) ) t 
hlAoT) 

{36} 

En este caso habríamos logrado nuestro objetivo. 

El estadístico de orden , viene definido por 

Ujj_̂  =min(Uj_,U2,... ,Uĵ ) = min (ü.) {37} 
j=l,2,..,m 

Como a su vez viene definido por 

U. = min(z£^,z¿^,...,z¿-') = (z'-J) {38} 
i=l,2,..,n 

es la que nos interesa. Aplicando el teorema 14 del Ca 

pítulo I, si se puede demostrar que, haciendo k=len{34} 
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resulta que Û ^̂ ^ es 

U,. > = min ( min (z'. ̂ ) ) = min (zp) 
•̂̂^ j=l,2, .. ,m i=l,2, . . ,m ^ j=l,2,..,iii 

i=l,2,..,n 

{39} 

' El estadístico ^ (^j.) ®^ ®^ mínimo de los mínimos de 
los números de ciclos hasta rotura de cada elemento, es 
decir, que.es el mínimo de los n.m subelementos. Equiva
le, en cuanto a su función de distribución, al estadísti 
co de orden 1 para un cable de longitud nm. Por tanto su 
función de distribución vendrá dada, según el apartado 
anterior, por 

. x-o. 
Cx) =l-exp(-expC g ) {40} 

(1) nm 

donde 

dj^= 2(lognmr^/^ {41} 

nm 

La función de distribución {40} cumple las premisas 
del teorema 14 . Por lo tanto, la función de distribu
ción que se busca es, sustituyendo {40} en"{36}, 

http://que.es
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F t ^ ^ M í T Í A r ^ í^"^ = l-exp{-exp(—-3 ) } . 

. l expítC—TT^) } {43} 
t=0 ^' "̂ nm 

La expresión {43} ha sido representada en la figura 
5. 

La velocidad de convergencia es muy rápida usando 
la convergencia de las cotas. A pesar de ello, quizás -
puedan obtenerse otros parámetros c* y d* que logren una 
velocidad de convergencia mejor, tal como sugieren Gomes 
(1979) y Veraverbe)ce (1976). 

Especial relevancia tiene la función distribución 
en la zona de endurancia de la curva S-N. Desde un punto 
de vista práctico, la proporción de fallos en un tendón, 
entendiendo por tal el fallo de al menos k de sus elemen 
tos, para 2 . 10^ ciclos juega XLTÍ importante papel. 

•De la ecuación {4 3} esta proporción, como función 

de y de k, para el caso asintótico, viene dada por 

log.(2 , 1 0 ^ ) - g(Aa) ^ 
P = l-exp{ exp( hCA^)^ ' rm^ > 

- nm 
k-1 logC2..,10h - gCAg) „ 

l i r exp(t ^^^^^^ ^ ) • {44} 
t=0 ^' ^rm 
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^NCgCAa) , h^CAa)) ^ . 10^) = ^ ^ ( ^ , 0 2 ) ^45} 

que es equivalente a 

P /log(2 . 10") -g(AQ) _ ,Ao-y, r.,. 
^N{0,1) ̂  h(Aa) ^ -^N(0,1) í-^í ^ 4 ^ ^ 

de lo cual se sigue que 

^(^o) =j^aog(2 .10^) -g(ha)) {47} 

5,4,- CONDICIONES DE COMPATIBILIDAD 

Las curvas definidas por las ecuaciones {4} 
y {5} no pueden elegirse arbitrariamente. En efecto, si, 
según el Capítulo II, la función de distribución del in 
tervalo de tensiones que produce la rotura después de -

6 2 2 . 10 ciclos es normal N(ii,0 ) , se deben satisfacer las 
siguientes relaciones (ver figura 6): 
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ha 

loo(2 . IO^) 

FIGURA 6 
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^-g = 1.691 
nm 

Es interesante señalar que para este -valor de cál
culo del 5% las probabilidades de que rompan 5 cables o 
menos son muy elevadas (ver figura 7), a saber 

k = 1 P = 99.5% 
k = 2 P = 97.2% 
k = 3 P = 90.7% 
k = 4 P = 79.0% 
k = 5 P = 63.1% 

He aquí la razón por la que al ensayar probetas de 
tendones de gran número de elementos siempre, se producen 
algunas roturas de alambres/ incluso para valores bajos 
de Aa. No hay que preocuparse, por lo tanto, si al ensa-

5.5,- EJEMPLO DE APLICACIÓN 

Con el fin de ilustrar los resultados analíticos y 
su aplicación a casos prácticos se considera un tendón -
hipotético compuesto por 200 alambres de 7 milímetros de 
una longitud dada. Si el debilitamiento admitido de la -
sección es del 5%,, es decir, rotura de 10 alambres, y si 
se supone una probabilidad del 5% de que se produzca es
te suceso, de acuerdo con la figura 4, correspondería un 
valor de cálculo 



- 183 -

Rfn 

FIGURA 7 
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5,5,- CONCLUSIONES 

En este capítulo se da un modelo para el análisis 
de la rotura progresiva a fatiga de un tendón múltiple 
de gran longitud, con dos hipótesis diferentes de acumu 
lación de daño. El modelo permite obtener la función de 
distribución del número de ciclos hasta rotura mediante 
técnicas numéricas o de simulación. 

También se proporcionan cotas superior e inferior 
de la solución.exacta. Estas cotas demuestran ser de uso 
práctico con el fin de evitar cálculos. 

Cuando el número de elementos aumenta, los dos lí 
mites convergen a la solución exacta. Como resultado,la 
teoría asintótica se puede aplicar fácilmente para obte 
ner una expresión analítica de la función de distribu
ción del número de ciclos hasta rotura en la zona de lar 
ga vida o del intervalo de tensiones en la zona de endu 
rancia. 

Se dan condiciones de compatibilidad para obtener 
una función de distribución normal para los subelementos 
de longitud de referencia L Q . 

yar tendones de muchos elementos, con valores de Ao que 
para un único elemento representaban una probabilidad de 
fallo muy pequeña, se producen roturas. 
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A C E R O 

P R I N C I P I O 

L E C T U R A D E D A T O S 

X M I N , X M A X , X I N , H , E l , Í E S , I T 

( Z ( I ) , W ( I ) , I = 1 , 1 5 ) Ü ( I ) , I » 1 , 7 

IT=0 S I 

N O 

, L E C T U R A D E D A T O S 

A C Ü R , A M Ü 

I V E = I F I X ( ( X M A X - X M I N ) / X I N ) + 1 

L E C T U R A D E D A T O S 

L 9 , L O , R , T , N I 

C " E O F 

N O 

E S C R I T U R A D E D A T O S 

1 
I N D = 0 

1 

^ B 9 = ( R - : 1 ) I ( T - R - 1 ) ! / ( T 

A 
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B 
IX=1 

X)(IX)=XMIN+(XMAX-XMIN)/(IVE-1)*(IX-1) 

D 

S8=0. 

S9=s0. 

L8=L9/NI 

J3=l 

A3=(J3-1)*L8 

B3=A3+L8 

S6=0. 

S7=0. 

i 
B4=B3-A3 

B5=B3+A3 

I 
11=1 

i 
Y1=(B4*Z(I1)+B5)*0.5 

I 
L2=Y1/L9 

J 
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IT.0 

i SI 

H= (L2**(R-l) )• {(1-L2)••.(T-R-1) )/B9 

D 111=11+1 

H=2.•ACUR»L2+1.-ACUR 

Y=X5(IX)*H-AMU 

I 
^SUBRUTINA MDNORD 

y, S2 

I 
S6=S6+W(I1)*H 

2**W(I)<Er SI. 

NO 

S7=S7+DL0G(S2**W{II) 

NO 
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S6=S6*H4 

S7=S7*H4 

S8=S8+S6 

S9=S9+S7 

J3=J343 J3=J343 

21(IX)=1-EXP(ül/LO) 

ESCRITURA DE RESULTADOS 

\(X5(IX)-AMU), Zl(IX), 38, S9. 

.ESCRITURA DE RESULTADOS 

Z1(I),I«1,IVE 
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AGS =CRTÍíA.V 5f VERSIÓN 6.13 — w50N£SCAy» JUNc 3. 19 83 6 : 56:30 PM 

ACERC 

¿ 

COMPILE'^ DCU6LE PRECISIÓN 
DIMENSIÓN W(15)»¿(15)»U(8)»Z1(100).X5(100) 
REAL L9rL0»L8tL2 
O P E N Ir"D«CERO" 
OPEN 2»"RACER0"rATT="fl" 
OPEN 3 » " D T E 2 » S A T T = "A" 

REAC FRcE (I) ( ( Z ( I ) r W( I) ) » != Ir 8 > 
REAC FR=5 (1) T U Í R ) » I = I . 7 ) 

DD 10 1=9.15 

H I)=-Z{ 1-7) 
10 CONTINUÉ 

READ FR5E ( IJ XHIN, XMAX.X IN. 1 I »-EI » I E5 .-IT 
WRITE FRE5(2 ) XMI N .-X MA X.= X I N » II I »-1 E S t IT 
IF(R T»EC-C)GO TÜ 98 72 
R E A C FR5E{ DACUR-rAMU 
WRITc FRE€<2)''ACUR»-AMU=^'VACUR»-AMU 

987L C O M L N U E 
1 V £ = R F I X ( ( XKAX-XMIN )/XIN> •»'l 

15 READ FREE (lrENO=700) L'ít-LO^RtT^Nl 

HRITE F R E S ( 3)L9»L0*IV£,^XMIN^XrtAX*Xlí^ 

IND=0 

C*:«:=p*J!U CALCULO C£ 3 (Rt-T )=tR~l) I (T-R-1) !/<T-l ) l 

3 9 = 1 . > 
IF(R.LT.2.9^9) GOTC 30 
uC 20 i=2t(IFIX(R)-l) 
2 9=8'?*! 

20 CONTINUÉ 
3C IF{T.LT.£.999) GOTO 50 

D O 4 0 I=2t(IFIXtT)-!» 
69=89/1 

40 CONTINUÉ 
50 IF((T-R).LT.2.999) GOTO 70 

UO 60 I=2»(IFIX(T-R)-I) 
39=89*1 

6 0 CHNTINUE 

70 WRÍTE{2»300D)R»T,S9 
3000 F 0 R H A T { / / / / T 5 X T " r U N C I C N H(L) CCN B E T A t " » I 1 , 1 1 ) " . i X, 

i D14.Ó///) 
W.ÍITE (2»310ú) f.9,L0 

3100 F O R f A K 5X<,"L="t*=e.2.5X,"L0 = " » F A . 2 T 5 X W / / / ) 
wP.ITE ( ?.320C) 
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3 2 0 C F O R K A K 1 C X • " X " 1 1 O X , " F ( X ) " ) 

•MP.llE ( 2 . 3 3 0 0 ) 

3 3 0 0 R A R F A T L 3 5 ( " - " ) » / / ) 

3 • 

jí 
7! 

3 ! 

11 

3 : 
M 
s • 
6 ! 
7 : 

^ •? «y» ̂  ^ 

PARTE PRINCIPAL D E L PROGRAMA. 

D O 6 0 0 I X = 1 . I V £ 
X 5 ( IX)-XKIN+(XMAX-XHIN)/{ I V 5 - 1 > * ( I X - 1 ) 
ss=c. 
S 9 = 0 . 

L 3 = L 9 / N I 

D O 5 0 0 J 3 = l r N I 
A 3 = ( J 3 - 1 ) = * L 3 

B 3 = A 3 + L 8 

S6=0. 
ST=0. 
B ^ = E 3 - A 3 

3 5 = 3 3 + A 3 

D Ú 4 0 0 L L = l r l 5 
Y 1 = ( 3 4 * Z ( I L ) + 3 5 ) * 0 . 5 
L 2 = Y 1 / L 9 

I F T I T . . W E » 0 } G A T O 9 . 3 7 0 

H = R T L 2 * * f R - l > ) * U 1 - L 2 V = ! = 4 = ^ ( T - R - 1 ) ) / S 9 ; FUNCIÓN H ( L ) 

G N TO 9 3 7 1 

9 3 7 0 H=2.=í=ACüR -L2 + I»-ACUR 
9 8 7 1 CONTINUÉ 

Y=X5CrX)*í+-AMÜ 
C = ! : í : * * * * C A L C U L O D E F C Y ) 

I F I I U E C » ! ) G Q T D 

C A L L H D N C R D ( Y » ^ S 1 ) 

G D T C 3 0 0 

C O N T I N U É 

3 0 5 

3 0 5 

100 

1 2 0 

l-tO 

1 6 0 

180 
200 

Y 1 = Y 
IFÍY^LT^O.) GOTO 100 
Y=-Y 
S L - 0 ^ 

I F í Y - L T » U ( 1 ) ) GOTG 20C 
u-I 
IF(U(L-»-l >.Gc.Y) GOTO 160 

B^ÜÍL-^i ) 
IND=1 
GOTO 250 
S1=S1+S 
L = L+i 
GOTO 12 0 
d=L(L) 
ü = Y 
INC=2 
GQTG 25 0 
51=Sl-t-S 
IF(Yi.L=.0.)üOTO 22C 
S2 = S1 
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C-**'i'*=!= F I N DEL CALCULO Oc F ( Y ) . 

C#j?***:í: CONTINUA LA OBTENCIÓN OE Ulr INTEGR4L D E LCG(1-F(Y)1 

300 S6 = S6-fî ( I I )*h 
I F t a i ) . L T ^ E I ) G C T C 399 9 
S L 0 3 t S 2 * - W ( I I ) ) 
I F { I 5 S . E Q . 1 ) - W R I T E F R E E ( 2 ) YrS2 t D L G G { S ( 11) ) , S7 
G O T Q -400 

3999 I F d E S . E Q . l ) W R T T E FREE (2)Y,S2.-ST 
A-OO CONTINUA 

S6=Sd*H*. 
S7~ST^HA-
S8=S8+S6 
S9=S9+S7 

500 CONTINUÉ 
ül=59^ 
¿1{IX)=1-0EXP(Ul/LO) 
IFíZl(IX>»Lr»0»00O0GOCl >̂  Zlí IX)-0»00OCOO01 
ÍFtZl(IX}.51-0*9999 9999) Z1(IX)=0*99999999 
WR ITE (2r3400)- rX5( IX >-AMU ) ̂ Z 1< I X ) » Sti .S9 

3400 F A R M A T ( 6 X » F T . 2 t - 3 X r F 1 2 . 1 C , ^ 2 £ 1 4 . Ó ) 
600 CONTINUÉ 

WPITE F^EE (3) {Zi(I).I=l^lVE) 
GOTC 15 

700- CLQSE 1 
CLGSF 2 
CLGSc 3 
STOP 
END 

S1=1.-S1 
GO Tü 23C 

220 S2=I.-S1 
280 Y=Y1 

GCTQ 30 0 
25C S=C, 

31= 8-A 
&2=e+A 
OC 270 1=1,15 
X=(E15=¿ (I)+S2)-0.5 
F=C£XP(-0.5=í=(X**2) )/D500.7(2*3. 1415926 54) 
S=S+F^W(I) 

270 CONTINUÉ 
S = Bl=í=0.5*S 
rF( IND.£4i»l) GOTO 140 
GOTO 180 
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TE2 

PRINCIPIO 

I 
LECTURA DE DATOS 

\A,IES,IFü,AA,BB,CC,DA,Eí 

-DN(J), J=l,35 

1=1+1 

1=1 

LECTURA DE DATOS 

IVE.XMIN.JOÍAX 

X5(I,J),ZIN(I,J), J=1,IVE 

NO 

J=J+1 

SI 

N=I-1 

X 
J=19 

DÜ=DN(J) 

I 
'SÜBRÜTINA HDNRIS' 

DÜ,DV,IER 

I 
DIN(J)=DV*CC 

DIN(36-J)=-DIN(J) 
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J=35 

SI 

DIN(18)=0. I 
1=1 

B. 
DV=ZIN(I,J) 

SUBRUTINA MDNRIS 

DU,DV,IER 

J=J+1 

1=1+1 

ZIN(I,J)=DV 

NO 

NO 

SI 

F=A»11.3/(5.08*DIN(35)) 

(pLOT O, O. 7 ) 

V 
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1=1+1 

{ FACTOR F ) 

YAUX=2.5+DIN(35) 

(PLOT 2.5, YAUX 

Y1=DIN(1) 

Y2=DIN(35) 

1=1 

YAUX=Y1 

Y1=Y2 

Y2=AUX 
1 

V=: (I-l) *11. / ( XMAX-XMIN) 

(PLOT V, Yl, +3) TI; 
. Y2. +2) 
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B 

1=1+1 

1=1+1 

V 
XA0X=X1 

X1=X2 

X2=XAVX 

(PLOT XI, DIN(I), +3) 

(PLOT X2, DIN(I), -+2) 

NO 

1=1 

AA=AA*CC 

U=DIN(J)-M/2 

( N Ü M E R -.98,V,M,DINCl),0..+4^ 

NO 

SI 

1=1 

V={I-l)•!!./(XMAX-XMIN)-BB 

U=DIN(l)-0.5 

UU=XMIN+I-1 3 
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B 

1=1+1 (NUMBER V,U,BB,UU,O.,-I'> 
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,i D E 
F G H 

X1=(X5(I,J)-X5(I,J-1))*{DIN(35)-ZIN{I,J+1))/ 

/(ZIN(I,J)-ZIN(I,J+1))+Xl 

i 
AZIN=DIN(35)| 

1 
^ PLOT X1,^ZIN. +2 ) 

NO 

No 

FIN 
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T E 2 

DCbSLE PRrCISIQ-N Z I L9 .LO » IV r , XM I K ,X X , X í N 
0 1 : N 0 N ( 3 5 ) »D I N ( 3 5 ) . Z I N ( 2 5 . 30)»X5t 25 .30) 

OPEN 1»"CEDET£2" 
OPEN 2,"DTE2" 
OPEh 3t "INT£R'SATT=:»'A" 

REAC FREE <1) A.IES»iR U TAA,BB•CCfCD»E£ 
DATA DN/.0001»-.0002».0005f .001. .002».005» .01, .02, .0 5, 

2 .10».15». 20» .25,. 30». 35 »• 40 ».A5f.50».55».60».65 ."-70 ,.75 ..se. 
3 -•8 5».90t-.95».98t.99».99 5» .998».9y9».9995, .959B».999 9/ 

. 1=1 
10 REAO FRcEt2» ENO=30) IVE»lf?»RN»XMAX 

REAC FREE 12) (X5íI.J )»ZIN<I.J)»J=l. i VE) 
1 = 1 + 1 
GOTC 10 

30 N=I-1 
I F T Í E S . N E . l ) SOTO 3 2 
>,«ITE FS.EE (3> 4»^IVE» XHlí^»XMáX»X!NtN 
WRITS FREE (3) ( DN ( 15 ,1 =1 .̂ 35 ) 
WRITE FREE (3) ( ( Zl N< T».J ) »̂ J = 1» I VE) , 1= 1» N ) 

32 DO 40 J = 1!J»̂ 35 
DU=DN(a) 
CALL M D N R I S í D U r D V » R E R ) 
OINCJ)=0V*CC 
DIN(3ó-J)=-DIi^{JJ 

40^ CONTINUÉ 
DRN(i8>'=0. 
DO 60 I=1»N 
DO 5G J=1»-IV5 
0U = ZIN(1»J) 
CALL MONRISfDUfOV.lER) 
ZIN(I»J)=nV 

50 CONTINUÉ 
t>0 CCNTINUS 

I F U c S . N E . l ) GOTO 62 
WRITE FREE (3) (01N(I ) I=1»35) 
WRITE F R E E (3) (<ZINC I»J)rJ=l»i VE)»r¿I.N) 
WRITE F R S R (3) " C N L X N L > < N L > " 

62 F=A*il»3/(5.03-01N<35 )) 
CALL PL3TS(0»0»7) 
IF (IfU.Nc.I) GOTO 63 
WF<ITc FRcE (3) " = = " » F » " DIN ( 3 5) =" »O IÍM { 3 5) 

.63 CALL FACTORÍF) 
Y¿UX=2.'?+DIN(i5) 
CALL P L A T { 2 , 5 » Y A U X » - 3 ) 
Y1=DIN(1) 
V2 = QINC 35> 
DO 70 I = 1 » X M A X - < M I N + 1 
YAUXsYl 
Y1 = Y2 
Y2=YAUX 
V=( I-l)*ll./tXMAX-XMl!\) 
IF (IFu.NE.l) GOTO 65 
WRITE FaSS (3) " V = " , V » " Y1=«,Y1,'« 

65 CALI PLOT<V.Yl»+á> 
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• o : C4LL ?LOT( V.Y2t + 2 J 
, i : 70 C C M l N u í 
ií: X 1 = C . 

X2 = U . 
00 SO 1=1»35 

,5; XAUX = X1 
óí X1=XZ 
7! X2 = XAUX 
8: Ir (IFU»NS.l) GOTO 75 
9: VíRITE FREE (3) " Xl="tXl." X2="»X2»" OiN( I í DI K(I ) 
o : 75 CALL PiOT(XlTÍ)IN{f)» + 3) 

^ i : CALL PLCT(X2-»DINÍ I) t + Z ) 
nt 80 CONTINUc 
31 DO 90 1=1»35 
! 4 : AA=AA*CC 
;5Í U=DINÍÍ )-AA/2 
'6: CALL NUM8SR<-.98f Ur^AA»OM( I>,0«»+4) 
7 : 90 CCN'TINUc 
S: 00 100 I = lrXHAX-XMl N 
V. V = C r-l)*Il./ÍXHAX-XWIN)-S3 
0: U=DIN{l>-.5 
l : üü = XHlN-í-I-l 
:t CALL NU«BER( V»-U^35,-UU#0 ) 
3: 100 COK^TINUE 

DO 200 1=1 
5: IND=0 
bi IIN=0 
T: . ISO i=l»^IV£ 
8: r P ( r i N ( TrJ ),LT.0IN< 1) > SOTO 150 
9! X l = X 5 { R »J)-XMRN 
5: • AZIN=ZIH{I»J ) 
U 1F( INC..NE.O> GOTO 120 
li I F í I F U^ N e . l ) GOTO 115 

**RITE FR£€ (3) " Xl=«',Xlf« AZIN=".AZIN 
<*i 115 CALL PL0T{Xl,^IINt-t-3) 
5 ! IHC=IN0 + 1 

GOTC 150 
120 IF ÍZINC ItJ ) .GT.DINÍ35) J GOTO 121 

GOTC 124 
:̂ 121 IIN=IIN-<-l 
>í 1= ( I1N.NE.1) GOTC 150 
í XX=X5<It4»-X5(IfJ-1) 

Xl = XX*{0IN{35)-ZlN{ I, J - m / ( ¿Ifi{ l.J Í-ZIN{ I,J-1J } + Xl 
'•' AZIN=DIN{35> 

1 2 ^ IF ( R F Ü . N E , l > GOTO 12 5 
'í WRiTc FRfc^ (3) " Xl=».Xlt" AZIM='».AZ!N 

12¿ CALL PLOT {Xl,4ZIN»+¿) 
í • 150 C C M I N U c 

20 C CQNTiíJUc 

' CALL PLOT {0.»0.»999) 
• CLGSc 7 
• CLOSE 1 
• • t,LOS£ 2 
• CLCSt 3 
• STCP 
• £ND 
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TE3 

100 
10 

2.0 00 

2010 

20-̂ -0 

2050 

2020 

2 
1000 

20 
3 
X 
2CC 
7 

COKPILEft OOUai.£ PRECISICN 
DIMEiMSIOh C0( A U ,C(4i ) 
OPEh l,."CTc3" 
OPEfv 2,»RTE3»SATT = '«AP«,L£Ní = 13 2 
REAC F R E E C DNlt-TESt A M . A L R 

WR IT=(2t 100)M. lESt AMfALR 
FOR>-AT(" N = "I5" I£S="I5" Aí< = "«=9.2" A L R = " F 9 . 2 ) 
REAC FREE <líü 
• WRITE FREE C2I»' U="»U 
íF(U.EQ.999.> STOP 

DO 7 N=ltNl 
A N -N 
C0(1)=1 
DO 1 Ks-lfN 
AK = K 
y = U * A N / A K 
IF {U.LT.O-)Y*U*N 
YS.Y-AM 
INC=-1 
IF<Y.LT,0*) GOTO 2000 
IND=1 
Y = - Y 
CALL MONORDCY^r) 
IrCrND^LT.O) GOTO 2010 
F1=F 
F=l*-Fi 
CONTINUÉ 
F=l-(l-FrsíRíiAiS 
IFt íes.EQ.l) WRITE FREE (2 )Y»F» 
IF ( TNO.I.T.O)SOTO 204O 
COtK+DsCOíK )*tl*-rl**ftLR> 
6OTO 2050 
CONTINUÉ 
CO lK+1 V=CO(K Í*F 
CONTLNüi 
IFIK.EO^U Ĝ CTQ 1000 
DO 2 Jl=lrK-l 
AJl=gi 
rF(INO*LT^0^ GOTQ 2020 
COÍK-í-l )=C0<KH Jl.K + »*Fl:<t*ALR )/( ¿Jl-*>1.) 
GOTC 2 
CONTINUÉ 
C0(K-^1)=C0ÍK+I í+CíJlrKÍ'FF^^ÍJl-í-l )/( AJ 1+1 ) 
CONTINUS 
CO(K + i)=CO{K+l )*AK 
uQ 3 J=1»K 
AJ = 4 
IF<J.eQ.l> GOTO 20 
c e J * K + l ) = - C C J - I t K J / A J « A K 
GOTO 3 
C ( J »K-t-l )=-CO{<)*A< 
IF UES.cQ.DwRíTF FREE t3}J.K + l»ClJ.< + lí 
CQNTINUs 
F O R « A T { « K="I5" C0¿"F5.7'» U="F5,3) 
W R IT=( 2. 200» fN»CO< N+l) .U 
GCT3 10 • 
ê iC 
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TEll 

P R I N C I P I O 

L E C T U R A D E D A T O S 

Z K E D I A , nmx, m i n , Á N , AI . ÍP , I P E , p, Q , sz, N O , 

N , N I,DSEED, Í E S,lESO, I I E S ,N2 , I N C,lORD 

B ( I ) , I = 1 , P C ( I ) , I = 1 , Q 

N C A B C 1 ) ^ 1 = 1 , I N C 

SA=1. ISS=:0 SSO=0 SSlsO. 

SS2=0. 2A0=0. ZA1=0. ZA2=0. 

N6= N 

X I=AN/(Xf4AX -X I Í IN ) 

N 5 = A I N T C A N ) + 2 

ESCRITURA DE LOS DATOS 

SUBRUTINA AUTO 

P,Q,SA,IES 

CC0R=SQRT(U(1,1)) 

SA=SZ/CC0R 

I 
SUBRUTINA SIMUL 

P,Q,SA,DSEED,N,INC 

lORD,NI,NO,ÍES,lESO,IIES 

I 
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IRA=NCAB(K2) 

K2=K2+1 

M=M+1 

K5=K5+1 

A 

1= 1 

F(I)=0. 

1=1+1 

M=l 

XU=XMIN+(M-1)*(XMAX-XMIN)/AN 

K5=l 

F(K5)F(K5)+1.*LA(M,K2,K5)/N6 

ESCRITURA DE RESULTADOS 

NO 
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NO 

NO 

SSO=SSO/ISS 

SS1=SS1/(ISS-1) 

SS2=SS2/(ISS-2) 

ESCRITURA 

,SS0 SSl SS2, 

FIN 
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C 
C 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 
c 

E S T E PROGRAMA SIMULA N VECES UNA VARIABLE ALEATORIA CUE ES EL. 
MINICC DE NI VALORES CCNSECUTIVCS DE üNA SERIE TEMPORAL CUE 
RESPCNDE A UN MÍD.^ÍLU ARMÍ(P»Q) SIENDO Ikl) UNA VARItt^>LE 
N ( C t S Z * - 2 ) , AL INICI ALIZAR PARTE CE P VALORES Ĵ'üLOS DE Z(T) 
POR LC OUE PARA EVITAR SU IN5=LUtNCIA NC CONSIDERA LUS NC 
PRIMEROS VALORES S1KUL¿DDS Y SE QUEDA CON LOS RESTANTES. 
- LCS COEFICIENTES AUT OR EGR ES I V.C S SCN 3(1) CON 1=1»? 
- LCS COEFICIENTES DE MEDIA H Q V I L SON C(I) CON I=1.Q 
- DSESD E S UNA VARIABLE QUE TOMA CUALQUIER VALOR. SE UTILIZA 

EN LA SIMULACIÓN 
- ÍES ES UNA VARIABLE CUE CONTROLA LA ESCRITURA, SI VALE I 

ESCRIBE S I VALE O Nü ESCRIBE RESULTADOS INTERMEDIOS. 
EL PROGRAMA CALCULA EL VALOR DE SiGMA(A) PARA OBTENER UNA 
VARIANZA .0= 2{T)=SZ**2 (VER LI3RG DE B CX-JENKI NS ) . 

i: 
3: 
l: 
2: 
5 • 

:̂ 
5: 
6: 
It 
3: 
9 : 

5; 
U 
li 
3: 
4t. 
^ • 

S: 
7; 
ii 
0 ; 

0; 
l: 
2: 
3r 
4: 
5: 
f>: 

7: 
o: 

): 
l: 

S: 

1000 

12ÜC 
10 

20 

DCU3LE PRECISIÓN DSSED»Al{21»21),Ut21»1) 
DIMENSICN A(20)^S(20)tC(20>^D(¿0)»-Z(2C)rftti) 
01 PRENSIÓN F< 10)»LA( 50Ct5.5) tNCA9( 10) 
INTEGER PrCrPl 
CDMMON /CKl/Oi^Al^U 
COM^^ON /CK2/ZrRfArNCABrLA 
COHWDN- /GK3/ZMeOIA, Aí*P* IPE t N6 t X 1 t X« IN tN5 , ZA2,ZA1» 
ZAC.SSOfSSl»SS2tISS 
COMfON / C K W B t C 
COMHON /3L0CK/ZHlf100) 
O A TA- LAr /125 00*0/ 

OP^EN l^»*DTeil»* 
OPEN 2r"RTl"tATT=«AP'» 
OPEN 3»-"RTll'S ATT=»»AP" 

REAir FREE( DZMEOIAtXMAXrXMIN» AN,AMP,I PE 
nü-LTc F R E E ( 2 ) " ZMSO IA=*» rZMEOIA 
REAC FRE£( DP^ai^SZ^NOt^Nf NI t^SEED» IcS*-lESO » 11£ S. N2 
WR LTEÍ 2f1000)?rQ^SI^NC,M,Nl,DSEED*N2 
fOftKATC»' P="13>"^ '3=»'^i2" SZ="F9.3" N0="I3" N="I5" LONGs^IB 
" DS££0="01í^ .8 tlX"N2="I3) 
WRITE FREE (3)"NUM£R0 De DATOS SIMULACOS="»N 
IF(P*£Q.^C)GO TC 10 
3EAD FREc( 1)íft(T>»r=lrP) 
WRITE FREEiZJ" COEFICIENTES AUTOREGRESIVOS" 
WRlTei2f 1200 H S ( I ) , 1 = 1, P) 
FOR>*AT{ lXrlCFlO.3) 
IF(0.-EQ.C>GC TO 20 
READ FRE£{ i) (Ct I ) , 1=1 fQ ) 
rtRlTE FRES12)" COEFICIENTES OS MEDIA MCVIL" 
WR1T£(2.1200){C(I ) ,T=l.-3) 
,ÍEAC FREE (1) INCfICRC 
REAC R? EE (1) (NCAb(r)tr=l,IníC) 
SA = i.. 
ISS = 0 
SSC=0. 
3Si=0. 
5S2=C. 
¿A 0=0. 

AOS FORTRAN 5» VERSIÓN 6.13 — THURSDAY. JUNE 9» 1983 11:33:05 Art 

TEll 



j . 

?: 
3í 
?; 
o: 
U 
i : 
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?: 

5: 
Di 
i : 

li 
3í 

6Í 

CALL SIMULCP>0rSArD3£eDrN»INC-ICRDtNl.NOtN2»íEStIrSO»1líS) 

C***=}:=p:p CSCRITÜÍÍA DE S E S U T R A Ü O S 

00 6 0 K 2 = 1 V I N C 

»<R IT€<3» 1300)NCAB{K.2>tNl 
1 3 0 0 FORí*ATí////IX." N C A 8 = " I3*5Xt-" Nis"I5.//) 

1 T E Í 3 . , 1 4 . 0 0 ) 

1 4 0 0 FÚRÍ*iíTll5X^l% 
IííA=IQRO 
I P ( N C A 8 ( K 2 ) - L T . I 0 R D > I R A = N C A B ( K 2 ) 

D: 

1: 

3: 
í í t 

5í 
6: 
Tí 
3 i. 9í 
0: 
i: 
2:. 
3r 

S * 

Oí 
' • 

•V • 

=>: 

A : 

1 5 0 0 

3 0 

4 0 

L Ó O E 

1 7 0 0 

50 
6 0 

7 0 

wRiTc F«cr ( 3)'*<l»jL><NL>" 
DO 30 I-1,1RÁ-

CONTINUÉ 
00 50 M*1^W5 
XU=XHIN+{M-1 J«tXMAX-Xf*If*>/AN 
00 <í-0 K5=-l^IRá 
F(K5í-F(K5 >"<-l.*LAt«»K2»}<Sí/Nó 
C G M I N ü r 
WRITE (3*^1600) XU 
FORMATt oXt^Z > 
W R I T E O t 1700 H C t A{ M »K2t K5 ) . F{ K5 U f K5= U IRA) 
F0Rí«AT{«+»»rI5*-Fl 0.6.1) 

CONTINUÉ 

IF{n€S.N5»3J GOTO 70 
SSO=SSO/ISS 
S51=SS1/(ISS-IÍ 
SS2=SS2/lISS-2) 
wRITr FRtr (3)ISSt"COVARI ANZAS"»SSOtSSI.S32 
C G M I N U F 

Z A 1 = 0 . 

Z A 2 = 0 . 

N6 = N 
Xl=flN/{XHAX-XMIN) 
N(5=AIK'T( AN) + 2 

E S * * * * * SUSRUTINA DE CALCULC Oc LA FüNCICN . D = AUTCCORRELACI C .N 

CALL AUTOÍP.CfSAtPl.IES) 
WRITE FREEÍZ)" FUNCIÓN Dt AUTOCOkRELACíGN" 
CCCR=S«RT(U(1.1)) 
WRITE FREE{2){U(Ifl)/CCOR.I=irPl) 
SAsS2/SQRT(U(l.l)) 
WR ITE FREEÍ 2 ) " SA = ".SA 
WRITE FREE í2)"XMIN.XMAX«.XMIN.XMAX 

C****** SUBRUTINA OE SIMULACIÓN. SEGüN EL HODELO &RMA(PtQ) DE 
C ; { T * * # * * SCX-JENKINS.^ LOS RESULTADOS LOS ALMACENA EN LA > Í A T A U "LA" 
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c****** FIN DEL PROGRAMA 

l': C L C S E 1 
CLCSE 2 

i,: C L C S E 3 

;f: S T O P 

Í : E N C 
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SÜBRÜIIKA AUTO 

P,Q,SA,IES 

COMIENZO 
T 

0 ( 1 ) = SA*SA 

J 

D(K+1)=D(K+1)+B(L)*D{K-L+1) 

L=L+1 
NO 

D(K+1)=D(K+] L)-C(K)*D(1) 

ÜO X 
' S I 



- 209 -

K=0 

A1(K+1,K+1)=-1. 

K=K+1 
J=J+1 

J=l 

K1=K-J 

K1<0> 

SI 

K1=-K1 

Al(K+1,Kl+1)=A(K+1,Kl+1)+B(J) 

NO 

NO 
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K=0 

Kl=-K+1 

U(K+1,1)=0. 

í 
K1>0 NO 

SI 

U(K+1,1)=-D(K1) 
• • 
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P1=P+1 

IA=21 

IDGT=0 

SUBRÜTINA LEQTIF 

Al, 1, Fl, lA, U, IDGT, WKAREA, lER 

NO PARAR 

VOLVER 
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1 : 

l: 
3 : 

4 : 

5 í 

bl 
7 : 
0 * 
0 • 
9 -
A ? 

1 : 

li 3 r 

4 : 

5 : 

6 : 

7 : 

S : 

9 : 1 0 

0 : 

1-r-

2 : ¿ 0 

, 3 : 3 0 

M-
: 5 r 

1 6 : 

i I • 

¡ 9 : 

i O : 

i l : 5 0 

U j 
i 4 : 

Í 6 : 

3 ( í 

i 8 r 
i 9 t 

6 0 

H : 7 0 
» 2 : 

i3:.--

•5- : 

• 7 : 

^3": 

*?: 
5 0 : 

51.: 

5 3 : 

5 4 : 

8 0 
?&: 

ACS FCRTRAM 5, VERSIÓN c, 13 — weONESCAY» JUNE 8 » 19 33 7: 17:-r3 PM 

TEIC 

SUeRUTINA OE CALCULO DE LA FUNCIÓN DE AUTCCOR»ELAClON 

SUaRCUTINE AUTOtPtQtSAtPi»ÍES) 
OOLSLt PRECISIÓN Al l 2 1» 21 ) , W N ÁREA ( 21 ) t'J ( 2 111) 
INTEGER P.CtPl 
CCHKCN /CKl/C(20)tAltÜ 
COí'fGN /CK4/ B{20)»C(20) 

D(1)=SA*SA 
IFÍIES.cC.l) WRITE FREE(2)" VALORES DE GAMMAtZ.A)" 
IFíItS.eC.l) WRITE FRE£(2)0T0{1) 
IF(C.EQ^C)GC TQ 30 
DO 20 K=1,Q 
D ( K + I ) = A . 

Ll=K 
IF(K.GT.P)Li=P 
1)0 10 L = lrLl 
D<K+1 Js'DÍK-t'l >-»-B{L)=!'D(i<-L + l ) 
D ( K +1 )=0 í K.-Kl >-C ( K ) * D < 1 > 
IFt lES.EQ.l)WRITE F R 6 E C 2 ) K ^ 0 ( K + l ) 
CONTINUÉ 
DO 40 L=lrP-H 
DO 40 LJ=l»P-.-l 
A l í L t L j r = 0 » 
DO 50 K-OrP 
Al {K-Kl,K-^l )=~1. 
DO 5a J=1»P 
K1=K-J 
IFíXl.tT..O)}Cl=-<l 
Al tK+l»Kl-fl )-Al{K-t-l,M+l ) + e( J ) 
ÜQ 70 K=OrP 
Kl=-K+1 
U<K+lrl )=0. 
IF{Kl.ffT.0 )U{K-KL»l}=-D(K1 ) 
lFtO.EQ*0>GO TQ 70 
DO 60 L=l»q 
K i = - K + L + 1 
IF(<l.GT.O )UÍK+l»l)=U(i<.+l, 1)+C{L)*C(K1} 
C O N T I N U E 

C O N T I N U É 

Pl = P-Kl 

ÍF{ lES.EQ.DvíRITE FREEí 2 ) ( {A i (I • J ) . J= 1 ,P1) ,1= 1 , Pi ) 
IF( IES.EC.1) «RITE FREE< 2) ( Uí I , 1) • I = 1T ''I) 
IA = 21 
I0GT=O 
CALL LEGTlFt Al , L F?ltiA,UtICGTtWKARcAt IcR) ;lh*VE3SlO.M DE "Al" 
IP( IER.5S.0)G0 TO 80 

ITE FR£=<2)" ERROR EN SUdRüTINA LEQTIF I=R = ",IER 

C5í?:*:;t»* FIN Ot LA SUBRUTINA 
STC? 
PETURN 
£NC 
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SUBRUTINA SIMUL 

P,Q,SA,DSEED,N,INC,lORD,NI,NO,ÍES,lESO,IIES 

B 

COMIENZO 

N7=1000 

N=N-1000 

K=l 

SI 

é NO 

1=1 

1=1+1 !z(i)=o. 

NO 

SI 
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1=1 
T <SUBRUTINA GGNML 

DSEED,1,R 
í 

J3=l 
G 1 G 

NO 

ICAB1=N1+N0 
í 

ICAB2«ICAB1-N1 

ICAB=1 

I 
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i SI 
2A2=2A1 

2A1=ZA0 

ZAOsZl 

SSO=SSO+ZAO*ZAO 

SS1=SS1+ZA0*ZA1 

SS2=SS2+ZA0*ZA2 

ISS=ISS+1 

ICAB3=1CAB-ICAB2 

H=2*AMP*(ICAB3-0.5)/Nl+1.-AMP 

I 
Zl={Zl+ZMEDIA)/H-ZMEDIA 

<¿^iJ3)>zh ¿Í2 , 

1 1 " 
ZMl(J3)p21 
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'SUBRUTINA ORDEN 

NIO 

NO 

17=1 

ZMl(17)=(NCAB(K2)-17+1)•(ZMl(17)+ZMEDIA)/NCAB(K2)-ZMEDIA 



A 

VUELTA 
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AOS FQRTSAN 5. VERSIÓN 6.13 — THURSDAY» JUNE 9, 1933 10:38:43 AM 

TE12 

C*=*Í;:*=> SUEÍ^ÜTINA DE SIMULACICNÍSEGUN HOOELG ARMA(P.Q.> DE SGX-JENKINS 

SU9RQUTINE S I H U H P T Cr SAtDScED »N»INC.ICRDt M . N O , N ¿ . I H S , l E S O ti ÍES) 

OOUBLE PRECISIÓN DSEEC 
INTEGEP P,0 
COMVON /CK2/2(20),R(1)TA(20)rNCAB(10) .LA( 500,5t5) 
CQH«QN /atOCK/ZMK 100) 
COH^'ON /CK.3/ZMED1A» AMP, IPE".N6TXI »XHINíN5» ZA2,lAl<r 

1 ZA0»SS0tSSl»SS2,ISS 
CDMí-ON /CK4-/B<20) tC(20) 

IF ((N6/10 00.-INT(N6/10 00.»).GT.O•000C1)GCTQ 10 
NsN+lOOO 

10 IF{N.GT.1000)GO TO 20 
N7=N 
5J2_JD_3J3 

20 w7=1000 
N-N-1000 

3ff D O 22a K=I rNT 
IF(P . e Q,0)GO TO 50 
DO 40 I=It-P 

4-0 Z ( I ) = 0 ^ 
50 IF{C.FQ.0)GO TO TO 

00 60 r=l*Q 
CALL GGNMLíOScEDrlrR)^ 

60 A Í D ^ R I D ^ S A 
70 J1=P 

J2=Q 
DO 80 I = 1,^NCA8(INC) 
Z M l ( n = 9 . 0 £ + 2 0 

80 CONTINUÉ-
DO 190 J3=l»^NCA8<INC) 
ICA81=N1+N0*N2 
1 F ( J3 .EQ *L) I CA&1=NL-H^0 
I CAa2=rCA81-Nl 
00 190 ICAB=ltICA61 
r?^( IcS.rQ.0)GO TO 90 
WRITEt2Tl000>CZ( J4-) , J4=1,P) 
WRITEtZrlOOOXAt J4.) ,J4=l,Q) 

1000 F O R W A T d X ^ l O F l O . S ) 
90 CALL GGNMLÍ DSEED Í-ITR» 

Z1=R(1>*SA 
Z2 = Zl 
l^(P.cQ.0)GO T Q 120 

110 J = 1»P 
IF{ J+Jl .GT.P) G'T TQ 100 . 
¿l=Zl+5(J)-!(Jl+J) 
GC TO 110 

100 Z1=Z1+B{J)*Z<JÍ+J-P) 
IIJ C3NTINUÍ 
120 IF(C.EQ.0)GO TO TÍO 

DO IfC J=1»0 
IF( J ^ J Z . G T . O G O TO 13C 
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Z 1 = Z1-C ( J) (J2 + J ) 
c 7 ; 

13 C ¿l=Zi-C(J)*A (J2 + J-0 ) 
? • i*» 0 
C D : If'C i - ( P . L r - C ) GCTO 160 
ol : ¿ ( j n = z i 

tZ j i = j i - i 

ó? : l = í Jl.i.T.1 )J1 = P 
o¿: 16 0 lFí'J.LE-0) GCTO 1"'C 
t5 : A(J2)=Z2 
0 6 : J Z = J 2-1 
D 7 : i-(JZ.LT.l )J£=Q 
• 3. j 17 0 IF<ICAB.L5.1CAB2) GCTC 190 
ó»: IFí I IES.NE.5) GDT3 IfcC 
70: Zi2=2Al 
71: ZA1=ZA0 
72 : 2¿0=Z1 
7? : SS0=5S0+ZA0*2A0 
7 4 : SS1=SS1+Z&0*2A1 
7 5 : -SS2=SS2-^2A0*-ZA2 
76: I5S=ISS-»-l 
77; 150 CONTINUÉ 
7>;: I C á 5 3 2-ICA&-ICA62 
794 H=2*AK?*<I-CAB3-«5)/ Nl+l^-AMP 
60; Z1 = {Z1-HMEDIA)/H-Z^ED1A 
61 : JPtZKlí J 3 ) - G T . Z l ) Z K K J S J s Z l 
¿2; : l'O CONTINUÉ 
83. DO 210 K2=l-tINC 
£ 4 : «10=NCABÍX2) 
65; CALL CRDEN(MIO) ;0RDENAC10N Dr N C A B ( K 2 ) VALORES 
¿6. I^í I D E . N E . l ) GOTO 13 • 
57- ÜO 1¿ J7 = 1,N'CAB(K2} 
8B Z^' 1< 17 ) = (NCA E { K2 17+1 ZK 1( 17 >-»-2«íDIA ) /^CAB<J-Zf.Et) 1A 
65; 12' CONTINUÉ. 
90. CALL CiRDÉM( NIDI 
9i. : 13 IPA=''lDP.D 
n iF<NCA6(K2).LT*IORD> IRA=NCA5(K2) 
93 DD 20C K5=l» IRA 
9 4 - H=AIKT( { Z H l ( K 5 ) - X í * I N ) s í : X l ) + 2 
95; I F ÍIESO^EO.l) WRITE FREE(5Í M,2H1(K5) 
96, I F í ^ . L T . D - f í s l 
0 7 IF(M.GT.NS )M=N5 
9 » LA(f »K2tK5) = LA(M,K2'»K5 ) + l 
99, ! 20 0 CC M I N U É - u _ . . -
CO' : 210 CONTINUÉ 
01 : 220 CONTINUÉ 
02 I F ( N 7 . E Q . N ) 6 Q TO 23C 
03 60 TO 10 
04. 
05 FIN DE LA SUBRUTINA 
OS 
07 : 23 0 RE7URN 
03 •EN C 
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SUBRUTINA ORDEN 

N 

PRINCIPIO 

LU=N-1 

I 
INDIC=1 

k l = l 

AUX=Z(J+1) 

Z(J+1)=Z(J) 

Z(J)=AUX 

NQ_ 

SI 

NO 

VOLVER 

LU=ÍNDIC-1 
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A 0 5 C C T ^ A N 5 , V r R S I D N ' 6 . 1 3 — T H U ^ S O A V , j U N r 9 , 1 9 B 3 1 0 : 2 5 : A 1 hH 

T E 1 3 

i: c*-**-=!= S U 5 R Ü T I N A 0 = ORDENACIÓN D? L A S N PRIHERAS 
2: c***=!'-->=* CDrPOKeNTES D E L VECTOR 
3 : 
4: • S U B R D U T I N E O R D E i v ( N ) 
5: ' ' . 
b : C C K F Q N / B L O C K/Z(lOD5 
7: 
y : L U = K - 1 
9 : 1 0 1 N C I C = 1 

1 0 : DO 2 0 J = l t L U 
1 1 : 1 P ( 2 (J)-LE*ZtJ+l )) GOTO 2 0 
1 ? : I N C 1 C = J 
1 3 : AU )T = 2(J+l) 
1A: i<J-H) = Z(J) 
1 5 : Z(J)=AUX 
1 5 : ¿ C CONTINUÉ 
I 7 í _ RF{ I N C R C E O * ! ) G O T D 3 0 
1 9 : — L Ü = I N C I C - 1 
19 i • • GOTC 1 0 
2 0 2 3 0 COKTJNUE 
2 1 2 
2 2 : R E T U R N 
23-: c N C 
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INDEP9 

PRINCIPIO 

LECTURA DE DATOS 

ÍES,lOP,N,M,K1.NPÜNTOS 

XMAX.XMIN 

SI 

R1(I,J)=0. 

R(I,J)=p. 
J=J+1 

R1(I,J)=0. 

R(I,J)=p. 

< 

R1(I,J)=0. 

R(I,J)=p. 

< ! 

FIN 

1=1+1{ 

X{I)=XMIN+{XMAX-XMIN)/NPÜNTOS*(I-l> 

X1(I)=X(I) 

NO 
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=1 

AN=N*M 

CN1=CN 

DN1=DN 

AN=N 

J7»J7+1 

PK=:ALOG{AH) 

DN=(2.*PK)**(-0.5) 

|CNa--DN»*(-l)-f0.5*(AL0G(PK)4AL0G(4*3.141592) )/(DN**(-l)) 

NO 

1=1 

y=x(i) 

f'SUBRÜTINA MDNORD 

Y.P 

H(I)=1.-EXP(-EXP{{Y-CN1)/DN1)) 

F(I)=1.-(1.-P)**N 

NO 
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R1(L,K)=R1(L,K)+D*H(L)*»I*(1.-H(L))**(M-I) 

R(L,K)=R{L,K)+D»F(L)**I*{1.-F(L))**(M-I) 

H L=L+1 
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X(L)=(X(L)-CN)/DN 

I 

S(L,K)=0. 

I 
Jl=l 

J=0 

S(L,K)=S(L,K)+EXP(J*X(L))/Jl 

L=L+1 J=J+1 

K=K+1 

J1=J1*(J-1) 

NO 

SI 

S(L,K)=1.-S(L,K)*EXP(-EXP(X(L))) 

NO 
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I1=1+1 

Y 

I ^ ESCRITURA 
X(I),(R(I,K),R1(I,K),S(I,K),K=1,K1) 

SÜBRUfINA DIBU 

. XI, R, ly, NP, MP, XMAX, XMIK, YMAX, YMIN, lER, 

SÜBRUTINA DIBU 

^ X1,R1, lY ,NP ,MP,XMAX,XMIN, YMAX, YMINj lER/ 

SÜBRUTINA DIBU 

, XI, S, lY, NP, MP, XMAX, XMIN, YMAX, YMIN, lER, 
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AOS F0RT«?Aí4 5, VSftSICN c-13 — hEDNESDAY» JüHE 6» 1983 7:C8í5Í 

l: C PSCGRAMa OA»A CfiLCULÜ DE LAS FUNCIONES DE D I S T R I B U C I Ó N 

2i C EXACTAS Y ASIKTOTICAS ÍN TcNOlENOO A INFINITO) DE LCS 
5: C ¿STAUISTICOS De O^DEN K SfSDE i 6 K.1 DE uNa MUESTRA DE 
#: C u«v.A «sOBLAClOh- DE •^IM»*CS S E N VALORES OS L A L E Y NtO»l). 
fí C T^Fr.lrN S R CALCULAN LÉ FUNCIÓN D E £>| STR iSyC ION ASINTD-
bi C TICA EN E L CASO D E K •TEfvI;! cK'DC A 1N«IMT0-
7; C ' N = NUMrRO DE SU5i:<-tMEivaCS 
i i C K s NUWrRO D E CABLES 
O : C X = VALOR Uz L A VARIABLE ALEATORIA 

iOí C R = FUNCIÓN D E DISTRIBUCIÓN 
115 • 
I2í' COHPlLcR DOUBLE PRECISIÓN 
13: O U E N S I A N X{ iOi) , F t 101) .R (101. 5 J .H( 101) ,S ClOl 15 í t Rl C101 #5 ) 
1^: DIMENSIÓN XlílOlJ 
I5t 
lés O ^ E K l»"DIND«» 
17; OPE^ 2'»*«RTP«,ATT»"AP'«-.LSN«132 
18; 
19: 2200 REAC FPES {1 )I cS • lOPt Mt Kl^NPüNTOS + Xí'AX, XHIN 
20í • IF CN,5C*0)ST0P 
215- ITc( 2*300 N-»« 
222 300 FORI'-AT{//« Ns*»I3«« «««IS) 
23 í 
24: C****** CASC De K — > I N F I N I T O . S O L U C I Ó N EXACTA Y APROXIMADA, 
2 5 4 

24t DO 2210 1=1-»101 
27:. 00 -2210 J-l^5 
t S S R U U J l a Q . 

29;~ 2210 . Rí 1'. Jí='0.~' 
30? DO 80 lal*NPUNTOS*l 
Jlí Xí!)=XMIH+ÍX«AX-XHIN)/NPUKTCS*(1-1Í 
llt 80 X1UI=XÍIJ 
J3S 00 ?06 ál-UZ 

G0T0Í307*308I 47 
35: 307 .AN=̂ ' 
35: -5010 309 
2?í 306 •AN»N*M 
38: CN1«CN 
i9i • • ONl«Dfí 
Ôi . 309 PK*ALOGtá'N) 
•12 CNSI-íi:,Í*PK)i»*0.5<*-0.5*<ALO6CPKHAL0GC-4*3.141592) 1/(E ¿*PK>**0.5 
2̂S DN*Í2.*PK)**C-0.5Í 
i3s 306 CONTINUÉ - ' 
MtS IF< ISS.eC.líWRITc. FREEI2>«CNitONl.CN»DN".CNltONlfC>í»ON -
"St- DO 1 t«l«iWU^TOS*l 
^6: Y=X( I ) 

•7: CALL «DNOROÍYfPI 
fS: H( 1»=U-EXP<-EXP{{Y-CN1)^DN11 ) 
^9$ . 1 F( I l.-PJ**?l - • 
50: ÜÜ 2 Ksl^Kl 
>l: D O 4 Isf<.fH 
'3S , , DO ,5 J«l,l ' 

2 IF C I S S . E Q » ! » WRlTE<2*200IM,I-»0 
¿00 F0R>'AT<1X,"Í "ISWf^iawís^FlS.OÍ 



6 
> v' • 4 
¿i: 2 

5 3 : 

fe* 5 

5& ! 

bS: 
3? í 
? 0 : 

n: 
72: 9 2 

R S : 9 1 

9 0 

?S: 
F Ó : 

77: 
73: 

7 
? 0 : lOú 
B L Í 

32: 
6 3 : 

84: 
8 5 : 

865 
B75 
8 8 : 

8 9 : 

9 0 : • 

9 1 : 

m 9 3 : 

9 4 : 

- iiJÜ -
DO 6 L = l •NPUhTOS-*! 
Kl{IfK)sRl(LfK > + D * H { L l . - H Í L)J** CK-I } 
H ( L»Kí=e (L^K )+D*F (L 1,-F {L ) ) * * Í M - n 
COKTINUS 
CONTINUÉ 

CASO De H — > ^^{FIMTC• 
DC 90 L. = 1»NPUNT0S+1 
DD 91 K=1.K1 
S( L»K)=0. 
Jl-1 
DO 92 J=0»K-1 
Sí Ky = S<L,K K E K P Í J*X C L U/Jl 
0 l s J l * ( J-4-1 ) 
S(LtK)=i.-SÍ L*K)*£XP<-£XP(X(L))) 
COKTINü? 

C*=?-**- DIBUJO 0= LAS FUNCIONES Df DISTRIBUCICN 

DO 7 l-l,NPUKTOS+l 
WRlTE<2i iOOJXKI »#tR(I,KJ#Rl< I .K )-,St I^K >̂  K*l, Kl í 
FORKATt IXf Ft>*£,5{lX^3P¿*S)=í 
1Y=101 • 
NP=KPUNT0S+1 
«P«K1 
YMAX=1. 
YMIN=0. 
IER=0 
CALL Di BU(Xl^R^IY-,NP^W-tXMAX-»X«IM^Y-HA-X^YMIf*»IERl 
CALL DI 6y{Xl-,Rl^lY^NP-.MP^XHAX-»Xf«li4^Y«AX^YRIN^IERÍ 
CALL 01 Büí Xl',S-ilY-»NP̂ f'P-»X*'.AX-»XKll4-»Yf*5A;*'»W3N,lER1 
GO TO 2 2 0 0 

** flK DEL PROGRAMA 
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DIBÜ 

EBÍPEZAR 

LX=<X(I)-XMIN)/(XMAX-XMIN)*130 

B 
R 
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B 

LY=50-{R(I,J)-YMIN)/(YMAX-YMIN) 

1=1+1 
ESCRIBIR 

L(I,J), J=l,130 
Formato 130A1 

NO 

VOL'̂ R 



11 
12 
1? 
14 
15 
16 
17 
IP 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
77 
2E 
.2 = 
30 
31 
32 
33 
3¿ 
35 
36 
37 
3« 
39 

ÍÜ.S CGPTRA*; 5. VEF.SIQW o.13 — wEDNESDAY. JUNE 8» 19E3 7:C3:37 PK 

iNDcPl 

C -•;U3''.JTIf>iM CUE DIBUJA HASTA UN HAXIMO DE FUNCIONES DE 
C Í)I STRI5UCICN»CADA UNA Dr ELL^S PEPRESr^TA^>A MEDIANTE 
C NU*^cRG Üf-L i AL 5. 

S U?!ÍOUT INi: 01 Bü( XtP 11 V, X»'.AX, XMI N, YMAX-YHI Nt IER5 

COKPILE^ OOUbLE PRcCISlOK 
L/IKENSION X( 1Y),R(1Y,K> 
DlHBHZl'ZK L(51-,130) 
DIMENSIÓN L2t5) 

l2( l)=»'l" 
L 2 t 2 ) =" 2»' 
L 2 (3)=*'3" . 
L2(4)="4" 
l2(5)="5" 

WR1TE(2,20C) 
20C FORKA.T(lHl) 

DO 1 1=1^50 . 
DD 1 J=1h,130 

1 L ( I^J )=•• 
DO 2 1=1^N 
DO 2 J=l^« 
R = ( « ( I , J ) « G T * 1 , . D R . R < J > » L T , 0 . )€0 TO 2 
LX={X(I)-XMIK)/{XMAX-XMIN)^13 0 
L Y = 50-( R (I ̂  J >-Y»' IK ) / ( YM AX-YKI )*50+l 
IF<LX.GT.130.0R.LX.LT,1 )GD TO 2 
IFÍLY^GT*51^CR.LY.LT*1)GD TO 2 
L(LY,LX)=L2(J) 

2 CONTINUÉ 

DO 3 1=1^,51 
3 WRITE(2^100)(Ltl*J)^J=1^130) 
100 FOR^-ATí IX, 130A1) 

RETURN 
ENC 



A P É N D I C E I I 

B I B L l O G R A F I A 
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- A W P R A , W., SAÜL, R . 11974). I/gAóucíie «tc í Bündoln au¿ pcuutUeZzn 

VnJxhttn and LLyvtze.n ^'újl dit Hah.db^c.k2. HannheMn-'LuáÁxLgéha^znand 

da¿> IzJUÁack In M N C H E N . EaattckruJí J / J O / H . 

-ÁWPRA, W., SAÚL, R. (J979). Vlt futigkUt ^ba>ondtfí.z Vavvii2^ 

tlQkzMt Irnigm ToAjoIleZdmhtbmdéJÍ. Vlz BmckttcyUJz; ?ag. lU y 

-ÁSTW. (1963). A giUdt ¿oA lattgae tutlvsgand tkt ¿tatUtLaxl am 

¿y¿ÁÁ o i iatígm data., 

-BARTIETT, M.S. (1955) StockoÁtít TJtotUÁU, Cmbnldgt UnlveMÁty 

Vkui. CmbAÁdgt. UcGnaus-HÁM Ltd. 

-BIRKEWMAIER, H., NAUAyAHAH, R . U9$2]. fatigue, KtÁUtanat oi LoAge. 

tí4¿k TtMltt Ste,tí Stay- Tmdom, lABSE Colíoqiumi, fatlgm o i StzeZ 

aád ConcAeXt StMictu/LU. LauÁame, ?ag, 663 y ¿,Jjg. 

-MVf. tstatl&tlml SoituooAt iJ9^J}. UwüjeMÁty o i CalliomÁxi ?n.u&, 

Vag. 639-660, 

-BOX, G.E.P., MUKWS, G.U. [3976]. TMz ¿tUu Ana¿y¿lí>, Fo/tecaó-

ting and ContAoJLHoZdm-day, San fÁaneÁÁco. 

-BWmLEE, K.A,, HÜOGES, K, A, JR. and mnm ROSEWBLAT. (J953), 

Tfee üp-and-Vom mzthod w4M matl ¿mplu, JoüJmal oi tht ASA. 

?g. 161-111. 
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-CASTILLO, E. ÍJ97S]. Int^odiitcÁón a ¿a. utadUUca apUcada TOMO I. 

-VkVW, H.A. [19S0), OndoA StatU,tlti>. John tí¿lgy and Som. 

-VtUBELBEISS, E . {J974). Vav2A{,ti,tígkeJjt ÁVZMACKT mit E ¿ N E M modÁ,i¿ 

zlejvtm TAtppe.mtiiim vmiahAzn. Ikatz/Ujal p ^ ¿ . Vag, 240 y ¿¿g. 

-VIXOU, W . J . , UOOV, A.M.Á Hztkod ion. obtalnXng and AnalyzínQ StnÁl 

tlvXty Vota, Jounnal oi ASA, 43. Vag, 109-126. 

-FERWAWPEZ CAWTELI,, A. {J9«J), Te&¿5 doctoMi. TulS doatoMl. CAUÍ 

tvUoé de. nomat¿za(u.6n dt zn&ayo¿ de ^oíXgoó zn anmajduAM acJtlvoÁ 

y pai,¿vo¿ dahomlgón amado y pn.eXe.n¿ado, Unlvojibldaá dt UadJtíd. 

-FERNANPEZ CAhíTELÍ,^ A. (J9S2). StataUcjoZ lYVttn.pftttütlon oi tht 

ULntA'mmbtA uÁ¿ng an Index o^ VfiobahiZjütij o i Totat Vamagt. lABSE. 

CoHoquÁjm Tatigt oi Stttí and ConcAttt StmictuAZi,. Lauóonne. 

-FISCHER, P. (79ÓÓ), E¿ni¿a6¿ von VnxjbtniJangt, Vtkng2Áahwlnd¿gtAtAX 

tmd VMht duutdmtÁétn. aa^ dlt BmichijXÁt imd Bmickdoknmg fae¿w lag-

vtuack andV/mhttn. VnRht-títU:, 52 Vag, 61 y ¿Zg. 

-G.AIÁHSOS, 3. { J 9 7 Í } . "Tfie Ai,i,ymtoti<i. tktJOKij o i oxtAtmt ohdtx &ta-

tÁétiaí,". Utw Vonk. 

-GALAmOS, J . {1981), ExtH.mt VaZat ThtoKyM AppUtd fJtobcéUMy. 

Uatk ScltntiÁt, 6. Vag. B-26. 
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- G A L A M B O S , J . ( J 9 8 Í ) . VcuUüüJit Tmo, VLi>txihuJU.OYHT>: E¿t¿)mte^ and -

Vol 5 . Vag 309-3]7. 

- G A B R I E L , K. ZuggtítdoA aai Ggb'úndtltm and ̂ oAMOÁJU-tn VAJíhtzn. 

- G O M E S , M . I . ( 7 9 7 9 ) . llcJt2J> oiConvdJigzncz ÁJÍI ExtAme. Vatue^ lekohtj. 

R E U . UyiLv. SanXand2A 2, 1 1 . 

-HéJVW,M. ( J 9 7 6 ) . VeJigJíUck zwi&ckzn dtn VojmltdidKakUQÁZzn vM 

veMchtoÁiznín SdJJLzn am BE -¿F>P -CE¿ doA EXJ>znbahvu>c.hAJig ¿2ÁJÍbnü.c.kz 

ILbtn. diz ScLVQ. ¿n Bdignad. JVBH-Vofi boJvicht zm J A . KONG^e6¿ 

Tokyo. 

-LEAVBETTER, M . R . , L I N G R E W , G . , RQOTIEN, H. ( J 9 7 « ) . CondMom ioK 

tkt canvtugmcz ¿n dlbtnÁJoixtioYi o i J N O X Ó N A o i ¿tationany nomat -

P ^ O C C Ó ^ E Ó . Stockcutíc ?n.oc2Á¿(¿í, and ihoÁA kppticjatloni, ¿. 

-LEOUHAfWT, ¥. ( J 9 7 4 ) . Latut dzvelopme.nt& oi cablz-ttaytd b-UdgoÁ 

ioh. long ¿pañi'- Bygn¿n&¿tcutíÁkz 45, h¡o. 4. 

-MUER, W . A . ( Í 9 4 5 ) . Cmulatlvz dmagt, In iatíguz. Joivinal oi Applzd 

UzchanÁ-CÁ. Mol. H. Pag, 1S9-U4. 

-VhVOyilS, A . ( Í 9 6 5 ) . ?nx)babWuti¿, Random VanJjiblzÁ and Stocka¿ticÁ 

P A O C E Ó ^ E Ó . UCGKCWO-HWÍ Ltd. 
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-TUGO VE OLimUA, J. (J975-76). Ir^tA-oducUon to StothíuUc ?Ko-

au¿u. Gaz. Hat. J55/156. 

-TIÁO, G.C., BOX, 6.E.P., GRÜPE, M.R., HÜMPÁK, 6.B., BELL, W.R., 

Cf/ÁWG, J. I. Tht bJUaomln ¡ÁaJüUplt TMt SeAieó (WMTS). fJwgnxm, 

UÁQA'Í Guldt. 

.{/EUVEMEKE, W., TEUGIES, J.I. (J976). The exponeattoe/üinge oi 
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