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INTRODUCCIO



Cap a comengaments de segle la ldgica matematica veié-l'aparicié en-
tre d'altres de dos sistemes de ldgica que malgfat haver sorgit de forma to-
talment independent tenien almenys dos trets en comfi: uns origens que podriem
situar a les insegures regions frontereres entre la ldgica, la matematica i
la filosofia, 1 el fet que ambdds sistemes proposaven alternatives al signi-
ficat i 1'Gs dels conceptes "afirmar" i "negar" (un enunciat matematic o de

qualsevol mena). Ens referim a la 1ldgica intuicionista i a la 1ldgica modal.

L'intuicionisme neix enmig de la famosa "crisi de fonaments'" defensant
els métodeé constructivistes per a l'activitat matem3tica en general; com a
conseqii®ncia hom obté una 1dgica que no admet la validesa del principi del
tercer exclds ni de les demostracions per reduccid a l'absurd, cosa que natu-
ralment duu a modificar el concepte de negacid. Al marge de les qUestions fi-
losdfiques suscitades, a partir d'aqui s'ha desenvolupat la 1d3gica intuicio-
nista, que, curiosament, té una sintaxi molt ben establerta , com a subsiste—
ma de la 1ldgica cldssica, perd en canvi no disposa d'una semdntica "candnica"
com ho &s l'dlgebra de Boole de dos glements en el cas classic. Entre les
que han estat proposades en trobem de topoldgiques, d'algebraiques i reticu-
lars (3lgebres de Heyting i espais P.O.); les taules de Beth i els arbres
de Hintikka, els models de Kripke, la semdntica de Kleene, un tipus de models
valorats en 3lgebres de Heyting i dos tipus de models que utilitzen alguna
mena de forcing ; algunes d'aquestes classes de models tenen teoremes de

completesa perd d'altres no.

vi
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Aixi com l'intuicionisme aporta una nova visid, més estricta, de l'ac-
tivitat especificament matematica, les arrels de la 13gica modal sén més mar-
cadament filosdfiques i incorporen idees i problemes tractats pels 1ldgics an-
tics i posteriorment oblidats. La 1dgica modal actual &s el resultat del re-
naixement i conflugncia de dues qliestions diverses: una, les teories de la
modalitat dels fildsofs grees 1 meddievals, que estudien diférentes formes
d'afirmar o negar un enunciat qualsevol: necessitat, conting®ncia, impossibi-
litat, etc..l ; 1l'altra, els intents de formalitzar la idea de "vinculacid"
("entailment") o "implicacid estricta'", llargament discutida a l'escola mega-
rico-estoica i que encara avui &s objecte de controvdrsia. Malgrat que aquest
segon era:l'objegtiu conscient dels creadors de la moderna 1dgica modal (H.C.
MacColl, C.I. Lewis, ...) llur contribucid fou més significativa al problema

que hem esmentat en primer 1loc?.

L'aparicid de treballs purament algebraics sobre les 1ldgiques esmenta-
des va ser precedida per un periode de popularitzacid del métode de les ma=
trius 13giques, duta a terme durant els anys vint 1 trenta per l'escola po-
lonesa i especialment per J. tukasiewicz i A. Tarski (veure, per exemple,
l'extens estudi col.lectiu [33]3, sobre les matrius) , i per l'aparicid d'al-
‘gunes relacions entre el cdlcul proposicional i la topologia, descobertes
per Tarski per a l'intuicionisme, a [68] , i per T. Tsao-Chen per a la 1dgi-
ca modal a [70] . Les primeres interpretacions algebraiques d'ambdds siste-
mes sdn les reticulars de G. Birkhoff [3] i M.H. Stone [63] , ja a finals de
la década dels trenta. A la década dels quaranta precisament Tarski , ja a
América i junt amb J.C.C. McKinsey, reprengud el tema publicant els primers
estudis netament algebraics, sense practicament referdncies a la 1dgica, de

les estructures algebraiques corresponents a la 1dgica modal S4 (les dlge-~
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bres de clausura, ESS] ) 1 a la intuicionista (aleshores les algebres de
Brouwer, [36] ) 3 ambdds autors, a [37] , establiren diversos resultats, en-
tre ells teoremes de completesa i decidibilitat, per ales dues ldgiques usant

les técniques que havien desenvolupat.

Els estudis algebraics d'ambdds sistemes han seguit des d'aleshores
una histdria rica i complexa. Les dlgebres duals de les de Brouwer han rebut
el nom d'dlgebres pseudo-Booleanes als treballs [50] i [51] de H. Rasiowa i
R. Sikorski , i el d'algebres de Heyting a l'escola d'A. Monteiro, que cred
una metodologia propia per als estudis algebraics d'una amplia classe de cal-
culs proposicionals, entre els que cal destacar pel seu valor sistematitza-
dor el treball d'A. Diego [11]. També els algebristes ocupats en teoria de
reticles han estudiatles dlgebres de Heyting en tant que reticles residuats,

sota el nom de reticles implicatius.

En 1l'algebritzacid de la ldgica modal® era natural d'intentar per a
tots els sistemes existents el mateix que hom havia ja aconseguit per a S4.
Aixi C. Davis a [10] cred els 'bperadors S4" i els "operadors S5'", que foren
represos per Monteiro a [39] ; d'altra banda a [30] E.J. Lemmon defini les
”élgebres d'extensid" com a models del-sistema T, 1 posteriorment, a [31} ,
algebritzd un seguit de sistemes més febles inspirats en les 1ldgiques dedn-
tica i epistémica. Finalment cal dir que les "dlgebres S5'" de Davis coincidi-
ren amb les "dlgebres monddiques'" definides i estudiades per P.R. HalmosA
als treballs recollits a [23] , malgrat que la intencid d'aquest autor era
donar una algebritzacid del calcul de predicats de primer ordre, problema
que havia suscitat L. Henkin uns anys abans a [24] ; de tota manera aquesta

linia no va prosperar ja que no tenia en compte la pres2ncia de les variables
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respecte les quals es quantifica i ha calgut recdrrer, per a l'esmentat
propdsit, a les algebres poliddiques (creades pel mateix Halmos) i a les al-

gebres cilindriques (creades per Tarski i altres).

Cap dels treballs esmentats al pardgraf anterior no abandona el subs—v
tracte de les 3lgebres de Boole. Sikorski, a [60] i [61] , va fer una exten-
s8id a o-2lgebres dels primers treballs de McKinsey i Tarski, perd els desen-
volupd vers una orientacid més topoldgica que no_paé 1dgica. I malgrat que
potser ara ens sembla forga natural, han estat molt pocs els que s'han inte-
ressat per la debilitacid de l'estructura Booleana de les algebres de clausu-
ra, monddiques i similars. Fins a la segona meitat de la decada dels setanta

no apareix practicament cap treball algebraic en aquest sentit,

Malgrat tot, hi ha hagut alguns intents de construir sistemes ldgics
alhora intuicionistes i modals. Ja l'any 1948 F.B. Fitch dona, a [14] , uns
axiomes per a un cilcul de predicats intuicionista modal, perd no aprofundi
en aquesta linia i no va tenir seguidors. Cap a finals dels cinquanta el
fildsof A.N. Prior al seu llibre [48] propos3 un sistema, que anomena MIPC,
obtingut del cdlcul proposicional intuicionista afegint-hi dos operadors pri-
mitius L i M governats per quatre regles de deduccid (que exposem resumidament
a la pagina 146) i del que el seu deixeble R.A. Bull inicid unes andlisis
semdntiques a l'estil algebraic a [8] i a l'estil kripkid a [9]; en el pri-
mer d'aquests treballs plantejad Bull alguns dels problemes que es presenten
éi hom vol definir un sistema de 13gica intuicionista modal (vegeu més enda-
vant) perd no va treballar més en aquesta direccid. Fa éocs anys es van publi-
car alguns articles® (G. Fischer-Servi [13] , H. Ono [41}) que reprenen els

interrogants que Bull havia posat sobre la taula; Fischer-Servi aprofundeix



én la mateixa linia de Bull, que algebraicament no encaixa en el conjunt de
les estructures conegudes sind en casos extrems, i Ono, que nomé&s treballa
amb l'opefador L, obté estructures semblants a les nostres perd adopta un
punt de vista global 1 es dedica a estudiar un cert reticle de 1dgiques in-
tuicionistes modals sense aprofundir especialment en cap de concreta. Per
filtim cal esmentar 1'intent [40] d'A. Monteiro i 0. Varsavski de fer per a
l'intuicionisme quelcom paral.lel als treballs de Halmos, definint unes
"3lgebres de Heyting monadiques'", que cal no confondre amb les nostres al-
gebres de Heyting topoldgiques monaddiques, i que han resultat ser molt sem-
blants a les de Fischer-Servi; malhauradament van publicar nomé&s un resum
de llurs estudis, sense demostracions, i que contenia alguns enunciats erro-
nis. La desaparicid de Monteiro a l'Argentina (on s'havia establert després
d'uns anys d'haver-se exiliat de Portugal) i la d'alguns deixebles seus i .

la dispersid de la seva escola ens han privat de posteriors aportacions.

El nostre treball, situant-lo en el panorama que hem despleéat, &8s un
estudi algebraic (en el sentit que t& aquest terme quan es parla de ldgica
algebraica) de tres sistemes de 1dgica intuicionista modal que anomenem IM4,
IM5 i IMC ; el primer &s un andleg intuicionista del sistema S4 de Lewis, el
segon ho &s d'S5 , i el tercer també ho &s en cert sentit, perd en un altre
sentit &s un sistema cldssic. Expliquem primer qué volem dir amb aixd de

"andleg intuicionista de ...".

Tots els autors que han treballat en aquest camp han considerat que
el plantejament de Bull a [8] &s especialment encertat. Segons ell, per a

poder dir que un determinat sistema Y de ldgica proposicional &s la versid



intuicionista de determinat sistema X de 1ldgica modal cl3ssica conegut, cal
que es donin dues condicions: a) Y ha de ser "intuicionisticament plausible',
que vol dir que col.lapsant-hi els operadors modals (&s a dir, fent Lp i Mp
equivalents a p) el sistema Y ha d'esdevenir el c3lcul intuicionista sense
més; 1 b) Y ha de ser andleg a X en el sentit que si afegim a Y l'axioma
pVvp (que &s el que 1li falta a l'intuicionisme per a esdevenir el cilcul
clissic) hem d'obtenir exactament el sistema X . Quan parlarem de "l'andleg

intuicionista de ..." ho farem en aquest sentit.

A [7] observa Bull que si pretenem que els dos operadors L i M es pu-
guin definir 1'un en termes de l'altre i reciprocament(com passa als sistemes
modals cliassics) aleshores no es pot satisfer la condicid a); per tant &s ben
clar que qualsevol 1dgica intuicionista modal acceptable hauria de renunciar
a la mitua interdefinibilitat dels dos operadors, i aleshores se'ns planteja
una disjuntiva: o admetem els dos operadors com a primitius i independents i
els imposem axiomdticament alguns lligams, menys forts, o bé n'adoptem només
un com a primitiu, i en aquest cas també& podem optar per prescindir de l'al-
tre o bé per definir-lo en funcid de l'escollit com a primitiu. La solucid
més coml &s la primera, en la que priven raons més o menys filosdfiques sobre
el sentit dels conceptes '"necessitat" i '"possibilitat"; &s la que adopten

Prior, Bull, Fischer-Servi, i Ono®.

La nostra primera opcid ha consistit justament en agafar la segona

possibilitat: un operador primitiu i l'altre definit; la nostra segona opcid

ha estat prendre L com a primitiu i definir M com L7, i treballar alhora
amb els dos operadors, posicid que, creiem, &s fins ara ind&dita. A partir

d'aquestes opcions hom obté de forma completament candnica el sistema IM4
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com a andleg intuicionista del sistema S4, si prenem aquest amb l'axiomatit-
zacid de K. Gddel [18] i M. Wajsberg [81] . Perd a 1l'hora d'obtenir el cor-
responént a S5 ens hem trobat amb una llarga llista d'axiomes que es poden
usér alternativament per a definir el sistema S5 a partir de 1'S4, perd que
sobre la base de 1'IM4 no sdn equivalents i donen lloc almenys a cinc siste-

mes diferents (vegeu la discussid detallada de la seccid IV.1). Se'ns ha plan-

tejat per tant una tercera opcid que hem resolt afegint a IM4 1l'esquema d'a-

xioma T Lp » L7Lp per a obtenir el sistema IM5, il'esquema L7 LpvIp
per a obtenir el sistema IMC . Aleshores ens hem centrat en l'estudi d'aquests
tres sistemes i dels seus models algebraics, les algebres de Heyting topold-

giques (aHt), les aHt mon3diques i les aHt semisimples respectivament’.

Resulta clar que hi ha moltes solucions a les disjuntives plantejades
per Bull, i que no es pot parlar de "la" solucid correcta; com a mdxim podriem
distingir solucions més o menys interessants, o més o menys fecundes. Tot se-
guit exposem algunes de les raons i dels resultats que en la nostra opinid
fan prou interessants i relativament encertades les nostres tres opcions

1. En un reticle podem definir tant interiors com clausures, perd en una

estructura sols implicativa només podem definir els interiors. Desco-

T:.'~ .neixem cap definicid d'operador clausura en termes de la implicacid®.
2. Mentre que a tot conjunt ordenat provist d'una negacid A3 partir

d'un interior I lé férmula & = VI ens ddna una clausura, no passa

el mateix si partim d'una clausura & i volem definir I = 7 &1

El resultat no t& perqud ser ‘un interior®; i a l'exemple VI.12 veiem

ue aixd pot passar fins i tot encara que la clausura inicial tingui
q : P

totes les propietats que pot arribar a tenir la clausura d'una aHt.
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xiidi

Un cop adoptat L com a primitiu i imposant axiomes nom@s sobre ell
(veure la definicid V.1.1 i les de la seccid I.1) , l'operador defi-
nit per M = VL7 té moltes de les propietats de l'operador de possi-
bilitat, fins al punt que les 13giques IM5 i IMC es poden definir afe-
gint a IMY4 lleis de reduccid de modalitats (LM a M i ML a L respecti-
vament) que cldssicament converteixen S4 en S5 (proposicions IV.2.5

i 1Iv.3.12) .

. Les tres classes d'algebres examinades ens permeten desenvolupar se-

mantiques algebraiques per a la=s 1dgiques IM4, IM5 i IMC que satisfan
els cbrresponents teoremes de completesa (proposicions V.1.5 , V.2.3

1 V.3.2); perd a més llur estructura algebraica &s un reflex fidel

de llur estructura ldgica, ja que les imatges algebraiques de les teo-
ries 1dgiques, que sdn els sistemes deductius'(conjunts que contenen
l'element maxim i sdn tancats per les regles de deduccid), formen un
reticle isomorf al reticle de les congrudncies de l'dlgebra (proposi-
cid II.1.2) .

La intencid de buscar analegs intuicionistes de certes 1dgiques mddals
que siguin el més 'maturals" possible es veu confirmada pel capteni-
ment en abso;gtlpatolégic que presenten les dlgebres de Heyting topolB—
giques, En efecte, la ldgica abstracta definida pels sistemes deduc-
tius 8s una "1dgica finitdria de Heyting amb element inconsistent!
(proposicid II.2.11), i les tres operacions bindries. que satisfan el
Teorema de la Deduccid es comporten igual que el producte de les 31-
gebres de Heyting pel que fa a la caracteritzacid de conceptes del re-
ticle dels sistemes deductius com la irreductibilitat, la maximalitat,

el radical, etc... En aquest sentit sdn interessants les proposicions
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IT.2.4 i 7, 1IIT.1.3, 2.3, 3.3, 4.2 i 7 . D'altra banda l'operacid bi-
ndria que funciona com un suprem respecte la 13gica abstracta defineix
un tipus de sistemes deductius primers que coincideixen amb els irre-
ductibles (proposicid III.1.1)

Veurem (proposicid V.3.3) que el sistema IMC no &s "intuicionistica-
ment plausible'; entfe els diversos sistemes situats entre IM4 i IMC
(veure IV.1), el sistema IM5 que hem escollit destaca per la seva 'ma-
turalitat" tant des del punt de vista algebraic com 13gic. En efecte,
podem definir els seus models, les aHt monadiques, per condicions al-
gebraiques (tot tancat é&s obert, les tres negacions naturals coinci~-
deixen, el conjunt d'oberts &s tancat per la negacid) o b& per condi-
cions d'origen 18gic (reduccid de modalitats, axioma i regla de Becker,
etc...), 1 tenen propietats algebraiques forga interessants, que a més
redrecen algunes desviacions observades a les aHt : s'hi unifiquen els
tres tipus d'elements peirceans, els dos tipus d'elements densos (co-
rol.lari de la proposicid IV.2.10),els dos tipus d'elements regulars,
i s'identifiquen amb els tancats (proposicid IV.2.12), els quals for-
men una dlgebra de Boole isomorfa al quocient de 1'3lgebra pel seu ra-
dical (proposicions IV.2.13 i 14)

Si bé des d'un punt. de vista 13gic el sistema IMC no &s d'interds per
als propdsits que hem declarat, els seus models algebraics tenen algu-
nes interessants propietats: sdn exactament les aHt semisimples, i es
poden definir també imposant eondicions algebraiques (els oberts for-
men una subalgebra d'A , que &s de Boole, tot obert &s tancat,...)
amb axiomes de 1ldgica modal (una reduccid de modalitats, una regla de
Becker,...) o bé amb condicions sobre la ldgica abstracta associada

(proposicions IV.3.12, 15 i 16)
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Al nostre treball hem intentat en tot moment no perdre'ns en els tec-
nicismes i mantenir sempre clars els punts de referdncia que han motivat, orien-
tat o impulsat la nostra recerca; per aixd hem considerat important intercalar
quan ha convingut les referdncies histdriques i metodoldgiques necessiries
per a compfendre el naixement i evolucid dels distints conceptes i mdtodes
que hem utilitzat, aixl com indicar sempre que ens ha estat possible la pater-
nitat de les definicions no originals i la justificacid de.la nomenclatura

adoptada,

Hem dividit aéuesta memdria en sis capitols; els quatre primers conte-
nen l'estudi algebraic dels models dels sistemes 1dgics que desenvolupem al
capitol quint; al capitol sis? hi reunim de forma sistemdtica els exemples
d'3lgebres que es fan servir durant tot el treball principalment com a con-

traexemples de diverses questions que ens hem (o ens han) plantejat.

Els tres primers capitols desenrotllen un estudi bastant complet de
les 3lgebres de Heyting topoldgiques, en els seus aspectes purament algebraics,
de ldgica algebraica i de 1dgica abstracta, sentant bases comunes a tots els

tipus d'aHt que més endavant apareixen.

El capitol primer &s basic i estableix els conceptes i propietats gene-

rals i la nomenclatura de les algebres de Heyting topoldgiques. A la seccid
‘priméra arribem a la definicid de les. aHt després d'analitzar diferents tipus
d'operadors interior, i mostrem l'equival@ncia i independ@ncia de les tres

axiomatitzacions que tenim. A la seéccid segona definim i estudiem els elements
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oberts 1 altres conceptes relacionats, com l'operador clausura, els elements
tancats, i establim les seves propietats més immediates i d'ds més general.

A la seccid tercera descrivim un seguit de tipus especials d'algebres que usem

a diferents llocs, aixi com alguns metodes de construccid d'dlgebres a partir
d'algebres donades, tant els usuals d'dlgebra universal com els d'especifica

aplicacid 1dgica, i acabem amb un teorema de representacid topoldgica.

El capitol segon defineix els sistemes deductius i en fa un estudi des

d'un punt de vista estrictament ldgic. A la seccid primera, ultra la defini-

cid, establim l'isomorfisme entre el reticle que formen i el de les congruén-
cies de 1'3lgebra, a través de la congruéncia ED associada a cada sistema de-
ductiu D, i obtenim una caracteritzacid molt Gtil de l'operador conseqiiencia

D associat al sistema clausura £ dels sistemes deductius, cosa que ens per-

met demostrar la distributivitat de ® . A la seccid segona estudiem les pro-

pietats de la 1ldgica abstracta L = (A ,D) associada a tota aHt, veient que
compleix el Principi de 1'Adjuncid respecte A, el Principi Fort de la Disjun-
cid respecte l'operacid ¥ (a¥b = IavIb) i el Principi de la Deduccid respec-
te tres operacions que denotem conjuntament per * i anomenem "operacions na-
turals d'implicacid". Com a conseéﬁéncia obtenim el Principi de la Pseudo-Re-
ducecid a 1'Absurd, dues caracteritzacions del conjunt D(X) per cada X&A , 1
‘una interessant caraéteritzacié dels sistemes deductius en termes solament de
*,.que ens comenga a fer veure la Importdncia d'aquestes implicacions. Final-
ment definim per a cada D& ® una relaéié d'equivaléncia ’bD que produeix un

quocient que conserva les propietats ldgiques i1 ens permet obtenir propietats

de l'operador D . La seccid tercera es dedica a l'examen de les tres opera-

cions * i a comparar els "axiomes'que satisfan amb els de la implicacid mate-

rial, mesurant llur aproximacid al cardacter algebraic d'aquesta darrera; des-



xvii

taca entre les tres implicacions la gque anomenem 'intuicionista" (definida
per a=»b = I(Ia.Ib)), ja que arriba a caracteritzar l'estructura de les aHt

sense fer Qs de l'operador interior, que apareix aleshores com a derivat.

El capitol tercer fa un estudi global dels sistemes deductius des d'un

punt de vista algebraic i reticular. A la seccid primera definim i caracterit-

zem els sistemes deductius irreductibles i els completament irreductibles, en
termes de V i * pespectivament, i donem uns teoremes de separacid amb aquests
darrers, que demostrem que formen la més petita base de . A 1a seccid sego-
na fem el mateix amb els maximals, concepte que lliguem amb el d'algebra sim-
ple a través dels dos quocients de qud disposem i acabem veient algunes pro;

pietats d'aquest tipus d'algebres. A la seccid tercera introduilm els elements

#-peirceans i el radical d'una algebra , i definim les 3lgebres semisimples ;
després obtenim les relacions que habitualment lliguen aquests tres conceptes
entre si i amb els sistemes deductius maximals ; per fi donem condicions so-

bre. un sistema deductiu D necessaries i suficients per a que els quocients

A/=_ 1 A/v | siguin semisimples. La seccid quarta es dedica a presentar al-

D D

guns tipus d'elements distingits, a més dels peirceans ja definits, com els
densos, els lliures i els regulars, establint relacions entre ells i obte-
nint resultats que faciliten molt el seu cilculll. Durang tot aquest capitol
la majéria de resultats eh forma algebraica van acompanyats de comentaris

que els doneniuna interpretacid ldgica.

El capitol gquart abandona les aHt qualssevol per a ocupar-se princi-

palment de dos tipus concrets: les monadiques i les semisimples. Precedeix

1l'estudi algebraic una detallada exposicid, a la seccid primera, de les dis-

tintes alternatives que hom troba per a definir les aHt monddiques de mane-
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ra andloga al que es fa en Algebres de Boole. La seccid segona comenga amb

la definicid de les aHt monadiques i es dedica gairebé integrament a l'estu-

di.d'aquestes adlgebres. Examinem com funcionen aqui els métodes de construc-

cid donats a la seccié I.3, donem altres definicions equivalents d'origen mo-
dal i les propietats d'aqﬁest origen que satisfan, i velem com es modifiquen

els conceptes i propietats algebraics estudiats en general a lé seccid III.u,
modificacions querja hem explicat al punt 6 anterior (pagina xiv). La seccid

acaba amb la definicid i algunes propietats de les aHt fortament monaddiques,

que sdn un pas intermedi entre les monddiques i les semisimples. A la seccid

tercera estudiem les dlgebres semisimples, definides anteriorment; veiem tam-
bé definicions equivalents algebraiques i modals 1 altres propietats modals,

comprovem com la majoria dels m2todes de construccid no funcionen, i donem

condicions sobre i L equivalents a la semisimplicitat. A la seccid quarta

veiem com sdn les axiomdtiques independents dels tres tipus d'dlgebres que

han intervingut en aquest capitol.

E1l capitol quint desenrotlla els tres sistemes IM4, IM5 i IMC de 1dgi-

ca intuicionista medal que d'alguna manera constitueixen una justificacid i
un objectiu 1ldgic d'aquest treball, i alhora una mostra de l'aplicacid a la
ldgica d'alguns resultats algebraics. Només direm que hi hem defugit les dis-
cussions filosdfiques o metodoldgiques sobre el tema (que hem deixat en tot
cas per a aquesta Introduccid, la seccid IV.1, i per a dues qiestions més ti3c-
niques, a dos Apéndixs separats) i que hem construit la sintaxi dels tres sis-
temes a l'estil axiom3tic, desenvolupant les semantiques algebraiques d'una
forma que ha fet aparéixer com a models naturals les dlgebres de Heyting topo-
15giques, monddiques, i semisimples. Obtenim teoremes de complétesa i compa-

citat; en el cas de la 13gica IM4 també el de decidibilitat, i a més determi-
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nem les modalitats dels sistemes IM5 i IMC. Per acabar comparem aquests dos
sistemes amb el sistema MIPC de Prior 1 Bull, veient que aquest &s més feble

que 1'IMC, i que en cert sentit &s més fort que 1'IM5

L'objectiu d'aquesta memdria no &8s arribar a demostrar un finic teore-
ma o conjectura important, sind l'estudi de conjunt d'unes ldgiques i de les
estructures algebraiques associades que no havien estat considerades fins al
moment; per aquesta rad hem inclds un cert nombre de resultats que no tenen
altra trascend®ncia que llur prdpia contribucid a aclarir 1l'estructura inter-
na i les proﬁietats de determinat tipus d'dlgebra o de certs conjunts d'ele-
ments, resultats que segons com poden semblar una mica al marge de la linia

general del treball,

Aquestes insinuacions d'exhaustivitat no s'han de prendre com a preten-
sid d'haver esgotat el tema. Ben al contrari, com mé&s hi hem aprofundit més
possibilitats hi hem descobert; en aquest moment considerem que hem encetat
una linia de treball que pot donar molt de si i t& un ampli futur. Resten en-
cara forga problemes oberts a les nostres investigacions, i ens adonem d'al-
tres possibilitats de treball sobre la mateixa tematica pero en linies o sota
hipdtesis diferents. A continuacid mencionem a tall d'exemple tres del proble-
mes al.ludits i dues grans linies que resten practicament verges:

- Determinacid deil'estructura del éonjunt de tots els elements =P -re-
gulars en una aHt qualsevol_,rper'veure- si sdn isomorfos a algun quo-
cient de l'algebra; i la mateixa qliestid per als elements regulars'?.

- Representacid funcional de les aHt fortament monddiques.

- Caracteritzacid de les aHt monadiques i fortament monddiques en termes
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del reticle E) i de la 1ldgica abstracta L.
- Determinacid del nombre de modalitats del sistema IMY i de les re-
lacions que hi hagi entre elles!®.

- Estudi, 1dgic i algebraic, de sistemes de 1ldgica modal amb base més
feble que la intuicionista, especialment la implicativa positiva (al-
gebres de Hilbert) per a la que sabem que sbn valids bastants resul-
tats dels tfes primers capitols perd sembla que pocs del quartlﬁ

- Estudi dels altres sistemes 13gics intermedis entre IM4 i IMC que apa-
reixen a la seccid IV.l, i que creiem que algebraicament seran bastant

menys '"naturals" que 1'IMS.

Pel que hem dit queda clar que a la part algebraiéa d'aquest treball
hi predominen dues orientacions: la de l'escola de Monteiro, molt relaciona-
da amb els treballs de Rasiowa, que posa l'accent sobre les operacions d'im-
plicacid i els sistemes deductius a elles associats , 1 la que posa l'emfasi
en la relacid de deductibilitat, &s a dir, l'operador conseqlifncia i la 1d-
gica abstracta associats. Aquesta.darrera linia, que sorgeix dels articles
{4) i [6] de S.D. Bloom , D.J. Brown i R. Suszko (i, en darrer terme, dels
de Tarski [65], [66] i [67]) ha estat aprofundida i perfeccionada especial-
ment per Ventura Verdd a la seva Tesi Doctoral [75] i a treballs posteriors,
havent assolit un llenguatge propi 1 un grau de generalitat notable que, a
través del Teorema de la Deduccid i d'altres, ha aconseguit establir forts
lligams amb la linia que hem esmentat més amunt, permetent una gran economia
i elegancia a 1l'hora de tractar certs conceptes i de fer algunes demostraci-

ons, que altrament haurien resultat feixugues i fins potser inintel.ligibles.
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Ens hem format en aquestes t@cniques principalment en els Cursos de
Doctorat que sobre diversos temes de Ldgica Matemdtica s'han donat al Depar-
tament d'Estadistica, cursos iniciats fa deu anys pel director d'aquest tre-
ball, el Dr. Francesc d'Assis Sales.([55],[56],[571?[58],f59]) i continuats
| per Joéep Pla (fu3] i (uu4] sobre algebres de Hilbert i de Heyting , i [46]
sobre 1ldgica modal) i Ventura Verdd (E77] i [78] sobre 1ldgiques abstractes
i temes relacionats) ; junt al cabal de coneixements que aquests cursos ens
han aportat cal esmentar, com a element decisiu de la nostra formacid, l'ex-
peridncia del treball diari junt als mestres i companys esmentats i també
amb Antoni Torrens 1 Antonio Jesls Rodriguez, aixi com amb tots els nostres
alumnes., A tots ells hem d'agrair llur ajuda constant, en forma d'indicacions,
consells, preguntes, o simplement d'escolta pacient, i sobretot la confianga
que en tot moment han tingut en les nostres possibilitats. Ens agradaria no

haver-los decebut.

Barcelona, 31 d'agost del 1981



NOTES

! Aquestes modalitats sén les denominades "al®thiques", i foren les primeres
que incorporaren els 1ldgics moderns als tractaments algebraics. Posterior-

ment es van estudiar també les modalitats dedntiques (obligat, permé&s, prohi-
bit, ...) , les epistémiques (cert, probable, segur, conegut...) i les tempo-

rals.

2 MacColl treballd sempre només amb un tipus d'implicacid, declarant explici-
tament gque la interpretava d'una forma estricta, i als seus darrers treballs
la va .definir com L{(TVavB). Lewis i Langford prenen com a simbols primitius

dels seus coneguts sistemes !

, M1 A, i com a derivats tenen la implicacid
material o+ B = Yo ATVB) , la implicacid estricta =g = TIM(a A7IR) (i
fixem-nos que &s la implicacid material gque obtindriem si intrepretivem la
"negacid" com la "impossibilitat'") i la necessitat Lo = TTM7l -y prova que
llur inter&s es concentra en la implicacid estricta &s que formulen tots els
axiomes»i regles d'inferéncia en termes de M , A , 7, =3, i com a teoremes
obtenen els axiomes del cglcul clidssic i 1'equivaldncia (o —=3B)e3L(a + B) =
Els platejaments moderns, que afegeixen l'operador L al calcul classic i adop-
ten l'anterior teorema com a definicid de —3 , 1ldgicament donen més importan-
cia a l'operador de necessitat. Malgrat aixd, darrerament alguns autors s'han

interessat per axiomatitzacions separables que incloguin -8, i per desenvo-

lupar calculs purs de la implicacid estricta.

® Els nfmeros entre clauddtors remeten a les referéncies bibliografiques re-

collides al final de la memdria.

xxii
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* Es conegut que l'operador de necessitat del sistema S4 es converteix a
1'algebra de Tarski-Lindenbaum en un operador interior, i el de possibilitat

M en una clausura. Aquests noms provenen de la topologia, que va ser el model
basic d'aquests calculs: en efecte, les-élgebres de clausura (3lgebres de Boole
amb un operador clausura 1 un interior duals entre si) reflecteixen exacta-
ment les propietaté algebraiques del conjunt de les parts d'un espai topold-

gic 1 alhora del calcul Sk,

> Hem d'agrair al Dr. Bull l'opertunitat de condixer aquests:articles, que d'al-
tra banda s'esdenvigué& quan la redaccid d'aquesta memdria era ja molt avan-

gada; per aquesta rad només citem aquests treballs a la Introduccid.

® Aquest darrer mantd una posicid mixta, ja que d'entrada només incorpora L
com a primitiu i declara que en aquest cas no es pot treballar amb M; perd
ho fa en alguns moments considerant-lo com a primitiu, com tots els altres

autors citats.

7 Per tot el que hem dit fins ara podria semblar que l'origen i les motiva-
cions del nostre treball sdn essencialment logiques, i que despréds ens hem
decantat cap a l'estudi algebraic; perd va passar, com &s corrent, justament
el contrari. EL nostre interés inicial, i on creiem que al capdavall residei-
xen les aportacions més interessants, era l'estudi algebraic dels operadors
interior en estructures no Booleanes, i el desenvolupament d'una teoria de-
ductiva en la linia de la 1dgica algebraica de Monteiro i Rasiowa. Aquest
interds s'origina a les sessions del curs de doctorat (441 de Josep Pla, i
els primers resultats del nostre estudi ([15],[17]) versaven sobre les rela-
cions entre els operadors interior i les ldgiques abstractes, en una direc-

cid que té& poc a veure amb la del present treball.
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® Ens referim, evidentment, a operadors més forts que els simples interior

i clausura. d'ordre, que es poden definir sobre un conjunt ordenat qualsevol.
Per a més detalls es pot veure I.1 , i per a un tractament a fons d'aquest

tema, L747 .

® Que aixd no es pot complir en general ho demostra V. Verdd a [74]); exacta-
ment demostra que si per tota clausura ) , l'operador I = 787 &s un in-
terior, aleshores la negacid &s forta, que en el nostre cas voldria dir que
1l'3algebra é&s de Boole. Per tant hi ha d'haver clausures que no produeixin
un interior; a l'exemple VI.12 en tenim una que a més ens impedeix de caure
en la temptacid de creure que si afegiem propietats a & potser aleshores

si que I seria un interior.

¥ Entre aquestes relacions es troben caracteritzacions del radical com el
conjunt dels elements = -~densos i dels elements —>-peirceans, i caracterit-
zacions dels elements regulars, que reforcen el que hem dit al nlimero 5 an-
terior (p3agina xiii) sobre el caracter implicatiu 1dgic i algebraic de les
operacions * (—» , =*, 4> ). La majoria dels resultats del capitol tercer en

qud intervenen * sfn en aquest sentit.

1 A més demostrem un resultat (A ‘tota dlgebra de Heyting el radical &s el con-
junt del peirceans, proposicid III.4.6) que escapa de 1'3mbit d'aquest treball
perd el considerem prou interessant per a incloure'l ja que, malgrat no haver
estat remarcat per Monteiro, havia estat conjecturat per F. d'A. Sales i J. Pla

fa alguns anys, no havent-se trobat cap demostracid fins ara.

2 Hem resolt aquesta qlestid a les aHt monadiques (proposicions IV.12, 13 i

14) on coincideixen ambdds tipus d'elements i la situacid &s bastant "standard"
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mentre que en una aHt qualsevol la cosa es complica; perd creiem que es po-

dra obtenir algun resultat similar,

135 Hem determinat (proposicions V.2.6 i 3.4) que als sistemes IM5 i IMC
aquest nombre &s 10 i 9 respectivament. La nostra conjectura &s que al siste-

ma IM4 aquest nombre sera l'infinit numerable.

" FE1 pesultat de la proposicid III.4.6 (veure la nota ) planteja un in-
terrogant molt interessant: Atds que es tracta d'un enunciat en qu2 nomds in-
tervé la implicacid i conceptes lligats. a ella, serd v2lid en 3lgebres de
Hilbert ? La nostra demostracid usa la negacid d'una manera essencial; el
problema seria, doncs, trobar-ne una demostracid directa, només usant la im-

plicacid.



OBSERVACIONS PRELIMINARS

A l'hora de redactar aquesta memdria hem procurat de fer-la el més
auto-continguda possible; perd el que no hem fet &s incloure un capitol de-
dicat a resumir les definicions i resultats ja coneguts que s'usen; a con-
tinuacid els llistarem en tres apartats:

En primer lloc, usem sense mencid molts conceptes d'dlgebra univer-
sal que es troben entre els més corrents, com tipus, algebra, subdlgebra,
dlgebra lliure, morfisme, producte directe, projeccid, congruéncia, quocient,
varietat, classe equacional, i alguns resultats elementals sobre ells. Es
poden trobar a l'obra monumental [19] de G. Gritzer. Igualment alguns més
especials de la teoria de reticles, com reticle, reticle compiet, reticle
distributiu, subconjunt relativament complet o supra-complet, filtre d'or-
dre, filtre de reticle, etc. Aquests es poden veure als tractats E3] de
Birkhoff i [64] de Szédsz.

En segon lloc, suposem conegudes les definicions i1 propietats ele-
mentals de les estructures implicatives que intervenen als estudis de ldgica
algebraica, com sistema deductiu, dlgebra implicativa, de Hilbert, de Heyting,
de Boole, deductivament completa, d'Abbott, de Sales, de Wajsherg, etc...Es
poden trobar a les tesis doctorals d'A. Torrens [72] i A.J. Rodriguez 152].

El tercer grup el formen els conceptes de la teoria de les ldgiques
abstractes com operador conseqiéncia, sistema clausura, sistema clausura al-
gebraic, 1ldgica abstracta, 1ldgica abstracta finitaria, element inconsistent,
relacid d'equival@ncia usual, quocient usual, morfisme bildgic, base d‘un.sis~
tema clausura,etc... Aquests conceptes es troben a la tesi doctoral de V.

Verdd £75] , on molts d'ells apareixen per primer cop.

xxvi
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El capitol de preliminars de [72] és notablement complet en referén-
cia a conceptes i1 resultats del grup segon, i al capitol primer hi ha alguns
resultats sobre sistemes clausura i conceptes relacionats.

Al final de la memdria hi ha una taula amb totes les definicions que
es donen explicitament al present treball, ja ho siguin d'una manera formal
o bé informal.

Hem dividit la memdria en sis capitols, numerats amb xifres romanes;
els cinc primers estan subdividits en seccions, numerades amb xifres arabi-
gues; 1 dintre de cada seccid les definicions i les proposicions sdn numera-
des correlativament, també en.xifres arébigues.‘Les referencies internes les
fem com &s habitual, &s a dir, esmentant només les divisions 1 subdivisions
diferentes d'aquella des d'on es fa la cita.

El simbol "#" indica final de demostracid. Quan apareix immediatament
després d'un enunciat indica l'abséncia de demostracid; normalment es tracta
de conseqiéncies rdpides dels resultats que el precedeixen, de la reformula-
cid d'aquests en un llenguatge divers, o simplement de fets trivials.

Usem '"ssi'" com a abreviatura de '"si i solament si'; en canvi, hem evi-
tat 1'4s del simbol "=>" com a abreviatura de la locucid "implica' metama-

tematica ja que aquest t& per a nosaltres un significat especific.



CAPITOL I

GENERALITATS




I.1 LA DEFINICIO DE LES ALGEBRES DE HEYTING TOPOLOGIQUES

Definicid 1

Sigui (A,<) un conjunt ordenat. Un interior d'ordre sobre A &s una

operacid moniaria o ai:licacié I d'Aen A tal que Ix<<Xx , si x &y
aleshores Ix €Iy , 1 %% = Ix s \le,yeA . Si a més existeix un ele-
ment 1€ A que &s maxim per l'ordre, exigim que I1 = 1

Una clausura d'ordre sobre A &s una operacid monaria o aplicacid S

d'A en A tal que x < 8x , 81 x =y aleshores &x séy , 1 &x =

= 8x \/x,yeA . 81 0 €A és minim per l'ordre, afegim §o0 =0

Aquest conceptes, Obvies generalitzacions inspirades a la topologia,
han estat connectats amb la 1ldgica modal des del 1930 . Darrerament hom pot
trobar-ne estudis qﬁe els relacionen amb el concepte de 13gica abstracta,
com [71] per a les clausures, i {15] i [17] per als interiors (aquests dar-

rers en casos classics que no tractem aqui).

A continuacid donarem definicions dels conceptes d'operador interior
i clausura en les estructures ordenades 1ldgiques, a les que l'ordre va lligat
a certes operacions de significat 1dgic, com la conjuncid , la disjuncid, o

la implicacid, i hi ha sempre element maxim 1 (els teoremes)

En'un reticle la relacid x <€y equival a xAy = x 1 tamb& a xVy =

= y ; per tant resulta ldgic donar la seglent
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Definicid 2

Sigui (A, A,V, 1 ) un reticle amb velement‘méxim 1 . Un operador

interior reticular (o topoldgic) sobre Aés I : A —» A tal que

(I1) I1 =1

(I2) Ix< X Dper tot xe&A
(I3a) I(xAy) = IxAly per tots x,y & A
(Iw) sz = Ix per tot xe€A .

Sigui (A,A,V¥, 0 ) un reticle amb element minim 0 . Un operador

clausura reticular (o topoldgica) sobre A &s §:aA—> A tal que

(c1) So=0

(c2) X < Ox pér tot xe€A

(c3) S(xvy) = 9x vSy per tots x,y&€A
(cy) §2x = &x per tot x&A .

Evidentment es compleix que X<y implica Ixs<Iy i Sx ¢ gy .

En una algebra implicativa x<y equival a x.y = 1 ; aleshores

Definicid 3

Sigui (A,., 1) una 3lgebra implicativa. Un operador interior implicatiu

sobre A é&s I : A~>» A tal que

(I1) I1 =1

(12) Ix £ x per tot xe€A

(I3b) I(x.y) LIx.Iy per tots X,y €A

(I4) Py = Ix per tot x €A

Tamb& es compleix que x <y implica Ix gIy . La condicid (I3b) es



coneix amb el nom de "desigualtat de G8del' segurament perqueé fou ell el
primer que la proposd, a [18] , per a formar part d'una axiomdtica per al
sistemé modal S4, encara que en una forma diferent.

No coneixem cap definicid d'operador clausura en algebres implicati-
ves ni sabem que ningQ hi hagi treballat.

Si ens movem en .un tipus especial d'algebres implicatives, de major

contingut 1dgic, tenim una altra definicid equivalent més simple

Proposicid 1

Si (A,.,1) s una algebra de Hilbert i I:A —> A una aplicacid , ales-

hores I &s un interior implicatiu si i solament si satisfd :

(11) I1 =1

(12) Ixs$x per tot x €A

(I3c) I(Ix.y) € Ix.Iy per tots X,y eA
Demostracid:

Si I és un interior implicatiu només cal demostrar (I3c), que &s im-
mediata: I(Ix.y) éIQX.Iy = Ix Iy . |

Si suposem que I satisfa (I1), (I2) i (I3c) , en primer lloc si xgY,
Ix €y, d'on Ix.y =1 i per (I1) i (I3c) obtenim Ix &Iy ; aleshores de
(I2) dedulm sz £ Ix perd d'altra banda 1 = Il = I(Ix.Ix).s.Ix.sz per
(I3¢) per tant Ix $.IZX , 8&s a dir, (I4) . Finalment per la propietat d'an-
tiisotonia del producte de les algebres de Hilbert,de Ix £ x es dedueix

o~

x.y <Ix.y d'on I(x.y) £ I(Ix.y) £ Ix.Iy , &s a dir, (I3b) . #

Les &lgebres de Heyting, base sobre la que bastirem el nostre treball,

sdén conjunts ordenats en els que el mateix ordre indueix alhora estructura
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d'algebra de Hilbert i de reticle amb maxim. Es natural aleshores de pregun-
tar-se si coincideixen o no els dos conceptes d'operador interior gque acabem
de definir. La resposta &s afirmativa i la dona J. Pla en el seu curs [u4] ;

incloem la demostracid ja que no ha estat publicada.

Proposicid 2

Si (A,79,A,V, .) &8s una algebra de Heyting i I:A —> A , aleshores I
és un interior implicatiu sobre A si i solament si I &s un interior
reticular sobre A .

Demostracid:

Si I és un interior implicatiu, de XAy g x 1 xAy gy obtenim
I(xAy) € IxAly 3 de I(x.y) £Ix.Iy obtenim que IXAI(x.y) £ IXA(IX.Iy) =
= IxAIy £ Iy . Posant xAy en el lloc de y 1 tenint en compte que
Va,beA a.(aAb) = a.ana.b = a.b , obtenim IxAI(x.y) .<;I(xx\y) . Perd
v & x.y implica Iy <I(x.y) , d'on IxAIy £ IXAI(Xay) , i en definitiva
IxAIy & I(xAy) quedant doncs I(xay) = IXAIy .

Suposem que I fos interior reticular. Tenint en compte que ¥Ya,bea
aA(a.b) = aAb , resulta IxAI(Ix.y) = I(IxAI(Ix.y)) £ I(IzxA(Ix.Iy)) =

= I(IxAly) = IxAly € Iy 1 per tant I(Ix.y) £ Ix.ly . #

Havent vist la proposicid precedent és doncs completament natural de

donar la seglient

Definicid 4

Una 3lgebra de Heyting topoldgica (aHt) és una algebra (A, IV, AV, 4)

de tipus (1,1,2,2,2) tal que (A,",A,V, . ) @&s una algebra de Hey-

ting 1 I un operador reticular o implicatiu sobre A .
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EIl tipus (1,2,2,2)no &s el més conegut entre els que valen per a de-
finir les algebres de Heyting, perd &s el més adequat des del punt de vista
1dgic, si les volem usar per a definir una semdntica, com &s el nostre cas
(capitol V).. Una axiomatitzacid com a algebra d'aquest tipus &s la de [51].

En canvi Monteiro a [38] les déna com a algebres de tipus (0,2,2,2)
utilitzant la constant O i presenta a mé&s un conjunt independent d'axiomes.
Prenent aquests com a base 1 escrivint (Il) en la forma I(x.x) = x.x ,
veiem que la podem completar de tres maneres diferents per a obtenir també

conjunts independents d'axiomes per a les aHt

Proposicid 3

Els conjunts (I1)+(I2)+(I3a)+(I4) , (IL)+(I2)+(I3b)+(Iu) 1 (I1)+(I2)+
+(I3c) sdn conjunts independents d'axiomes per a les aHt .
Demostracid:
Si A &s una algebra de Heyting qualsevol, A # {1} , l'aplicacid
Ix = 0 per tot x €A compleix totes les condicions excepte la (I1) , 1

l'aplicacid Ix = 1 per tot x €A compleix totes les condicions excepte

la (I2) .

si A =1[0,11GR , 1l'operacid candnica x.y =1 ssi X4V , XeV = ¥
altrament, li déna estructura d'algebra de Heyting; l'aplicacid Ix = ; per
tot x # 1, 1 I1 =1 , satisfd totes les condicions excepte (I8c) i (I4) ;
finalment l'aplicacid I1 =1 , Ix = g si % £x <1l i Ix=%x si 0gL£x<
< % , compleix les condicions (I1), (I2) i (I4) perd no (I3a) ni (I3b) . #

Tancarem aquesta seccid explicitant la definicid d'una estructura que
sera una fita constant al llarg d'aquest treball, i que en certa manera l'ha

inspirat i molt sovint 1i ha subministrat idees valuoses.
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Definicid 5

Una algebra de Boole topoldgica &s una algebra de Boole amb un inte-

rior reticular o implicatiu.

Aquestes algebres sén conegudes també amb el nom d'dlgebres de clausura

(s a dir, 3algebres de Boole amb un operador clausura reticular, definicid
equivalent posant §="I7 i I="&")ihan estat extensament estu-
diades,Ades dei treball (351 on McKinsey i Tarski les van introduir (via
la clausura) fins el treball de Monteiro [ 39] , on demostra l'equivaldncia
de la nova definicidé via l'interior i apareix per primer cop la condicid que

hem designat per (I3c) .



I.2 OBERTS I TANCATS

Comengarem destacant unes propietats immediates de les aHt .

Proposicid 1

En tota aHt es compleix que IO = 0 , que per tot x€A I(x) g 7VIx ,

1 que per tots x,y €A I(IxvIy) = IxvIy .
Demostracid:

De la definicid i del fet que 0 &s minim i que ™ x = x.,0 obtenim les
dues primeres . En general I(IxVIy) € IxvIy , i aplicant l'operador I a
Ix & IxvIy obtenim Ix £ I(IxvIy) , i semblantment per a y , d'on la

desigualtat contraria, &s a dir, I(IxvIy) = Ix vIy . #

Definicid 1
Un element x€A &s obert ssi Ix =x . B =1I(A) ={x€A : Ix = &}

s el conjunt d'oberts d'A . Diem que un XC€A &s obert ssi I(X)C X .

Proposicid 2

El conjunt B és un subreticle d'A que contd 0 i 1 i que &s relativa-

ment supra-complet en A , essent Ix = sup { te€B : t g x} .
Demostracid:

Ja hem vist que 0,1 €B. De I(IxAly) = Ixaly 1 I(IxvIy) = Ixviy
resulta que B és tancat per A i v, & a dir, que B és subreticle d'A.
Si teB i t £x aleshores t = It £ Ix , perd Ix€B 1 Ixg¢x , per tant
Ix = sup {te B: tgx} 1 en particular B resulta relativament supra-

complet dintre d'A . #



Ens podriem preguntar ara si B &s o pot ser tancat per les dues ope-
racions restants de l'algebra, la negacid (1) i el producte (.5 . Com que
0€B i 7x = x.0 per tot x€A , si B és tancat per , aleshores ho és també
per . L'exemple'VI.7 ens mostra que el reciproc no &s veritat. Als exem-

ples VI.1 a VI.6 veiem que en general B no &s tancat per o ni per 7 . La in-
incorporacid d'aquestes possibilitats, junt a d'altres motivacions, ens dura
a definir les algebres monddiques i fortament monddiques al capitol IV .

La proposicid segllent ens subministra un procediment alternatiu per

a definir una aHt, que consisteix en especificar el conjunt d'oberts, sem-

pre que compleixi certes condicions.

Proposicid 3

Si (AJV,A,V,.) @&s una dlgebra de Heyting i B €A &s un subreti-
cle d'A que conté 0 i 1 i que &s vrelativament supra-complet en A
i posem Ix =sup {té&B: t gx} per tot x€&A, aleshores
(A,I,",A,V,.) &s una algebra de Heyting topoldgica tal que el
seu conjunt d'oberts és B .

Demostracid:

Es immediat que t€B ssi It =t ; 1 &és mdxim i 1€&B, per tant I1 =

"

1 . Es també immediat que Ix £ ®x i que si x4y aleshores Ix €Iy .

Si t €B -aleshores t £x ssi t ¢ Ix , per tant I2x = Ix per tot x€A .
Finalment de XAy ¢ X , v tenim que I(xAy) £ IXAIy . Perd de

Ix ¢ x ide Iy ¢y deduim IxAIy € XAy ; ara bé, Ix , Iy€B , que és un

subreticle, per tant IxAIy € B , i tenint en compte la definicid d'I resul-

ta IxAly £ I(xij i en definitiva I(xAy) = IxAIly , per tant I &s

un interior reticular , &s a dir, (A, I,*, A,V ,.) & una alHt i el seu con-

junt d'oberts ja hem vist que és B . #



A continuacid considerem el concepte dual de l'interior: la clausura .
Com &s sabut, tot interior d'ordre, en preséncia d'una negacid, ddéna lloc a

una clausura d'ordre.

Definicid 2
En una aHt anomenarem clausura l'operador definit per dx =TIk

per tot x€A . Un .x€A &s tancat si i solament si Sx = X .

® 1 @s el conjunt de tancats d'A .

T=8(8) = {x€A : 8x

A partir de la definicid i manipulant propietats ja conegudes de 1l'o-

perador interior i de les 3lgebres de Heyting hom obté ficilment la

Proposicid 4

L'operador & &s una clausura d'ordre sobre A que a més compleix

€1=1, " "x<8x,1 5(5x1\5y)=5x1\5y Vx,yeA . #

Cal fer notar que, malgrat que A &s un reticle 1 I &s un interior
reticular, en general 5 no &s una clausura de reticle (veure l'exemple
VI.9). A la proposicid IV.3.13 donem una condicid suficient per a que ho si-
gui.

La seglient proposicid &s també evident, a partir de les propietats

de la negacid, de l'interior i les de la clausura ja esmentades.

Proposicid 5

T = (A) &s un sub-infreticle d'A que contd 0 i 1 i que &s relativa-

ment inf-complet, essent Sx=inf{teT: t 2 x} per tot x€A . #
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En una algebra de Boole topoldgica, semblantment al que passa als
espais topoldgics, els elements tancats sén els complementaris dels elements
oberts i a l'inrevés; aixd és degut al caracter fort de la negacid Boole-
ana ( x = 77 x ) i al fet d'ésser complement ( x v™x =1 ) . En una alge-
bra de Heyting, perd, aquestes igualtats sdn només desigualtats ( < ) i a
més sén igualtats si i només si l'dlgebra &s de Boole. Té sentit doncs de
preguntar-se si &s certa alguna de les quatre implicacions possibles :

"Si x @&s obert aleshores ='x &s tancat"
"Si x és tancat aleshores = x 'és obert!
"Si =™ x @&s tancat aleshores x &s obert"
"gi =x &g obert aleshores x &s tancat"

La resposta de moment &s parcial : En general només val una implicacid.

Proposicid 6

En tota aHt , si x &s obert aleshores =1 x &s tancat, VYx €A .
Demostracid:
X % ™=¥x implica x = Ix € I™"tx , d'on tenim que S x =

= MM xgx € §°x , s adir, §x=1x . #
Cap de les tres implicacions restants pot complir-se en general, com
veliem a l'exemple VI.1 ; perd a més una d'elles no es pot complir mai, 8&s

a dir, equival a imposar que l'dlgebra sigui Booleana:

Proposicid 7

Una aHt és una algebra de Boole topoldgica si i només si per tot x €A

&s compleix que si X &s obert aleshores .x &s tancat .



Demostracid:
Si l'algebra &s una algebra de Boole topoldgica es compleix la pro-
pietat enunciada. Suposem ara que A no fos Booleana, és a dir, que existis

0 3 veiem aleshores que =1x &s obert

un x€A tal que x # 1 perdo -x

“"0=1#%x, s a dir, x no &s pas

perd en canvi & x = T ITx = TVIO

tancat . #

Les dues implicacions que resten no sdn pas impossibles, com ens mos-
tra l'exemple VI.2 ; a la proposicid IV.2.7 veurem que una d'elles es com-
pleix sempre sota certes condicions .

Un altre tipus de relacid entre oberts i tancats fdra que hi hagués
alguna inclusid entre T i B . A la proposicid IV.2.5 veurem que TEB equi-
val a dir que A &s monddica, i a la IV.3.12 que B contingut en T &s equiva-

lent a la semisimplicitat d'A . En general no hi ha, donecs, cap inclusid .



I.3 PRINCIPALS EXEMPLES I METODES DE GENERACIC

Aquesta seccid comenga amb la descripcid d'alguns tipus destacables
d'algebres de Heyting topoldgiques als que farem referdncia en altres moments,
segueix amb l'explicacid de diversos métodes per a construir aHt a partir

d'3lgebres donades, i finalitza amb un teorema de representacid topoldgica.

No cal dir que les algebres de Boole topolbgiques sén un cas particu-

lar d'aHt , que utilitzarem com a contraexemple si convé.

INTERIORS TRIVIALS

Sota aquesta denominacid englobem la identitat ( Ix = x VxeA )
i 1'interior simple ( Ix = 0 ¥Yx€A -{1} , I1 = 1 ) . Observem que aquests
interiors corresponen als casos en qué@ B =A o B={0, 1} respectiva-
ment, &s a dir, els dos subreticles impropis d'A . Aquests operadors existei-
xen en qualsevol algebra de Heyting, i les algebres "degenerades'" {0} i

{_0,1} només admeten aquests dos interiors, que coincideixen .

INTERIORS ASSOCIATS A UN ELEMENT

Essent A una aHt qualsevol i a€A qualsevol, el conjunt B = {0,a,1}
satisfd les condicions de la proposicid 2.3, 1 per tant defineix un opera-

dor interior que anomenem "interior associat a l'element a" i ve definit per

Ial =1, Iax = a ssixa, Iax = 0 en cas contrari . Si a = 0,1 aquest
interior &s el simple, 1 si A = f0,a,1} &s la identitat . Per tant en po-

dem deduir la segllent

13
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Proposicid 1

Una algebra de Heyting admet interiors no trivials si i solament si

t8 més de tres elements. #

INTERIORS EN EL CONJUNT D'OBERTS D'UN ESPAI TOPOLbCIC

Histbricament el primer exemple no 1dgic d'dlgebra de Heyting fou l'es-
tructura dels oberts d'una topologiaj; aixi foren definides i estudiades a [36].
0

. . ——— e f-g'\
Si (X,'g) €s un espai topolbgic, fent A.B = (X-A)WUB i ™A = (X-4) , \{A,B cX ,

(??,1,(\,L),.) és una 3lgebra de Heyting. Veurem com convertir-la en aHt .

Proposicid 2

Si “€' &s una subtopologia de “§ i designem per I el seu operador
interior, aleshores (?f, I,7,N,V,,) &s una aHt .
Demostracid:

Els axiomes d'aHt sdn propietats conegudes de qualsevol topologia. #

El segon procediment s'inspira en una construccid de [407 .

Proposicid 3

Tota relacid d'equivaldncia e~ sobre X déna lloc a una estructura
d'aHt sobre l'3lgebra de Heyting ¥ .
Demostracid:

Considerem per cada A¢X la saturacid d'A , A= {xéX ! R~3g per
algun a€A}. Es immediat que ASA i que 7\7%: = f\_A—l i UA—l_ = UK; per
a tota familia de subconjunts d'X, Aleshores es comprova facilment que la
familia @' = {A €T A= K'} dels oberts saturats &s una subtopologia

de € i per la proposicid anterior sabem que defineix una aHt a 2; . #



Els dos procediments descrits no sdn equivalents car no tota subtopolo-

gia de ¥ 4s la dels oberts saturats de certa relacid d'equivaléncia sobre X.

ALGEBRES FUNCIONALS

Sigui H una algebra de Heyting inf-completa (com a reticle), i K un
conjunt qualsevol amb almenys dos elements. El conjunt HK de totes les fun-
cions de K en H, definint puntualment les operacions, esdevé de manera natu-
ral una algebra de Heyting gque t& com a maxim i minim les funcions constants
iguals al maxim i el minim d'H respectivament.

Hom pot aleshores definir una estructura d'aHt en HK associant a cada
'f:EHK la funcid Lfefﬁ:definida per If(x) = inf Rang f . Podem comprovar
que I &s un operador interior sobre HK i que els seus elements oberts sdn
les funeions constants. Aquestes aHt s'anomenen funcionals,

Aquest tipus d'algebres sdn la generalitzacid de l'estructura algebrai-
ca del cllcul de predicats monddic de primer ordre intuicionista, corresponent
I al quantificador universal; fou Halmos qui les introdui en el cas Boo-
led, a [21] , utilitzant-les per a donar representacions de les algebres de
Boole monddiques. Segons la proposicid IV.2.17 aixd no &s possible en general

en el nostre cas, contrariament al que conjecturen Monteiro i Varsavski .

INTERIORS EN ALGEBRES FINITES
Sabem que les algebres de Heyting finites sdn exactament els reti-
cles distributius finits. En aquestes algebres la definicid d'operadors

interior &s especialment senzilla:
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Proposicid 4

Si A és una algebra de Heyting finita, tot subreticle d'A gque contin-
gui 0 i 1 defineix un operador interior sobre A .
Demostracid:

Tot subreticle finit &s relativament supra-complet. #

Aquest procediment, a més de la seva senzillesa, ens permet descriu-
re graficament 1 amb pocs mitjans una estructura d'aHt, ja que é&s suficient
de donar el diagrama de Hasse del reticle i indicar-hi els elements oberts.
Amb una inspeccid ocular es comprova que el.reticle &s distributiu, veient que

no hi hagi subreticles dels tipus i , 1 amb un altre cop
d'ull es comprova si els elements oberts formen subreticle, i si 0 i 1 ho sén.

Els primers métodes per a construir algebres de Heyting topoldgiques

a partir d'dlgebres donades sén els usuals:

Proposicid 5

La classe de les aHt &s una varietat, &s a dir, &s una classe tancada
per la formacid de subalgebres, d'imatges homomorfes, i de productes
directes de families no buides.

Demostracid:

Bs suficient de demostrar que la classe de les aHt &s una classe equa-
cional, d'acord amb un conegut resultat d'dlgebra universal (veure EQO] )
Segons hem vist, els axiomes de les algebres de Heyting sdn equacions, 1 els
de les aHt sén equacions o bé& desigualtats; perd les desigualtats equivalen

a igualtats ja que x <y equival a x.y = 1 ( si volem mantenir-nos a la



classe d'd3lgebres de tipus (1,1,2,2,2) cal posar X.y = X.X ) . #

En particular sabem que el quocient d'una aHt per una congrugncia és
una aHt ; a II.1 estudiarem i caracteritzarem les congruéncies d'aquestes
Algebres.

Com a tota classe equacional, sabem que existeixen totes les algebres
lliures de la classe; una d'aquestes sera l'adlgebra de Tarski-Lindenbaum que

construirem a la seccid V.1 .

Un altre mdtode de construccid d'dlgebres &s el d'amplificacid, inven-

tat per S. Jadkowski [26] per a construir matrius del cidlcul proposicional
intuicionista; donada una algebra de Heyting A, s'anomena algebra (de Heyting)
amplificada A+ la que hom obté& prenent com a conjunt base Au{p} , essent

ca oy + . . + +
p¢A, amb la relacid d'ordre x< y ssi x<£y Vx,y €A ;1 &< pss 1

¥xega -{1} . Es tracta, doncs, d'afegir un nou element p i posar-lo com

a peniltim element de la nova algebra ( per a més informacid algebraica es

pot consultar [11] , i per al seu ds en ldgica, [68) , [53) i [54] )
Ens proposem mostrar que si A &s una aHt, sobre 1l'3Algebra amplificada’
A" hom pot sempre definir dues estructures d'aHt que estenguin la d'A i no-

més dues, caracteritzant-les de manera adequada.

Proposicid 6

Si A &s una aHt 1 I el seu interior, l'aplicacid II definida sobre A"

+ . . T . . . .
x = Ix si x€A 1 I,p = p & el mdxim operador interior sobre

per I1 1

At que estén I



Demostracid:

Evidentment &s un operador interior, ja que BI = BU{p} s un sub-

reticle que conté 0 i 1 i &s relativament supra-complet (tenint en compte

que p 8s el peniiltim element ara’ ). I tot interior 17 sobre AT que es-

+

1 i ha de complir

tengui I ha de coincidir en A amb I , i per tant amb I

+

I+p £p-= IIP ; 8s a div, 1

4 8s el més gran. #

Proposicid 7

+
X

o% = Ix ssi xeA, i I;p = sup+ B-{1}

‘L'operador definit sobre AT per I
és el maxim operador interior sobre N que estén I .

Demostracid:

En primer lloc cal veure que aquest operador esta sempre ben definit,

i que &s un interior. Per tal com hem definit N , s1 xé&B -{1} , x sf P

Aleshores podem distingir dos casos:

- Si no existeix en A cap fita superior de B -{ 1} , diferent d'l, aleshores
I;p = sup+ B -1} = p i som a la situacid de la proposicid anterior.

- Si existeix un t €A, t # 1, tal que t 2 x per tot x&B —{1}, resulta que
t S?'p , @s a dir, que p no és la minima fita superior i per tant I;p =
sup’ B -{1} =sup B-{1} =sup{xeB : x gt} = [t€B &s a dir, que el
suprem existeix sempre i ara B; = B,

Hem vist doncs que l'expressid de l'enunciat defineix sempre un inte-

rior sobre A+; i &s el minim possible que estén I , ja que B ={1} & B+-—{1} ,

per tant I;p = sup+ B -{1} sf'sup+ g* -{1} = I+p per qualsevol ol que es-

tengui I . #

+ .

. P . AP
Notem que si es dbna el primer cas de la darrera demostracid I1 i I2

. . . . - . . . +
coincideixen i1 nomé&s hi ha un interior sobre A .



Proposicid 8

+ . ot . . . +
i I, sdn els dos Gnics operadors interior sobre A

Els operadors 11 o

que estenen I .
Demostracid:

Si I+ és una extensid d'I, ha de ser BQB+§B vu{p}, és a dir, que no-
més hi ha dues possibilitats: B = B &s a dir el segon cas de la proposicid
7, o bé gt =3 Vv {pl, que correspon a la proposicid 6 i al primer cas de la

proposicid 7 . #

Finalitzarem amb dues construccions d'especifica aplicacid 1ldgica, con-
cretament als teoremes de completesa i1 a la propietat dels models finits del
capitol V . La primera &s una construccid d'algebres finites a partir d'una
familia donada (finita) d'elements d'una algebra donada, de manera que es con-
servin les relacions existents entre els elements donats. Demostrarem quelcom
més fort, perd: aquestes relacions es conservaran entre tots els elements de

la nova algebra, sempre que el fet tingui sentit

Proposicid 9

Si A & una aHt 1 A,€A essent n = card(i,) < sgo ,» aleshores
existeix una aHt (A', I',m', A', V', ) tal que es' compleixen:
21'1
(1) card(A') £ 2
(ii) A, w{0,1} € A' € A (conjuntisticament)
(iii) Per tots x,y&A' , si Ix&A' aleshores I'x = Ix ; si "1xgA’
aleshores ~'x = —'x ; si x¥%y €A' aleshores x#y = x¥%y ,
on ® val per AN ,¥1i . , i #*' val per A', y', 1 : respecti-

vament
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Demostracid:

Sigui A' el subreticle d'A engendrat per A,VJ{0,1}. Es satisfan (i)

1 (4ii) i &s un reticle finit i distributiu , per tant existeix en A' una Gni-
ca operacidé d'implicacid, : , que vindrd donada per x:y = max {teA'

P tAX €yy=max {teA :t g x.y} per tot x,y €A' (notem que en A' £,
A 1 v coincideixen amb els d'A ) i que posant ='x = x:0 ¥x gA' , fa

que (A', ', A', v',:) sigui una algebra de Heyting.

Per a definir I' escollim B' = BAA' . Es tracta d'un subreticle d'A'
finit i que conté 0 i 1, per tant ens permet definir wun operador interior
sobre A' (proposicid 4) per I'x = max {t&B' : t €x}. (A',I', °', A, V',1)
s doncs una aHt , i només ens-vesta veure (iii).

Per a A 1 v no hi ha res a demostrar, ja que A' i ' coincideixen
amb A i1 V respectivament; i si ho demostrem per a : i ., quedara automati-
cament demostrat per a =' 1 7 ja que O0€A'. Cal, doncs, fer-ho només per
al producte i l'interior.

Si x,yeA' i a més x.y €A', de la definicid de :’ resulta que ha de ser
X.y € X!y , perd sempre es compleix que x:y £ %.y s per tant x:y = R.y

Si xeA', com que I'xeB sempre I'x ¢ Ix ; perd si a més IxeA' ales-

hores Ix €B' 1 per la definicid de I' vesultara Ix £ I'x i per tant Ix = I'x

El darrer resultat de la seccid &s un teorema de representacid a l'es-

til Birkhoff-Stone

Proposicid 10

Tota aHt &s isomorfa a una subd3lgebra d'una aHt definida sobre el

conjunt d'oberts de cert espai topoldgic compacte i T,.
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Demostracid:

Sigui A una aHt, i anomenem X el conjunt dels sistemes deductius ir-
reductibles de l'algebra de Heyting subjacent a Ay com sabem, posant \JaeA
h(a) = {DEX : aeD} la familia {h(a) : aeA} 8s una base de topologia
sobre X, per tant si designem per ¥ 1la familia dels oberts de la topologia
engendrada, l'estructura C%?,",f\,LJ,.) 8s una 3dlgebra de Heyting amb les
operacions usuals, i h un monomorfisme d'algebres de Heyting.

Com que B &s tancat per interseccions finites, la familia {h(b) : besB}
és una base de topologia, que engendra una subtopologia €' de ¥ . Segons
la proposicid 2, obtenim una aHt d'oberts d'un espai topoldgic, essent per
a cada Y€ %?, I(Y) = k_}{h(b) : beB , h(b) € Y} . Resta solament demostrar
queh(Ia) = Ih(a) per tot a€A. Tenim que Ih(a) = U{h(b) : b&B, b sa}
ja que h(b) € h(a) equival a b €a; perd IaeB i Ia € a, d'on Ih(a) = h(Ia).

De tot el que hem dit resulta que h(A) &s una subialgebra de X iso-

morfa a través de l'aplicacid h a A . #



CAPITOL 1II

LA LOGICA DELS SISTEMES DEDUCTIUS




II.1 SISTEMES DEDUCTIUS I CONGRUENCIES

A tot cdlcul 1dgic hom anomena teories el conjunts de senténcies que
contenen tots els teoremes i sdn tancats per aplicacid de les regles de de-

duccid. E1 concepte homdleg en un plantejament algebraic &s el segllent

Definicid 1

Un sistema deductiu D d'una aHt és un D € A tal que

(T 1eD
(MP) Si xeD i x.yeD, aleshores ye&D , per tot x,yeA
(N) Si x €D aleshores Ix €D, per tot x & A.

El conjunt de tots els sistemes deductius d'A =s designard per O .

En una algebra de Heyting qualsevol (i en particular a la subjacent

a l'aHt A) reben el mateix nom els conjunts que satisfan (T) i (MP) ; per a

no ocasionar confusions els anomenarem H-sistemes deductius, i el conjunt de
tots ells ‘QDH' La condicid (MP) rep el nom de .'"'Modus Ponens! , i la condi-
cié (N) el de "Necessitat" per raons tretes de la 1ldgica modal (veure V.1);
observem que-(N) no &s més que dir que el conjunt D és obert.

. Com &s sabut, els H-sistemes deductius coincideixen amb els filtres

de reticle; com que evidentment 53 QfEDH, tot sistema deductiu &s filtre de

reticle i per tant filtre d'ordre. Notem que {1} i A sdn sistemes deductius.

A continuacid veurem que hi ha una identificacid natural entre siste-
mes deductius i congruéncies de l'estructura algebraica, i, per tant, amb els

epimorfismes de l'estructura.

23
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Proposicid 1

¥oe B , la relacid a EDb ssi a.bgD i b.a €D és una congrudncia

de 1l'aHt A.
Demostracid:

Es suficient de veure que la relacid a<Db ssi a.b €D é&s un preordre
compatible amb les operacions de l'algebra, ja que ED 8s l'equivaldncia na-
turalment associada a <D .

Com que D€ ®H i A &s algebra de Heyting, sabem que <_ &s un preordre

D
i que és compatible amb les seves operacions; només resta veure que si
x<Dy aleshores Ix<DIy; perd D é&s obert, per tant x.y €D implica I(x.y)&D
i de la desigualtat de G8del i el fet de ser D filtre d'ordre obtenim que

Ix.IyeD . #

Proposicid 2

El conjunt 3) s un reticle complet isomorf al reticle de les con-

grudncies de l'algebra de Heyting topoldgica A.
Demostracid: .

A la proposicié anterior hem vist que a cada DER 11 podem associar
una congrudncia ED' Inversément si = &s una congrudncia el conjunt Shell. =
= { X€A : x31 } &s un sistema deductiu d'A: En efecte, 1€ Shell_ trivialment;

Si x.y=1 i x=1 tenim que x.y=l.y=y d'on també y=1 &s a dir (MP); i finalment

si x=1 aleshores IxZI1=1 &8s a dir (N) .

Es comprova rapidament que si D &D' aleshores ED & ED" i que si tenim
= €2 aleshores Shell_ & Shell_, , i també que = = = i D = Shell_ .
= = Shell: :D
Per tant la correspondéncia D > = &s un isomorfisme d'ordre; i com que

D

les congrudncies de qualsevol algebra formen un reticle complet on l'ordpe &s
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la inclusid, aquesta estructura es trasllada a @ resultant @ un reticle

complet isomorf al reticle de les congruéncies d'A. #

La proposicid que acabem de demostrar &s interessant en particular
perqué ens diu que el concepte de sistema deductiu.no té& només un significat

1dgic sind també un centingut algebraic natural..

Es conegut que el reticle de les congruéncies d'una 3lgebra constitu-

eix un sistemda c¢lausura algebraic; per tant també ho sera ® , 1 obtenim

el corresponent operador conseqiliéncia que designem per D 1 ve definit per

D(x) = M\{p'e® :Dp'2 x} per a tot XA
i per tant tenim que b = { X CA:D(X) = X} , els tancats de l’opefa—

dor D . El corresponent operador consequdncia associat a & el designarem

H
per IDH ; s immediat que per a tot X €A tenim (DH(X) € D(X) . Perd de fet

encara podem afinar més i obtenir una caracteritzacid més precisa de D :

Proposicid 3

VXQA es compleix D(X) = DH(I(X))
Demostracid:

En primer lloc vegem que (DH(I(X)) 8s un sistema deductiu. Les condi-
cions (T) i (MP) les compleix per ser H-sistema deductiu; vegem doncs que &s
obert: Si x € IDH(I(X)) , per ser D, finitari existeix un F & I(X) findit tal
que X & lDH(F) . S1 F =@ aleshores x éDH(¢) = {1} d'on x = 1 i aleshores
Ix =11 =1 GIDH(I(X)) .81 F# @ serda F = {le, ee s Ixn} per certs

X, €X (i=1,...,n) i sabem que x € (DH(F) equival a le.(Ix (... (Ixn.x)...

X
= 1 ., Aplicant reiteradament la desigualtat de G8del obtenim que

Ixi.(Ixz.( oo (Ix .Ix) ... )) = 1 . Com que 1,Ix, e(DH(I(X)) que &8s tancat
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pel Modus Ponens, aplicant-lo reiteradament arribem a Ix GIDH(I(X)), és a
dir, és obert.

Xe lDH(I(X)) ja que si xeX, IxeI(X) ¢ IDH(I(X)), perd Ix g x 1
IDH(I(X)) 8s filtre d'ordre, per tant x € IDH(I(X)) .

Finalment si tenimun D' € ® tal que D'2D X, tenim que I(X) ¢
€ I(p') = D', d'on D (I(X)) €D(D') = D'

Hem demostrat que DH(I(X)) 8s el més petit sistema deductiu que

conté X. Donecs, WDy(I(X)) = D(X) . #
En el reticle D tenim DAD' = DAD' ja que Q €s tancat per in-
terseccions (arbitraries), i1 DVYD' = D(DWVWD') . L'anterior proposicid ens

permet demostrar alguna cosa més relativa a l'estructura reticular de o .

Proposicid 4

El reticle O &s un subreticle de DH i &s distributiu i a més

N\ &s infinitament distributiva respecte V.
Demostracid:

Sabem ja que ) QQH i que els iInfims coincideixen; cal només veure
que els suprems tamb&. Ara bé, si D , D' € Q) , DVD' = ID(DWD') =
D (I(DVD") = D (I(D)UI(D')) = D(DUD') = DV, D' . Per tant P 2s sub-
reticle de 33

g

D'altra banda, A. Diego a {11] demostra que el reticle dels sistemes
deductius d'una 3lgebra de Hilbert satisfé les dues distributivitats enuncia-
des, 1 en la seva demostracid usa nomé&s propietats implicatives que també
valen a les algebres de Heyting, &s a dir, que el reticle %).. satisfa les

H
distributivitats, i per tant també les satisfid D .
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Per acabar la seccid establirem una relacid, certament no gens

coneguda, entre §) 1
H

Definicid 2

Per a cada X € A posarem X° = {xeA : Ix eX}.

Proposicid 5

Per a cada XgA,X° &s un subconjunt obert d'A que compleix les propie-

tats segllents: @#° = @ ; A°® = A ; X°° = X° ; i per tota familia {Xig

de parts d'A, tenim (f'\)(i)0 = M Xio i (\J Xi)° = LJXi0 .
Demostracid:

X° és obert perqud si x€X° , IxgX, perd I(Ix) = Ix€éX o sigui que
Ix € X°. Per la mateixa rad X°° = X°. Les dues primeres propietats sdn trivials

i les dues darreres es comproven sense dificultat. #

Proposicid 6

Si D és un H-sistema deductiu aleshores es compleixen:
(i) D° &s un sistema deductiu

(ii) p°gD

(iii) D° &s el més gran sistema deductiu contingut en D .
Demostracid:

(i) Evidentment 1 €D° ja que I1 = 1 €D, 1 ja hem vist a la proposicid
5 que D° &s obert. Finalment si x, x.y €D° , &s que Ix, I(x.y) €D, perd
I(x.y) € Ix.Iy , d'on Ix.Iy €D i per tant Iy &D, ja que D és H-sistema deduc-
tiu, &s a dir y €D°: D° és un sistema deductiu.

(ii) Si =x eD°, IxeD, perd Ix £ X per tant x €D .
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(iii) Si D' &s un sistema deductiu contingut en D, per tot xeD' tenim

Ixe€D' d'on IxeD, és a dir x €D°, per tant D' € D°. #

El contraexemple VI.1 ens mostra que l'anterior resultat no val per
conjunts qualssevol d'A : Si XECA no és H-sistema deductiu, pot ser que
X° no sigui ni tan sols H-sistema deductiu, i que X° & X .

De l'anterior proposicid sembla interessant destacar els (trivials)

Corol.laris
(i) Tot H-sistema deductiu contd un sistema deductiu

(ii) ¥Ype ®D Ded) si i solament si D = D°

H 9
(iii) & = {po : pe® ] #



II.2 LA LOGICA ABSTRACTA DE LES ALGEBRES DE HEYTING TOPOLOGIQUES

Donat un operador consegiiéncia C sobre un conjunt S arbitrari,

el parell (S,C) rep el nom de ldgica abstracta. Aquest concepte fou intro-

duft a [4) i f6] i ha estat 3mpliament desenvolupat per V. Verdd als seus
diferents treballs. En el nostre cas podem considerar la 1dgica LH = (A, DH)
associada a l'algebra de Heyting subjacent a A, i la ldgica L = (A, D) as-
sociada a l'algebra de Heyting topoldgica A. Despréds dels treballs (75) ,
[76) i [79] de Verddi, han quedat completament caracteritzades les 1dgi-
ques que estan en correspondéncia bildgica amb LH , 1 estudiades llurs
propietats. Si A é&s una algebra de Boole.topoldgica, hem estudiat la ldgica [L
a [17] . Dedicarem aquesta seccid a fer el mateix per a la nostra ldgica [

en una algebra de Heyting topoldgica.

Proposicid 1

. 8s una ldgica finitaria .
Demostracid:
fs sabut que aquest fet equival al de ser algebraic el sistema clausu-

ra, abans ja hem esmentat . #

Proposicid 2

L satisfd el Principi de 1'Adjuncid (P.A.): D(x,y) = D(xAy) Vx,yeAh .

Demostracid:
Tenint en compte que DH satisfd l'esmentat principi i la proposicid
1.3, podem posar D(x,y) = @H(I({x,y})) = DH(IX,Iy) = DH(IX‘AIy) =

DH(,I(xAy)) = D(xAy) . #

29
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Mentre que el Principi de 1'Adjuncid es compleix per a la mateixa
operacid (A ) per a LH i per a L, no passa el mateix per a la resta de pro-

pietats usuals de la 1ldgica L .

Proposicid 3

L compleix el Principi Fort de la Disjuncid (P.F.DI.) respecte l'o-

peracid xVy = Ixvliy Vx,y €A ; &s a dir, que per tot x,yeA i
tot X €A tenim que D(X,x) NAD(X,y) = D(X,xVy)

Demostracid:
Andloga a la de la proposicid anterior, tenint en compte que x‘7y

és sempre obert (Proposicid I.2.1). #

Definicid 1

En una aHt A anomenarem operacions naturals d'implicacid les segllents:

La implicacid feble a-=>»b = Ia.b

La implicacid intuicionista a =b = I(Ia.Ib)

La implicacid rara a-b = Ia.Ib .

La implicacid feble apareix per primer cop al treball [47] de Porte
precisament sobre extensions del teorema de la deduccid; i la intuicionista
la defineix Monteiro a [39] . Observem que a=b = I(a-»b) = I(a-»b) i que
en particular una implicacid intuicionista &s sempre oberta.

Quan formulem un resultat que valgui per a les tres implicacions natu-
rals usarem el simbol % per a referir-nos simult3niament a les operacions
-3 ,v=? s 1~ .

Sobre la possible coincidéncia de les tres operacions o de dues d'elles,



1I.2 ‘ 31

a les proposicions IV.2.20 i 21 veiem quines possibilitats hi ha.

A la seccid 3 veurem propietats algebraiques d'aquestes operacions,
algunes de les quals donaran una gran importdncia a la implicacid intuicio-
nista; de moment llur propietat essencial, i la rad d'introduir-les, &s

un fet ldgic:

Proposicid 4

L. compleix el Principi de la Deduccid (P.D.) respecte * , &8s a dir,

que per tots X, y&A 1 XCA tenim que y € ID(X,x) ssi ~x%y € D(X)
Demostracid:

vy € D(X,x) = DH(I(X),IX) ssi x=y = Ix.y elDH(I(X)) = ID(X) simple-
ment aplicant el P.D. a M,; d'altra banda y € D(X,x) ssi Iy e D(X,x) ,
ja que D(X,x) &s obert i filtre d'ordre; i pel P.D. novament a DH aixd

equival a x-&y = Ix.Iy € D(X) , i aixd tambd a x =y = I(x-Hy) € D(X) . #

La proposicid precedent &s d'una importdncia cabdal en el nostre es-
tudi de les propietats deductives de les aHt, ja que dbéna un caracter funcio-
-nal d'implicacid a les operacions * (que des del punt de vista algebraic no
o 3n del tot, segons veurem a la seccid 3)
Donada una implicacid * i un element minim 0 hom pot considerar 1l'a-
plicacid Mg = x*O‘ Yx €A . Observem que T1?x = TVPx = Iz , i que

Dk = I71Ix Yx&€A . Les podriem anomenar pseudo-negacions ja que complei-

xen que si x £y aleshores Wy <« ¥k (proposicid 3.4) perd en canvi no
compleixen x < ™ ™¥x ( xemple VI.2) . Malgrat aixd si satisfan la pro-

pletat que caracteritza ldgicament una negacid intuicionista:
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Proposicid 5

L satisfd el Principi de la Pseudo-Reduccid a 1'Absurd (P.P.R.A.) res-

pecte V% : Ttk € PD(X) ssi ID(X,x) = A per tot x €A i tot XEA .
Demostracid:

Com que.O 8s minim i els elements de 35 sén filtres d'ordre, dir
D(X,x) = A &s equivalent a dir que 0 & D(X,x) , i aixd pel P.D. &s equiva-

lent a “Mx eD(X) . #

Les cinc proposicions anteriors es poden resumir dient que, com a mi-
nim, L &s una ldgica finitdria de Heyting amb element inconsistent. Veurem
més endavant que IL &s exactament aixd .

A continuacié donem, com a conseqiléncia del P.D. i la finitarietat de
L, dues caracteritzacions constructives de l'operador D, una que correspon

a l'estructura implicativa i ilaltra a la reticular .

Proposicid 6

Si X€A, X # #,D(X) = {x&A : Existeixen Ryo or s xnex tals que
x1°=(x2==( ==(xn==x) cee )) = 1} = {xeA : Existeixen Xis oov s
xnéX tals que leA Ix2 cee A Ixn < x}

_ Demostracid:

Per la finitarietat de L, xe€D(X) ssi x = 1 (cas en que es complei-

xen les dues caracteritzacions amb un element d'X qualsevol) o bé si existei-

I xneX tals que =x € lD(xi, e o xn) i aixd reiterant el P.D.
equival a xl*(xz*( ces *(xn*x) ...)) €D(¥) = {1}. D'altra banda podem po-
sar lD(xi, oo xn) = DH(IXJ.’ cee Ixn) = IDH(le/\ /\Ixn) i aleshores

X elD(xi, cee s xn) equivaldra a lel\ /\Ixngx . #
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Corol.laris
(i) Yxea, D(x) = [Ix,-é): {ysA: Ix$y}'

(ii) YxeA, x€B ssi ID(x) = D, (x) . #
Una altra conseqﬁéncia de les dues propietats ja esmentades &s una
important carateritzacid dels sistemes deductius en termes de les operacions

naturals d'implicacid .

Proposicid 7

Per tot D&A, D &s sistema deductiu si i solament satisfd :

(T) 1eD

(MP*) S1i x €D 1 x%*yeD , aleshores ye&D , per tots x,ye€A .
Demostracid:

Suposem que D &s un sistema deductiu; ens cal demostrar (MP¥), perd
81 x*ye€D = (D) aleshores y € D(D,x) = ID(D) = D ja que x&D .

Suposem que D satisfd (T) i (MP#%); veurem que D e® demostrant

que D(D) =D . Si xebD(D) 1ix # 1 , existeixen =x s xneD tals

1°? T
que xi* . *(xn*x) ...) = 1 €D i aplicant (MP*) reiteradament obtin-

drem que x€&D , &s a dir, ID(D) € D , d'on ped . #

Aquest resultat &s fonamental, ja que si mirem els sistemes deductius
com a teories ldgiques 1 * com a connectiva ldgica definida en funcid de
les primitives, la proposicid 7 ens diu que usant com a Gnica regla de de-

duccid el Modus Ponens per a aquesta connectiva, obtenim les mateixes teories.

Donat un D€ , Dosarem @D = {D' e 12 D} . Com hom sap, es

tracta també& d'un sistema clausura algebraic; i si designem per DD 1l'ope-
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rador consegiidncia associat, es compleix DD(X) = D(DWUX) WX CA. Alesho-

pes es pot comprovar facilment la

Proposicid 8

Lé 1dgica LD = (A, DD) és finitaria, i compleix P.A., P.F.DI., P.D.

i P.P.R.A. respecte les mateixes operacions que la ldogica L .
Demostracid:

Exemplificarem la del P.A. per a mostrar només 1l'Us de la té&cnica d'in-
troduccid de l'operador D : DD(x,y) = D(x,y,D) = D( D(x,y) , D) =
= 0( D(xAy) , D) = D(XAY,D) = )DD(X/\y)

Les altreses fan de manera semblant . #

Aleshores, com sempre que disposem d'una 1dgica abstracta, podem con-

siderar la prelacid d'equivaléncia usual (veure ['75], per exemple) defini-

da per x Ny Y si 1 solament si DD(X) = lDD(y) . En el nostre cas tenim

també una notable caracteritzacid :

Proposicid 9

Per tot x,y €A , x Wb y ssi DD(x) = DD(y) ssi x%*y €D i y¥*xeD.
Demostracid:
D D . D _ .
En efecte, D (x) = D (y) equival a y €& D (x) = D(D,x) Jjunt amb
X € DD(y) = D(D,y) que pel P.D. equivalen respectivament a x*yeD i

vz €D . #

Al quocient A/'\JD d'A per aquesta relacid hom hi pot definir les ope-

racions XAY = XAy , VY = IXVIy , X.y = x¥y i T x = TWx i aleshores
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l(A/”D, 7, A, V, . ) &s una algebra de Heyting; en canvi no &s una aHt ja
que per tot x€A Ix np X per ser D obert; per tant "perdem" l'estructura
topolbgicé. Pero hi guanyem ldgicament : existeix un morfisme bildgic entre
L. i la ldgica de Heyting del quocient A/MD 3y 8s a dir, un isomorfisme
d'ordre entre els sistemes deductius de f)D i els H-sistemes deductius de
1'algebra AﬁbD .

Hom pot comparar les relacions 3 i Vp i hom observard que la pri-
mera &s una congrudncia de l'estructura algebraica, essent doncs A/ED una

aHt , mentre que ~_ &s, per dir-ho d'alguna forma, una congruencia de l'es-

D
tructura 1dgica (&s compatible amb A , ¥ , % i =% _ ) 1 A/vy  &s una
dlgebra de Heyting. Tenim, doncs, dos quocients, un d'algebraic i un de ldgic.

Aquests quocients seran represos a III.2 i III.S, on llur estructura ens do-

. - » / . . .
nara informacid sobre algunes caracteristiques del sistema deductiu D

La construccid anterior ha estat feta per a un D G.SD arbitrari. Hi
ha dos sistemes deductius destacats per als que- aquesta construccid adquireix
especial interés. Un d'ells &s el radical, que sera tractat a III.3, i l'al=-
tre 8 D = {1} . En aquest cas 3)[1} = §) i %(1} esdevé ~ , la relacid

d'equival®ncia usual associada a @ , que té& una caracteritzacid prdpia:

Proposicid 10

e

Per tot x,y€A , X n vy ssi D(x) = D(y) ssi x%y =1 i y¥x =1
ssi Ix = Iy .

Demostracid:
Cal tenir només en compte la proposicid 9 i el Corol.lari (i) de la

proposicid 6 . #
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Tot el que hem dit per a "~ val ara per a v ., En particular

D

Proposicid 11

L &s una "ldgica finitdria de Heyting amb element inconsistent"
Demostracid:

Es una conseqiiéncia del morfisme bildgic que existeix entre L 1
la 1ldgica dels H-sistemes deducitus d'A/v , que &s una 1ldgica finitaria

de Heyting amb element inconsistent. Per tant (L ho &s també. #

També &s interessant d'observar que gracies a l'isomorfisme d'ordre
que tenim entre S) i els H-sistemes deductius del quocient usual podriem
donar una demostracid especialment simple de la distributivitat del reticle

® , que ja hem vist a la proposicid 1.4 .



II.3 LES OPERACIONS NATURALS D'IMPLICACIO

Si comparem entre si les quatre operacions d'implicacid que tenim,
veurem com queda justificat el nom de '"feble' que Porte, independentment

de tota comparacid, havia donat a —>.

Proposicid 1

Per tot a,b €A, a.bga->»b i a=pb ga-Ab ga—>b .
Demostracid:

Usant la isotonia i l'antiisotonia de . , de Ia § a obtenim a.b g
< Ia.b = a-»b , i de Ib< Db obtenim I(Ia.Ib) € Ia.Ib & Ia.b , & a dir

a=»b ga-pbga>b . #

En aquesta secéié veurem en quina mesura les operacions naturals d'im-
plicacid reflecteixen, o fins 1 tot caracteritzen, les propietats de la
deduccid a les aHt, de la mateixa manera que les propietats algebraiques del
producte (.) de les 3algebres de Heyting corresponen als teoremes 1ldgics que
satisfa la implicacidé (material) de la 1dgica intuicionista. Avancem que la
nostra conclusid serd que la implicacid intuicionista &s la més fidel, 1 &s

capag de caracteritzar, tota sola, l'estructura de les aHt.

Comengarem amb les propietats a les que no intervenen altres opera-
cions de l'algebra, i entre aquestes amb les que es poden demostrar de forma
unificada per a les tres operacions d'implicacid, usant el P.D. i altres
propietats de l'operador D ja demostrades, especialment el fet que tot sis-

tema deductiu és tancat per (MP%*), 1 que usarem sense mencionar.

37
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Proposicid 2

A tota aHt A es compleixen, per tot a,b,c €A, les propietats:
(i) a*b =1 ssi Ia <Ib
(ii) Si a £ b aleshores a*b =1 , perd el reciproc no &s cert
(iii) a%1 =1
(iv) a®*a =1
(v) a%(b%a) = 1 (forma feble del Principi d'Absorcid o "A fortiori')
(vi) TIa gb*a  (forma forta del Principi de la Quasi-Absorcid)
(vii) (a*(b*c))*((a*b)*(a%*c)) = 1 i ((a*b)*(a*c))*(a*(b*c)) = 1
(forma feble de 1l'Autodistributivitat)
(viii) (a®*(b*c))®(b*(a*c)) = 1 (forma feble de la Commutacid de
Premises)
(ix) (a*(a®b))%(a*b) = 1 i (a*b)®(a®(a*b)) =1 (forma feble de
la Repetidié de Premises) |
(x) (a*b)#((b*c)*(a®c)) =1 1 (a*b) *((c*a)*(c*b)) =1 (formes
febles dels dos Sil.logismes Hipotétics)
(gi) Si a%*b = 1 aleshores (b%c)®(a*c) =1 i (c*a)*(c%b) = 1 (les

formes febles de les altres formes del Sil.logisme Hipotdtic)

Demostracid:

que

(i) a*b =1 ssi bebhD(a) ssi Ia £b ssi Ia gIb.

(ii) De l'anterior ja que a &b dimplica Ia £Ib .

(iii) Ja que 1 € D(a) .

(iv) Ja que sempre a € D(a) .

(v) Del fet que a € D(a,b)

(vi) a*(b*a) = 1 equival a b%a g€ P(a) que equival a Ia £ b¥a .

(vii) Degut a que c & D(a,a%b,a®*(b*c)) obtenim la primera; i com

b%#(a*b) = 1 segons (v) , resulta a%b € ID(b) , i per tant tenim que
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c € D(a,b,(a%*b)*(a*c)) , d'on surt la segona

(viii) Ja que c¢ € D(a,b,a®(b%*c)) -.

(ix) La primera perqud b & D(a,a*(a*b)) , i la segona perque
b ebD( a, a%*h ) .

>(x) La primera perqudé c € D(a,a%b,b%c) , 1 la segona perqué tenim
que b € D(c,c*a,a®*b) .

(xi) La primera part de (x) equival a I(a*b) <€ I((b%c)*(a%c))
< (b*c)é(a*c) 3y si a® = 1 , aleshores I(a®%b) = I1 =1 , i per tant
tenim que (b*c)®*(a*c) = 1 . La segona part es dedueix de manera similar de

la segona part de (x) . #

A la proposicid precedent i a les que segueixen es barregen distintes
representacions algebraiques de la idea d'implicacid veritable entre sentén-
cies. Amb la implicacid material aixd &s x.y = 1 , que equival a x €7 ;
perd a més tenim les donades per les implicacions naturals % , que poden
adoptar dues formes no relacionades: Una &s x%y = 1 , que ens diu que la
implicacid natural entre x i y &s un teorema, i una altra &8s "si x = 1 ales-
hores y = 1", que ens diu que si x &s teorema aleshores y &s teorema. Si
les operacions * fossin ordenadores aquesta segona forma seria sempre més
feble que la primera i es deduiria d'ella; pero aquest no &s el cas, i ambdues
formes sdn independents. Per aquesta rad tenia interds veure si es complien
algunes de les propﬁetats que hem esmentat (p.e. (vii) 1 (ix)) i algunes de
més endavant, que en principi podrien semblar-nos sobreabundants, perd en
realitat no ho sdn pas. ELl mateix comentari val per a l'equival®ncia 1dgica
entre sent®ncies, que té la forma feble "x%y = 1 i y¥*x = 1" de la que de-

duirem l'encara més feble "x =1 ssi y = 1" , &8s a dir, respectivament
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una diu que x 1 vy s'impliquen mdtuament, i l'altra que sdn o no teoremes
al mateix temps; i la forma forta &s x = y , que &8s dir que les senténcies

corresponents tenen sempre el mateix valor de veritat.
Abans de seguir remarcarem uns resultats auxiliars, especialment el
fet que a =>b &s sempre obert, que juga un paper essencial a forga demos-

tracions.

Proposicid 3

Per tot a,beA es compleix que a =>b = I(a-#b) = I(a->»b) i que

1-»a = a , mentre que 1=>a = 1-Pa = Ia . #
A continuacid col.loquem tres propietats que valen per a totes les
implicacions naturals, perd que requereixen una demostracid diferent per a

cada una d'elles.

Proposicid 4

A tota aHt A i per tots a,b,c €A es compleixen les propietats:
(i) Si a b aleshores c%*a g c*b (Isotonia per 1l'esquerra)

(ii) Si a £ b aleshores b%*c £ a®c (Antiisotonia per la dreta)

(iii) a®(a*b) = a%*b (Repe‘ticié de Premises)
Demostracid:

(i) Si a £ b aleshores Ic.a £Ic.b és adir c—->agc—->b . D'al-
tra banda tenim Ia £ Ib , d'on Ic.la g Ic.Ib &s a dir cPa gecHb, 1
aplicant I als dos membres obtenim ¢ $>a ¢ ¢ =$b

(ii) De a £ b dedum Ia £Ib , i d'aqui Ib.c & Ia.c , & a dir,

b-yc &a=-c , i també Ib.Ic <Ia.Ic &s a dir b-+»c ¢ a-c ; i prenent
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interiors surt b=»c<Lac .

(iii) Podem utilitzar 5.(v) ja que aquesta propietat serd demostrada
directamént, sense fer s de cap de les que estem demostrant; usant-la per a
—» i =» 1 també la proposicid 3, tenim a;->(a—9b) = (a-»a)—>(a—=>b) =

1=>(a=b) =

n

1=>(a=»b) =a-»b ;1 a=>(a=>Db) = (a=>a) >(a=»b)
=I(a 2»Db) = a=Db . Per a =F# ho fem directament: De I(Ia,Ib) <£7Ia.Ib es
dedueix a-#(a-»b) = Ia.I(Ia.Ib) =< Ia.(Ia.Ib) = Ia.Ib = a-»b , i com que
Ib < Ia.Ib, Ib < I(Ia.Ib) d'on a-»b = Ia.Ib £ Ia.I(Ia.Ib) = a-~(a—-b)

i en resum a-A(a—»b) = a-b . #

I finalment passem revista a les propietats de la implicacid ldgica

que no compleixen totes les implicacions naturals ( i fins cap! )

Proposicid 5

A tota aHt tenim que per tots a,b,c €A :

(1) a £b->a i no es compleix per a =» ni per a -4» (Absorcid)

(i1) a*b £ c*(a*b) es compleix per a —» i => perd no per a —-f» .

(iii) a®*(b%c) = b¥(a%*c) per a —» 1 =P perd no per a —4* (Primera

forma forta de la Commutacid de Premises)

(iv) a £b%*c ssi b g a%c no la satisfd cap de les tres implicacions
naturals (Segona forma forta de la Commutacid dle Premises)

(v) &(b*c) = (a*b)*(a*c) per a —» 1 = perd no - (Autodistri-
butivitat)

(vi) a*b & (c*a)*(c*b) per a —» i => perd no per a - (Primer

Sil.logisme Hipotétic)
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(vii) a=b £ (b =Hc) P (a=p>c) perd no per a =» ni > (Segon
Sil.logisme Hipotétic)

Demostracid:

(i) Ja sabem que a £LIb.a ; el contraexemple adequat é&s VI.2

(ii) Per a —>» és uﬁ cas particular de (i) . Per a = , de 2.(&) te-
nim (a Hb)p(c=»(a» b)) =1 d'on azpb = I(azpb) & I(c=p(azpb)) =
= ¢ 2(a=>b) . El mateix VI.2 ens ddna el contraexemple per a =—>

(iii) De (i), (v) (que demostrarem independentment) i 4(ii) tenim que
a->»(b=>c) = (a=-»b)>»(a—=>c) £ b—>»(a—=>c) 1 per simetria tenim la des-
igualtat contrdria. Per a = &s lleugerament diferent, només : Ib < a=>b ,
per tant a (b Dc) = (adb)P(adc) £ IbD(apc) =b D(azpec) 1
per simetria ja esta. El contraexemple per a =F% &s VI.5 .

(iv) L'exemple VI.2 ens mostra que cap de les tres implicacions natu-
rals no compleix aquesta propietat.

(v) De I(Ia.b) £Ia.Ib i del fet que b g Ia.b implica Ib g I(Ia.b),
usant 4.(ii), dedu™m que a->»(b-»c) = Ia.(Ib.c) = (Ia.Ib).(Ia.c) <
£ I(Ia.b).(Ia.c) = (a=>b)>(a=>c) = I(Ia.b).(Ia.c> L Ib.(Ia.c) = Ia.(Ib.c) =
=a=>(b->c)

Per a = &s molt més senzill degut al fet que Vx,y&A , x Dy

8s sempre obert, 1 que si x i y s8n dos oberts, aleshores si que x%y = 1
implica, 1 &s equivalent a, xg y . En aquest cas, de les formes febles de
1'Autodistributivitat, 2.(vii), dedum a (b =>c) £ (a=b)=2>(a=c) 1
(a b)) D(a=pc) £ a =>(b=>c)

En canvi per a —/~> tenim un contraexemple no solament per a la igual-
tat, sind per a cada una de les desigualtats (!) a VI.S .

(vi) Es dedueix aplicant (v) al segon membre de (ii). A VI.7 hi ha
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el contraexemple que necessitem per a —4> .
(vii) Es dedueix de la corresponent forma feble 2.(x), per les matei~
xes raons que en el cas de l'Autodistributivitat. El contraexemple per a —>

8s VI.2 , 1 VI.7 és el de —» . #

Cal parar esment a (vi) i (vii), on veiem que només la implicacid in-
tuicionista compleix la forma forta dels dos sil.logismes. Aixd ja ens comen-
ga a fer sospitar que hi ha quelcom d'especial en. aquesta operacid; més en-

davant la nostra sospita es veura confirmada.

Passem ara a les propietats de les operacions implicatives que les re-
lacionen amb les altres operacions d'A amb contingut 1dgic, que en el nostre
cas sén A i ¥V . Distingirem també& les que valen per a les tres implica-

cions naturals de les que valen només per a una o dues.

Proposicid 6

En una aHt A es compleixen, per a tot a,b,cel ,
(i) a*(b®*(aab)) = 1

(ii) a*(.b/\ C) = (a'f:b)A(a;'gc)

(iii) (a¥b)#*c (a®c) AN(b*c) (Llei de DeMorgan generalitzada)

(iv) (a*b)AIb = Ib

(v) Ia £ b*(aAb) .
Demostracid:
(i) Ja que aAbe D(aab) = D(a,b)

(ii) a=»(baAac) = Ia.(bAc) = Ia.bAla.c = a=»bAa—>c ;3 a+>(bAc) =

Ia.I(b Ac) Ia.(IbAIc) = Ta.Ibala.Ic = a > bAaa-f»c ; i finalment

{1

a=(bAc) = I(af>(bAc)) = I(a4»bAas>»c) = I(a4>»b)AI(a+>c) =



II.3 4l

a;b/\aéc .

(iii) (aVb)=>c = I(aYDb).c = I(IavIb).c = (IavIb).c = Ia.cAlb.c =

a-»cAb—>»c ; substituint en aquesta c¢ per Ic obtenim (aVb)-f=>c =

it

a-f»c Ab-c ; 1 aplicant I a aquesta darrera surt (aVb)=pc = -

it

I((aVb) Ac) = I(ascAab-fc) = I(a-AHc)NI(bFc) = a=pcAb =>c .
(iv) Per 2.(vi) tenim que Ib g a*b , per tant (a®%b)AIb = Ib . .
(v) a%*(b*(aAb)) = 1 que ja hem demostrat, equival a Ia £ I(b*(aAb))

< b%(aAb) sempre . #

Proposicid 7

(i) (a=»Db)Ab =b

(ii) a £ b —=>(aAb)

(iii) a*(b%*c) = (aAb)®c per a —> 1 = pero no per a 4 (Llei

d'Importacid-Exportacid de la Implicacid)

Demostracid:

(i) Es degut a b £ Ia.b = a->b

(ii) Cl3assicament tenim a.(b.(aAb)) =1 , & a dir, a < b.(aAb) <
< Ib.(aAb) = b—=»(aAb)

(iii) Tenim gque a->(5—>c) = Ia.(Ib.c) = (IaAIb).c = I(aAb).c =

(aAb)=>c 3 i per a = tenim (aAb)=>c = I(I(aAb).Ic) = I((IaAId).Ic =

= IQ(Ia.(Ib.Ic)) L I(Ia.I(Ib.Ic)) = a (b =>c) = I(Ia.I(Ib.I'c)) <

I(Ia.(Ib.Ic)) = I({(IaAIb).Ic)

u

I(I(aAb).Ic) = (aAb) DHc ; 1 a VI.1 hi

ha un contraexemple per a —£> . #

Com hem vist, les operacions = i > compleixen les formes més fe-

bles de (i) i (ii) que hem demostrat a 6.(iv) i (v) ; en comptes de donar els
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contraexemples de costum demostrarem una cosa més forta, alhora que formulem

unes curioses caracteritzacions algebraiques dels elements oberts.

Proposicid 8

A tota aHt A i per a cada element a €A, sbn equivalents:
(i) a &s obert, &s a dir, Ia = a
(ii) a < (a*b)*b per a tot b&A i per a qualsevol de les %
(iii) (b =a)Aa = a per a tot b€A
(iv) (b +»a)JAa =a per a tot beA
(v) (a=»b)Aa = aAb per a tot beA .
Demostracid:
De b € D(a,a*b) dedufm (a*b)*b € D(a) , s a dir, Ia < (a%b)*b ;
per tant si (i) aleshores (ii) . També aplicant (i) a 7.(i) i (ii) dedu¥m
(iii) i (iv) . Finalment, si suposem Ia = a , tenim que (a—»b)aa =

(Ia.b)Aa = (a.b)Aa = aAb , és a dir (v)

Per als reciprocs, si a (ii) posem b = a obtenim a £ (a®a)®a

i
i}

1%a = Ia si ®# &8 = o - ; o bé a L (a->la)—>1Ia = I(Ila.la).la

I1.Ia = 1.Ia = Ia ; en qualsevol dels tres casos resulta Ia = a . Tant de
(1ii) com de (iv) , posant-hi b =1 queda a = (1%a)Aa = IaAa = Ia , te-
nint en compte que ara * &s = o bé =/» . Finalment si a (v) fem b = Ia

obtenim Ia = a Ala = (a=>Ia)Aa = (Ia.Ia)Aa =1Aa =a . #

Hem vist que les implicacions naturals, especialment la feble i la in-
tuicionista, compleixen una llista forga nodrida de principis, axiomes o
"teoremes'" usuals de la implicacid material, en funcid de la qual han estat

definides, amb intervencid de l'interior, és a dir, de l'operador de necessi-
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tat. La pregunta que ens fem &s si aquestes operacions d'implicacid que hem
anomenat '"maturals" merament reflecteixen les propietats de la implicacid
1dgica (modal i intuiqionista) de les dlgebres de Heyting topoldgiques, o
bé si sbn tan naturals i tan potents que arriben a caracteritzar-les

En el cas de la implicacid feble tenim un resultat, com era d'esperar,

bastant feble, perd que no deixa de ser interessant.

Proposicid 9

Sigui A una algebra de Heyting,‘i I:A—> A una operacid monaria so-

bre A tal que si definim una operacid bindria sobre A per la férmula

a-»b = Ia.b per a tot a,b€A , aquesta operacid compleix

(1) 1—a = a per tot aeA ; i

(2) (a=>(b—=>c))>» ((a=>»b)—>(a~»c)) =1 per tots a,b,ce€Ah ,

aleshores I &8s un interior implicatiu sobre A, i A esdevé una aHt .
Demostracid:

Sia (1) fem a = 1 obtenim 1 = I1.I1 =1-=1I1 =11, s a dir, I1 = 1
sia (2) fém a ; b = 1 obtenim, aplicant quatre cops (1), gque per tot
ceh, c=>»c =1, és a dir, Ic.c = 1 o sigui Ic<Kc . I finalment si a (2)
mateix substitu¥m ¢ per Ib , queda I(Ia.b).(Ia.Ib) = 1, & a dir I(Ia.b) <
< Ia.Ib . Reconeixem les condicions (I1),(I2) i (I3c) que a les algebres

de Heyting defineixen 1l'operador interior. #
Per a la implicacid intuicionista tenim un resultat optim:

Proposicid 10 .

8i (A,7, A,V .) & una algebra de Heyting i * &s una operacid binaria
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sobré A tal que per a tots a,b,c&A compleix les condicions

(1) a%*a =1

(2) a*(b*c) = (a*b)*(a%*c)

(3) a*(b.c) < a®*(b%*c)

(4) (a*b)*c £ (a*b).c

aleshores l'operador definit sobre A per Ix = 1%x per tot x €A
s un operador interior sobre A tal que l'operacid original * &s
precisament la implicacid intuicionista usualment associada a I .

Demostracid:

Anirem donant progressivament diferentes propietats de l'operacid *
tque demostrarem amb les (1) a (4) i les que anem obtenint-

(5) a*l = 1 Ja que a*l = a®*(a%*a) = (a%a)%(a%a) = 1 ;

(6) sSi a €b aleshores c%a <c%b jaque a<b equivala a.b=1 1
tenim 1 = ¢®l = c*(a.b) < c%(a*b) = (c*a)®(c*b) < (c*a).(c*b) , d'on
obtenim c%®a £ c¥%b

(7) 1*%*a £ a Jja que 1%a = (a%a)®a g (a%a).a = l.a=a 5

(8) 1%(a®b) = (a®b) ja que per l'anterior 1%{a%b) Qa*b , 1 a%b = a®*(1.b) <
<€ a®(1%b) = (a*1l)*(a*b) = 1%(a*b) .

Ara podem veure que Ia = 1%a &s un interior: Il = 1%1 = 1 per (1) ;

n

Ia = 1%a g a per (7) ; 12a = I(Ia) = 1%(1%a) = 1%a = Ia per (8) ; i final-
ment I(a.b) = 1%(a.b) < 1%(a*b) = (1*a)*(1%b) <K (1*a).(1*b) = Ia.Ib
I per acabar ens cal demostrar que a b = I(Ia.Ib) = a*b . Tenim
que 1#*(a*b) = (1%a)*(1#*b) < (1%a).(1#b) ; d'aqui dedufm que a*b = 1%(a*b) =
= 1%(1%(a*b)) < 1%((1%a).(1%b)) = I(Ia.Ib) = a =>>b i d'altra banda tenim
a b = I(Ia.Ib) = 1%((1%a).(1%b)) < 1%((1*a)*(1*b)) = 1%(1%(a*b)) = a*b ,

quedant per tant a=>b = a¥*b . #
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Una conseqiiéncia algebraica d'aquest resultat seria que podriem defi-
nir les aHt dintre de la classe de les algebres de tipus (1,2,2,2,2) , com.
3lgebres (A,V, A,V ,., D) tals que A,7, N, V,.) sigui una 3lgebra de Hey-
ting 1 a més es complissin els axiomes (1) a (4) de la proposicid precedent.

Si tenim en compte a mé&s la proposicid 2.7, que caracteritza els sis-
temes deductius d'A a través de = , en deduim una conseqii®ncia important:
Podem fer 1dgica modal (intuicionista o classica, ja que la proposicid an-
terior resta vdlida si hi canviem "Heyting" per "Boole") sense operador ni
regla de necessitat, treballant en canvi amb dues implicacions ( . i =) i
usant el modus ponens respecte la segona: No solament obtenim els mateixos
teoremes, sind tamb& les mateixes teories. Aquest fet, creiem, obre noves

perspectives per a la ldgica modal i els seus estudis algebraics.

Finalment diguem que per a la implicacid rara no hem pogut obtenir
cap resultat en aquesta darrera linia, ja que si b& Ia = 1-4%a, en canvi
> no compleix l'autodistributivitat (en la seva forma forta), que com
hem vist era una pega clau a la nostra demostracid. De fet ja ens hem adonat
que > t& moltes menys propietats que —» i =» , de manera que no ens

n'hem d'estranyar.



CAPITOL 1III

L'ALGEBRA DELS SISTEMES DEDUCTIUS




IIT.1 ELS IRREDUCTIBLES

Recordem en primer lloc unes definicions que sdn generals per a tot

sistema clausura, excepte una d'elles.

Definicid 1
Sigui DE€ @ . Aleshores direm que D &s

Irreductible ssi VD’,D"GX) , 81 D= D'MD" aleshores D = D'

ob& D=D"

@

Completament irreductible ssi per tota familia @ c &) , si

D= m D' aleshores existeix un D"e@ tal que D = D"
p'e®

Primer ssi WVa,beA , si a¥beD aleshores aeD o bd bebd

Lligat a x €A ssi D &s maximal entre tots els elements de D que

no contenen x ; és a dir, ssi X¢D i per tot D' 6@ , si

D$D' aleshores x €D' .

Els corresponents conceptes del sistema clausura.<§3H -seran designats
amb els mateixos nomsprecedits de la lletra H; les definicions sdn les matei-
xes excepte la de H-primer, que es formula amb Vv , dbviament. A'continuacié
donarem algunes caracteritzacions i propietats dels conceptes definits, i en
particular veurem que les quatre definicions corresponen a dos {nics concep-
tes, Evidentment tot sistema deductiu completament irreductible &s irreduc-

tible.

50
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Proposicid 1

Per a tot D 643 , les seglents afirmabcions sdn equivalents:

(1) D és irreductible .

(2) Per a tot a,b ¢ D existeix un c ¢D tal que a¥b £c .

(3) D és primer .

Demostracid:

(1) implica (2) : Suposem que existeixin a,b €D tals que per tot
c€A, si a¥b g c aleshores c &D; tenint en compte que a Vb &s sempre
obert, tenim que D(D,a) D , D(D,b) D , i D(aVb) & D ; aleshores
D € D(D,a) NID(D,b) = O(D,aV¥b) = O(D, P(avb)) ¢ D(D) =D, & a dir,
que D = D(D,a) MD(D,b) , resultant D reductible contra la hipdtesi.

(2) implica (3) : Si D no fos primer, existirien aJ3¢I) tals que
avbeD, d'on D(av¥b) €D, & a dir, que per tot c €A, si aVvb gc ales-
hores c:eb contra la.hipbtesi .

(3) implica (1) : Suposant que D no fos irreductible, existirien
D',D"€ & tals que D = D'MD" perd D €D' i DgD", & a dir, que
existirien a D' i beD" arﬁb a,b¢D ; perd D(avb) = D(a) N"D(b) C

C D'AD" =D, d'on aVbe&D, contra la hipdtesi que D sigui primer . #

Proposicid 2

Sigui DE@ . 81 D 8&s H-primer aleshores D &s primer .
Demostracid:
Si aVvb = IavIbeD, per ser H-primer tenim que IaeD o IbeD,

perd per ser D filtre d'ordre aixd implica que a €D o bé& beD . #

El reciproc d'aquest teorema no &s pas cert: al contraexemple VI.4

tenim un sistema deductiu que &s primer perd no &s H-primer.
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Proposicid 3

Per a tot D E@ les seglents afirmacions sdn equivalents

(1) D és completament irreductible.

(2) D &s lligat a un element a&A .

(S)v Existeix un a&A tal gque a#D i que per tot x&A , si

xeFD aleshores x%*a €D
Demostracid:

(1)‘implica (2) : S1i Dno &s lligat a cap a&A , per a cada aeA
tal que a €D existeix un D_& P tal que a¢,Da i D &D_ . Aleshores
resulta que D = n{Da :’a¢D} : en efecte, & pel que hem dit, i si
x pertany a la interseccid, ha de ser x&D , ja que si }<$D tindriem
x(EDX , contra la definicid dels Da . Per tant D no &s completament
irreductible, ja que l'hem posat com interseccid d'una familia de sistemes
deductius diferents d'ell mateix .

(2) implica (3) : Evidentment a¢D ; 1si x¢D, D C_’;ID(D,X) i
per tant ha de ser a & D(D,x) , que pel P.D. equival a x%a €D .

(3) implica (1) : 8i D no fos completament irreductible, tindriem
D = mDi iper acada i D 9; Di , & a dir, que existiria un xieDi tal
que Xi$D . Per la hipdtesi resultaria que xi*a €D , d'on xi*a eDi i per

(MP*) a €D, per tot i, 8 a dir que a eD contra la hipdtesi . #

A continuacid veurem algunes propietats de separacid amb sistemes

deductius completament irreductibles.

Proposicid U

Per a tot DeX i tot x¢,D existeix un D'&S completament ir-
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reductible tal que D &€D' i x ¢5D' , i aquest D' @&s maximal
entre tots els elements de 55 que compleixin les dues darreres
condicions, i1 en particular &s lligat a x .
Demostracid:
Es tracta de comprovar que la familia d'elements de &D que contenen
D i no contenen x &s inductiva superiorment, 1 pel Lema de Zorn dedu’tm
que t& maximals; un qualsevol d'aquests &s el buscat, i a fortiori serd ma-
ximal entre tots els elements de ‘i) que no continguin x , s a dir, sera

lligat a x, 1 per tant completament irreductible. #

Corol.lari 1

Per tots x,y €A tals que Iy %x, existeix un D e@ completament
irreductible lligat a x tal que y €D i naturalment x&D .
Demostracid:

Aplicar la Proposicid 4 a D(y) . #

Corol.lari 2

Per tot x€A tal que x # 1 existeix un sistema deductiu lligat a x .
Demostracid:

Aplicar el Corol.lari 1 a y =1 . #

Proposicid 5

La familia dels sistemes deductius completament irreductibles forma
la més petita base del sistema clausura ED .
Demostracid:

Evidentment per tot D €D tenim que D C m{D' e® : p'és com-



