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pletament irreductible 1 D Q:D'} ; perd si no es complis la inclusid con-
traria, existiria un a¢D tal que a€D'. per tot D'€) completament
irreductible tal que D € D' . Ara b&, la proposicid 4 comporta que si ae*D
aleshores existeix un D'&@ completament irreductible tal que a$D' i
D €D' , i segons la nostra hipdtesi hauria de ser a €D' , contradiccid.
Per tant per tot D €& &3 tenim que D = (‘\{Iﬂ S gD : D' &s completament
irreductible 1 D € D' , és a dir, els completament irreductibles de 35
formen una base de 55 ; 1 evidentment aquesta base &s la més petita possible
ja que per la seva mateixa naturalesa els sistemes deductius completament

irreductibles han de formar part de qualsevol base de % . #



III.2 ELS MAXIMALS I LA SIMPLICITAT

Aixi com la idea de "teoria'" engendra el concepte de sistema deduc-

tiu, la idea encara més important de teoria consistent 1 completa té el

seglient homdleg algebraic:

Definicid 1
tn De® &s maximal ssi D# A 1 per tot D'E@ , 81 D &D'

aleshores D' = A .

Com a la seccid anterior, un H-maximal sera un maximal de SC%{. A

continuacid assenyalem alguns fets trivials entorn aquests dos conceptes:

Proposicid 1

Tot sistema deductiu maximal &s completament irreductible (i, per

tant, irreductible, i, per tant, primer) . #
El reciproc d'aquesta proposicid no és cert; ara bé, a la proposicid
3.1 veurem una caracteritzacid més precisa dels maximals en termes del com-

pletament irreductibles.

Proposicid 2

Si un sistema deductiu &s H-maximal, aleshores &s maximal. #

El reciproc d'aquesta tampoc no &s cert, com ens mostra l'exemple VI.8 ;

55
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en aquest mateix veiem que no tot H-sistema deductiu H-maximal ha de ser
obert. Una altra cosa que podriem pensar 8s que si D &s un H-sistema de-
dﬁctiu que &s H—maximal aleshores D° , que &s el més gran sistema deductiu
contingut en D, podria ser maximal; perd no é&s pas veritat, segons podem
veure a l'exemple VI.5 . Més endavant, a la proposicid IvV.2.15, millorarem

aquesta hipdtesi en un cas especial.
A continuacid donarem caracteritzacions dels sistemes deductius maxi-
mals a les que veurem com les operacions naturals d'implicacid juguen a les

aHt el mateix paper que juga el . a les dlgebres de Heyting.

Proposicid 3

Per a tot DEE) les seglients afirmacions sdn equivalents

(1) D és maximal .

(2) D#A i VNYa,beA , si a¢D i b$D aleshores a®b eD .

(3) D#A i VYa,beA , si (a*b)* €D aleshores aeD o beD.

(4) VYaeA, a¢D si i solament si WaeD .
Demostracid:

(1) implica (2) : Si aéD , D QED(D,a) i per tant D(D,a) = A ,
d'on per tot bgD , beD(D,a) que equival a a®beD .

(2) implica (3) : Suposem que (a*b)*b €D i que b<$D ; aleshores,
com que D &s tancat per (MP*), ha de ser a%b {sD i per (2) tenim a €D . |

(3) implica (1) : Si existeix un D'e€d tal que D& D' , existeix
un x€D' tal que x gD . Ara bé, per qualsevol y €A , com que per la
proposicid II.3.2.(ix) tenim que (x%(x%*y))*(x*y) = 1 &€ D , per (3) vresul-

ta que X €D o b& x®yeD , per tant ha de ser x¥%y €D , d'on =x%ygD' , i
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x €D' resulta que y &D' per tot yeA , és a dir, D' = A : D &s maximal .
(2) implica (4) : Si aé&D , com que 04D ja que D # A , resulta
que Ya = a®*0 €D . Inversament, i “Wa = a*0e&D no pot ser a&D Jja que
per (MP#*) tindfiem 0eb , &s a dir, D = A , que no és possible .
(4) implica (1) : Si existis un D'e® tal que D @€ D' , existiria

un a D' tal que a4D , per tant hauria de ser a*0&D &s a dir que tin-

driem a*0&D' i per tant O0&D' , d'on D' = A : D &s maximal. #

Volem cridar l'atencid sobre dues coses: En primer lloc, la condicid
(4) es pot llegir, alternativament, " VaeA, ae€D o b& THagD , perd no
pas ambdds alhora'" , que &s la forma algebraica de la definicid cldssica
d'una teoria consistent i completa (per a cada sent®ncia, o bé ella o bé la
seva negacid hi pertanyen, perd no les dues) ; &s una nova mostra del funcio-
nament ldgic de negacid que té l'operacid 1% .

En segon lloc, la condicid (3) expressa el fet que per a determinades
operacions e , l'expressi6 (a ob) ©b es pot as;imilar funcionalment a un
suprem en el sentit que genefalitza el concepte de sistema deductiu primer
en algebres que no disposen d'operacions reticulars. Fou Sales qui primer s'a-
dona , a [56] , que en una algebra ae Hilbert l'operacid definida per
(a.b).b , en cas de ser commutativa, definia un suprem per a l'ordre propi
de 1'dlgebra. Pla a [ 45] reprengué la idea i observd que els sistemes deduc-
tius d'una algebra de Hilbert que satisfeien la condicid (3) amb . , i que
ell anomena "fortament primers', coincidien amb els maximals. Veiem que en
el nostre cas passa exactament el mateix amb * . Leg algebres de Hilbert que
satisfan la "condicid de Sales" (commutativitat de 1l'operacid esmentada) s'a-

nomenen "dlgebres d'Abbott'", o "algebres d'implicacid'" per Rasiowa que tanma-
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teix , a [50] , les defineix, seguint a Abbott, amb una condicid equivalent.
M8s interds tenen les 'lgebres de Sales'" que hom obté imposant la condicid
de Sales a una algebra deductivament completa; aquestes dlgebres foren intro-
duides per A. Torrens a [72] i estudiades més a fons per aquest autor i
A. Rodriguez a [73] i [52] respectivament.

Més endavant veurem una altra caracteritzacid dels sistemes deductius

maximals en termes de la simplicitat de certes algebres.
La seglient proposicid correspon al teorema de completesa de G8del, ja
que ve a dir que. tota teoria consistent es pot incloure en una teoria consis-

tent i completa.

Proposicid Uu

Si Déﬁ i D # A aleshores existeix un sistema deductiu D' ma-
ximal tal que D & D'
Demostracid:
P PO D . . . .
Cal només comprovar que la familia %" &s inductiva superiorment,
cosa immediata, i pel Lema de Zorn té un maximal, que clarament &s el que

busquem. #

Corol.lari
Per tot aeA , si Ia # 0 , aleshores existeix un sistema deductiu
D maximal tal que ae&D

Demostracid:
Aplicar la proposicid 4 al sistema deductiu D(a) , ja que Ia # O

&s equivalent a D(a) # A . #
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£s a dir, que en particular tota senténcia no necessariament falsa
estd inclosa en alguna teoria consistent i completa. En la seva forma alge-
. . ~ " . .
braica aquest darrer corol.lari serd usat amb molta freqiencia, especial-~

ment quan treballarem amb el radical.
Recordem ara una definicid d'dlgebra universal:
Definicid 2
Una algebra de Heyting topoldgica &s simple ssi té& exactament dues

congrudncies : la diagonal (o identitat) i la total (o burda) .

De la definicid es segueix que si A &s simple, A &s no degenerada

( A#{1} ) i a més tenim la seglient

Proposicid 5

Per a tota aHt A les seglients afirmacions sdn equivalents:

(1) A és simple.

(2) A t& exactament dos sistemes deductius: {1} i 4.

(3) A t& exactament dos elements oberts: 0 i 1 .

(4) A té exactament dues imatges homomorfes: {1} i A .
Demostracid:

Per la proposicid II.1.4, (1) equival a (2), i pel corol.lari de la
proposicid 5, (2) equival a (3) . D'altra banda &s sabut que hi ha una cor-
respond®ncia bijectiva entre epimorfismes i congrudncies, per tant (1) és

també equivalent a (4) . #
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Tenint en compte que l'Gnica algebra de Hetying simple és 1l'algebra

de Boole de dos elements, podem derivar el seglent

Corol.lari

Una aHt A és simple ssi B &s una 3lgebra de Heyting simple .

Queda ara clar que una aHt A &s simple si i solament si el seu inte-
rior és l'interior simple descrit a 1.3, i, per tant, que a tota algebra de
Heyting hi podem definir una estructura d'dlgebra de Heyting topoldgica

simple.

La seglent proposicid expressa la relacid que hi ha entre 3lgebres sim-
ples 1 sistemes deductius maximals, relacid completament homdloga a la que
es formula en els mateixos termes per a algebres de Heyting, perd la nostra .
pot considerar més rica ja que, mentre d'dlgebres:de Heyting simples només

n'hi ha una, d'aHt simples n'hi ha tantes com en vulguemn.

Proposicid ©

Per a tot D &ﬁv les seglients afirmacions sdn equivalents:
(1) D &s maximal .
(2) A/ED és una aHt simple .
(3) A/r\,D és una algebra de Heyting simple .
Demostracid:
(1) dimplica (2) : En A/ED'ﬁ i T sén evidentment oberts, i sén dife-

rents ja que en cas contrari A/;D = {T} , que equival a D = A , cosa impos-

it

sible ja que D &s maximal. Si a # 1 , afD i per tant Ia.0 = a—»0 €D ;
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il
(&}
o=g
~.

1

perd sempre 0.Ia = 1&D , per tant IaEDO , 8s a dir Ia = Ta
és simple.
(2) implica (1) : Si existis un p'ed tal que D&D' , existiria

un ééW'wlqm x¢D , 8 adir, x #1 , per tant Ix = Ix = 0 d'on
en particular x>0 = Ix.0€D d'on x—» 0e&D' i per (MP ) resultaria
0 &D' 8s a dir, D' = A : D &s maximal.
(1) implica (3) : Si D és maximal, QD ={D, A} i per tant YxeA
si x €D aleshores DD(X) = D= DD(i) d'on x =1 ; isi x¢D, IDD(X) =

= A= lDD(O) 8s a dir x =0 : A/n ={5 . I} , 1'dlgebra de Boole de dos

D
elements, &s a dir, l'algebra de Heyting simple.
(3) implica (1) : Si existis un D'€ @ amb D D' , hi hauria un

x €D' tal que x€&D, i per tant lDD(x) = D(D,x) # D = lDD(i) , d'on x # 1

i per tant ha de ser x = 0 &s a dir iDD(x) IDD(O) = A D' ja que

x &€D' 1 (DD(X) = O(D,x) . Per tant D' = A 1 D vresulta maximal. #

Acabem aquesta seccid amb dues propietats de les dlgebres simples

que necessitarem més endavant .

Proposicid 7

Si A &8s una aHt simple, aleshores T = {O , 1} .
Demostracid:

0 i 1 sbn sempre tancats, i per tot a€A ,si a#0, a#l1 1
per la simi)licitat d'A Ita =0, d'on Sa="1"a="0=1 ; per tant

T =f0, 1} . #

El reciproc d'aquesta proposicid no &s pas veritat, com podem veure
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a l'exemple VI. 7 .
Com a darrer resultat vegem qud passa si amplifiquem una aHt simple.

Proposicid 8§
Si A @&s una aHt simple aleshores o bé At &s simple o hé I = IP
essent pGA+— A .
Demostracid:
. + + _ _ ' + _ .
Si I'p=p aleshores B =3Bu{p}={0,p,1}d'on I = Ip . 81
no &s aquest el cas, I+p = sup+ B -{ 1} = sup+{0} =0 d'on B+ = XO , 1}

s a dir que At &s simple . #



IT1I.3 EL RADICAL I LA SEMISIMPLICITAT

En aquesta seccid introduim i relacionem tres conceptes d'origen
divers: la semisimplicitat (3lgebra universal), el radical (sistemes clausu-

ra) 1 els elements peirceans (ldgica algebraica)

Definicid 1

En una aHt un element a €A &s un element *-peirced ssi existeixen

b,c €A tals que a = ((b*c)*b)*b . Designarem per P, el conjunt

dels elements *-peirceans, per a cada implicacid *

Una considerable i sorprenent millora d'aquesta definicid serd obtin-
guda a la proposicid 4.8 , per a quan * és -=» o = .
Reservarem ¢l nom de H-peirceans per al mateix concepte referit al

producte . de les algebres de Heyting, essent P, el conjunt dels H-peirceans

H
Donarem també una nova i simple caracteritzacid dels H-peirceans.

Aquesta nomenclatura fou introduida per A. Monteiro a [39] en home-
natge al matemdtic americ2 Charles Sanders Peirce (1839-1914), precursor dels
moderns estudis d'histdria de la 1dgica i un dels primers a considerar la
implicacid com a operacid algebraica; normalment el teorema de la 1dgica clas-
sica ((p>q)?p)»p vrep el nom de Llei de Peirce.

Observem que tot element =p-peirced és obert; a la seccid 4 estudia-
rem les relacions entre els tres conjunts d'elements peirceans, P, , P%> i

Py » 1 n'obtindrem algunes caracteritzacions . De moment els farem servir

per a caracteritzar els sistemes deductius maximals i llur interseccid.

63
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Proposicid 1

Sigui D un sistema deductiu. Aleshores D &s maximal si i solament

si D é&s completament irreductible i D2P,
Deméstracié:

Tot maximal &s completament irreductible, i si prenem a,be&A quals-
sevol, si aeD com que a®*({(a*b)*a)%a) =1e&D , fesulta ((a*b)%a)®*a €D
per (MP%*) ; i si aq-:D , aleshores tant si "beD (en general) com si b D
(per ser D maximal, proposicid 2.3) tenim a*b&D 1 per tant ha de ser
(a*b)*a ¢D i novament perqud a#&D surt ((a%*b)*a)®a €D . En qualsevol
cas ((a®*b)*a)*a b , & a dir, P, D .

Si D é&s completament irreductible existeix un x €A tal que D &s
lligat a x; suposem que existis un D' €D tal que D & D' 3 tindriem x&D'.
Prenguem ara un y &A qualsevol: com que tenim ((x*y)#x)%*x € D 1 x¢D ,
ha de ser (x¥®y)*x 45 D i per la proposicid 1.3 aixd implica x*y €D d'on
x%y @D' i com que x&D' per (MP%*) yaD' , &s a dir, D' = A i resulta

que D &s maximal . #

Definicid 2
A tota aHt A el radical 4'A &s la interseccid de tots els sistemes

deductius maximals d'A, i es designa per R(A).

Seguint'la lectura 1ldgica que anem fent dels sistemes deductius, po-
driem assenyalar que el radical &s una caracteristica deductiva molt impor-
tant, ja que es tracta del conjunt de sent@ncies que pertanyen a totes les
teories consistents i completes. Tals sent®ncies forgosament han de tenir

una significacid destacada, com en efecte veurem.
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Denominarem H-radical la interseccid de tots els H-sistemes dedﬁctius
H-maximals d'A, que designarem per RH(A). També es podria parlar de radical
primer (o irreductible) i de radical completament irreductible, en un sentit
obvi, perd en el nostre cas ambdds sén iguals a {1} ja que els completa-
ment irreductibles, i per tant els irreductibles, formen una base de D se-
gons la proposicid 1.5 .

Notem que R(A) &s un sistema deductiu propi, ja que O¢R(A) .

Proposicid 2

Si A é&s totalment ordenat aleshores R(A) = {a.eA : Ia # O} .
Demostracid: i

Si Ia = 0 evidentment a¢R(A) ja que R(A) &s obert ; si Ia # 0
el corol.lari de la proposicid 2.4 ens diu que existeix un D € maximal

tal que a €D , perd en un conjunt totalment ordenat només hi pot haver un

sistema deductiu maximal , per tant D = R(A) i a&R(A) . #

Proposicid 3

R(A) = D(P*j per a cada operacid natural d'implicacid * .
Demostracid:

Com que els completament irreductibles sbn base de Ed) , tenim que
D(P,) = mﬂ_D € D : D s completament irreductible i D QP*} . Perd per
la proposicid 1 aquesta familia coincideix amb la familia dels sistemes de-

ductius maximals, que té com a interseccid R(A); per tant D(P,) = R(A) . #
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Definicid 8
Una aHt A és semisimple ssi &s isomorfa a un producte subdirecte
d'aHt simples, és a dir, ssi existeix una familia { Ai} d'aHt sim-
ples i una subalgebra A' del producte directe de la familia tal que
si P; 8s la i-®ksima projeccid del producte sobre Ai’ es té& p(A'") =

= Ai , 1 tenim que A &s iscmorfa a A'

Proposicid 4

Per a tota aHt A les seglients afirmacions sdén equivalents:

(1) A és semisimple.

(2) R(A) ={1} .

(3) Per tots a,b&A tenim que ((a*b)*a)*a =1

(4) Per tot a€A tenim que ((a%0)%a)%a = 1
Demostracid:

(1) implica (2) : Sigui h l'isomorfisme entre A i A'; aleshores hi =
= pioh s un epimorfisme d'A sobre Ai , per tant Ai 8s isomorf al quocient

A/

=er hi on Ker hi = hi—i({i}) ; perd cada Ai s simple, per tant tamb& ho
és aquest quocient, &8s a dir, que Ker hi és un sistema deductiu maximal; ara
bé, h &s injectiva, per tant {1} = Ker h = [MKer hi , 8s a dir, que exis-
teix una familia de sistemes deductius maximals Que t& interseccid | 1} s
per tant amb més rad R(A) = {1} .

(2) implica (1) ja que es dedueix ficilment del teorema 97 de [64]
que una algebra qualsevol &s semisimple si i solament si existeix una fami-
lia de congrudncies maximals que doni com a interseccid la congrudncia iden-
titat; per la proposicid II.1.2, si R(A) = §1} tenim una d'aquestes families;

i del mateix teorema es dedueix que A &s isomorfa a un producte subdirecte
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de la familia {A/;D : D és sistema deductiu maximal d'A:}.
(3) equival a (2) després de la proposicid 3.
(3) implica (4) ja que es tracta d'un cas particular.
(4) implica (3) ja que per la isotonia i antiisotonia de %, de 0 <D

deduim ((a*0)*a)*a g ((a*b)*a)*a . #
La seglent proposicid, en les seves parts (1), (2) i (3), &s an3loga
a les parts (1), (2) i (3) de la proposicid 2.6; aqui obtenim caracteritzacions

sobre un sistema deductiu per a que doni quocients semisimples.

Proposicid 5

Per a tot D& $ les seglients afirmaeions sén equivalents:

(1) D és interseccid de sistemes deductius maximals.

(2) A/zD és una alt semisimple.

(3) A/mD &8s una algebra de Heyting semisimple, &s a dir, una al-
gebra de Boole.

(4) D 2 R(A)

(5) D2P, .

Demostracid:

(4) i (5) sbn trivialment equivalents, per la proposicid 4

(1) implica (4) també trivialment.

(4) implica (1) : En general D ¢ ﬂiD' € ® : p és maximal i D'QD} 5
si la inclusid fos estricta existiria un }<¢D tal que x&D' per tot p'ed)
maximal amb D'2D , 1 per la proposicid 1.4 existiria ﬁn D" lligat a x tal
que D" 2 D, per tant D" 2 R(A) ; perd com que D" és completament irreducti-

ble, per la proposicid 1 resulta que &s maximal i per tant hauria de ser
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A la seccid precedent hem vist ja un tipus d'elements distingits de
les aHt: els elements *-peirceans. En aquesta seccid en definirem d'altres
i els relacionarem entre si i amb els anteriors, obtenint algunes caracte-

ritzacions i propietats de clar significat 1ldgic.

Definicid 1
Un element a €A & *-dens ssi ™¥*a = a®0 = 0 . E1l conjunt dels

elements *®-densos d'A serd designat per D, .

Com de costum, anomenarem H-densos els elements densos de 1'algebra
de Heyting subjacent a A, s a dir, els a&€A tals que Tta =a.0 =0, 1

designarem el seu conjunt per D Com &s sabut, DH = RH(A) .

H
Des d'un punt de vista 1ldgic, els elements *-densos representen les

sentdncies "gairebé certes relativament a la implicacid *" ja que es tracta

de sent®ncies tals que llur *-negacid &s falsa. Evidentment en ldgica clis-

sica aixd equival a &sser cert; algebraicament, una algebra de Heyting és

de Boole si i solament si 1'lnic element H-dens és 1 .

Proposicid 1

A tota aHt es compleix que Dy = Dpy & D¢

Demostracid:

i

Tenint en compte que IO = 0, a~»0 = a-~»0 ; i si aquests sdn

I(a=>»0) =10=0 . #

i

iguals a zero, aleshores a=p0

69
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La inclusid precedent pot ser estricta, com a l'exemple VI.2 , o pot

ésser una igualtat com a l'exemple VI.1

Proposicid 2

A tota aHt es compleix que D:? = R(A) .
Demostracid:

Si aeDz.? , a=>0 = 0 per tant si D &s un sistema deductiu maximal
qualsevol, a=»0 ¢D i per tant ha de ser agD , és a dir, a eR(A) .

Si a ¢ D=; » a=»0#0 1itambé I(a=»0) # 0 , per tant, pel co-
rol.lari de la proposicid 2.4, existeix un sistema deductiu maximal D tal

que a=>0¢D , d'on a¢D i per tant a ¢R(A) . #

Aqﬁesta proposicié &8s forga interessant, ja que ens ddna una carac-
teritzacid equacional del radical, i a més realga el valor ldgic de la im-
plicacid i la negacid intuicionistes: ens diu que les sentencies que hem
convingut en anomenar informalment ''gaireb&é —p-certes'" sdn exactament les

que apareixen a totes les teories consistents 1 completes.

Observem que el resultat anterior determina completament els elements

= - densos. Ara, intentem determinar millor els elements ->»-densos.

‘Proposicid 3

A tota aHt A es compleixen les seglients propietats:
(1) Dy = (Dy°
(ii) Dy és un sistema deductiu

(iii) Dy & DH = RH(,A) .
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Demostracid:

(i) : En efecte, a€D ssi a-»0 =0 ssi Ia.0 =0 ssi IaeDH ;

—>
aixd equival a dir que D_, = (DH)O , segons el que hem establert a la
definicid II.1.2 .

(ii) i (iii) sdn conseqiidncia directa de (i) usant la proposicid II.1.6,

encara que é&s facil demostrar-les directament. #

La igualtat de (i) &s una bona caracteritzacid de D_y ; pel que fa a
la inclusidé de (iii), no pot ser igualtat en general ja que D_s &s un siste-

ma deductiu, i en canvi D no té perqud ser-ho (&s H-sistema deductiu, perd

H
podria no ser obert, com a VI.3) ; 1 en efecte, a VI.3 tenim una inclusid es-

tricta, mentre que a VI.1 una igualtat. Es a dir, la inclusid reciproca no

s certa; tenim, perd, un reciproc parcial:

Proposicid 4

A tota aHt es compleix que DH(WIB cD_, .
Demostracid:

En efecte, si aeDHr\B aleshores a = Ia 1 tenim que a0 = Ia.0 =
= a.0 = 0 Jja que a €D, , per tant aeD, . #

Tampoc aquesta inclusid es pot réfinar més, ja que a VI.1 veiem que

pot ser una igualtat, i a VI.7 que pot ser estricta.

Corol.lari
A tota aHt es compleix sempre gque DHr“\B = D_s5MB
Demostracid:

De la proposicid U4 tenint en compte la proposicid 3.(iii) . #
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Un cop vistes les relacions entre Dﬁ> i ‘DH , passem ara a les rela-
cions entre Dﬁ> i DH , 8s a dir, entre els radicals R(A) i RH(A) . En

primer lloe tenim la

Proposicid 5

A tota aHt A es compleix que RH(A)J’\B C R(A) .
Demostracid:

En efecte, si Ia = a aleshores a=$0 = I(Ia.I0) = I(a.0) = I0 =0 #

També aquesta inclusid pot ser estricta, com a VI.2, o bé igualtat
com a VI.1 . De fet, si volem comparar els dos radicals, veurem que es poden
trobar en qualsevol posicid relativa que podem imaginar, i a més a cada una
d'elles poden ser o no iguals a {1} (el menor, s'entén). Heus-ne aqui una
llista exhaustiva: |

{1}
{1}

fu

1'exemple VI.6

R, (A) & R(A)
R(A) & R,(A)
{1} = R(A) = RH(A)
{1} # R (A) ER(A)

(1} # R(A) @R,(A) a 1'exemple VI.7

1

u

l'exemple VI.11

el

qualsevol 3lgebra de Boole monddica

1l'exemple VI.3

ﬂl

{;}.# R(A) = R (A) a l'exemple VI.1
Ambdés # {1} i cap inclusid : a l'exemple VI.5
Ara establirem relacions entre els elements definits en aquesta sec-
cid 1 els elements #-peirceans, que sdn més complicats de calcular; de fet,
alguns dels resultats que obtindrem ens en donaran caracteritzacions molt
simples. En primer lloc enunciarem i demostrarem una caracteritzacid dels

elements H-peirceans per a tota algebra de Heyting; malgrat sortir de 1'am-
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bit del nostre treball, &s un resultat nou i forga interessant, que a més

podrem comparar amb algun dels que obtindrem per a les aHt .

Proposicid 6

Si A é&s una algebra de Heyting, aleshores RH(A) = PH .

Demostracid:

E1 que ja és conegut és que RH(A) DH(PH) . Per tant PH g;RH(A) H

perd si a.eFﬁ(A) = DH , resulta que a.0 = 0 i aleshores podem posar

((a.0).a).a'= (0.a).a =1.,a =a &s a dir, que aeP, , d'on la igualtat. #

H

Corol.lari:
A tota algebra de Heyting el conjunt dels elements H-peirceans &s un

H-sistema deductiu. #

Si pensavem en una proposicid andloga per a les algebres de Heyting
topoldgiques, podriem creure que es compliria per a la implicacid => , ja
que a la demostracid precedent hem usat que RH(A) = DH , 1 nosaltres tenim

R(A) = D:? ; perd sorvprenentment no &s aixl sind que ho obtenim per a —» .

Proposicid 7

A tota aHt A es compleix que R(A) = P, .
Demostracid:

Com que R(A) = lD(P_>) , tenim la inclusié P_, & R(A) ; perd si
aéMM=D¢,a:0=O iﬂ%Mms(@aO%)@ea:(@jw%+a+ai

(0=»a)—pa=1>a=a ,per tant ae€P_, . #
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Corol.lari
A tota aHt el conjunt dels elements -»-peirceans &s un sistema de-

ductiu de l'algebra. #

La lectura ldgica dels dos resultats anteriors &s especialment re-
marcable; en efecte, hem vist que dels elements —»-peirceans només en
podem deduir elements —»-peirceans, 1 que aquests elements corresponen a

les sent@ncies que pertanyen a totes les teories consistents i completes.

Pel que fa a les relacions entre el radical i els altres elements

peirceans, tenim resultats més febles perd igualment interessants.

Proposicid 8

A tota aHt A es compleixen les seglients propietats:

(l) P# = R(A)f\B
(ii) P% = P_/_)r\B
Demostracid:

(i) Sabem que P# SR(A) i a mds que tot =H-peirced &s obert, &s
a dir, P=>Q.B ; 1 sigui ara aeR(A)MB , & a dir, a=1Ia 1 a=»0=0,
d'on ((a=»0)=pa)=pa=(0=pa)zpa=1=a=1Ia=a és adir, aeP,,

(ii) Com que P_ , &R(A) , Pyy NB C R(A)NB = P=} 3 1 si aeb, ,
aleshores a€R(A)MNB d'on a=0=0 1i Ia =a 1 resulta ((a-40)-Ha)-Pa:
= ((a=»0)»a)+»a = (0-Pa)-»a =1-ha =Ia=a & a dir, aePP .

(1ii) Tenint en compte que x =y = I(x—+>»y) 1 que x=py vés sempre

obert, tenim que ((aZb)=Ha)=Da = I(({(a=Db) =zpa)+~>»a) = I(I(I(af=>Db).Ia).Ia
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= I(I(I(a 4> Db).Ia).Ila) = I(((a-4» b) 4> a)—4>»a) i per tant Poy, = I(P_/_>) . #

Corol.laris

A tota aHt A es compleixen les seglients propietats:

(1) P$c_; Py &P = R(A) = Dy
(1) P =Py, OB =P, MB = R(A) MB = D3 MNB
(iii) D_,NB CP
- =

Demostracid:

(i) 1 (ii) es troben, implicitament o explicita, a resultats anteriors,
i els posem aqui nom@s per a fixar-nos-hi.

(iii) és deguda a que D_,MB = D, MB = RH(A)ﬂB C R(A) N\B = P¢ ,

seguint el corol.lari de la proposicid 4 i les prdposicions 51 8.(4i) . #

Tenim també unes re-definicions dels elements peirceans que simplifi-
caran enormement el seu calcul i1 que seran essencials per a caracteritzar

els elements peirceans a les aHt monadiques, al capitol IV.

Proposicid 9
A tota aHt A es compleix que VaeA s aeP_) ssi a = ({a=»0)—>a)—=>a
i aeP='> ssi a= ((a=zp0)=pa)=pa .

Demostracid:

La demostracid per a —-» &s implicita a la demostracid de la proposi-
cid 7 : en efecte, si a = ((a=>0)—»a)-—>a , evidentment aeP_, ; 1 si
aeP_> , aleshores aeR(A) , 1 segons hem vist alli a = ((a=3»0)—>a)->a .

Per a = &s similar: en efecte, en un sentit no hi ha res a demos-

trar, i si aeP___> = R(A)MNB, tenim a=$0=0 1 Ia=a d'on resul-



III.4 | | 76

ta que a = ((a=xh0)Ha)=pa . #

Hom pot preguntar-se com &s que aquesta caracteritzacid no val per a
la implicacid rara. A la demostracid per a —» el punt essencial s 1-»a = a
i en canvi la implicacid rara només compleix 1 +4»a = Ia j; i a la demostra-
cid per a —p els punts essencials sdn dos, que 1= a = Ia , que -~ si
compleix, i el fet que tot = -peircel &s obert, cosa que no compleix - ;
per tant &s 1dgic que mno obtinguem una caracteritzacid andloga per a aques-

ta implicacid.
Un nou tipus d'element distingit &s el segiient:

Definicid 2
En una aHt A un element a&A é&s lliure ssi Sa =1 ; designarem

per LA el conjunt dels elements lliures d'A

Si interpretem & per M , aleshores els elements lliures corresponen
a les sent®ncies que sdn possiblement certes, i la seglent proposicid iden-
tifica aquestes sent®ncies amb aquelles la negacid de les quals &s necessa-

riament falsa:

Proposicid 10

Un element a €A &s lliure ssi I™Ma =0
Demostracid:
si a=1, I7ag™INa = T 8a="11=0 1 per tant també

Ima=0 3 si IT7a=0 aleshores da="11la="0=1. #
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Proposicid 11

A tota aHt A es compleix que R(A) &L, i RH(A) L.
Demostracid:

si a ¢:LA aleshores I77a # 0 i segons el corol.lari de la proposi-
cid 2.4 existeix un sistema deductiu maximal D tal que —a&D 1 com que
a-»0 »a.0 = 71a , resulta que a—>0eDd d'on a¢D és a dir, a géR(A)

Si aeRH(A), a.0 =0 1iper tant I™a = I(a.0) = 10 =0, 8s a dir,

a és lliure . #

Ambdues inclusions poden ser igualtats, com a VI.1, o bé inclusions
estrictes, com a VI.4 .

Els elements lliuves deuen el seu nom a Monteiro i Varsavski, que
els introdueixen a [LH)J amb la idea de buscar representacions funcionals
de les seves "algebres de Heyting monddiques'", sense perd haver-ho aconseguit;
al seu treball no donen demostracions, i a m&s algun dels resultats que enun-
cien &s fals. Els elements lliures formen un filtre d'ordre que conté& 1, pe-~
rd ni tan sols no sdn sistema deductiu (per exemple, a VI.4 es compleix que
D(LA) = A), de manera que no semblen tenir per a nosaltres altre interés

que els dos resultats tot just formulats.

El darrer tipus d'element distingit que presentem tindra un paper

important a la seccid IV.2 .

Definicid 3
Un element a&A &s vegular ssi a = &Ia . Designarem per Reg(A)

el conjunt dels elements regulars d4'A .
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Aquest nom i aquesta definicid corresponen a una nocid topoldgica, la
de conjunt tancat regular (el que &s igual a 1'adherdncia del seu propi in-
terior) ; aquesta fou la justificacid de McKinsey i Tarski quan introduiren
aquest concepte, a [36] , malgrat que llur definicid era en termes del pro-
ducte Gnicament: en una algebra de Heyting, anomenarem elements H-regulars
els que compleixin a = '™Ja = (a.0).0 , i1 posarem RegH(A) . En un context
d'algebres no tan cléssiques, com les deductivament completes, les de Sales
o les de Wajsberg, els elements que compleixen aguesta condicid reben el nom
de '"crisipians" , en honor de Crisip (280-207 aC) , que fou el més important
1dgic de l'escola estoica; el fet que igualin llur doble negacid fa que usual-
ment presentin un capteniment cldssic en alguns sentits. Concretament a les
dlgebres de Heyting formen una algebra de Boole isomorfa al quocient d'A per
RH(A) . A les algebres monadiques obtindrem un resultat similar i encara més
interessant.

Si intentem lligar el concepte d'element regular, per ara '"topoldgic",

amb les negacions 1ldgiques que tenim, trobarem la segient

Proposicid 12

Un element & é&s regular si i solament si a = (a=>0)—>0 si i so-
lament si a = (a+-0) /0 .

Demostracid:
Només cal coﬁsiderar les seglents igualtats: dla = VI7Ia =

= I(Ia.0).0 = (a=»0)—>0 = (a/>0)4>0 . #

Veiem per tant que amb les negacions 17> i 7= s'identifiquen el

concepte algebraic original amb la justificacid topoldgica també original,
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perd que a [36] no es va poder formular algebraicament perqué no hi havia
operadors interior ni clausura. Aleshores l'anterior proposicid ens sugge-

reix la seglient

Definicid 4
Un element a €A & p-regular ssi a = (a=»0)=»0 . El conjunt

dels elements =p-regulars el designarem per Reg:.> (A) .

Notem que (a:) 0)=> 0 = 181Ia ; de tota manera, no hem trobat una
interpretacid topoldgica usual d'aquest concepte. A continuacid explicitarem
els fets més elementals que fan referdncia als elements regulars i que més

endavant hauran de fer-nos servei.

Proposicid 13

A tota aHt A es compleixen les seglents propietats:
(i) {0,1} QReg(A)C T
(i1) {o,1} ¢ Reg___>(A) cB
(iii) T NB = Reg(A) NB Q.Reg=>(A)
(iv) Reg(A) M R(A) = Reg(A)MD_y = {1} .
Demostracid:
(i) i (ii) sbn conseqiidncia immediata de les definicions.
(iii) si a&T MB evidentment a&Reg(A) d'on TMNB € Reg(A) N\B
i si a & Reg(A) \B alesores (a =0) 20 = 18§Ia =Ia=a d'on a eRegﬁ(,A).
D'altra banda la inclusid Reg(A)NB C be'\ B &s clara a partir de (i) .
(iv) Tenim que Reé(A) M D_, & Reg(A) MR(A) 3 1 si a & Reg(A)NR(A),

a=(amy0)>0=I(a~>0)=0 = (a=»0) >0 =0>0=1 . #
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L'exemple VI.1 ens mostra que la inclusid de (iii) no ha d'ésser

forgosament una igualtat, encara que pot ser-ho, com a l'exemple VI.3

Aquesta seccid &8s especialment rica en qliestions obertes. En efec-
te, a la vista dels resultats obtinguts hom es pot fer moltes preguntes, a
més de les que ja ens hem fet i resolt, que estan incorporades orginicament

al treball. En donmarem algunes:

[

D, = R(A)M RH(A) ? No, en general &s més petit, com a VI.3, perd pot

arribar a ser igual, com a VI.1

R(A) LJRH(A) = L, ? Tampoc; hi ha una inclusid, que pot ser estricta com a

VI.4 o b& igualtat com a VI.1

Qui és, doncs, D(R(A)\JRH(A)) ? No tenim cap caracteritzacid, només sabem
que en determinats casos pot arribar a ser tota l'algebra, com a
VI. 4 , perd no sempre &s aixi, ja que per exemple a VI.1l &s exacta-

ment igual a R(A)

8dn iguals P=#, i P45 ? No ho sabem.

Formen els elements regulars una algebra de Boole ? Tenén alguna estructu-
ra, encara que més feble ? Sdn isomorfos a algun quocient d'A per un
dels radicals o per algun dels conjunts d'elements densos ? No hem
obtingut respostes en el cas general, pero si.a les &lgebres monédi—

ques, resultats continguts a les proposicions IV.2.13 i IV.2.14 ,



CAPITOL IV

ALGEBRES MONADIQUES I SEMISIMPLES




IV.1 EL PROBLEMA DE LES ALGEBRES MONADIQUES

En els capitols precedents hem estudiat, especialment des d'un punt
de vista deductiu, les algebres de Heyting topoldgiques. Hom haurd pogut
observar que les hem definides afegint a una &lgebra de Heyting els mateixos
axiomes per a l'operador interior que s'’afegeixen a una algebra de Boole
quan es defineixen les algebres de Boole topolbgiques. Ara ens proposem defi-
nir l'equivalent en algebres de Heyting del concepte d'algebra de Boole mo-
nadica; en aquest cas ens trobem amb un ampli ventall de possibilitats per
a convertir una élgebra de Boole topoldgica en monddica, possibilitats a les

quals passarem revista a continuacid.

El concepte d'dlgebra de Boole monddica fou ideat per Halmos, que a
[ 21] les introdueix per a generalitzar les propietats dels quantificadors
del cilcul de predicats (monidic) de primer ordre, i concretament usa 1'axio-
ma especific (&s a dir, no d'dlgebra de Boole topoldgica)
(1)* S(xA8y) = SxAdy Vx,yea
i desseguida demostra que aquesta propietat equival a suposar que
(2) T = &(A) &s una subalgebra d'A

Independentment de Halmos, Davis a [10] defineix uns "operadors S5"
amb inspiracid topoldgica imposant la condicid
(3) ~Si X A Sy‘ = 0 aleshores OX A §y =0 Vx,yeA

i demostra que aixd equival a l'axioma

P . . . . .
“ Les "etiquetes' que anem posant a les diferents condicions que aniran apa-
reixent seran conservades per a les cites al llarg de tot el capitol.

82
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(&) A 615x= 15x VxeA

Aquest axioma apareix als tractats de 13gica modal amb la forma M™TMp - —IMp ,
l'axioma especific del sistema M" suggerit per von Wright a EBO] 3 Sobocifiski
a [62] va demostrar que aquest sistema &8s equivalent al sistema S5 de Lewis;
per la seva banda, Halmos demostra que (4) equival a (1) , quedant aixi esta-
blert un lligam entre les algebres de Boole monidiques i el sistema S5 de 13-

gica modal.

En una algebra de Boole topoldgica els operadors I i & sén mituament
interdefinibles, per tant no ha de ser dificil de trobar condicions sobre I
per a obtenir una 3lgebra monddica. Concretament a la literatura n'han apa-
regut dues; una d'elles é&s
(M1) INIx = TIx Vxea
que &s dual de (4) i és la definicid (algebraica) de Monteiro [39] ; com
a axioma 1dgic la trobem a l'axiomatica usada ja el 1933 per Wajsberg a [81]
i a la conjecturada el mateix any per Gddel a [18] . Monteiro, que és el
primer que destaca la importancia de I sobre é (deguda a les generalitza-
cions que només I permet a estructures implicatives molt més febles que la
Booleana) dona tamb& un altre axioma implicatiu, el
(5) I(xvIy) = IxvIy \dx,y.eA
que &s la forma dual d'(1) . L'equival®ncia d'(1) i (5) 8s ficil de demos-
trar per la dualitat Booleana (curiosament Monteiro no la fa i diu que ha
estat demostrada per Halmos; perd Halmos mai no va treballar amb 1'operador
interior) .

Cal mencionar tamb& una propietat que apareix als esmentats treballs

{21} 1 [89] i que &s de tipus algebraic:
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(s1) A és semisimple
que tamb& equival a (1), ja que Halmos demostra que tota algebra mon3dica &s
semisimple, i Monteiro que tota algebra de Boole topoldgica semisimple sa-

tisfa (5) .

Fins acil les condicions que hem trobat a treballs d'orientacid alge-
braica; perd existeixen algunes altres formes netament ldgiques per a passar
del sistema S4 al sistema S5 , i les seves traduccions algebraiques (posant
I per L i S per M) obviament transformaran dlgebres de Boole topoldgiques
en monddiques.

| Lemmon, a [28] , utilitza la segilent llei simple de reduccid de mo-
dalitats
(M2) 18x = §x YUxeA
que en la seva forma estricta ja havien usat Lewis i Langford a [32] ; per
dualitat &s molt facil veure que també& l'altra llei de reduccid
($2) $Ix = Ix Vxeh
és suficient per a passar d'S4 a S5

D'altra banda hem de considerar també els axiomes 1 la regla que in-

trodueix Becker [1] als estudis de 1dgica modal:

(s3) S1x g x ¥x €A
(M3) x <I8x Vx €A
(My) si. &x <y aleshores x Iy Y x,y el

que afegits als sistema T de Feys [12] defineixen el sistema B (anomenat
pel mateix Becker "sistema Brouwerid'") perd que cada un, per separat, afe-
git al sistema S4 déna el sistema S5 .

Cal finalment esmentar l'axioma



Iv.1 _ 85

(su4) ITNIxvIx =1 VxeA
que Bull proposa a [7] per a un possible calcul intuicionista modal (cf.
la Introduccid) pero que en una algebra de Boole &s trivialment equivalent

a la condicid (M1) .

Com hom pot observar, poques de les precedents condicions van ésser
formulades en termes de la implicacid. Per a S4 tant G8del com Monteiro
donen axiomatiques implicatives, pero per a S5 només en coneixem‘una, la
de Beth i Nieland [27] que imposa 1'axioma
(FM) I(Ix.y) = Ix.Iy Ix,y €A .

Que afegint aquest axioma a una algebra de Boole topoldgica ohtenim una

dlgebra monadica &s conseqiiéncia d'un fet forga general:

Proposicid
8i A &s una algebra de Hilbert i I un interior implicatiu sobre A,
aleshores B = I(A) &s una subalgebra d'A si i solament si es
compleix la condicid (FM) .
Demostracid:
B subdlgebra equival a B tancat per . , com hem advertit a la seccid
I.2 , 1 aquest equival a I(Ix.Iy) = Ix.Iy . Evidentment la condicid (FM)
implica aquesta, ja que I2 = I , i si es compleix aquesta, com que Iy |y
implica Ix.Iy < Ix.y, resulta que Ix.Iy = I(Ix.Iy) < I(Ix.y) < Ix.Iy d'omn

la igualtat de-la condicié (FM) . #
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Corol.lari
Una algebra de Boole topoldgica &s monadica si 1 solament si satisfi
la condicid (FM) .
Demostracid:
Fent y = 0 a (FM) obtenim la condicid (M1) ; i a la inversa, si A
és monadica per (M2) i (S2) resulta que T = §(A) = I(A) = B d'on per (2)

resulta que B &s subalgebra, que com hem vist equival a la condicid (FM) . #

Hem vist doncs catorze condicions que en una algebra de Boole topold-
gica sdén equivalents entre si i cada una per separat és suficient per a de-
finir-hi el concepte d'algebra monddica. Justament un dels trets més interes-
sants de les algebres de Heyting topoldgiques &s que en elles aquestes con-
dicions no sdn equivalents ni molt menys, sind que s'articulen a diferents
nivells d'implicacions; avangant els resultats que anirem velent a les sec-

cions 2 i 3 ho podem dibuixar al segient esquema :

4
2(81)\‘ /r(m)\ +
(52) (s) ~» (M) > (M2) (M4) > (1) > (3) ~» aHt
e , o
(83) (M3) 4
¥ ¥ A
(2) -> > > > -> - > (4) - > - > - > > > - .

Al seu moment anirem veient també& que els reciprocs d'aquestes impli-
cacions no sdn veritat, i que no hi ha cap implicacid entre els punts no

connectats de la grafica.
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A 1l'hora d'escollir una d'aquestes condicions per a definir les aHt
monadiques resulta que les condicions (Si) sdn massa fortes, com veurem més
endavant, per tant haurem de triar entre les condicions intermddies. La nos-
tra eleccid ha recdaigut sobre les condicions (Mi) que ofereixen alhora una
forta arrel a la ldgica modal tradicional i una pila d'intervessants conse-
qiidncies algebraiques que detallarem a la seccid seglient. Al final d'aquesta
direm alguna cosa sobre les algebres que satisfan (FM), perd només de passa-
da i1 com a pont natural per a arribar a les algebres semisimples, que tenen

també& un acusat contingut modal i un destacat paper algebraic.



IV.2 PROPIETATS DE LES ALGEBRES DE HEYTING TOPOLOGIQUES MONADIQUES

D'acord amb el que hem manifestat al final de la seccid anterior,

donem la seglient

Definicid 1
Una 3lgebra de Heyting topoldgica A &s monadica si i solament si sa-
tisfi la condicidé (ML) I7VIx = —Ix VxeA .

Examinant amb atencid la definicid 1 &s immediata la seglient

Proposicid 1

Una aHt A és monadica ssi B = I(A) &s tancat per la negacid, &s a

dir, ssi Yxea , 81 x @&s obert, aleshores — x &s obert . #

Passarem revista en primer lloc als diferents mdtodes de construc-

cid d'dlgebres monadiques. Comencem pels més senzills:

Proposicid 2

La classe de les aHt monadiques &s una varietat, &s a dir, &s tancada
per la formacid de subalgebres, d{imatges homomorfes, i de productes
directes de families no buides.

Demostracid:
Ja sabem que la classe de les aHt &s una varietat; i les aHt monddi-

ques es constitueixen en una subclasse individualitzada de moment per la con-

88
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dicié (M1) que és equacional, per tant també constitueixen una varietat. #

I seguim amb altres métodes generals de construccid d'aHt, veient la

seva eféctivitat o les seves limitacions quan s'apliquen a algebres monddiques.

Propogicid 3

Si A 8s una aHt, aleshores A" &s monddica ssi A &s monadica .
Demostracid:

Si A és monaddica, B &s tancat per ~‘. En el cas que BT = B , no hi ha
res a demostrar; i si B" = Bu{p}, com que en A" tenim “4+p = 0 , també st
serd tancat per It : A" &s monidica en qualsevol cas.

si A" &s monhidica, tenint en compte que Vx ea I'™ = Ix i =g =7x s

8s evident que A ha de ser monadica. #

Proposicid U4

Si A &s una aHt tal que I = Ia per cert a&€A, a # 0,1 , aleshores
A &s monddica ssi a &Ry(a) .
Demostracid:
Sabem que B = {0,a,1} i per tant A serd monidica ssi —ag&B ;
perd a # 0 , per tant T a # 1 ; i d'altra banda no pot ser Tla = a Ja

que implica A ={1} ; per tant MaeB ssi ™a =0 , &s a dir, aeRH(A). #

fs convenient de completar la lectura d'aquesta proposicid amb la de

la proposicid 19, que veurem al seu moment.

A les proposicions 16 i 17 veurem dos tipus d'dlgebres dels descrits
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a I.3 que sdn sempre monadiques, perd posposem aquest resultat ja que en

formularem una forma més forta.

A continuacid demostrarem l'equivaldncia de les quatre condicions

(Mi) , i=1,2,3,4 , que sdn les de major significacid modal.

Proposicid 5

A tota aHt A les seglents condicions sén equivalents:

(ML) I7VIx = TIx Vxe€A , 8s a dir, A &s monadica.

(M2) I8x = 5x Vxea ; és a dir, tot element tancat &s obert (T &B)

(M3) x<Idx ¥xeA

(m) si &x gy aleshores x Iy Vx,y €A .
Demostracid:

(M1) implica (M2)‘ja que Ifx =I7INx="1I7x-= dx .

(M2) implica (M3) sempre.

(M3) implica (M) : Si gx &y aleshores I18x Iy ; 1 sies com-
pleix (M3) aleshores podem deduir que x Iy .

(M4) implica (M1) : Hem vist que la negacid d'un obert &s un tancat
(proposicid I.2.6) , és a dir, \{X(:A S'“Ix = T1Ix 3 en particular tenim
que §1x < 'Ix 1 per (M4) resulta que Ix £I7Ix , & a dir, queda

demostrada la igualtat ITVIx = TVIx . #

A la proposicid seglient veurem-que a les 3lgebres monadiques es satis-
fan dues de les condicions esmentades a la seccid 1, perd que no sdn equiva-

lents a cap de les anteriors.
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Proposicid 6

A tota aHt monddica A es compleixen les segilients condicions:

(1) S$8x = 18x  Vxea; i

(3) si x/\Sy = 0 aleshores &x Aéy =0 Vx,yeA .
Demostracid:
(W) gﬂgx= AN = I = 1k = 18k .

(3) : x/\éy=0 equival a xs-‘gy i per tant st 8ﬁ5y=

= ﬁgy que equival a SXA8y=O. #

Que aquestes condicions no impliquen que A sigui monddica ho veiem a
l'exemple VI.1, una aHt no monddica que les satisfd alhora. La condicid (1)
de 1la seccid 1 també es compleix a tota aHt monadica, perd per a demostrar-
la necessitarem alguns recursos t@cnics que veurem desseguida. A la seccid 3
acabarem de repassar la resta de les condicions de la seccid 1, veient que
o bd sén equivalents a la semisimplicitat o bé en sdn conseqiiéncia, perd sén

independents de la monadicitat.

Dedicarem practicament tot el que queda d'aquesta seccid a examinar
propietats algebraiques de les aHt monaddiques que milloren les que hem trobat
als capitols precedents per a les aHt en general. En primer lloc refinarem
la qiestid suscitada a la seccid I.2 sobre el caracter d'obert i de tancat
d'un .element i la seva relacidé amb la seva negacid .(proposicid I.2.6) . Ob-
servem de passada que a les aHt monadiques es compleix que si a&B alesho-
res T1agB (proposicid 1), si ae&T aleshores ae&B (proposicid 5) i que
si aeT aleshores ™aeT (proposicid 6) . Ara afegirem una implicacid

més d'aquest tipus a la llista.
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Proposicid .7

A tota aHt monadica es compleix que per a tot a&A , si a &s tancat
aleshores —a &s obert .

Demostracid:
Com que estem en una dlgebra monddica, si a &s tancat aleshores a

és obert, i per tant —a &s obert . #

Aquesta implicacid no caracteritza les dlgebres monadiques, com veiem
a l'exemple VI.2 . Ja hem vist (proposicid I.2.7) que el reciproc de la pro-
posicid précedent no es compleix maij; i la implicacid que resta (si —a 8&s
tancat aleshores a é&s obert) es pot complir en una aHt monaddica, com la

de l'exemple VI.9, o b& no, com a la del VI.8 . #

Proposicid 8

En una aHt monddica A es compleix, per a tot a €B , que tSa = 173
Demostracid:

Ia posem Sa="I7a="1I7Ia i aleshores

Si suposem que a

resulta que Qa = VI7Ia = 7V 77la = —1a . #

Corol.lari-
En una aHt monadica A per a tot a€B es compleix que a €T si i so-
lament si a = ™7a ; és a dir, T = B('\RegH(A) .

Demostracid:

Naturalment, de la proposicid anterior, i tenint a més en compte que

per ser A monadica tenim T &B . #
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Observem que la proposicid 8 ens diu que si A &s monadica, sobre el
conjunt d'oberts coincideixen les dues clausures de 1'dlgebra ( V7 i S ) o
i també que el corol.lari &s cert en general en un sentit (si aeT aleshores

a= 1T1a , ja que TEB) , perd en l'altre sentit si a¢B no é&s cert, com

podem comprovar a l'exemple VI.10 .

Ara podem demostrar la darrera condicid de la seccid 1 que esmentarem

en referdncia a les aHt monddiques.

Proposicid 9

A tota aHt monddica A es compleix la condicid
(1) Sxady) = Sx ASy Vx,yeA .
Demostracid:
Com sabem (proposicid I.2.5) &(xA8y) = inf {ter: tg X)\'Sy
Com que x/\éy QSX /\gy i gx/\gy &T , tenim aleshores que
Stxn Sy) < SxaSy .
Sigui t &T tal que A S ygt , d'on Sy <x.t €7t.778 que

equival a 53; ATt €£7x ; perd Sy , t€T &€B Jja que A &s monddica,

i

per tant TTt€B 1 Sy ATV tEeB d'on es segueix que Sy ATt I( Sy ATE) <

1

< I(Mx) d'on Sx =1I7x < Sy ATE) = (§y A0
= Sy.(("lt).o) = 8y. (7 7Mt) = rSy.’c ja que teT dimplica t = 77t ;
en definitiva O x /\gy Lt

Per tant S(xAJy) = Ox Ady . #

Tampoc aquesta condicid no &s suficient per a caracteritzar les aHt

monddiques, com veiem a l'exemple VI.1 .



IV.2 _ 9l

Per a treballar -amb els conceptes algebraics de la seccid III.4 ens

convindrda molt la seglient forma de la definicid 1

Proposicid 10

Una aHt A &s monadica ssi Ya €A a=0 = a->0 = a+>0 .
Demostracid:

Trivial, ja que a=30 = I(Ia.I0) = I(Ia.0)

I7Ia , mentre que

a=>»0 = a->0 = Ia.0 = TIa . #

Corol,lari

A tota alt monddica A es compleix que D_, = D=§ = qu =P, =

=P_>= R(A) < RH(A)C_'__LA.
Demostracid:

La coincidéncia de les tres negacions ldgiques duu a Dy = D=?=
= R(A) ; i gracies a la caracteritzacid de Egb i de P_9 donada a la pro-
posicid III.4.9, duu també a P;> =Py i com que P7L>_es troba enmig
dels dos conjunts, resulta PE> = 3+9_= Pﬁ> . #

La inclusid entre els radicals segueix podent &sser estricta (VI.10)
o no (VI.8), aix{ com la d'RH(A) 1Ly (mateixos exemples)

Observem que el resultat precedent ens permet parlar d'elements sim-
plement '"peirceans" i simﬁlement "densos" . Notem perd que la igualtat d'amb-
dds tipus d'elements densos no saracteritza les aHt monadiques, com veiem a
l'exemple VI.1 , ni tampoc la dels tres tipus de peirceans (VI.6),.

Des del punt de vista ldgic els anteriors resultats ens diuen que les

tres operacions naturals d'implicacid defineixen els mateixos elements "gai-
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rebé certs'", i que aixd es pot interpretar de tres maneres aparentment dife-
rents perd equivalents: com a sentdncies les negacions "1dgiques" de les quals
sén falses, com a sent®ncies equivalents a una de la-forma ((a%0)%a)®a , o
bé com a senténcies que apareixen a totes les teories consistents i com-

bletes.

Proposicid 11

En una aHt monddica A , per a tot a&B els elements awv-a 1

“1"a.a sdn densos .
Demostracid:

(awv"a) = a Ana = 0, per tant en general aVﬂae%;gm%
si ae€B 1 A és monadica, —aeB 1 per tant awv1ae&B , & a dir, que
av“'asDHﬁB , 1 per la proposicid III.4.4 aixd implica que aw 7'a sigui
dens .

Notem que a tota aHt tenim ™awb ga.b ja que (—awvb)aa =
= (MaAa)v(bAaa) =bAaa € b ; en particular Tltawva = VT lava £ 7a.a
i com que els elements densos formen un sistema deductiu, també —Vla.a @&s

dens . #

També aquesta proposicid té un significat 1ldgic molt interessant, ja
que ens diu que els elements oberts, &s a dir, les sent2ncies que comporten
llur propia necessitat, tenen un capteniment que s'acosta al cldssic: en efec-
te, av™a 1 T Tla.a no arriben a ser 1 , perd sdn "gairebé iguals a 1",

s a dir,"gaireb@ certs'", la interpretacid dels elements densos. Aquest "ca-
racter classic'" dels elements oberts arribard al limit a les algebres semi-

simples; a les 3lgebres monadiques veurem que sén els elements tancats els
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que presenten en un altre sentit un capteniment classic. Vegem en primer

lloc quina relacid tenen amb els elements regulars.

Proposicid 12

A tota aHt monadica A tenim que T = Reg(A) = Reg.___;(A) .
Demostracid:

D'una banda tenim que en una algebra monddica (a 0)=>0 = (a—=»0)—>0
i per tant Reg(A) = Reg$ (A) . D'altra banda T &B 1 per» tant, tenint
en compte la proposicid III.4.13, T = TAB = Reg(A) MB CReg(A) C T , per

tant Reg(A) =T . #

Proposicid 13

En una aHt monadica els elements tancats formen una algebra de Boole

respecte 1'ordre, implicacid, conjuncid 1 negacid de l'dlgebra, i la

disjuncid avb = T (awb) Va,b eT .
Demostracid: |

Hem demostrat que si A é&s monddica T gRegH(A) , 1 sabem que a to-
ta algebra de Heyting aquest conjunt &s una dlgebra de Boole amb ', A i
V  esmentades. Cal doncs només veure‘ que T &s subdlgebra de RegH(A) .
T contéd 0 1 1 i &8s tancat per A (tot aixd &8s general) i per ~V(ja que A &s
monddica) ; i com que aw¥b = 1 (awvb) = (naATb) , & també tancat
per v . Amb aixd n'hi ha prou per a poder afirmar gque T &s subalgebra de
RegH(A) i per tant algebra de Boole ell mateix.

Resta veute que la implicacid Booleana que es dedueix de ™ i1 v &s

la mateixa d'A . Es tracta de demostrar que Va,b ¢T , ™awvb = a.b , &s

a dir, a.b = ¥1T1(Ttayb) = T(Ma A™Db) = W a ATb)  ja que a&T &



Iv.2 97

C RegH(A) . En general tenim a.b K(Mb).(Ma) = (b.0).(a.0) = (aA(b.0)).0 =

" (aAT b) ; perd en ser bE&T podem posar 1(a ATVb)Aa = (aAN7Tb).0Aa =

1

a.(Mb.0)Aa = a.™bAa = a.bAa =aAbgb & adir, MaATb)ga.b

i

1.

per tant a.b = TV (aATb) = avb per tot a,beT . #

Corol.lari

A tota aHt monadica T &s tancat pel producte. #

Proposicid 14

En una aHt monadica A , T &8s isomorf a A/I\JR(A) .

Demostracid:

Definim una aplicacid h: A/v )——9 T de la segiient manera: Per

R(A

cada a€&A/a, posem h(a) = T7Ia . Cal veure que aixd &s una aplicacid

R(A)
i que &s ben definidaj perd de fet demostrarem amb més precisid que per cada
a €A, 7' Ia s l'Ginic element tancat de la classe a .

En pfimer lloc, 'T‘Ia n a 3 en efecte, a—> ' 'Ia = Ia. ' la =1¢e

R(A)
€ R(A) 3 41 de 0= a deduim (a—»0).0 € (a—=0)—>0 (a—>0)—=>a , d'on

TTIaya=I7"la.a = ((a~0).0)»a g ((a—0)—>a)>aeP__=RA) i

—
per tant T TIa —»ae&R(A) Jja que aquest &s filtre d'ordre.

En segon lloc '17'Ia &s sempre tancat ja que Ia B i per ser A mona-
dica TV 1IagB d'on S717Ia = V3TV TI15 = I¥TIg ; VIlaeT .

En tercer lloc suposem que tenim a,b €T tals que a = b ; veurem
que a=b . En efecte, TEB per tant a = Ia i b =Ib , d'on a—>b = a.b
i b-»a = b.a 3 pel corol.lari anterior, resulta que a->beT i b-—a>agT

i a més tinguem en compte que T = Reg(A) . D'altra banda a = b vol dir

que a-—-»beR(A) 1 b-—sa€R(A) ; per la proposicid III..4.13 resulta
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Reg(A)MR(A) = {1}, hade ser a—>b =1 i b—a =1 &ésadir Ia=1Ib
i per tant a = b .

Del que hem fet fins ara resulta que per tot t&T It A i

R(A) ©
per tant h(t) = t , & a dir, que h &s exhaustiva, i també que h &s injec-

tiva, &s a dir, h és bijectiva.

Ambdds conjunts sén algebres de Boole, T amb 7, A, v , o 1 A/%R(A)

“,A,V, . ; aleshores ens resta només demostrar que h &s morfisme, que com

amb

sabem &s suficient de demostrar-ho per a la conjuncid i la negacid:

h(™a) = h(™Ia) = I Ia = TV 7MIag = Th(a) .

h(ZAbB) = (T Ia A ™Ib) = h(FIa A VIb) = 1I(T77Ia AT17Ib) =
=V (MT IaATTIb) = TIT( M Ia vIb) = D 77Ia ATV VIb = h(a) Ah(D) .

Per tant h &s un isomorfisme entre les dlgebres de Boole T 1 A/NR(A) .

Tenint en compte que T = Reg(A) 1 R(A) = Dy » podem dir que els ele-
ments regulars formen una algebra de Boole isomorfa al quocient (usual) de
1'31lgebra A pel sistema deductiu dels elements densos.Observem que si supri-
mim el caricter topoldgic de 1l'3lgebra A , amb les mateixes paraules hom ex-
pressa un conegut teorema de les dlgebres de Heyting; &s curids de constatar
que aquest paral.lelisme no &s veritat a les algebres de Heyting topoldgiques
sind a les monadiques. En la nostra opinid, aquest sol fet basta per a fer
prou interessants les aHt monadiques.

Finalitzarem l'estudi d'aquestes algebres demostrant un fet que ens

haviem plantejat a la seccid III.2 1 que en general no era cert.

Proposicid 15

En una aHt monddica, VYD G&DH , s1 D és H-maximal aleshores D° &s maximal.
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Demostracid:

En primer lloc O ¢,D° ja que D°CD i D &s H-maximal.

Sigui agA qualsevol i suposem que a ¢D° , &s a dir, que Ia ¢D 5
aixd equival a TIa €D perd A é’s monadica, per tant I7Ia = 7Ia , d'on
I VIa&€D 1 per tant a->»0 = Ia&D®, Per tant, o b& agD®, o bé a->»0&D°
i a.més no &s possible simultaniament a&D° i a-—»0 &D° ja que per (MP—>)
obtindriem 0 & D° contra el que hem vist al comengament . Per la caracte-

ritzacid de III,2.3 resulta que D° &s maximal . #

Abans de passar a la seccid seglent, on estudiarem les 2algebres semi-
simples, direm alguna cosa sobre una classe d'dlgebres intermédia, que t& una

doble rad de ser, modal i algebraica.

Definicid 2

Una aHt A &s fortament monddica si i solament si compleix la condicid

(FM) I(Ix.y) = Ix.Iy Vx,yeh .

Segons la proposicid 1.1 aixd equival a dir que B &s subalgebra d'A.
Es evident que tota aHt fortament monadica &s monddica, i1 que el reciproc no
és pas cert (exemple VI.7) . També ho &s que la classe de les aHt fortament
monédiqueé forma una varietat, i que hi ha dues menes d'aHt que sempre hi per-

tanyen:

Proposicid 16

Tota aHt totalment ordenada &s fortament monadica.
Demostracid:

En una cadena que sigui 3lgebra de Heyting el producte només pot ser
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1'anomenat "candnic" : x.y =1 ssix<gy , 1 x.y =y en cas contrari. Per
tant, si X,y €B &s immediat que x.y€B , & a dir, que B &s tancat pel

producte: A és fortament monadica. #

Proposicid 17

Tota aHt funcional &s fortament monddica.
Demostracid:

Ja hem vist (seccid I.3) que els elements oberts d'una aHt funcional
gdn les funcions constants. Com que les operacions es defineixen puntualment,
les funcions constants adquireixen 1l'estructura del conjunt d'arribada, que
en el nostre cas &s una algebra de Heyting. Obviament, el producte de dues
funcions constants &8s una funcid constant; per tant aquest tipus d'algebres

sdn sempre fortament monddiques. #

Com a conclusid d'agquesta proposicid direm que les dlgebres de Heyting
topoldgiques no poden en general ser representades per algebres funcionals,
a diferdncia del que passa a les 3lgebres de Boole monddiques, i contrariament
al que havien conjecturat Monteiro i Varsavski a [40] .

Pel que fa a altres metodes de construccid d'algebres, tenim:

Proposicid 18

. - + . . . . .
Si A &s una aHt aleshores A &s fortament monadica si i solament si
A 8s monadica.
Demostracid:

Si tenim en compte que el producte a A" &s l'extensid del producte
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d'A, 8s evident que si A" &s fortament monidica ho ha de ser A . I si ho és
A , per a veure que A" &s fortament monddica &s suficient de veure que en el
+ + + . +o . .
cas que fos pe&B , per tot x€B , x § p, resulti pFxeB (ja que si
xeA—{i},xfp=:L, 1Ffp=p i pFf1=1). Perd per tot teA - {1},

. + R - - .
t §+p per tant pA t =t 1 per tant p.+x = XEB+ : A+ és monddica . #

Proposicid 19

Si A &s una aHt tal que I = Ia per un a €A , a # 0,1 , aleshores

A &s fortament monadica si i solament si A és mon3dica.
Demostracid:

Si B = {O,a,l} ,» s el mateix dir que B siguil tancat pel producte
que dir que B sigui tancat per la negacid, ja que l'lnic producte que en prin-

cipi no pertany a B &s a.0 que &s igual a —la . #

Cal enllagar aquesta proposicid amb la proposicid 4.

Per finalitzar veurem qué passa si fem que coincideixin dues de les

tres operacions d'implicacid natural.

Proposicid 20

Una aHt A éé fortament monddica si i solament si Va,b&A es compleix
que a=p>b = a+>b .

Demostracid:
a>b=a+>»b equival a I(Ia.Ib) = Ia.Ib , que &s dlr;que B sigui

tancat pel producte, &s a dir, que A sigui fortament monddica. #.
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Contrastant amb aquesta proposicid, la coincidéncia de les altres

parelles d'implicacions és impossible, o no té intersds.

Proposicid 21

A tota aHt sdn equivalents les seglients afirmacions:

(1) a=b=a—>b Va,beA

(2) a#>b=a-»>b Va,bea

(3) Ix==x V¥xeA.
Demostracid:

Si es compleix (3) es compleixen (1) i (2) i en aquest cas a més coin-
cideixen entre si les quatre implicacions (., ~®, =, 4>) ; si es compleixen

(1) o (2) , posant a = 1 obtenim en els dos casos Ib = b . #



IV.3 ALGEBRES SEMISIMPLES

Recordem la definicid III.3.3, i la proposicid III.3.4 segons la qual
la semisimplicitat d'una aHt equival a R(A) = {1} i que 1 sigui 1l'Gnic
element peirced de l'algebra. La definicid primigdnia de semisimplicitat ens
forneix un métode molt potent per a demostrar propietats equacionals o im-
plicacionals (implicacions entre equacions) per a les dlgebres semisimples:
BEs suficient de demostrar-les per a tota 3lgebra simple, ja que aquest tipus
de propietats es conserven per productes directes i sub2lgebres. La potdn-

cia d'aquest metode resideix a l'extraordiniria simplicitat de les aHt simples.

Proposicid 1

Tota aHt semisimple &s fortament moﬁédica.
Demostracid:

Tota aHt simple &s fortament monidica ja que {0,1} &s sempre una
subdlgebra d'A . I com gque la condicid que defineix les aHt fortament mona-

diques &s una equacid , tamb& tota aHt semisimple sera fortament monddica. #

Per tant podem usar per a les aHt semisimples totes les propietats que
hem vist a la seccid anterior per a les fortament mon3diques i especialment
per a les monddiques.

A continuacid veurem alguneg formes equivalents de formular la semi-

simplicitat d'una aHt .

Propogicid 2

Una aHt A &s semisimple ssi Yaea Ia = (a=»0) 3>a .
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Demostracid:

Tenim en general que Ia <(a =0)=>a per la proposicid II.3.2.(vi) ;
la semisimplicitat equival a ((a=0)=a)=>a =1 (proposicid III.3.4)
i aixd equival a (a 50)=>>a £ Ia , per tant també sera equivalent' a la

iguéltat Ia=(a=0)=>a . #

Proposicid 3

S8i A'8s una aHt fortament monadica aleshores A &s semisimple ssi
YagA Ia = (a+#>»0)F>a .
Demostracid:
Es podria deduir de la proposicid anterior tenint en compte la pro-
posicid 2.20, o bé directament, ja que la semisimplicitat equivaldra a
Ia = I((a#4»0)~=>»a) , perd si A &s fortament monddica I((a+4>0)F=a) =

= I(I(Ia.I0).Ia) = I(Ia.I0).Ia = (a~»0)fL>a . #
La seglient caracteritzacid &s homdloga a la que en algebres de Heyting
diu que una algebra de Heyting &s de Boole si i solament si 1 é&s l'linic

element dens de l'algebra.

Proposicid 4

Si A &s una aHt monadica aleshores A és semisimple ssi 1'Gnic element
dens d'A &s 1

Demostracid:
Només cal considerar que, segons la proposicié 2.10, el conjunt dels

elements densos &s igual a R(A) , 1 tenir en compte la proposicid III.3.u4 . #
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La proposicid que segueix &s la caracteritzacid fonamental de la semi-

simplicitat de les algebres de Heyting topoldgiques.

Proposicid 5

Si A és una aHt aleshores A &s semisimple si i solament si B &s una
algebra de Boole 1 &s subalgebra d'A .
Demostracid:

Si A és semisimple en particular &s fortament monadica i per tant B
s subalgebra d'A, &s a dir, &s algebra de Heyting; a més sobre B coincidei-
xen el producte . 1 les tres operacions naturals d'implicacid, per tanf la
semisimplicitat d'A implica que si a,béB , ((a.b).a).a =1 , & a dir, que
B &s semisimple, i, per tant, &s una algebra de Boole.

Suposem ara que B sigui sub3lgebra d'A i 3lgebra de Boole, i demos-
trarem que R(A) = {1} . Prenguem un a €A, a # 1 ; tenim que Ia # 1 perd com
que Ia &B tenim Ta v ™Ia = 1 , per tant ha de ser ™Ia # 0 ; perd si B
és subllgebra d'A , resulta que A &s fortament monadica, i en particular mo-
nadica, d'on I™7Ia = 7'Ia # 0 1 pel corol.lari de la proposicié IIT.2.4
existeix un sistema deductiu D maximal tal que a—->»0= 'Ia € D 1 per tant

ag D d'on a ¢ R(A) . D'aqui que R(A) = {1} , &s a dir, A és semisimple. #

Tenint en compte que les algebres de Boole sdn precisament les 3algebres
de Heyting semisimples, podem expressar el resultat anterior d'una forma sin-

gularment elegant, paral.lela al corol.lari de la proposicid III.2.5 .

Corol.lari -

Una aHt A és semisimple ssi B &s una subdlgebra semisimple d'A . #
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La proposicid anterior expressa l'objeccid més forta dels intuicionis-—
tes contra prendre les alHt semisimples com a homélégues de les algebres de
Boole monadiques (que, efectivament, sdn semisimples). En efecte, la lectura
1dgica de la proposicid 5 ens diu que les senténcies necessdries 'per se" ,
(s a dir, que comporten llur prdpia necessitat) formen.un reducte que obeeix
les lleis de la 1ldgica classica (lleis Booleanes); i aixd, com diu Bull a [7] ,
&s inacceptable per a un fildsof intuicionista. Cal dir que el seu resultat alge-
braic &s més feble-que el nostre perquéd 1l'obté no de la semisimplicitat sind
de quelcom més fort, que &s suposar la interdefiibilitat dels dos operadors,

1="87 i =710, l'exemple VI.11 ens mostra que efectivament &s una

hipdtesi més forta.
Passem ara a considerar els mdtodes de construccid d'aHt semisimples.
Evidentment tota aHt simple ho és, i també els productes directes i subdirec-

tes d'algebres simples. A més, 1 com era d'esperar, tenim la

Proposicid 6

La classe de les aHt semisimples &s una varietat.
Demostracid:
Hem vist ja condicions equacionals, com ((a*b)*a)*a = 1 , que sdn

equivalents a la semisimplicitat. #

Més endavant (proposicid 12) veurem algunes altres condicions equiva-
lents que també sdn equacionals .. I a la seccid 4 estudiarem Quines d'aques-
tes condicions formen ;xiomatiques independents, i com sdn aquestes.

Veurem ara molts dels métodes usuals i comprovarem com molts d'ells

no ens permeten obtenir dlgebres semisimples.
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Proposicid 7

Si A &s ﬁna alHt tal que I = Ia per cert a&A , a # 0,1 aleshores

A no &s semisimple.
Demostracid:

Si I = Ia només existeix en A un sistema deductiu maximal, que és
D(a) =[a ,——-)) i per tant R(A) = [a ,——)) ; comque a # 1 , A no pot

pas ésser semisimple. #

Proposicid 8

Si A &s una aHt semisimple que no &s simple, aleshores en At es com-
pleix I+p =p 1 AT &s una aHt fortament monadica perd no semisimple.
Demostracid:

S‘egons les hipdtesis, existeix un be&B , b # 0,1 ; per tant TbheB 1
bw b = 1 per ser B dlgebra de Boole. Per tant no existeix en A cap fita
superior de B - {1} llevat d'1 , d'onm I;p = sup’ B - {1} =p = Izp , 1 &s
1'Gnic interior possible en AT . Aleshores resulta que IJEB+ pero 'tp =0
ien cénvi P # 1, per tant B no pot ser 3lgebra de Boole, &s a dir, A" no

8s semisimple ; perd essent A semisimple, &s fortament monadica, 1 per la

proposicid 2.18 A* ha de ser fortament monddica. #

Proposicid 9

Si A &s una aHt simple, aleshores o bé A+ és simple o bé I+= Ip’ ien
aquest cas A" &s fortament monddica no semisimple.
Demostracid:
. + + + . . .
En efecte, si I'p = sup B - {1} = 0 vresulta que A &s simple; i

l'altra possibilitat &s que I+p = p 1 aleshores Bt = Buip} = {0,p,1} és
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a dir que I+ = Ip ; pPer les proposicions 7 i 2.19 , com que p ¥ 0,1 1

Mp =0, A" &s en aquest cas fortament monddica no semisimple. #

Corol.lari

Si A &s una aHt qualsevol aleshores At as simple o bé no &s semisimple. #

Veiem per tant que un procediment senzill per a construir aHt monddi-
ques 1 fortament monadiques que no siguin semisimples &s obtenir algebres
semisimples no simples (cosa facil fent només productes directes) i aplicar-
los 1l'operacid d'amplificacid. Diguem de passada que aquest &s el procedi-
ment amb qud JaSkowski, a [26] , construl la seva successid caracteristica

de matrius per al calcul proposicional intuicionista.

Proposicid 10

Si A &s una aHt totalment ordenada, aleshores A &s semisimple si i
solament si A &s simple.

Demostracid:
Si A &s cadena, també ho serd B ; i1 una cadena no és mai algebra de

Boole llevat que sigui la de dos elements. #

Ja hem vist (proposicié 2.17) que tota aHt funcional &s fortament mo-

nadica. Ara ens preguntem : pot ser semisimple ?

Una aHt funcional HK 8s semisimple si i solament si H &s 3lgebra de

Boole.
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Demostracid:
Com sabem, el conjunt d'oberts d'una &lgebra funcional és el de les
funcions constants, i té la mateixa estructura que el conjunt d'arribada H.

Per tant HK serd semisimple si i solament si H &s algebra de Boole. #

Ara bé, hi ha un tipus especial d'dlgebra de funcions que admet sempre
una estructura d'algebra de Heyting topoldgica semisimple prdpia, naturalment
diferent de la que hem definit en general sobre les algebres HK amb H qual-

sevol 3lgebra de Heyting: es tracta de les parts difuses d'un conjunt.

Sigui K un conjunt qualsevol amb almenys dos elementsy; i I = [O,i]g_R
algebra de Heyting amb l'operacid candnica. E1l conjunt IK s'anomena el con-
junt de les parts difuses del conjunt K , i s'estructura en algebra de Heyting
si definim puntualment les operacions, com &s habitual®, La subilgebra for-

mada per les parts clissiques de K : @(K) = {feIK : Rang f Q{O,i}} és

una algebra de Boole que ens defineix un interior sobre IK prenent per cada
FeT i per cada ke , (I£)(K) = 0 ssi £(k) #1 , i (IE)(k) = 1 ssi

f(k) = 1 , interior que té com a oberts les parts classiques i per tant serd
forgosament semisimple; aquest interior es pot anomenar "puntualment simple"
perqué si considerem IK com a producte directe de card(K) cdpies de l'3lgebra
I, l'interior que hem definit s'obtindria en considerar a cada copia d'I 1l'in-
terior simple . Aquesta &s una altra manera de veure que l'interior definit
per QP(K) sobre IK és semisimple, ja que resulta ser producte directe d'al-

gebres simples.

*Habitual al nostre treball, ja que hem de fer constar que la negacid que aixi
obtenim no coincideix pas amb la que usualment consideren els especialistes
dels conjunts difusos, que s f¢ = 1 - £ , 1 que dbna a IX una estructura al-

gebraica forga més heterodoxa que no ho puguin ser les algebres de Heyting.
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A continuacid veurem algunes propietats de les 2lgebres semisimples.
En primer lloc, establim l'equival2ncia de quatre de les condicions llistades

a la seccid 1 i també& d'una cinquena prou 1interessant.

Proposicid 12

En una aHt les segients condicions sdn equivalents:

(S1) A 8s semisimple

(ii) 8x = inf {a&B : a > x} Yx €A

(s2) &Ix = Ix VxeA; és a dir. tot obert &s tancat (B & T)

’

(s3) Six < x Vxea

(s4) I7'IxwviIx =1 Vxeh .

Demostracid:

(S1) implica (ii) : Si A &s semisimple, també& &s monddica, i per tant

6X=15x,ésadir, SxeB 1 ch;x;isi agB és tal que ax2x ,

tenim que Ma€B i mlagTx d'on Ta = ITlagITx i per tant Ox = BEIEN

< T7Ma = a jaque a€B que per ser A semisimple &s dlgebra de Boole. En
definitiva &x = inf {aEB :az x} .

(ii) implica (S2) en gemeral ja que IX&€B i Ix > Ix .
(S2) implica (S3) sempre.

(S3) implica (su) ; Tenim que suposar que Six = 717 Ix $ x YxeA,

i en particular I Ix < Ix VxehA , és a dir IV Ix.Ix = 1 ; perd en

general en una 3lgebra de Heyting es compleix que Ta.b < 7Y awvb) , ja

que (=1a.b) A Wawvb) = (Ta.b)ATaATD = TaAbATD = 0, per tant podem

deduir que TV(ITMIxVIx) = 1 ; perd la reunid de dos oberts &s obert, 1

"Masg Sa per tot a€A , per tant 1 = aT(I Ik Ix) L SI(I"‘IX\/IX) <

< I7IxwvIx per la hipdtesi (S3) un altre cop. Per tant I7IxwvIx =1
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(S4) implica (S1) : Si x #1 , Ix #1 1 com que ha de ser ITVIxwIx = 1
ha de ser ITVIx # 0 1 per tant existeix un sistema deductiu maximal D tal
que x—»0 = 'Ix €D d'on x ¢ D, és a dir, X¢R(A) ; per tant R(A) ={1}

i A &s semisimple. #
En particular observem que a tota aHt semisimple coincideixen oberts
i tancats (i, per tant, regulars, per ser A monadica) i formen una algebra

de Boole que &s subilgebra d4d'A .

Recuperem ara les dues condicions de la seccid 1 que restaven i una

altra que haviem anunciat a la seccid I.1

Proposicid 13

Si A @s una aHt semisimple aleshores es compleixen les condicions:

(2) T = &(A) &s una subdlgebra d4d'A

(5) I(xvIy) = IxvlIy Vx,yeA

Sx vy Vx,y €A .

(e3) Sxvy)
Demostracid:

(2) : Com hem dit, &s conseqiéncia de la proposicid 5 i de la proposi-
cid 12, que implica que T = B .

(5) : Es comﬁrova fidcilment a tota 3lgebra simple, ja que si y =1
queda 1 =1 , isi y#1 Iy =0 1 queda Ix = Ix . Per tant també &s va-
lida a tota aHt semisimple.

(C3) : A les algebres simples &s molt f3cil de comprovar, tenint en comp-
te la proﬁosicié IIT.2.7 , per tant també es complira a les 3lgebres semisim-

ples. #
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Cap de les condicions precedents, perd, no implica la semisimplicitat,
ni en general ni entre les aHt monddiques o fortament monddiques; i a més to-
tes sdn independents d'aquests darrers conceptes: Pel que fa a (2) , ho veiem
als exemples VI.1 , VI.7 , VI.8 1 VI.3 ; per a (5) cal veure els exemples
vIi.3 , VI.8 , VI.2 i VI;io ; per a (C3), els exemples VI.5, VI.8 i VI.9 ., D'al-
tra banda, sabem que les condicions (2) i (5) sdn totalment independents, ja
que si bé& a VI.2 no se'n compleix cap i a VI.8 es compleixen les dues, a VI.3

tenim (5) i no (2), i a VI.10 passa el contrari.

Com a darrera part de la seccid examinarem l'estructura del reticle f)
i les propietats de la ldgica IL quan A és semisimple. Convé notar que no
hem trobat cap propietat addicional per a D o L a les algebres monadiques

ni a les fortament monadiques. Per contra aqui tenim fets forga interessants.

Proposicid 14

Una aHt A és semisimple si i solament si A/N s una algebra de Heyting

semisimple, &s a dir, &s una algebra de Boole.
Demostracid:

A/n, és 3lgebra de Heyting amb la implicacid a.b = a%b , i la semisim-
plicitat d'A/a, com a 3lgebra de Heyting es formula amb . , mentre que la d'A
com a aHt es formula amb * . Com que a = 1 equival a a =1 perqué an 1
equival a Ia=1I1=14d'on a=1, resulta que ambdues semisimplicitats sdn
equivalents, ja que ((a.b).a) a = 1 , que equival a ((a*b)%a)¥a = 1 , equi-

valdra a ((a*b)®a)®a = 1 per tot a,b&A . #

Aleshores podem obtenir, a partir del resultat anterior, una formula-

cid de la semisimplicitat en termes de ldgiques abstractes.
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Proposicid 15

Per a tota aHt A les seglents afirmacions sén equivalents:
(1) A és semisimple
(2) L &8s una "ldgica finitdria de Boole"

(3) L satisfd el Principi de la Reduccid a 1'Absurd (P.R.A.) respec-

te W , &s a dir, VaeA i VYXgA , a eD(X) ssi D(X, a) = A .
Demostracid: |
(3) és exactament el que 1li manca a L per a complir (2) , per tant
aquests dos sdn equivalents. D'altra banda hi ha un morfisme bildgic entre
IL i la 1dgica dels H-sistemes deductius d'A/ny 1 (1) hem vist que equival
a que aquest quocient sigui una algebra de Boole, que &s el mateix que dir
que la seva ldgica és '"finitdria de Boole", i per tant equival a que ho siguil

la 1dgica ©L . #

I aquesta al seu torn ens permet donar una condicid equivalent en ter-
mes de £ que a més és homdloga a la mateixa per a algebres de Heyting i al-

gebres de Boole.

Proposicid 16

Si A &s una aHt aleshores A &s semisimple si i solament si en A coin-

cideixen els sistems deductius ?rimers i maximals.
Demostracid:

El morfisme bildgic ja citat indueix un isomorfisme reticular entre
53 i els H-sistemes deductius d'A/n , 1 aleshores la coincidéncia de primers
i maximals de i) equival a la coincid@ncia dels H-sistemes deductius H-pri-

mers i H-maximals d'A/a , ja que els primers equivalen als irreductibles, i
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tant la irreductibilitat com la maximalitat sdn conceptes reticulars que
1l'isomorfisme conserva; per tant equival a que el quocient sigui 3lgebra de

Boole. #

En general sabem que quan una certa ldgica &s finitdria de Boole, el
reticle dels seus tancats &s isomorf al reticle dels H-sistems deductius de
certa algebra de Boole, que aquil és A/n 3 perd tamb& podem trobar aquesta

3lgebra de Boole sense moure'ns de 1l'algebra A.

Proposicid 17

Si A &s una aHt semisimple, aleshores el reticle dels sistemes deduc-
tius 4'A, SD , &s isomorf al reticle dels H-sistemes deductius de
1'3lgebra de Boole B .

Demostracid:
Es dedueix de les dues proposicions anteriors i del fet que en ser

A semisimple B = T , perd també &s aleshores monddica i ﬁer tant T és una

dlgebra de Boole isomorfa a A/ ; perd aqui R(A) = {1} , per tant

R(A)

“R(a) coincideix amb n ; en definitiva B resulta isomorf. a A/n i d'aqui

el resultat. #



IV.4 AXIOMATIQUES INDEPENDENTS

A la proposicid I.1.3 hem vist tres axiomdtiques independents per a

les 3lgebres de Heyting topoldgiques. Es natural de buscar el mateix per a

les monaddiques, les fortament monddiques i les semisimples. Per a fer-ho cor-

rectament cal suposar que estem completant una axiomdtica independent per a

les algebres de Heyting, i la que nosaltres coneixem, la de Monteiro [38] .

es formula com a algebres de tipus (0,2,2,2) &s a dir, amb les operacions bi-

naries A,V, 1 . i la constant 0 . Per a &sser coherents ens caldria, doncs,

re-escriure les nostres condicions de la segilient manera :

(M1)
(M2)
(M3)
(M)
(FM)
(s2)
(83)

(sy)

I(Ix.0) = Ix.O

I(I(x.0).0) = I(x.0).0

X (I(I(x.0).0)) = x.x

X.x aleshores x.Iy = x.x

Si (I(x.0).0).y
Queda igual I(Ix.y) = Ix.Iy
(I(Ix.0)).0 = Ix
((I(Ix.0)).0).x:= x.x

I(Ix.0) Ix = x.x

De tota manera, per raons de comoditat, les usarem en llur forma ori-

ginal. Recordem les condicions emprades a les axiomatiques de les algebres de

Heyting topoldgiques:

(11)
(12)
(I3a)

(I3b)

I1 =1 (que seria I(x.x) = X.X)
Ix g x (que seria Ix.x = X.X)
I(xAy) = IxAIy

I(x.y) € Ix.Iy (que seria I(x.y).(Ix.Iy) = X.X)

115
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(I3c) I(Ix.y) €Ix.Iy (que seria I(Ix.y).(Ix.Iy) = x.x)
(I4) I°%x = Ix

Comengarem per les aHt monaddiques. D'entrada tenim ja la

Proposicid 1

Les condicions (I2)+(Mi) impliquen la condicid (I1), per cada i =1 a 4 .
Demostracid:

De (I2) podem deduir que IO = 0 ; aleshores posant x = 0 a (M1) ,
(M2) o (M3) obtenim I1 =1 ; i posant x =y =1 a la hipdtesi de (M4) aques-

ta pren la forma 1 = 1 , per tant podem deduir per (Mi) que 1 Il , &8s a

dir, que I1 =1 . #

Amb aix® queden ja determinats els dotze conjunts independents d'axio-

mes seglients:

Propogicid 2

Els vuit conjunts d'axiomes (I2)+(I3j)+(I4)+(Mi) per J = a,b i per

1,2,3,4 , i els quatre conjunts d'axiomes (I2)+(I3c¢c)+(Mi) per

i

i

i 1,2,3,4 sdn axiomdtiques independents de lés dlgebres de Heyting
topoldgiques monadiques.

Demostracid:
La proposicid 1, junt amb la 2.5, ens diu que efectivament sdn axioma-

tiques. Mostrarem la independ®ncia de cada condicid simultaniament per a tots

els conjunts en els que intervingui.
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Considerem una cadena de tres elements A = {O,a,i} gs a dir O<a<l ,
que &s algebra de Heyting amb l'operacid candnica. L'aplicacidé I0 = 0 , Ia =
= I1 = 1 compleix totes les condicions excepte la (I2) .

Sigui ara A =‘[O,1]§;R, tamb& amb l'operacid candnica; l;aplicacié

Ix = ssi x #1 , I1 =1 , compleix totes les condicions excepte (I3c) i

N1 X

(I4) ; aquestes condicions no formen mai part del mateix conjunt, per tant

aquest exemple ens mostra llur independ®ncia als llocs respectius.

A la mateixa algebra de Heyting l'aplicacid I1 =11 , Ix = g ssi

NI =

<£x<1l i Ix==%x ssi 0K K< % , compleix totes les condicions excepte
les (I3j) J = a,b,c ; en particular aixd mostra la independencia de (I3a)
i (I3b) .

Finalment &s obvi que les condicions (Mi) sdn cada una independent de

les condicions que les acompanyen, ja que disposem de moltes aHt no monddiques. #
Es molt curids que mentre a les algebres monadiques tenim dotze con-
junts diferents d'axiomes independents, quan passem a les aHt fortament mo-~

nadiques aquests dotze conjunts col.lapsen vers un de scl. En efecte

Proposicid 3

ELl conjunt (I2)+(FM) &s una axiomdtica independent de les aHt forta-
ment monadiques.
Demostracid:
En primer lloc caldra demostrar que é&s una axiomatica. Si prenem no-
més una desigualtat de les dues que conté la condicidé (FM) obtenim la con-

dicid (I3¢); i posant y = 0 a (FM) obtenim (M1) . Per la proposicid 1
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podem deduir (I1), i aleshores tenim 1l'axiomatica (I1)+(I2)+(I3c) de les aHt,
que en afegir-hi la condicidé (FM) ens ddna una axiomdtica de les aHt forta-
ment monadiques.

La cadena de tres elements de la proposicid 2 compleix (FM) perd no
(I2) . L'exemple que la seguia a la mateixa proposicid compleix (I2) perd en
canvi no compleix (FM) .

Per tant aquesta axiomatica &s independent. #

Les axiomatiques independents per a les aHt semisimples sdén més com-
plexes; examinarem primer aquelles en qué intervenen les condicions (S2),
(S3) 1 (s4) , i ho farem afegint-les a una axiomdtica de les aHt simplement.

Vegem en primer lloc guan podem+eliminar’la condicid (I1) .

Proposicid 4

Cada un dels conjunts seglents: (I2)+(S82) , (I2)+(I4)+(S3) , (I2)+(su)
implica la condicid (I1) .

Demostracid:
Si posem x = 0 a (S4) obtenim directament I1 = 1 . Si ho fem a (S2)

0= MINIL =11

obtenim 0.= VIl , d'on 0 = I0 = ITI1 i per tant 1
aplicant un altre cop (82) . Finalment si posem x = 0 ‘a (S3) obtenim que
M1 g0 &8s adir, 712 =0 ,d'on 1 ="10= 710 = TITI1 i utilitzant

(I4) podem posar 1 = 717121 €11 novament per (S3) ; per tant Il =1 .
~

Proposicid 5

Els conjunts (I2)+(I3c)+(S2) i (I2)+(I3c)+(S4) sdn axiomdtiques in-

dependents de les aHt semisimples.
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Demostracid:

Ja hem vist que efectivament sdn axiomatiques.

Si A &s una 3lgebra de Heyting qualsevol, amb almenys tres elements,
ltaplicacié Ix =1 ssix #0 , Ix = 0 compleix (I3c), (82) i (S4) perd no
(12) .

Per a la independdncia de (I3c) cal considerar 1'3dlgebra de Heyting
donada pel diagrama adjunt, que utilitzem 1
als exemples VI.1, VI.2 i VI.3 ; al des-
envolupament del primer d'aquests es poden a
veure les taules del ppoducte i de la ne-
gacid. L'aplicacid I1 =1 , Iec = c , a b
Ib=b,1 Ia=1Id =0 , compleix les
condicions (I2) , (S2) i (S4) , perd no 0
la condicid (I3c) .

Finalment (S2) i (S4) sén evidentment independents. #

Proposicid 6

Els conjunts (I2)+(IB3a)+(S2) i (I2)+(I3b)+(S2) sdn axiomatiques in-

dependents per a les aHt semisimples.
Demostracid:

Per la proposicid 4 resulta que d'aquests conjunts ﬁodem deduir (I1),
per tant per a veure que sdn axiomatiques només ens falta veure que la condi-
cid (I4) es dedueix d'aquests conjunts. Ara bé., d'(I2) es dedueix I2x < Ix,

aplicant (S2) dos cops resulta 2% = I(Ix) = VIDI(TI7Ix) =

[N

1

TU(TVINI(TVIx)) = VIITVIx = VI27T1Ix ; perd també tenim I27Ix £ ITIx

i per tant Ix = VI7'Ix < I27'Ix = I2% d'on I%x = Ix, que s (I4) .
P ]
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L'exemple ja citat dé la cadena de tres elements compleix (I3a),
(I3b) i (S2) perd no (I2) .

L'exemple que hem dibuixat a la proposicid anterior, amb el mateix
operador, compleix (I2) i (82) , perd en canvi no satisfa (I3a) ni (I3b) .

I evidentment (S2) &s independent . #

Proposicid 7

Els conjunts (I2)+(I3a)+(I4)+(S3) , (I2)+(IBb)+(I4)+(83) , (I1)+(I2)+
+(I3e¢)+(S3) i (I2)+(I3c)+(I4)+(S3) sdn axiomatitzacions independents
per a les alt semisimples..
Demostracid:
Per proposicions anteriors és clar que totes sdn axiomatitzacions. La
independéncia, com a la proposicid 2, la mostrarem simulti3niament.
Si A é&s una algebra de Heyting qualsevol amb almenys dos elements,
l'operador Ix = 1 per tot x €A compleix totes les condicions excepte (I2).
L'algebra dibuixada anteriorment compleix totes les condicions excep-
te (I3a), (I3b) i (I3c) .
Si A &s la cadena de tres elements que ja hem eémentat, l'aplicacid
I0 = Ta =0 i I1 = a satisfd totes les condicions excepte (I1) i (Iu) .

Finalment evidentment (S3) &s independent de la resta. #

En aquesta proposicid hom sembla advertir una cert caracter més feble
de la condicid (S3) , ja que a les axiomdtiques en qud intervé no &s possi-
ble d'eliminar la condicid (I4), o bé la (I1) . Per contra, a les axiomati-
ques que exﬁosem a continuacid i que es basen en la condicid (FM), la condi-

cid (S3) es comporta exactament igual que les condicions (S82) i (S4)
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Proposicid 8

Els tres conjunts (I2)+(FM)+(Si) per i = 2,3,4 , sbn axiomdtiques

independents per a les aHt semisimples.
Demostracid:

Sén axiomatiques ja que es tracta d'afegir una de les condicions (Si)
i=2,3,4 , a una axiomatica, independent per cert, de les aHt fortament mo-
nadiques. L'exemple repetidament citat de la cadena de tres elements compleix
(FM) , (S2) i (sS4) , perd no (I2) ; i si A &s una 3lgebra de Heyting qualse-
vol amb almenys dos elements l'aplicacid Ix = 1 per tot x&€ A satisfa (FM) i
(S3) perd no (I2) . |

Que (FM) no depen de (I2)+(S82) ni de (I2)+(S4) &s degut al fet que
(I3c) no en depén (proposicid 5), ja que si (FM) en depengués, com que (FM)
tot sol implica (I3c) , també aquest en dependria. I (FM) tampoc no dep2n
de (I2)+(S3) ja que en cas contrari, com que (I2)+(S2) impliquen (S3) trivial-
ment, resultaria que (FM) dependria de (I2)+(S2), que acabem de veure quebnob
és veritat .

Finalment les condicions (Si) sdn naturalment independents de (I2)+(FM)

ja que hi ha aHt fortament monddiques no semisimples. #

Per acabar hem d'aclarir que no sabem si els conjunts (I2)+(I3a)+
+(IW)+(sy) 1 (I2)+(I8b)+(I4)+(S4) , que certament sdn axiomdtiques de les

aHt semisimples, sén o no independents.



CAPITOL V

ALGUNES LOGIQUES INTUICIONISTES MODALS




V.1 EL SISTEMA IM4

Ens proposem definir uns sistemes de ldgica proposicional alhora intu-
icionistes 1 modals. Ho farem a l'estil correntment anomenat ''de Lemmon"
popularitzat per aquest autor a [29_] , encara que Godel ja l'havia antici-
pat, a [18] ; aquest estil consisteix simplement én afegir regles i axiomes
modals a una base completa per a la part no modal, que en el nostre cas sera

evidentment el c2alcul proposicional intuicionista. Concretament

Definicid 1
Anomenarem IM4 el calcul de proposicions donat de la segﬁenf manera :
ﬁlA llenguatge d'IM4 &s P(X) , l'algebra lliure de tipus (1,1,2,2,2)
sobre un conjunt de generadors numerable X arbitrari. Les ope-
racions es designaran com &s habitual per L ,77,A,V, 1 > ,

i abreviarem YL ™ posant M .

Esquemés d'axiomes : - Els del calcul proposicional intuicionista.

- Lp +p ¥peP(X)
- L(p +q) > (Lp - Lq) ¥V p,q €P(X)
- Lp -+ LLp Vp € P(X) .

‘Regles d'inferdnéia : Modus Ponens (MP): p , p *q b+— g

Necessitat (N) : p p— Lp .

La relacid |—— de consegiidncia sintdctica entre un SECP(X) i un

P € P(X) s'estén de la manera usual (demostracions finites) i com de costum

posarem |J——p per a indicar que @ |—=p , i direm que "p &s teorema (de
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