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IML)" , Vegem aleshores com és l'dlgebra de Tarski-Lindenbaum d'aquest calcul:

Proposicid 1

La relacid p~q ssi f~p-+q i I— g p &s una relacid d'equi-

valdncia a P(X) Que és congrudncia respecte L,V ,A,V, 1~ . El quo-.

cient P,(X) &s una 3lgebra de Heyting topoldgica a la que p < q ssi

b— p>q,1 p=1 ssi |—p , per tot p,q&P(X) .

Demostracid:

Com que tenim com a teoremes tots els del calcul intuicionista, ja sa-
bem (veure per exemple [51] ) que P, (X) &s una 3lgebra de Heyting amb les ope-
racions V,A,V i . induides per les connectives % ,A,V i-> , ja que la
relacid ~ &s congrudncia respecte aquestes operacions.

Que t— p equival a p = 1 @&s degut a que b p equival a que
— (p>p)+p o sigui’a P~p~>pD,8& adir,a p =1 ; d'aixd es de-
dueix immediatament que p <q equival a +F—p -+ q .

© Vegem que ~ &s també congruénéia respecte L :8i p—p=+aq, per la
regla (N) tenim p— L(p - q) i per (MP) aplicat al segon axioma modal te-
nim p—Lp » Lq ; d'aquil que si p ~ q aleshores també tenim Ip ~ Lq .
Per tant ~ &s congrudncia respecte L i al quocient hi podem definir una ope-
racid mondria I per Ip = Lp . Pels axiomes modals tenim que aquest operador
satisfd Ip<p » 1(p.a) <Ip.Iq i Ip <IIp .

Finalment resulta que I1 =1 , ja que si p =1, s a dir, p}—p ,
per (N) tenim que +— Lp o sigui que Ip =1 ; &s a dir, que I1 = 1

Resumint, la relacid ~ &s una congrudncia respecte totes les operacions
i(P,X) ,I,?,A,V, . ) & una algebra de Heyting to?olbgica i es satis-

fan les dues propietats de l'enunciat. #
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El resultat precedent ens suggereix definir per al sistema IM4 una
semiantica algebraica, cosa que podem fer seguint esquemes coneguts: Donada
una algebra A del mateix tipus que P(X) , en aquest cas (1,1,2,2,2) , ano-
menem valoracid (o assignacid) sobre A tota aplicacid de X en A, o, equiva=
lentment, tot morfisme de P(X) en A, ja que P(X) &s lliure; per aquesta rad,
si v i v' sén dues valoracions que coincideixen sobre les lletres (elements
d'X) que apareixen a un p&P(X), aleshores v(p) = v'(p) . ELl conjunt de les
valoracions de X sobre A es designa per AX . D'una manera gendrica hom acos-
tuma a dir que una algebra é&s mgég& d'una senténcia o conjunt de sentdncies
quan la imatge d'aquestes per qualsevol valoracid sobre 1'3algebra pertany a
cert subconjunt distingit de l'dlgebra. Precisem ara el concepte de model o

matriu amb qud treballarem, tret, amb alguns retoes, de [30] i [31] .

Definicid 2

Un model per a IM4 &s un parell (A,D) on (A,I,™V,A,V, . ) és una

Jlgebra de tipus (1,1,2,2,2) i D € A tals que WVpeP(X) i
VVGAX , S1 l— p aleshores v(p) €D .

Un model regular per a IM4 &s un model per a IM4 .en el que DG A ,

D 8s tancat per les regles de deduccid (&s a dir, si x&D i
x.y €D aleshores ye&D i IxeD), i \le,yeA , si x.yeD
i y.x€D aleshores x =y .

Un model caractéristic per a IM4 &s un model regular per a IM4 tal que

V peP(X) , b p si i solament si per tota veAX , v(p) €D .

Les definicions precedents sdn forga generals; anem a veure en el nos-

tre cas com sdn els models regulars per a IM4 ,
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Proposicid 2

(A,D) és un model regular per a IM4 si i solament si A &s una 3lgebra

de Heyting topoldgica amb almenys dos elements i D = {1} .
Demostracid: |

Del primer axioma del cdlcul proposicional t+~—p + (q + p) ¥p,q €P(X)
i de la darrera condicid de regularitat de la definicid 2 deduim que D es re-
dueix a un singletd; aquesta mateixa condicid converteix els teoremes d'IM4
que tinguin forma bicondicional en igualtats en A. Com que IM4 conté el cal-’
cul intuicionista, resulta que A &s una 2lgebra de Heyting 1 D = {1} ; i a
més de D & A deduim que A ha de tenir almenys dos elements.

Dels axiomes d'IMY deduim que I satisfd Ixgx , I{x.y) € Ix.Iy ,
i Ix = I%?x ; i de la regta de necessitat que I1 = 1 : A &s doncs una aHt .

El reciproc és trivial . #

Proposicid 3

(Po(X) , {1} ) &s un model caracteristic per a IM4 .
Demostracid:

Les proposicions 1 i 2 ens diuen que &s un model regular ﬁer a IM4.

Suposem ara que p €P(X) &s tal que '\/vnePo(X)X , V(p) =1 3 si v,
és la projeccid canbnicé de P(X) sobre P_(X) , &s una valoracid, per tant
vo(p) = 1 . Perd v,(p) = D , per tant p = 1 , que com hem vist equival a
P .

Per tant (P,(X) , {1} ) &s caracteristic. #

Aquest model caracteristic té a més una important propietat algebraica:
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Proposicid 4

P,(X) és 1l'dlgebra de Heyting topoldgica lliure engendrada per
Xx={x:x2€ex}=v,(X) .
Demostracid:

X &8s equipotent a X ja que en cas contrari haurien d'existir dues va-
riables equivalents, i d'aqui resultaria que totes les proposicions serien
equivalents, cosa que ens duria a la inexistncia d'algebres de Heyting topo-
légiques no degenerades, que no és veritat.

Sigui h:X =—>A una aplicacid qualsevol d'X en una aHt qualsevol Aj;
podem considerar que h:X ——» A 1 per tant la suposem ja estesa a un morfis-
me de P(X) en A. Ara bé, la relacid ~ &s compatible amb h : En efecte, si
—— p aleshores h(p) =1 , ja que hasAX , Per tant si p ~ q tenim que
b~ p>q i }j~—qg-+p d'on h(p).h(q) =1 i h(q).h(p) =1, & a dir,
h(p) = h(q) . Per tant h pot passar al quocient i obtenim una h':P (X) —— A
que compleix h = h'ei , on 1i:X ——» P_(X) &s la injeccid natural.

La unicitat de la factoritzacid &s conseqlidncia del fet que P(X) &s

lliure de tipus (1,1,2,2,2) sobre X , i tota aHt &s una algebra d'aquest ti-

pus i P,(X) &s un quocient de P(X) . #

Després del que hem vist creiem que té sentit de definir una relacid

== de conseqii®ncia sem3ntica algebraicament en la forma habitual: V¥YS&P(X)

i ¥peP(X) , si A és una aHt , S = P significa que VVEAX tal que
v(8) €{1}, resulta v(p) =1 ;3 S k= p significa que per tota aHt A tenim

g , i direm que p &s  (A-valida) IM4-va-

S k=i p . Posarem FF,,p quan 8

lida, o simplement valida .
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De les proposicions 3 i 4 resulta immediatament la versid feble del

teorema de completesa per a IMY

Proposicid 5

Per a tota p&P(X) , ——p si i solament si F==7p .
Demostracid:

Si p és valida en IM4 en particular ho &s a P,(X) i com que aquest &s
caracteristic p és teorema d'IM4

Suposem ara que p &s teorema d'IM4 i que en conseqii®ncia p = 1 a P (X).
Si A és una aHt qualsevol 1 veAX , podem considerar que veA}_{ i per la pro-
posicid 4 existeix una finica v':P,(X)—> A morfisme d'aHt tal que v = v'ev,
i per tant v(p) = v'(v,(p)) = v'(p) = v'(1) = 1 . Veiem doncs que p &s A-vali-

da en tota aHt A , per tant &s valida . #
Hem arribat al moment d'establir un resultat reiteradament anunciat:

Proposicid 6

El sistema IM4 &s l'andleg intuicionista del sistema S4 de Lewis, en

el sentit de Bull.
Demostracid:

Es tracta de veure que satisfd les condicions que hem exposat a la In-
troduccid (pag.xi ) : En piimer lloc, col.lapsant els oﬁeradors modals hem
d'obtenir el calcul intuicionista sense més; i en segon lloc, afegint~hi 1l'es-
quema pwVTp Vp €P(X) hem d'obtenir el sistema St de Lewis. Aquestes dues
condicions sdn evidents si ens fixem en els models algebraics (plantejament

equivalent merces als teoremes de completesa que tenim per als tres cdlculs
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considerats) : Una alHt en la que Ix = x VerA és simplement una algebra de
Heyting, ja que la identitat é&s un operador interior sobre tota algebra de
Heyting; i una aHt en la que xWVv7x =1 VxeA &s una dlgebra de Boole

topoldgica. #
El teorema de representacid per a les dlgebres de Heyting topoldgiques
ens permet obtenir un tedrema de completesa per a IM4 relativa a una classe

de models no tan amplia com la de totes les aHt

Proposicid 7

Per a tot pE€P(X) ,p—p si i solament si P::A P per a tota aHt A
d'oberts d'un espai topoldgic compacte i Té .
Demostracid:

En un sentit &s conseqi®ncia de la proposicid 5 .

En sentit invers, considerem 1'algebra de Tarski-Lindenbaum P_(X), que
per la proposicid I.3.10 podem submergir en una aHt :d'oberts d'un espai to-
poldgic compacte i T,. Si h &s la immersid i vw&PO(X)X » aleshores hoev &s
una valoracid sobre 1l'3lgebra esmentada, per tant i segons la hipdtesi tenim
que (hev)(p) = h(v(p)) =1 d'on v(p) =1 ; &s a dif, que p és valida a

P,(X) , que &s caracteristic, “per tant p &s teorema de IM4 . #

A continuacid utilitzarem una altre resultat algebraic sobre les aHt

per a demostrar el que ordinariament es coneix amb el nom de propietat dels

models finits .
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Proposicid 8

Sigui peP(X) qualsevol, i k€N el nombre de subférmules, prdpies
o no, de p . Aleshores les segients afirmacions sén equivalents:

(1) +—o1p

(2) F::i P per tota aHt A finita

k
(3) t==i P per tota aHt A finita tal que card(A)-s;_Q2

Demostracid:

Després de la proposicid 5 resulta clar que (1) implica (2) , i &s
trivial que (2) implica (3) . Cal doncs només veure que (3) implica (1) .

Suposem que p no fos teorema d'IM4 ; en particular tindriem que p =
vo(p) #1 a P (X) . Posem A, = {3 : q és subférmula de p} S P, (X) . El
cardinal d'A, & k . Per la proposicid I.3.9 existeix una aHt A de cardinal
< 22k feta d'elements de P,(X) i a la que en particular les operacions
d'A coincideixen sobre els elements d'A, amb les operacions dé P,(X) . Defi-
nim la seglent valoracid sobre A : Per cada x€X , si x &s una de les lletres
que apareixen a p (és a dir , % €A, ) aleshores v(x) = X ; en cas contrari
posem v(x) = 1&A, . Evidentment V&AX .

Es fdcil de demostrar que si q apareix a p (&s una subférmula de p ,
és a dir JeA,) aleshores v(q) = q , per induccid sobre la loﬁgitud de g i
tenint en compte que v &s morfisme i les propietats de la construccid d'A_ .
Aleshores en particular p = v(p) # 1 , és a dir, p no s valida en aquesta

dlgebra contra la hipdtesi (3) . Per tant (3) implica (1) . #

Corol.lari
El conjunt dels teoremes d'IM4 és decidible.
Demostracid:

En efecte, l'anterior proposicid ens subministra un mdtode que en un
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nombre finit de passos (que podriem afitar facilment) ens permet decidir
si un pe&P(X) donat és o no teorema, ja que el nombre d'aHt de cardinal <
$22k és finit, i per a cada una d'elles el nombre de valoracions que di-

fereixen sobre les lletres de p és també finit. #

Per a establir el teorema de completesa en la seva forma forta i es-
talviar feina a les seccions seglients, definim la seglient relacid per a ca-
daSQP(X):p~Sq si i solament si S b——p-+q i S p——q~+p Pper

tot p,q&P(X) . Hom pot comprovar rutindriament la

Proposicid 9

Per a tot S & P(X) la relacid -~ 8s una congrudncia de P(X) i 1'al-

S
gebra qxj,ocient' PS(_X) s una algebra de Heyting topoldgica a la que

p=1ssiSp—p. #

I aleshores deduim la versidé forta del teorema de completesa:

Proposicid 10

Per a tot S €P(X) 1 tot peP(X) sdn equivalents les afirmacions:
(1) S p—p
A(2) S =p
(3) s l_—_—A P per a tota aHt A d'oberts d'un espai topoldgic compacte
iT, |
Demostracid: |
(1) implica (2) : Si S p—p 1 A &s una aHt 1 veAX s tal que

v(8)¢ {1} , la relacié d'equivalencia ~q és éompatible amb v ja que si
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Pp~gd>Sk=pP+qa i Sk—q=p don v(p)vle) =1 1 v(q).v(p) =1,
ds a dir, v(p) = v(q) ..Per tant es pot fer la descomposicid corresponent
i posar v(p) = h(p) on h:P (X)—> A &s un morfisme d'aHt; com que p=1
equival a S b—p , v(p) = h(p) = h(1) =1 , 8 a dir, que S F:i D ; per
tant resulta S BE=p .

(2) implica (3) : No hi ha res a demostrar.

(3) implica (1) : Com que PS(X) &s una aHt , es pot considerar com
a subalgebra d'una aHt d'oberts d'un espai topoldgic compacte i T,, i la

projeccid candnica de P(X) sobre PS(X) es pot estendre a una valoracid so-

bre 1l'esmentada 3lgebra; de la hipdtesi (3) resulta p =1 , &s a dir ,

que S p—p . #

Com a conseqiiéncia del teorema de completesa en la forma forta hom

acostuma a obtenir el teorema de compacitat per a la semantica en questid,

ja que la sintaxi &g bbviament finithiria, per la seva mateixa definicid.

Corol.lari
Per tot S & P(X) i tot p€P(X) S B=p si i solament si existeix

un F &S , F finit, tal que F =17p . #

Es podria demostrarlde manera semblant a la proposicid 4 que PS(X) és
1'dlgebra lliure dins de la classe d'aHt que sén models d'S (&s a dir, les
aHt A tals que VveAX , v(8)ci1}) , i aleshores usant la proposicid I.3.9
establiriem la propietat dels models finitsper a aquesta classe; als casos
on el conjunt S sigui suficientment regular (concretament, en aquells en qud
per cada aHt A 1 cadawfeAX » la questid "v(S)C{1}?" sigui decidible) podrem

concloure que el conjunt de les conseqiidncies d'S &s decidible.



APENDIX 1 . LA REGLA DE NECESSITAT

Al nostre sistema IM4 hem usat com a regla de necessitat la forma
"forta" d'aquesta llei: De p es pot deduir Lp . En aquesta forma fou sugge-
rida per GGdel a [18] , perd no ha estat adoptada a bastants dels estudis

de 1dgica modal ja que &s qlestionable en cert sentit perque ens duu a la

Proposicid 11

Al sistema IM4 per tota p&P(X) , p i Lp sdn interdeductibles.
Demostracid:
Per la regla de necessitat p }—Lp , i per (MP) aplicat a l'axioma

Lp - p resulta que Lp p—p . #

Cal no confondre aquest fet amb }— p <+ Lp , que faria equivalents
P i‘Lp i anul.laria el sentit de l'operador L . Aixd no es compleix degut a
la manca de teorema de la deduccid per a =+ .

Potser doncs per aquest escripol hom adopta sovint la regla en la se-
va forma '"feble" : Si p és teorema aleshores Lp és teorema . Ara bé&, molts
autors, la majoria, s'ocupen més del conjunt de teoremes de les 13giques que
manipulen que no pas de la relacid de deductibilitat associada, i aleshores
la distincid &s fins a cert punt irrellevant; en efecte, si anomenem IMY'
un sistema iddntic al sistema IM4 excepte que en comptes de la regla de neces-
sitat (N) tingui la regla (N') ::"Si }—— p aleshores p—— Lp" , els teore-
mes d'aquesta nova 1ldgica coincideixen amb els de l'antiga, com expressa la

proposicid que segueix.
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Proposicid 12

Els sistemes IM4 i IM4' tenen els mateixos teoremes,
Demostracid:

Només cai considerar que la regla de necessitat feble &s valida al
sistema IM4, per tant tot teorema d'IMY es podrd deduir a IM4 . I dona-
da una demostracid d'un téorema d'IM4 , &s obvi que tots els passos que la
integren sfn també teoremes, per tant cada cop que hi apliquem la regla de
necessitat (N), en realitat estem aplicant la regla (N') , per tant la de-

mostracid val a IM4' . #
A nosaltres, perd, si que ens afectaria aquest canvi, ja que ens in-
teressa principalment la relacid de deductibilitat que engendra una ldogica

(1'operador conseqi®ncia) i les seves propietats. Aleshores tenim:

Proposicid 13

Els teoremes de completesa feble, la propietat déls models finits i.
de decidibilitat per als teoremes valen al sistema IM4'

Demostracid:
Només cal repassar les demostracions corresponents fetes per a IM4

i ens adonarem que la regla de necessitat s'aplica sempre a teoremes. #

En canvi, el teorema de completesa fort no sera valid a IM4' ja que
es basa en la construccid de l'algebra quocient PS(X) per la relacid ~g 3

perd aquesta relacid és congrugncia respecte L si 1 només si val la forma

forta de la regla de necessitat



APEZNDIX 2 . MODELS NO REGULARS I PRE‘ALGEBRES

A la definicid 2 hem imposat als models regulars una condicid molt
forta, la tercera condicid de regularitat

Vx,yeA , 81 x.vyeD 1 y.xe&D aleshores x =y . (®)

Aixd es fa amb la intencid d'obtenir com a models regulars les alge-
bres de Heyting topoldgiques.

Si no volguéssim exigir la condicid (®) aleshores el parell (A,D)
seria una "predlgebra de Heyting topoldgica' i D seria un dels anomenats
"sistemes deductius" que per quocient donen lloc a una algebra de la classe
considerada, en aquest cas una aHt . Aquest punt de vista, que de fet té
el seu origen a Tarski i ber la-1dgica algebraica a Monteiro, fou adoptat
per J. Pla a [42] i [43] per a estudiar diferents classes de preadlgebres i
de sistemes deductius que originessin algebres quocient, i, posteriorment;
utilitzat per A.Torrens [72] en refer®ncia als sistemes deductius complets,

i per A. Rodriguez [52] per a estudiar les algebres de Sales i de Wajsberg.

Podriem definir lés "predlgebres de Heyting topoldgiques'" com a alge-
bres de tipus (1,1,2,2,2) provistes d'un D € A que contingués els esquemes
d'axiomes i fos tancat per les regles de deduccid del sistema IM4 (ELl model
tipic d'aixd &s l'algebra de proposicions P(X) amb.una teoria qualsevol);
Aquestes prealgebres serien aleshores un tiéus de models no regulars (&s a
dir, que no satisfarien la condicid (®)) del sistema IM4. Si en una d'elles
feiem el quocient pel sistema deducitu D obtindriem una algebra de Heyting
toéolbgica.

Aquest plantejament, perd, no aporté res de nou, almenys pel que fa

als nostres proposits.
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V.2 EL SISTEMA IM5

En aquesta seccid proposem el sistema de 1dgica modal intuicionista
que creiem que ha de ser l'andleg intuicionista del sistema S5 de Lewis. E1

donarem com a extensid del sistema IM4 que ja hem estudiat.

Definicid 1
Anomenarem IM5 el sistema que s'obté afegint a IM4 1l'esquema d'axioma

Alp > L7ILp , ¥peP(X) .

Observem que no hem afegit cap regla de deduccid, per tant podem con-
siderar els teoremes d'IMS5 com una teoria (axiomatitzable) del sistema IM4,
engendrada pel conjunt (IM5) = {7Lp - L7Lp : p&€P(X) } ; la relacid de
deductibilitat en IM5, que designem per S F——fﬁ% P , equival a la relacid

S \J(IM5) +——p en IM4, &s clar. Com a conseqiidncia de les construccions

de la seccid anterior, tenim els seglents resultats:

Proposicid 1

Una aHt &s model del sistema IM5 si i solament si &s monadica.
Demostracid:

A &s model del sistema IM5 si i solament si tota vweAX compleix que
v TLp - L7Lp) = 1 per tota peP(X) , que equival a T Iv(p).IVIv(p) =1
Si A &s monadica evidentment ho satisfa, i si una aHt A ho satisfa per tota
veAX , donat un x €A qualsevol definim una VXeAX per VX(Xi) = x i‘ per
tot i>1 , VX(Xi) =1 , i resulta que TIx.I7'Ix = 1 ; per tant, A és mo-

nadica. #
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Proposicid 2

(P(IMS)(X)’{l}) és un model caracteristic per a IMS5 .

Demostracid:
P(IMS)(X) és una aHt en la que evidentment 7VIp.IVIp = 1 , per tant
-és monadica, &s a dir, &s un model regular 4'IM5 ; i a més és caracteristic

ja que el pas al quocient de P(X) a P )(X) s una valoracid, per tant si

(IM5

un p €P(X) es valora sempre 1 a P (X) , en particular p = 1 , que segons la

(IM5)
proposicid 1.9 equival a (IMS) +——p , &s a dir, que p sigui teorema del

sistema IM5 . #

Proposicid 3

Una p €P(X) &s teorema d'IM5 si i solament si p &s valida a tota 3l-

gebra de Heyting topoldgica menadica.
Demostracid:

Si p &s teorema d'IM5 i A &s una aHt monddica, per la proposicid 1.10
tenim que per tota v'eAx tal que v((IM5)) {1} , v(p) =1 ; ara bé&, essent
A monadica totés les vwsAX satisfan la primera condicid, per tant també sa-
tisfan totes la segona, és a dir, p és valida en A.

A la inversa, en particular p sera valida a P(IMS)(X) , que segons

acabem de veure &s caracteristic, per tant p és teorema 4'IM5 . #

Queda clar, doncs, que la semantica d'IMS5 ha de venir donada per les
-aHt monadiques: Si S €P(X) , S F=fﬁ5 p voldra dir que per tota aHt mona-
dica A tenim que S F==X P , en el sentit d'IM4. Podem aleshores donar el

teorema de completesa en la seva forma forta :
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Proposicid 4

Per a tota peP(X) i per a tot S €P(X) es compleix que S 35 P ’
si.i solament si. S F==%ﬁ5 p .

Demostracid:
Es tambd conseqi@ncia de la proposicid 1.10, ja que S F—_Eﬁ% P equi-

val a dir S\W(IM5) b——p en IM4 , i S F==?§% p equival a dir que per a
tota aHt monadica A tenim S b::é P » que per la proposicid 1 equival a dir
que SW(IMS) F===k P per a tota aHt A , 8s a dir, S WU (IM5) B==17p , que

com sabem (proposicid 1.10) equival a S\J(IM5) b—p . #

Si intentem demostrar la propietat dels models finits ens trobarem
amb una dificultat : no disposem per a les algebres monadiques d'un teorema
algebraic sobre construccid d'élgebres finites com el de la proposicid I.3.9,
que &s el recurs clau de la proposicid 1.8 . En efecte, el mateix mdtode de
la proposicid esmentada, aplicat a una aHt de partida monddica, no ens ddna
per forga una A' monddica, segons ens mostra l'exemple VI.9 . I res no ens
garanteix que la minima 3lgebra monidica que conté un subconjunt donat finit

d'una 3lgebra monddica hagi de ser finita.
Podem, perd, demostrar ja una de les nostres fites més destacades:

Proposicid 5.

El sistema IM5 &s anidleg intuicionista del sistema S5 en el sentit
de Bull.
Demostracid:

En efecte, satisfd les dues condicions de Bull que hem exposat a la
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Introduccid (pdgs. x-xi) 1 a la proposicid 1.6, ja que una aHt monddica a la
que Ix = x VxeéA &8s simplement una algebra de Heyting (amb més precisid: la
identitat déna estructura d'aHt monddica a qualsevol algebra de Heyting), i
si imposem a una aHt monédicé que ¥xeA xvx =1 , aquesta algebra &s

una algebra de Boole monadica. #
Com a conseqiidncia dels teoremes de completesa tenim la

Proposicid 6

Per a totes p,q€P(X) les segiients fdrmules sdn teoremes d'IM5
P~ ILMp 3 L7Lp «» 'Lp 3 MTIMp <= T‘Mp LMp+—>— Mp
M(pAMg) <> MpAMg ; 1 la seglient regla de deduccid derivada és vali-
da a IM5 : Mp +~ g k——iik p ~ Lg .
Demostracid:
Sén férmules que interpretades en una aHt monadica es converteixen
en identitats (veure IV.2) i per la proposicid 3 resulten ser teoremes 4d'IMS5.
La regla derivada no &8s més que la "regla de Becker" que, com sabem, val a

tota aHt monidica. #

Com hem vist, han aparegut diferents lleis de reduccid de mo-
dalitats. Una pregunta normal seria la de saber si el nombre de modalitats
en IM5 8s finit, 1 en aquest cas quantes n'hi ha de diferents, quines sbén i
quines implicacions hi ha entre elles.

Recordem que en ldgica modal proposicional s'anomena modalitat
qualsevol successid dels operadors monaris __1, L , M, inclosa la successid

buida; i que es divideixen en positives i negatives segons tinguin un nombre
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parell o imparell de negacions respectivament. Als sistemes clissics, la in-
terdefinibilitat dels operadors L i M i el fet que la negacid sigui forta,
redueixen el nombre de modalitats a 14 per a S4 i a 6 per a S5, essent a més
igual el nombre de modalitats positives i negatives. Els nostres sistemes in-
tuicionistes sdn més febles; aixi, conjecturem que al sistema IM4 el nombre
de modalitats &s infinit, mentre que desseguida demostrarem que a IMS n'hi
ha 10, i m8s endavant que a IMC n'hi ha 9 (proposicid 3.4). Veurem a més que

hi ha més modalitats positives que negatives, fet explicable perqué tenim

f—"17"p «» T'p mentre que \——/——'l"‘p+—->p .

Proposicid 6

Al sistema IM5 existeixen com a maxim 10 modalitats diferents, que
escrites de la manera més curta possible sdn les seglients:
p, p, p,Lp,L7p ,L ' p, TLp, MIp , Mp , M7Ip
Demostracid:
Evidentment per a calcular-les utilitzarem només 'i L , ja que M
8s L7, i les expressarem com ens convingui.
a) Modalitats sense L : Tenimp , 'p , 1 17p , ja que tres negacions equi-
valen a anha ..
b) Modalitats amb una sola L : Sense negacions tenim Lp .
Amb una negacié , T'Lp i L7p
Amb dues negacions tenim L ' 'p , '7Lp (que podem escriure MLp ,
per la proposicid IV.2.8) i T L77p , que & Mp
Amb tres negacions només tenim 'L ' p (que eseriurem M7p) , ja
que les Zltries possibilitats d'ordenar la L i les tres | col.lapsen totes:

Si les tres 1 apareixen juntes, a una sola '; i l'altra possibilitat és
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TL7p , que col.lapsa a L7'p : en efecte, \— L"yp > 7L p  evident-
ment, i de l'axioma d'IM5 tenim j— T17Ip «+» L7Lp i per tant tenim
b———L7lp «» L'L7VLp » TL7Lp » 1T'Ip o sigui que — 7Ip «» L 7 Lp
(resultat a retenir) >, i per tant, com que també tenim p— L ' 'Lp -~ L 7 7p
resulta = 17Lp » L " 7p (resultat a retenir). Particularitzant per a p
obtenim p— 'TILp > L7 p que és p—1V1L7Tp > L7p ; en resum, que
—""L0p «+ Lp .

Amb quatre negacions tenim nomds ' 'L 77 , ja que la resta conte-
nen tres negacions seguides i col.lapsen, i aquesta també, a L \7p , ja
que de l'anterior es dedueix, per a ;1p > que =L 7p «—» LMD

Evidentment amb més de quatre negacions sempre en trobarem tres de
juntes, per tant no apareix cap nova modalitat.
c) Amb més d'una L col.lapsen totes, ja que o bé& contenen la c&l.lula LL
que equival a L , o b8 la LTL , que equival a 'L (ja que estem a IM5) o
bé la L 7L , que segons hem vist fa un moment, equival a T 'L ; si no
contenen cap d'aquestes c2l.lules &s que hi ha com a minim tres negacions se-
guides, que també col.lapsen a una o dues negacions, &s a dir, a una de les
cdl.lules anteriors.

Per tant hem vist que com a maxim hi ha deu modalitats, ja que totes

les que puguem imaginar equivalen a una de les gque hem esmentat. #

Proposicid 7

Les deu modalitats del sistema IM5 satisfan les implicacions expres-
sades al seglient diagrama, i cap més
L7p - Tp » M7p - Tlp

, MLp > L7 7p R
Lp - . MTlp > Mp

P
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(on o~ B s'ha d'interpretar com a abreviatura de F——E§5 o>+ B )y

en particular, les deu modalitats sdn diferents .
Demostracid:

Anirem veient simultaniament cada implicacid i el contraexemple per a
la reciproca.

Ll%p » 7p »MTp sdn. generals i com a contraexemples per a les reci-
proques es pot veure VI.10 .,

MAp -+ mLp es dedueix de p - 77'p aplicant L i 77 ; com a contra-
exemple es pot prendre VI.9

Ip »p -1 p 1 Lp + MLp sdn també& generals i el contraexemple &s
el VI.8 .

LT \p » 71 p 8 també general i VI.10 serveix de contraexemple.

TV p > Mp es dedueix de f—L7T1p > Tp aplicant ' ; i a VI.10 es
troba el contraexemple per al reciproc.

Finalment MLp -+ L7 p & l'Gnica implicacid exclusiva d'IM5 , que
hem demostrat a la proposiciélanterior. El contraexemple &s VI.S .

Les dues branques del diagrama inferior no es poden juntar ja que a
VI.10 tenim contraexemples per a MLp -+ p ipera p~+L77p, per tant que-
da eiiminada qualsevol implicacid entre les dues branques.

I finalment veiem que el diagrama &s efectivament Inconnex, ja que una
implicacid qualsevol entre les éeves dues parts duria a T'Mp > Mp o Db a
Lp -~ 1Lp , que no poden ser veritat en general com es veu prenent 0 1 1

respectivament en una aHt qualsevol. #



V.3 EL SISTEMA IMC

En aquesta seccid presentarem el sistema IMC que va ser proposat per
Bull a f7] malgrat adonar-se ell mateix que duia a conseqliéncies dificilment
acceptables des del punt de vista "filosdfic" d'un intuicionista, que Bull
tenia bastant present per la seva formacid eminentment filosdfica a l'escola
de Prior; perd, com diu el mateix Bull, aquests sistemes semblen tenir un
cert interés formal, que al nostre cas &s molt clar: corresponen a les aHt
semisimples. Ens limitarem a comprovar aquest fet i com a aplicacid calcula-
rem les seves modalitats; finalment el compararem amb el sistema MIPC de 13-

gica modal intuicionista que investigaren Prior i el mateix Bull.

Proposicid 1

Al sistema IM4 els seglents esquemes sén interdeductibles:
LLpvlp , Mlp +Lp , i Mp-+rp .
Demostracid:

Es suficient de veure que sdn semdnticament equivalents, i per a aixd
només cal observar que les demostracions de l'equivaldncia de les correspo-
nents Proéietats algebraiques (que equivalen també a la semisimplicitat) que
hem fet a la proposicid IV.3.12 involucren només un element, el que a les for-
mules de l'enunciat apareix com a ﬁ ; per tant si una aHt satisfd per una va-
loracid alguna de les férmules de l'enunciat, satisfd les altres dues ; en

particular aixd® ens diu que sdn semanticament equivalents. #

Podem donar aleshores la seglient
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Definicid 1
Anomenarem IMC el sistema que resulta d'afegir a IM4 qualsevol dels

esquemes de la proposicid 1

La nomenclatura adoptada respon al fet que, com veurem, &s un sistema

de 1dgica intuicionista modal "gairebé& classic"

Proposicid 2

Una aHt &s model d'IMC si i solament si &s semisimple.
Demostracid:

En efecte, satisfer qualsevol dels esquemes propis d'IMC &s satisfer
algunes de les condicions que hem demostrat a la proposicid IV.3.,12 que sdn

equivalents a la semisimplicitat . #

Malgrat no haver definit IMC com a extensid del sistema IM5 sind di-

rectament de 1'IM4, és obvi que tenim el

Corol.lari
El sistema IMC conté el sistema IM5 perd &s més fort.
Demostracid:
Ja que tota aHt semisimple és monddica , perd hi ha 3lgebres monadi-

ques que no sén semisimples . #

La proposicid i el corol.lari precedents deriven del teorema fort de
completesa per a IMWH ., D'aquest mateix teorema es podrien derivar les dues

formes del teorema de completesa per a IMC respecte la semdntica definida
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usant la classe de les aHt semisimples. També& &s obvi que (X) seria

Plome)
un model caracteristic per a aquest calcul.
D'altra banda, no solament IMC &s més fort que IM5, com diu el corol.la-

ri anterior, sind que ho &s molt més; de fet, ho és massa:

Proposicid 3

El sistema IMC no 8s "intuicionisticament plausible'" en el sentit de

Bull, i per tant no &s l'analeg intuicionista del sistema S5 de Lewis.
Demostracid:

Si col.lapsem l'operador interior d'una aHt semisimple l'axioma (S4)
ITIxvIx = 1 Vx €A esdevé —“'xvx = 1 VxeA , convertint 1l'dlgebra de

Heyting en 3lgebra de Boole, contra el que diu la primera condicid de Bull. #

Pel que fa a la reduccid de modalitats, &s curids de veure com malgrat
1l'aparicid d'una nova llei de reduccid en IMC (la que redueix ML a L, que se-
gons la proposicid IV.3.12 &s a més equivalent a la definicid) aixd no es

tradueix en una gran disminucid del nombre de modalitats diferents:

Proposicid 4

En IMC hi ha nou modalitats diferents que satisfan exactament les re-

lacions del grafic que segueix:
L7 > 'p > M7p » TVIp

L)rL-'—'Ps.
P\)P*

p > Mp
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Demostracid:

Com que IMC conté& IM5 es tracta només de modificar el diagrama de la
proposicid 2.7 . Pero l'lnic canvi possible &s el degut a MF—Lp<+>Mlp ,
‘la llei de reduccid que ja hem dit que era equivalent a la definicid d'aHt
semisimple.

Que no es pot fer cap més modificacid , es pot veure a l'exemple
VI.11 , on hi ha els contraexemples per als recippocs i per a la inexist2n-

cia d'implicacions altres que les assenyalades. #

A continuacid compararem el sistema IMC amb el sistema MIPC, definit
per Prior a [48] i estudiat per Bull a {8] (on &s anomenat MIPQ) i a [9].

A continuacid resumim breument la construccid i la sintaxi d'aquest sistema.

El sistema MIPC té els dés operadors medals L i M com & primitius,
per tant es formalitza en una dlgebra de proposicions P'(X) lliure de tipus
(1,1,1,2,2,2) sobre X , essent L,M,?",A,V¥, > , els simbols per a les ope-
vacions. El cllcul sintdctic que es defineix sobre P'(X) té& per axiomes els
del cilcul intuicionista i cap més, i a més del Modus Ponens per a -~ t&
quatre regles de deduccid que afecten els operadors modals:

Rl : De p ~+qg es dedueix Lp - q

R2 : De p +'q es dedueix p =+ Mg

R3 : De p +q es dedueix p - Lg sempre que p estigui completa-
ment modalitzada, &s a dir, sempre que totes les seves variables apareguin
sota el "domini" d'un operador modal (L o M) .

R4 : De p -+ q es dedueix Mp » q sempre que q estigui completa-

ment modalitzada.
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Les definicions de demostracid, de teorema, etc. , sdn les usualé.

Aquesta formulacié té el seu origen al cdlcul de predicats intuicio-
nista? com les algebres monddiques de Halmos el tenien al cldssic.

La nostra intencid és veure que en algun sentit podem considerar que
MIPC és un sistema intermedi entre IMS i IMC . Naturalment la comparacid no
pot ser absoluta ja que als nostres sistemes sempre M és derivat de L , i mal-"
grat que podriem formular-los sobre l'dlgebra P'(X) , hauriem d'afegir l'axio-~

ma que relaciona M amb L . Ara b&, un primer resultat interessant &s:

Proposicid 5

El sistema IMC és equivalent al sistema que resulta d'afegir al sis-

tema MIPC l'esquema d'axioma Mp < 1L77p Vp eP'(X)
Demostracid:

Utilitzarem els teoremes de completesa per als dos sistemes 1ldgics:
per a IMC el tenim amb aHt semisimples, i per a MIPC (veure [8] ) amb es~
tructures (H,K,{1},",A,v, . , I, 5 ) tals que (H, "', A,V, . ) & una alge-
bra de Heyting, 1 @&s el seu element maxim, i K &s una subalgebra d'H rela-
tivament completa , on Ix = sup {y€K :y gx} 1 8§x = inf {veK :y 2x}
Vﬁ(eA . Com es veu en principi no hi ha relacid entre I i S.

De la definicid d'aquestes estructures i la proposicid I.2.3 deduim
que (H,I,",A,V, . ) és una aHt . I si tenim en compte que hem afegit que
— MP <> VYL7p , estem imposant que Sx = "1 x  Vx €A , és a dir,
aquesta «S &8s la clausura de les aHt ; aleshores per la proposicid IV.3.12
la condicid 5x = inf {yeK : y 2 x} @&s equivalent a que H sigui una
aHt semisimple. Es a dir, que coincideixen els models dels dos sistemes, per

tant sdn equivalents. #



V.3 148

Per tant IMC &s un sistema més fort que MIPC . En particular, doncs,
MIPC més Mp <> 1L7p &s un sistema més fort que IM5 ; perd evidentment
sense l'addicidé d'aquest axioma suplementari no es pot establir cap compara-
cid entre MIPC i IM5 que involucri fdrmules escrites amb M . Perd tenim un

resultat parcial certament interessant:

Proposicid 6

Tot teorema d'IM5 , escrit éense M , & un teorema de MIPC .
Demostracid:

Com hem dit, els teoremes de MIPC s8n les férmules vialides a tota es-
tructura (H,K,{i} , VALV, L, I ,8 ) com les ja descrites . Si prescindim
de l'operador o , el fet de ser K subdlgebra fa que l'estructura sigui una
aHt fortament monédica, i en particular monadica, a la que tots els teoremes
d'IM5 sén valids. Per tant tot teorema d'IM5, escrit sense M, &s un teofema

del sistema MIPC . #

Aguest vresultat no &s veritat per a IMC ja que per exemple la fdrmula
L(LpVg) «» LpVLg &s un teorema d'IMC escrit sense M que no &s teorema

del sistema MIPC.

La conclussid de les proposicions anteriors &s doble: Si en IM5 pres-
cindim completament de 1'ds de M com a abreviatura de VL7 , aleshores el

sistema MIPC &s més fort que IM5 ; i IMC és més fort que MIPC sempre.
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Presentem en aquest capitol 11 exempleé concrets d'dlgebres de Heyting
topoldgiques que utilitzem durant tot el treball per a molt diversos propd-
sits; 1 a més hi ha un exemple (el darrer) d'un operador clausura en una al-
gebra de Heyting que no ddna lloc a un opérador interior.

Es tracta en tots els casos de reticles distributius finits, que dés—
crivim per mitjd d'un diagrama de Hasse sobre el que marquem amb un cercle
els elements oberts. Segons la proposicid I.2.3 aixd &s suficient per a deter-
minar una aHt , sempre que els elements oberts formin un subreticle, i 0 i 1
ho siguin. Per a facilitar els ci3lculs i comprovacions completem el grafic
amb una taula de doble entrada per al producte (que ddna el producte dels ele-
ments de lé columna vertical pels elements de la fila horitzontal) i una tau-
la d'entrada simple per a ', i id.

A cada exemple calculem els diferents conjunts d'elements distingits
(densos, peirceans, radicals, ...) i a continuacid esmentem els trets de 1'3dl-
gebra que apareixen ‘al curs del treball, amb indicacid entre pardntesis de la
pagina on sén mencionats. Per raons d'espai no explicitem els calculs ni les
comprovacions, sind que ens limitem a indicar els fets; les comprovacions més
laborioses i menys explicites han de tenir en compte els resultats de la sec-

cid III.4 ; cal recordar tamb& que D_j = D s s i Py =D = R(A) , per

=
tant només D_, i R(A) apareixen explicitament.
Volem fer constar que no ha estat possible de reduir el nombre d'exem-

ples usats, ja que cadascun gaudeix "en exclusiva' d'alguna propietat que no

tenen els altres i1 que el fa, per tant, imprescindible,
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EXEMPLE VI.1

+ R(A) = R(8) =D =B =B, =L, {1,d},

+ Es una aHt no monddica ja que b =c . (g)

+ br és tancat perd b = ¢ no &s obert; la = b &s obert perd a no és
tancat; Tc = b &s tancat perd ¢ no &s obert . (11)

+ Si X = {a} aleshores X° = {a,c} no &s sistema deductiu i X°‘$ X . (28)

b (IAD) 20 =c fa= 1odm(bA>0) . (u8)

+ D _,=Dy Dy Rg(A) 5 Dy OB =D_ Ry(A)MB = R(A) ; {1} # R(A) =

= RH(A) 3 R(A) = Ly RH(A) =Ly D= R(A) F'\RH(A) 3 Ly = R(A)URH(A) :
aeRegé(A) perd a¢T ; P(R(A)\IR,(A)) = R(A) . (70,71,72,77,80)
+ Compleix & '8x = '8x Vxea S(X/\Sy) = Sx/\gy Vx,yea |

i D = D: sense é&sser monadica. (91,93,9Y4)

+ T ={0,b,c,1} &s una subilgebra d'A , i A no &s semisimple . (112)
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EXEMPLE VI.2

1
(la taula del producte és la mateixa
que la de l'exemple VI.1)
4 :
e
0 a b c d 1
a M 1 b c b 0 0

t Py =P, = RA) =1, = {1,d,0} 5 D_y= Ry(a) = {1,d}

+ Es una aHt no monddica, ja que b =c . (9)

+ Satisfd que VYxgA , si xeT aleshores 7x€B , i que si 1x&T alesho-
res x €B (12) i aixd sense ésser monddica. (92)

+ a * 1% T%g = 0 (per a totes les *) . (31)

+ ¢ $ d=pc

c %b = d%b (per a totes les ¥®) ; 1—»a = a 5; 0 = (a=50)=>(1—>0)

d4»c =0 3 b4>0 = ¢ $o = d4>(Db#0) ; d<1 = c*b perd

(42,43)
+ D, $D=> i RH(A»)r\B c;R(A) . (70)72)
+ T = {0,c,1} no és sub3lgebra d'A . (112)

+ I(Idve) =1 #d=1IdvIc . (112)
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EXEMPLE VI.3

1
(la taula del producte &8s la mateixa

que a l'exemple VI.1)

t Dy = {1} 5 Ry(8) = {1,d} 5 Py = = {1,a} ;5 R(A) = 1, = {L,c,d,a} .

P

>

+ FEs una aHt no monddica , ja que a=b . (9)

t D, GRy(A) 5 {1} # Ry(A) GR(A) 5 D_, GR(A) MRy(A) 5 Reg_y () =
=TMAB . (71,72,80)

+ Compleix que per tot x,y€A , I(Ixwvy) = IxvyIy 1 que per tots =x,yeAl
é(xvy) = Sx vcgy perd en canvi T = {0,b,1} no &s subidlgebra
da'A 1 c/\sb = 0 perd SC[\ Sb # 0 3 1 tot aixd sense ser mo-

nadica ni, per tant, semisimple. (112)
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EXEMPLE VI.4

o1 1 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1
! ale 1 e e 1 e 1 1 1 1 1 1
b i i1 4i i 1 21 1 i i 1 1
c|3d 33111313131
dib 3 b e 1 e j 1 j 1 j 1
e|lh h 3 1 4 12 3 1 h 1 3 1
flc i e c i e 1 21 i i 1 1
e g 0 h b c i e j 21 nh i 3§ 1
h e g e e g e g g 1 1 1 1
ilb g b e ge f g j 1 1
j c d e ¢ d e J 3 1 3 1 1
1 0 a b ec de f g h i 3 1
b 0O abcdefghiig1
Tl 1 e 1 h ¢ e b ¢ 0
& Il0 0 0 d 00 ao i 01
0 10 1 b 11 1 1 11 1 1
+ D_y= {1} 5 Ry() = {1,g} 5 Py = B o= {1,d,i} 5 R(A) = {1,d,4,8}

LA ={1,3,1,h,g,f,e,d,c,b,al = A - {0} .

+ Es una aHt no monddica ja que ?d =b . (9)

+ D= {d,g,1,1} &s un sistema deductiu primer (i maximal) que no &s H-primer
ja que ewvf =geD perdo e4¢D i f£&D .. (51)

t R(A) &L 3 R(A) @L s D(L)=4; R(A) UR(A) L5 DRAIVR(A)) =

=A. (77,80)
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EXEMPLE VI.5

t D= {t,gly R(A) = {1,f,g,d} = R(A) = {1,g,e} ;

P:é = P_,L+

Ly = {b,d,e,f,g,1} .

+ Es una aHt no monddica ja que Ne=c . (9)

+ e (1420) =c§0=1+4>(ef>0) ;3 e+ >(1+420) =c g0 = (ef>l)
S> (e4>0) i (1+>b)+4>(l+4>a)=cdas=1+>(b+4ra). “2)

+ D= {a,c,d,f,g,1} &s un H-sistema deductiu H-maximal perd D° = {1,g} no
8s un sistema deductiu maximal. (56)

+ Ambdds radicals sén diferents de {1} i no hi ha cap inclusid entre ells. (72)

+ Satisfa ¥Yx,yeA que S(xvy) = vaéy i no és semisimple. (112
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EXEMPLE VI.6

0 1 1 1 1

1
a b 1 b 1
b a a 1 1
1 0 a b 1

a b

0 a b 1
= 1 b a 0
I 0 0 b 1

0
§ o a 1 1

+ D_y = Ry(A) = {1} ; N =P, = R(A) = L, ={1,b} .

+ En realitat &s una algebra de Boole topoldgica, que com a algebra de Hey-

ting topoldgica no &s monadica ja que b = a. (9)
+ {1} = R(A) G R(A) . (72)
+ P_%> = P+_>= Py perd no &s monadica.  (94)
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EXEMPLE VI.7

+ D_>= R(A) = {1,c,d,e} ;P___> = P-H'

= A - {0} .

= {1,c,d} ; RH(A) = Ly T {a,b,c,d,e,1} =

+ Aquesta aHt 8s monddica, ja que B &s tancat per 7, perd no &s fortament
monddica ja que d,c€B perd d.c = e ¢B . (9,99)

ot dtc=egc={dbd)F>(dFpc) i dfrc=egec= (chsc)F
-+ (d++>c) . (42,43)

+ T ={0,1} perd A no &s simple. (62)

+ Ry (ANBGD_y ; {1} # R(A)  R(A) . (71,72)

+ T &8s subllgebra d'A perd A no &s semisimple. (112)
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EXEMPLE VI.8

0 1 1 1 1

® !
a 0 1 1 1
b 0 a 1 1
® b 1 0O a b 1
0 a b 1

» a
A 1 0 0 0
I 0 0 b 1

® o
8 0 1 1 1

+ D, = R(A) = RH(A) = QA= {1,b,a} ; P=> =Py, = {1,p} .

+ Es una aHt fortament monddica no semisimple.
+ D = {1,b} &s un sistema deductiu maximal perd no &s H-maximal ; i
D' = {1,a,b} 8s un H-sistema deductiu H-maximal que no é&s obert. (55)
+ T a @&s tancat perd a no &s pas obert. (92)
+ Satisfa I(Ixvy) = Ixviy Vx,yeA , 1 S(XVy) = ngcSy \'/x,yeA , 1
T = {0,1} @&s subdlgebra d'A perd no és pas semisimple. (112)
+ Ia<ac< a3 ™ < 81b . (142)

+ {1} # R(A) = RH(A) =L, - (94)
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EXEMPLE VI.S

N o1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
ale 1 e 1 1 e 1 1 1 1
blc ¢ c 1 1 1 1 1 1
c e g e 1 g e 1 g 1 1
d | o e ¢ 1 e 1 1 1 1
ejlc c f ¢ £ 1 £ 1 1 1
fl]0 a e ¢c g e 1 g 1 1
g 0 ¢c b c £f e £ 1 1 1
h 0 a b c d e £ g 1 1
1 0 a b c d e £f g h 1

(]
o
o
(@]
Q
(@]
®
0
]
jon
[y

+ D_y= Py = P = R(A) = Ry(A) = {1,n} 5 L,={d,f,g,h,1} .

+ Es una aHt fortament monddica no semisimple.

+ Satisfa que per tot x€A , si T1x &s tancat aleshores x és obert, i
és monadica. ( 92)

+ S(eve) =1 #h= dcw de , 1 &s fortament monadica. (10,112)

+ T no &8s subalgebra d'A, ja que c,e &@T perd cwve = h¢T, i é&s forta-

ment monddica. (112)

1
# &b <1 i 8SIb<ITTb . (142)
+ L'algebra engendrada amb el métode de la proposicid n
I.3.9 pel conjunt {a,e,h} &s la del diagrama &
adjunt, que no és.monédica ja que e = a . a o

(138)
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EXEMPLE VI.10

0 1 1 1 1 1 1 1

1
a b 1 b 1 1 1 1
b a a 1 1 1 1 1
d e c 0 a b 1 1 1 1
d 0 a b e 1 e 1
e 0 a b d d 1 1

c
1 0 a b c d e 1
N b 0 a b c d e 1
M 1 b a 0 0 0 0
I 0 0 0 0 0 e 1
0 Sl o 1 1 1 1 1 1
+ Dy = P=> =P, = R(A) = {1,e} R.H(A) = {1,c,d,e} ; L, = {a,b,c,d,e,1} =

A - {o}

+ Es una aHt fortament monddica , no semisimple.

+ a= T7a i b

T 7'b  perd a,bgT . (93))

+ I(dVIe) =1 # e =1IdvIe perd T = {0,1} &s subdlgebra d'A i es

compleix que S(xvy) = oxv&y Vx,yeaA . (112)
+ I7b < <8 3 ITTa<TMac< Sa a$1“"1a ; C§Ie$e.

(142)

+

{1} # R(Y) G R (A) &L, . (94)
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EXEMPLE VI.11

(la taula del producte és la mateixa que

apareix a l'exemple VI.4)

b I 0 0 0 ccc 0 c 0 ¢ 3J 1
Slo 3 3 ¢ 1 1 ] ] y
= {1} R, (8) = {1,g} 5 1,= {d,e,g,i,1}

+ £s una aHt semisimple, concretament producte directe de dues dlgebres
simples.

+ {1} = R § RB) . (72)

+ Fs semisimple i en canvi If =0 # 3 = ‘&7T1f . (106)

# IfE<Ff< TF 3 M1 8i 3 ITb< Ib< 8Tb 3 I7\b < b

If < I F ;Sﬂa<'ﬂh ; b$1ﬂ_u>; I“ﬂa$a. (146)
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EXEMPLE VI.12

0 1 1 1 1 1
1 a b 1 b 1 1
b a a 1 1 1
c 0 a b 1 1
1 0 a b c 1

+ Hem marcat al grafic els elements tancats: T = {O,c,l} ; per la fdrmula
Ox = inf {teT : t > x} deduim l'Qperador S .

+ Aquest operador no solament &8s clausura d'ordre sind també de vreticle, &s
a dir, compleix 8(xvy) = &x véy Vx,yeA ; a més satisfa \/x,yeA

‘ S(X/\ Sy) = Sx/\gy , 1 T & sub3lgebra d'A , i per tant també es
compleix SﬂSX = 5% VxeA .

+ L'operador I &s el deduit de ) per la férmula I = g7 ; 1 es satisfan
les segiients relacions entre I 1 & x <18x “VxeA s si Ox <Yy
aleshores x Iy Vx,yeA ;1 81x = Ix \fxeA .

+ Es a dir, tenim un operador ) de clausura que a m@s compleix les propie-
tats (1), (2), (3), (&), (ii) i (C3), totes les propietats que & pot
arribar a tenir en una aHt, i en canvi l'operador I = 8T no és ni
tan sols interior d'ordre, ja que Ic = 1 #SC .

+ Ens hem referit a aquest exemple a la pdgina xii de la Introduccid, i a

Q. .. .
la nota *. , pagina Xxiv .
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Per als termes i notacions no definits explicitament en aquest

treball , vegeu la pagina xxvi .
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