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Presentacio

Aquesta memoria estudia basicament el comportament asimptotic de la densitat de
diferents families de vectors aleatoris. Al comencament es déna una introduccié
on es comenten diversos treballs anteriors que tracten sobre estudis asimptotics de
densitats, es pot observar el gran lligam que hi ha entre les estimacions de Varad-
han i ’anomenat desenvolupament de Taylor de la densitat. Les estimacions sén un
primer pas cap a un estudi més extens del comportament asimptotic. En aquesta
introduccié es manté, en molts llocs, la notacié dels articles als quals es fa referéncia.
Després, en els capitols segiients, es detallen els treballs de la memoria propiament
dita.

Considerem una familia de vectors aleatoris {F*®,¢ € (0,1]} amb condicions per
Iexisténcia i regularitat d’una densitat p°(y), per a tot € € (0, 1].

El Capitol 2 de la memoria esta dedicat a l’estudi de les anomenades estimacions
de Varadhan. Nosaltres ens preguntarem pel comportament de p*(y) quan € — 0.
Concretament, estudiarem quan val

lii(l)l e?log p°(y). (1)

Aquest estudi es portarad a terme agafant com a F* la solucié d’una equacié en
derivades parcials estocastica perturbada de tipus hiperbolic. Comprovarem que (1)
és una funcié C(z,y), on z és la condicié inicial de I'equacié diferencial, i que aques-
ta funcid, C(z,y), estd molt lligada a I’esquelet de I’equacié. Préviament, haurem
provat Pexisténcia de densitat i certes propietats de regularitat. Aquests resultats
estan recollits a article [32].

Al tercer Capftol realitzarem un estudi més acurat i exhaustiu del comportament
asimptotic de la densitat. Considerarem un vector aleatori F : @ — R? de L%((2)
amb representacié en caos de Wiener F'= EF + 3 >°  I,(f,). Prendrem la familia
particular definida per '

Fs =FEF+ f:am(fn)_, Ve € (0,1]. (2)

n=1



El nostre objectiu sera estudiar 'anomenat desenvolupament de Taylor de p®(y),
densitat de F**, en € = 0 1 per y = EF'. Primerament, suposant que F' pertany a
uns certs espais de derivacid, provarem resultats de diferenciabilitat de I’aplicacié
¢ —» F*. Posteriorment, afegint condicions de no degeneracié, demostrarem que la
densitat té 1’expansié segiient:

. ,
p°(y) = ol (co + %y + -+ + €"+1RZ+1), (3)

on els coeficients ¢; seran descrits mitjangant les integrals multiples I,,( f,), i corres-
pondran a densitats de mesures de Radon. Endemés, veurem que la resta, Ry, és
uniformement fitada respecte €. Aquest resultat general Paplicarem a dos equacions
diferencials estocastiques hiperboliques. Aquests treballs es troben a [33].

Als Capitols 4, 5 de la memoria generalitzarem aquest resultat previ. Considerarem
com a F* la coneguda-solucié de 'equacié de la calor estocastica perturbada. Al
Capitol 4, sota les mateixes condicions que s’utilitzen per demostrar ’existéencia i re-
gularitat d’una densitat p*(y), nosaltres trobarem el desenvolupament asimptotic (3)
amb d = 1, on ara els coeficients ¢; dependran de les derivades del procés solucié de
I’equacié estocastica perturbada avaluades en € = 0; a més a més, aquestes derivades
satisfaran equacions d’evolucié que seran descrites. Aquesta generalitzacié també
es fara considerant un valor concret y, que inclou el cas del Capitol 3, i que depén
de l’esquelet de equaci6. L’estructura particular de la familia (2) implicara que les
equacions estudiades aleshores hagin de tenir els coeficients lineals respecte la vari-
able espai. En canvi aqui no haurem d’imposar aquesta restriccié. Aquest resultat
és recollit a [34].

Finalment, al Cépitol 5, estudiarem el comportament asimptotic de la mateixa den-
sitat que al Capitol 4, perd per a tot y € R Afegint hipotesis a les del capitol
anterior provarem que la densitat té el desenvolupament segiient:

‘ 1 a : . ,

PW) ~ - enlg) [+ e di + Pyt ). @

Els coeficients d; s’anul.laran per i senar i seran donats per i parell; a sera la norma,
minima dels elements de ’espai de Cameron-Martin que aplicats a I’esquelet tenen

per imatge el valor y. El simbol ~ a (4) significara

. pa(y) - %GXP ( - ‘2’%504) (d() - Edl e Ek——ldk_l)
lim sup

10 k=1 exp (— 55;a)

< +o0,



per qualsevol k£ > 1. Aquest treball es troba a [22].

Els Capitols 2, 3, 4 i 5 contenen una introduccié on s’explica la metodologia que
nosaltres hem seguit en aquell capitol, donant les idees més importants. Les Seccions
d’aquests Capitols constaran quasi sempre de tres parts. Una primera, anomenada
Objectiu, esta dedicada a explicar el proposit de la Seccié. Una segona, dita Preli-
manars, on es donaran els prerequisits necessaris, quan s’escaigui, per poder portar
a terme la demostracié dels Objectius. A P'tiltima es provaran els resultats.

Al llarg de la memoria les constants que hi apareguin seran anomenades C, encara
que canviin el seu valor. Per qiiestions sobre les notacions o nocions sobre I’espai de
Wiener vegeu el llibre de D. Nualart Malliavin Calculus and Related Topics [41] (i
també [42]), si bé, aquestes nocions i notacions seran donades i introduides al larg
de la memoria.



Index

1 Introduccié : 7
2 Petites perturbacions en una equacié hiperbolica 15
2.1 Introduccid . . . . . . . . e 15
2.2 Propietats deladensitat . . . . .. ... ... L. 18
2.3 Estimacions de Varadhan . . . . . . .. ... ... L. 32
24 ADENAIX .« o e e 48

3 Desenvolupament asimptotic de la densitat utilitzant la descom-
posicié en Caos de Wiener 53
3.1 Introduccid . . . . . . . . . 53
3.2 Regularitat del funcional . . . . . .. ... ... ... ... ... 55
3.3 Desenvolupament asimptotic de la densitat . . . . . .. ... ... .. 60
3.4 Aplicacions . . . . . . ..o e 68
3.4.1 Una equaci6 diferencial estocastica hiperbolica . . . . . .. .. 68
3.4.2 Unaequaci6 d’Itdenelpla. ... . ... ... ... .. .... 74

4 Comportament asimptotic de la densitat sobre la diagonal en una
equacié estocastica de la calor 77
4.1 Introduccid . . . ..o oo e 77
4.2 Desenvolupament d'un funcional general . . . . .. ... ... .... 79
4.3 L’equacié de la calor estocastica, . . . . . . .. ... ... 82

5 Comportament asimptotic de la densitat fora de la diagonal en una

equacio estocastica de la calor 93
5.1 Introduccid . . . . . . . . e 93
5.2 Regularitat de la familia . . . . ... ... ... ... ... .. ... . 98
5.3 Estudi del comportament de la densitat . . . . . . ... ... .. ... 103

5.3.1 La part evanescent de la densitat . . . . ... ... ...... 104

5



5.3.2 Una férmula d’integracié per parts . . . . ... ... ... .. 106
5.3.3 La part principal de la densitat . . . . ... ... ... ... . 121
5.3.4 Eldesenvolupament . . . . ... ... ... ... ........ 124

5.4 Apendix .. ... R 126



Capitol 1

Introduccié

Sigui q(t, z,y) la solucié de I'equacié

g 1 9

5~ 2 2~ 92 (1.1)

i=1 v

amb condicié frontera ¢(t,z,y) — 0i53(y) quan ¢ — 0, y € R*, que pot ser escrita
explicitament com

1

_k
qt,z,y) = (2nt)™> exp{—ﬂllw—yIIZ},

on || - || denota la distancia euclidea. Es immediat comprovar

lim (=2t logq(t,2,y)) = [z -y (12)
Considerem ara I'analeg a (1.1). Sigui p(Z,,y) solucié de
dp 1 0?p ‘
5% = 3 ZZJ\; %5(%) 5o om: oz (1.3)

amb la mateixa condici6 frontera que abans. Hom pot preguntar-se si de manera
similar a (1.2)
ltig (=2t logp(t,z,y)) = d*(z,y), (1.4)

7



8 Capitol 1

on d*(z,y) és la distancia induida per la métrica Riemanniana derivada dels coefi-
cients {a; j(z)}, essent aquesta matriu simeétrica i definida positiva.

Aix{ és com S.R.S. Varadhan introdueix a ’article On the behavior of the funda-
mental solution of the Heat equation with variables coefficients [53], I'any 1967, el
problema que vol resoldre. Observi’s que p(t, z, y) correspon a la densitat de transicié
d’una difusié. S.R.S. Varadhan provara (1.4) sota condicions Holder i d’ellipticitat
uniforme sobre q; ;, utilitzant técniques totalment d’analisi, i treballant directament
amb la densitat com a solucié de I'equacié (1.3). Aquest és el motiu per qué se les
conegui com Estimacions de Varadhan.

Sigui X (¢) un procés de difussié k-dimensional amb densitat de transicié donada
“per la solucié fonamental de (1.3). Sigui ¢ € (0,1], i considerem X, (t) = X(et),
fixat ¢t € [0,7]. S.R.S. Varadhan va estudiar en el seu treball Diffusion processes in
a small time interval [54], el mateix any, el comportament quan £ — 0 de la soluci6

de I'equacid

- = - EZ alz,_] axz axj (]"5)

,5=1

que correspon a la densitat del procés difusié X, (¢). Sigui p°(¢,z,y) la solucié
de (1.5). Com p?(t,z,y) = p(et,z,y), és equivalent estudiar el comportament de .
p(t, z,y) quan t — 0 que el comportament de p*(¢, z,y), per t > 0 fixat, quan € — 0.
Assumint les mateixes condicions que considera a [53], ell mostrara un principi de
grans desviacions utilitzant (1.4) i presentara refinaments a l'estudi fet a [53].
Finalment generalitza I'operador que havia considerat anteriorment, i prova I’equi-
valent a (1.4) per 'operador

1 & 52 k d .

ij=1 i=

Notem que en els dos articles els coeficients no depenen del temps.

A mitjants dels anys 70, S.A. Molchanov [37], Yu.I. Kifer [21], 1 Y. Kannai [20] proven
resultats asimptbtics quan t — 0 per la solucié fonamental p(¢, z,y) de Pequacié de
difusié Lp = &, amb condicié inicial p(0, z,y) = (43 (y), i on L és Poperador definit

a (1.6) o alguna modificacié una mica més complexa. Els estudis sén molt més
precisos que els realitzats per S.R.S. Varadhan ([53], [54]) doncs demostren, amb
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més o menys rigor, que la densitat té el comportament segiient:

1 d?(z, ' '
pltoy)~ o en(-TE0 (e + Kkt + - ), (17

on d és la dimensid, d*(z, y) és la distancia introduida abans i els coeficients K; (¢, z, y)
s6n donats iteradament. Les condicions sobre els coeficients de I’equacié sén de
diferenciabilitat, d’el.lipticitat uniforme, i sense dependeéncia del temps (Yu.l. Kifer
[21] esmenta que el seu treball pot estendre’s a coeficients no homogenis). A més
assumeixen diverses condicions sobre Iestructura del conjunt de geodésiques que
uneixen z i y. S.A. Molchanov utilitzant eines de geometria diferencial estudia
basicament el primer terme del desenvolupament (vegeu també [4]). Mentre Yu.l.
Kifer, considerant a1, b i les seves derivades uniformement fitades i sense entrar en
masses detalls a les demostracions, déna amb molta precisié els termes K;(t, z,¥).
Finalment, Y. Kannai també estudia els coeficients si bé sense donar una estimacié
de la resta.

Sobre 'obert U C R¢, considerem la difusié X;, 0 < ¢t < 1, no homogénia en el
temps, solucié de la segiient equacié estocastica d’Ito

d Xt = O'(t, Xt) d Wt + b(t, Xt) d t, (18)

on W; és un brownia k-dimensional, els coeficients o, b sén camps C* sobre [0, 1] x U,
i la difusié és localment el.liptica. Denotem per p(s,t,z,y) la densitat de transicié
de X; coneixent que ha sortit de z a l'instant s.

A principis dels 80, R. Azencott prova a 'article Densité de diffusions en temps
petit: Développements asymptotiques [3], per = i y propers, la férmula

p(S,t, w)?/) = (t - S)_% exp { - %}[ao +C¥1(t - '5) +eet O(t'— 3)n+1]7 (19)

essent d; la distancia Riemanniana associada a a(s,z) = (00*)(s, z), els termes a;
son zero per % senar, els parells sén descrits i fitats. La resta també és estimada.
Un fet important és el plantejament del problema, treballa amb la densitat com a
densitat d’un procés que és solucié de I'equaci6é (1.8), i no, considerant-la com a
solucié fonamental de £ = 2. El mateix R. Azencott [2] i H. Doss [16] havien ja
utilitzat anteriorment aquest metode per 'estudi d’altres problemes asimptotics.
Un dels ingredients que utilitza és el segiient. Sigui X7, € € (0, 1], solucié de

d Xf = eo(e’, X7) aWy + e2b(e%t, X¥) d t,
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i denotem per p°(s,t,z,y) la densitat de transicié de la llei de X}, € € (0,1]. Mit-
jancant la propietat scaling del moviment brownia déna una relacié entre p(s, ¢, z, y)
i p°(s,t,z,y), concretament, p(0,e% z,y) = p*(0,1,z,y). Aleshores, ell estudiara el
comportament de la densitat p°(0,1,z,y) quan € — 0.

Utilitzant una funcié truncadora divideix aquesta densitat en dues parts. Una de
les parts, anomenada evanescent, una vegada estudiada veu que pot despreciar-la,
mentre que Paltra, dita localitzada o principal, és la que tractara detalladament. El
pont brownid, la normalitzacié respecte € de la variable que considera, el teorema de
Girsanov, la férmula de Taylor estocastica, els sistemes d’It6 en cascada i el métode
de Laplace en sén eines que usa per aconseguir el seu objectiu.

Finalment també comenta la validesa de la férmula (1.9) per z i y allunyats su-
posant, a més a més, que la parella (z,y) no estd dins el cut-locus el liptic.

Sigui ’operador

1 m .
L = 5; A; + A, (1.10)

on A; sén camps de vectors infinitament diferenciables sobre R?, fitats, amb derivades
fitades de tots els ordres, i satisfent la hipotesi forta d’hipoel.lipticitat de Hérmander
(i aixd vol dir que per a tot z € R?, dimLie(4;, -+, 4,)(z) = d). Sigui la solucié
de Pequacié diferencial

dXy = > A(X)od Wi + Ay(Xy)dt, Xo=u, (1.11)

=1

on odW* denota la diferencial de Stratonovich de m moviments brownians indepen-
dents. : ’
L’any 1967, L. Hormander [19] prova, sota condicions d’hipoellipticitat, que el
procés X, solucié de (1.11), té una densitat p;(z,y) per a tot ¢ > 0. s necessari
citar el llibre de J.M. Bismut [13] on treballa tant amb hipotesis el.liptiques com
hipoel.liptiques. Amb les primeres estudia el comportament asimptotic de la densi-
tat; amb les segones troba resultats basics sobre Iesquelet, els quals seran utilitzats
en articles posteriors de R. Léandre i G. Ben Arous, i planteja també conjectures so-
bre el comportament asimptotic de la densitat que més endavant seran demostrades.

Considerem 'equacié diferencial de Stratonovich perturbada

AX; =Y AXD)od Wi + & Ay(X) dt, X§=u, (112)

=1
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i pel resultat que hem citat de L. Hormander sabem que la llei de X{ posseeix, si
e > 0, una densitat regular, diem-li p;(z,y). .

Denotem per H Pespai de Hilbert de les funcions h : t — (h%(t)) de [0, 1] dins R™
de quadrat integrable, i amb norma

WE =3 [ ey e

Considerem I’equacié diferencial determinista

dD(h) = ST A®u(R) Ki(E) dt,

L’aplicacié h — ®,(h) és C* de H dins R?. Aleshores, sigui
d*(z,y) = inf{||A||%, @1 (k) = y, Bo(h) = z}. | (1.13)

R. Léandre ([23], [24], [25], [26], [27], [28]) demostra, sota aquestes condicions més
febles, el resultat segiient

HJIAI)I 2¢? logpi(z,y) = —d*(z,9), (1.14)

on ara d és definida a (1.13). Tal com observava R. Azencott, existeix una relacié
_entre les densitats de la solucié de ’equacié perturbada i sense perturbar i és la
segiient: p$(z,y) = p.2(z,y). Aixo vol dir que de fet el que troba és el comportament
de pi(z,y) quan t — 0.

El meétode més utilitzat en aquests articles consisteix en majorar i minorar la den-
sitat, obtenint aix{ el resultat (1.14). L’afitament uniforme respecte & del procés
X¢ respecte les normes dels espais de Sobolev D*?, la no degeneracié de la matriu
de Malliavin de X{ normalitzada i un resultat anterior sobre grans desviacions sén
ingredients que li donen la majoracié. Per la minoracié utilitza el teorema de Gir-
sanov i la normalitzacié de la variable aleatoria degenerada que apareix producte
del teorema de Girsanov.

Aquestes técniques van ser generalitzades per D. Nualart [42] per donar les estima-
cions de Varadhan per un funcional general F°. En aquesta linea ens movem a la
primera part d’aquesta memoria. :

Assumint hipoel.lipticitat forta i que z i y sén fora del cut-locus hipoel.liptic, R.
Léandre ([27], [28]) i G. Ben Arous ([8], [10]) proven, com R. Azencott en el cas
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el.liptic, el desenvolpament asimptotic segiient

2 L n
pe(z,y) =t Y% exp { - g—(;%y—)} ( 12: ci(z, y)t* + O(t"“)). (1.15)
G. Ben Arous, a l'article Développement asumptotique du noyau de la chaleur hy-
poelliptique hors du cut-locus, demostra amb detall (1.15). Utilitza essencialment
resultats de grans desviacions, el meétode de Laplace per difusions amb condicions
d’hipoel.lipticitat i la integracié per parts del calcul de Malliavin. Els coeficients
- ¢; sén C*™ fora del cut-locus, co(x,y) > 01 les derivades dels coeficients ¢; respecte
(t,z,y) sén fitades uniformement. Troba igualment el desenvolupament asimptotic
de les derivades de pi(z,y) respecte (¢, z,y), fitant uniformement la resta.

El mateix G. Ben Arous donara també el desenvolupament de Taylor de la densitat
a la diagonal, és a dir per p,(z, z) (vegeu [9], [10]). En el cas hipoel.liptic la parella
(z,z) és dins el cut-locus, d’aqui aquest estudi.

Endemés, G. Ben Arous i R. Léandre estudiaran en els articles [11] i [12] la influéncia
de Ay (vegeu férmula (1.10)) sobre el comportament asimptotic.

Seguint les mateixes idees proposades en els treballs anteriors de R. Léandre, el propi
R. Léandre i F. Russo provaran les est1maC1ons de Varadhan per a dos processos
biparametrics.

A Estimation de Varadhan pour les diffusions & deuz paramétres [29] consideren
I’anomenada difusié a dos parametres

X, = / {Z Ay( )dWi + B(X,)dr), te R?, (1.16)
on Wy = (W{,---,W/™) és un browniad a dos parametres m-dimensional, 4;, B :
R - R?, j=1,---,m, sén de classe C* amb derivades fitades de tots els ordres, i

z € R%. Sota les hipotesis de Hormander generalitzades D. Nualart i M. Sanz-Solé
[43] havien provat l’existéncia de densitat. Com en el cas uniparametric, donen
una relaci6é entre la densitat del procés solucié perturbat i sense perturbar. Sigui
t € [0,1]? i {Y(e, z)} la soluci6 de equacié

Yi(e,z) = +a/0 Z A;(Y,(e x)) dWJ + ¢ / B(Y,(e,)) dr,

7=1

amb ¢ € (0,1]. Aleshores la Ilei de X, (z), s = (s1, 82), solucié de (1.16), és igual a la
de Y, (g,z), z1 = (1,1), per € = /5155 Denotem pg (,y) la densitat de Y, (¢, z),
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R. Léandre i F. Russo demostren sota condicions el.liptiques el segiient
lim 26 logp5, (z,y) = —d*(z,y),
on d és definit com a (1.13) pero utilitzant esquelet d’aquesta equacié biparameétrica.

En canvi, a Small Stochastic perturbation of a one-dimensional wave equation [30]
consideren directament I’equacio diferencial en derivades parcials estocastica per-
turbada

82 82

(32~ o2

on £ és un soroll blanc espai-temps. El fet que només és perturbi el terme aleatori
a (1.17) és perqueé en aquest cas no es pot obtenir una relacié entre la densitat
del procés perturbat i sense perturbar. Aleshores aqui troben el comportament

asimptotic de la densitat quan € — 0 i no quan ¢t — 0.
En aquest treball també donen el desenvolupament de Taylor de la densitat.

)X(t,x) = ¢ a(X(t,2)) £(t,3) + b(X(tz)), (1.17)

Amb arguments similars als utilitzats per treballar amb (1.17), A. Millet i M. Sanz-
Solé [35] troben les estimacions de Varadhan per la solucio de I’equacié estocastica
de la calor perturbada que tractarem als Capitols 4, 5. Treballen també amb condi-
cions el.liptiques.

Seguint una metodologia diferent, S. Watanabe, a I’article Analysis of Wiener Func-
tionals (Malliavin Calculus) and its Applications to heat kernels [56], fa un es-
tudi molt més general sobre el comportament asimptotic d’una densitat. Con-
siderem una familia de funcionals generals F(e,w) € D*(R?), ¢ € (0,1]. Sigui
fo, fi, fa, - -+ € D®(R?). F(e,w) tindra un desenvolupament asimptotic

Fle,w) ~ fo +efi +fo + -+ en D°(RY) quan e |0, (1.18)

si, per cadap € (1,00), s >0ik=1,2,--,
Fle,w) — (fo + efi + -+ + €7 fit) = O(e*) en Dy(R?) quan e 0.

Suposem també que aquesta familia és uniformement no degenerada. Aleshores,
sota aquestes hipdtesis, S. Watanabe troba un desenvolupament asimptotic per la
composicié entre un element de l’espai de les distribucions de Schwarz &'(R?) i
el funcional F'(e,w). Aquest resultat ho aplicara al cas particular d’una difusié
uniparametrica perturbada.
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Sigui X la solucié de (1.11), X§ lade (1.12) i p(z, y) la densitat de z;. Primerament,
suposant condicions el.liptiques, déna el desenvolupament de Taylor de la densitat
sobre la diagonal ’ ‘

pe(z,2) ~ 92 (co + cit + et + ---), (1.19)

on els coeficients ¢; seran descrits. La demostracié recau en el fet segiient

pa(e,2) = B(3(X5)) = B (b (X)), (120)

on 0y} és la delta de Dirac en z.

Mitjancant la férmula d’'Ité trobara el desenvolupament asimptotic (1.18) de X¢ i
aleshores, (1.19) és una conseqiiéncia immediata d’aplicar el resultat general que ha
provat anteriorment.

També obté (1.15), és a dir, el desenvolupament asimptotic fora de la diagonal.
Per aconseguir-ho afebleix les condicions el.liptiques pero en canvi afegeix dues
noves hipotesis: Pexisténcia d’un tnic hy € H tal que @1(ho) = y, Po(ho) = =,
d*(z,y) = ||hol|? (relacionada amb el fet de pertanyer al cut-locus); i una fitacié
de tipus exponencial del coeficient d’ordre 2 del desenvolupament asimptotic (1.18)
de Xf(w + %). El mateix raonament que hem fet a (1.20) perd per z # y, i una
localitzacié al voltant de Ay divideixen la densitat en dues parts. Fora de la loca-
litzacié ho estima per un principi de grans desviacions. Per la part principal usa
el teorema de Girsanov i un canvi de variable que provoquen ’aparicié d’un factor
exponencial. La dificultat prové de I’analisi del producte entre el terme exponencial

i 050} (F(e,w)), on

F(E,‘CU) — Xf(w —+ ’Z-_O) - y
, €

Ho resoldra emprant la hipotesi de tipus exponencial que hem comentat anterior-
ment, una serie de lemes que tracten sobre ’afitament uniforme del terme expo-
nencial convenientment localitzat (vegeu Capitol 5 d’aquesta memoria) i el resultat
general demostrat al principi de P’article.

Aquesta és la linea que nosaltres seguim a la segona part de la memoria.

Aquest treball va ésser generalitzat per S. Takanobu i S. Watanabe [52].
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Petites perturbacions en una
equacio hiperbolica

2.1 Imtroduccid

Aquest primer apartat de la memoria esta dedicat a I’estudi de I’equacié diferencial
estocastica en derivades parcials de tipus hiperbolic

*X, : .
o = as (Xs,t)Ws,t + 04(8, t) + ay (S, t)

Js0t

a-Xs,t‘
Os ’

aXS,t

ot

+ ag(s, t) (2.1.1)

(s,) € T = [0,1]? i condicié inicial X,; = X sobre els eixos. Els coeficients sén
funcions mesurables a; : T — R, per ¢ = 1,2, ia; : R — R, per ¢ = 3,4,
{W,y4,(s,t) € T} és un soroll blanc sobre 7', i X, una variable aleatoria Foq -
mesurable, on {F4, (s,t) € T'} és la completacié de o{W,,, (s,t) € T'}.

Una soluci6 de (2.1.1) és un procés X = {X,,,(s,t) € T'} continu i F,, -adaptat
que satisfa, '

X,0 = Xo+ / e o1ty 0) 5 (Xa) Wi + / o1ty 0)aa(X)dudv, (2.1.2)
Rs ¢ . R )

st

15
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on R, denota el rectangle [0, s] x [0, %] i v;4(u,v) és la funcié de Green associada a
P’operador diferencial de segon ordre

2
,Cf(s, t) = g—gs(;—;t) - al(s, t)a_fé%i). — a2(s, t) aféi’ t) .

Al final d’aquesta seccié hem donat un mena d’apendix amb propietats sobre aques-
ta funcié de Green.

Aquest tipus d’equacié apareixen en la construccié d’un drap brownid que pren va-
lors en una, varietat (vegeu l’article de J.R. Norris [40]). Pels detalls sobre I'existéncia,
i unicitat de solucié per a (2.1.2) adrecem al lector als treballs de C. Rovira i M.
Sanz-Solé [46] i C. Rovira [45].

El primer problema que s’analitza en aquesta seccié és ’existencia de densitat p,(y)
per alalleide X,, 2z € T\ E, on F indica el conjunt {(s,t) € T, st = 0}. S’estudien
les propietats de p,(y), tant com a funcié de y com de z, separadament. Aixd
representa una continuacié del programa desenvolupat per C. Rovira i M. Sanz-Solé
a [46], on han provat I'existéncia de p,(y) i que la funcié

y — p.(y)

és C™® per a tot z € T\ E. A la referéncia esmentada, els coeficients a;,7 = 3,4,
també depenen de (s, t) pero, per contra, imposen una condicié de Hormander tan
sols sobre la derivada de primer ordre de a3. En aquesta memoria, 'existéncia i
regularitat de densitat es comprova sota unes condicions més generals, anomenades
condicions de Hormander en el cas de les difusions (vegeu (H;3) a la Secci6 2.2).
En un segon apartat de la Secci6 2.2 es veu que la funcié

z — pa(y)

és Lipschitz per a tot y € R fixat. La idea utilitzada per estudiar aquest problema
ha estat desenvolupada recentment per P.L. Morien a [38], on s’estudia un problema
similar per a la llei de probabilitat de la solucié d’una equacié diferencial estocastica
en derivades parcials de tipus parabolic.

La idea consisteix en provar

|B(#0x) - 106)) | < ClIP a2 - 71 (21.3)

per a tota funcié regular f i per cada z,2' € T, on F indica la primitiva de f.
La integral estocastica de (2.1.2) no té la propietat de martingala, d’aqui que no
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sigui possible aplicar la férmula d’It6 per obtenir una expressié per a la part esquerra
de (2.1.3), en canvi utilitzant el desenvolupament de Taylor i la férmula d’integraci6
per parts del calcul de Malliavin s’obté el resultat desitjat.

Considerem les petites perturbacions del soroll blanc W provocades per un parametre
¢ € (0,1]. L’evolucié de l'equacié governada per aquest soroll ve donada per

Xgp = Xo-i—/ Vs,t (1, v)Ea3( Xy, ) AWy +/ Vst (1, v) g (X5, ) dudv.  (2.1.4)
. Rst R ¢

Sigui pS(y) la densitat de X: per z € T\ E. Quan ¢ — 0, la solucié de (2.1.4)
tendeix a una funcié determinista, i per tant s’espera que pS(y) convergeixi a una
densitat degenerada. La segona qiiestié que s’estudia en aquest capitol és la rad
d’aquesta convergencia. Es suposa que z := X, és determinista, i aleshores, sota
certes condicions d’hipoel.lipticitat generals es demostra,

lim *log pS(y) = C(z, ). (2.1.5)

El valor de C(z,y) a (2.1.5) és descrit en termes de l'esquelet de (2.1.2). Aquesta
nocid, la de l'esquelet, és també indispensable per a la caracteritzacié del suport
topologic per a la llei de X,,z € T, i per establir un principi de grans desviacions
per X¢ = {X¢, 2 € T} (vegeu [46], [47])

Sigui ‘H l’espal de Cameron-Martin associat al drap brownia {W,,, (s,t) € T} Aixo
vol dir que H és el conjunt de funcions /i : T'— R tal que

Il o= ( /T ( gjgt(s,t))zdsdt)l/ * < oo,

L’esquelet de X, amb condicié inicial z determinista, és la solucié de ’equacié
d’evolucié

Sh, = / o (1 9) (@3(S" )V + g (S™,))dudv, b€ H, (2.1.6)
Rs,t

on Ay, indica la derivada 2L a (u,v).
Sigui
d(z,y) = mt{||All%, : S} = v} (2.1.7)

Aleshores el limit de (2.1.5) és

| C(z,y) = ——%dz(x,y).
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A la Secci6 2.3 es combinen les estimacions de grans desviacions i el calcul de Mallia-
vin per trobar (2.1.5) (inspirant-nos amb les idees d’altres exemples on s’analitzen
equacions diferencials estocastiques en derivades parcials com [29], [30], [35]). En
concret usarem dos resultats donats per D. Nualart en el curs de Saint-Flour [42]
(vegeu Proposicié 2.3.2, 2.3.3) mitjancant els quals majorarem i minorarem

e?log 5(y).

En els exemples que hem comentat ([29], [30], [35]) es requereix perd, una condicié
de no degeneracié de tipus el.liptic, en canvi a la Seccié 2.3 d’aquest capitol s’uti-
litza aquest metode només amb les condicions d’hipoel.lipticitat, obtenint-se també
Pestimacié. Veure aquest fet recau basicament en comprovar una condicié de re-
gularitat sobre ’esquelet, aquesta consisteix en provar (DS% DS}, > 0 (vegeu el
Lema 2.3.8 de la Seccié 2.3).

Finalment, s’estudia la finitud de d*(z,-), aquest problema es relacionard amb la
caracteritzacié del suport de la llei de X,, exposat a l’article de C. Rovira i M.

Sanz-Solé [47].

L’index d’aquest capitol és com segueix, la Seccié 2.2 conté els resultats sobre 1’exis-
téncia i les propietats de la densitat, i la Seccié 2.3 esta dedicada al comportament
asimptotic de p¢. Al capitol també hi ha una quarta seccid, a mode d’apéndix, amb
les propietats de la funcié de Green +,(n) més importants, utilitzades en aquesta
part de la memoria i al proper capitol.

2.2 Propietats de la densitat

Objectiu

El proposit d’aquesta seccié és demostrar que sota el conjunt d’hipbtesis (Hy), que
detallarem més endavant, la llei de X, per a tot z € T\ F, solucié de 'equacié
(2.1.2), és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue sobre R i que la
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densitat, p,(y), és infinitament diferenciable. A més a més, també es veurd que per
a tot y € R Paplicacié

T<~EF — R
z — pz(y)

és Lipschitz.
Preliminars

Com els resultats d’aquesta seccié sén aconseguits amb 1'as del calcul de Malliavin,
recordarem amb brevetat els trets més importants.

Siguin (2, F, P) I’espai canonic associat al drap brownia W i E un espai de Hilbert
separable. Un vector aleatori F': (2 — [ direm que és regular si

M .
F= Zfi(Wzli cee 7Wzn)vi
=1

on f; € C&R"), z1,...,2, €T, T =[0,1]%, v1....,vp € E, C°(R™) és el conjunt
de les funcions f : R* — R, C*, fitades i amb totes les derivades fitades. Sigui S el
conjunt dels vectors aleatoris regulars.

Per F' € S, la derivada de Malliavin és el vector aleatori que pren valors en L*(T; E)
definit per '

D F = Z Z zw cey Wzn)]l[o,zi] (n)vi.

=1 k= 1

Definim la k-éssima derivada de F' per iteracié D
cada p > 1 i qualsevol N € N, anomenarem
la norma

D, Per
Mp F (o (DyeF) ).

la completacm de S respecte

' N
k=1

Deﬁmm D (E) = Ny»1Nyexy DV?(E). SiE = R, escriurem D> i D¥? en lloc de
D> (E) i D¥?(E), respectivament.
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En aquesta secci6 treballarem amb variables aleatories F' : @ — R, i aix{, nota-
cionalment escriurem

105l = ( [ (D5Fyan)”

Denotem per ¢ 'operador adjunt a D, és un operador no fitat sobre L?(Q x T') que
pren valors en L?((2), el seu domini sén els processos u € L?(Q x T'), tals que existeix
una constant C, per a qui

I2 / unDyFdn| < C|Flly per VF € DV,
i |

6(u) s’anomena la integral de Skorohod i es denota [ u,dW,.
Si u € Dom 6§, caracteritzem §(u) € L*(Q) per la férmula de dualitat

E(Fé(u)) = E/ D,Fu,dn per VF €D
Al llarg de la seccié utilitzarem la propietat segiient:
Sigui u € Dom 4, si F' € D' tal que E(F? [}, u? dn) < co. Aleshores
§(Fu) = Fo(u) — (DF, u) 27, (2.2.1)

si la part de la dreta de la igualtat pertany a L*(§2). A [41] hi ha un estudi extens
sobre la derivada de Malliavin i la integral de Skorohod. '

Denotem per I'r la matriu de Malliavin de F':  — R?, recordem 'y = (DF, DF).
Direm que F és un vector aleatori no degenerat si F' € D> (R%) idetI'z! e
Npz1 L7 (). Sigui F un vector aleatori no degenerat i G € D®. Per a tot multiindex
ac{l,--,d}* a=(ay,- o), k> 1, definim recurrentment H,(F,G) € D™ de
la manera segiient: .

d . ) »
Hiy(F,G) = 3 0(G(TF)i; DFY), (2.2.2)

H,(F,G) = Ha)(F, Hgy, 1) (F, G)).

Amb aquesta notacié podem establir la segiient versié de la férmula d’integracié per
parts del calcul de Malliavin

E[ (Veo)(F) Gl =E[g(F) Ho(F,G)), — (223)
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ok

on g és qualsevol funcié regular definida en R? i V% = Fra
=58 g,

Enunciem un teorema que ens donara, quan es compleixin les condicions, I'existéncia
i regularitat de la densitat

Teorema 2.2.1 (Corol.lari 2.1.2 [41]) Sigui F : Q@ — R una vamable aleatoria
complint les condicions seguients:

i) FeD.
fT | Dy F|2d77) € ﬂp>1Lp(Q)

Aleshores la llei de F' és absolutament contznua respecte la mesura de Lebesgue sobre
R i la densitat és infinitament diferenciable.

Finalment, recordem un lema que haurem d’utilitzar per provar la segona hipotesi
del teorema anterior i un lema tipus Gronwall.

Lema 2.2.2 [30] Sigui Q una variable aleatoria no negativa. Si, per cada p > 2,
ezisteizen constants ag(p), C(p) tals que

P{Q <a} < C(p) of, Va < a(p).

Aleshores
E@Q7) < Clo+1) aolp) (p+1).

Lema 2.2.3 [45] Sigui b : T — R una funcid integrable no negativa que satisfa
hz) <K+ [ Bmh(mdn,  z€T,
R,

on K> 018 :T — R és una funcid integrable no negativa. Aleshores per a tot
zeT,

he) < K-exp{ | pnydn}

Resultats

En aquesta seccié suposarem les segilients condicions sobre els coeficients:
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(H;1) Les funcions a; : T — R, ¢ = 1,2 sén fitades, derivables i amb derivades
fitades.

(H,2) Les funcions a; : R s R, ¢ = 3,4 sén infinitament diferenciables, amb
derivades fitades de tots els ordres.

(H;3) O bé es compleix que az(Xo) # 0 g.s., 0 bé existeix un natural ng > 1 tal que
agn)(XO) =0 qg.s., per qualsevol 0 <n <my—1,1 (aé"")all)(XO) £ 0 q.s., on
per n = 07 agn) = as.

El proposit de la seccié com hem dit anteriorment és provar el resultat segiient.

Teorema 2.2.4 Sota les hipotesis (Hy1), (Hy12) ¢ (Hy3), la lei de X,, solucid de
(2.1.2), per a tot z € T\ E, és absolutament continua respecte la mesura de Lebesque
sobre R, i la densitat, p,, és infinitament diferenciable. FEndemés, per a tot y € R
Uaplicacio :
T~E — R
z — pa(y)

és Lipschitz.

Remarca 2.2.5 Pels coeficients a;, © = 3,4, depenent també del temps, ’ezisténcia
d’una densitat p,(-), C*°, ha estat provada a Uarticle de C. Rovira i M. Sanz-Solé
[46] (Proposicié 3.7) sota hipotesis de no degeneracid del tipus (H13), incluint-hi
només derivades de primer ordre. En particular, si no depenen del temps, el conjunt
d’hipotesis seria el segient: O bé az(Xo) # 0 ¢.s., 0 bé az(Xo) =0 1 (agas)(Xo) #0
q.s.

Per provar el Teorema 2.2.4 necessitarem una serie de resultats previs.

Proposicié 2.2.6 (Proposicié 3.5[46]) Assumint (Hq1) ¢ (H;2), aleshores X, €
Dee. .

Proposicié 2.2.7 Per qualssevol z = (s,t) € T,h € (0,1 — s],v € [0,1], sigus
Zsp(h,v) = Xop +0(Xoqne — Xopt)
Aleshores, si (Hi1), (H;2) i (Hi3) son satisfetes,

([ Pzoran)” e (@,

pz1
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Prova. Demostrarem la segiient propietat equivalent: per a tot p € [1, 00) existeix

gp tal que ,
P{/ | Dy Z, (b, v)[dn < s} < éeP,
T
per a tot £ < g (Lema 2.2.2).
Sigui {Y;(n), 0 <7 < z < (1,1)}1a solucié de
V) =)+ [ Vel (X)W (Kol
™z

Per unicitat de solucié tenim
Dan = ag (XU)Y;'(T])]l[O,z] (77)
Definim

Y m) = Yau(n) + v Yeyne(n) — You(n)),
’Y?,}:U(TI) = st,t(”]) + v (’Ys+h,t(77)_7s,t(n))'

(2.2.4)

En primer lloc estudiarem el cas a3(Xp) # 0. Fixem ¢, 3,6 € (D, 1) i definim

Cj 5(e) = (0,€°) x (t — &°,), aleshores

P{ /T |DyZ,(h,v)|*dn < 8} < e, B) + aa(e, ),

amb

aE@d)=P{ [ (C@ )~ asCo i 1) dn > e}
8,8\%

we ) =P{ [ ad(onld mt)dn < 4},
Cé,ﬁ(e)

n = (1, n2). |
A [46] (vegeu (3.9) i (3.10)) han provat per p € [1, 00)

sup E(X, - XoP) < CeP?,
nECf,_s(E)

sup E(|Y;(n) — v.(n)|®) < Ce™.
77605’5(6) »

(2.2.5)
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De la mateixa manera podem veure,

sup  E(|Y;(n) — 27 (m)[?) < Ce, p € [1,00). (2.2.6)
7760515(5)

Ara, utilitzant la desigualtat triangular, les propietats (2.2.5), (2.2.6), 1 la propietat
Lipschitz de «,(-) de la Proposici6 2.4.2, obtenim facilment

sup Elas(X(m)Yai" (n) — as(Xo)ver (i, £) " < CeP, g € [1,00).
ne 5,,3 €

Llavors, per la desigualtat de Txebitxev
qle p) < Cel®P=1) g e [1,00).

Per altra banda, com que a3(Xo) # 0, (2.4.3) ens assegura,

/ a3 (Xo)vey (m, t)2dn > Ce?.
Cg,ﬂ(s)

Elegint 8 € (3,3), ¢2(¢,8) =0 i per tant (2.2.4) es compleix. Queda aixi provat el
resultat en el cas az(Xo) # 0.
Suposem ara que existeix ny > 1 amb agn) (Xo) =0 per 0 <nm<my—1, i

(a§”°>a4) (Xo) # 0 g.s., on per n =0, a§") = a3. Llavors,
P{ / |D17Zz(h’, U)|2d77 < 5} S QI(€7ﬂ> 5) + QZ(Ev :67 5)7
T

amb

: 2
q(e, 8,6) = P{/ as (2 n)(Y#"(n) —'y?,’t”(?h,t)) dn > 8},
C’g’é(s)
(s, B,0) = P{ / a5 (Xa)vsd (m, t)dn < 46}-
C,g,&(e:) ‘ :
Utilitzant (2.2.6), la desigualtat de Txebitxev ila propietat Lipschitz de ,(-), s’obté,
a(s,B,6) < Ce®HA-De 4 € [1,00). (2.2.7)

Per altra banda, tenim

a(&, B, 5‘) < qai(g, B, 0) + qaa(e, B, 6),
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on

ga1(e, B,0) < P{/cz

(22 (m,t)(@a(X,)
8,6 ()

1 o noy \ 2
— o (X0) (X~ Xo))) iy > de},

v 1 n n 2
ae.5,0) = P{ / o (0 5™ (X0) (X = Xore) dn < 10
. é’(;e .

En els propers passos necessitarem la segiient desigualtat:

sup F(|X, — Xol") < Ce?,  pe[2,00). (2.2.8)
0<ny <ef
0<na<t

Utilitzem la propietat asz(Xp) = 0 i la desigualtat de Burkholder per aconseguir
» 9 9 p/2
B(1X,-X%pP) < c{B] [ O (@) — an(Xo)) de
P
+ B[ wOwxoal}.
RTI

La propietat Lipschitz de as, la desigualtat de Holder i el Lema 2.2.3 donen Vesti-
macié (2.2.8).
Emprant el desenvolupament de Taylor per a3(X,) i que qualsevol derivada de a3 és
fitada observem que

1 (no) C

n _ no+1
las(X;) — i (Xo)(Xy — Xo)™| < (o ¥ 1)!|Xn Xo[™™, q.s.

Mitjancant la desigualtat de Txebitxev i (2.2.8) s’obté

%21(€, B, 0) —<- C glf+o-Da sup F (an - XO‘ZQ(R""'U)
| 1<) (2.2.9)
< O gPno+3)+o-1)q

Descomposem gqz(e, 8,7) com segueix,

q22(&, 6,9) < gaai(€, B,6) + qona(e, B,0),
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amb

(no) ‘X 2 .
o1 (€, B,0) < P{/ Yer (m, t)? ai% ((X,, — Xo)™
C3,5(0) (no!)

no\ 2
- </R Yo (0, &2) aa(Xo) df) ) dn > 165},

(mo) 2
v a X

Q22(e, B,0) = P{/ 'Vfi (m, 1) —:”—“(Tzi)~
C3,5(8) (no!)

X (/ 70;7}2(07 62) a4(X0) d§> d77 < 648}
Ry

Examinarem g¢s9; (g, §,6). Assumim ng > 2. Pel teorema del valor mig

0 =% = ([ t0m (0,6 as(r)a)

=g {)‘(Xn — Xo) + (1 - /\)/ Vo2 (0, €2) 04(Xo)d§}

% (Xn — Xy — /R o (0, &) aa(Xo) dg), q@.5.

4q(n0~1))) 1/2

n

per algun X\ € (0,1) depenent de w. Sigui

Ay() = (E( NG =0+ (1) [ 20000, ) s ()

‘ : 1/2
. i
As() = (E( 5= Xo = [ am(0,6) (X0 )) .
N
Aleshores, les desigualtats de Txebitxev i de Schwarz impliquen

r(6,8,) S O sup  (Ay(n) Aso(m))- (22.10)

n€C} 5(¢)

Nosaltres provarem

Csup Ay(n) < CeXmobbe | (2.2.11)
WGCE,J(E)
sup  Ax(n) < C&%4, (2.2.12)
n€C} 5(€)

I F R R R EE N ERE NN
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Obviament, per 5 € C§s(€)
P | 8
B(| [ mm0,&)alxnd]) <o, pe o)
Ry

Aquesta desigualtat, juntament amb (2.2.8), implica (2.2.11). Per provar (2.2.12)
notem que

A3(n) < ©(on(m) + an(n) + ax(n)),
o) = B(| | nte)es(x0 awe] ).
o) = B(] [ 1(6)(aslXe) = as(0)) de]*),
o) = B(] [ (36 =20 0,6) auCX0) ] ).

Fixat 7 € C} 5(¢). Utilitzant a3(Xo) = 0, la propietat Lipschitz de as i a4 i (2.2.8),
obtenim |

sup  (an(n) +an(n)) < 0¥
77605’5(8) .

A més, la propietat Lipschitz de v,(n) déna

sup  ag(n) < C e,
HEC'E,s(E)

Conseqiientment (2.2.12) és provat. _
Les desigualtats (2.2.10), (2.2.11) i (2.2.12) impliquen

o (g, B, 8) < C ellrotfro=ta, | (2.2.13)

Per ng = 1, també tenim (2.2.13). Es una consegiitncia directa de (2.2.12), perque
no és necessari utilitzar el teorema del valor mig.

L’estudi del terme go22(e, B, ) estd basat en la propietat de positivitat de la funcié

v donada a 'apéndix (vegeu (2.4.3)). Aixi, tenint en compte (ag"")a4) (Xo) # 0,
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(2.4.3) ens permet d’assegurar

ho ‘2n0 a,(no)(Xo) a4(XO)no 2
(/Oz © Vs t (Ul,t)2(/ 70,n2(0;§2)d§) dﬂ) ( 3 - )

B8, 5
Z C/ / 771 772 " dim dn
t—eb

—€ )277,0 € 8(2710-{-1)[3

v

> C €6+(2n0+1),3'

Si elegim (3, > 0 satisfent
1—6—(2ng+1)8>0, (2.2.14)

Navors gaga (e, 3,0) = 0.

Agafem 6 = %, g = m Es facil comprovar que compleixen (2.2.14) i a més a
més, les restriccions segiients: 20+ —1> 01 3(2ny+2)+d -1 > 0.

Amb tot aix0, Pestimaci6 (2.2.4) és provada des de (2.2.7), (2.2.9) i (2.2.13) en el
cas més general. O

Donem un lema (demostrat per P.L. Morien [38]) que necessitarem per a la de-
mostracié del Teorema 2.2.4. Es un resultat conseqiiencia de la dualitat entre la
derivada de Malliavin i la integral de Skorohod del qual donarem els arguments més
importants de la prova.

~Lema 2.2.8 Sz'guin & una variable aleatoria no degenerada i Z € D Siguz‘ Hy(Z,¢)
=27 i Hy1(Z,8) = §(Hn(Z,6)||DE|72DE),n > 0. (com a (2.2.2)). Aleshores, per a
tot enter n,q > 1 1 p € (1,00),

I Hn(Z, llap < C ([12]lg1n,amp),

on C és una constant que depén de les normes segiients:

[€llgroane 1 BLUIDEIH)TT, amb k(n) € N.
Prova. Provarem el cas n =1, el cas general es fa per recurréncia. Tenim

VHL(Z,€) 00 = ||6(2 ||D_5”"2D§)”q,p
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2.2 Propietats de la densitat

La part dreta de la igualtat esta formada per termes amb la forma segiient:
M -2 Py
Ay = ([p¥szipelne)|), M <a

Utilitzant (2.2.1) obtenim
Ay < Apyp + Aua,

amb

Ay = B || D" (21| 5(De)) |,
Aua = B | DM(D(Z]1D€), D&Y

Estudiem en primer lloc Apz;. Per les desigultats triangular i de Schwarz tenim

Awy < CﬁE(HDM“'“(ZIIDHI”)®D’°(5Dg)”")

IA

o3 u[|pziper-)| 1o ]

1/2

IA

Oi (| ziel=)|") " - (sio*eDe)i)

Reiterant aquest mateix raonament i aplicant la hipdtesi || DE||=! € p>1 LP(Q) i
g < M, resulta

M-k
¢ EB|IDM .

B|pH+z1pel )| < (el )]
=0
M—k . 12
< ¢y (BIDMHz))
. 1=0 )

< Ol -k 40

Per altra banda, per les desigualtats de Meyer (vegeu [42] Seccié 1.5)

E||D*(DE)||” = E||D*C?¢||* < C|IE)12. 45
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Queda aixi demostrat el resultat per Apr;. Analitzem ara Apro. La desigualtat de
Schwarz i || DE||™ € (), LP(£2) impliquen

M:

e ¥ (p@ipgl),00)|" < B[S [ @iel ) | 1Mt rep]

b
Il

0

< o X (e]prremay|)
< o35 ()"

< O lZ1G1,p-

Finalitzant aix{ la demostracié del lema pern = 1. |

Prova del Teorema 2.2.4. Fixat z = (s,t) € T \ E; aplicant la Proposici6 2.2.7 quan
v =0, 8’0bté ([, [D,X,|*dn)~" € (5, LP(Q). Aquesta propietat i la Proposici6 2.2.6
impliquen que es compleixin les condicions del Teorema2.2.1, i aix0 ens déna exis-
téncia d’una densitat regular per a la llei de X,.

Provem ara la propietat Lipschitz. Sigui f una funcié real regular. Denotem per F'
la seva primitiva. Veurem, per a tot h € (0,1 — s),

[B(£(Xend) = F(X0) | £ C [ Flcch. @215)

Primerament, considerem el desenvolupament de Taylor fins a la derivada de segon
ordre,

E( F(Xosns) — f(Xs,t)) = A + Ay, (2.2.16)

amb

A = E(fl(Xs,t) (Xsthse — Xst) )7

Ay = E( (Xstnt — Xop)? /01(1 — ) f"(Zs4(h,v)) dv )

Descomposem A; de la manera seglient:

3
Al = Z Ali:

i=1
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h Ay = E(f’(/ sit) /R S,t(%M’t(n) —%,t(n))az(Xn)de)
A = B(705( [ Ouanaln) = 1) aa()
<[ / i) ) ).
s =8(706) [ [ veanatm st ;).
Sigui

K0 = |

[ (oenal) = Goa(m)) a5(%,) 7,

Aplicant (2.2.3) obtenim
An = B(F(X,0) Ha(KS) (), X0)) < 1 Flloo B( (K (h), X, 01 )

Les variables aleatories Z := K St) (h) 1€ := X, satisfan les condicions del Lema 2.2.8,
aquest fet és una conseqiiéncia de la Proposicié 2.2.7. Per tant,

Al < C 1Flleo 1557 (1) |16
A més, la propietat Lipschitz de v.(n) implica
155 (Wl < C .

Aut] < C [[Fllooh

K20 = [ (renstd =106 asn+ [ [ resns o) ac0)

Com abans, .
Ay = B(F(X0) Ba(KQ (1), X)),

iel Lema 2.2.8 apblicat az = Kﬁ) (h) i & = X, ens déna

 Auz] < C||F oo 1EZ (B)ll216 < C | Flloo b
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Per finalitzar estudi de Ay, f'(X;,;) i f:+h f; Ysint () az(X,) dW, sén variables
aleatories independents. Per tant A;3 = 0. Aix0, junt amb les fitacions de A1 i Ay
ens demostra

44| < C [[Fllo b (2:2.17)

Estudiem ara A;. Emprant (2.2.3) obtenim

B((Xosne = Xot)? F'((Zoalh,0)) = B(F () Ho(2,))

amb ‘
Z = (Xs+h,t - Xs,t)27 § - Zs,t(h7 U)'

Com les condicions del Lema 2.2.8 son satisfetes,
| 42| < C ||Floo 1Kz — X t)?l3,60-

A més,
| (Xstne — Xs.0)*||np < Ch. (2.2.18)

Per n = 0 vegeu, per exemple, la Proposicié 2.5 a [47]. Per n > 1, (2.2.18) pot ésser
facilment provat tenint en compte que X, € D, per a tot z € T', i que la diferéncia
esta elevada al quadrat.
D’aqui,

|43] < C |l b (2.2.19)

Des de (2.2.16), (2.2.17) i (2.2.19), P'estimacié (2.2.15) es compleix. Analogament,
per a tot h € (0,1 —1¢), '

NE(f (Xsprn) = F(Xep)| < CIF||oohr. (2.2.20)

Fixem y € R i considerem la funcié delta de Dirac dgyy. Sigui {f,, » > 1} una
successié de funcions reals regulars que convergeixen a dg,y. I passant al limit les
estimacions (2.2.15), i (2.2.20) per f,,, quan n — oo, obtenim la propietat Lipschitz
per Paplicacié z — p,(y). Aix0 finalitza la demostraci6 del Teorema 2.2.4. O



2.3 Estimacions de Varadhan 33
2.3 Estimacions de Varadhan

Objectiu

El proposit d’aquest capitol és provar

: 1

lim e*log S (y) = —5d*(,v)
sota el conjunt d’hipotesis (H;1), (H12) i (Hy3), essent pf la densitat de X2, solucié
de (2.1.4), perd amb condicié inicial determinista z, i on d*(z,y) és donat a (2.1.7).
Discutirem també la finitud de d?(z,y), relacionant aquest fet amb la positivitat de
la densitat.

Preliminars

Sigui (E, X) un espai metric separable i complet amb la o-algebra de Borel correspo-
nent. Sigui (pe)e>o una familia de mesures de probabilitat en (I, X) i 1 : E — [0, 00)
una funcié semi-continua inferiorment anomenada funcional d’accié, tal que els con-
junts {I < a} s6n compactes per qualsevol a € [0, 00).

Definicié 2.3.1 Direm que ( 5)520 satisfa un principi de grans desviacions amb
funcional d’accid I si es compleix

e?logp.{O} > —A(O), per cada obert O,
e2logp{F} < —A(F), per cada tancat F,

on A(A) = inf,ea I(z), donat un subconjunt A C E.

La definici6 també la podem utilitzar quan la familia de probabilitats és una suc-
cessio.

Per aconseguir el proposit d’aquesta seccié demostrarem una minoracié i una majo-
racié de la densitat. Els resultats segiients van ser presentats per D. Nualart [42] per
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a funcionals de Wiener generals, utilitzant la formulacié de R. Léandre i F. Russo

([29],[30])-

Proposicié 2.3.2 (Proposicié 4.4.2 [42]) Sigui {F°, ¢ € (0,1]} una familia de
vectors aleatoris no degenerats satisfent

() sup.eyy 1F°Ilkp < 00, per cada enter k > 1 i qualsevol p € (1, 00).
(b) Per qualsevol p € [1,00), ezisteiz N(p) € [1,00) tal que ||Tpe]l, < e~ N®),

(c). {F®, ¢ € (0,1]} segueiz un principt de grans desviacions sobre R™ amb fun-
cional d’accié I(y), y € R™.

Aleshores, si p® denota la densitat de F®,

limsup & log p*(y) < —I(y).
el0

La minoracié és una lleugera modificacié a la Proposicié 4.4.1 de D. Nualart [42].

Proposicié 2.3.3 Considerem una famdlia {F*°,e € (0,1)} de vectors aleatoris no
degenerats, i ® € C*(H,R™) tals que

i P+ 1) —a(h)

el0 £

= Z(h) (2.3.1)
- en la topologia de D*°(RY), per cada h € H, on Z(h) és un vector aleatori m-
dimensional amb distribucio absolutament continua.
Definim, per a tot y € R™,

By(y) = inf { bl : @ (k) =y, det (D@ (), DB (W)x) > 0}.

Aleshores, st p® denota la densitat de F*,

limui)nf 2 log p.(y) > —% d%(y). (2.3.2)

Recordem que D®(h) vol dir derivada en el sentit de Fréchet.
Per finalitzar aquests preliminars, definim que és el suport.
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Definicié 2.3.4 Donada una variable aleatoria F' : Q — B que pren valors en
un espai de Banach separable (B,|.||), anomenarem suport topoldgic de la llei de
probabilitat de F' al més petit tancat A de B complint P o F~1(A) = 1.

Resultats

Considerem el procés {X&, z € T}, € > 0, que s’obté des de (2.1.2) perturbant el

......

solucié de I'equacié
X =gt / 1e(n) (2 as(X5) W, + as(X3) dn), &> 0. (2.3.3)

Assumim que es compleixen les hipotesis (H;1), (H;2) i (H;3) de la Secci6 2.2, i com
a conseqiiencia d’aquest fet, per a tot z € T\ I, la llei de X té una densitat, p,
per cada € > 0.

L’objectiu d’aquesta seccié és provar el segiient resultat.

Teorema 2.3.5 Sota (H;1), (H;2) i (H;y3),
. . 1
 lim e’ log pi(y) = —5 d*(z,9),
on d*(z,y) és donat per (2.1.7).

En els proxims lemes donem algunes eines utilitzades en la demostracié del Teo-
rema 2.3.5.
Lema 2.3.6 Assumim (H;1), (H12) ¢ (Hi3). Per qualssevolp > 1, € € (0,1],

1T, < Ce™?, (2:3.4)

onT¢ = [. |D. X;|*dr.
Prova. Sigui {Y7? (r), 0 <r < z} solucié de

VIO =)+ [ ) Vi) [ (X)W, +, (X)) dn)

(r2]
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Per unicitat de solucid, la derivada de Malliavin de X¢ satisfa

D, X; =1,<,y ea3(X;) Y; ().
Conseqiientment, I'S = &2 ¢, amb

Q= [ a(X) V() ar

R,

Els mateixos arguments de la Proposicié 2.2.7 proven

sip B (|(@)7F) <Gy pelt,o0).
0<e<l

Queda aixi demostrat (2.3.4). O

Provem ara la diferenciabilitat de I'esquelet.

Proposicié 2.3.7 Sota les hipotesis (Hy1) i (H;2), Uaplicacid h € H — SP,
z € T, definida en (2.1.6), és infinitament diferenciable en el sentit de Fréchet.
Endemés, la derivada de Fréchet, D S*  ve donada per

DSQ(k):/ (D, SY kpdr, ke

Z

Prova. Es demostra per induccié. Fixem h € H. La desigualtat de H(’ildér, la fitaci6
de la funcié de Green i el Lema 2.2.3 tipus Gronwall proven

sup S <G, (2.3.5)
2eT
sup  |ShHR St < C|kl|2, : (2.3.6)
z€T

per a tot k € H. : .
Veiem que S és diferenciable. Sigui h € H i z € T, formalment podriem escriure la

derivada per k € H com

z

DS} (k) :/ (Dr S;L) ];;rd'r;

Z



2.3 Estimacions de Varadhan 37

on D, S" és g.p.t. r € T Pdnica solucié de equacié

D, S =1g, () {"Yz(r)%(s’i}) * /

(r:z]

() D,y Sp{as (S2)y + i (SW)}n |, (23.7)
Per altra banda tenim

Shtk _gh / 72(n) (as(S,?*’“) = aa(Sfi)) (h + k) + / Vx(m)as(Sy)knd

2 R

o+ / v.(1) (a4(S,’,‘+k) — a4(S,’7‘)) dn. (2.3.8)

z

Des de (2.3.7), el teorema de Fubini implica

D) = [ rlias(Skdn+ | 1DSHOG (S + (S} (239)

'z RZ

Siguin M(z) = DS*(k) i N(z) = S"** — S Restant (2.3.8) i (2.3.9) obtenim
M) -NG) = [ ]S + () } (6 - NG )an

+ A(z) + B(2) + C(),

on

AE) = [ o) (SN - aa(S}H) + an(E) i,

86 = [ ) {as(S) — aa(S)) Hdn

C(z) = /z ’;z(n){af;(s,’,‘)N(n) - a4(517+k) + a4(577)}d7]‘

Mitjancant la desigualtat de Holder, la fitacié de la funcié de Green, les hipotesis
(Hy1) i (H;2), i el Lema 2.2.3 s’obté facilment

IM(2) = N(2)] < C(IA(2)]* +1B(2)]* + IC(2) ).

. La desigualtat de Holder, la fitacié de la funcié de Green, la propietat Lipschitz de
as 1 ay, i (2.3.6) impliquen

AP < C /R a5 (SMN (1) — a3(SI*) + aa(S)Pdn < o |K]12),

B S O [ laaS)  as(S)Pdn < I

>3
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Fitem C(z) com hem fet per A(z). Combinant aquestes tres fitacions provem que S
és diferenciable en el sentit de Fréchet i que la derivada és

Dsg(k)zf (D, S*) k.dr, keH,

Z

on D,S} és la soluci6 de (2.3.7). El cas general es prova recurrentment usant els
mateixos arguments que per la diferenciabilitat. (W]

Considerem la equaci6

J(r) = 7.(r) —I—/( } Y2(n) Jp(r) [ag (Sh) By + ) (SZ)] dn, 0<r<z (2.3.10)

Igual que per la derivada de Malliavin, D, X7, és facil comprovar
D, Sy =Nr<sy a3 (S7) Ja(r).

Sigui
= / |D, S™|? dr,

on el significat de I'" és andleg al de la matriu de Malliavin pero en el cas determi-
nista.

Lema 2.3.8 Assumim (Hy1), (H12) 1 (H;3). Aleshores, per a tot h € H, T'" > 0.

Prova. Suposem primer que az(z) # 0. Per a tot € > 0 definim, com a la Seccié 2.2,
% 5(e) = (0,7) x (t —&°,1). Siguin

B = [ @ 0
1,118

' 2
Ba©) = [ (aalS) () - aala) s 0))
- Cf,l(g)
Obviament, )
> 5 Bie) = Ba(e). ' (2.3.11)
Des de a3(z) # 0, (2.4.3) ens assegura
Bi(e) > C &2 (2.3.12)
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Tot seguit provem
By(e) < C&. (2.3.13)
A partir de (2.3.10), utilitzant la desigualtat de Schwarz i el Lema 2.2.3 , podem

comprovar

sup sup |J,(r)| < C (2.3.14)
z2€T r<z

per alguna constant C finita. -
Conseqiientment, per r € C§ ; (¢)

| 7,(r) = 3:(r) | < 0/ )| by + 1) dp < O (2.3.15)

A més,

ISP — 2| < C (rm)?, 1= (r1,rs), (2.3.16)
per alguna constant depenent tan sols de la constant de Lipschitz i ||hl|s. Les
hipotesis de (H;2), les propietats de 7 i (2.3.14) donen

aa(S2) (1) = aa(e) 7060, 8) | £ O {ar) = 3 |+ Iral e =l + 1% — 3] J.

Aleshores, (2.3.13) segueix des de (2.3.15) i (2.3.16). Per (2.3.12) i (2.3.13) existeix
g0 > 0 tal que per qualsevol ¢ € (0,&), la part dreta de (2.3.11) és estrictament
positiva, i aixi, I'* > 0.

Suposem ara az(z) = 0. Fixem (3,6, > 0 que determinarem més endavant. Siguin

Mo B0 =g [ ) (s dn

ﬂ,a(f)

A 0)= [ () =) el
B.6\®

Facilment,”
T > / | D, SM2 dr > Ay(e, 3, 5) — As(e, B, 6). (2.3.17)
CE,J(E) ‘
Per (2.3.15) i (2.3.5)
As(e, B,6) < C &P, : (2.3.18)
Considerem el desenvolupament de Taylor de a3 al voltant de z, que és Ia condicié
inicial de I'equaci6 evoluci6 que defineix Sh

1

m a(no-i-l) (z) (Sh x)no+1, (2.3.19)

0 (SD) = = a9 (o) (S} =) +
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on Z és algun punt entre S” i z.
Prenem la descomposicié

amb

st= [ w(e) aalst) e ac,
S? =/ ¥ (§) <a4(5?) "a4($))d§,
R,
SE = / (’Yr(f) ~ Yo,r2 (0;52)) as(z) d&,
R,, .
Sy = / Yoz (0,&2) as(z) dE.
R, ,
El desenvolupament (2.3.19) i la desigualtat triangular impliquen

2A1(€: 18)5) 2 All (8716) 5) _A12 (57/67 6)7 (2320)

on

1 | oy (as)
A , ’5 — S;L 2n0d
1 (6 6,0) = 33 Lﬁ,&(e) (T)( ) (7)™ dr,
(”0+1) (_)

("0) 3 2\ 210 a Z)\?
Asz(e, B,6) = /C o B0 <2( 7 S )) (g s) "+ (T
X (Sf —m)2(n0+1)) dr.

All (57 /87 5) 2 Alll (57 ﬁ: 6) - A112 (57:37 5) : (2321)

A més a més,

amb

1 ' a(no) T 2 2n9
A (e, 8,0) = Sonotl / oA (Tlat)( Sn $ )> (Sf> dr,
S\E )

0 -

k= =] (20
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Des de (2.4.3), i tenint en compte (a{™ a4) (z) # 0, s'obté

Alll (E, ,6, 5) Z C / (T’l 7‘2)2n0 d7'1 d’l‘z Z C 66+(2n0+1)’3. (2322)
CE’J(E)
El que resta de prova consisteix en trobar unes bones fitacions per As (g, 5,0) i
A1z (€, 8,0).
Tenim
/ V2(r) af" (z)? (SH2m0 dr < C g(Bnot1B+s, (2.3.23)
Cﬁ,g(s) . .

Com per a tot 2= (s,t) €T, | St — :L‘| < C |st|. Aleshores,
| Sp|™0 < C (rima)™™

i per aixd es compleix (2.3.23).
Analogament,
| S22 < C (11 19)*™,

complint-se llavors

/C o Y2(r) af™ (2)? (S2)20 dr < C glinot i+, (2.3.24)
5.6( '

Per la propietat Lipschitz de 7,
| SPPe < € rire g™,

Conseqiientment,

/ ¥2(r) af™) ()2 (S3)™0 dr < O glino DA+, (2.3.25)
05,5(5)

També tenim

/ 2(r) af (2)? (SP — z)?t2 dr < € ProtdBH (2.3.26)
C3 5(e)

Aleshores, (2.3.23)-(2.3.26) impliquen

A (g,8,0) < C (g<3’?°+1>ﬂ+5 + 5(2"°+3>/3*"). o (2:327)
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Finalment,

A1z (e,6,0) < C / [t — 1|2 |1y ro)?™ dr < C gBrot1)B+30 (2.3.28)
CE,.;(E)

Des de (2.3.17), (2.3.20) i (2.3.21)

1 1
Alll (67187 5) - 5 A112 (67 /8) 6) - _2— A12 (57 16: 5) - A2 (87 167 5)
Aixi, (2.3.18), (2.3.22), (2.3.27) i (2.3.28) ens asseguren
rh> ¢ ( c@not)p+s _ p+2s _ 65+((3n0+1)/\(2n0+3))ﬂ), (2.3.29)

It >

N =

per alguna constant C' positiva. Elegim 0 < (3,0 tals que 6 > 2ng3. Aleshores
(2.3.29) ens déna T2 > 0. O

Sigui ye"(w) = X, (ew+ h), € € [0,1], h € H, z € T. El procés {y>", 2z € T}
satisfa 1’equaci6

vt =z + / 72(n) [6 az (y5") AW, + as (Y5™) hy dn+ as (y2™) dn],
R,
i per unicitat de solucié, yo* = SP.
Lema 2.3.9 Assumim (H;1) ¢ (Hi2’) a;: R — R, ¢ = 3,4, Lipschitz. Aleshores

lim (sup B(ly2* — SHF)) =0, pe[1,00)
{0 z€T

Prova. Es una conseqii¢ncia immediata del lema tipus Gronwall i de la fitacié segiient

sup sup E (|y7"") < C, (2.3.30)
0<e<1 2z€T
per alguna constant C positiva i finita. - O

Considerem {Z" z € T} definit per
22 = [ o) an(Sh) Wy [ ) 23 [ (53) b+ i ()] an

Notem que Z és un procés gaussid, doncs la derivada de Malliavin D Z" és deter-

minista. oh o :

Sigui (&M = y"%g“—, e € (0,1]. El nostre proposit serd estudiar la convergéncia de
Sh quan € ) 0, per z € T, h € H fixades, o és, la derivabilitat de & — y5h,
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Lema 2.3.10 Assumim (H;1) ¢ (H12”) a5, = 3,4, s6n funcions C* amb derivades
fitades. Aleshores . '
IP —lim ("= 7" =0, pell,),

el0

uniformement en z € T.

Prova. Fixat p € [2,00). Aleshores,
E (l(j’h — Z;‘|”) <C (Al(e, z) + Ag(e,g) —|~A3(5,z)),
amb
a2 =B (1 o [os 057 - (5] awi[),

raz (y;") — as (S})

Az (e,2) =E (I/ 7:(1) | -

raq (5") — as (Sy)

taer) =5 () [ o) [0

-4 (55) 23] i i),

»
— dj (S") Z,';] dﬂ ) :
La desigualtat de Burkholder i la propietat Lipschitz de a3 impliquen

sup Ai(g,z) < C sup E<|y§’h - Sflp) . (2.3.31)
z€T z€T

Pel teorema del valor mig
(") — ai(S5) = (™) (5" — 57)

amb &M = Myoh (1 — X)SE, per algun A € (0,1) depenent de w,i = 3,4.
Conseqilientment, per i = 3, 4,

ai(ye™) — ai(Sh)
&

~asnze| < o {igh -2+ - sh 120

Pels tipics arguments basats en les desigualtats de Burkholder i Holder i el Lema
2.2.3, resulta

sup E(|Zg|p) <C, pell,o0].
zeT
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A més, pel Lema 2.3.9

sup E (|X;§»h’i - SQV’) ~sup E ((Aijpjyg’h - SQ}P) —+0. (2.3.32)
z€T zeT & .

Com a conseqiiencia,

sup 7 (5 = 22) < ¢ {ate) + [ sup (6" - 2 ) an
zeT R

: €<

amb lim. a(e) = 0, degut a (2.3.31) i (2.3.32). Aixi, utilitzant el Lema 2.2.3
finalitzem la prova d’aquest lema. O

A continuacié veurem un refinament del Lema 2.3.10.
Lema 2.3.11 Assumim (H;1) i (Hy2). Aleshores

: gh __ r7h —

lir (gz Zz) 0,
en la topologia D

Prova. Com S? és determinista, Z" és Gaussid i, a causa del Lema 2.3.10, només
ens queda comprovar

. 1 &,h h 2
lim E (]/T(gpnyz D7) dn

- 1. N2
3 — J Evh
i & (| [, i) o

p/2
) =0, (2.3.33)

p/2 . ,
):O, 7=2,3,..., (2.3.34)

p € [1,00).
Tenim D,ye* =1j<zy € as(ye™) M (n), amb

M (n) = 72(n) + / Te(EVME" )= a4 (4" W + a4 (49" € + a4 (u") ]

(m,2]

Analogament, D,,Zf =lfp<zy a3 (577 )N? (1), on

NA) =20+ [ v OV [dh(SEhhe + ai(SD)] de.

(m2]
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Aleshores

o Gose-niyar
= 5 (][ (stimazion - aspyntn)” an
< ¢(Gi(e,2) +Gole,2))

p/ 2>

amb

e ) =5(| [ (wtt)oazon - w2) ™).

p/2
oo ) = (| [ b5t - s viooran”).

Un argument similar a l'utilitzat en la demostracié del Lema 2.3.9 prova

sup B (IMg*(n) = N2n)F) =0, pell,c0).
<z €l0

A més, sup,, |[N}n)| < C. Aquestes propietats juntament amb (2.3.30) donen

(2.3.33).
El compliment de (2.3.34) és una conseqiiencia trivial del seglient fet: per j €

N_{1}7

Dyye" = ljocms..cny<a B (), (2.3.35)
= (Th, s 777_’]) ’ amb SupOSnlg...S'anz E(lRi’h(ﬂ)(p) < Ca pe [1300) :
Aixi, (2.3.35) pot ser facilment comprovat de manera, recursiva. O

A Tarticle de C. Rovira i M. Sanz-Solé [46] han demostrat que la familia {X* ¢ >
0} de solucions de (2.3.3) satisfd un principi de grans desviacions sobre 1'espai de
funcions continues definides sobre 7' i amb valor z sobre els eixos. El funcional
‘d’accié ve donat per

11g) = int {Jn[B,: 5" = o}

Aixo és una conseqiiéncia forca coneguda de la segiient estimacié (vegeu [46], Teo-
rema 4.4):
Sota (Hq1) i

(H12”) a;: R— R, 14 =3,4, sén funcions fitades i Lipschitz.
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Per a tot h € H, 6, R > 0, ¢ € [0, 1], existeix o > 0 tal que

P{sup |XE—Sh > 68, sup|eW,—~h|< oz} < exp <—— g) . (2.3.36)
zeT

z€T

Com a conseqiiencia d’aix0, nosaltres obtenim el segiient resultat.

Proposicié 2.3.12 Assumim (Hi1) i (H;2’) a;: R — R, ¢ = 3,4 Lipschitz. Fizat
z € T\ E. Aleshores, la familia de variables aleatories {X:,e € [0,1]} satisfa un
principi de grans desviacions amb funcional d’accid

. 1
(o) =t {2 =},

Prova. Si els coeficients a;, ¢ = 3,4, sén fitats, obtenim el que desitgem mitjancant
el principi de contraccié de grans desviacions tal com esta fet a [46]. Per a;, 1 = 3, 4,
essent Lipschitz usarem una localitzacid, aquesta localitzacid és la segiient. Sigui

Te(é):inf{t: sup |X§—52[25} A1, §>0.

z<(t,t)
Escollim 7¢(§) = (Te(d) ) TE(5)). I notem que

sup |X¢| <d+sup |SE<C. (2.3.37)
2£718(8) z€T

La part esquerra de (2.3.36) coincideix amb

P{ sup |XE—S* >4, supleW, —h| < a}
2<78(0) 2€T :

i, a causa de (2.3.37), els coeficients a;, 1 = 3, 4, poden suposar-se fitats. O

Ara tenim les eines per donar la demostracié del principal resultat d’aquesta seccié.

Prova del Teorema 2.3.5. Sigui F* = X:, la solucié a (2.3.3) en un punt fixat
z € T\ E. A [46] han provat que X, € D*. El mateix argument serveix per
demostrar que sup.e(1y [|X;|lkp < 00, Per a tot enter k£ > 1, p € (1,00). Aquesta
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propietat, junt amb el Lema 2.3.6 i la Proposicid 2.3.12, ens asseguren el compliment
de les hipotesis de la Proposicié 2.3.2. Conseqiientment,

' 1
lim sup &? log p5(y) < — =d*(z,y) .
el0 2

Per F* = X¢, ®(h) = S, Z(h) = Z", les hipdtesis de la Proposicié 2.3.3 sén
satisfetes. La derivada de Malliavin, D,Z h és solucié de

Dy Z} =1{ngz}{vz(n)a3(53) + / Y:(§) Dy Zg[aQ(Sg))h§+a4(S?)d§] }

(m,2]

Notem que per unicitat de solucié DZ"* = DS"  Aleshores, pel Lema 2.3.8, la
covarianga de la variable Gaussiana Z” no s’anul.la i d%(y) = d?(y). A més, el Lema
2.3.11 implica la convergencia (2.3.1). Aix{

1
liminf &* log pf(y) 2 — 5d*(z,9). O

Finalitzarem aquesta seccié analitzant la finitud de d?(z,y). Aquest problema esta
lligat amb la positivitat de la densitat p5(y). Seguint les idees que van desenvolupar
A. Millet i M. Sanz-Solé a [35], per l'equacid (2.1.2) essent z := X, determinista,
hom pot obtenir

{pi(y) S 0} — {y; JheH:S"=y i DS" exhaustiva}.
Aixi
d*(z,y) < co & pi(y) > 0.

Conseqiientment, si d?(z,y) = oo, el Teorema 2.3.5 és trivial.
Per la Proposici6 4.1.2 de [42]

o

{P‘Z(y) > 0} = supp P o (X;) 7", (2.3.38)

on supp (Po (X 7h denota el suport topoldgic de la llei de X°. El conjunt supp
(Po(X j)"l) és un interval tancat (un conjunt tancat i connex, per un resultat de
S. Fang [17]). Notem que com P o (X9)™" és absolutament continua, (2.3.38) ens

assegura {ps(y) > 0} # ¢.
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Proposicié 2.3.13 Suposant que az(z) # 0 Vz € R. Aleshores

{y: d¥(z,y) < oo} =R

Prova. Fixat y € R. Primer provem [’existéncia de k, € H tal que si
£@ =+ [ nkito) dn,

Navors f(z) =y.
L’estimaci6 (2.4.3) ens déna [, 7,(n)*dn > 0. Sigui

o=~ [ | wnan)

Aleshores, k,(n) = a(2) 7.(n) satisfa f(2) =y.
Per qualsevol ¢ € R, sigul

f©) =a+ [ ) hulmdn,

R
i per qualsevol n € R,, definim

as(f(n)) — k.(n)
az(f(n))

ha(n) = -

(2.3.39) i (2.3.40) impliquen

FO =0+ [ e [as(rm) ) +ast )] dn, €< ..
4

Aixi, f(€) = Sg” , £ € R,. En particular y = S i d’aqui d?*(z,y) < oo.

Capitol 2

(2.3.39)

(2.3.40)
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2.4 Apendix

Objectiu

En aquest apartat enunciarem alguns resultats sobre la funcié de Green, no es déna
practicament cap demostracié doncs aquestes estan fetes amb profunditat tant a
[46] i [47], com a [45]. El motiu d’aquest recull és donar una introduccié a la funcié
de Green, aixi com els resultats que s’han utilitzat al llarg del capitol.

Preliminars

Considerem 'operador de segon ordre
5 f(s,t) 0f(s,) 81(s,)
Lf(s,t) = ——2= —ai1(s,t) ——= — as(s,t .
fs:%) dsot ar(s,7) ot az(s,1) ds
Resultats classics sobre equacions en derivades parcials ens diuen que si utilitzem la

funcié de Green -y associada a ’operador £, podem escriure, sota certes condicions de
regularitat sobre els coeficients, I'inica solucié de I’equacié diferencial en derivades

parcials

Lf(s,t)=b(s,t)
(s,t) € T =10,1]%, f(s,t) = zo, o € Rsis-t =0, com
f(s,t) = zo +/ ¥s . (u, 0)b(u,v) dudv
Rs,t

La funcié de Green associada a L es defineix de la segiient manera (Vegeu [49],
Capitol 3). Fixat (s,t) € T, sigui ,4(u, v) la funcié definida sobre {(u, ) : (0,0) <
(u,v) < (s,t)} que satisfa les propietats:

([ 8275,4(u,v) N 9(ax(u, v)7s4(u,v)) n 9(az(u, v)ys4(u, v))

s , U
(P) 4 l%—g_ = '—al(ruﬂ v)%ﬁ,t(”:”), quan v =t,
8%,;(:, v) _ —az(u, v)7s(u,v), quan wu=s,

[ Yst(u,v) =1, quan w=s i v=t.
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Resultats

Suposem que els coeficients a; i a; satisfan les condicions segiients:

(Hy1) Les funcions a; : T — R, ¢ = 1,2, sén fitades, derivables i amb derivades
fitades.

Al no poder donar de forma explicita la funcié de Green v;4(-,-), es construeix a
partir d’una série definida de forma iterada.

Considerem
Hy(s,t;u,v) =1,

s t
H,1(s,t;u,v) =/ ay(r,v)Hy(s, t;r, v)dr—l—/ as(u, w)Hy(s, t; u, w)dw,
u v

(u,v) < (s,t), n > 1. Aleshores definim
¥t (u,v) = Z H,(s,t;u,v), (u,v) < (s,1) ' (2.4.1)
n=0

Proposicié 2.4.1 [45] (a) La série (2.4.1) que defineiz la funcid de Green vy és
absolutament convergent i satisfa '

s t
vst(u,v) =1 -i-/ a1 (r, v)vs(r,v)dr +/ az(w, w)7st(u, w)dw, (2.4.2)

(0,0) < (u,v) < (s,1).

(b) Per tot (s,t) € T, vs4(:,-) té derivades parcials de primer ordre respecte u i v, i
de segon ordre crevada, uniformement fitades sobre {(u,v): 0 <u <s,0 <wv < t}.
(¢) Fizat (u,v) € T, la funcid (s,t) — vs:(u,v) té derivades parcials de primer
ordre respecte s i t, © de segon ordre creuada, uniformement fitades sobre {(u,v) :
0<u<s<l,0<v<t<l1}.

La derivabilidad de la funcid i (2.4.2) impliquen que les propietats (P) es compleixin.
Aleshores es tracta de la funcié de Green associada a 1'operador L.
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Proposicié 2.4.2 [45] Ewzisteiz una constant universal C > 0 tal que

sup  sup |ysi(u,v)| <O,
(8, )ET (u,w)<(s)t)

Sup, 75.(W0) = Ysp(w, 0)| < C{lE —u[+ [0 —0l},  (T,7),(w,v) < (5,%),

(SUSpT |’Y§,§(’LL, U) - 78,15(“7’0)' < ¢ {]'57— SI + |f—- tl}’ (E’ z)7 (37t) > (uav) .
u,V)E

Proposicié 2.4.3 [45] Sigui s +(u, v) la funcid definida a la série (2.4.1). Aleshores
es compleizen

Prr) Gl el
ot ~ ) —als )G 2= =0,
~8’y»_&ia-(sﬁ,}—)l - a1(87t)78yt(u7 U)’ quan t=w,
W - a2(8)t)f)/s,t(u7 U)’ quan - § = u.

Per la prova de la Proposicié 2.4.1, 2.4.2 i 2.4.3 vegeu [46], [47] i sobre tot [45], on hi
ha un estudi exhaustiu de la funcié de Green associada a L. A la propera proposicié
es detalla una mica la seva demostracié perque hi apareixen dos expressions molt
- utilitzades al llarg de la primera part de la memoria.

Proposicié 2.4.4 [45] Sigui s +(u, v) la funcid definida a la série (2.4.1). Aleshores
es compleizx '

Oé%; ¥s 2(s,v) > O' i 05{225 Vs,t(u, ) > 0.

Prova. Si resolem les equacions diferencials satisfetes per

07s.4(u,
{ébﬂiﬂz-@wmwmmmx quan u=s,

ov

.’Ys,t(u,'U)z]., quan U ==s:s 1 'U:t,

Sy = —a1(u, v)Ys(u,v), quan v=t,
Ysp(u,v) =1, quan u=s i v=t.

{ s 4(u,v)



52 Capitol 2

Obtenim
Vs,(8,v) = exp (

%tUt)—eXp</ ar(r ) 0<u<s.

Aixo prova la proposicié.

(2.4.3)



Capitol 3

Desenvolupament asimptotic de la
densitat utilitzant la
descomposicié en Caos de Wiener

3.1 Introduccio

Sigui (T, T, p) un espai de mesura amb una mesura o-finita p. Sigui % = L*(T, T, 1)
i W = {Wy, h € H} un procés Gaussia centrat i E(W, Wy) = (h, h')y definit
sobre un espai de probabilitats ({2, @, P). Sigui F la o-algebra generada per W.
Considerem una aplicacié mesurable F : Q — R? que pertany a L?(Q, F, P) amb la
descomposici6 segiient en caos de Wiener

F=E(F)+ Z n(fn)- (3.1.1)

Sigui la familia {F*, ¢ € (0, 1]} definida per
Fe=E(F)+Y " I(fa). (3.1.2)

: n=1

Assumim que la llei de F* és absolutament continua respecfe la mesura de Lebesgue
sobre R?. L’objectiu d’aquest capitol és estudiar el desenvolupament de Taylor de

53
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la densitat p°(y) de F€ en e =0,iony = E(F) = E(F*¢). Aquest problema ha estat
extensament estudiat en el cas de les difusions, aixi com certes generalitzacions, tal
com hem comentat a la Introduccié general.

En aquest capitol, per una banda, aprofundirem en l’estudi del comportament asimp-
totic d’una densitat, doncs trobarem un desenvolupament més extens i complet que
per les estimacions de Varadhan; en canvi de moment perdrem generalitat perque
farem I’estudi per un valor y particular. Aquest incovenient sera solucionat al Capitol
5.

En primer lloc provarem la diferenciabilitat de I’aplicacié ¢, & € (0,1] en espais de
derivacié apropiats relacionats amb els espais de Sobolev DV? del calcul de Malliavin.
En particular, demostrarem que si F € ((;2,D/? existeix una versié de F*, & €
(0,1) que és infinitament diferenciable, i descriurem les derivades en funcié de les
integrals miltiples I,(f,), també provarem ’existéncia del limit de les derivades de
F* respecte € quan € — 0. A la segona part del capitol considerarem la familia
segilient:

pe=TTE o

€

Sota aquestes mateixes condicions podrem obtenir per F® els mateixos resultats que
hem trobat per F*.
Després, afegint una hipotesi de no degeneracié i utilitzant aquests resultats previs,
trobarem el desenvolupament asimptotic de p*(y) per y = EF. Per aixd seguirem les
idees donades per R. Léandre [28], R. Léandre i F. Russo [30]. Sigui $°(y) la densitat
de F* i f, una successié de funcions de R? convergint en el sentit de distribucions
cap a la delta de Dirac en el 0. Aleshores, per y = FF,

Fe—y

P = lm B —y)} = & lim B{fu("— )

1 g

Nosaltres trobarem el desenvolupament de 7°(0). Considerem una funcié f : R¢ — R
regular i denotem per « un multiindex, el desenvolupament de Taylor de la com-
posicié f(F*€) en e =0 és q.s.

f(F°) = Z ¢’ Z FE(F0) Lg-a) + ! Resta,

JEN laf<i
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on Lg"‘) sén funcionals que explicitarem. Prenent esperances i utilitzant la integracié
per parts classica del calcul de Malliavin donada al Capitol 2 podrem fer desaparéixer
les derivades d’ordre més gran o igual a 1 de f, quedant aixi factors com el segiient

E {f(F°) G},

on G(® seran funcionals regulars. Fent una nova integracié per parts, emprant
que la mesura de Radon definida per f — E(f(F°)G®) té una densitat regular i
coneguda, i agafant en lloc de f una successié de funcions f,, convergint a la delta
de Dirac en el 0, trobarem el desenvolupament segiient:

1. 1 ]
p°(y) = ;;P (0) = gg(co +ecr+ o+ 5N+1RN+1): y=EF.

Els coeficients senars seran 0 tal com passava a les difusions, i els parells seran des-
crits en funcié de les integrals multiples I,,(f,) i correspondran a mesures de Radon.
Finalment, assumint una hipotesi addicional, provarem I’afitament uniforme de la
resta.

L’index d’aquest capitol és el segiient. La Secci6 3.2 esta dedicada a demostrar els
resultats de diferenciabilitat necessaris. A la Seccié 3.3 es déna i prova el resultat
principal, el desenvolupament de la densitat. Finalment, a la Sececié 3.4 apliquem
aquest resultat general a dos casos particulars d’equacions diferencials en derivades
parcials estocastiques de tipus hiperbolic.

3.2 Regularitat del funcional

Objectiu

Es provaran els resultats necessaris de diferenciabilitat respecte & sobre la familia
definida a (3.1.2), perqué puguin ésser aplicats a 'estudi del desenvolupament de
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la densitat. Concretament, demostrarem que si F € (22, /?, existeix una versié
de la familia {F*,e € (0,1)} que és infinitament diferenciable i descriurem aquestes
derivades mitjancant les integrals multiples de la descomposicié en caos de Wiener
de F.

Preliminars

Al llarg d’aquesta seccid, aixi com dins tot aquest capitol, treballarem constantment
~ amb nocions sobre el caos de Wiener. Anem a donar una breu introduccié.
Sigui H,(z) I'n-éssim polinomi d’Hermite, definit com

—1)" dr
| e = R, oz
i Hy(z) = 1. Per cada n > 1, denotarem 74, el subespai lineal tancat de L*((2, @, P)
generat per les variables aleatories { H,(W(h)),h € H, ||h||% = 1}. Ho és el conjunt
de les constants. 7, coincideix amb el conjunt de variables aleatories {W(h),h €
H}. Hy i Hy sén ortogonals per n # m. L’espai H, s’anomena el caos de Wiener
d’ordre n.
Sigui F la o-algebra generada per les variables aleatories {W(h), h € H}.

Teorema 3.2.1 ([41]) L’espai L*(Q, F, P) pot ser descomposat en una suma orto-
gonal infinita de subespais Hr,

L*(Q, F,P) = (P Hn
=0

Teorema 3.2.2 ([41]) Sigui Hn(x) I’n-éssim polinomi d’Hermite, i sigui h € H =
L*(T) un element de norma 1. Aleshores

nl Hy (W (1)) = /T () ()W ) - T ()

Com a consegiiéncia, la integral miltiple I, fa anar elements de L*(T™) dins el
caos de Wiener H,, i qualsevol F' € L2(), F, P) pot ser expressada com una série
d’integrals miultiples estocastiques,

[o0]

F=>" L(f).

n=0
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Agqui fo = E(F), i Iy és la identitat aplicada sobre les constants. Endemés, podem
assumir que les funcions f, € L*(T™) sdn szmetmques i, en aquest cas, Unicament
determinades per F'.

Per altra banda, recordem que per qualsevol j € Z¥, els espais de Sobolev V=2
poden ser caracteritzats tal com segueix

- {F e L*(Q) : zo_o: ((7%),)2 (k=) IIfell? < oo}, (3.2.1)

on || fe|l2 denota la norma de f, en L2(T*).
Finalment, assumint que F', amb la descomposicié (3.1.1), és un vector aleatori que
pertany a D°? := (5, DY2. Aleshores :

Ai() = o B (DF), O (322)

per cada k > 0 (vegeu, per exemple, I’article de D.W. Stroock [51], o també [42]).
Resultats

Sigui F' : 2 — R? un vector aleatori sobre 1'espai de Wiener abstracte (2, #, P) que
pertany a L?(Q) i que té la representacié en caos de Wiener donada a (3.1.1). Per
qualsevol € € (0, 1] definim, com hem anticipat a la introduccid,

Fe(w) =Y e Io(fa). (3.2.3)

n=0
Evidentment, la série que defineix F*(w) convergeix en L?(Q). Introduim a conti-
nuacié uns espais de derivacié relacionats amb els classics espais de Sobolev D*?.
Per qualsevol j € Z™, sigui
5 = kN2 5
={(Fer*©):Y (=) k! lIfl < o).
Notem que A%? = [2(Q) i A%? decreix quan j creix.
El proper resultat es prova per d = 1. Per d > 1 la demostraci6 es fa component a
component.
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Proposicié 3.2.3 Fizem j > 1, i assumim F € AJTY2. Aleshores, existeiz una
versid de {F*, ¢ € (0,1)} que és de classe C’. A més a més,

FFE Nkl
—j}_j—_; (k—j)!g Te(f) -

Prova. Considerem en primer lloc el cas j = 1. Pere,f amb 0 <e+ & <egyp < 1
tenim

Fee—Fe 332 3 (5) € € Lul(fy)

— A€ e,E
g ¢ = Al + £ A, (3.2.4)
amb -
A5 =D ke I(fy),

k=1

o k-2

=3 ( )s 172 (i)

k=2 i=0

Com F € A2 Ia serie que defineix AS convergeix en L?(£2). A més,

sup |A§’£| <CXj,
¢ .

1/2
on X = ( > e KA(k—1)%(I( fk))2> . Aixd és una conseqiiéncia de la desigualtat

de Schwarz, fixem-nos,

oo k-2 ‘
<3 3 (F17) G S e )

k=2 1

S > k(1) (49 ()

<
1 0 0 1/2
<= (Z (e+9) 2’“) (3 K- @)
2 k= k=2
1 1 ‘
< .
=2 (1=¢g)if X1
Com F € A2? X éS‘ﬁnita q.s. Aleshores, des de (3.2.4) obtenim
Fs—}—E — Fe

lim —— = A} .S.
fim £ Al, s
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Sigui j > 1 i aceptem que per a tot k € {1,..., j — 1} es compleix
di-1 fe b ‘ .
dE-_ = - €k_]+1 Ik(fk) .
=T ded kzj:1 —j+ 1)'
Llavors, ‘
ot qe
3

on

k=j
o) k—j7—-1
k—j+1
6:5 — E E k—j—i—1
B2 k=j+1 =0 k ‘7 + 1 < ¢ ) € Ik(fk)

La série que defineix B; convergeix en L*(Q), doncs F € A2, Com per A5 tenim

11
|B5*| <

=3 Ao

r\? 1/2 . : .
amb X, 1= ( D heit ((kTI;—T)“') (Ii( fk))z) . Aquesta variable aleatoria és finita
q.s., perqué F' € AJ+12, Aleshores

d6~+€ de
?—% _7_5—31 =B, qs.

Aixo finalitza la demostracié de la proposicié. O

Observacié. Des de (3.2.1) i utilitzant el criteri del quocient per comparar séries,
podem comprovar que D%? = AJ? V5 € Zt.
Aixi, podem formular el resultat segiient.

Corol.lari 3.2.4 Sigui F' € (\;2, D2, Aleshores, ezisteiz una versid de {F®, € €
(0,1)} que és de classe C* respecte € i

djEezz k!j) 1 Iu(f) (3.2.5)
k=7 :

j € Z*, on la série (3.2.5) convergeir en L*(Q).
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Al proper capitol nosaltres no treballarem amb F*, siné que ho farem amb el vector

aleatori seguent

. F°_E '

Aleshores des del Corol.lari 3.2.4 podem concloure el préxim resultat:

Corol.lari 3.2.5 Sigui F' € (;2, D/?. Eisteiz una versid de {Fe, e €(0,1)} que
és de classe C* en ¢ @

di Fe . (k—1)! k—(j+1)

S SR LAY AR L(fx) 3.2.6
dei k;q (k—(+1))! (/&) (3.2.6)
& e . diEe
o7 oo = B o7 =9 linlfin), (3:2.7)

j € Z*. Particularment, prenent FO = lim, g Fe, tenim F° = I(f1).

La férmula (3.2.6) pot ser comprovada per induccid, utilitzant els mateixos argu-
ments que a la Proposici6 3.2.3.

3.3 Desenvolupament asimptotic de la densitat

Objectiu

El proposit és obtenir el desenvolupament asimptotic de la densitat de F*, deno-
tada per p°(y), en y = EF = EF® al voltant de ¢ = 0, sempre que la densitat
existeixi. En el Teorema.3.3.3 descriurem d’una manera exacta els coeficients del
desenvolupament. ‘A més a més, sota una condicié addicional, demostrarem que la
resta d’aquesta expansié estad uniformement fitada respecte ¢ € (0, 1].
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Preliminars

Primerament donarem un resultat técnic i totalment determinista que utilitzarem a
la demostracié del teorema, principal d’aquesta seccid, aixi com en capitols posteriors.

Sigui f : R — R una funcié de classe C*. Assumim que I'aplicacié € — ¢° és
C*((0,1),R4). Fixem un multiindex o € {1,---,d}*, a = (ay, -, %), k > 1.
Aleshores la férmula de Leibniz ens diu que per j > 1,

i ()
dJ 3 £ £, 3 £,
=5 (1)) = 2o (VEH) (¢7) VR gom L VR, (33)
. )
amb V¥ := 55;;%!:, V#% 1= L& i on el simbol »  és una abreviatura per
J
z Z Z cj(ﬂl)"'aﬂk)‘
k=1 Bi+-+Bp=i ae{l,..d}F
B1rn B2l a=(ay,.., ap)
Els coeficients ¢;(f1,. .., fx) sén obtinguts recursivament com segueix,
k
ci(Bi--y By =Y ¢ialBr- s Bi—1,..., Bi),
i=1

amb els convenis

Cl(l) = ].,
cji—1(Bry-- -, Bi—1,...,0t) =0, sif;=1peri<k,
ci—1(Biy-os B — 1) =c¢j—1(Br,-- -, Be—1), sifp=1.

Els preliminars de la Secci6 2.2 son valids en aquesta seccié. Seguint amb les nocions
donades llavors, una lleugera generalitzacié del Lema 2.2.8 (D. Nualart, Proposicié
3.2.2 [42]) d6na la fitacié segiient: Siguin @ un vector aleatori no degenerat i ¥ € D™
Per a tot Kk € N, p € [1,00) i multiindex «, existeixen ntimeros reals positius
a,a’,b,b,d,d, K k" més grans que 1 tals que

| Ho(®, ¥)[l5p < C (k,p,0) T35 11115, 1Ty , (3.3.2)

Hy(®, V) definit a (2.2.2).
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Considerem una funcié g suficientment regular. De manera analoga a (2.2.3), la
mesura de Radon definida per

9—E(9(®) ¥)
té una densitat ¢(y) de classe C*, fitada i
Q(y) = E{ 1{‘I>>y} H(l,---,d) (Q),\II)} (3'3'3)

La demostracié és una petita modificacié del Corol.lari 3.2.1 [42].

Per acabar, introduirem una nova nocié. Considerem el semigrup {7;,¢ > 0} d’ope-
radors de contraccié sobre L*(Q, F, P) definit per

TF = > e L(fa)- (3.3.4)
n=0

Aquest semigrup s’anomena d’Ornstein-Uhlenbeck, i té la propietat segiient:
Si F € Db (R?), aleshores TiF € DF? (R?) i limyyp || T3F — Fllxp = 0 (vegeu (2.11) a
[42]).

Resultats

Sigui F' € D®(RY). La familia {F*®, € € (0,1]} de vectors aleatoris a valors en R?
definida per (3.2.3) es dird uniformement no degenerada si

[Tzell, < Ce?, (3.3.5)
per quassevol € € (0,1], p € [1,00).
Remarca 3.3.1 Considerem el semigrup Ornstein-Uhlenbeck {Ti,t > 0} definit a
(3.3.4). Aleshores, des de F* =T 1,0 F, {F*,e € (0,1]} C D™ (R%).

Remarca 3.3.2 Sigui 02 = det(Cov(I1(f1)). La condicié de no degeneracié uni-
forme (3.3.5) implica 0® > 0.



3.3 Desenvolupament asimptotic de la densitat 63

Prova. Sigui

=3 e nha(falor); TET,
=1

i denotem per H® la matriu ((M%%, M®7) p2(1)1<i j<a-
Aleshores D, F* = Mg, i (3.3.5) és equivalent a

sup [|(H*)™l, <C, Vpe€ ][l o00). (3.3.6)
e€(0,1]
Nosaltres provarem
L' - 11‘%11{6 = Cov(I(f1)). ' (3.3.7)

Aleshores, el lema de Fatou i (3.3.6) mostren o2 > 0.
Per simplificar la demostracié suposarem d = 1. Llavors,

E|H* —Var(L(f)] < T7 + T3,

amb

Tt = E lfjs“"“”nz / (It (fa(->7)))? dr|,
TS = | / Z e 20m, Lo y(fa(7)) Inos(Fn(,7)) dr

nym=1
n;ém

Per una banda tenim

T <e Z (n = DV Ifall3.

n=2
Analogament, T5 = €75, amb
15 = 5| / e nm, Ly (Fa(e 7)) Lnca (7)) |
n,m=1
n;!:m ' .

Fixem a > 1. La desigualtat de Schwarz implica

T:, < E’ i €"+m‘3nm(Lln_l(fn(-,r))2dr)1/2(/Tlm_l(fm(-,r))zdr)l/2dr

n,m=1

nsEm

< (S0 ([ sttt an”)’

n=1
0

Cy n* (n-1)! 1|nt|§-
n=1

IA
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Com F € D™, la série Y oo n*T* (n — 1)! || full3 convergeix. Aixi
H £ YT
lim(T +T3) = 0,

demostrant (3.3.7). O

Donem ara el resultat principal d’aquesta seccié.

Teorema 3.3.3 Sigui {F*, € € (0,1]} una familia uniformement no degenerada.
La densitat p°(y), pery = E (F©) = E (F), té el desenvolupament de Taylor segiient:

6 1
Ply) = { (27) d/2 }: 2 p] +eM pN—i—l} (3.3.8)

Els coeficients p; s’anul.len si j és senar. Per j € {1,2,..., N} parell,

pi=FE (]1{11(f1)>0} P )7 (3.3.9)

amb P; pertanyent a @3”‘1 Hy, ©

(7)
Pp=3 Hu,.a (Il(fl) o(l1(f1), H Be! Ip,1 (fgﬁl))) (3.3.10)

Endemés, si per qualssevol j € 7T, k €N, pel,)

<cC, (3.3.11)

sup ” — F*
k.p

€€(0,1]

aleshores, SUP,c(o.1) [Pi41| € finit.

Observacions.

(1) Des de (3.3.3) les identitats (3.3.9), (3.3.10) expressen que p;, j =1,..., N,
sén densitats en x = 0 de mesures de Radon definides per :

gk——%E( (Ii(f1)) % H, (Il f), H Pe! Ip1a (fﬂl+1)>)

e—,
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(2) Observarem també al llarg de la prova que pg., és la densitat d’una mesura de
Radon depenent de . Al final del Teorema 3.3.3, afegint la condicié (3.3.11),
provarem l’afitament uniforme d’aquesta densitat. En aquest cas, el darrer
terme de I’expansi6 (3.3.8) és O (¢V*1) quan € |} 0.

Prova del Teorema 3.3.3. Denotem per $° la densitat de F'¢ = EE_TE(F—), complint-
se p°(y) = & p°(0). Nosaltres trobarem el desenvolupament per p°(0). Sigui
f : R¢ — R una funcié C* amb suport compacte i simetrica. L’aplicacié € —» f(ﬁ’ ‘)
és C*°, q.s., 1 a més a més,
R . Ny @ .
PO =FEN+) ¢ g5 (F ()
j=1 7~

1— N N+1
N-+1 (l—t) d n
te /0 T A L,:te

e=0

(3.3.12)

dt.

Prenent esperances als dos costats de la igualtat anterior, utilitzant (3.3.1), (3.2.7)
ila formula d’integracié per parts (2.2.3) obtenim

B(f(F)) = B(f (1(h)
()

& st nfin. [ o)
+€N+1/ E{f fret Z H, (Fet 1;[1 dﬂ;l;;al q:st) }dt‘

| | (3.3.13)
Les hipotesis del teorema asseguren (vegeu les Remarques 3.3.1, 3.3.2) que les

mesures de Radon definides per E (f(F*)), E(f (L(f))), E{f(Ii(f)) @}, § =
L..., N, E{f(F®) QV*'*}, amb :

G) k
@ =3 Ha(nh), I1 6 oo (),
v+1) =1 (3.3.14)

QN+Le = Z H, (Fet H dnﬂz frmee n_Et),

tenen densitats C*°. A més a més, una nova integracié per parts a (3.3.13) déna

N
g 1 1 N+1 ~e
P%(0) = (2m)a2 o + ; ;T &’ E{]l{h(f1)>0} P} +e Pnyis
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amb

e L@a-onN A
Pyyr = /0 _"—“—E{]l{Fetm}
(N+1) dbe
et et ,Q
Hon (B D2 Ha(F Hdan“

Considerem la descomposicié en caos de Wiener

Mt)) Jat. (33.15)

[e e}
FE — g'n.—l In(fn)

n=1
i f una funcié parella i regular. La mesura de Wiener és invariant sota la transfor-
macié Z(w) = —w. Aixi, f(F~*) i f(F*) tenen la mateixa llei i els coeficients senars
del desenvolupament sén zero.
El fet que P; tingui una descomposicié finita en caos de Wiener, més precisament,

3j+d
Pj € Jyjva = P Ha,
k=0
és una conseqiiéncia del Lema 3.3.4. Efectivament, per a tot k € {1,..., j},

k
U= B I (F5s) € Foss

=1

doncs B1+. ..+ 0 = j. Aleshores Q; € J34, perque la longitud de « és k. Finalment,
des de P; = Hp1,.. 4y (I1(f1), @;), el Lema 3.3.4 ens diu que P; € J3j1q.
Ara volem donar una fitacié uniforme per p5.; (vegeu (3.3.15)). Sigui G* =
IT;_, L5 F. Clarament, n’hi ha prou provant

sup E{ ‘H(l (F Hy(F°, G¥))

0<e<1
per a tot « € {1,...,d}", Bi+...+B =N+1,k=1,...,N+1,1ialgu
na contant C' > 0 finita. L’estimaci6é (3.3.2) déna, per niimeros reals positius
K K" bb,a,d,d,d,

B|Ho,..o (F°, Ha(B%,69)| < € (ITEHIE 15705, 167115 0 ).

La condicié de no degeneracié [T, < Ce™2, Vp € (‘1,00) juntament amb la
condicié (3.3.11) implica (3.3.16). Aixd finalitza la demostracié del teorema. [

}50, (3.3.16)
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Lema 3.3.4 Sigut ® un vector aleatori no degenerat d-dimensional que pertany al
primer caos Hy, ¥ € Jp, £> 0. Per a tot multitndez o = (o ..., ) € {1,..., d}",
la variable aleatoria Ho(®,¥) pertany a Joyr. ,

Prova. Ho demostrarem per induccié sobre la longitud de c. Sigui (0%9); ;1,4 =
(Cov ®)71 i ® = [1(f). Aleshores, per tot i € {1,...,d}

d
Hi(2,9) = Zbijd(\l’f) € Jet1-
j=1
Assumim que ho hem provat per qualsevol multiindex de longitud » — 1. Sigui
a=(a,..., @) €{l,...,d}". Per la definicié de H, vegeu (2.2.2),
d
Ho(®, V) = H,) (2,%) =D v §(f),

=1

amb U € Jp,_1. D’aqui Hy(®, ¥) € Jpyr i acabem la demostracio. O

Observacié. Sigui
o
(h)=EF)+> . [ fals,--., 50) dhsy ... dhy,, hEMN.
- JTm

Notem que la série que defineix ®(h) és absolutament convergent doncs

oQ

> nlIfall3 < +oo.
n=1 .

Assumim que existeix una successié {w”, n € N} C A tal que P —lim,_,o, ®(w") =
F,ia més, per a tot h € H, n € N, existeix una transformacié absolutament
continua T : © — Q tal que P — lim, 0o F 0T = ®(h). Si, a2 més a més,
Ff € D® i || det Tpill, < +00, Vp € (1,00), el Teorema 3.41 a [1] estableix la
segiient caracteritzacié dels punts de positivitat de la densitat de F*:

{Ply) >0} ={y:3heH:P(h)=y i DP®(h) exhaustiva}.

Assumim que la familia {F*®, € € (0, 1]} té la propietat d’aproximacié descrita abans
i és uniformement no degenerada. Aleshores, per y = E(F), p°(y) > 0. Doncs
®(0) = E(F') =y i, per a tot k € A,

DHO) B = [ () K) dulo)
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Aixi, com ¢? := det (Cov(Il( fl))) > 0, D ®(h) és exhaustiva.

3.4 Aplicacions

Objectiu

Aplicarem el resultat general que hem demostrat a la Seccié 3.3 a dos casos concrets
de solucions d’equacions diferencials estocastiques de tipus hiperbolic. Una de les
equacions és una modificacié de 'equacié estudiada al Capitol 2. L’altra va ésser
estudiada per D. Nualart i M. Sanz-Solé a [44].

3.4.1 Una equacid diferencial estocastica hiperbolica

Preliminars

Sigui T =[0,1]? i {W;, (s,t) € T} un drap brownia. Considerem

2
%ﬁ; E 1 ay(s,t) a‘;‘;”* , (3.4.1)

amb condicié inicial determinista X, = g si (s,t) € T, s-t = 0. Per més informacié

sobre aquesta equacié vegeu el Capftol 2 d’aquesta memoria, [18], i sobre tot [46],

[47) i [45].

Per la situacié particular que es dona en aquest capitol, precisarem de les hipotesis

segiients:

= a3(Xspz, 5,1) Ws,t+a4(Xs,t, s,1)

(Hol) a; : T — R, i = 1,2 sén funcions diferenciables, fitades i amb derivades
~ parcials de primer ordre fitades.
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(He2) a; : Rx T — R, i = 3,4 sén funcions lineals respecte la variable espai, és a
dir, .
ai(z, 8,t) = ain(s, )z + a2 (s,t) .
A més a més, suposem que asi, @3z, G41 1 a9 SON continues.
b p 3 b

Una solucié de (3.4.1) és un procés estocastic {X,;, (s,t) € T} que satisfa
X1 =10 +/ Yot (¥, 0) {03 (Xup, ©,0) AWy p + 0a( Xy, u,v) dudv}, (3.4.2)
Rs,t

on R,y =[0,s] x [0,8] i 7s4(u, v) és la funcié de Green estudiada a I’Apendix 2.4.

El Teorema 2.1 a [46] prova l'existéncia i unicitat d’un procés continu i adaptat
{Xs4, (s,t) € T} fitat en LP per qualsevol p > 2. A més, X,; € D™, V(s,t) € T.
Per a tot € € (0, 1], sigui

X =x0+ / Vo,t (U, v) {€ a3( X5 o u,v) AWy + a4(X; , u,v) dudv}  (3.4.3)
Rs,t

i, per a tot h € H, on H és I'espai de Cameron-Martin associat a {W¢, (s,t) € T'},
considerem

S.Z’L,t = +/ ¥s,t(u, v) {CL3(SLL’U, w,v) dhy,+ 34(53,1;7 u,v) dudv}.
Rs,t

Resultats

Provem en primer lloc que aquesta familia compleix la condicié (3.2.3).
Proposicié 3.4.1 Assumim (Hsl) i (He2). Per a tot z € T, z = (s,t), st # 0,
Stgus

[oe]

X, =EX,+ Y L(fa)

n=1
la descomposicid en caos de Wiener de la solucié (3.4.2) per z = (s,t). Aleshores,
per a tot € € (0,1], ’ ’

Xe=EX,+Y " L(fa).

n=1
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Prova. Sigui X =EX:+> o0, I(f5). Des de (3.2.2), és suficient provar E X, =
EXiE(DrXE)=e"EDrX,), n>1.
Prenent esperances en (3.4.2), (3.4.3), i per unicitat de solucié, obtenim immediata-
ment

EX,=EX:=25".
Fixem N € N, «y,..., ay € R,. Denotem per « el vector (ay,..., ay); sigui
o = (ag,-., @1, Qiy1,-.,an), N > 2, supa = oy V...V ay. La forma
particular dels coeficients a;, 7 = 3,4 i les regles del calcul de Malliavin donen les
expressions segiients per NV > 2,

N
Dé’ X, = Z as 1 (i)Y, (o) Di\’;‘l X,

i=1

4 /[ () las (1) DY Xy Wi+ a4 () DY Xy i,
sup @,z

N
DY X:=3 casa(oi)ys(es) DY X,

=1

+ /[ 92(n) e a5 (0) DY X5 Wy -+ s (5) DY X i
sup @,z

Sigui Ug (2), N > 1, la solucié de I’equaci6

U (z) =1+ / Y2(n) as1(n) UL (n)dn.

J [sup @,2]
Aleshores,
) N
EMDYX) = (3 asa(os)v:(cs) B(DE™ Xo) )UN (2),
=1
N
EDYX:) = (X cosu(o)nlen) BOYXE))UN (). (344)
=1
Per N =1,

E (Dq X2) =7.() [a3,1(a’) EXo+ a3,2(a)] Uolz (2),
E (Do X7) = e 7:(@) lasa () B XG + asp(@)] Uy (2) .-
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Aixi, B (Dy X%) = € E(Do X,), perque E X, = E XZ. Aquest fet i (3.4.4) permeten
d’acabar la demostracié usant un argument recursiu. (]

A partir d’ara treballarem amb un z € T fixat i que no pertany als eixos. Utilitzarem
la notaci6 seglient:

Ae__Xg‘—SS € _ dj € & . dj e .
Xz—-—e-———-, Xj(Z)—-EEXZ, Xj(Z)—d—ngz, ]GN.

El Corol.lari 3.2.4 aplicat a F' = X, ens diu que les derivades existeixen, aleshores
podem facilment comprovar '

X5 = [ ) (Cans) X5 + asaln)) 4, + asa(o) XiCo) a7,

+ aua(n) Xi(n)dn), (3.45)
Xi(2) = / Y2(n) (j as,1(n) X;_1(n) Wy + eaz1(n) Xj(n) dW,
+ aqi(n) X5(n) dn), Jj>2. (3.4.6)

Sigui XJ(z) = limsyo X7 (2), j > 1. Aleshores XJ(z), j > 1 satisfan les equacions
diferencials estocastiques segiients:

Xf(z) = /R 'Yz("?) ( (G3,1(77) SE"+ C53,2(77) ) de + a4 (77) Xf(’?) dn), (3-4-7)

Xj(2) = / 72(n) (ja3,1(77) Xf_l(n)de+_a4,1(n) X})(n)dn)- (3.4.8)

R,

Lema 3.4.2 Suposem que (Hyl) i (Hy2) son satisfetes. Aleshores

X:(z) ﬂ% [X?+1(z)+s fo (1-&%) X5,(2) dg], (3.4.9)

A

j € Z*, on, per conveni, X5(z) = X¢.

Al Capitol 4 (vegeu el Lema 4.3.4) demostrarem un resultat similar perd de caracter
més general, aquest és el motiu perque no es déna en aquest moment la demostracio.
Aquesta es fa utilitzant el desenvolupament de Taylor de X% en j = 0, i mitjancant
un argument resursiu. .
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A la propera proposicié comprovarem la hipotesi (3.3.11) del Teorema 3.3.3 en el
cas particular de Fe = X :

Observacié. Sabem que existeix una versié de {Xj(z), z € T} que és continua
repecte €. Des del lema previ i (327) resulta que

Xa(2)

nl

In(fa) =

?

Proposicié 3.4.3 Assumim (Hsl) 1 (Hy2). Per a tot j € Zt, k€N, p € (1,00),

<C.

sup ”m XE
kp

0<e<1

Prova. Per (3.4.9), la prova és una conseqiiéncia de demostrar els segiients fets

su%) ||X](-)(z)||k,p <C, (3.4.10)
Z€

sup sup E(|X:(z) ") <C, (3.4.11)
0<e<l zeT v

sup sup sup E(|Di X(2)[P) <C, (3.4.12)

0<e<l z€T a:sup a<z

per a tot j, kK € N, p € (1,00) i alguna constant C' positiva.

L’Observacié anterior ens diu que X J‘? (z) € H;, per qualsevol j € N. Aixd ens déna
(3.4.10).

Nosaltres sabem (vegeu [46])

sup sup E(|X;]P)<C, pe(l,00).

0<e<l €T
Aleshores, un argument estandard basat en les desigualtats de Burkholder, Holder
i Gronwall aplicat a les equacions (3.4.5) i (3.4.6) prova, recursivament, (3.4.11).
Finalment, per demostrar (3.4.12) nosaltres haurem d’escriure les equacions satis-
fetes per Dk X:(2), j € N; les podem donar utilitzant (3.4.5), (3.4.6) i les regles
del calcul de Malhavm Aleshores procedirem com a la demostracié de (3.4.11).
Aquesta estimaci6 ens permet d’emprar I'argument recurrent que necessitem. (]

Acabarem Pestudi d’aquest exemple comprovant la condicié de no degeneracié uni-
forme. Necessitem assumir les segiients hipotesis addicionals sobre els coeficients:
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(H23) lasj (s,t) —asi (s, )| < C{|s=d|+t=t|}, 1=1,2, (s,0),(s,t) € T.
(Hp4) SUDyefo,1] lasj (5,8) —ag; (&,8)| < Cls—s|, i=1,2, (5,8) €T
sup(s per 107 azi(s, 1) < C, j=1,2,
(F35) as1 (0,80 + a5a(0,8) £ 0, ££0,
(H26) a31(0, v)zo + as2(0,v) =0, Vv € (0,1]

1
1 sy (0, 1) 30+ 01 azs(0, 1) + azi (0, ) / 70,:(0, w) (a1 (0,w) B0+ @z (0, ) )dw
0
# 0,

on 9, vol dir la derivada respecte la variable s. »
La Proposicié 3.5 a [46] estableix que X,; € D™ sota (Hp1) i (Hz2), per a tot
(s,t) € T.

Proposicié 3.4.4 Sigui z = (s,t) € T, s-t # 0 fizat. Un dels segients conjunts
de condicions implica HI‘}};IIP < Ce™2, per alguna contant C positiva i cada € €
(07 1]7 p e (l’oo)
(a) (Hal), (Ha2), (H23) i (H25),
(b) (Hal), (Hs2), (H23), (Had) i (Hs6).
Prova. N’hi ha prou demostrant que la inversa de la variable aleatoria
g2 / |Do XE|? dov

té moments de qualsevol ordre. Considerem I’equacié diferencial estocdstica,

Y (@) = 7.(e) +/( | Y=(n) Yy (@) {eas1(n) dWy +ag1(n) dn}, 0<a<z.

Aleshores, D, Xt = € a3(XZ,a) Y7 (a). Conseqiientment, hem de provar

P{/ ag(Xa (a))Qdasn}s#’,

per a tot p € (1,00) i 1 < ng.
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Aix0 ha estat provat a les Proposicions 3.6 i 3.7 de Particle de C. Rovira i M. Sanz-
Solé [46]. Indiquem que encara que les hipotesis (H23) i (Ho4) en aquesta referéncia,
son mes fortes, el resultat pot ésser igualment establert. O

Les Proposicions 3.4.1, 3.4.3, 3.4.4 donen tots els ingredients necessaris per aplicar
el Teorema 3.3.3 a la familia {X¢, ¢ € (0,1]} definida en (3.4.3) amb z = (s,t) €
T, s-t#0.

3.4.2 Uha equacié d’Itd en el pla

Preliminars

Considerem el procés de Wiener unidimensional {Wsy, (s,t) € T}, T = [0,1]?, els
camps A(z) = (1), Ao(z) = () i 'equacié diferencial estocastica sobre R?

Z,=To+ / [A(Zy) d W, + Ao(Z,)dn], z€T, (3.4.13)
amb condici6 inicial zo = ({). Sigui {Z, z € T’} la soluci6 de
7 =x0+/ [ A(ZE) AW, + Ao(Z5) d),
i {¥(z), z € T} donat per
U(z) =20+ [ Ao(¥(n))dn.

R,

Resultats

Sigui z un punt fixat de 7' que no es troba sobre els eixos. L’analeg a la Proposicié
3.4.1 per la solucié de (3.4.13) pot ser provat amb els mateixos arguments degut a
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la linealitat dels coeficients A 1 Ag. Aixi,
ZE=EZ,+Y & L(fa),

onZ,=FEZ,+Y oo, I(fa) és la descomposicié en caos de Wiener del funcional
de L2, Z.. :
Sigui Z; = ECEM Seguint les idees de la prova de la Proposicié 3.4.3 obtenim

<,

P

su .
0<EIS)1 H dE:] z k

per qualssevol j € Z+, k€ N, p € (1,00).
A [44] han provat que Z eD>®i|l zlup < C, per qualsevol p € [1, c0). Considerant
els coeficients €4 en lloc de A tenim ||, o < C., p €[1,00), per alguna constant

Ce que depén de € € (0,1].
La derivada de Malliavin de Z7 satisfa I’equacié diferencial estocastica

Do 75 = A(Z5) + / EVA(ZE) Do Z dW, + VA(Z) Da Z3dn].  (3.4.14)
(a7z]

Nosaltres finalitzarem aquesta seccié comprovant HI‘ZEHP < Ce? per a tot € €
(0,1], p € (1,00) 1 alguna constant C positiva. N’hi haura prou provant

sup E(|dety7'P) <C, pe(l,00),
e€(0,1]

amb v, = 72T zz- Aquesta propietat serd conseqiiéncia del fet segiient:

sup sup P{v*y.v <} <C ()P, (3.4.15)
56(071] I'UI:I

per a tot p € (1,00) i 7 suficientment petita. Utilitzant (3.4.14) podem obtenir
" —/ () AK(Z0) & (o) A¥(Z2)dr, 1< <2,

on {&(z,r), 0 < r < z} és un procés a valors en R? ® R? solucm a l'equacié
diferencial estocastica

Ezr) =1+ | {eVA(Z) &) dWy+ VA(Z]) &(n,r)dn}.

(r2]
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Aleshores, com a l’article de D. Nualart i M. Sanz-Solé [44], la demostracié de
(3.4.15) es redueix a veure

sup sup P{/ lv; AYZE,) | do < 17} <Cp)r”

ec(0,1] lul=1

Sigui D = {4, AfA} on Ay A denota la derivada covariant de A en la direccié
de Ay. Clarament, el span de D en zo = (;) és R®. Conseqiientment, existeixen

R >0, ¢> 0 tals que \
Y (v,- Vi(y)) >, (3.4.16)
VeD

per a tot |v| =11y € Bgr(z).
Sigui S° = inf{o > 0 :supc, < |2 — To| > R} A s. Aleshores

P{/ |v; AYZ |2da<n}<p1 )+p2(77)+p3(77),

amb
Se ) Se )
sl =P{ [ Azl do<n, [ 1Al ) (@2)P do <, 5 2 ),
pi(n) = PAS* < '},
se . se '
wi) = P{ [ Az <n, [ (a3 4 (@R do 27},

oml<f<a<l

La propietat (3.4.16), elegint 3, & adequats, déna p5(n) = 0 per 7 suficientment petit.
Les desigualtats de Txebitxev, Burkholder i Hélder asseguren sup.c(y Pa(n) <
CnP4/?, El terme p5(n) es té que analitzar amb més detall. Aquest estudi ha estat
donat a [44] (pg. 15) i correspon al terme A, de la referéncia amb V = A, X, = Z¢ |
e =pn a= ——L Indiquem que el span <A(:170) AY A(a:o)) = R? implica
el compliment de Ia hlpotesi (H2) del Teorema 2.2 a [44], doncs amb la notacié de
larticle

Alw) = Aan),  ATAls0) = | / (o + 4) (1,1 7] (20).

Utilitzant totes les estimacions que hem mencionat, la demostracié es pot fer uni-
formement en ¢.
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Comportament asimptotic de la
densitat sobre la diagonal en una
equacio estocastica de la calor

4.1 Introduccid

Sigui (Q,H, P) un espai de Wiener abstracte i {F*°,¢ € (0,1]} una familia de fun-
cionals de Wiener a valors en R?. Assumim que, per a tot ¢ € (0,1], Po (F*)~! té
una densitat respecte la mesura de Lebesgue sobre R¢, denotada per p°.

Al capitol anterior hem considerat una familia particular de funcionals {F*,¢ €
[0,1]} definida a (3.1.2), i hem trobat, sota certes condicions sobre la familia, el
desenvolupament de Taylor de la densitat de F*, p°(y), en € = 0 i per y = EF".
Quan hem pres F*© com la solucié d’una equacié en derivades parcials estocastica
hem hagut d’exigir linealitat als coeficients respecte la variable espai.

En aquest capitol generalitzarem el resultat de manera que no sigui necessari exigir
aquesta condicidé. El métode desenvolupat és el mateix que el del Capitol 3.
Concretament, a la Seccié 4.2 donem un resultat sobre 1’expansié asimptotica de
densitats de funcionals generals seguint les idees desenvolupades al Capitol 3. Ara
serem capagos d’aplicar aquest resultat general a situacions que no cobria el cas del

77
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capitol anterior, per exemple, no sera necessari demanar linealitat sobre els coefi-
cients.

El proposit d’aquest capitol és obtenir el desenvolupament asimptotic, quan € | 0,
per les densitats de la segiient familia d’equacions diferencials en derivades parcials
estocastiques perturbades de tipus parabolic
€ 2 YeE

5?@@:%%@@+w@m@mhwmwwx (41.1)
(t,z) € [0,7] x [0,1], amb condicié inicial X¢(0,z) = Xo(z), i condicions frontera,
o bé Neumann (ie. 2X(t,0) = £X(t,1) = 0), o bé Dirichlet (ie. X(t0) =
X(t,1) = 0). El procés {W,, (t,z) € [0,T] x [0,1]} és un soroll blanc espai-temps
i els coeficients 0 : R —+ Rib: R — R sén funcions regulars.
Una soluci6 de (4.1.1) és un procés { X¢(¢, z), (¢t,z) € [0, T]x[0, 1]} satisfent Pequacié
d’evolucié '

x“(t5) = [ ' Gula ) Xo(y)dy

+/Ot /01 Gt_s(x,y){e a(X”'(s,y)) W (ds, dy) + b(XE(S, y)) ds dy}:
(4.1.2)

on G¢(z,y) és la soluci6 fonamental de I'equacié de la calor sobre [0, 7] x [0, 1] amb
~una de les dues condicions frontera abans citades, és a dir,

Gila,y) = (_2.}.%_1./_ nzm{eXp(_ﬁy:_Z_W)

| v(y+a:-—2n)2)}
e —_———
amb v = 1 o v = —1 per condicions frontera Neumann o Dirichlet, respectivament

(vegeu, per exemple, el curs de Saint-Flour de J.B. Walsh [55]).
V. Bally i E. Pardoux [6] han provat I'existéncia i regularitat de la densitat pf (1)
de X*(t,x), solucié de (4.1.2), per (¢,z) € (0,T] x (0,1), € € (0,1] fixats. Endemés,

la densitat és estrictament positiva per a tot y € R.

Sigui {¥x,(t, ), (¢,z) € [0,T]x[0,1]} la solucié de 'equaci6 d’evolucié determinista

U, (t, 7) :/01 Gt(w,y)Xo(y)dy%—/Ot /01 Gt_s(w,y)b(\l'xo(s,y))dsdy- (4.1.3)
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A la Secci6 4.3 aplicarem el resultat general que hem comentat al principi d’aquesta
introduccid a la demostracid del desenvolupament de Taylor de pf,(y) en € = 0 per
Y= \I]XO (t) il?) .

En la literatura classica de les difusions, aquest valor y correspon a la condicid inicial.
En aquest cas, a 'analisi del comportament asimptotic de la densitat se ’anomena
estudi asimptotic sobre la diagonal, d’aqui que conservem aquesta nocio.

4.2 Desenvolupament d’un funcional general

Objectiu

Enunciarem un resultat que generalitza el Teorema 3.3.3. Es a dir, trobarem el
desenvolupament asimptotic de les densitats d’una familia de funcionals més generals
que els del capitol anterior amb 1’objectiu de tenir un ventall més gran d’aplicacions.

Preliminars

Seran atils les eines introduides als Preliminars de les Seccions 2.2, 3.3.

A més, redefinirem la nocié de familia uniformement no degenerada. La nova
definicié va lligada a la donada a (3.3.5), si bé, aquesta nova serd de caricter més
general. Recordem que al capitol 3 treballavem amb una familia concreta i particular
de funcionals.

Definicié 4.2.1 Una familia F€, ¢ € [0,1] d’elements de D*(R?) s’anomenara
uniformement no degenerada si satisfa les dues properes condicions:

i) F°=lim.o F*, ¢s.
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(i)  sup.ep, IT7ell, < C, per qualsevol p € [1, 00).

Observacié. Si considerem una familia {F*, ¢ € [0,1]} que sigui uniformement no
degenerada podem assegurar que F'*° posseeix una densitat regular per cada ¢ € [0, 1].

Resultats

Donem 'esmentada generalitzacié del Teorema 3.3.3.

Teorema 4.2.2 Sigui {F*, ¢ € [0,1]} una familia uniformement no degenerada de
vectors aleatoris satisfent les condicions segients: '

(a) La familia {F*, € € (O,.l)} té una versid C*® respecte €. Sigui Fy = %ﬁ,
j € N. Aleshores els limits

F]p = 123)1 F,qs.

existeizen per a tot j € N,
(b) Ff pertany a D™ (R?), per a tot j €N, € € [0,1).
Aleshores la densitat p°(y) de F* té lezpansid de Taylor segiient:

N
1 )
) =" +>_ & 57 i)+ v, (4.2.1)
Jj=1 )

- on p°(y) és la densitat de F°, i per j > 1,

pJ(y) = E {]1{F0>y} Bj} )
amb
(9) X
Pj=Y Hg,.a <F°, H, (Fo, I1 Fg{,al))
£=1
Endemés, si per qualssévolj €Z* keN, pell, o),
sup || F¢|lx, < C, (42.2)

e€(0,1]

aleshores supe¢o1) (|P%11(y) |) €s finit.



4.2 Desenvolupament d’un funcional general 81

Prova. La demostracié és molt semblant a la donada al Teorema 3.3.3, per tant
exposarem tan sols els trets més destacats.

Sigui f : RY — R una funcié C* amb suport compacte i simetrica. L’aplicacid
€ €(0,1) — f(F*) és C*, q.s., i la seva expansi6 de Taylor déna
i1
31

FE) = 10+ Y E 5 )l

PN gVt
T B (L) 2

Prenent esperances i utilitzant (3.3.1) i (2.2.3) obtenim

N () k
E(f (F?) = E(f(F%) + Z & 317 B{s(r) Y H(F, T] 7))
=1
(1 — t) € & € £ et,o
+eN+1/O T B{ ) ZH(Ftl_[lFﬂt ) Jat.
(4.2.3)
Siguin
()
Z H, (FO H Foae), j=1,---,N,
(N+1)

Qi = > H, (F“ H F;j’“f).

Les condicions imposades sobre {F* e € [O, 1]} ens permeten d’assegurar que les
mesures de Radon definides per E (f(F¢)), E(f (F°)), E{f(F°) Q;},i=1,..., N,
i E{f(F*) Q%,,} tenen densitats C* fitades. Aphcant (3.3.3) a (4.2.3) tenim

pe(y) =p'(y) + Z SJ E{I{F°>y} P} +e" pRa(y),
amb P; donat a l’enunciat del teorema i

Prnly) = /01 a ]_V?N E{]l{Fef>y} H(l,...,d)( Z H, (Fst H Fsm))}

Per demostrar la fitacié uniforme s'usen els mateixos arguments que en el Teorema
3.3.3. O '
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4.3 IL’equacid de la calor estocastica

Objectiu

Aplicarem el resultat que acabem de demostrar a la solucié de ’equacié diferencial en
derivades parcials estocastica (4.1.2), coneguda com equacié estocastica de la calor.
De fet, treballarem amb una normalitzaci6 de la solucié doncs el procés solucié no
satisfara les condicions que s’han de complir per poder aplicar el teorema de la seccié
anterior. L’objectiu és previsible, provar que el procés normalitzat que considerem
si satisfa les hipotesis.

Preliminars

A més d’utilitzar els Preliminars de seccions previes, enunciarem el teorema de
Kolmogorov, molt utilitzat al llarg d’aquest seccid, aixi com al Capitol 5. Aquesta,
versié és a l'interval [0, 1] doncs és la que necessitem.

Teorema 4.3.1 (J.B. Walsh [55]) Sigui {V;,t € [0, 1]} un procés estocdstic a valors
en R. Suposem que ezisteizen constants k > 1, K > 0 iy > 0 tals que per qualssevol
s,t €[0,1],

E{Y - Y[} < Klt—s/"*.

Aleshores
(i) Y té una versié continua.

(ii) FEuisteizen constants C' ¢ U, depenent només de k 1 vy, i una varible aleatoria
Z tals que amb probabilitat 1, per qualssevol s,t € [0, 1],

9\
|t——s|)2k’

Yi—Yi| < Zjt—s["*( log

E {Z*} < COK.
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(iii) S5 E{|Y;|*} < oo per algun t, aleshores
E { sup |Y|*} < oo.
t€[0,1]

Per acabar els Preliminars donarem un resultat particular del nucli de la calor

Gt($7 y)

Gi(z,y) < % exp <-— y ;t$)2>'

Per tant, fixats z € [0,1],£ € [0,T)],1a € (1, 3),

// Gy (z,y) dsdy < C. (4.3.1)

Resultats

Considerem ara la familia {X®(¢,z), (¢,z) € [0,T] x [0,1]}, € € (0,1], definida a
(4.1.2), i suposem les condicions segiients sobre els coeficients:

(H3l) 0,0 : R — R s6n funcions C* amb derivades de primer ordre fitades i
derivades d’ordre superior amb creixement polinomial.

(Hs2) Existeix C > 0 tal que inf { |o(y)]; y € R} > C'.

Fixem ¢t € (0,T], x € (0,1). Sigui pf,(y) la densitat de X*(t,z). L’objectiu és
aplicar el Teorema 4.2.2 per obtenir un desenvolupament de Taylor en ¢ = 0 de
Piz(y) i amb y = ¥, (t,z) (vegeu (4.1.3)). Definim X°(¢t,z) = U, (¢, ).
Notem que X¢(¢, z),e € [0,1], no satisfa les condicions de la Definicié 4.2.1 perque
X°(t,z) és determinista. Nosaltres considerarem les segiients noves variables ale-
atories definides per

Xe(t,z) — Ux,(t,z)

Xe(t,z) = - , 0<e<l. (4.3.2)

~ Provarem que X°(¢, ) := lim,_y X °(t, ) existeix q.s. i que la familia X i(t,z),€ €
[0,1] compleix les hipotesis del Teorema 4.2.2. L’expansié de Taylor per pf ,(y) sera
obtinguda tenint en compte que, per y = ¥x, (¢, z),
. .

3y
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on 7 ,(y) denota la densitat de Xe(t, z).

Tot seguit introduirem una serie de notacions que usarem més endavant. Siguin
X: (t,z), X7 (t,7),5 > 1, € (0,1], les solucions de les equacions diferencials es-
tocastiques seglents:

Xi(t,z) = / / G, 9) 0 (X7 (5,9)) W (ds, dy) + € 0" (X*(s, ) Xi(s,)

x W(ds,dy) + b'(X°(s,y)) X;(s,y) dsdy}, (4.3.4)

Xj(tz) = /0 /0 Gis(,y) {0(Vxo(5,9)) W(ds, dy) + ' (Vxy(s,9))

x X{(s,y)dsdy} (4.3.5)

i,perj=>2,
X00) = Lao)+ [ [ Gedon) 60) {00800 X (5,9 Wlds, dy)
+ U(X%(s,9))X;(s,v) ds dy}, (4.3.6)

X)(t,z) = I;)_l(t,a:)—l-/o/o Gies(z,y) c; (1) (¥x,(5,9))X] (s,9) ds dy, (4.3.7)

-

on

I @tz) = /Ot/ol Gt—s(ﬂ?,y){i Z kj—1(B1 - - -5 Bk)

k=1 B1+...+Bp=i—1
B1yeeo ﬁkZl

x o®(X(s,9) [ [ X5,(s,v) W(ds, dy)
=1

J ‘ ’ k
+ 30 D B B) [eo® (X (s, ) [T X5, (5,9) Wds, dy)
k=2 ﬂé+----il;ﬁ;;>=lj =1
1resPp 2

S
+ 8000 T] 5, dsay)

=1

D (tz) = /Ot/()1 Gt;s(m,y){g Z ki—1(B1y-- -, Br)

k=1 PB1+...+Bp=i-1
B1resBp21
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x o®(Ux(s,9) [ X5,(0) Wlds,dy)+> - Y (B, )

£=1 k=2 B1+...+Bp=i
B1y--Bp =1
k
< 090 (50) ] Xh ) ds) (43.8)
=1

Els coeficients ¢;(0, .. -, k) (vegeu els Preliminars de la Seccié 3.3) i k;(64, - - -, Bk)
son definits per induccié.

Utilitzem la convencié X&(¢,z) = X¢(¢,z) i XJ(¢, ) = Ux, (¢, z).

La propera proposicié és un dels ingredients per a la comprovaci6 que Xe (t,x),e €
(0,1) satisfa la hipotesi (a) del Teorema 4.2.2

Proposicié 4.3.2 Assumim (Hsl). Ezizteiz una versié de {X¢(t,z),e € (0,1)} que

és C* respecte € i, per a tot j € N, dfge (t,x) = X5(t,x). A més a més,

q.s. — 1351 Xi(t,2) = X0(t,z), je€Lt

Prova. Primerament provarem la continuitat. Utilitzant (4.3.1), les desigualtats de
Burkholder i Hoélder, i el Lema 2.2.3, és facil comprovar

sup sup E|X°(t,z)|P < C, | (4.3.9)

0<e<l @t

per qualsevol p € (1, 00) i alguna constant C' positiva. Les desigualtats de Burkholder
i Holder, juntament amb (4.3.1) i (4.3.9), mostren

| t |
BX(t,5) — X*(t,2)P < C|¢P+ C / sup E X (s,5) — X*(s, )| ds,
0 x

per qualssevol p € (1,00), € € [0,1] i £ tals que 0 < e + ¢ < 1. Aixi, el lema tipus
Gronwall implica '
sup B |XH(t, 1) — X°(t, 2)]F < C |¢]P. (4.3.10)

z,t -

L’existéncia d’una. versié continua de {X*(¢,z),e € [0,1]} és conseqiiéncia del teo-
rema de Kolmogorov. A més,

liﬂ)l Xe(t,x) = Ux,(t, z), q.s.
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Comprovem ara la diferenciabilitat de primer ordre. Per a tot ¢ € [0,1], £ € R— {0}
tals que 0 < e+ £ <1, definim

XeHe(t, z) — X°(t, z)
: :

Per teorema del valor mig,

226) = [ [ Guoso) {o0x* S, Wi, )
te [/01 cf"(Xs(s,y) + MXH(s,y) — X°(s, y))) dA] ZE(SJ/) W (ds, dy)

1
[ [ V(X + A o) = X7 (6,9)))a| Zs,0) d
: 0
(4.3.11)
Clarament, des de (4.3.9), per qualsevol p € (1, 00) i alguna constant C positiva,

Sup - sup E|Zi(t,z)P < C. (4.3.12)
0§;<1 :1; .

Per qualsevol p € (1,00),
6 !
E|Z§(t, x) - Zg,'(t, T)P <C Z AR ()
=1

amb

Ai:sl:&f/ (t, x) —

/ Gua9) |7 (XH(s,9)) = o (X (5,0 | W (ds, ),
A (t2) = E’/ / Gis(,) s—s)[/ (XE (5:9) + MXTH(s,9)

~ X%(5,9)) )| Z(s,9) W (ds, dy)|
AR (4 ) = E’ /0 t /U 1 Gis(2,7) g[ /0 1 {a’(XE(s,y) + AXH(s, )

— X(5,y))) =o' (X7 (5,) + ANX (5,9) = X7 (s,9))) )]
X Zg(s,y) W(ds, dy)lp,

)
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A (ta) = / / Gis(3,9) / {r () + Axo)
— X%(s,p)) ) —b’(XE (5,5) + AXTH (s,) — X* (s, 1) )}d)\}
X Zg(s,y)dsdy
17500 = 8| [ [ ason) e [ o(x¢ 6+ 2x )
= X(s,y))dr] (22 w) - Z(s, )W (ds, dy)
E /O t /O G (o) [ /0 Ny (X7 (s,9) + (X (5,9)
. XE'(s,y)))dA] (Zg,’(t, x)—zg(t,a:))dsdyl”.

La hipotesi (Hsl), (4.3.10), (4.3.12) i les desigultats de Burkholder i Holder, im-
pliquen

Agval7§)5/ (t, CC) —

Z sup A””SE () <C{le—¢€'P+|¢- £|p} (4.3.13)

x,t

La resta de termes son fitats com segueix:
. .
sup AZ75 fgup ASTAE < C’/ sup E|Z(s,z) — Zg,'(s, z)Pds.  (4.3.14)
T,t z,t 0 =z ) :

Aleshores, (4.3.13), (4.3.14), el lema tipus Gronwall i el teorema de Kolmogorov
proven que X°(t,z) té una versié diferenciable. Endemés, és facil demostrar

L% —lim Z5(¢, 7) = X°(¢, z),
im £t ) = X{(t,z)

i per tant £ (¢, 1) = X§(¢,2), q.5. L’argument estindard que hem utilitzat abans
també prova que {X§(¢, ), e € [0, 1]} satisfa les condicions del criteri de continuitat

de Kolmogorov. Aix{ :
q.8. — lig)l XE(t,z) = X{(t, ).

La prova finalitza utilitzant induccié sobre ’ordre de diferenciabilitat. O

Corol.lari 4.3.3 Suposem (H31). Aleshores, per a tot j € 7™,
E{sup |X5(t,z)I} < oo.
0<e<1
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Prova. Es una conseqiiéncia immediata del teorema de Kolmogorov. O

El proper lema relaciona les derivades dels processos X*(t, z) i X°(t,2). Com ante-
riorment, per qualsevol nimero natural j, denotem X £(t,x) = M i Xe(t,z) =
Xe(t, z).

Lema 4.3.4 Assumim (Hsl). Aleshores, per qualssevol j € Z*, ¢ € (0,1),

e 1 0 ' f+1 e€
Xi(ta) = = [X0(t2) + 2 /0 (1- &%) XE, (ha)de}.  (43.5)

Prova. Ho demostrarem per induccié sobre j. Per j = 0, (4.3.15) es prova usant el

desenvolupament de Taylor de X°(¢,z) en € = 0. Suposem que (4.3.15) és satifet
per a tot 0 < k < j. Aleshores, per cada d € R— {0} amb 0 <e+4§ <1,
1

5 {X;H(t, z) — X;(t, cc)}

1
_ {6 +4 / (1— &+ Yj(i:g&)f(t z)dé — ; i - /0 (1 — &+ X;iz(t, ) df}

1 18 ‘ 12
=35 0 2(t,x) + BY’(t,z) + By’ (¢, 3),
(4.3.16)
amb
| 1 X0 (¢, ) — X3, (¢
€,0 € j-+1 J+2 » A 542 7:1:)
3 — 1 I = |
Bte) = | (- : i,
) 1 ! 1 (e+6)¢ 0
By (t,z) = A 1-&) (XJ+2 (t,7) — X2, 36)) dg .
El Corol.lari 4.3.3 i el teorema de convergencia dominada donen, q.s.
1
: ,0 : 2 3
(151_136 By (t,z) = i1 ), (€ = &) X755t ) de. (4.3.17)

Utilitzant el teorema de convergencia dominada novament, el desenvolupament de
Taylor, un canvi de variables i el teorema de Fubini, obtenim

hm BA(t,x) = —/ — &t / X a(t, ) dB dE

£ 1 ]+1 §J+2 13
‘vj—l~1/0 (m“f ]+2)X1+3( ) dE .

(4.3.18)
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Aleshores (4.3.16)-(4.3.18) proven la férmula (4.3.15) per j+1. O

Assumim (H31). Com a conseqiiéncia del Lema 4.3.4 i el Corol.lari 4.3.3 tenim, q.s.

5 N 1
X7 (t,z) = 1511%)1 Xi(t,x) = P X7t z), (4.3.19)
per qualsevol j € Z*. Aleshores (4.3.15), (4.3.19) i les equacions satisfetes per
X;i(t,z), e € [0,1], j € Z*, donades a les referéncies (4.3.4)-(4.3.7), permeten de
comprovar, com en el treball de V. Bally i E. Pardoux [6], que X'; (t,z) pertany a
D™, per cada ¢ € [0,1], j € Z™.

Assumim (H31) i (H32). A Varticle [36] A. Millet i M. Sanz-Solé han provat

sup E(|det F;(t 0 ) < C, (4.3.20)
0<e<1 ’ :

per qualsevol p € (1,00) i alguna contant C positiva. El mateix argument del
Lema 2.5 [36] prova que la variable Gaussiana i centrada X°(t,z) = X?(¢, ) satisfa
E|X?(t,z)]? > 0.

Fins ara ja hem provat que {X°(t,z),e € [0,1]} és una familia uniformement no
degenerada que compleix les condicions (a) i (b) del Teorema 4.2.2. La propera
proposicié mostra que la fitacié (4.2.2) també és satisfeta.

Proposicié 4.3.5 Assumim (H31). Aleshores, per atotj € Z*, k €N, p € (1,00),

sup Ssup ”X;(tam)”km <C.
0<e<l =zt

Prova. A causa de la igualtat (4.3.15), és suficient comprovar

~ sup sup || X;(t,7) [|kp <O, (4.3.21)
0<e<L1l 1zt .

per qualssevol j € Z*, k€ N, p € (1,00).
Per j = 0, (4.3.21) ha estat provat a [6]. Els processos {X}(¢,z), (t,z) € [0,T] x
[0,1]}, € € [0,1], § € Z™, sén solucions de les equacions d’evolucié estocastiques
(4.3.4)-(4.3.7). Usant el mateix meétode que per la demostracié de (4.3.9), provem,
per a tot j € Z™,
sup sup E(|X;(¢,z)[F) < C. (4.3.22)
0<e<l wt
La. derivada de Malliavin de qualsevol ordre dels processos { X3 (t, z), (¢, ) € [0,T] x
[0,1]}, £ € [0,1], j € Z™T, també segueixen equacions d’evolucié estocastiques. Aixi,
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el metode estandard basat en les desigualtats de Burkholder i Hélder, i el lema
tipus Gronwall pot ser aplicat per acabar la demostracié. Provarem el cas j = 1.
Utilitzant (4.3.4) i la regla de la cadena del calcul de Malliavin, obtenim

6
Derf(t; l‘) :]l(r<t){ Z ]\/[{:(7", z;t, IL’)},

=1

(r,z) € [0,T] x [0,1], amb -

Mi(r, 51,2) = Gor (3, 2){0(X(r, 2) +20'(X°(r,2)) Xi(r,2) ),

M5 (r,2,2) = / / Goy(@,) 0" (X¥(5,9)) Dy X(s,) W (ds, dy),

ME(r, ¢, 3) / / Gys(z,9) & 0" (X%(5,4)) Dr X(5,) X(5,4) W (ds, dy),
M (r, zit,7) = / / Gors(,9) £ 0 (X7(5,9)) Dy Xi(5,9) W(ds, dy).

M5(r, 231, ) = / / Gyo(3, ) B"(X¥(5,)) Dys X7(5,9) X (s, ) ddy,

Mg(r, 2, %) / / Gr-s(z,y) U'(X*(s, y))Derl(s, y) dsdy.

Aleshores, per qualsevol p € (2, 00),

t 1 p/2 6 t 1 . o/
E‘// | Dy, X (t, ) [erdz' <Cc)y E’// |ME(r, 2 t, ) [Pdr dz
0 Jo =1 0 Jo

(4.3.9) i (4.3.22) donen

/2
£(r, 2;t, ) |dr dzl <C. (4.3.23)
0<e<1  mt }
Aplicant la desigualtat de Burkholder per martingales a valors en espais de Hilbert,
la desigualtat de Holder, el resultat de V. Bally i E. Pardoux esmentat anteriorment
i (4.3.22) obtenim, per ¢ = 2,3, 5,

sup sup El/ / | M; (r, 2 t, x) |2drdz S ) (4.3.24)

0<e<l’ =zt
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1, per ©+ = 4,6,

t 1 /2
€ 2
sup E”// | M; (7, z; t, )| “dr dz
0 Jo

z,t
t s 1 p/2
< 0/ sup E‘// |DTzXf(s,y)|2drdz} ds.
0 =z 0 0

Des de (4.3.23)-(4.3.25), el lema tipus Gronwall assegura

(4.3.25)

sup sup E{/ / | Dy, X{(t, x)|*dr dz' <C,
0o Jo

0<e<l mt
per qualsevol p € (2, 0).

Per les derivades de Malliavin d’ordre superior usem induccié. O

Ara podem donar el desenvolupament de la densitat de la soluci6 de I'equacié dife-
rencial estocastica de tipus parabolic (4.1.2). En el proper teorema, fixem ¢ € (0,7,
z € (0,1), i pf,(y) denota la densitat de X°(¢,z) per ¢ € (0,1] en y = Ux, (¢, 7).

Teorema 4.3.6 Assumim (Hzl) 1 (H32). Sigui 0® = E(|X?(t,z) |?). Aleshores

N
1 1 .1
—_ I —om. N+1 ~=
pg,w(y) T {\/Z;U + E € ;] pjt+e pN+1} ) (4.3.26)

j=1
Els coeficients p; s’anul.len per j senar. Per j € {2,..., N} parell
pi=F { Lixo(t,0)>0) £ } )
amb ‘
J k 1
P=Y Z ci(B1y- -+ Br) Hipa (Xf(t, :z:),H il Xg,,. @, 37)) -
k=1 Bi1+...+Bp=j =1

Endemés, P; € @Y% Hn, i sup.cio ([B511]) és finit.

Prova. La variable aleatoria X¢(t,z) definida a (4.3.2) per € € (0,1] i X(t,z) =
X?(t,z) (vegeu (4.3.19)) satisfan les condicions del Teorema 4.2.2. Aleshores el
desenvolupament (4.3.26) segueix des de (4.2.1) i (4.3.3).
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Considerem el desenvolupament (4.2.3) amb F¢ = X¢(¢,z) i una funcié f regular
i parella. El drap brownid W té una llei simétrica. Aixi, les variables aleatories
F(Xe(t,z)) i f(X°(t,z)) tenen la mateixa llei. Llavors, els coeficients senars del
desenvolupament de Taylor sén zero.

Des de I'estructura de les equacions d’evolucié estocastiques X§(t,z), 8 € Z* (vegeu
(4.3.5) i (4.3.7)) és facil demostrar que

B
Xj(t,z) € D Ha

n=0
Aleshores, per k € {1,..., 7}, b1, -+, 0 > L amb Sy +...+ B = j, tenim

k Jtk

1
1] +—— X511t 2) € P Hn.
Be+1\®) n
=1 '6£+1 ‘ n=0

o . s - 37+1 - , . . -
Aixd implica que P; € @Y% H,. Doncs, si ¢ és una variable aleatoria Gaussiana

no degenerada i 9 pertany a @, Hn, m > 0, lavors Hx(¢,v) € @;”__Tok H, (vegeu

" Lema 3.3.4).
Aixo completa la prova del teorema. O



Capitol 5

Comportament asimptotic de la
densitat fora de la diagonal en una
equacio estocastica de la calor

5.1 Introduccid

Suposem que ens trobem en el mateix context del Capitol 4. Es a dir, sigui el procés
{X®(t,z), (t,z) € [0,T] x [0, 1]}, solucié de (4.1.1), que satisfa Pequacié d’evolucié

X4(69) = [ Gule,o) Xoo)iy

t 1
+/ / Gi—s(z,y) {aa(XE(s,y)) W (ds, dy) + b(XE(s,y)) ds dy},

v ' (5.1.1)
on Gi(z,y) és la soluci6 fonamental de l'equacié de la calor sobre [0,7] x [0, 1].
Hem denotat per pf,(y) la densitat de X°(t,z). Sota les hipotesis (H31) i (Hs2)
del capitol anterior sabem que aquesta densitat existeix, és regular i estrictament
positiva (vegeu [6]).

Sigui H l’espai de Cameron-Martin associat al drap brownida W = {W,,, (t,z) €

93
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[0,7] x [0,1]}, i

T 1
I, = [ [ theal? dt

amb hy , = aa};g ) Per a tot b € H, sigui { ¥4 (¢, x) (t,z) € [0,T] %[0, 1]} la solucié

de 'equacié d’evoluc1o determinista
q

U, (¢, 2) / Gi(z,y) Xo(y)dy

~ (5.1.2)
[ [ Gt {8 90,0+ 60 5,00}
A Tarticle [36], A. Millet i M. Sanz-Solé han trobat les estimacions de Varadhan
per aquesta mateixa densitat, p; ,(v), és a dir, han donat el comportament del limit
segiient:

lim £ log pi (4)-

En aquesta memoria nosaltres hem estudiat aquest comportament per una altra
densitat, en concret, la densitat de la solucié d’una equacié en derivades parcials
estocastica de tipus hiperbolic (vegeu Capitol 2). Al Capitol 4, generalitzant un
resultat previ, hem provat el desenvolupament de Taylor de pim(y) en € =01 quan
y = U%, (t,); fixem-nos que és agafar W (t,z) en el cas b= 0 (vegeu (5.1.2)).
Per una banda hem generalitzat el resultat de A. Millet i M. Sanz-Solé, doncs hem
donat un comportament de pf,m(y) més complet, perd per contra, ho hem fet per un
y particular i concret. El nostre actual proposit és estendre aquest resultat a qual-
sevol y € R, les estimacions de Varadhan seran aleshores un cas particular d’aquest
estudi molt més general.

Observem un moment que passa en el cas de les difusions. Si y és el valor inicial
d’una difusié d-dimensional, diem-li y = z, el terme.d’ordre zero de I’expansié és,
sense tenir en compte les constants, e7¢. Aixo és el que nosaltres hem vist al capitol
anterior. En canvi, per y # z, és de l'ordre de exp{-——}5 ~¢. Nosaltres obtindrem
el mateix comportament per la nostra familia {X*(¢,z),e € (0,1]}.

Considerem

'Xe’h(t,x) — Xe(t, o) (w+ ) — Wk (¢, )7

£
v e,h _ v0h
Sf;‘,h(t, fE) = X (t, x) Xl (ty :C) :
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e € (0,1],i X>"(t, z) una variable aleatoria que sera solucié d’una equacié diferencial
estocastica (vegeu (5.2.2)). Degut al teorema de Girsanov haurem de tractar amb
X#(t, 5)(w+2), i una strie de resultats ens portaran a treballar també amb Xeh(t, z)
i Soh(t,z). A la Seccié 5.2, sota practicament les mateixes hipotesis del capitol
anterior, provarem propietats de regularitat en € per aquestes tres families, aquests
resultats els necessitarem a la propera seccié. Entre altres coses, demostrarem que
aquestes tres variables satisfan a ¢ fixat unes equacions d’evolucié estocastiques
que donarem; que aquestes variables sén infinitament diferenciables respecte ¢; des-
criurem les seves derivades, aixi com la relacié que hi ha entre elles; i que els dos
limits segiients existeixen q.s. i també satisfan equacions d’evolucié

X0t ) = limX*"t, x),
el0

SOt (L, x) = liﬁ)lse’h(t, z).

Finalment, veurem que aquestes families i les seves derivades en € s6n uniformement
fitades respecte ¢ en les normes || - ||x,. Tot aixd, conjuntament amb condicions de
no degeneracié (X"(t,z),e € [0,1] seran variables aleatories no degenerades), sén
eines que ens serviran per poder abordar el principal objectiu d’aquesta seccié: El
desenvolupament de Taylor de pf,(y) ene=0,Vy € R.

El métode utilitzat per tractar el problema esta inspirat en els articles de R. Léandre
[28], G. Ben Arous [8], S. Watanabe [56] i el propi S. Watanabe i S. Takanobu [52].
Una primera eina basica, formulada com (H43) a la Seccié 5.3, ens assegura que

per qualsevol ¥ € R hi ha un numero finit d’elements hy,---, h,, de H tal que
\I/?g'o(t, z) = y,i = 1,--+,mg, i ||% és minima. Mitjancant una localitzacié al

voltant dels elements que assoleixen aquest minim podem dividir la densitat en dues
parts. A una li direm part evanescent de la densitat i a Ualtra part principal de la
densitat, conservant aixi la manera com R. Azencott les anomenava a [3]. Aquest
metode és portat a terme a la Seccié 5.3.

Resultats sobre grans desviacions per a la familia {X¢(¢, z),e € (0,1]}, provats per
R.B. Sowers [50] i F. Chenal i A. Millet [14], ens permeten de tractar amb la part
evanescent, és a dir, les trajectories per les quals X¢(¢,z) i \If;”fo(t, z),i=1,--+,mq,
sén distants. En realitat, veurem que el desenvolupament ve donat per la part prin-
cipal. Aquest és el motiu d’anomenar-les d’aquesta manera.

Per facilitar la lectura d’aquesta introduccié suposem que hi ha un dnic h € H
satisfent (H43) i denotem-lo per h. Per la part principal, aix6 vol dir, quan les



96 Capitol 5

trajectories son properes, el teorema de Girsanov, una normalitzacié per € i una
conseqiiencia del metode dels multiplicadors de Lagrange, redueixen el problema a,
I'estudi d’un funcional de Wiener que és producte de dues variables aleatories, una
de tipus exponencial exp{AS®"(¢, z)}, on A prové del metode dels multiplicadors de
Lagrange, i f(X°"(t,z)), on f és regular i més endavant 'aproximarem a la delta
de Dirac en el 0. Tot aix0 convenientment localitzat.

El pas segiient és obtenir els desenvolupaments usuals de Taylor de les funcions
exp{\Sh(t,z)} i f(X*"(t, z)), i ajuntar-los. Com al Capitol 3 haurem d’utilitzar
una, férmula d’integracié per parts del calcul de Malliavin per anul.lar les derivades
de f d’ordre £ > 1 i prendre en lloc de f una successié de funcions regulars f,,
que convergeixin cap a 0g0;. La principal dificultat és P’aplicacié de la férmula
d’integraci6 per parts doncs la férmula usual donada als Preliminars de la Seccié 2.2
no és util en aquest context.

Oblidem, momentaneament, l'estudi de la resta del desenvolupament asimptotic
que és el punt més delicat i vegem que passa amb els coeficients de Pexpansié.
Una vegada aplicat Taylor a les dues funcions i combinats aquests dos resultats, al
desenvolupament final hi apareixen factors com el segiient

FOXO (¢, 2)) exp{AS*"(t, )} N,

i € Z*, N una variable aleatoria que pertany a D®. Per eliminar les derivades
hem d’aplicar una mena d’integracié per parts, i en principi, nosaltres no podem
garantitzar que exp{A\S®"(t,z)} pertanyi a LP. Aleshores, sota una nova hipotesi
(vegeu (H44)) provarem directament que existeix p € (1,00) tal que exponencial
pertany a LP. Utilitzant aquest fet adaptarem la férmula classica d’integracié per
parts del calcul de Malliavin al nostre context. Amb tot el que hem comentat
nosaltres som capacos de donar el resultat segiient:

_LR2

Dig (y) = te 22 [pf,),ac + Ep,%,m -+ Ezpiz 4+ 4+ E"p;fm] + Resta,  (5.1.3)

on els coeficients seran descrits i comprovarem que els senars s’anul.len. Ara bé, de
moment, no hem controlat la resta del desenvolupament i el que pretenem es fitar-1a
uniformement. La resta de (5.1.3) provindra d’ajuntar els dos desenvolupaments de
Taylor i la funcié localitzadora al voltant de k. D’entre tots els factors que formen
la resta, el més dificil de tractar sera el que conté la resta del desenvolupament de
Taylor de exp{\S®(t,z)}, diem-1i Rs.

Amb aquest proposit abans haurem provat, utilitzant (H44) i una serie de lemes
tecnics sobre les cues de probabilitats, que existeix p € (1, 00) tal que
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sup E{exp(pAS“t(t,z))®} < oo,

on ® és la funcié localitzadora al voltant de h.
Comentem, per reflectir la problematica i sense entrar en masses detalls, que la
dificultat per tractar Rj prové del fet que nosaltres només podrem demostrar

|RS| < exp{AS%*(t,z)} NF + exp{AS*"(t,z)} N, (5.1.4)

essent Nf, Ni funcionals regulars; i obtenir un resultat similar a (5.1.4) per les
derivades de Malliavin de R; pero local, concretament sobre

{Amax(|S*" (¢, )|, |S*Mt, )|) <n},  Vn>1.

Aleshores, amb aquests condicionants, haurem de demostrar una férmula d’inte-
gracié per parts (vegeu Proposicié 5.3.8) per poder eliminar les derivades de f de
factors com el segiient B

E{fO(X*"(t,2)) N§ R @},
on i € Z*, i N§ pertany a D uniformement en ¢. Després, una vegada provada
aquesta féormula, la manera de treballar és semblant a la dels dos capitols anteriors.

La Seccié 5.3 I'hem dividit en diverses subseccions per facilitar la lectura. A Ia
primera Subseccié estudiarem la part evanescent de la densitat; a la segona realit-
zarem les estimacions exponencials de les cues de distribucions per després donar la
férmula particular d’integracié per parts; amb aquests ingredients farem 'estudi de
la part principal de la densitat a la tercera; i a la darrera Subseccié hi donarem el
resultat general aixi com una comprovaci6é de que realment les condicions que hem
imposat poden ser satisfetes. Finalment, la Seccié 5.4 és una mena d’apéndix que
conté dos resultats técnics. '

La distribucié d’aquest capitol es lleugerament diferent a la dels anteriors. Molts
preliminars han estat comentats a seccions previes. Aleshores, aqui, els Preliminars
(usuals a cada seccid) sén utilitzats per introduir-hi notacions (Secci6 5.2), o bé per
donar un esquema de treball (Seccié 5.3). Els preliminars necessaris seran donats a
mesura que vagin apareixent. La Seccié 5.4 segueix mantenint la mateixa estructura
que sempre.



