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5.2 Regularitat de la familia

Objectiu

Aquesta seccié esta dedicada a establir algunes propietats de la solucié de I'equacié
d’evoluci6 (5.1.1), aixi com introduir-hi notacions, que necessitarem a la propera
seccié. Donarem els resultats de regularitat respecte € que hem fet esment a la
introducci6.

Preliminars

Introduim algunes hipotesis sobre els coeficients i la condicié inicial:

(H41l) 0,b : R — R sén funcions de classe C*° amb derivades fitades de qualsevol
ordre més gran que 1, i Xy € C([0,1]).

(H42) Existeix C > 0 tal que inf{|o(y)|, vy € R} > C.

Observem que la primera condicié és lleugerament més forta que la hipotesi (Hs1)
del capitol anterior. Basicament és per facilitar els calculs que haurem de fer a la
Seccid 5.3.

Signi X*"(t, 7)(w) = X*(t, z) (cu + %), e € (0,1], (t,z) € [0,T] x[0,1], h € H. El
procés {X®h(t, 1), (t,z) € [0,T] x [0, 1]} satisfd 'equacié

xeta)= [ G Xowis + [ [ Gatan) {o o6 Wi a)

+ o(X*(s,9)) h(s,y)ds dy + b(X>(s,y)) ds dy},
(5.2.1)
i, per unicitat de soluci6, X*'(¢t,z) = X°(t,z) and X*"(t,z) = U (t,z), on
XOh(¢t, ) = limgjo X" (¢, ) (vegeu Proposici6 5.2.1).
A partir d’ara j denotard un enter positiu. Siguin X;’h(t,x), j>1, e€[0,1], les
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solucions de les equacions diferencials estocastiques segiients:

xita) = [ [ Gestan) {0 W s, ) + ¢ (X5H0,0)
X XTM(5,) W(ds, dy) + o'(X*(5,)) X7"(5,0) h(s,y) ds dy

+ B (X5 (s,y)) XP(s,) ds dy}
(5.2.2)
i, per j > 2,

t ol
X;’h(t,a:): I;’_hl(t,x) + /0 /0 Gi-s(z,v) {60'(X8’h(8,y)) X;’h(s,y) W (ds, dy)

o'(X5H(5,9) X§"(5,) b5, 9)dsdy + B(XH(5,9)) X7 (s,) ds dy ),
(5.2.3)
on

j—1

I;’_hl(t,a:): // Gi—s(z,y) {Z Z dj—1(B1,-- ., Br)

k=1 B+ +5k-—J 1
BlaenBp>1

xO—(’“)(XShsy) HXEhsy)W(dsdy +Z Z '(ﬂla"')ﬁk)
=1

k=2 B1+.+Br=j
51 ----- Bp>1

X [sa(k) Xh(s, 1)) IkIXgh [ (ds,dy) + hls 7y)d dy}

k
+ 08 (x(s,9) [ X5 (s,v) dsdy]},
=1

els coeficients ¢; (1, . .., Bx) 1 d;j(B1, - . ., Bx) s6n obtinguts per induccié com al capitol

anterior. En particular, quan j =2, ¢;(1,1) =1,d1(1) = 2, i per e = 0,

122600 = [ [ Gt {20088 (0:0) X (5,0) W o) + 0" (B 5,0)

X XM(s,y)? h(s,y) dsdy + b (W (s, y)) X" (s, )% ds dy}.
(5.2.4)
Usem les convencions X¢"(t,z) = X*"(t,z) i Xg"(t,z) = ¥l (t,z).
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Resultats

L’equacié (5.2.1) té una estructura molt similar a 1’equacié (5.1.1), amb un nou
terme on hi participa h. Aquest fet no porta ni cap tipus de problema ni cap tipus
de diferéncia a I’hora de treballar. Per aquesta rad alguns dels resultats trobats sobre
les trajectories de X*(¢,z) que hem provat al Capitol 4 poden ser estesos sense cap
dificultat a la solucié de (5.2.1), utilitzant els mateixos arguments.

Tot seguit enunciem una série de resultats per X*"(¢, z) i donem la referéncia en el
cas corresponent a X¢(¢,z). Les demostracions poden ser practicament calcades del
cas anterior.

Proposicié 5.2.1 Assumim (H4l). Fizats (t,z) € (0,T]x(0,1], h € H. Aleshores
ezisteir una versid de {X®"t,z), € € (0,1)} que és de classe C* respecte € i, per a
tot 3 > 1
di X
del
A més a més, per qualssevol j > 0, p € (1,00), €,&' € (0,1),

(t,2) = X7(t, ).

sup E(lX;’h(t, z) — X;”h(t, a:)|p) <Cle—¢€P.
1,z

Conseqiientment,
E { sup Xsh t :r)|”} < 00. (5.2.5)

0<e<1

Endemés,

g,h 0,h
lsli(r)lX (t,z) = X;"(t,z),

Vegeu la Proposition 4.3.2 i el Corol.lari 4.3.3.

Per a tot € € (0,1] sigui

N Xoh(t, z) — T (¢
Xoh(t,z) = (’x)g “(’x), | (5.2.6)

X&h(t, z) — \IJS‘{O (¢,z) — st’h(t, z)
g2 '

SEM(t, @) (5.2.7)

I

Notem que

Xeh(t, z) — XPM(¢, x)

SEh(t,z) = -

(5.2.8)
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Les funcions X**(t,z) i S&"(t,z) sén de classe C°°’respecte e € (0,1). El segiient
lema estableix relacions entre les derivades dels processos X®(¢,z), X*"(t,z) i
Seh(t, z). Per qualsevol j > 1 siguin

di XeM(t, 1)
ded

a7 §eh (¢, a;)

€,h _
Xt x) = =

Se h(t )

Com abans considerem les convencions Xg"(t,z) = XMt z) i So™(t,z) = Sh (¢, z).

Lema 5.2.2 Suposem (H,1). Aleshores, per qualssevol j > 0, € € (0,1),

.. 1 ' ; :
Xj»h(t, r) = ;-_—l_—l{YJH(t :c)+s/ (1— gt Xjfr:g(t, x)df}, (5.2.9)
§5°69) = iy NhE Ty -6 K &
7 G+ (G+2) 7 (G+1) Jo AR '
(5.2.10)
Vegeu el Lema 4.3.4.
Clarament, (5.2.5), (5.2.9) i (5.2.10) impliquen, per qualsevol j > 0,
. 1
' 1

Pel teorema del valor mig, hom pot comprovar facilment que els processos {X' eh(t, 1),
(t,z) € [0,T] x [0,1]}, {S=(t,z); (¢,z) € [0,T] x [0,1]} donats a (5.2.6) i (5.2.7),
respectivement, satisfan les equacions segiients:

1063) = [ [ Grton) o065, Wlds, ) + [ [ Gt

X {805(s,y)X6’h(s,y) h(s,y) + b (s,y) XoN(s,y }ds dy, (5.2.13)

S (L) = / / Groalmy) 00°(5,9) X(5,3) W (ds, d) / / Gra(,9)
x {0 (W (5,9)) 5(5,9) h(s,v) + 00%(s,) X(s, )" h(s,9)
+ b’(\ﬂﬁo(s,y)) S (s, y) + 0*°(s,y) )A(E’h(s,y)Q}dsdy? (5.2.14)
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1 1
ainb 00°(5,1) = | (W (504X, 9) W (50)) 40, " (s,9) = [
0 . 0

/ dv o” (\I/'}\O (5,9) +o(X"(s,y) — T (s, y))) i una similar definici6 per 8b°(s, y),

0
%b°(s,y), respectivement.
Des de (5.2.12), (5.2.3) i (5.2.4) podem veure que S%(¢, z) satisfa

st = [ t / Grealey) o (W (5,) X0(5,) W(ds, dy)
+ t / Gan) {0 (¥ (5,0)) S%4(5,9) hs,1)
5 0" (Ph(5,0)) X4 5,9)* o) + ¥ (W (59)) 5(s,9)

1
2
1 N
+ 3 b" (‘I’?co(s,y)) XPM(s, y)2}d5 dy.

(5.2.15)
Assumim (Hyl). Aleshores els arguments tipics i estandards desenvolupats, per
exemple, a [6] impliquen que per qualsevol (t,z) € (0,T] x (0,1) fixat, X7 Mt ),
S;’h(t, z) pertanyen a D™, per qualsevol j > 0. A més a més, per qualssevol j €
Z+7 ke N7 pE< (071);

sup sup ||)A{;’h(t,x)||k,p < C,
0<e<l tx )
sup sup ||S;’h(t,:z;)||k,p < C. (5.2.16)

0<e<l tx
Si afegim la hipotesi (H42), aleshores

sup E(|det I';

P
0<e<l vah(t,z)l ) <C, p € (1,00),

i X} o” (t,z) és una variable aleatoria Gaussiana no degenerada. Per la demostracié
s’utilitzen les mateixes idees que a Particle de A. Millet i M. Sanz-Solé [36].
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5.3 Estudi del comportament de la densitat

Objectin

El proposit d’aquesta seccié es demostrar el desenvolupament asimptotic de p§ (),
densitat de X¢(¢, ), per a tot y € R diferent al del capitol anterior; i per aconseguir
aix0 haurem d’introduir dos noves hipotesis (vegeu (H43), (Hq4)).

En un primer apartat estudiarem la part evanescent de la densitat (Subseccié 5.3.1)
i tal com diu la paraula observarem que l’altra part és la que té tot el pes del desen-
volupament. A continuacié, usant una serie de lemes previs, establirem la férmula
d’integracié per parts del calcul de Malliavin readaptada al nostre cas particular
(Subseccié 5.3.2). La Subseccié 5.3.3 la dedicarem a la part principal de la densitat
~que tal com hem comentat ens donara el desenvoluapment asimptotic. Finalment,
a la Subseccid 5.3.4, s’enuncia el resultat principal i la constatacié de les hipotesis.

Preliminars

En aquesta secci6 considerem un punt (¢,z) € (0,7] x (0,1] fixat, y € R, y #
%, (¢, ).

Com a larticle [56], nosaltres emprarem una localitzacié basada en una hipotesi
addicional (vegeu (H43) més avall).

Sigui K, = {h € # : ¥ (¢,z) = y} i K™ el conjunt de h’s que pertanyen a K, i
minimitzen la norma H. La Proposicié 1.4 [36] ens assegura que sota (Hy1) i (H,2)
Kgrjnin # @ .

Introduim aquesta condicié addicional.

(H43) El conjunt K™* és finit.

Sigui K™ = {hy, ..., hpolia=[hil% i=1,...,np.
Considerem una familia {¢,, p € (0,1]} de funcions C* sobre R, creixent amb p,
tal que supy <1 [|9plloo < 1,1

_J 0 sifg]>p
¢"($)_{1 si Jz| < L.
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Fixat 8 € (2,00) definim, per tot p € (0,1], € > 0,

Xos(6:0) = D Bp(IX5@) ~ W4 a0 rnony )
=1

Aleshores, utilitzant aquesta definicié, podem dividir la densitat en dues parts
Pia(y) = B8y (X°(t,2)) ) = pfa(y) +pi2(), (5.3.1)
amb ‘
pi2) = B{ (1~ xo(e.)) 51y (X*(1.2) },
pia) = B {xp(e,0) 01y (X°(1,2)) }. |

Com hem comentat abans, anomenem a p‘ii (y) part evanescent de la densitat, i a
pfg (y) part principal (vegeu (3]).

Denotem per B?(z, p) la bola oberta de LP([0, T] x [0, 1]) centrada en z, amb radi p.

Sota (H42) existeix py > 0 tal que per qualsevol p € (0, po) les boles BA (‘IJ’)?'O, p), 1=

1,...,ng, s6n disjuntes dos a dos.

Resultats

5.3.1 La part evanescent de la densitat

L’objectiu és estudiar pi; (y).

Proposicié 5.3.1 Assumim (Hyl)-(H3). Per cada p € (0, po) ezisteiz una con-
stant C > 0 tal que ‘

pin() = B{ (1= xpp(e,0) ) 6y (X*(1,2) } = O (exp { - 52—2 (a+0)}), (5.32)

quan € 4 0.
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Prova. Sigui p/ > 01V = (1 — x,4(c,w)) ¢p(X(t,z) —y). La férmula d’integraci6
per parts (2.2.3) i la propietat local de la integral de Skorohod donen

0< B{ (1= %56, 0)) g (X*(t,7)) }
= B{W iy (X°(t,2)) |
=F {1{X€(t’“’>>y} h (Xg(t’ @), ‘1’) Lxeeryo, ol 991 {|Xs<t,m>-y15p'}} '
Sigui I'xe(t) la matriu de Malliavin de X*(t,z). L’estimacié (4.3.20) implica
T, <Ce™?,  p>1. (5.3.3)

Per altra banda, per la desigualtat de Holder i la fitacié LP de la integral de Skorohod
(3.3.2),

E{(1-xs(e:0)) b (X°(,2)) } < TP 13"

1 1 _ :
amb;"l“a——l,l

2
Ty = |Hi(X*(t,2), O < C [Txeqqllt 1X°(¢ ) 1205,

T,=P{X°e ﬁ (B2, B)), 1x°(t2) -l <},
1=1

onr,s,s a,bidsén numeros reals positius més grans que 1.
Les fitacions (4.3.21) i (5.3.3) ens asseguren Ty < C £72%, per algun a > 0. Con-
seqiientment, prenent p — 1,

limgup e?log E ((1 — Xp,8(6,w)) O3 (X°(2, :v)))

no c
< limsup 621OgP{X€ € ﬂ (B'B(\Ilgg'o, §)> , | XE(t,z) —y| < p’}.
o oelo i=1

(5.3.4)

Sigui ¢} € C([0,T] x [0,1]), s =1,...,m0, 7,0 > 0iy € R El conjunt {p €
C([0, T x[0,1]) : o € N2, (BP(h, 7)) le(t,z) —y| < p'} és tancat en la topologia
de la norma uniforme. A més a més, el principi de grans desviacions per a la familia
{X®, € € (0,1]} establert a [14] (vegeu també [50]), mostra que la part dreta de la
desigualtat (5.3.4) és fitada per ‘

—int {2 BB he W, W € () (B, D)), 19k, (h2) — vl < ).

=1
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Existeix p' > 0 tal que aquesta darrera quantitat és estrictament fitada per —5 a.
Per demostrar aquesta afirmacié, suposem el contrari. Per tant podrem elegir p' =

, h™ € H satisfent
n 1
<WEFMW@M—0|%m@ e

i limsup, ||h"||3, < a. Aquesta darrera desigualtat assegura lexisténcia d’una sub-
successié {h™, h > 1} de {h"™, n > 1} la qual convergeix feblement a algun h € H,
i satisfa ||%]]3, < a. Usant la propietat de continuitat de I'esquelet provada a [14],
\If’}(() (t,x)=y i '

T, € ﬂ (e, D) (5.3.5)

Aixi, per (Hy3), h € K;“i“ ih=h;peralguni=1,...,n. Aixd porta a contradiccié
amb (5.3.5). D’aqui

1
limsup &2 logE<(l — Xp,8(&,w)) Iy (XE(2, a:))) <-3a,
€0

provant (5.3.2). O

5.3.2 Una férmula d’integracié per parts

Aquesta subseccio esta essencialment dedicada a donar els ingredients necessaris per
la féormula d’integracié per parts, aixi com la seva demostracid, que necessitarem des-
prés per analitzar la part principal de la densitat.

Sense perdua de generalitat assumirem que K min estd, format per un sol element. A
partir d’ara denotarem per h aquest element. ) )

Considerem la transformacié de I'espai de Wiener definida per T5"(w) = w + £; el
teorema de Cameron-Martin-Girsanov, el Lema 5.4.4 i 'identitat (5.2.8) impliquen

pi2w) = B{dale0) 0y (X09) ) = 2 exp (- 55 18I2)

_ | (5.3.6)
X E‘{ exp (5\ Seh (¢, as)) XE,,@ (5, w—+ %) 010} (XE’E(t, m)) }7
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on X7 5(e,w) = ¢p<||XE - \If’}(ol|§ﬂ([0,T]x[o’1])) i A = A", essent \" definida al Lema
5.4.4.

Imaginem que tenim els desenvolupaments de Taylor de la funcié exponencial que
surt a (5.3.6) i de f(X*"(t,z)), on f és C*, simétrica i amb suport compacte (aquest
serd un dels passos que farem més endavant). Aleshores necessitarem una especie
de férmula d’integracié per parts del calcul de Malliavin per poder eliminar les
derivades de la funcié f.

Tot seguit donem els ingredients per obtenir aquesta férmula particular. En els
propers Lemes 5.3.2, 5.3.2, 5.3.4 i la Proposici6 5.3.5, h és un element arbitrari de H.
Encara que nosaltres assumim (H41) per obtenir aquests resultats, les demostracions
també poden ser provades sota condicions més febles. Per a tot 8 € (1,00), € €
(0,1}, p€(0,1],1 h € H, sigui

By A ho()26
AEBp — {HXg - ‘I’X(,“Lw([o,T]x[O,l]) < p}-

Lema 5.3.2 Assumim (Hyl). Ezisteizen ro,C > 0 tals que, per a tot r > o,
2

P{Ile"’l!oo >r}<exp ( - %) | (5.3.7)
Oiligl P{”Xs,h“oo > As,ﬂ,p} < exp ( - T—;), o (5.3.8)

per cada (§ € (3,00), p € (0,1].

Prova. Utilizant‘ el lema de Gronwall es pot comprovar facilment que

sup sup [U% (t,2)]<C. (5.3.9)
0<t<T 0<a<1

Conseqiientment,
lo(¥x,)loo < C. (5.3.10)

Considerem I'equaci6 satisfeta per {X{"*(¢,2), (t,2) € [0,T]x[0,1]} (vegeu (5.2.2)).
La desigualtat de Schwarz implica

1060 < 0| [ [ Gt ot s, Was, d)| + -+ 1018

17
1 0.4 2 }
X sup |X;"(s,y)|[°ds ¢.
/0 — X))
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Aleshores, usant el lema de Gronwall, obtenim

sup sup |XPM(t, )]
0<t<T 0<z<1

< C swp suwp | / / Grosle,y) o (W, (5,9)) W (ds, dy).

0<t<T 0<a<1

Per tant, el Lema 5.4.3 1 (5.3.10) ens asseguren
: | r
PO >y < P{IL [ G o) W, )l > 5.

// (Tl (sy) dsdngT}

< e (- 5)’

per r suficientment gran. Aixo prova (5.3.7).

La demostracié de (5.3.8) és molt semblant. De nou, considerant 'equacié satisfeta
per {X®(t,z), (¢,z) € [0,T] x [0,1]}, un argument basat en el lema de Gronwall
déna,

X < C | / / G _a(%,4) o(XM(s,4)) W (ds, dy)]|oo.

La propieta Lipschitz de ¢ i (5.3.10) impliquen que, sobre el conjunt A%,

T p1 -
| [ et pPasay < ,
0 0

pe alguna constant R positiva que no depeén de 0.
Aixi, el Lema 5.4.3 aplicat a 7(s,y) = o(X®"(s,y)) déna (5.3.8). O

Lema 5.3.3 Suposem (Hyl). Per qualssevol p € (0,1], 8 € (3,00), ezisteizen 1y, C,
no depenent de p, tals que, per cada r > 1y,

2
sup P{ X" — X0 o > r, ASPP} < exp ( — ;7’1_/E C).

0<e<1
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Prova. Recordem que (X*" — X{™)(t,7) = ¢ So*(t, ), on {So"(t,z), (t,z) €
[0,T] x [0,1]} satisfa (5.2.14). Més exactament, tenim

G- xtaa) = [ [ Guan) 00 (s,0) (X W) o,0) Wias,
[ [ o {7 W) o) + (0 ()
x (X =X)6,0) + (0% (s,9) hlsyy) +6°6(s,9)
X XM(s,y) (X — W) (s,9) | dsdy.
Aixi,
(R XD, 2)P
< A [ [ Gueslon) 007 Gs0) (x4 = ) 5,0) Wlas )
; / oo S | X s 0 ds

0<z<1

¢l , ’
b [ ] Gen) (X )? (05~ W) () dsdy .
(5.3.11)
Sigui o € (1, 2) satisfent L + % = 1. La desigunaltat de Holder ens mostra

/0 / G2 (z,y) (XoM(s,0))? (X — W) (5,7))%ds dy

A t pl ) e
1M [ [ Gtmwdsdy) " 1X 0 ooy

%2" ([0,7]x[0,1])"

IN

< C|IXME, l1xeh — T,

Substituint aquesta estimacié a (5.3.11) i utilitzant el lema de Gronwall obtenim
P{|IX%" = XMoo > 1, AP} <1+ pa,

amb
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pr=P {||Xo0 > 11, A7}

=P {H/ / Goo.(4,9) 00 (s, ) (X = W) (5,3) W(ds, dy)||_

1
> — — 7 A 7ﬂ79}
02 T1p* |
onry=arp % amb & —a > 0. Aleshores, la demostracié del lema ﬁnahtza com
a conseqiiéncia dels Lemes 5.3.215.4.3. g

Lema 5.3.4 Assumim (H41). Per qualssevol p € (0,1}, § € (3,00), ezisteizen
ro, C, no depenent de p, tals que, per a tot r > 1y

sup P{ |Se? — ¥ > 1, Ag’ﬂ"’} < exp (— Tl C’). (5.3.12)

0<e<1 p%

Prova. Des de (5.2.14) i (5.2.15) tenim que el procés {(S=" — SO) (¢, 1), (t,2) €
[0,T] x [0,1]} satisfa equacié.

(5= 59)62) = [ [ oo 0) (oW ) hlov0) + 8 (B o))

4
% (Se,h_SO,h)(b’? y)dsdy + Z )I%(tv l‘),
=1
(5.3.13)
amb

Ti(t,2) / / Gy o(2,9) o' (Wl (5, 9)) (RSP — XO)(s,) W (ds, dy),
Tyt 7) = / / Gons(z,9) 820 (5, ) K°M(5, ) (X — W, )(5,) W (ds,dy),

Tt0) = [ [ Gealo) bo) (307, (F4(6,00)* = § o"(8h 50
x (X7"(s,)) )dsdy, |

Tut5) = [ [ Gucalos) (0B 0) (K40, = 5 V' (W (5)
X (Xf’h(syy))"’) dsdy. |
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Per qualssevol r,7;, ¢ = 1,2, 3, nimeros reals positius, § € (3,00), p € (0, 1], sigui

’ 4
P{[|5%" = 8%|oo >, AP} <y " gl (5.3.14)
1=1

on

@@ = P{5" ="l > 1, A% X — XMoo < 11, [ XMoo < 7,
1X7" oo < 73},

¢ = P{|X =5 > 11, A7},

¢ = P{IXo0 > ra, 477},

@ = P{IX o > 13}
El Lema 5.3.2 déna Pexisténcia de 9, C1 > 0 tals que, per qualssevol ro,73 > 1y, p €
(0,1],
p p 2 3
g5 +qy < exp ( — U> + exp ( — —) (5.3.15)

Pel Lema 5.3.3, per qualsevol p € (0,1] fixada, existeixen 7y, Cy, > 0 tals que, per
cada r > 7y,

2
p _
¢ < §Xp( I CZ). (5.3.16)
Utilitzant (5.3.13) i els arguments estandards basats en el lema de Gronwall obtenim
4
155" = 5o < C D |1 Tillco- (53.17)
2=1

El proper propdsit és donar fitacions per ||T;||c, % = 3, 4, sobre el conjunt

A, = AP O [||XP — XMoo < 11, [ XMoo < iy X9 o < s} . (5.3.18)

T1T27T3 = Pt

Notem que

Tt = [ [ Gedni)blo ) {000 (50) (X~ W) 5,0) 875,00

1 e e
+ 5 0" (W, (5,9)) X (5, 9) (X" = X2 (5,9)

1 &
5 0" (W (5,9)) XD (s,) (R = XD (5,9) Jds dy,
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X 1 u v
amb 8% o°(s,y) = / du / dv / dw 0" (% (s,y) + w(X" — T ) (s,9)).
0 0 0 :

Aleshores, clarament, sobre AZ5:#
1 T3le0 < C(pil“ﬂ' ry +7ira + rlrs)- (5.3.19)

La mateixa fitacié existeix per a ||T4||oo.
Aixi, (5.3.17)-(5.3.19) impliquen, sobre el conjunt A%%%

155" — 5% < O(p% 75 + 7172+ 1175 + [ Tilloo + ”T2”oo)- (5.3.20)

Siguin a; € (0,00), i = 1,2,3, tals que Cy := £ — aa — \/a1a3 — \/d1az > 0, on
C és la constant positiva que apareix a la banda dreta de la desigualtat (5.3.20).
Aleshores, siguin :

= (ar PO

ro = (agr p~/2)1/2) (5.3.21)

r3 = (113 prl/z’a)lﬂ.

Clarament, v
@ < qf + abs,
amb

1 .
gt = P{||T1]|oc > 3 Cor, ASPr

717273 b
1
iz = P{||T2f|o0 > 3 Cor, A0 }.

El Lema 5.4.3 aplicat al procés 7(s,y) = o' (Tl (s,9)) (X" — X?™)(s,y) ens diu
que existeixen contants K, Ky positives tals que,

2 2
r G ) (5.3.22)

P —_— 0

sempre que ;- > K.
Andlogament, el mateix lema aplicat a 7(s,y) = 0%0°(s,y) Xo"(s,y) (Xoh —
\Iff’Yo)(s, y), assegura l’existéncia de constants K, K positives tals que

3 r2 Cg
T 77

47, < exp ( K2>, (5.3.23)
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per ;;p%/ﬁ > K;.

Substituint els valors de r;, 4 = 1,2, 3, donats a (5.3.21) a les desigualtats (5.3.15),
(5.3.16), (5.3.22) 1 (5.3.23) i, tenint en compte la desigualtat (5.3.14), acabem la
prova d’aquest lema. g

Proposicié 5.3.5 Suposem (Hyl). Per qualssevol p > 0, § € (6,00), emisteir
p1 = pi(p) € (0,1] tal que

h
g,h _ QO0h h g
0221 E’{ exp (p [(S S )(t,x)l) Xpu, (e, w+ 5)} <+ 00.

Prova. Fixem p > 0, 8 > 6. Siguin 7y, C tals que (5.3.12) és satisfeta per a tot

r > r9; aleshores elegim p; € (0, 1] tal que p < -%-. Clarament
91

h
Xﬂlﬂ(€w+ )~ As%pl

El teorema de Fubini i ’elecci6 de p; 1mp11quen

E{ exp (p | (8" - S’O’h) (t,z) I) Xh 4 (e,a) + g)}
< Blexp (p] (5% =) (60) 1)1, }

j5#h— 5% (1)
< e 4 E{( / pepydy) 1. gm}

To

© ()
SC+p/e £ dy < +4o00. O

To

La proposicié prévia és un dels ingredients utilitzats a la de demostracié de la férmula
d’integracion per parts adaptada al nostre problema (Proposicié 5.3.8). L’ingredient
addicional, establert a la Proposmlo 5.3.6, necessita una nova hipotesi (vegeu (Hy4)
més avall).

La variable aleatoria S%*(¢,z) només té components als caos de Wiener d’ordre
0 i 2. Doncs, des de (5.2.15) hom pot comprovar facilment que la derivada de
Malliavin de segon ordre és determinista i, a més a més, E(D S%(t,z)) = 0. Sigui
Y(t,z) = A" S%(t,z), h € K™, on A" és definida al Lema 5.4.4. Aleshores

Vita) = B0 + [ ) () (2) W, ) Wi, )
o (5.3.24)
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amb fr((t,z);-) € LZ(([O,t] % [0,1])?). Aixi, el nucli f2((¢, z); ) defineix un operador
de Hilbert-Schmidt A(t, z) sobre H = L*([0,¢] x [0,1]). Denotem per {uf, &k > 1}
la. successié de valors propis de 'operador. Llavors

Z(t, ) =Y (t,z) - )= & ® &,
k=1

essent {&} una base ortonormal i completa del primer caos de Wiener.
Seguint la Proposicié 8.4 del llibre de J. Neveu [39] tenim que, per a tot ¢ > 0
complint 20 max; pf <1, es compleix

1
2

E(e"z(t’m)) = (dety (1 - 20 At x))) < 00,

on det, denota el determinat de Carleman-Fredholm.
Amb aquest fet es logic introduir la condicié segiient:

(Hy4) 2 max, pf <1, per qualsevol b € K™".

Aix0 ens permet de donar el proxim resultat.

Proposicié 5.3.6 Assumim (Hyl), (Hs2) i (Hq4). Per qualsevol h € K™ eristeix
p € (1,00) tal que ‘

E(exp( p A" SOh(t, 7)) ) < 4o0.

Les Proposicions 5.3.5, 5.3.6 i la desigualtat de Holder impliquen

Proposicié 5.3.7 Assumim (Hyl), (H42) i (Hyd). Per qualsevol h € K™ exis-
- teizen p € (1,00) i p € (0,1] tals que, per qualsevol B € (6, 00),

Oiggl E(exp(p)\h SEh(t, ) Xpﬂ(e w+ h)) < 4o0.

El desenvolupament de Taylor de p;2(y) recau sobre la particular formula d’inte-
graci6 per parts establerta a les properes dues proposicions.

Sigui E un espai polones. Una familia {U* 1 € I} de vectors aleatoris a valors en
E indexada per I C R es dird uniformement fitada en D™ (E) si, per qualssevol
€ (1>OO)) k > 1, sup; “Uz“;ﬂ,k < CPJC' ‘
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Per qualsevol n € N, sigui ¢n(z) € C§° una funcié satisfent ||, < 1,

1, silz|<n,

pn(2) = { 0, silz]>ntl, (5.3.25)

i sup 1 |0k [loo < C.

Siguin {G",n € [0,1]}, {F*¢, ¢ € [0, 1]} dues families de variables aleatories uniforme-
ment fitades en ID*°. Nosaltres també assumim supg.<; [[T'z¢ll, < Cp, per qualsevol
p € (1,00). Considerem una familia {L°,e € (0, 1]} de variables aleatories. Fixem
h € K™ i A donada al Lema 5.4.4, sigui B, = {\" max(|S"(t,z)|, |S*(t,z)]) <
n}. Suposem les propietats segiients:

(i) Per qualsevol n > 1, (L® ¢,(A"S®(t,z)) 0n(A2S%A(2, 2))) € D™.
(ii) Per a tot € € (0,1],
|Lf] < exp(\"S%(t,x)) S’l-i-exp()\hSe’h(t, z)) Lg o, (5.3.26)
on {Lj;,€ € (0,1]}, i = 1,2, estan uniformement fitades en D*.
(iii) Sobre cada conjunt B, n > 1,
|D*Lf| < exp(MS™M(t,3)) Li, +exp(\'S™"(t,z)) L§, + L3, (5.3.27)

amb {Lj ;e € (0,1]}, ¢ = 1,2,3, uniformement fitades en D> (L*(([0,T] x

[0,1])%)).

La condicié (i) implica LF € Df2, amb successi6 localitzadora B,,.
Siguin

ome = G LF xh (e, w+ L),
Oy = Feme, (5.3.28)
e = Oym’ §(||[DFE||-*DFY) — ( DOY™*, |DF||=2DF* ),

n,¢ € [0,1],e € (0,1],k > 1,08 € (6,00),h € H. Notem que com D és un operador
local, ©5™%” k> 1, esta ben definit.
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Proposicié 5.3.8 Assumim (Hyl), (Hs2) i (Hed). Sigui f € C°(R). Emisteix
p € (0,1] tal que, per qualssevol enter k > 1, 1,{ € [0,1], € € (0,1], h € K™,

B {f®(F) G L g, + 1)} = B (F(FO)OF" ). (5.3.20)

Endemés,
sup “@z,n,c,pul < 00.

0<n,e<1
0<e<1

Prova. Sigui
A, =E { FO(F) G LF ¥l 56,0+ -g) Ou(NESER (L, 7)) @u(NESON(2, a;))}.

Assumim que, per qualssevol n € N, ¢, 7 € [0,1], € € (0, 1] podem provar I’existéncia
de p € (0, 1] i una variable aleatoria @Z:’]f”’ € L*(Q) tals que 4, = F(f(F¢) @Z”Z’C”’),
sup, » ¢ 1957*|l1 < 00 i L' — limy 00 @2”’,’1’4”’ = O™ uniformement en ¢,7, (.
Aleshores (5.3.29) haura estat demostrat.

Doncs, clarament

lim E ( F(F9) @;’gf’ﬂ) - ( F(FS) @;v"’@f’).

n—00

La funcié x* 5(e,w + k) satisfa

. (5.3.30
o”iﬂ([o,:r']x[o,u)sp} ( )

h
1 < xXto(e,w+=) <1
{”XE’h—\I"}Ifo”/zﬁ([o,TIx[o,ll)S%} - X”’ﬂ( ’ 5) = Hlixen—vh

Conseqiientment, la variable aleatdria e pertany a L1 (€2). Doncs, siguin p €
(1,00), 2p € (0, 1], satisfent les conclussions de les Proposicions 5.3.6, 5.3.7, %—{—é =1.
Aleshores, per (5.3.30), la desigualtat de Holder i (5.3.26)

} : i/p
B 52| < [IG" Ly llo{ B (exp( p X' 5°4(2,2))) }
i/p
+ 1167 Zigle {B(exp(p 3 590(,2)) i pler + ) 1 < oo

Aixi, per convergéncia dominada

lim 4, = B {{O(F) 67 1 Xigle,w+ D).

n—0o0
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Anem, doncs, a trobar p € (0, 1] i la variable aleatoria que hem comentat al principi
de la prova.
Sigui

- h

B0 = 1 L7 gl 0+ D)pu NS 1, 2)) (NS 1 ).

Notem que \f/f;”f” € D™; aleshores la classica formula d’integracié per parts del calcul
de Malliavin (2.2.3) implica :

Ay =B (f(F)H(FS, 557)),
amb Hy,(F¢, U£m#) definit recurrentment com a (2.2.2) :
Hy(F6,05m%) = 6(T7™(|DF¢|7*DF?),
Hy(FS,05™P) = Hy(FS, Hp_q(FS, U5™)), k> 2.
La propietat del calcul estocastic anticipatiu (2.2.1) ens diu
Hy(FS, Hyy(FS, U50)) = Hi-y(F6, U5™) §(| DFF||">DF)
— ( DHy_y(FS,Uem), |DFS||-2DF¢ ), k> 2.
Definim
GEZZ’C”’ — \j,;,n,p’
Oune? = OFTir §(|DF|T°DF) - ( DO || DF||*DF ),

per qualsevol k£ > 1.
Clarament, per la propietat local de ’operador derivada D,

@2’;';4’” = @2”“?”’ , sobre By, per qualsevol k£ > 0.

Nosaltres volem provar els fets segilents. Existeix p € (0,1] tal que, per qualsevol
k > 0, existeix py € (1,00) amb :

sup 1©%me" — €™l —0, (5.3.31)

sup (|0757]|,, < C. (5.3.32)

E7n7<7n
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Aquest dos resultats sén suficients per finalitzar la demostracié.
Comprovem (5.3.31) i (5.3.32) usant inducci6 sobre k. Sigui k = 0, llavors

Tem = B = By, = [[(F57 = 50) gy,

Fixem p > 1i p € (0 1] satisfent les Proposicions 5.3.6, 5.3.7. Siguin pg, q1,go,q3 > 1
tals que _- + —I— —= =1, pg g2 = p. Aleshores, la desigualtat de Hélder, (5.3.30),

les Propos1<:1ons 5.3 6 5.3.7 1 (5.3.26) impliquen

Temm < <HG"’7 LE 1||p0q1 {E(exp( Mopo g S (t, ) o + [|G" Lg 0,2llpoas

™
{E<GYP( A po gz SEM(t, )Xk, 5(6,w + = )}pm) =

Per tant

sup I;"""™ — 0.

&M n—roo

La fitacié uniforme (5.3.32) segueix des de (5.3.26), la desigualtat de Holder, (5.3.30),
les Proposicions 5.3.6, 5.3.7 i el fet que @, i les seves derivades sén fitades.

Per simplificar la presentacié donarem els arguments precisos que ens permeten
comprovar (5.3.31), (5.3.32) en el cas k = 1 i un sketch del cas general.

Tenim

“@i:Z,C;P _ @iﬂl;(y/’”g — ” (6677’7C P e iﬂhC P ]ch Z T577I C:

=1

on

7" = B [T — ¥em) §(|DFC| > DF)p,
T = E L xl e, w + 1) (DG, || DFS||=2 DFC)(1 — 0 ('S0 (t, z)) |

X pa( NS (t, 2))) P,
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TE"m = B |G xhg(e,w + 2) (DLF, [DFE2 DFC) (1 - gu(APS4(t,z))
X o (APSOM(E, )P,
TEm = B |G7 LF (DXl (e, w +2), | DFE|| > DFY) (1 - g, (S (t,2))
X pa(APSOR(E, 2))) P,
Te™" = B |G L xpgle,w + 2) @u(N'SH(t,2))pn(N*SPA(2, 7))
| X (A" DSt ), |[DFC||™2 DF¢) x 1gg|P,
T = B (G7 L xhple,w +2) ea(NoS™(t,2) g (WS (1, )

x (A" DSO(¢, ), ||DF¢||~2 DF*) X lpe

p1

Elegim py,q > 1 amb p; ¢ = py. Llavors, la desigualtat de Holder ens déna

€,10,657 < ~5:7]»P — ~E>777P P1

g};ng < C il;};”‘l’n v “po,:,j 0.
Fixem p > 11 2p € (0, 1] satisfent les Proposicions 5.3.6, 5.3.7. Siguin p1, q1, ¢2, g3 >
1 tals que (—11; + -q—lz— + qla =1, p1 @1 = p. Aleshores, (5.3.26), (5.3.27), la desigualtat de
Holder, (5.3.30) i les Proposicions 5.3.6, 5.3.7 impliquen

sup T < O (P(BS)s,  i=2,---,6.

&n,¢
Per tant (5.3.31) és provat per & = 11 (5.3.32) segueix des de (5.3.26), (5.3.27), la
desigualtat de Holder, (5.3.30), les Proposicions 5.3.6, 5.3.7 i la fitaci6 de ¢, i les
seves derivades.

Per un k£ general tan sols donarem algunes remarques. Primerament, des de les
definicions de @Z’Z’C’p , O™ tenim

II@;:’:CW — C_)Z’nagap”g: S Ai)rlsC,n + A;Jh(ﬂl,

amb
A5n = BYOFL - O71%) S(IDF| DFOP,

A = BUD (072 — 476®), | DFC|[=2 DF<) 1.
La desigualtat de Holder i la hipotesi d’induccié donen

sup Ai’"’c’"' —0
em¢
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TG

quan n — oo. Per estudiar A5"*" notem que

(D (O2 - 03764), D[ DFY)

k—1n

< eXp(/\hSE’h(t, x))Xg’,,,ﬂ (E, w+ lgz) @i;ﬂ:( + eXp(/\hSO’h(t, IE)) @gﬂl;(,

amb @i’,"’c, ®5™ fitades uniformement en D*®. A més a més, des de limy,_,q, P(BE) =
0, la desigualtat de Holder i les Proposicions 5.3.6, 5.3.7 ensenyen que

lim (sup AS’"’C’") =0.
o0 Nen

Aix0 finalitza la prova. 0O

Més senzillament i utilitzant arguments similars als de la proposicié prévia podem
provar la Proposition 5.3.9.
Siguin F¢, G" com a la Proposici6 5.3.8. Siguin
P = @7 exp(A\'SOM(t, 1)),
@g,C — @n, (5.3.33)
epc = 1<, §(|DF||2DF¢) — (DO}, |DF¢||*DF¢),

n,¢€0,1],k>1,heH.

Proposicié 5.3.9 Assumim (Hgl), (H42) i (H4d). Sigui f € C°(R). Per cada
enter k> 11in,¢ €0,1],

E { FO(F) G exp(APS(t, ) } =B (f(F)0}).

 SUPo<ypc<1 ”927(”1 < 00.
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5.3.3 La part principal de la densitat

Ara tenim totes les eines necessaries per estudiar pz’i(y). Realment el que farem és
donar l'expansi6 de la part dreta de la igualtat (5.3.6).
Siguin ¢ € (0, p), p com a la Proposicié 5.3.7,1 f € (6,00). Definim

piai(0) = B { exp (5\ Sh(t, fv)) X s (8, w+ ZZ—) 50y (X eht, x)) }

Notem que, per (5.3.6),

pt:c(y) —1 eXp( % 2”h”%) pt,a:h( )
Sigui ¢ una variable aleatoria no degenerada i ¢ € DfS.. Sigui
}:IO(QS) ¢) = 1\{}«7 .
Hk(¢7 77[)) = Hk‘——l(¢7 77/)) 6(D¢”D¢”_2) - (DHk—1(¢: Q/))) D¢“D¢”—2>7
k>1.

Senyalem que les successions O, ©7¢, definides a (5.3.28) i (5.3.33), respective-
ment, poden ser descrites en termes de Poperador Hy,.

Proposicié 5.3.10 Suposem (Hyl)-(Hq4). Aleshores, tenim

1,
ptz h(O) = pt:z:h + Z e pta;h + &" P:Ihg, (5.3.34)
=1
n > 0.
Els coeficients piw 7 s’anul.len per i senar. Per qualsevol i € {0,---,n} parell,

. ~ i o
pg,waﬁ =B {]1{Xf’ﬁ(t,:c)>0} Hy( Xi) (¢,z), exp()\SO’h(t, x)))}’

‘. i 1 (]) (_.7) <k Oh
pfﬁ,w,ﬁ = Z —“—,' ; Z Z N\Fi-d E{ ]1{Afh(tm)>0} Hk]+1( X7 (t .’E)

0,k k I 1(t z) = XO/ (4, 7)
exp(AS™(t, 2)) H ﬂ5++1 ZI:Il (ﬂz'+1+)(ﬁz'+2) )}

(5.3.35)

Endemés,
. ~n-1,e
sup |pr ¢ < C.
ocest oM
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Prova. Sigui f una funcié C* amb suport compacte i simetrica. Definim

- 3 . ' h A\
€ __ ,h h i b eh(y .
M, = E{ exp <)\S (t,x)) Xw(s,w + 5> f(‘( (t,x)) }
La regla de la cadena (3.3.1) i (5.2.11) ens permeten de donar el desenvolupament
de Taylor segiient
o ()
FXER(, ) = F(XMM(t, ) +Zgﬂ Zf k)(XOM (¢, 7)) Hﬂ — Ygl’;l( z)

(N+1) kn41

1
1— L
et [ OO i) [ 258%00) .
0 1=1
(5.3.36)
Analogament, per cada d i 3,
. h
Xg"ﬂ(é‘,w + g) = 1+ 5N+1 Rll\fi‘l( ,.’1?),‘ (5337)

on {Ry(t,z),e € (0,1]} és uniformement fitada en D*, com pot ser facilment

comprovat. o
Per estudiar el terme exp(AS®"(¢, 7)) emprarem l’expansié de Taylor

o]+

e’ = ZO —j—T —+ ’r‘N+1($) amb |’I’N+1(.'L')| < (6 + 1) m,
per £ = A(S&F—S%h) (¢, ). Aleshores, tenint en compte que SP(, z) és C* respecte -
€ i utilitzant (5.2.12), (5.2.16), obtenim

exp(A SP(t,3)) = exp(ASO* (¢, z)) { Z G + eV Gy, } N+ R (t,7),
j= 0

(5.3.38)
koo
1 OO £ 7 .
on G; = Z Nei H ﬂz+1)(ﬂl+2)X8’}i2(t z) € D, {Gyy1,e € (0,1]} és uni-

. formement fitada en ]D>°° i

RNt 2)] < exp(ASO(t,2)) Ry1.(t2) + exp(AS™"(t,2)) Ry o(t @),

amb {Ri}i(ii(t, z),e € (0,1]}, i = 1,2, uniformement fitada en D>.
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Des de (5.3.38) podem afirmar que Rar;(t,7) ©a(ASSM(t, ) ©n(AS% (¢, 7)), amb
¢y, definida a (5.3.25), pertany a D*°. A més a més, sobre B,

|DFRY (7)) < exp(ASOt(t,2)) Ry, (62) + exp(ASSh(t,3)) Ry, ,(t, z)
+ R?\,’i’—ﬁﬁ (t’ :l:),

amb {R?Viliz(t z),e € (0,1]} uniformement fitada en D™ (L2(([0, T] x [0, 1])*)) per
qualssevol ¢ = 1,2, 3, k > 1. Aquesta desigualtat pot ser provada per induccié sobre

k.
Ajuntant els desenvolupaments (5.3.36)-(5.3.38) tenim

M;, = E{f(XPM(, 2?))eXp( SR (¢, 7)) }
() (—9)

+Z Z T PN X 10 6) ep(3sOR(,a)) X

k] kioj 0k
y H ng’}rl( z) H Xﬂ/+2(t7 z) }
oy B+l (B + 1) (B +2)
+ et R3—T—1(t z).

Sigui (fn)n>1 una successié de funcions satisfent els mateixos requeriments que f
i convergint a dgo} quan n — oco. La Proposicié 5.3.9 aplicada a FO = X% (¢ 1),

-k kij b
GO — Yki-i H Xﬂozil(t> z) H X0,+2(t z)
=1 ’Bl + 1 =1 (/BF + 1)(/8l' + 2)

Com que el drap browniad W té una llei simétrica , els termes senars a (5.3.34) sén

Zero.
En quant a la resta, un analisi detallat de R>°,(t,x) mostra que pot ser descrita

mitjancant una suma finita de factors dels tipus segiients:

assegura (5.3.35).

RS = f@)(X%(t,2)) exp(ASOA(t, z))
e ar)( 1O . m2e B h
Rz - f (Xl (tv 33)) Gz RN1 (t) :L') X&,ﬁ (6,(,0 + 2)7
1 _ _ -
RE = / FO) (Xt 7)) G G5 exp(MSYH(¢, 2))dE,

R = / F0 (et (1, ) G2t Rz (t) ks (v + ) .
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amb {G:, e € (0,1]}, ¢ = 1,---,5, uniformement fitades en D™ i alguns enters

7
positius a;,1 = 1,---,4, Ny, Vy. La Proposici¢ 5.3.9 assegura

sup |E(R; + R3)| < C,

0<e<1
mentre que la Proposicié 5.3.8 implica

sup |E(R;+ R)| < C.
0<e<1 :

Aix0 completa Ia demostracio. (1

5.3.4 El desenvolupament

Donarem el resultat principal d’aquest capitol. Es una conseqiiéncia immediata
d’ajuntar els resultats obtinguts a la Subseccié 5.3.1 i 5.3.3. Després comprovarem
que la hipotesi (Hq4) pot ser satisfeta sota condicions sobre els coeficients o, b i la
condici6 inicial.

El Teorema segiient ve a ser com un Corol.lari de les Proposicions 5.3.1 i 5.3.10.
Considerem la hipotesi (H43) sense cap restriccid, recordem K;‘i“ ={h1, ", hnp} 1
a= ”h’J”’%{? .] = 17 MR LN

Teorema 5.3.11 Assumim (Hy1)-(H4). Per a toty € R, y # 9% (t,2), quan
gl 0, v

2e2

on Pi,z s’anul.len per i senar i per 1 parell

no

i i

Do = E :pt,z,hja
i=1

on pl,p, s6n definits a (5.3.35). El simbol ~ a (5.3.39) vol dir

1 1
Pho®) ~ — exp(=550) (Pla + epp + &P + -+ ), (5:339)

p;z(y) - éexp ( - %a’) (pg,m + Ep%,m +eeet Ek_lpf,::l) < >—|-OO

lim sup
£l0 =1 exp (— 553a)

per qualsevol k > 1.
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Observacié 5.3.12. El compliment de (H44) pot ser assegurat sota condicions
sobre els coeficients o, b 1 condicié inicial Xo. Per facilitar els calculs assumim que
K" = h. Aleshores, la condicié

|A®, z) s = /Otfol /Ot /: fz’-‘((t,z);(rl, zl),(rz,zz))2dr1dz1 drédzz < i

implica. (H44), on acabem d'utilitzar la notacié introduida abans de la Proposicid
5.3.6 1 || - ||ms vol dir la norma de Hilbert-Schmidt.
Com a conseqiiéncia de (5.3.24) i el Lema 5.4.4 obtenim

- 1 - -
(k) = 3N DF $O%(0),
] ] (5.3.40)
Al = N{BIX" (¢ )P}/,
El procés {D(Qrz,zz)(n,ZI)So’;‘(t,x), ((r2, 22), (1, 21)) € ([0, T]%][0, 1])?} és determinista
1 satisfa

D(zm,zZ)(rl,zl)SO’ﬁ(t;37) = Gyr(z,21) ' (W (r1,21)) Dy oy XM (r1, 21)
+ Gy (2, 2) 0" (U (r2,22)) Diyypos X2 (v, 23) |
+ / jv /0 1 Gis(2,) 0" (W, (5,9)) Dy rpyre,enyS™ (5, 9) (s, y)dsdy
2
+/tw /01 Gi—s(z,9) 0"(\11’;(0(3,@/)) DT2,22Xf’ﬁ(s,y) Drl,lef’ﬁ(s, Y) f;L(s,y)dsdy
T1VT2
+ / t /O 1 Ges(2,9) b’(\l!f?’;(,(s,y)) D} o ra,ey S (5, y)dsdy

1Vro

. ¢ 1 _ _ B,
+/ / Gis(z,y) b”(\pgro(37 Y)) Drz,szf’h(Sa Y) DT1,21Xf’h(5a y)dsdy.
T1Vre J O
A més, (5.2.2) i les regles del calcul de Malliavin donen

DT1,21X{),h(t7 l‘) = Gt*""l (37721) U(\I@{o(rla zl))

t 1 = 7 -
+ [ [ Gerte) {7 W (51) D X056,0) s, 0)

+ b'(‘I’f}co(S,y)) Dy X5, y) } ds dy.
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Aixi, (5.3.9) i el metode estandard basat en la desigualtat de Hélder i el lema de
Gronwall impliquen

sup

t,x

¢t pl _ » :
| [ 10 andal < ¢ ewic (01 + [¥12),

I per tant,

t ploptopl _ A
D SR, )2 dry dey dr dzzj
l/o /o /0 /0 Hlea ez 5™ L (5.3.41)

< C{llo'l% + llo"Il% + 1"} exp{p C (llo"lIZ + 1¥'112%)}-

Finalment, analitzant els resultats provats a [36] (vegeu la Proposicié 1.4 i el Lema
2.5) podem concloure que

_ 1112 .
(A2 = B < G, (5.3.42)
BIX)"(t, o) ?

amb C' depenent de b, ¢ i la condicié inicial. L’Observacié és una conseqiiéncia de
(5.3.40), (5.3.41) i (5.3.42). ‘

5.4 Apendix

Objectiu

La seccié estd dedicada a demostrar dos lemes técnics que hem utilitzat al llarg del
present capitol.

Preliminars

Per obtenir el primer resultat usarem el lema de Garsia-Rodemich-Rumsey, i per
tant, tot seguit, ’enunciarem.
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Siguin ¥(z) i p(z) dues funcions continues i positives sobre R, tals que ¥ i p sén
simétriques en 0, p(z) és creixent per £ > 01 p(0) = 0, i ¥ és convexa amb
lim; 0o ¥(z) = 00. Si R és un cub de R”, sigui |R| el seu volum. Finalment,
sigui Ry el cub unitat.

Lema 5.4.1 (Teorema 1.1 [55]) Si f és una funcid mesurable sobre Ry tal que

~ f() )
drdy = B < oo,
/R1 /Rl p(ly—wl/\/—)
aleshores existeix un conjunt K de mesura zero tal que si z,y € Ry \ K
ly—z| B
I -swl <8 [ v () detw) (541)

0 w

Si f és continua, (5.4.1) es compleiz per a tot z i y.

A Daltre resultat necessitem la definicié de derivada Gdteauz i el teorema segiient:

Sigui F' una aplicacié entre dos espais de Banach, X i Y. La usual derivada di-
reccional de F' en z en la direccid v és

F'(z;v) := lim Flo+t) = F(a:),
tl0 t

quan aquest limit existeix. F admet una derivada Gdteaur en =, un element de
'espai L(X,Y') denotat per DF (z), provat que per cada v de X, F'(z;v) existeix i
és igual a (DF'(z),v). Notem que aix0 és equivalent a dir que per cada v tenim

lim F(z +tv) — F(z)
£40 t

= (DF(x),v),

i que la convergeéncia és uniforme respecte v en conjunts finits. Si en lloc de conjunts
finits sén compactes, la derivada es coneix com derivada Hadamard; i si sén fitats,
derivada de Fréchet.

Sigui X un espai de Banach. Denotarem per (P) al problema de minimitzar una
funcié donada sobre X subjecta a tres tipus de restriccions:

(i) Restricci6 de desigualtat: g;(z) < 0, ¢ = 1,---,n, on cada g; és una funcio
real sobre X.
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(ii) Restriccié d’igualtat: hj(z) =0, j=1,---,m, on cada h; és una funcié real
sobre X.

(iii) Restricci6 abstracta: £ € C, on C' és un subconjunt donat.de X.
El Lagrangid és la funcié L(z, A\, 7, s,k) : X X RX R* x R™ x R — R definida per
L(z, A1y 5,k) = Af(z) + (rg(e)) + (s,0(x)) + k(A7 9)|dc(z),

on dc és la distancia usual associada a C (si C = X, d¢ és idénticament Z€I0).
Denotem per J el gradient generalitzat.

Teorema 5.4.2 (Teorema 6.1.1 [15]) Sigus x ‘que resol (P). Aleshores per cada k
suficientment gran ezisteizen A > 0, 7 > 0 i s, no tots zero, tals que (r,g(z)) =0
10 € 0, L(z, \, 1,8, k).

Resultats

El primer lema és una desigualtat exponencial per integrals estocastiques on hi
participa el nucli de la calor G;_s(z, y). s una extensi6 del Lema 2.3 de Iarticle de
C. Rovira i S. Tindel [48], amb una demostracié similar (vegeu també el de C. Rovira
i M. Sanz-Solé [46]). Per aquest motiu nosaltres donarem tan sols un esborrany de
la prova amb els principals arguments.

Denotem per F;, ¢ € [0,T7] la o-algebra generada per {W; ., (s,z) € [0,] x [0, 1]}.

Lema 5.4.3 Sigui 7 = {7(s,v), (s,y) € [0,T] x [0,1]} un procés Fi-adaptat i de
quadrat integrable. Considerem

J(t,z) = /Ot /01 Gi—s(z,y) T(s,vy) W(ds.,dy).

T pl
Fizem § € (3,00), R > 0 i sigui APF = {/ / |7(s,9)|? ds dy < R}. Aleshores,
o Jo
ezisteizen constants K1, Ks positives tals que

R L?
P{[|/llo> L, APB} < exp ( -~ = K2>, (5.4.2)

per qualssevol R,L > 0 amb "RT%? > K.
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Prova. Fixem 0 <r <tin [0,T], ,z € [0,1]. Tenim

ﬂmﬂ—ﬂnﬁz/0/1%gﬂ%ﬂ%@*hg@@w@ﬂnﬂ&wWM&@)
| = [ Gty 7to,0) Was,
b [ (Gnsto) = Gomstan)) ) Wi, i)
+[l£<34aw—@ﬂ@wy@wwwa@m

Sigui %—F—;— = 1. Fem constar que « € (1,2). Aleshores, pel Lema B.1 de [5], existeix
una constant Cj tal que

t 1
: / / Gi-s(z,y)*dsdy < Cy
r 0

T 1 2
/ / (Gt——s (377 y) - Gr~s($7 y)) ds dy < C10
0 Jo

r pl 2a
/ / (Gr—s (z,y) — Grs(z, y)) dsdy < Cy |z — z*72*.
0o Jo .

Definim
1
(u)—ZC’z“ R ui, u > 0,

d((t,:c), (r,z)) =2 |t—r|= |z — 2"

3—-20:

_ ]l{SSt} Gis (a:, y) ‘“‘]l{SST} Gr_s (Za ’y)
S0 = W4, () o)

i, per qualsevol 0 < u < T,

sa= [ [ o) Wias, ).

Llavors, { My; Fy, u € [0,T]} és una martingala continua amb procés creixent donat

per 1 .
:/ / g(s,y)*ds dy .
o Jo
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Per la desigualtat de Holder, sobre el conjunt A%F
(M)r < 1

Sigui ¥(z) = exp(%), = € R Aleshores

(v ety sov{om G ) -2

_ (5.4.3)
on {Zy, 0 < u < 1} és un moviment browni definit sobre algun espai de probabili-

tats (2, F, P) tal que M, = Zyyy, -

Ara, procedim com a [50], [48].

Sigui , ,
B J(t,z) — J(r,2)  dr do
b= //([o,T]x[o,lD2 v (p(d((t, ), (r, z)))) dbd drdz

I des de (5.4.3) obtenim que

E (Blysr) < T? 242, | (5.4.4)
Pel lema de Garsia-Rodemich-Rumsey, per a les trajectories en A% tenim
17]|o0 < Cy R28 ((1og+ B)Y2 +02).
A més a més, (5.4.4) déna |
B expllog, B)Lyna) <2417 21/2.

Finalment, la desigualtat exponencial de Txebitxev implica

L? 1 R% R?
B,R = (= _ 2 51/2
P{| /]l > L, APF} < eXp( 27 (<Cl - Cz) log(2 + T 2'/) L2>>

C,, amb K_gc2 , K1 = max {2 C,Cy, 2%/2

10g(2 + T2 Y2120} EI
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Lema 5.4.4 Assumim (Hql) i (Hy2). Sigui h € K™, llavors ezisteiz AP > 0,
dependent de h, tal que

t 1 .
/ / h(s,z) W(ds, dz) = \* X", z), (5.4.5)
0 0
on XYM(t, ) és definit a (5.2.2).

Prova. Apliquem el metode dels multiplicadors de Lagrange (vegeu, per exemple,
[15]) Aixi, el Teorema 5.4.2 implica que existeixin A; > 01 Ay > 0, no anul.lant-se
simultaneament, tals que

0€ [\ [IAll3 + A0 {¥k,(t,2) — y}(h), (5.4.6)

on 0 denota el gradient generalitzat.

Les aplicacions h — ||h||%, h — U% (¢,z) sén continuament diferenciables en el
sentit Gateaux. Aixi, els gradients generalitzats d’aquestes aplicacions es redueixen
a un singletd, la corresponent derivada Gateaux, que serd denotada per D a partir
d’ara. Hom pot comprovar que D||h||3, = 2h i E\Ilf{;o (t,z) € H satisfa

~ ’ . t 1
Do p¥% (t,2) = Gi_a(z, 8) o(¥, (2, 6)) Liacry + /0 /0 Gi-s(z,y)

X Da,ﬂ‘p&o(&y){gl(‘l’%(sa v)) h(s,y) + b (W% (s, y))}dsdy.
- (5.4.7)

Ara provarem que A; - Ay # 0. _

Doncs, suposem que A; = 0; llavors DU% (t,z) = 0, contradint el Lema 2.5 a [36].
Si Ay = 0 aleshores h = 01 h € K;j‘m. Aix0 és contradictori amb la condicié -
W%, (¢, z) # y. Per tant, per (5.4.6) existeix A" > 0 tal que

h(c, B) = A Do g% (t, ).

Utilitzant (5.4.7) hom té -
t 1 5 t 1 -
/ / D, W (t,2)W (ds, dz) = / / Gros(z,2) (W (5, 2))iecy W (ds, d2)
0 0 0 0
t. pl t 1 . .
[ || Gealap)D ¥ 08) {o/ (¥, (a8, )

+ KT (o, ﬂ))} dadB W (ds, dz).
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Aleshores pel teorema de Fubini i la unicitat de solucié obtenim

t el :
XMt ) =/ / D, U% (o, B) W (ds, dz),
0 Jo

provant aixi (5.4.5). O
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