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Presentació 

A principis de la decada dels 40, K. Itô va introduir la integral estocàstica, per integrands 
uniparàmetrics i adaptats . La teoria de la integració estocàstica va permetre desenvolupar 
l'estudi de les anomenades equacions diferencials estocàstiques. 

Posteriorment la definició d'integral estocàstica s'ha estès a processos multiparamètrics i a 
processos no adaptats . A partir d'aquestes extensions s'han pogut estudiar les equacions 
diferencials estocàstiques en derivades parcials i les equacions diferencials estocàstiques 
anticipatives. 

Presentem aquí l'estudi de les propietats de dues equacions diferencials estocàstiques: una 
en derivades parcials per processos biparamètrics que convertim en una equació integral 
estocàstica en el pla, i una difusió amb condició inicial anticipativa. Sobre la primera 
estudiem el suport topològic de la llei de la solució, establim un principi de grans des
viacions quan considerem petites perturbacions del soroll que governa l'equació i provem 
l'existència i regularitat de la llei de la solució. L'estudi de l'equació anticipativa es cen
t ra en l'existència i regularitat de la llei de la solució sota hipòtesis de diferents graus de 
degeneració. També s'estudia el cas en que l'equació anticipativa està governada per un 
moviment brownià de dimensió infinita. 

Equacions diferencials es tocàst iques en el pla 

A l'article Sur une Equation Différentielle Stochastique [C], l'any 1972, R. Cairoli va estu
diar l'equació integral estocàstica 

dX(s,t) = a(X(s,t))W(ds,dt) + b(X(s,t))dsdt, 

(s,t) € IR.+ , on W és el procés de Wiener definit en el pla. Sota certes condicions de 
regularitat sobre els coeficients, va obtenir l'existència i unicitat de la solució. 
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Equacions diferencials estocàstiques en el pla 2 

Posteriorment, altres autors han estudiat diferents tipus d'equacions diferencials es
tocàstiques amb paràmetre bidimensional. Cal destacar, entre d'altres, els articles de 
J. Yeh [Y] o de D. Nualart i J. Yeh [N-Y]. 

Al curs que J .B. Walsh va donar a Saint-Flour, An introduction to partial differential 
equations [W], s'introdueixen diverses equacions diferencials estocàstiques en derivades 
parcials. En particular, estudia l'equació parabòlica, coneguda per "l'equació del cable", 

(t, x) = - ^ - ( í , x) - r¡>(X{t, x)) + f(X(t, x))W(dt, dx), t > 0, 0 < x < L, 
dXf. . d'X 

ftX ñX 

_ ( í , 0 ) = _ ( í ) £ ) = 0, *>o, 
X(0,x) = Xo(x). 

Va establir l'existència i unicitat de la solució, donant-la en la forma integral 

r< i·L rL· ri eu 
X(t,x) = / Gt(x,y)X0(y)dy+ / Gt-s{x,y)xl>(X(s,y))dsdy 

Jo Jo Jo 

+ í f Gt-s(x,y)f(X(s,y))W(ds,dy) 
Jo Jo 

on Gt-s(x,y) és la solució fonamental de l'equació del calor amb condicions de contorn. 
Treballs posteriors han estudiat les propietats de la solució d'aquesta equació. Així, R.B. 
Sowers [So] obté un principi de grans desviacions per l'equació pertorbada; V. Bally, A. 
Millet i M. Sanz [B-M-S] estudien el suport de la llei de la solució; E. Pardoux i Z. Tusheng 
[P-Z] obtenen l'existència de densitat i V. Bally i E. Pardoux [B-P] demostren la regularitat 
de la densitat. 

Seguint la metodologia presentada per J .B. Walsh, l'any 1988, R. Carmona i D. Nualart, a 
l'article Random Nonlinear Wave Equations: Smoothness of the solutions [C-N], estudien 
l'equació diferencial estocàstica de tipus hiperbòlic, coneguda com "equació d'ona" 

7£T(*> *) - !•£(*, *) = «(*(*, *)) w(dt, dx) + b(x(t, x)), 
t G [0, oo), x E I C IR. Per donar sentit a aquesta equació, l'escriuen en forma integral de 
la manera següent, 

X(t,x) = X0+ í í (a(X(s,y))W(ds,dy) + b(X(s,y))dsdy), 
J Jü{t,x) V ' 

on Z?(í, x) és el triangle determinat pels punts (0, x-t), (0, x+t) i (í , 0). Estudien l'existència 
i unicitat de la solució sota certes condicions de regularitat sobre els coeficients, obtenen 
una propietat de Markov per la solució i demostren l'existència i regularitat de la densitat 
de la llei de la solució en un punt fix. 



Equacions diferencials estocàstiques en el pla 3 

L'any 1990, M. Farré a [F 1], introdueix el següent tipus d'equació diferencial estocàstica 
hiperbólica 

d2X dX dX 
— ( s , t) = a3(X, s,t)W(ds, dt) + aA(X, s, t) + a2(X, s, t)-^(s, t) + a x (X , s, t)-^-(a,t). 

Dóna sentit a l'equació, presentant-la en la forma integral 

X(s,t) = XQ + / a,i(u,v)X(u,dv)du + I a2(u,v)X(du,v)dv 
jR,,t JRi,t 

+ / a,3(X, u,v)W(du,dv) + / a^X, u,v)dudv, 
JR,,t JRi,t 

(s,t) G [0,1] x [0,1], on R3jt indica el rectangle (0, s] x (0, t]. Sota certes condicions sobre els 
coeficients, demostra l'existència i unicitat de la solució dins la classe de les semimartingales 
representables. Utilitzant aquest tipus de representació demostra també l'existència de 
densitat de la solució en un instant de temps fixat. Aquests resultats estan recollits a [F 
2] i [F-N]. 

Al Capítol 1 d'aquesta memòria s'estudia aquesta equació des d'un nou punt de vista. 
Seguint les idees presentades per Walsh, es dóna sentit a la solució de l'equació utilitzant 
la funció de Green, que indicarem per jSjt(u,v), associada a l 'operador diferencial 

S'obté així una representació integral de la forma 

X(s,t) = Xo + I •y3tt(u,v)[a,3(X,u,v)W(du,dv) + a.4(X,u,v)dudv]. 
jR,,t 

À partir d'aquesta representació, s'estudia el suport de la solució, es demostra l'existència i 
regularitat de la densitat i s'obté un principi de grans desviacions per l'equació pertorbada. 
Aquests resultats estan recollits als articles [R-S 2] i [R-S 3]. 

El mateix principi de grans desviacions es pot també demostrar utilitzant la representació 
de la solució donada per Farré. Aquest resultat es troba a [R-S 1]. 
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Equacions diferencials estocàst iques anticipatives 

El 1975, A.V. Skorohod presenta a On a generalization of a stochastic integral [Sk] una 
extensió de la integral d'Itô, coneguda com la integral de Skorohod, que permet inte
grar processos no adaptats . D. Nualart i E. Pardoux a l'article Stochastic calculus with 
anticipating integrands [N-P] publicat el 1988, introdueixen la integral de Stratonovich ge
neralitzada, que permet integrar processos no adaptats. També en aquest mateix article, 
desenvolupen el càlcul estocàstic anticipatiu, tant per la integral de Skorohod com per la 
integral de Stratonovich generalitzada. Aquesta última té l 'avantatge que satifà les regles 
del càlcul diferencial ordinari. 

Un cop desenvolupat el càlcul estocàstic anticipatiu, es poden formular equacions diferen
cials estocàstiques tais que les seves solucions siguin processos no adaptats . Aquest és el 
cas, per exemple, en que la condició inicial no és independent del procés de Wiener o quan 
imposem condicions que relacionen els valors del procés als instants inicials i finals del 
temps. 

Considerarem una equació diferencial estocàstica del tipus: 

k /"' f* 
Xt = Xo+Y] Ai(Xs) o dW¡ + / A0(Xs)ds, 

k < oo, t £ [0,1], on W = {Wt, t E [0,1]} és un moviment brownià d-dimensional a l'espai 
canònic (O,^7 , P) i XQ és una variable aleatòria integrable qualsevol. 

Sota certes hipòtesis sobre els coeficients, D. Ocone i E. Pardoux van demostrar a A ge
neralized Itô-Ventzell formula. Application to a class of anticipating stochastic differential 
equations [O-P], l'existència i unicitat de la solució (en realitat ho van demostrar per 
una classe més general d'equacions). Utilitzant una fórmula de substitució, la solució de 
l'equació s'escriu com ipt(Xo), on {<pt(x), t G [0,1], x G IRd} és el flux associat a l'equació 
anterior, és a dir, és la solució de l'equació diferencial estocàstica adaptada 

k fl f* 
(pt(x) = x + V / Ai{tpa{x)) o dW¡ + / Ao(ips(x))ds, 

<e[o,i], xeJRd. 

S'han estudiat diverses propietats del procés anticipatiu (pt(X0), composició del flux es
tocàstic amb una condició inicial aleatòria anticipativa. El 1992, a Large deviations for a 
class of anticipating diferential equations [M-N-S], A. Millet, D. Nualart i M. Sanz obtenen 
un principi de grans desviacions. També el 1992, a Support theorems for a c/ass of antici
pating stochastic differential equations [M-N], A. Millet i D. Nualart estudien el problema 
del suport. 
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El 1991, T. Masuda demostra l'existència de densitat a Absolute continuity of distributions 
of solutions of anticipating stochastic differential equations [Mas]. La regularitat de la 
densitat és estudiada per M.E. Caballero, B. Fernandez i D. Nualart a Smoothness of 
distributions for solutions of anticipating stochastic differential equations [C-F-N], publicat 
el 1995. 

El treball que presentem segueix la línia iniciada per Masuda i per Caballero, Fernández 
i Nualart. A [C-F-N] es demostra la regularitat de la densitat sota una hipòtesi de 
Hörmander restringida i per una condició inicial afitada. En el Capítol 2 d'aquesta memòria 
s'estèn aquest resultat en diverses direccions. Primer de tot, s'obté la regularitat de la 
densitat suposant que la condició inicial pertany a l'espai f]p>2 LP(Q,), afeblint per tant la 
hipòtesi d'afitació de la condició inicial. S'obté després un resultat anàleg amb una hipòtesi 
de Hörmander no restringida, generalitzant també el resultat de [C-F-N]. Finalment, se
guint les idees presentades per Bell i Mohammed a An extension of Hörmander's Theorem 
for inñnitely degenerate second-order operators [B-M 1], presentem un resultat on s'obté 
regularitat de la densitat en un cas degenerat, en el que la hipòtesi de Hörmander falla 
en un conjunt determinat de punts que satisfan unes certes condicions. Aquests resultats 
estan recollits a [R-S 4]. 

Finalment, s'estudia l'equació 

xt = x0 + T Mxa)odw;+ / Ao(xs)ds, 
i = 1 Jo Jo 

t 6 [0,1]. El cas adaptat X0 = x0 £ IR ha estat estudiat per Nguyen Minh Duc, D. 
Nualart i M. Sanz el 1990 a Application of Malliavin Calculus to a Class of Stochastic 
Differential Equations [N-N-S]. En aquest article demostren l'existència i la regularitat de 
la densitat de la solució. 

Al Capitol 3 es dóna sentit a la solució en el cas anticipatiu, mitjançant la composició del 
flux estocàstic amb la condició inicial anticipativa, i es demostra, seguint la metodologia 
de [N-N-S], l'existència i la regularitat de la densitat a un instant de temps t fixat. 



ESTUDI D ' U N A EQUACIÓ HIPERBÓLICA 

Capítol 1. 

1.1. INTRODUCCIÓ 

El primer capítol d'aquesta memòria està dedicat a estudiar la següent equació diferencial 
estocàstica en derivades parcials 

pfiX Qx QY 
- ^ ^ = ai(s,t)-^+a2(s,t)-^- + a3(X,s,t)Ws,t + aA(X,s,t), (1.1.1) 

(s,t) G H+, Xs,t = X0 sobre els eixos. 

Per {W3tt, (s,t) G H+} denot em un soroll blanc en (IR^., B(IR+)), X0 és una variable 
aleatòria .T-^o-niesurable, on {Fs,t, (-M) £ ^ + } és la filtració natural associada al drap 
brownià {Ws,t, (s,t)em2

+}· a,-, i = 1,2 són funcions reals definides es IR/j. i a¿, i = 3,4 
són funcions reals definides en C(JR+) x IR+. 

El cas ai = 02 = 0 ha estat estudiat en profunditat (veieu per exemple, [C] o [Y]); 
presentant la solució en la seva forma integral corresponent 

XSít=Xo+ [a3(X,u,v) dWUiV + a4(X,u,v) dudv], (1.1.2) 
jR.,t 

on Rs,t és el rectangle (0,s] x (0,t] i la integral estocàstica és la integral d'Itô a dos 
paràmetres definida a [W-Z] (veieu també [C-W]). 

6 



1.1 Introducció 7 

A [F-N], Farré i Nualart han analitzat l'equació (1.1.1) des del punt de vista següent. Es 
considera una solució de (1.1.1), un procés X = {XSit, (s,t) G H + } continu i Ta^-adaptat, 
que satisfaci l'equació integral 

XSit = Xo + I [ai(u,v) X (u,dv)du + a2(u,v) X (du,v)dv 
jR.,t 

+ a3(X,u,v) dWUtV + a^X,u,v)dudv\. (1.1.3) 

Les dues primeres integrals estocàstiques mixtes en (1.1.3) tenen sentit quan X pertany 
a la classe dels processos amb dos paràmetres anomenats Semimartingales reprès entables. 
Els processos d'aquesta classe es poden escriure com la suma d'integrals estocàstiques i 
mixtes respecte el drap brownià i d'una integral de Lebesgue. Aquesta classe de processos 
ha estat estudiada a [Gu-P 1]. 

Al Teorema 2.1 de [F-N] s'estableix l'existència i unicitat de la solució de (1.1.3) dins la 
classe de les semimartingales representables. Sota el conjunt d'hipòtesis (H\ ) 

(Hil) existeix una constant C > 0 tal que, per tot / , / ' G C,(s,t) G T i i = 3,4 

| a,-(/, s, t) - ai(f',s, t)\<C sup | / ( u , v) - / ' ( « , v) | , 
0<(u,v)<(s,t) 

\ai(f,s,t)\<C sup (l + \f(u,v)\), 
0<(u,v)<(s,t) 

{H\2) ai, i = 1,2, són afitades, 

han demostrat, utilitzant tècniques del càlcul estocàstic a dos paràmetres, que l'única 
solució de (1.1.3) satisfà 

X3tt = X0+ a3(X,u,v) dWUjV + / ß1(w;u,v)dw dWu>v 
JR,,t JR,,t JO 

+ / ß2(u,v;r)dr dWU)V+ / <p(u,v)dudv, (1-1-4) 
JR.,t Jo JR,,I 

on 

ß1(w;u,v) = a2(u,w)l[v<w) [a3(X,u,v)+ ß1(w';u,v)dw') , (1.1.5) 

ß2(u,v;r) = ai(r,v)l¡u<r) (a3(X,u,v)+ / ß2(u,v;r')dr'j , (1.1.6) 

ip(u,v) = a4(X,u,v) + ai(u,v) / </?(r,v)dr + a2(u,v) l (p(u,w)dw 

Jo JO 

+ ai(u,v) ßi(v;r1w)dWr,w + a2(u,v) ß2(r,w;u) dWr¡w, (1.1.7) 
JRu,v J Ru,v 

u,v,w,r G H + . 
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A partir d'aquest moment, anomenarem solució forta de (1.1.1) al procés {X3ít, (s,t) £ 
IR+} definit per (1.1.4). 

Recentment, Norris (veieu [No]) ha demostrat un teorema d'existència i unicitat per una 
classe d'equacions diferencials estocàstiques hiperbòliques més general que (1.1.1). El 
mètode que utilitza està basat també en el càlcul estocàstic a dos paràmetres per a semi-
martingales. El seu teorema és útil per tal de construir processos en varietats Riemannia-
nes, en particular, una drap brownià a valors en una varietat. 

El treball que es presenta al primer capítol d'aquesta memòria t racta de l'estudi de l'equació 
(1.1.1) des d'un altre punt de vista. Per altres casos estudiats a la literatura sobre equacions 
diferencials estocàstiques parabòliques i el·líptiques en derivades parcials, sembla natural 
plantejar-se la solució de l'equació a partir del mètode de Riemann per l'equació deter
minista anàloga a (1.1.1). Considererem l'operador diferencial de segon ordre C definit 
per 

rf( *\ Pf^t) ( * d / M ) , ^ 0/(M) n i ö , 

i indicarem per 7 S Í ( I Í , U ) , 0 < u < s, 0 < v < t la funció de Green associada a aquest 
operador. 
Definirem aleshores la solució de l'equació (1.1.1), com un procés X = {Xs>t, ( s , í ) €E IR4.} 
continu i ^ ( - a d a p t a t que satisfaci l'equació integral 

Xs,t = X0+ jSit(u,v) [a3(X,u,v) dWu¡v + a4(X,u,v)dudv] . (1.1.9) 

Aquesta expressió és un generalització de la (1.1.2). 
A les diferents seccions d'aquest capítol s'estudia la solució de (1.1.1) des d'aquest nou 
punt de vista. 

A la segona secció, es demostra l'existència i unicitat de la solució (Teorema 1.2.1) utilitzant 
l'expressió (1.1.9) sota el conjunt d'hipòtesis (H2), una mica més fort que el conjunt (Hi). 
Es comprova que la nova solució coincideix amb la solució feble, és a dir, és la solució si 
ens ho mirem com distribucions (Proposicions 1.2.3 i 1.2.4). Per aquesta raó, anomenarem 
solució feble a aquest nou procés. S'estableix després que les dues nocions de solució, la 
feble i la forta, són equivalents (Proposició 1.2.5). 

La representació (1.1.9) serà més apropiada que la (1.1.4) per l'estudi de les propietats del 
procés solució de (1.1.1), de manera que, a partir d'aquest moment s'utilitzarà bàsicament 
la nova representació de la solució. 

A la tercera secció, s'estableix un resultat d'aproximacions de la solució (Teorema 1.3.5). 
A partir d'aquest resultat, seguint el mètode presentat a [M-S 1] i [M-S 2], obtenim un 
teorema del suport pel procés solució (Teorema 1.3.4). 

A la quarta, s'apliquen les eines del càlcul de Malliavin per deduir l'existència i regularitat 
de la densitat de la llei de Xs,t, s • t ^ 0 (Teorema 1.4.4). Per ai = a2 = 0 i X multidi
mensional, aquest problema ha estat estudiat a [N-S 1] i [N-S 2]. L'existència de densitat 
també ha estat provada a [F 2] a partir de la representació (1.1.4), però usant la (1.1.9), 
aquesta qüestió esdevé més senzilla. 
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A la cinquena secció, s'estableix un principi de grans desviacions per la familia {Xe, e > 0} 
de solucions de (1.1.9) obtingudes per pertorbacions del soroll blanc (Teorema 1.5.6). 
Per ai = a2 = 0 i X multidimensional, aquest resultat ha estat estudiat a [D-D]. En 
comparació amb aquest article, la nostra equació presenta la dificultat que el procés 
{fR ys¡t(u,v) a,3(X,u,v) dWUtV, (s,t) G IR+} no és una martingala, de manera que 
cal desenvolupar desigualtats exponencials per aquests tipus de processos. El principi de 
grans desviacions pot obtenir-se també a partir de la representació (1.1.4), però la feina a 
realitzar és molt més llarga. 

Finalment, a la darrera secció, es desenvolupen algunes propietats de la funció de Green 
associada a l'operador (1.1.8) que s'utilitzen al llarg de tot el capítol. 

Al llarg d'aquesta capítol les constants que apareixen a les demostracions són anomenades 
C o Cp (si depenen de p), encara que puguin variar d'un lloc a un altre. Els punts de IR2^ 
els indicarem usualment per z = (s,t), rj = (u,v) o a = (r, w). 

1.2. E X I S T È N C I A I U N I C I T A T D E LA S O L U C I Ó 

Pre l iminars 

L'objectiu d'aquesta secció és demostrar que sota el conjunt d'hipòtesis (H2), que explicita
rem més endavant, l'únic procés continu i adaptat que satisfà l'equació estocàstica integral 
(1.1.9) coincideix amb la solució feble de (1.1.1), és a dir, la solució en el sentit de distribu
cions. A més a més, la solució de (1.1.9) satisfà (1.1.4). Per tant, ambdues interpretacions 
de l'equació d'evolució (1.1.1) - a través de (1.1.4), tal com ha estat proposada a [F-N], o 
utilitzant (1.1.9)- seran equivalents. 

R e s u l t a t s 

Sigui T = [0, l ] 2 amb l'ordre parcial usual definit coordenada a coordenada i sigui C = 
C(T; IR), l'espai de les funcions contínues definides sobre T. 

Considerem funcions a, : T —> IR, i = 1,2 i funcions mesurables a,- : C x T —+ IR, ¿ = 3,4, 
causals, és a dir, per cada z £ T, a¿(-, z) és mesurable respecte la cr-àlgebra generada per 
les funcions contínues g : [0, z] —> IR. Sobre aquest tipus de coeficients, definim el conjunt 
d'hipòtesis (#2 ) amb els que treballarem tota aquesta secció. 
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(H2I) Ö3 i e¡4 són funcions globalment Lipschitz en / G C i satisfan una condició de 
restricció en el creixement. Es a dir, existeix una constant C > 0 tal que, per tot 
/ , / ' € C , ( 5 , < ) G T i i = 3,4 

\ai(f,s,t)-ai(f',s,t)\<C\f(s,t)-f,(s,t)\, 

|«¿(/,M)I<C(1 + | / (M) | ) , 

(#22) a,-, ¿ = 1,2, són derivables, afitades, amb derivades afitades. 

Sota la hipòtesi (#22) i fixat (s,t) G T, sigui 7a > í(u,u) la funció definida en {(u,v) : 
(0,0) < (u,v) < ( s , í ) } que satisfà 

/px a27a,t(M,^) ^ ( f l l í " . » ) ! . . ^ " , " ) ) ^ ( q 2 ( " , ü ) 7*,« («»«)) = 0 

dudv dv du 
djat(u,v) . 

- - + ai(u,v) 'ys>t{u,v) = 0 si v = t, du 
dfs>t(u,v) 

+ a2(u,v) ^fStt(u,v) = 0 si u = s , 

7S>Í (tí,u) = 1 si IÍ = S , v = t. 

L'estudi de l'existència i les propietats d'aquesta funció està desenvolupat a la Secció 1.6. 
Com ja s'ha comentat a la introducció i com s'explica a la Secció 1.6, ja¡t(u,v) serà la 
funció de Green associada a l'operador £ definit a (1.1.8). 

El primer pas, consistirà en estudiar l'existència i la unicitat de la solució de l'equació 
integral (1.1.9). El mètode utilitzat és estàndard i està basat en les aproximacions de 
Picard. 

Teorema 1.2.1. Suposem que els coeficients a,-, i = 1,2,3,4, satisfan les hipòtesis (H2) 
i que XQ és una variable aleatòria PQ0 -mesurable que pertany a L2p{Çt) per algun p > 1. 
Aleshores, existeix una única solució contínua i adaptada X = {XSft, (s, t) G T} de (1.1.9) 
que està afítada en L2p(íl). 

Prova. Definim les aproximacions de Picard 

X ( 0 ) =X0, (1.2.1) 

X(n+1)(s,t) = X0+ f lst(u,v)ai(X
(n\u,v)dudv 

JR.,t 

+ I 1Stt(u,v)a3(X
M,u,v)dWu,v. 

JR.,t 

Els processos X^ estan ben definits per tot n > 0. 
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Utilitzant (1.6.7), que ens diu que la funció de Green està uniformement afitada, les desi
gualtats de Burkholder i de Holder, i la hipòtesi (¿/2I) obtenim fàcilment 

£ ( | X ( n + 1 ) ( M ) - X^n\s,t)\2p) <CP f E{\X(n\u,v) - X(n-l\u,v)\p)dudv 

per n > 1, i per tot (s,t) 6 T. De la mateixa manera, 

E(\XM(s,t)-X<>0\s,t)\2>)<CpE(f (l + \X0\
2)pdudv\ <CP. 

I combinant les dues darreres desigualtats 

\n+l 
E(\X^\s,t)-X^(s,t)\2p)<^ . 

Aleshores, utilitzant arguments estàndards, obtenim que X^n\s,t) convergeix en L2p(Çl) 
i que la convergència és uniforme en T. Sigui X(s,t) — L2 — lim X^n\s,t). És fàcil 

comprovar que X(s,t) és una solució de (1.1.9) i que està afitada en L2p(Çl). 

Per demostrar la unicitat, considerem dos processos X, Y tais que 

sup {E(\X(s,t)\2P) + E{\Y(s,t)\2')} < +00 
(*,<)er 

i que satisfacin l'equació integral (1.1.9). Aleshores, la propietat d'isometria, la desigualtat 
de Schwarz, (1.6.7) i la hipòtesi (H2I) ens donen 

E(\X(s,t) - Y(s,t)\2) < C í E(\X(u,v) - Y(u,v)\2)dudv, (s,t) <= T. 
jR,,t 

I aplicant el lema de Gronwall obtenim 

E(\X(s,t)-Y(s,t)\2)=0 

de manera que la unicitat queda provada. • 

Utilitzant el criteri clàssic de continuïtat de Kolmogorov (veieu, per exemple, el Corol·lari 
1.2 de [W]), es pot demostrar fàcilment el següent resultat. 

Propos ic ió 1.2.2. Suposem que se satisfà (H2) i que X0 G Lp(ü) per tot p > 2. Ales
hores, quasi segurament, les trajectòries de X, solució de (1.1.9), són a-Hölder contínues 
per cada a € (O, \). 
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Prova. N'hi ha prou amb demostrar 

E(\ X(s,t) -X(s + h,t + k) \2p) < Cp (V/ i 2 + fc2)(p-1), 

per tot p > 1. Aleshores, escollint p prou gran i aplicant el criteri de Kolmogorov finalitzem 
la demostració. • 

El soroll blanc { W S , Í , {s,t) E T} és la derivada formal del drap brownià (que no és 
diferenciable en cap punt) . Es pot donar un altre significat a l'expressió formal (1.1.1) 
mitjançant una formulació feble. Precisarem ara aquesta nova formulació i provarem alguns 
resultats que expliquen perquè podem anomenar solució feble de (1.1.1) a l'únic procés que 
satisfà (1.1.9). 

Sigui C2 el conjunt de les funcions tp : T —> IR tais que existeixen v£*' ' , *^*' ' , —§~§t-
Multipliquem els dos costats de (1.1.1) per una funció <p de C2 i integrem sobre R3<t, 

I [o3(X, u, v) ip (it, v) dWUtV + a±(X, u, v) (p (u, v) du du] 
jR.,t 

Integrant per parts el costat dret d'aquesta igualtat obtenim 

/ [ci3(X, u, v) <p (u, v) dWUyV + a*(X, u, v) <p (u, v) du dv] 
JR.,t 

= X(s,t) (p(s,t)-Xo<p(0,0) + Xo / a i (u ,0) <p(u,0)du 
Jo 

+ X0 í a2{0,v)ip(0,v)dv- Í X(u,t) ( ^ ' ¿ ) +a1(u,t)<p(u,t)yu 

- jf * (-. ») (^r 1 + °2 ( 5 'v ) ^ ( s ' ü ) ) dv + JR
 x (u'v) ( a M " l U ) 

+ 

dudv 

d(ai(u,v) <p(u,v)) d(a2(u,v) <p(u,v)) 

dv 
+ oKai{u,vjj[u,v))yudv ^ 

Podem plantejar ara el següent resultat. 

P r o p o s i c i ó 1.2.3. Suposem (H21) i (H22). Aleshores, existeix com a maxim un únic 
procés continu {XS)t, ( s , í ) e T} que satisfà (1.2.2) per tot <p e C2, i tal que XSjt = X0 si 
s-t = 0. 
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Prova. Fixem (s,t) 6 T. A la Proposició 1.6.1 demostrem que la funció de Green jStt, 
associada a l'operador C, pertany a C2. Sigui X un procés que satisfaci (1.2.2) per tot 
<f G C2, amb X(s,t) = X0 sobre els eixos. Per <p = fs¡t i a partir de les propietats' (P) 
obtenim 

/ 7s,t (u, v) [a3(X, u, v) dWUtV + a4(X, u, v)] du dv 
JR.,t 

= X(s,t) - X0 7S)Í(0,0) + Xo [ / ai(u,0)ys<t(u,0)du + / a2(0, v) 7a>í (0, v)dv]. 

(1.2.3) 

Siguin X 1 i X 2 dos processos amb les mateixes propietats que X. La identitat (1.2.3) 
implica 

X1(s,t)-X2(s,t) = í -Í3tt(u,v)[(a3(X
1,u,v)-a3(X

2,u,v)) dWu<v 
JR.,t 

+ (a4(Xx ,u ,u) — a^(X2,u,v)) dudv]. 

La propietat d'isometria de la integral estocàstica, la desigualtat de Holder, (1.6.7) i (#22) 
impliquen 

E{\Xl(s,t)-X2(s,t)\2)<C f E(\X1(u,v)-X2(u,v)\2)dudv. 
jR.,t 

Aleshores, utilitzant el lema de Gronwall i la continuïtat de X1 i X2 obtenim X1(s,t) = 
X2(s, t) per tot (s, t) 6 T, q.s. • 

Per la proposició següent obtindrem que la solució de l'equació integral (1.1.9) és en realitat 
la solució feble de l'equació. 

Proposició 1.2.4. Suposem que se satisfan (H2l) i (H22). L'única solució de (1.1.9) 
satisfà (1.2.2). 

Prova. Sigui {X(s,t),(s,t) £ T) la solució de (1.1.9). Donada una funció test (p £ C2 

qualsevol, sigui 

V(s,t) — / <p(u,v)[az(X,u,v) dWUtV +a,4(X,u,v) dudv] 
jR.,t 

- ¡X(s,t) tp(s,t)-Xo[<p(0,0)- i ai(u,0)if(u,0)du- i a2(0,v) <p(0,v)dv] 

- f X(u,t)(^^- +a1(u,t)lp(u,t))du 

- J* X (s,v) (^¡f1 + a2(s,v)<P(s,v))dv 

+ J R t t
 x("'v) y-dunr+ Fv + du )dudv. • 
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L'equació (1.1.9) i el teorema de Fubini impliquen 

V(s,t)=X0V°(s,t)+ I V3¡t(u,v)[aA{X,u,v)dudv + az(X,u,v) dWu,v] , 

on 

VStt(u,v)= <p(u,v)-~fa¡t(u,v)<p(s,t)+ / ir,t{u,v) ( ^ J j + a^r, t) ip(r, t) J dr 

+ / 7s,w(u>v)(—-g2 +a2(s,w) <p(s,w))dw 

- 7 r l U , ( w , v ) ( -
Ju Jv v 

3 rt 'd2<¿>(r,w) d(ai(r, w) <p(r, w)) 

+ 

dr dw dw 

d(a2(r,w) <p(r,w)) 

dr 
\drdw (1.2.4) 

V°(s,t)= -<p(s,t) + <¿>(0,0) - / a i (u ,0) <¿>(u,0)du- Í a2(0,v) <p(0,v)dv 
Jo Jo 

+ Í ( fa + a 1 ( M , í ) v ? ( u , ¿ ) ) ^ + j ( *^V> + a2(s,v)ip{s,v)} dv 

í /d2ip(u,v) d(a1(u,v) <fi(u,v)) d(a2(u,v) (p(u,v))\ 

JR. t du dv dv du ) 

Integrant per parts (1.2.4) (utilitzem aquí la Proposició 1.6.2), 

VStt(u,v)= / <p(r,v) (ai(r,v) jr¡v(u,v) 2^—2—J dr 

+ / ip(u, w) (a2(u, w) 7„)U,(u, v) ^ — - — J dw 

~L l ^ ' " H - ^ ^ aiM dw -Q2(r'W) dr dw dr 

Les propietats (1.6.11), (1.6.12) i (1.6.13) de la funció de Green garanteixen que VStt(u,v) = 
0 per tot (0,0) < (u, v) < (s,t). Els mateixos arguments demostren que V°(s,t) = 0. 
D'aquesta manera V = 0. I per tant, el procés X satisfà (1.2.2). • 

L'últim resultat d'aquest capítol presenta l'equivalència entre les nocions de solució feble 
i forta de (1.1.1). 

Propos ic ió 1.2.5. Sota les hipòtesis (H2) la solució de (1.1.9) satisfà (1.1.4). 

file:///drdw
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Prova. Sigui X un procés que satisfà (1.1.9), ßi(w; u, v), ß2(u, v; r) definits com a (1.1.5) 
i (1.1.6), respectivament. L'equació integral (1.6.1) satisfeta per la funció de Green, (1.1.5) 
i (1.1.6) impliquen 

/ ys,t(u,v) a3(X, u,v) dWu,v = / a3(X,u,v) 1+ 
JRs.t JR.,, L 

/ ai (r, v) 7aj í (r, v) dr + / a2(u,w) j3tt(u,w)dw dWu>v, (1.2.5) 
i « J V 

j a3(X,u,v) a2(u,w) j3it(u,w)dw 

= / ißi (w; u, v) - a2 (u, w) / ß1(w';u,v)dw') 'y3tt(u,w)dw 

= / ßi(w;u,v)iy3tt(u,w)- a2(u,w') y3tt(u,w')dw') dw 

Jv Jw 
= I ßi(w;u,v)(l+ a i (r ,w) y3it(r,w)dr) dw 

= / ß1(w;u,v)dw + / ax (r,w) y3it (r,w) ßi (w;u,v)dr dw, (1.2.6) 
JO Ju Jv 

i de manera anàloga 

/ a3(X,u,v) ax(r,v) j3,t(r,v)dr 
Ju 

' ß2(u,v;r)dr + / a2 (r, w) y3it (r, w) ß2 (u, u; r) dr dw . (1.2.7) 
0 Ju Jv 

Substituïm la integral estocàstica de (1.1.9) pel costat dret de (1.2.5). Aleshores, utilitzant 
(1.2.6) i (1.2.7) obtenim 

X(s,t) = X0+ j3tt(u,v) a,i(X,u,v)dudv+ I a3 (X,u,v) dWUiV 
jR.,t JR.,t 

+ [ / ßi(w;u,v)dw + ß2(u,v;r)dr \dWu,v 

la,t (riW) ai (r, w) ßi (w;u,v)drdw) dWUfV 

7s,t(r,w) a2(r,w) ß2(u,v;r)dr dw) dWu,v . (1.2.8) 
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Sigui 

a(X,u,v) = ai(X,u,v) + a1(u,v) / ß\ (u ; r ,w) dWr¡w 

+ a2(u,v) / ß2(r,w;u) dWr,w 
J Ru,v 

L'equació (1.2.8) es pot escriure com 

X(s,t) = X0+ / \a3(X,u,v)+ / ßi (w;u, v)dw + / ß2(u,v;r)dr 
JRSI, I- JO JO 

+ / -yStt(u,v) a(X,u,v)dudv . 
jR.,t 

dWu,v 

(1.2.9) 

Sigui 

Z (s,t) = I 7 a i t (u ,u) a(X,u,v)dudv , 
JR.A 

Els resultats sobre la funció de Green demostrats a la Secció 1.6 demostren que q.s. u> £ 
Cl, Z (s,t) és la solució de l'equació diferencial en derivades parcials 

d2Z , v x. , x. dZ , . dZ 

_ = a ( x , M ) W M ) - ^ + a2(M) ̂ j , 

Z (s, i) = 0 si s • t = 0. La funció y (5, t) = -Q^-gi satisfà 

ip(s,t) = a(X,s,t) + a1(s,t) / <p(u,t)du + a2(s,t) Y y?(.s, u) du , 
./o Jo 

que és una expressió del tipus (1.1.7). 

Conseqüentment, (1.2.9) demostra que X satisfà 

X(s,t) = X0 + \a3(X,u,v)+ ß1(w;u,v)dw + ß2(u,v;r)dr dWUyV 

JR,,t Jo Jo i 

+ / V(«it>)< 
jR.,t 

Idudv. 

Per tant , X és la solució forta de (1.1.1). 
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Observació . Com ja hem comentat a la Secció 1.1, Farré i Nualart van demostrar a 
[F-N] l'existència i unicitat de la solució de (1.1.3) sota les hipòtesis (Hi), que són més 
febles que les (H2) utilitzades per demostrar l'existència i unicitat amb la nova formulació. 
Com que el procés { fR 7S)Í (u, v) a3 (X, u, v) dWUtV, (s, t) 6 T) no satisfà les propietats 
de martingala, no podem utilitzar les desigualtats maximals per estimar els seus moments, 
de manera que la-hipòtesi (H\2) no ens serveix per estudiar l'existència i unicitat de la 
solució feble. 

1.3. T E O R E M A D E L S U P O R T 

Pre l iminars 

Aquesta secció està dedicada a estudiar el suport de la llei de la solució de l'equació (1.1.1). 
El mètode que utilitzarem serà el que caracteritza el suport a partir d'aproximacions de 
la solució obtingudes mitjançant els anomenats "esquelets". Dins d'aquesta secció podem 
distingir tres parts: a la primera es donen les definicions generals i es recorda breument 
la base del mètode que utilitzarem, a la segona part s'obté el resultat d'aproximació i la 
tercera i última part està dedicada a obtenir el teorema del suport per la nostra equació. 

Definició 1 .3 .1 . Donada una variable aleatòria F : O —> IB que pren valors en un espai 
de Banach separable ( B , || | |), anomenarem suport topològic de la llei de probabilitat de F 
al més petit tancat A de JB tal que P o F~1(A) = 1. 

Stroock i Varadhan van desenvolupar l'anomenat Teorema del Suport per les difusions. 
Considereu l'equació diferencial estocàstica 

Xt = Xo+ í [<r(s,Xa) o dWs + b(s, X3) ds], te [0, r ] , 
Jo 

definida en un espai de probabilitat (ü,^7, P) amb condició inicial determinista XQ, a : 
[0, r] xIRm —> I r T " ® ! ^ , b : [0, r] xIRm —• IRm funcions mesurables i W = {Wt, t G [0, r]} 
un procés de Wiener estàndard ¿/-dimensional. 
El teorema del suport ens dóna una caracterització del suport topològic de la proba
bilitat P o X~l a l'espai C([0,r]; R m ) , és a dir, una descripció del tancat més pe
tit F de C([0 , r ] ; IR m ) , amb la topologia associada a la convergència uniforme, tal que 
( P o X - 1 ) ( F ) = l . 

Sigui HQ el conjunt de les funcions regulars sobre K.d. Per cada h € Ho considerem la 
solució de l'equació diferencial 

$ï = Xo + / [(7(3, $î) dhs + 6(5, $}) ds], t € [0, r]. 
Jo 
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Suposant (j G C J ' i 6 uniformement Lipschitz en la segona variable i afitada, Stroock i 
Varadhan van provar que l'adherència del conjunt {$h,h € H0} en C([0,r ] ; IRm ) és el 
suport de X, supp(P o X - 1 ) . 

Posteriorment, el resultat de Stroock i Varadhan ha estat estès a espais més generals, 
com per exemple a espais de Holder o de Besov ([BA-G-L], [G-N-S], [Me]). Altres visions 
alternatives s'han presentat a [Gy-P], [Mac] o [M-S 1]. 

Anem a recordar una proposició que sintetitza un dels mètodes coneguts, basat en la uti
lització d'esquelets, per obtenir teoremes del suport. A partir d'aquest moment, (fi, J7, P ) 
denota l'espai canònic associat al procés de Wiener multiparamètric ¿-dimensional W = 
{Wz,z Ç. [0, r]k} (en el nostre cas k serà 2) i H l'espai de Cameron-Martin corresponent. 

Propos ic ió 1.3.2. Sigui F : fi — • IB un vector aleatori que pren valors en un espai de 
Banach separable (IB, || ||) i sigui Tío C 'H. 

(a) Sigui £i : 7^o — • IB una funció mesurable tal que existeix una successió de variables 
aleatòries Hn : fi — • Tío tais que per tot e > 0, 

lim P{\\F{u,)-t1(Hn(u,))\\>e}=0. (1.3.1) 

Aleshores,  
s u p p ( P o F - 1 ) c 6 ( ^ o ) · (1.3.2) 

(b) Sigui £2
 : T̂ o — • IB una funció mesurable tal que per cada h G "HQ existeix una 

successió de transformacions mesurables T„ : fi —> fi tais que per qualsevol n > 1, 
P o ( T £ ) - 1 és absolutament contínua respecte P. Si 

l imsupP{| |F(Tn*(a;)) - &(A)|| < e} > 0 , e > 0. (1.3.3) 
n 

Aleshores,  
6( f to ) C supp(P o F " 1 ) . (1..3.4) 

La notació ( ) indica l'adherència en la norma || ||. 

Prova: [M-S 1] La condició (1.3.1) ens dóna la convergència en probabilitat de la successió 
{Çx(Hn),n > 1} cap a F. El Teorema de Portmanteau implica 

1 = linisup [P o (6( f f„ ) ) *] (6 (Wo)) < ( P o F " 1 ) (6(Wo)) , 

i per tant , per la definició del suport, (1.3.2) queda demostrat. 

Suposem ara (1.3.3). Existirà un n > 0 tal que 

P{\\F(TÍ(U))-t2(h)\\<e}>0. 

Com que P o (T„ ) - 1 és absolutament contínua respecte P , s'obté que 

P{\\F(")-Uh)\\<e}>0 

i per tant , &(h) € supp(P o F~1). Aleshores, (1.3.4) queda provat, j a que h G Tío és 
arbitrària i supp(P o P _ 1 ) és un conjunt tancat. • 
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Utilitzant aquest mètode, Millet i Sanz [M-S 2] han caracteritzat el suport de la llei de 
la solució d 'una equació diferencial estocàstica hiperbólica en derivades parcials. De la 
mateixa manera, el cas parabòlic ha estat estudiat per Bally, Millet i Sanz a [B-M-S]. 

Recordem també un lema tècnic que ens caldrà utilitzar. 

Lema 1.3.3. [B-M-S] Sigui {Vn(z), z (H T} una successió de processos estocàstics a valors 
en IR i p G (1 , oo) que satisfan 

(i) Per tot z GT, 

lim E(\Vn(z)\*) = 0. 
n 

(ii) Existeix 7 > 0 tal que per qualssevol z i~z 

sup E{ \Vn(z) - Vn(z)\P) < C d{z,-z)2+i. 
n 

Aleshores, per tot a G (0, ^ ) i r G [l,p), 

lim E( ||VX) = 0. 
n 

R e s u l t a t s 

Volem aplicar la Proposició 1.3.2 per tal d'establir la caracterització en norma Holder 
del suport topològic de la llei del procés {Xz, z G T}, solució de l'equació diferencial 
estocàstica hiperbólica (1.1.1) quan els coeficients et,-, i = 3,4 són del la forma a , ( / , z) = 
ai(fz)i f G C, z G T i XQ és una variable aleatòria ^o.o-mesurable. 

Sota aquestes condicions, segons els resultats de la Secció 1.2, en realitat podem considerar 
l'equació 

XZ = X0+ í 7z(T])ai(Xn)dr1+ [ y^a^X^dWr,, (1.3.5) 
JRZ JRZ 

zeT. 

A més a més, al llarg d'aquesta secció considerem el conjunt d'hipòtesis (#3 ) sobre els 
coeficients: 

(H3I) a{, i = 3,4 són funcions Lipschitz i afitades definides sobre IR. A més a més, 03 
és de classe C3 amb derivades afitades fins tercer ordre. 

(#22) ctt-, i = 1,2 són derivables, afitades amb derivades afitades. 
Com que les hipòtesis (#3) són més fortes que les hipòtesis (H2), l'equació (1.3.5) està ben 
definida i te solució única. 
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El cas a¿ = 0, i = 1,2 ha estat estudiat a [M-S 2]. En aquest cas la funció de Green 
corresponent és ~fz(r¡) = 1 A Z ( 7 7 ) · En el cas més general que estudiem aquí, les dificultats 
addicionals que apareixen es resolen a partir de l'estudi de la funció de Green i els resultats 
que sobre ella s'obtenen a la Secció 1.6. 

Sigui Ti el conjunt de les funcions h : T —> IR absolutament contínues amb derivada de 

quadrat integrable. Es a dir, si h denota la derivada parcial creuada de segon ordre -jjjßj 

aleshores, hz = JR hvdrj i h G L2(T; IR). 7í s'anomena l'espai de Cameron-Martin associat 

a W. Per cada he H sigui | | / i | |^ = ¡T \hz\
2dz . 

Fixat h G Tí, considerem l'equació diferencial 

SÎ =Xo+ í jz(rj)U(Sj) +a3(S!¡) A„) drj, z G T. (1.3.6) 

L'objectiu fonamental d'aquesta secció és demostrar el teorema següent. 

T e o r e m a 1.3.4. Suposem que els coeficients de l'equació (1.3.5) satisfan les hipòtesis 
(H3). Aleshores, per qualsevol a 6 (0, \), l'adherència del conjunt {Sh,h € 7í} en la 
topologia de la norma a-Hólder és el supp (P 0 X-1). 

Com en altres exemples d'equacions diferencials estocàstiques en derivades parcials 
(per exemple, [B-M-S] i [M-S 2]), el Teorema 1.3.4 serà la conseqüència d'un resultat 
d'aproximacions en norma Holder per la solució de (1.3.5). 

Introduïm ara la notació que utilitzarem en aquesta secció. 

Donats dos punts z = (s,t) i z' = (s',t') de T, notarem per z ® z' el punt (s,t'). 
Fixat un enter positiu n, considerem la partició diàdica de T, 

Vn = {ZÍJ = ( ¿ 2 - n , j 2 - n ) , 0 < i,j < 2" - 1} 

i sigui A,-j = (z¿ j , z , + l j + 1 ] , 0 < i,j < 2 n — 1. Donat z £ T, considerem zn = ZÍ-IJ-I si 
z G Aij amb i.j ^ 0 i zn = 0, altrament. Direm també z„ = ZÍJ si 2 G A t ) j . 
Sigui / : T — • IR i A un rectangle en T, aleshores / ( A) denota l'increment de / en el 
sentit d 'una funció de distribució. 

Considerem la següent successió d'aproximacions pel drap brownià: 

0Jn(z) = 0, si z G A , j amb i.j = 0 

i 
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si z G Aitj amb i.j ^ 0. Les transformacions u> >-*• u>n defineixen una successió de variables 
aleatòries {Hn,n > 1} a valors en H.. Observem 

. „ _ í 0, si z G Aij amb i.j = 0, 
w* - ^ ^ ^ ( A i - u - i ) , si z G A t J amb i.j ^ 0. 

A més a més, per n > 1 i p G [1, oo) 

s u p £ ( | ^ | 2 p ) <Cp2
2np. (1.3.7) 

Abans de res, donarem un resultat per aproximar la solució d'un tipus d'equació integral 
estocastica més general que la definida a (1.3.5). Fixada h G H, considerem els processos 
adaptats {Yz,z G T} i {Y?,z G T} solucions de 

Yz
n = Y0 + í lz(rj)F(y,n)dWv + í ^(^GiY^h.dr, (1.3.8) 

JRt JRZ 

+ í 7z(rj)H(Yv
n)ún

vdr1+ í 7,{r,)B(Y?)dr,, 
JRZ JRZ 

i 

YZ = Y0+ í J,(TI)[F + H](Yv
n)dWr, + f j^GiY^drj (1.3.9) 

JRZ JRZ 

+ / lz{r1){B{Y11) + H\Yri)F{Yri) + \H'{Yri)H{Y1l))lz{r1)dr1 

on YQ és una variable aleatòria ^o,o_adaptada i els coeficients satisfan el conjunt d'hipòtesis 
(H'3) següent 

(ÍÍ3I) F,G,H i B són funcions Lipschitz i afitades definides en H, 
(#32) F és de classe C1 amb derivada afitada i H és de classe C3 amb derivades afitades 

fins les de tercer ordre. 

L'existència i la unicitat de les solucions de (1.3.8) i (1.3.9) sota les hipòtesis (#3) es poden 
demostrar fàcilment utilitzant aproximacions de Picard i fent uns càlculs anàlegs als del 
Teorema 1.2.1. 

El primer objectiu que tenim és demostrar un resultat d'aproximacions que ve donat pel 
teorema següent. 

Teorema 1.3.5. Per qualssevol p G [1,00), a G (0, -|), 

limoE(\\Y?-Yz\\'a) = 0,· 

on || ||a denota la norma a-Hóïder a l'espai de les funcions a valors reals defínides sobre 
T. 

La demostració d'aquest teorema serà una conseqüència immediata del Lema tècnic 1.3.3 
i de les Proposicions 1.3.6 i 1.3.7. 
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Proposició 1.3.6. Per qualssevol z,z' ET, p E [1, oo) 

supE(\Yz
n -Y???) +E(\YZ -Yz,\

2p) < Cp d(z,z'Y, (1.3.10) 

on d és la distància euclidiana en T. 

Proposició 1.3.7. Per qualssevol z ET, p E [1,OO) i n > 0, 

E(\Yz
n - Yz\

2p) < Cp 2'np . (1.3.11) 

Les demostracions de les Proposicions 1.3.6 i 1.3.7 estan basades en els següents lemes, 
corol·laris i proposicions. 

Lema 1.3.8. Sigui 

\AiJ = E ak,ebk,t, ï = 0,...,t'o - 1 ; i = 0 , . . . , jo — 11 
0 < * < í - l 
0 < / < j - l 

un procés estocastic i {Fij, i,j > 1} una fíltració que satisfà les condicions usuals. Su
posem que dktt és una variable aleatòria !Fk,t+2 V •7r¿+2,¿~.mesm"abie i que bktt és una va
riable aleatòria centrada J7k+2,i+2~mesurable independent de T^. e := J~k,jo V Fi0,t, & — 
0 , . . . , ¿0 — 2, í = 0 , . . . , jo — 2. Aleshores, per tot p E [1,00) 

E(\Aiti\
2*)<Cp(i.JY-* ¿2 E{\akrf')E{\bkA2p). (1.3.12) 

0 < / < j - l 

Prova. Siguin I = { 0 , 1 , . . . , i — 1}, J = { 0 , 1 , . . . , j — 1} . Podem considerar la descom
posició 

Ai>j ~ L·, Ai,j ' 
P=I 

on 

* = 2 , / = 2 Jfc = 2 , / = 2 + l 

Atj = E °M6M> 4 j = E aM6M-
fc = 2 + l , ¿ = 2 Jfc = 2 + 1 , < = 2 + 1 
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i(p) . -Establirem (1.3.12) per cada A\ L p = 1 , . . . ,4. Com que els raonaments que utilitzarem 
pels quatre termes seran semblants donarem només els detalls per p = 3 . En definitiva, 
provarem que 

i - 1 J - l 

M¡J = 2_J ¿2 d2k+l,2t hk+l,2t, 
fc=o e=o 

satisfà (1.3.12) per tota parella d'enters positius (i, j) amb 2i — 1 < ¿0 — 2 i 2j — 2 < jo — 2. 
Sigui Çiyj = ^2i+i,2i • El procés {MÍJ\ ÇÍJ, (¿, j ) € IN2, li - 1 < i0 - 2, 2; - 2 < j 0 - 2} 
és una martingala discreta a dos paràmetres. 

(3) 
Veiem-ho. Clarament, M¿ és Gi,j-mesurable. A més a més, 

E {M$U - M^/GÍJ) = E ( ^ a 2 t + 1 , 2 , 6 2 t + 1 , 2 £ / ^ + 1 , 2 i ) 
1=0 

j - i 

e=o 
j - i 

= / „ -E(a2i+1,2* - E ^ t + l ^ / ^ t + l ^ i J = 0 . 
¿=0 

De manera anàloga podem veure que 

£ ( < > ! -<?/£•>) =0-

i establim així la propietat de martingala. 
Al tractar-se d'una martingala, podem aplicar la desigualtat de Burkholder. Utilitzant 
que akte i &*/ són independents i la desigualtat de Holder obtenim 

E(\M%\>») < Cp (i.jy-* ZEE 0a'.<l2p) E (|6M|2'). 
k=0 t=0 

que és el resultat que voliem provar. • 

Sigui J7* := ^ n + (o , - í r ) ^•^r»?n+(-?r,o)· ^1 Lema 1.3.8. ens serà útil per obtenir majoracions 
de les normes V d'integrals respecte de {u>",z 6 T) de processos ^ - a d a p t a t s . Els dos 
corol·laris següents són dues formulacions abstractes de situacions que trobarem diverses 
vegades en aquesta secció. 

Corol·lari 1.3.9. Fixem z Ç T. Sigui g una funció determinista defínida en T i {F(i]), T] € 
T} un procés J7* -adaptat. Aleshores, per qualsevol p € [1, oo) 

E(\ í g(r))F(rj)^ dr,\2p) < Cp sup \g(r,)\*' sup E(\F(V)\^). 
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Prova. Diem Mz = JR g{r})F{r¡)u^dr). Es evident que 

Mz= Y, 22"W(A^) í g{V)F(r,)dri. 
0 < a < 2 " - l J&a + l.ß + lftRz 
0 < | 9 < 2 n - l 

Fixat n, sigui 

«l,ß = 22n / g(tl)F(j,)dfl. 

Aleshores, el Lema 1.3.8 implica 

E(\Mt\
2')<Cp2^-^ £ E(\W(Aa<ß)\^)E{\22n í 9(v)F(r])dr1\

2p) 
0<a<2n~l J&a+l.ß+lftR* 
0 < / J < 2 n - l 

<Cp sup \g(n)\3> sup E( |F( i7) | 2 ' ) . 

Corol·lari 1.3.10. Fixais z,z' G T, z' > zx,\, z' = (s,t), z = (s + b,t), b> 0. Sigui g 
una funció determinista deßnida en T i {F(r)),r¡ G T} un procés J-* -adaptat. Aleshores, 
per qualsevol p G [1, oo) 

E(\ f gWFWtfd^íCrV sup \g(rj)\^ sup E(\F(V)\2?), (1.3.13) 
JRZ-Rzi V>'IA f > z l , l 

Prova. Suposem que z' G A, 0 j 0 , z G A,1)j0, amb ¿j > ¿o + 1. Els casos ¿i = i0 + 1 i 
¿i = ¿o es poden tractar de manera semblant. Direm Mn(z,z') = fR _R ( g(r])F(r))û™ dr¡. 
Clarament, 

M»(z,z') = ¿Mt"(z,*'), 
fc=i 

on 
M-

•'R(¡0+l)2-",t-Rzl 

M?{z,z')= I gWFÜWdrí, 
" / Ä i 1 2 - " , t ñ ( . 0 + l ) 2 - n , t 

M?(z,z')= í g(ji)F(T,W dr,. 
JRZ-Rii2.nt 
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El Lema 1.3.8 implica 

E(\M?(z,z')\2p) = E(\ Y, #nW{*i0-ltfl-i) 
l < ^ < 2 " - 1 

/ g(v)F(v)dv\
2p) 

JAÍQ,0n(R(io+1)2-n t-Rzi) 

< Cp 2n^-V Y, 2 4"^( |W(A t 0_ 1 ,^_ 1) | 2 p) 
l < / 3 < 2 " - 1 

E(\ f 9{fl)F{ri)dn\2r)<CpV sup \g(r,)\3> sup E(\F(r,)\2>). 
JAio,ßn(R{io+1)2-nt-Rt,) if>*i,i ii>*i.i 

De manera anàloga, 

E(\M?(z,z')\2p)=E(\ E #nW(**-i,ß-i) 
i " 0 + l < a < ' l 
0 < j 8 < 2 n ~ l 

/ g(r,)F{v)dn\2') 
JAa,ßn(Rii2-.n i t - H ( i o + 1 ) 2 - n i t ) 

< C p [ ( ¿ 1 - ( ¿ 0 + l ) ) 2 " ] p - 1 Y, E(\W(**,ß)\
2') sup \g(ri)\2p sup E(\F(V)\2P) 

0 < í J < 2 n - l 

< <?„&* sup \g(V)\2p sup E(|F(i7)|2 ' ) . 

Podem obtenir la mateixa fita per E(\M£(z,z')\2p). D'aquesta manera (1.3.13) queda 
provat. 
Observem que podem intercanviar els papers de les coordenades sit. • 

Lema 1.3.11. Per qualssevol p 6 [1, oo), n > 0, 

sup E[\Yn(zn,z]\2p] <Cp2~2np. (1.3.14) 

Prova. Per z > ziti , descomposem el rectangle Rz en quatre rectangles, 

4 

Rz = \J Rj(z), 

amb 
Ri(z) = RZn , R2{z) = (zn ® 0, z® zn] , 

RÁZ) = (*n, *] > Ä*C0 = (0 ® Z„, *„ 0 *] . 



1.3 Teorema del suport 26 

Definim 
h{z\ri) = 1Z(T}) - lz®zM - -)zn®z{r]) + JzM , 
h{z\n) = iÁ,n)-iz®zM, 
hi3\r,) = 7z(v), 

hz
A)(r)) = JZ(T]) - 7zn®z(r)). 

La Proposició 1.6.3 implica 

sup \hP(rj)\ < C 2" 2 n i sup |hz
2\r)) | + sup \hz

4\rj)\ < C 2"" , 

(veieu (1.6.9) i (1.6.10), respectivament). Aleshores, podem escriure 

4 

Yn(zn,z] = Yz
n-Yz%Zn-Yz

n
n®2+Yzl = £ {T»F{z)+T»G{z)+TÏH{z)+TÏB{z)) , (1.3.15) 

¿= i 

on 

JRÍW 

T,n,G(z)= í h^WGOr^hidn, 
JRi(z) 

JRÍ(Z) 

TT,B(z)= í h?{r,)B(Y?)dr,. 
JRÍ(Z) 

Anem ara a comprovar que 

E (|?7>(z)|2p + \T-G{z)\2p + \Tt
n
iH(z)\^ + \T»B{z)\**) 

<CP(l + \\hß[)2-3n't 

per i = 1, • • • ,4. Recordem que ||/i| |^ = fT \hz\
2 dz. 

Les desigualtats de Burkholder i de Holder impliquen, 

E(\T?,F(Z)\2')<CPE(\ í \h{1\r1)\
2F2(Yf)dr]\

p) < Cp 2 
J Ri(z) 

Per la desigualtat de Holder obtenim 

< CP \\h\\% 2-3«^ 

(1.3.16) 

—4np 
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E (|T4V*)|2>) < CPE ( 2 - " ^ - 1 ) / \h?\v)\
2'B2'(Y?)dn) 

< Cp 2~4np. 

Aplicant les desigualtats de Burkholder i de Holder i utilitzant l'estimació (1.3.7), obtenim 

E ( |T3V*)|2 p) < CPEÍ2-Wv-V f \hW{V)\2>H2'(Yf)W\2'dr¡) 
v JR3(.Z) y 

< C p 2- 2 n ( 2 p - 1 ) / E (K| 2 p )á /7 < Cp 2~2np . 
JR3(Z) 

De manera anàloga a aquests termes, és fàcil veure que la resta dTells, és a dir, tots els del 
tipus T£F, T£G, T?H i T?B i = 1 , . . . ,4 es poden afitar per Cp(l + \\h\\%) 2 _ 2 n p . Aleshores, 
la identitat (1.3.15) conjuntament amb (1.3.16) impliquen (1.3.14). • 

Podem donar ara ja les demostracions de les Proposicions 1.3.6 i 1.3.7. 

Prova de la Proposició 1.3.6. Suposem primer z' = (s,t), z = (s + b, t). Considerem la 
descomposició 

4 

¿=i 

on 

M1(z,z')= í iMF^dW, + í iMGiYfiïidri 
J(z'®0,z] J(z'®0,z] 

+ i lz{r})B(YZ)dr¡, 
J(z'®0,z] 

M2(z,z')= I (7z(r1)-7Ar}))F(Yv
n)dWv+ í (lz(rj) - 7zl(r)))G(Y^)hvdrj 

JRZ, JRZ, 

+ i (lz{ri)-lArÙ)B{Y^)dr,, 
JRZ, 

M3(z,z')= í ( J ^ - J A ^ H Í Y ^ Ú ^ 
JRZ, 

M4(z,z')= [ lz{r1)H{Y^)ún
vdr1. 

J(z'®0,z] 

Utilitzant les desigualtats de Burkholder i Holder i la propietat (1.6.7) de la funció gamma, 
podem obtenir les estimacions següents: 

EiW^z')^) < Cp ÍE (| / ^{^(Y^d^) 
"• V J(z'®0,z] ' 

+ E(( í fM<?(Yf)dr,)'\\h\\%) +E(\ í jMBiY^dr]]2") } < CVV> 
V J(z'®0,z] ' V J(z'®0,z] ' > 
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i de manera anàloga, però utilitzant ara la propietat (1.6.9) de la funció de Green, 

E(\M2(z,z')\2')<C,b2'. 

La fórmula de Taylor implica, 

H{Yf) = H(Y?) - H(Y^V + Y^n - y» ) + H(Y£9v + Y^„n - Y¿) (1.3.17) 
= H (Yn,Vn)(Y* ~ YZ®V ~ YV®Vn + YvJ +H\YZ®V + Yï®rin ~ Yvl) 

o n Yn,vn
 i n d i c a u n P u n t <lue d e P è n d e Yn i YZ®v + Yv®v« - Yv« • Aleshores, M3(z,z') = 

M3,i(z,z') + M3<2(z,z'), amb 

Mi,i(z,z')= f (jM-lA^H'iY^jY^rj^ú-drj, 
JRZ, 

M3,2(z,z') = í (lz(rj) - lAr)))H{Y^ + Y^n - Y ^ ) ^ . 
JRZ, 

El Lema 1.3.11, (1.3.7) i (1.6.9) impliquen 

E{\M3,1(z,z')\2")<Cpb
2'>22n'> sup E{\Y*{r¡nyri\\*)* <CP#*. 

Per altra banda, el Corol·lari 1.3.9 implica 

E(\M3,2(z,z')\2P)<Cpb
2», 

de manera que tenim 
E{\M3(z,z')\2P)<Cpb

2r 

Finalment, utilitzem de nou (1.3.17) i escrivim M4(z,z') = M4ti(z,z') + M4t2(z,z'), on 

Aí4ti(*,*')= / lMH'(Yv
n

y1) )Yn(r1n,rj}^dr1, 
J(z'®0,z] _ n 

M4,2(,,Z') = / iAn)H{Y^v + r „ v - y,"j«i^. 
J(z'®0,z] 

Aleshores, com abans, és fàcil veure 

E(\M4}1(z,z')\2*>)<Cpb
2P 

mentre que el Corol·lari 1.3.10 implica 

E(\M4i2(z,z')\2P)<CpbP. 

I així, tenim 
E(\M4(z,z')\2*)<CpW. 
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D'aquesta manera hem obtingut 

E(\Ys
n

+btt-Ys
n^)<Cpbr 

Com que el paper que juguen les dues variables és simètric, és clar que 

E{\Y^+h-Y»t\
2>)<Cpb>. 

I per tant, 
supE{\Y2

n -Yï\2*>) <Cpd(z,z')». 
n 

Observem que l'equació que defineix Yz es pot considerar un cas particular de la que 
defineix Fz

n. Per tant, (1.3.10) queda també provat. • 

Prova de la Proposició 1.3.7. Utilitzarem la notació següent 

0(x) := H'(x)F(x) + ^H'(x)H(x). 

Observem que r/> és Lipschitz. 

Siguin 

JT(*)= / i,{ri)(F<yf)-F(yn) + H(Yf)-H(Yv))dW„ 
JRZ 

m*)= í lz(ri){G(Y¿)-G(Yv))hvdr), 
JRZ 

# ( * ) = / 7.(»?)(5(y,B)--B(y,) + ^ (y») -^ (y , ) )^ , 
JRZ 

# ( * ) = í lz(ri)H{Y;)un
ndr¡- f ^ H ^ d W , - í j^^Y^dr,. 

JRZ JRZ JRz 

Aleshores, 

4 

« = 1 

Les desigualtats de Burkholder i Holder impliquen 

E{ \I?{z)\2n < Cp í E(\Yf-Yn\
2')dr,,i = l,3, 

JRZ 

E(\I?(z)\*n<Cp\\h\\% í E{\Yf-Yn\*')dri. 
JRz 

Tenim, per tant 

E(\Y?-Yz\
2n<CpE(\IÏ(z)fr) + Cp(l + \\h\\%) í E{\Y¿ -Yf\*)dr,. 

JRZ 
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I utilitzant un lema tipus Gronwall, 

E{ \Y? - Yz\
2*) < C,8up£?(|J?(z)|2 '). 

A la Proposició 1.3.15 establirem la propietat següent 

sup E{\I?(z)\2p) < Cp2~np, (1.3.18) 

z&T 

de manera que s'acaba així la prova d'aquesta proposició. • 
La propietat (1.3.18) és la clau pel resultat d'aproximacions que cerquem. La demostració 
d'aquest resultat és bastant llarga i tècnica, de manera que presentem separadament en 
els tres lemes següents algunes estimacions auxiliars. 

Lema 1.3.12. Per qualssevol z G T, p £ [1, oo), n > 1, 

E(\ í 7z(Vn)H'(Y¿)(F(Yv
n
n) í dW^HiXl) f ùldi\ù-dn 

- J 7^n)V>KH2 P) ^ CP2~2nP • (1-3.19) 

ova. Suposem que z 6 A,0j j0. Considerem 

í ° ( * ) = / ^(rin)H'(Yvl)(F(Yl) í dW, + HiXl) í ^à^ù-dr,, 

f\z) = í jM{nn)H'{Y¿) ÍF(Y¿) I dWt + H(Yl) í ù^dA^drj 

- f ^ í « . U Í V n U « 

Prova. Suposem que z 6 A,0j j0. Considerem 

T¡n\z) 

- í 7z(rjn)HYl) drj, 
jR^Jo 

JRz-RZioJo 

Aleshores 

/ 7,{r,n)H'(Y¿) (F(Y¿) I dWè + H(Y¿) f útf df) ¿» drj 

JRZ , = 1 

Es evident que, 
E{\T¡n\z)\2p) <Cp2-2n?. 
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Per les desigualtats de Holder i de Schwarz obtenim 

E{\T¡n\z)\2p) < Cp2~2np22np sup E(\F(Y£) f dWi + H{Y¿) [ ù ^ \ 

1 

< Cp 2~2np 

I com que el costat esquerra de la desigualtat (1.3.19) està afitat per 

C,J2E(\TÎn\z)\»), 
t = i 

només ens cal demostrar 
E (|T2

(n)(z)|2p) < Cp 2~2np . (1.3.20) 

Per cada r¡ G Aa,ß
 amb a.ß ^ 0 descomposem el rectangle (rjn,r)] en quatre rectangles, de 

la manera següent 
4 

(Vn,rj\ = \jRj(r}), 

amb 

Ri(r¡) = Aa_i ; /3_i , R2(rj) = (za,/?-i, 1 ® za,ß], 

R3(rj) = (zatfi,T¡¡ , R4(V) - (Za-l,fl , Za,ß ® ^ • 

Per z = zi0tjo, z' 6 Ai0tjo i r = 1 , . . . , 4 definim 

U? = í 1,(vn)H'(Yl)F(Yvl) ( / dWt) «» dr,, 

C = / -fAr)n)H'(Yl)H(YZ)([ ùîdÙqdr,. 
JRz KJRAV) ' 

Aleshores, la demostració de (1.3.20) es redueix a comprovar les desigualtats següents 

E (Vi" - / 7,(r]n)H'(Yv
n
n)F(Yv

n
n)drí\

2p) < Cp2~2np (1.3.21) 
J Rz 

E (^ - \ í ^n)H'(YZ)H(Yvl) dn\2p) < Cp2~2np (1.3.22) 
J Rz 

E (\U?\2p) < Cp2~2np per r = 2,3,4, (1.3.23) 

E(\Vr
n\2p) <Cp2~2np per r = 1,2,4. (1.3.24) 

Anem a veure primer (1.3.21). Tenim 

u? = £ 7x(*a-i,/i-i)^,(n:.1,,.1)í'(n,:.1>/,.1)w(Aa-ll/,_1)w(Aa_lt/,_1) 
l < a < i 0 - l 

i<0<>'o- i 
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i que 

/ 7t(T,n)H'(Y£)F(Yfn)dT,= J2 7 Z ( ^ - 1 ) ^ i ) ^ , ( n : _ 1 , , _ 1 ) ^ ( n : _ l ! / 3 _ 1 ) 2 - 2 " 
R' l < a < i 0 - t 

i < ^ < ; ' o - i 

+ lz(0)H'(Y0
n)F(Yo

n)2-2n(io +jo - 1) • 

Aplicant la desigualtat de Burkholder podem afitar el costat esquerra de la desigualtat 
(1.3.21) per 

CPE{\ Y, 7,(^-1,̂ -1 )H'(Yzi_i0_jFcr^^HitnAa-^-Ol2-2-2»)|2?) 
l < a < i 0 - l 

+ Cp2~2np
 <CP{E( Y, | l ^ ( A a - i ^ - i ) | 2 - 2 " 2 " | 2 ) P + 2-2"*} 

l < a < i 0 - l 

< Cp{22n(P-1) Y. {^(||WA(Aa-i>/î-i)|4, ' + 2-4 n p | ) +2" 2 "P}} < Cp2~2np. 
1<£»< | '0 -1 

La prova de (1.3.22) és semblant. En aquest cas, 

v3
n = Y 7,(^-i,^-1)ír

,(n:.1,,_1)^(n':_1,;3_1)w(Aa-i^-i)w(Aa_1,/?_1) 
1 < a < i 0 - 1 

24n í (f dAdri 
JAaiß

 KJ(za,PtV] ' 

i utilitzant els mateixos arguments que abans la fita que obtenim és 

CPE(\ E \^(^-i^-imn:_1,,.1)^(n:.1,,_1)(iw(Aa_1,/9_1)i
2-2-2")|2p) 

1 < Q < Í 0 - 1 

+ Cp2~2np <Cp2~2np . 

Passarem ara a demostrar (1.3.23). El raonament és el mateix pels diferents valors de r, 
de manera que només donarem els càlculs explícits per r = 2. 

U?= £ lA^-^-i)H\Yzl_iß_i)F(Yz
n

a_iß_i)W(AQ.hß.1)2
2n 

I < a < ¡ 0 - 1 
i < 0 < ' o - i 

x / W(R2(ri))dri 

i per tant, Burkholder implica 

E(\U^)<Cp2
2n^-^ Y 2 4 " ^ ( | ^ ( A Q _ l i / ? _ 0 | 2 p ) £ ( | / W(i22(r?))Jr7|2p) 

l<ß<i0-l 

< Cp 2~2np. 
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Per acabar comprovem (1.3.24). Com abans, farem només el cas r = 2, 

v2
n = Y, 7.(^-i,/»-i)ff,(n,:.lI/,.1)^(n,:.I./,.I)w

r(Aa_1,/,_1)w(Aa_1,/,_a) 
l < a < i 0 - l 
1 < 0 < Í O - 1 

>4„ í i x 24 n / / di dr¡ 

I com en el cas anterior 

E{\V2
n\2p) <Cp2

2n(r-V y] 28np( f I dÍdrÁ2P 

K-O-o-l KJ*«,ßJR2W ' • o -
1 < | 9 < J 0 - 1 

x E(|W(A a_ l i^_2) |2 í ' )£;( |W(A a_ l i / í_1) |2 p) < Cp 2-2n*> . 

Així, (1.3.20) queda demostrat i per tant també (1.3.19) és cert. • 

Lema 1.3.13. Per qualssevol z G T, p £ [l,oo), n > 1, 

E(\ í 7 , ( ^ m n n J r n ( ^ ^ K ^ - / 7ÁriMYv
n)dr)\2p) <Cp2~^. (1.3.25) 

v JR, JRZ ' 

Prova. Utilitzant la notació introduïda a (1.3.15), recordem 

4 

Yn{zn, *] = £ (27>(z) + 2£G(*) + T?tH(z) + T?tB(z)). 
i = i 

Definim 
^ 2 , 4 ^ ) : = E C W * ) + T£G(v) + T-Hirj) + ï f r fo ) ) . 

«=1,2,4 

Aleshores, podem escriure 

25(| / ix(r,)H'(Yfn)Y»{r,niT,Wdr,- í iMtKYf) dt,\2') 
J Rz J Rt 

<cP¿>;(*), 
on 

r^co = 25(1 jí Tx^^cni^^c^K^i2 ' ) , 

U?(Z) = E ( \ J R lMH\Y£)T?ta{r,WdT,\2') , 

CtfOO = 25(| JR 72(v)H'(Yvl)T3
n
<B(r1)^dr]\

2p), 

U?(Z) = E(\Í 7MH\Y£)(T?fF(T,) + T?tH{n))d,Zdr,- [ <yM<P(Yv
n)dr)\2p) 
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Al Lema 1.3.11 hem comprovat 

E{\Tl2>M\2p)<Cp^2np -

Per altra banda, és clar que T"2 4(77) és .F*-mesurable (veieu Corol·lari 1.3.9 per la notació). 
Aplicant el mateix Corol·lari 1.3.9 obtenim 

U?(z)<Cp2-2np . 

També el Corol·lari 1.3.9, (1.6.10) i la Proposició 1.3.6, ens donen 

,2p 
U?(z) = E[ I / 7*fo)tf'(y£)( / 7,(OG(nB)Ä€de)^di7| 

<CP\E(\ í 7,(ri)H'(Y?n)G(Y?n)( f 7 , ( 0 ^ ) « « " */ | 

+ E[\ f l2(V)H'(Yl)( f 7,(0(G(y,B
B)-G(nn))À€de)^di7| 

<C p | | fc | |g2-" ' + Cp22"' sup£;(| / 7 , (0 (G( l^ ) -G(y € " ) )^dÇ | 4 , , ) i 

<C?p(l + Í|fc||^)2-»'. 

Utilitzant E( |T3^B(f/)|4p) < Cp 2
_ 8 n p , la desigualtat de Holder i (1.3.7), és fàcil comprovar 

U?(z)<Cp2-2np . 

D'aquesta manera, la prova de (1.3.25) es redueix a demostrar 

U?(z) < Cp 2~np . 

Definim 

Uïtl(z) = E(\ f (l:(v)-lÁVn))H'(Yvl)[ [ 7 , ( 0 ^ » ) ^ 

+ ! 7,(0^(17Kdçl^A?|ap), 

Uït2(z) = EÍ\ í js{rin)H'(Yfn)\ / 1v(t)(HY?) - FÍY£))dWt 

+ í 7v(0(H(Y^)-H(Yv
n

n))u^L·-dr1\
2p), 

KM = E\\ í * f f K ) t e ) / dWt + H(Y;n) í ù^dt) 
\ JRZ V Aín,f,] JiVnrt ' 

x^drj-JR j,(tinMYfJdTi\2p\ 

Ul¿z) = E(\ JR Mrin)HYv
nJ -J,{fl)rKYf))dr,\3,y 
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Utilitzant arguments semblants als del Lema 1.3.11 obtenim 

t / 4 W < Cp 2"2"* 22"* sup E(\T?tF(ri) + T?tH(T,)\*')> 
» / > 2 i , i 

< Cp 2~2np. 

Observeu que per tot £ 6 (r]n, rj] 

E(\7v(0F(Y^-F(Y¿)\^)<CpE(\2-n + \Y^-Y¿\\2p) 

<Cp2-np, 

aleshores el Lema 1.3.11 i la desigualtat de Burkhölder impliquen 

U?t3(z) < C p 2 2 ^ s u p { í ; ( | / jv(t)(F(Y?) - F(Y£))dWe\4') 

+ E(\ í 7r,(0(H(Y,n)-H(Yvl))^d^p)}' 

< Cp 2
2"P(2_6np + 2_ 6 n p) » < Cp 2~np. 

També és fàcil comprovar 

2*(l7,fo» W T J - y^)HYv
n)\2p) < CE(\2~n + \Y¿ - r„"||2p) < Cp 2~np 

de manera que 

UZ4(z)<Cp2-np. 

Finalment, al Lema 1.3.12 hem demostrat que 

Ul3{z)<Cp2-np. 

I com que U£(z) < C X/f=i ^4i(z)^ e^ r e sultat queda provat. 

Lema 1.3.14. Per qualssevol z £ T, p E [l,oo), n > 1, 

E(\ í iM(H(Yf) - H(Yfn))ùî d« - í j,(vMY?)dr, \2p) < Cp2 -np 
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Prova. La fórmula de Taylor ens dóna 

n \2 H{Yf) - H(Yl) = H'(Yvl)(YÏ - Y£ ) + - H"ÇYfn)(Y? - *£ ) 

1 -T,,i<—n 

+ -6H'"(Y;<Vn)(Yv»-YZ)\ 

on Yv1)n indica un punt entre Y™ i Y*n. Utilitzant la descomposició 

r ; - r;n = r " « ^ ] ) + (r„v - Y¿) + (Y^ - r,"j, 

podem escriure 

£ ( l / lM(B(Yf)-H(Yl))u?¡dr,- f 7 ^ M n n ) ^ r ) 

< cP ¿ J;(Z) 

on 

J?{Z) = E( 

J?{Z) = E( 

JÏ{Z) = E( 

J Ï(Z) = E( 

JRZ JRZ ' 

í T .^ 'TOl^^ 
í 7z(r1)H"(Yl)Gn

3(r])^dr]\
2p), 

J Rz 

í 1MH"(Yv
nJGnM^dr1\

2p), 
•JFtz 

amb 

Gï(v) = IY-^T + r"(»7„, 17][(!%,„ - Y£) + (1£0, - YfJ], 

GnM = 2 (( W - Yl) + (YVn^ - Yl )) . 

Pel Lema 1.3.13 sabem que J?(z) < Cp2~nP. 
El Corol·lari 1.3.9 i la Proposició 1.3.6 impliquen 

J?(z)<Cp sup E(\Y^Vn-Y^ + \ Y V n ^ - Y i n 

<Cp2-ne, 

J?(z) < Cp sup E( \G2(ri)\2p) < Cp 2-2"P. 
rl>zlA 
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Finalment, utilitzant la Proposició 1.3.6 i el Lema 1.3.11 es pot comprovar que 

^( l^(77)l 4 p ) < C P 2 - 6 ^ , 

E( \Y? - YfJ12p) < Cp 2~6np. 

de manera que s'obté 

J?(z) < Cp 2
2np 2~3np < Cp 2~np, i = 3,5 

I el lema queda demostrat. • 

Proposició 1.3.15. Per tot p 6 [l,oo), n > 1, 

sup E{\I?(z)\2p) < Cp2-np, 

on 

JRZ JRZ JRZ 

Prova. Considerem la descomposició: 

E(\I?(z)\2p) < Cp(J?(z) + # ( * ) + # ( z ) + J4"(z)) 

amb 

J?(z) = E(\[ 7z(V)(H(Yv
n)-H(Yvl))^drj- í lz(r))^(Yv

n)dr1\
2p), 

•J Rz J Rz 

J?{z) = E(\ j (7Z(TJ) - 7 , ( r ? n ) ) F ( F ; j ^ ^ | 2 í ' ) , 

J?(Z) = E(\[ 7z(r,n)H{Y£Wdr, - í lt(r,n)H(YfH)dWn\
2p\ 

J Rz J Rz 

J?(z) = E{\ JR ((7 zfoB) - yz(ri))H(Yfn) + yt(ri)(H{Yfn) - H(Yf)))dW„\2'). 

Al Lema 1.3.14 hem demostrat 
J?(z) = Cp2-np. 

El Corol·lari 1.3.9 implica 
j?(z) = Cp 2~2np. 

Utilitzant la desigualtat de Burkholder, la Proposició 1.3.6, (1.6.7) i (1.6.8) tenim 

Jï(z) < CPE(\JR (7.(i7n)-7»(»7))V(y,») + 7?(i7)(ff(y,:)-Ä(r,B))d»7r) < Cp2 
-np 
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Per tant, la prova de la proposició es redueix a demostrar 

Ji{z)<Cp2-np. (1.3.26) 

Sigui z G A J 0 J 0 , aleshores, 

/ lz{rln)H{Yl)^dr1- f 7z{iln)H(Yl)dWr) 
JRZ JR., 

= f 7z(rjn)H(Yvl)(^drj - dWv) + f 7x(r,n)H(Y^)(^dn - dWv). 

La desigualtat de Burkholder implica 

E(\ f lz(r,n)H(Y^)(^dr, - dW,)\2p) < CP2-»P. 
jRz-R,ioJo 

A més a més, 

/ 7z{r]n)H{Yl){ù»dr}-dWrt) 

= Y, y^a-l,ß-l)H(Yz
n
a_ltß_l)(W^a-ltß.1)--W(Aa,ß)) 

l < a < i 0 - l 

l < / 3 < »0 — 1 

- £ 7z(0)H(Yo
n)W(AQ,o) - Y. 7z(0)H(Yo

n)W(Ao,ß) 
l < a < i ' o - l l < / 3 < j o - l 

= ¿2 ^(^«,/»)(7*(^,/»)^(n:,,)-7.(^-i,/»-iWi;B
0.l,/,.I)) 

l < a < ¡ 0 - 2 
i < / 5 < J o - 2 

- £ Wt^o-,,Mzio-,,ß-.)H{Y?io_^) 

l<ß<Jo-l 

l < a < 2 0 - 2 

+ ¿2 W(Aa,o)MzQ,o)-7z(0))H(Yo
n) 

l<Q<i0-2 

+ J2 W(A0tß){7z(z0,ß)-7z(0))H(Yo
n) 

l<ß<Jo-2 
- (W(Aolio-i) + W(Aio-ltO))7z(0)H(Y0

n) . 

Es ciar que, 

E (\(W(Ao,jo-1) + W(Aio.h0))7z(0)H(YQ
n)\2p) < Cp2- 2np 
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La desigualtat de Burkholder, la Proposició 1.3.6 i les propietats de 7 impliquen 

E{\ ¿2 ^(M(7«(vre;-7I(v.lHTC.1,,J)r) 
l < a < i 0 - 2 
1 < / 3 < J 0 - 2 

< cp E(\ £ imAttt^)i2(7,(a!at/î)5TCi,)-7*(^-i,/»-iwn,:.li/,.l))T) 
l < a < i 0 - 2 
l < / S < J 0 - 2 

!<<*< '0 - 2 

l < / 3 < j ' 0 - 2 

< Cp 2~nr. 

De manera semblant 

JE?(| £ W(AiQ.ltß)lz(Zio.2tß.1)H(Yzl_2ß_i)\
2P) 

<CPE( J2 \W(&io-i,ß)\2p) < Cp2-"v. 
l<ß<Jo-l 

Mitjançant calculs del mateix tipus podem afitar la resta de termes per Cp2~np, així 
demostrem (1.3.28) i finalitzem la prova de la proposició. • 

Entrem j a a l 'última part d'aquesta secció: la demostració del Teorema 1.3.4, és a dir, el 
teorema que caracteritza el suport. Abans de passar a la demostració ens cal introduir una 
mica més de notació. 

Fixat h G H, a G IR considerem l'equació diferencial 

St(h)=X0+ í lz(v)(^(Sa
v(h))-aa'3(S

a
n(h))a3(S^h)))dr, 

+ í -Yz(r¡)a3(S^(h))hndrj, (1.3.27) 
JRZ 

z G T. Observem que (1.3.27) és un cas particular de l'equació (1.3.8). 

Direm pa a l'adherència respecte la topologia a-Hölder (a G (0, | ) ) del conjunt 

{Sa(/0, hen}. 

Fixat h G Tí, sigui T^{w) = w—wn+h. Una extensió del Teorema de Girsanov per processos 
a dos paràmetres (veieu [Gu-P 2]) ens diu que la mesura P o ( T ^ ) - 1 és absolutament 
contínua respecte P , per tot n > 1. 

Observem, que els processos {5"(ti>"), z G T) i {Xz(w — wn + h), z G T] són solucions 
particulars de (1.3.8). Per exemple, sigui Xn(w) := X{w — wn + h), h G H. Aproximant 
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les integrals estocàstiques per sumes de Riemann, és fàcil veure que Xn satisfà la següent 
equació diferencial estocàstica 

X? = X0+ [ lz{r1)[aA{X») + a3{X»)hr,-a3(X»)û«}dr1+ í 7 , ( ^ 3 ^ ) ^ , . 
JRZ JRZ 

Podem donar ja la prova del teorema del suport. 

Prova del Teorema 1.3.4. El nostre objectiu és comprovar les convergències següents per 
tot a G (0, J ) , e > 0, 

lim P(w : \\X(w) - S*(u;n) |L > e) = 0 (1.3.28) 
n—<-oo 

i 
Hm P(w : \\X(w - wn + h) - S*(h)\\a > e) = 0 , heH, (1.3.29) 

n—>oo 

que, d'acord amb la Proposició 1.3.2, asseguren les inclusions 

p 4 C supp(P 0 X - 1 ) C p* . 

Finalment, veurem que pa = p° per tot a £ IR, de manera que 

s u p p ( P o X - 1 ) = p ° . 

A les expressions (1.3.8) i (1.3.9) escollim Yo = X0 i els coeficients 

F = G = 0, H = a3 i B = 0,4 — - a'3a3. 

Aleshores, Fz
n = Sz(w

n) i Yz = Xz. D'aquesta manera obtenim la convergència (1.3.28) 
com un cas particular de la Proposició I.3.2. 
Escollim ara 

F = G = a3 , H = —a3 i B = a4 , 
3 

aleshores, Yz
n = Xz(w — wn + h) i Yz = Sz (h). En aquest cas obtenim (1.3.29) directament 

de la Proposició I.3.2. 

Per finalitzar, ens cal demostrar, que per tot a G IR, 

{S°(h), heH} = {Sa(h), hen}. (1.3.30) 

Fixat h £ Tí, sigui Sa(h) la solució de (1.3.27). Definim g 6 H de la manera següent: 
g := h — aa3 (Sa(h)) . Aleshores, el procés S°(g) satisfà 

S0
Z(9)=X0 + JR lz(rj)[a4(S

0
v(g)) + a3 (<$!(*)) ( ¿1 - aa3{Sa

v(h)))]drj. 

La unicitat de la solució de (1.3.27) implica S^(g) = Sz(h). Per tant , 

{sa(h), heH}c {s°(h), h e H). 

L'altre inclusió es pot demostrar de la mateixa manera. Així, queda demostrat (1.3.30) i 
finalitzem la prova del teorema. ,.,_ • 

v/V* *•-»<>*> 
O " r í . " 6 tv\ 
< Q / — • - : • | 0 

0% U n 5 > 

'9/g - y\\° 

MATEMÀTIQUB» 
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1.4. R E G U L A R I T A T D E L A LLEI 

Pre l iminars 

Sigui E = {z — (s,t) € T : s • t = 0} . Aquesta secció està dedicada a obtenir condicions 
suficients que assegurin l 'existència i la regularitat de la densitat de la llei de probabilitat 
de Xz, solució de l'equació (1.1.1) pels z £T\E. 

Els resultats que obt indrem estan basats en la utilització del Càlcul de Malliavin. Re
cordarem ara breument les seves bases per poder plantejar amb precisió els teoremes que 
necessitarem. 

Siguin (Í2, F, P) l'espai canònic associat amb el drap brownià W i IE un espai de Hubert 
separable. Un vector aleatori F : O —*• IE direm que és regular si 

M 

F=Y,MWtlt...,W,n)vi, (1.4.1) 
t = i 

on /,- € C5°° (IRn) , zu . . . , zn € T , vu ..., vM G E . OnC6°° (¡Rn) denota el conjunt de 
les funcions / : IRn —» H , de classe C°° que són afitades amb totes les derivades afitades. 
Denotarem per S el conjunt de les variables aleatòries regulars. 
La derivada de Malliavin de F (donada per (1.4.1)) serà el vector aleatori que pren valors 
a l'espai L2 (T, E ) , definit per 

M n p. r 

v=EE ¿ ( ^ ^)IM(I)^ 

Definirem la fc-èssima derivada de F per iteració, D^ VkF = DVl ( . . . (DVk F)). 

Per cada p Ç [1, oo) i qualsevol número natural N, denotarem per DN'P ( E ) la completació 
de S respecte la norma 

\\F\\PN,P = \\F\\Uçi^) + EE\\DkFWP 
N 

rr n n * n i 
L 2 (T*;E) * 

fc=l 

Definim D ° ° ( E ) = Q JDN'P ( E ) . Si E = IR escriurem D°° i JDN'P en comptes de D ° ° ( E ) 
p,N 

i 1DN'P ( E ) , respectivament. 
Donem ara els resultats fonamentals que utilitzarem. El primer teorema és útil per de
mostrar l'existència de la densitat d 'una variable aleatòria. El segon, a més de l'existència, 
dóna també la regularitat de la densitat . 
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Teorema 1.4.1. [B-H] Sigui F : Cl —• IR una variable aleatòria que satisfà les condicions 
següents, 

(i)FeTD¡¿, 

(ii) f \Dr)F\2dV>0q.S.. 
JT 

Aleshores, la llei de F és absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue sobre IR. 

Teorema 1.4.2. [Mal] Sigui F : fi —• IR una variable aleatòria que satisfà les condicions 
següents: 

(i) F e E>°°, 

(ii) (í iD.Ffdriy'eftL". 
J T P > I p-

Aleshores, la llei de F és absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue sobre IR 

i la densitat és contínuament diferenciable. 

Recordem també un lema tècnic que haurem d'utilitzar. 

L e m a 1.4.3. [L-N-S] Sigui {Fn, n > 1} una successió de vectors aleatoris en 
© ^ ( E ) , p e [2,oo), que convergeixen en Lp (Í2; E ) cap a una variable aleatòria F. 
Suposem que la successió {DFn, n > 1} és aßtada en Lp (Ü; L2(T; E ) ) , és a dir, 

sup E(J ||A,FXcfy) 
p/2 

< oo. 

Aleshores, Fe ID1'* (JE). 

R e s u l t a t s 

Dins d'aquesta secció considerarem XQ = XQ G IR i que els coeficients de l'equació (1.1.1) 
satisfan el següent conjunt d'hipòtesis (#4) 

(H4I) ÜÍ : IR x T —• IR, i = 3,4, són mesurables, infinitament diferenciables respecte 
la primera variable amb derivades de qualsevol ordre uniformement afitades. A 
més a més, 

sup \ai(x,z)\<C(l + \x\). 
zÇT 

(#22) a,; : T —• IR, i = 1,2, són derivables, afitades amb derivades afitades. 

Sota aquestes hipòtesis, pels resultats de la Secció 1.2, sabem que la solució de l'equació 
satisfà també l'equació integral estocàstica 

XZ=X0+ í 7z (77) [a3 (Xv, 77) dWv + a4 (Xr,, TJ) dri}. 
JRt 
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Introduïm també algunes hipòtesis addicionals que necessitarem per plantejar el resultat 
fonamental d'aquesta secció. 

(#43) sup I 0,3 (x,u,v) — 03 (x,u,v') I < C ( \u — u\ + \v — v'\ ) , u,u',v,v' G [0,1], 
iGiR 

(JEZ"44) sup I a4 (x,u,v) — et4 (x,u',v) | < C \u — u'\, u, u' 6 [0,1], 
xenv 

«€[0,1] 

sup I di Ü3 ( x ,« ,u ) — di a3 (x,u,v) \ < C \u — u'\, u,u' Ç. [0,1], 
rÇIR 

f 6 [ o , l ] 

sup I d\ a3 (x, u, v) I < C , 
*e iR 

( u , v ) 6 T 

on per 9y 03 (a;, u, v), j = 1,2, entenem la derivada parcial de 03 (x, u, v) respecte 
de x i de u, respectivament. 

Fixat z = (s,t)eT\E, 

( # 4 5 ) a 3 ( X 0 , 0 , í ) # 0 , 
(H46) 03 (Xo, 0, u) = 0, per qualsevol u 6 (0, í], i 

0 2 a 3 ( X o , 0 , í ) + a 1 a3 (^ ' o ,0 , í ) / 7o,t (0,w) a4 (X0,0,w)dw ¿ 0 . 
JO 

L'objectiu bàsic d'aquesta secció es demostrar el teorema següent. 

T e o r e m a 1.4.4. Suposem que se satisfan les hipòtesis (H4I), (E.2I) i (H43). Fixem 
z = (s,t) € T\E i suposem que es compleixen o bé (H±b) o bé (H4A) i (H46). Aleshores, 
la llei de Xz és absolutament contínua respecte la mesura de Lebesgue en IR i Ja seva 
densitat és infínitament diferenciable. 

Observació . La conclusió d'aquest teorema també es pot obtenir intercanviant els papers 
de les variables í i s a les hipòtesis (#44), ( i í 45) i (#46) . 

A [F 2], Farré va demostrar, utilitzant el Teorema 1.4.1, l'existència de densitat sota les 
hipòtesis següents 

(H4I) a,- : H x T —• IR, i = 3,4, són mesurables, afitades i derivables respecte la primera 
variable amb derivada afitada. A més a més, 03 és uniformement contínua respecte 
la primera variable. 

(H'42) at- : T —• IR, i = 1,2, són mesurables, afitades i Lipschitz. 
(tf43) a 3 ( X 0 , 0 , í ) ^ 0 . 

La demostració la va fer utilitzant la representació (1.1.4) de la solució com una semi-
martingala representable. Això fa que la prova sigui tècnicament complicada i que sembli 
difícil plantejar-se el problema de la regularitat de la densitat. 

Aquí utilitzarem la representació feble de la solució a partir de la funció de Green. Encara 
que imposen hipòtesis més fortes que les de [F 2], ens permeten demostrar l'existència i la 
regularitat de la densitat utilitzant el Teorema 1.4.2. 
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Com que Xz és unidimensional i la funció jz(-) és regular i estrictament positiva e n « = ä 
i en v = t (veieu la Secció 1.6), la demostració no presenta les dificultats tècniques de [N-S 
1] o [N-S 2]. De totes maneres, el mètode utilitzat ens ofereix una aproximació alternativa 
al teorema de Hörmander, tant amb hipòtesis restringides com amb no restringides, per a 
processos biparamètrics en dimensió ú. 

La prova del Teorema 1.4.4 vindrà donada per un conjunt de proposicions auxiliars. 

La primera proposició estarà dedicada a obtenir la condició (i) del Teorema 1.4.2. Neces
sitarem presentar primer un lema tècnic que és una generalització del Lema 1.4.3. 

Lema 1.4.5. Sigui {Fn, n > 1} una successió de variables aleatòries en JD 'p, N > 
1 , p G [2, oo). Suposem que existeix F E ÏÏD ~1,p tal que {DN-1 Fn , n > 1} convergeix 
cap a DN~l F en Lp (Q,; L2 (TN-1)) quan n tendeix cap a inñnit, i que, a més a més, la 
successió {DN Fn, n > 1} és afítada en Lp (fi; L2{TN)). Alesh ores, F 6 ID ,p. 

Prova. Per conveni, direm 1D0'P = Lp (Cl). Per N = 1, el Lema 1.4.5 es redueix al Lema 
1.4.3 amb E = JR. 
Per N > 1, diem Gn = DN~1 Fn, G = DN~1 F. La successió {Gn, n > 1} i el vector 
aleatori G satisfan les hipòtesis del Lema 1.4.3 amb IE = L2 ( T ^ - 1 ) . Per tant DN~l F € 
ID1* (L2 ( T ^ - 1 ) ) i així, F e DN'P. m 

Utilitzant el Lema 1.4.5 podem ara ja provar la proposició següent. 

Propos ic ió 1.4.6. Suposem (H4l) i (H22). Per tot enter N > 1 i p € [2, oo), Xz G JDN'P. 

Prova. Considerem les aproximacions de Picard definides en (1.2.1), que en aquest cas 
seran 

X¡n+V=X0+í lz{r})[az{X^\r¡)dWv + ai{X\n\r1)dr1], n>0. (1.4.2) 
JRZ 

Comprovarem ara que la successió {Fn = Xz n > 1} satisfà les hipòtesis del Lema 1.4.5. 
Ho veurem fent inducció sobre la N. 

Fem primer el cas N = 1. Al Teorema 1.2.1 hem demostrat la convergència de les aproxima
cions de Picard {Xz

n), n > 0} cap a Xz en Lp ( í í) , per qualsevol p € [2, oo). Demostrarem 
ara les dues propietats següents 
(i) p e r t o t n > 0 , X¡n) eJDhp, 

(ii) sup sup E(\DQX¡n)\p)<+oo. 
n ct,zÇT 

Observem que si es satisfan les dues propietats, tindrem que {Xz , n > 1} satisfà les 
hipòtesis del Lema 1.4.5 per N = 1 (en realitat haurem demostrat unes hipòtesis més 
fortes que les del lema) i per tant Xz 6 E>1'p. 
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La propietat (i) es comprova fent inducció sobre n, utilitzant les regles de la derivació 
estocàstica, la regularitat dels coeficients i (1.6.7). A més a més, per les mateixes regles 
de derivació, obtenim que les derivades satisfan l'equació 

DaX¡V = 0 

DQX¡n+V=-fz(a)a3(XÍn\a) 

+ í lz{r1)DaX^\dlaz{X^\r])dWri + dlai{X(
íl

n\r1)dr1}, (1.4.3) 
J(a,z] 

0 < a < z. 
Sigui Co = sup sup E(\X¡n)\p). Aleshores (1.4.3) i (1.6.7) impliquen 

n zÇT 

E(\DaX^\P) = E (\lz(a)a3(X0,a)\p) <CPC0 , 

E(\DaXW\*)<C,{Co+ f E{\DaX<?-V\v)dr¡}, n>2. 

1 per tant, (ii) queda demostrat. 

Per tal de treballar fàcilment amb les derivades de qualsevol ordre de Xz i Xz, utilitzarem 
la notació introduïda a [B-P]. 

Sigui a = ( a i , . . . , ajv) G TN; notarem per \a\ la longitut de a, es a dir, N. Direm â,- = 
( a i , . . . , a ,_i , a¿+ i , . . . , a # ) , i = 1,. •., N. Donada una variable aleatoria Y G ID 'p, 
escriurem com D% Y la derivada iterativa DQN DQN_1 . . . Dai Y. Sigui / G C%°' (IR x T), 
l'espai de les funcions contínues definides en IR x T, infinitament diferenciables respecte la 
primera variable i amb derivades afitades. Posarem 

N m 

Ta(f,xt,z)=E E /(m) t*-*) n D%i)x*> (IAA) 
m=l 1=1 

on el segon sumatori s'estén sobre totes les particions p\,..., pm de longitut m d' a i 
y("0 denota la ra-èssima derivada de / respecte la primera variable. De manera análoga, 
definirem Ta(f,Xz

n , z). 

Suposem ara que {Fn = Xz , n > 0} , F = Xz satisfan les hipòtesis del Lema 1.4.5 per 
N — 1 (N > 1) i p G [2, oo), o més precisament, que satisfan el conjunt d'hipòtesis 

(EN-!) (a) {Xin^n>0}cJDN-^, 

(b) DN~2X^ > DN~2X en J7(fi, L2{TN~2)), 
n—>oo 

(c) sup sup sup E{\D%-lX[n)\p)<+oo. 
n zÇT \a\=N-l 

Aleshores, pel Lema 1.4.5, Xz G JDN~1'P. Volem comprovar per tant ( H N ) . 
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La prova de (a) de (Hjv) es fa per inducció sobre n. A més a més, s'obté 

D^X^=0, 
N 

DNX(n+X) = £ T&l (a3, XgUiKte) 
» = 1 

+ / 7*fa) [Ta(ai1X¡,n\ri)dWv + ra{aAlX<i
n\ri)dTJ\JLlA.O) 

J (sup a,z] 

on sup a := a i V . . . V a^ . 

La convergencia (b) de (HAT) es pot comprovar fàcilment si s'observa que D»-1 Xz
n), n > 

1, i D"'1 Xz satisfan equacions del mateix tipus que (1.4.5). 
Definim 

A a (/, X<»> ,z) = r a (/, *(»>, z) - /<N> (X< »>, z) £>^ *í"> • 

Per n > 0, podem escriure 

^ Xí"+1> = £ r«.- («3, * Í 7 \ * i ) 7 , ( t t i) + / 7,(17) [A„(a3, X{">, 17) d W, 

+ A a (a 4 ,Xj">, 77)̂ /7] 

+ / 7, WDZX™ [4N) {Xl»\r¡)dWn + a<"> (*{">, r,)dr,]. (1.4.6) 
./(sup a,z] 

Observem que, en els dos primers termes, al costat dret de la igualtat (1.4.6) només 
apareixen derivades de Xz d'ordre menor o igual a N — 1. D'aquesta manera, la condició 
(c) de (Hjv-i) implica 

sup sup sup E (\AQ (aj, X^, rj) \?) < Cp , j = 3,4, 
» | a | = N »/ 

sup sup sup E ( |ràt. (a3, X£?\ a¿) |p) < Cp . (1.4.7) 
n,« |a|=iV V 

I ajuntant (1.4.6) i (1.4.7) s'obté 

E(\D»XP\')<CP1 

E{\D»X^\'>)<cAl+ í E(\DZX^\")dn}, 
./(sup a,z] 

per tot n > 1, z G T i |a| = N. Així es demostra la condició (c) del conjunt d'hipòtesis 
(HAT) i es completa la prova de la proposició. • 
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La derivada de Malliavin de Xz satisfà l'equació 

DaXz =iz(oc)a3(Xa,a)+ / jz(ri)DQXr}[d1a3(Xr,,rj)dWr) + dia4(Xr),íi)dr¡] , 
J(a,z] 

0<a<z. 

Definim {K2(o:), 0 < a < z < (1,1)} corn la solució de 

Yz(a) = 7z(a)+ f 7 z ( î / )y ) , ( a ) [o 1 a3(X l ï ,T / )dW l | + ô 1 a4 (X„ i / ) d» / ] . (1.4.8) 
J(a,z] 

Utilitzant aproximacions de Picard i els arguments del Teorema 1.2.1, és fàcil demostrar 
l'existència i la unicitat de la solució de l'equació (1.4.8). Com a conseqüència obtenim 
també la desigualtat següent 

sup E ( \Yx(a) |2*) < Cp. 
0 < a < 2 

Per la unicitat de solució de l'equació que satisfà Da Xz, tenim la igualtat 

DQXz = a3(Xa,a)Yz(a). 

Fixats e,ß,8 G (0 ,1 ) , z = (s,t) G T\E, definim els conjunts Dz
ß{e) = (0,£^) x 

(0 , í ) , q ) ¿ ( e ) = ( 0 , ^ ) x ( í - £ f i , í ) . > _ • 
El lema següent ens donarà unes estimacions per p G [1, oo) que ens seran útils la resta de 
la secció. 

L e m a 1.4.7. Per qualsevol p G [1, oo), 

sup E(\Xa-X0\
2p)<CPeßp, (1.4.9) 

a€D*ß{e) 

sup E ( \Yz(a) - 7 , ( a ) |2 p) <Cpe
6p. (1.4.10) 

«ec¿i5(5) 

Prova. Per demostrar (1.4.9) utilitzem les desigualtats de Burkholder i de Holder, (1.6.7), 
el creixement lineal d 'a¿, i = 3,4 i l'afitació en L2p del procés {Xz, z G T}. De manera 
que obtenim 

EdXc-Xol^^C.ilR^-' + lR^-1) I E(\Xv\
2p)dv, 

JRa 

que ens dóna (1.4.9). 

De manera anàloga, utilitzant que hem vist que el procés {Yr(o!)} està uniformement afitat 
en L2p{ÇÏ), (1.4.10) s'obté fàcilment a partir de l'expressió (1.4.8). • 
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La proposició següent ens donará la condició (ii) del Teorema 1.4.2 sota les hipòtesis (#4 3) 
i (H^ò). Aquesta última correspon a la condició de Hörmander restringida. 

Propos ic ió 1.4.8. Suposem (H4I), (H22) i (H±Z). Fixat z = (s,t) G T\E suposem 

(H45). Aleshores, ( / \Da Xz\
2 da) G Lp(Çl), per qualsevol p G [1, 00). 

JRZ 

Prova. N'hi ha prou amb demostrar 

P{[ \a3(Xa,a)Yz(a)\2da<e\<ep, p e [ l , 00) , (1.4.11) 

per tot £ < £0, on £0 depèn de p,z i dels coeficients de l'equació (1.1.1). 

Fixem £ G (0,1) i escollim ß G (5 , | ) . Aleshores, 

P{ í \a3{Xa,a)Yz(a)\2da<e\<Pl(e,ß)+p2{e,ß) (1.4.12) 
</ Rz 

amb 

Pi(£,ß) = P{ / al(Xr<w,r,w)Yz
2(r,w)drdw <e, 

í í a2
3(XQ,0,t)l2Á0,t)drdw>Ae}, 

JO Jt-eß > 

p2(e,ß) = p[J J ^ a2(X0,0,t)<y2
z(0,t)drdw<4e}. 

Volem comprovar que per qualsevol q G [1, 00), 

sup E (\a3(XrtW,r,w) Yz(r,w) - a3(X0,0,t) 7z(0,t)\2*) <Cq eßq . 
{r,w)e(Q,ef>)-x{t-ef> ,t) 

(1.4.13) 
En efecte. Les hipòtesis (H4I) i {H±Z) sobre el coeficient a3 impliquen 

\a3(Xr>w,r,w) Yz(r,w) - a3(X0,0,t) 7,(0,f) | < C {(1 + \Xr<w\ ) | n ( r , « ; ) - 7,(0, t) \ 

+ 17z(0, t) I [ |Xr>w - X0\ + |r| + |u> - í| ] } , 

on observem que per (1.6.8) 

\Yz(r, w) - 7,(0,í)l < C {|r,(r, u;) - 7z(r, w)\ + \r\ + \w - t\}, 

de manera que (1.4.13) s'obté de les estimacions (1.4.9) i (1.4.10) amb ß = S. 
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Aleshores, per la desigualtat de Txebixef, 

rep rt 

Pi(e,ß)<p{i í [a3(XriW,r,w)Yz(r,w)-a3(Xo,0,t)jz(0,t)]2drdw>e} 

< e«W-V sup E ( \a3(XrtW, r, w) Yz(r, w) - a3(X0, 0, t)7z(0, t) \2") 
(r ,u, )e(0 ,£")x( i -^,<) 

< Cq eiW-V. 

Corn que ß > | , existirà S\ > 0 tal que pi(e,ß) < ep, per tot e < S\. 

Diem K := | a 3 ( X 0 , 0 , i ) 7 , (0 , i ) |. Per la hipòtesis (H45) i (1.6.14), K > 0. Aleshores 

P2(e,/?) = P { ü : 2 e 2 / , < 4 e } . 

Com que /? < -| existirà e2 > 0 tal que P2(£, /?) = 0 per tot e < e^-

La desigualtat (1.4.12) i els resultats demostrats per p\(e,ß), p2(e,ß) impliquen (1.4.11).« 

La demostració del Teorema 1.4.4 amb hipòtesis de Hörmander no restringides vindrà 
donada per la proposició següent. 

Propos ic ió 1.4.9. Suposem (H4I), (H22) i (H4Z). Fixat z G T\E suposem que se 

satisfan (H44) i (H46). Aleshores, ( / \Da Xz\
2 da) G Lp{Çl), per qualsevolp 6 [1, 00). 

Abans de demostrar la proposició, presentarem uns resultats auxiliars, recollits en un lema 
tècnic, que es compleixen sota les hipòtesis de la Proposició 1.4.9. 

Fixat z = (s,t)eT\E definim 

Zl Xo + I 7O, Í (0 ,U) [a3{Xv,r])dWr, + a^X^dr,] , C <E T , r, = (u,v). 
JR(r\Rz 

Observem que { / 7o,t(0) v) a3{Xv,rf) dWv , C, < z} és una martingala biparamètrica 
JRfnR,: 

respecte la filtració generada pel drap brownià. A més a més, és fàcil comprovar que 
sup E(\ZZ\P)<CP. 



1.4 Regularitat de la llei 50 

Lema 1.4.10. Sota les hipòtesis de la Proposició 1.4.9 i per p Ç [1, oo) es compleix 

sup E ( | ^ - X o | 2 p + | X < - X 0 | 2 p ) <Cpe
2ßp (1.4.14) 

CGDJ(e) 

sup £ ( |XC - Zc
z|2p) < Cp e2ßp (1.4.15) 

sup E(\XC- Z¡\2p) < Cp { e3ßp + ¿26+ß)p) . (1.4.16) 

Prova. (#46), la propietat de Lipschitz d'o^ i (1.4.9) impliquen, per £ G DUe), 

E(\Zz
c-Xo\2p)<Cp ¡E(\ f 7o,t(0,u) ( a3 (X„ í7 ) -03(^0 ,^ ) ) dW7/|

2p 

+ | / 7o , t (0 , U ) (a3(Xo, i 7 ) -03(^0,0^)) d ^ | 2 p + | / 70,^(0,v)a4(Xv,r?) dr/ |2 p)} 

< c J e ^ " 1 ) ( / E(\XV- X0\
2p) dn + f e2ßp dr¡) + e2ßp) < Cp e2ßp . 

J Rs J Rf 

De manera análoga, E( |X^ — X0\
2p) < Cp e2ßp. I així hem demostrat (1.4.14). 

Utilitzant la desigualtat triangular, (1.4.15) s'obté fàcilment de (1.4.14). 

Per comprovar (1.4.16), apliquem les desigualtats de Burkholder i de Holder i obtenim 

E{\XC-Z¡\2P)<CP{E{\J {lc(r1)-l0,t(0,v))a3(XJ],r1)dW11\
2p) 

+ E(\ í (7c( '7)-7o > i (0 , i ; ) )G4(X„r / )^ | 2 p )} 
J Rç 

íCpl·lltf-1 f \lc(V)-lo<t(0,v)\2pE(l + \Xv\
p)dr1\. (1.4.17) 

J Rç 

Les propietats (1.6.8) i (1.6.9) de la funció 72 (•) impliquen 

l7cfo)-7b,*(0, t ;) |<C(|Ci | + |C2- t | + |u|), 

on C = (Ci,C2>- Per tant, per C € Cz
ßiS(e), 

\f<(ri)-loAO,v)\<C(eß + es), 

i combinant aquesta darrera estimació amb (1.4.17) obtenim (1.4.16). • 
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Prova de la Proposició 1.4.9. Volem demostrar (1.4.11). Per e,ß, 8 G (0,1), tenim 

Pi í \a3(Xcna)Yz(a)\2da<e}<p{ I \ a3(Xa,a) F » |2 da < e\ 

<qi(e,ß,6)+q2(e,ß,8), (1.4.18) 

qi(e,ß,8) = p{ I | a 3 ( X „ 7 7 ) n ( > ? ) | 2 ^ < e , 

í \a3(Z*,u,t)~íz(u,t)\2dr1>4e}, 

q2(e,ß,8) = p{ f \a3{Zz
r),u,t) lz{u,t)\2 dr) <Ae) , 

T} = (u,v). 

Anem a veure que 

sup E ( \a3(X„, r¡) Yz(r¡) - a3(Z*f u, t) 7 , (u , t) |2?) < Cq (e
6q + e3ßq). (1.4.19) 

En efecte. (1.4.10), (1.6.7), (1.6.8), (1.4.16) i (H43) impliquen, per 77 6 Cfo(e) 

E ( | a 3 ( X , , 7 7 ) n ( ? ? ) - a 3 ( ^ u , í ) 7 , K 0 | 2 ? ) < C ' ? ^ { ( l + |XT , | 2 í ) |n(7 7)-7z(r / ) | 2 í 

+ (l + \Xr,\^)\7z(r1)-7z(U,t)^ + \lz(U,t)^\Xv-Z^ 

+ \7z(u,t)\2q\a3(Z^r1)-a3(Z^U,t)\2q} 

< Cq { e6" + e26q + e3ßq + e^26+ß)q + e2Sq } < Cq (e
Sq + e3ßq). 

I per la desigualtat de Txebixef 

qi(e,ß,8)<p{ í [ a 3 (X„ 77)^(77) - a3(Z*,u,t)7z(u,t)]2 drj > e\ 

( | / [a^X^Y^-a^u^^trfd^) <e~qE 

< C? (eííw+z'-1) + eí(«+4/»-D). (1.4.20) 

Apliquem ara la fórmula d'Itô al procés {Z^ v, u G [0,1] }, 

«3(^,1,, M ) = 03(^0%'M) + / dia3(Z^v,u,t) j0it(0,w) 
' f i u ,» 

x { a3(XrtW, r, w) dWr,w + a4(XrtW, r, w) dr dv) 

+ Ö / dlaAZï,v,u,t) 7O,Í(0,W) a3(J\TriU„r,u;) c?r du;. 
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Fent un desenvolupament de Taylor obtenim 

u2 

cL3(Xo,u,t) = d2a3(Xo,0,t)u + d%a3(Xo,r,t) — , 

per algun r G (0, u), ja que a3(Xo, 0, t) = 0. Podem per tant escriure, 

a3(Z*v,u,t) - u(d2a3(X0,0,t) + dia3(Xo,0,t) / 7o,t(0,u;) a4(X0,0,w) dw) 

4 

= ] T Mj(u,v) (1.4.21) 
i=i 

on, 
M1(u,v)= / dia3(Z^v,u,t) 7O,Í(0,U;) a3(XrtW,r,w)dWrw, 

J Ruv 

M2(u,v) = / 7o,t(0,u?) [öi a3(Z^v,u,t) a4(XrtW,r,w) 
J Ruv 

— dia3(X0,0,t) a4(X0,0,w)]drdw , 

M3(u, v) = - d\ a3(Z* , u, t) 7o>t(0, tu) a^(Xr)U;, r, to) dr dw , 

u2 

M4(u, v) = dl a3(X0, r,t) — . 

Aleshores, per rj = (u, v) €E Cß6{e), 

4 

£ £ ( I M ^ ) ! 2 ' ) < Cg £ 3 ^ , q e [1, oo). (1.4.22) 

Veiem-ho. Com que 03(^0,0,1«) = 0, per qualsevol w < t, la propietat de Lipschitz d'o3 i 
(1.4.14) impliquen 

E{\M1{T})\
2")=E[\ i dia3(ZïtV,u,t)>Yo,t(0,w) fa(Xr,w,r,w) 

J Ruv 

-a3(X0,0,w)]dWrtW\2q) 

< Cq eß(*-V ! (E ( \Xr,w - Xo \2") + \r\2*) dr dw < Cq e3^ . 
J Ruv 

Per altra banda, les propietats de Lipschitz de d\ a3 i a4, (#44), (1.6.7) i (1.4.14) impliquen 

E(\M2(rj) \2«) 

<Cq[E[\ ! 7o40,w)a4(XrtW,r,w)[d1a3(Z^v,u,t)-d1a3(X0,0,t)]drdw\29 

+ I / 7o,t(0, w) di a3(X0, 0, t) (a4(XrtW, r, w) - a4(X0, 0, w)) dr dw\ qj\ 
J Ruv < Cq eißq 
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Introduint també a3(Xo,0,t) com a l'estudi de Mi(r)), és fàcil obtenir 

E ( \M3(r¡) \2q) < Cq £2ß* (E^X^ - X0\
4") + |r |4?) < Cq e6ß" . 

Finalment E ( |M4(^) \2q) < Cq eAßq i (1.4.22) queda completament provat. 

La identitat (1.4.21) implica 

92(e, ß, S) < q21(e, ß, 6) + q22(e, ß, 6), (1.4.23) 

amb 

U 4 2 

j I s W i=i 

<¡r22(£,/?,¿) = H / 7 * ( M ) " 2 [d2 a 3 (X 0 , 0 , 0 + ^1 «3(^0 , 0 , Í ) / 7o,*(0,u;) 
1 ^ ' ^ ( e ) Jo 

x a4(X0,0,iy)c?u>] < /u<¿v<16e[ . 

Utilitzant la desigualtat de Txebixef, (1.6.7) i (1.4.22) tenim 

q2i(e,ß,S)<Cq^
+4<3-1^. (1.4.24) 

Definim ara 

q22i(e,ß,6) = p{ i j2
z(u,t)u2[dia3(X0,0,t) i -yo,t(0,w)a4(X0,0,w)dw]2 

x dudv > 16 e [, 

q222(e,ß,6) = p \ f 7
2

z(u,t)u2[d2a3(Xo,0,t) + dia3(Xo,0,t) 

x / 7O,Í(0, ÍÜ) 04(^0,0, w)dw] du dv < 64e [, 

de manera que 

q22(£,ß,S)<q221(e,ß,6) + q222(6,ß,6). (1.4.25) 

Per Txebixef, és fàcil veure que 

q22i(e,ß,6)<Cqe(3S+3P-V«. (1.4.26) 

Per altra banda, sigui K = | d2 a3(Xo,0, t) + d\ a 3 (X 0 , 0 , t) j 7o,<(0, w) a4(JT0 ,0, w)dw\. 
Jo 

Com que per (1.6.16), fz(u,t) = exp ( / a1(r,t)dr), i per tant , jz(u,t) > C, tenim que 
J u 

I -y2
z(u,t) u2 [d2a3(X0,0,t) + d1a3(X0,0,t) / 70) Í(0, w) a4(X0,0,w)dw]2 dudv 

JC'Pit(e) JO 

>±-C2 e3ß+s. 
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I per tant , 

q™(e,ß,6) < P { ¥f- < 64ei-<W>} . (1.4.27) 

Escollim axa S, ß G (0,1) que satisfacin les desigualtats 28 + ß — 1 > 0, 8 + 4ß — 1 > 0 i 
l-3ß-8 >0 (per exemple, S = \ , 0 = £ ). Aleshores, per (1.4.18), (1.4.20), (1.4.23), 
(1.4.24), (1.4.25), (1.4.26) i (1.4.27) obtenim l'existència d'un e0 G (0,1) tal que (1.4.11) 
es compleix per tot e G (0,£o)- I així s'acaba la prova. • 

Prova del Teorema 1.4.4. Aplicarem el Teorema 1.4.2 a la variable aleatòria F — Xz. 
Els resultats establerts a les Proposicions 1.4.6, 1.4.8 i 1.4.9 demostren que es satisfan les 
hipòtesis del Teorema. • 

Observació . Si els coeficients a,, i = 3,4, no depenen de z G T, el Teorema 1.4.4 es 
pot donar sota el següent conjunt d'hipòtesis: (.fl^l), (#22) i , o bé 03(^0) J^ 0, o bé 
a 3 (X 0 ) = 0 i a'3(X0) a4(X0) £ 0. 

1.5. G R A N S D E S V I A C I O N S 

Prel iminars 

L'objectiu d'aquesta secció és estudiar les petites pertorbacions de (1.1.1). Es t ractarà 
d'establir un Principi de Grans Desviacions (que escriurem de manera abreujada com 
PGD) per les solucions de l'equació (1.1.1) quan considerem petites pertorbacions del 
brownià que governa l'equació. 

La primera part d'aquesta secció està dedicada a recordar que diu un PGD i a presentar 
el mètode que utilitzarem en el nostre cas per obtenir-lo. Provarem després un PGD 
utilitzant la formulació (1.1.9) de la solució. Per acabar, indicarem breument com obtenir 
el PGD utilitzant la representació (1.1.4). Les hipòtesis necessàries en aquest últim cas 
són més febles que les anteriors, però la demostració és molt més llarga i complicada. 

Sigui (IE, S) un espai mètric separable i complet amb la <7-àlgebra de Borel corresponent. 
Sigui (PC)£>Q una família de mesures de probabilitat en (IE, S) i I : IE —+ [0, 00) una funció 
semi-contínua inferiorment, anomenada funcional d'acció , tal que els conjunts {I < a } 
són compactes per qualsevol a G [0,00). 



1.5 Grans desviacions 55 

Definició 1.5.1. Direm que (P£)£>o satisfà un PGD amb funcional d'acció I si es com
pleix 

e2 log Pe {0} > - A (O), per cada obert O, 

e2 log Pe {F} < - A (F), per cada tancat F, 

on, donat un subconjunt 4 c E , A(A) = inf I(x). 
x£A 

Aquesta definició es pot donar també pel cas en que la família de probabilitats és una 
successió. 

Tenim diferents tècniques per construir nous PDGs a partir de famílies de probabilitats 
que ja en satisfan un. Un dels mètodes bàsics és conegut com el Principi de Contracció. 
El podem anunciar en el següent teorema. 

Teorema 1.5.2. Sigui (PE)£>o una família de probabilitats que satisfà un PGD en (IE, S) 
amb funcional d'acció I. Suposem que existeix una funció contínua $ : IE —» IE', on JE' 
és un espai mètric complet i separable. Aleshores, la família de mesures de probabilitats 
Q£ = Pc o $ _ 1 , deßnides en JE', satisfà un PGD amb funcional d'acció J, on 

J(y) = mí{I(x),$(x) = y}. 

Ara bé, en molts casos la funció <5 que sabem construir no és contínua. Aquest és, per 
exemple, el cas d'un procés de difusió quan definim la funció a partir de l'esquelet de la 
solució. Per exemple, considerem els processos {Z£, e > 0}, solucions de 

dZf = ea(Z¡)dWt + b(Zs
t)dt, 

ZQ = ZQ 6 H , on b i a són funcions reals prou regulars. 
Si volem obtenir un PGD per la llei de la família {Zf, e > 0} podríem intentar aplicar el 
Teorema de Contracció. Pel Teorema de Schilder sabem que la família {eW, e > 0} satisfà 
un PGD a l'espai de les funcions contínues C([0,ío],IR) amb funcional d'acció 

1(f) = I Uo° Il·lès, fAfel·ln 
\ oo, altrament, 

on 7ij és l'espai de Cameron-Martin, és a dir, l'espai de les funcions reals absolutament 
contínues definides a [0, to], que s'anul.len a l'origen i tenen derivada de quadrat integrable. 
Podem definir la funció que ve donada per l'esquelet i que a cada / G T î li fa correspondre 
la solució de 

d$(f)t=<T(<ï>(f)t)dft+b(<ï>(f)t)dt, 

$ ( / ) o = z0. 
Observem que §(eW) = Z€. Per tant, si la funció fos contínua, aplicant el Principi de 
Contracció obtindríem un PGD pel procés de difusió. Aquesta funció, però, en general no 
és contínua. 
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Per solucionar aquest problema, Azencott va establir un mètode basat en una propietat 
que podem anomenar de quasi-continuïtat. Aquest mètode el presentem en el següent 
teorema. 

Teorema 1.5.3. [A] Siguin (Ei,di), i = 1,2 dos espais mètrics complets i separables i 
Xe : fi —• Ei, e > 0, ¿ = 1,2, dues famílies de variables aleatòries. Suposem que {Xe , e > 
0} satisfà un PGD amb funcional d'acció I : Ei —> [0, oo]. Sigui F : {I < +00} —* E2 

una funció tal que las seves restriccions als conjunts compactes {I < a}, a € [0, 00), són 
contínues en la topologia d'Ei. Per g G E2, diem 

I(g) = mí{ï(f):F(f) = g}. 

Suposem que per qualssevol R, p,a > 0 existeixen a > 0 i £0 > 0 tais que per f G ¿à 
satisfent 1(f) < a i e < £0 tenim 

P { d2{X*2 , F(f)) > p, d1(X¡, f)<a}< exp ( - ^ ) . (1.5.1) 

Aleshores, la família {Xf , £ > 0} satisfà un PGD amb funcional d'acció I. 

R e s u l t a t s 

Considerem el conjunt d'hipòtesis (#5) sobre els coeficients de l'equació (1.1.1), 

(H5I) a¿ : H — • H , i = 3,4 són funcions Lipschitz afitades. 
(#22) a¿ : T —• IR, ¿ = 1,2, són derivables, afitades amb derivades afitades. 

Sota aquestes hipòtesis i amb xo G IR, considerem la família {Xe, £ > 0} de processos 
indexats en T que satisfan l'equació estocàstica 

X¡ = x0+ Í j^^a^X^dW. + a^X^drj]. (1.5.2) 
JRZ 

i que corresponen a les solucions de 

- Q* =a\{s,t) 3'f +a2(s,t) s,t +£a3(X,s,t) W3tt + a4(X,s,t), 

(s,t) G T, Xs>t — x0 sobre els eixos. 

Establirem un PGD per {Xe, e > 0} a l'espai CXo(T) de les funcions reals contínues 
definides en T que prenen el valor x0 sobre els eixos. El nostre objectiu serà aplicar el 
resultat d'Azencott a les variables aleatòries Xe = ¿W i Xe = Xe donades a (1.5.2). 

El cas particular a\ — a2 — 0 ha estat estudiat a [D-D] seguint aquest mateix mètode. 
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Per poder obtenir l'estimació (1.5.1) ens calen dos tipus d'eines: desigualtats exponencials 
i un lema tipus Gronwall. Donarem primer de tot aquests resultats. Obtindrem una 
desigualtat exponencial per un tipus d'integral estocàstica que no serà una martingala. 
Aquest mateix problema ha estat estudiat a [So] en el context de les equacions diferencials 
estocàstiques en derivades parcials parabòliques. 

Proposició 1.5.4. Sigui gz(f}) una funció real definida en T2 amb go(-) = 0. Suposem 
que existeix una constant positiva Kg tal que per tot z, z' G T, 

/ {gz{y¡)-gz>{n))2dr)<Kg d(z,z'), 
JT 

on d denota la distància Euclideana en T. Sigui a — { cr(z), z £ T} un procés estocàstic 
J-z-adaptat. Aleshores, existeixen constants positives Ki i K2 tais que 

P { sup I J g2(ri) o^dW^ > L] < exp ( - - ^ ^ K2) (1.5.3) 

per tot L > 0 amb —37— > K\, on K„ = sup | a(z,w) \. 
Kj K„ zeT,wea 

Prova. Diem 

h = / gz(r¡) (T{r),u)dWn. 

Suposem que sabem provar l'existència de constants positives C\ i C2 i d'una variable 
aleatòria B tais que 

E(B)<V2, (1.5.4) 

sup \IZ\ < d K) Ka [(£n+ B)2 + C2] , (1.5.5) 
z£T 

on £n+ z = max {£nz, 0}. Aleshores, de (1.5.4) obtenim l'estimació 

E ( exp (£n+ B) ) < 1 + \Í2 

i utilitzant (1.5.5) i la desigualtat de Txebixef exponencial tenim 

P { sup \IZI > i} < P ¡(£n+ B) > ( -x C2)2} 
L ^er i l v d Kg

2 Kv J J 

<E[exp(£n+B)] exp j - ( \ C 2 ) 2 } 
C\ Kg Ka 

< exp { - ( \ C2)
 2 + £n (1 + V2) } 

si -^— > d C2. 
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Diem K2 := TTF* , I<i := max {2 Ci C2 , \ /8 Un ( l + \ / 5 ) ) * d } , i suposem / > Ki. 

El darrer terme de (1.5.6) és igual a 

i està afitat per 

Per tant , (1.5.3) queda demostrat. 

Veurem ara les demostracions de (1.5.4) i (1.5.5). El mètode utilitzat és semblant a l 'emprat 
a [So]. Utilitzant la desigualtat de Burkholder observem primer 

E{\iz-Iz,\
2)= í (gM-gAi))2E(<?{ri,u,))dri 

JT 

<KgK¡d(z,z'). 

Diem p{y) = y 2 2 4 K¡j K„ , y > 0 , ^ (x ) = exp l·j-J , 1 6 E . Sigui 

B= I í j>( , Iz~Iz' ,-Adzdz'. 

Anem a comprovar que B realment satisfà (1.5.4). Diem 

Si considerem la martingala contínua 

Mr= / g(z,*)iri)dWv 
jRrl 

respecte la filtració Tr\, amb variació quadràtica associada 

(M)r= í gl^^drjKl, 
JRTI 

és conegut que existeix un moviment brownià Z tal que Mr = Zi^\. D'aquesta manera, 
per les propietats del moviment brownià 

s £ [ e x p {K 0 | u
r ç 1

| z ' | 2 )} ]=^· 
i per tant E (B) < + 00. 
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Podem aplicar ara el Lema de Garsia-Rodemich-Rumsey (veieu, per exemple, Teorema 
1.1 de [W]), per cada u;-q.s. i z, z' 6 T. Obtenim 

rd(z,z') 

i com que I0 = 0, 

rd(z,0) 

sup | J 2 | < s u p 8 / V>-1( — )dp(y)\ 
zÇT z€T Jo V y ' 

< 2 * I / ((£n+B)X2+(en+y-^)dp(y)\. 
Jo 

(1.5.7) 

Fent càlculs és fàcil comprovar 

sup \IZ\ < 2* (Ù 
zGT 

dy 

< 25
 K) Ka 

\ (£n+ y" 4 ) i y - i dy = IsPhï. 
Jo 

Finalment, (1.5.5) és una conseqüència de (1.5.7), ja que 

tn+ B)± p(y/2) + Kj K9 ti \ J (£n+ y"4)> y"* 

(£n+B)2 + 2_<v/27J 

= d K¡ K„ [{ln+B)ï+C2} 

amb Ci = 25 i C2 = 2-*>/27r. -

El lema tipus Gronwall que necessitem és el següent. 

Lema 1.5.5. Sigui h : T —• 1R una funció integrable no negativa que satisfà 

h(z)<K+ I ß(rj) h(r¡) drj, ZET, 
JRZ 

on K > 0 i ß : T —> JR és una funció integrable no negativa. Aleshores, per qualsevol 
zeT, 

h(z)<K exp | / ß{ti)drA. 

Prova. És igual a la del Lema 4.13 de [L-S]. 
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Denotarem per 7íXo el conjunt de les funcions absolutament contínues / 6 CXo(T) amb 

IT \f(z)\2dz < + oo, on f(z) indica la derivada dsg't . Recordem que {eW, e > 0} 
satisfà un PGD a CQ(T) amb funcional d'acció 

/ ( / ) = ( 2 ll/ll«o> s i / e f t o ; 
\ +00, altrament. 

Per cada / £ Tío, considerem la funció { S(f) (z) z 6 T } que satisfà 

S(f)(z) = xQ+ í 7z(r¡)[a4{S(f)(r1))+a3(S(f)(r1))f(r))]dr1. (1-5.8) 

Siguin f,g G H0, li/H«» + ||flr||w0 < a. Pel Lema 1.5.5 i ( # 5 1 ) , 

IW)-Sfo) II« <C H«,, 

on 

JRZ 

Suposem primer que 03 és una funció de classe C2, afitada i amb les derivades afitades. 
Integrant per parts i utilitzant (1.6.7) es pot demostrar 

N l o o < C | | / - 5 r | | 0 0 , (1.5.9) 

on la constant C depèn de H^Hoo + H á̂Hoo + il*3 l̂loo- En el cas general, (1.5.9) continua 
essent certa, com es pot comprovar fàcilment regularitzant a3 mitjançant una convolució i 
passant al límit. 

Fixem-nos que (1.5.9) ens indica que / 1—• S(f) defineix una funció contínua de { ||/||7<0 < 
a } cap a CXo (T) respecte la topologia de la convergència uniforme. 

L'objectiu d'aquesta secció és la demostració del resultat següent. 

Teorema 1.5.6. Sota les hipòtesis (H$), la família de processos {Xs, e > 0} solució de 
(1.5.2) satisfà un PGD a 1 'espai C l 0 (T) amb funcional d'accio 

1(g) = mî{\J^ \f(z)\2 dz, g = S(f) , / € « , „ } , 

on S(f) està deñnida a (1.5.8). 

Com que ja tenim la continuïtat de la funció / 1—> S(f), obtindrem el resultat transferint 
les estimacions de Ventzell-Freidlin, tal com ho presentem en el teorema següent. 
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Teorema 1.5.7. Suposem (H5). Per tot f G Ho, R, p > 0, £ G [0,1], existeix un a > 0 
tal que 

P { \\X£ - S(f)\\co > P, \\eW - / | U < a } < exp ( - 4 ) • (1-5.10) 

Sigui {F/ , z G T} el procés definit per 

Y,' = X0+ í 57,(77) a3(r„£) dWn + í 7z(r¡) (^(Yj) + az{Yj) fa) ) drj. (1.5.11) 
JRZ JRZ 

La demostració del Teorema 1.5.7. es redueix a demostrar el resultat següent. 

Teorema 1.5.8. Per tot f G TiojR, p > 0, existeix un a > 0 tal que, per qualsevol 
e € [ 0 , l ] 

P { | |F£ - 5(/)||oo > p, | | eW| | oo<a}<exp ( - £ ) . (1.5.12) 

Veiem-ho. Sigui W\ = Wz /(¿O- ^e^ Teorema de Girsanov sabem que {W*, z GT} 

és un procés de Wiener respecte la probabilitat Ps donada per 

dPE 

= exp^JTf{z)dWz-^JT\f(^dz} 
dP 

Per cada p,a,e > 0, direm 

B< = { \\X* - 5 ( / ) | U > p, \\eW - /Hoc < a } , 

Us=exp[--£ J f(z)dWz). 

Aleshores, 

P ( 5 £ ) < P{B< n ( V < exp ( A ) ) } + P {t f« > exp ( A ) } 

< exp (^Al) i"(£e) + P{- J / ( * ) ^ > ^ } > (L5-13) 

on a = 11/11^ i A G IR. 

Considerem la martingala forta contínua < I fv dWjj, z Ç. T>. La desigualtat exponen

cial per martingales fortes establerta a la Proposició 5 de [D-D], implica l'existència de 

constants positives K\,K2 tais que 

P{\ í f{z)dWz\>-)<Kíexp (--=£-), 
•> JT ' e ) \ Ko e¿a ' 
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per qualsevol A > 0. Escollim X2 > a Ki (R + In Ki), aleshores 

p{\J f(z)dWz\>^)<exp ( - ; § ) • (1.5.14) 

A més a més, en termes de u>£ = u — - / , el procés X£(UJ) el podem escriure de la manera 
següent 

X£
z(u) = X£

z{oJ
£ + -f)=x0 + í £ 7 2 ( l ) « 3 K ( a ; £ + - / ) ) ^ 

+ í 7,(17) («4 {X* (u,* + - / ) ) + a3 {X£ K + \ / ) ) f(v)) dn . 
JRZ \ e e / 

Diem Y£(u£) = Xs (u£ + \ / ) . Aleshores, 

P£{B£) = P { \\Y£ - 5(/)||oo > p, HeWHoo < a } , 

amb Ys complint (1.5.11). 
D'aquesta manera, (1.5.13), (1.5.14) i (1.5.12) ens completen la demostració del Teorema 
1.5.7. 

La demostració del Teorema 1.5.8 està dividida en un seguit de lemes i proposicions. 

Lema 1.5.9. Fixem f G 7~ío, | |/ | |-K0 — a- Aleshores, existeix una constant no negativa 
K depenent només dels coeñcients i de a tal que, cj-q.s. 

WY'-SWWooZK || / e7.0/)«3(1?)«W, . (1.5.15) 
JRZ °° 

Prova. Les identitats (1.5.11) i (1.5.8) impliquen 

l * 7 - S ( / ) ( * ) | < | | / e y ^ a ^ d W ^ + C f | y , e - 5 ( / ) ( i 7 ) | | l + /( i7) |di7 . 
JRz JRZ 

Aplicant el Lema 1.5.5 obtenim l'estimació (1.5.15) amb K = exp ( C(l + à) ). • 

Anem ara a plantejar una discretització del procés Y£. Necessitem però introduir primer 
una mica de notació. 

Per n e IN, k,j = 0 ,1 , - - - ,n - 1, direm s£ = ¡ , t] = {, z% = (sn
k, t]) i A £ . = 

l*k,snk+i) x [*?.*?+!)• D e f i n i m a r a F / ' n = Y£n. si (s,t) e Alj. 
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Propos ic ió 1.5.10. Per tot R > 0 i // > 0 existeix no G IN, depenent de R i fi tal que 
per íoí n > no i e E (0,1] 

p { | | y £ - r £ · " | | 0 0 > / i } < e x P ( - ? ) 

Prova. Fixem n i diem F£ = { | | F £ — F£ 'n | |oo > A*}, aleshores 

n - l 

f £ c U (J?£ U F2X- U P3X), (1.5.16) 

amb 

F S = { SUP I / £ * M «s(l?) <W, | > | } , 
k) 

Fiïi = { SUP I / £ M7?) - 7«í, (»7) ) «3(F,£) ¿W, | > f } , 
kJ 

* £ & = { SUP I / MH(V)-1R.» {n)lzn{r,)) (aA(Y*) + a3(Y¿)fr,)dn\>£ } . 1 2€A^. J r *J; *J ¿ ) 

Volem obtenir fites exponencials per les probabilitats P{F¡'£-), i = 1,2,3 per k,j fixats. 

Per z = (s,t), sigui * = (i , i). 

Definim 
9\{ji) = lRtn.+j.\Rtn\rj) 7,» + Í ( T / ) . 

'kj^n ' -*,- *>' 

Aleshores 

sup | / ejz(n)a3(Yv
s)dWr¡\=sup\ i eg\(rj) a3(Y¿)dWn \. 

zGA". JRZ-Rzu z&T JT 
"> kj 

És evident que gl = 0. A més a més, per (1.6.9) 

/ (~g1
z(n)-~g1Ari))2drJ<C-d(z,z'). 

JT
 n 

Aleshores, la Proposició 1.5.4 implica l'existència de constants positives K\ i K2 tais que 

y?n 
P(K;J)<^P(-^Í^K2), 

x 
quan r ¿ > A i . 

3 C 2 £ 
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De manera anàloga 

sup | / e{7z(r1)-l^(v))a3(Yv
s)dWv\=snp \ f e~g2

z{r¡) a^Y^dW, | , 
z€A" jRzn ' z€T JT 

amb 
g2An) =U. 

kj 
giti) = k " (»/) (7^,.+* (^) -7zk".(r/)). 

Aleshores ^ = 0 i per tot z, z' 6 T, 

7 T n 

La Proposició 1.5.4 implica l'existència de constants K\ i K-i tais que 

P ( F 2 X ) < e x p ( - ^ X 2 ) , 

s i _ ü " _ > / ^ . 
3 C 2 £ 

La desigualtat de Schwarz ens dóna 

sup I / taMTzfa)-!*.» (»7) 7z?,(i?)) (<u(Y¿) + a3{Y¿)f(ri))dri\<-^. 

D'aquesta manera, per n > ^-Ç- el conjunt i7 '̂̂ ,- és buit i P(F¿'£j) = O. 

Finalment, per (1.5.16) 

*2 ""g/Mi«} <*»!<« {»'(«P (-^/ Í 2)+ e Xp (- ¡££*))} 
< £* (log „ ' -flog 2) - ü i ^ i < - B 

per « prou gran i £ G [0,1]. Això completa la prova de la proposició. • 

Proposició 1.5.11. Per tot R> 0, p > 0, n G IN, existeixen //o > 0 (que no depèn de 
n j i cvo > 0 (depenent de n) tais que, per tot fi < p,0 , a < a0 i £ G (0,1], 

P{\\ í eyt(r,)as(y¿)dW1l\\Qo>p, ¡¡eW^ < a, \\Y' - F ^ I U < A 

< e x p ( - | ) . (1.5.17) 
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Prova. Podem escriure 

P {|| J e~íz(r))a3(Y*)dWT1\\oo>p, \\eWU < a, \\Y* - V*^ < »} 

^P{\\JR ^Ári)(aÁY*)-a3(Y^))dWTI\\oo>^ | |F £ - F ^ U < ^ } 

+ P{\\JR e7z(v)a3(Yv^)dWr)\\oo>^, \\eWU < a} . 

Observem que 

| / e7z(r1)a3(Y^)dWr,\ = \ ¿ ea^f) í lMdW„\ 
JR* j,k=o " JR*^n

ki 

n - l . 

A la Secció 1.6 es demostra que jz{') té derivades parcials de primer ordre i creuada de 
segon ordre afitades (Proposició 1.6.1). Aproximant la integral estocàstica per sumes de 
Riemann i fent un pas al límit, de manera anàloga a una integració per parts en el cas 
determinista, s'obté 

rS2 /><2 

/ / -yz(·n)dWr] = WS2,t27z(s2,t2)-W3ut7yz(sut2)-W32ít17z(s2,ti) 
Jsi Jtí 

+ WSl<tl7z(s1,t1) 

- p WUít2 ^ (u,t2)du + p WuM ^ (u,h)du 

/

<2 dfz ft2 diz 

W,2tV -— (s2,v)dv+ / W3uv - ^ (suv)dv 
f2 f*2 ô 2 7 

+ JSl Jtí
 W""3ïfv^

dudv-
Aleshores, per tot e G (0,1], a \ n tais que a < 18 ¿2 „2 tenim 

P{\\JR e7z(r])a3(Y<>")dWv\\oo>£, {¡eW^ < *} = 0 . 

Considerem finalment gz(rj) = lßz(??)7z(?7)- La Proposició 1.5.4 implica l'existència de 
constants K\ i A"2 tais que 

P{\\[ e7z(V)(a3(Yvn-a3(Y^))dWr,\\oo>^, \\Y*-Y'^U < ?} 

- e x p ( - ï^cv^ 2 ) ' 
SÍ /i < £ 

2 C 2 K-i 

file:////eWU
file:////eWU
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I així, (1.5.17) es compleix per a < 18 £2 n 2 i p? < 4
p

g 3 ^ • • 

Ara ja és possible donar la demostració del Teorema 1.5.7. 

Prova del Teorema 1.5.7. Diem 

A' = {\\Y'-S{f)\\00>p, WeWW^Ka}. 

La desigualtat (1.5.15) implica que per tot n £ IN, p, > 0 , As C U¿=1 A\, amb 

AÍ = {l|y£ - r ^ i u >//}, 
A2 = {\\JR e7z(r1)a3(Yv

£)dW11\\0O>^, \\eW\\00<a, | | F £ - F ^ | U </x } . 

Els resultats de les Proposicions 1.5.9 i 1.5.10 completen la prova del teorema, i estableixen 
per tant el PGD per la família {Xe, e > 0}. • 

Com ja hem comentat, podem demostrar un PGD sense utilitzar la funció de Green, és a 
dir, treballant amb la representació (1.1.4) de la solució. Això ens permet treballar amb 
unes hipòtesis més febles que les que hem utilitzat fins ara en aquesta secció, però, per altra 
banda, fa que la demostració del PGD sigui més llarga i tècnicament més complicada. Com 
que l 'estructura de la demostració és semblant a la que ja s'ha donat, indicarem breument 
les eines necessàries i algun punt especialment significatiu, sense donar les demostracions 
(veieu [R-S 1]). 

El conjunt d'hipòtesis (#5) que suposarem sobre els" coeficients serà el següent: 

(H5I) a,- : IR —• IR, i = 3,4 són funcions Lipschitz afitades. 
(H!¡2) a{ : T —> IR, i = 1,2 són funcions Lipschitz afitades. 

Com abans, ens calen desenvolupar unes desigualtats exponencials i un lema tipus Gronwall 
adaptats a l'expressió actual. Necessitem primer definir una nova classe de processos. 

Definició 1.5.12. Sigui p > 2 i Cp
tW el conjunt dels processos ßi : [0,1] x T x Í2 — • IR 

que són ¡3[0,1] ® B(T) ® ^-mesurables tais que 
(i) ßi(t;u,v,-) és Tu t-mesurable i s'anul.la si t < v , 
(ii) HA | | ' :=EL'^(tif,)dtdr, < 00. 

De manera anàloga, Cv
Wa denotarà el conjunt dels processos B(T)®B[0,1]® J7-mesurables 

ß2 : T X [0,1] X Í2 — • IR tais que 
(i) /?2 (u, v; s, •) és J7„^-mesurable i s'anul.la si s < u , 
(ü) HAH*. :=EfTx[]ß

p
2(rj;s)dr1dS<+co. 

W 3 L ' J 
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Fixat Ü É Í ] , direm 

| | Ä | | P : = | | / ? I | | L P ( [ O , I ] X T ) . 

Ens cal desenvolupar desigualtats exponencials per dos tipus de processos diferents. Estan 
recollides en les dues proposicions següents. 

Propos ic ió 1.5.13. Sigui p G [l,oo), ß\ G £tW- Existeixen constants positives K\ i 
K2 , depenent només de p, tais que 

P{\\ í ß1(w;u,v)dWu,vdw\\00>L, | | Ä | | 2 p < / ? } < e x p ( - ^ K 2 ) 
J[0,t]xRz

 V P ' 

per tot ß > 0 i L > 0 amb jj > Kx. 

Pels processos ß\ € C\w definim Ii(s,t) = fR /3i(í;·si,í2)^W /a1,t2· 

Propos ic ió 1.5.14. Sigui ß\ E C\w tal que 

(i) ß\(t;u,v, •) és Fu^y-adaptada, 

(ii) ßi està afitada, és a dir 

sup sup \ßi(t;r],üj)\ := ß < + 0 0 , 
(Í,Í/)€[O,I]XT wen 

(iii) existeix K > 0, que no depèn de u>, tal que per tot r,t 6 [0,1] 

/ j ßi(t; u,v) — ßi(r; u,v) | du dv < K\t — r\. 
JT 

Aleshores, existeixen constants positives K\ i K2 , tais que 

P { | | / 1 | | 0 0 > L } < e x p ( - ^ ^ A ' 2 ) 

per tot L > 0 tal que 7— > K\ . A més a més, K\ and Ko no depenen ni de 

K ni de ß. 

" I Vir 
US 9- \v 

5 > 
VI "« "- - * ,»/,-P 

MATEMÁTICAS» 
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Les demostracions de les desigualtats exponencials de les Proposicions 1.5.13 i 1.5.14, es 
poden fer seguint el mètode de la Proposició 1.5.4. 
També ens cal un lema tipus Gronwall. La formulació adient a la situació actual és la 
següent. 

Lema 1.5.15. Sigui h G L1(T, IR) una funció no negativa tal que 

h(s,t) <a(s,t) +K h(s,v)dv + K h(u,t)du 
Jo Jo 

(s,t) G T, amb K > 0 i a : T —> IR integrable i no negativa. Aleshores, existeixen 
constants positives K\, K2, que depenen només de K, ¿als que per qualsevol (s,t) (E T, 

h(s,t) < oc(s,t) + K\ [ / a(s,v)dv + I a(u,t)du + I I oc(u,v)dudv] 
Jo Jo Jo Jo 

cí rs ft /-s pi ps pi ps 

/ / h(u, v) dudv < K2 í / a(u, v) du dv. 
Jo Jo Jo Jo 

Definirem l'esquelet de la manera següent. Donada / £ 7iQ, considerem la funció 
{S(f)(z) , zeT) tal que 

S(f)(z) = x0 + / a3(S(f)(u,v)) f(u,v)dudv + / ß{{w;u,v)f{u,v)dudvdw 
JRZ J[0,t]xRz 

+ / ß{(u,v;r) f(u,v)dudvdr.+ / <pf(u,v)dudv, 
J[o,s]xRz JRZ 

amb 

ß((t; u,v) = a2(u,t) l{v<t](a3(S(f)(u,v)) + / ß{(w; u,v)dwj , 

ßi(u, v; s) = a i ( s , v) l{u<a) (a 3 (S(f)(u, v)) + / ß[{u, v; r) drj , 

yf(s,t) = a4,{S{f){s,t))+ai(s,t)l (pf(u,t)du + a2(s,t) <pf(s,v)dv 
Jo Jo 

+ ai(s,t) ß[(t; u,v)f(u,v)dudv+ a2(s,t) ß2(u,v; s) f(u,v)dudv . 
JRZ JRZ 

Aleshores, la funció 7í0 — • CXo{T), f 1—> S(f) restringida als conjunts {||/||-w0 < a } , 
a G (0, 00), és contínua amb la topologia uniforme. 
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El problema de transferir les estimacions de Friedlin-Wentzell, es redueix a estudiar la 
probabilitat 

P{ || Y£-S(f) |U >p, l l e g i u < a }, 

on Y£ és el procés que satisfà 

Y¡,t =xo+ f ea3(Y
£

¡v) dWu,v + í I ßt(w; u, v) dw dWu,v 
jR.,t ' JR,,t Jo 

+ / ß2(u, v; r) dr dWUtV + / (p£(u,v)dudv 
JR,,Í JO ' JR,,t 

on ß\, ß\ i <¿>£ corresponen a les expressions (1.1.5), (1.1.6) i (1.1.7), per l'equació (1.1.1) 
pertorbada. El procés Y£ l'escriurem de forma abreujada com 

Y£ = x0 + al • W + ß{ • tW + ß\ • Ws + <p£ • z. 

Recordem també la notació 

I¡(s,t)= í ß{{t;sut2)dWSxM, Il(s,t)= í ße
2(sut2;s)dWSl,t2. 

J Ret J Rtt 

Aleshores, es demostra que existeixen dues constants no negatives K\ i K2 , depenent 
només dels coeficients i de a, tais que 

WY'-Sifn^ZKlWaZ-WWn + Wßi.tWWn + WßZ-Wa 

+ K1\\I¡\\Li+K1\\I¡\\Li}, 

q.s. 

Definint el procés Y£,n, a base de discretitzar el procés Y£, tal i com ja hem fet abans, 
tenim per tot n G IN , 7 > 0, 

5 

{ | | l " - S ( / ) | | o o > P , | | e W | | 0 0 < a } c | J A\ 

amb 
i=o 

A{ = 

A£
2 = 

A£ — / i 3 — 

Ai = 

Al = 

\Y£-Y£'n\\00>1} , 

l4'Wll°°>lk ' l l £ W H - < a ' l l ^ - ^ ' n | l ° o < 7 } , 

\ßt-tW\\00>-^-, \\eW\\00<a, | | r * - r * ' B | | o o < 7 } , 

\ß2-Ws\\00>-^-, l l e g i u < a , | | r £ - F £ ' " | | 0 0 < 7 } , 

l | / f l lLt> 

\\n\\»> 
5KXK2 

P 
hIUK2 

, | | e W | | o e < a , | | F £ - r ^ | | 0 0 < 7 } , 

, \\eW\\00<a, | | ^ - ^ £ , n | i o o < T } -
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Aleshores, només cal demostrar que per tot e G (0,1] 

P(A?) < exp ( - ^ ) ¿ = 0 , . . ,5 , 

la qual cosa es fa de la manera següent. AQ s'estudia tallant-lo amb els conjunts 
•^í = íll-^i lloo < C} i Bf = {||Jf||oo < C} i afitant la probabilitat mitjançant la desigualtat 
exponencial donada a la Proposició 1.5.13 i una desigualtat exponencial per martingales 
fortes (veieu Proposició 5, [D-D]). Els complementaris dels conjunts Bf, i = 1,2, s'estudien 
amb la desigualtat exponencial de la Proposició 1.5.14. Utilitzant la desigualtat per mar
tingales fortes [D-D], es t racta A\. Els conjunts A\ i A\ s'afiten gràcies a la desigualtat de 
la Proposició 1.5.13. Finalment, per tractar els dos últims conjunts cal aplicar la fórmula 
d'Itô de manera que el problema es redueix a estudiar les probabilitats de dos conjunts: 
una que es pot afitar per la Proposició 1.5.14 i una altra que es t racta amb la desigualtat 
per martingales fortes. 

1.6. LA F U N C I Ó D E G R E E N 

Prel iminars 

En aquesta secció es donen alguns resultats sobre la funció de Green Jz(r}) que s'utilitzen 
al llarg del primer capítol d'aquesta memòria. Recordarem primer de tot com es defineix 
la funció de Green associada a un operador diferencial en el cas determinista. 

Considerem l'operador diferencial de segon ordre definit a (1.1.8) 

£ / ( M ) = -dldT - a i ( M ) ~W~ - ° 2 ( M ) ~dT~-
Resultats clàssics sobre equacions en derivades parcials ens diuen que si utilitzem la funció 
de Green 7 associada a l'operador £, podem escriure, sota certes condicions de regularitat 
dels coeficients, l'única solució de l'equació diferencial en derivades parcials 

£f(s,t) = b(s,t) 

(s,t) ET, f(s,t) = x0, x0 e IR, si s-t = 0, com 

f(s,t) = x0+ 7s><(u,i>) b(u,v)dudv. 
JR.,t 

La funció de Green associada a l'operador C es defineix de la manera següent (veieu, per 
exemple, [Sn]). Fixat (s,t) E T = [0, l ] 2 , sigui 7S ) í(u,u) la funció definida en {(u,v) : 
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(0,0) < (u,v) < (s,t) } que satisfà les propietats (P) descrites a la Secció 1.2. Recordem-
les: 

(P) 92y3it(u,v) dja^v^s^u^)) d(a2(u,v)jStt(u,v)) ^ Q 

du dv dv du 
djst(u,v) , . , . 

'-£ = -ai{u,v)yatt{u,v) quan v = t, 
ou 

d"/st(u,v) , . . . 
'-£ '- = - a 2 ( « , ü)7-,í(«>u) <l u a n " = -s, 

7S)t(it,t;) = 1 quan u = s, v = t. 

R e s u l t a t s 

Suposarem que els coeficients ai i a2 satisfan la hipòtesi 

(#22) a¿, i = 1,2, són afitats, derivables i amb derivades afitades. 

Sota aquesta hipòtesi establirem l'existència d'una funció j 3 t t (u,v) que satisfarà la relació 

7 a > t (u ,u) = 1 + / a i ( r , ü ) 7 a , t ( r , v ) d r + / a2(«,u>) 7, , t (U,IÜ) du;, (1.6.1) 

(0,0) < (u,v) < (s,t). Comprovarem també l'existència de derivades parcials de primer 
ordre respecte u i v i de segon ordre creuada. La derivabilitat de la funció i (1.6.1) impliquen 
clarament les propietats (P) , de manera que es tractarà de la funció de Green associada a 
C. 

Per finalitzar demostrarem un seguit de propietats de la funció 7 que utilitzarem per estu
diar les diferents propietats del procés solució de l'equació diferencial estocàstica (1.1.1). 

La funció yz(.) no la sabem donar de forma explícita. La construirem a part ir d 'una 
sèrie definida de forma iterativa. Aquesta representació ens permetrà estudiar les seves 
propietats d'una manera bastant senzilla. 

Considerem les funcions 
H0(s,t; u,v) = 1 , 

Hn+1(s,t;u,v)= I ai(r,v) Hn(s,t; r,v)dr + a2(u,w) Hn(s,t; u,w)dw , (1.6.2) 

(u ,u) < (s,t), n > 1. Definim aleshores 

00 

7M("» V ) = 5 ] Hn^ *;U'V)' ( u ' ü ) ^ ( s ' í ) · (L6-3) 
n=0 
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Propos ic ió 1.6.1. La sèrie (1.6.3) que deßneix la funció 7 és absolutament convergent 
i satisfà (1.6.1). A més a més, per tot (s,t) G T, J3,t(-) té derivades parcials de primer 
ordre respecte u i v i de segon ordre creuada, uniformement afítades sobre {(u, v) : 0 < 
u < s, 0 < v < t}. 

Prova. Veurem amb un raonament inductiu que per tot n > 0, (u, v) < (s,t), 

l * „ ( M ; u , » ) | < C » ¿ ( " ) Í ^ Í Í ^ . (1.6.4) 
^—' \aj al (n — a)l 

Per n = 0 és evident. Si suposem que és cert per n, tenim, aplicant la hipòtesi d'inducció 

\Hn+i(s,t;u,v)\ = \ / ai(r,v)Hn(s,t;r,v)dr + / a2(u,w)Hn(s,t; u, w) dw\ 
J U J V 

<c^i^r(n\(s-u)a+1 {t-v)n'a 1 v í n \ {s-u)a (¿-^)n+1"a>i 
V ¿ ¿ W (Û + 1 ) ! (n-a)\ ^ ¿ W al (n + 1 - a)\ ) 
n+l 

= C " + I E ": n + l \ (s-u)a (t-v)n+1~Q 

„ . _ , al (n + l — a)l 
a=o x ' v ' 

Aleshores és fàcil comprovar 

\Hn(s,t;u,v)\<Cnf](n)-.. 1 <{2C)n max { 1 — 1 — } , 1 ' ¿^ \aj al (n - a)l v / oe(o,-,n} l al (n - a)l ) 

on 
í 1 

quan n és parell, fi 1 ] I (fO2 

Ho*n} Xal (n- a)l i | * 
max 

ae\o,-,n, ,.„ „ , . . , quan n es senar. 
i i I ) 
2 V 

Per tant , la sèrie definida a (1.6.3) és absolutament convergent i la funció 7 està ben 
definida. A més a més, (1.6.2) i el teorema de Fubini, ens donen 

^2l·ln+1(s,t;u,v)= / a1(r,v)(^2Hn(s,t;r,v))dr 
n>0 "'" n>0 

+ a2(M,w)( y^Hn(s,t;u,w))dw 
n > 0 

que implica clarament (1.6.1). 
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Volem comprovar ara la derivabilitat de la funció 7. N'hi ha prou amb demostrar que 
Hn(s, t; u, v) és derivable per tot n > 0 i que la sèrie de les derivades és absolutament con
vergent. Comprovem primer, mitjançant un raonament inductiu, la derivabilitat respecte 
la u. Evidentment HQ és derivable i (1.6.2) i la hipòtesi (#22) impliquen 

dHn+i(s,t;u,v) 
du 

= - a i ( « , V) H„(S, t; u,v)+ / —2__J—}-Hn(s, t; i¿, w) dw 

+ / a2(u,w) 
Jv 

dHn(s,t;u,w) 
(1.6.5) 

d 
dw 

u 

D'aquesta manera és clar que Hn(s, t; u, v) és derivable respecte u per tot n > 0. Compro
vem ara que per tot n > 0, (u, v) < (s, t) 

dHn(s,t;u,v) 

du 

n — l /n — l ß\ \(s- u)a r(t-v)n-a ( ¿ - i ; ) " - 1 - " -

aj I a! L (n — a ) ! (n — l — a)l . 
a=0 \ß=a 

Per n = 0 és evident. Suposem que és cert fins al pas n. De (1.6.4) i (1.6.5), tenim 

dHn+i(s,t;u,v)\ 

du 

+ C f 
Jv 

< C\H„(s,t;u,v)\ + C / \Hn(s,t;u,w)\dw 
Jv 

\dHn(s,t;u,w) 

I du 
dw 

„+1 ^ fn\ Q, - u)° (t - „)" 

n—l / n—l 
a=0 

+ Cn+1 

a! (n — a) 
ZL + cn+l Y | ]K 

-a)\ ¿-t\OLj a! a = 0 

_ ,,\a (i - 7i\n+1-a n\ (s - u)a (t - v) 

(n + l - a ) ! 

a = 0 \ß=a 

n / n 

. (n + 1 — a ) ! (n — a) (n-a)\ l ^ l ^ W j a! L(n + l - a ) ! + 

= c n + 1 VÍ y ( n V ' " " ) g [ ( ¿ " l ' ) " + 1 " Q 1 (*-"r~"i 
¿ - í l ^ W / a! I (n + l - a ) ! (n - a ) ! J * a = 0 \ / 3 = a 

Per tant , 

dHn+1(s,t;u,v) 

du ¿ S \ ¿ W j « ! k " + l -ay.-r (n- a)ï\ 

<(2C)n+1 max { Í - - J - — ) . 
ae{o,;n} l a ! ( n - a ) ! J 

D'aquesta manera, la sèrie és absolutament convergent i tenim 

dls,t(uiv) _ y > dHn(s,t;u,v) 
du ¿-t du 

a=0 
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i per tant 

du 
< C , 

per tot (u,v) < (s,t). 
Fent servir aquest mateix mètode, podem estudiar la derivabilitat de 7 respecte v i la 
derivada parcial creuada de segon ordre. • 

Observació: Per continuïtat podem estendre les derivades parcials sobre {(u,v) : 0 < 
u < s, 0 <v <t}. 

Propos ic ió 1.6.2. Fixat (u,v) £ T, Ja funció (s,t) 1—• 7S j í(u,u) té derivades parcials 
de primer ordre respecte s i t i de segon ordre creuada, uniformement añtades sobre 
{(s,t) ET : u <s < 1, v <t < 1}. 

Prova. Utilitzarem un mètode semblant al de la proposició anterior. Es a dir, comprovarem 
que la derivabilitat de Hn(s,t; u,v) es compleix per cada n i que la sèrie de les derivades 
és absolutament convergent. 
Primer comprovarem que Hn(s,t;u,v) és derivable respecte s per tot n > 0. Formalment 
(1.6.2) implica 

dHn+1(s,t;u,v) 

ds 
= ai(s,v)Hn(s,t;s,v)+ a i ( r , v ) 

Ju 

dHn(s,t;r,v) 

ds 
dr 

+ / a2{u,w) 
J V 

dHn(s,t;u,w) 

Fs 

(1.6.6) 

dw. 

Així, per inducció podem veure que, Hn(s,t;u,v) és derivable respecte s per tot n > 0. 
També podem comprovar que 

dHn(s,t;u,v) 

ds ^ S Q W (t-v)n~c 

(n — a ) ! 

Per n = 0 és evident. Si suposem que és cert fins el pas n, (1.6.6) i (1.6.4) impliquen 

dHn+1(s,t;u,v) 

ds 
< Cn+i fn\ (t-v)n

 cn+i A fn\ (s - u ) " ( f - t , ) " - ' 

¿ Í W (a-1)! (n + l -a ) ! 

< c"+1 V fn + 1 \ {s - " )°"1 (¿ " v)n+1~Q 

¿ í V « / («-!)! (n + l -a)! ' 
Per tant 

dHn(s,t;u,v) 

ds 
<(2CT max í—^ ) 

a € { i , - , n } l ( a - l ) ! ( n - a ) ! J 
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que assegura la convergència absoluta de la sèrie de les derivades i 

ds 
De manera análoga podem demostrar que 

dt 

<C. 

<C 

Finalment, volem estudiar la derivada parcial creuada —"^g" • Formalment, la igualtat 
(1.6.6) implica 

d2Hn+1(s,t;u,v) 

dsdt 
= a i ( s , u ) 

dHn(s,t;s,v) 

dt 

dHn(s,t;u,t) 
+ a2{u,t) -±-

+ / aa(r,i>) 
J u 

d2Hn(s,t;r,v) [* d2Hn(s,t;u,w) 
- dr + a2{u,w)  

Jv dsdt ' Jv " ' V " ' " ' dsdt 

Com abans, per un procediment inductiu podem comprovar que, 

dw. 

d2Hn(s,t;u,v) 

dsdt 

n - l 

<c"E 
n\ (s - u)1*-1 (t - v) \n—1— a 

^—' \ot I (oc — 1)! (n — 1 — a ) ! 

< ( 2 C ) n max ( , * - -}. 
_ v ' ae{i n- i} l ( a - l ) ! ( n - l - a ) ! J 

9 2 7, , t (u , f ) 
Per tant , —gáat ' •> existeix i satisfà 

]d
2i3<t(u,v), 

dsdt I <C. 

Observació . Per un procediment de continuïtat podem estendre les derivades parcials de 
la proposició anterior a {(s,¿) G T; u < s, v < t}. 

Per acabar aquest apartat donarem algunes propietats de la funció ja<t(u,v). Algunes 
d'elles són conseqüències dels resultats que acabem de provar. 

Propos ic ió 1.6.3. Existeix una constant universal C > 0 tal que 

sup sup 17stt (tx, v) I < C , 
(s,t)eT (u,v)<(s,t) 

sup \l3,t(u,v) -nfs,t(û,v)\ < C(\u-û\ + \v- v\), 
(s,t)€T 

sup 17*,< («, v) - js,ï (u,v)\ < C (\s - s\ + \t - t\), 
(u,v)eT 

per tot (u, v),(u,v) < (s, t) , 

ls,t (u, v) - 7M- (u, v) | < C ( \s 

per to t (s,t),(s, t) > (u,v) , 

r*,i(M» v) - 7î,t(«> u) - 7,¿(u» t 

per to t ( á , í ) , ( s , í) > (u,v) . 

(1.6.7) 

(1.6.8) 

(1.6.9) 

sup |7*,t(M»v) - 7î,t(«, u) - 7,,ï(«> v) + 7Ï,Î(M» w)| < C ( |a - a||i - i |) , (1.6.10) 
(«,»)er 
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Prova. La propietat (1.6.7) és una conseqüència de 

| H. (., í; », „) | < (2CT oemax ̂  { i j ^ ^ } . 

Els resultats (1.6.8), (1.6.9) i (1.6.10) són corol·laris de les Proposicions 1.6.1 i 1.6.2. • 

Propos ic ió 1.6.4. Sigui j a < t (u,v) la funció definida per la sèrie (1.6.3). Es compleixen 

ai(s,t) 7,,t(M,u) = quan t = v, (1.6.11) 

U2(<S,Í) ls,t(u,v) = '— quan s = u, (1.6.12) 

- & ä ° l ( M )—ai ° 2 ( M ) —ä7~" = 0 ' ( U U 3 ) 

1,,t(s,v)>0, 7 M ( " » 0 > 0 , 0 < u < i , 0 < u < s . (1.6.14) 

Prova. Comprovem primer (1.6.11). El primer pas consisteix en demostrar que 

x TT / x dHn+i (s,t: u.v) 
ai(s,t) Hn(s,t;u,v) = " + ^ ' ' , í = ü , n > 0 , (1.6.15) 

per inducció sobre n. Per n = 0 el resultat és evident. Suposem que (1.6.15) és cert per 
tot j < n — 1. Aleshores, la igualtat (1.6.2) implica 

dHn+1(s,v;u,v) , , . 
- ai(s, v)Hn(s, v; u, v) 

/ \TT , \ f , ^dHn(s,v;r,v) , 
= a1(s,v)Hn(s,v;s,v)+ / a^r^v) dr 

-ai(s,v) / ai(r,v)Hn-i(s,v;r,v)dr 
Ju 

i (1.6.15) és cert per tot n > 1. Això implica 

t \ V ^ Tj Í \ V dHn+i (s,v;u,v) 
a i ( s , u ) 2 ^ -^n (5, u; tx, u) = 2 ^ X 

n>0 n>0 

i per tant (1.6.11) queda demostrat. 
La prova de (1.6.12) és anàloga. La igualtat (1.6.13) es pot comprovar establint primer 

d2Hn+1(s,t;u,v) dHn (s,t;u,v) dHn (s,t;u,v) n 
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n > 0. Es demostra fàcilment a partir de (1.6.2), (1.6.15) i el seu anàleg 

a2(s,t) Hn(s,t;u,v) = ^- , s = u , n > 0 , 

fent servir, com abans, un raonament inductiu sobre n. Així, es pot comprovar 

dHn+i(s,t;u,v) _ (_ ^ dHn+1(s,t;u,v) d2 Hn+2(s,t;u,v) 

d2 Hn+1(s,t;r,v) 

dsdt - " . ( • . « ) — • £'•••""—('. ' ) ds 

= / ai(ï",v) 
Ju 

+ / a 2 (« ,w) 

+ ai(s,t>) 

a« at 
^ dHn(s,t;r,v) dHn(s,t;r,v) , 

- a i ( s , í ) ^ a2(5,í) - Idr 

o 2 f í n + 1 (5 , í ; i í , « ; ) dHn(s^yu^w) 

•9 f l r
n + i ( s , í ; s , t ; ) 

Oi 

3s 

a í T n ( s , i ; u , t ü ) 

¿fe 
diu 

+ a2(u,t) 

dt 

dHn+i(s,t;u,t) 

ds 

-a2(s,t)Hn(s,t;s,v) 

— ai(s,t)Hn(s,t;u,t) = 0. 

Finalment volem veure (1.6.14). Si resolem l'equació diferencial satisfeta per jSít(u,v) 
(veure (P) ) , 

— = -a2(u,v) jSit(u,v) , u = s 

obtenim 

dv 

la,t{u,v) = 1 , u = s , v = í , 

7a,t (s,v) = e x P ( / a2(s,w) dwj 

i, per tant 7a , t(s, v) > 0 , 0 < u < í. De la mateixa manera, 

7a , í (M) = e x P ( / a i ( r , < ) d r ) > 

i per tant js,t(u,t) > 0 , 0 < u < s. 

(1.6.16) 



REGULARITAT DE LA DENSITAT DE LES 
SOLUCIONS D'EQUACIONS DIFERENCIALS 

ESTOCÀSTIQUES ANTICIPATIVES 

Capítol 2. 

2 . 1 . I N T R O D U C C I Ó 

Aquest capítol està dedicat a determinar condicions suficients per l'existència de densitat 
regular per la llei de probabilitat de la solució de l'equació diferencial estocàstica anticipa-
tiva 

rt k 

Xt = X0+ (Y^Aj(X3)odWJ + A0(Xs)ds), t e [0,1], (2.1.1) 
Jo j=i 

a un instant de temps t > 0 fixat. Aquesta equació és un cas particular d 'una classe general 
d'equacions diferencials estocàstiques anticipatives analitzada a [O-P]. 

Suposem que (2.1.1) està definida a l'espai de probabilitat canònic associat al procés de 
Wiener estàndard ¿-dimensional, W = {Wt, t 6 [0,1]}, i que els coeficients Aj, j = 
0 , 1 , • • •, k, són funcions definides en IR que prenen valors en IR i que satisfan 

(C) Aj, j = 0, l,---,k són de classe C°° amb derivades parcials afitades, i 

$ 3 j = 1 ]Ct'=i Aj d{Aj té derivades parcials afitades de primer ordre, 

XQ és una variable aleatòria arbitrària i la integral estocàstica és una integral de Strato-
novich anticipativa. 

78 
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L'objectiu és continuar el treball començat a [Mas] i a [C-F-N]. Fixat x 6 IRd, considerem 
les hipòtesis clàssiques 

(ff(a:)) (condició de Hörmander no restringida) 

L'àlgebra de Lie generada pels camps vectorials Aj, [A0,Aj], 1 < j ' < k, al punt 

x és IR , 

{HR(X)) (condició de Hörmander restringida) 

L'àlgebra de Lie generada pels camps vectorials Aj, 1 < j < k, al punt x és IR . 

A [Mas], Masuda demostra que si (jET(a:)) es compleix per tot x € IR , aleshores la variable 
aleatòria Xt, t 6 (0,1], té densitat. En realitat, el resultat que obté és vàlid per una classe 
d'equacions més general que (2.1.1). 

A [C-F-N] s'estudien condicions suficients per la regularitat de la densitat. El resultat 
principal (Teorema 5.2) estableix l'existència de densitat regular per les variables Xt, t E 
(0,1], si els coeficients de l'equació satisfan (C) i es compleixen les hipòtesis següents 

(i) X0 e JD°°(JRd), 
(ii) sup^gQ |-X"o(u;)| < K, per alguna constant K > 0, 

(iii) existeix À G (0, ^] i una variable aleatòria positiva £ G Dp>i Lp(fyi ^al ( l u e 

\DsX0-DtX0\<<;\t-s\x+>, 

per tot s,t G [0,1]. 
(iv) (HR(X)) es compleix per tot |x| < K. 

L'objectiu d'aquest capítol és estendre aquest últim resultat en les direccions següents. Per 
un costat, volem eliminar la hipòtesi d'afitació sobre X0 i poder treballar amb condicions 
de Hörmander no restringides. Per altra banda, volem estudiar la regularitat de la densitat 
de Xt sota el punt de vista presentat per Bell i Mohammed. A [B-M 1], Bell i Mohammed 
han demostrat una extensió i refinament del Teorema d'hipoel.lipticitat de Hörmander. 
En particular, el seu resultat permet que la condició (.ff"(x)) no es satisfaci, de manera 
controlada, en una col·lecció de superfícies. 

La hipòtesi (HR(X)) admet una formulació equivalent. Considerem la matr iu Em(x), 
amb columnes els camps vectorials Aj, 1 < j < k, [AÍ,AJ], 1 < i,j < k, • • •, 
[Ai1,[Ai2,··· ,[Aim_l,Aim]-··}], 1 < i\,---,im < k, al punt x. Sigui \m(x) el valor propi 
més petit de Em(x)E^l(x), on " * " denota la transposada. És clar que, (HR(X)) és equi
valent a \m(x) > 0 P e r algun enter m > 0. De la mateixa manera, es pot obtenir un 
resultat anàleg per (H(x)). La formulació de les condicions de no degeneració, les escriu
rem utilitzant Am i el seu anàleg per (H(x)), /¿m . D'aquesta manera, en el cas restringit 
suposarem 

(HR) ( A m ( X o ) ) - 1 G n p > i Lp(fy, per algun m > 0. 

Observem, que si sup^g^ |-X"0(u;)| < K, la hipòtesi "(HR(X)) per tot |x| < K" implica 
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A la Secció 2.2, estenem el Teorema 5.2 de [C-F-N] per qualsevol X0 E ID^IR'*) , que 
satisfaci (HR) i tal que la seva derivada DXQ compleixi les condicions del Teorema 5.2 de 
[C-F-N] (Teorema 2.2.2). Una versió apropiada del Lema de Norris (Lema 2.2.1) esdevé 
una eina fonamental en la demostració d'aquest resultat. 

A la tercera secció treballem amb una condició no restringida de no degeneració estricta
ment més feble que (HR). Sota aquesta nova condició, obtenim també la regularitat de la 
densitat (Teorema 2.3.2). L'eina fonamental de la demostració és també una nova versió 
del Lema de Norris (Lema 2.3.1), que en aquest cas, és un refinament del demostrat a la 
secció anterior. 

A la Secció 2.4, suposem, com a [C-F-N], que XQ està afitada i generalitzem, sota aquesta 
hipòtesi, el Teorema 1.1 de [B-M 1] a l'equació (2.1.1) (Teorema 2.4.9). En particular, 
obtenim així una extensió del Teorema 5.2 de [C-F-N] en el sentit que permetem que la 
hipòtesi (iv) falli d 'una manera "controlada". El fet que el rang de Xo estigui inclòs dins 
d'un compacte juga un paper important a la demostració d'aquest resultat. 

Introduïm alguns resultats i els convenis bàsics que utilitzarem. El desenvolupament i la 
presentació detallada d'aquests resultats es pot trobar a [N 1] i a [C-F-N]. 

Sigui {(ft(x), x G IR } el flux estocàstic definit per l'equació estocàstica adaptada 

ft k 

<pt(x) = x + (J2AÂMz))°dWi + A0(<ps(x))ds), t e [0,1]. 

Sota la hipòtesi (C), el procés {<pt(X0), t £ [0,1]} és una solució de (2.1.1) (veieu [N 2], 
[M-N-S] o [O-P]). També sota la hipòtesi (C), tenim que el procés {(pt(X0), t 6 [0,1]} és 
l'única solució contínua a l'espai IL2'loc (veieu [N 2]). A partir d'ara, quan parlem de Xt 

solució de l'equació (2.1.1) ens referirem a (pt(Xo). 

Denotem per {Yt(x)} la derivada del flux, {^-(a : )} , i per {Zt(x)} la seva inversa. Aquests 
processos satisfan les equacions 

, t k 

Yt(x) =1+ C£idAj(<ps(x))Ya(x)odW; + dA0(<ps(x))Ys(x)ds), 

ft k 

Zt(x) = / - / (Y,Z>(x)dAA<PÁ*))°<W> + Z,(x)dA0(<pa(x))ds). 
Jo j=i 
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El Lema 2.1 [0-P] estableix estimacions trajectorials pels processos {<pt(x)}, {Yt(x)} i 
{Zt(x)} i per les seves derivades. Aquestes estimacions són usades constantment al llarg 
d'aquest capítol i per això les recordem aquí. 

Per qualssevol 8 > 0, N > 1 existeix una variable aleatòria positiva ((6, N) G Hp>i Lp(Çl) 
tal que q.s. 

sup ( M ^ l + I^r1^)!)^ <(<W(i + H2)*+6, xeSRd, 
0 < t < l 

„S¡, OfïN + 'TEN) S «Í, JV) (i +1,1«)*. (2.1.2) 

o < i < N, x e JRd. 

Per obtenir la regularitat de la densitat utilitzarem el Càlcul de Malliavin. Per les defi
nicions fonamentals ens remetem als Preliminars de la Secció 1.4. El criteri general per 
obtenir regularitat de la densitat que farem servir és el següent, 

T e o r e m a 2 . 1 . 1 . [Mal] Sigui F = (.Fi, • • • ,Fk) un vector aleatori d-dimensional tal que 
les seves components són de D°° . Suposem que 

(det < DF\ DFj > ) _ 1 G f] LP(Q). 
p>2 

Aleshores la llei de F és absolutament contínua i té densitat inñtament diferenciable. 

Observem que es t racta d'una versió (¿-dimensional del Teorema 1.4.2. 

bi suposem que X0 G D^OR/ 1) , el Lema 2.3 [C-F-N] implica que ipt (x0) G D 0 0 ^ ) per 
tot t G [0,1]. A més a més, 

DiMXoY] = Y;>\X0)[DÍXl
0+l[0tt](r)Zl

r>
h(X0)A';(<pr(Xo))}, 

1 < _;' < fc, 1 < i < d. D'aquesta manera, la matriu de Malliavin Qt =< DXt, DXt > ve 

donada per Qt = Yt(X0) Ct Yt(X0)*, on Cf,J' = £ * = 1 /<? r r , t H'!t dr, l<h,j<d,i 

r í ; ! = Dl
rX¡ + Í{0,ii(r)Zr(Xo)AÍ(fpr(Xo)). 

Fixem t G (0,1]. Volem demostrar que (det Qt)'1 G f | p >i LP(Q.). Però, per (2.1.2) tenim 
que E( |Yi (Xo) | - p ) < oo i E( |F t(Xo) | p) < oo per tot p > 1. Així, en tenim prou si veiem 
que (det C i ) - 1 G HP>i Lp(Çl). Però, pel Lema 2.3.1 [N 1], serà suficient comprovar que 
per tot p > 2 

sup P(X*CtX < e) < ep 

| A | = 1 

per tot e < £o(p)-
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I aplicant el Teorema 2.1.1, la llei de Xt tindrà densitat de classe C°° respecte la mesura 
de Lebesgue en IR . 

Per acabar, indiquem els convenis bàsics que s'utilitzen al llarg d'aquest capítol. Les sumes 
en índexos repetits s'omitiran i totes les constants es denotaran per C o Cp (quan depenen 
de p), encara que puguin anar variant. 

2.2 . C O N D I C I O N S D E H Ö R M A N D E R R E S T R I N G I D E S 

Pre l iminars 

L'objectiu d'aquesta secció és estendre el Teorema 5.2 [C-F-N] per condicions inicials XQ 
de l'equació (2.1.1) no necessàriament afitades. 

R e s u l t a t s 

Necessitem desenvolupar primer una versió del Lema 5.1 de [C-F-N] que no requereixi la 
hipòtesi d'afitació de la condició inicial. 

L e m a 2 .2 .1 . Siguin a = {at(x) = (a't(x))l=lt...ik, t G [0,1], x G JRd } , V = { Vt, t G 
[0,1] } processos mesurables que compleixin 

(HI) {at(x), t G [0,1] } és adaptat, per qualsevol x G IR , 
(H2) per tot (t,u>) G [0,1] x íí , x —* at(x,uj) és una funció de classe C2. 

Sigui TE (0,1], 
(H3) existeix un real // > 0 i una variable aleatòria £i Ç PlpM ¿ p ( ß ) ¿ais que, per tot 

K>\ 
sup (\at(x)\ + \a't(x)\ + \a't'(x)\)<C1K'1, q . s , 

|r |<íí' )0<í<r 

(H4) existeix una variable aleatòria positiva £2 G fïp>i Lp(ty i A G (0, | ] tal que, per 
toi s, < € [0,21 

|v¿-n|<c2 | í-s|A+*, q-s. 
i Vo G np>! ^(fl) . 

Diem Yt(x) = Vt + J0 as(x)dWa, t G [0, T],x G H d i sigui X0 una variable aleatòria d-
dimensional que pertany a f]p>1 Lp(Cl). Aleshores, per qualssevol 8,r¡ > 0, amb SX > 
(2A + 1)77, per tot a,b > 0 i p G" [2,00) existex un Co > 0 depenent de S, r¡, a, b,p, T i dels 
moments de £1, C2, tal que 

P ( y \Yt(XQ)\2dt < ae\ J \at(X0)\
2dt > 6e") < e p , (2.2.1) 

per qualssevol S : Í2 —> [0, T] i £ G (0,£o)-



2.2 Condicions de Hörmander restringides 83 

Comparant-lo amb el Lema 5.1 [C-F-N], aquí només ens cal suposar que Xo G C\p>i Lp(ü). 
La nova hipòtesi ( # 3 ) és més forta que (H3) a [C-F-N] i té en compte el compacte {\x\ < K) 
on s'obté la fita. Tal com ja s'ha dit a la Secció 2.1, el Lema 2.1 [0-P] ens diu que el 
flux estocàstic <pt(x), la seva inversa ípjí{x) i les seves derivades respecte x satisfan la 
hipòtesi (H3). A la demostració que donem, la nova hipòtesi sobre Xo i (H3) es combinen 
mitjançant un argument de localització, però la idea de fons és la mateixa que la de [C-F-N]. 

Prova del Lema 2.2.1. Per simplificar suposem k = 1. Fixem 7 i , 72, £ > 0 i diem G\ = 
{£x < £ - 7 1 } , G\ = {C2 < £ - 7 2 }) P = A + \. Seguint les idees de la demostració del Lema 
4.2 [N-S 1] (veieu també Teorema 8.26 [St] i Pas 1 del Lema 5.1 [C-F-N]) obtenim 

P ( { / \Yt(x)\2dt < aes, í \oct{x)\2dt > be"} nG]n G*) 

< n V ^ e x p ( -2-7b((ab-1)2nK>le%-'>-'íl + Tpn-p+%e-~<*-* ) ~ 2 \ (2.2.2) 

per qualssevol n > 1 i \x\ < K. Com en el Lema 5.1 de [C-F-N], la demostració de (2.2.2) 
consisteix en realitzar un canvi de temps de la martingala Mt(x) = f0 a3(x)dWs de manera 
que obtenim un moviment brownià pel qual es coneixen desigualtats exponencials (veieu 
Lema 8.6 [I-W]). 

Com que ¿A > (2À+l)r/, podem escollir 71, 72, q, w > Ode manera que | — r¡—71 — wfx—q > 
0, \q - § - 72 > 0. Siguin K = e~w, w > 0 i n > 1 amb n < e~q < n + 1. El costat dret 
de (2.2.2) està afitat per 

e~9V2exp( - 2 - 7 6 ( ( a 6 - 1 ) 2 e i - " - 7 l - u ' ' t - « , + r p 2 A £ A ? - 7 2 - 2 ) ~ 2 \ (2.2.3) 

i, per tant , (2.2.1) es compleix per Xo = x amb |a;| < e~w. 

Fixem ß, w > 0. Existeixen Xi G ïïtd, i E {1,2, • • •, N£'W} tais que 

{W<e—}C \J{\x-Xi\<ef}. 

Observem que Ne
ß'w < Ce-(·w+^d. Definim A{ = {u : |X0(o;) - Xi\ < e*3}, i G 

{1,2, • • •, N?>w}, B1=A1,Bi = AiCi ( UÍ-I1! Bj)c, i e {2, • • •, JV/•»}, i la variable aleatòria 

Xe(u) = ^2 XilBi(u). 
i = l 

Diem He = {|X0| < e~w}. Aleshores, és clar que He C {|X0 - X £ | < eß). 
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Considerem la desigualtat 

P(f \Yt(X0)\
2dt<aes, J \at(Xo)\2dt>be") < ¿ T ^ e ) , (2.2.4) 

amb 

T1(e) = P((G\T), T2(£) = P ( (G 2 ) C ) , T3(e) = P(H¡), 

Ti{e) = p{[J \Yt{Xe)\
2dt<Zaes, J \at{X£)\

2dt > | ò e ^ } D G\ D G 2 ) , 

2 i (e) = P({J !«?(*«) - a2(X0)\dt > \be"} n Gi n J ï« ) , 

T6(e) = P({J \Yt(X£) - Yt(X0)\
2dt > ±ae6} nG\n Hs). 

La desigualtat de Txebixef implica, per qualsevol q > 1 

3 

Y;TÂ£) < e'(^E(C¡)+e-í2qE(<:¡)+ewqE(\X0\'
1) < C e r ? , (2.2.5) 

3 = 1 

amb r = min{7i ,72 , w }. 

Els resultats obtinguts a la primera part de la prova (veieu (2.2.3)) impliquen 

Ne'W S S 

T4(e)<YlP({J \Yt(xi)\2dt<3ae6, J \at(Xi)\
2dt > ±be*} n 5 ¿ D G\ n G2) 

< Ce-(w+ß)de-qy/2exp ( - 2 _ 6 6 ( ( 6 a 6 - 1 ) 2 £ 2 - ' / - 7 i - w - g + TP2^£^~^-% y2\ 

(2.2.6) 

El teorema del valor mig i la hipòtesi (H3) impliquen 

T5(e) < | e - ' í ; ( l G i n H . y l « 2 P Q - a?(Xo)|tft) < I T S - " " 2 ^ - 2 « « ^ . (2.2.7) 

Finalment, utilitzant les desigualtats de Txebixef i de Sobolev, la propietat local de la 
integral estocàstica i els resultats sobre derivació d'integrals estocàstiques que depenguin 
d'un paràmetre (veieu, per exemple [K]), 
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T6(e) <^€-SE(^{ JS \(Jl as(x)dWs)]x=Xe -{J as(x)dWa)\x=Xo\
2dt)lGlnHt) 

<-s~6 [ E( sup | / (as(x)-aa(y))dWs\
2lGÎ)dt 

a JO V | i - » | < e " , | i | , l ! / | < « - t t ' Jo 7 

<le2ß-s [TE( sup | f a's{x)dWs\
2lGx)dt<Ce2ß-6-2^-2wfl-dw. 

(2.2.8) 

Fixem p € [2, oo). Aleshores, d'acord amb (2.2.4)-(2.2.8), i escollint ß > max{p + r¡ + 
27! + 2/xw, §(¿ + 27! + 2wfi + dw + p)} , obtenim (2.2.1). • 

Podem ara demostrar el resultat de regularitat de la densitat per la solució de (2.1.1). 
Amb aquest objectiu, introduïm primer la notació necessària. Considerem els conjunts de 
camps vectorials 

So = { Ai, i = 1, • • •, k j , 

s,- ={[i4t·,v],i = i,..·,fc,vesi-i}, i > i . 
Per qualssevol enter no negatiu m > 0 i x £ IR , sigui Em(x) la matriu amb columnes els 
camps vectorials de Sy, 0 < j < m, al punt x G TR . Sigui \m(x) el valor propi més petit 
de Em(x)E„(x), x € JR¿, m > 0, és a dir, 

m 

A m ( * ) = inj Y, E \*mn*)\2- (2.2.9) 
M j=o v&i 

Observem que Xm(x) és creixent respecte de m. 

El teorema següent és el resultat fonamental d'aquesta secció. 

Teorema 2.2 .2 . Suposem que els coeficients Ao, Ai, • • •, A¡¡ de l'equació (2.1.1) satisfan 
(C). Sigui X0 G E)°°(IRd) una variable aleatòria tal que 

(i) existeix A G (0, ^] i una variable aleatòria positiva Ç € f]p>i Lp(Cl) tal que, 

\DaX0-DtX0\<Ç\t-s\x+i, M € [ 0 , 1 ] , 

(ii) DQXQ = 0 per alguna versió de DX0, 
(Ui) per algun j 0 > 0, 

(XJAXO))-1 e H i/{çi). 

Aleshores, la variable aleatòria Xt solució de (2.1.1) té densitat regular per qualsevol 
te (0,1]. 
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Observació. Suposem que |Xo| < K per alguna constant f i > 0 i que existeix jo > 0 
tal que per tot \x\ < K, span( U3jLQ Ey) al punt x és IR . És clar que la condició de no 
degeneració (iii) es compleix. Per tant, el teorema anterior estén el Teorema 5.2 de [C-F-N]. 

Prova del Teorema 2.2.2. Per qualssevol A 6 H d , |A| = 1 i e > 0 definim 

k , i 

Eo ={T / (\*Za(Xo)Ah(<pa(X0))l[0it](s) + \*D*X0)
2ds < e}, 

h=iJo 

Ei=Œ f (\*Z3(X0)V(<ps(X0)))
2ds<em^}, i >1, 

ves,- Jo 

amb m(j) = 7
J ' , 0 < 7 < j¿p¡, F = E0 D Ex D • • • D £ J 0 , A£ = {C < e " r } , T > 0. 

Volem veure que, per tot p > 1 i e < £o(p), P(EQ) < ep. Com hem explicat a l'última part 
de la Secció 2.1, aquesta desigualtat és suficient per establir el teorema. 

Utilitzant Eo C Uj4i(-Ej-i H E]) U (F H A£) U A% i la desigualtat de Txebixef, la prova es 
redueix a comprovar 

P(FC\As)<ep, (2.2.10) 

P ^ - i n E]) <ep, l<j < jo- (2.2.11) 

p > 1 i £ < £0(P). 

Definim 

A< = E E / {yZs(Xo)V(<ps(X0)))
2ds + ¿ /' (A*Z.(X0)AA(¥>.(*O)) 

+ A*£>*Xo)2¿s. 

Les hipòtesis (i),(ii) impliquen, sobre el conjunt Ae, 

A ' 4 E E Í (yZs(Xo)V(<pa(Xo)))2ds - ¿ f l A ^ X o l 2 ^ 
z i=o ves, · /o fc=i ·/o 

4 Ê E f {VZs{Xo)V&s{Xo)))2ds-Ce^+W-K. (2.2.12) 
j=o ves, · /o 

Definim He = {|-X"o| < £~w}, e,w > 0,i els temps aleatoris 

Si = mf{s > 0 : sup \Z9(X0) - I\ > -J}, (2.2.13) 

5 | = inf{5 > 0 : sup \<p„(Xo) - X0\ > e%}, £,£ > 0 . (2.2.14) 
0<(T<S 
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Per Sobolev, la desigualtat de Txebixef i el Lema 2.1 [0-P] obtenim 

P({S¡ < eß) D H£) < £-%qE( sup sup \<p.(x) - x\q) 
0 < | l | < £ - " ' 0 < S < e " 

<Ce-^{¡ (E( sup \<pa(x)-x\*) + E( sup \Ys(x) - I\q))dx) 

<C eh-^i-^d
f q>d. 

De manera anàloga, 

P({Si < eß} D He) < c eS¡¡q-2wq-wd, q>d. 

Per tant, per qualsevol q > d, 

P({S£2 < eß) n He) + P({Sx < eß) n H£) + P(Hc
e) < C (e<f " ^ Í + ewq). (2.2.15) 

De (2.2.12) i, escollint ß, T amb m(j0) < 2(A + l)ß - 2I\ obtenim 

P(F HAen {5x > eß} D {Sf > eß}) < Pi(e)+p2(e), 

amb 

2£_ /•«" \\*V. (Y-\ir(,n (Y-WW 

EII jf »'Z$S)P*>"«^- +W»- * >«*)• 

»<«) = *( E E jf ^ g 1 * * ^ «(*+«*+^"O-
j = 0 VgE,-

Pel teorema del valor mig, la hipòtesi (C) i X0 G f]P>i -^p(^)) podem trobar una variable 
aleatòria positiva £ G flp>i -kp(^)> ^al que 

W v > Ä ) ) - V(X„)| < C \v>.(Xo) - Xo\, 

per qualssevol s G [0,1), V G UvLo ^ i - Aleshores, utilitzant la desigualtat de Txebixef, 
per qualsevol q > 1 

»«¿«i E jf^w)gas»-vt*))i'A>c'-<M^>'0 
j=o ves,- , /0 ' sv u / l 

< p(C?£zß >CemUo)) < Ce{*ß-m{io))qE(C,2q). (2.2.16) 
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Suposem, a més a més, m(jo) > ß; la hipòtesi (iii) ens dóna, per qualssevol p > 1 i e prou 
petit 

P2(e) < P(\jo(Xo) < Cem^-ß) < e". (2.2.17) 

Siguin r , /?, w > 0 complint les restriccions següents: ß > 18w, m(jo) < 2(\+l)ß—2T, ß < 
m(jo) < f ß. Aleshores, les estimacions (2.2.15), (2.2.16) i (2.2.17) impliquen (2.2.10). 

Per la demostració de (2.2.11) ens remetem a [C-F-N] (Pas 2 a la prova del Teorema 5.2). 
Per exemple, per j ' = 1, apliquem la fórmula d'Itô a Zs(x)Ah{y>s(x)) 

Za(x)Ah(<p3(x)) = Ah(x) + J2 / Zr(x)[AhAh](ipr(x))dWJ. 
i=i Jo 

+ ¡\r{x){[A0,Ah] + \fyAe,[Ae,Ah]]){<pr{x))dr. 

Aleshores (2.2.11) és un corol·lari del Lema 2.2.1. aplicat a 

a[(x) = X*Zt{x)[Au Ah](<pt(x)), Z = 1, • • •, fc, 

Vt = \*(Ah(Xo) + DÏX0 + j*Zs(X0){[A0,Ah] + \ f^[Aet[Aa^h]])(ip9(XQ))da)t 

amb a = 6 = 1, b = j:,rj = m(l) . 

La hipòtesi (i) i el Lema 2.1 de [O-P] ens asseguren la validesa de les hipòtesis necessàries. 

Per 1 < j < jo apliquem els mateixos arguments a 

a[(x) = \*Zt(x)[At, V](<pt(x)), l = 1, • • •, k, 

Vt = \*V(Xo) + A* f Zs(Xo)([Ao, V} + \ ¿ [ ¿ „ [Ae, V]])(<p.(X0))ds, 
Jo 2í^i 

Exemple 2.2.3. Sigui k = d = 2. Considerem els camps vectorials 

A , W = ( ¿ ) . M*)-(""*), 

x = (xi,x2)- Aleshores 
r . . •,, x / — 2xi sinxo \ 
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Sigui y = ( x i , 0 ) , en aquest cas 

Fent uns càlculs prou sencills, es veu 

inf{A!(y); y = (xu0), Xl E IR} > 0. 

Considerem qualsevol coeficient AQ : IR2 —> ïït2 infinitament diferenciable amb derivades 
parcials afitades i una condició inicial aleatòria Xo = (X¿ ,0) que satisfaci les hipòtesis 
(i),(ii) del Teorema 2.2.2. La hipòtesi (Ui) d'aquest teorema es compleix, i per tant , Xt, t E 
(0,1] té densitat regular. 
Per exemple, podem considerar XQ = W(h), on W(h) és la integral dTtô d 'una funció 
h £ £2([0,1]) que satisfaci h0 = 0 i \ht — ha\ < C\t — á|7, í, s E [0,1], per alguna 7 E (0,1). 

2 .3 . C O N D I C I O N S D E H Ö R M A N D E R N O R E S T R I N G I D E S 

Pre l iminars 

Aquesta secció està dedicada a demostrar l'existència de densitat regular per la llei de la 
solució Xt de (2.1.1), t E (0,1], sota una condició de no degeneració, formulada en termes 
dels camps vectorials Aj, j = 0 , 1 , • • •, k. Tindrem per tant una hipòtesi més general que 
la (iii) del Teorema 2.2.2. 

R e s u l t a t s 

Com en el cas adaptat , ens cal una versió més refinada del Lema 2.2.1. 

L e m a 2 .3 .1 . Siguin a = {a t(x) = (aí(x)) í = 1 > . . . i f c}, ß = {ßt(x)}, 7 = {-yt(x) = 
(7Í(X))Í=I.•••>*)> í G [0,1], a; € IR , processos mesurables que satisfacin les següents condi
cions: 

(HV) per qualsevol x E Ud, {<*«(*)}, {ßt(x)} i {~ft(x)}, t E [0,1] són adaptats, 
(H2') per tot (t,u>) £ [0,1] x Çl, x —» at(x,u}) és una funció de classe C2; x —• 

ßt(x,u), x —• jt(x,u)) són de classe C1. 
Considerem la família de variables aleatòries h = {h(x), x £ H d } íais que x —* h(x) és C1. 
Sigui at(x) = h(x) + f¿ ßs(x)ds + f-y3(x)dWs, t E [0,1]. Suposem 
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(H3') existeix un real ¡j, > 0 i una variable aleatòria positiva Ci 6 f]p>i LP{Q.) tais que, 
per qualsevol K > 1 

sup ( M * ) | + \a't(x)\ + |a ' / (x) | + | a t (x) | + |a't(a:)| 
\x\<K,0<t<T 

+ |Ä(x)| + |7t (*) l )<Ci^. 

q.s., per algun T 6 (0,1]. 

Sigui $ una variable aleatòria de f]p>1 Lp(ü). Diem Yt(x) = $ + J*0 as(x)ds + 

rQas(x)dWs, t G [0,T],x e ÏÏT i sigui Xo una variable aleatòria d-dimensional que per
tanyi a n»> i LP(Q,). Aleshores, per qualssevol 6,r] > 0, amb 6 > 8rj, per tot a, b > 0 i 
p £ [2, oo) existeix un €Q > 0 depenent de o,r¡,a,b,p,T i dels moments de Ci tal que 

p ( / ° |F t (X 0 ) | 2 dí < as6, J ° ( | a t (X 0 ) | 2 + | a t (X 0 ) | 2 ) J í > fe") < £p , (2.3.1) 

per íoí e G (0,£0) i í0 € [0,T]. 

Prova. Per simplificar suposem & = 1. Fixem 71, £ > 0 i sigui G\ = {Ci < £ - 7 1 } . Fixem 
x € IR i p > 2. A la primera part de la prova, comprovarem l'existència de w > 0 i després 
de £0 > 0, depenent de a, b,8,rj,w,T,p, tais que, per qualsevol |x| < e~w i per tot e < £0 

P ( { J ° | r t(a;) |2dt < a£5 , / ° (|c*t(x)|2 + \at(x)\2)dt > fe*} D G\) < ep. (2.3.2) 

En efecte. Siguin r = j¡:(8 — 8TJ) i ? I = f — § • Definim 

Ri(e) = P({/° \U*)\2dt < o-e6, J ° \at(x)\2dt > ^ " } fi G\), 

R2(e) = P({j ° \Yt(x)\2dt < aes, J ° \at{x)\2dt > ±e\ í ° \at{x)\2dt < £ ^ } C\G\), 

R3(e) = P(iJ° \Yt(x)\2dt < ae\ J ° \at{x)\2dt >e'*}n G1^. 

Aleshores, la demostració de (2.3.2) es redueix a comprovar les estimacions per cada 
Ri(e), ¿ = 1,2,3. 

El procés Vt := $ + f0 as(x)ds, \x\ < e~w satisfà la hipòtesi (-ÍT4) del Lema 2.2.1 amb 

A = 5 i C2 = Ci £ - / i" ' · Observem, que {HZ') implica 

\Vt-Vs\<\t-s\ sup \as(x)\<\t-s\ Ci e'1"». 

— ' • • ' • » 

< Q í '-. . • "3 03 
o s v > • • -•••' * £ 

MATEMÀTKJUSa 
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Com que 8 > max{4/7,4<?i}, la primera part de la demostració del Lema 2.2.1 (veieu (2.2.3)) 
ens dóna l'estimació que cercàvem per Ri(e),R3(e). 

Estudiarem ara R2(e). Ens cal introduir nova notació. Definim 

Mt(x) = / as(x)dWs, At(x) = / as(x)ds, Qt(x) = / As(x)ja(x)dW3, 
Jo Jo Jo 

t € [0,T], i considerem els conjunts 

F = {[° \Yt(x)\2dt < aes, í ° \at(x)\2dt > ^e\ [ ° \at(x)\2dt < e«1}, 
Jo Jo ¿ Jo 

Fi = {< M{x) >to< Pl, sup \Ms(x)\ > ¿a}, 
0 < 3 < í 0 

F2 = {< Q(x) >to< p2, sup \Qs(x)\ > ¿2}, 
0<s<to 

on < . > denota la variació quadràtica, 

P2 = 3 6 a V 2 , S2 = -ex\ q2 = 2rj + r, x2 = 77. 

Volem veure que 
FnG\ C F1UF2, (2.3.3) 

per r = 271 + 2/J.W. 

Suposem que hem demostrat (2.3.3). Aleshores, la desigualtat exponencial per martingales 
implica 

R2(e) = P(F f)Gl) < P(F1) + P(F2) <2exp(- ^ ) +2exp(- ^-) 
¿pi ¿p2 

a2 

<2«xp(-^-*)+2«xp(-^0 

de manera que ens completa l'estimació de R2{e). 

Anem per tant a demostrar (2.3.3). Fixem u g Fx U F2, u> G G\ tal que /0
<0 \Yt{x)\2dt < 

aeS,Jot0 Mx)\2dt < SiK Com que u> # Fu sup0< f< t o | /„' as(x)dWs\ < 61 = fe**. A partir 
d'ara, algunes vegades ometem la dependència dels processos en x. Denotem per A la 
mesura de Lebesgue en K . Per la desigualtat de Txebixef, 

\{t e [0,í0] : | r t(a/) | > £ - 5 } < e~i6 í ° |r ,(ü;) |2dí < 
Jo 
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i per tant , 

A{*€[0 , ío ] : \Vt(uj)\>€^6 + ^ } 

= \{t G [O,¿o] : \Yt(u) -Mt(u)\ > e*6 + ^eXl} < ae». 

s Per £ < £o(¿o), podem suposar que ae» < -|ío- Així, per qualsevol t G [0,fo] existirà 

•s G [0,¿o] tal que \s — t\ < ae» i |Va(u;)| < e^6 -f ^ e 1 1 . En conseqüència, utilitzant (H3') 
obtenim 

|Vi(w)| < \V.(u)\ + | A » - At(u)\ < s-*6 + - e « i + | / ardr\ 

En particular, per í = 0, | $ ( Ü ; ) | < 3 a £ 2 ^ - r ) i la desigualtat triangular implica 

\At(u>)\ < 6ae^-r). 

Aleshores, 

< Q(x) >t0= í ° \As(x)\2\ls(x)\2ds < 36a 2 £<" 2 r = 36a 2 £ 2 " + 2 r < p2. 
Jo 

Com que u £ F2, \Qt0(
x)\ < ¿2 = f̂ *2- Utilitzant la fórmula d'Itô obtenim 

/ \at(x)\2dt= I at(x)dAt = at0(x)At0(x) - í ° At(x)ßt(x)dt 
Jo Jo Jo 

- í ° At(x)7t(x)dWt. 
Jo 

I per tant , com que g- — r > 77, 

í0 b . . 6 
a e i - r + ^ . , < ^ . ' |aí(a;)|2</í < 12 

0 

Això ens demostra (2.3.3) i completa la prova de (2.3.2). 

Procedirem ara com a la demostració de la segona part del Lema 2.2.1. Utilitzarem també 
la mateixa notació. Considerem la descomposició 

p(J ° \Yt(Xo)\2dt < aes, J ° (\at(X0)\
2 + \at(X0)\

2)dt > be") < ¿ T r f e ) , 
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amb 

f1(e) = P((G\r), f2(e) = P{H¡), 

Ts(e) = P({jt0 \Yt(X£)\
2dt < 3ae6, Ç* (\<*t(X.)\2 + \at(Xe)\

2)dt > ^e»} n G\), 

TA(S) = p({Jt0 \«2
t(x0) - «

2
t{x£)\dt > ^ } n G | n He), 

T5(e) = P({J ° \a2
t(X0) - a2(X£)\dt > - ^ } n G\ n H£), 

T6(e) = p({[° \Yt(X0) - Yt(X£)\
2dt > ^e6 } n G¿ n # £ ) . 

Els termes Ti(e) ,T2(e) s'afiten a partir de la desigualtat de Txebixef. Per afitar T3(£) 
utilitzem el resultat obtingut a la primera part de la demostració. T^{e) i 25(e) es tracten 
com Ts(e) a la demostració del Lema 2.2.1. Finalment, 

T 6 ( e ) < r 6 , 1 ( e ) + Í 6 , i (e ) , 

amb 

f*,i(e) = P({J*° \(J**s(x)dWa)lx=Xt -{j\s{x)dWs)]x=Xo\
2dt > ^e6} n G\ nHs), 

f f l,2(e) = p([j°\j ( « Ä ) - as(X0))ds\2dt > ^e6} n G* n He). 

Per t ractar T$t\(s) utilitzem els arguments aplicats a T6(e) a la demostració del Lema 2.2.1. 
T6i2(£) s'analitza com T*,(s). 

Aleshores, escollint ß > max{p + 77 + 271 + 2ßw, | ( p + S + 271 + 2fxw + dw)} obtenim 
l'estimació (2.3.1). • 

Considerem els conjunts de camps vectorials 

Eg =X¡0 = { A{, l = 1, , * ) , 

1 k 

s;. ={[Ai,v],i = i,---,k,[A0,v] + -J2[Ae,[Aô,v]],vei:'j_1}, j>i. 
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Per qualssevol enter no negatiu m > 0 i x G IR , sigui Lm(x) la matriu amb columnes els 
camps vectorials de S ' , 0 < j < m, al punt x. Denotem per fim(x) el valor propi més petit 
de Lm(x)Lll(x), és a dir, 

m 

/*«(*) = , i r f £ E l^(*)|2< (2-3.4) 

És evident que, Am(:r) < fj,m(x) (veieu (2.2.9)). 

Podem donar ara l'anàleg del Teorema 2.2.2 sota una condició de no degeneració menys 
restrictiva. 

T e o r e m a 2 .3 .2 . Suposem que els coeñcients AQ, AI, • • • ,Ak de l'equació (2.1.1) satisfan 
(C). Sigui X0 <E D°°(IRd) tal que 

(i) existeix t0 E (0,1] tal que, per alguna versió de DXo, D3XQ = 0 per tot s G [0, t0], 
(ii) per algun enter jo > 0, 

(Nom)'1 e ft L>(Sl). 

Aleshores, per qualsevol t G (0,1], la solució Xt de (2.1.1) té densitat inñnitament diíeren-
ciable. 

Prova. L'esquema de la prova és el mateix que el de la prova del Teorema 2.2.2. Per 
completar la demostració, es donaran només els detalls que destaquin les diferències entre 
les dues. Considerem els conjunts 

rtAto 
E'i = {H / (yZa(X0)V(<pa(X0)))

2ds < e»ü)}, j > 0 

amb n(j) = 3"2>, F' = rf^E'j. 

De manera anàloga a la demostració del Teorema 2.2.2, i utilitzant la hipòtesi (i) en tenim 
prou demostrant P(E'Ü) < ep per tot p > 1 i e < €o(p). 

Així, la demostració es redueix a comprovar 

P(F') < ep, (2.3.5) 

P ( ^ _ ! D (E'jY) <ep, l<j< j 0 . (2.3.6) 

per qualssevol p > 1 i e < e0(p). 

Per comprovar (2.3.5), considerem els temps aleatoris S\, 5 | i l'estimació (2.2.15), reduint 
el problema a trobar la fita desitjada per p\(e) = P(F' D {Si > eß} D {Sf > £ß}) per un 
ß > 0 apropiat. Es comprova que 

Pi(e)<P(fijo(X0)<Cen^'>-^. 

Utilitzant ara la condició de no degeneració (ii), (2.3.5) s'obté escollint, en aquest pas 
intermig, ß < n(j0) < \ß. 
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P e r l < i < i o , 

/ />íAí0 

P(í?;._1n(JBj)c) < E P ( / | A * ^ ( X o M ^ ( ^ o ) ) | 2 ^ < e ^ " 1 ) , 

ctAín fc 
/ • I A I O "• 

/ ( E |A*Z#(Xo)[ili, V]&S(X0))\
2 + \\*Zs(Xo)([A0, V] 

Jo i=i 

1 k ,n(j) N 

+ 2lXAi>lA'M])(v.(Xo))\2)d3>?ir). 

Aplicarem ara el Lema 2.3.1 al procés Yt(x) = $ + fQ as(x)ds + f0 as{x)dWs, amb 

$ = \*V(X0), 

:)(\An.V] + 
1 k 

a.(x) = X*Zs(x)([A(hV} + - £ [ A , , [ i 4 , , V ] ] ) ^ ) ) , 
Q=l 

a[(x) = \*Zs(x)[Ah V](<pa(x)), 7 = 1 , . . . , * . 

Ho podem fer ja que la fórmula d'Itô implica 

\*Zt(x)V(<pt(x)) = \*V(x) + X* ( J* Z3(x)[Ah V]{ys{x))dWl
r 

+ / Zs{x){[AQ,V) + \j^[AeMe,V\Ws{x))ds), (2.3.7) 
J° Z Q = l ' 

per qualsevol funció C°°, V : IRá —• JRd, i així, F t(X0) = A*^ í(X0)F(¥) t(Xo)). 

A més a més, (2.3.7) per V = [^o,^] + \ YJQ=I\AQAAQ^\]
 e n s dóna la descomposició 

as(x) = h(x) + f0 ßs(x)ds + fQ j3(x) dWs amb 

h(x) = \*V(x), 

1 k 

ßs(x) = \*Zs(x)([AQ,V} + - Y,lAeMe,V]])(<Ps(x)), 
¿ e=i 

1[{x) = yZs(x)[Al,V}(Vs{x)). 

Clarament, les hipòtesis del Lema 2.3.1 es compleixen. En particular, {HZ') és conseqüència 
del Lema 2.1 [O-P]. Per tant, (2.3.6) queda provat. • 
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E x e m p l e 2 .3 .3 . Siguin k = 1, d = 2. Considerem els camps vectorials 

^w=(¿),A.(x)=(t;2), 
x = (x1,a;2). En aquest cas, So = {Ai} i S j = {0}, per qualsevol,;' > 1. Per tant Am(;r) = 0 
per qualsevol m > 0 i la condició (Hi) del Teorema 2.2.2 no es compleix. 

El parèntesi de Lie [ylo,^4i] en el punt x és 

í —2x\ cos £2 ^ 
y 2 sin X2 — 1 J ' 

Sigui y = (a;i,0), aleshores 

i, suposant que xi > 0, ß\{y) = 4xf — 4xj + 1. Així 

inf{//i(y); y = (x i , 0), x\ > 1} = 1. 

Considerem la condició inicial -X"o = (.X^O) amb X¿ = 1 + (f hsdWs) , ío > 0 i h 6 
Z2([0,1]). Aleshores, les hipòtesis del Teorema 2.3.2 es compleixen i per tant , Xt té densitat 
regular, per qualsevol t G (0,1]. 

Observació . La hipòtesi (i) del Teorema 2.3.2 s'ha imposat per tal de poder aplicar 
el Lema 2.3.1. Si s'estengués aquest lema permetent que $ fos un procés estocàstic, la 
hipòtesi (i) es podria afeblir. 

2.4. U N C A S D E G E N E R A T 

Pre l iminars 

Aquesta secció està dedicada a estudiar l'existència de densitat regular per la llei de la 
solució de (2.1.1) quan la condició de Hórmander no es compleix. El nostre objectiu serà 
establir una versió anticipativa del Teorema 1.1 [B-M 1]. 

Utilitzarem la notació introduïda a la secció anterior. Seguint [B-M 1], tenim les definicions 
i els resultats següents. 
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Definició 2 .4 .1 . Un vector x G IR s'anomena un punt de Hörmander si existeix un 
enter no negatiu m > 0 tal que / /m (x) > 0. 

Clarament fim(x) > 0, si i només si, l'envoltura lineal dels camps vectorials de U!-L0£j- al 

punt x és IR . 

Sigui Hm = {x G IRd : Hm(x) > 0}, H = Li^-oHm. H és el conjunt de tots els punts de 
Hörmander. 

Definició 2 .4 .2 . [B-M 2] Un punt x G IR satisfà la propietat (ED)(p,m) (condició de 
degeneració exponencial) si existeixen m > 1, un entorn obert U de x, una funció de classe 
C2,<f>:U^IRip£ ( - 1 , 0 ) tais que 

(ei) <f>{x) = 0 i (y<t>(x)) Ai(x) T¿ 0, per algun i = 1, • • •, k, 

(e2) ßm{y) > exp ( - \<¡>(y)\p), per tot y £ U. 

Sota certes restriccions geomètriques, les propietats introduïdes a les Definicions 2.4.1 i 
2.4.2 són disjuntes. Considerem les següents hipòtesis, suposant que 7ïc ^ 0, 

(hi) 7{c està inclòs a una C2-subvarietat N de IR de codimensió 1 i, per cada x G T~íc 

almenys un dels camps vectorials Ai, • • •, Ak és transversal a N, 
(^2) per qualsevol x G Wc, existeixen m > 0, un entorn obert Ui de x i p G (—1,0) tais 

que f¿m(y) ^ exp ( — [d(y,N)]p), Vy G Ui, on d denota la distancia euclidiana. 

Al Lema 3.4 [B-M 1] es demostra que, sota (hi) i (^2)) per qualsevol x G IRd existeix un 
m > 0 tal que, o bé fim(x) > 0 o bé x satisfà (ED)(p, m) per algun p G (—1,0). 

Abans d'establir els nous resultats, recordem-ne alguns de [B-M 1] encara no massa difosos. 
Començarem amb els Lemmes 3.1, 3.2 i 3.3 de [B-M 1]. Aquest últim serà una eina bàsica 
a la demostració del nostre teorema, mentre que els altres dos són necessaris per plantejar 
l'últim amb precisió. Donarem també una versió del resultat fonamental de [B-M 1]. 

Definició 2 .4 .3 . [B-M 1] Una variable aleatòria no negativa X s'anomena exponenci
alment positiva si existeixen constants positives ex i c2 (a les que anomenarem les carac
terístiques de X) tais que P(X < e) < exp(—cje"-1) per tot s G (0, C2). 

Lema 2.4 .4 . [B-M 1] Sigui y : [0, T] x fi —> Wíd un procés d'Itô de la forma 

k 

dy(t) = ]Tat(í)(M7 + b(t)dt, 0<t<T, 

on ai, • • •, ajt, b : [0, T] x ü —> IR són processos adaptats i añtats q.s. per una constant 
determinista C3. Sigui r > 0 i dennim 

T := inf {s > 0 : \y(s) - y(0)| = r } A T. 

Aleshores r és un temps d'atur exponencialment positiu, i les característiques de r només 
depenen de r,c^,k i d. 
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L e m a 2.4 .5 . [B-M 1] Sigui.y : [0, T] x Q. — • TRd un procés dltô com el del Lema 2.4.4. 
Suposem que r < T és un temps d'atur exponencialment positiu tal que almenys un dels 
coeñcients a¿ de la difusió satisfà la condició: |a¿| > S, per tot O < s < r , per algun 
6 > 0. Aleshores, per tot m > 2, existeixen constants positives 03,04 i To tais que per tot 
t e (0, To) i e e (0,c4t

m+1), es compleix 

rt/\T 

P{ / \y{u)\mdu < e) < exp{-c5£-^}. (2.4.1) 
Jo 

Les constants C4 i c$ es poden escollir de manera que només depenguin de m,c$,8 i les 
característiques de r. La constant To depèn només de les característiques de r. 

Lema 2.4 .6 . [B-M 1] Sigui r un temps d'atur exponencialment positiu i p G (—1,0). 
Suposem que y és un procés d'Itô com el del Lema 2.4.4. Suposem que y i r satisfan una 
estimació com la (2.4.1) per algun m > — -£y . Aleshores, existeixen constants positives 

Ti,ce,C7 i q > 1 tais que per tot t 6 (0, T\) i e < exp{—c6í~ « }, 

f t A T 

P{ l exp(\y(u)\p)du < e) < exp { - c 7 | l o g e | ? } . 
Jo 

A més a més, les constants TI,CQ,CJ i q queden completament determinades per C3 del 
Lema 2.4.4, C4, C5 i m de (2.4.1), p i les característiques de r . 

Donarem per acabar una versió probabilística del Teorema 1.1 de [B-M 1] aplicat a l'equació 
(2.1.1). 

Teorema 2.4.7 . [B-M ljSuposem que els coeñcients Aj, j = 0, • • •, k de l'equació (2.1.1) 
estan aßtats i són de classe C°° amb derivades parcials añtades de tots els ordres. Sigui 
X0 = xo e JRd tal que existeix un m > 0 tal que, o bé nm(xo) > 0 o bé XQ satisfà 
(ED)(p, m) per algun p € (—1,0). Aleshores Xt té densitat regular per qualsevol t 6 (0,1]. 

Quan x0 satisfà fJ,m(xo) > 0 es tracta del cas adaptat ja conegut. En canvi, quan x0 satisfà 
(ED)(p, m) , ens trobem amb un cas degenerat, ja que ßm(xo) = 0. En el mètode presentat 
per Bell i Mohammed, s'utilitza que en un entorn de zo, fim(-) ^ exp(—|^(.) |p). Aleshores, 
mitjançant la fórmula d'Itô es comprova que se satisfan les hipòtesis del Lema 2.4.5 i per 
tant , aplicant el Lema 2.4.6 podem obtenir el resultat desitjat. 

L'objectiu fonamental d'aquesta secció serà generalitzar al cas anticipatiu el Teorema 2.4.7. 

Resu l ta t s 

El nostre objectiu és establir una versió anticipativa del Teorema 1.1 [B-M 1]. Comencem 
donant un petit lema tècnic. 
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Lema 2.4 .8 . Si C és un compacte inclòs a 7í, existeixen un enter jo > 0 i 770 G (0,00) 
tais que //¿0(x) > 770, per tot x Ç. C. 

Prova. Per cada x G C, existeixen mx > 0 i r¡x > 0 tais que fimx(x) > r\x. Per la continuïtat 
de la funció y —> ^mx(y)i existeix 8X > 0 tal que, per tot y G Bgx(x), /xm¡c(y) > 4^-. La 
família { ¿ ^ ( x ) , x G C} és un recobriment del compacte C. Sigui {Bgx (x), l = 1, • • •, /0} un 
subrecobriment finit. Diem 770 = ^min{r/ r / , / = l , * , # ^o}>io = m a x { m I ( , / = 1,---,ÎQ}. 

Aleshores, donat x G C, existeix xj tal que x G B$x (xj), i com que / j m creix amb la m, 

Podem donar ja el resultat fonamental d'aquesta secció. 

Teorema 2.4 .9 . Suposem que els coeficients Aj, j = 0, • • •, k de l'equació (2.1.1) estan 

añtats i són de classe C°° amb derivades parcials añtades. Sigui XQ G JD°°(]R ) tal que 

(i) \Xo I < K, per alguna constant positiva K, 
(ii) existeix ¿o G (0,1] tal que, per alguna versió de DXQ, DSXQ = 0 pe r tot s G [0, í 0 ] . 

Si, a més a més, es compleixen (hi) i (h2), Xt té densitat regular per qualsevol t G (0,1]. 

Observació . Pel teorema anterior sabem que l'existència de densitat regular de la variable 
v

( , í 6 (0,1], es pot assegurar en exemples on la hipòtesi següent no és certa: 

(A) existeix jo > 0 tal que l'envoltura lineal de U^_0E'- a qualsevol punt x del com

pacte 2?tf (0) és IRd. 

Prova del Teorema 2.4.9. Suposem primer BK(0) D 7ÏC = 0. En aquest cas, BK(0) és un 
compacte inclòs a Tí. Pel Lema 2.4.8, sabem que existeixen j 0 > 0 i 770 > 0 tais que 

inf Hj0(x) > 770. 
\x\<K J 

D'aquesta manera, la hipòtesi (i) implica que fij0(X0) > r¡0, q.s. Com que es satisfan les 
hipòtesis del Teorema 2.3.2, Xt té densitat regular per qualsevol t G (0,1]. 

Suposem ara BK(0) D HC ^ 0. Com que HC és un tancat, BK(0) D 7 Í C és compacte. Fixem 
x G Hc. Les hipòtesis (hi) i (h2) impliquen l'existència d'entorns oberts de x, Ux i Vx i 
d 'una funció de classe C2, <f>x : Ux —• IR tais que 

• 4>x(x) = 0, \(V<f>x(y))*Aix(y)\ > ¿ | ( V ^ ( x ) ) * A , r ( x ) | > 0, per algun ix G 
{1, • • •, k} i per qualsevol y G Vx, 

• existeixen un enter mx > 0 i px G (—1,0) amb Hmx{y) > exp ( — \<f>x(y)\Px), per 
tot y G Ux. 
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Sigui Sx > 0 tal que Bsx(x) C Ux H Vx. Considerem un recobriment finit {Bz$ (xi), i = 

l , - - - , n } de 5fc(0) D "W\ Per simplificar la notació, escriurem BS¡(XÍ) en comptes de 
BÎS (x ,) , ¿ = 1, • • •, n. Diem W = U J L J B Î . ^ X J ) . Corn que W c D -B.K:(0) es compacte i està 
inclòs a W, pel Lema 2.4.8 existeixen un enter xo > 0 i un real rço > 0 tais que 

Pxo(x) ^ rço, per tot x G W ' n l ^ O ) . 

Diem jo = max{ Xo, rnXi, i = 1, • • •, n }. Observem que 

fijo(x) ^ »7o, per tot x e > V c n 5 / f ( 0 ) , (2.4.2) 

Ho(y) > e x p ( - | < A x , ( y ) | P l i ) ' p e r t o t y e ¡7Xi, ¿ = 1, • • • , n . (2.4.3) 

Procedim ara com a la demostració del Teorema 2.3.2. Considerem el temps aleatori Si 
definit a (2.2.13) que satisfà 

P(Si <e) < Ce*q, q>d. 

Aquesta desigualtat es pot obtenir utilitzant els arguments emprats per deduir (2.2.15). 
Aquí, però, gràcies a la hipòtesi (i), no és necessari introduir el conjunt Hs. 

Aleshores, utilitzant el Lema 2.3.1, la demostració es redueix a comprovar la desigualtat 
següent 

j=o vez'j 

per qualssevol A G -5i(0), p > 1 i e < £o(p)-

A la demostració del Teorema 1.1 [B-M 1], es comprova (2.4.4) per Xo determinista. Aquí, 
la idea és, com a [C-F-N], aproximar Xo per una variable discreta. 

Sigui 7 > 0 i {Bci{zi), ZÍ G BK(0), i = 1,---,N?} un recobriment finit de Bx(Q). Ob
servem que N¡í < C(K,d)e~~(d. Definim els conjunts A{ = {u : \Xo(w) — Zi\ < £ 7 } , i = 
lt2,···,N2,B1=A1, Bi = Ai D ( Uj"1! Bj) c, i G {2, • • •, N?}, i la variable aleatòria 

X * » = 5>lfl|(u,). 
1 = 1 

H / \ t ( ) A 0 1 

\\*V(<p3(X0))\
2ds < CenUo)) < ep, (2.4.4) 
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Es clar que 
sup \X0(ÜJ) - JT'£(u;) | < e 7 . (2.4.5) 
wen 

Aleshores, p(e) < Pi(e) + P2(e) a m D 

Jo , S 3 

j'=0 VeSJ J° 

P2Íe) = P(E E / S 3 |A*(F(^(Xo)) -y(^(X^)) ) | 2 ^>C £ ^) , 
¿=o ves j 

on 53 = t A ¿o A Si. 

La definició de X 7 ' £ implica 

^ Jo -s a 

Pi(e) < ¿ P ( E E / 3 \rV(<p.{zi))\2ds < Ce»^). 
t = l j=0 V£E'. ° 

Observem que la propietat (2.4.2) implica l'existència de f¡ > 0 tal que fij0(y) > f T/O per 

qualsevol y tal que d(y, W c D 5 ^ ( 0 ) ) < fj. Definim 8 = -| min{ £X l ,• • •, ¿ I n } i r¡ = 8 A fj. 

Fixem ara i 6 {1,2, • • •, N^}. Definim el temps d'atur 

Ti(r¡) = inf{s > 0 : \<ps{zi) - z¿| > ?/} A í. 

Suposem primer que z¿ G W c D ¿?K ' (0 ) . Aleshores 

, io .Sa rri(ri)ASa 

P ( E E / |A*nv. (* i ) ) l 2 d* < Ce B ( i o ) ) < P{ / A»io(v.(*i))d» < Ce"«">) 
j-o ves'-

< P( r i ( j / ) < C e n ° o ) ) + P ( 5 i < C e n ( ' o ) ) . 

A més a més, 

P(ri(v) < CenUo)) < C e ^ \ q>2. 

Suposem ara que 2¡ 6 W (1 B¡^(0). Existeix j 6 {1, • • •, n} tal que Z{ € Bgj (XJ). Aleshores 
Bs(zi) C B6x. (xj) C Ux¡ D Vx¡ i (2.4.3) implica 

, Jo fS3 , . / T I ( I Í ) A S 3 N 

P ( E E / | A * n ^ ( ^ ) ) | 2 ^ < Ce"<*>) < P ( / /i;„(v.(*i))<fc < C e n ( j o ) ) 
j=o ves' . ^° ^° 

ari(j?)AS3 N 

exp ( - \4>Xj (<Ps(zi))\p'i )ds < CenM). (2.4.6) 
Pel Lema 2.4.6, el costat dret de (2.4.6) està afitat per exp ( - C , | l o g e | ? ) , p e r í > 1, C > 0 
independents de z¿ i e prou petit. 
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Recollint les diferents estimacions obtingudes, tenim que pi(e) < £p , per qualssevol p > 1 

i £ < £o(p)-

Finalment, com que els camps vectorials V(x) són C°° amb derivades afitades, (2.4.5) i 
(2.1.2) impliquen 

\V(<ps(X0)) - V(ip.(X^))\ < C sup \<p.(x) - <p.{y)\ 
\x-y\<e*i,\x\<K 

<C sup \V<Ps{z)\€'í<C(K)Ce\ 
\z\<K+l 

on £ és una variable aleatòria de pL>i I^fà)-

Aleshores, per la desigualtat de Txebixef 

P2 (e) < C e«^-»0'o)), q>l 

Així, escollint 7 > n(jí0), obtenim la fita que volíem per P2(e) h d'aquesta manera, (2.4.4) 
queda provat. • 

Observació . La compacitat i les fites exponencials del Lema 2.4.6 són els ingredients 
claus de la demostració del Teorema 2.4.9. Per aplicar aquest lema, necessitem que els 
coeficients Aj, j = 0, • • •, k, siguin afitats. No està clar com poder evitar aquesta restricció. 

E x e m p l e 2 .4 .10. [K-S] Siguin k = d = 3. Considerem els camps vectorials 

A,{x) = I 0 j , A2{x) = í o{Xl) ) , A3(x) = I 0 J , 

A0 = 0, x = (xi,x2,x3), oncr(z) = exp( — \z\p ), p G (—1,0). La condició de Hörmander no 
es compleix a l'hiperplà N = {xi = 0}. Però, aquests punts satisfan (hi) i (^2)- Veiem-ho, 
Poiv) = o"2(yi) = exp ( - [d(y,N)]p), per qualsevol y 6 IR3. 

Sigui Xo un vector aleatori en IR3 amb XQ = 0 i complint (i) i (ü) del Teorema 2.4.9; per 
exemple, 

Aleshores, la solució corresponent Xt de (2.1.1) té densitat regular per qualsevol t G (0,1]. 



UNA EQUACIÓ ANTICIPATIVA GOVERNADA 
P E R UN MOVIMENT BROWNIÀ DE 
DIMENSIÓ INFINITA 

Capítol 3. 

3 . 1 . I N T R O D U C C I Ó 

Aquest capítol està dedicat a estudiar l'existència i regularitat de la densitat de la solució 
de l'equació 

1 {Y,Aj{Xs)odW¡ + AQ(Xs)ds), ¿€ [0,1], (3.1.1) 
0 ¿=i 

a un instant de temps t > 0 fixat. Els coeficients A¡, / > 0, són funcions definides en lRd 

que prenen valors en IR i X0 és una variable aleatòria arbitrària. 

Definim i ^ = A0 + § £Ïíi A¡dA¡ per M > 1 i i 0 = ¿ o + | £ ~ i A¡dAi. De manera 

anàloga a la hipòtesi (C) de la Secció 2.1, al llarg d'aquesta secció suposarem que els 

coeficients satisfan el conjunt d'hipòtesis (H) 

(Hi) A[,l>0 són de classe C°°, 

( # 2 ) per qualsevol multiíndex (ni, • • •, rij) amb n = ni + • • • + Uj, n > 1 

* == »p t [t lâ^b^i2+ira^'i xend
 l=1

 L
z=1

 axi1
 oxij oxix ••·oxi] 

|2 

< OO, 

— dnÄ^ 
2 : = ¡S í SUL ¿ - \dx n>---dx n i { x ) \ < OO. 
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El nostre treball seguirà els esquemes de [N-N-S] i de la Secció 2.2 d'aquesta memòria. A 
[N-N-S] s'estudia l'existència i regularitat de la densitat pel cas en que Xo = XQ G IR , 
tractant-se per tant d 'una equació no anticipativa. El mètode emprat es basa en obtenir 
una successió que aproxima la solució en D 2 ' 1 (ÜRd) i que permet transferir a la solució Xt 

condicions suficients per obtenir la regularitat de la densitat. 

A la Secció 3.2 demostrem l'existència i regularitat de la densitat de la solució de (3.1.1) 
(Teorema 3.2.10). 

Com en els altres capítols, denotarem totes les constants per C o Cp (quan depenguin de 
p), encara que puguin variar d'un pas a un altre. 

3.2 . R E G U L A R I T A T D E LA D E N S I T A T 

Pre l iminars 

Definim el flux associat a l'equació (3.1.1), 

<pt(x) = x+ / ( ^ ^ , ( I ) ) O Í W Í + A0(<pa(x))ds), (3-2.1) 
Jo 3=1 

xend,te[o,i]. 

Sota les hipòtesis (H), és fàcil demostrar que la funció x —• <ft(x) té una versió que és 
un diffeomorfisme de classe C°° per tot t E [0,1]. La demostració d'aquest resultat és 
com la de Kunita a [K] pel cas en que hi ha una suma finita d'integrals estocàstiques, 
amb la diferència que cal utilitzar la desigualtat de Burkholder per integrals hilbertianes. 
Anomenarem Yt(x) = -ß£{x) i Zt(x) a la seva inversa. Aquests processos satisfan les 
següents equacions estocàstiques lineals 

ei °° 
Yt(x) = 1+ / ( ^ 0 ^ ( ^ ( 1 ) 0 ^ + dM<PÁ*))Y.(x)ds), (3.2.2) 

Jo j=i 

' (J2z,(x)dAj(<pa(x))odWÍ + Za(x)dA0(<ps(x))ds), (3.2.3) 

* € [ 0 , 1 ] . 
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Considerem també la successió de fluxos {^(x), xelRd,te [0,1]} M>\i definida per les 
equacions 

^(x) = x+ {YlMvît(*))<><W! + Ao(^(x))ds), (3.2.4) 
Jo j=i 

x G IR , t G [0,1]. Es ben conegut (veieu [K]) que per cada M la funció x —•*• (p^(x) és 
un C°°-difeomorfisme. De manera anàloga a (3.2.2) i (3.2.3) podem definir els processos 

^ f ( x ) = Yt
M{x) i Zt

M(x). 

Acabem els preliminars recordant tres lemes. El primer és un lema tècnic que utilitzarem 
diverses vegades. Els altres dos ens donen les eines que necessitarem en aquesta secció. 

Lema 3.2.1. [N 2, Lema 5.3.1] Sigui {Yn(8),8 G IR }„>i una successió de processos que 
convergeixen en probabilitat cap a {Y(8), 8 G IR } per cada 8 G IR . Suposem que 

E(\Yn(8) - Yn(8')\P) < C(p,K)\8 - 8'\a, 

per tot \8\, \8'\ < K, n > 1, K > 0 i per algunes constants p > 0 i a > d. Aleshores, per 
qualsevol vector aleatori d-dimensional F es compleix 

P - lim YJF) = Y(F). 

Lema 3.2.2. [N-N-S] Sigui {FM, M > 1} una successió de vectors aleatoris d-
dimensionals de E>2,1(IRd), tal que FM -> F en D2,1(IRd). Denotem per TM (respecti
vament T) la matriu de Malliavin de FM (resp. F). Si supM > A / o i£({detrM} -p) < oo per 
tot p>2 i algun M0 > 1, aleshores E({detT}~p) < oo per tol p > 2. 

Lema 3.2.3. [N-N-S] Sigui {CM, M > 1} una successió de matrius simètriques no 
negatives d'ordre d. Suposem que existeix Mo > 1 tal que 

(i) supM>M o E(\CM\P) < oo, per tot p>2, 

(ii) per tot p > 2 existeix £o(p) ¿a-í <ïue Per tot e < £o(p) 

sup sup P(V*CMV < e) < Cep, 
M>Mo \v\=i 

per alguna constant C > 0. 
Aleshores, supM > A í o Ü?({detCM}-p) < co per tot p>2. 
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Resu l ta t s 

El nostre objectiu és demostrar la regularitat de la densitat de la solució de (3.1.1). Veurem 
primer que ipt(Xo) és una solució de l'equació. No estudiarem el problema de la unicitat 
de la solució, però quan parlem de la solució Xt de (3.1.1) ens referirem sempre a <pt(Xo). 
De la mateixa manera, parlarem indistintament de X t

M o de ipt(Xo). 

Obtindrem l'existència i la regularitat de la densitat mitjançant el Teorema 2.1.1. Haurem 
de comprovar per tant les dues condicions suficients, que <pt(Xo) E JD°°(JR, ) i que la 
matriu de Malliavin associada a Xt, que notarem per I \ , satisfà E({detTt}~p) < oo 
per qualsevol p > 2. Seguint el mètode utilitzat a [N-N-S], considerarem la successió de 
variables {(pf* (Xo)}M>I que aproximarà Xt = <pt{Xo) de manera convenient. 

Comencem estudiant l'existència de la solució. 

Propos ic ió 3 .2 .4 . Suposem que els coeficients A¡, l > 1 són de classe C3 amb derivades 

parcials aßtades i Ao és de classe C1. A més a més, suposem que satisfan, per tot j G 
{I , -" , d} 

d oo 

sup .E[EI^W|2 + I^W|2]<~. (3-2-5) 
zent" ¿= 1 / = 1

 OXJ UXJ 

— , 0 ^ 

Aleshores, per qualsevol vector aleatori Xo E C\p>\Lp(Çi), el procés X = {<pt(Xo), t G [0,1]} 
satisfà l'equació diferencial estocàstica anticipativa (3.1.1). 

Prova: En tenim prou comprovant 

oo .< oo ,t 

lZlJo \x=X0 ^ J0 

Clarament, sota les hipòtesis (3.2.5), el costat dret de l'expressió anterior té sentit. Per 
tant, si demostrem 

m .< oo - í 

P - Hm ( V / M<p.(x))odW¡) v = ( E / MMx))°dw[) (3.2.6) 

ja haurem acabat. . ''•"': " ^ ' ^ 
'•'<•- V ^ 

MATEMÀTIQU33 
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En efecte. A partir de la desigualtat de Burkholder, el lema de Gronwall i el teorema del 
valor mig es comprova 

EQAfotix)) - A , ( V t (y ) ) | ' ) < Cp\x - y\?, 

per tot x,y G IRd, s,t £ [0,1], / > 1. Utilitzant aquest últim resultat i aplicant la fórmula 
d'Itô a A¡(ipt(x)) és fàcil comprovar 

E(\Ai(tpt(x)) - A,(vt(y)) - M<p.(x)) + A / ( ^ ( y ) ) | p ) < Cp\x - y\"\t - a|f, 

per tot |x|, \y\ < K, K > 0, s,t G [0,1], l > 1. I d'aquesta manera, com que <¿><(x) és 
^t-mesurable, podem aplicar una fórmula de substitució (veieu per exemple Teorema 5.3.3 
de [N 2]) i obtenim per tot ra > 1 

( £ / M<ps(x))odwl
a) = £ / M<p.(x0))odvrl. 

tel ^° |l=Ao / = 1 J0 

Aleshores, si comprovem (3.2.6), per la unicitat del límit obtindrem el resultat que 
cercàvem. 

La demostració de (3.2.6) s'obté a partir del Lema 3.2.1. Definim 

m .t oo .f 

Ym(x) = Y, / A^s{x))odWl
s i Y(x) = Y / M<ps(x))odWl

s. 
tel Jo /=i -70 

Per tal d'aplicar el lema ens cal comprovar que 

E{\Ym{x)-Ym(y)\*)<Cp\x-y\it 

per tot x ,y G IR amb |x|, |y| < Ä", on la Cp no depèn de la m, i que Ym(x) convergeix 
en Lp cap a Y(x) per tot i 6 E . A 
desigualtats de Holder i de Burkholder. 
en Lp cap a Y(x) per tot x G IR . Aquests resultats s'obtenen fàcilment utilitzant les 

Estudiarem ara propietats de la successió de fluxos {<fM} i de les seves derivades. Comen
cem amb un lema tècnic, adaptació del Lema 2.1 de [O-P]. 

Lema 3 .2 .5 . Sigui tpM = { ^ ( x ) , x G IR^, í G [0,1]} el procés solució de 

, Í M 

V>t
M(x) = x + ( X ^ f ( * ) W + <ToW?{x))da), 

Jo j=i 

x G IR , í G [0,1]. Suposem que els coeñcients cr^j = 0,---,M són de C4(IR ;IR ) i 
satisfan 

~ ¿ E E 1^)1 +lôxT^I + | - ^ 0 0 | + 1 ^ ) 1 
reut l = 1 í=:0 

:= A'A/ < 00. 
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Aleshores, existeix una versió de ^^{x) que és contínua conjuntament en (t,x) i per tot 
8 > 0 existeix una variable aleatòria positiva CM(Ô) G f)p>iLp(Cl) tal que per tot p>2 

E(\CM(S)\P)<C(P,8,KM), 

i q.s. per tot x G IR 

sup \^{x)\ < CM(¿) (1 + M2)"+í, (3.2.7) 
o<t<i 

sup \(^)-\x)\ < (M(8) (1 + |x|2) >+*, (3.2.8) 
0 < t < l 

™P K^H^OOl < CM(0 (1 + kl2)6, (3-2.9) 
0 < í < l OX 

sup l ^ - ( x ) \ < C M ( S ) ( 1 + \X\2)\ i = 1,2, (3.2.10) 
0<Í<1 O I ' 

sup | ^ ( ( ^ ) _ 1 ) W | < C M ( ¿ ) ( l + k | 2 ) 6 , j = 1,2. (3.2.11) 
0 < Í < 1 CX J C/X 

Prova: És la mateixa que la del Lema 2.1 [O-P]. Només cal tenir en compte que les fites 
que obtenim no depenen directament de M, sinó que ho fan mitjançant la constant KM- • 

Observació . Segons el lema anterior, els moments de la variable CAÍ(^) depenen només 
de S i de KM (i per tant , no depenen directament de M). D'aquesta manera, si tenim uns 
coeficients <Tj, J' > 0 que satisfan 

«* E E f e w l + l&¿(*)l + \-%H')\ + l&íwl 
r.rtrr: .1 . n-rr: .o .rrrr: .0 . nr*<r: .oi 

= J í < OO, 
cent" i = 1 / = 0 

i considerem, per cada M , xp^(x) el procés definit al Lema 3.2.5 i CAÍ(^) I a variable aleatòria 
corresponent, els seus moments d'ordre p, per p > 2, tindran fites uniformes que dependran 
només de p, 8 i A". Recollim aquest resultat en el corol·lari següent. 

Corol·lari 3 .2 .6 . Considerem la successió de ñuxos {ft*(x)}M>I deñnida per (3.2.4). 
Suposem que els coefícients Aj, j > 0 satisfan les hipòtesis (H). Fixat 8 > 0, sigui Ç\i(à) 
la variable aleatòria defínida al Lema 3.2.5 per cada M > 1. Aleshores, per tot p > 2 

sup E(\ÇM(6)\r) < C(p, 6, K). (3.2.12) 
M>\ 
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Proposició 3.2.7. Suposem que els coeficients Aj, j > 0 satisfan (H). Aleshores, per 
qualssevol p > 2, K > 0 

E( sup | ^ f ( x ) - 9 t ( z ) | p ) = 0 , 
V 0<<<1 ' 

lim sup £/i sup 

lim sup E( sup | ^ H * ) - ^ Ç ( x ) l ' ) = 0 , j = 1,2, 

lim sup f?( sup l Ä - ' W - f e - ' W l ^ O , 
M - > 0 0 | I | < A -

 vo<í<i c'a; ox / 

Hm sup * ( sup | » ( ^ 1 ) - ' W _ » ( â 2 « ) - ( x ) | ' ) _ 0 . 
M _ K X > | z | < / i ' ^0<t<l OXK OX ' OXX OX ' ' ) 

(3.2.13) 

(3.2.14) 

(3.2.15) 

(3.2.16) 

Prova: Els fluxos (3.2.1) i (3.2.4) els podem escriure com 

<Pt(x) = x+ Ç22Ai(<p9(x))dW'a + Ao(<pa(x))ds\ 

rfix) =x+ (Y,M<P™(x))dWl + ÄM(^(x))ds). 
Jo i=i 

Demostrarem primer (3.2.13). Fixem K > 0, p > 2. Donat x, \x\ < K, per les desigualtats 
de Holder i de Burkholder obtenim 

E{ sup \^{x)-ipa{x)Y) <CP\ í E( sup \^{x)-vr{x)\p)ds 

+ E(\ ft\C{i(tp.(x))\ids\*)+E(\ f* C?{v.{x))da\*) 
Jo Jo 

on 

Cf(*) = g E Mx^ix) i C2
M(x) = J2 \A'(*)\2, 

¡=M+1 l=M+l 

i on la constant Cp no depèn de la x. Si demostrem 

m sup E[ I / 
M-
lim sup E(\ í \C^(ip,(x))\2ds\') = 0, 
I^°°\x\<K V Jo J 

lim sup £7fi / C¥{Vs{x))dsfi) = 0 , 
f^°°|x|<A" V Jo ' 

(3.2.17) 

(3.2.18) 

aplicant el lema de Gronwall obtindrem (3.2.13). 
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Demostrarem primer (3.2.18). Sota les hipòtesis (H), a [N-N-S] està demostrat 
sup|x|<K- E(snp0<t<1 \ft(x)\P) < Cp. 

Per un argument de compacitat tenim que per tot K' > 0, e > 0, existeix MK',S tal que 
per tot M > MK>,C 

oo 

sup Y \Mx)\2 <£-
\*\<K' l=M+l 

Per les desigualtat de Txebixef i de Holder, tenim per qualssevol M*, K* > 0, 

oo 

EÍ sup ( Y, l¿'0*(*))l2)*) 
oo 

<E(( sup ( V \M<pt(x))\2)*) l{suPo<t<1 
v o<t<i l=fff+1 - - f 

oo 

+ £?(( sup ( Y. l ¿ i M * ) ) l 2 ) f ) l{.«Po<,<1k.(«)l<if}) 

1 1 °° 

< C p ( l + E ( sup M * ) | 2 ' ) ) ' (P( sup | ^ ( x ) | > K*)) 2 + ( sup J ] l ^ * ) ! 2 ) * 

/-< 1 °° 
< - ^ ( E ( sup M * ) | 2 ) ( l + ¿;( sup W x f ) ) ) 2 + ( sup £ \A,(x)\2)\ 

Podem agafar ara sup|xi<ft- als dos costats de la desigualtat anterior. Aleshores, fixat 
e > 0, escollim K* > 0 de manera que el primer sumant sigui menor o igual que | . Un 
cop escollit K*, determinen M* de manera que per tot M > M* 

oo 

sup ( Y l¿K*)|2)*<f-

A partir d'aquí obtenim clarament (3.2.18). (3.2.17) es pot demostrar de manera semblant. 

Les demostracions de (3.2.14), (3.2.15) i (3.2.16) es fan utilitzant raonaments anàlegs. Cal 
fer servir però les representacions (3.2.2) i (3.2.3) i les equivalents per Yt

M(x) i Z^(x). m 

Lema 3.2.8. Suposem que els coeficients Aj, j' > 0 satisfan (H) i que Xo G C\P>i Lp(ty-
Aleshores, per qualsevol p > 2 

s u p — — - • - ' ' ' - • — ' l 

M>1 

sup 
0 < « 1 

E( sup \^(X0)\
P)+E( sup \^L.(X0)\

P)+E( sup \Zt
M(X0)\

p)} < Cp, 
0<Í<1 0 < t < l OX 0 < « 1 J 

3<Pt 
dx 

E(\MXo)\P)+E(\^(X0)\
p)+E(\Zt(X0)\

p) <cp. 
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Prova: El primer resultat s'obté a partir de (3.2.7), (3.2.9) i (3.2.10), combinats amb el 
Corol·lari 3.2.6. Per exemple, per (3.2.9) amb S = \ obt enim, 

E{ sup \ZM(X0)\») < E(\ÇM(hni + \X0\
2)ï) 

o < t < i ¿ 

i pel Corol·lari 3.2.6, com que Xo G í~L>i Lp{£i) 

sup E( sup |Zi
M(Xo)|p) < oo. 

M>\ 0 < « 1 

Per obtenir la segona desigualtat utilitzarem el Lema 3.2.1. Per exemple, és fàcil comprovar 
que el podem aplicar a la successió {<p^(x)}, M > 1 i a la variable <pt(x), de manera que 
obtenim 

P- lim <píí(Xo)=<pt{X0). 
M—>oo 

Per tant, hi haurà uns sub-successió (que denotarem igual que la successió inicial) que 
convergirà quasi-segurament. Aleshores, pels resultats obtinguts a la primera part d'aquest 
lema i utilitzant el Lema de Fatou 

E(\Vt(Xo)\') = E(hm\^(X0)\n < liminf E^(X0)\
p) 

< sup E( sup \^(X0)\
P) < Cp. 

M>\ 0 < í < l 

A més a més, com la Cp no depèn de t, tenim 

sup E(\<pt(Xo)\p) < Cp. 
0 < í < l 

La resta de termes es tracten de la mateixa manera. • 

Podem comprovar ara ja el primer resultat que ens donarà l'existència i regularitat de la 
densitat. 

Proposició 3.2.9. Suposem que X0 6 D0C(1R'1) i que els coeficients Aj, j > 0 de 
l'equació (3.1.1) satisfan les hipòtesis (H). Aleshores, per tot t G [0,1], y?t(X0) G D°°(IRd) 

D'lrtXo)'] = Y;'l(X0)[DÍXl>+l[0ít](r)Zl'h(X0)Al(lpr(X0))}, (3.2.19) 

1 < j , 1 < i < d. 
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Prova: S'ha d'aplicar el Lema 2.3 de [0-P] de la mateixa manera que al Lema 2.3 de 
[C-F-N]. Pel Lema 3.2.8, (pt(Xo) té moments de tots els ordres. Per arguments semblants 
als d'aquest últim lema es demostra per p > 2 i j > 1 

Podem ara demostrar el resultat de regularitat de la densitat per la solució de (3.1.1). Amb 
aquest objectiu, introduïm primer la notació necessària. Considerem, per cada k G IN els 
conjunts de camps vectorials 

^o = í -"-i, i = 1, • • •, K j , 

E j ={[Ai,V},i = l,-··,k,VeZk
j_1}, j > l . 

Per qualssevol enter no negatiu m > 0 i x G IR , sigui Em<k(x) la matriu amb columnes 

els camps vectorials de S^, 0 < j < m, al punt x G IR . Sigui Am)¿(x) el valor propi més 

petit de Em^k(x)E^n k(x), x G IR , m > 0, és a dir, 

m 

\m,k(x) = ir* £ £ Kn*)i2. 
j = 0 y g E * 

L'objectiu fonamental d'aquesta secció és demostrar el teorema següent. 

Teorema 3 .2 .10 . Suposem que els coefícients Aj, j > 0 de l'equació (3.1.1) satisfan les 
hipòtesis (H). Sigui X0 G ÏÏD°°(IR ) una variable aleatòria tal que 

(i) existeix A G (0, ^] i una variable aleatòria positiva £ G pL>i LP(Q,) ^ que, 

\DSX0 - DtXo\ < C\t - s\x+1*, s,t G [0,1], 

(ii) DQXQ = 0 per alguna versió de DXo, 
(Ui) existeixen jo, ko enters no negatius tais que, 

Aleshores, la variable aleatòria Xt = ipt(Xo) té densitat regular per qualsevol t G (0,1]. 

O b s e r v a c i ó . Si suposem que la condició inicial està afitada, és a dir, que \XQ\ < K per 
alguna constant K > 0, si span( Uj^.1 Hj(x)) = IR per tot |a;| < K, aleshores la condició 
(Ui) es compleix. 
En efecte. Fixat x, existeixen enters no negatius j x i kx tais que s p a n ( u £ 0 E**(x)) = IRd. 
Per continuïtat podem determinar 8X > 0, r¡x > 0 tais que \jx,kx(y) > fjx per tot 
y G Bsx(x). Per un argument de compacitat, podem obtenir un subrecobriment fi
nit del compacte {x, \x\ < K} format per les boles B$x (xi),- • • ,B¿X (xn). Diem 
T) = min{rjXl,---,T]Xn},jo = max{jXl,-• • ,jXn}, k0 = max{kXl, • • •, kXn}. Aleshores 
^jo,ko(y) > Vi P e r t o t y5 \y\ < K, i P e r t a n t ^jo,k0(

xo) > f] i es compleix (Hi). 
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Prova del Teorema 3.2.10 La demostració consisteix en comprovar les condicions del Te

orema 2.1.1 per la variable Xt = ft(Xo). 

Per la Proposició 3.2.9 tenim que tpt(Xo) G ID°°. 

Per comprovar que E({detTt}~p) < oo per tot p > 2, aplicarem els Lemes 3.2.2 i 3.2.3 
a les variables F = ipt(Xo) i FM = ^(Xo). Seguint el mètode presentat a [N-N-S], la 
demostració es redueix a comprovar 

(i) <f^(X0) — • <pt(X0) en D 2 , 1 ( IR d ) quan M -+ oo, 

(ii) s u p M > ! ^ ( s u p o ^ ! \Z^(X0)\
P) < oo, per tot p > 2, 

(iii) per cada p > 2, existeix £o(p) > 0 tal que per tot e < £o(p) 

sup sup P(A*C M ( í ) A < e) < Cep. 
M>k0 |A|=1 

(on C A Í ( Í ) és la matriu definida a la Secció 2.1 després del Teorema 2.1.1). 

Per (ii) i (iii), aplicant el Lema 3.2.3, obtenim 

sup E({detCM(t)}~p) < oo. 
AÍ>Jt0 

Aquest resultat implica 
sup E ( { d e t r í

M } - p ) < oo, 
M>k0 

on I j és la matriu de Malliavin associada a X^. Aleshores, aquest últim resultat combinat 
amb (i) ens dóna, gràcies al Lema 3.2.2, 

E({detTt}~p) < oo, 

per tot p > 2. 

Prova de (i) Per demostrar la convergència en D 2 , 1 (M'*) en tenim prou provant les dues 
convergències següents: 

(h) X t
M — • Xt en L2(ü;]Rd) quan M -> oo, 

( i2) DXt
M — • DXt en L2(ü; JRN ®JRd) quan M -» oo. 

Comprovem primer (¿i). Fixat K > 0, utilitzant les desigualtats de Holder, de Txebixef i 
de Sobolev, obtenim 

E(\Xt
M - Xt\

2) < E(\Xt
M - Xt\

2 l{,Xo|>A'}) + E(\Xt
M - Xt\

2 l{|Xo|<A'}) 

< (P(\Xo\ > K))'E(\Xt
M - Xt\

4)> + E{ sup \^{x) - <pt{x)\2) 
\x\<K 

/ l .. .„. i ,. . , 1 
< 
- K K x , - , , v , . . . . . . , 

+ E( I (\^(x) - ^ ( x ) | 2 + l ^ - ( x ) - ^ ( x ) | ) d x ) ) . 
<{\x\<K} 

Utilizant (3.2.13), (3.2.14) i el Lema 3.2.8, prenent límits obtenim 

lim E(\XM-Xt\*)<£ 

Com que podem agafar K tan gran com vulguem, obtenim {i\). 
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Per comprovar (¿2) utilitzem la representació (3.2.19) i la seva equivalent per Dr[(p^í(Xo)]. 
En aquest cas tenim 

ni\ln"( X VI - í YtM,Í\^mXl
0 + l[0,](r)Z^lh(Xo)A^(X0))}, si j < M; 

[Yt (X0)I>¿A¿, si j > M. 

Volem demostrar 

r l oo d 

Um E 
M—+00 

/ (EEi^fc^ort-^iviC-ïorii2)^] =o. 

Es fàcil veure que en tenim prou comprovant els següents resultats per p > 2 

lim E{\Yt
M(Xo)-Yt(Xo)\p) = 0, 

lim £ ( / | Z r
M ( X 0 ) - Z r ( X o ) | p á r ) = 0 , 

lim £ ( / \<p?(X0) - Vr(Xo)\pdr) = 0, 

JS(|rt(Xo)|p) < Cp, 

E{ f \Vr(X0)\*dr) < Cp, 
Jo 

Mi 

sup E( sup \Zf{X0)\
p) < Cp, 

M>\ 0 < « 1 

sup E{ sup |^M(X0) |P) < C„ 
M>1 0 < « 1 

Hm 22 
Ai—»oo 

•1 oo d 

/ ( E E l ^ ' ( X o ) l [ o , t ] ( r ) ^ ( X o ) 4 ( ^ r ( X 0 ) ) | 2 ) r f r ] 
^O j=M+l i = l 

= 0. 

Els tres primers resultats s'obtenen a partir de (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15), (3.2.16) i del 
Lema 3.2.8. El primer d'ells s'obté de manera semblant a la demostració de la convergència 
(¿i). Pels altres dos, s'utilitzen el mateix tipus d'arguments, ja que per Fubini i con
vergència dominada en tenim prou demostrant 

ïr
Mí 

Mi 

lim E(\Z™(Xo)-Zr(Xo)\p) = 0, 
M—>oo 

lim E(\<p?{Xo)-MXo)\p) = 0, 
M—»oo 

per tot r G [0,1]. 

Les quatre desigualtats següents les hem obtingudes al Lema 3.2.8. 
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Finalment, la prova de l'última convergència es pot reduir a demostrar 

oo d 

lim E 
Ai—»oo 

/"l oo a 

/ ( E El4(^(Xo))|2) dr]=0, 
Jo j=M+l ¿=1 .7=A/+1 

per p > 2. Ara, per convergència monòtona en tenim prou si veiem 

oo d 

m E\( 
M-

oo d 

j ' = A Í + l i = l 

per tot r G [0,1]. La demostració d'aquest últim resultat és igual que la de (3.2.18). 

Prova de (ii) Veieu el Lema 3.2.8. 

Prova de (iii) L'estructura de la demostració és la mateixa que la del Teorema 2.2.2, 
utilitzant les estimacions uniformes que hem demostrat al Corol·lari 3.2.6. Per M > ko 
tenim 

M . i 

P{\*CM(t)\ < e) = P(J2 / {X*Zfí(X0)Al(^(X0))l[0>t](s) + \*Dl
sX0)

2ds<e) 
¡=i Jo J 

^ P ( E f (yZ^(X0)Al(^(X0)) + \*Dl
sX0)

2ds < e), 

per qualssevol A 6 l R , | A | = l i e > 0 . Definim 

*o rt 
EoM = { E / {yZ^(X0)M^(X0)) + \*D'sXQ)2ds < eh 

i=i Jo 

Ef={H í (\*zM(Xo)V(<pM(X0)))
2ds<emM}, i > l , 

»... Jo 
ves; 

amb m(j) = 7>, 0 < 7 < ¿ ^ , FM = E™ D E™ n • • • D E%, A£ = {( < £ " r } , T > 0. 

Com en la demostració del Teorema 2.2.2, utilitzant la desigualtat de Txebixef, la prova 
es redueix a demostrar 

sup P(FM nA£)<ep, (3.2.20) 
AÍ>Jt0 

sup P(Ef_, D ( £ f )c) <ep, l<j< j 0 . (3.2.21) 

M > J t 0 

P> 2 i £ <60(p). 
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Anem a demostrar primer (3.2.20). Fixat M, definim 

A^ = E E f\rZ?{X0)V{<p?{X0)))
2d8 + J£ [\\·Z»'{X0)A,{<p!I{X0)) 

; = I V e E * o Jo Í = I • / o 

+ A*D^Xo)2dá. 

Sobre el conjunt Ae, tenim 

^ * \ E E r ' (A*^ M (Xo)V(^(X 0 ) ) ) 2 ds - Ce*W-ir, 

on la C no depèn de la M. 

Definim He = {\X0\ < e~w}, e,w > 0, i per cada M els temps aleatoris 

S? = inf{5 > 0 : sup \Z?(Xo) -T\>\}, 
0<cr<s ¿ 

5f '£ = inf{S > 0 : sup | v > f ( X 0 ) - X o | > £ 3 } , ß,e > 0. 
0<<T<S 

Per les desigualtats de Sobolev i de Txebixef, per q > d tenim 

P({S?'e<eß}nHe) < £ - 3 « £ ( sup sup \<pM(x) - z|?) 
0 < | x | < e - u ' 0 < a < e ' » 

<Ce-*<([ (E( sup | r f ( i ) - ï | « ) + í!( sup | r .M(x) - I|»))«fc) 
V · / { | z | < C - < " } 0 < S < £ " 0 < S < s " 7 

on pel Corol·lari 3.2.6, (3.2.7) i (3.2.10), la constant C no depèn de M. Per exemple, 

re" re? M 

E{ sup WM{x)-x\*)<CqE{\ / | ¿ F ( ^ ( * ) ) | < k | 9 + | / E l ^ ( ^ ( ^ ) ) | 2 ] ^ | 2 ) 

< Cqe^-^E( / (1 + \<p?(x)\')ds) < C ,e '* ( l + sup £ ( sup l ^ f ( x ) r ) ) . 
JO M>k0 0 < t < l 

De manera anàloga, utilitzant (3.2.7) i (3.2.9) obtenim 

sup P({Sy < eß} H He) < Ce*q-2wq-wd, q > d. 
M>k0 
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Per tant, per qualsevol q > d, 

sup [P({Sf '£ < £ " } n f £ ) + P ( { 5 f <e0}nHe)+P(H¡)] <C(e^-3w)*+€»">). 
M>k0

 L J 

(3.2.22) 

Escollint ß, r amb m(j0) < 2(A + l)ß - 2I\ obtenim 

p(FMni£n{5f >eß}n{sf '£ > ^ } ) <P f ( £ ) + p?(e), 

amb 

pfw=^(E E /'' | n S y , ) ) | ! * ¿« (g+»o.+Dyw. 
J= 0 ves*0 ° s 

E Eo j f |A'^« ,S°)l''fa > 16<c+2«°+D*-0*'. 3 " > 4 

pfM^E E r ' ^ g w ^ ^ s i e ^ + iOo + i))̂ «). 
J-0 ves*0 â 

Pel teorema del valor mig, la hipòtesi (H) i XQ G p| > 1 LP(Q,), podem trobar una variable 
aleatòria positiva £ G flp>i -^p(^)> Que n o depèn de M, tal que 

\V(V*t(Xo))-V(X0)\<C\<P?(Xo)-Xo\, 

per qualssevol 5 G [0,1), V G UjLo ^»'°- Aleshores utilitzant la desigualtat de Txebixef, 
per qualsevol q > 1 

j—o ves*0 

< P(C2e*ß > CemUo)) < Ce^ß-m{jo))qE((:29), 

i per tant 
sup p?(e) < Ce^ß-mUo))q. (3.2.23) 

M>k0 

Suposem, a més a més, m(jo) > ß\ aleshores la hipòtesi (Hi) ens dóna, per qualsevol p > 1 
i £ prou petit 

sup p f (e) < P{\j0lko(X0) < Cem^~ß) < e'. (3.2.24) 
M>k0 
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Siguin r , ß, w > 0 complint les restriccions següents: ß > l$w, m(jo) < 2(X+l)ß—2T, ß < 
m(jo) <\ß- Aleshores, les estimacions (3.2.22), (3.2.23) i (3.2.24) impliquen (3.2.20). 

Per la demostració de (3.2.21) utilitzarem el Lema 2.2.1. Per j = 1, tenim 

P(E^n(E^Y) < P ( ¿ / ' (A*Zf (Xo)M^(Xo)) + \*Dl
3X0)

2ds < e , 

J2 f {\*ZM(X0)V(<pM(Xo)))2ds>em^) 
t« Jo 

^ E P ( Í (yZ^(Xo)M^(Xo)) + \*Dl
sX0)

2de < e, 
i=i KJo 

J2Jo (\*Z?{Xo)[Aj,Al]{<P?{Xo)))2ds > — ) . 
j—í 

Apliquem la fórmula d'Itô a Z^ (x)A¡((p¿ (x)) i obtenim 

M fS 

Z^(x)Al(^(x)) = Al(x) + J2 ZyixM^AMrfWdW? 
h=iJo 

r3 i M 

Jo ¿
 e=i 

Aleshores apliquem el Lema 2.2.1 a 

a1(x) = X*Zt
M(x)[Ah,Al}(^(x)), h = l,---,M, 

/ r* i M \ 
Vt = \*(AtiXo) + Dl

tX0 + / ^ o K l A c i / l + ^ K J A ^ l W l o ) ) ^ , 

amb a — 6 = 1, b = j-,r) = m(l) . Pel Lema 2.2.1 sabem que e0 depèn també dels moments 
de dues variables £i, £2 relacionades amb els processos a i V. Com que pel Corol·lari 3.2.6 
i el Lema 3.2.8 els moments de Z^(x), <pM(x) i les seves derivades tenen fites uniformes 
en M, existirà £o(p) tal <lue P e r tot e < £o(p) 

sup P(£ 0
M D (E^y) < ep. 

M>k0 
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Per 1 < j < jo apliquem els mateixos arguments a 

a't(x) = \*ZM(x)[Ah V](vf*(x)), I = 1, • • •, M, 

r* 1 M 

Vt = \*V(X0) + A* / zM(X0)([A0,V} + -J2[Aô,[Ae,V}])(<pM(Xo))ds, 

V G S j i j . • 

Observació. Com en el Capitol 2 es pot demostrar una versió del Teorema 2.3.2 en 
la situació considerada en aquest capítol. En aquest cas, utilitzaríem una funció fij¿ en 
comptes de la A ĵt del Teorema 3.2.10. 

.if -P 
• 3 - \ ' i'* 

V.ATSMÂTK2US5 
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