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Capitulo 1

Introduccion

1.1 El riesgo de una cartera

Esta tesis estudia riesgos. Es natural, entonces, empezar preguntandonos qué
significa la palabra riesgo en el contexto actuarial. En general, un riesgo puede
ser definido como un evento que puede o no ocurrir y que implica peligro, sufri-
miento o pérdida. Siempre contiene una parte de incertidumbre, ya sea en el
momento de su ocurrencia, o en la naturaleza e importancia de sus consecuen-
cias.

En la teoria actuarial del riesgo, los riesgos se formalizan y modelizan de
manera que apenas guardan ningin parecido con los eventos con que cualquiera
de nosotros pueda topar en su vida cotidiana. Esto es debido, en parte, al
hecho de que nos restringimos a riesgos asegurables, entendiendo como tales
a aquellos que pueden ser valorados en términos monetarios. Se reduce asi, el
conjunto de todos los riesgos y tnicamente se consideran aquellos que permiten
establecer un equivalente econémico del dano que puedan causar.

Una vez identificado un conjunto de riesgos asegurables, se asume que éstos
pueden ser representados por variables aleatorias, con lo que se puede definir
un espacio de probabilidad para cada uno de ellos. Actualmente, la teoria
del riesgo empieza desde este punto, omitiendo la fase de traslado a variables
aleatorias de los riesgos reales.

El punto de partida de la moderna teoria actuarial del riesgo se atribuye
a la contribucién de Filip Lundberg al Congreso Internacional de Actuarios de

1909, con el desarrollo de la “Teoria Colectiva del Riesgo”. En ella modelizd
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8 CapriTUuLO 1. INTRODUCCION

el negocio del seguro como un proceso estocastico con aplicaciones tanto en
el ramo de vida como en el de no vida. Seal (1969) realizé un estudio de los
trabajos que siguieron a esta contribucion.

Actualmente, los temas tratados por la teoria del riesgo pasan por la mo-
delizacién no sélo de riesgos individuales, sino también de conjuntos o carteras
de riesgos, y de procesos de riesgo, incluyendo métodos para estimar o apro-
ximar numéricamente (caracteristicas de) sus distribuciones de probabilidad. A
partir de ellas es posible determinar las primas de los contratos asegurados,
asi como de los contratos de reaseguro, estimar el nivel de reservas necesario
y desarrollar métodos que permitan mejorar la estabilidad de los procesos de
riesgo. Referencias generales en este contexto son, entre otras, Seal (1969),
Biilmann (1970), Gerber (1979), Beard et al. (1984), Bowers et al. (1997),
Heilmann (1988) y Panjer & Willmot (1992).

Uno de los temas centrales de la teoria del riesgo es el cédlculo de la dis-
tribucién del coste total de los siniestros de una cartera durante un periodo
especifico, por ejemplo, un ano. A partir de ella, se tiene una medida del riesgo
de la cartera y es posible desarrollar las politicas de primas, de reaseguro,
de prevision de reservas,... Los riesgos asegurados en cada cartera son riesgos
individuales, tales como vidas humanas cubiertas por muerte, edificios cubiertos
por incendio o automéviles cubiertos por los danos que resulten de accidentes.
Por ello, la aproximacién natural a la distribucién del coste total de una cartera
es la del modelo individual de la teoria del riesgo, cuya unica hipdtesis inicial
es la asuncién de independencia entre los diferentes riesgos de la cartera. En el

modelo individual el coste total de los siniestros de la cartera, S, es simplemente
S =X+ + X,

donde n es el nimero de pélizas en la cartera y X;, j = 1,---,n, es el coste de los
siniestros de la pdliza j-ésima. La distribucién de probabilidad de X; se supone
conocida. El modelo individual considera, ademds, que cada uno de los riesgos
que componen la cartera, como maximo puede dar lugar a un siniestro en el
periodo considerado, la cuantia del cual puede ser fija o aleatoria. Esta asuncién
hace de este modelo el apropiado para explicar el comportamiento de aquellos
riesgos que, por su naturaleza, inicamente pueden producir un siniestro. Este
seria el caso de los seguros de vida. Sin embargo, este modelo se puede utilizar
también para riesgos que no presenten esta caracteristica. Basta con tratar
los siniestros que cada riesgo individual produzca en el periodo como uno sélo.

La principal limitaciéon en la aplicabilidad del modelo individual radica en la
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imposibilidad de llegar a determinar, en numerosas ocasiones, las distribuciones
asociadas a cada uno de los riesgos individuales. En estos casos se recurre a
aproximaciones de la distribucién del coste total dentro del modelo colectivo,
ver Bowers et al. (1997, capitulos 12 y 14).

Incluso en los casos en que es posible determinar las distribuciones de los
riesgos individuales, como en carteras de vida, durante décadas se ha consi-
derado prohibitivo el esfuerzo de calculo necesario para llegar a la distribucion
exacta de S y los actuarios se han decantado, mayoritariamente, por técnicas

de simulacién para aproximar su comportamiento.

La recurrencia de Panjer (1981), que permite el cdlculo de la distribucién del
coste total en el modelo colectivo del riesgo, supuso una auténtica revolucién en
el campo actuarial. La simplicidad de la misma, hizo que durante los ochenta
se prestara especial atencién a numerosas propuestas en la literatura referidas a
la aproximacién de la distribucion del coste total a través del modelo colectivo.
En este sentido, cabe destacar, entre otras, las aportaciones de Biilmann et al.
(1977), Jewell & Sundt (1981), Gerber (1984), Sundt (1985), Kuon et al. (1993)
y Kaas & Gerber (1994).

Paralelamente, y coincidiendo con el avance de la informética, aparecieron
diferentes propuestas referidas a métodos recurrentes para el célculo exacto de
la distribucién del coste total en el modelo individual. Entre éstas cabe destacar
las de De Pril (1986, 1989), Waldmann (1994) y Dhaene & Vanderbroek (1995).
De éstas surgieron de forma natural, aproximaciones a la distribucién del coste
total dentro del modelo individual, ver De Pril (1988, 1989) y Dhaene & De Pril
(1994). Estas no son nuevas, ya que anteriormente encontramos en la literatura

las aproximaciones de Kornya (1983) y Hipp (1986).

Independientemente de que para llegar a aproximar numéricamente la dis-
tribucion del coste total sea o no necesario el modelo colectivo, parece claro
que el riesgo de la cartera debe entenderse como suma de los diferentes riesgos
individuales. En este sentido, destacar las palabras introductorias de Kaas &
Gerber (1994): “The model of choice for the total claims distribution of a port-
folio is without doubt the individual model, which assumes only independence
between the different policies in a portfolio”. Unicamente la hipétesis de inde-
pendencia, se ha creido, hasta hace poco, insalvable al hablar del riesgo total
de la cartera. No obstante, la hipétesis de independencia entre los diferentes
riesgos individuales, no siempre refleja la realidad de la cartera. Si, por ejemplo,

tratamos carteras de seguros de vida es claro que:
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—  Pueden existir duplicados en la cartera, es decir, diferentes pdlizas sobre
una misma vida. En este caso el nimero de pédlizas no es igual al niimero de
vidas aseguradas. Ver, por ejemplo, Beard & Perks (1949) y Seal (1947).

— Un marido y su mujer pueden ambos tener pélizas dentro de una misma
cartera. Esta claro que existe algin tipo de dependencia positiva entre su
mortalidad puesto que ambos estan expuestos, en mayor o menor grado, a
los mismos factores de riesgo. Ademads, en este caso, es conocido el hecho
de que el ratio de mortalidad de uno de los conyuges incrementa tras la
muerte del otro (se trata del denominado “broken heart syndrome”). Ver,
por ejemplo, Carriere & Chan (1986), Norberg (1989) y Frees, Valdez &
Carriere (1995).

— Un fondo de pensiones que cubra a personas que trabajan en una misma
compania, debera tener en cuenta un cierto grado de dependencia positiva

entre la mortalidad de sus asegurados.

— En una cartera con una gran densidad de asegurados en una misma area
geografica, catastrofes naturales derivadas de tormentas, huracanes, te-
rremotos,... provocaran una acumulaciéon de siniestros para el asegurador.
Ver, por ejemplo, Stickler (1960), Feilmeier & Segerer (1980) y Kremer
(1983).

Tal y como senala Kaas (1993), los actuarios conocen bien estos y otros
fenémenos similares, pero, por conveniencia, se ha venido asumiendo que la in-
fluencia en la valoracién del riesgo que los mismos suponen, es lo suficientemente
pequena como para no ser considerados. Kaas (1993) compard el riesgo de una
cartera de seguros de vida con todos los riesgos individuales mutuamente inde-
pendientes con una cartera idéntica excepto por el hecho de que un determinado
nimero de pélizas estaban basadas en la misma vida (existencia de duplicados
en la cartera). De sus resultados se deduce una notable infravaloracién del riesgo
real cuando se asume la hipétesis de independencia. Heilmann (1986) traté un
problema similar pero considerando una cartera de seguros de no vida. Sus
conclusiones son andlogas a las obtenidas por Kaas para el caso de vida.

Desde la segunda mitad de los 90, numerosos articulos han roto la hipédtesis
de independencia para tratar dependencias entre los riesgos individuales de una
cartera. En este sentido, mencionar, entre otros, los trabajos de Goovaerts &
Dhaene (1996), Dhaene & Goovaerts (1996, 1997), Dhaene et al. (1997), Miiller
(1997), Baiierle & Miiller (1998), Wang & Dhaene (1998), Ambagaspitya (1998),
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Dhaene & Denuit (1999), Taizhong & Zhigiang (1999), Marceau et al. (1999) y
Denuit, Dhaene & Ribas (2000, 2001).

1.2 Planteamientos y objetivos

El objetivo de este trabajo es doble. Por una parte, queremos analizar rela-
ciones de dependencia entre riesgos individuales. De entre todas las posibles,
Unicamente nos ocuparemos de aquellas que incrementan el riesgo del grupo en
que se producen con respecto al caso independiente. Aunque en diferentes for-
mas, éstas seran, en cualquier caso, relaciones de dependencia de signo positivo.
En segundo lugar, y a modo de aplicacion, pretendemos utilizar los resulta-
dos obtenidos para aproximar el riesgo global de una cartera de seguros de vida
cualquiera, que presente dependencias de signo positivo entre algunos de los ries-
gos individuales que la componen. Se tratara de aproximar la distribucién del
coste total en el modelo individual de vida rompiendo la hipétesis de indepen-
dencia para algunos conjuntos de riesgos que, por su estructura de dependencia
positiva, presentan una mayor “peligrosidad”, en el sentido que pueden provocar
una mayor siniestralidad conjunta que en el caso independiente.

Los dos objetivos surgieron en diferentes momentos de la elaboracion de
este trabajo en un orden que, a primera vista, puede parecer antinatural. Los
primeros anos de investigacion, se dedicaron a analizar los diferentes métodos
aparecidos en la literatura desde la segunda mitad de los 80 para la determi-
nacion de la distribucion del coste total en el modelo individual bajo la hipétesis
de independencia para todos los riesgos de la cartera. Centramos entonces nues-
tra atencion en el modelo individual de vida, modelo que, por la simplicidad
de sus riesgos individuales (seguros de vida), habia logrado avanzar més en
lo que se refiere a resultados exactos para cuantificar el riesgo del total de la
cartera. Con la recurrencia de De Pril (1986) es posible obtener de forma exacta
la distribucién del coste total de una cartera formada por pdlizas de vida que
garanticen el pago de un capital fijo en caso de muerte del asegurado. Las recu-
rrencias de De Pril (1989), Waldmann (1994) y Dhaene & Vanderbroek (1995)
permiten el calculo exacto de esta distribucién para cualquier cartera de seguros
de vida. La novedad de éstas es que contemplan, ademas, la posibilidad de que
la cuantia a pagar en caso de muerte del asegurado sea aleatoria.

Teodricamente es posible aplicar estas recurrencias exactas a una cartera de

seguros de vida cualquiera, aunque al intentar utilizarlas de forma practica en-



12 CapriTUuLO 1. INTRODUCCION

contramos una primera limitacién en carteras de gran tamaflo y/o con una
distribucién de la cuantia a pagar en caso de siniestro definida en més de unos
pocos puntos. En cuanto al primero de los problemas, el tamano de la cartera,
creemos que no merece la pena calificarlo como tal. Los recursos informaticos
actuales deben permitir programar las recurrencias mencionadas para cualquier
volumen de pdlizas y, en todo caso, se reduce a un problema de programacién
que se aleja de los objetivos de este trabajo. El problema real que queda tras
estas recurrencias es el senalado en segundo lugar. Observar que si fuera posible
aplicar las obtenidas en el modelo individual de vida para cualquier distribucién
aleatoria de la cuantia, tendriamos resuelta la problemética de la determinacion
del coste total en cualquier tipo de cartera, no necesariamente de vida. Desafor-
tunadamente esto no es posible. Senalar, sin embargo, que si nos limitamos a
pdlizas de seguros de vida, las dos modalidades basicas en el mercado ofrecen el
pago de un capital fijo a la muerte del asegurado y la posibilidad de contratar,
ademsds, el doble del capital asegurado pagadero en caso de que la muerte se
produzca por accidente. Para ambos casos, las recurrencias exactas son per-
fectamente aplicables y, en este sentido, no merece la pena recurrir a métodos
aproximados.

Admitiendo que para nuestro objetivo inicial, determinar la distribucién
del coste total en carteras de vida, podiamos perfectamente utilizar las recu-
rrencias exactas antes senaladas, empezamos a preocuparnos por la fiabilidad
de sus resultados. Aparentemente, se trata de distribuciones exactas pero este
propésito nunca se podra lograr asumiendo la hipdtesis de independencia entre
todos los riesgos de la cartera. Ademas, se toman como datos las probabilidades
de unas tablas de mortalidad que, aunque se actualizan periédicamente, con-
tienen errores y, en ningun caso, coincidiran exactamente con las de la poblacién
asegurada en la cartera. Nos planteamos entonces si realmente estiAbamos con-
siderando el riesgo de la cartera y si merecia la pena el esfuerzo de tratar con
recurrencias exactas o si, por el contrario, era mejor quedarnos con alguna de

las aproximaciones propuestas en la literatural.

En ese momento, surgié la oportunidad de trabajar con los Drs. Marc
Goovaerts y Jan Dhaene. Por entonces, ellos llevaban dos anos tratando de-
pendencias entre riesgos en el contexto actuarial y nos parecié una linea muy
interesante para continuar nuestra investigacién. De ella naci6 el eje central que

sustenta este trabajo. Nuestra idea era clara, queriamos aproximar lo mas fiel-

Lyer apartado 6.5, cap. 6.



1.2. PLANTEAMIENTOS Y OBJETIVOS 13

mente posible la distribucién del coste total en carteras de vida para tener una
medida objetiva del riesgo de las mismas. Si basamos todas nuestras politicas
en estas distribuciones esta claro que, en ningin caso, es prudente infravalorar
el riesgo real, circunstancia que se dard al asumir independencia entre aquellos
riesgos individuales de la cartera cuya estructura de dependencia incremente su
riesgo conjunto. Asi, antes de tratar el riesgo de la cartera, se hace necesario
analizar por separado el de estos grupos. Desde este punto empieza este trabajo.
En primer lugar, se trata de identificar, de entre todas las posibles relaciones
de dependencia entre m (m > 2) riesgos, cudles incrementan su riesgo global
respecto al caso independiente. Para ello serd necesario comparar el riesgo de
este conjunto bajo diferentes hipdtesis de dependencia con el que resulta de
la hipétesis de independencia, comparacién que, como veremos seguidamente,
debera enmarcarse dentro de la teoria de ordenacién de riesgos.

Para poder concluir que una hipétesis concreta de dependencia incrementa
el riesgo del conjunto para el cual ha sido formulada, es necesario que cualquier
asegurador perciba una mayor “peligrosidad” del mismo que bajo la hipdtesis
de independencia. Esta percepcion debe entenderse dentro de un marco tedrico
valido para la modelizacién de toma de decisiones bajo incertidumbre. En este
sentido, podemos mencionar la teoria de la utilidad y la teoria dual de Yaari. La
primera fue popularizada por von Neumann & Mongestern (1947) y la segunda
se debe a Yaari (1987). En el marco de la teorfa de la utilidad, la percepcién
del riesgo depende de una funcién de utilidad de la riqueza del decisor que,
en el caso de decisores adversos al riesgo (calificativo que podemos asignar a
cualquier asegurador), es céncava. En la teorfa dual de Yaari, las actitudes ante
el riesgo se caracterizan a partir de una funcién de distorsién que modifica la
distribucién de probabilidad del mismo. En el caso de decisores adversos al
riesgo esta funcion de distorsién resulta ser convexa. A través de ambas teorias
es posible encontrar la ordenacién que establece un decisor del mercado entre
dos riesgos cualesquiera. Desafortunadamente, esta ordenacion depende, en un
caso, de una funcién de utilidad del decisor que es totalmente desconocida vy,
en otro, de una funcién de distorsién con el mismo problema. La teoria de la
ordenacién de riesgos se ocupa de encontrar relaciones de orden equivalentes a
las que resultan de la teoria de la utilidad y de la teoria dual pero definidas
a partir de las distribuciones de probabilidad de los riesgos. En el contexto
actuarial, el trabajo de Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1994) recoge los
principales resultados relativos a la ordenacion de riesgos dentro del marco de

la teoria de la utilidad. Paralelamente, los trabajos de Dhaene et al. (1997),
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Hiirlimann (1998) y Ribas, Dhaene & Goovaerts (1998) tratan la ordenacién
de riesgos en la teorfa dual de Yaari. Wang & Young (1998) y Denuit, Dhaene
& van Wouve (1999) analizan las similitudes de ambos enfoques asi como sus
principales diferencias.

Tanto en el marco de la teoria de la utilidad como en el de la teoria dual, la
ordenacion que establece cualquier decisor del mercado entre dos riesgos equivale
a una relacién de dominancia estocdstica entre sus funciones de distribucion.
Para el caso de decisores adversos al riesgo, el equivalente puede establecerse
en base a una relacién de orden més débil entre sus funciones de distribucién,
relacion conocida en el contexto actuarial con el nombre de orden stop-loss.
La dominancia estocéastica fue definida por primera vez por Hadar & Rusell
(1969), mientras que la ordenacién stop-loss se basa en la ordenacién convexa
desarrollada por Hardly, Littlewood & Polya (1929) e introducida en el drea
econémica por Rothschild & Stiglitz (1970).

La ordenacion stop-loss sera la clave de este trabajo. Esta no debe enten-
derse, en este contexto, como herramienta para establecer politicas de reaseguro,
sino como un mecanismo para ordenar riesgos. Kl orden stop-loss entre dos
riesgos determina la ordenaciéon que de los mismos establece cualquier decisor
adverso al riesgo, en el sentido que, aquél que resulte superior, en orden stop-
loss, es para él el mas peligroso. Esta conclusion es valida dentro de la teoria
de la utilidad, asi como en el marco de la teoria dual de Yaari. A partir del
orden stop-loss serd posible identificar qué relaciones de dependencia incremen-
tan la “peligrosidad” de los grupos de riesgos no independientes de la cartera.
El riesgo de cada grupo vendra dado por la variable aleatoria coste total que
resulta de la suma de los riesgos individuales que forman parte del mismo. Asi,
las relaciones de dependencia que incrementan la “peligrosidad” de un grupo
son aquellas para las que resulta una distribucion de la suma superior, en orden
stop-loss, a la correspondiente al caso de independencia. La forma en que se
mida esta dependencia dependera del niimero de riesgos en el grupo y de la
definicién de sus respectivas distribuciones de probabilidad. En cualquier caso,
seran relaciones de dependencia de signo positivo.

Encontrar aquellas relaciones de dependencia positiva que permiten detectar
la presencia en la cartera de uno o varios grupos de este tipo es inicamente el
primer paso. Una vez éstos identificados estd claro que, en cada uno de ellos,
deberemos tratar de incorporar el incremento que se ha producido en el riesgo
del conjunto por la no independencia de sus componentes. La cuantia de este

incremento dependera, en algin modo, del grado de interdependencia que exista
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entre los riesgos individuales que forman el grupo.

Si estamos hablando de dependencias de signo positivo, es légico pensar
que un incremento en el grado de dependencia provoque un incremento en el
riesgo del conjunto. Esta simple idea, necesita de una medida de dependencia
capaz de ordenar, en base al orden stop-loss, el riesgo que se deriva del con-
junto para diferentes hipdtesis sobre el grado de dependencia entre los riesgos
individuales. En otras palabras, la medida elegida debe ser tal que tras un in-
cremento/decremento del grado de dependencia asumido, permita afirmar que
la nueva distribucién suma es superior/inferior, en orden stop-loss, a la inicial.
Nos ocuparemos de este tipo de medidas diferenciando segin los grupos estén
formados por dos o mas riesgos, analisis bivariante y multivariante. En cada
caso, la medida adecuada serd aquella que permita ordenar, en base al orden
stop-loss, grupos de riesgos idénticos excepto en el grado de dependencia asu-
mido. Llegar a encontrar estas medidas es de gran importancia puesto que en
la practica serda imposible dar nimeros exactos acerca del grado de dependencia
que mide el comportamiento conjunto de los riesgos individuales en cada grupo.
Asi, debemos olvidarnos de distribuciones de probabilidad exactas referidas a su
riesgo global. Si nuestro objetivo es precisamente cubrir este riesgo y no pode-
mos llegar a medirlo de forma exacta, parece una estrategia prudente tratar de
sobrevalorarlo en una pequena cuantia. Si incrementamos ligeramente el grado
de dependencia que creemos es realista asumir entre los riesgos individuales de
cada conjunto, la sobrevaloracién queda garantizada siempre que este grado esté

definido con una medida mondtona creciente respecto al riesgo del conjunto.

Hasta este momento, respecto al andlisis de dependencias entre riesgos indivi-

duales, hemos tratado dos puntos bésicos:

La necesidad de una medida cualitativa de dependencia capaz de indi-
carnos que el riesgo del conjunto es superior al que le corresponde en caso

de independencia, y, a su vez,

La busqueda de una medida cuantitativa del grado de dependencia que

sea mondtona creciente respecto al riesgo del conjunto.

Con la primera medida, sabremos qué grupos de riesgos de la cartera no ad-
miten la hipétesis de independencia si se trata de evitar la infravaloracién de
su siniestralidad conjunta. Para los riesgos en cada uno de estos grupos, po-
dremos, a través de la segunda medida, establecer una hipétesis suficiente sobre

su grado de dependencia como para garantizar que, en ningun caso, se incurre
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en tal infravaloracion. ;Qué sucede con el riesgo de una cartera cualquiera que
contenga algunos de estos grupos? Intuitivamente es claro que éste es superior
al que le corresponderia en caso de mutua independencia de todos los riesgos
que la componen. Analiticamente probaremos esta conclusién a partir de una
conocida propiedad del orden stop-loss ? que presentamos en el capitulo 3. Esta
nos garantiza el mantenimiento del orden stop-loss bajo la convolucién de ries-
gos independientes. Si admitimos que las dependencias en la cartera unicamente
se producen dentro de cada uno de estos grupos, siendo los riesgos en diferentes
grupos, asi como los que quedan fuera de ellos, mutuamente independientes,
esta propiedad nos indica que la v.a. coste total de la cartera es superior, en
orden stop-loss, a la correspondiente en caso de independencia. Ademas, esta
propiedad nos garantiza que si hemos considerado un grado suficiente de depen-
dencia entre los riesgos de cada uno de los grupos como para no infravalorar su

riesgo global tampoco quedara infravalorado el total de la cartera.

Desde un punto de vista tedrico, este analisis cubre los objetivos plantea-
dos; sin embargo, este logro disminuye cuando pasamos a su aplicabilidad
practica. Las medidas de dependencia que hayan resultado estaran necesaria-
mente definidas sobre la distribucién de probabilidad multivariante de los riesgos
involucrados y esta claro que ésta ya no se corresponde con el producto de las
respectivas distribuciones marginales. Para el caso que nos ocupard, riesgos
procedentes de carteras de seguros de vida, si limitamos el andlisis a grupos no
independientes formados por dos y tres riesgos, podremos llegar a aproximar
sus respectivas distribuciones bivariantes/trivariantes estimando, en base a la
experiencia historica de siniestralidad causada por grupos similares, sus corres-
pondientes coeficientes de correlacion. Una vez estas distribuciones estimadas,
podremos, a través del andlisis anterior, cubrir el riesgo de una cartera de se-
guros de vida que contenga parejas y/o trios no independientes. Si, ademds,
pretendemos tener una medida de este riesgo deberemos tratar de aproximar la
distribucién del coste total de esta cartera. Para los riesgos que han quedado
como independientes, la distribucion suma resultard a partir de alguna de las
recurrencias anteriormente senaladas para el cdlculo de la distribucién del coste
total en el modelo individual. En cuanto al resto de riesgos, forman parte de
las diferentes parejas y/o trios identificados. Si admitimos que las relaciones
de dependencia tnicamente se producen dentro de cada uno de estos grupos,

siendo los riesgos en diferentes grupos mutuamente independientes, podemos

2ver teorema 3.11 en pag. 47
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limitarnos a buscar las distribuciones suma de cada uno de los grupos detecta-
dos en la cartera. Estas resultarén de forma inmediata a partir de las respectivas
distribuciones bivariantes/trivariantes encontradas para cada grupo. De la con-
volucién de todas ellas resultara la distribuciéon suma del conjunto de riesgos
dependientes, distribucién que, a su vez convolucionada con la encontrada para

los riesgos independientes, dard lugar a la distribucién coste total de la cartera.

Creemos necesario finalizar este apartado apuntando las principales limita-
ciones del desarrollo aqui planteado. De entre todas las relaciones de dependen-
cia positiva que podamos detectar entre los riesgos individuales de una cartera
de vida, algunas de las cuales apuntdbamos en el primer epigrafe de esta intro-
duccién (ver pag. 10), tnicamente seremos capaces de tratar con aquellas que
se produzcan entre dos y/o tres riesgos. Con ello, podremos incorporar el incre-
mento del riesgo de la cartera debido a la presencia de duplicados/triplicados
y/o un cierto niimero de matrimonios con un ascendiente/descendiente. Aunque
dispondremos de herramientas tedricas para tratar dependencias en grupos mas
amplios, las dificultades asociadas a la definicion de su correspondiente dis-
tribucién multivariante de probabilidad, las convertirdan en inoperativas a efec-
tos practicos. Salvar este inconveniente pasa, a nuestro entender, por la intro-
duccion de copulas en el estudio.

Una cépula es simplemente la definicion de una distribucién multivariante de
probabilidad a partir de las marginales asociadas a cada uno de los riesgos.
En la literatura, encontramos una buena introduccién a las cépulas en Nielsen
(1999). Frees & Valdez (1998) y Wang (1998), recogen las principales cépulas
propuestas en la literatura y proponen algunas aplicaciones de las mismas al
campo actuarial. Marceau et al. (1999) proponen algunas cépulas para mo-
delizar relaciones de dependencia entre los riesgos del modelo individual. Sus
resultados abren una via con inmensas posibilidades en la que confiamos poder

continuar la investigacién iniciada con este trabajo.

1.3 Perfil de la tesis

Este trabajo estd estructurado en dos partes. En la primera, con el titulo
“Dependencia positiva. Su influencia en el riesgo del grupo”, trataremos de-
pendencias entre un grupo de riesgos individuales procedentes de una cartera
cualquiera. Como ya hemos senalado, tinicamente nos ocuparemos de aquellas

relaciones de dependencia de signo positivo que incrementan el riesgo del grupo
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en que se define. El riesgo de cada grupo viene dado por la variable aleatoria
que resulta de la suma de los riesgos individuales que forman parte del mismo.
Asi, para tener en cuenta una relacién de dependencia, serd necesario que el
asegurador perciba un mayor riesgo de la v.a. suma que resulta de considerar la
hipétesis de dependencia que de la resultante al obviar esta hipotesis. Esta per-
cepcion debe entenderse dentro de un marco teérico vélido para la ordenacién de
riesgos. En el capitulo 2, definimos dos de estos marcos: la teoria de la utilidad
y la teoria dual de Yaari. A través de ambas teorias se deduce la ordenacién
que establece un decisor del mercado entre dos riesgos cualesquiera, en un caso
a través de una funcion de utilidad y, en otro, a través de una funcién de dis-
torsion. A efectos practicos resulta imposible tratar con estas funciones, por lo
que, en el capitulo 3, nos ocupamos de buscar relaciones de orden equivalentes a
las encontradas pero definidas a partir de las distribuciones de probabilidad de
los riesgos. En el caso de un decisor adverso al riesgo, calificativo que sin duda
podemos atribuir al asegurador, la ordenacién que establece entre dos riesgos
cualesquiera sera equivalente al orden stop-loss de los mismos, en el sentido, que
aquél que resulte superior, en orden stop-loss, es para él el mas peligroso.

Los capitulos 2 y 3 son de cardcter introductorio y sientan las bases necesarias
para el desarrollo del resto del trabajo. En lo que se refiere al tratamiento
de dependencias entre riesgos individuales, sabemos, de los resultados de estos
capitulos, que nos basta con ocuparnos de aquellas lo suficientemente fuertes
como para garantizar una distribuciéon de la suma superior, en orden stop-loss,
a la correspondiente en caso de independencia. Diferenciaremos segin éstas se
produzcan entre dos o més riesgos. En cada caso distinguiremos segtin los ries-
gos provengan de una cartera formada por riesgos individuales con distribucién

dicotémica o bien por riesgos con distribucién arbitraria.

En el capitulo 4 analizaremos dependencias entre dos tnicos riesgos. En
primer lugar, definiremos algunos conceptos de dependencia bivariante positiva
que, posteriormente, se probard son suficientes para asegurar un mayor riesgo de
la pareja que en el caso independiente. Una vez probada esta relacion, se trata
de cuantificar el grado de dependencia existente a través de una medida capaz de
asegurar un mayor riesgo de la pareja cuando aumente el grado de dependencia
asumido entre sus componentes. La medida adecuada sera aquella que permita
ordenar, en base al orden stop-loss, pares de riesgos idénticos excepto en el grado

de dependencia asumido.
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En el capitulo 5, ampliamos el anélisis bivariante al caso multivariante. Para
secuencias formadas por dos o ma&s riesgos, serd posible la generalizacién de
algunos de los conceptos de dependencia bivariante positiva definidos en el
capitulo anterior. Algunos de éstos, junto con otros nuevos que recogeremos
de la literatura estadistica, seran suficientes para garantizar un mayor riesgo
global de la secuencia que en el caso independiente. Nuevamente nos ocupare-
mos, a continuacién, de buscar una medida sobre el grado de dependencia entre
los riesgos que componen la secuencia que sea mondtona creciente respecto al
riesgo del conjunto.

Con el capitulo 5 concluye la primera parte de este trabajo. En la segunda
parte, bajo el titulo “Dependencia positiva. Su influencia en el riesgo de la
cartera”, aplicaremos parte de los resultados en ella obtenidos a una cartera de
seguros de vida que presente dependencias de signo positivo entre algunos de
sus riesgos. Se tratard, no s6lo de controlar el riesgo, sino también de cuantifi-
carlo numéricamente a través de su distribucién de coste total. Para ello, en
el capitulo 6, recogemos algunas de las recurrencias aparecidas en la literatura
para el célculo de la distribucién del coste total en el modelo individual cuando
todos los riesgos son mutuamente independientes.

En el capitulo 7, introducimos la posibilidad de que la cartera contenga un
determinado niimero de parejas con una estructura de dependencia positiva lo
suficientemente fuerte como para garantizar, en cada caso, un mayor riesgo de la
pareja que en el caso independiente. Los resultados del capitulo 4 nos permitiran
tratar esta estructura de dependencia en carteras de seguros de vida con pago
fijo de un capital a la muerte del asegurado y en carteras que ofrezcan, ademsds,
el doble de indemnizacién cuando la muerte se produzca por accidente.

En el capitulo 8, consideramos, finalmente, la posibilidad de que las de-
pendencias de signo positivo se produzcan entre tres riesgos. Las dificultades
asociadas al tratamiento de dependencias multivariantes nos llevaran a limitar
el andlisis a carteras de seguros de vida con pago fijo de capital. Para este
tipo de carteras, los resultados del capitulo 5 nos permitirdn ampliar el analisis
bivariante realizado en el capitulo anterior y considerar también dependencias
que ocurran en grupos formados por tres riesgos.

Las principales conclusiones derivadas del desarrollo de este trabajo, se ex-

ponen de forma conjunta en el capitulo 9.
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Capitulo 2

Marcos para la ordenacién

de riesgos

2.1 Introduccion

En este capitulo presentamos dos marcos teéricos validos para la modelizacion
de la toma de decisiones bajo incertidumbre.

Tradicionalmente, la literatura ha enmarcado las decisiones de los agentes
econémicos dentro de la teoria de la utilidad. Aunque el concepto de utilidad
fue introducido por Cramer y Bernoulli en el siglo XVIII, resolviendo con él
la conocida paradoja de San Petersburgo, la popularizaciéon de esta teoria se
atribuye a von Neumann & Mongenster (1947), quienes establecieron los cinco
axiomas en los que se basa esta teoria y demostraron que cualquier decision
tomada consecuentemente con su conjunto axiomatico puede ser modelizada a
partir de una funcién de utilidad de la riqueza del decisor. Asi, cuando un agente
econdmico valora un suceso aleatorio que afectard de forma positiva (negativa)
a su riqueza futura, en realidad, estd cuantificando la utilidad que le reportaré
un aumento (disminucién) de su riqueza debido a la realizacién del suceso.

Aunque nos ocuparemos unicamente de valorar riesgos asegurados, enten-
diendo como tales a variables aleatorias la realizacién de las cuales se traducird
en una pérdida para el asegurador (disminucién de su riqueza), en este capitulo
definimos variables aleatorias con dominio dentro del conjunto de los reales.
Asi, estamos considerando también variables aleatorias cuya realizacién incre-

mentard la riqueza del decisor. Sin ello dificilmente podriamos llegar a com-
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prender el origen y posterior desarrollo de la teoria de la utilidad ya que, como
veremos, los axiomas postulados por von Neumann & Mongestern se establecen
para el conjunto de posibles realizaciones de un suceso aleatorio que represente
una ganancia futura del decisor.

Centrandonos en este conjunto de axiomas cabe sefialar al més cuestionado
de ellos, se trata del quinto axioma de la teoria de la utilidad, el cual establece
la independencia entre combinaciones de distribuciones de probabilidad de dife-
rentes realizaciones. Al igual que con el sistema de axiomas Euclideano, muchos
autores han cuestionado la existencia de este quinto axioma; ver, por ejemplo,
Allains (1953), Kahneman & Tversky (1979), Machina (1982).

Opuesto al concepto de independencia, Yaari (1987) introdujo el concepto
de comonotonia y formalizé un conjunto alternativo de axiomas desarrollando
la llamada teoria dual de decision. Se rompe asi la vieja creencia de que la
teoria de la utilidad es la tinica herramienta tedrica legitima para analizar las
decisiones de los agentes econémicos en presencia de incertidumbre. La teoria
dual de Yaari es relativamente nueva y por ello todavia no ha sido muy aplicada.

La introducciéon de la teoria dual de Yaari en el campo actuarial es muy
reciente. En el contexto de la teoria de ordenacién de riesgos, Dhaene, Wang,
Young & Goovaerts (1997), Hiirlimann (1998) y Ribas, Dhaene & Goovaerts
(1998) establecen relaciones de orden equivalentes a las que resultan de la
teoria dual definidas sobre las distribuciones de probabilidad de los riesgos. En
el siguiente capitulo desarrollaremos el contenido de estos resultados; en éste
Unicamente presentamos dos marcos vélidos para el andlisis de la toma de deci-
siones bajo incertidumbre: la teoria de la utilidad y la teoria dual de Yaari. En
ningin momento se pretende comparar estos marcos ni presentar a uno como
mejor que otro, creemos para nuestra problematica ambos son perfectamente

vélidos y por ello obtendremos resultados dentro de cada uno de ellos.

2.2 Principio de la esperanza matematica

Sea X una variable aleatoria (v.a.) definida dentro del conjunto de los reales
que representa la riqueza futura de un determinado individuo. Para esta v.a.
definimos sus funciones de distribucién acumulativa y desacumulativa que re-

presentamos por Fxy y Sx respectivamente.
Funcién de distribucién acumulativa de probabilidad:

Fx (z)=Pr (X <uz), —00 < x < 00. (2.1)
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Funcién de distribucién desacumulativa de probabilidad:
Sx(x)=Pr(X >z), —-oco<z<o0. (2.2)

En general, el valor esperado de X puede ser evaluado directamente a par-

tir de su funcién acumulativa (desacumulativa) de probabilidad. En efecto,

/OoxdFX(x)z/O zdFX(a:)+/OooxdFX(x)

— 00 — 00

observemos que

E(X)

0 [e)
= [ xdFX(as)f/O zd(1— Fx () = z Fx ()] °,

— 00

0

_/0 Fx (z) dx—x(1—FX(x))]°§+/OOO(1—Fx(x>) dzx
_/ )

Fx (x dx—i—/ooo(l—FX(ac)) dx.

— 00

Asfi resulta,

0 0o
E(X) = —/ Fx (x) dm—&—/() (1-Fx(x)) dz

—00

0 (%S)
_/ (1S (2)) dz + / Sx (x) dx. (2.3)
—0o0 0

. Es ésta la valoracién que hace el agente econémico de la realizacién de X7
i Se rigen los decisores del mercado segun el principio de la esperanza matema-
tica? Si asf fuera un decisor seria indiferente entre jugar a un juego que le puede

aportar una ganancia futura igual a X, pagando por jugar

E(X)= / Sx (z) dx (2.4)
0
o bien no jugarlo y quedarse con esta cantidad.

Igualmente, segin este principio un decisor es indiferente entre asumir un

riesgo X o bien disminuir su riqueza en una cuantia

0 oo
E(—X):f/ (1—-5_x () d:z::f/o Sx (x) dx (2.5)

— 00

con tal de no asumirlo.

Como veremos en el siguiente apartado este no es el criterio que siguen los
agentes econdmicos para tomar decisiones sobre eventos aleatorios que puedan

afectar a su riqueza futura.
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2.3 Teoria de la utilidad

2.3.1 Origen de la teoria de la utilidad

Con el desarrollo de la moderna teoria de la probabilidad en el siglo XVII,
el atractivo de un juego que ofrezca unos pagos X = (z1,- - -, x,) con proba-

bilidades (p1, - - -, pn) fue asociado a su valor esperado,
E(X) = Z i Pi-
i=1

i Se rigen los decisores del mercado segin el principio de la esperanza matema-
tica? Como hemos visto, si asi fuera un decisor seria indiferente entre jugar a
este juego que le puede aportar una ganancia futura X, pagando por jugar E (X)
o bien no jugarlo y quedarse con esta cantidad.

El principio de la esperanza matematica fue cuestionado por Nicholas Bernou-
1li, quien propuso en 1728 la conocida paradoja de San Petersburgo que ex-
ponemos a continuacién.

Supongamos que alguien nos ofrece un premio por lanzar una moneda repeti-
damente hasta que aparezca la primera cara. El premio es 2" si la primera cara
aparece en el n-ésimo intento (n = 1,2,---). ;Cuél es el equivalente cierto que
asignaremos a este juego si seguimos el criterio de la esperanza matematica?

Como el valor esperado del pago es

JORIORIORS

este juego sera preferido a cualquier otro que ofrezca un premio cierto finito.
No obstante, es evidente que la mayoria de personas preferirdin un juego
que ofrezca un premio cierto de cuantia moderada a este juego con un premio

esperado infinito.

Para resolver esta paradoja, Gabriel Cramer y Daniel Bernoulli (primo de
Nicholas) argumentaron que una ganancia de 200 u.m. no tiene porque ser valo-
rada necesariamente como el doble que una ganancia de 100 u.m. Para explicar
este fenémeno introdujeron el moderno concepto de utilidad. Argumentaron
que, en lugar de utilizar el valor esperado, los individuos valoraran el juego en

base a su utilidad esperada. Asi, la valoracién individual viene determinada por

n

Bu(X) =Y u(e) p

i=1
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siendo u una funcién que valora la utilidad que los diferentes pagos le reportaran
al individuo.
La ganancia cierta, GG, para la cual resulta la misma utilidad que la obtenida

por jugar el juego de San Petersburgo viene determinada por la ecuacién
1 1 1
u(w—+G)=u(w+2) §+u(w—|—4) Z+u(w+8) §+--~,

siendo w la riqueza individual inicial. Si, por ejemplo, la funcién de utilidad es
u(xz) = log(x) y w = 10.000 u.m., el equivalente cierto individual serd 14’25

u.m., a pesar de que el juego tiene una esperanza infinita.

Antes de concluir con esta cuestién, sefialar que el uso de funciones de utili-
dad no es la tnica solucién posible a la paradoja de San Petersburgo. Se puede
dar, por ejemplo, una explicacién alternativa utilizando la percepcién que, en
general, se tiene de la probabilidad. Alguien puede pensar que llegado un mo-
mento es practicamente imposible seguir sacando cruces. En este caso se valora
que es imposible obtener, por ejemplo, 10 cruces seguidas y la probabilidad que

se asocia a este suceso es 0.

2.3.2 Axiomas

A lo largo de la extensa literatura de toma de decisiones bajo incertidumbre, la
teoria con mayor influencia es indudablemente la teoria de la utilidad desarro-
llada por von Neumann & Mongenstern en 1947. En este apartado queremos

resumir sus principales resultados.

Para un conjunto de sucesos aleatorios cuya realizacién represente una ganan-
cia futura para el decisor (incremento de su riqueza), sea X el conjunto de v.a.
que describe a cada una de las posibles alternativas. En el conjunto X sea e
una relacién de preferencia binaria que permite la comparacién de cualquier par
de alternativas X, Xy € )_() X1 = X indica que la realizacién de X; es al
menos tan buena para el decisor como la de X5. De 2 se pueden derivar las

—
siguientes dos importantes relaciones en X :
(1) Relacién de estricta preferencia: >,
X1 = X2 < (X1 7 X2 pero no se cumple X5 - X)),

relacién que indica que la realizacion de X; es mejor que la de Xs.
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(2) Relacién de indiferencia ~,
Xi~vXoe (X1 Xoy Xo o Xq),
relacién que indica que la realizacion de X; es indiferente a la de X5.
La relacién 7z cumple los siguientes cinco axiomas.

Axioma 1. Neutralidad: Si Sx, (x) = Sx, (z) para todo > 0, entonces
X7 ~ Xo.

Axioma 2. Orden completo: Para cualesquiera X;, Xy € )_(), tenemos que
X172 X5 0 X5 7 X1 (0 ambos); de donde se deduce la propiedad reflexiva
para 7 :

BN
XrX VYXeX.

—
Ademés 7 es una relacién transitiva. Sean X;, Xo, X3 € X,

si X7 = Xy Xo 7 X3, entonces Xy 7~ Xs.

La completitud y transitividad de - tiene las siguientes implicaciones para
las relaciones de estricta preferencia e indiferencia (ver, por ejemplo, Mas-
Colell, Whinston & Green (1995)):

(1) > es irreflexiva (la relaciéon X = X nunca se cumple) y transitiva (si
X1 > Xy y Xo = X3, entonces X; = X3).

(2) ~ es reflexiva (X ~ X), transitiva (si X; ~ Xy y X5 ~ X3, entonces
X, ~ X3) y simétrica (si X; ~ Xa, entonces Xo ~ X7).

(3) Si X3 > X5y Xo 7 X3, entonces X7 7 X3.

Axioma 3. Continuidad: - es continua en la topologia de la convergencia

débil (con respecto a la norma L).

Axioma 4. Monotonfa: Si Sx, () > Sx, (z) para todo & > 0, entonces
X1 = Xo.

Axioma 5. Independencia: Si X; - Xo, entonces para cualquier Xs,

{(pa Xl) ) (1 - D X3)} r>\_.z {(pa X2) y (1 - D X3)}
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para todo p € [0,1], donde la funcién de distribucién desacumulativa de
{(p,X1), (1 —p, X3)} viene definida por

Sip.x1),(1-p.x3)} (¥) =p Sx, () + (1 = p) Sx; (x), Vx>0,

Es decir, la introducciéon de una nueva posible alternativa no debe afectar

a la relacién de preferencias existente.

Este quinto axioma ha sido uno de los puntos mas criticados de la teoria
de la utilidad. En este sentido, podemos tomar como ejemplo el llamado
“Common Ratio Effect” propuesto por Kaheman & Tversky (1979) que

parece anular su validez.
Ejemplo 2.1

Consideremos las siguientes loterias

Loteria A1 Realizaciones Probabilidad

0 0.2
4000 0.8
Loteria B1  Realizaciones Probabilidad
3000 1

Loteria A2 Realizaciones Probabilidad

0 0.8
4000 0.2
Loteria B2 Realizaciones Probabilidad
0 0.75
3000 0.25

Kaheman & Tversky (1979) propusieron a un grupo de personas que
eligieran entre jugar a la loterfa Al o jugar a la loterfa B1. El 80% de ellas
eligieron B1. A continuacién les propusieron elegir entre A2 y B2, en este

caso unicamente el 35% prefirieron jugar a la loteria B2.

Si observamos més detalladamente las loterias A2 y B2, vemos que
A2 ={(0.25,A1),(0.75,C)} y B2 ={(0.25,B1),(0.75,C)},

siendo C una loterfa sin premio (equivalente a no jugar).
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Asi todos aquellos para los cuales B1 >~ Al, segin el quinto axioma de
la teoria de la utilidad deberian haber establecido la relacién de orden

B2 = A2, lo cual evidentemente no sucedié.

A pesar de las objeciones existentes, si partimos del conjunto axiomatico
propuesto por von Neumann & Mongestern y consideramos que un decisor
racional es capaz de establecer un mapa de preferencias completo, es decir,
de ordenar dos alternativas cualesquiera la realizacion de las cuales afectara a
su riqueza, nos encontramos con la teoria de la utilidad esperada. Bajo esta
teorfa, von Neumann & Mongestern (1947) demostraron que cualquier decisién
tomada consecuentemente con sus cinco axiomas puede ser modelizada a partir
de una funcién de utilidad de la riqueza u (w) definida dentro del conjunto de

los reales.

Teorema 2.2
Bagjo el sistema de axiomas 1-5, existe una funcion de utilidad u, tal que para

cualquier par de v.a. X,Y; X =Y, si, y solo si,
E(u(X)) = E(u(Y)). (2.6)

Si estamos de acuerdo con los cinco axiomas postulados debemos también
admitir la existencia de la funcién de utilidad u, independientemente de que no
podamos llegar a conocer cudl es ésta. En la practica es imposible encontrar la
funciéon de utilidad de cada decisor aunque podemos asumir con toda seguridad

las siguientes consideraciones sobre ella.

1. La teoria de la utilidad estd construida sobre la hipdtesis de la existencia
de unas preferencias consistentes sobre las distribuciones de probabilidad,
por tanto, una funcién de utilidad no puede dar sorpresas: debe ser la

descripcién numérica de la existencia de estas preferencias.
2. Una funcién de utilidad w es una funcién no decreciente, por tanto,
u (w) >0
para cualquier decisor.

3. Una funcién de utilidad no estd determinada de manera tnica. Si defini-
mos por ejemplo,
u(z)=au(x)+b a>0,
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entonces
Eu(X))zEu())

es equivalente a
E(u (X)) =2 E(u" (Y)),

es decir, las preferencias se mantienen cuando la funcién de utilidad es

una transformacién lineal no decreciente de la original.

Sin pérdida de generalidad, asumiremos en lo que sigue que la riqueza
individual inicial es 0. Asi el equivalente cierto de una realizacién aleatoria
X cualquiera que suponga una ganancia, GG, se puede obtener resolviendo la

ecuacion

u(G):E(u(X)):/OOOSX () du(z) > 0.

Hasta ahora hemos considerado tnicamente decisiones individuales sobre
fendmenos aleatorios susceptibles de ser valorados econémicamente que afec-
taran “positivamente” a la riqueza del decisor, en el sentido de que su realizacién
implicard una ganancia para éste. A pesar de que la teoria de la utilidad fue
postulada sobre este tipo de variables, nosotros queremos llegar a valorar y com-
parar riesgos. Al hablar de riesgos nos estamos refiriendo a eventos aleatorios la
realizacién de los cuales ocasionaran una disminucion en la riqueza del decisor.
Bajo el modelo de la utilidad esperada, podemos llegar a establecer el equiva-
lente cierto o pérdida, P, de una realizacién X que implique una disminucién

futura de su riqueza individual a partir de la ecuacién

0
u(—P) = FEu(-X))= 7/ (1-5S_x(z)) du(x)

= —/OOOSX(:JJ) du (z) <0,

siendo v una funcién no decreciente.

Entonces, por (2.6), el riesgo X serd preferido al riesgo Y, si, y sélo si,
E(u(-X)) > E(u(-Y)). (2.7)

Es decir, si el decisor juzga més riqueza como mejor (requisito que evidentemente
cumple), debera asociarle més riesgo a Y que a X ya que la realizacién de este

iltimo implica una menor disminucién de su riqueza.

Introduzcamos ahora la posibilidad de que los agentes econémicos sean in-

dividuos adversos al riesgo y veamos cémo afecta este hecho a sus decisiones.
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2.3.3 Aversion al riesgo en la teoria de la utilidad

Un decisor es adverso al riesgo si prefiere una ganancia (pérdida) segura igual a
E (X) a una ganancia (pérdida) aleatoria con el mismo valor esperado, es decir,
si

E(u(X)) <u(E (X)), VX. (2.8)

En el siguiente teorema se presenta la conocida inecuaciéon de Jensen que
demuestra que la aversion al riesgo en la teoria de la utilidad es equivalente a

la concavidad de la funcién de utilidad del decisor.

Teorema 2.3

Para cualquier v.a. X y para cualquier funcidn de utilidad concava u (w),
Eu(X)) <u(E(X)). (2.9)

Demostracion:
Si u(w) es céncava, para cualquier real ¢ existe una recta I (z) = a = + b, tal

que l(c) =u(c) y u(x) <l(z) para todo z. Si elegimos ¢ = E (X) tenemos

Apliquemos ahora (2.9) para modificar la valoracién que hace un decisor
adverso al riesgo a través de la teoria de la utilidad esperada de un posible
aumento futuro de su riqueza . En este caso, el equivalente cierto, G, de una

realizacién aleatoria X cumple

w(G) = E(u(X)) <u(B(X)) =G < E(X).

Asi, un decisor adverso al riesgo infravalora el valor esperado de una ganancia

futura.

En el caso de un riesgo, ;Como lo valora un decisor adverso al riesgo? ;Cual
es ahora el equivalente cierto, P, de una realizacion aleatoria X que implique

una disminucién futura en su riqueza? Aplicando nuevamente (2.9), tenemos

w(=P) = E (u(~X)) < u(BE(=X)) = u(~E (X)) = P > E(X).

Con lo cual podemos concluir que un decisor adverso al riesgo sobrevalora

el valor esperado de una pérdida futura.
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Sin miedo a equivocarnos podemos afirmar que el asegurador es un decisor
econdmico adverso al riesgo, es decir, valora los riesgos que asegura con una
funciéon de utilidad no decreciente pero céncava y, por tanto, comparard la
utilidad que le suponen dos riesgos cualesquiera X e Y a partir de ésta. Asi, de
(2.7) y por la inecuacién de Jensen, podemos afirmar que preferird el riesgo X

sobre el riesgo Y, si, y sélo si,
E(u(=X)) = E(u(=Y)), (2.10)
siendo u una funcién de utilidad cualquiera no decreciente y céncava.

Introducimos en el siguiente apartado la teoria dual de Yaari (1987) que ha
supuesto un novedoso marco alternativo para la toma de decisiones en presencia
de incertidumbre. Como veremos las conclusiones a que llegamos son similares

a las obtenidas en este apartado.

2.4 Teoria dual de Yaari

2.4.1 Axiomas

De forma andloga al desarrollo de la geometria no euclideana, Yaari (1987)
formalizé un conjunto de axiomas alternativo al de la teoria de la utilidad y
desarrollé la llamada teoria dual para la toma de decisiones en presencia de
incertidumbre. Dentro de este conjunto axiomatico, la novedad aparece en el
quinto axioma, ya que los axiomas 1-4 de la teoria de la utilidad permanecen
inalterados.

Opuesto al concepto de independencia, Yaari (1987) y Schmeidler (1982,
1989), introducen el concepto de comonotonia entre dos v.a. como una extension

conceptual de la correlacion perfecta entre ellas.

Definicién 2.4
Sean X,Y dos v.a. definidas dentro del conjunto de los reales. Diremos que
X e Y son comondtonas si existe una v.a. Z y dos funciones reales f,g no

decrecientes, tales que,

X=f(2),Y=g(2). (2.11)

La comonotonia juega un papel clave en la teorfa dual de Yaari; Yaari (1987,

pag. 104) hizo la siguiente descripcién de este concepto:
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“Si dos variables aleatorias son comondtonas podemos afirmar que ninguna
de ellas supone una ventaja respecto a la otra. La variabilidad de una

nunca se verd compensada por contravariabilidad en la otra.”

Basdndose en el concepto de comonotonia, Yaari (1987), propuso el siguiente

axioma como alternativa al quinto axioma de la teoria de la utilidad.

Axioma 5%*. Independencia dual: Sean X, X5, X3 v.a. comonétonas dos a

dos. Si X; > X, entonces para cualquier p € [0,1],
pX1+ (1 —p) Xz = pXo + (1 —p) Xs.

Si comparamos este axioma 5* con el axioma 5 de la teoria de la utilidad,
observamos que la independencia ahora no se postula entre combinaciones de
distribuciones de probabilidad sino entre combinaciones de posibles alternativas,
aunque ahora se restringe la independencia al caso en que exista comonotonia
entre ellas. Consideremos un decisor para el cual X; = X5. ;Se mantendrd su
relacién de preferencias si por ejemplo X; y X5 se combinan respectivamente
mitad y mitad, con una tercera v.a. cualquiera a la que llamaremos X3?7 Si
para el decisor cuyas preferencias estdn siendo discutidas, X3 le supone una
mejora respecto a Xs pero no respecto a Xi, entonces puede tener razones
para cambiar la direccién de sus preferencias, es decir, las relaciones X; = Xo y
%X2+ %Xg = %Xl +%X3 pueden ser ambas ciertas. Por ello, exigir que X; > X5
implique pX; + (1 — p) X3 = pXs + (1 — p) X3, parece tUnicamente justificado

cuando ninguna de las variables suponga una ventaja respecto a las otras.

En el marco de la teoria dual de Yaari aparece el concepto de funcién de
distorsién (Yaari, 1987) paralelo al de funcién de utilidad dentro de la teorfa de
la utilidad.

Definicién 2.5
Una funcién de distorsidn g es una funcidn no decreciente g : [0,1] — [0, 1] con
9(0)=0yg(1)=1

Bajo el conjunto axiomédtico 1-4 y 5% Yaari (1987) demostré que existe
una funcién de distorsién g tal que para cualquier v.a. X su equivalente cierto,
H, (X), viene definido por

0 o0
H, (X) = - / 1 - g(Sx (2)))dz + / 9 (Sx (2)) d. (2.12)

— 00
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Observemos que H, (X) = E(X) si g es la funcién identidad. Asi, para
una funcién de distorsién cualquiera, el equivalente cierto Hy (X) puede ser
interpretado como una “esperanza distorsionada” de la v.a. X obtenida a partir

de una “probabilidad distorsionada”.

Bajo la teoria dual de Yaari, para cualquier par de v.a. X,Y; X = Y si, y

solo si, existe una funcién de distorsion g tal que
H,(X)>H,(Y). (2.13)

Introducimos en el siguiente apartado la posibilidad de que los individuos
sean adversos al riesgo dentro de este marco dual de toma de decisiones en

presencia de incertidumbre.

2.4.2 Aversion al riesgo en la teoria dual de Yaari

Yaari (1987) demostré que para el conjunto de decisores adversos al riesgo la
funcién de distorsién g es convexa en todo su dominio, es decir, en el inter-
valo [0, 1], con lo cual serd necesariamente continua en el intervalo (0,1]. Sin
pérdida de generalidad, podemos asumir que toda funcién de distorsiéon convexa

es también continua en 0.

Dentro de la teoria dual, introduzcamos ahora este hecho para interpretar
la valoracién que hace un decisor adverso al riesgo de la realizacién de una v.a.
que afecte “positivamente” a su riqueza.

En el caso de que la realizaciéon de una v.a. X suponga una ganancia para el
decisor, bajo la teoria dual el equivalente cierto que le atribuye a ésta, G, viene

determinado por

G:Hg(X):/OOOg(SX(:v)) dz > 0.

Si g es una funcién de distorsién convexa g (x) < x, para todo z € [0,1]. Asi

o0 o0
G = g(Sx (x)) dx < Sx (z) de = E(X).
0 0
Asi, podemos concluir que si el decisor es adverso al riesgo infravalora el
valor esperado de una ganancia futura, conclusién a la que también habiamos

llegado dentro de la teoria de la utilidad.
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En el caso de un riesgo X, la realizacion del cual suponga una disminucién
de la riqueza del decisor, el equivalente cierto que le atribuya a esta disminucion
sera

0
Hy(-X) =~ [ (1= g(Sx (@) do <0

Si nuevamente llamamos P a la pérdida que la realizacién de X le suponga,

P= 7H9 (7X)7

tenemos que cuando se trate de un decisor adverso al riesgo, es decir, un decisor
cuya funcién de distorsién g sea convexa,

0

0
Po— [ -gSx@)dez [ (1-Sx@)do

= /OOOSX(x) dx = E(X).

Asi podemos concluir que si el decisor es adverso al riesgo sobrevalora el valor
esperado de una pérdida futura. Si el valor esperado de la pérdida es 5 u.m. lo
podria valorar, por ejemplo, como perder 8 u.m.. Nuevamente esta conclusion

es similar a la obtenida en el marco de la teoria de la utilidad.

En el siguiente teorema obtenemos el equivalente cierto de una v.a. cualquiera

bajo una nueva funcién de distorsién g*.

Teorema 2.6
Sea la funcion de distorsion g* definida por g* (x) =1—-g(1—2), 0 <z <1,

siendo g una funcion de distorsion cualquiera, entonces para cualquier v.a. X,
Hy (X) = —H, (-X).

Demostraciéon

mx) = -« 0 x@) do+ [ T g(Sox (@) dr
/

o 0

= g(1—Sx (2))) dm+/ g(1—Sx(z)) dzx
0 — 00
[e%s) 0

= ; g dm+/_oo (1-g*"(Sx (z))) dzx

= Hg*



2.4. TEORIA DUAL DE YAARI 37

Remarcar que cuando la funcién de distorsion g es convexa, g* resulta ser

coéncava.

Corolario 2.7

Para cualquier v.a. X, el funcional Hy (X) cumple

(1) Hy(a X +b)=a Hy(X)+b a>0,b>0.
(2) Hy(a X +b)=a Hgp« (X)+b a<0,b>0.

Demostracion

(1) Sean dos reales cualesquiera a, b, cumpliendo a > 0, b > 0. Por ser

1, 0<x<b,
SX(%)7 .’L'Zb7

Sax+b (x) = {

se cumple:

Hy(aX +b) = /Obda:+/boog(SX (x;b>)dx

b+a/oog(SX(t)) dt.

0

(2) Sean dos reales cualesquiera a, b, cumpliendo a < 0, b > 0. Tenemos:

Hy(aX+b) = Hy(—a —X+b) 2 aH,(—X)+b
—a 7Hg* (X)er:aHg* (X)+b

O

Lo que nos interesara serd comparar el “atractivo” de diferentes riesgos para
un decisor del mercado, el asegurador. Bajo la teoria dual de Yaari el asegurador
preferird el riesgo X sobre el riesgo Y (o serd indiferente entre ellos) si, y sélo
si, para una funcién de distorsién g cualquiera Hy (—X) > Hy (=Y); ya que
entonces, la realizacién de X le supondra una menor (igual) disminucién en su
riqueza que la realizacion de Y.

Si ademsds el asegurador pertenece al grupo de decisores adversos al riesgo

preferira el riesgo X al riesgo Y si, y solo si,
Hy (—=X) = Hy (-Y),

siendo ¢ una funcién de distorsion convexa. Aplicando el corolario anterior

encontramos

Hy(=X) > Hy (=Y) & —Hy- (X) > —Hy- (Y) & Hy (X) < Hy- (Y),
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siendo ¢g* una funcién de distorsién céncava.

En lo que sigue hablaremos tnicamente de riesgos y valoraremos la pérdida
que la realizacién de uno cualquiera de ellos suponga para el asegurador a partir
de

Hy (X) :/ 9" (Sx (z)) da. (2.14)
0
Este riesgo serd preferido a otro cualquiera Y si, y sélo si,
Hy (X) < Hg (Y). (2.15)

Si ademas éste se encuentra dentro del grupo de decisores adversos al riesgo su

funcién de distorsion g* sera una funciéon coéncava.

Omitiremos a partir de este momento el superindice *.



Capitulo 3

Ordenacion univariante

3.1 Introduccién

En el capitulo anterior hemos visto cual es la ordenacién que establece un decisor
del mercado entre un par de riesgos cualesquiera, tanto en el marco de la teoria
de la utilidad como en el de la teoria dual. Desafortunadamente los criterios alli
presentados para la ordenacién no son operativos en la practica. En el caso de
la teoria de la utilidad dependen de una funcién de utilidad del decisor que es
imposible encontrar en la préctica, mientras que si hablamos de la teoria dual,

topamos con una funcién de distorsién que presenta el mismo problema.

En la literatura actuarial numerosos autores se han dedicado a buscar rela-
ciones de orden manejables que sean consistentes con las que se derivan de la
teoria de la utilidad. Actualmente, en este tema, el trabajo mas completo es
probablemente el realizado por Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1994) que
recoge y amplia gran parte de sus resultados anteriores (Goovaerts, Kaas, van
Heerwaarden & Bauwelinckx (1990) y van Heerwaarden (1991)). Para un par
de riesgos X e Y cualesquiera sobre el orden de los cuales todos los decisores
del mercado estdn de acuerdo, estos autores proponen diferentes relaciones de
orden definidas a partir de las funciones de distribucion de los mismos. Estas
relaciones de orden se convierten en una herramienta muy util a la hora de
valorar riesgos, ya nos que dan informacién sobre las preferencias de un decisor
cualquiera a partir de las funciones de distribucién de los riesgos y no a partir
de una funcién de utilidad del decisor que es totalmente desconocida. Con ellas

se obtiene una medida del riesgo objetiva, si bien presentan el inconveniente de

39
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no poder proporcionar un orden total dentro del conjunto de alternativas. Exis-
ten muchos pares de riesgos sobre el orden de los cuales todos los decisores del
mercado estdn de acuerdo. Nosotros nos centraremos en la valoraciéon de este
conjunto de preferencias comunes y obtendremos asi una ordenacién parcial del
conjunto de todos los riesgos. Para poder llegar a un orden total, es decir, a
una valoracién que ademas de los anteriores, incluya una relaciéon de orden para
aquellos pares de riesgos sobre los cuales diferentes decisores tienen preferen-
cias opuestas, deberiamos incorporar la subjetividad de cada decisor particular,
cuestién que sobrepasa los objetivos de este trabajo.

En el apartado 3.3 presentaremos las caracteristicas que definen a una relacién
de orden total y a una de orden parcial y, a continuacién, pasaremos a recoger
dos de las relaciones de orden parcial propuestas por Kaas, van Heerwaarden
& Goovaerts (1994) para la ordenacién de riesgos actuariales. Se trata de la
dominancia estocastica de primer orden, definida por primera vez por Hadar
& Rusell (1969) y de la ordenacién stop-loss basada en la ordenacién convexa
desarrollada por Hardly, Littlewood & Pélya (1929) e introducida en el drea
econémica por Rothschild & Stiglitz (1970). Presentamos estas dos relaciones
en los apartados 3.4 y 3.5.

Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1994) demuestran la equivalencia entre
la relaciéon de dominancia estocédstica de un riesgo sobre otro y la ordenacién
que de los mismos realiza bajo la teoria de la utilidad un decisor cualquiera. En
el mismo sentido, estos autores demuestran que la relacién de orden stop-loss es
equivalente a la que resulta de la teoria de la utilidad esperada si estamos ante
un decisor adverso al riesgo. Presentamos estos resultados en el apartado 3.6.1.

En el apartado 3.6.2, nos centramos en la ordenacion dentro del marco de la
teoria dual de Yaari en la que nos encontramos con una funcién de distorsién
que presenta los mismos problemas en cuanto a su conocimiento que los men-
cionados para la funcién de utilidad. Veremos que en este marco, nuevamente
la dominancia estocéastica y la ordenacién stop-loss seran dos relaciones de or-
den parcial perfectamente validas para la valoracién de riesgos. Dhaene, Wang,
Young & Goovaerts (1997) demuestran la equivalencia entre la relacién de domi-
nancia estocastica entre dos riesgos y la ordenacién que establece de los mismos
cualquier decisor a partir de su funcién de distorsién. En el mismo sentido,
Dhaene, Wang, Young & Goovaerts (1997), Hiirlimann (1998) y Ribas, Dhaene
& Goovaerts (1998) demuestran que la ordenacién stop-loss de dos riesgos coin-
cide con la ordenacion que establece de los mismos un decisor con funcién de

distorsién céncava (decisor adverso al riesgo).
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3.2 Definicion de riesgo

Definimos a un riesgo X como una v.a. real, no negativa con esperanza finita,
representando una pérdida futura. Denotamos su funcién de densidad de proba-

bilidad por fx, siendo
fx(@)=Pr(X=2), 0<z<o, (3.1

Sus respectivas funciones de distribucién acumulativa y desacumulativa, Fx y

Sx, son

Fx(z) = Pr(X<z), 0<z<o0, (3.2)
Sx(z) = Pr(X>z), 0<z<o0. (3.3)

En general, F'x y Sx no son estrictamente crecientes/decrecientes y conti-
nuas por lo que se debe tener cuidado a la hora de definir sus inversas. Definimos

a Fx'y Sy' como sigue,

Fil(p) = inf {a:Fx(x)>p}; 0<p<1, Fy'(0)=0
Syt (p) inf {z:Sx (z) <p}; 0<p<1, Sx' (1) =0. (3.5)

Adoptamos la convencién de que inf {(} = occ.
Remarcar que Fy' (z) es no decreciente, Sy' () no creciente y se cumple

la siguiente relacion entre ellas,

Syt (p) =Fx'(1-p). (3.6)

Observemos que para cualesquiera x > 0y 0 < p < 1, se cumplen las

siguientes relaciones,

Sx (z) <p <+ Sx' (p) §<w (3.7)

Fx (z)>p<e Fx'(p)

y en general S)_(l (p) > © NO ES EQUIVALENTE a Sx (z) > p ni F);l (p) >
x a Fx (x) < p, aunque estas relaciones si resultan equivalentes cuando las

desigualdades son estrictas.

Bajo estas dos nuevas funciones podemos dar ahora dos definiciones equiva-
lentes para la esperanza matemaéatica de un riesgo cualquiera X, asi como para

su equivalente cierto bajo la teoria dual de Yaari.
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De (2.3), tenemos

:/owsx(x)dx:—/oooxd (Sx (z /S
0=/ S5 (p)dp = / (- p)dp (3.8)

Igualmente de (2.12), tenemos que para cualquier funcién de distorsién g (g no

decreciente y cumpliendo g (0) =0, g(1) =1)

Hy (0= [ oy @)= [ odg(sx o /s ),

de donde

1 1
H, (X) = / S5 (p) dg () = / Fg'(1—p)dg (p). (3.9)

Observemos, por ultimo, que a partir de estas dos funciones inversas, pode-

mos definir dos nuevas v.a. cuya funcién de distribucién es igual a la de X.

Teorema 3.1
Sea X un riesgo cualquiera y sea U una v.a. uniformemente distribuida en el

intervalo [0, 1], entonces

g

X =FrH ) =55 U), (3.10)

donde < indica que las distribuciones de probabilidad de estas tres v.a. son

1quales.

Demostracion
Para todo x > 0,

Fyoiqy (@) =Pr [S¥'(U) <z] ={Syx' (U) <z & Sx (z) <U}
=Pr[U>Sx(z)]=1-Pr[U < Sx (x)]
:1—Sx($):Fx(:L‘).
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3.3 Orden parcial y orden total

En esta seccion definimos las caracteristicas que hacen que una relacién de orden
entre las funciones de distribucién de diferentes riesgos constituya una relacién

de orden parcial o total.

Definicién 3.2
Sea A un conjunto de funciones de distribucion acumulativas -ver (3.2)- aso-
ciadas a riesgos.
Diremos que <, es un orden parcial en A si para cualesquiera Fx, Fy y Fy €

A se cumplen las siguientes propiedades:
1. Transitiva.

Si Fx <, Fy y Fy <, Fz, entonces Fx <, Fz.

2. Reflexiva.
Fx <, Fx.

3. Antisimétrica.

Si Fx <, Fy y Fy <, Fx, entonces Fx = Fy.

Remarcar que la misma definicién se puede obtener también a partir del conjunto

de funciones de distribucién desacumulativas -ver (3.3)-.

En un orden parcial es posible que un par de funciones de distribucién no
puedan compararse (ni por tanto tampoco el riesgo que estas funciones tienen

asociado).

Como hemos dicho nos ocuparemos tunicamente de 6rdenes parciales. Nor-
malmente escribiremos estos érdenes en funcién de v.a., aunque debemos tener
siempre presente que el orden se define sobre las funciones de distribucién aso-

ciadas a los riesgos.

Definicién 3.3

Un orden total es un orden parcial con la propiedad adicional de que todas
las funciones de distribucion son comparables, es decir, para cualquier par de
funciones de distribucion Fx y Fy: Fx <, Fy o bien Fy <, Fx, o ambas

relaciones son ciertas.
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3.4 Dominancia estocastica

En este apartado queremos definir la dominancia estocéastica que, como veremos
posteriormente, es la relacién de orden comin de todos los decisores con funcién
de utilidad /funcién de distorsién no decreciente. Comprobaremos también algu-
nas conocidas propiedades de esta relaciéon de orden. Estas se pueden encontrar,

por ejemplo, en Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1994).

Definicién 3.4
Sean X e Y dos riesgos cualesquiera. Diremos que el riesgo Y domina es-
tocdsticamente a X, X <4 Y, si se cumple una cualquiera de las dos siguientes

relaciones equivalentes:

Sx (z) < Sy (z), Vx>0,

(3.11)
Fx (z) > Fy (x), Vz>0.

Obviamente, si los riesgos son tales que X < Y con probabilidad 1, entonces
X Sst Y.

Supongamos que un riesgo Y domina estocasticamente a un riesgo X. ;jQué

sucede si convolucionamos!

a cada uno de estos riesgos con un tercer riesgo
cualquiera Z independiente de X e Y7 En el siguiente teorema se demuestra

que se mantiene la relacién de orden.

Teorema 3.5

Sean X,Y, Z tres riesgos, tales que Z es independiente de X e Y. Entonces

X<qY=>X+Z<aY+Z (3.12)

Demostracién
Para todo x > 0,

Sxtz(x) :/:oPr(X+Z>x/Z:z) Pr(Z =2z2) dz

:/OOPr(X>a:—z) sz(Z)Z/OOSX(JU—Z) dFyz (z)
0 0

§/:o5y(acz) sz(Z):‘”:Serz(l’)
O

ISe denomina convolucién a la distribucién de probabilidad que resulta para la suma de

un conjunto de v.a. independientes.
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En el mismo sentido, en el siguiente teorema se demuestra el mantenimiento
de la relaciéon de dominancia estocéastica de dos conjuntos de riesgos indepen-

dientes si convolucionamos sus respectivos componentes.

Teorema 3.6
Sean X1, -+, Xy, e Y1,-- Y, dos secuencias de riesgos independientes (inde-
pendencia entre todos los riesgos) tales que para todo i = 1,-- -, n, se cumple

X; <4 Y;, entonces
Y Xi<a) Vi (3.13)
i=1 i=1

Demostracion

Realizaremos esta demostracion por induccién. Obviamente la relacién es cierta
para k = 1.

Supongamos que se cumple para k =n — 1, es decir:

n—1 n—1
Xi<a¥; Vi=12-n—1=3 X; <y ) Y
i=1 i=1

Aplicando (3.12) a esta relacién resulta
(Xl +- -+ anl)'f'Xn <st (Yl +--+ Ynfl)‘i‘Xn

Si tenemos en cuenta ahora que X,, <y Y,, y volvemos a aplicar (3.12), resulta

(Y1++ Yn—1)+Xn Sst (Y1++Yn—1)+yn7

relacion que junto con la anterior completa la demostraciéon por induccion.

3.5 Orden stop-loss

Utilizando la dominancia estocdstica es imposible comparar dos riesgos cuyas
respectivas funciones de distribucién se crucen. Por ello, en este apartado in-
troducimos una relacién de orden mas débil, explotando el hecho de que los
decisores de las companias de seguros, en general, no tienen una funcién de
utilidad/distorsién tinicamente no decreciente, sino que ademds ésta es céncava.
Asi, combinar estas dos propiedades debe ser de interés para cualquier actua-
rio y, como veremos, de esta combinacién resulta una relaciéon de orden parcial

equivalente a la ordenacién stop-loss que definimos a continuacién y en la que
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se basan muchas de las aplicaciones actuariales y la mayoria de conclusiones
obtenidas en este trabajo.
En primer lugar necesitamos definir la prima stop-loss neta de un riesgo en

la que se basa la ordenacién stop-loss.

Definicién 3.7
Para un riesgo X cualquiera y para cualquier real d > 0, sea (X —d)Jr =
max (0, X — d). La prima stop-loss neta del riesgo X con retencion d,

E(X—-d),,es

+3
E(X —d), :/d Sx (z) da. (3.14)

Definicién 3.8
Sean X e Y dos riesgos cualesquiera. Diremos que X precede a Y en orden
stop-loss, X <4 Y, si para cualquier retencion d > 0, la prima stop-loss neta de

X es menor a la correspondiente a Y, es decir,

E(X—d), <E(Y —d),,Vd>0. (3.15)

Como hemos mencionado el orden stop-loss es un orden mas débil que el que
resulta a partir de la dominancia estocastica entre dos riesgos. Veamoslo en el

siguiente teorema.

Teorema 3.9

Sean X eY dos riesgos tales que X <4 Y, entonces X <4 Y.

Demostracién

X <4Y = Sx(x) <Sy(x), Ve >0.
E(X—d)+:/d Sx (x) dmg/d Sy (z) de = E(Y —d),
O

Como veremos en el siguiente teorema, al igual que sucedia con la domi-
nancia estocastica, el orden stop-loss entre dos riesgos se mantiene si éstos se

convolucionan con un tercer riesgo independiente.
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Teorema 3.10

Sean X,Y,Z tres riesgos, tales que Z es independiente de X e Y. Entonces
X<gY=>X+2<4Y+7Z (3.16)

Demostracién

E(X+2Z-d), E(X+Z-d),/Z=2)]

E
= /()OOE[(X+Zd)+/Zz] dFy (z)
= /OOOE[(X—(d—z))+] dFz (2)

< /:’E (¥ = (d=2)),] dFy(2)

— . —E(Y+Z-d),

O

Igualmente, la ordenacion stop-loss entre dos conjuntos de riesgos indepen-

dientes se mantiene bajo la convolucién de los mismos.

Teorema 3.11
Sean X1, -+, X, e Yy, -+, Y, dos secuencias de riesgos independientes (inde-
pendencia entre todos los riesgos), tales que para todo i = 1,---,n, se cumple

X; <aY;, entonces:
Y Xi<a ) Vi (3.17)
i=1 i=1

Demostracion
Similar a la del teorema 3.6 utilizando el teorema 3.10 dos veces.
O

Introducimos, por ultimo, una condicién suficiente para el orden stop-loss
entre dos riesgos. Siguiendo la nomenclatura de Kaas, van Heerwaarden &
Goovaerts (1994), llamaremos a esta relacién orden de peligrosidad entre dos

riesgos.

Definicién 3.12
Sean X e Y dos riesgos cualesquiera. Diremos que Y es mayor en orden de

peligrosidad que X, X <p Y, si

E(X)<E(Y) (3.18)
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y existe un real ¢ > 0, tal que

o Vo (319

o0 equivalentemente

Fx (z) < Fy (z) Vo <c (3.20)
Fx (z) > Fy (z) Vz >c.

En el siguiente teorema se demuestra que si las funciones de distribucién
de dos riesgos se cruzan una sola vez, la desacumulativa con cola més gruesa

corresponde al riesgo con mayor prima stop-loss neta.

Teorema 3.13

Sean X e Y dos riesgos tales que X <p Y, entonces X <4 Y.

Demostracién

En primer lugar consideremos el caso en que d > ¢, tenemos
E(X —d), :/ Sy () dxg/ Sy () de=E(Y —d), .
d d
Cuando d < c¢:

E(X—d)+:/OOSX(z) d:z::/OOSX(x) dx/dSX(:z:) dx

d d Od 0
:E(X)—/OSX(QU) dxgE(Y)—/OSy(x) dr=E(Y —d), .

O

El orden de peligrosidad entre dos riesgos es una de las herramientas mas
tutiles a la hora de descubrir la existencia de orden stop-loss entre los mismos.
Como hemos visto el orden de peligrosidad es mas fuerte que el orden stop-loss,
aunque a diferencia de éste ultimo, el orden de peligrosidad no es un orden
parcial puesto que no es transitivo. Si Z es mds peligroso que Y y a su vez Y
es mas peligroso que X es posible que las funciones de distribucién de X y Z se

crucen mas de una vez.
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3.6 Ordenacion univariante y eleccién bajo in-

certidumbre

3.6.1 Ordenacién univariante bajo la teoria de la utilidad
3.6.1.1 Dominancia estocastica

En este apartado veremos que la dominancia estocéstica es la relacion de orden
que describe las preferencias comunes de un gran conjunto de decisores del mer-
cado. Concretamente, la de todos aquellos cuyas decisiones se pueden modelizar
dentro de la teoria de la utilidad a partir de una funcién de utilidad de la riqueza

no decreciente.

Teorema 3.14
Un riesgo Y domina estocdsticamente a un riesgo X, X <4 Y , si, y solo
si, X es preferido a Y por cualquier decisor cuya funcion de utilidad sea no

decreciente.

Demostracién
De (2.7), tenemos que el teorema quedara demostrado si, para cualquier funcién

de utilidad no decreciente u, se cumple
X<g Yo Ewu(-X))>FEu(-Y))

Para una funcién no decreciente u (), definimos w (z) = —u (—z) . La funcién
w también resulta ser no decreciente. Asi para demostrar el teorema basta
demostrar

X<aY & ElwX)] < Ew()]

siendo w una funcién no decreciente.
=) Si existe dominancia estocdstica de Y sobre X, por la definicién dada en
(3.11), la relacién

Pr(X >z) <Pr(Y >ux),

se cumple para todo x > 0 y por esta relacién de dominancia estocastica se
cumplird también
Pr(X >2)<Pr(Y>x), Vo >0.

Observemos ahora que
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con lo cual, E[w(X)] < Efw (Y)] quedard demostrado si
Priw(X) >y <Prw(Y)>y], Yy >0.
Dado que w es una funcién no decreciente, tenemos
w(x) >y €A,

siendo A un conjunto del tipo [d , oo[ o bien |d, oo[, d > 0.
Asi

Priw(X)>y] = PriXeA=Pr(X >d)
< Pr(Y>d)=Pr[YeA =PriwY)>yl.

<) Partimos del cumplimiento de la relacién
E(w(X)) < E(w(Y))

para cualquier funcién w no decreciente.

Observemos ahora que
Sx (1‘) = PI"(X > I) =F [I(a: , 00) (X)]

siendo T4 () = 1 si z € A 0 0 en cualquier otro caso. I(, o) (2) es una funcién

no decreciente de z. Asi, eligiendo w (z) = I(; | o) () , resulta

Sx (@) = B[l 00) (X)] S E Iz 00) (V)] = Sy (),

3.6.1.2 Orden stop-loss

En este apartado presentamos la equivalencia entre la ordenacién stop-loss de
un par de riesgos y la que resulta de un decisor cualquiera adverso al riesgo
bajo la teoria de la utilidad, es decir, un decisor con funcién de utilidad no
decreciente y céncava. Asi la ordenacién stop-loss, como hemos visto aplicable
a un mayor numero de casos que la dominancia estocéstica y sencilla de verificar
a partir de la relacién de orden de peligrosidad, se convierte en una herramienta
fundamental para el desarrollo de esta tesis puesto que nos permitira comprobar

cuando se estd infravalorando/sobrevalorando el riesgo asumido en la cartera.
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Teorema 3.15
Un riesgo X precede a un riesgo Y en orden stop-loss, X <4 Y, si, y sdlo si, el

riesgo X es preferido al riesgo Y por cualquier decisor adverso al Tiesgo.

Demostracion
De (2.10), tenemos que el teorema quedard demostrado si para cualquier funcién

de utilidad no decreciente y céncava u se cumple
X <aY & B(u(-X)) > E(u(-Y)).

Para cualquier funcién no decreciente y céncava u (z) definimos w (z) = —u (—x) .
La funciéon w también es no decreciente pero resulta convexa. Para demostrar

el teorema basta probar la relacion
X <Y & Blw(X)] < Efw(Y)]

para cualquier funcién w no decreciente y convexa.

=) En primer lugar supongamos que w (x) es una funcién no decreciente convexa
a partes lineales siendo 0 = 7 < x93 < - -+ < x, los puntos de “rotura”. Sea
a; la derivada de w en el intervalo (x;,x;41). Por ser w convexa sabemos que
a; es una funcién creciente respecto a i. Es facil comprobar que w (x) puede
expresarse como

w(z) =w(0)+ Z pm (T — xm).t,_ siendo py, = @ — Am—1 > 0
m=1

m=1,2,---n, ag =0

Para x = X resulta
n
w(X)=w(0)+ Y pm (X = m), -
m=1
Tomando esperanza matematica a ambos lados
Elw(X)] =w(0)+ ) pnE (X —wn),
m=1
<w(0)+ > pnEY —am), =Ew(Y))
m=1

Cualquier funcién no decreciente convexa w (x) puede ser aproximada por una

funcién a partes lineales del tipo anterior, sobre la cual haciendo lim encon-

n—oo

tramos el resultado deseado.
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<) Esta demostracién es inmediata considerando la funcién no decreciente
convexa w (z) = (X —d)_ .
O

De este teorema se deduce inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 3.16

Sean X e Y dos riesgos cualesquiera, si X <4 Y, se cumple
EXY<E{Y®%), Va > 1.

Demostracién
La demostracién es inmediata ya que para cualquier « > 1, f (z) = 2% es una
funcién convexa Vz > 0.

O

3.6.2 Ordenacién univariante bajo la teoria dual

En este apartado realizaremos un desarrollo paralelo al del apartado anterior
aunque en este caso queremos trabajar bajo el marco de la teoria dual. Como
veremos los resultados aqui obtenidos son andlogos a los que se derivan bajo el
marco de la teoria de la utilidad. Asi, la dominancia estocédstica resultard equi-
valente a la ordenacién establecida entre dos riesgos por un decisor cualquiera
mientras que la ordenacion stop-loss serd la que sigan el conjunto de decisores
adversos al riesgo. Estamos hablando de modelizar las decisiones bajo el marco
de la teoria dual y por tanto hablaremos en este apartado de riesgos valorados

a partir de funciones de distorsién.

3.6.2.1 Dominancia estocéastica

Hemos visto anteriormente que la relacién de dominancia estocastica es equi-
valente a la ordenacién que realiza en el marco de la teoria de la utilidad
cualquier decisor con funcién de utilidad no decreciente. Como veremos, en
el marco de la teoria dual, la dominancia estocdstica resulta equivalente a la
ordenacion establecida por cualquier decisor bajo una funcién de distorsiéon

cualquiera. Para llegar a este resultado necesitaremos del siguiente lema.
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Lema 3.17
Para un cierto p arbitrario pero fijado en el intervalo [0,1), sea la funcién de
distorsion g (x) = I (x> p), siendo I la funcidn indicadora. En este caso el

equivalente cierto de cualquier riesgo X viene dado por
Hy(X) =Sy (p). (3.21)

Demostracién
Para cualquier > 0 tenemos que Sx (z) < p & S;(l (p) < x -ver (3.7)- , con

lo que se cumple

o(Sx(@) = 1(Sx (@) > p) = { ;

de donde resulta el equivalente cierto,

0o Sxt(p)
H,(X) = /O g[Sx (2)] dz = /0 do = S ().

En el siguiente teorema presentamos la equivalencia entre la dominancia
estocastica y la ordenacién que bajo la teoria dual realiza un decisor cualquiera
con funcién de distorsién g. Recordemos el resultado obtenido en (2.15), el cual

nos indica que este decisor preferird un riesgo X sobre un riesgo Y si, y sélo si,
Hy (X) < Hy (Y).

Teorema 3.18

Para dos riesgos X, Y cualesquiera las condiciones siguientes son equivalentes:
1. X<4Y
2. Para toda funcion de distorsion g, Hy (X) < Hy (Y).
3. Para cualquier p € [0,1], Sx' (p) < Sy* (p).

Demostraciéon
(1) =(2):
Si X <4 Y para cualquier x > 0, Sx (z) < Sy (z) y al ser cualquier funcién

de distorsién no decreciente por definicién, tenemos

Hg<x>:/0°°9<sx<x>>dxs/Ooogwy(x))dx:ffg(m.
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(2)=03):

Para p = 1, tenemos S)_(1 (1) = S;l (1) = 0, con lo que se cumple la relacién.
Sean p y « dos reales arbitrarios pero fijados cumpliendo p € [0,1), z > 0y
consideremos la funcién de distorsién g (x) = I (x > p). En este caso sabemos

de (3.21) que los equivalentes ciertos vienen dados por

Hy(X) = Sy (p),
Hy(Y) = Sy'(p)
Asi,
Hy (X) < Hy (Y) = Sy (p) < Sy (p)
(3)=(1):

Para un real > 0 dado, sea p = Sy (z) . Observemos que p € [0,1] y se cumple
la relacién Sy * (p) < . Por ser la funcién desacumulativa de probabilidad Sx

no creciente,
Sx (z) < Sx (Sy' () < Sx (Sx' () <p =Sy (z).

Repitiendo esta demostracién para cualquier £ > 0 encontramos el resultado
buscado.
O

3.6.2.2 Orden stop-loss

En este apartado veremos que para un par de riesgos cualesquiera, si uno
precede al otro en orden stop-loss, entonces en el marco de la teoria dual de
Yaari podemos afirmar que el primero es preferido al segundo por todo el con-
junto de decisores adversos al riesgo, es decir, decisores cuya funcién de dis-
torsién g es concava. La demostracion de esta propiedad aparece por primera
vez en Wang (1996a) aunque desafortunadamente ésta contiene un error, ver
Hirlimann (1998). Dhaene, Wang, Young & Goovaerts (1997) llegan a una de-
mostracién general de este resultado que presentaremos en este apartado. Sin
embargo, tal y como los mismos autores senalan caben otras demostraciones
menos complejas para situaciones menos generales pero totalmente aplicables a
la mayoria de casos reales. En este sentido, en primer lugar, queremos presen-
tar una sencilla demostracién de este resultado recogida en Ribas, Goovaerts
& Dhaene (1998). Esta s6lo es aplicable cuando las respectivas funciones de

distribucién de los dos riesgos cruzan un numero finito de veces, aunque cabe
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remarcar que es dificil encontrar alguna situacién real en la que esta circunstan-

cia no se cumpla.

Recordemos antes de empezar con las demostraciones que cualquier funcién
de distorsién céncava es necesariamente continua en el intervalo (0,1] y que
por conveniencia hemos asumido en el capitulo anterior que la continuidad se

mantiene en 0.

Teorema 3.19

Sean X eY dos riesgos para los cudles Sx — Sy tiene un nimero finito de
cambios de signo. Si X <4 Y, entonces para cualquier funcion de distorsion g
cdncava en todo su dominio, Hy (X) < Hy (Y).

Demostracién

Si Sx — Sy no tiene cambios de signo, por ser X < Y se tiene que cumplir
Sx (z) < Sy (z), Yz > 0, de donde inmediatamente se sigue que Hy (X) <
H,(Y).

Consideremos ahora el caso en que Sx y Sy tienen como minimo un punto
de corte. Paran > 1, sean cy, - - -, ¢, los diferentes puntos de corte. Sin pérdida
de generalidad asumimos que 0 = ¢y < c¢; < -+ < ¢p.

Por ser g una funcién de distorsion céncava en todo su dominio, es decir, en
el intervalo [0, 1] tenemos que para cada y en este intervalo existen dos reales
ay, by y una recta l () = ayx + by, tales que I (y) = g (y) y [ (z) > g (z) para
todo x en [0,1]. Como [ (y) = g (y) encontramos que ! (z) = a, (x —y) + g (y) -

Asi I (z) > g (z) también puede expresarse como

9(x) —g(y) < ay(z —y) para todo z,y en [0,1].

Ademés, por ser g no decreciente y céncava, a, es una funcién no negativa y no
creciente en y.

Sustituyendo z e y por Sx (x) y Sy (x) en la anterior inecuacién tenemos
9(Sx (2)) =g (Sy (7)) < asy () (Sx (v) = Sy (z)) Ve =0.

Remarcar que ag,, () es una funcién no decreciente en x.

s

Por ser X <4 Y, para todo x > ¢, se tiene que cumplir Sx (z) < Sy (x). Asi,

oo

/Oo l9 (Sx () — g (Sy (x))] dz < / asy (o) [Sx (z) — Sy (x)] dz

Cn Cn

< asy (o) / T Sx (@) — Sy (2)] dz < 0.

Cn
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Si x pertenece al intervalo [¢,—1, ¢,] se cumplird Sx (z) > Sy (z) con lo cual,

Cn

/OO 19 (Sx (@) — g (Sy (@))] de < / 4y (o) [Sx (2) — Sy (2)] de

Cn—1 Cn—1

Cn

4 [ sy 5x(0) = Sy@ldr S sy [ 1Sxa) = Sy(@)ds

Cn Cn—1

oo

+asy e | T Sx (@) — Sy (@) de = agy (o) |7 (sx(e) - sv@)de

Cn Cn—1

< asy(or_y) / T Sy (x) = Sy (2)] do < 0.

Cn—1

Siguiendo el mismo procedimiento tenemos que para j = 0,1,---,n se cumple,

o0

| lox@) —g Syl < <asye [ 1Sx@) - Sy@ldr <o,

Cn—j Cn—j
Haciendo j = n llegamos al resultado buscado.
O

Pasemos ahora a la demostracién del caso general. Previamente necesitamos

recoger el resultado presentado en el siguiente lema.

Lema 3.20
Para un cierto p arbitrario pero fijado en el intervalo (0,1], sea la funcién de

distorsion g (x) = min (z/p,1). En este caso, el equivalente cierto de cualquier

riesgo X wviene dado por
1 o]
Hy(X) = 55 () + / Sx (x) da. (3.22)
P Jsitp)

Demostracién

1 z < Sx'(p),

ZOx ,

de donde obtenemos el equivalente cierto,

Hy(X) = /O Sy (2)d = /0 O s [3 Ool Sx()/p do

% (@)

= s+ [ Sx

D Jsitw)
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Teorema 3.21

Para dos riesqgos X e Y cualesquiera las condiciones siguientes son equivalentes:

1. X<gY.
2. Para toda funcion de distorsion g del tipo
g (x) =min (z/p,1) p € (0,1],
se cumple Hy (X) < Hy (V).
3. Para toda funcion de distorsidn concava g, Hy (X) < Hy (V).

Demostracion

(1) =(2):

Sea p un real arbitrario pero fijado en el intervalo (0,1] y sea la funcién de
distorsién ¢ definida por g (z) = min (z/p,1). Bajo esta funcién de distorsién
debemos demostrar que los equivalentes ciertos de los riesgos X e Y cumplen
H, (X) < Hy (V).

Por ser X < Y, de la definicion de esta relacion de orden tenemos que para
todod >0, E(X —d), < E(Y —d), . Eligiendo d = Syt (p) , tenemos:

%) d
H/(X) = 11)/min(SX(:r),p)alx:%j /min(SX(x),p)dx
0 0

+[min(5’x(x),p)dx §d+%E(X—d)+
§d+%E(Y—d)+ = {ver (3.22)} = H, (V).

(2) = (3):

Sea g una funcién de distorsién céncava. Bajo ésta debemos demostrar que los
equivalentes ciertos de los riesgos X e Y cumplen H, (X) < H, (Y).

Si Hy (Y) = oo el resultado es inmediato.

Supongamos que H, (Y) < oo. La funcién de distorsién g se puede aproximar
por debajo a partir de funciones de distorsién céncavas a partes lineales g,,, tales

que para todo z en [0, 1], se cumplird:

G(@)<ga(r) < <gn(x)<---<gl(x),

Tim gy, (2) = g (2).
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Observemos ahora la expresién que resulta para una funcién de distorsién cénca-
va a partes lineales ¢g,. Para i = 1,- - -,n — 1 sean a; los diferentes puntos de
“rotura” de g,, con 0 = a9 < a1 < -+ < ap_1 < a, = 1. Ademds sea la
derivada de la funcién g,, en el intervalo (a;—1,a;) igual a «;. Por ser g, céncava
«; resulta ser funcién decreciente de ¢ y es facil comprobar que para cualquier
xz €[0,1],

gn () = Zai (; — @j1) min (x/a;, 1)

con ap41 = 0.
Asi tenemos que g, se puede expresar como combinacién lineal de funciones de

distorsién del tipo min (z/p, 1) con lo cual por cumplirse (2) sabemos que
H, (X)<H, (Y) Vn.
Ademés la aproximacion se estd haciendo por debajo por ser g céncava, asi
H, Y)<H;(Y)<oo Vn.
Para cualquier x en el intervalo [0, 1] se cumplen las siguientes dos relaciones:

dn (:E) S In+1 (.TC) )
gn (z) <1,

con lo cual podemos aplicar el teorema de convergencia al equivalente cierto
H,, (X), de donde resulta

lim H,, (X)=Hy(X),
lo que nos lleva a concluir que
Hgy (X) < Hy(Y).
3)=@1):
Para un real arbitrario fijado no negativo, d, tenemos que demostrar que

E(X—d), <E(Y —d),.

Si Sx(d) = 0, entonces E (X —d), = 0, con lo que inmediatamente encon-

tramos esta relacion.
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Supongamos ahora que Sx(d) > 0. En este caso eligiendo g(z) = min (z/p, 1)
con p = Sx(d) y teniendo en cuenta que Hy(X) < Hy(Y)y Sx(z) <p < d <z,

tenemos
E(X—-d), = / SX(m)dx:/ min (Sx (z) , p) dz
d d

0o d
= p/o min (Sx (z) /p, 1) d:cf/0 min (Sx (z) , p) dz
= pHy(X)-pd < pHy(Y)—pd < pHy(Y)

d fe'e)
—/ min (Sy (z) , p) dx:/ min (Sy (z) , p) dx
0 d
< /d Sy (z)de=E(Y —d)__,

quedando asi completada la demostracién.
O

Antes de terminar este capitulo queremos recordar los principales resulta-
dos en él obtenidos ya que serdn de gran importancia en los capitulos que
siguen. Hemos presentado dos relaciones de orden basadas en las funciones
de distribuciéon de los respectivos riesgos, consistentes con la ordenacién que
resulta tanto para el conjunto de decisores cuya unica restriccion a la hora de
elegir un riesgo sobre otro sea que la realizacion del primero le reporte una
menor disminuciéon de su riqueza como para el subconjunto de aquellos que,
ademads, incorporan en sus decisiones una aversion al riesgo responsable del he-
cho que infravaloren el valor esperado de la pérdida que les ocasionara cada uno
de ellos. La dominancia estocastica y la ordenacién stop-loss son como hemos
visto relaciones de orden equivalentes a las que resultan para el primer y segundo
grupo de decisores respectivamente, validas tanto bajo el marco de la teoria de

la utilidad como bajo el de la teoria dual de Yaari.
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Capitulo 4

Ordenacion bivariante

4.1 Introduccion

Llegados a este punto, estamos en condiciones de abordar el tema central de este
trabajo. Si asumimos la hipétesis de independencia entre todos los riesgos de
una cartera; ;Estamos valorando correctamente el coste total de los siniestros
que de la misma se derivan? Los resultados de Heilmann (1986) y Kaas (1993),
indican que si estamos ante una cartera con dependencias positivas entre los
diferentes riesgos que la componen, realizar la hipétesis de independencia sig-
nifica estar infravalorando las correspondientes primas stop-loss. Dado que el
orden stop-loss es, como hemos visto, el orden que sigue cualquier asegurador
(decisor adverso al riesgo), podemos concluir que en presencia de dependencia
positiva, asumir la hipétesis de independencia entre los riesgos que componen
una cartera cualquiera, implica estar tomando decisiones sobre la misma basadas
en la creencia de que el riesgo global que de ella se deriva es menor del que real-
mente existe. Es decir, de hecho se estd sustituyendo el riesgo real por uno
menor, lo que sin duda constituye una estrategia peligrosa. Esta circunstancia
nos parece suficiente para centrarnos, a partir de este momento, en analizar
como las dependencias positivas que puedan existir entre algunos de los riesgos
individuales que componen una cartera afectan al riesgo total que de la misma

se deriva.

En esta capitulo consideraremos tinicamente dos de los riesgos que compo-
nen una cartera cualquiera de seguros. Para éstos romperemos la tradicional

hipétesis de mutua independencia y analizaremos la posibilidad de que presenten

61
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una relacién de dependencia de signo positivo suficiente como para incremetar su
riesgo global con respecto al caso independiente. En primer lugar, serd necesario
detectar la existencia de este tipo de dependencia y para ello, en el apartado
4.2, recogemos algunos conceptos estadisticos de dependencia bivariante posi-
tiva. Una vez identificada la forma minima de dependencia que cumple con esta
propiedad, analizaremos como el riesgo que de esta pareja se deriva aumenta
a medida que aumenta el grado de dependencia entre sus componentes. Esto
nos llevard a comparar diferentes pares de riesgos con una caracteristica comun:
las dos distribuciones marginales correspondientes a los riesgos que componen
cada par son idénticas. La hipdtesis acerca de la igualdad de las marginales
de los riesgos individuales es crucial ya que en realidad estamos siempre con-
siderando el mismo par y unicamente varian las hipotesis referidas a su relacién
de dependencia.

En lo que se refiere al estudio del riesgo derivado de esta pareja, habra que
diferenciar segun que provenga de una cartera formada por riesgos individuales
con distribucién dicotémica (por ejemplo, carteras de seguros de vida) o bien por
riesgos individuales con cualquier otra forma en su distribucién de probabilidad,
riesgos con distribucién arbitraria en lo que sigue. En el apartado 4.3 trataremos
el primer tipo de riesgos. En base al trabajo de Dhaene & Goovaerts (1997),
consideraremos el caso particular de una pareja de riesgos dicotémicos, es decir,
con distribuciones marginales de probabilidad definidas en dos puntos: cada
riesgo puede dar lugar a un tnico siniestro y en caso de que éste se produzca la
cuantia del mismo es fija. Como veremos, en este caso, el orden de covarianzas
bastara para ordenar el riesgo que del par se deriva. Asi, a medida que aumente
la covarianza entre estos dos riesgos, aumentard su riesgo conjunto.

En el apartado 4.4 pasaremos a considerar una pareja de riesgos cuyas res-
pectivas distribuciones individuales puedan venir definidas por cualquier tipo
de distribucién de probabilidad. En base al trabajo de Dhaene & Goovaerts
(1996), analizaremos la posibilidad de que exista dependencia positiva entre los
dos riesgos que la componen. El desarrollo serd paralelo al del apartado 4.3.
En este caso, veremos que el orden de covarianzas no nos sirve para ordenar
los diferentes pares de riesgos que resulten bajo las distintas hipodtesis de de-
pendencia establecidas. Asi, serd necesario buscar alguna medida estadistica
alternativa que permita comparar el riesgo global que de estos dos riesgos se
deriva en funcién del grado de dependencia asumido entre los mismos. Esta la
encontraremos en el orden de correlacién, definido por primera vez por Barlow

& Proschan (1975).
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4.2 Algunos conceptos de dependencia bivariante

positiva

Dentro de este apartado recogemos, en primer lugar, algunos conceptos es-
tadisticos de dependencia positiva entre dos v.a. para, a continuacién, analizar
las relaciones que existen entre los mismos. Estos son vélidos para dos v.a.
cualesquiera aunque nosotros nos restringiremos al caso que nos interesa, dos
riesgos cualesquiera de los definidos en el apartado 3.2 del capitulo anterior.
Llamaremos a éstos X7 y Xs siendo sus funciones de densidad de probabilidad
fx,, fx, v sus respectivas funciones de distribucién acumulativas y desacumu-
lativas Fx,, Fx, ¥ Sx,,Sx, -ver (3.1), (3.2) y (3.3)-. La funcién de densidad de
probabilidad bivariante de la pareja (X1,X2), fx, x,, €s

thXz (x17x2) =Pr (Xl = 171,X2 = 1’2), N 1,2 > 0. (41)

La funcién de distribucién bivariante acumulativa de (X1, X2), Fx, x,, serd

Fx, x, (x1,22) = Pr (X1 <1, Xo < x2), Vay,z2 >0, (4.2)

siendo la desacumulativa correspondiente, Sx, x,, la que se obtiene de
SXl,Xz (.%‘1,3’32) =Pr (Xl > 1‘1,X2 > 1‘2), le,xg > 0. (43)

Observemos que en el caso en que los riesgos X; y X2 son independientes
(4.1), (4.2) y (4.3) se reducen al producto de las respectivas funciones marginales,

es decir, para cualesquiera x1,x2 > 0 se cumple

fxix (T,22) = fx, (71) fx, (22),
FX17X2 (‘Tla‘TQ) = FX1 (‘Tl)FXz (1‘2) )
SX17X2 ((El,.’bg) = SX1 (xl) SX2 (xQ) .

Veamos a continuaciéon algunas de las caracteristicas de estas funciones
de distribuciéon bivariantes bajo ciertas medidas estadisticas de dependencia

positiva.
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4.2.1 Dependencia cuadratica positiva

Definicién 4.1
Sean X1 y Xo dos riesgos cualesquiera. Diremos que X1 y Xo presentan depen-
dencia cuadrdtica positiva, PQD (X1, X2), si para cualesquiera x1,x2 > 0, se
cumple

Fx, x, (z1,22) > Fx, (z1) Fx, (22) . (4.4)

Observemos que esta inecuacién indica que la distribucién bivariante de
(X1, X>2) estd siempre por encima de la que les corresponderfa a estos mismos
riesgos en caso de que fueran independientes. Asi, PQD (X1, X5) es equivalente
a decir que X7 y X5 estan més positivamente correlacionados que en el caso en

que son independientes.

Remarcar que la inecuacién anterior no es la tnica que caracteriza la exis-
tencia de dependencia cuadratica positiva. Demostraremos a continuacién que
para cualesquiera 1,z > 0, la relacién en (4.4) es equivalente a cada una de

las siguientes tres,

Pr(X; <z1,Xo >x3) < Pr(Xj<z)Pr(Xs>ux). (4.5)
PI'(Xl >£C1,X2 S.TQ) < PI‘(Xl >(E1)PF(X2 Sl’z) (46)
Pr (X1 > x1, Xg > :1?2) > Pr (X1 > $1)PI‘ (X2 > 372). (47)

En efecto, observemos que se cumplen las siguientes relaciones:

(4.4)=(4.5):
Si para cualesquiera 1,22 > 0, se cumple (4.4), entonces
Pr(X; <z1,Xo > x9) =Pr(X; <z) — Pr(Xy <z, X < x9)
<Pr(X; <z1) —Pr(X; <z;)Pr(Xs < x9)
=Pr(X; <z1)Pr(Xs > x2).

(4.5)=(4.6):

Si para cualesquiera 1,22 > 0, se cumple (4.5), entonces
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(4.6)=(4.4):
Si para cualesquiera x1,xo > 0, se cumple (4.6), entonces
Pr (Xl > xq, X9 > 1‘2) =Pr (Xl > 331) —Pr (Xl >xq, X9 < $2)
>Pr(X; >z1) — Pr(Xy > 21)Pr(Xe <x2) =Pr(X; > z1)Pr(Xs > 22).

(4.7)=(4.4):

Si para cualesquiera x1, x5 > 0, se cumple (4.7), entonces

Asi, podemos investigar si existe dependencia cuadratica positiva entre dos
riesgos a partir de (4.4), (4.5), (4.6) 6 (4.7).

Se demuestra, a continuacién, que la dependencia cuadrética positiva entre
dos riesgos implica positividad de su covarianza. Este resultado se deduce de la

expresion de la covarianza dada en el siguiente lema.

Lema 4.2

Para dos riesgos cualesquiera, X1 y Xa, se cumple

Cov (X1, X2) = /000 /000 [Fx, x, (u,v) — Fx, (u) Fx, (v)] dudv. (4.8)

Demostracién
Sean (X1, X5) y (Z1,Z3) dos pares de riesgos idénticamente distribuidos y con
todos los riesgos mutuamente independientes. Entonces:
E[(X1—71) (Xoa—Z3)] = E(X1X2) — E(X12Z2) — E(Z1X2) + E(Z175)
=E(X1X3) — E(X1) E(Z:) — E(Z1) E(X2) + E(Z12,)
=E(X1X2) - E(X1) E(X2) — E(Xy) E(Xz) + E(X1X3)
=2Cov (X1, Xs).

Sea I la funcién indicadora. Observemos que para dos reales cualesquiera z, z >

0, se cumple
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/OOO[I(zgu)l(a:gu)] du_/:du_xz_

Igualmente, para cualesquiera x1, x2, 21, 22 > 0 se cumplira

(1 — 21) (T2 — 29) / / I(z; <w)l(xy <vw)

+I(z1 <u)l(z2 <v)—1T (1 <uw)l(z2 <v)—1I(z1 <u)l(z2 <0)] dudv.

Tomando esperanza matematica encontramos

Bl - 2) (% - 7)) = [ °° / °° Fx, xa (u,0) + Fz, 7, (u,0)
_FX1 (’LL) FX2 (’U) - FXI (u) FX2 (’U)] du dv

= 2/:0 /:o [Fx, x, (u,v) — Fx, (u) Fx, (v)] du dv,

de donde se sigue inmediatamente el resultado buscado.
O

De este lema se deduce que PQD (X7, X2) implica Cov (X1, X5) > 0. ;Se
cumple la implicacion contraria? Con el siguiente contraejemplo veremos que,

en general, no tiene porqué cumplirse.

Contraejemplo
Sean X; y Xs dos riesgos con funcién de densidad de probabilidad de X;
(i =1,2), definida por

1/3  siz=0,1,2,

0 en cualquier otro caso,

fi(@) =Pr(X; =2) = {
y cumpliendo
PI‘(XQ = 0/X1 == 0) = 1, Pr (XQ = 1/X1 = 2) = 1, PI‘(XQ = 2/X1 = 1) =1.

De las relaciones existentes entre X; y X5 se sigue que la funcién de densidad

de probabilidad bivariante de estas variables es

(z1,22) ‘ Pr(X; =1, Xy = x9)
(0,0) 1/3
(1,2) 1/3
(2,1) 1/3
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De donde:

1 1 1
CO’U(XhXQ):E(Xng)—E(Xl)E(XQ):2§+2§—1:§>0

Observemos, sin embargo, que

1
PI‘(Xl :2,X2:2):O§ 5 :PI‘(Xl :2)PI‘(X2:2>

Tenemos, por tanto, que la covarianza entre estos dos riesgos es positiva y, sin
embargo, no presentan dependencia cuadratica positiva. Veremos més adelante
que Unicamente en el caso de riesgos con distribucién dicotémica, PQD (X7, X5)
< Cov (X1, X3) > 0.

4.2.2 Asociacion

Definicion 4.3
Sean X1 y Xo dos riesgos cualesquiera. Diremos que X1 y Xo son asociados,
A(X1,X2), st

Cov (f (X1, X) 9 (X1, X)) > 0,

para cualquier par de funciones f, g : Rﬁ_ — R no decrecientes en cada uno de

sus argumentos para las cuales la covarianza exista.

Por simplicidad, hablaremos en lo que sigue de funciones no decrecientes
en Ri y entenderemos como tales a aquellas que cumplen la condiciéon de no

decrecimiento en cada uno de sus argumentos.

Presentamos a continuacion algunas de las principales propiedades que cumple
la asociacién entre dos riesgos (para la demostracién de las mismas ver, por
ejemplo, Esary, Proschan & Walkup (1967)).

1. Un conjunto con un solo riesgo es asociado.

2. Funciones no decrecientes de riesgos asociados son asociadas.

Sean X7 y X5 dos riesgos asociados y sean hy, ha, -+, Ay, ¢ Rf_ — R, fun-
ciones no decrecientes cualesquiera. Entonces, hy (X1, X3), he (X1, X2),
-y hm (X7, X5) son asociadas.

3. Si dos riesgos son independientes, entonces son asociados.
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4.2.3 Dependencia estocastica creciente

Definicién 4.4
Sean X1 y Xo dos riesgos cualesquiera. Diremos que Xo es estocdsticamente

creciente en X1, ST (X2/X1), si para cualesquiera x1,x2 > 0,
Pr (XQ > .I‘Q/Xl = 371)

es no decreciente en el dominio de Xy respecto a x1, para todo xs.

4.2.4 Relaciones

En el siguiente teorema se presentan las diferentes relaciones existentes entre

los conceptos de dependencia bivariante positiva que acabamos de presentar.

Teorema 4.5

Para dos riesgos cualesquiera, X1 y Xa, se cumplen las siguientes implicaciones:
ST (Xg/Xl) = A (Xl,Xg) = PQD (Xl,Xg) = Cov (Xl,XQ) > 0. (49)

Demostracién
SI(XQ/Xl) = A(X17X2) :

Consideremos la funcién de distribucién
FXg/Xlle (111‘2) = Pr (XQ S .Z'Q/X]_ = 1‘1) .

Para una v.a. U cualquiera uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1] e

independiente de X7, definimos

h(U,z1) = F);zl/xlle (U) =inf {x3 : Fx,/x,=4, (x2) 2 U}.

Es inmediato comprobar que h (U, z1) es no decreciente en U. Ademds por ser

X estocdsticamente creciente en X1, tenemos que para 0 < 7 < zf, se cumple
Fxy/xy=a; (T2) > Fxyyx,=a (22), V2o > 0= h(U,z1) <h(U,2),

resultando ser h (U, 1) no decreciente en cada uno de sus argumentos.

Ademsds para cualquier x5 > 0, se cumple:

h(U,:L‘l) = F);;/X1:E1 (U) <y & FXz/Xlzrl (LCQ) > U,
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de donde

Pr(h(U,z1) <xz3) = Pr (Fﬁ1 (U) < xg)

Xo/X1=m1
= Pr(Fx,/x,—2, (22) > U) = Fx,/x,—a, (¥2) .
Asi, la distribucién de h (U, z1) coincide con la que resulta para Xo/X; = 2.
Observemos ahora la distribucién bivariante de (X7, X5)

Pr (X, < X, <
Pr(X; <z, X <) = r(Xo <a9/Xy <19)

Pr(X; <ay)
[ p s mxi= g ar () [P < o) a9
: Pr(X; <) - Pr(X; <)
[P 9) < /s = 5) ar, ()
— <0 Pr(X1 le) :Pr(X1 le,h((LXl) Sscg).

Asi
(X1, Xs) £ (X1, (U, X1)).

Por definicién X7 y U son independientes y son, por tanto, asociadas (propie-
dad 3, asociacién). Asi podemos concluir que X3 y h (U, X;) son asociadas por

ser funciones no decrecientes de X; y U (propiedad 2, asociacién).
A (Xl,XQ) = PQD (Xl,XQ) :

Sea I la funcién indicadora. Para dos reales cualesquiera fijados, x1,z2 > 0,
definimos
X:I(X1>.’171) Y:I(X2>.’L‘2>.

X e Y son funciones no decrecientes de X; y X5 y son, por tanto, asociadas

(propiedad 2, asociaci6n). Entonces para dos funciones no decrecientes cua-

lesquiera, f y g
Cov (f(X,Y),9(X,Y))>0.

Elegimos
fley) =z g(z,y) =y
Entonces,
0 < Cow(X,Y)=Cow(l-X,1-Y)
= F(1-X)1-Y)-FEQ-X)E(1-Y)
= Pr(X; <z,Xo <o) —Pr(X; <uz)Pr(Xz <uz).
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PQ‘D (X17X2) = Cov (Xl,XQ) >0:
Inmediato a partir del lema 4.2.
O

Remarcar que salvo en el caso de riesgos con distribucién dicotémica, las
implicaciones anteriores son estrictas. Analizaremos, en el siguiente apartado,
el caso particular de riesgos cuyas respectivas distribuciones marginales quedan
definidas en dos puntos. Veremos que, en este caso, los conceptos de dependencia
bivariante presentados resultan ser equivalentes. Marshall & Olkin (1979) pre-
sentan contraejemplos que demuestran que en cualquier otro caso no se cumple
tal equivalencia.

Dentro de este apartado queremos, por ultimo, ampliar el concepto de como-
notonia entre dos riesgos definido en el capitulo 2 -ver definicién 2.4-. Se trata de
una relacién particular de dependencia positiva entre dos riesgos que sera funda-
mental para el desarrollo de este trabajo. Iremos viendo como ésta es la relaciéon
de dependencia més “peligrosa” con que puede encontrarse el asegurador entre

los riesgos de su cartera.

4.2.5 Comonotonia entre dos riesgos

Si hablamos de riesgos podemos redefinir la definicién de comonotonia dada en

el capitulo 2 - definicién 2.4- como sigue.

Definicién 4.6
Sean X1 y Xo dos riesgos cualesquiera. Diremos que los riesgos X1 y Xao son
comondtonos si existe un riesgo cualquiera Z y dos funciones ui y us no decre-

cientes en Ry, tales que
d
(Xl,XQ): (u1 (Z),UQ (Z)), (410)
donde el simbolo < indica igualdad en la distribucion bivariante de probabilidad.
En el siguiente teorema se dan definiciones equivalentes de la comonotonia

entre dos riesgos. Estas nos facilitaran la interpretacién de la relacién de de-

pendencia que existe en este caso.

Teorema 4.7
Sean X1 y Xo dos riesgos cualesquiera. Diremos que X1 y Xo son comondtonos

si se cumple una cualquiera de las siguientes condiciones equivalentes:
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(1) Eziste un riesgo cualquiera Z y dos funciones u1 y us no decrecientes en
R, tales que
d
(X1, X3) = (u1(2) ,u2 (2)) .

(2) Su funcion de distribucion bivariante, Fx, x,, cumple
Fx, x, (z1,22) = min {Fx, (z1), Fx, (z2)}, V1,22 > 0. (4.11)

(3) Para cualquier v.a. U uniformemente distribuida en el intervalo [0,1], se
cumple
d (e -
(X1,X2) = (Fy, (U), Fx, (U)) - (4.12)

Demostracion
(1) =(2):
Supongamos que existe una v.a. Z y dos funciones u; y us no decrecientes en
R tales que
(X1, X2) £ (w1 (2) ,uz (2)).

Entonces tenemos que

X1§$1<:>U1(Z)§$1<:>Z€A,
XQSJ?Q@UQ(Z)SJZQ@ZGB,
donde para cualesquiera reales a,b > 0, A y B son intervalos del tipo [0,a] 6
[0,a[ y [0,0] 6 [0,b], dado que wu; y ug son funciones no decrecientes. Como
A C B 6 B C A, encontramos:
FX17X2 (xl,xg) =Pr (u1 (Z) S T1,U2 (Z) S 1‘2)
=Pr(Ze A, ZeB)=min{Pr(Ze€ A),Pr(Z € B)}
= min {Pr(X; < z1),Pr(Xs <x9)} =min{Fx, (z1), Fx, (z2)} .

(2)=03):
Sea la funcién de distribucién de (X7, X5)

FX17X2 (xlva) = min {FX1 (1’1) aFX2 (1‘2)},

entonces para dos v.a. Uy, Us uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1],

tenemos:
Fx, x, (z1,22) = min {Pr (X < 1),Pr(Xz < z3)} = {ver (3.10)}
= min {Pr (F¢ (U1) < a1) ,Pr(Fg) (U2) < a2)}
=Pr(Fy! (U) <a, Fy, (U) < 2),
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siendo U una v.a. uniformemente distribuida en [0,1]. Asi,

4

(leXQ) (F);ll (U) 7F);21 (U)) .

B)=(1):
Trivial por ser las funciones F);ll y F};j funciones no decrecientes en R .
O

Del teorema 3.1 del capitulo anterior sabemos que para dos v.a. Uy, Us

uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1] se cumple, en general,
d 1 d 1
X1 =Fx, (Uh) y Xo = Fx, (U2),
Acabamos de probar ahora, que cuando X7, X5 son comondtonos
d —1 d —1
X L PR (U) v Xe L FRHU)
para una misma v.a. U uniformemente distribuida en [0, 1].

Representaremos a partir de este momento por X {J y ng a dos riesgos mu-
tuamente comondtonos para indicar que ambos son funciones no decrecientes

de una misma v.a. U uniformemente distribuida en el intervalo [0,1].

En el mismo sentido, senalar también que la distribucién bivariante co-
rrespondiente a dos riesgos comondtonos -dada en (4.11)- coincide con la cota
superior de Fréchet. Por ello, es frecuente encontrar referencias en la literatura
que hablan de v.a. distribuidas segtn la cota superior de Fréchet y no de v.a.

comonaotonas.

En el capitulo 2 habfamos mencionado que la comonotonia parecia poder ser
interpretada como una extensién del concepto de correlacién positiva perfecta
entre dos v.a.. Observemos que si X; y Xs presentan una correlacién positiva
perfecta, existen dos reales a > 0 y b tales que se cumple: Xs = a X7 +b excepto,
tal vez, para valores de X7 con probabilidad 0. Si asf es, podemos considerar las

funciones no decrecientes

up (z) = =

ug (x) = ax+b, a>0,
para las que se cumple

(X1, X2) £ (ur (X1),uz (X1)),
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de donde se sigue inmediatamente que la correlacién perfecta positiva entre X;
y X5 implica comonotonia entre los mismos. Observemos, no obstante, que la
implicaciéon contraria no es cierta, es decir, si dos riesgos son comonétonos no
necesariamente presentan correlacién perfecta positiva. En efecto, para un real
d > 0 cualquiera, consideremos los siguientes dos riesgos:

X si X <d 0 si X <d

X1 = Xo =

d si X >d X —d siX >d
Aunque ambos presentan correlacién positiva (si aumenta X, aumentan los dos
riesgos) X1 y X3 no estén perfectamente correlacionados ya que ninguno de ellos
puede escribirse en funcién del otro. Observemos, sin embargo, que ambos son
funciones no decrecientes de un tercer riesgo X con lo que son comondétonos.

Podemos concluir, por tanto, que la comonotonia entre dos riesgos no im-

plica, en general, correlacién positiva perfecta entre los mismos. Unicamente en
determinados casos particulares esta correspondencia se cumplird. A pesar de
ello, veremos a lo largo de este capitulo que la comonotonia es la relacién de de-
pendencia positiva maxima que puede darse entre dos riesgos con distribuciones

marginales dadas.

Por la importancia de esta relaciéon de dependencia entre dos riesgos, creemos
interesante analizar algunas caracteristicas adicionales que cumple la distribucién

de probabilidad bivariante de los riesgos (X1, X2) cuando éstos son comondtonos.

Teorema 4.8
Para dos riesgos, X1 y Xo mutuamente comondtonos, X{],Xg, los estamentos

stquientes son equivalentes:
(1) Fxv xv (#1,22) = min{Fx, (1), Fix, (22)} .

(2) Pr (X{J > 21, XY < xg) =max {Sx, (z1) + Fx, (x2) — 1,0}.
(3) Sxv xv (x1,22) = min{Sx, (x1),5x, (v2)}.

(4) Pr (XY <2, XY > 25) = max {Fx, (z1) + Sx, (z2) — 1,0} .

Demostracién
(1)=(2):

Supongamos que se cumple

Fxv xy (z1,22) = min {Fx, (z1),Fx, (v2)},
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entonces

Pr (XY > 1, XY < as) = Fx, (22) — Fxv xy (21,22)
= Fx, (v2) —min {Fx, (z1), Fx, (22)}
(a) Fx, (v1) 2 Fx, (22) & Fx, (v2) — Fx, (21) <0
& Fx, (x2) + Sx, (1) —1 <0, Fx, (v2) —min{Fx, (1), Fx, (xz2)} =0
(b) Fx, (1) < Fx, (z2) & Fx, (x2) — Fx, (1) >0
& Fx, (z2) + Sx, (1) =1 >0, Fx, (z2) — min{Fx, (1), Fx, (x2)}
= Fx, (¥2) — Fx, (#1) = Fix, (22) + Sx, (z1) — 1
=max {Sx, (z1) + Fx, (x2) — 1,0}.

2)=03):

Supongamos que se cumple
Pr(X{ > 21, X{ <o) = max {Sx, (z1) + Fy, (z2) — 1,0},

entonces

Sxv xv (T1,22) = Sx, (21) = Pr (X{ > a1, X5/ < x5)
= Sx, (#1) — max {Sx, (z1) + Fx, (z2) — 1,0}
(a) Fx, (v2) — Fx, (21) <0 % FXx, (z2) < Fx, (1)
< Sx, (x2) > Sx, (x1),Sx, (#1) — max {Fx, (x2) — Fx, (x1),0}
=Sx, (z1).
(b) Fx, (z2) — Fx, (1) > 0 & Fx, (z2) > Fx, (21)
< Sx, (x2) < Sx, (1), Sx, (1) — max {Fx, (x2) — Fx, (x1),0}
= Sx, (#1) — Fx, (x2) + Fx, (1) = Sx, (22)
= min {Sx, (1), Sx, (¥2)} .

B)=4):

Supongamos que se cumple

Sxv xv (1, 22) = min{Sx, (1), Sx, (z2)},
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entonces

Pr (X{] <z, XY > xg) = Sx, (z2) —
= Sx, (z2) —
(a) Sx, (x2) < Sx, (x1) & Sx, (x2) —

& Sx, (v2) + Fix, (1) — 1 <0, Sx, (72)

SXF,X{E (.%‘1,1’2)
min {Sx, (z1),S5x, (z2)}
SX1 (331) <0

— min{SXl (331) 3

Sx, (z2)} =0
(b) Sx, (z2) > Sx, (1) & Sx, (z2) —
< Sx, (x2) + Fx, (1) =1 >0, Sx, (z2)
Sx, (x2)} = Sx, (x2) — Sx, (z1) = Sx, (z2) + Fx, (1) — 1
= max {Fx, (z1)+ Sx, (x2) —1,0}.

Sx, (z1) >0

—min {Sx, (1),

(4)=(1):
Supongamos que se cumple
Pr(X{ <21, XY > 25) = max {Fx, (z1) + Sx, (v2) — 1,0},
entonces
Pr (X{J <z, XY < 172) = Fx, (z1) = Pr (X{] <z, XY > 172)
= Fx, (x1) — max {Fx, (z1) + Sx, (x2) — 1,0}
Fx, (z2) <0< Fx, (1) < Fx, (z2)
Fx, (z2),0} = Fx, (z1)
Fx, (z2) >0 Fx, (z1) > Fx, (x2)
— Fx, (z2),0} = Fx, (22)
=min{Fx, (z1), Fx, (z2)}.

(a) Fx, (z1) —
Fx, (z1) —
(b) Fx, (z1) —
Fx, (z1) —

max {Fx, (z1) —

max {Fx, (x1)

4.3 Parejas de riesgos con distribucién dicotémica

4.3.1 Distribucién bivariante

Para ¢ = 1,2, sean «; y p; reales arbitrarios pero fijados, cumpliendo a; > 0 y
0 < p; < 1. Sean X; y X5 dos riesgos con funcién de densidad de probabilidad
de X; (i = 1,2) definida por

fx; (0) =
fx: (i)

Pr(X; =0) =pi,

(4.13)
—PT(Xi =) =¢;=1-p;.
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En este caso diremos que los riesgos X1 y Xs tienen una distribucién de proba-

bilidad dicotémica.

Sea Ry (p1,p2; a1, as) la clase de todos los pares de riesgos dicotémicos cuyas
respectivas funciones de densidad de probabilidad vienen dadas por (4.13). La
diferencia entre los diferentes pares de riesgos incluidos en esta clase, viene
marcada por sus respectivas distribuciones de probabilidad bivariantes ya que
en el caso de las marginales (las correspondientes a cada uno de los dos riesgos

que componen la pareja) son idénticas.

La funcién de densidad de probabilidad bivariante de cualesquiera (X1, Xs)
€ Rs (p1,p2; a1, a2) , Gnicamente toma valores diferentes de cero en (0,0), (a1,
0),(0,a2) v (a1,as2). Observemos que una vez conocido el valor en uno de
estos puntos, por ejemplo en (a1, a2), fx,,x, queda totalmente determinada

por pertenecer esta pareja a la clase Ro (p1,p2; a1, a2) . En efecto,
Pr(Xl :al,Xz :0) =q1 —PI(Xl :al,Xz :OZQ),
Pr(X1 :O,XQ :Ckg) = (2 —Pr(X1 :Oll,XQ :OZQ),
Pr(X;=0,Xo=0)=1-q1 — g2+ Pr(X; = a1, Xo = ag).

Como veremos en el siguiente lema, conocida la covarianza entre estos dos
riesgos queda determinada Pr(X; = a1, X3 = ag) y, por tanto, su funcién de

densidad de probabilidad bivariante.

Lema 4.9

Para cualesquiera dos riesqos (X1, X2) € Ro (p1,p2; 01, 2) ,
CO'U (Xl,XQ) = (109 (PI‘ (Xl = O[l,XQ = 0[2) — Q1QQ) . (414)

Demostracion

Por pertenecer (X1, X2) a la clase Ra (p1,p2; a1, as), se cumple
E (XlXQ) = 12 Pr (Xl = Qq, X2 = 012) y

de donde se deduce inmediatamente el resultado buscado.
O

Igualmente conocida la covarianza entre dos riesgos cualesquiera incluidos
en esta clase, quedaran determinadas sus respectivas funciones de distribucién

bivariantes acumulativa y desacumulativa.
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Observemos que la clase Ry (p1,p2; a1, as) contiene todas las posibles rela-
ciones de dependencia que pueden existir entre dos riesgos con marginales dadas
por (4.13). Como hemos mencionado nuestro interés se centrard inicamente en
aquellos pares de riesgos cuya relaciéon de dependencia hace que el riesgo total
que de los mismos se deriva sea mayor que en el caso independiente. Antes de
llegar a la relacion de dependencia que cumple con esta propiedad, debemos
deducir cudl es el riesgo total de una pareja cualquiera de las incluidas en la
clase Rs (p1,p2; a1, a2). Este vendra dado por la v.a. suma cuya distribucién

presentamos en el siguiente apartado.

4.3.2 Distribucién de la suma

Para un par de riesgos cualesquiera incluidos en la clase Rp (p1,p2; a1, ) se
obtiene, en el siguiente lema, una expresion de la funcién de distribucién que
resulta para su suma. Esta v.a. suma representa el coste total de los siniestros
que de esta pareja se deriva y, por tanto, refleja el riesgo global de la misma.
Unicamente consideraremos los casos en que a1 < ag y a1 = aso. El caso

a1 > ag resulta por simetria.

Lema 4.10
Sean (X1, Xs2) € Ry (p1,p2; a1, a2) . Entonces,
Si a1 < s
p2—q1+ Pr(X; + Xo = a1 + a9) si0<zr <o
P2 st < <o
FX1+X2 (:L’) = .
1-Pr(X;+Xo=0a1+as) siag < T < ap+ a
1 st x> aq + ao.
(4.15)

Siar =ay =«

p2 — q1 + Pr (X1 + X5 = 2a) si0<z<a
Fx,4x, () =4¢ 1—Pr(X; + X3 = 2a) sta<zr<2a (4.16)
1 st x> 2.

Demostracién

Consideremos el caso en que a; < ag, tenemos

PI’(X1 +X2:a1) = Pl"(Xl :al)—Pr(Xl +X2:Oé1+042)
= ql—PI‘(Xl—‘rXQZOél—f—OéQ).
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PI'(X1+X2:O[2) = Pr(XQZQQ)_Pr(Xl +X2:Ck1+0é2)

@ —Pr(Xi+Xo =1 +az).
Ahora por diferencia encontramos

PI‘(Xl +X2:0):1—PI‘(X1 +X2:()41)—PI‘(X1 +X2=O¢2)
—Pr(Xi+Xo=a1+m)=p—q +Pr(Xi + Xo =a1 + ).

Asi, la funcién de densidad de probabilidad es

PT(X1+X2:£L')
0 P2 —q1 +Pr(X;+ Xo = a1 + )

a @ —Pr(X:+Xo = a1 +az)
as g2 —Pr(X; +Xo = a1 + az)
a1 + oo PI‘(X1 +X2:OZ1+O£2)

De ésta resulta por adicion la de distribucién buscada.

Si ap = ag = a tenemos la funcién de densidad de probabilidad

x ‘ Pr(X;+Xo=1x)
0 p2—q1 + Pr(Xy + X2 = 2a)
a | qg1+q—2Pr(X; + Xy =2a)
2a Pr(X; + X2 = 2a)

de donde nuevamente se obtiene la funcion de distribuciéon buscada.

Es facil comprobar que para a; < as se cumplen las dos siguientes relaciones

Var (X1 +Xa2) = qpiof + qep2ai
+2a1 9 (PI‘ (Xl + Xo = o1 + CMQ) — q1C]2) s (417)
Cov(X1,X2) = ajas (Pr(Xi+Xo=a1+a)—qq). (4.18)

Asi la distribucion de X; + X5 queda totalmente determinada conociendo
Pr (Xl + X2 =1 + O[Q) 5 Var (Xl + XQ) o Cov (Xl,XQ) .

Remarcar por dltimo que en el caso en que X; y X5 sean riesgos indepen-
dientes podemos llegar alternativamente a la funcién de distribucion de su suma

a partir de la convolucién de las distribuciones marginales de los dos riesgos.
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4.3.3 Orden de covarianzas y orden stop-loss

Estamos ahora en condiciones de deducir cudl es la relacién de orden parcial que
establece cualquier decisor adverso al riesgo entre los diferentes elementos de la
clase R (p1,p2;a1,a2). El riesgo total que le supone uno cualquiera de ellos,
(X1, X5), viene dado por la v.a. suma, X; + X, cuya distribucién hemos de-
ducido en el apartado anterior. Veamos en el siguiente teorema cuando preferird

este elemento sobre otro cualquiera de la misma clase.

Teorema 4.11

Sean (X1,X5) e (Y1,Ys) elementos de Ry (p1,p2; a1, ae) . Definimos

V=X + Xy,
W =Y +Y5.

Entonces los estamentos siguientes son equivalentes:
() Pr(V=ar+a) <Pr(W=a;+as).
(2) Var (V) < Var(W).
(3) Cov (X1,X3) < Cov(Y1,Ys).
(4) V <qa W

Demostracion

De (4.17) y (4.18) se deduce que (1), (2) y (3) son equivalentes. Supongamos
entonces que (1) se cumple. Del lema 4.10 vemos que, en este caso, las funciones
de distribucién de V' y W se cruzan una vez, con lo cual por lo visto en el teorema

3.13 tenemos

Fy (z) < Fy (x) s?x<max(a1,a2) LV <y W sV <y W
Fy (z) > Fy () si > max (o, az)

Supongamos ahora que (4) se cumple. En el capitulo anterior hemos visto
que esta condicién equivale a £ (w (V)) < E (w (W)) siendo w una funcién no
decreciente y convexa cualquiera. Si elegimos w = 2 tenemos que E (V2) <
E (W?) con lo que se cumple Var (V) < Var (W) por ser E(V) = E(W).

O

El orden stop-loss entre dos parejas de riesgos implica que una de ellas es

preferida a la otra por todo el conjunto de decisores adversos al riesgo (con
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funcién de utilidad no decreciente y coéncava o equivalentemente con funcién
de distorsién céncava). Observemos que en el caso de riesgos con distribucién
dicotomica este orden es equivalente al que resulta de la ordenacién de las co-
varianzas entre las parejas de riesgos. Asi, en esta clase particular, comparar
dos parejas de riesgos equivale a comparar sus covarianzas y aquella pareja con

menor covarianza es la que menor riesgo le supone al decisor.

4.3.4 La clase Ry (p1,p2; a1, aa)
4.3.4.1 Definicién

De los resultados del apartado anterior, es claro que reducir la clase Rs (p1, p2; a1,
as) a la subclase de parejas de riesgos con covarianza mayor o igual a 0, im-
plica considerar inicamente a aquellas parejas que le supondran un mayor riesgo
global al asegurador que en el caso independiente. Llamaremos R 4 (p1, p2; o1, az2)
a la subclase de Rs (p1,p2; a1, ) con esta propiedad. Asi, para cualesquiera

(X1, X2) € Ry 4 (p1,p2; 01, 2) se cumple
Cov (X1,X2) > 0.

Si dada una pareja de riesgos, queremos investigar su pertenencia a la clase
Ryt (p1,p2; @1, a2) nos basta con investigar el signo de su covarianza. En caso
de que ésta resulte ser positiva debemos tener en cuenta que si consideramos
a esta pareja como independiente estamos infravalorando el riesgo real de la
misma.

En el siguiente teorema se demuestra que las parejas de riesgos incluidas en
Ry 4 (p1,p2; a1, a2) cumplen ademds todas las relaciones de dependencia posi-

tiva presentadas en el apartado 4.2.

Teorema 4.12 Para cualesquiera dos riesgos (X1,X2) € R (p1,p2;a1,as),

las relaciones siguientes son equivalentes:
(a) Cov(X1,X35) > 0.
(b) PQD (X1, Xs3).
(¢) ST (X2/X1).

(d) A(X1,Xs).
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Demostraciéon
(a) = (b) :

Por tratarse de riesgos incluidos en la clase Rs (p1,pe; a1, ),

Cov (X17X2) > O<:>E<X1X2) > E(Xl)E(Xg)
=4 Pr(Xl:Oél,XQZOéQ)ZPI‘(Xlzal)Pr(XQZQQ).

Observemos que esta tultima inecuacién es, en este caso particular, equivalente
a
Pr (Xl > xq, Xo > 332) > Pr (Xl > l‘l) Pr (XQ > .232) , Vay,x0 > 0.

(0) = (o) :
Si (X4, Xs2) son PQD,

PI'(Xl > xq, Xg > 1'2) > PI'(Xl > l’l)PI‘ (X2 > $2), V$1,£L’2 > 0.

Por ser (X1, Xs) un elemento de Ry (p1,p2;a1,qs) la inecuacién anterior es

equivalente a
Pr(X;=a1,Xo=a9) >Pr(X; = 1) Pr(Xs = ag),
de la cual se deduce
Pr(X; =0,Xy =) <Pr(X; =0)Pr(Xs = ay).
Observemos que las dos relaciones anteriores se pueden reescribir como

PI'(XQ = Oég/Xl = Oél) Z PI'(XQ = Oég)

Pr(Xs =as/X1 =0) <Pr(Xs=a2).
Asi
PI‘ (X2 = a2/X1 = Oq) Z PI‘(XQ = 042/X1 = O) 5
de donde se sigue inmediatamente ST (Xo/X7).
(¢) = (d) :
Inmediato a partir del teorema 4.5.
(d) = (a) :

A (X1, X5) implica que para cualesquiera f, g no decrecientes

Cov (f (X1’X2) g (XlaXQ)) > 0.
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Eligiendo las funciones no decrecientes

f(xl,xg) =1y g(x17x2) = T2,

resulta inmediatamente el resultado buscado.
O

De este teorema se sigue que cualesquiera (X1, Xs) € Ra 4 (p1,p2; a1, a2)
presentan también PQD (X1, X5), A (X1, Xa) y ST (X2/X1).

4.3.4.2 Orden stop-loss

La ordenacién de los diferentes pares de riesgos en Rg 4 (p1,p2; a1, a2) es in-
mediata a partir del teorema 4.11. En esta subclase, el orden de covarianzas es
equivalente al orden stop-loss. Asi aquellos riesgos con mayor covarianza son
los que mayor riesgo presentan.

De este resultado se sigue que para cada una de las parejas en la cartera con
covarianza positiva, debemos tratar de estimar lo més exactamente posible el
valor de sus respectivas covarianzas si queremos considerar su riesgo real. Se

trata de garantizar que, en ninguin caso, éstas queden infravaloradas.

4.3.4.3 Dependencia mas segura y dependencia con mas riesgo

Del teorema 4.11, es claro que el elemento mds seguro de la clase Ra 1 (p1, p2; a1, i2)
es aquel par formado por dos riesgos mutuamente independientes. En cuanto al
elemento con mas riesgo, serd aquel par cuya covarianza se corresponda con la co-
varianza maxima que puede existir entre dos riesgos de la clase Ra 1 (p1, p2; a1, a2) -
Como veremos a continuacién, éste se obtiene en caso de comonotonia. Antes, no
obstante, mostrar que el par de riesgos comondtonos incluido en Ry (p1, p2; a1, )
pertenece a la clase Ra 1 (p1, p2; a1, a2) .

Sean (X{]7 Xg) € Ry (p1,p2; a1, a2) con X y XY mutuamente comonétonos.
Es facil comprobar desacumulando la funcién de distribucién correspondiente
a estos riesgos -dada en (4.11)- que la funcién de densidad de probabilidad

bivariante de estos riesgos es

min {p1,pa} si (z1,22) = (0,0)
—p1,0 i = (1,0
Pr (X{] :xleg :xQ) _ max{pQ pl) } ST (1'17‘%2) (Oél, )
max {p; — p2,0} si (x1,22) = (0, a9)
min {q1, 2} si (z1,22) = (a1, az)
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de donde se sigue inmediatamente la positividad de su covarianza y, por los
resultados del teorema 4.12, PQD (X{, XY), A(XY, XY) y ST (X /XY).

Estamos ahora en condiciones de obtener el elemento méas seguro y el mas
peligroso de la clase Rg 4 (p1,p2;0a, ). Presentamos este resultado en el si-

guiente teorema.

Teorema 4.13
Sean (Xf‘,XQJ‘) , (X1,X2) y (XIU,Xg) elementos de la clase Ro 4 (p1,p2; 01, 2)
tales que Xi-, X3~ son mutuamente independientes y XV, XY son comondtonos.
Entonces

Xi 4+ X5 <a X1+ X <q X{ + X3 (4.20)

Demostraciéon
Por ser X{- y X5 independientes y por pertenecer (X1, X2) ala clase Ra 4 (p1, po;

a1, @) se cumple
Cov (Xf‘,XQJ‘) =0<Cov(Xy,X2).
Para XV y XV, de (4.19) tenemos

E (X{JXQU) = aja9 Pr (X{J = al,XQU = ag) = ajazmin{qy, g} .

Cov (XY, XY) = cnaz (min{q1, 2} — q142)
> oo (Pr(X; = a1, X = az) —q1q2) = Cov (X1, X2) .

Tenemos por tanto que
Cov (X{-,X5) < Cov (X1, X5) < Cov (XY, XY,

relacion a la que podemos aplicar el teorema 4.11 para llegar al resultado bus-
cado.
O

Asi, en presencia de dependencia bivariante positiva, la relacién més segura se
da cuando los dos riesgos son mutuamente independientes y la mas peligrosa
cuando éstos son comondtonos. La ordenacion de las parejas de riesgos que

quedan entre estas dos coincide con la ordenacién de sus respectivas covarianzas.

Interpretar, por 1ltimo, cual es la relaciéon de dependencia que existe en este

caso entre los dos riesgos que componen el par (X 1 ¢ ) .
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Para contestar a esta pregunta asumiremos, sin pérdida de generalidad, que se

cumple % < p1 < p2. En este caso de (4.19) se deducen las siguientes relaciones

’-u
-
>

NG
I
(=]
~
e

-
[
(an]

o SN—"
[
“)—‘

0
(4.21)
0

Sipr < p2 (& q1 > qe), la primera de las relaciones presentadas nos indica
que si el riesgo con mayor probabilidad de siniestralidad no da lugar a sinies-
tro, aquél con menor probabilidad asociada tampoco lo dard. Igualmente, de la
iltima de las relaciones se sigue que cuando el riesgo con menor probabilidad

de siniestralidad de lugar a siniestro, el de mayor también lo dard. Asi
Pr (X{J = al,Xg = 012) =Pr(Xs = az) = ¢o.

Estas conclusiones se siguen de la fuerte relacién de dependencia positiva entre
estos dos riesgos. En lo que se refiere a ésta, observar que los resultados de los
teoremas 4.11 y 4.13 nos permiten afirmar que la correlacién entre éstos dos
riesgos es la maxima que puede existir fijadas sus marginales. La expresién de

su covarianza resulta de (4.18),
Cov (X{, X5 ) = aqay (Pr (X 4+ X§ = a1 + a2) — q1g2) = a102 prga.

Asi,

b1q2
U xU = ———— > px,.X 4.22
PxY X DP1P241G2 PN (4.22)

para cualesquiera (X1, X2) € Ra (p1,p2; a1, a2) .

Observemos que cuando p; = pa, p xv xv = 1y podemos afirmar para este caso,
que el concepto de comonotonia entre dos riesgos (riesgos distribuidos segin la
cota superior de Fréchet) implica una correlacién positiva perfecta entre los

mismos.

4.3.5 Dominancia estocastica

Dentro de este apartado analizaremos, en primer lugar, si la ordenacién de las
covarianzas de dos elementos de la clase Ry (p1, p2; a1, 2) es equivalente a la or-

denacién que establece entre los mismos cualquier decisor cuya tnica restricciéon
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sea que sus decisiones se puedan modelizar a partir de una funcién de utilidad
no decreciente o, alternativamente, una funcién de distorsiéon cualquiera. Nos
planteamos, por tanto, si la ordenacién entre covarianzas implica una relacién
de dominancia estocédstica de aquel elemento con mayor covarianza entre sus

componentes sobre el otro.

Sean (X1,X5) y (Y1,Ys) elementos de R (pi1,p2; a1, as) para los cuales
suponemos que se cumple la relaciéon Cov (X1, X3) < Cov (Y7, Ys) . Definimos
V = Xl + X27

iSe cumple la relacién V <z W? De (3.11) tenemos que ésta se cumplird si

Fy (z) > Fyw (z), Vz >0.

Por tratarse de elementos de la clase Rs (p1,p2; a1, a2), tenemos por el teo-
rema 4.11 que Cov (X1, X3) < Cov (Y7, Y3) es equivalente a Pr (V = oy + ag) <
Pr (W = a1 4+ a2) y de la expresién deducida en el lema 4.10 para la funcién de
distribucién correspondiente a la suma de cualesquiera elementos en esta clase,

tenemos
Fy (z) < Fwy (z) si < max (o, a2) }

Fy (z) > Fy (x) si ¢ > max (a1, ag)

Asi, V no estd dominado estocasticamente por W y los resultados del apartado

anterior no se pueden generalizar a este caso.

4.4 Generalizacién al caso de riegos con distribucion

arbitraria

4.4.1 Distribucién bivariante

Sea Ry (F1, F») la clase de todas las parejas de riesgos con distribuciones marginales
Fy y F5» dadas. Para cualesquiera (X1, Xo) € Ro (F1, F3) tenemos

Fi(x)=Pr(X; <z), Fo(x) =Pr(Xe <x); V& >0, (4.23)

siendo su funcién de densidad bivariante la dada en (4.1) y las de distribucién
bivariante acumulativa y desacumulativa las dadas en (4.2) y (4.3), respectiva-

mente.
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Aligual que antes, consideraremos en primer lugar todas las parejas incluidas
en Ry (Fy, Fy) y tnicamente nos limitaremos a aquellas parejas con dependencia
positiva cuando sepamos cudl es la relaciéon de dependencia positiva que les
debemos exigir para garantizar que estan por encima de la independencia en lo
que se refiere a su peligrosidad. Habiamos visto que en el caso particular en que
Fy vy F5 son distribuciones dicotémicas, el orden entre covarianzas de diferentes
pares de riesgos implicaba orden stop-loss de los mismos. Analizaremos si esta
conclusion se puede deducir también dentro de la clase més general de pares
de riesgos con marginales arbitrarias dadas. Como veremos inmediatamente no
sera asi y por ello introduciremos en el siguiente apartado una nueva relacién de
orden que, como veremos mas adelante, implicara orden stop-loss y, por tanto,

ordenacion entre los diferentes pares de riesgos en funcién de su peligrosidad.

Consideremos dos elementos de la clase Ry (F1, Fp) : (X1, X2) e (Y1,Y5). Si
se trata de encontrar una relacién de orden entre estas parejas que implique
orden stop-loss para el riesgo total que de cada una de ellas se deriva, podemos

empezar comparando sus respectivas covarianzas. Consideraremos la inecuacién
Cov ()(17 XQ) S Cov ()/17 YQ)
e investigaremos si esta implica
Xi+Xo<g Y1 +Ys.

Aunque es habitual calcular covarianzas cuando se investiga la dependencia
entre dos v.a., un tnico nimero no puede revelar la naturaleza de la depen-
dencia adecuadamente y asi, el orden entre las covarianzas no implicara, en
general, orden stop-loss entre las diferentes sumas. Veamoslo con el siguiente

contraejemplo

Contraejemplo
Consideremos la clase Ry (Fy, F») con funciones de densidad de probabilidad
fi (i=1,2), definidas por

fi(gc):{ 1/3  siz=0,1,2,

0 en cualquier otro caso.

Sean(X{-, X3 ) y (X1, X>) elementos de Ry (Fy, F») con Xi- y X3~ mutuamente

independientes y con X; y X cumpliendo

PI‘(XQ = 0/X1 = 0) = 1, PI‘(XQ = 1/X1 = 2) = 1, PI‘(XQ = 2/X1 = 1) =1.
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Definimos:
V=X + Xy

W =X+ Xo.

Por ser Xi- y X3 independientes, se cumple
Cov (X{-,X5) =0.

Si calculamos ahora la prima stop-loss para esta pareja bajo un nivel de retencion

igual, por ejemplo, a 3 resulta

E(V—3), =Pr(V=4)=Pr(X, :2)&(}@:2):%.

Observemos que los riesgos X7 y Xo son los definidos en el contraejemplo pre-

sentado en la seccién 4.2.1 (ver pag. 66). Habfamos visto entonces que
1
Cov (Xl, XQ) = g

Observemos ahora que la prima stop-loss que para estos riesgos resulta bajo el

mismo nivel de retencién (d = 3) es

E(W —3), =Pr(W =4) =Pr(X; =2,X; = 2) = 0.

Cov (Xi", X3) < Cov (X1, X3)
pero

Vda W.

En este caso mas general no podemos, por tanto, analizar todos aquellos
riesgos con covarianza no negativa, sino que deberemos exigir alguna condicién

mas fuerte de dependencia positiva. Esta se deduce en el siguiente apartado.

4.4.2 Un orden parcial para distribuciones bivariantes: Or-

den de correlacion
4.4.2.1 Orden de correlaciéon. Definicién

Como acabamos de ver, si se trata de ordenar los diferentes elementos de la clase

Ry (Fy, F3) debemos buscar alguna relacién de orden alternativa a la ordenacién
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de covarianzas. Introducimos para ello el denominado orden de correlacion.
Referencias al mismo se pueden encontrar en Barrow & Proschan (1975), Cam-
banis et al. (1976) y Tchen (1980). Para aplicaciones econémicas ver también
Epstein & Tanny (1980) y Aboudi & Thon (1993, 1995).

Definicién 4.14
Sean (X1,X2) e (Y1,Ys) dos elementos de Ry (Fy, F»). Diremos que (X1, X3)
estd menos correlacionado que (Y1,Y2) en orden de correlacion, (X1, X2) <.
(Y1,Y3), si

Cov (f (X1),9(X2)) < Cov (f (Y1),9(Y2)) (4.24)

para todas las funciones f y g no decrecientes para las cuales la covarianza

exista.

Damos a continuacion una definicién alternativa para el orden de correlacion.
Esta fue deducida por Dhaene & Goovaerts (1996).

4.4.2.2 TUna definicion alternativa

A partir de las distribuciones bivariantes de los diferentes elementos de la clase
Ry (F1, F3), llegaremos ahora a una definicién equivalente para el orden de co-

rrelacion.

Teorema 4.15
Sean (X1, X2) e (Y1,Y32) dos elementos de Ry (Fy, Fy). Entonces los estamentos
siguientes son equivalentes:

(a) (X1, X3) <c (Y1,Y3).

(b)

Fx, x, (x1,22) < Fy, y, (x1,22), Yai,29 > 0. (4.25)

Demostracién
(a) = (b) :

Supongamos que (a) se cumple, de (4.24) se sigue
Cov (f (X1),9(X2)) < Cov (f (Y1),9(Y2))

para todas las funciones f y g no decrecientes para las cuales la covarianza
exista. Para dos reales cualesquiera x1,x2 > 0, elegimos las funciones no decre-

cientes f(u) =1 (u> 1)y g(u) =1 (u> x3), siendo I la funcién indicadora.
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Entonces:

Cov (f (X1),9(X2))

E[I (X1 > x1,X2 > x2)]
—E[I (X1 > x1)] E[I (X2 > 22)]
Cov(f(V1),9(Y2)) = E[(Y1>x1,Ys > a5)]
—E[I (Y1 >z)]E[l (Y2 > x2)].
y Cov (f(X1),9(X3)) < Cov(f(Y1),g(Y2)) implica

E[I (Xl > 1‘1,X2 > l‘g)] < E[I (Yl > 1‘1,1/2 > $2)],

es decir,
PI‘(Xl > xy, X9 > 31‘2) <Pr (Yl > xq,Yy > 1‘2).
De donde
Pr (Xl < ’I‘l,XQ < SCQ) =Pr (Xl < IL’l) —Pr (Xl < IL‘l,XQ > .ZQ)
=Pr (Xl < xl) — Pr (X2 > 332) + Pr (Xl > xy, Xo > .732)
<Pr (Xl < :171) —Pr (XQ > .IQ) + Pr (Yl > xq,Ys > .’172)
=Pr(Y7 <z1) —Pr(Ye > z2) + Pr (Y1 > z1,Ys > x9)
=Pr (Y1 <z1,Y2 < 9)
(0) = (a) :

Supongamos que se cumple
Fx, x, (x1,22) < Fy, y, (1, %2) .
Entonces para cualesquiera dos funciones f, g no decrecientes
Pr(f(X1) <1, f(Xz) S 32) <Pr(f (V1) < a1, f(Y2) < 22)

y aplicando (4.8) -ver lema 4.2-, encontramos

Cov (f (X1), f(X2)) < Cov(f (Y1), f(Y2))-

O

Observemos que la parte (b) del teorema indica que la probabilidad de que X
y X2 tomen a la vez valores “pequenos” no es mayor que la probabilidad de que
Y1 e Y5 tomen los mismos valores, sugiriendo asi que Y7 e Y5 son positivamente
mas interdependientes que X; y Xo. Observar que ésta es equivalente a cada

uno de los siguientes estamentos, validos para todo x1,x2 > 0 :
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(C) PI'(Xl le,X2>ZL'2)ZPI'(Y1 S.’El,Y2>.’£2).
(d) PI'(X1 >IE1,X2§IE2)ZPI‘(Y1 >IL’1,YQS$2).
(6) SX17X2 (IlaxQ) < SY17Y2 (931,1‘2) .

Todos ellos se pueden interpretar de manera similar en términos de “maés
interdependencia positiva” entre Y7 e Y5 que entre X; y X5, lo cual intuitiva-
mente es légico dada la equivalencia de los mismos con el orden de correlacién

existente entre estas dos parejas de riesgos

4.4.3 Orden de correlaciéon y orden stop-loss

Estamos ahora en condiciones de demostrar que el orden de correlacién entre
diferentes elementos de la clase Ry (Fi, F») implica orden stop-loss de los mis-
mos. Asi, el orden de correlacién establecera una ordenacién dentro de la clase
Ry (Fy, Fy) vélida para cualquier decisor adverso al riesgo. Para llegar a este

resultado necesitamos del siguiente lema.

Lema 4.16
Para cualesquiera (X1, X2) € Ry (F1, F»), se cumple

d
E(X1+X2—d)+:E(X1)+E(X2)—d+/ Fx, x, (z,d—x) dx. (4.26)
0

Demostracién

Para cualquier v.a. X se cumple

E (X1 + X2 —d)

E(X1)+E(X2)—d
EXi1+Xy—d), +E(d— X, —X2),,

+

con lo cual basta con demostrar
E (X, —l—Xg—d)+ =E(X))+E(Xy)—d—E(d-X, —X2)+.

Sean x1,x2 y d reales cualesquiera no negativos y sea I la funcién indicadora.

Observemos que se cumple

d
(d—xl—x2)+:/ I(z1 <zy29 <d—x) de.
0
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En efecto, si (d —x1 — z2) < 0, se cumplird
d
x1+x2>d:>/ I(z; <zya9<d—z)dx=0
0

mientras que si (d — x1 — x2) > 0, tenemos
d d—x3
/I(Ilgm,zggd—z):/ de =d —z1 — x9.
0 z1

Asi, tomando esperanza matematica a ambos lados

d
E(d—- X1 —X2), :/ Fx, x, (z,d—x) dx,
0

de donde resulta la expresién buscada.

Es ahora inmediato demostrar el siguiente teorema.

Teorema 4.17
Sean (X1, X5) y (Y1,Ya) dos elementos de Ry (Fy, F») cumpliendo

(X1, X2) <. (Y1,Y2),

entonces,

X1+ Xy <gq Y1+ Y.

Demostracion
Por el teorema 4.15 sabemos que si (X1, Xo) <. (Y1,Y3), para todo z1, 22 > 0 se

cumple

FX17X2 (551,562) < FYhYz (551,1’2)

y aplicando el lema 4.16 se obtiene inmediatamente el resultado buscado.
O

De los resultados de este teorema podemos concluir que el orden de co-
rrelacién es un buen instrumento para comparar el riesgo de los diferentes ele-
mentos de la clase Ry (Fy, F). Este resultard ademas facil de comprobar en la
mayoria de ocasiones practicas a partir de la definicién equivalente dada para

este orden en el teorema 4.15.
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4.4.4 La clase Ry (F1, F3)
4.4.4.1 Definicién

De los resultados del apartado anterior, se sigue que si queremos restringir la
clase Ry (F1, F») ala subclase de parejas de riesgos que le suponen al asegurador
un mayor riesgo global que en el caso independiente, subclase a la que llamare-
mos Rg 4 (F1, F3), deberemos exigir que cualesquiera dos riesgos, (Xi,X3),

incluidos en esta subclase cumplan
Cov (f (X1),9(X2)) 20, (4.27)

para todas las funciones f y g no decrecientes para las cuales la covarianza
exista.

Dada una pareja de riesgos no parece ahora inmediato comprobar si pertenecen
a la clase R 1 (Fy, Fy). El resultado del siguiente teorema nos facilitard esta

tarea.

Teorema 4.18

Para (X1,X3) € Ry (F1, F3), las condiciones siguientes son equivalentes:
(a) PQD (X1, X2).

(b) Cov (f(X1),9(X2)) > 0, para todas las funciones f y g no decrecientes

para las cuales la covarianza exista.

Demostracién
(a) = (b):
Sean (Xi-, X3") € Ry (Fy, F3) dos riesgos mutuamente independientes. De (4.4)

se sigue que si existe PQD (X7, X2), entonces
Fx, x, (z1,22) > Fy (1) Fo (z2), Yai,z2 > 0.
De donde por el teorema 4.15 resulta
Cov (f (X1,X2)) > Cov (f (X1, X5)) =0,

siendo f y g dos funciones no decrecientes cualesquiera para las cuales la cova-

rianza existe.
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(b) = (a) :
Supongamos que para cualesquiera dos funciones f y g no decrecientes, se

cumple

Cov (f (X1),9(X2)) >0,

entonces se cumplird también

E(f(X1) g(Xa)) = B (f (X1)) E(g(X2)).

Para dos reales z1,x2 > 0 cualesquiera, elegimos las funciones no decrecientes
fw=Iwu>z1), gu) =1Iu>z),

siendo I la funcién indicadora. Entonces

E(I (Xl > 1’1) ,I(XQ > £CQ)) = E(I (Xl > CCl) I(Xz > ZL’Q))
> E((X)>z)) E(I(Xy>x9)),

de donde
Pr (X1 > xq, Xg > 33‘2) > Pr (X1 > .’)31)Pr (XQ > .1‘2).
]

Asi, la clase Ry 4 (F1, F2) es la clase de todas aquellas parejas de riesgos con
dependencia cuadratica positiva. Obviamente, por los resultados del teorema
4.5, también estan en esta clase aquellas parejas de riesgos asociados o con una

relacion de dependencia estocdstica creciente.

4.4.4.2 Orden stop-loss

La ordenacién de los diferentes pares de riesgos en Ry (Fi, F3) es inmediata a
partir de los teoremas 4.15 y 4.17. En esta subclase, el orden de las respectivas
funciones de distribucién bivariantes es equivalente al orden stop-loss.

Para cada una de las parejas en la cartera con dependencia cuadratica posi-
tiva, si se trata de considerar su riesgo real, deberemos aproximar lo més
exactamente posible sus respectivas probabilidades bivariantes asociadas. Se
trata de garantizar que, en ninguin caso, la distribucién bivariante acumula-
tiva/desacumulativa de probabilidad que resulte para cada pareja quede por

debajo de la real.
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4.4.4.3 Dependencia mas segura y dependencia con maés riesgo

Los resultados del apartado anterior nos permiten ahora deducir cuél es el ele-
mento con mas riesgo y cudl el més seguro dentro de la clase Ry 4 (F1, F2) . Nue-
vamente entenderemos que el elemento mas seguro es aquél que, para cualquier
nivel de retencién, minimiza la correspondiente prima stop-loss, mientras que el
mas peligroso es aquél que la maximiza El resultado sera idéntico al obtenido
en el caso de riesgos con distribucién dicotémica. Asi, el elemento maés se-
guro de esta clase serd el que se obtiene cuando los dos riesgos de la pareja
son mutuamente independientes, siendo el més peligroso el obtenido en caso de
comonotonia. Antes de llegar a este resultado, demostrar que la distribucién

bivariante de cualesquiera dos riesgos (X1, X2) € Ro 4 (F1, F2) cumple
F1 (CEl) FQ (.TQ) < FXl,XQ (1’1, SUQ) < min {Fl (iCl) 5 F2 (1’2)} . (428)

Todos los pares incluidos en Ry (Fi, Fy) presentan dependencia cuadrética
positiva. De la definicién dada en (4.4) para esta relacién de dependencia, se
deduce la cota inferior de su distribucién bivariante presentada en (4.28). En
cuanto a la cota superior es inmediata puesto que independientemente de la

distribucién bivariante de esta pareja de riesgos, ésta siempre cumplira

Pr(X; <z1,Xs <x) <min{Pr(X; <zp),Pr(Xs <a9)}, Vay,xs > 0.

Observemos que la cota inferior de (4.28) es la funcién de distribucién
bivariante del par de riesgos incluidos en Rg 4 (Fi, Fz) y mutuamente inde-
pendientes. Igualmente la cota superior es la distribucién bivariante del par
comondétono incluido en esta clase. Asi, aplicando los teoremas 4.15 y 4.17 se

deduce inmediatamente el siguiente resultado.

Teorema 4.19
Sean (Xi, X357), (X1,X2) y (XV, XY) elementos de la clase Ry 4 (Fy, F) con
Xit, X35 mutuamente independientes, PQD entre X1, Xo y XV, XY comonétonos.
Entonces

Xi+ X3 <a X1+ Xo <a XU+ X7 (4.29)

De este teorema se deduce nuevamente que el elemento mas seguro en la clase
Ry 4 (F1, F») es aquél con ambos riesgos mutuamente independientes, siendo

el mas peligroso el formado por dos riesgos comonétonos. La ordenacién de
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las parejas que quedan entre estos dos pares coincide con la ordenacién de sus
respectivas funciones de distribucién bivariantes acumulativas/desacumulativas.

Podemos ahora afirmar que, en general, cuando las distribuciones marginales
estan dadas, la comonotonia entre dos riesgos es la relacién de dependencia
mas peligrosa. Observemos nuevamente que a este elemento le corresponde
la maxima correlacién que podemos encontrar entre dos riesgos incluidos en
esta clase. En efecto, como acabamos de ver la distribucién bivariante de
cualquier otro elemento incluido en esta clase, (X1, X2) € Ro 1 (F1, F2), tiene
su distribucién bivariante siempre por debajo de la correspondiente al elemento

comondétono. Asi, podemos aplicar el resultado del lema 4.2 y afirmar que
0 < Cov (X1, X5) < Cov (XY, XY),

donde la primera de las inecuaciones se cumple por presentar X; y X5 depen-
dencia cuadrética positiva.
Por tratarse de dos pares de riesgos con igualdad de marginales la inecuacién

anterior resulta equivalente a
0<px,,x, < Pxv xV- (4.30)
Para el elemento comonétono podemos ademads deducir la expresién que,

bajo cualquier nivel de retencién, resulta para sus correspondientes primas stop-

loss. Obviamente, ésta serd la prima stop-loss méxima en la clase Ry (Fy, F») .
Por ser XV y XY comonétonos, de (4.12) se sigue

(xV. x¥) £ (F7H (), By (U)).
Asi la cota superior de (4.29) es equivalente a

X1+ Xo <q F M (U) + F; 1 (U) (4.31)

De donde resulta la siguiente cota para las primas stop-loss de cualesquiera
(X1,X2) € Ry (Fy, Fy)

E(X)+Xs—d), < /O (F (q) + F5* (q) - d), da.

Consideremos ahora el caso particular en que las dos distribuciones marginales
son iguales: Ry (F, Fy) = Ro (F, F') . De (4.29) encontramos que el elemento con
maés riesgo de la clase R (F, F) es (X{, XY) con

Fxv xv (z1,22) = min{F (1), F (z2)} .
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Observemos que la distribucién bivariante de este elemento cumple

F (z) six <d/2

Fyuv v (x,d— =
xyxy (@4 = 2) {F(d—x) sia > d)2,

de la cual se deduce aplicando el lema 4.16

/2
:E(Xl)—i-E(Xg)—d—i—/ F(x) dx
0

BE(XV+Xx{ -d),

+/d F(d—x)de=E (X)) +E(X) =2 [* (1 = F (2)) da
/2

:2/ (1-F(2) de=2E (X, —d/2), .
d/2

De este resultado se deduce inmediatamente que para cualesquiera (X, X2) €
Ry (F, F) se cumple

E(X1+X2—d)+§2E<X1—d/2)+.

Aplicando este resultado al caso particular en que F es una distribucion

exponencial de parametro o > 0 resulta
Fz)y=1—e“"

En este caso particular, se cumplira

o0
2
E(X1+Xo—d), < 2/ ey = 2 em@d/2,
d/2 «
Esta cota superior para el caso exponencial fue deducida también por Heilmann

(1986) utilizando algunas de las técnicas descritas en Meilijson & Nadas (1979).

4.4.5 Orden de correlacion y dominancia estocastica

En este apartado trataremos de generalizar los resultados del apartado anterior
al caso de un decisor cualquiera que no necesariamente sea adverso al riesgo, es
decir, cuya unica restriccién sea que sus decisiones puedan ser modelizadas a
partir de una funcién de utilidad/funcién de distorsién no decreciente.

En primer lugar investigaremos si el orden de correlacién entre dos elementos

de la clase Rs (F1, F») implica dominancia estocdstica de uno sobre el otro.

Sean (X1, X5) vy (Y1,Y2) dos elementos de la clase Ry (Fy, F») tales que

(X1, X2) <c (Y1,Y2).
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(Significa esta relacién que, para cualquier decisor, (X7, X2) es preferido a
(Y1,Y3) por suponer el primero un menor riesgo? Para que esta afirmacién
fuera cierta Y7 + Y5 deberia dominar estocasticamente a X; + X5, es decir, para

cualquier x > 0 se deberia cumplir

FX1+X2 (l‘) 2 FY1+Y2 (.Z‘) :

Con el siguiente contraejemplo se demuestra que estd desigualdad, en general,

no tiene porque cumplirse.

Contraejemplo

Sean X1, X5,Y7 e Y2 v.a. uniformemente distribuidas en el intervalo [0, 1] con
X2 =1- X1 Yl = YVZ

Observemos que Y7 e Y5 son mutuamente comondétonos, con lo cual por los

resultados vistos anteriormente, sabemos que se cumplira
(X1, X2) <c (Y1,Y2).

Veamos ahora como se comportan las respectivas distribuciones de la suma. En

el caso de la correspondiente a X; + Xs, tenemos que para cualquier x > 0,

0 si0<zx<1
Fx ix,(@)=Pr(X;+Xo<z2)=Pr(1 Sx){ N

1 six > 1.
con lo que se cumplira
FX1+X2 (x) < FY1+Y2 (‘T) st <1
FX1+X2 (:C) > FY1+Y2 ((E) sixz > 1.

Asi X1 4+ X2 no esté estocdsticamente dominado por Y; + Y5 y ninguno de
los resultados del apartado anterior se puede generalizar al caso de un decisor

cualquiera que no necesariamente sea adverso al riesgo.
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Capitulo 5

Ordenacion multivariante

5.1 Introduccién

En este capitulo queremos ampliar el andlisis realizado en el capitulo anterior
al caso multivariante. La justificacién de esta pretensién es clara si tenemos en
cuenta que la ruptura de la hipdtesis de independencia no puede hacerse en base
a la limitacién al andlisis de dependencias bivariantes. Asi, siguiendo el mismo
planteamiento, introducimos aqui la posibilidad de que en la cartera puedan
existir dependencias entre dos o mas riesgos. Extraeremos de la cartera una
secuencia formada por m riesgos (m > 2) y para ésta analizaremos las diferentes
relaciones de dependencia multivariantes que puedan darse entre los riesgos
individuales que la componen. Resultaran, de nuevo, diferentes secuencias con

idénticas distribuciones marginales para cada uno de los riesgos individuales.

La estructura de este capitulo es similar a la del capitulo anterior. Asi, en
el apartado 5.2 presentamos la generalizacién multivariante de algunos de los
conceptos de dependencia bivariante positiva tratados en el capitulo anterior.
En el caso de dependencias multivariantes positivas apareceran conceptos tales
como dependencia positiva de orden, dependencia cuadratica lineal positiva o
la llamada dependencia positiva acumulativa que, como veremos, seran de gran
utilidad para la obtencién de nuestros resultados. La aplicacion al campo actua-
rial de estos conceptos de dependencia multivariante positiva se debe a Denuit,
Dhaene & Ribas (2000, 2001). En estos trabajos se demuestra que si queremos
centrarnos en aquellas secuencias multivariantes con mayor riesgo global que en

el caso independiente (en orden stop-loss) deberemos exigir que éstas presenten

99
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como minimo dependencia acumulativa positiva. Para las secuencias de riesgos
que cumplan con esta propiedad trataremos, al igual que en el capitulo anterior,
de encontrar alguna relacién que nos permita establecer la ordenacién que de las
mismas realizaria cualquier decisor adverso al riesgo. En el caso multivariante
no resulta tan sencillo como en el bivariante encontrar alguna medida estadistica
que refleje la dependencia entre los diferentes riesgos que componen una secuen-
cia y que a la vez nos ordene las diferentes secuencias en base al riesgo global
de las mismas. Por ello, en el apartado 5.3, inicamente acotamos el riesgo de
la secuencia considerada. Llegaremos a la relacién de dependencia que da lugar
a la secuencia con menor y mayor riesgo, respectivamente. Veremos que estas
secuencias resultan ser la generalizacién multivariante de las obtenidas en el
capitulo anterior. Estos resultados estdn basados en los trabajos de Dhaene &
Goovaerts (1997), Dhaene, Wang, Young & Goovaerts (1997) y Denuit, Dhaene
& Ribas (2000, 2001).

Por tltimo, en el apartado 5.4, introducimos el orden supermodular consi-
derado por Baiierle (1997a,b), Baiierle & Rieder (1997), Shaked & Shanthiku-
mar (1997) y otros. Su introduccidn en la literatura actuarial se debe a Miiller
(1997) (ver también Baiierle & Miiller (1998)). Este autor demuestra la efectivi-
dad del orden supermodular para ordenar las secuencias de riesgos que resultan
bajo diferentes hipoétesis de dependencia en funcién de su riesgo global. Como
veremos, esta relacion permitird llegar a la ordenacién que de estas secuencias
multivariantes estableceria cualquier decisor adverso al riesgo. Obviamente ésta
nos servird para ordenar las que a nosotros nos interesaran: aquellas con de-
pendencia acumulativa positiva. Si bien este resultado es de gran interés desde
un punto de vista tedrico, presenta problemas en la practica puesto que en la
mayoria de ocasiones resulta dificil comprobar la existencia de orden supermo-
dular entre dos secuencias de riesgos con idénticas distribuciones marginales
para los riesgos individuales que las componen. Asi, queda una gran linea de
investigacion abierta en lo que se refiere a la busqueda de relaciones manejables
que permitan esta ordenacion tanto en el caso de carteras de riesgos con dis-
tribucion dicotémica como en el caso mas general de riesgos con distribuciones
individuales arbitrarias. Especialmente interesante resultaria encontrar alguna
definicién equivalente del orden supermodular que fuera facilmente manejable,
tal como la obtenida por Dhaene & Goovaerts (1996) para el orden de corre-

lacién.
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5.2 Algunos conceptos de dependencia multiva-

riante positiva

En la literatura estadistica, aparecen numerosos conceptos para modelizar la
dependencia positiva entre v.a. multivariantes. Algunos de estos conceptos
seran, como veremos, utiles en la ciencia actuarial. A partir de ellos seremos
capaces de generalizar algunos de los resultados obtenidos en el capitulo anterior.
En lo que sigue dentro de este apartado, presentamos los trabajos de Denuit,
Dhaene & Ribas (2000, 2001).

En primer lugar recogemos algunos conceptos estadisticos de dependencia
multivariante positiva. Estos son validos para v.a. cualesquiera aunque nosotros

nos restringiremos al caso que nos interesa, secuencias formadas por m riesgos

(m > 2). Llamaremos a éstos X1, - -, X;;, siendo sus funciones de densidad
de probabilidad fx,,- - -, fx,, v sus respectivas funciones de distribucién acu-
mulativas y desacumulativas Fy,,---, Fx,_ v Sx,, -+, Sx,, -ver (3.1), (3.2) y

(3.3)-. La funcién de densidad de probabilidad multivariante de la secuencia
(le o 5Xm) ) fX1,~-,Xm7 €s

fxi oo xo, (@1, xm) =Pr(Xy =21, -, X = 2m), 1, Tm > 0. (5.1)

La funcién de distribucién bivariante acumulativa de (X1, -+, Xm), Fxy,o X5

sera,

FXl,---,Xm (xla o ',fﬁm) =Pr (Xl < L1, 'aXm < xm) y L1,7 5 Tm > 07 (52)

siendo la desacumulativa correspondiente, Sx, ... x,,, la que se obtiene de
Sxy X (X1, Tm) =Pr(Xa >, X > Tm), 1,7 Zm > 0. (5.3)
Observemos que en el caso en que los riesgos X7, - - -, X, son independientes

(5.1), (5.2) y (5.3) se reducen al producto de las respectivas funciones marginales,

es decir, para cualesquiera z1,- - -, 2., > 0 se cumple

Fxpmn (@1, am) = ] fx, (1),
i=1

FXl,"',Xm (xl?' "7‘Tm) = HFXl (xl)v
i=1

SXl,"me (‘Tla o ’7xm) = H SXI (IE1) .
i=1
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Veamos a continuacién algunas de las caracteristicas de estas funciones de
distribucién multivariante bajo ciertas medidas estadisticas de dependencia po-
sitiva.

En general, entenderemos que entre estos riesgos existe dependencia multi-
variante positiva, cuando la probabilidad de que los riesgos que componen una
secuencia cualquiera tomen a la vez valores “grandes” / “pequenios” es mayor que
en el caso en que son independientes. Esto nos lleva inmediatamente a definir

el siguiente concepto.

5.2.1 Dependencia positiva de orden

Definicion 5.1

Sea X = (X1, -+, Xm) una secuencia de riesgos cualesquiera.

(a) Diremos que X presenta dependencia positiva de orden inferior, PLOD,

st para todo x1,- - -, T,y > 0, se cumple

.

Il
N

Pr(X: <z, X <) > Pr(X; <ux;). (5.4)

7

(b) Diremos que X presenta dependencia positiva de orden superior, PUOD,

st para todo x1,- - -, Ty > 0, se cumple

s

Pr (Xl > xq,c 0 , X > Im) > Pr (Xi > .Z‘i) . (55)

s
Il
N

Cuando las respectivas distribuciones multivariantes de X cumplan (5.4) y (5.5)

a la vez, diremos que X presenta dependencia positiva de orden, POD.

Las inecuaciones presentadas en (5.4) y (5.5) se conocen como inecuaciones
de Sidak. Un estudio de la precisién de las mismas se puede encontrar, por
ejemplo, en Glaz & Johnson (1984).

Observemos que el concepto POD puede ser interpretado como una gene-
ralizaciéon multivariante de la dependencia cuadratica positiva definida para dos
riesgos -ver (4.4) y (4.7)-. Otras tres generalizaciones de este concepto pueden

ser recogidas de la literatura estadistica. Las presentamos a continuacion.
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5.2.2 Dependencia cuadratica positiva por parejas

Definicién 5.2

Sea X = (X1, -+, X,,) una secuencia de riesgos cualesquiera. Diremos que X
presenta dependencia cuadrdtica positiva por parejas, PQD por parejas, si para
todoi,j=1,---,m, i # j, existe PQD (X;, X;) . Es decir, si para todo z;,z; > 0

se cumple
Pr(X; >z, X; > z;) > Pr(X; > z;) Pr(X; > z;)

o alternativamente una cualquiera de las relaciones equivalentes dadas en (4.4),
(4.5) y (4.6).

Obviamente, para m = 2, se cumple
X POD < PQD en X por parejas,

relacion que deja de ser valida para m > 3.

En el siguiente teorema veremos que cuando existe PQD en X por parejas,
la estructura de covarianzas revela mucha informacién sobre la dependencia que

existe entre los riesgos X1, - -, Xin-

Teorema 5.3

Sea X = (X1, -+, Xm) con PQD en X por parejas, entonces
(a) Cov (X;,X;) >0, para todo i # j.

(b) Dados dos conjuntos disjuntos A y B, A,B C {1,---,m}, las secuencias
{ Xk, k € A} y {Xk, k € B} son mutuamente independientes si, y sdlo si,

Cov (X;,X;) =0, para todo i € A, j € B.

Demostracion
(a) Para todo i # j (4,7 =1,---,m), se cumple PQD (X;, X;), de donde apli-

cando el teorema 4.5 se sigue el resultado buscado.

(b) Consideremos dos conjuntos disjuntos Ay B, A,B C {1,2,---,m}.

= Si las secuencias {Xj, k € A} y {X}, k € B} son mutuamente indepen-
dientes, entonces se sigue inmediatamente que Cov (X;, X;) = 0, para todo
1€ A, jeE B.
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< Supongamos que para las secuencias { Xy, k € A} y { Xy, k € B} se cumple
Cov (X;,X;) =0, para todo ¢ € A, j € B. Denuit, Lefevre & Mesfioui (1999)

demuestran que

E(X;X;) / / r (X, >z, X; > ) dodx;.
z;=0 Jx;=0

Por ser la covarianza entre X; y X, igual a 0, de esta expresién tenemos
/ / [Pr(X; >, X; > x;) — Pr(X; > 2;) Pr(X; > z;)] de;dz; = 0.
2;=0 Ja;=0
El integrando [.| de esta ultima expresién es no negativo para todo z;,z; > 0
(por cumplirse PQD (X;, X;)). Asi
Pr(X; > x;, Xj > x;) =Pr(X; > z;) Pr(X; > x;), Vo, x; >0,

de donde se sigue que X; y X; son mutuamente independientes.

5.2.3 Dependencia cuadratica lineal positiva

Newman (1984) propuso la siguiente extensién del concepto bivariante de de-

pendencia cuadratica positiva.

Definicién 5.4
Sea X = (Xq,- -+, X;,) una secuencia de riesgos tal que para cualesquiera cons-
tantes mo negativas ai,as,- - - y para cualesquiera conjuntos disjuntos A, B C
{1,2,---,m} se cumple
ZaiXi Y Zain‘ son PQD. (5.6)
icA i€B

Entonces diremos que X presenta dependencia cuadrdtica lineal positiva, LPQD.

Observemos que LPQD es una condicién simétrica, en el sentido, que decir
que (X1, Xa,- -+, X,,) son LPQD es equivalente a decir que (Xﬁ(l), Xa@)s

Xﬂ(m)) cumplen esta condicién, para cualquier permutacién = en {1,2,---,m}.

Es evidente que la dependencia cuadratica lineal positiva es una relacion de

dependencia més fuerte que la dependencia cuadrética positiva por parejas. Asi

LPQ@D en X = PQD en X por parejas.
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A partir del concepto de LPQD definimos, en el siguiente apartado, la que
llamaremos relaciéon de dependencia acumulativa positiva, PC'D. Esta indicaré
una relacién de dependencia positiva mds débil para los riesgos en (Xi, - -+, X))

que la aqui tratada.

5.2.4 Dependencia acumulativa positiva

Definicién 5.5
Sea X = (X1, -+, X;n) una secuencia de riesgos cualesquiera. Diremos que X

presenta dependencia acumulativa positiva, PCD, si para cualquier conjunto
IC{1,2,---,m} y para todo j & I

> Xi y X, son PQD. (5.7)
el

Es inmediato comprobar que
LPQ@D en X = PCD en X = PQ@D en X por parejas.

Con respecto a la relacién de dependencia aqui tratada, observar que el
concepto de PC D extiende la relacion de PQ D bivariante a cualquier dimension
arbitraria y, a su vez, mantiene el significado intuitivo de la PQD. Si los riesgos
en X son PCD, la probabilidad de que Zi#j X; y X; tomen a la vez valores
“grandes” / “pequenos” es mayor que en el caso en que los riesgos en X son
independientes. FEn particular, cuando los riesgos X, - -, X,, son PCD, las

inecuaciones

Pr ZXi>t1/Xj>t2 Pr ZXi>t1 ,
i#] i#]

Vv

Pr Zngtl/ngtZ Pr ZXlgtl
i#j i#j

Y

se cumplen para cualquier j = 1,---,m con Pr (X; > t2) > 0y Pr(X; > t2) > 0,
t1,t2 > 0. Estas nos indican que el conocimiento de que uno de los riesgos de la
secuencia, sea éste X, ha sido “grande” / “pequenio” incrementa la probabilidad
de que los siniestros agregados producidos por los m — 1 riesgos restantes en la
secuencia sean también “grandes” / “pequetios”.

Esta conclusién es valida también para secuencias de riesgos con LPQD.
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Veremos a lo largo de este capitulo que basta una relacién de dependencia
acumulativa positiva entre los riesgos en X para que esta secuencia tenga méas

riesgo para el asegurador que en el caso independiente.

5.2.5 Asociacion

Presentamos aqui la generalizacion multivariante del concepto de asociaciéon

entre dos riesgos propuesta en el capitulo anterior.

Definicion 5.6

Sean (X1, -, X,;n) una secuencia de riesgos cualesquiera. Diremos que Xi,- -
- X son riesgos asociados, A (X1, -+, Xm), st
Cov(f(Xla"',Xm)vg(le’”aXm)) 207 (58)

para cualquier par de funciones f,g: RT" — R no decrecientes en cada uno de

sus argumentos, para las cuales la covarianza erista.

En lo que sigue hablaremos de funciones no decrecientes en R’ y entende-

remos que el no decrecimiento se cumple en cada uno de los argumentos.

Presentamos a continuacién, algunas de las principales propiedades que
cumple la asociacién multivariante de riesgos (para la demostracién de las mis-
mas, ver por ejemplo, Esary, Proschan & Walkup (1967)). Se trata de genera-

lizaciones multivariantes de las recogidas para el caso bivariante.
1. Un conjunto con un sdélo riesgo es asociado.

2. Funciones no decrecientes de riesgos asociados son asociadas.

Sean X1, ---, X,, riesgos asociados y sean hy, -+, h,, : R’ — R funciones no
decrecientes cualesquiera. Entonces, hy (X1, -+, X)), hn (X1, -+, Xon)

son asociadas.
3. Cualquier subconjunto de riesgos asociados es asociado.

4. Sidos conjuntos de riesgos asociados son independientes, entonces su uniéon

es un conjunto de riesgos asociados.

De las propiedades 1 y 4, se deduce inmediatamente la siguiente propiedad

adicional.

5. Un conjunto de riesgos independientes es asociado.
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Igualmente, de la propiedad 2 se deduce la siguiente relacién entre las esperanzas

de un conjunto de riesgos asociados.

Teorema 5.7

Sean (X1, -+, Xm) un conjunto de riesgos asociados. Entonces,

(ﬁ Xi> > f[ (5.9)

i=1

Demostracién

Sean Xi,-- -, X,, riesgos asociados. Definimos las funciones no decrecientes
. m

fig:RT — R

m
f(xlv"')mm):'rlv g(l‘la"'wTWL):H'ri'

X1y H X; son asociados, por ser funciones no decrecientes de riesgos asociados.

Asf por (5 8)
Cov (Xl,ny) = E <X1 : Hxl) —E(X)) E (HX) >0
i=2 =2 i=
m
= E (H&) > E(X1) (HX)
i=1
m

Igualmente Xo y [] X; son riesgos asociados y para ellos se cumple

E(ﬁX) > E(Xs) (HX)

Siguiendo con el mismo procedimiento llegamos a

E (ﬁx) (HX) > F (X)) E(Xs) E (ﬁx)
>f[1E(X)

Y

Y

El resultado que sigue fue obtenido por Barlow & Proschan (1975) y es
valido para v.a. de Bernoulli, es decir, v.a. bivariantes definidas en 0 y 1. Nos

serviremos de él para resultados posteriores.
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Teorema 5.8
Si X1, -+, Xy son v.a. de Bernoulli asociadas, entonces 1 — X1,---,1—X,,, son

también v.a. de Bernoulli asociadas.

Demostracién
SeanX = (X1, - X)), 1 -X=(1-X1,---,1 = X,,), con Xy, -, X,, asocia-
das. Por (5.8), se cumple

Cov (f(X),9(X)) =0,

para cualquier par de funciones f y g no decrecientes en R’'. Consideremos las

funciones no decrecientes f*, g* : R* — R, definidas por
[fx)=1-f1-%), g"(x)=1-g(1-x).
Para las v.a. de Bernoulli incluidas en 1 — X, se cumple

Cov(f(1-X),g(1-X)) = Cov(l—f"(X),1-g" (X))
Cov (f*(X), 9" (X)) =0,

donde la ultima de las inecuaciones se cumple por ser f* y g* no decrecientes y
por la asociacién de las variables incluidas en X.
O

A partir de los resultados anteriores, se deduce el siguiente teorema.

Teorema 5.9

Para cualesquiera (X1, -+, Xm),
A(Xy,-,Xm) = POD (Xy, -, Xn).

Demostraciéon
De la definicién 5.1, tenemos que existe POD en (Xi,---, X,,) si para todo
X1, Ty > 0, se cumplen a la vez las dos inecuaciones presentadas en (5.4) y

(5.5), que recordemos son

Y

ﬁPr (Xi < i),
i=1

Pr(X; <z, - Xpm < )

Pr(Xy >z, X >xm) > HPr(Xi > xy).

=1
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Para (X1, -+, X,n) asociados y para cualesquiera 1, - - -, &,,, definimos las fun-

ciones indicadoras

I(Xi>l‘i), (z:l,,m)

Por ser funciones no decrecientes en X;, I (X1 > x1),--+, I (X, > 2p,) son v.a.
de Bernoulli asociadas (propiedad 2 de la asociacién). Aplicando ahora (5.9),

tenemos

Pr(X1 > Xy, ',Xm > l‘m) = E(I(Xl > X1, ',Xm > xm))
—F (HI(XZ- > x,—)> >[[E (X > ) =]]Pr(Xi> ).
i=1 i=1 i=1

Observemos ahora que por el teorema 5.8, las v.a. de Bernoulli
I(Xigxi)zl—I(Xi>xi), (i=1,--~,m).

son asociadas, por serlo I (X; > z;), (i =1,---,m). Asi, aplicando nuevamente
(5.9), resulta

De este teorema, vemos que la asociacién entre riesgos implica POD. Asi,
los riesgos individuales de secuencias de riesgos asociados presentan una mayor
correlacién positiva que en el caso en que son independientes. El siguiente

resultado se deduce de la propiedad 2 de la asociacién y refuerza esta conclusién.

Para cualesquiera (X1, -, X;,,),

A(Xy, -, X)) = PLQDen (X1, -+, Xm)
= PCDen (X1, -+ Xm) (5.10)
= PQDen (Xi,---,X,,) por parejas.

Asi, los resultados del teorema 5.3 pueden aplicarse también al caso de una

secuencia de riesgos asociados.
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5.2.6 Crecimiento condicional en secuencia

Definicién 5.10
Sea X = (X1, -+, Xm) una secuencia de riesgos cualesquiera. Diremos que los
riesgos en X presentan un crecimiento condicional en secuencia, CIS (X1, -,

Xm) si para cualquier i € {2,---,m},
Pr(X;>ax/Xi=a1,- -, Xi—1 =xi—1)

es no decreciente en el dominio de X1,- -+, X;_1 respecto a x1,- - -, x;_1, para
todo x; > 0.

Observemos que cuando m = 2 estamos ante el concepto de dependencia
estocdstica creciente entre dos riesgos. Asi, el crecimiento condicional en se-
cuencia puede ser considerado como una generalizacién multivariante de este
concepto de dependencia bivariante.

Cohen & Sackrowitz (1995) dan definiciones equivalentes de este concepto.
No se reproducen aqui sus resultados ya que superan nuestros propositos.

Barlow & Proschan (1975, pag. 147) y Joe (1997, pag. 16) demuestran que el
concepto de crecimiento condicional en secuencia es mas fuerte que el concepto
de asociacién. De este resultado y del presentado en (5.10) podemos deducir las
siguientes relaciones entre los conceptos de dependencia multivariante positiva
tratados.

Para cualesquiera (X7, -+, X,;,) se cumplen las siguientes relaciones:

CIS (X1, -, Xm) = A(X1,--,Xm)=PLQDen (X1, -+, X))
= PCDen (X1, -, Xm) (5.11)
= PQ@Den (Xy,---,X,,) por parejas.

Observemos que cuando (X7, - -+, X,;,) son mutuamente independientes
Pr (Xz > .’EZ/X1 =1, ',Xi_1 = .’Ei_l) =Pr (Xz > -’L’z/Xl = xlla o 'aXi—l = x;—l)

paraonggx;. (j=1,---i—1).

Asi, una secuencia formada por riesgos mutuamente independientes presenta
crecimiento condicional en secuencia y de (5.11) y el resultado del teorema
5.9, podemos afirmar que cumple todas las relaciones de dependencia positiva

presentadas dentro de este apartado.
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Al igual que en el capitulo anterior, queremos finalizar este apartado de
conceptos de dependencia multivariante positiva con el andlisis de la relacion de
dependencia que existe en caso de comonotonia. Ampliamos asi el concepto de
comonotonia al caso multivariante. Veremos a lo largo de este capitulo que ésta
resulta ser de nuevo la relaciéon de dependencia mas “peligrosa” con que puede

encontrarse el asegurador entre los riesgos de su cartera.

5.2.7 Riesgos comond6tonos

Definicién 5.11
Sean (X1,- -+, Xm) riesgos cualesquiera. Diremos que X1, -+, X, son mutua-
mente comondtonos si existe un riesgo cualquiera Z y unas funciones uy, -+, Um

no decrecientes en Ry, tales que

(X1y oy Xom) £ (w1 (2), -y um (2), (5.12)
donde el simbolo < indica igualdad en la distribucion multivariante de probabi-
lidad.

Presentamos a continuacién una generalizacion del teorema 4.7 al caso mul-
tivariante. Este resultado nos ayudara a interpretar la relacion de dependencia

que existe entre los que riesgos que componen una secuencia como la descrita.

Teorema 5.12
Sean (X1, -+, Xm) € Ry, (F1,- -+, Fy). Diremos que los riesgos X1, -+, X
son mutuamente comondtonos si se cumple una cualquiera de las siguientes
condiciones equivalentes
(1) Eziste un riesgo cualquiera Z y funciones uy, -+, Uy, no decrecientes en R,
tales que

(X1 Xon) 2 (w1 (2), -y um (2)).
(2) Su funcion de distribucion multivariante, Fx, ... x,,, viene dada por la cota

superior de Fréchet, es decir, para todo x1,- -, x, > 0, se cumple
Fxy X, (@1, @m) = min {Fx, (21),- -+ Fix,, (@m)}- (5.13)

(3) Para cualquier v.a. U uniformemente distribuida en el intervalo [0,1], se
cumple
(X1, Xn) £ (Fx! (U) - F) (U)). (5.14)

m
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Demostracién
La demostracién es una generalizacién inmediata de la realizada en el teorema
4.7.

O

Destacar que también en el caso multivariante, los riesgos individuales re-
sultan ser funcién no decreciente de una misma v.a. U uniformemente dis-
tribuida en el intervalo [0, 1]. Asi, siguiendo con la nomenclatura del capitulo an-
terior, representaremos por XV, ---, XU a la secuencia de riesgos con marginales
Fx,,---, Fx, y mutuamente comonétonos. Analizaremos con mayor detalle esta

relacién de dependencia a lo largo de este capitulo.

5.3 Secuencias de riesgos multivariantes

Para una secuencia cualquiera formada por m riesgos dependientes (m > 2)
queremos, dentro de este apartado, deducir cudles son las relaciones de depen-
dencia que le supondran al asegurador un mayor riesgo global que en el caso
independiente, en el sentido que la distribucién de la siniestralidad de estos m
riesgos siempre esté por encima, en orden stop-loss, que la correspondiente en
caso de independencia. El procedimiento para llegar a este resultado serd similar
al del capitulo anterior. Asi consideraremos el conjunto de todas las secuencias
de riesgos con marginales dadas (igualdad en las distribuciones de probabili-
dad de los riesgos individuales) y dentro de éste deduciremos cudl es la relacién
de dependencia positiva, de entre las presentadas en el anterior epigrafe, que
debemos exigir para lograr nuestro proposito. Diferenciaremos de nuevo segiin
se trate de una cartera de riesgos con distribuciones marginales dicotémicas
o con cualquier otra forma. La nomenclatura utilizada sera similar a la del
capitulo anterior. En el caso de m riesgos procedentes de una cartera cuyos
riesgos individuales presenten una distribuciéon dicotémica, hablaremos de se-
cuencias incluidas en Ry, (p1, - -, Pm; @1, - - -, Q) Para referirnos a las secuencias
que resultan de todas las posibles relaciones de dependencia que pueden existir
entre estos m riesgos. La clase Ry, 4+ (P1,: -+, Pm; @1, - -, Q) serd la de aque-
llas secuencias que cumplan con la condiciéon de dependencia positiva que nos
garantice una secuencia con mayor riesgo global que en el caso independiente.
En el caso de m riesgos procedentes de una cartera con cualquier otra forma
en la distribuciéon marginal de los riesgos individuales, hablaremos de las clases

R, (F1, -+, Fp) y R+ (F1,- -+, Fy,) respectivamente.
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Definimos, a continuacién, las distribuciones de probabilidad multivariantes

que resultan en cada caso.

5.3.1 Distribucion multivariante
5.3.1.1 Riesgos con distribucién dicotémica

Para ¢ = 1,2, - -,m, sean «; y p; reales arbitrarios pero fijados, cumpliendo
a; > 0y 0 < p; < 1. Consideremos la secuencia de riesgos Xi,- - -, X, con
funcién de densidad de probabilidad de X; (i = 1,- - -, m) dicotémica, es decir,

definida por
fx, (0) =Pr(X; =0) =p;,

fx, (i) =Pr(Xi =) =q; = 1 —pi.

(5.15)

Sea R, (p1,: -, Pm;0a,- -, auy) la clase de todas las secuencias formadas
por m riesgos con funciones marginales de densidad de probabilidad dadas por
(5.15). La diferencia entre las secuencias de riesgos incluidas en esta clase viene
marcada por sus respectivas distribuciones de probabilidad multivariantes ya
que en el caso de las marginales son idénticas. Para una secuencia cualquiera
incluida en esta clase, (X1, -, X;m) € Rm (P1,°* *,Pm; @1, * +, Q) , la funcién
de distribucién acumulativa, F, ... x, , es la definida en (5.2), siendo la de-

sacumulativa, Sx, ... x,,, la dada en (5.3).

En el teorema 4.12 habiamos demostrado que en el caso bivariante, dos
riesgos cualesquiera con covarianza no negativa cumplian también todas las
relaciones de dependencia positiva entonces presentados. De este teorema es in-
mediato deducir que en el caso multivariante, la secuencia X = (X1, -+, X)) €
Ry, (p1,- - Pmiaa, - - -, o) que cumpla Cov (X;, X;) >0 (Vi,j =1,---,m; i #
J) presenta dependencia cuadrética positiva por parejas dada la equivalencia en-
tre Cov (X;,X,) >0y PQD (X;, X;). Asi

PQD en X por parejas < Cov (X;, X;) >0 (Vi,j=1,---,m;i#j).

No obstante, del siguiente contraejemplo se deduce que esta equivalencia no

se cumple en el caso de dependencia acumulativa positiva.
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Contraejemplo

Consideremos la clase R3 (p1,p2, p3; 1, a2, a3) con funciones marginales de den-
sidad de probabilidad, f;, (i =1,2,3), definidas por

2/3 siz =0,
filx)=4 1/3 six =1,

0 en cualquier otro caso.

Sean (X1, X2, X3) € R3 (p1,p2, p3; a1, a2, 3) con las siguientes relaciones de

dependencia:

PT(XQ = ]./X1 = ].) = PI‘(X3 = 1/X1 = ].) = Pr(X;; = 1/X2 = ]_) = 1/2

PI‘(X3:1/X1:1,X2:1) = Pr(ngl/Xlzl,ngl)
PI‘(X1 = 1/X2 = 1,X3 = 1) =0.

De estas relaciones de dependencia se deduce inmediatamente que

PI'(Xl :1,X2:1):PI'(X1 :1,X3:1):PI'(X2:1,X3:1):1/6

PI‘(Xl :1,X2:1,X3:1):0.

Aplicando ahora (4.14) tenemos
Cov (Xl,XQ) = Cov (Xl,Xg) =Cov (XQ,Xg) = 1/18 > 0.

Asi podemos afirmar por los resultados del teorema 4.12 que estos riesgos pre-
sentan dependencia cuadrética positiva por parejas. No obstante observemos
que esta dependencia no es acumulativa ya que si, por ejemplo, nos centramos
en X7+ X5 y X3 estos dos riesgos no presentan dependencia cuadrética positiva

puesto que

PY(X1+X2>17X3>0) = PI'(X1:].,X2:].,X3:].):0
< 1/18 =Pr(X; + X2 > 1)Pr (X5 >0).
Veremos que la dependencia acumulativa positiva es la forma minima de

dependencia positiva para garantizar secuencias con més riesgo (en orden stop-

loss) que en el caso independiente. Asi, al tratar dependencias multivariantes
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no podremos definir la clase Ry, 4+ (p1,- -, Pm; @1, - -, Q) restringiéndonos a
aquellas secuencias de riesgos cuyas respectivas covarianzas sean no negativas
(como haciamos en el caso bivariante) sino que deberemos limitarnos a aquellas
con dependencia acumulativa positiva. Esta serd la misma condicién que re-
sulte para el caso mds general de secuencias incluidas en R,, (Fi,- - -, F,) cuya

definicién procedemos a realizar en el apartado siguiente.

5.3.1.2 Riesgos con distribucién arbitraria

Sea R, (F1,- - -, Fiy) la clase de todas las secuencias de riesgos con distribuciones
marginales F}, -+, F,,, dadas. Para cualesquiera (X1, -+, X;n) € Ry, (F1,- -+, Fpn),
tenemos

Fi(x)=Pr(X; <z2); Vx>0 (i=1,---,m), (5.16)

siendo su funcién de densidad multivariante la dada en (5.1) y las de distribucién
multivariante acumulativa y desacumulativa las dadas en (5.2) y (5.3), respec-

tivamente.

Estamos ahora en condiciones de deducir cuéles de los elementos de esta clase
estan por encima de la independencia en lo que se refiere a su peligrosidad. Este
resultado se deduce en el siguiente apartado para el caso general de secuencias

de riesgos incluidas en la clase R, (F1,- - -, F},) que acabamos de definir.

5.3.2 Lasclases R, (p1,- -, Dm; a1, Q) Y Ry (F1, -+ -, Fiy)

En este apartado se demuestra que a aquellas secuencias de riesgos con depen-
dencia acumulativa positiva, PC'D, les corresponde una distribucién de la suma
que queda siempre por encima, en orden stop-loss, a la que resulta para el caso
independiente. Este resultado estéd recogido en Denuit, Dhaene & Ribas (2001).

En el apartado anterior hemos visto que en el caso de riesgos dicotémicos, los
conceptos de dependencia positiva mas débiles que la dependencia acumulativa
positiva no implicaban esta ultima. No existe, por tanto, justificaciéon para
tratar en este momento por separado a este tipo de riesgos y podemos limitarnos

a demostrar este resultado en la clase general R,, (F1,- -, Fp,).

Teorema 5.13
Sean (X1, -+, Xm) € Ry, (F1,- -+, Fy,) con PCD en (X4, -+, Xpm), entonces

Xi 4+ Xy Sa Xa 4o+ X,
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donde Xi-,---, X;- son riesgos con marginales F; de X; (i =1,---,m) y mutua-

mente independientes.

Demostracién

Sin pérdida de generalidad, los riesgos X;- y X, pueden ser considerados in-
dependientes (Vi # j, i,5 =1,---,m). Por ser (Xll,- . yX,ﬁ) y (X1, -+, Xm)
elementos de R, (F,- -, F,,), se cumple X 4 X; (i=1,---,m) de donde
surge inmediatamente el cumplimiento de la relacién Xi- <y X;.

Supongamos ahora que
X+ o+ X <aXi+- -+ X

se cumple para k = 1, - -;m — 1. Del teorema 3.10 tenemos que cada una de
estas inecuaciones se mantiene bajo la convolucién de ambas distribuciones con
la de un tercer riesgo independiente. Asi, la ultima de estas inecuaciones da
lugar a

X+ 4+ X+ X Sa X4+ X1 + X (5.17)

Si tenemos en cuenta ahora que existe PCD en (X1, -+, X,,,), tenemos que X,
y X1+ -+ X;n_1 presentan PQD, de donde por el teorema 4.19 resulta

Xit o+ X+ X <a Xi 4+ Xoot + X (5.18)

Combinando (5.17) y (5.18) llegamos al resultado buscado.
O

De la relacién en (5.11), tenemos que este resultado se pueden generalizar
al caso en que exista dependencia cuadratica lineal positiva, asociaciéon o cre-

cimiento condicional en secuencia de los riesgos incluidos en (X1, - -, X).

De este teorema se deduce inmediatamente que para cualquier decisor ad-
verso al riesgo, aquellas secuencias de riesgos incluidas en Ry, (p1, - -, Pm; @1, -
m) Y R (F1,- -+, Fy) que presenten PC'D le suponen un mayor riesgo global
que en el caso independiente. Asi podemos reducir estas clases a las subclases de
secuencias de riesgos incluidas en éstas con dependencia acumulativa positiva.
Llamaremos Ry, + (p1,- - Pm; @1, Qm) ¥ R+ (F1,-- -, Fy,) a cada una de
estas subclases. Cualquier secuencia de riesgos incluida en una de estas dos
subclases presenta PC'D y por los resultados del teorema 5.13 sabemos que la
hipétesis de independencia para los riesgos individuales que la componen lleva

a infravalorar el riesgo que realmente existe. Esto constituye, sin duda, una
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estrategia peligrosa puesto que de hecho se estd sustituyendo la distribucién
real de los siniestros agregados que de estos riesgos se derivan por una menos
peligrosa en términos de orden stop-loss. Esta conclusién generaliza la obtenida
en el capitulo anterior cuando inicamente contemplabamos dependencias entre
dos 1inicos riesgos.

Esté claro que si nos restringimos a las clases Ry, + (p1, -, Pm;Q1, - - - Q)
y R+ (Fi1,- -, Fiy,) la relacién de dependencia més segura la encontramos en
aquellas secuencias formada por riesgos mutuamente independientes. Deduci-
mos en los siguientes dos apartados cudl es la relaciéon de dependencia més
peligrosa en cada una de estas dos subclases. Nuevamente ésta la encontramos
en caso de comonotonia, secuencia para la que, en cada caso, interpretaremos

las relaciones de dependencia que surgen.

5.3.3 Dependencia mas segura y dependencia con mas ries-

go en la clase Ry,  (p1," -, Pmi 1, - -, Q)

Del resultado del teorema 5.13 es claro que en la clase Ry, 4 (p1,- -+, Pm; 1, - - -
Q) el elemento més seguro es aquel formado por m riesgos mutuamente in-
dependientes. Por los resultados del apartado 5.2.6 podemos asegurar que este
elemento forma parte de Ry, 4 (P1,- -+, Pm; 01, -, Q) ya que en caso de inde-
pendencia podemos garantizar crecimiento condicional en secuencia, propiedad
que nos asegura la existencia de dependencia acumulativa positiva.

En cuanto al elemento con més riesgo sera, como veremos, aquel formado por
m riesgos mutuamente comonétonos. Antes de obtener este resultado, queremos
analizar algunas de las relaciones de dependencia que resultan para una secuen-
cia de riesgos mutuamente comonoétonos. De éstas se seguird inmediatamente la

inclusién de esta secuencia de riesgos en la clase Ry, + (p1,- -y Dms @1, -« -, Q).

U U . U (; _
Sean (X1 y e ~,Xm) € Ry (p1,- -, Pm; 01, ) con X7 (i=1,---,m)
mutuamente comondtonos. A efectos interpretativos asumimos, sin pérdida de
generalidad, que los riesgos XV, - - XU estdan ordenados de manera que se

cumple

Pr<p2 < S P, (5.19)

lo cual significa que los riesgos con menor indice tienen una mayor probabilidad

de dar lugar a siniestro.

Por ser la distribucién multivariante de (X{] ,o -,X%) la cota superior de
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Fréchet, estos riesgos cumplen las siguientes relaciones vélidas para todo ¢, j

cumpliendo 1 <17 < 7 < m,

Pr (X7 =0,XV =0)

Pr (X < ap, X7 =0, X7 =0), _, . ki, j
min {1,p;, p;} = pi = Pr(X; =0),

Pr(XiU:O,XJU:aj) = Pr(Xi:O)—Pr(XiU:O,XJU:O) =0,

Pr(X{ =a;, X/ =a;) = 1-Pr(X;=0)-Pr(X;=0)
+Pr (X =0,X{=0) =1-pi—pj+p=1-p;=Pr(X;=q).

(5.20)

Asi, en este caso particular,

)

Pr(X{ =0/x7
Pr (XY =a;/X]
Pr(X/ =0/X7

Pr (XY =a;/XY

0
0

b

) 1
) =0,
Oéj) =0
) 1

a;j

)

relaciones de dependencia que generalizan las obtenidas en (4.21) para el caso
bivariante y que nos indican, ahora, que si un riesgo no da lugar a siniestro,
todos aquellos con menor probabilidad de siniestralidad no lo daran. Igualmente,
cuando un riesgo de lugar a siniestro, todos aquellos con mayor probabilidad de

siniestralidad lo daran también.

A partir de las relaciones de dependencia que acabamos de obtener es ahora
inmediato comprobar que (XlU RS X%) presentan crecimiento condicional en

secuencia. Recordemos que esta relacién de dependencia positiva se da si para

cualquier ¢ = 2, - - -, m, la probabilidad condicionada
Pr (XzU >.13i/X1U :.%‘1,'~~,XZ-U_1 Zl‘i_l) (5.21)
resulta no decreciente en el dominio de X7, ---, XY | respecto a x1, -+, z;_1, para

todo z; > 0. Por pertenecer (X{J,~ . ~,Xg) alaclase Ry, (p1,-+, Pm; a1, *5 Q)
la relacién en (5.21) es equivalente a
Pr (XZU > O/X{J =T, - -7XZ-U,1 = xifl)
= Pr (XlU = al/X{] =T1," " ',Xilil = JJZ'_1>
expresién que en el dominio de XY, -+, XY | inicamente toma valor no nulo en

zj=0yz;=qa; (j=1,---,9—1). De la tltima relacién presentada en (5.20),

tenemos que en el dominio de XV, .- XY |
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1—-p; sizj=oa5,j=1,---,i—1,

Pr(X{J:x1,~--,Xﬁ1:x¢71,X¢U:ai): .
0 en cualquier otro caso,

de donde se deduce inmediatamente el no decrecimiento de (5.21) en este do-
minio.

Asf la secuencia de riesgos mutuamente comondétonos de la clase Ry, (p1, - - -
,Pm; Q1,° * +, Q) presenta crecimiento condicional en secuencia. De (5.11) y el
resultado del teorema 5.9, podemos afirmar que cumple todas las relaciones de
dependencia presentadas en el apartado 5.2 y garantizar su pertenencia a la
subclase Ry, 4 (p1,- -, Pm; 0, - -, Quy) . Veremos a continuacién que éste es el
elemento con mayor riesgo de los incluidos en esta clase. Este resultado fue

obtenido por primera vez por Dhaene & Goovaerts (1997).

El riesgo total de (XlU,- . ~,X,(,{L) € Ry (P1,* Pm; 1, -+ ) con XY

(i =1, -, m) mutuamente comondtonos, vendrd dado por la v.a. suma

S =X+ -+ XY, (5.22)

los valores de la cual se reducen, por los resultados vistos, al conjunto 0, a7 +

Qo, 01 + 0 +ag, a1+ Q.

Observemos que la distribucién de probabilidad que resulta para la v.a. S*

es
P1, si0<s<aq,
FsU(S):Pr(SUSS): Pit+1 sta; 4+ F+a; <s<ay+ o
1=1,2,--,m—1,
1 sis>a;+ -+ am.
(5.23)

En efecto de las relaciones en (5.20), resulta

Fsu (0) = Pr (XU =0, X[ = 0) =p1.

Cuando oy +-- -+, <s<ag+---+ajp1; 1 =1,2,---;m—1,
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Fgu (s) =Pr (SU:0)—|—PI (SU:a1)+Pr(SU = +a2)
+-~-+Pr(SU:a1+a2+~--—|—ai):Pr(szo,w-,Xg:O)
+2 Pr(XY =ar, 4 X =0y, Xy = 0,00, X[ =0)

J J
Jj=1

=p1+ Y Pr(XV =0, XV, =0)=p+) (Pr(X;;1=0)
j=1 j=1

—Pr(XV =0,XY,=0)) =p1+ > (pjr1 —pj) = pit1-
j=1

Mientras que si § > a1 + - - - + Qs

:Pr(XF:O,--~,X%: )—|— Pr(X{]:al,--~,Xf]:ai,

3
XZU+1:0,..-,X,,L§:0)—|—Pr( {J:O‘la"wX%:am)
m—1

=pi+ Y (Pir1 —pi) + (1 —pm) = 1.
=1

Una vez deducida la distribucion de la v.a. suma, sabemos el riesgo total que
se deriva de una secuencia de riesgos mutuamente comonétonos. Nos planteamos
ahora cudl es la “peligrosidad” de la misma en comparacién con la que se deriva
del resto de secuencias incluidas dentro de la clase Ry, + (D1, -« Pmi 01, - Q) -
En el siguiente teorema se demuestra que ésta es la relacién de dependencia més
peligrosa que puede existir en esta clase, en el sentido que, bajo cualquier nivel

de retencion, maximiza las correspondientes primas stop-loss.

Teorema 5.14

Sean (XY, XY) € Ry (P15 P31, -y o) con XY (i =1, - -, m) mutua-
mente comondtonos. Entonces para cualesquiera (Xl, ceey Xm) € Ry + (ph. .
Dmi Q1, - Q) 5 S€ cumple

S gsl SU7

donde S = iXi y SYU = inj
i=1

i=1
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Demostraciéon

Sean las v.a.
S]U:X1U+...+XjU’ Si=X1+---+Xj; j=1,---,m.

Denotaremos a sus respectivas funciones de distribucién por Fgu y Fg; res-
J

pectivamente. De (5.23), tenemos

p1, si0<s<a,
stap +---+a; <s<ap+-- Qg

FS;V(S): Pit1 i=1,2,-j—1

1 sis> oy +-- -+ .

Para j = 1, inmediatamente se deduce S; <4 S7.

Supongamos que se cumple S; < SJU, es decir,
E(S;—d), <qa E(S] —d),, Vd>0.

En general,

oo

d
E(S—d)+:/ (1—Fg(s))ds:E(S)—d+/0 Fs (s) ds

d

y por cumplirse E (S;) = E (SJU) (al tratarse de riesgos con iguales distribu-

. . u .
ciones marginales), S; <q S, equivale a

J

/0 ’ Fg, (s) ds < /0 ’ Fyu (s) ds.

Entonces encontramos que para s < ag + - - - + a5,

Fs, . (s)=Pr(S; <s,X;41=0) < Fg, (s).

Jj+1

Asi, cuando d < ay + - - - + aj,

d d d d
/ Fs,., (s)ds < / Fs, (s)ds < / Fgu (s)ds = / Fgu (s)ds,
0 0 0 ! 0 i

de donde

E(Sj41 — d) gE(Sil—dL, 0<d<on+--+aj

+ J
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Con el fin de probar que la inecuacién anterior se cumple también para d >

a1 + - - - + o, observemos que

Fs(ar+-+a;)=Pr(Xi+ -+ X510 <1+ +aj)
2Pr(X1+-~~+Xj+1§a1+-~~+aj;Xj+1:O)
:PI'(XjJrl:O)PY(X1+°"+XJ'+1 §a1—+—~~~—|—0¢j/Xj+1:0)

=Pr(Xj;1=0)=pj41 = FS,UH (g +- - +aj).
Evidentemente, para todo s > oy + -+ - + a4,
Fs,., (s) = FSJU+1 =1.
Asi, para s > a; + - - + aj,
F5j+1 (s) = FSJUHa

de manera que para todo d > oy +- - - + o
E(Sy —d), = /d (1-Fs,., () ds

/d (1 —stz_z+1 (8)) ds = E(SJUH —d)+,

IN

con lo que se completa la demostraciéon por induccién.

O
Observemos que el teorema se ha probado para la clase general Ry, (p1, - - -, Pm;
a1, Q) . Asi, independientemente de la relacién de dependencia que exista

entre los riesgos de una secuencia cualquiera, sus primas stop-loss quedan siem-
pre por debajo de las que resultan al realizar la hipdtesis de mutua comonotonia
entre los riesgos del conjunto. En consecuencia, la hipdtesis de comonotonia
acota, por encima, el riesgo total de la secuencia. Obviamente esta conclusién

también es vélida para los riesgos de la clase Ry, 4 (D1, - -, Pmi 01, -5 Q).

5.3.4 Dependencia mas segura y dependencia con mas ries-
go en la clase R,  (F1, -+, F,)
En este apartado queremos generalizar los resultados anteriores a la clase R,, +

(Fy,- -, Fpn). Nuevamente del teorema 5.13 es claro que en esta clase el ele-

mento mas seguro es aquél formado por m riesgos mutuamente independientes.
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Igualmente, por los resultados del apartado 5.2.6, podemos asegurar que este
elemento forma parte de Ry, + (F1,- -+, Fpn) ya que en caso de independencia
podemos garantizar crecimiento condicional en secuencia, propiedad que nos
asegura la existencia de dependencia acumulativa positiva.

En cuanto al elemento con maés riesgo serda nuevamente el formado por m
riesgos mutuamente comondétonos. En base al trabajo de Dhaene, Wang, Young
& Goovaerts (1997), analizaremos la relacién de dependencia, asi como el riesgo
total que se deriva de una secuencia de riesgos mutuamente comonétonos. Estos
autores encuentran sus resultados dentro del marco de la teoria dual de Yaari
presentada en los capitulos 2 y 3. Nos restringiremos a este marco dentro de

este apartado.

Comprobaremos, en primer lugar, que la secuencia de riesgos mutuamente
comondétonos incluida en la clase R, (Fi,- - -, F),) pertenece a la subclase Ry, 1
(Fy,- -, Fpn) y ademds cumple todas las relaciones de dependencia positiva pre-
sentadas en el apartado 5.2. Este resultado se debe a Denuit, Dhaene & Ribas
(2000).

Sea XV=(X{,- -, XJ) € Ry (Fy,- -+, Fy) con XY (i=1,---,m) mutua-

mente comonétonos. De (5.14) tenemos que
(Xan o 7X7[r]L) g (Fl_l (U) )T '7F7;1 (U)) .

con U uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1] . De esta igualdad en la dis-
tribucién multivariante de probabilidad se sigue la asociacién en (X oo Xg) .

En efecto, dadas dos funciones no decrecientes ¢1 y ¢2 : R} — R, tenemos que

Cov (¢1 (XY),¢2 (XY)) = Cov (¥1 (U) 4 (V)),

siendo
¥ (U) = o (Fl_l (U)v""Fnzl (U))a i=1,2.

Es inmediato comprobar que 1 y 12 son funciones no decrecientes por serlo
-1 -1 .
(bla(beFl 7"'Fm'ASI

Cov (¢1 (U) ;42 (U)) >0

por ser U es un riesgo asociado (propiedad 1 de la asociacién).

La asociacion de (X v X%) nos permite afirmar que esta secuencia esta

incluida en la clase Ry, + (Fi,- - -, F},,) puesto que de las relaciones en (5.10) se
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deduce la existencia de dependencia acumulativa positiva. Obviamente también
presentara dependencia cuadratica lineal positiva, dependencia cuadratica posi-
tiva por parejas y dependencia positiva de orden. Demostramos, por tltimo,

que los riesgos en XY presentan incluso crecimiento condicional en secuencia.

Recordemos que éste existird si para cualquier i € {2,---,m},
U U U
Pr (Xz >.’Ei/X1 :xlv"'in—l :ZL'ifl) (524)
resulta no decreciente en el dominio de XY, -+, XY | respecto a z1, - -, x;_1,

para todo x; > 0. De (5.14) tenemos que (5.24) resulta equivalente a

Pr(F7H(U) > ay/F N (U) = a1, F2y (U) = 24m0)
= Pr(F7'(U)>ai/Fj(z; —0)<U<Fj(z;), j=1,---,i—1),

donde U es una v.a. uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1] y (z; — 0) =

li —e).
Jim (x5 —¢)

Esta ultima expresion es claramente no decreciente en x1, - -+, ;1 puesto que a
medida que éstos aumentan, aumenta el valor de U y mayor resulta Pr (F;1 U) >

x;) para cualquier valor de x; > 0.

Asi, podemos concluir que el elemento de R, (Fy,- - -, Fy;,) formado por ries-
gos comondtonos cumple todas las relaciones de dependencia positiva presen-
tadas en la seccién 5.2. Obviamente pertenece a la clase Ry, + (Fi,- -+, Fp)
y serd, como veremos, el elemento mas peligroso de los incluidos en esta clase.
Para llegar a este resultado, necesitaremos de los siguientes dos teoremas vélidos

para cualquier secuencia de riesgos mutuamente comonétonos.

Teorema 5.15
Sean XY, - XU riesgos mutuamente comondtonos. Entonces para 0 < p < 1,

se cumple

m

F);{1J+~-~+XU (p) = ZF)Z} (p)
i=1

m (5.25)
St pxu ) =) _Sx! (),
i=1
siendo las funciones F;' y Sy* las definidas en (3.4) y (3.5).
Demostracién
Realizaremos la demostracién para el caso en que las funciones Fx,,- - -, Fx, ,

Fx, +..4+x,, son estrictamente crecientes y continuas (en cuyo caso las respecti-

vas funciones desacumulativas son estrictamente decrecientes y continuas). La
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demostracién para el caso general se encuentra en Dennenberg (1994) pag. 57
y siguientes.

Si XV, ... XY son riesgos comonétonos, de (5.14) tenemos que se cumple
d [ -
(X{]W : ’X’I'[{L) = (Fxll (U) y "FX,}1 (U)) )

siendo U una v.a. cualquiera uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1].

Consideremos un real p, cumpliendo 0 < p < 1. La funcién de distribucién
Fx, 4.+ x,,, cumple
Fxvyogxu (Fx, 0) 4+ Fxl () =Pr(X{ +---+ X[ < Fx/ (p) + -
+Fil(p) =Pr(F! (U)+- -+ Fx' (U)< Fx!(p) +-- -+ Fx! ()
=Pr(U<p) =np
Asi
F§§’+~~+X},{ (p) = Z Fiil (p).
Con el fin de demostrar la segunda de las igualdades, recordemos que por
(5.12) se cumple (XY, .- XU) < (u1 (Z),- -, um (Z)), siendo Z un riesgo
cualquiera y uq, - - -, uy, funciones no decrecientes cualesquiera. Para una v.a. U

uniformemente distribuida en [0, 1], consideremos las funciones no decrecientes

S;(l_l (1-U), (i=1,---,m). Entonces se cumple

Consideremos un real p, cumpliendo 0 < p < 1. La funcién de distribucién

desacumulativa Sx, 4...+x,,, cumple

Sxvi.4xy (5_11 (p)+---+ S)_(,ln (p) =Pr (XY +---+ X7 > S)_(ll (p) + -

A partir de este teorema se deduce el siguiente resultado.

—1 4. . .
'Por ser S;* (i =1,---,n) funciones decrecientes
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Teorema 5.16

Sean XV, -, ng riesgos mutuamente comondotonos. Entonces,
Hy (X{ 4+ X0) =D Hy (X)), (5.26)

=1

siendo Hg (.) el equivalente cierto que resulta para estos riesgos en la teoria dual

de Yaari -dado en (2.12)- bajo una funcidn de distorsion cualquiera.

Demostracién
De (3.9) y (5.25) tenemos

Hy(X{ 4+ +X]) = /05;11+H.+Xm(p>dg(p):/0 (Sx! () +---
+8% () dg(p) = Hy(X1)+- -+ Hy(Xn).
O

De este teorema deduce el siguiente resultado, véalido para cualquier secuen-

cia de riesgos, independientemente de su relacién de dependencia.

Teorema 5.17

Si la funcion de distorsion g es concava, entonces para cualesquiera X1, -+, X,
se cumple

Hy( X1+ +Xp) <Hg(X1)+---+Hy(Xpm). (5.27)
Demostracién

Recordemos la cota superior de (4.31) valida para dos riesgos X, Y cualesquiera

y para cualquier v.a. U uniformemente distribuida en el intervalo [0, 1]
X+Y <y F'(U)+FyH(U).

Aplicando el teorema 3.21, tenemos que para cualquiera funcién de distorsién g

concava, se cumple
Hy (X +Y) < Hy (F5" (U) + Fy' (U)) = H, (X) + H, (V).

donde la ultima de las igualdades se obtiene aplicando (5.26), aplicable por
cumplirse (Fy' (U), Fy' (U)) 2 (X,Y) con X,Y mutuamente comondtonos.

Para j =2,---,m, sean

X=X+ +X,_1, Y =X,.
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Para j = 2, se cumple
Hg (X1 + Xo) < Hy (X1) + Hy (X2).
Si j = 3, tenemos
Hy (X1 + X2+ X3) < Hy (X1 + Xo)+Hy (X3) < Hy (X1)+Hg (X2)+Hg (X3).
Haciendo j = m,

Hg(X1+...+Xm)gHg(X1+--'+Xm71)+Hg(Xm)
SHg (X1+"'+Xm—2)+Hg (Xm—1)+H9 (Xm)
<< Hy (Xy) 4+ Hy (X)) -

O

Estamos ahora en condiciones de comparar el riesgo total que se deriva de
la secuencia (X{,--+,XY) € Ry, (F1,- -+, Fy,) con el que resulta del resto de

secuencias de riesgos incluidas en esta clase.

Teorema 5.18
Sean (XY, -, XV) € Ry y (F1, -+, Fy) con XY (i=1,---,m) mutuamente
comondtonos. Entonces, para cualesquiera (X1, -+, X)) € Ry 4 (F1,- -+, Fin)
se cumple
S<as,

m m
donde § = X,y S =Y xV.

i=1 i=1
Demostracion
Realizaremos esta demostracién bajo el marco de la teoria dual de Yaari. En

éste, por el teorema 3.21, S <y SU, quedard demostrado si para cualquier

funcién de distorsiéon g concava se cumple
Hy(Xy+- 4+ Xp) S Hg (X{ 4+ X)),

siendo (X1, -+, X)), (X{],~ . -,X%) elementos de R,, (Fy,- - -, Fy,) con XV (i =
1,++-,m) mutuamente comondtonos.
De (5.27) tenemos que si la funcién de distorsion g es céncava, para Xy, -+, X;p

se cumple

Hy(Xy+ -+ Xm) <Y Hy (X)),
=1
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Igualmente, de (5.26) tenemos que por ser XV, ---, XU mutuamente comonétonos,

se cumple
m

Hy (X{ -+ X7) =D Hy (Xi),
i=1
para cualquier funcién de distorsién g.
Combinando estos dos resultados, encontramos que para cualquier funcién

de distorsién g céncava, se cumple
Hy (X1 Xo) <D0 Hy (Xi) = Hy (X +--+ X[]).
i=1

O

De este teorema y de (5.14) se deduce inmediatamente el siguiente corolario.

Corolario 5.19
Para cualquier v.a. U uniformemente distribuida en el intervalo [0,1] y para

cualesquiera riesgos (X, -+, Xpn) € Ry (F1,- -+, Fi) , se cumple

iXi <d Zm:Fgl (U).
=1 =1

Este resultado generaliza la cota superior obtenida en (4.31) para el caso

bivariante.

Indicar que estos resultados son validos para la clase general R,,, (F1,- -+, Fy,) .
Asi, independientemente de la relacién de dependencia que exista entre los ries-
gos de una secuencia cualquiera, sus primas stop-loss quedan siempre por debajo
de las que resultan al realizar la hipétesis de mutua comonotonia entre los ries-
gos del conjunto. De estos resultados y de los de los teoremas 5.13 y 5.14 es
inmediato deducir que cuando existe PC'D en (X1, - - -, X, ) la distribucién de los
siniestros agregados que de esta secuencia se deriva queda acotada, en términos
de riesgo, por las distribuciones de Xi- +---+ Xt vy Fy Y (U) +- -+ F;1 (U).
Asi, el elemento més seguro de la clase R, 4 (Fi,- - -, Fi,) es el que se obtiene
en caso de independencia, siendo el mas peligroso el obtenido bajo la hipétesis
de comonotonia.

Realizar la hipétesis de independencia para m riesgos que presenten depen-
dencia acumulativa positiva implica estar infravalorando el riesgo global de esta

secuencia. Esta conclusién generaliza la obtenida en el capitulo anterior cuando
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unicamente contemplabamos dependencias entre dos Unicos riesgos. Senalar,
al igual que entonces, que a pesar de que la hipdtesis de comonotonia pueda
parecer una solucién prudente para salvar este riesgo, ésta es, en la mayoria
de casos, ain mas irreal que la independencia. Es necesario, por tanto, buscar
alguna relacién que nos permita ordenar las secuencias que quedan entre estos

dos extremos.

5.4 Un orden parcial para distribuciones multi-

variantes: Orden supermodular

Una vez encontrado el elemento mas seguro y el mas peligroso dentro de la clase
Ry 4 (Fi1,- -, Fy,), nos plantemos encontrar una relacién de orden que permita
la ordenacién del resto de secuencias de riesgos incluidas en esta clase.

En el capitulo anterior se habia demostrado que el orden de correlacién entre

dos v.a. bivariantes implicaba orden stop-loss entre éstas. Asi
(X1, X2) <c (Y1,Y2) = X1+ Xp <g Y1 + Yo

Aunque no existe una generalizacién del orden de correlacién, <., a dimen-
siones superiores buscaremos, en primer lugar, caracterizaciones equivalentes
que permitan su extension a distribuciones multivariantes arbitrarias.

En el teorema 4.15 del capitulo anterior, habiamos visto la equivalencia de

las siguientes definiciones, vélidas para todo z1,z2 >0

(X1,X2) <. (N1,Y2) & Fx, x, (x1,22) < Fy, v, (21, %2)

= SXth (‘77173:2) < SYI,Y2 (1’17{)32) .

Estas dos definiciones alternativas, dan lugar a definiciones naturales de
ordenes de dependencia multivariante llamados “orthant orders”. Presentamos
a continuacion la definicién de los mismos. Esta se puede encontrar, por ejemplo,

en Shaked & Shanthikumar (1994).

Definicién 5.20

Para dos secuencias de riesgos X = (X1, Xm),Y =1, -+, Y) con fun-
ciones acumulativas de probabilidad Fx y Fy y desacumulativas Sx y Sy,
definimos

(a) ”Upper orthant order”, <y,

X <uo Y 51 Sx (x) < Sy (x), vx € RY.
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(b) ”Lower orthant order”, <j,,

X <10 Y si Fx (X) > Fy (X), Vx € RT

De los resultados de los teoremas 4.15 y 4.17 se deduce que para m =
2, X 216 Y (X <uo Y) implica X7 + X5 < Y7 + Y;. Desafortunadamente,
cuando m > 3 ninguno de estos 6rdenes implica orden stop-loss de las corres-

pondientes carteras. En el siguiente contraejemplo Veremos que incluso cuando

X <uwo Y v X >, Y no se puede deducir Z X; <4 Z Y;.

Contraejemplo
Sean X = (X1, X5, X3) e Y = (Y1, Y2, Y3) dos secuencias de riesgos tales que X

estd uniformemente distribuida en los siguientes seis puntos
(2,2,1) (2,1,2) (1,2,2) (1,1,1) (0,0,2) (2,0,0)
e Y uniformemente distribuida en los seis puntos
(2,2,2) (2,1,1) (1,2,1) (1,1,2) (2,0,2) (0,0,0)

Observemos que

1/6 0<z<1 1/6 0<z<1

Fx,(x)=1¢ 3/6 1<z<2 Fy,(z)=4¢ 3/6 1<xz<2
1 T > 2 1 x> 2

1/3 0<z<1 1/3 0<z<l1

Fx,(x)=< 2/3 1<z<2 Fy,(z)=¢ 2/3 1<xz<2
1 x>2 1 T >2

1/6 0<z<1 1/6 0<z<l

Fx,(z)={ 3/6 1<z<2  Fy(z)={ 3/6 1<x<?2
1 x> 2 1 T >2

Asi X, Y € R3 (Fy, F, F3) por cumplirse X; 4 Y;, 1=1,2,3.

Igualmente sencillos pero largos calculos demuestran que X <,, Yy X >, Y.
No obstante, X1 + X2 + X3 €4 Y1 + Y2 + Y3, ya que por ejemplo

—_

E(X1+X2+X3—4) =

L= > = EWi+Ya+Y;—4),

l\D\»—l
w
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Asi se hace necesario buscar una relacién de orden lo suficientemente fuerte
como para implicar orden stop-loss. Encontraremos ésta en el orden supermodu-
lar. Introducimos en el siguiente apartado el concepto de funciéon supermodular.

A partir de ésta serd posible definir el orden supermodular.

5.4.1 Funcién supermodular

Definicién 5.21

Una funcion ¢ : R™ — R es supermodular si

¢(m17...7$i+57...7xj+§’...7:1:m)_¢(x17...7xi+€7...,$j’...7xm)

2d)(xl’...’xi’...’x‘j+5’...,xm)7¢(x1’...’xi,...’xjv...’xm)
se cumple para todo x € R™, 1 <i<j<m ytodoe,d > 0.

En nuestro caso nos restringiremos a funciones supermodulares definidas en
m
R

; Qué significa la supermodularidad de ¢? Intuitivamente si consideramos
que x1,- -+, Ty, son las cuantias individuales de siniestro correspondientes a m
asegurados y ¢ (x1,- -, z,,) es la pérdida de la compaiifa de seguros por estos
siniestros, entonces la supermodularidad de la funcién ¢ significa que las con-
secuencias del incremento de un siniestro individual son peores cuanto mayores

sean las correspondientes al resto de siniestros.

De (5.28) podemos deducir el siguiente resultado.

Teorema 5.22
Sea ¢ : R' — R una funcién como minimo dos veces diferenciable, entonces ¢
es supermodular si, y solo si, cumple
%>O vxeRT 1<i<ji<m
O0x;0x; — ’ o= -
Demostracion
De (5.28) tenemos que ¢ es supermodular si para todo &, > 0 y para cualquier

par de argumentos i, con 1 < i < j < m se cumple

(b(xl,...7wi’...,xj+67...7xm)_¢(x17...’aji’...7xj7...7xm)

S ¢(x17"'a$i+€a"'7$j +(5,"',xm)—¢($1,"',$i+<€,"',J?j,"',me).
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Por ser € > 0, esta condicién equivale al no decrecimiento de
¢(x17"'axia' c Ty +6a7$m) —¢($1,' ey Lgy 'axj7"'axm)a

en x; para todo x;,0; § > 0. Asi

8¢($17"'7$i7" 7xj+57 "7x’m) > 8¢($1,' cy Lyt 'axja"'u‘rm)
ox; - ox; '

Por ser § > 0, esta tltima condicién equivale al no decrecimiento de

ad)(xla"'amia'"axj7"'awm)

al‘i

en xj, de donde se deduce la condicién dada en el teorema.

5.4.2 Orden supermodular

Dentro de este apartado introducimos el orden supermodular entre dos secuen-

cias de riesgos y comprobamos algunas de sus propiedades.

Definicién 5.23
Sean X = (X1, -, Xm) e Y =(Y1,- - -, Y,,) dos secuencias de riesgos cualesquiera.

Diremos que X precede a Y en orden supermodular, X <,,,Y, si
E(¢(X)) < E(o(Y)), (5.29)

para todas las funciones supermodulares ¢ : R — R para las cuales la espe-

ranza erista.

De la definicién de funcién supermodular parece poder intuirse que el or-
den supermodular es un orden de dependencia. Las siguientes propiedades nos

permitiran confirmar este punto.

1. X< Y =X <Yy X>,Y.

Observemos que para cualquier t = (t1,- - -, t,,) € R, las funciones indi-
cadoras
d)l (Ila' : '7=Tm) = I(xl > t17' Cy Ty > tm)

¢2 (xla"'amm) :I(l‘l Stlv"'axm Stm)
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son funciones supermodulares, por ser

?¢1 (x1,- -+, Tm) _ O (1, -+, Tm)

0x;0x; dx;0x; =0

Para estas dos funciones, X <,,,Y tal y como se ha definido en (5.29)

tiene las siguientes dos implicaciones
(a)

E(I(Xy >t Xm>tn) SEI (YL >t Yy >tn))
#SX(t)SSY(t), VteRT

éFx(t)SFy(t), VtERT

De (a) y (b) se deduce inmediatamente la propiedad enunciada.
2. X<, Y=2Xi LY, i=1,--m.
Observemos que las funciones
Qsi (.’1/'17' . '7xm) = f(xl)7 1= 17' c,m

son supermodulares para cualquier f: Ry — R, por ser

82¢i (1'17 N '7xm)
8xi8xj

=0, i=1,--,m.

Asi X <,,,, Y implica
para cualquier f: Ry — R.
Para un real ¢ > 0 cualquiera, escogiendo las funciones indicadoras
fi(@)) =1(z; >1t) vy fo(z) =1(z; <)
la desigualdad anterior implica
FXi (t) SFYI (t)a i=1,---,m,
SXi (t) S Syl. (t), 1= 1,- s, M,

relaciones que unicamente pueden cumplirse a la vez cuando las distribu-

ciones marginales asociadas a cada uno de los riesgos en X e Y son iguales.
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3. X< Y = Cov(X;, X;) <Cov(Y;,Y;), 4,5 =1,---,m; i # j.

La funcién

¢ (@1, ) = @ix;

es supermodular para cualesquiera i,j = 1,---,m; i # j, por ser
32(25 (1.1,. . .’xm) _1
axiaxj ’

Asi, X <,,, Y implica
Cov (X;,X;) < Cov (Y,,Y;),
puesto que como acabamos de ver se cumple X; 4 Y, i=1,---,m.

De la segunda de las propiedades se sigue que el orden supermodular tnica-
mente se puede definir entre secuencias en Ry, (F,- -, Fp,). Asi, el orden su-
permodular es realmente un orden de dependencia tal y como intuiamos de su
definicién. Las propiedades 1 y 3 refuerzan esta conclusién. En el siguiente
apartado veremos que el orden supermodular permite ordenar, en términos de

riesgo, los diferentes elementos en R, (F1,- -+, Fi,) .

5.4.3 Orden supermodular y orden stop-loss

En el siguiente teorema se prueba que el orden supermodular entre dos secuen-
cias de riesgos implica orden stop-loss para el riesgo total que se deriva de cada

una de ellas. Esta demostracién se debe a Miiller (1997).

Teorema 5.24
Sean X = (X1, -, X)), Y =(Y1,--,Y,) € Ry, (F1,- -+, Fy,) cumpliendo
X <Y, entonces

§<a 8,

donde S = iXi Yy S = iYi'
=1 i=1

Demostracién
Si X <., Y
E(¢(Xy,-Xn) <E@Y1,--Yn))

para todas las funciones supermodulares ¢ : R — R para las cuales la espe-

ranza exista.
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Si elegimos
¢(‘T1a' ! '7l'm) = f(xl + +‘Tm)7

por (5.28), ¢ es supermodular, si, y sélo si,
Jlatetd)—fle+e)zf(o+)-f @)

para todo « € R y todo ¢, > 0, es decir, si, y sélo si, f es convexa.

Asi, para toda funcién f no decreciente y convexa se cumple
E(f(Xi+ - 4+X ) <E(fM+--+Yn),

de donde se deduce inmediatamente la relacion de orden stop-loss buscada.
O

De este teorema se sigue que el orden supermodular entre dos secuencias
de riesgos incluidas en R,, (Fi,: - -, F},) es un buen instrumento para comparar
el riesgo total que de cada una de ellas se deriva. Obviamente también serd
vélida para comparar las incluidas en la subclase Ry, 4 (Fi,- -+, Fy,). Asi, en-
contramos en el orden supermodular la herramienta que permite llegar a la
ordenacion que realizaria cualquier decisor adverso al riesgo de todas aquellas
que, por su relacién de dependencia acumulativa positiva, han quedado entre
la independencia y la comonotonia. Sin embargo, en la mayoria de situaciones
practicas resultard muy dificil comprobar la existencia de orden supermodular
a partir de la definicién dada para el mismo. Asi, queda abierta una gran linea
de investigacién en lo que se refiere a la obtencién de alguna definicién equiva-
lente para el orden supermodular que resulte mas facilmente manejable y que,
en consecuencia, permita ampliar sus posibilidades de aplicacién en situaciones

préacticas hoy por hoy muy limitadas.
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Parte 11

Dependencia positiva. Su
influencia en el riesgo de la
cartera. Carteras de

seguros de vida
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Capitulo 6

Hipodtesis de independencia

6.1 Introduccion

Tradicionalmente cualquier compania aseguradora ha tratado de estimar la dis-
tribucién de probabilidad de la pérdida total asociada a cada una de sus carteras
de riesgos durante un periodo especifico, v.a. a la que llamaremos en los que
sigue coste total. Con ella se tiene una medida del riesgo de la cartera. La
determinacién del coste total de los siniestros producidos en una cartera durante
un cierto periodo de referencia puede realizarse dentro del modelo individual o

del colectivo de la teoria del riesgo.

El modelo individual analiza los riesgos uno a uno, supone conocida la dis-
tribucién de probabilidad de cada uno de ellos y en lo que se refiere a éstas
supone que se trata de riesgos que como maximo pueden dar lugar a un sinies-
tro, la cuantia del cual puede ser fija o aleatoria. La siniestralidad total de
la cartera resulta entonces, de la suma de los diferentes siniestros individuales.
Este modelo exige conocer las distribuciones individuales asociadas a cada uno
de los riesgos individuales, circunstancia que ha limitado su utilizacién a carteras
de seguros cuyas prestaciones estén relacionadas con la muerte del asegurado
(seguros de vida, planes de pensiones,...) ya que en estos casos las distribuciones

de probabilidad resultan de las tablas de mortalidad.

El modelo colectivo, por contra, trata globalmente los siniestros produci-
dos en cada cartera. Para un determinado periodo, supone conocida la dis-

tribucién de probabilidad del ntimero de siniestros que se produciran y exige

139
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que la cuantia de cada uno de ellos esté idénticamente distribuida de acuerdo
a una determinada distribuciéon de probabilidad también conocida. Con estos
datos, la recurrencia de Panjer (1981) permite de una manera répida y cémoda
el célculo de la distribucion del coste total.

Este tipo de modelizacién ha sido mayoritariamente utilizada en seguros con
alguna cobertura relacionada con danos materiales (seguros de automoéviles, se-

guros de hogar, seguros de incendios,...).

Dedicaremos la segunda parte de este trabajo a determinar la distribucién
del coste total dentro del modelo individual de la teoria del riesgo. En este
modelo, a pesar de su aparente simplicidad, este objetivo presenta una mayor
complejidad matematica que en el caso colectivo. Por ello, la teoria del riesgo
ha venido asumiendo tradicionalmente que dentro del modelo individual los
diferentes riesgos que componen una cartera son mutuamente independientes.
Esta hipotesis se crefa hasta hace poco insalvable puesto que tinicamente con ella
parecian resultar modelos manejables a nivel tedrico. Como hemos visto en la
primera parte de este trabajo, si existen dependencias positivas entre los riesgos
que componen la cartera, la hipétesis de independencia lleva a infravalorar el
riesgo realmente existente. Asi, cualquier politica basada en la distribucién del
coste obtenida bajo la hipétesis de mutua independencia resulta peligrosa puesto

que presupone un riesgo menor al real.

Aunque romperemos la hipétesis de independencia a partir del siguiente
capitulo, en éste queremos mantenerla. Nuestro objetivo aqui no es otro que
presentar algunas de las metodologias aparecidas en la literatura a finales de
los 80 y principios de los 90 para llegar a determinar el impacto monetario del
total de siniestros producidos en una cartera durante un periodo determinado.
Coincidiendo con el avance de la informadtica, en esta época aparecieron gran
cantidad de resultados tedricos que han dado lugar a nuevos procedimientos
para la obtencién numérica de soluciones exactas al problema que nos ocupa.
Se trata de métodos recurrentes que reducen el volumen de calculos necesarios
para la obtencién de resultados exactos, hasta entonces tinicamente posibles por
convolucién. El primero de ellos se debe a De Pril quién, en 1986, derivé una
formula recurrente que permite el calculo exacto de la distribucion del coste
total en el modelo individual de vida (cartera compuesta por seguros de vida
cuyo capital es pagadero en caso de muerte del asegurado). De Pril (1989) gene-
ralizé la recurrencia exacta al modelo individual de riesgo con cuantia aleatoria

de los siniestros y propuso aproximaciones de orden r a la misma. Desde un
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punto de vista practico, estas aproximaciones pueden resultar interesantes en
carteras de gran tamano, ya que en estos casos la obtencion de la distribucién
exacta requiere de un numero de calculos a menudo prohibitivos atn con los re-
cursos informaticos actuales. No obstante, estas aproximaciones no son nuevas.
Anteriormente ya encontramos en la literatura recurrencias para aproximar la
distribucién del coste total dentro del modelo individual. Kornya (1983) pro-
puso una recurrencia aproximada para el caso del modelo individual de vida.
Esta fue generaliza al caso de siniestros arbitrarios por Hipp (1986) quién, en el

mismo ano, propuso también una nueva recurrencia alternativa.

En lo que se refiere a recurrencias exactas, debemos senalar también los re-
sultados de Waldmann (1994), quien reformuld el algoritmo de De Pril (1986)
para la obtencién de la distribucion del coste total en el modelo individual de
vida, reduciendo el niimero de cédlculos necesarios para llegar a la misma. Final-
mente, Dhaene & Vanderbroek (1995) presentan un nuevo algoritmo para llegar
a la distribucién exacta del coste total en el modelo individual. La recurrencia

de Waldmann (1994) surge como caso particular del mismo.

Hasta ahora hemos mencionado los resultados obtenidos de manera natural
dentro del modelo individual de la teoria del riesgo. Algunos autores han cues-
tionado la eficacia préactica de los algoritmos recurrentes que de él se derivan. Ar-
gumentan que no merece la pena malgastar mucho esfuerzo en el célculo exacto
de la distribucion del coste total ya que los datos utilizados contienen errores en
si mismos que hacen imposible llegar a tal exactitud en los resultados. Aunque
a primera vista pueda parecer que el modelo individual inicamente asume como
hipétesis la independencia entre los contratos, siendo el resto reflejo de la reali-
dad, debemos tener en cuenta que toma como datos las probabilidades de unas
tablas de mortalidad que aunque se actualizan peridédicamente contienen errores
y en ningln caso coincidirdan exactamente con las de la poblacion asegurada en
la cartera. Incluso suponiendo que las probabilidades de siniestralidad pudieran
conocerse con exactitud, la realidad se aleja del modelo individual en diferentes
aspectos: Pueden existir dependencias entre los diferentes riesgos asegurados,
riesgos duplicados y, en cualquier caso, es necesario redondear los capitales ase-
gurados a unidades enteras y lo suficientemente pequenas como para poder ser
tratados con métodos de calculo numérico. Por todo ello, muchos autores (ver
por ejemplo, Kaas & Gerber (1994)) proponen aproximar el modelo individual a
partir del modelo colectivo bajo el cual, la recurrencia de Panjer (1981) permite

de manera rapida y cémoda el célculo de la distribucion del coste total.
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En el mismo sentido, Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1988a,b, 1989)
proponen una combinacién entre el modelo individual y el colectivo. Surge asi,
un modelo mixto que propone el cédlculo de la distribucién del coste total uti-
lizando una aproximacién colectiva para la mayor parte de riesgos y tratando
como individuales tinicamente a aquellos riesgos que mas incidirdn sobre la

siniestralidad total de la cartera (aquellos con mayor capital asegurado).

Tras describir el modelo individual de la teoria del riesgo, en este capitulo
presentamos los diferentes métodos mencionados para el calculo de la distribucién
del coste total. A pesar de las criticas existentes, creemos interesante incidir es-
pecialmente en las recurrencias exactas derivadas dentro del modelo individual
va los recursos informaticos actuales las hacen viables en la mayoria de los casos
y, en un futuro, seguramente no tenga sentido plantearse limitaciones derivadas
de problemas de célculo. Creemos ademds, que si realizamos el esfuerzo de sal-
var la hipétesis de independencia debemos también ser capaces de reflejar lo
mas exactamente posible la realidad existente. Estas razones son las que nos
llevan a realizar calculos numéricos tinicamente para las recurrencias exactas y

a restringirnos a éstas en los capitulos que siguen.

6.2 El modelo individual de riesgo

Consideremos una cartera con n pélizas (riesgos), X1, - -, X,, las cuales como
méaximo pueden producir un siniestro durante un perfodo determinado (por
ejemplo, un afio). Supondremos que la cuantia asegurada, pagadera en caso
de que el siniestro se produzca en el periodo considerado, es un nimero entero

multiple de una unidad monetaria cualquiera.

Siguiendo la nomenclatura de De Pril (1989), reclasificaremos la cartera en

a x b clases tal y como se muestra en la siguiente tabla
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Distribucién de la cuantia

Prob. siniestro fi1 () fa (z) . fi(x) - fa ()
q1
q2
q;j Nij
Qv
siendo

fi (z) : Funcién de densidad de probabilidad de la cuantia que se pagard en
caso de siniestro de una pdliza en la columna i-ésima, i = 1,2,---,a; © =
1,2,---,m;. Se trata de la distribuciéon condicional de la cuantia en caso

de siniestro con lo cual evidentemente se cumplird f; (0) = 0.

Supondremos que esta funcién es conocida.

g; : Probabilidad de que una péliza en la fila j-ésima produzca siniestro, j =
1,2, b.

Esta probabilidad se considera también conocida.
ni; : Nimero de pdlizas en la columna i-ésima y fila j-ésima.
Definimos:

p; = 1 — g;: Probabilidad de que una pdliza en la fila j-ésima no produzca
siniestro.
a
n; = Z n;;: Nimero de pdlizas con probabilidad de siniestro igual a g;,
i=1
b
n= an: Ntmero total de pdlizas.
j=1
a b

m = E E n;; m;: Cuantia maxima que puede pagar la compaiiia por los
i=1 j=1
siniestros de la cartera.
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Cada pdliza supone el pago de una cuantia en caso de siniestro dada por la
funcién f; (z), con lo que constituye para el asegurador un riesgo individual X,

con funcién de densidad de probabilidad

Dj siz =0,
q; fi (z) siz=1,2,---,m,.

Sea S la v.a. que recoge el coste total (riesgo total) de los siniestros pro-
ducidos en la cartera durante el periodo considerado. Esta vendrd determinada
por la suma de las cuantias de los siniestros que se produzcan en cada podliza
individual. Asi

n a b
i=1 i=1 j=1
con

a b my
E(S) :Zznijqj'z$fi (). (6.3)

i=1 j=1

A lo largo de este capitulo supondremos que los riesgos individuales, X, - -

-, X,,, son mutuamente independientes, con lo que sabemos ademaés que

2

a b m; a b m;
Var(S) = Zznij%’ szfi (z) — Zznij%' Zxﬁz ()] . (6.4)

i=1 j=1 i=1 j=1

En lo que sigue, trataremos de determinar la distribucién de probabilidad de
la v.a. S (funcién de densidad de probabilidad y funcién de distribucién). Adn
con la simplificaciéon que supone la introduccién de la hipdtesis de independen-
cia, la dificultad en la evaluacién de la distribucién del coste total subsiste. No
obstante, cuando la cartera tiene un nimero pequeno de pdlizas podemos cal-
cular directamente la distribucion del coste total de manera recurrente a partir
de la distribucién de los riesgos individuales dada en (6.1). Asi, la funcién de
densidad de probabilidad,

fs(s)=Pr(S=s)=Pr(X;+Xo+ ---+X,=5), s=0,1,2,---,

se obtiene mediante la convolucion de las distribuciones individuales, es decir,

calculando en primer lugar

f (s) = Pr (X1 =5) = fx, (s) (6.5)
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y a partir de ésta aplicando la férmula recurrente
FF ) =D s —y) fx, (v), 5=0,1,2,--- (6.6)
y=0

Asf con (6.6) podemos calcular f¢?(s) a partir de (6.5), y a continuacién
33 (s), f&* (s), - hasta obtener la n-ésima convolucién que nos dar4 la funcién
deseada, f¢" (s) = fq(s).

Para poder aplicar esta técnica de convolucién es imprescindible que los

diferentes riesgos individuales sean independientes.

A pesar de la simplicidad analitica en la formulacién de esta técnica su uso
no es nada recomendable en situaciones practicas. Podemos hacernos una idea
de ello a partir de los siguientes dos sencillos ejemplos en los que unicamente

consideramos carteras con tres poélizas.
Ejemplo 6.1

Supongamos una cartera con tres asegurados a los que llamaremos X1, X5 y
X3. Cada uno de ellos tiene contratado un seguro de vida cuyo capital pagadero
en caso de muerte es de 1, 2 y 3 u.m. respectivamente. El asegurador estd
interesado en conocer los pagos a que deberd enfrentarse durante un determinado
periodo, supongamos, por ejemplo, un afio. A partir de las tablas de mortalidad
sabra la probabilidad de muerte de cada uno de los asegurados durante ese ano,

sean éstas qi,q2 v ¢s.

Siguiendo la nomenclatura anterior la cartera es la siguiente:

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3
¢ 1 0 0
0 0 1 0
qgs 0 0 1

En este caso m = 6 (cuantia méxima que pagard el asegurador, en caso de

muerte de los tres asegurados).

Aplicando (6.6) y teniendo en cuenta que f¢! (s) = fx, (s), tenemos

fs(0) = f?(0) = fs?(0) fx, (0) = 5 (0) fx, (0) fx, (0) = p1paps.
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fs (@) = f&2(Q)=f57 (1) fxs (0) + 52 (0) fx, (1) = £ (1) fx, (0) fx, (0)
+£57(0) fx, (1) fx, (0) + £ (0) fx, (0) fxs (1) = q1 p2 ps-

La funcién de densidad de probabilidad de S resulta ser

fs(s)=Pr(S=ys)
P1p2ps3
q1p2p3
P1G2ps3
q192p3 + P1P2gs3
q1p293
P142G3
4149293

6
D fs(s)=1.
s=0

DU A W NN O|W®

Ejemplo 6.2

En el ejemplo anterior introduzcamos ahora una cobertura adicional. Supon-
gamos que el capital que se paga a la muerte del asegurado se dobla si el ase-
gurado muere por accidente. Sea la probabilidad condicional de muerte por
accidente (condicionada a que la muerte se ha producido) constante para los
tres asegurados e igual a .

En este caso, la funcién de densidad de probabilidad de la cuantia en caso

de siniestro viene dada por

11—« six =1,
filx)=1¢ « si x = 21,
0 en cualquier otro caso,

siendo ahora la cartera

Distribucién de la cuantia

Prob. siniestro fi(z) f2 (z) f3 (2)
T 1 0 0
q2 0 1 0
g3 0 0 1
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Aplicando (6.1) tenemos la distribucién que resulta para cada riesgo individual,

Dj siz =0,
q; (1 —a) siz =1,
fxy (@)=1¢ " . .
q; o six = 21,
0 en cualquier otro caso.

Si hacemos ahora la convolucién segin (6.6) llegamos a la distribucién de pro-
babilidad:

fs(s)=Pr(S=s)
Pp1p2p3
(1 — ) qip2ps
(1 — a)p1g2ps + aqip2ps
(1 —=a)[(1 = @) q1g2p3 + p1p2gs]

(1 —a)q[(1 — a)p2gs + ageps] + apigeps
(1 =) [(1 — @) p1g2gs + aq1 (g2p3 + p2g3)]
a(aqigaps + pip2as) + (1 — @) q1g243
a(l—a)g(qp2 +pig2 + (1 — @) q1g2)
a(l—a)gqs (1 —aq) +a*qpags
a(l—a)qqqs
?q2q3 (1 — oqr)

a? (1 - a) q1g2q3

03(11 q243

12
> fs(s)=1.
s=0

© 00 N O U kW N~ Ol®w

_ = =
N = O

Observemos que en este segundo ejemplo el calculo directo de la distribucién
del coste total por convolucién ya se ha complicado bastante a pesar de que se
trata de una cartera con tunicamente tres pdlizas. Evidentemente cualquier
cartera real tendra bastantes més de tres poélizas aseguradas. Asi, esta técnica
no es viable y es necesario buscar otros métodos que pasamos a recoger en los

siguientes apartados.
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6.3 Distribucion del coste total: Recurrencias

para su calculo exacto

6.3.1 Modelo individual de vida. Recurrencia de De Pril
(1986)

En base al modelo individual de la teoria de riesgo descrito en el apartado
anterior, queremos ahora reproducir la recurrencia de De Pril (1986). Con ésta
llegaremos al calculo exacto de la distribucién de probabilidad del coste total de
los siniestros de una cartera de seguros de vida con n contratos, cada uno de los
cuales garantiza el pago de un capital i, i = 1,2, ---, a, en caso de que se produzca
el siniestro dentro del periodo considerado. La distribucién de probabilidad de

la cuantia a pagar en caso de siniestro es ahora

1 six =1,

0 en cualquier otro caso,

Asi, se trata de una cartera cuyos riesgos individuales tienen una distribucién

dicotémica definida por

Dj siz =0,
fx, @) =Pr(Xy=a)={ "’

q; six = i.

Observemos que estamos ante el tipo de riesgos que hemos venido definiendo
como riesgos con distribucién dicotémica. Remarcar ahora que este tipo de
modelizacion se utiliza normalmente para reproducir el comportamiento de una
cartera de seguros de vida cuyas pélizas garantizan a su tomador el pago de un
capital constante (que consideramos entero y miltiple de una u.m. cualquiera)
en caso que la muerte del mismo se produzca dentro del perfodo considerado.
En base a la nomenclatura introducida en este capitulo, estamos considerando

la siguiente cartera



6.3. RECURRENCIAS PARA SU CALCULO EXACTO

149

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 ce 7 a
q1
q2
q; Nij
qb

Para esta cartera podemos calcular la distribucién de probabilidad del coste

total S, fg, a partir de la recurrencia obtenida por de Pril (1986) que presen-

tamos en el siguiente teorema. Esta recurrencia generaliza la formula de White

& Greville (1959) para la obtencién de la distribucién del nimero de siniestros.

El desarrollo de la misma estd inspirado en el algoritmo de Kornya (1983) y en

la recurrencia de Panjer (1981) para el modelo colectivo.

Teorema 6.3
Sea

k
A(l k' k+1lznw () ’

entonces resulta la siguiente recurrencia para fg :

o =1L =TT 0"

j=1 i=1j=1

min(a,s) [s/1]

s fs(s Z ZAzk fs(s—ki), s=1,2,--
i=1 k=1

siendo [.] la funcion parte entera.

Demostracién

Consideremos la funcién generatriz de probabilidad de la v.a. S

u):ZfS(S u® = fs(0 —I—Zfs u®.

s=0
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Dado que S = X; + Xo + - - - + X,,, siendo X1, Xo, - - -, X,, mutuamente inde-

pendientes podemos reescribir la anterior funcién como

n a b
Gs(u) = Gxi4xottx, (u) = HGXi (u) = H H (Gx,, (u))”w‘

i=1j=1
= H H (pj + q; UZ) . (6.10)
i=1j=1
Haciendo u = 0 en (6.10) inmediatamente resulta (6.8).

Para demostrar (6.9) en primer lugar tomamos logaritmos a ambos lados de
(6.10), de donde resulta,

InGg (u ZZn” pJ—i—qJ )

i=1 j=1

Derivando esta expresién tenemos:

Cs(t) 14 2
Gz(u) = ZZn”zu p—&—q]ul ZZ””ZU 1J<p]+]qu1)

i=1 j=1 i=1 j=1

oo k
_ Dy
{pj+Qj 1+%Uz E:O ( ) }

SO RIS S

i=1 j=1 Pj =
q o] . k—1
;o i—1 9] 1[4 i
S NATELD I O
i=1 j*l Pi = Pj
qj k g p
i—147 +1 j i J
= nij iU u ,
S e () ()]
= k+1 4§ :
+1 (49 ki—1
S5 2T I C
i=1 j—=1 k=1 Pj
a oo b q; k
_ ZZ (71)1@4—12.2“” <J> SR
i=1 k=1 j=1 Pj
- At
i=1 k=1
donde A (i, k) es la definida en (6.7). Asi,

G ( (W) > alik) (6.11)

i=1 k=1
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A fin de calcular la derivada de orden s — 1 de esta ultima expresiéon en

= 0, observemos el comportamiento de las derivadas sucesivas de Gg (u) y

a o0
Z Z (i,k) - u*~! en u = 0. Para la primera expresién tenemos
1=1k=1

)= sfs(s) ut=Ffs(1)+ Y s fsls) ul, (0) = fs (1)
s=1 =2
GEu) =Y s(s—1)fs(s) u2=2fs(2)+ Y s(s—1)fs(s) u"2,
—92 s=3

Gy ) =(s—1)! fs(s—1).

En cuanto a la segunda, haciendo v (u) = >_ Y A (i, k) uF*~! resulta
i=1k=1

o

<
—~
(=)
=

I
—
~—

. BN
M@’:

@
Il
-
=~
Il
—

18

C\
—
8
&
I

(ki—1) AG, k) u%=2, o/ (0)=A(1,2)+A(2,1).

(ki —1) (ki —2) A(i,k) uF=3, 0" (0) =2 [A(1,3)+ A(3,1)].

%
S
m
M
8

i=1k=1
V" (1) = ;é (ki — 1) (ki — 2) (ki —3) A (i, k) ubi-
V" (0) = 31 [A(1,4) + A(2,2) + A(4,1)].

y, en general, la derivada de orden s — 1 en u = 0 es

min(a,s)

O =(s—t Y A(s,§)

i=1/3=[3]"

Ya estamos ahora en condiciones de calcular la derivada de orden s —1 de (6.11)
en u = 0 a partir de la férmula de Leibnitz. Recordemos antes esta férmula
que, en general, nos da la derivada de orden n de un producto de dos funciones.

Sea [ un entero cumpliendo 1 < [ < n. Entonces para dos funciones u,v como

i€ V(s),siendo V (s) = {i e N /1 <i<min(a,s) A 2= 2]}
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minimo n veces derivables en sus respectivos dominios,

un)v+ <T17“) n—1) /+ 4 (7>unl)vl)++uvn)

i (Z) u R k),

k=0

(uwv)”

La derivada de orden s — 1 de (6.11) en u = 0, aplicando Leibnitz resulta

min(a,s)
sl fs (s) = (s — 1) Z Z A(i,’;)fs(s—k),

i= 1/ kE_ k]
de donde simplificando y reagrupando términos tenemos

min(a,s) [?]

s fs(s Z ZAzk fs(s—ik).

=1 =

O

Haciendo @ = 1 en (6.8) y (6.9) inmediatamente obtenemos la recurren-
cia para el calculo de la distribucion de probabilidad del ntimero de siniestros
obtenida por White & Greville (1959).

Corolario 6.4
Sea
b
A(k)=A(1k) = (=)D ( )
j=1
entonces la distribucion de probabilidad del numero de siniestros se obtiene a

partir de la recurrencia

0) =[] @)™

j=1

sfn(s)=>» Ak)fn(s—k), s=1,2,---,n. (6.12)
k=1
6.3.2 Modelo individual. Riesgos con distribucién de cuan-
tia arbitraria
Reproducimos a continuacién, tres de las recurrencias propuestas en la literatura

actuarial para el cédlculo de la distribucién del coste total en caso de que la

cuantia a pagar en caso de siniestro se distribuya segtiin una funcién f; dada.
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Las dos primeras son dos versiones de un mismo método recurrente recogido
en De Pril (1989), la tercera fue obtenida por Dhaene& Vanderbroek (1995)
y como veremos mejora a las anteriores en el caso de carteras que no sean
muy heterogéneas. En cualquier caso, si seguimos la nomenclatura anterior nos

encontramos ante la siguiente cartera:

Distribucién de la cuantia

Prob. siniestro fi1 () fa (z) o fi(x) - fa ()
q1
q2
q;j Nij
Qb

y las recurrencias presentadas permitirdn el cdlculo de la funcién de densidad
de probabilidad del coste total S, fs.

6.3.2.1 Recurrencias de De Pril (1989)

Los teoremas 6.5 y 6.6 contienen dos versiones de un método recurrente que
permite el cédlculo exacto de la distribuciéon de la siniestralidad agregada. El
primero se basa en una férmula recurrente en dos etapas mientras que el segundo,
contiene convoluciones de orden superior a uno de la distribucién de la cuantia

en caso de siniestro y, en general, se trata también de una férmula en dos etapas.

Teorema 6.5

Para el cdlculo de fs resulta la siguiente recurrencia:

b
H p;)" = HH )", (6.13)

j=1 i=1j=1

s fs(s ZZnUZwU fs(s—xz) s=1,2,---,m, (6.14)
=1

=1 j=1
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donde las funciones auziliares w;; se obtienen a partir de la recurrencia
45
wi; (1) = D fi (1),

Wi (1‘) = ZT x fl Zfz wz] xr — ) T =2,--,my, (615)

m;

w;; () = qJZfZ ) wij (x — k) r=m;+1,---
Lt

Demostracion
La funcién generatriz de probabilidad de la v.a. S es

m

Gs(u) = > fs(s) u®

a b
ITII s +4 Gs ()™ (6.16)

i=1j=1

siendo G; (u) la funcién generatriz de probabilidad de f;, es decir,

u) = szi (x) u® (6.17)

Haciendo u = 0 en (6.16) inmediatamente resulta (6.13).

Para demostrar (6.14) en primer lugar tomamos logaritmos a ambos lados de
(6.16), de donde resulta

lnGs Zznzg ln p; +q; Gi ( ))

=1 j=1
Derivando esta expresién tenemos
G/ ij ’i ) .
Lz; jzl pj JF qj Gi (u)

Si tenemos en cuenta el comportamiento de la primera derivada de la funcién

generatriz de probabilidad de la cuantia, dada en (6.17)

= Zx fi(2) w1t = Zx fi(2) w1t = Z(gc—i— 1) fix+1) u®
r=1 z=1 z=0
podemos definir
/
Wij (u) = L wa x+1) (6.18)

p]+q] z=0
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siendo w;; una funcién auxiliar que posteriormente determinaremos.
Asi

G (u) = Z Z nij Z wi; (x+1) (6.19)
i=1 j=1
Aplicaremos la derivada de orden s —1 a ambos lados de (6.19) en u = 0 a partir
de la férmula de Leibnitz.

Sea,

a b oo
u) :ZZnij Zwij (z+1) u

i=1j=1 =0

facilmente se puede comprobar que parat=1,2,-- -,

G 0) = tfs(t)

a b
VY 0) = Z Znijwij (t+1).

i=1 j=1

Asi, la derivada de orden s — 1 de (6.19) en u = 0, aplicando Leibnitz resulta

a b s—1
s (s) = (s = Dfs (s —1) [ 323 nuy (1) +( 1 >(5_2)!

i=1 j=1
a b
s—1
> nijwii (2) +< ) )(5—3)!f5(s—3)
i=1 j=1
a b s—1
222774’]‘11)1']‘(3) +< 3 )(S— )'fs 8—4 ﬁzznz]wU
i=1 j=1 i=1 j=1
a b
475 (0) (s = 1)! nijwi; (S
i=1 j=1

3—1 Zznmzwz] [s S—iE)

i=1 j=1 z=1

de donde inmediatamente resulta (6.14).

Quedan por determinar los coeficientes w;;, para ello observemos que de (6.18)

resulta o
G} (u) = (pj + ¢; Gi (w) Y wij (z+1) u”, (6.20)

siendo

G;(u) = ifi (x) u®
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o0

Gi(u) = > (x+1) fi(z+1) u

z=0

Haciendo v = 0 inmediatamente resulta
4
qj fi (1) = pj wij (1) = wi; (1) = 17]- fi(1).
j

Quedan por obtener las expresiones restantes de los coeficientes w;;.

Si tenemos en cuenta que parat=1,2,--

G)(0) = tfi(1)
t!wij (t—l—l)

&
—~
(e

=
I

y aplicamos Leibnitz para obtener la derivada de orden x — 1 de la expresion

(6.20) en u = 0, tenemos

g x! fi(x) =q; (x — Dfi (@ —1)w;; (1) + (xil) (x —2)!

rx—1

fie=2uy @+ (75 )2 @ Bahi =By O
+”.+<x—1> (x=2) g fi D) wij (x— 1)+ (z — 1)! pjw;; (2).

T —2
De donde,
g v fi(x) = q;fi (. = Dwiz (1) + ¢; fi (x — 2) wi; (2)
+q; fi (x = 3)wij (3) + ¢; fi W) wiz (x — 1) + - - + pjwy; (x) .

Con lo cual,
(a) Six <m;:

wij@):;—j yac. Zfz ) wij (@ — k)

(b)Siz>m,;:
0=gq; fi (mi) wij (x —m;) +q; fi (mi — 1) wiy (z— (m; — 1))

gy fi (D wig (2 — 1) + pjwg; (),

9
wij (x) = JZfZ wij (x — k).

L
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Teorema 6.6
Sea

A(z’,k):(_llzkﬂzb;nij <%)k

entonces resulta la siguiente recurrencia para fg :

b
H pj)" = HH )i (6.21)

i=17=1
a s min(s,kmi)
xk
sfs() =2 D Alik) > afP@) fs(s—a) s=12---m,
i=1 k=1 z=k

(6.22)

siendo fi*k) la convolucion de orden k de f;.

Demostracion
La demostracién de (6.21) es idéntica a la realizada en el teorema anterior.

Para demostrar (6.22), consideremos nuevamente la funcién definida en (6.18)

qj G (u u®
W~u—7 w; ,
a0 = S =5

cuyos coeficientes w;; son los explicitos en (6.15). Podemos redefinir esta ex-

presiéon como

q; G} (u) G Dj
3 (u) pj+4q; Gi(u) pj ( )pj + ¢;G; (u)

, ) N
e e - L U (2) G

14+ EGl (u) k=0 Dj
q k(4 g = .
=, G ),;)( 1) <pj) (Gi ()" = {kzzjo(k—&- 1) (G (u)* G (w)
> il < k+1 k
“3k G - 3 -3 (%)
k=1 k=1 k=1 pj
d B d [eS) (_1)k+1 g k m; ) k
Tu (G (u)* = - ; —— <pj> (; fi (@)u )

Dado que la cuantia de cada siniestro es independiente del resto, las diferentes
k
m;
funciones f; son independientes y por tanto <Z fi (z) u”) es la funcién gene-

r=1
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ratriz de probabilidad del coste de k siniestros, es decir

(G ()" = (i i) u)

km; km;

ST @) uwt =Y R () et
=0 =k

k

[(oo kmi o \k+1 N\ F
W = oY S (%) ) u]

fif (@)

==

>y Uy

S5 (e

x|

siendo [z] la funcién parte entera y ]z[ la funcién que da el menor entero mayor

o igual a x.

Veamos como se comportan las derivadas sucesivas a ambos lados de la ecuacién

anterior en el punto u = 0. Es ficil comprobar que
t
W) =ty (t+1)  t=1,2,-

y en cuanto a la segunda parte de la igualdad tenemos

d — - _1k+1 J g * z—

o=t ki} ": [ ’
= - (_1)k+1 4q; g xk -2
- Z Z ) (1) [ (x) uT
z=1 k:} = [ k (pj )

Haciendo u = 0 resulta

2 k+1 k
(_ 1) q; xk
2 3 E (0 gy,
by
e=] 7
Siguiendo el mismo procedimiento, tenemos en general que parat =1,2,---, la

derivada de orden t en el punto u = 0 es

(t+1)! ti lekH ("?)k

e "

m,

(4 0).
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Si hacemos la derivada de orden x — 1 a ambos lados encontramos

(z = Dlwi; (x) = ! i lelc“(%)k

SEY "

wij (z) = i Uﬁ(%yxﬁk(z)

bj

F () =

En el teorema anterior se habia demostrado que

SfS Zznmzwz] fS S-.”L')

=1 j=1 r=1
para la expresién de los coeficientes w;; que acabamos de obtener resulta

k
TR 53 z CO(LY w s 5o,

i=1 j=1 ;clk J

my

Observemos que

s x s mln(s kmz)
>« Z Z (),
=] :,.[
con lo cual,
a s ( k+1 b k min(s,km;)
ss(s) = > (%) X ert@ e
i=1 k=1 o=k
a s mm(s,k:mi)
= A(ik) Y w fi*(2) fs(s—x).
i=1 k=1 o=k

Remarcar que las recurrencias presentadas en el teorema 6.3 y corolario 6.4
se obtienen como casos particulares de esta ultima. En efecto, en el caso de
riesgos individuales con distribuciéon de dos puntos, la distribucién condicional

de la cuantia en caso de siniestro se reduce como hemos visto anteriormente a

siendo i el capital asegurado e I la funcién indicadora. Asi

fi*k (x) = I (z = ki)
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y sustituyendo esta expresion en (6.22) tenemos

sfs(s) = D> A(ik) ki fs(s—ki)

1=1 k=1
a s 1 k+1 . b ) k .
i=1 k=1 j=1 DPj

= {Vi>syVki>s, fs(s—ki)=0}

2] b k
DF S g <%> fs (s — ki),
=t \Pi

expresién que coincide con la obtenida en (6.9).

min(a,s)

[
i=1 k=1

En cuanto a la distribucién del nimero de siniestros dada en (6.12), se ob-
tiene de forma similar a la anterior haciendo ademés i = 1, es decir, sustituyendo
en (6.22), f* (z) por fi¥ () =1(x =1).

Remarcar, por tltimo, que en general la convolucién de orden k de las fun-
ciones f; que aparece en (6.22) se pueden calcular a partir de la definicién
recurrente habitual para las convoluciones -dada en (6.6)- o bien, a partir de
la férmula recurrente de De Pril (1986) para el caso de riesgos individuales con
distribucién de dos puntos -dada en (6.9)-. En algunos casos particulares, con
funciones de distribucién de la cuantia f; definidas en pocos puntos, se podra dar
una expresion explicita para esta convolucion y, por tanto, sera posible obtener
la distribucién del coste total a partir de una férmula en una sola etapa. Veremos

un ejemplo de ello un poco més adelante -ver apartado 6.4.2-.

6.3.2.2 Recurrencia de Dhaene& Vanderbroek (1995)

En el siguiente teorema se da una nueva recurrencia exacta para el calculo en
dos etapas de la distribucién del coste total cuando la cuantia a pagar en caso

de siniestro es aleatoria.

Teorema 6.7

Para el modelo individual las probabilidades fs se pueden calcular a partir de

a b
fs O =TTTI @)™ . (6.23)

i=1j=1

a

b
sfs (S):ZZ”M% (s), s=1,2,---.m (6.24)

i=1 j=1
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donde los coeficientes v;; vienen dados por la recurrencia

vi; (s =L Z fi(x)(z fs (s —x) —vij (s —x)). (6.25)

Demostracion
La demostracién de (6.23) es similar a la realizada para la misma expresién en

el teorema 6.5.

Para demostrar (6.24) consideramos nuevamente el logaritmo de la funcién gene-

ratriz de probabilidad de la v.a. S,
InGg (u ZZ”U In(p; +¢; Gi (w)).
=1 j=1
Derivando esta expresién tenemos
Z Z —GS() (6.26)
=1 j—1 pj+¢; Gi(u)

Si tenemos en cuenta el comportamiento de la primera derivada de la funcion

generatriz de probabilidad de la cuantia,

fol fol =Y (@+1) filw+1) w
z=0
podemos definir
-G
Vi, (u) :W—u Z% (z+1)

pj +q; Gi (u)

siendo v;; una funcién auxiliar que posteriormente determinaremos.

Podemos ahora reescribir G’ (u) a partir de esta tdltima expresién y resulta,

a b
= Z Znijvij (u) .

i=1 j=1

Teniendo en cuenta que parat=1,2,- -,

Q
,—:/
S
=
|

t fs (t)
(0) (t — Doy (t)

y haciendo la derivada de orden s — 1 en u = 0 a ambos lados de (6.26) resulta
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sl fs(s) = ZZn” ;i (s) =

i=1 j=1

a b
s fs(s) = Zznzjvij (s)

i=1j=1

Queda por demostrar la expresién de los coeficientes v;; dada en (6.25). Para

ello reformulamos la expresién dada para la funcién V;;

Vi (u) = M)GS(W:%(ZWWSW))
’ pit+a; Gi(w)  pi \ pj+4; Gilu)

_ 4 [(pi+4 Gi(w) G (u) Gs (u) — ¢;Gi (u) G (u) Gs (u)}

D; pj +q; Gi (u)
- Z; (G} (u) Gs (u) — G; (u) Vij (u)] .

Sabiendo que
GY(0) =1 f; ()
y aplicando Leibnitz a ambos lados para obtener la derivada de orden s — 1 de

Vi; en u = 0, tenemos

(s =Dl wij (s) = qj [S'fl( ) f5(0) = (s = DUfi (s = 1) vy (1)
(5
-1
(%5
-1
+( )
+
Simplificando resulta,

vij (5) = q—i [s£i () fs (0) = fi (s — D) wiy (1) + (s — 1) fi (s — 1) fs (1)

(s =Dfi(s=1) fs (1) = (s = 2)Lfi (s — 2) vi; (2))

31((s=3)fi(s=3) fs(3) = (s —4)!fi (s — 4) v (4))

(
>2 ((s=2)fi(s—2)fs(2) = (s = 3)!fi (s = 3) vi; (3))
(s =D (1) fs (s = 1)].

(s =i )+ (s—2) Fi(s—2) fs (2) = fi (s — 3) vy (3) +- -+ £ (1)
fs(s—1)] = q][fz()fs(8—1)+2fi(2)fs(s—2) fi (Wi (s — 1)

+3fiB) fs(s=3) = fi(Dvy (s =2)+- -+ (s =1 fi(s = 1) fs (1)
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—fi(s =2)vij (2) + 5fi (s) fs (0) = fi (s = 1) vz (1)]

= B0 (s (5= 1) = vig (5= 1) 0 2) (2 (5= 2) = vy (5= 2)

+fi(s =) ((s = 1) fs (1) —vij (1)) + sfi (s) f5 (0)]

={Vs>my, fi (s —0}—%2]“, )(xfs(s—x)—vi; (s —x)).

O

Como caso particular, podemos obtener una nueva férmula recurrente para
el calculo de la distribuciéon del coste total en el modelo individual de vida.
Haciendo f; (z) = I(z =1) en (6.25), se sigue que ahora las probabilidades

fs (s) se pueden calcular a partir de los coeficientes v;; (s) dados por
vig ()= L (i fs (s — i) —vij (s = 1), s=1,2,+m.
Dj
Esta recurrencia coincide con la obtenida por Waldmann (1994).

Dhaene & Vanderbroek (1995) comparan la recurrencia general que acaba-
mos de deducir con la presentada en el teorema 6.6 (De Pril, 1989). Dado que
ambas son recurrencias exactas, los valores que resultan para fg son iguales en

cualquier caso y sera mejor aquella que implique un menor tiempo de célculo. La
recurrencia aqui presentada implica aproximadamente 2b [ a + Z m; | multipli-

caciones para el cdlculo de una probabilidad fg (¢) . Asiel calculo de fs (1), fs(2),

-+, fs (m) supone aproximadamente

2b (a—!—za:mi) m (6.27)

multiplicaciones.

Por otra parte la recurrencia de De Pril (1989) implica aproximadamente 3ab +

b > m; +t multiplicaciones para el cdlculo de una probabilidad fg (). En este
i=1

caso el célculo de fs (1), fs(2),- -, fs (m) necesita

<3ab+bimi> m+ W (6.28)

i=1

multiplicaciones.



164 CApPiTULO 6. HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA

Comparando (6.27) y (6.28) llegamos a la conclusién que la recurrencia de
Dhaene & Vanderbroek (1995) mejora a la de De Pril (1989) siempre que

b
m > 2b (Z mi — a) —1, (6.29)

i=1

condicién que evidentemente también podremos garantizar cuando
b
m>2bY m. (6.30)
i=1

Para interpretar este resultado debemos considerar el grado de heterogeneidad

b

de la cartera. Podemos hacernos una idea de esta grado comparando b > m;
i=1

con m. En una cartera completamente homogénea todas las pélizas se pueden

b

clasificar en una misma celda y by m; serd mucho menor a m con lo cual
i=1

podremos asegurar el cumplimiento de (6.30). Por el contrario, si estamos ante

una cartera completamente heterogénea, el nimero de clases igualard al nimero
b

de pélizas y b > m; = m, incumpliéndose (6.29). En la practica, el grado de
i=1

homogeneidad de la cartera estara entre estos dos valores y, por tanto, el teorema

de Dhaene & Vanderbroek (1995) es una reformulacién eficiente del de De Pril

(1989) siempre que la cartera no sea demasiado heterogénea.

Remarcar también que el tiempo de calculo que precisa la recurrencia al-
ternativa presentada en el teorema 6.5 (De Pril, 1989) es aproximadamente el
mismo que el necesario para desarrollar la recurrencia presentada en el teorema

6.6. Asi, las conclusiones son similares a las expuestas.

6.4 Aplicaciones

6.4.1 Carteras de seguros de vida

Dentro de este apartado queremos servirnos de la recurrencia de De Pril (1986)
presentada en el teorema 6.3 para llegar a determinar la distribucion del coste
total en tres carteras de seguros de vida. Las dos primeras son carteras tedricas.
La primera fue propuesta por Gerber (1979) y estd compuesta tnicamente por
31 pélizas mientras que la segunda fue introducida por Kornya (1983) y contiene

322 polizas. Introducimos, por ultimo, una cartera real formada por 750 pédlizas.
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Los célculos se han realizado programando la recurrencia en Mathcad (versién

8.0), ver programa Al. “Recurrencia de De Pril (1986)” en apéndice A.

Ejemplo 6.8 Cartera de Gerber. Distribucion del coste total

La cartera propuesta por Gerber (1979), estd formada por 31 contratos de se-
guros de vida. Cada contrato da lugar al pago de una cuantia fija positiva, i,
en caso de que el asegurado muera dentro del periodo de referencia (igual a un
ano). La probabilidad de muerte de cada asegurado, g;, se obtiene a partir de
las tablas de mortalidad en funcién del sexo y edad del asegurado. Tomaremos
esta probabilidad como un dato. En base a la nomenclatura establecida en el

apartado 6.2, estamos ante la siguiente cartera

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4 5
0.03 2 3 1 2 -
0.04 - 1 2 2 1
0.05 - 2 4 2 2
0.06 - 2 2 2 1

Cartera de Gerber

Numero total de pdlizas: 31
Esperanza matemética del coste total: E (S5) = 4.49

La distribucién de probabilidad que resulta para la v.a. coste total, S, que
recoge los pagos a que deberd enfrentarse el asegurador por esa cartera dentro
del periodo de referencia viene dada en las siguiente tabla. En ella presentamos
la funcién de densidad de probabilidad, fs, asi como la funcién de distribucion,

Fs, cuya acumulacion presentamos también graficamente.
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fs(s)=Pr(S=s)

Fs(s)=Pr(S<s)

© 00~ O U W N~ Ol

OO DN = = e e
o = O 00 O =~ N O

w
[N

0.23819481328949
0.01473369979110
0.08773416103818
0.11318330473835
0.11070909138009
0.09632737359241
0.06154869397348
0.06902213171711
0.05481712975336
0.04314705902598
0.03010725707962
0.01828244448122
0.00871075795707
0.00415190429656
0.00174094279977
0.00071101544049
0.00009583008041
0.00001028663670
0.00000088711660

0.238194813289491
0.252928513080594
0.340662674118770
0.453845978857119
0.564555070237212
0.660882443829624
0.722431137803100
0.791453269520209
0.846270399273568
0.889417458299544
0.919524715379161
0.961336305259704
0.982556333400013
0.992619882808878
0.997075870715387
0.998904249464289
0.999870874653328
0.999987724583440
0.999999049820390

Ejemplo 6.9 Cartera de Kornya. Distribucion del coste total

Anédlogamente, podemos considerar la cartera de Kornya (1983) que presenta-

mos a continuacién.
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Para esta

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4
0.00094 12 1 - 9 6
0.00191 23 - 3 32 14
0.00501 2 6 13 24 1
0.01320 14 7 31 5 36
0.03407 20 - - 31 22

Cartera de Kornya

Ntmero total de pélizas:

Esperanza matematica del coste total:

322
E (S) = 14.2146

cartera, resultan las siguientes funciones:

s fs(s)=Pr(S=s) Fs(s) =Pr (S < s)
0 0.01544195345795 0.015441953457947
2 0.00880163323795 0.039038232990862
4 0.02961111702904 0.080062778320671
6 0.03492801527195 0.159827833068868
8 0.04169512757976 0.230866833367392
10 0.05842359110977 0.348223316863353
14 0.05850236213247 0.554676233430020
18 0.04352292063047 0.733375790792745
22 0.02662827145431 0.859888782220863
26 0.01418237074194 0.934886857843459
30 0.00675047558243 0.972947453002179
34 0.00288494300791 0.989837290257815
38 0.00110644737013 0.996515319483557
42 0.00038205289738 0.998901927085122
46 0.00011970163429 0.999680451245839
50 0.00003436884825 0.999913776770817
54 0.00000912772867 0.999978343924044
58 0.00000225819567 0.999994916978114
66 0.00000011362010 0.999999767999235

0.00000002322983

0.999999954594922

167
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En el siguiente ejemplo consideramos, por ultimo, una cartera real. Los

datos de la misma se han tomado de Kuon, Reich & Reimens (1987).

Ejemplo 6.10 Cartera real. Distribucion del coste total
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Para la cual encontramos

fs(s)=Pr(S=s)

Fs(s)=Pr(S<s)

90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190

6.4.2

0.013962642150538
0.002849613828967
0.005132291853873
0.004770040828426
0.003423288110315
0.002552785892133
0.013043904975125
0.018199414203272
0.019948649462357
0.017508156555807
0.013081944792995
0.008520580377453
0.004963617420077
0.002631089831375
0.001285124626235
0.000584059696686
0.000248822666805
0.000099963524505
0.000038056398319
0.000013784805630
0.000004766948738
0.000001578360750
0.000000501629294
0.000000153360591
0.000000045188257

0.013962642150538
0.016812255979505
0.021944547833378
0.026714588661804
0.030137876772119
0.032690662664252
0.082282834534273
0.229505321683212
0.420853848654120
0.609129600873915
0.761033008040890
0.866337474694972
0.930990395293131
0.966855722799338
0.985093955021588
0.993687756776447
0.997471162938967
0.999037681945289
0.999650959655480
0.999878971790245
0.999959776693261
0.999987157918460
0.999996053350950
0.999998830427490
0.999999665252287

en caso de muerte por accidente

169

Carteras de seguros de vida con doble indemnizacién

Dentro de este apartado queremos considerar nuevamente el ejemplo 6.2. Se

trataba, recordemos, de un seguro de vida con doble indemnizacién en caso

de que la muerte del asegurado se produzca por accidente. Si la probabilidad

condicional de muerte por accidente, condicionada a que la muerte se ha pro-

ducido, es constante para todos los asegurados y viene dada por a, recordemos

que la funcién de densidad de probabilidad de la cuantia en caso de siniestro
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venia dada por

11—« siz=1
fi(x) =< « sixz=2i (6.31)
0 en cualquier otro caso.

Como habiamos visto, si tenemos una cartera con un nimero muy pequenio
de asegurados que tengan contratada esta cobertura podemos hacer el calculo
directo de la distribucién del coste total por convolucién de las distribuciones
resultantes para los riesgos individuales. Llegar mediante la técnica de con-
volucién a la distribucion del coste total que resulta para alguna de las carteras
presentadas en los ejemplos 6.8, 6.9 o 6.10 suponiendo ahora que tienen esta
cobertura adicional, es inviable desde un punto de vista practico. Como vere-
mos a continuacién, este problema queda resuelto utilizando cualquiera de las

recurrencias presentadas en el apartado 6.3.2.

Consideremos en primer lugar la recurrencia de De Pril (1989) presentada
en el teorema 6.6.
La expresién que resulta para la convolucién de orden k de la funcién f; () es

k -
(h k)(loz)gk Pahk  sig=hi, h=kk+1,- -2k,

£ (2) =

0 en cualquier otro caso.

Sustituyendo esta expresién en (6.22) tenemos

a s . k+1 2k
sfs(s)zzz% Zhi( kk> (1— )P ah—k
h=k

i=1 k=1 h—

b ” k s 2 2s min(h,s)
S (L) s 1) - ()= ()
j=1 pj k=1h=k h=1 p=]&|

a 2s o\ k+1 min(h,s)

_ ( kl) hi (h ﬁ k) (1 a)Zk R h—k

[y
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por
b a b
fs@© =TT @)™ =TIT] @)™ (6.32)
j=1 i=1j=1

a [s/1]
s fs(s)= b(i,k) fs(s—ki) s=1,2,---m, (6.33)

=1 k=1

con
k h+1 b h
b(ik)=Fki Y (_—hl) (k h h) (1—a)* *ar"> " ny, (qj) . (6.34)
n=]5 - =1 P

Utilizando la recurrencia de Dhaene& Vanderbroek (1995) presentada en el teo-
rema 6.7, en este caso particular inicamente tenemos que sustituir f; -ver (6.31)-
en la expresién que resulta para los coeficientes v;; -ver (6.25)-, quedando la re-
currencia como sigue.

a b
fs@ =TI @)™,

i=1j=1

a b
sfg(s):ZZnijvij(s) s=1,2,---,m

i=1 j=1

siendo los coeficientes v;;,

vij (8) = fjj {(1=a)[ifs (s = i) —vij (s = )] + [2ifs (s — 2i) — vij (s — 20)]} .

Presentamos, a continuacién, la distribucién del coste total que resulta para
las carteras de Gerber, Kornya y real presentadas en los ejemplos 6.8, 6.9 y 6.10
respectivamente, considerando ahora que el pago del capital es doble en caso de

muerte por accidente. Supondremos que en caso de muerte del asegurado, la
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probabilidad de que la misma se produzca por accidente es del 10%, es decir,
a = 0.1 constante para todos los asegurados de cada cartera.

Para su obtencién hemos programado la recurrencia de De Pril (1989) que
resulta para este caso particular, dada en (6.32) a (6.34), ver programa A2.
“Recurrencia de De Pril (1989)” en apéndice A. Alternativamente llegariamos a
las mismas distribuciones a partir de la recurrencia de Dhaene & Vanderbroek

que acabamos de deducir para este caso particular.

Ejemplo 6.11 Cartera de Gerber con doble indemnizacion en caso de muerte

por accidente. Distribucion del coste total

s fs(s)=Pr(S=ys) Fs(s)=Pr(S<s)
0 0.23819481328949 0.238194813289491
1 0.01326032981199 0.251455143101484
2 0.08041360924881 0.331868752350294
3 0.10141883700648 0.433287589356777
4 0.10701342602938 0.540301015386153
) 0.08356603912091 0.623867054507063
6 0.06347369939940 0.687340753906464
7 0.05990196297920 0.747242716885669
8 0.05953290170653 0.806775618592204
9 0.04069592782238 0.847471546414589
10 0.03689083138913 0.884362377803721
12 0.02224222063602 0.933268623436159
14 0.01313965856049 0.963944961950660
16 0.00738505520028 0.980976118347083
18 0.00406725425364 0.990430653725208
20 0.00205047630030 0.995281828385637
22 0.00102672299555 0.997764708497980
24 0.00049388218029 0.998969737740470
26 0.00023249396374 0.999538181284970
28 0.00010503377330 0.999798360848843
30 0.00004624347151 0.999914038531539
32 0.00001988955596 0.999964338821901
36 0.00000341267408 0.999994258201287
40 0.00000053159869 0.999999153628374

E(S) =4.939
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Ejemplo 6.12 Cartera de Kornya con doble indemnizacion en caso de muerte

por accidente. Distribucion del coste total

s fs(s)=Pr(S=s) Fs(s) =Pr (S <s)
0 0.01544195345795 0.015441953457947
1 0.01331518166546 0.028757135123411
2 0.00878221522760 0.037539350351008
3 0.01099035247022 0.048529702821227
4 0.02666591679064 0.075195619611862
) 0.03892153036725 0.114117149979108
6 0.03061590422009 0.144733054199197
7 0.02653331026239 0.171266364461589
8 0.03735590894820 0.208622273409790
9 0.04957550297725 0.258197776387036
10 0.05038854476229 0.308586321149326
14 0.05151486777614 0.492742065462933
18 0.04190544488296 0.663428309017119
22 0.02922191861579 0.797116245919372
26 0.01847471914233 0.888076669959924
30 0.01074267052666 0.942929543177545
34 0.00572562576408 0.972859161672394
38 0.00280585701754 0.987884061541761
42 0.00127210729447 0.994898579999653
46 0.00053936978326 0.997966450961528
50 0.00021585422556 0.999229710313554
o4 0.00008204476022 0.999721727333262
58 0.00002973042458 0.999903802366014
62 0.00001029552124 0.999968084922368
70 0.00000108845083 0.999996866080309
78 0.00000009897786 0.999999732310161

E(S) =

15.636
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Ejemplo 6.13 Cartera real con doble indemnizacion en caso de muerte por
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accidente. Distribucion del coste total.

fs(s) = Pr(s=s)

Fs(s) =Pr(S<s)

100
110
120
130
140
150
160
170
180
190

0.01396264215054
0.00256465244607
0.00487932398715
0.00425035969468
0.00350293576505
0.00227945812929
0.01151626671258
0.01160835083535
0.01613322214287
0.01658526600301
0.01803347976198
0.01662645454086
0.01331483288178
0.00956725074493
0.00630479321850
0.00387566883329
0.00224905165508
0.00124214776979
0.00065713095677
0.00033461451904
0.00016464923031
0.00007853512397
0.00003640840392
0.00001644055331
0.00000724481484
0.00000312051171
0.00000131558520

E(S) =

40.668

0.013962642150538
0.016527294596608
0.021406618583756
0.025656978278434
0.029159914043482
0.031439372172770
0.076270030724414
0.130754668380098
0.206121459227607
0.286887889219005
0.376030175192602
0.549492408785824
0.698154167782637
0.810435558619543
0.887435123202677
0.936350113260645
0.965533105409371
0.982044916652182
0.990968204894264
0.995599362625094
0.997917660583511
0.999040932801191
0.999569238558893
0.999811013425879
0.999918893731549
0.999965907837596
0.999985948769661
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6.5 Distribucion del coste total: Recurrencias

para su calculo aproximado

6.5.1 Aproximaciones dentro del modelo individual

Salvo en el caso del modelo individual de vida, la obtencion exacta de la dis-
tribucién del coste total mediante cualquiera de las recurrencias presentadas
hasta ahora necesita en la mayoria de los casos de una gran potencia de calculo,
especialmente cuando la cartera es muy heterogénea, es decir, con un valor de
a y/o b alto y una funcién condicional de la cuantia en caso de siniestro f;
definida en méas de unos pocos puntos. A pesar del gran avance de los pro-
gramas informaticos en los dltimos anos, creemos que, desde un punto de vista
practico, actualmente es todavia interesante considerar algunas de las aproxi-
maciones propuestas en la literatura las cuales, como veremos, reducen bastante
el nimero de cédlculos a realizar con una pequena pérdida de precisiéon que en
la mayoria de los casos es controlable. De entre todas las recurrencias propues-
tas dentro del modelo individual para aproximar la distribucion del coste total
recogemos la de Kornya (1983) generalizada por Hipp (1986), la de Hipp (1986)
y la de De Pril (1989).

Con el fin de deducir las diferentes aproximaciones que acabamos de senalar,
asi como para cuantificar el error que las mismas cometen seguiremos la metodo-
logia utilizada por Dhaene & De Pril (1994). Consideremos nuevamente la
funcién generatriz de probabilidad de la v.a. S cuyo rango, por conveniencia,

ampliamos al conjunto de todos los enteros positivos,
m (o] oo
Gs ()= fs(s) u" = fs(s) u"=fs(0)+ > fs(s) u.  (6.35)
s=0 s=0 s=1

Consideremos el logaritmo de la funcién anterior que redefinimos en base a unos

coeficientes t () tales que se cumpla

oo oo

InGs (u) = t(z) v’ =t(0)+ Y t(z) u” (6.36)

fs(0) =€'® (6.37)
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y derivando a ambos de (6.36) tenemos,

oo

Zs fs(s) vt

5:100 = Z xt(x) u L
> fs(s) u =t
s=0

Se cumple por tanto

fs (1) +2f5(2) ut---+sfs(s) vt +---
=) +2t(2) ut---+st(s) v+
(Fs(O)+ fs (1) ut--+ fs(s—1) us=t+--).

Tgualando los coeficientes para un mismo grado de u, resulta la recurrencia

sf(s)=t(1) fs(s—1) +2t(2) fs (s =2) + -+ st(s) fs (0)

=3 wt(@) fs(s—2) = S at(@) fels—u), s=1,2,0. (O
r=1 =1

Asi, la determinacion de los coeficientes t () se convierte en la clave para obtener
una recurrencia exacta para la distribucién del coste total. Cuando sean dema-
siado complejos para su aplicacién practica, podemos renunciar a la obtencion
exacta de los mismos y conformarnos con unos coeficientes aproximados a los
que llamaremos h (x) . Basdndonos en éstos llegaremos a aproximaciones de la
distribucién del coste total simplemente cambiando en (6.37) y (6.38) ¢ (x) por

6.5.1.1 Aproximacién de Kornya.

La recurrencia de Kornya (1983) para el cdlculo aproximado de la distribucién
del coste total se formulé originalmente para el modelo individual de vida (ries-
gos individuales con distribucién dicotémica). La generalizacién al modelo indi-
vidual con distribucién de la cuantia aleatoria se debe a Hipp (1986) y es la que
queremos recoger en este apartado. A fin de derivar la expresién que resulta,

reescribiremos el logaritmo de la funcién generatriz de probabilidad de la v.a.
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S -dado en (6.36)- como sigue,

InGs (u +Zt u? —ZZ% n(p; +¢;Gi ()

i=1 j=1

o b . o b 1+ ]%G,- (u)
_ - ) el = . -9
-, Zn” In [p] + (pj G (u)) p]] = ZZnU In 5 TG

1=145=1 =1 j=1 T

j

a b
= Zn” [ln (1—1—%6’2- (u) ] —In (1+q>}

i=1 j=1 pj Pj

a b 00 k—+1 k o] k k

-1 qj 1" (4

SS9 e ()]

i=1 j=1 k=1 J k=1 J

De donde

a b 0o _1) q

o = Y% ijzk(pﬂ) , (6.39)
i=1 j=1 k=1
a b T k+1 k

-1 q; «

ta) = > S (1) @, e

i=1j=1 k=1 pj

Sustituyendo estos coeficientes en (6.37) y (6.38) tendrfamos una recurrencia
exacta para el calculo de la distribucién del coste total en el modelo individual
de riesgo. Observemos que salvo en el cdlculo de fg(0), ésta es idéntica a
la presentada en el teorema 6.6 (De Pril, 1989). Dado que ésta es la tnica
diferencia (ya que ambas dan probabilidades exactas), serd mejor aquella en la
cual la obtencién de fg (0) implique un menor nimero de operaciones y esto

sucede en la de De Pril.

Hipp (1986) sugiere aproximaciones de orden r para la distribucién del coste

total, f<', prescindiendo en (6.39) y (6.40) de aquellos valores de k > r. Asi, para



178 CApPiTULO 6. HIPOTESIS DE INDEPENDENCIA

cualquier r, r € {1,2,- - -}, tendremos unos coeficientes aproximados dados por

PO = 3 ey EY (‘1{) , (6.41)

i=1 j=1 k=1 pj

min(r,z)

o - S5 E O ()

=1 j=1 =

fi* (). (6.42)

que sustituidos en (6.37) y (6.38) nos dan la siguiente aproximacién:

>3y G (LY

FEE0) = emrim (6.43)
. mln(rw)( 1)k+1 4 k
SEACIE 35 % i Sl S O3 AN
z=1 =1 j=1 k=1 by

(6.44)

6.5.1.2 Aproximacién de Hipp

Hipp (1986) plantea también una recurrencia alternativa a la anterior. Al igual
que antes, reformulamos el logaritmo de la funcién generatriz de probabilidad
-ver (6.36)- para obtenerla.

a b
InGs (u )+ Zt ZZ% In (p; + ¢;G; (u))
i=1 j=1
_ZZ”UIH 1+ ¢;Gi Zanln 1+4¢; (Gi (u) — 1))
i=1 j=1 =1 j=1
- 1)k+1 | L
Zznzgz Er— (Gi(u) —1)
i=1 j=1
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(6.45)

s
Il
R
jing
™
S
[M]8
|

ko o\t
o) = LY S (Ndnte e

y sustituyendo esta expresién en (6.37) y (6.38) llegariamos a una nueva ex-
presién exacta de la distribucién del coste total. Si comparamos ésta con la de
De Pril (1989) y la de Kornya (1983), vemos que se ha introducido un nuevo
sumando y por tanto realiza un mayor niimero de operaciones para llegar a un
mismo resultado, con lo cual podemos concluir que es peor para el calculo de

los valores exactos de fg.

En cuanto al cdlculo aproximado de esta distribucién, Hipp (1986) propone
no considerar en (6.45) y (6.46) los términos en ksi k > r, r € {1,2,---}, es

decir, utilizar

b r k
h(0) = —ZZn”Z% (6.47)
i=1 j=1 k=
a b T k _ I+1
v = Y3 X Y S (dnte e
i=1j=1  k=11=1

para llegar a una nueva secuencia de aproximaciones de orden r de la distribucién

del coste total,

PRYDR:

f&) = e = : (6.49)

Z Zzn” r k l+1< )qffi*l(x) fsr(s—w).

z=1 i=1j=1  k=11I=1
(6.50)

s £ (s)

6.5.1.3 Aproximacién de De Pril (1989)

Recordemos la recurrencia de De Pril (1989) para el cdlculo exacto de las pro-

babilidades fs (s) presentada en el teorema 6.6,

a b
0)=TT1I @)™,

i=1j=1
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a s k+1 q k min(s,km;)
sfs(5)=3" an () S w @) fs(s—a).
=1 k=1 z=k

De Pril (1989) sugiere también realizar una aproximacién de orden r para
el calculo de esta distribucién para reducir el niimero de operaciones a realizar.
Nuevamente se restringe el sumatorio de k£ a aquellos valores de k > r, r €

{1,2,-- -} v se llega a la siguiente aproximacién de orden r

f8T0) = HH )i (6.51)

i=1j=1
- a min(r,s) k:+1 q k min(s,km;)
NEECEED D S an (2) S art@ne-a.
i=1 k=1 =k

(6.52)

Observemos que en este caso las r + 1 primeras probabilidades asi calcu-
ladas son exactas (fd (t), t=0,1,---,7), circunstancia que no se da en las dos

aproximaciones anteriores.

Desde un punto de vista comparativo, es interesante reformular la recurrencia
exacta y las aproximaciones de De Pril siguiendo la nomenclatura de Dhaene
& De Pril (1994) que nos ha servido para presentar las de Kornya y Hipp. En

cuanto a la segunda parte de la recurrencia exacta podemos reescribirla como

k:+ q k
el =3 a3 Ym0 U —(2) @),

z=1 i=1j=1 k=1 Pj

Con lo cual
[s (O) = et(O)v
sfs(s) = th () fs (s —x),
x=1
siendo,

t(0) = Zanln (p;) (6.53)

=1 j=1

o) - Zznwi(‘l,f“(q?)k

i=1j=1 k=1

fi* (). (6.54)
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La aproximacién de orden r propuesta en (6.51) y (6.52) equivale a

§T0) = MO,
sfs(s) = Yl (x) [ (s — ),
r=1

siendo,

a b
£0)=> > nin(p;), (6.55)

h"(0) =
i=1 j=1
' a b min(r,z) (_1)k+1 a4 k
K (z) = ZZTL” Z % (;) fi*k (z). (6.56)
i=1 j=1 k=1 J

6.5.1.4 Comparacién entre las aproximaciones propuestas

En este apartado queremos comparar las tres alternativas presentadas para la
obtencién de aproximaciones f¢ de la funcién fs dentro del modelo individual.
En primer lugar, senalar que cualquiera de ellas es asintoticamente correcta si
para cada pdliza ¢;, (j =1,2,---,b), es inferior a % Sin duda esta condicién
se cumple en cualquier situacién practica que nos podamos encontrar. Asi, a
partir de este momento, podemos asumir sin pérdida de generalidad que en el
modelo individual g; < %

Es ahora inmediato comprobar que para las tres aproximaciones propuestas

lim A" (x) =t(x)

T—00

y, por tanto, las probabilidades que resultan de cualquiera de las recurrencias
aproximadas de Kornya, Hipp o De Pril tienden a las probabilidades exactas a

medida que hacemos aproximaciones de grado superior.

En cuanto al tiempo necesario para el cdlculo de las mismas, vemos que
para las de De Pril y Kornya es similar mientras que en el caso de la de Hipp
es un poco superior ya que contiene un sumatorio adicional. En cualquier caso
creemos que el criterio que nos debe llevar a utilizar una u otra aproximacién
debe ser la precisiéon obtenida a partir de la misma ya que, para valores de
r moderados, cualquiera de las aproximaciones presentadas se puede obtener
facilmente con los recursos informaticos actuales.

A fin de acotar el error cometido con cada una de las secuencias de aproxi-
maciones utilizaremos un resultado obtenido por Dhaene & De Pril (1994) que

presentamos en el siguiente teorema.
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Teorema 6.14

Si existe un real € > 0 tal que

Z It (2 z)| <e, (6.57)

entonces,

Z|fs (s)] < e —1. (6.58)

Demostracién
Dhaene & De Pril (1994), teorema 1, pig. 184-186.
O

Como aplicacion de este teorema encontramos cotas para el error cometido por

cada una de las aproximaciones consideradas.
Cotas de error para las aproximaciones de Kornya

Para un r fijado, r = 1,2, - -, consideremos la aproximaciéon de orden r de
Kornya. Para la diferencia entre los coeficientes aproximados h" (x) -dados
n (6.41) y (6.42)- y los coeficientes exactos ¢ (x) -dados en (6.39) y (6.40)-,

encontramos

N 3 (U
0w o= Y G (2) -3y,

i=1 j=1 k=r+1 =1 j=1

=1
> %

k=r+1

k=r+1

oo oo a b
Dolt@ =@ =Y YD ny
=1

z=r+1i=1 j=1

5

k=r+1

i £ () {6 ()

=1 j=1 k=r+1 k=r+1

oo

S =YY

=k =1 j=1

i=1 j=1

()
()}

=5
p
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~mnre () 0 i ()

=1 j=1 k=0 1=15=1 1 ;s
) <Q'>T+1
S Ly (w)
T+1z 15=1 Dj

Asfi la expresién € que resulta para la aproximacién de orden r es

r+1
Qj)
ek (r) = g gn P = 6.59
" T+111J1 ”(j —qg><pj (6:59)

y podemos garantizar que utilizando esta aproximacion

Z ‘fs (s) _ fsr,K (S)‘ < eEK(r) _ 1,
s=0

siendo las probabilidades fST’K (x) las dadas en (6.44).
Cotas de error para las aproximaciones de Hipp

Para un r fijado, r = 1,2, - - -, consideremos ahora la aproximacién de orden r
de Hipp. En este caso, haciendo la diferencia entre los coeficientes aproximados
h" (x) -dados en (6.47) y (6.48)- y los coeficientes exactos t (z) -dados en (6.45)

y (6.46)- y suponiendo que ¢; < %, j =1, - -, b, encontramos

oo a b 0o

DIt@) k@)= > my >
=0 =1 j=1 k=r+1

oo

l+1
( ) f*l
z=0 i=

<§Zima > k(e

c© a b

IR IIIIILE
z=1i=1 j=1
0 k
apalE S

J
k=r+1

a l+1

k=r+1
k *
(z) e

22 5 i i(‘;)zw >:{i<¢>=zk}

b
> i
1 =1

I
5
<.
1 M)
=
§’
|
-
+
-
M
1M
3
.
N
5
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Con lo que

en (v :r+1ZZ 2?] (6.60)

=1 j=1

y, en este caso,

\fs J9H ()] < e -1,

Cotas de error para las aproximaciones de De Pril

Para un r determinado, r = 1,2, -+, consideremos finalmente la aproximacién de
orden r de De Pril. La diferencia que resulta en este caso entre los coeficientes
aproximados h” () -dados en (6.55) y (6.56)- y los coeficientes exactos ¢ (x) -
dados en (6.53) y (6.54)-, se deduce a continuacién. Para esta aproximacién se

cumple
t(0) — A" (0) =0.

b
22

]
&
|
=
&

I
Fj
HM8
HM@

k+1

(="
k

~—

a b x
DD s D
1i=1 j=1

k=r+1

T=r+

3 5 () e

I
-
+ | =
A
Ma
M@
S
NE
VRS
2
N——
x>
hE
=
x>
&

I
<
+ | =
—_
N
N
S
N
N
s
SN~—
HM
»—AM@
/\
»Q
\:/
I

) 4 r+1
Dj 17
r+1;; P (pj)

Utilizando una aproximacién de orden r de De Pril para el calculo apro-
ximado de la distribucién del coste total, cometeremos un error global acotado
por

by ’fs ()= f&" (s)] < er —1,

s=0
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donde
a b

€P(T):Tilzznij Pi (‘“)TH. (6.61)

im1j=1 PiT 4 \Pj

De (6.59), (6.60) y (6.61) tenemos que para cualquier r, r € {1,2,-- -}
EP(’I“) <EK(’I“) <EH(’I“),

con lo que, las recurrencias aproximadas de De Pril parecen ser las més exactas
ya que, en conjunto, la cota superior que resulta para el error cometido en
el calculo de las diferentes probabilidades que aproximan la distribucién del
coste total es inferior que si utilizamos las recurrencias de Kornya o Hipp. No
obstante, debemos tener presente que todas las conclusiones a que lleguemos a
partir de las funciones ¢ (r) son relativas ya que estdn basadas en cotas superiores
y no en el error exacto producido y no es posible, en general, afirmar cual de
ellas da mejores resultados. A pesar de ello, no hay duda de la utilidad de las
funciones ¢ (r) , ya que nos permiten controlar el error méximo que se cometerd
en la estimacion con cualquier aproximacién de las presentadas. En la practica,
se debe escoger un grado de aproximacién r que garantice un error total que
en ningun caso sea superior al elegido. Supongamos, por ejemplo, que éste es
igual a 3, entonces el grado de la aproximacién a utilizar serd el que resulte de

despejar r en la ecuacién g = (") — 1.

6.5.2 Aproximaciones a partir del modelo colectivo

6.5.2.1 Modelo colectivo para la aproximacién de la distribuciéon del

coste total en el modelo individual

La recurrencia de Panjer (1981) para el cdlculo de la distribucién total en el
modelo colectivo del riesgo supuso una auténtica revolucién en el campo ac-
tuarial. La facilidad de célculo de la misma (programable en algunos casos
mediante una simple calculadora) hizo que durante los ochenta se convirtiera en
la herramienta bésica de cualquier actuario incluso para su utilizacién cuando
no estaban ante el modelo colectivo sino ante el individual. Ain hoy se utilizan
aproximaciones mediante el modelo colectivo de la distribucién que resulta para
el modelo individual esperando que el error, que inevitablemente ocurre, sea lo
suficientemente pequeno. En este apartado queremos ocuparnos de estas aproxi-
maciones. Definamos, en primer lugar, las principales caracteristicas del modelo

colectivo de riesgo.
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El modelo colectivo de riesgo

En el modelo colectivo de riesgo la v.a. coste total, S, viene definida por
N
SCOl:Z1+"'+ZN:ZZia
k=1

donde Zy, Zs,--- representan las cuantias de los sucesivos siniestros producidos
y N representa el nimero de siniestros ocurridos dentro del periodo considerado
(por ejemplo, un ano).

Para N = n, se asume que las v.a. Z,- - -, Z, son independientes y estan
idénticamente distribuidas. Llamaremos fz a la funcién de densidad de proba-

bilidad que resulta para cada una de estas variables.

Recordemos que el modelo individual no exigia el tratamiento de los riesgos
que componen la distribucién del coste total como idénticamente distribuidos
aunque necesitaba del conocimiento de la distribucién individual de cada uno

de ellos, condicién que aqui no se da.

En la teoria colectiva del riesgo tradicionalmente se ha asumido que la dis-
tribucién del nimero de siniestros es una Poisson de pardmetro A. En este caso

resulta una distribucién de Poisson compuesta para S, definida por

fs’col (O) - 6_)\
o B )\k: .

foear (5) = Y e *ﬁ k) s=1,2,3,-- (6.62)
k=0 ’

para cuya obtencién debemos primero calcular la distribucién que resulta para

las convoluciones f3*.

Se puede deducir una expresién alternativa a (6.62) para el calculo de la dis-
tribucién de S°°. Para ello, consideremos la funcién generatriz de probabilidad

de esta v.a.

8

fz(k)uk1>

m A
Geor (1) = fseor (0) + Y foeor (5) u® = N2 = ¢ <
s=1
Tomando logaritmo neperiano a ambos lados encontramos

InGgeor (u) = A(Gz (u) —=1) = =X+ > _ X fz (k) u*, (6.63)
k=1
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y aplicando (6.37) y (6.38), resulta la siguiente recurrencia:

fSCOl (0) = eika
S fgear (8) = Zx)\ fz(x) fgear (s—2) $=1,2,3,-- (6.64)
=1

Esta recurrencia fue obtenida por primera vez por Panjer (1981) y si la
comparamos con (6.62) vemos que consigue reducir mucho el ntimero de célculos

necesarios para la obtencién de la distribucién.

Aproximacién a la distribuciéon del coste total en el modelo indi-
vidual

Recordemos la funcién generatriz de probabilidad de la v.a. S en del modelo
individual definida en (6.16)

a b
=TI1I s +a Gi ()™
i=1j=1
La expresién para el logaritmo neperiano de la anterior funcién es

InGg(u) = ZZnU In(p; +¢; G ZZnUln 1+¢; (Gi(u)—1))

11_/1 i=1 j=1

_ Zzn”z 1)k+1

=1 j=1 k=1

" (G (w) - 1)F

Haciendo k£ = 1 resulta la siguiente aproximacion a esta funcién

Zznw g ( -1

=1 5=1

InGg (u)

R

i%%am

j=1

s
s

AN

a b
Do nijg -1

i=1 j=1

b
Z Nij 4y

HM@

Comparando esta expresion con la dada en (6.63) vemos que la ahora obtenida
se corresponde con el logaritmo neperiano de la funcién generatriz de momentos

de una Poisson compuesta con

a b
DD M

i=1 j=1
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a b
Z Z nij q; Gi (u)

i=1 j=1

a b
DD g4y

i=1 j=1

GZ (u) =

Consecuentemente, podemos aproximar el modelo individual a partir de un

modelo de Poisson compuesto de parametro
a b
A= g (6.69
i=1 j=1
y con funcién de densidad de la cuantia de cada siniestro definida por

a b
DY niaifi (@)

i=1 j=1

a b
D> M

i=1j=1

fz(x) = (6.66)

Observemos que esta tultima es una media ponderada del conjunto de funciones
de densidad condicionales de la cuantia a pagar en caso de siniestro en el modelo
individual, siendo la ponderacién el niimero esperado de siniestros que resulta
del modelo colectivo.

Sustituyendo (6.65) y (6.66) en (6.64) llegamos a una de las aproximaciones
mas utilizadas para el calculo de la distribucién del coste total en el modelo

individual

a b
222 miids

F0) = o
s a b

s f&F = ZxZZanJfZ(I) Ps—ua). (6.67)
=1 i=1j=1

Esta recurrencia coincide con la aproximacién de primer orden de Hipp -ver
(6.49) y (6.50)-.

Observemos que con la aproximacion que acabamos de obtener, la esperanza

matematica que resulta para la v.a. coste total es

a b m;
E(S")=)E(Z) = Z Znij qj Z zfi(x), (6.68)

i=1 j=1 z=1
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expresién que coincide con la obtenida en (6.3). Asi, el modelo de Poisson
compuesto con pardmetros dados por (6.65) y (6.66) coincide en esperanza con

el modelo individual.

En cuanto a la varianza, tenemos que

Var (S°F) = \E (Z?) = Zzn” qux fi (). (6.69)

=1 j=1

Si comparamos ésta con la que resulta para el modelo individual —dada en

(6.4)- vemos que esta aproximacién “sobrevalora” el valor de la varianza en

2

Zznm% waz s

=1 j=1

con lo que puede considerarse como una aproximacion “conservadora” ya que
asume una mayor dispersion en la distribucién del total de siniestros de la que

existe en realidad.

En cuanto al error maximo cometido por esta aproximacién dado que ésta coin-
cide con la aproximacién de primer orden de Hipp, tenemos de (6.60) la siguiente

cota
b qu
52> mt
J

Z‘fg(s)— S"‘P(x)lge =1 j=1 —1. (6.70)
s=0

De Pril & Dhaene (1992) mejoran esta cota ya que demuestran que

Z |fs (s) = £ ( ZZ% (4;)%. (6.71)

s=0 zl]l

Observemos que (6.71) mejora a (6.70), por cumplirse

2qj
,ZZ Lo n..(2qj)2

i=1 j=1 pjiqu

2] 1 2
:722 q 52271”(%) .

i=1 j=1 p_q
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6.5.2.2 Modelo mixto para la aproximacion de la distribucién del coste

total en el modelo individual

Sea, .
S =Y Xi,
i=1

la v.a. coste total del modelo individual presentada en (6.2) y

— g0l — Z Z, (6.72)

la v.a. coste total de un modelo de Poisson compuesto con A y fz dadas por
(6.65) y (6.66) respectivamente.

Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1988a,b, 1989) proponen un modelo
mixto que puede ser considerado como una combinacién entre ambos modelos
para el calculo de la distribucion del coste total. En concreto, proponen apro-
ximar la mayor parte de riesgos de la cartera a partir de una Poisson compuesta
y Unicamente para aquellos riesgos “mds peligrosos” (con mayores cuantias a

pagar en caso de siniestro) utilizar el modelo individual. Asf la v.a. coste total

So=> Zp+ Y Vi (6.73)

keV kgV

queda definida por

siendo V' el conjunto de indices, V' C {1,2,---,n}, correspondiente a aquellos
contratos que se aproximan a partir del modelo de Poisson compuesto.
Observemos que S y S3 son casos particulares de S5. En efecto, S = S si
V =0, pero también Sy = S5 si V ={1,2,---,n}.

En el modelo mixto, el calculo de la distribucién del coste total se hace

mediante la convolucién de las dos distribuciones que resulten para > Zi y
keVv

> Y. Para el cdlculo de la distribucién del conjunto de riesgos incluidos en V/

kgV

< > Zk> utilizaremos una distribucién de Poisson compuesta de pardmetros

keV
A=
keV
k%:VQkfk(f)
SR Sy

keVv
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mientras que para el cdlculo de la distribucién de 3 Yj podemos realizar la
kgV
convolucién de las distribuciones individuales de los riesgos que componen el

conjunto, si éstos son pocos, o bien utilizar cualquiera de las recurrencias exactas

obtenidas anteriormente.

En cuanto al valor esperado de los siniestros agregados que resulta bajo este

modelo mixto, tenemos
=Y E(Z)+ Y E(Yk) Z%Zﬂﬂfk (), (6.74)
kevV kgV z=1

con lo cual,
E(S))=E(Sy)=E(S3).

Para la expresion de la varianza, resulta

Var(Sy) = Z Var(Zy) + Z Var (Yy)

keV kZV
2
= quZmek () — qufok (x)] . (6.75)
k=1 =1 kgV =1

Si comparamos (6.75) con (6.4), vemos que el modelo mixto sobrevalora el
valor de la varianza en )
m
(Z Qi Z zf (l’)> ;
keV  a=1
con lo cual nuevamente se estd asumiendo una mayor dispersion entre los riesgos
de la que existe realmente. No obstante, esta dispersion es menor a la que resulta
de una aproximacién colectiva para todos los riesgos de la cartera -ver (6.69)-.
Asi,
Var (S1) < Var(S2) < Var(Ss).

Resulta nuevamente interesante controlar el error maximo cometido en el
calculo de las probabilidades que componen la distribucién del coste total bajo
esta aproximacién mixta. Evidentemente el error sélo se comete en la aproxi-
macién de la distribuciéon que resulta para aquellos riesgos incluidos en V. De
la cota dada por De Pril & Dhaene (1992) -ver (6.71)-, tenemos que el error

maximo cometido en este caso es

Z|fs —fo, @] < 5> (@)’

keV

N —
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6.5.2.3 Comparacién entre las diferentes aproximaciones

Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts (1988b) demuestran que para las v.a.
Sy, Sa, Ss definidas en (6.2), (6.72) y (6.73) resulta el siguiente orden stop-
loss

S1 <g1 82 <o Ss. (6.76)

En el capitulo 3 habiamos visto que el orden stop-loss es el orden que sigue
para la ordenacién cualquier decisor adverso al riesgo, de manera que a aquellos
riesgos més “peligrosos” (cuya realizacién implique una mayor disminucién en
su riqueza) les corresponde una mayor prima stop-loss bajo cualquier nivel de
retencién. Ya entonces razonabamos que, con toda seguridad, podemos incluir
a cualquier asegurador dentro de este conjunto de decisores con lo que podemos
concluir que cualquiera de los modelos aqui presentados (colectivo o mixto)
lleva a una sobrevaloracién de la cuantia total de los siniestros producidos en
la cartera durante el periodo considerado. En este sentido, podemos afirmar
que éstas son aproximaciones “conservadoras”, puesto que cada una de ellas da
lugar a una v.a. coste total con més riesgo que la que realmente corresponde a
la cartera lo cual, por otra parte, es una condicién deseable en cualquier aproxi-
macion utilizada. No obstante, también debemos tener en cuenta la precisién
resultante de la aproximacién elegida. Asi, la combinacién de ambos criterios nos
lleva a la aproximacién mixta, menos “conservadora” que la colectiva pero con
una mayor precisién (menor error total en la diferencia entre las probabilidades

aproximadas y las reales).



Capitulo 7

Hipotesis de dependencia

bivariante positiva

7.1 Introduccion

En el capitulo anterior hemos presentado diferentes recurrencias para llegar a
determinar la distribucién del coste total en el modelo individual de la teoria del
riesgo y, en particular, en el modelo individual de vida en el que nos centramos
a partir de este momento. Si el asegurador esta dispuesto a aceptar la hipdtesis
de mutua independencia entre los riesgos que componen una cualquiera de sus
carteras, conociendo las distribuciones marginales de cada uno de los riesgos
individuales y aplicando estas recurrencias conocerd el riesgo total que de su
cartera se deriva. No obstante, es obvio, que la hipdtesis de independencia no
siempre refleja la realidad de carteras con alguna cobertura relacionada con la
muerte del asegurado.

Los resultados de los capitulos 4 y 5, indican que si la cartera del asegurador
estd formada por riesgos con dependencia positiva, asumir la hipétesis de inde-
pendencia implica estar infravalorando el riesgo global de la misma puesto que
la v.a. coste total que bajo esta hipotesis resulta es menor en orden stop-loss
a la que resultaria considerando las dependencias existentes. Esta claro que
ninguna cartera estard formada unicamente por riesgos dependientes pero sélo
con que existan unos pocos riesgos de este tipo, siendo el resto independientes,
por mantenerse el orden stop-loss bajo la convolucién de riesgos independientes

(ver teorema 3.11, capitulo 3) podemos asegurar que se estd produciendo una

193
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infravaloracion de la “peligrosidad” de la cartera.

Creemos poder afirmar que cualquier asegurador preocupado por llegar a
unos resultados lo mas exactos posibles tratara de tener en cuenta estas depen-
dencias a la hora de determinar el riesgo global de su cartera. En este capitulo
y en el que sigue queremos darle herramientas para ello. Nos restringimos aqui,
a la modelizacién de dependencias bivariantes positivas. En lo que se refiere a
éstas nos serviremos de los resultados del capitulo 4 para centrarnos tinicamente
en aquellas lo suficientemente fuertes como para garantizar parejas de riesgos
con mayores primas stop-loss, bajo cualquier nivel de retencion, que las corres-
pondientes al caso independiente. Asi nos centramos en el andlisis de aquellos
pares de riesgos mas “peligrosos” que en el caso independiente para cualquier
decisor adverso al riesgo. En el apartado 7.2 introducimos la posibilidad de
que la cartera contenga un nimero determinado de parejas de riesgos con esta
caracteristica. Trataremos de determinar la distribucién de la v.a. coste total
que asi resulte en dos casos particulares. En primer lugar, en el apartado 7.3,
nos centraremos en el modelo individual de vida. Consideraremos una cartera
compuesta por seguros de vida cuyo capital es pagadero en caso de muerte del
asegurado. En el apartado 7.4 y bajo el modelo individual de la teoria del riesgo
consideraremos una cartera de seguros de vida cuyo capital se dobla en caso de

muerte por accidente del asegurado.

7.2 Una estructura de dependencia por parejas

en el modelo individual

Retomemos el modelo individual de la teoria del riesgo definido en el apartado
6.2 del capitulo anterior. Introducimos ahora la hipétesis de que la cartera
contiene un numero k (k < n/2) de parejas de riesgos no independientes. Sin
pérdida de generalidad, podemos reordenar los riesgos de la cartera de manera
que las diferentes parejas dependientes de la cartera sean (Xoi—1,Xo), t =

1,- -+ k. Asi, podemos reescribir la v.a. coste total, S, definida en (6.2) como

n k n
S=>"Xi=) (Ko +Xa)" + > X} (7.1)
i=1 i=1 i=2k+1
donde afiadimos ahora el superindice * para explicitar cuales de estos riesgos son

tratados como independientes. Para cualesquiera iy j, 4,7 = 1,2, -, n; i # j,

asumimos que X; y X; son riesgos independientes excepto si ambos forman parte
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de la pareja (Xa;—1, Xot) . Asi, las unicas dependencias que se dan en una cartera
de este tipo se producen dentro de cada una de las parejas, siendo los riesgos
fuera de éstas y las diferentes parejas mutuamente independientes. Para los dos
riesgos que componen cada pareja asumiremos la existencia de una dependencia
directa lo suficientemente fuerte como para garantizar que ésta tiene mas riesgo
para el asegurador que la correspondiente en caso de independencia.

Bajo estas hipdtesis, conseguiremos modelizar las dependencias de la cartera
en cuanto hayamos modelizando la dependencia en cada una de las parejas. En
las dos secciones que siguen nos ocuparemos de este objetivo diferenciando segiin
los riesgos individuales presenten una distribucién de probabilidad dicotémica,
modelo individual de vida, o bien definida en méas de dos puntos, consideraremos
el modelo individual de vida con doble indemnizacién en caso de muerte por
accidente.

En cada caso, conocida la relacién de dependencia de las diferentes parejas,

(Xo¢—1,Xot), t =1,---, k, serd posible llegar por convolucién a la distribucién de
k

1L . , .
> (Xai—1 + X2;)~ . A partir de ésta podremos obtener la correspondiente a la
i=1

cartera anadiéndole nuevamente por convolucion la de los riesgos independientes
incluidos en la misma, cuya obtencién sera inmediata a partir de las recurrencias

presentadas en el capitulo anterior.

7.3 Dependencia bivariante positiva en carteras

de seguros de vida

7.3.1 Modelizacion de la dependencia bivariante positiva

Consideremos una cartera de seguros de vida formada por n pdlizas, cada una
de las cuales garantiza el pago de un capital fijo en caso de que la muerte del ase-
gurado se produzca dentro del periodo de referencia, el cual consideramos igual
a un ano. En esta cartera suponemos que existe una estructura de dependencia
por parejas como la que acabamos de definir.

Volviendo a la nomenclatura utilizada en la primera parte de este trabajo,
podemos considerar que estamos ante una cartera cuyos riesgos individuales,
X; (i=1,--+,n), tienen una distribucién de probabilidad dicotémica definida

por (4.13), es decir,

Pr(X;=0) = p,
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Pr(X,=a;)) = 1-pi=uq

con 0 < p; <1y a; >0 dados. Observemos que bajo el modelo individual
éstos cobran ahora su propio significado. En lo que se refiere a ¢; (i =1,---,n)
es la probabilidad de que el asegurado i-ésimo no sobreviva al ano considerado,
dato que se obtiene de las tablas de mortalidad. En cuanto a o; (i =1,---,n),
es el capital que se pagard en caso de muerte del asegurado i-ésimo durante
este perfodo. Suponemos ahora que éste es un multiplo entero de una u.m.

cualquiera.

Si para esta cartera consideramos la estructura de dependencia por parejas
definida en el apartado anterior, tenemos que el riesgo total que de la misma
se deriva viene dado por la v.a. coste total definida en (7.1). Para llegar a su
calculo deberemos antes modelizar la relacion de dependencia que existe entre
los dos riesgos que componen cada uno de los pares (Xo;—1, Xo¢), t =1, - - k.
Para cada uno de estos pares suponemos que hemos podido probar la positividad

de su covarianza, es decir, para t = 1, - - -, k suponemos que se cumple
Cov (Xa¢—1, X2¢) > 0.

Ast (Xo91-1, Xot) € Ro 1 (D21—1,Pat; ai—1,2¢) y para cada uno de estos pares
su distribuciéon suma es superior, en orden stop-loss, a la correspondiente en
caso de independencia.

Del teorema 4.13 resultan las siguientes cotas para la distribucién de la suma

de cada una de estas parejas de riesgos,
th 1 +X2t sl X2t 1+ Xt < Y] th 1 +X2ta t= 17 o '7k7 (7.2)

siendo (XQJLDXQJ;) y (ngl,XQUt) las parejas independientes y comondtonas

incluidas en cada una de estas clases.

Recordemos que hemos asumido independencia entre las diferentes parejas
de riesgos incluidas en la cartera, asi como para los riesgos fuera de éstas. Esta

hipétesis nos permite ahora aplicar el resultado del teorema 3.11 a (7.2) y afirmar

que

n k

ZX%S Z(XQZ 1+X21 Z X <le X21 1+X21 Z X
i=1 i=1 i=2k+1 i=2k+1

(7.3)
puesto que este teorema garantiza el mantenimiento de la ordenacién stop-loss

bajo la convolucion de riesgos independientes.
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De (7.3) se deduce la relacién de dependencia més segura y la méas peligrosa
que puede existir en una cartera de este tipo segun la ordenacién que del riesgo
de éstas estableceria cualquier decisor adverso al riesgo. En cuanto a la més
segura es la formada por riesgos mutuamente independientes. La mads peligrosa
es aquella cuyas parejas de riesgos no independientes sean comondétonas. Entre
estas dos se encontrard, en términos de riesgo, la relaciéon de dependencia de

cada pareja si las hipdtesis son las consideradas.

Dedicamos lo que sigue de este apartado a modelizar la relacién de depen-
dencia que existe entre los dos riesgos que componen uno cualquiera de los
pares de la cartera cuya covarianza sea no negativa, sea éste el par (X1, X2) €
Ro+ (p1,p2; 1, a2) . A efectos simplificadores introducimos una nueva nomen-
clatura que utilizaremos para simbolizar las probabilidades bivariantes no nulas
asociadas a este par, asi como para referirnos a sus respectivas marginales. En

cuanto a las probabilidades bivariantes, sean

pi1 = Pr(Xi=a1,Xs=0a),
pio = Pr(Xi=a;,X2=0),
po1 = Pr(X;=0,Xs=ay),
po = Pr(X;=0,X=0).

Cuando nos refiramos a los pares independientes y comondtonos incluidos en esta
clase representaremos estas probabilidades bivariantes con los mismos subindices
pero afadiremos los superindices + y V. Asf las probabilidades pL_ se refieren
al par independiente de Rs 4 (p1,p2; a1, a2) mientras que las simbolizadas por
pY _ se refieren al par comondétono.

En cuanto a las marginales asociadas a todos los pares de esta clase las sim-

bolizaremos por

pi. = Pr(Xi=oa1), po. =Pr(X;=0),
p1 = Pr(Xa=a), po=Pr(X2=0).
En el apartado 4.3.4.3 del capitulo cuarto, habiamos interpretado la relacién

de dependencia que existe entre (X Uvoxy ) . Recordemos ahora dos de la carac-

teristicas deducidas en (4.21) para este par. Habfamos visto entonces que

Pr(X{=0/Xx=0) = 1,
PI‘(XIU:Oél/Xg:OQ) = 1.
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Dentro del modelo individual de vida éstas cobran ahora su propio significado.
A efectos interpretativos habiamos asumido entonces que los riesgos de cada
pareja estaban ordenados de manera que el riesgo con menor indice era el riesgo
con mayor probabilidad de dar lugar a siniestro (recordemos que dentro de la
clase Ro 1 (p1,p2; a1, a2) asumimos que % < p1 < pa). Esta relacién nos indica
ahora que el riesgo con menor indice es el que mayor probabilidad tiene de
morir y, en caso de comonotonia, si el asegurado de méas edad no muere dentro
del periodo considerado, el méas joven tampoco lo hard. Igualmente con esta
relacion de dependencia, si el asegurado mas joven muere el mas viejo también
morird. Si se trata de dos asegurados con la misma distribucién marginal de
probabilidad, la muerte de uno de ellos inicamente se producird si ha muerto
el otro.

Entre esta relacion y la mutua independencia, encontramos la de la pareja
considerada. Observar que la hipétesis de comonotonia tinicamente parece real
cuando se trate de un duplicado en la cartera, es decir, un mismo asegurado con

dos poélizas. En cualquier otro caso menos extremo tenemos que
0 < Cov (X1,Xs) < Cov (XY, XY,

0 equivalentemente
0 < ¢x,.x, < 0xU xU,
puesto que se trata de riesgos con idénticas marginales.

Asi, existe un real s, s € [0,1] tal que
Px1,x, = 8 Pxv xv, 0< s <1, (7.4)

es decir, podremos expresar el coeficiente de correlacion de cualesquiera (X7, X5)
€ R+ (p1,p2; a1, a2) en funcién del correspondiente al par de riesgos mutua-
mente comondtonos incluido en esta clase. Observemos que la relacién anterior

es equivalente a
Cov (X1, X2) =sCov (X{,XY), 0<s<1, (7.5)

expresion que nos permitird expresar la funcién de densidad de probabilidad
de cualesquiera (X1, Xs) € Ra t (p1,p2; a1, a2) como combinacién lineal con-
vexa de las funciones de densidad de probabilidad correspondientes a la pareja
independiente y a la comondtona de esta clase.

Si (X1,X2) € Ro 4 (p1,p2; a1, a2) su covarianza queda definida por (4.14). Asi

Cov (X1, X2) = a1z (p11 — p1.p1) = a1z (p11 — p11) -
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Para el par comoné6tono resulta
Cov (X, XY) = aras (pY) — p1.p1) = crae (p]; — pi) -

Expresiones que sustituidas en (7.5) dan lugar a

Q0 (pu —pﬁ) =Sa1Qg (p% —p1l1) .

Asi la probabilidad de que los riesgos X; y Xo den ambos lugar a siniestro

dentro del periodo considerado es
pii=spii+(1—s)piy, 0<s<1 (7.6)

y a partir de esta probabilidad queda totalmente determinada la funcién de
densidad de probabilidad bivariante de este par de riesgos. Observemos que si

se cumple (7.6) se cumplirdn también las siguientes tres relaciones:

po = pi.—pii=s (pr.—pY) + (1 —3)(p1. —pi)
= splljo + (1 - 5) pi_o’

poi = pi—pu=s(p1—-p0)+1—-3s) (p1—pi1)
= spor + (1—5) poi,

poo = 1—pi.—pi+pu=s(l—p.—pi+pi)
+(1—5) (1 —pr.—pa1+pii) =spho+ (1 —s) ppo-
Asi las probabilidades asociadas al par (X1,X2) € Ra 4 (p1,p2; a1, a2) con

correlacién dada por (7.4) cumplen las siguientes relaciones vélidas para cua-

lesquiera x1,z9 > 0 :

Pr(X;=21,Xo=29) = sPr(XlU:xl,ngxg)
+(1—s) Pr(X{ =21,X5 =22), (7.7)

Pr(X; <z,Xo<mp) = sPr (Xf] < a:l,X2U < xg)
+(1—s) Pr(X{ <21,X3 <22) (7.8)

siendo respectivamente (X voxy ) y (X i, XQJ-) los pares de riesgos comondtonos

e independientes incluidos en la clase Ra 1 (p1, p2; 01, a2) -
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Llegados a este punto creemos justificado remarcar la utilidad de las rela-
ciones que acabamos de obtener. Observemos que de entre todas las distribu-
ciones de probabilidad bivariantes correspondientes a los diferentes riesgos in-
cluidos en Ry 4+ (p1,p2; o1, a2), las tnicas conocidas en la practica son las de la
pareja independiente y comondtona. A partir de éstas, si podemos estimar el
grado de dependencia que puede existir entre los dos riesgos considerados como
tanto por uno del que les corresponde a los mismos en caso de comonotonia,
tendremos una estimacién de su distribucién bivariante de probabilidad.

Observar que el conocimiento del coeficiente de correlacién existente entre X
y X3, necesario para llegar a determinar el valor de s, pasa por el conocimiento de
su distribucién bivariante de probabilidad puesto que en su célculo interviene
el valor de Pr(X; =1, Xs=as). En la préctica, este valor serd desconocido
aunque podemos tener alguna idea sobre el grado de correlacion que existe
entre estos dos riesgos. Si, por ejemplo, sabemos que se trata de un duplicado
en la cartera (un asegurado con dos pélizas) deberemos tratar a estos dos riesgos
como uno soélo, es decir, serd una pareja comonétona con idénticas marginales
para los dos riesgos individuales y, en consecuencia, les asignaremos un valor de
s igual a 1. En cualquier otro caso menos extremo, por ejemplo el que resulta
de los matrimonios con pdlizas de vida en una misma cartera, resulta necesario
un andlisis de la dependencia histérica que existe entre este tipo de riesgos
para tratar de determinar el valor de s que les debemos asignar. Es evidente
que para la mayor parte de parejas de riesgos que no permitan la hipétesis de
mutua independencia tampoco resulta realista asumir comonotonia. Aunque
no exista la posibilidad de determinar la relaciéon exacta de dependencia que
existe entre los riesgos que la componen, si se llega a poder determinar el grado
maximo de la misma estaremos ante una nueva herramienta para conocer el
riesgo de la pareja. Supongamos que para dos de estos riesgos hemos podido
llegar a estimar que en ningun caso su correlacién serd mayor a la mitad de la
correlacién méaxima que se puede dar entre los riesgos de esta clase. En este

caso, suponiendo
1
PX1,X2 = i@XfﬂXéj
queda determinada su distribucién bivariante de probabilidad que se obtiene sin

ninguna dificultad haciendo s = % en (7.7) y (7.8).

En base a este procedimiento podremos modelizar diferentes hip6tesis de de-
pendencia para cada una de las parejas de la cartera. Recordemos que nos cen-

tramos unicamente en modelizar aquellas dependencias que implican un riesgo
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mayor que en el caso independiente, es decir, suponemos que cada una de las
parejas dependientes de la cartera son del tipo (Xoi—1, Xot) € Ra + (Pai—1, D2t
agt—1,09t),t =1,k (& Cov (Xat—1,X2:) > 0). Supongamos que para cada

una de ellas hemos podido estimar el valor de s; tal que se cumple

PXot—1,X2¢ = StPxY XU t=1,--k, (79)

2t—1""2t

donde (X§_;, X%) son las respectivas parejas comonétonas de cada clase y
s; € [0,1]. Entonces a partir de (7.7) podemos obtener la funcién de densi-
dad de probabilidad bivariante de cada una de estas parejas. A partir de éstas
serd inmediata la distribucién de la suma que resulta para cada pareja. Con-
volucionando las distribuciones de sumas resultantes y a su vez anadiéndole
por convolucién la del resto de riesgos independientes incluidos en la cartera
(obtenida a partir de alguna de las recurrencias presentadas en el capitulo an-
terior) llegaremos a la distribucién de la v.a. coste total de una cartera con
dependencia por parejas. De la relacién obtenida en (7.3) podemos garantizar
que la v.a. asi obtenida estd, en orden stop-loss, entre la independencia y la
comonotonia.

Senalar, por ultimo, que en caso de duda a la hora de asignar los coeficientes
s; a cada pareja siempre es mejor sobrevalorarlos en una pequena cuantia ya que
de esta manera garantizaremos una v.a. coste total para la cartera que en ningtin
caso infravalora el riesgo real existente. En efecto, parat = 1, ---, k, consideremos
las parejas (Xor—1, Xot), (Xétfp Xét) € Ry ¢ (P2t—1, D2t; ar—1, (vgt) cuya Unica
diferencia viene dada por el grado de dependencia existente en cada pareja.
Supongamos, respectivamente, unos coeficientes s;, s; cumpliendo 0 < s; < s}
< 1 como indicadores del tanto por uno de dependencia que existe en cada

pareja respecto a la méxima que se puede dar en cada clase. Entonces
Cov (Xop—1,Xo) < Cov (XY, Xb,), t=1,--k (7.10)

y por el resultado de los teoremas 4.11 y 3.11, se cumplird

k n k n
Y Ko+ X))t + Y X< Y (X X0) T+ YD X ()
=1 1=2k+1 =1 1=2k+1

En el siguiente apartado ilustramos numéricamente los resultados hasta aqui

obtenidos.
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7.3.2 Aplicaciones

Nuestra intencién ahora es modelizar las dependencias bivariantes descritas para
la cartera de Gerber considerada en el ejemplo 6.8 del capitulo anterior. El obje-
tivo final es llegar a la distribucién del coste total que resulta para esta cartera
bajo la hipétesis de que contiene una estructura de dependencia por parejas
como la presentada en el apartado anterior. En primer lugar identificaremos
los pares de riesgos con dependencia positiva de la cartera. Para cada uno de
ellos trataremos de modelizar la relacién de dependencia que presentan, obje-
tivo que, en la préactica, serd dificil de lograr ya que aunque conozcamos su
naturaleza desconoceremos el grado exacto de la misma. Asi, presentaremos
resultados bajo diferentes hipétesis de dependencia para cada una de las pare-
jas y estableceremos la ordenacion stop-loss de las v.a. coste total que para la
cartera surjan en cada caso particular. De entre todas las opciones deberemos
elegir la méas conveniente a cada caso en base a dos objetivos. Por una parte,
debemos garantizar una alternativa “conservadora”, en el sentido que en ningtin
caso infravalore el riesgo realmente existente. Por otra parte, debemos tratar de
llegar a resultados lo mas exactos posibles, resultados inicamente posibles en la
medida en que dispongamos de informacién acerca de la relacién de dependencia

que existe entre los riesgos que componen la cartera.

Los resultados que de esta seccién se deriven son facilmente reproducibles
para las carteras de Kornya y real presentadas anteriormente asi como para
cualquier otra cartera de seguros de vida con que en la realidad nos podamos
encontrar.

En primer lugar presentamos nuevamente la cartera original de Gerber,

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4 )
0.03 2 3 1 2 -
0.04 - 1 2 2 1
0.05 - 2 4 2 2
0.06 - 2 2 2 1

Cartera de Gerber

Numero total de pélizas 31
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A fin de definir para esta cartera una estructura de dependencia bivariante
positiva, etiquetamos los riesgos que la forman de 1 a 31, fila a fila. Asi, los
riesgos X1 y X5 tienen una probabilidad de morir igual a 0.03 y un capital
pagadero en caso de que la muerte se produzca dentro del ano considerado igual
a 1 u.m.. Igualmente, los riesgos X3, X4 y X5 tienen una probabilidad de morir

igual a 0.03 pero éstos tienen un capital asegurado igual a 2 u.m.,- - -

Supongamos ahora que esta cartera contiene 6 parejas de riesgos no inde-
pendientes para cada una de las cuales suponemos hemos podido probar la
positividad de su covarianza.

Concretamente, sean las parejas de riesgos no independientes
(X1, X2), (X6, Xa5), (X7,X21), (X9, X17), (X13, X20) v (X30, X31), (7.12)

con
Cov (Xz,X]) Z 0

en cada una de las parejas.

Podemos, en primer lugar, acotar el riesgo de la cartera. Este riesgo vendra
dado por la v.a. coste total de la cartera, v.a. que representaremos ahora
por S(’;) para indicar que la dependencia que asumamos bajo las hipdtesis en
el superindice tnicamente estd referida a los dos riesgos en cada una de las
parejas consideradas, siendo el resto de riesgos, asi como las diferentes parejas

mutuamente independientes en cualquier caso.

Los resultados de la seccién anterior nos garantizan que este riesgo queda
entre el que resulte para la cartera realizando la hipdtesis de independencia y

comonotonia entre los riesgos de cada una de las parejas. Asi
Sta) Sa Sy <t S

siendo x una hipétesis cualquiera que garantice la positividad de las covarianzas

de las parejas en (7.12).
Deduzcamos estas dos distribuciones extremas.

S(Jé) se obtiene asumiendo independencia entre los riesgos de cada una de
las parejas. En este caso la independencia se cumple para todos los riesgos de
la cartera y estamos ante la v.a. coste total cuya distribuciéon de probabilidad
presentdbamos en el apartado 6.4 del capitulo anterior (ver ejemplo 6.8 en pag.
165). A partir ésta, es inmediato obtener las primas stop-loss que resultan bajo

los niveles de retencién d que se presentan en la siguiente tabla
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B (s —d)+

18

4.49
2.981123326370080
1.775631979345970
1.001069493412810
0.514953900736114 (7.13)
0.250641758309224
0.113220334466866
0.048402215169515
0.019426527081849
0.007381337806338

Estas son las menores primas que pueden encontrarse para la cartera de

Gerber con la estructura de dep

endencia bivariante propuesta. Paralelamente,

bajo la hipdtesis de comonotonia en cada una de las parejas no independientes,

llegaremos a las primas stop-loss maximas de esta cartera. KEstos resultados

quedan garantizados por (7.3).

Para llegar a la distribucion de S(g), debemos realizar la hipdtesis de comono-

tonia entre los riesgos que componen las parejas senaladas como no indepen-

dientes. A partir de (4.19), resultan las siguientes distribuciones bivariantes de

probabilidad
(z,v) Pr (X{J =z, XY = y) (z,v) Pr (Xg = m,XQI{-) = y)
(0,0) | min{0.97,0.97} = 0.97 (0,0) min {0.97,0.94} = 0.94
(1,0) | max{0.97 —0.97,0} =0 (3,0) max {0.94 — 0.97,0} =0
(0,1) | max{0.97 —0.97,0} =0  (0,2) | max{0.97 — 0.94,0} = 0.03
(1,1) | min{0.03,0.03} =0.03  (3,2) | min{0.03,0.06} = 0.03

8

Pr (X7U =z, XY = y)

Pr (Xg =z, X = y)

min {0.97,0.95} = 0.

max {0.97 — 0.95,0} =
min {0.03,0.05} = 0.

=~ ks O O
NN Nl

—~ o~ —~ |
D-Jkuo = O

(
(
max {0.95 — 0.97,0} = 0 (
(
(

y)
95 0) | min{0.96,0.95} =0.95
,0) | max{0.95—0.96,0} =0
0.02 3)
3)

03

max {0.96 — 0.95,0} = 0.01
min {0.04,0.05} = 0.04
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(z,v) Pr (X1U3 =z, X5 :y) (z,y) | Pr (X?I,]o =z, XY :y)

(0,0) min {0.96,0.94} = 0.94 (0,0) | min{0.94,0.94} = 0.94
(4,0) max {0.94 — 0.96,0} =0 (4,0) | max{0.94 —0.94,0} =0
(0,4) | max{0.96 — 0.94,0} = 0.02 (0,5) | max{0.94 —0.94,0} =0
(4,4) | min{0.04,0.06} = 0.04 (4,5) | min{0.06,0.06} = 0.06

Con éstas es ahora inmediato obtener la distribucién de probabilidad de la v.a.
suma que de cada una de estas parejas se deriva. Cada una de ellas refleja la

siniestralidad total en cada pareja bajo la hipotesis de comonotonia.

s|Pr(xV+x¥=s) 5| Pr(x¥+X=s)
0 0.97 0 0.94
2 0.03 2 0.03
5 0.03
s | Pr(xXV+xB=5) s|Pr(XY+X[=5)
0 0.95 0 0.95
4 0.02 3 0.01
8 0.03 5) 0.04
s | Pr(xfh+Xf=s) s|Pr(Xf+X¥=s)
0 0.94 0 0.94
4 0.02 9 0.06
8 0.04

Para llegar a la distribucion de S(g), debemos convolucionar estas seis dis-
tribuciones con la que resulta para la v.a. coste total de la cartera de Gerber

extrayendo estos 12 riesgos, es decir, considerando la subcartera

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4 5
0.03 - 3 - 1 -
0.04 - - 2 1 1
0.05 - 2 3 1 2
0.06 - 1 2 - -
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Su distribucion de coste total se obtiene a partir de la recurrencia de De Pril
(1986) presentada en el teorema 6.3 del capitulo anterior y aplicable a este caso

por ser todos los riesgos mutuamente independientes.

El resultado de esta distribucién y su convolucién con la de las parejas de riesgos
comondtonas consideradas se realizan en el programa Bl. “Cartera de Gerber
con una estructura de dependencia bivariante. Hipdtesis U” presentado en el

apéndice A de este trabajo. La distribucion de probabilidad resultante es:

s fs(g) (s)=Pr (S(g) = 5) FS((QJ) (s)=Pr (S(g) < s)
0 0.301263680822852 0.301263680822852

1 0 0.301263680822852

2 0.097826095084850 0.399089775907702

3 0.114303646275621 0.513393422183322

4 0.064183333780150 0.577576755963472

5 0.103680790824958 0.681257546788430

6 0.036139032489427 0.717396579277858

7 0.045659871480859 0.763056450758716

8 0.059136402748297 0.822192853507013 (7.14)
9 0.041658648000452 0.863851501507465
10 0.026352133489692 0.890203634997157
12 0.020174554041185 0.935656094305217
14 0.012597428265108 0.965593677917202
16 0.007321601395205 0.980704307772110
18 0.003439891427558 0.990316810675342
20 0.002044951400518 0.995221241530017
24 0.000502918025075 0.998965446110303
28 0.000097491007033 0.999813969711963
32 0.000017899537298 0.999971366338398

Por (7.3) podemos garantizar que la v.a. cuya distribucién acabamos de
obtener es la méas “peligrosa” que podemos encontrar para esta cartera si la
estructura de dependencia bivariante es la definida. En consecuencia las primas
stop-loss que de esta distribucién de probabilidad resultan son las mayores que

pueden existir. Estas son:
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E (Sg) - d)
4.49

d

J’_
0
2 3.092527361645700
4
6
8

2.005010559736720
1.263844862488630
0.744297892525202 (7.15)
10 | 0.430342247539678
12 | 0.236027422800869
14 | 0.124679766758177
16 | 0.063656151052287
18 | 0.031237378072184

Entre estas primas y las obtenidas en caso de independencia -dadas en (7.13)-
encontraremos las asociadas a la v.a. coste total que resulte bajo cualquier

hipotesis sobre el grado de dependencia entre los riesgos de las diferentes parejas.

Nos planteamos ahora el andlisis de dependencias bivariantes intermedias
entre los riesgos que componen cada una de las parejas en (7.12). Supongamos
que para cada uno de estos dos riesgos hemos podido estimar su grado de de-
pendencia como % de la méxima que puede existir entre ellos. En el caso de
las parejas (X1, X32) v (X350, X31) sabemos que se trata de dos duplicados en
la cartera, es decir, los dos riesgos que componen cada una de estas parejas
son uno solo. En este caso debemos tratar a estas dos parejas como dos pare-
jas comondtonas con idénticas distribuciones marginales para cada uno de los

riesgos que la componen. Asi, para ellas, (7.9) resulta

ex1x = pxvxy =1, (7.16)

- -1
¥ X30,X31 QDX:?O,X;]1 )

puesto que en caso de igualdad en las marginales podemos garantizar un coefi-
ciente de correlacion igual a 1 para las parejas comondtonas.

La siniestralidad total en cada una de estas parejas se distribuye segtin la v.a.
suma bivariante obtenida anteriormente bajo esta hipétesis (ver la distribucién
de XV + XY yv XY + XY en la pag. 205).

Para las cuatro parejas restantes en (7.12) hemos estimado los siguientes

coeficientes s; para las relaciones presentadas en (7.9),
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$X6.X25 = 0:59xU xU,

PX7,X01 = 0.15 @X;J,XzUlv (7 17)

Px9,Xx17 = 0.29 PxY. XU

PX15,X29 = 0.6 XU, xU-

Conocidos estos valores, de (7.7), tenemos que la funcién de densidad de
probabilidad bivariante de estas parejas de riesgos queda definida a partir de
las respectivas independientes y comonétonas. Las comondtonas son las ante-
riormente obtenidas dentro de este apartado (ver pag. 204 y 205). En cuanto
a las independientes, se obtienen inmediatamente a partir del producto de las
marginales. Asi, de (7.7) resultan las siguientes funciones para cada una de las

parejas

Pr(X¢ =, Xo5 = y)
0.5-0.94+0.5-0.97-0.94 = 0.9259
0.5-040.5-0.03-0.94 = 0.0141
0.5-0.03+0.5-0.97-0.06 = 0.0441
0.5-0.03+0.5-0.03-0.06 = 0.0159

N N e
w o wolxr
SIRCEEREIES
S N N N |

(z,y) Pr(X7; =x2,X01 =y)

(0,0) | 0.15-0.95+0.85-0.97-0.95 = 0.925775
(4,0) 0.15-0+0.85-0.03 - 0.95 = 0.024225
(0,4) | 0.15-0.02 4+ 0.85-0.97 - 0.05 = 0.044225
(4,4) | 0.15-0.03 4+ 0.85-0.03 - 0.05 = 0.005775

Y) Pr(Xo =, X17 = y)

0) | 0.25-0.954+0.75-0.96 - 0.95 = 0.9215
,0) 0.25-0+0.75-0.04 - 0.95 = 0.0285
3)

3)

0.25-0.01 +0.75-0.96 - 0.05 = 0.0385
0.25-0.04 +0.75-0.04 - 0.05 = 0.0115
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Pr(Xi3 =z, X2 = y)
0.6-0.94+0.4-0.96 - 0.94 = 0.92496
0.6-040.4-0.04-0.94 =0.01504
0.6-0.02+0.4-0.96 - 0.06 = 0.03504
0.6-0.04 +0.4-0.04 - 0.06 = 0.02496

s~ o olr
NRR=EREIRS
S N N N

Es inmediato a partir de estas distribuciones bivariantes, obtener las co-
rrespondientes a la suma de los siniestros derivados de cada una de las parejas

anteriores. Estas son:

S Pr (X + Xo5 = s) S Pr (X7 + Xo1 = 9)
0 0.9259 0 0.925775

2 0.0441 4 0.06845

3 0.0141 8 0.005775

) 0.0159

S Pr(Xo + X17 = s) s Pr (X153 + Xa9 = 8)
0 0.9215 0 0.92496

2 0.0285 4 0.05008

3 0.0385 8 0.02496

5 0.0115

De la convolucién de estas cuatro distribuciones con las resultantes para
XU+ XY v XY+ XY, tendremos la distribucién de la siniestralidad que se deriva
de las parejas de riesgos no independientes de la cartera. Convolucionando
ésta con la de la subcartera de Gerber formada por los riesgos independientes
tendremos la distribucién de la v.a. coste total de la cartera, v.a. a la que
representaremos por S(‘;‘), siendo A el conjunto de hipétesis en (7.16) y (7.17).
La obtencién de la misma se ha realizado en el programa B2. “Cartera de Gerber
con una estructura de dependencia bivariante. Hipdtesis A” (ver apéndice A).

La distribucién resultante es:
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»

fsé) (s) =Pr (S(’g) = s)

Fs(g) (s)=Pr (S’é) < s)

© 00 = O U k=W NN = O

N N I N R O e e S S
0 = O 00 O =~ N O

32

0.276014364605351
0
0.102501095766897
0.117553352563514
0.086648877873891
0.091837088635663
0.049549626216221
0.054484718991637
0.048941021155915
0.046745103059341
0.023863973251630
0.020449960966313
0.011799338805445
0.006533293878189
0.003143815771691
0.001683267774743
0.000354835676323
0.000059857355875
0.000008543252838

siendo sus primas stop-loss:

0.276014364605351
0.276014364605351
0.378515460372247
0.496068812935761
0.582717690809652
0.674554779445315
0.724104405661536
0.778589124653173
0.827530145809088
0.874275248868429
0.898139222120060
0.943199252021157
0.970220637890791
0.984321393928907
0.992516658686747
0.996531169738343
0.999360128245808
0.999903277519256
0.999987972449325

d & - d) X

0 4.49

2 | 3.042028729210700
4 | 1.916613002518710
6 | 1.173885472773670
§ | 0.676579003088382
10 | 0.378384397765900
12| 0.199272910940803
14 | 0.100893462047306
16| 0.048902199988815
18 | 0.022596436832782

CapriTULO 7. HIPOTESIS DE DEPENDENCIA BIVARIANTE POSITIVA

(7.18)

(7.19)
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Es inmediato comprobar que las primas stop-loss aqui presentadas estan

acotadas por debajo por las dadas en (7.13) y por encima por las de (7.15). Asi
S(Jﬁ) <sl 5(3) <sl S(g)

Remarcar que estas cotas quedan en cualquier caso garantizadas por (7.3), al

ser las covarianzas de las parejas dependientes de la cartera positivas.

Queremos, por ultimo, reconsiderar las hipotesis de dependencia realizadas
en (7.17). Supongamos que para las parejas no comondtonas de la cartera,
creemos haber podido infravalorar el grado de dependencia positiva existente. Si
asi es, resulta conveniente incrementar en una pequena cuantia las hipdtesis an-
teriores. Incrementaremos las correlaciones de las parejas (Xg, Xa5) , (X7, Xo1),
(X9, X17) v (X13, X29) en un 10% respecto a las dadas en (7.17).

Para las parejas (X1, X32) v (X30, X31) seguimos asumiendo comonotonia.
Asi las relaciones presentadas en (7.16) siguen siendo validas y las distribuciones
de XV + XV v XY + XY obtenidas en la pdg. 205 nos dan el riesgo de estas
parejas. Si incrementamos en un 10% las correlaciones definidas en (7.17) para

el resto de parejas, tenemos

¥ Xg,X55 = 0.55 PxY, x>

25 €' :0165()0 U xU,
7,821 X7 ,X5 (720)

©x9,x,; = 0.275 PxXY,xUs
PX13,X29 = 0.66 @X%,X;{a'

Nuevamente a partir de (7.7), podemos llegar a la funcién de densidad de
probabilidad bivariante de estas parejas de riesgos a partir de las respectivas

independientes y comondtonas. Las funciones obtenidas son:

) Pr(Xs =z, Xo5 =)

) | 0.55-0.94 4 0.45-0.97-0.94 = 0.92731
) 0.55-0+0.45-0.03-0.94 = 0.01269
)

)

)

)

0.55-0.03 4 0.45-0.97 - 0.06 = 0.04269
0.55-0.03 4+ 0.45-0.03 - 0.06 = 0.01731

—~ o~ o~ —~ |
w O w o8
NN O Ol

(z,y) Pr(X;=2,X01 =vy)

(0,0) | 0.165-0.95+ 0.835 - 0.97 - 0.95 = 0.9262025
(4,0) 0.165 - 0 + 0.835 - 0.03 - 0.95 = 0.0237975
(0,4) | 0.165-0.02 + 0.835 - 0.97 - 0.05 = 0.0437975
(4,4) | 0.165-0.03 + 0.835 - 0.03 - 0.05 = 0.0062025
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(z,9) Pr(Xg=2,X17=1y)

(0,0) | 0.275-0.95+ 0.725 - 0.96 - 0.95 = 0.92245
(2,0) 0.275-0+0.725-0.04 - 0.95 = 0.02755
(0,3) | 0.275-0.01 + 0.725 - 0.96 - 0.05 = 0.03755
(2,3) | 0.275-0.04 + 0.725 - 0.04 - 0.05 = 0.01245
(z,y) Pr (X135 =2, X2 =y)

(0,0) | 0.66-0.94 +0.34-0.96 - 0.94 = 0.927216
(4,0) 0.66 - 0+ 0.34-0.04-0.94 = 0.012784
(0,4) | 0.66-0.02 4+ 0.34-0.96 - 0.06 = 0.032784
(4,4) | 0.66-0.04 + 0.34-0.04 - 0.06 = 0.027216

Las distribuciones correspondientes a la suma de los siniestros derivados de

cada una de las parejas son ahora

s Pr(Xe + Xa5 = s) s ‘ Pr(X; + X21 = s)
0 0.92731 0 0.9262025

2 0.04269 4 0.067595

3 0.01269 8 0.0062025

5 0.01731

s Pr(Xg + X17 = 9) s ‘ Pr (X3 + Xog = 5)
0 0.92245 0 0.927216

2 0.02755 4 0.045568

3 0.03755 8 0.027216

) 0.01245

De la convoluciéon de estas cuatro distribuciones con las resultantes para
XV + XV y X¥ + X¥, tendremos la distribucién de la siniestralidad que se
deriva de las parejas de riesgos no independientes de la cartera. Convolucio-
nando ésta con la obtenida para la subcartera de Gerber formada por los riesgos
independientes tendremos la distribucion de la v.a. coste total de la cartera, v.a.
a la que representamos por S(g), siendo B el conjunto de hipétesis en (7.16) y
(7.20). La obtencién de la misma se realiza ahora en el programa B3. “Cartera
de Gerber con una estructura de dependencia bivariante. Hipétesis B” (ver

apéndice A). La distribucién resultante ahora es:
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V)

fsg) (s)=Pr (S(JQB) = s)

Fs({j’) (s) =Pr (S(g) < s)

© 00 N O U ke W N = O

I N I N R e O R i
0 = O 00 O = N O

32

0.277522695270462
0
0.102324501445857
0.117469585009160
0.085226737775094
0.092502075318659
0.048699970622469
0.053879249018011
0.049521942938955
0.046418235460147
0.023988247241432
0.020487957695351
0.011876973360629
0.006571425782322
0.003159118114124
0.001709075636144
0.000364486239126
0.000062169075253
0.000009029144932

0.277522695270462
0.277522695270462
0.379847196716319
0.497316781725480
0.582543519500574
0.675045594819233
0.723745565441702
0.777624814459713
0.827146757398669
0.873564992858816
0.897553240100248
0.942715260979978
0.969912860515447
0.984081634505903
0.992375631957305
0.996450120673946
0.9993368663 76094
0.999898343567083
0.999987164133241

siendo sus primas stop-loss asociadas

E (58 -a) X

4.49
3.045045390540920
1.922209368982720
1.179798483302530
0.681168863203942
0.381880613461425
0.201661156846302
0.102412304981096
0.049835374220127
0.023133522569209

213

(7.21)

(7.22)
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Comparando éstas con la obtenidas en (7.19), podemos concluir que bajo

cualquier nivel de retencién las ahora presentadas son mayores, es decir,
A B
S(z) a1 )

A nivel tedrico, esta conclusion se deduce de los resultados de la seccién 7.3.1.
En efecto, en (7.10) y (7.11) habiamos visto que bajo dos conjuntos de hipétesis
sobre el grado de dependencia positiva de los componentes de cada una de las
parejas no independientes, aquella que diera lugar a las correlaciones mas altas
implicaria una v.a. coste total con mayor riesgo, es decir, con unas primas

stop-loss mayores bajo cualquier nivel de retencién.

Queremos concluir destacando los principales resultados obtenidos dentro de
este apartado. Para algunos de los riesgos que componen la cartera de Gerber
(Gerber, 1979) hemos roto la hipdtesis de mutua independencia. Esta ruptura
se ha realizado considerando 6 parejas de riesgos con una estructura de depen-
dencia positiva. En primer lugar hemos asumido la hipétesis de comonotonia
entre los riesgos de cada una de las parejas existentes. Asi hemos obtenido la
v.a. coste total con mayor riesgo que se puede encontrar para la cartera si la
estructura de dependencia es la definida. Conscientes de que esta hipOtesis si
bien nunca infravalorara el riesgo real resulta, en la mayor parte de los casos,
incluso mas irreal que la de independencia, hemos ejemplificado dos situaciones
menos extremas de dependencia. Hemos dejado los riesgos en dos de las parejas
como comondétonos, por considerar que se trataba de duplicados en la cartera.
Para los que componen las cuatro restantes, sabiamos de los resultados del
apartado 7.3.1 que nos bastaba con estimar el tanto por uno que relaciona su
correlacién con la que les corresponderia en caso de comonotonia para conocer
su distribucién bivariante. As{ en (7.17) hemos asumido unos tantos por uno
para los riesgos en estas parejas. La distribucion resultante para la v.a. coste
total de la cartera es la presentada en (7.18). Las primas stop-loss, en este caso,
quedan por encima de las obtenidas con la hipdtesis de independencia y por
debajo de las comonétonas -ver (7.13), (7.15) y (7.19)-.

Puede ser que existan dudas sobre si hemos considerado suficiente grado de
dependencia como para garantizar que en ningin caso infravaloremos el riesgo
real de la cartera. Si asi es, podemos, como en (7.20), incrementar en un de-
terminado % el tanto por uno que define el coeficiente de correlacién de cada
pareja con respecto a la maxima que puede existir en ella. Alli hemos consi-

derado un incremento del 10%. La v.a. coste total obtenida es la dada en (7.21)
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y sus respectivas primas stop-loss las de (7.22). Es inmediato comprobar que
al incrementar las respectivas correlaciones, incrementan las primas stop-loss,
-ver (7.19) y (7.22)-. Asi, podremos llegar a asegurar una v.a. coste total que
en ningun caso infravalore el riesgo real de la cartera. Obviamente este objetivo

debe ser compatible con el de llegar a unos resultados lo més exactos posibles.

Finalmente, en cuanto a los datos utilizados para llegar a estos resultados,
senalar que somos conscientes de que en la realidad dificilmente podemos en-
contrar 12 riesgos no independientes dentro de un colectivo formado inicamente
por 31 riesgos. Igualmente irreales son las elevadas correlaciones asumidas, asi
como una cartera con tan pocas pélizas como la de Gerber. Los resultados aqui
presentados Unicamente deben entenderse como ilustrativos de la metodologia
presentada en el apartado anterior para modelizar dependencias bivariantes en

carteras de vida ya que éste ha sido nuestro tinico propédsito al presentarlos.

7.4 Carteras de seguros de vida con doble in-
demnizacién en caso de muerte por acci-

dente

7.4.1 Un modelo particular de dependencia bivariante po-
sitiva
Dentro de este apartado queremos analizar algunas de las dependencias biva-
riantes positivas que pueden encontrarse en una cartera de seguros de vida con
doble indemnizacién en caso de que la muerte se produzca por accidente. En el
capitulo anterior hemos analizado la distribucién del coste total que para esta
cartera resulta bajo la hipdtesis de mutua independencia entre todos los riesgos
que forman la cartera, -ver apartado 6.4.2-. Queremos ahora introducir en una
cartera de este tipo una estructura de dependencia por parejas como la definida

en el apartado 7.2.

Seguiremos la nomenclatura del apartado anterior. Asi suponemos que se
trata de una cartera cuyos riesgos individuales, X; (i =1,---,n), tienen un
capital asegurado en caso de muerte por causas naturales igual a «; (a; > 0)
que es un entero miltiple de una u.m. cualquiera. Este capital se dobla en
caso de que la muerte se produzca por accidente. El capital que corresponda se

pagara en caso de que el asegurado i-ésimo no sobreviva el periodo considerado
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(igual a un ano). La probabilidad de muerte del asegurado i-ésimo dentro del afio
considerado es ¢; (0 < ¢; < 1), dato que se obtiene de las tablas de mortalidad.
Aligual que en el capitulo anterior supondremos que la probabilidad condicional
de muerte por accidente, condicionada a que la muerte se ha producido, es
constante para todos los asegurados de la cartera y viene dada por el tanto por
umoa (0 < a<1).

Estamos, por tanto, ante una cartera cuyos riesgos individuales, X; (i =1,
-,m), tienen una funcién de densidad de probabilidad definida en tres puntos.

Esta vendra dada por

Pr (XZ = 0) = DPi,
PriX;=a;) = (1—a)(1—-pi)=(1-0q) ¢
Pr (Xl = 20[1) = « (1 7]91) = gy,

con 0<p; <1, 0<a<1ya; >0 conocidos.

Si suponemos que esta cartera contiene un nimero k (k < n/2) de parejas
de riesgos no independientes, la v.a. coste total que refleja la siniestralidad de la
cartera es la definida en (7.1). Al igual que en el apartado anterior necesitamos
previamente conocer la relacién de dependencia que existe en cada pareja para
llegar al calculo de la distribucién del coste total. Seguimos inicamente interesa-
dos en dependencias bivariantes positivas que den lugar a pares de riesgos cuya
distribucién de la suma esté por encima, en orden stop-loss, a la correspondiente
en caso de independencia aunque estamos ahora ante riesgos individuales con
densidad de probabilidad no nula en tres puntos. Como habiamos visto en el
apartado 4.4 del capitulo cuarto, cuando las distribuciones marginales de pro-
babilidad no son dicotémicas la positividad de la covarianza de cada uno de los
pares no nos basta para garantizar que éste sea mas “peligroso” que su homoélogo
independiente. Aplicando los resultados entonces obtenidos, podemos afirmar
que la distribucién de la suma de cada una de las k parejas de la cartera estard
por encima, en orden stop-loss, de la correspondiente en caso de independencia

si (Xoi—1, Xot) € Ro 4 (For—1,For), t =1,-- -, k, donde en este caso particular

i si0<z<aqy
Fiz)=¢ 1-a)qg stoy; < <20 t=1,---2k.
1 six > 2a;

Recordemos que la condicién dada para la pertenencia a cada una de estas

clases es que los dos riesgos incluidos en una cualquiera de ellas presenten de-
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pendencia cuadratica positiva. Asi supondremos que hemos podido probar que
la distribucién bivariante de cada una de las parejas no independientes de la

cartera cumple la siguiente relacion valida para cualesquiera z,y > 0 :
FX2t—17X2t (LE, y) 2 F2t—1 (SC) FQt (y) ) t= 1a Tt kv

es decir, la funcién de distribucién bivariante de cada una de las parejas depen-
dientes de la cartera esta por encima de la que resulta para los dos riesgos que
la componen en caso de independencia. En este caso, aplicando el resultado del
teorema 4.19 podemos establecer las siguientes cotas para la distribucién de la

suma de cada una de estas parejas de riesgos,
Xap g+ Xog < Xog1 + Xoy <q Xop_ 1+ X5, t=1,-- -k, (7.23)

siendo (X3;_1,X3;) v (X§,_1,X§}) las parejas independientes y comondtonas

incluidas en cada una de estas clases.

Bajo la hipétesis de mutua independencia entre las parejas de riesgos inclui-
das en la cartera y entre los diferentes riesgos fuera de éstas, podemos aplicar

el resultado del teorema 3.11 a (7.23) y afirmar que

ZX <le Xoio1+ Xa5)* Z X <slz X3, 1+Xzz Z Xi,

i=2k+1 i=2k+1
(7.24)

puesto que este teorema garantiza el mantenimiento de la ordenacion stop-loss

bajo la convolucién de riesgos independientes.

De (7.24) se deduce la relacién de dependencia més segura y la més peligrosa
que puede existir en una cartera de este tipo segun la ordenacién que del riesgo
de éstas estableceria cualquier decisor adverso al riesgo. Nuevamente la més
segura es la formada por riesgos mutuamente independientes y la mas peligrosa
aquella cuyas parejas de riesgos no independientes sean comondtonas. Entre
estas dos se encontrard la de nuestra cartera. Nuevamente estas dependencias
deberan ser consideradas a la hora de calcular la distribucién del coste total de
la cartera si no queremos infravalorar su riesgo real. En base a este objetivo,
dedicamos lo que sigue a modelizar la relaciéon de dependencia que existe entre
los dos riesgos que componen uno cualquiera de los pares de la cartera con
dependencia cuadrdtica positiva, sea éste el par (X1,X2) € Ro 4 (F1,Fa). A
efectos simplificadores seguimos con la nomenclatura introducida en el apartado

anterior para simbolizar las probabilidades bivariantes no nulas asociadas a este
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par, asi como para referirnos a sus respectivas marginales. En cuanto a las

probabilidades bivariantes, sean ahora

p2 = Pr(
pa1 = Pr(
P12 = Pr(
po = Pr(
po2 = Pr(X;=0,X5=2a),
pio = Pr(
po1 = Pr(
pi1 = Pr(
(

Poo = Pr

Al igual que antes, cuando nos refiramos a los pares independientes y comonéto-
nos incluidos en esta clase representaremos estas probabilidades bivariantes con

+ y U, Asf las pro-

los mismos subindices pero anadiremos los superindices
babilidades pt_ se refieren al par independiente de Ry + (F1, F») mientras que
las simbolizadas por pY_ se refieren al par comonétono.

En cuanto a las marginales asociadas a todos los pares de esta clase las sim-

bolizamos por

p2. = Pr(Xi=20), pr. =Pr(X:1 =0a1), po. =Pr(X; =0),
pa = Pr(Xs=2a3), p1 =Pr(Xs=as), po=Pr(Xs=0).

Una vez hemos detectado dos riesgos en la cartera con dependencia cuadratica
positiva, sean éstos (X1, X2), sabemos que estamos ante un elemento de la clase
Ry 4 (F1, F»). Si existen evidencias suficientes de que presentan una relacién
de dependencia positiva lo suficientemente fuerte como para no ser tratados
como independientes estamos, en términos de riesgo, entre la independencia y
la comonotonia. Salvo en caso de que se trate de un duplicado en la cartera,
mas irreal que la independencia resulta la hipotesis de comonotonia. Por ello
debemos nuevamente encontrar una herramienta para modelizar la relacién de
dependencia que existe en esta pareja. La herramienta dada debe permitir in-
terpretar facilmente los resultados obtenidos al modificar la hipétesis realizada
sobre el grado de dependencia puesto que serda imposible determinar el grado

de dependencia exacto de los dos riesgos considerados. Asi, debemos poder
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modificar esta hipétesis y ademads llegar a garantizar que la distribucién corres-
pondiente a la suma de los siniestros que de la pareja se deriven en ningtin caso
infravalore el riesgo real. Para ello necesitaremos que los elementos que resul-
ten bajo cada una de las hipétesis queden ordenados en base al orden stop-loss.
Dentro de la clase Ry (Fi, Fy) esta ordenacion serd posible en la medida en que
queden ordenadas las respectivas distribuciones de probabilidad bivariantes que
resulten para esta pareja en cada caso. Recordemos que los teoremas 4.15 y 4.17
del capitulo cuarto nos garantizan que para (X1, X2),(Y1,Y2) € Ra 4 (F1, Fo)
si Fx, x, (z1,22) < Fy, v, (x1,22), V1,22 > 0, entonces X1 + Xy <4 Y1 +Ys.
Asi, bajo dos hipdtesis sobre el grado de dependencia que existe entre los riesgos
de nuestra pareja, la que suponga una mayor dependencia debe dar lugar a una
pareja cuya funcién de distribucién bivariante quede siempre por encima de la
resultante en el otro caso. Garantizaremos de esta manera que a mayor grado

de dependencia mayor riesgo global.

Aunque sabemos que en el caso que nos ocupa ahora, el orden de covarian-
zas no implica orden stop-loss, empezaremos con la idea seguida en el apartado
anterior para tratar de modelizar la dependencia existente entre los riesgos
(X1,X2) € Ry (F1,Fz). De la expresién (4.30) presentada en el capitulo
cuarto, sabemos que por tratarse de una pareja con dependencia cuadratica

positiva su coeficiente de correlaciéon cumple
0< Px,,Xs < 90)({/7)(57

siendo (X{J , XY ) la pareja comondtona de la clase considerada. Nuevamente

existe un real s, s € [0, 1] tal que

PX1,Xy = S QDX{J,XZEJ' (725)

Si bien resultard practicamente imposible determinar el valor exacto de s en la
practica, podemos, al igual que en el apartado anterior, llegar a determinar el
grado maximo de dependencia que existe como tanto por uno del que les corres-
ponderia a los mismos riesgos en caso de comonotonia. Recordemos que en el
caso de riesgos con distribucién dicotémica, el intervalo [0, 1] de posibles valores
de s modelizaba todas las posibles relaciones de dependencia existentes y ademéas
éstas quedaban ordenadas en orden stop-loss con la ordenacién de los diferentes
parametros s. Veremos a continuacién que en el modelo que ahora tratamos, de-
pendencias positivas en una cartera de seguros de vida con doble indemnizacién
en caso de muerte por accidente, siguiendo este procedimiento tinicamente lle-

garemos a modelizar algunos de los elementos de la clase Ry 4 (Fy, F») y ahora
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no sera posible considerar todas las posibles relaciones de dependencia entre dos
riesgos que presenten dependencia cuadratica positiva. A pesar de la limitacién
que esto supone creemos interesante seguir por este camino por la simplicidad
de los resultados que de €l surgen y porque éstos seran facilmente ordenables en

base al orden stop-loss.

Dado que (X1, X2), (XY, XY) € Ry (Fi, F), la expresién (7.25) resulta

equivalente a
Cov(X1,X2) =sCov (XY, XY), 0<s<1. (7.26)

Es facil comprobar que para estos riesgos se cumple

E(X:) = E(X{J) =1 (p1. +2p2),

E(Xp) = E (Xg) =z (p1+2p.2),
E(X1X2) = aias(p1+2(p12+p21) +4pa2),
E(X{ X)) = ara(pfy +2(p1y +p5)) +4p5) -

De donde la igualdad presentada en (7.26) equivale a

o0 [(pll —pﬁ +2 (p12 —pfz + pa1 —pzﬁ)) +4 <p22 _p2¢2)]
= sonas [(pY) — pii +2 (02 — iz + 95 —p31)) +4 (0% — p3)] -
(7.27)

Observemos que se trata de una unica ecuacién con cuatro incégnitas. Esta-
mos ahora ante infinitas soluciones de ahi que no podamos modelizar todas las
relaciones de dependencia que pueden presentar dos riesgos con dependencia
cuadrética positiva por esta via. De entre todas las posibles soluciones de la
ecuacion presentada, nos centramos en la que surge cuando calculamos cada una
de las probabilidades bivariantes asociada al par (X7, X2) como combinacién li-
neal convexa de las correspondientes en caso de independencia y comonotonia
de los riesgos involucrados. Asi, consideramos la siguiente solucién particular
de (7.27):

P2 = sphy+(1—5) pa,
poar = spd + (1—s)py,
piz = sply+ (1—5)pias

1

puu = sp+(1—s)piy.
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Conocidas estas cuatro probabilidades quedan totalmente determinadas las
cinco que completaran la funcién de densidad de probabilidad bivariante de

estos riesgos. En efecto,

P20 = Do — o1 — P22 =5 (p2. — P8 — p%) + (1 —5) (p2. — P31 — p2)
= sphy+ (1 —s)px,

po2 = P2—pi2—p22=s(p2 —pY, — pgz) +(1=5)(p2 — piy — szg)
= spoe + (1—5) Do,

pro = p1.—pi1—pi2=>s(pr. —p —p%) + (1 —3s) (p1. — pii — piz)
= spfy+ (1-5) pio,

poi = pi—pi—pa=s (p1—p%, —p%)+(1—5)(p1—pi—pn)
= Sp([)Jl +(1— 3) Pép

Poo = Po. —Po1 —Po2 =S5 (PO. —p(()j1 —P(l)]z) +(1—-5s) (Po. —P(i —péz)
= spoo + (1= ) poo-

De esta manera todas las probabilidades que componen la funcién de densi-
dad de probabilidad bivariante de (X1, X52) € Ra 4 (Fi1, F») han quedado como
combinacion lineal convexa de las bivariantes resultantes en cada punto bajo
la hipétesis de independencia y comonotonia. Por la facilidad de obtencién de
éstas dos tltimas y por la facil interpretacién del parametro s, nos restringimos a
la subclase de riesgos incluida en Ry 4 (F1, F») con esta propiedad. Llamaremos
a esta subclase Rglﬁ (F1, Fy), donde superindice clz nos indica que calculamos
las respectivas probabilidades bivariantes a partir de una combinacién lineal
convexa.

Es inmediato comprobar que para cualesquiera (X1, X5) € Rg“ﬁr (Fy, Fy) se

cumplen las siguientes dos relaciones vélidas para cualesquiera x1, o > 0:

Pr(X;=21,Xo=123) = sPr (X{J:xl,Xg:xg)
+(1—s) Pr(X{ = z1, Xy = z3), (7.28)

Pr(X; <z;,Xo<z3) = sPr (XlUgacl,ngxg)
+(1—s) Pr(X{ <z, X3 <), (7.29)
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siendo respectivamente (X VXY ) y (X i, XQJ-) los pares de riesgos comondtonos
e independientes incluidos en Rgli (F1, F3) los cuales se obtienen dentro de esta

clase haciendo s = 0 y s = 1 respectivamente.

En una cartera de seguros de este tipo, una vez hemos identificado una pareja
de riesgos con dependencia cuadratica positiva podemos tratar de determinar
el grado de dependencia que existe entre los riesgos que la componen como %
del maximo que puede existir entre los mismos. En cuanto hayamos obtenido
este valor, conoceremos el valor de s que aplicado a (7.28) y (7.29) nos dard la
distribucién de probabilidad de esta pareja que suponemos pertenece a la clase
Rglﬁ (Fy, Fy) . Esta claro que podemos equivocarnos en la estimacién del valor
de s; ;Qué sucede si infravaloramos este valor? Observemos que la funcién
de distribucién bivariante que resulta de (7.29) para dos riesgos cualesquiera
(X1, X2) € R§' (F1, F») puede reescribirse como

Fx, x; (w1, @2) = Fxo x1 (21, 22) + 5 (ny,xg (w1,22) = Fxo xt (xl»xz)) :

De esta expresion se deduce inmediatamente que en cualquier punto considerado,

Fx, x, resulta ser no decreciente respecto a s puesto que la relacién
ny,ng (z1,®2) — FXIJ-,X;- (z1,22) 2 0
es siempre valida por ser
FX{J,XZU (z1,22) > FXIL,X; (1, 22) -

Asi, al incrementar el valor del pardmetro s resulta una nueva distribucién bi-
variante para la pareja de riesgos que queda siempre por encima de la primera.
Como ya habiamos recordado, los resultados de los teoremas 4.15 y 4.17 del
capitulo cuarto nos garantizan que fijadas las marginales, el orden de las fun-
ciones de distribucion bivariantes equivale al orden stop-loss que para la dis-
tribucién de la suma de dos riesgos resulta. Podemos concluir, por tanto,
que para cualquier asegurador, incrementar el valor del pardametro s equivale
a quedarse con una distribuciéon bivariante con mayor riesgo. De esta manera si
no estamos completamente seguros del valor de s a fijar podemos incrementarlo
en una pequena cuantia y asegurar de que en ningun caso se esta infravalorando

el riesgo real.

En el conjunto de la cartera, el procedimiento a seguir para las k — 1 parejas

restantes es similar al propuesto. Recordemos que en primer lugar debemos
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identificar la existencia de dependencia cuadratica positiva en las mismas. Esta
es facilmente comprobable si se detecta una tendencia de los dos riesgos incluidos
en cada pareja a moverse en el mismo sentido. Para cada una de las parejas con
esta propiedad, deberemos tratar de determinar el valor de s; tal que se cumple

XY t:]-a"'7k; (730)

S
PXot—1,X2¢ — tSDth XY

donde (XQUt_l, X%) es la pareja comonétona de la clase Ry 4 (Foi—1,Fa) y 8¢ €
[0,1]. Si asumimos ahora que ahora que las parejas (Xot—1, Xo2t) € Rgli (Fay—1,
Fy), t=1,---,k, podemos calcular la distribucién de probabilidad bivariante
asociada a cada pareja como combinacién lineal convexa de las que resultan para
los mismos riesgos bajo las hip6tesis de independencia y comonotonia. A partir
de éstas serd inmediata la obtencion de la distribucién de la suma que resulta
para cada pareja. Convolucionando las distribuciones de sumas resultantes vy,
a su vez, anadiéndole por convolucién la del resto de riesgos independientes de
la cartera (obtenida a partir de alguna de las recurrencias presentadas en el
capitulo anterior) llegaremos a la v.a. coste total de la cartera. De la relacién
obtenida en (7.24) podemos garantizar que la v.a. asi obtenida estd, en orden

stop-loss, entre la independencia y la comonotonia.

Nuevamente recordar que en caso de duda a la hora de asignar los coe-
ficientes s; a cada pareja siempre es mejor sobrevalorarlos en una pequena
cuantia para poder garantizar una v.a. coste total que en ningin caso in-
fravalore el riesgo real. En efecto, para t = 1, - -, k consideremos las parejas
(Xop—1, Xot), (Xét—p Xét) € Rgl‘"’j_ (Fo¢—1, Fot) cuya unica diferencia viene dada
por el grado de dependencia existente en cada pareja. Supongamos, respectiva-
mente, unos coeficientes s;, s; cumpliendo 0 < s; < s} < 1, como indicadores del
tanto por uno de dependencia que existe en cada pareja respecto a la maxima
que se puede dar en cada clase. Entonces para dos reales cualesquiera x,y > 0

las respectivas funciones de distribucién bivariantes cumplen

FXoyy Xa0 (4,y) < Fx; (x,y), t=1,--k (7.31)

2t — 1’2

y por el resultado de los teoremas 4.15, 4.17 y 3.11, se cumplird

k
Z Xoio1 + Xo) " Z X <le X3 1+X2L Z Xi. (7.32)
i=1

1=2k+1 1=2k+1

En el siguiente apartado ilustramos numéricamente los resultados aqui obtenidos.
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7.4.2 Aplicaciones

Finalizaremos este capitulo repitiendo el anélisis realizado en el apartado 7.3.2
sobre la cartera de Gerber pero ahora considerando, al igual que en el ejemplo
6.11 del capitulo anterior, que ésta esta formada por pdlizas de seguros de vida
que garantizan el pago del doble del capital asegurado en caso de que la muerte
del asegurado se produzca por accidente. No reproducimos aqui la cartera de
Gerber, ésta puede encontrarse en la pag. 202. La probabilidad que aparece
en filas es la probabilidad de muerte por cualquier causa de cada uno de los
asegurados, siendo el capital que aparece en columnas el pagadero en caso de
muerte por causas naturales. Si la muerte se produce por accidente este capital
se dobla. Aligual que en el capitulo anterior consideramos que la probabilidad de
que la muerte se produzca por accidente es constante para todos los asegurados
y supone un porcentaje del 10% sobre la probabilidad de muerte de cada uno
de ellos, es decir, o = 0.1 para todos los riesgos de la cartera. Al igual que antes
etiquetamos los riesgos por filas y suponemos que las parejas no independientes

de la cartera son las dadas en (7.12), las cuales recordemos son:
(X1, X2), (X6, X25), (X7, X01), (Xo, X17), (X3, X29), ¥ (Xz0, X31)-

Para cada una de estas parejas suponemos ahora que hemos podido garantizar la
existencia de dependencia cuadrética positiva, es decir, sus respectivas funciones
de distribucién bivariantes estan siempre por encima de las correspondientes en

caso de independencia.

Nuevamente podemos representar por S (*2) a la v.a. coste total de la cartera
para indicar que la dependencia que asumamos bajo las hipétesis en el su-
perindice inicamente estd referida a los dos riesgos en cada una de las parejas
consideradas, siendo el resto de riesgos, asi como las diferentes parejas mutua-

mente independientes en cualquier caso.

De (7.24), tenemos garantizado que el riesgo total de nuestra cartera se en-
cuentra entre el que resulta realizando la hipétesis de independencia y comono-

tonia entre los riesgos de cada una de las parejas. Asi
Sty Sst Sy <t S)

siendo * una hipétesis cualquiera que garantice ahora una relaciéon de depen-

dencia cuadratica positiva entre los riesgos de cada una de las parejas en (7.12).

Obtengamos estas dos distribuciones extremas. En caso de independencia en
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las parejas, encontramos independencia entre todos los riesgos que componen
la cartera. Asi, S(é) es la v.a. coste total presentada en el ejemplo 6.11 del
capitulo anterior, ver pag. 172. Presentamos en la siguiente tabla, las primas
stop-loss asociadas a S é) bajo diferentes niveles de retencién (para su obtencién
ver el programa A2.“Cartera de Gerber con doble indemnizacién. Hipotesis de

independencia”, apéndice A),

E (Sé) - d)
4.939

d

+
0
2 3.428649956390970
4
6
8

2.193806298098040
1.357974367991260
0.792557838783388 (7.33)
10 | 0.446805003790181
12 | 0.242193784394039
14 | 0.126267711220368
16 | 0.063803736317830
18 | 0.031143254136484

Estas son las menores primas que pueden encontrarse en esta cartera con
la estructura de dependencia propuesta. Paralelamente, bajo la hipétesis de

comonotonia llegaremos a las primas stop-loss méaximas.

Si para las parejas de riesgos no independientes de la cartera realizamos la
hipétesis de comonotonia, podemos llegar a calcular sus respectivas funciones
de densidad de probabilidad bivariantes desacumulando sus funciones de dis-
tribuciéon. Estas tltimas son inmediatas de obtener a partir de las marginales

puesto que por definicién
Fxv xv (z,y) = min{F; (), Fj (y)}, Y2,y > 0.

Las funciones de distribucién marginales de estos riesgos son:

| Fi () = Pr(X; <) | By (2) = Pr(Xs <)
0<z<l1 0.97 0<z<l1 0.97
1<z<?2 0.997 1<z<?2 0.997

z>2 1 z>2 1
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Fgs () =Pr(Xg < x) Fos () = Pr(Xg5 < )
0<z<3 0.97 0<z<?2 0.94
3<z<6 0.997 2<z<4 0.994
z>06 1 xr >4 1
Fr (z) = Pr (X7 < x) Fyy (z) = Pr(Xg < )
0<x<4 0.97 0<z<4 0.95
4<x<8 0.997 4<zr<8 0.995
z>8 1 x> 8 1
Fy (2) =Pr (X9 < x) Fi7 () = Pr(Xy7 < 2)
0<z<?2 0.96 0<z <3 0.95
2<z<4 0.996 3<x<6 0.995
x>4 1 r>6 1
| Fis(z) = Pr(Xi3 < @) | Fao (x) = Pr(Xao < @)
0<x<4 0.96 0<x<4 0.94
4<z<8 0.996 4<z<8 0.994
T >8 1 T >8 1
‘ Fso (x) = Pr (X3 < z) ‘ F31 (z) = Pr (X3 <)
0<z<5H 0.94 0<z<5H 0.94
5<x <10 0.994 5<x <10 0.994
z > 10 1 z > 10 1

La funcién de distribucién bivariante que resulta para la pareja (X{, X{) es

Fyv xv (z,y) =Pr (X{ <2, X7 <y)

0<z<1,0<y<l min {F, (0), F (0)} = 0.97
1<2<2 0<y<1 min {F; (1), F» (0)} = 0.97
r>2 0<y<l1 min {F; (2),F>(0)} =0.97
0<z<l, 1<y<2 min {F; (0), F> (1)} =0.97
0<z<l,y>2 min {F; (0), F>(2)} =0.97
1<z<2,1<y<2 min {Fy (1), F» (1)} = 0.997
r>2,1<y<2 min {F; (2), F> (1)} =0.997
1<zx<2,y>2 min {F; (1), F2 (2)} = 0.997

x>2,y=>2 1
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Desacumulando esta funcion, llegamos a las probabilidades bivariantes asociadas

a estos riesgos, pU _. Estas se obtienen a partir de

Poo = Fxv xv (0,0),

pgjo = FX{J,Xg (1,0) —pgm

pgo = FXIU,Xg (2,0) - pgjo - p(()Jo,

Por = Fxv xv (0,1) = pGo,

P2 = Fxv xv(0,2) = pgi — poo,

p1Ul = FX{J,Xg (1,1) —p?o —p(l)]1 —p(%,

Py = Fxv xv(2,1) = pho — pt) — pio — P61 — Pbos

Pl = Fxv xv(1,2) = pgy — Pt — plo — Po1 — Poos

Py = Fxv xv(2,2) = phy — Pl — Pho — Phz — P11 — Po1 — Pio — Poos

Asi, la funcién de densidad de probabilidad que resulta para (X Uvoxy ) es:

(z,y) | Pr (Xf] = x,Xg = y)
(0,0) 0.97

(1,0) 0

(2,0) 0

(0,1) 0

(0,2) 0

(1,1) 0.027

(2,1) 0

(1,2) 0

(2,2) 0.003

Repitiendo este proceso para cada una de las parejas llegamos a las siguientes

funciones de densidad de probabilidad
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(z,y) | Pr (Xg =z, X% = y) (z,y) | Pr (X7U =x, XY = y)
(0,0) 0.94 (0,0) 0.95
(3,0) 0 (4,0) 0
(6,0) 0 (8,0) 0
0,2) 0.03 (0,4) 0.02
(0,4) 0 (0,8) 0
(3,2) 0.024 (4,4) 0.025
(6,2) 0 (8,4) 0
(3,4) 0.003 (4,8) 0.002
(6,4) 0.003 (8,8) 0.003
(z,y) | Pr (X9U =z, X" = y) (z,y) | Pr (X{J3 =z,X5 = y)
(0,0) 0.95 (0,0) 0.94
(2,0) 0 (4,0) 0
(4,0) 0 (8,0) 0
(0,3) 0.01 (0,4) 0.02
(0,6) 0 (0,8) 0
(2,3) 0.035 (4,4) 0.034
(4,3) 0 (4,8) 0
(2,6) 0.001 (8,4) 0.002
(4,6) 0.004 (8,8) 0.004

(z,y) | Pr(X§ =2, XY =vy)

(0,0) 0.94

(4,0) 0

(8,0) 0

(0,5) 0

(0,10) 0

(4,5) 0.054

(8,5) 0

(4,10) 0

(8,10) 0.006

La distribucién de probabilidad de la v.a. suma que de cada una de las pare-

jas comonotonas se deriva es inmediata a partir de la bivariante correspondiente.

Estas son:
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s | Pr(xV +x¥ =5 s | Pr(X¥ + XY =s)
0 0.97 0 0.94
2 0.027 2 0.03
4 0.003 5 0.024
7 0.003
10 0.003
s Pr(X%J—FXQUlzs) ] Pr(XéJ—FX%:s)
0 0.95 0 0.95
4 0.02 3 0.01
8 0.025 ) 0.035
12 0.002 8 0.001
16 0.003 10 0.004
s | Pr(XY+ X5 =s) s | Pr(x§+x§) =5
0 0.94 0 0.94
4 0.02 9 0.054
8 0.034 18 0.006
12 0.002
16 0.004

229

Para llegar a la distribucién del coste total, debemos convolucionar estas seis

distribuciones con la de la v.a. coste total que resulta para la cartera de Gerber

extrayendo estas seis parejas de riesgos. La subcartera que resulta es la presenta

en la pag. 205 para la que ahora consideramos que el capital asegurado se dobla

en caso de que la muerte se produzca por accidente. Al igual que en el capitulo

anterior, podemos llegar a la distribucién del coste total de esta subcartera a

partir de la recurrencia de De Pril (1989). El resultado de esta distribucién

y su convolucién con la de las parejas de riesgos que acabamos de obtener se

realizan en el programa B4. “Cartera de Gerber con doble indemnizacién y una

estructura de dependencia bivariante. Hipdtesis U” presentado en el apéndice

A de este trabajo. La distribucién que resulta para la v.a. coste total de la

cartera bajo la hipétesis de comonotonia para las parejas en (7.12), S(g), es:
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fs(g) (s) =Pr (S(g) = s)

Fs(g) (s) =Pr (Sg) < s)

0 0.301263680822852
1 0

2 0.089004965408778
3 0.103190401312083
4 0.066881278389019
5 0.089115627911995
6 0.043195037714439
7 0.040945851670520
8 0.056993943657353
9 0.040811379030407
10 0.031277092952200
12 0.022081700333919
14 0.013966001359571
16 0.010465147259312
18 0.007360658969266
20 0.003798464594950
24 0.001453846112885
28 0.000549375509411
32 0.000159894556196

0.301263680822852
0.301263680822852
0.390268646231630
0.493459047543713
0.560340325932732
0.649455953844727
0.692650991559166
0.733596843229686
0.790590786887038
0.831402165917445
0.862679258869645
0.909746294626154
0.942413361408528
0.962931460929149
0.977412974182891
0.985827330294870
0.995087999879137
0.998432651026335
0.999518853409037
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(7.34)

De esta distribucion resultan las primas stop-loss maximas que pueden encon-

trarse para esta cartera bajo cualquier nivel de retencién. Estas son:

E(sg - d)+

4.939
3.541527361645690
2.425255055421040
1.635051335198490
1.061299169987350
0.683292122791830
0.433635975953711
0.271829630628821
0.166709305707188
0.099693081849960

(7.35)
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Siguiendo con en el andlisis realizado en el apartado 7.3.2 para la cartera ori-
ginal de Gerber, nos planteamos dependencias entre estos dos extremos cuando
la cartera garantiza el pago del doble del capital asegurado si la muerte se
produce por accidente. Las hipdtesis sobre el grado de dependencia que existe
entre los riesgos seran idénticas a las entonces consideradas. Asi suponemos
que los riesgos en las parejas (X1, X2) y (X30, X31) son duplicados. Bajo esta
hipétesis tratamos a estas dos parejas como comonétonas y los siniestros que
de ellas se deriven en la cartera vienen dados por las distribuciones XV + XY y
X5 + XY obtenidas en la pdg. 229. Para el resto de parejas incluidas en (7.12)
suponemos que hemos podido determinar los coeficientes s; dados en (7.17) para

las relaciones presentadas en (7.30). Bajo estas hipdtesis se cumple

X6, X5 = 059xU xU,  Px7.X0 = 0150y xU,

PXo,X17 = 0.25 @Xg,X1U77 PX13,X20 — O'G@X%,ngf

De entre todas las parejas que satisfacen estas relaciones suponemos ahora
ademds que las de nuestra cartera pertenecen a las clases Rg“j_ Asfi sus respec-
tivas funciones de densidad de probabilidad bivariantes se obtienen de (7.28),
resultando las de distribucién a partir de (7.29). Las relaciones en (7.28) y (7.29)
nos indican que para cada una de las parejas, estas distribuciones bivariantes
de probabilidad son combinacién lineal convexa de las respectivas comondtonas
e independientes.

Obtenemos las funciones de densidad de probabilidad de cada pareja de las
que resultan bajo las hipdtesis de independencia y comonotonia. En cuanto
a las comondétonas son las obtenidas en la pag. 228. Las independientes son
inmediatas a partir del producto de las marginales. Las funciones resultantes

son:

Pr(X¢ =z, Xo5 = y)
0.5-0.94+0.5-0.97-0.94 = 0.9259
0.5-04+0.5-0.9-0.03-0.94 = 0.01269
0.5-04+0.5-0.1-0.03-0.94 =0.00141
0.5-0.03+0.5-0.9-0.97-0.06 = 0.04119
0.5-04+0.5-0.97-0.1-0.06 = 0.00291
0.5-0.024+0.5-0.9-0.03-0.9-0.06 = 0.012729
0.5-04+0.5-0.1-0.03-0.9-0.06 =0.000081
0.5-0.003+0.5-0.9-0.03-0.1-0.06 = 0.001581
0.5-0.003+0.5-0.1-0.03-0.1-0.06 = 0.001509

N s s~
o wowo oo wolr
B R NN RN D O O
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Pr(X;=2z,X01 =vy)
0.15-0.95+0.85-0.97-0.95 = 0.925775
0.15-040.85-0.9-0.03 - 0.95 = 0.0218025
0.15-0+0.85-0.1-0.03 - 0.95 = 0.0024225
0.15-0.02+ 0.85-0.97-0.9 - 0.05 = 0.0401025
0.15-0+0.85-0.97-0.1-0.05 = 0.0041225
0.15-0.025+ 0.85- 0.9 - 0.03 - 0.9 - 0.05 = 0.00478275
0.15-0+0.85-0.1-0.03-0.9-0.05 = 0.00011475
0.15-0.002 4+ 0.85-0.9-0.03 - 0.1 - 0.05 = 0.00041475
0.15-0.003 + 0.85- 0.1 -0.03 - 0.1 - 0.05 = 0.00046275

8
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Pr (X9 =2,X17=vy)
0.25-0.9540.75-0.96 - 0.95 = 0.9215
0.25-040.75-0.9-0.04 - 0.95 = 0.02565
0.25-040.75-0.1-0.04 - 0.95 = 0.00285
0.25-0.014+0.75-0.96 - 0.9 - 0.05 = 0.0349
0.25-0+0.75-0.96 - 0.1 - 0.05 = 0.0036
0.25-0.035+0.75-0.9-0.04 - 0.9 - 0.05 = 0.009965
0.25-040.75-0.1-0.04-0.9-0.05 = 0.000135
0.25-0.001 +0.75-0.9-0.04 - 0.1 - 0.05 = 0.000385
0.25-0.004 + 0.75-0.1-0.04-0.1-0.05 = 0.001015

8
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Pr (X3 =z, X29 = y)
0.6-0.94+4+0.4-0.96 - 0.94 = 0.92496
0.6-0+04-0.9-0.04-0.94 =0.013536
06-0+0.4-0.1-0.04-0.94 =0.001504
0.6-0.024+0.4-0.96-0.9-0.06 = 0.032736
0.6-0+0.4-0.96-0.1-0.06 =0.002304
0.6-0.03440.4-0.9-0.04-0.9-0.06 =0.0211776
06-0+0.4-0.1-0.04-0.9-0.06 =0.0000864
0.6-0.00240.4-0.9-0.04-0.1-0.06 = 0.0012864
0.6-0.004+40.4-0.1-0.04-0.1-0.06 = 0.0024096
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A partir de estas distribuciones bivariantes tenemos las correspondientes a

la suma de cada una de las parejas. Estas son:

s | Pr(Xe+ Xo5 = 9) s | Pr(Xo+ X17 =5)
0 0.9259 0 0.9215

2 0.04119 2 0.02565

3 0.01269 3 0.0349

4 0.00291 4 0.00285

) 0.012729 ) 0.009965

6 0.00141 6 0.0036

7 0.001581 7 0.000135

8 0.000081 8 0.000385

10 0.001509 10 0.001015

s | Pr(X7+4+ Xo1 =) s | Pr(Xis3+ X9 =)
0 0.925775 0 0.92496

4 0.061905 4 0.046272

8 0.01132775 8 0.0249856
12 0.0005295 12 0.0013728
16 0.00046275 16 0.0024096

De la convolucién de estas cuatro distribuciones con las obtenidas para XV +
XY v X5 + XY y con la que resulta para la subcartera de Gerber formada por
los riesgos independientes llegaremos a la distribucién de la v.a. coste total de la
cartera, v.a. a la que representamos por Sé), siendo A, recordemos, el conjunto
de hipétesis en (7.16) y (7.17). Los célculos se realizan en el programa Bb5.
“Cartera de Gerber con doble indemnizacién y una estructura de dependencia
bivariante. Hipdtesis A” (ver apéndice A). La distribucién de probabilidad y las

primas stop-loss asociadas a esta v.a. son:
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»

fs(;‘) (s) =Pr (S(‘;‘) = s)

Fs(g> (s) =Pr (Sé‘) < s)

© 00 = O U =W N = O

W N N N = = e e
N 00 = O 00 O = N O

0.276014364605351
0
0.092698141981230
0.105872899120675
0.086858832811372
0.078376279152076
0.054878526969099
0.047928992146940
0.052252612346082
0.044772670866164
0.029864540586600
0.022513812757082
0.013702796312641
0.008832913399984
0.006502599307647
0.003325446225938
0.001174347265406
0.000412127868678
0.000113636950057

0.276014364605351
0.276014364605351
0.368712506586580
0.474585405707255
0.561444238518627
0.639820517670703
0.694699044639802
0.742628036786742
0.794880649132824
0.839653319998988
0.869517860585587
0.917762133784940
0.949553332566148
0.968372845962891
0.981451724034794
0.988635438327887
0.996319205736755
0.998920467282694
0.999704307268372

d E (5@ —d) X

0 4.939

2 | 3.491028729210700
4| 2.334326641504530
6 | 1.535591397693860
8 | 0.972918479120406
10| 0.607452448252216
12 | 0.372218629865661
14 | 0.225831299904112
16| 0.134924565033163
18 | 0.078246535723206
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(7.36)

(7.37)
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Es inmediato comprobar que las primas stop-loss ahora obtenidas estan aco-

tadas por debajo por las dadas en (7.33) y por encima por las de (7.35). Asi
1 A U
S@) Sst Sz) Sat S2)-

Estas cotas quedan en cualquier caso garantizadas por (7.24) puesto que
hemos supuesto dependencia cuadratica positiva en cada una de las parejas no

independientes de la cartera.

Supongamos, por ultimo, que para las parejas no comondétonas de la cartera
tenemos dudas sobre si hemos considerado un grado de dependencia suficiente.
Como hemos visto, si asi es podemos incrementar las hipotesis relativas al tanto
por uno de dependencia supuesto en cada una de las cuatro parejas consideradas
y llegaremos a una v.a. coste total superior a la obtenida en orden stop-loss.
Incrementando en un 10% las correlaciones estimadas, llegamos a las siguientes
hipétesis de dependencia para los riesgos en las parejas (X, Xo5), (X7, Xo1),
(Xo, X17) v (X13, Xa9):

PX6.X2s = 0.95¢xv xU,
x7,xn = 0.165¢pxv xu,
Pxo.X1; = 0.2750xv xu,
PX13,X20 = 0.66xu xu.

Estas son las correlaciones estimadas para los mismos riesgos en (7.20) cuando

considerabamos la cartera de Gerber sin doble indemnizacion.

Sustituyendo estos nuevos tantos por uno de dependencia en (7.28) llegamos
a las siguientes funciones de densidad de probabilidad bivariantes para estas

parejas:

A~~~ o~~~ —~ —~ |
D W oW o oo w o &
=R NN RN OO O
NN N e e N R

Pr(X¢ =z, Xo5 = y)
0.55-0.94 + 0.45 - 0.97 - 0.94 = 0.92731
0.55-04+0.45-0.9-0.03-0.94 = 0.011421
0.55-0+0.45-0.1-0.03-0.94 = 0.001269
0.55-0.03+0.45-0.9-0.97 - 0.06 = 0.040071

0.55-04+0.45-0.97-0.1-0.06 = 0.002619

0.55-0.024 4+ 0.45-0.9-0.03-0.9-0.06 = 0.0138561
0.55-0+0.45-0.1-0.03-0.9-0.06 = 0.0000729

0.55-0.003 + 0.45 - 0.9 - 0.03 - 0.1 - 0.06 = 0.0017229
0.55-0.003 4+ 0.45-0.1-0.03-0.1-0.06 = 0.0016581
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(z,v) Pr(X;=2,X01 =vy)
(0,0) 0.165 - 0.95 4 0.835 - 0.97 - 0.95 = 0.9262025
(4,0) 0.165 -0+ 0.835-0.9-0.03-0.95 = 0.02141775
(8,0) 0.165-0+0.835-0.1-0.03-0.95 = 0.00237975
(0,4) 0.165 - 0.02 4 0.835-0.97- 0.9 - 0.05 = 0.03974775
(0,8) 0.165 -0+ 0.835-0.97- 0.1 - 0.05 = 0.00404975
(4,4) | 0.165-0.025 + 0.835-0.9 - 0.03 - 0.9 - 0.05 = 0.005139525
(8,4) 0.165-0+0.835-0.1-0.03-0.9-0.05 = 0.000112725
(4,8) | 0.165-0.002 + 0.835-0.9-0.03 - 0.1 - 0.05 = 0.000442725
(8,8) | 0.165-0.003 + 0.835-0.1-0.03-0.1-0.05 = 0.000507525
(x,y) Pr(Xo=2,X17=y)
(0,0) 0.275-0.95 4+ 0.725 - 0.96 - 0.95 = 0.92245
(2,0) 0.275-0+0.725-0.9-0.04 - 0.95 = 0.024795
(4,0) 0.275-0+0.725-0.1-0.04 - 0.95 = 0.002755
(0,3) 0.275-0.01 4 0.725-0.96 - 0.9 - 0.05 = 0.03407
(0,6) 0.275-0+0.725-0.96 - 0.1 - 0.05 = 0.00348
(2,3) | 0.275-0.035+0.725-0.9-0.04 - 0.9 - 0.05 = 0.0107995
(4,3) 0.275-0+0.725-0.1-0.04 - 0.9 - 0.05 = 0.0001305
(2,6) | 0.275-0.001 + 0.725-0.9 - 0.04 - 0.1 - 0.05 = 0.0004055
(4,6) | 0.275-0.004 + 0.725-0.1-0.04 - 0.1 - 0.05 = 0.0011145
(z,y) Pr(X3 =z, X290 = y)
(0,0) 0.66-0.94 4+ 0.34-0.96 - 0.94 = 0.927216
(4,0) 0.66 -0+ 0.34-0.9-0.04-0.94 = 0.0115056
(8,0) 0.66-0+0.34-0.1-0.04-0.94 = 0.0012784
(0,4) 0.66 - 0.02 4+ 0.34-0.96 - 0.9 - 0.06 = 0.0308256
(0,8) 0.66-0+0.34-0.96 - 0.1 -0.06 = 0.0019584
(4,4) | 0.66-0.034 +0.34-0.9-0.04-0.9-0.06 = 0.02310096
(8,4) 0.66-0+0.34-0.1-0.04-0.9-0.06 = 0.00007344
(4,8) | 0.66-0.002+0.34-0.9-0.04-0.1-0.06 = 0.00139344
(8,8) | 0.66-0.004 +0.34-0.1-0.04-0.1-0.06 = 0.00264816
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Las distribuciones correspondientes a la suma de los siniestros derivados de

cada una de las parejas son ahora

s | Pr(Xe+ Xo5 = s) s | Pr(Xo+ Xy7 = 5)
0 0.92731 0 0.92245

2 0.040071 2 0.024795

3 0.011421 3 0.03407

4 0.002619 4 0.002755

) 0.0138561 ) 0.0107995

6 0.001269 6 0.00348

7 0.0017229 7 0.0001305

8 0.0000729 8 0.0004055

10 0.0016581 10 0.0011145

s | Pr(X74+ Xo1 =5) s | Pr(Xis+ Xa9 = 9)
0 0.9262025 0 0.927216

4 0.0611655 4 0.0423312

8 0.011569025 8 0.02633776

12 0.00055545 12 0.00146688

16 0.000507525 16 0.00264816

Covolucionando éstas con las de XV + XV y X{ + XY, ver pag. 229, y con la
que resulta para la subcartera formada por los riesgos independientes llegamos
a la v.a. coste total de la cartera bajo estas nuevas hipétesis, S(§)7siend0 B
el conjunto de hipétesis en (7.16) y (7.20). Su distribucién de probabilidad se
obtiene en el programa B6. “Cartera de Gerber con doble indemnizaciéon y una

estructura de dependencia bivariante. Hip6tesis B” (ver apéndice A). Esta es:
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fs(g’) (s) =Pr (S(% = s)

Fsg) (s) =Pr (5(123) < s)
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© 00 = O U ke W NN = O

W N NN ===
N 00 = O 00 O &= N O

0.277522695270462
0
0.092585858601092
0.105805361335280
0.085587786838585
0.078969695717160
0.054163911427805
0.047461625424005
0.052501730899129
0.044527377966830
0.029909055699426
0.022508176305960
0.013734404064517
0.008934868952692
0.006557793875528
0.003362853435642
0.001191813065848
0.000420878040368
0.000116481204198

0.277522695270462
0.277522695270462
0.370108553871554
0.475913915206834
0.561501702045420
0.640471397762580
0.694635309190385
0.742096934614390
0.794598665513519
0.839126043480349
0.869035099179775
0.917244452914494
0.949079374190730
0.968006862559391
0.981178378298069
0.988451972586811
0.996240938601056
0.998890693063025
0.999693423718913

siendo ahora las primas stop-loss

d E (58 -a) X

0 4.939

2 | 3.494045390540920
4| 2.340067859619310
6 | 1.542040959427310
8 | 0.978773203232082
10 | 0.612497912225950
12 | 0.376269288014259
14| 0.228858711054967
16 | 0.137010078852391
18 | 0.079637525834327

(7.38)

(7.39)
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Si comparamos estas primas stop-loss con las de (7.37), las correspondientes
alav.a. S (‘3) obtenida bajo la primera estimacion de las correlaciones en las pare-
jas dependientes no comondétonas de la cartera, observamos que para cualquier

nivel de retencion las ahora obtenidas resultan mayores. Asi
A B
S(2) Sst Sy,

es decir, hemos llegado a una nueva v.a. coste total que podemos asegurar cubre
el riesgo real de la cartera si las correlaciones reales no superan el 10% de las
inicialmente consideradas. A nivel tedrico el resultado que acabamos de obtener
se sigue de (7.31) y (7.32). Habfamos visto entonces que bajo dos conjuntos
de hipotesis sobre el grado de dependencia positiva de los componentes de cada
una de las parejas no independientes de la cartera, aquella que diera lugar
a las correlaciones méas altas implicaba funciones de distribucién bivariantes
superiores, en cualquier punto, para cada una de las parejas y, por tanto una
v.a. coste total con mayor riesgo. Recordemos que este resultado unicamente

es valido para parejas incluidas en las subclases Rgli

Queremos finalizar remarcando la similitud de los resultados aqui obtenidos
con los que resultaron para la cartera original de Gerber. Las conclusiones en-
tonces expuestas siguen siendo vélidas ahora. Senalar igualmente que el analisis
aqui realizado podria reproducirse para cualquier cartera con las mismas cober-
turas. Sin embargo, al tratar carteras de vida con esta cobertura adicional,
debemos ser conscientes en todo caso de la limitacién del andlisis realizado.
Si seguimos el modelo aqui propuesto, de todas las relaciones de dependencia
que pueden existir entre los riesgos de las parejas de la cartera con dependen-
cia cuadratica positiva, inicamente habremos estado considerando una pequena

parte.
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Capitulo 8

Hipétesis de dependencia

trivariante positiva

8.1 Introduccion

Siguiendo con el andlisis del capitulo anterior, ampliamos aqui las hipétesis
establecidas y suponemos que la dependencia se produce en grupos formados por
tres riesgos. De esta manera abrimos la posibilidad a considerar dependencias
en la cartera no solo referidas, por ejemplo, a los conyuges de una pareja sino
también a uno de sus descendientes/ascendientes.

Al igual que en el caso de dependencias bivariantes, nos limitaremos ahora a
tratar dependencias positivas entre tres riesgos lo suficientemente fuertes como
para garantizar que la distribucién que resulta para su suma estd por encima,
en orden stop-loss, de la que les corresponderia en caso de independencia. De
esta manera trataremos tnicamente por separado a aquellos trios de la cartera
de los que se deriva un mayor riesgo que bajo la hipétesis de independencia.

A nivel tedrico, al hablar de dependencias entre tres riesgos deberemos seguir
el andlisis de dependencias multivariantes realizado en el capitulo quinto de la
primera parte de este trabajo. Veiamos entonces que para un conjunto formado
por dos o mas riesgos, se puede garantizar una mayor “peligrosidad” que en el
caso independiente si, como minimo, se puede probar la existencia de dependen-
cia acumulativa positiva entre los riesgos que forman el conjunto. Esta condicién
se cumplird también para conjuntos de riesgos asociados o con una relacién de

crecimiento condicional en secuencia. Centrdndonos en conjuntos de tres ries-
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gos con esta caracteristica, el desarrollo serd paralelo al realizado en el capitulo
anterior. Supondremos que la cartera contiene un determinado nimero de estos
conjuntos y, en uno cualquiera de ellos, trataremos de modelizar la relacién de
dependencia existente. Deberemos llegar a un modelo que permita introducir
una hipétesis de dependencia positiva entre tres riesgos y que a su vez, permita
modificar facilmente el grado de dependencia positiva considerado. Ademas el
modelo debe ser tal que la modificacién en el grado de dependencia asumido,
permita llegar a una nueva distribucién para la suma de los tres riesgos con
unas mayores o menores primas stop-loss asociadas en funcién del signo de la
modificaciéon. De esta manera podremos variar las hipétesis de dependencia ini-
cialmente establecidas hasta garantizar la consideracién del riesgo existente en
cada uno de los conjuntos no independientes de la cartera.

A diferencia del caso bivariante, no contamos ahora con una relacién de
orden facilmente verificable en la practica que nos permita establecer el orden
stop-loss de las diferentes secuencias que quedaran entre la independencia y
la comonotonia al considerar tres riesgos con dependencia acumulativa positiva.
De los resultados del capitulo 5, tenemos que el orden supermodular cumple con
esta propiedad. No obstante, la imposibilidad practica de verificar la existencia
de este orden bajo dos hipdtesis de dependencia diferentes lo hacen inservible
para nuestros propésitos. Esta dificultad y las asociadas al tratamiento de
dependencias multivariantes son las que nos llevan a limitar el analisis de este
ultimo capitulo al modelo individual de vida, dejando para un futuro cercano,
su ampliacién al modelo individual de vida con doble indemnizacién en caso de

muerte por accidente.

8.2 Dependencia trivariante positiva en carteras

de seguros de vida

8.2.1 Una estructura de dependencia trivariante positiva
en el modelo individual de vida
Consideremos nuevamente una cartera de seguros de vida formada por n pdlizas,
el riesgo de cada una de las cuales representamos por X, ---, X;,. La distribucién
de probabilidad de X; (i =1,---,n) es una dicotémica definida por
PI‘ (XZ = O) = Di,
Pr(X;=a;) = 1-—gq,
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con 0 < p; < 1y a; > 0 dados, siendo ¢; la probabilidad de que el asegu-
rado i-ésimo no sobreviva el periodo considerado y «; el capital asegurado que

suponemos es multiplo de una u.m. cualquiera.

En una cartera de este tipo, y siguiendo con el analisis del capitulo anterior,
queremos ahora tratar aquellas dependencias que ocurren en grupos de tres ries-
gos. Asi, consideraremos que en la cartera existe un ndmero k, k < n/3, de con-
juntos formados por tres riesgos no independientes. Nuevamente y, sin pérdida
de generalidad, podemos reordenar los riesgos de la cartera de manera que los
diferentes conjuntos dependientes sean (Xs¢—o, X3t—1, X3¢), t = 1,---, k. De esta
manera, para cualesquiera ¢y j, 4,5 = 1,---,n; ¢ # 7, los riesgos X; y X; son in-
dependientes excepto si ambos forman parte del conjunto (Xst—o2, X3t—1, X3¢) .

Asi, podemos reescribir la v.a. coste total de la cartera definida en (6.2) como

n

S = ZXi = Z (Xaioz + Xaio1 + X3:)" + Z X, (8.1)
i=1 i=1 i=3k+1

donde el superindice * nos indica cuales de estos riesgos son tratados como

independientes. Para los riesgos incluidos en diferentes conjuntos, asi como

para los que quedan fuera de éstos asumimos mutua independencia. Asi, las

dependencias en la cartera quedan localizadas dentro de cada uno de los k

conjuntos definidos.

Para los riesgos que constituyen cada uno de los conjuntos no independientes
de la cartera suponemos a partir de este momento que hemos podido probar la
existencia de dependencia acumulativa positiva, PCD en lo que sigue. Asi,
asumimos que (X2, X3t—1, X3t) € R34 (P3t—2,P3t—1, P3t; ¥3t—2, Q3¢ —1, X3¢
t = 1,-- -k, siendo estas clases las definidas en el capitulo quinto para un

conjunto de riesgos dicotémicos con esta relacién de dependencia.

De los resultados de los teoremas 5.13 y 5.14 podemos establecer las si-
guientes cotas para la distribucion de la suma de cada una de estas parejas de

riesgos

Ngio+Xaio1+X5s <ot Xaema+Xam1+Xa <o Xgpo+ X5 1+ X5, t =1, k,
(8.2)
siendo (X§72, X3, Xﬁ) y (thfz +X¥ .+ th) los trios independientes y

comonotonos incluidos en cada una de estas clases.

Dado que los riesgos incluidos en diferentes conjuntos y los que quedan fuera

de éstos son mutuamente independientes, podemos aplicar el resultado del teo-
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rema 3.11 a (8.2) y afirmar que

k

n n
ZX} <s Z (X3i—o + Xaim1 + X3:) " + Z X
i=1 i1 i=3k-+1

k n
<Y (X, XE X)) X
=1 i=3k+1

(8.3)

puesto que este teorema garantiza el mantenimiento de la ordenacién stop-loss

bajo la convolucién de riesgos independientes.

De la relacién en (8.3) encontramos que nuestra cartera se encuentra, en
términos de riesgo, entre la que resulta asumiendo la hipétesis de independencia
para todos los riesgos que la forman y la que se obtendria realizando la hipétesis
de comonotonia en cada uno de los conjuntos no independientes. Es obvio que
si el asegurador realiza el esfuerzo de salvar la hipotesis de independencia en sus
calculos no puede limitarse a los que obtenga bajo la hipétesis de comonotonia,
ya que éstos quedan, en la mayoria de los casos, ain mas alejados de la realidad
que los primeros. Asi, debe llegar a poder modelizar relaciones intermedias de
dependencia que se correspondan con diferentes posibilidades, siempre partiendo
de que se trata de conjuntos de tres riesgos que presentan PCD. Este serd

nuestro objetivo en el siguiente apartado.

8.2.2 Distribuciones de probabilidad asociadas a tres ries-
gos con PCD

8.2.2.1 Nomenclatura

Dentro de este apartado nos centramos en uno cualquiera de los conjuntos no in-
dependientes de la cartera, sea éste el conjunto (X1, Xo, X3) € R3 + (p1,p2, p3; 01,
@, a3) . Introducimos una nomenclatura similar a la del capitulo anterior para
referirnos a las probabilidades asociadas a estos tres riesgos. En cuanto a las

probabilidades trivariantes, sean

pin = Pr(Xi=a;,Xo =03, X3=0a3),
piio = Pr(Xi=oa,Xo =09, X3=0),
pion = Pr(Xi=oa,X2=0,X3=a3),
poir = Pr(X;=0,Xs=a X3=a3),
(

proo = Pr(Xi=oa;,X2=0,X3=0),
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poro = Pr(X;=0,Xo=0,X3=0),
poo1 = Pr(X;=0,X2=0,X3=a03),
Po0oo = PI‘(Xl :O,XQ ZO7X3 :O)

Para las probabilidades bivariantes involucradas, definimos

pi. = Pr(Xi=a1,Xo=0m), pro.=Pr(Xi=01,X2=0)
po1. = Pr(Xi1=0,Xo=0a2), poo. =Pr(X;=0,X,=0).
pra = Pr(Xi=o,Xs=03), pro=Pr(X;=0a,X3=0),
po1 = Pr(Xi1=0,X3=0a3), poo=Pr(X;=0,X3=0).
p11 = Pr(Xo=oa2,Xz=0a3), pio=Pr(Xo=a,X3=0),
po1 = Pr(Xe=0,X3=0a3), po=Pr(X,=0,X3=0).

Por dltimo nos referiremos a las probabilidades marginales de estos tres riesgos

como
pr.. = Pr(Xi=oa1), po.=Pr(X;=0),
p1. = Pr(Xo=a), po =Pr(Xy=0),
P.a = PI‘ (X3 = 043) 5 P..o—= PI‘ (X3 = 0) .

Observemos que salvo en caso de independencia y comonotonia, de entre
todas las probabilidades asociadas a estos tres riesgos, tinicamente conocemos
las marginales, distribuciones que resultan de las tablas de mortalidad. Para
conocer las restantes deberemos realizar hipotesis referidas a la relacién de de-

pendencia existente. Este es el propdsito de los siguientes dos apartados.

8.2.2.2 Distribuciones bivariantes

En principio, lo tinico que sabemos con certeza de los riesgos (X1, X2, X3) €
Rs 1 (p1,p2,p3; 1,02, a3) es su relacion de dependencia acumulativa positiva.
De la definicién 5.5 dada en el capitulo 5 para este concepto, tenemos que si
(X1, X2, X3) presentan PC'D, entonces para cualquier conjunto I C {1,2,3} y
para todo j ¢ I,j =1,2,3 se cumple

> Xy X; son PQD. (8.4)
i€l
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De esta definicién se sigue inmediatamente que, por parejas, los riesgos en
(X1, X2, X3) presentan dependencia cuadratica positiva. As{ podemos afirmar
que existe PQD (X1,X2), PQD (X5, X3) y PQD (X1, X3). Recordemos que
para riesgos con distribucién dicotémica habiamos demostrado la equivalencia
entre dependencia cuadréatica positiva y positividad de la correspondiente co-
varianza en cada una de las parejas, ver teorema 4.12. De esta equivalencia se
sigue la inclusién de estos pares de riesgos en las clases Ra + (p1,p2; 01, a2), Ro 4
(p2,p3; @2, 3) y Ra 4+ (p1,p3; @1, a3) , respectivamente.

De los resultados del capitulo anterior, ver expresién (7.4), tenemos que si
(X1,X2) € Ry y (p1,p2;5001,02), (X2, X3) € Roy (p2,p3;a2,03) y (X1,X3) €
Ry (p1,p3; 01, 3) , existen tres reales si, sa,s3, cumpliendo 0 < s; < 1, i =

1,2, 3, tales que
PXx,X, = 81 @X{],Xga
PX5 X5 = 29XV XU, (8.5)

PX,,X3 = 83 @XF,X‘%}’
siendo (X{, XY), (XY, X¥) y (XV, X¥) los pares comondtonos de cada clase.

Asi, los respectivos coeficientes de correlacion asociados a cada uno de los
pares de riesgos se pueden expresar como tanto por uno de los correspondientes
en caso de comonotonia. Conocidos los valores de si,s2,83 para los que se
cumplen las relaciones en (8.5) conoceremos las distribuciones bivariantes de
probabilidad asociadas a estos tres riesgos. En efecto, de las expresiones (7.7)
y (7.8) del capitulo anterior, se deduce que las distribuciones de probabilidad
bivariantes asociadas a cada uno de estos pares de riesgos se obtienen como com-
binacién lineal convexa de las resultantes bajo independencia y comonotonia.
Asi, para los riesgos en (X1, X2, X3) € R34+ (p1,p2, p3; o1, a2, as3), las probabi-
lidades bivariantes asociadas cumplen las siguientes relaciones validas para dos

reales cualesquiera x,y > 0,

Pr(Xi=z,Xo=y) = s Pr(X{=2,X{=y)+(1—s)Pr (Xf‘:x,XQJ‘:y),
(8.6)

Pr(Xo=z,X3=y) = s2Pr(X{=2,X{=y)+ (1-s)Pr (X;‘:I,Xé':y) ,
(8.7)

Pr(Xi=2,X5=y) = s3Pr(X{=2,XV=y)+ (1-s3)Pr(Xi'=z, Xi=y).

(8.8)
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Las distribuciones de probabilidad bivariantes asociadas a los riesgos en
(X1, X2, X3) € R34+ (p1,p2,p3; 01, 02, 3) se obtienen ahora estimando los res-
pectivos coeficientes de correlacion de los pares de riesgos incluidos en este
conjunto. Aunque no podremos llegar a determinar con exactitud el valor de
estas correlaciones podemos, al igual que en el capitulo anterior, tratar de esti-
marlas como tanto por uno sobre la maxima que puede existir entre dos riesgos
de estas caracteristicas, es decir, en funcién de la que resulta de la hipdtesis de

comonotonia.

Existe un dato muy importante a tener en cuenta a la hora de estimar los coe-
ficientes s1,82 y s3 : Estos no son ahora libres. En efecto, s1,s2 y s3 estan
relacionados en la medida en que los riesgos a que se refieren, X7, Xo y X3, no
son independientes. Supongamos, por ejemplo, que hemos estimado los coefi-
cientes s1 y s2 que nos determinan las correlaciones existentes entre (X7, Xa) y
(X2, X3) . Estd claro que algo tendrdan que ver éstas con la correlacién existente
entre (X1, X3). Demostramos, a continuacién, que una vez dos de los coefi-
cientes estan dados entre 0 y 1, existen limitaciones para el intervalo en que el
tercero puede tomar valores. De no tenerlas en cuenta llegariamos, en ocasiones,
a probabilidades bivariantes negativas para algunos puntos.

Supongamos, por ejemplo, que hemos llegado a estimar los valores de s1 y s
que definen las dos primeras relaciones en (8.5). Antes de estimar el valor de s3
que completa las relaciones de dependencia bivariantes entre estos tres riesgos,
debemos tener en cuenta que éste esta relacionado con los dos anteriores. Esta
relacion condicionara la positividad en todos los puntos de la distribucién de
probabilidad que determina el coeficiente s3, la correspondiente a (X1, X3).
Recordemos que la distribucién de probabilidad bivariante de esta pareja se
puede definir a partir de las correspondientes marginales y el valor de pj ;.
Asi, las condiciones que garantizan su positividad en todos los puntos serdan
condiciones para pi.1, probabilidad relacionada con las ya obtenidas para las
dos parejas restantes.

La positividad en la distribucién de probabilidad bivariante de la pareja

(X1, X3) queda garantizada si

pia = 0,
pio = p1..—p11=>0 & pr1<p,
po1 = pPa1—-p11=20 & pr1<p.a,

poo = l—=pi..—pi1+p1=>20 & pri1>2p.+p1-—1,
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es decir, si se cumplen las siguientes cotas
max {p1.. +p.1— 1,0} <piy <min{p; ,p.1}. (8.9)

El cumplimiento de éstas queda garantizado si se cumplen las siguientes dos
relaciones
max {Pr(X; = a;/Xs =0) 4+ Pr (X3 = a3/ X2 =0) — 1,0}
§Pr(X1:a1,X3:a3/X2:O)§ (810)
min {Pr(X; = a1/X2 =0),Pr (X3 =a3/Xs =0)}

maX{Pr (Xl = al/XQ = 042) +PI'(X3 = Oég/XQ = CV,Q) — 1,0}
S Pr (X1 = Ozl,Xg = 013/X2 = 052) S (811)
min{Pr(X1 = Oél/XQ = 042) 7PI‘()(:; = a3/X2 = 042)}.

Observemos que

Pp1o. +P.o1 — P.o.

)

Pr(Xl :Ozl/Xg :0)+PI‘(X3:Q3/X2 :0)—1

DP.o.
Pr(X; =i /Xo =0) = 20
Db.o.
Pr(ngag/XQZO) = m
Pb.o.

Asi, la expresién en (8.10) resulta

max{lwolm70} < PI‘(XlZOZl,XBZOQ/XQ:O)

D.o.
{pm p.m}
n 77 — b
P.o. D.o.

IN

expresion equivalente a

max {pio. + p.o1 —P.0.,0} < Pr(Xi=a1,Xs=0a3/X2=0) po.
< min {plo.,p.m}- (8-12)

A

Igualmente se cumple
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+ _
PI'(Xl:Oél/X2:a2)+Pr(X3:O[3/X2:az)—l w,

pa.
PI‘(X1 = al/Xg = 042) = &,
Dpa.
PI‘(ngag/XQZOéQ) = %,

de donde la expresién en (8.11) resulta

max{w,ﬂ} < Pr(Xi=oa1,X3=0a3/X2 = as)

Dp.1.
. {pu. p.u}
min ¢ —, ——
Pi1. Da.

IN

equivalente a

max {p11. +p11 —p1.,0} < Pr(X;=om,X5=0a3/Xs=a2)p1.
< min{pi1,pi1} (8.13)

A

Observemos ahora que
pr1=Pr(X; =a1, X3 =a3/Xe =0) po+Pr(X; = a1, X3 =a3/Xo = a2) p1.

Asi, sumando las expresiones en (8.12) y (8.13) obtenemos las siguientes cotas

para pi.i

max {p10. + p.o1 — p.o.,0} + max {p11. + p.11 —p.1.,0}
< p1a <min{pio.,p.o1} +min{pi1,pi1}. (8.14)

Estas garantizan el cumplimiento de (8.9) y, por tanto, la positividad en todos
los puntos de la distribucién de probabilidad bivariante de los riesgos (X7, X3) .

De la relacién en (8.8) tenemos

pra = ssmin{pi ,p.1}+(1—s3)p1.p.
= p1.pa1+ss(mn{pi ,p1}—p1.p.1),

de donde
P11 —P1.P.a

min{p1.,p.1} —p1.p.1
y las cotas para este coeficiente, dados s; y sg se siguen directamente de
(8.14). Estas son:
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max{maX{Plo +po1—Ppo.,0} +max{pi1. +p11 —p1.,0} —p1.p.1 0}
mln{pl yD.. 1} b1.p.1

min {p1o.,p.o1} + min{pi1,p11} —p1.p.1
min {pl..ap..l} —P1.pP.1

< 53 < (8.15)

Remarcar que el primero de los méximos en la cota inferior de (8.15) aparece
para garantizar que Unicamente estamos considerando dependencias positivas.

Es facil comprobar que la cota superior es siempre < 1.

Observar que, en determinados casos particulares, el valor del coeficiente s3
queda totalmente determinado a partir de los valores dados para s; y s2. Como
ejemplo, podemos considerar el caso en que hemos establecido s; = s = 1.
Este caso se corresponde con la asuncién de mutua comonotonia entre (X7, X3)
y (X2, X3) . Esta hipétesis resultard totalmente real si estamos ante un dnico

asegurado con tres pdlizas en la misma cartera. Supongamos que asi es, entonces

P1..=Pp1. =P.1

Intuitivamente ya podemos prever el valor de s3. Por tratarse del mismo asegu-
rado, las hipétesis de comonotonia consideradas nos indican que X7 se comporta
exactamente igual que X5 y que esta igualdad en el comportamiento se cumple
también entre X, y X3. Obviamente, de estas dos afirmaciones se deduce que
X, y X3 se deberan comportar igual, es decir, que s3 = 1. Este resultado se

obtiene de forma inmediata haciendo en (8.15)

P11. = P11 =P,

P10. = p.o1 =0,

es decir, sustituyendo estas probabilidades bivariantes por su valor en caso de

comonotonia e igualdad en las marginales.

En general, el valor de s3 queda acotado por las cotas en (8.15). Si repre-

min

sentamos por s§"" a la cota inferior,

min {maX{pm +p.o1 — po.,0} + max {p11. +p11—p1.,0} —p1.p.a }
= max ,0

S
3 min{p1.,p.1} —p1.p.1 .16
8.16
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max

y por s3®* a la cota superior,

Smax _ min {pio., p.o1} + min{pi1.,pa1} —p1.p.a
’ min {p1.,p.1} —p1.p.a '

debemos ahora determinar la correlacién en la pareja (X7, Xs) estimando un

(8.17)

valor de s, s € [0,1], tal que

( min

Pxi,x3 = (S5 + s (Sénax - ngn)) PxU XU = S3PXU XU- (8.18)

Queremos finalizar destacando la variacién que las probabilidades bivariantes
referidas a la muerte de ambos asegurados en el periodo considerado, han sufrido
por la ruptura de la hipdtesis de independencia. De (8.6), (8.7), (8.8) y de la
expresion de la funcién de densidad bivariante obtenida en (4.19) para un par

de riesgos comonotonos, se deduce que

pii. = p1.pa1+si(min{pi,pi.} —pi.p1), (8.19)
pi1 = pap.ai+se(min{pi,p.1}—pi1p.1), (8.20)
P11 = pr.p.a+ss(min{p,p.a}—prp.a), (8.21)

con 81, 82,83 € [0,1] y compatibles. Asi,

p1i. = pr.p1+Ap., Appn >0, (8.22)
pir = pap.a1+AQAp1, Ap1 >0, (8.23)
pri = pLpa+Apra, Apig >0, (8.24)

relaciones que nos seran de gran utilidad para la interpretaciéon de resultados

futuros.

8.2.2.3 Distribucién trivariante

Una vez estimados tres valores compatibles para s1, s2 y S3, tenemos una aproxi-
macién de las probabilidades p11., p.11 ¥y p1.1- Observemos que, con éstas, nos
falta una estimacion del valor de p;1; para tener una aproximacion de la dis-
tribucién de probabilidad trivariante de los riesgos en (X7, X2, X3). En efecto,
dados p1., p1., P.1, P11., P1.1, P.11Y P111 queda totalmente determinada esta

distribucién trivariante puesto que

P11 = P, (8.25)
P10 = P11 — P, (8.26)
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Pio1 = P11 — P, (8.27)
Poir = Pp.a1—Put, (8.28)
Pioo = P1.— P11 —Pr1tpua, (8.29)
Polo = Pp.a.— P11 —Pa1tpua, (8.30)
Poor = P.1— P11 —Pa1+Piil, (8.31)
pooo = l1—pi.—pi1 —p.a1+pu.+pr1+pi—pi- (8.32)

A fin de dar una estimacién para la probabilidad pi11 y, ante la inexistencia
de medidas estadisticas que nos cuantifiquen el grado de dependencia positiva
que existe entre los tres riesgos, trataremos de acotar este valor con los datos

tedricos de que disponemos.

En primer lugar, sabemos de la existencia de una relacién de PC'D entre
estos tres riesgos. Veremos, a continuacién, que de la consideracion de la misma

resultard un primer intervalo de posibles valores para pi11.

Si (X7, X9, X3) presentan PCD, entonces para cualquier conjunto I C {1,2,3}
y para todo j =1,2,3, j ¢ I,

> Xiy X; son PQD. (8.33)
el

Observemos que si I = {i},i=1,2,3,
Xi y Xj son PQD
dados tres valores compatibles de sq, s3, s3.

Consideremos ahora las tres posibilidades restantes que resultan de (8.33) en

nuestro caso.
1. Condiciones para que

X1+ X5 y X3 sean PQD.

Encontramos esta relacién de dependencia si para dos reales cualesquiera

x,y > 0 se cumple
PriXi+Xo>z,X3>y) >Pr(Xi+Xo>x)Pr(Xz>y). (8.34)

Para garantizar el cumplimiento de esta condicién en cualquier caso, debe-

mos distinguir segin sea la ordenacién de los capitales asegurados.
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(a) 0 <z <minf{ag,a2} y 0 <y < as.
En este caso particular,

Pr(X; + X2 > 2, X3 > y) = pro1 + porr +pin

Pr (X1 + X2 > z) Pr (X3 > y) = (p1o. +po1. +p11.)p.1
Asi, el cumplimiento de (8.34) pasa por el cumplimiento de la relacién
p1o1 + Po11 +pi11 > (Pro. + Por. +P11.) P.1

Observemos que

P1o1 + Poi1 + P111 = P1.1 + P11 — P11l

P1o. + Po1. +P11. = p1.. + P.1. — P11

Asi, la condicién de PQD se cumplira si
P11 <pia+pii— (P +p1. —pi1)pa (8.35)

(b) Cuando min{ay, a2} < z < max{aj,a2} v 0 < y < a3 debemos

distinguir segin

Lo <ag:

Pr(X; + X2 > 2, X3 >y) =pour +p111

Pr(X; + Xo > 2)Pr(Xs > y) = (por. +p11.) .1

Asi la relacién en (8.34) se cumple si

Po11 + pi11 > (Po1. +P11.)P.1 S Pa1 > Pap.a

relacién cuyo cumplimiento queda garantizado por (8.23).

. a1 > as:

Pr(X; + X2 > 2,X3 > y) = pro1 + i1

Pr (X, + Xo > 2)Pr(Xs > y) = (pro. +p11.) .1

Asi la relacién en (8.34) se cumple si

pro1 +pi11 > (Pro. +p11.)p.a S pra = prpa,

relacién cuyo cumplimiento queda garantizado por (8.24).
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(¢) Si max{aj,as} <2 < a3 +as y 0 <y < as resultan, independien-

temente de la ordenacion entre a; y aa,

Pl“(Xl + X9 >, X3 > y) = P111

Pr(X;+ Xe > 2)Pr(Xs >y) =p11.p.a

De donde la relacién en (8.34) se cumplird si
P11l 2 P11.p.1 (8.36)
(d) Por tdltimo, cuando & > ag + as y/o y > ag

PrX;j+Xe>2,X5>y)=0

Pr(X; 4+ X2 > 2)Pr (X3 >y) =0.

Asi, en este caso particular la relacién en (8.34) siempre se cumple.

Del analisis realizado se deduce que X7 + X5 y X3 presentan dependencia
cuadrética positiva, si las condiciones en (8.35) y (8.36) se cumplen a la

vez. Es decir, si

p11p.1 <pi1 <pra+pin— @i +p1 —pi)poa

0, equivalentemente, cuando

prip.a1 <pi1 <pupa+Lpu+Apia, (8.37)

siendo Ap.11,Ap11 los definidos en (8.23) y (8.24), es decir, los incre-
mentos que estas probabilidades bivariantes han sufrido respecto al valor

que tomaban en caso de independencia.

Observemos que las cotas en (8.37) estdn bien definidas, en el sentido
que nunca cruzan. Esta propiedad es consecuencia inmediata de la no
negatividad de Ap11 y Api1y, de ella, se deduce como minimo un valor
para pi11 tal que la existencia de PQD entre X; + Xo v X3 (& PQD
entre X1 + X y X3) quede garantizada. Equivalentemente podemos decir

que esta propiedad se cumple si

pri1 =puip.a+ts (Apu+Apa), 0<t3 <1 (8.38)
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Pasemos a interpretar la relacién encontrada para la obtencién de esta
probabilidad. Si queremos garantizar PQD entre X; + X5 y X3, la pro-
babilidad de que los asegurados (X7, X3, X3) mueran dentro del perfodo
considerado resulta de considerar el efecto que el riesgo X3 tiene sobre el
grupo (X1, X5). Como minimo, éste actuara como independiente sobre la
probabilidad de muerte conjunta de los otros dos (t3 = 0). No obstante
ademéas X3 puede incorporar, total o parcialmente, el incremento de sus
respectivas probabilidades conjuntas de muerte con X; y Xo, incremento
debido a la condicién de no independencia de este tercer riesgo con el

grupo de los otros dos.
2. Condiciones para que

X1+ X3y Xy sean PQD.

Esta relacién de dependencia se cumple, si para dos reales cualesquiera
z,y >0:
PriXqp+Xs>x,Xo>y) >Pr(Xi+X3>2)Pr(Xes>y). (8.39)

Realizando un analisis similar al del caso anterior, se llega al cumplimiento

de esta relacién para valores de p111 tales que

praipi <pi <pu.+pu— P +p.a1—pia)pa

0, equivalentemente, cuando

prapa. <pi1 < prapa. +FApi + Apa, (8.40)

siendo Apy1.,Ap11 los definidos en (8.22) y (8.23), es decir, los incre-
mentos que estas probabilidades bivariantes han sufrido respecto al valor

que tomaban en caso de independencia.

Senialar nuevamente que las cotas en (8.40) estdn bien definidas, en el
sentido que nunca cruzan. Asi, existe como minimo un valor de pi1; tal
que la relacion de PQD entre X; + X3 y X5 se cumple. Esta propiedad

queda garantizada siempre que

P11 =p1apa. +ta (Api. +Apa), 0<t < 1. (8.41)

En este caso, garantizar PQD entre X; + X3 y Xo, equivale a hallar
la probabilidad de que los asegurados (X7, X2, X3) mueran dentro del
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periodo considerado estimando el efecto que el riesgo X5 tiene sobre el
grupo (X1, X3).

. Por 1ltimo, debemos analizar las condiciones para que

X5+ X3y X sean PQD.

Esta relacién de dependencia se cumple, si para dos reales cualesquiera
xz,y>0:

PrXo+Xs >z, X1 >y) >Pr(Xao+ X5 >2)Pr(X; >y). (8.42)

En base al procedimiento empleado en los dos casos anteriores, resulta el

cumplimiento en cualquier caso de (8.42), para valores de p11; tales que

paipi.. <pin < pu.+pia— @1 +p.a—pa)pi.

0, equivalentemente, cuando

paip1.. <pr1 < pupi. + Apu. +Apia, (8.43)

siendo Apy1., A pr1 los definidos en (8.22) y (8.24), es decir, los incre-
mentos que estas probabilidades bivariantes han sufrido respecto al valor

que tomaban en caso de independencia.

Indicar que las cotas en (8.43) estdn bien definidas, en el sentido que
nunca cruzan. Asi, existe como minimo un valor de p11 que garantiza una
relacién de PQD entre X5 + X3 y X;. Esta propiedad queda garantizada

S1

p111 =paip1.. +t1 (Api. +Ap1a), 0<t; <1 (8.44)

Asi, para garantizar una relacién de PQD entre X, + X35 y X3, la pro-
babilidad de que los asegurados (X1, X2, X3) mueran dentro del periodo
considerado resulta de incorporar el efecto que el riesgo X; tiene sobre el
grupo (Xs, X3).

Del anélisis realizado se deduce que los riesgos en (X7, X9, X3) presentan

PCD si, y sélo si, las condiciones en (8.37), (8.40) y (8.43) se cumplen a la vez.

Es decir, siempre que el valor de p;1; cumpla
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max {p11.p.1,p1.101.,p1p1. } < piin <min{pn1.p.1+Ap11+Apai,

prap1. +Apu. +Apay, pupr. + Api + Apia}
(8.45)

Equivalentemente, podemos decir que en el intervalo [0, 1] existen tres valores
para t1,ta,t3 tales que las relaciones en (8.38), (8.41) y (8.44) se cumplen a la

vez, es decir,

P11 = pupa+ts (Apii+Apar) (8.46)
= prapi1 +ta (Api. +Apar) (8.47)
= pupi. +ti (Apii. +Apia). (8.48)

Observemos que tras estimar las relaciones dos a dos, queda tnicamente
libertad para estimar una t; de entre las tres presentadas, {ti}ie{1,2,3}' Se
trata, entonces, de escoger una de las tres parejas involucradas y tratar de
cuantificar el efecto que afnade el riesgo que ha quedado fuera, X;, en pi11
por el hecho de no ser independiente con los dos riesgos de la pareja escogida.
Este incremento es funcién de los incrementos en las probabilidades bivariantes
referidas a la muerte conjunta de X; con cada uno de los otros dos riesgos.
Fijado este incremento, quedan totalmente determinados los otros dos con lo
que parece indiferente el riesgo escogido para la estimacion. El andlisis que

sigue clarificard esta circunstancia.

Independientemente del parametro t; elegido senalar, en primer lugar, que
no podemos fijar su valor de manera arbitraria en el intervalo [0, 1]. Pongamos
un sencillo ejemplo para aclarar este punto. Supongamos que hemos escogido
el parametro t3 para llegar a la probabilidad conjunta pi11, es decir, en lo que
se refiere a las probabilidades de muerte consideramos el efecto de X3 sobre
(X1, X5) . Intuitivamente ya podemos prever que, en determinados casos par-
ticulares, este tercer riesgo no podré actuar como independiente sobre los otros
dos. Supongamos, por ejemplo, que para las relaciones bivariantes hemos esti-
mado s1 = 0, so,s3 > 0. Esta claro que, en este caso, no debe ser posible hacer
ts = 0 y hallar

P111 = Pp11.p.1 = PpP1.pPa.p.1-

Asi, deberan existir restricciones para el valor del pardmetro ¢3 en el intervalo

[0,1].
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Para todo i € {1,2,3} existirdn restricciones en cuanto al valor de ¢; en
el intervalo [0,1]. Estas resultaran de garantizar la existencia de PCD en
(X1, X2, X3) y de asegurar, en cualquier punto, la no negatividad de la dis-
tribucién de probabilidad trivariante resultante. En cuanto a este ultimo punto,
es muy importante en ningiin caso perderlo de vista puesto que lo que hacemos
en estos momentos es “construir’ una distribucién de probabilidad trivariante
y no partir de ella.

Observemos que independientemente del valor de ¢; estimado
p111 =0 (8.49)

se cumple. Sin embargo, debemos garantizar también la positividad de las siete

probabilidades trivariantes restantes. Asi,

piio = pir.—pi1 2> 0= pin < pu, (8.50)
P01 = pr1—pi1 = 0E pin < pua, (8.51)
po1ir = pa1—pi1 = 0e pin <pa, (8.52)
proo = pi.— P11 — P11 +pin =06 pin > pi +pia —pr, (8.53)
poto = Pa.—Ppir. —Pa1+pin =0 prn = pui. +par —pa., (8.54)
Poor = P.1—Pr1—Pa1+pin >0 pin > pia +par—poa, (8.55)
pooo = l—pi.—p1—pai+pu +piit+pun—pm=>20&

piir <1+pi.+pia+pin—pi.—p1 —pa (8.56)

Las condiciones en (8.49)-(8.56) se cumplirdn a la vez si

max {p11. +p1.1 —pi.., pr1. + P11 — P, i1+ D1 — 1,0}
< pin <min{pii, pr1, pas 1+ pu +pia+ 0 —pi. —pa —Dpoal}

(8.57)
Si llamamos p(l) ™I 4 Ta cota inferior para pip1 en (8.57) y p(2) T8 4 su cota
111 111
superior,
p(111)1min = max{pi1. +p11—pi., P11 +P11 —Pi, P11 +p11—p.1,0}
P = min{pi, pras pan 1+ pin +ps o~ pr.—pa. —poat,

tenemos que el valor finalmente obtenido para py1; debe quedar, en cualquier
caso, entre estos dos valores ya que, de otra manera, alguna de las probabilidades
trivariantes resultaria negativa. Senalar, sin embargo, que una probabilidad

p111 cualquiera en este intervalo no nos garantiza tres riesgos con dependencia
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acumulativa positiva aiin cuando dos a dos presentan correlaciéon positiva por la
forma en que se han determinado sus distribuciones bivariantes. Asi, debemos

hacer compatibles estas condiciones con las de PCD.
Si llamamos p(121)1min a la cota inferior en (8.45), minimo valor de pi11 que

. . 2 .
garantiza tres riesgos con PCD y pgl)lm“ a su cota superior,

(2) min

Pin1 = max{pi11.p.1,P1.1P.1.,P.11P1.. } 5
2 .

p§1)1max = min{pnp1+Ap11+2Lpa,

prapa. +Api +Apa, pupr. + Api +Apia}

tenemos que llegaremos a una distribucién analiticamente correcta para (X, Xo,

X3) con PCD siempre que

PRT < pin < pRT (8.58)
siendo
P = max {p{"™", p3m" } (8.59)
y
piir = min {p{1)" =, p{ ™} (8.60)

Asi, cualquiera que sea el pardmetro t¢; elegido para estimar el valor de py11
a partir de (8.46), (8.47) 6 (8.48), recordemos haciendo

piin = pup.atts (Apii+Api) 6
P11 = prapi +te (Api.+Apa1) 6
piin = pupi.+t (Api+Apia),

éste deberd dar lugar a un valor en el intervalo que resulta de (8.58).

Si el pardmetro elegido es t; e Apy1. + Ap1g # 0, deberemos estimar el

valor de este parametro en

pinfil — P.aipP1.. <t PIT — P.1p1..
Api.+Apia — T Api.+Apia

Se puede comprobar que estas cotas siempre dan lugar a valores de ¢; en [0,1].

(8.61)

Si llamamos #™* a la cota inferior que ha quedado para este parametro y tJax

a la cota superior,

puin _ PHT —pupL.
! Api.+Apia’
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pmax  _ POT —Puipi.
! Api +Apia

llegaremos al valor de t; determinando un valor para ¢ en el intervalo [0, 1] tal

que

pii = papi. + (P + (P =) (Api. + Apra)  (8.62)
= pupi.+t (Apu +Apia)

Observemos que de las relaciones dos a dos definidas, podemos asegurar que
p111 ha incrementado su valor debido a la no independencia de X7 con (Xa, X3)
en

M (Apir. 4+ Apia)
Asi, el incremento adicional que puede o no producir el riesgo Xy sobre p111

ha quedado limitado al intervalo
t (t?ax - tinin) (Api.+Ap11), 0<t<1.
El objetivo serd tratar de estimar el valor de ¢ en [0,1].

Cuando Ap11. + Ap11 =0 (& Apip, = Aprp =0 < s1 = s3 = 0) estamos
hablando de (X7, X3) independientes y de (X1, X3) independientes. No tiene
sentido plantearse incorporar el efecto adicional de X; en (X3, X3) respecto al
caso independiente ya que éste no existe. Por este motivo, diremos que, en este

caso, t1 no estd definida y de (8.48) tendremos directamente
P111 = P.11p1., (8.63)
resultado logico dada la independencia de X; con X2 y Xs.

Igualmente, si el parametro elegido es to e Api1. + Ap.11 # 0, deberemos

estimar el valor de este parametro en

prlnliil_pl.lp.l. <t P — P1ap.1.
Apn.+Ap1n — 77 Apu.+Apas

Se puede comprobar que estas cotas siempre dan lugar a valores de ¢ en [0,1].

(8.64)

Si llamamos t5" a la cota inferior que ha quedado para este parametro y 3%
a la cota superior,

min

P111 — P1.abp.a.
Api.+Apar’

min _
t2 _—
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gmax  _ PUT —Prapa.
2 Apnu.+Apn

obtendremos una estimacién para to estimando el valor de ¢, t € [0, 1] tal que

pi1 = prapa + (B +t (85 —t3")) (Api. + Apai)  (8.65)
prap.a. +t2 (Api +Apar)

Cuando Api1. +Ap1r =0 (& Apir. = Api1 = 0 & 51 = s = 0) estamos
ante (X7, X2) independientes y (X5, X3) independientes. No tiene sentido ahora
plantearse incorporar el efecto adicional de X5 en (X7, X3) respecto al caso
independiente ya que éste no existe. Por este motivo, diremos que, en este caso,

t2 no esta definida y de (8.47) tendremos directamente

P111 = pr.ip.i., (8.66)

resultado légico dada la independencia de X5 con X7 y X3.

Por tltimo, cuando el parametro elegido para la estimacién es t3 e Apy 1 +

A p.11 # 0, deberemos estimar el valor de este parametro en

min __ max __
Pi11 —P11.p.a <ty < P11 P11.p.1 (8.67)
Apii+Apis Apii+Apn

Se puede comprobar que estas cotas siempre dan lugar a valores de t3 en [0,1].

Si llamamos ¢t a la cota inferior que ha quedado para este pardmetro y t1ax

a la cota superior,

guin _ PR —pupa
’ Apra+Apar’
gmax  _ PHT —Pup.a
° Apii+Apn

obtendremos una estimacién para t3 estimando el valor de ¢, t € [0, 1] tal que
P11 = pup.a+ (tlgnin +t (85 — tg‘i“)) (Apr1i+Ap11)  (8.68)

= pupa+ts (Apii+Api)

Cuando Ap11+Ap11 =0 (& Aprg =Ap11 =04 sg = s3 = 0) estamos
ante (X1, X3) independientes y (X», X3) independientes. No tiene sentido ahora
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plantearse incorporar el efecto adicional de X3 en (X7, X5) respecto al caso
independiente ya que éste no existe. Por este motivo diremos que, en este caso,

t3 no estd definida y de (8.46) tendremos directamente

P111 = p11.p.a1, (8.69)

resultado légico dada la independencia de X3 con X; y Xo.

En cuanto a la eleccién de t;, observar que independientemente de la es-

cogida, la aproximacién que resulta para pi11 es siempre
pi = paT + ¢ (pPF — pT) (8.70)

Asi, es indiferente el parametro t; que utilicemos para la aproximacién puesto
que al estimar el valor de ¢ en [0, 1] que lo define, estamos determinando la parte
del incremento que un riesgo cualquiera de los tres puede o no incorporar en
p111 y el intervalo en que se mide esta libertad es tnico una vez definidas las
relaciones dos a dos. Sin embargo, es interesante tener en cuenta las siguientes

consideraciones referidas a la eleccion de este parametro.

e Si del analisis de las relaciones de dependencia dos a dos, la conclusién es
mutua independencia dos a dos (s1 = s9 = s3 = 0= Ap11;. = Ap11 =

Ap11 = 0) ninguno de los pardmetros ¢; ha quedado definido.

Observando el intervalo de posibles valores para pi11 en (8.58), tenemos
que la tnica posibilidad para que resulten (X, X2, X3) con PCD es la

mutua independencia de los tres riesgos, es decir,
D111 =P1.Pa.pP.a (8.71)

Senalar que si nos limitamos a considerar el intervalo de posibles valores de
p111 tales que resulta una funcién de densidad de probabilidad trivariante
positiva en todos los puntos, [pgll)lmin, pﬁ)lma"} , resulta un conjunto de
posibles valores para esta probabilidad. Entre éstos se encuentra el que
corresponde al caso de mutua independencia entre los tres riesgos, aunque
también existen otros posibles valores para esta probabilidad. Asi, es
posible encontrar tres riesgos que no sean mutuamente independientes pero
que lo sean por parejas. En el momento en que anadimos la condicién de
PCD es cuando este intervalo se reduce a un tinico punto, correspondiente

al caso de mutua independencia para los tres riesgos. Recordemos que
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habiamos llegado a este mismo resultado en el teorema 5.3 del capitulo

quinto.

e Cuando del andlisis de las relaciones de dependencia dos a dos, se deduzca
que existe independencia en dos de las tres parejas implicadas (dos de los
tres pardmetros s igual a 0) existe la posibilidad de estimar uno cualquiera
de los dos parametros t; que quedan definidos. Sin embargo, resulta més
realista definir el valor de py1; directamente a partir de la expresién en que
el pardmetro t; no ha quedado definido, es decir, a partir de (8.63), (8.66)
6 (8.69) segun corresponda. En cualquier caso el resultado serd idéntico.
En efecto, supongamos por ejemplo, que del anélisis de las relaciones dos
a dos han resultado s; = s =0, s3 > 0. Este corresponde al caso en que
X5 es independiente de X; y X3. Como habiamos visto anteriormente,
el valor de t; no queda definido puesto que no tiene sentido incorporar
incrementos que no se han producido. Es claro, que lo mas logico ahora

es calcular la probabilidad p111 a partir de (8.66), recordemos haciendo

P111 = P1.ap.1.

Sin embargo, observar que también llegamos a este tnico valor para pj11

a partir de ¢ y t3. Si partimos de ¢; tenemos de (8.48):

P11 = p.aipi. +t1 (Api. + Apia) = pr.pap.a +ti (Apu. + Apia),

con t; cumpliendo (8.61), es decir,

t o= P11P.a1. —PaiP1.. _ P1rapa. —P1.Pa1p.1
1= = .
Api.+Apia Api.+Apia

Igualmente llegariamos al mismo valor de p;;; a partir de (8.46) con t3
cumpliendo (8.67).

Estos dos tultimos resultados, aunque tedricamente correctos, no tienen
demasiado sentido. En estos casos, trataremos al riesgo independiente
del conjunto como tal y trabajaremos con la expresién en (8.63), (8.66) 6

(8.69) segin corresponda.

e Cuando del an4lisis de las relaciones dos a dos se deduzca mutua comono-
tonia por parejas (s; = so = s3 = 1), el intervalo de posibles valores para
la probabilidad p111; queda limitado a un tinico punto por las condiciones

de positividad de la distribucién trivariante de estos riesgos. En este caso,
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el intervalo de posibles valores para cualquier ¢; en (8.61), (8.64) y (8.67)
nos quedara reducido a un unico punto. Es facil comprobar, que inde-
pendientemente de la ordenacién de las marginales, las cotas en (8.57)

determinan que, en este caso particular,

(1) min (1) max

P11 = P11 =Pint =min{p:. ,p1.,p.1}- (8.72)

Este resultado se obtiene, para cualquier ordenacion de pi.,p1. v p.1
sustituyendo las probabilidades bivariantes involucradas por su valor en

caso de comonotonia, es decir:
pi1. =min{py ,p1.}, pra=min{p1.,p.1} yp11 =min{pi,p.1}.

Senalar que este valor ya se habia obtenido en (5.20) al tratar el caso
general de secuencias formadas por m riesgos dicotémicos y mutuamente

comonotonos.

Comprobemos que éste es también el tinico valor resultante de nuestro
modelo independientemente de la t; escogida. En efecto, de (8.46), (8.47)
y (8.48) tenemos

piin = pup.a+ts (Apii+Apar)
= pripi +t2 (Api. +Apar)
pupi.. +ti (Apii.+Apia).

con t1, to y t3 cumpliendo (8.61), (8.64) y (8.67), cotas de las que como

unico posible valor para cada uno de estos pardmetros resultan

min {pluap.l.ap..l} —P11.p.1

t3 =

Apii+Apa

ty = min {p1._,p.1,p.1} —Pprap.1.
Api. +Apa

P min{p1_,p1,p.1} — P.11P1....
Api. +Apia

Asi, a partir de cualquiera de ellos obtenemos

pii1 =min{p1,p1.,p.1}-

e Existen otros muchos casos particulares en que una vez definidas las rela-

ciones dos a dos queda totalmente definida la relaciéon entre los tres y, por
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tanto, el valor de pj11 es tnico. Cuando esto suceda, encontraremos un
tnico valor para la t; escogida y con él, llegaremos al valor de p111 que alli

corresponda.

Sin embargo, afrontar el estudio general de las relaciones de dependencia
que existen entre (X1, X2, X3) € R3 4 (p1, p2, p3; o1, a2, a3) , pasa por ele-
gir un pardmetro {t;},c(; 5 3, v estimar un valor de ¢ en el intervalo [0, 1]
que lo defina. Se trata, por tanto, de decidir qué parte del incremento que

X; puede o no producir en p11; consideramos.

Del andlisis de las relaciones dos a dos tenemos totalmente cuantificado
el minimo y maximo efecto que este tercer riesgo puede incorporar. Asi,
podemos seguir con la idea desarrollada para modelizar la dependencia
entre dos riesgos. En lo que se refiere a ese caso, asumiendo que es im-
posible llegar a conocer exactamente la correlacién real en cada pareja, la
estimamos en forma de tanto por uno sobre el rango de ésta, [O, Pxv, ng} .
Paralelamente, proponemos ahora estimar el efecto anadido del tercer

riesgo como tanto por uno sobre el rango que para éste haya resultado,

[trlnin (Apir. + Ap1a) , " (Apir. + Apra)]

N

[tlzmin (Apir. +Apar), 5% (Api. + Ap.uﬂ

[ (Apry + Apan) 85 (Apra+ Apa)]

segun el riesgo X; elegido.

Si bien el desarrollo que proponemos es similar al propuesto para medir
dependencias bivariantes, somos conscientes de la dificultad que conlle-
va ahora estimar uno cualquiera de estos parametros. Tedricamente es
posible, al igual que en el caso bivariante, basarse en las frecuencias de
siniestralidad conjunta histéricas para tratar de dar una estimacién mas
o menos real de este pardmetro. Sin embargo, este anélisis parece mucho
mas laborioso que el necesario para llegar a determinar las relaciones dos
a dos. Si bien es importante dedicarle el esfuerzo necesario para tratar
de aproximarlo lo méas exactamente posible, no debemos perder de vista
que aqui no perseguimos resultados exactos en cuanto a distribuciones,
sino que nos limitamos a intentar incorporar, en la medida de lo posible,

el riesgo que anaden en la cartera las dependencias trivariantes de signo
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positivo. En lo que se refiere a este riesgo, veremos en el siguiente apartado
que no se modifica cuando tnicamente varia la estimaciéon del parametro
t en [0,1]. Este hecho hace que creamos suficientes los datos hasta aqui
aportados en cuanto a la estimacién de su valor ya que, en tltima instancia,
este valor no modificard la percepcién del riesgo que de ese trio tenga el

asegurador.

8.2.3 Orden stop-loss en la clase R; . (p1,p2, ps; a1, a2, a3)

En este apartado seguimos con el andlisis de tres riesgos extraidos de una cartera
de seguros de vida y caracterizados por presentar una relacién de PCD. Asi, al
igual que en el apartado anterior, nos centramos en cualesquiera (X1, Xo, X3) €
Rs 1 (p1,p2,p3;1,09,03) . En este momento somos capaces de aproximar la
distribucién trivariante de estos tres riesgos puesto que podemos estimar los
valores de s1, S3, 53 y t ! de los que resultardn las probabilidades p11., p1.1, P.11
y p111; probabilidades de las que se obtiene directamente la funcién de densi-
dad trivariante a partir de las expresiones en (8.25) a (8.32). En cuanto a los
valores de los parametros s;, i = 1,2, 3, recordar que se obtienen estimando la
correlacién de cada una de las parejas de riesgos con respecto a sus correspon-
dientes comonétonas, mientras que para el pardmetro t la estimacién depende
del efecto que supongamos incorpora el tercer riesgo sobre uno cualquiera de es-
tos grupos de dos. Es obvio que, en cualquier caso, daremos valores aproximados
y, si bien sabemos que estos tres riesgos se encuentran, en orden stop-loss, entre
la independencia y la comonotonia, nos interesa llegar, ademas, a relaciones de
orden stop-loss dentro de la clase R 1 (p1, p2, p3; a1, a2, a3) en funcién del valor
asignado a s1, 82,53 y t. El objetivo perseguido es claro; si no estamos seguros
de los coeficientes exactos a asignar (circunstancia que se dard en la realidad),
debemos saber qué sucede, en términos de riesgo, cuando los modificamos. Den-
tro de este apartado demostraremos que para un valor de t fijo, incrementar el
valor de s; y/o s2 y/o s3 supone un mayor riesgo de los tres elementos consi-
derados. Asi, el incremento de las correlaciones (covarianzas) dos a dos, lleva a
una distribucién de la suma para los tres riesgos considerados, superior a la que

resulta bajo las hipdtesis iniciales. Sin embargo, veremos que el incremento del

1t se refiere al valor en el intervalo [0,1] que define a los pardmetros t1,t2,t3. Dentro de
este apartado asumimos, sin pérdida de generalidad, que estos tres siempre quedan definidos.
Observemos que en los tnicos casos en que no lo quedan -ver (8.63), (8.66), (8.69) y (8.71)-
podriamos asignarle un nimero cualquiera y obtendriamos igualmente el valor que le corres-

ponde a la probabilidad trivariante.
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valor de ¢ no implica un mayor riesgo en el conjunto. Asi, de la modificacién del
parametro ¢ no se seguirdn relaciones de orden stop-loss o, equivalentemente,
el asegurador no sabra decidir, en términos de riesgo, entre dos conjuntos for-
mados por tres riesgos que presenten marginales y distribuciones bivariantes
idénticas y que tinicamente se diferencien por los valores correspondientes a las

probabilidades trivariantes.

Consideremos los elementos (X1, Xo, X3), (X1, X5, X5) € Rs 1 (p1,p2, p3; a1,
ai, e3) para los cuales hemos determinado los valores de s;, 85, i =1,2,3, ty
t'. Es importante no perder de vista que lo que estamos considerando son tres
unicos riesgos bajo dos hipdtesis diferentes de dependencia y que lo que vamos
a hacer es tratar de establecer relaciones de orden stop-loss para la distribucién
de la suma que de estos riesgos resulte en funcién de la hipotesis considerada.

Para este propésito definimos las v.a. suma

S = X+ X+ Xa, (8.73)
ST = X{+ X5+ X3, (8.74)

v.a. que, en este momento, no nos indican la siniestralidad del total de la
cartera sino unicamente la que se deriva de estos tres riesgos. Nos referiremos

a las probabilidades asociadas a estas v.a. como pg (s) y ps- (s), siendo aqui

ps(s)=Pr(S=s)=Pr(Xi +Xo+X3=5), s=0,1,2,---

ps () =Pr(S' =s5)=Pr(X{+ X,/ +X;=5), s=0,1,2,---

En primer lugar, queremos tratar el caso en que
si=s,1=1,23 yt<t (8.75)

es decir, estamos considerando dos conjuntos de tres riesgos con idénticas dis-

tribuciones marginales y bivariantes.

Por ser s; = s}, i = 1,2,3, se cumple ¢t = ¢;™" y I = /M Asi, de

=5
(8.62) 6 (8.65) 6 (8.68), seguin corresponda, t < ¢’ implica

P11 < Piis

y podemos escribir
Piin =P +¢ ¢ >0, (8.76)
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La manera maés fécil de tratar de demostrar la existencia de orden stop-loss,
en caso de que éste exista, es tratar de probar que bajo estas hipdtesis las respec-
tivas funciones de distribucién acumulativas (desacumulativas) correspondientes
a Sy S’ tnicamente cruzan una vez. De esta manera, dada la igualdad entre
las esperanzas de ambas v.a., podriamos establecer una relacién de orden de
peligrosidad entre ellas (ver definicién 3.12) y aplicar el resultado del teorema
3.13 para afirmar que aquella a la que le corresponda la funcién de distribucién
acumulativa con cola mas gruesa es la menos peligrosa en términos de orden

stop-loss.

Es facil demostrar que, independientemente del orden considerado para los ca-
pitales asegurados «;, las respectivas funciones de distribucién que resultan
para S y S’ cruzan més de una vez bajo las hipdtesis en (8.75). Asi, no
podemos utilizar el concepto de orden de peligrosidad para hacer ninguna afir-
macién/negacién sobre la relacién de orden stop-loss existente y no nos quedard
més remedio que probar el cumplimiento/incumplimiento de esta relacién en

cada/algiin punto para afirmar/negar su existencia.

Al considerar las respectivas primas stop-loss en cada punto, debemos tener
en cuenta la ordenacién de los capitales asegurados ay, ¢ = 1,2,3. Para cual-
quier ordenacion de los mismos, probamos seguidamente que bajo las hipdtesis
en (8.75)

stlslyslfslsa

es decir, no existe ningtin tipo de relacién de orden stop-loss entre estas dos

variables.

La relacion
S Ssl Sl

se cumplird si

E(S—d), <E(S'—d),, Vd>0.

+

Puesto que hemos supuesto que los capitales asegurados son miltiplos enteros

de una u.m. cualquiera tenemos que
d
E(S—d), =E(S)—d+Y (d—s)ps(s).
s=0

Ademas, estamos considerando igualdad en las marginales de los riesgos inclui-
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dos en Sy S’, por lo que sabemos que FE (S) = E (S7). As{, S <q S’ si

M=

(d—3s) (ps: (s) —ps(s)) >0, Vd=>0. (8.77)

Il
=)

S

De forma similar, la relacién S < S’ quedard probada si

(d—s) (ps' (s) —ps(s)) <0, vd=>0. (8.78)

M-

w
I
o

Veamos si se cumple alguna de estas condiciones bajo las hipdtesis en (8.75),

es decir, con

Pl =pi1+¢ (>0

tal y como se ha definido en (8.76), siendo las marginales y bivariantes idénticas

para los riesgos de ambos conjuntos.

Supongamos, por ejemplo, que la ordenacién de los capitales asegurados es tal
que a1 < ag < az < a1 + as. En este caso, para un nivel de retencién d,

cumpliendo 0 < d < a1, tenemos

d
D (A=) (ps (s) = ps () = d(Dhoo — Pooo) = —d( <0,

= ver (8.32)

mientras que si consideramos un nivel de retencion en a; + as < d < ay + as,

resulta:

M=

(d—s) (ps' (s) =ps(s)) = d(pooo — Pooo) + (d — a1) (Do — Pr00)

[
Il
o

+(d — a2) (Ph10 — Po1o) + (d — as)
(Pbo1 — Poo1) + (d — a1 — a2) (Ph1g — P110)
= {ver (8.32),(8.29),(8.30),(8.31),(8.26) }
= —dé+(d—a1)(+(d—a)(+(d—a3)(¢
+(d—ar—a2)(=¢) = (d—a3)¢ > 0.

Asi, S £ S', S’ £ Sy el coeficiente ¢ no dice nada acerca del orden stop-
loss, conclusién que reduce, en cierta medida, la importancia de su aproximacion
exacta. Obviamente, ésta debe adaptarse en la medida de lo posible a la reali-

dad, puesto que de otro modo estariamos falseando la distribucién trivariante
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de los riesgos. No obstante, también es cierto que cuando variamos el valor
de este parametro llegamos a una nueva distribucién que no sabemos decidir si

preferimos, en términos de riesgo, sobre la obtenida antes de la variacién.

Dado que el parametro t no aporta nada en términos de ordenacién stop-loss,

tiene sentido plantearse lo que sucede cuando
si<si,i=1,23yt="t, (8.79)

es decir, cuando las diferencias en las distribuciones trivariantes se deben a
diferencias en las correspondientes bivariantes. En particular, asumimos que las
tres covarianzas (correlaciones) que pueden encontrarse referidas a los riesgos en
(X1, X2, X3) son menores que las correspondientes a los riesgos en (X7, X5, X5) .

Bajo esta hipdtesis demostraremos que
S<aS’. (8.80)

Dada la igualdad en las esperanzas de ambas v.a., lo mas sencillo seria demostrar
este resultado a partir del orden de peligrosidad, es decir, probando que las
funciones de distribuciéon acumulativas de estas variables tnicamente cruzan
una vez y la correspondiente a S acaba por encima de la resultante para S’
(ver definicién 3.12 y teorema 3.13). Desafortunadamente, en muchos casos,
esta afirmacién no resulta cierta. Asi, deberemos afrontar la demostraciéon de
la relacién de orden stop-loss en (8.80) a partir de la definicién de este orden.
Como hemos visto, ésta se cumple si podemos probar (8.77) para cualquier nivel
de retencién d > 0, bajo cualquier posible ordenacién de los capitales asegurados
«;. Sin pérdida de generalidad, podemos reordenar los riesgos en el conjunto de

manera que
a; < a < as.

Asi, resultan ocho posibilidades para la ordenacién de los capitales asegurados.

Estas son,
o < o <ag<ap+as, (8.81)
ap < a9 < az=a;+as, (8.82)
a; < az=az<a;+as, (8.83)
a1 = o <oz <ap+as, (8.84)
ap = a9 < a3 =1+ ao, (8.85)
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o = ag=a3<a]+ as, (886)
ap < ar <o t+ag <as, (887)
a; = o <o) t+ay <as (888)

Senalar, sin embargo, que una vez probado el cumplimiento de la relacién en
(8.77) para las ordenaciones en (8.81) y (8.87), las cinco posibilidades restantes
quedan demostradas por simetria. Asi, nos podemos limitar a estos dos casos.
En ambos, utilizaremos las probabilidades trivariantes tal y como se han definido
en (8.25) a (8.32).

CASO (8.81): a1 <ag < az < aj+ay

En este caso particular queremos demostrar que bajo las hipétesis en (8.79)
se cumple la relacién de orden stop-loss en (8.77). Para probar este resultado
podemos, en primer lugar, considerar el caso en que

51 <8), sa=254, s3=syyt=1t (8.89)

es decir, la tinica diferencia entre los conjuntos (X1, Xa, X3) v (X7, X5, X}5) estd
en el valor del coeficiente de correlacién (covarianza) asumido para la pareja
(X1,X5).

Para este caso, de (8.19) y (8.22) tenemos

pi1. = p1.pa. + Apii,
siendo
Apii. = s (min{p1.,p1.} —p1.p1).

Al ser este incremento creciente en sy, la hipdtesis s; < s, implica
/
P11 =pu. +¢, €20,

siendo las probabilidades bivariantes referidas a las otras dos parejas de riesgos
idénticas, por la igualdad en sus respectivas correlaciones (covarianzas).

De (8.70), sabemos que, independientemente de la ¢; elegida para estimar,
pin = pPhT +t (o1 - PIY) = ol + (-6 plif, 0<t <1

siendo piP y pia* las definidas en (8.59) y (8.60), es decir,

min (1) min _(2) min

P11 = max {P111 »P111 } = max {p11. + P11 — P1., P11. + P11 — P.1.s
P11+ P11 — P, P11Po1, P1aPa, PPl b
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(1) max _(2) max

piil = min {P111 D111 } =min{p11, p1.1, 11,1 +p11. + P11+ P11
—P1..—P1. —P.1,P11.p.a F AP+ Apar,prapa. + Api.
+Apa, pupr. +Api +Apiat.

Asi, si t’ = t, se cumple
Pi1p = p111 + ¢, con 0 < ¢ <e.

Estamos ya en condiciones de demostrar que, bajo estas hipétesis, la relacién

en (8.77) se cumple para todo d >0 .
Para d = 0, el cumplimiento de (8.77) es trivial.

Cuando 0 < d < o :

d

Z (d—s) (ps+ (s) = ps (s)) = d (Phoo — Pooo) = d (e — (1) > 0.
s=0

Siog <d<as:

d
Z (d—s) (ps'(s) =ps(s)) = d(Phoo — Pooo) + (d — a1) (Proo — P100)
s=0
=dEe—¢)+({d—a)(G—¢) —a1 (1 —¢) > 0.
Sias <d<asz:
d
D (A=) (ps/ () =ps(s) = —a1(G —e)+(d—az) (Phio — Poro)

[
Il
o

= (d—og—a2)(¢1—¢)>0.

Sia3§d<a1+a2:

M=

(d=s) (ps (s) =ps(s)) = (d—o1—az)(C—e)+(d—as)(Poor — Poo1)

@
I
o

= (d-a;—a2)(C1—¢)+(d—a3)1 >0.

Siai+as<d<ay+asg:

M=

(d—s) (ps/ (s) —ps(s))

+(d—a1—)(e—-CG) = (d—a3)G >0.

(d—o1 —a2)((1—¢)+(d—a3)C

@
I
o
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Siai+az3<d<ag+as:

d
D (d—s) (ps/ () —ps (s) = (d—as) G+ (d— o1 + as) (—(1) = 01y > 0

s=0

Sias+az<d<a;+as+as:

d
Z (d—s) (ps'(s) —ps(s) = a1+ (d—ax+a3)(-C)

s=0
= (a1+ast+az3—d)¢ >0.

Por ltimo, para d > a1 + as + ag :

d
Z(d*S) (ps' (s) =ps(s)) = (an+tataz—d)G
s=0

+(d-0&1—0(2—043)€1 = 0.

Consideremos ahora el caso en que

Sg < sh, 51 =81, s3=spyt=t" (8.90)

Haciendo un anélisis similar al anterior, llegamos a que esta hipdtesis implica:

P = pu+96,6>0,
Phi. = P, Pri=puLi
Piii = P+ G, con0 <G <.

Para d = 0, el cumplimiento de (8.77) es trivial.

Cuando 0 < d < o :

d
Z (d—s) (ps' (s) —ps (s)) = d(Phoo — Pooo) = d (6 — (2) > 0.
s=0
Sia; <d<as:

d
Z (d—s) (ps'(s) =ps(s)) = d®hoo —Pooo) + (d — a1) (Pioo — P100)

s=0

d(5—§2)+(d—a1)C220.
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Sias <d< asz:

d

> (d=s) (psi(s) —ps(s) = d(6—G)+(d—a1)é
0

s=

+(d—a2)(=0+C) = (d—a) e+ (—a2) (e —9)>0.

Sia3§d<a1+a2:

d

> (d=5) (ps: (s) = ps ()

s=0

(d—o0a1)Ce+ (—a2) (C2 —9)

+(d—a3)((2—9) = (d—a1)G+(d—az—a3z)((2—0)>0.

Siagt+as<d<a;+az:

M=

(d—s) (ps'(s) =ps(s)) = (d—a1)C+(d—az—a3z)(C2—0)(d—a1)

@
I
o

+(d—ar—a2)(e2=0) = (d—a3)+(d—az—a3)(=5) >0.

Stai+az3<d<ay+as:

d

Y (d=s) (psi(s) =ps(s) = (d—az)C+(d—as—ay)(=3)

s=0
+ (d — ] — 013) (—Cg) = Oz1<2 + (d — Qg — 013) (—6) > 0.

Siast+az<d<a;+as+as:

d

D (d=s) (psi () =ps(s) = aiCe+(d—as—az)(=9)

s=0
+(d—az+a3)(0—C) = (cm+azt+az—d)>0

Por ultimo, para d > a1 + as + ag :

d

(d=s) (ps'(s) =ps(s) = (m+ataz—d)C

+(d—0[1—0[2—0¢3)<2 = 0.

Finalmente, supongamos que

53 < 84, 51 =81, sa=shyt=1t, (8.91)
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Haciendo un anadlisis similar al de los dos casos anteriores, llegamos a que esta

hipétesis implica:

p/l.l = P11 + Y, Y Z 07
p/114 = DPi1., p{n = P11,
Piin = pin+Gs con0 <3<,

probabilidades de las que una vez més resultard el cumplimiento de (8.77) para
todo d > 0.

Para d = 0, el cumplimiento de (8.77) es trivial.

Cuando 0 < d < oy :

d
> (d=5) (ps: (s) = ps (5)) = d (Phoo — Pooo) = d (v — (3) = 0

s=0

Sia1§d<a2:

d
> (d (ps (s) —ps (s))

s=0

d (Phoo — Pooo) + (d — a1) (Phog — P1oo)

= d(y-G)+([d-m)(=7)=0

Sias <d<as:

d
> (d=s) (psr (s) = ps () (v =G+ (d—a1) (G —)

s=0
+(d—-a2)(G3) = a1(y—G)+(d—a2)((3) >0

Siaz<d<a+as:

d
D (d=5) (s () =ps(s) = ar1(y—=C)+(d—a2)(Gs) + (d—a3) (G =)

s=0
= (a1+az—d)(y—C)+(d—a2) (3 >0.

Siag+as<d<a;+asg:

d
> (ps/(s) =ps(s)) = (art+az—d)(y—C)+(d—a2)Cs

s=0
+(d—ar—a2)(=(3) = (a1+az3—d)(y—(3)+ai(z>0.
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Staj+az3<d<ay+as:

d
D (d=s) (psi () —ps(s) = (a1+as—d)(y—Cs)
s=0

+ai@s+(d—ar —a3)(y—C) = a3 >0.

Siast+az<d<a;+as+as:

d

(d—s) (ps/ (s) —ps(s))

s=0

1@z + (d — az + az) (—(3)

= (041+042+a3—d)C320

Por ltimo, para d > a1 + as + ag :

d

(d=s) (ps(s) —ps(s)) = (m+tartaz—d)G
s=0

+(d—a1—a2—a3)C3 = 0.

Combinando los resultados obtenidos bajo las hipdtesis en (8.89), (8.90) y

(8.91) concluimos que para esta ordenacién de los capitales asegurados

S<a49’.

CASO (8.87): a1 < as < g + s < ag

Para esta ordenacién de los capitales asegurados, probaremos nuevamente que
bajo las hipétesis en (8.79) se cumple la relacién de orden stop-loss en (8.77).
La demostracion serd similar a la que acabamos de realizar para la ordenacién
en (8.81).

Nuevamente, empezamos considerando unicamente las relaciones en (8.89),
es decir,

51 < 8], So =255, s3=s5 yt=1".
Como hemos visto, bajo estas hipétesis se cumple
Pl = pu.+e >0,

Pia = pr1, Py =pal
Piii = P+, con0<( <e,
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relaciones que permiten en este caso también probar el cumplimiento de (8.77)
para todo d > 0.

Para 0 < d < ag sabemos de los resultados obtenidos para la ordenacién en

(8.81) que
d

> (d—s) (ps (s) = ps (s)) = 0.
s=0
Cuando as < d < aq + a9, resulta:

d
D (d=s) (ps/ () =ps(s) = —a1(G—e)+ (d—az) (Bhio — Poro)

s=0
= (d—al—ag)((l—e)ZO.

Siai+as<d<as:

d
> (d=s) (psi () —ps(s) = (d—a1—a2) (G —e)
s=0
+(d = a1 — a2) (Prig —P110) = (d—a1—az) (G —¢)
+(d7a17a2)(57<1) = 0.

Sias<d<ay+as:

d
D (d—5) (ps+ (s) —ps(s) = (d—a3) (1 > 0,

s=0

Sia;+az3<d<as+as:

d
Y (d=s) (psr(s) =ps(s)) = (d—as) G+ (d = +ay) (~(1) = 11 2 0

s=0

Sias+az<d<a;+as+as:

d

(d—s) (ps/(s) =ps(s)) = a1Q+(d—as+a3)(—C)
s=0

= (eq+ars+as—d)¢; >0.

Por ultimo, para d > a1 + as + az :

d
Z(d—s) (ps'(s)—ps(s)=(a1+as+as—d)+(d—a1 —as —a3) (1 =0.

s=0
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Si consideramos ahora las relaciones en (8.90),

Sy < sh, s1 =81, s3=spyt=t.

tenemos
P = pu+d,6>0,
Pu. = P, Pha=pu
p’111 = pi11+¢, con0< (<4,

probabilidades de las que se seguird el cumplimiento de (8.77) para todo d > 0.

De los resultados obtenidos para la ordenacién de los capitales asegurados en

(8.81), tenemos que esta relacién estd probada cuando 0 < d < .

Cuando as < d < ay + as, resulta:
d

(d—s) (ps' (s) —ps(s))

s=0

d(6— ()4 (d—a1) G+ (d—az) (=0 + ()
= (d—a1)G+(—a2)(¢2—6)>0

Sia;+as<d<asg:
d

(d—=3) (psi(s) —ps(s) = (d—a1)l+(-a)(C2—9)

s=0
+(d—a1 —042) (_CQ) = 6 >0.
Staz<d< oy +as:

d
D (A=) (psr(s) =ps(s) = azd+(d—a3)(C—9)

s=0
= (d—a3)@+(d—a—a3z)(=0) > 0.

Siagt+az<d<az+az:

d
Y (d=s)(psi(s) =ps(s) = (d—as)C+(d—as—ay)(=F)

s=0
+ (d — ] — 013) (—Cg) = 04142 + (d — Qg — 013) (—(5) > 0.

Stas+az3<d<a;+ay+as:

d
D (d=5)(psi(s) =ps(s) = i+ (d—az—as)(=0)

s=0
+(d—az+a3)(0—¢) = (m+ar+az—d);>0
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Por ltimo, para d > a1 + as + ag :

d
D (d=5) (psi(s)—ps(s) = (a1+oaa+as—d)G
s=0

+(d*0[1*0[2*0&3)<2 = O
Finalmente, consideraremos
s3<sh, 81 =51, sa=shyt=t.

En este caso, tenemos

Pii = pa+v >0,
P = P, P =pan,
Pl = pin+G, con0< (<4,

relaciones para las que se cumplird nuevamente (8.77) para todo d > 0.

De los resultados obtenidos para la ordenacién de los capitales asegurados en

(8.81), tenemos que esta relacién estd probada cuando 0 < d < .

Cuando as < d < aq + a9, resulta:

d
D (d=s) (s (s) =ps(s) = (v=G)+(d—a1)(G—n)

s=0
+(d—a2)(G3) = a1 (y—G)+(d—a2)((3) >0

Sia;+as<d<as:

d
> (ps (s) —ps (s))

s=0

ar (v = () + (d—a2) (G)

+ (d — ] — OLQ) (7<3) = a1 Z O

Siag<d<a;+as:

M=

(d=s) (ps/(s) —=ps(s)) = a1y+(d—az)((z—7)

@
Il
o

= (a1 +az—d)y+(d—asz)ls>0.
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Staj+az3<d<ay+as:

d

Y (d=s)(ps(s) =ps(s) = (ar+ag—d)v+(d—az)is
s=0

+(d—a1—a3)(y—¢) = a3 >0.
Stas+az3<d<a;+a+as:

(d—s) (ps'(s) —ps(s)) = ai(z+(d—az+a3z)(—(3)

»
L=
[en}

(a1+a2+a37d)ﬁ320.

Por ultimo, para d > a1 + as + ag :

d

ST (d—5) (ps+ (s) = ps (5)) = (a1 + oz + a3 — d) Gs+(d — a1 — a — a3) (3 = 0.
s=0

Combinando los resultados obtenidos en cada caso, llegamos a establecer la

relacién
S <48’

también para esta ordenacién de los capitales asegurados.

Una vez probada la relacién de orden stop-loss para estas dos ordenaciones

queda probada también para las cinco restantes en (8.81) a (8.88). Asi, cuando
s;<sh,1=1,23yt=t,

se cumple

S<aS'.

De este resultado se sigue el importante papel que juegan las correlaciones
(covarianzas) cuando se trata de analizar el efecto que tienen las dependencias
de signo positivo sobre la siniestralidad que se deriva de un conjunto de tres

riesgos con una estructura de PCD.

Los resultados hasta ahora encontrados nos permitiran modelizar diferentes
hipétesis de dependencia para cada uno de los trios de la cartera. Recordemos

que nos centramos unicamente en modelizar aquellas dependencias que implican
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un riesgo mayor que en el caso independiente, es decir, en cada uno de los conjun-
tos supondremos que hemos podido probar una relacién de PCD, (X3;—2, X3:—1,
X3t) € Ry (P3t—2,D3t—1,D3t; Q3¢—2, 03¢—1,3¢) , t = 1,- - -, k; k < n/3. Acaba-
mos de ver que fijado el valor de ¢ en Rs + (psi—2, P3t—1,Dat; Xat—2, X3t—1, ¥3t) 5
aquellos conjuntos con mayores correlaciones son los més peligrosos. Asi debe-
remos tratar de estimar los valores de las respectivas covarianzas (correlaciones)
con la mayor precisién posible. En cualquier caso, parece una estrategia pru-
dente, tratar de sobrevalorarlas en una pequena cuantia cuando no estemos

seguros del valor a asignarles.

Combinando estos resultados con los obtenidos en el capitulo anterior, es-
tamos ya en condiciones de tratar dependencias bivariantes y trivariantes de
signo positivo en una cartera de seguros de vida. Este serd nuestro objetivo en

el siguiente apartado.

8.3 Aplicaciones

Dentro de este apartado queremos ampliar las hip6tesis de dependencia positiva
asumidas en el apartado 7.3.2 del capitulo anterior para la cartera de seguros

de vida de Gerber.

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4 )
0.03 2 3 1 2 -
0.04 - 1 2 2 1
0.05 - 2 4 2 2
0.06 - 2 2 2 1

Recordemos que en el capitulo anterior identificamos como dependientes a

los riesgos en las parejas
(X1, X2), (X6, Xo5), (X7,X01), (Xo, X17), (X13,X29) ¥ (X30,X31), (8.92)

siendo las diferentes parejas independientes entre si.

Supongamos ahora que de un andlisis més detallado de las relaciones de de-

pendencia hemos encontrado que la pareja (Xg, X17) no es independiente con el
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riesgo X3. Este podria ser el caso de un matrimonio, (Xo, X17), y su hijo, Xs.
En caso de que asi fuera, debe extranar la pequena diferencia entre la probabi-
lidad de muerte de los padres y la del hijo. Recordemos que estamos trabajando
con una cartera tedrica con muy pocos datos con la Unica intencién de ejempli-
ficar de manera sencilla la metodologia propuesta. Creemos que aunque irreal
aqui, resulta interesante tratar este caso ya que facilmente podra encontrarse
en una cartera real donde, con toda seguridad, los datos se ajustaran mas a las
hipétesis establecidas.

Supongamos, ademds, que la pareja (Xso, X31) que, recordemos, habjamos
identificado como un duplicado, ha resultado ser también dependiente con Xa3.
Este tipo de relacién de dependencia puede darse, por ejemplo, en seguros de
vida ligados a tarjetas de crédito. Es frecuente en el momento de contratar una
tarjeta de crédito con una entidad bancaria que el titular obtenga, de forma
gratuita, un seguro de vida. Si todas las pélizas de una entidad van a parar
a una misma cartera, es posible encontrar en esa cartera tres seguros de vida
de un matrimonio en el que uno de los conyuges posea dos tarjetas, duplicado

(X30, X31) , Y el otro una, X23.

Supongamos que para los riesgos en (X3, Xo, X17) v (X3, X30, X31) hemos
podido probar una relacién de PCD.

De los resultados del capitulo anterior y de (8.3) sabemos que, en términos
de riesgo, la distribucion coste total de nuestra cartera se encuentra entre la
que resulte realizando la hipétesis de independencia para todos los riesgos de la
cartera y la que se obtenga bajo la hipdtesis de comonotonia entre los riesgos de
cada uno de los conjuntos dependientes. Observemos, sin embargo, que tras el
analisis realizado en el capitulo anterior podemos acotar un poco mas el riesgo
de nuestra cartera. Entonces llegamos a la conclusién que tras incrementar en
un 10% las hipétesis iniciales referidas al grado de dependencia en cada una de

las parejas, recordemos asumiendo el conjunto de hipétesis B,

PX1,X2 = QPX{",XE =1 $X6,X25 = 0.55 @Xg,ng
PX7,X21 = 0.165 @X;’,XQUI PXo,X17 — 0.275 @Xé’,Xﬂ (893)
PX13,X20 = 0.66 QPX{JE”XLE/Q $X30,X31 — SOX:E']O,X:% =1

resultaba una v.a. coste total para la cartera que, en ningun caso, infravaloraba
el riesgo real. Esta v.a. es la que llamamos Sg). Su distribucién de probabilidad
y sus respectivas primas stop-loss asociadas son las dadas en (7.21) y (7.22), ver

pag. 213.
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Si entonces consideramos suficiente el grado de dependencia asumido para
estas parejas no existe motivo ahora para modificarlo. Asi, podemos seguir
con las hipdtesis en (8.93), y, tnicamente, deberemos analizar cémo afecta el
hecho de que se haya introducido un tercer riesgo en las parejas (Xg, X17) v
(X30,X31) vy éstas se hayan convertido ahora en los conjuntos (X3, X9, X17) y
(Xa3, X30, X31), conjuntos para los que suponemos hemos podido probar una
relacién de PCD.

De la definicién de PCD se sigue que X3 y X9 + X7 presentan una relaciéon
de PQD. Asi, podemos aplicar el resultado del teorema 4.19 y afirmar que

X5+ (Xo + X17)" <a X3+ Xo + X17 <a X§ + (Xo + X17)” (8.94)

donde X3, (Xo + X17)J‘ vy XY, (Xo + X17)U , indica que X3 es, respectivamente,
independiente y comonotono, con el riesgo Xg + Xi7.

Igualmente, Xo3 y X309 + X31 presentan PQD y nuevamente se cumplird
XQJE‘a + (X30 + AX?>1)L <ot Xog + Xz0 + X31 <g XQUg + (X30 + X31)U s (8.95)

indicando ahora Xs5, (X30 + X31)J' y X%, (X30 + X31)U que Xo3 es, respecti-

vamente, independiente y comondétono, con el riesgo X309 + X31.

Siguiendo con la nomenclatura utilizada en el capitulo anterior, simbolizare-
*,B
(1,2)
1 al subindice de esta v.a. para indicar que existe un riesgo adicional en algunas

mos por S a la distribucién del coste total de la cartera. Anadimos ahora un
de las parejas en (8.92). En el superindice encontramos las hipdtesis de depen-
dencia asumidas en cada uno de los conjuntos dependientes. Este nos indica que
para los dos riesgos en cada una de las parejas de (8.92) seguimos asumiendo las
hipétesis B, hipétesis en (8.93), mientras que el simbolo * representa el conjunto
de hipdtesis realizadas en cada uno de los trios sobre la relaciéon de dependencia

del riesgo que ha entrado con cada uno de los otros dos.

s . . . B
Observemos que la tnica diferencia entre las diferentes v.a. S(?z) que

podamos encontrar para la cartera, viene por el conjunto de hipdtesis en =,
hipétesis referidas a la relacién de dependencia de X5 con (Xg, X17) y Xo3
con (X3z0,X31).Dado que hemos asumido independencia entre los conjuntos
(X3, X9, X17) v (Xa3, X30, X31), podemos aplicar el resultado del teorema 3.11
(resultado que, recordemos, nos garantiza el mantenimiento de la relacién de
orden stop-loss bajo la convolucién de riesgos independientes) a las relaciones

en (8.94) y (8.95) para afirmar que
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L1.B *B U,B
S(1l2) Sst 1) Ssl 512 (8.96)
siendo x una hipétesis cualquiera que garantiza PCD en los dos trios.

Es interesante deducir estas dos distribuciones extremas ya que, a partir de
ellas, sabremos en qué grado pueden llegar a afectar las dependencias trivariantes
sobre el riesgo total de la cartera y podremos decidir si merece la pena tenerlas

en cuenta.

Légicamente
L,B _ ¢B
Si2) = 5e)

puesto que en S(g’)) la hipdtesis considerada para los riesgos Xg y Xog es la de

independencia.

Asi, bajo las hipétesis ahora definidas, la v.a. S(B;), v.a. cuya distribucién
tenemos en (7.21), acota por debajo el riesgo de la cartera. En consecuencia,
sus primas stop-loss asociadas, son las menores que pueden encontrarse. Estas
son las dadas en (7.22).

Para llegar a la distribuciéon de la v.a. con maés riesgo, 5(1{57 necesitaremos
obtener antes las distribuciones de probabilidad de X¥ + (Xo + X17)Y y XY +
(X30 + X31)U . Llegaremos a estas distribuciones a partir de las distribuciones
bivariantes de (X?[,], (X9 + X17)U) y (X%, (X30 + X31)U) . Estas no presentan
ningin problema en su obtencién, puesto que, como sabemos, bajo la hipdtesis

de comonotonia se cumple
FXQ.U,XJ[.] (J},y) = min {FX1 (J}) ) FXj (y)} ) V%y > Oa
siendo F'x,, Fx, las respectivas funciones de distribucién acumulativas.

Las respectivas funciones de densidad de probabilidad de X394+ X371 v Xg +
Xy7 son las halladas en las pag. 205 y 212. A partir de éstas es inmediato

obtener sus correspondientes funciones de distribucién acumulativas,

s Pr(Xg + X17 < 9) s ‘ Pr(Xs0 + X351 < 8)
0 0.92245 0 0.94

2 0.95 9 1

3 0.98755

5 1
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Las funciones de distribucién acumulativas de los riesgos X3 y X3 son:

s‘Pr(ngs) s‘Pr(nggs)
0 0.97 0 0.95
2 1 ) 1

Asi, la funcién de distribucién acumulativa de (Xg, (Xo + X17)U) es

Pr (ng <, (Xo + X17)¥ < y)

0<z<2,0<y<?2
r>2 0<y<2

0<z<2 2<y<3
r>2,2<y<3

0<z<2, 3<y<s
0<x<2,y>5
r>2,3<y<5b

r>2, y>5H

min {0.97,0.92245} = 0.92245
min {1,0.92245} = 0.92245
min {0.97,0.95} = 0.95
min {1,0.95} = 0.95
min {0.97,0.98755} = 0.97
min {0.97,1} = 0.97
min {1,0.98755} = 0.98755
1

Desacumulando esta funcién de distribucion, llegamos a la funcién de densidad

de probabilidad para estos riesgos,

(z,y) | Pr (XBU =z, (X9+X17)U :Z‘/)

(0,0) 0.92245

(2,0) 0

(0,2) 0.02755

(2,2) 0 (8.97)
0,3) 0.02

(0,5) 0

(2,3) 0.01755

(2,5) 0.01245

Igualmente, la funcién de distribucién acumulativa de (X%, (X300 + Xgl)U) es

Pr (ng <, (X0 + Xa1)" < y)

0<x<b 0<y<9
z>5 0<y<9
0<z<b, y>9
r>5 y>9

min {0.95,0.94} = 0.94
min {1,0.94} = 0.94
min {0.95,1} = 0.95

1
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funcién, que desacumulada da lugar a la funcién de densidad de probabilidad

(z,y) | Pr (ng =z, (X350 + Xgl)U = y)

0,0) 0.94

(5,0) 0 (8.98)
0,9) 0.01

(5,9) 0.05

A partir de (8.97) y (8.98) es inmediato llegar a la distribucién de probabi-
lidad de XY + (Xo + X17)” y XY + (X350 + X51)" . Estas son:

s | pr (ng + (X + X10)U = s) s \ Pr (ng + (X0 + Xa1)¥ = s)
0 0.92245 0 0.94

2 0.02755 9 0.01

3 0.02 14 0.05

5 0.01755

7 0.01245

Ya estamos en condiciones de llegar a la distribucién de probabilidad de
S ([{75)' Esta se obtiene de convolucionar las dos distribuciones de suma que
acabamos de obtener, con las que habian resultado para X1+ X, Xg+Xo5, X7+
X1, X135+ X29 bajo las hipdtesis en B, ver pag. 205 y 212, y la que resulta a par-
tir de la recurrencia de De Pril (1986) para la suma de los riesgos independientes

que han quedado en la cartera,

Capital asegurado

Prob. siniestro 1 2 3 4 5
0.03 -2 -1 (8.99)
0.04 - - 2 1 1
0.05 - 2 3 1 1
0.06 - 2 -

La convolucién se realiza en el programa C1l. “Cartera de Gerber con una
estructura de dependencia bivariante y trivariante. Hipétesis U, B” (apéndice

A). La distribucién resultante es
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fS v (s)=Pr (S(l{jg =

(1,2)

)

F

U,B
syr (s)=Pr (5(1,2) =s

)

© 00 N O O kW N = O

W DN DN N = e e
N 00 = O 0 O RN O

siendo sus primas stop-loss asociadas:

0.301164075171418
0
0.101726885842075
0.121746715979034
0.089340772141720
0.080489546573530
0.047893414726494
0.053062710890387
0.044800644993887
0.028850621938837
0.021290738487806
0.012782135461325
0.022086873710676
0.008571152067255
0.006119777697262
0.003176074124272
0.001235621717464
0.000291373954871
0.000059931861064

0.301164075171418
0.301164075171418
0.402890961013493
0.524637676992527
0.613978449134247
0.694467995707777
0.742361410434271
0.795424121324658
0.840224766318545
0.869075388257382
0.890366126745188
0.921019696658444
0.952292843215466
0.965329415300954
0.980037859697947
0.988418751914737
0.997030025973344
0.999388494785538
0.999900354908160

a | EB(siy- d>+

0 1.49

2| 3.092328150342830
4| 2.019856788348850
6 | 1.328303233190870
8 | 0.866088764949803
10 | 0.575388919525730
12 | 0.373992607468036
14 | 0.225218273631274
16 | 0.134269380080436

0.073516877382076

287

(8.100)

(8.101)
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Entre estas primas y las correspondientes a S(g) -dadas en (7.22)- encon-
traremos las asociadas a la v.a. coste total que resulte bajo cualquier hipdtesis
sobre el grado de dependencia entre los riesgos de los diferentes conjuntos de-
pendientes. Comparando estas primas stop-loss vemos que, bajo cualquier nivel
de retencién, queda un amplio rango de valores entre ellas, sobre todo si tenemos
en cuenta que éstas estdn calculadas para capitales unitarios. Asi, es interesante
analizar relaciones intermedias de dependencia en los conjuntos (X3, X9, X17) ¥

(Xa3, X30, X31) para tratar de acotar maés el riesgo de nuestra cartera.

Independientemente de cudl sea el grado exacto de dependencia entre los
riesgos de estos conjuntos, sabemos que cada uno de ellos presenta una relacién
de PCD. Asi, debemos estimar, en cada conjunto, valores compatibles para los
parametros s1, S2,s3 v t definidos en la seccién anterior. Los parametros sp, so
y S3 nos dan el tanto por uno que relaciona la correlaciéon en cada una de las
tres parejas involucradas con la que les corresponderia en caso de comonotonia.
Utilizaremos el pardametro s; para referirnos al primer y segundo riesgo en cada
conjunto, so se referira al segundo y tercero y sz al primero y tercero. Del
conjunto de hipétesis B, ver (8.93), sabemos el valor del coeficiente s; en cada

uno de los conjuntos. De los riesgos del conjunto (X3, Xg, X17), sabemos

PXo,X17 = 0.275 @Xg,Xga
asi so = 0.275 en este conjunto.

Igualmente, para los riesgos en (Xa3, X309, X31), sabemos

$X30,X31 — PXU

U
30 X351’

de donde s =1 en este conjunto.

Analicemos los valores del resto de parametros en cada uno de estos conjun-
tos. Los célculos referidos a los riesgos en (X3, X9, X17) se realizan dentro del
programa C2. “Dependencia trivariante positiva en (X3, X9, X17). Hipdtesis
C”, mientras que para los cdlculos referidos a los riesgos en (Xasz, X390, X31) se
utiliza el programa C3. “Dependencia trivariante positiva en (Xa3, X530, X31).

Hipdtesis C”. Ambos se encuentran en el apéndice A de este trabajo.
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En (X3, X9, X17) habiamos mencionado la posibilidad de que el riesgo X3
que acabamos de anadir se tratara del hijo de la pareja (Xg, X17) . Es de esperar
entonces que s1 y s3 resulten ser menores a so. Ademas, en general, podemos
prever un mayor grado de dependencia entre la madre y el hijo que entre el

padre y el hijo. Si Xg es la madre, supongamos que hemos estimado

Pxsxo = 015 pxu xu, (8.102)

es decir s;7 = 0.15. Recordemos que antes de fijar el valor de s3 debemos ver si las
relaciones dos a dos ya definidas reducen su intervalo de posibles valores. Con los
valores de s1 y s definidos, s{i" = 0 y s'® = 1 (ver programa referido). Asf,
no existen restricciones para el valor de este pardmetro en [0,1]. Supongamos

que hemos estimado sz = 0.1,

Pxs,x1. = 0.1oxy xu. (8.103)

Nos queda por elegir t1, ta 6 t3 y estimar el valor de ¢ en [0, 1] que lo define.
Se trata, por tanto, de escoger una de las parejas y medir el efecto que el riesgo
fuera de ella anade a la probabilidad conjunta de muerte de los tres por su no
independencia con los riesgos en la pareja. Supongamos que el riesgo elegido es

X3. En este caso resulta

p111 = pa1.p1. +t1 (Api1. + Ap1a) = 0.0003735 + ¢4 (0.00717)

con
ty =Pt (P — #11") = 0.55460251 ¢

Hemos visto que, independientemente de la t; elegida, la estimacion del
valor de t depende del incremento que creamos conveniente anadir en la proba-
bilidad conjunta de muerte de los tres asegurados una vez hemos incorporado
el incremento minimo que las relaciones dos a dos definidas determinan. Ob-
servemos que, en este caso particular, del bajo grado de dependencia de X3 con
Xg v X7 ha resultado #J" = 0. Asi, si estimdramos t = 0 estarfamos con-
siderando a X3 como independiente de (Xg, X17) en el célculo de p111. De esta
manera, la correlacion positiva detectada entre el hijo y cada uno de sus padres
no incrementaria la probabilidad de muerte conjunta de los tres en el periodo

considerado. Esta hipdtesis, aunque tedricamente correcta, no nos parece muy
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realista. Si incorporamos esta correlacién para reflejar el incremento que la
probabilidad conjunta de muerte de hijo/padre e hijo/madre ha sufrido respecto
al caso independiente, parece 16gico considerar una parte de este incremento en

la probabilidad de muerte de los tres.

Supongamos que estimamos

t=0.5, (8.104)

es decir, estamos incorporando la mitad del efecto que podemos o no anadir a

p111 con las relaciones dos a dos definidas.

Bajo estas hipdtesis, la distribucién de probabilidad trivariante de (X3, Xg,
X17), asi como la del riesgo que de este trio se deriva, X3 + X9 + X7, se
deducen en el programa informatico referido a este conjunto, ver apéndice A.

La distribucién de la suma de estos tres riesgos es

Pr(Xs+ Xo+ X17 =)
0.89995825
0.0468835
0.03556175 (8.105)
0.00315825
0.0120765
0.00236175

N Ot R W NN O|®

Para llegar a la distribuciéon del coste total de la cartera, nos queda por
analizar la siniestralidad total que se deriva del conjunto (Xs3, X30, X31). En
este conjunto hemos detectado que X309 y X31 es un mismo asegurado con dos
polizas en la cartera, so = 1, mientras que Xo3 es el cényuge de este asegurado.
Bajo estas hipdtesis es claro que los valores estimados para s; y s3 deben coin-
cidir. En cuanto a este valor, podemos utilizar el mismo grado de dependencia

estimado para el matrimonio (Xg, X17). Asi,

PXo3,X30 — 0.275 @X%’X?%’ (8 106)

PX23,X31 — 0.275 @X%,Xé’l )

es decir, s; = s3 = 0.275. Senalar que una vez estimado s; = 0.275, el intervalo

en que puede tomar valor s3 queda reducido a un unico punto, s§'™ = s§'** =

0.275, (ver programa referido).
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Intuitivamente ya podemos prever que, en este caso, las relaciones dos a dos
definidas determinan una tnica posibilidad para la distribucién trivariante de
los riesgos definidos. Por ser X39 y X31 un duplicado, tinicamente existen dos
asegurados en este conjunto y, por tanto, la tunica posibilidad para determinar
la probabilidad de que la muerte de los tres se produzca dentro del periodo

considerado, es

p111 = p11. = p1.1 = 0.015925

Observemos que en nuestro modelo éste es el inico valor posible de pi11,

independientemente de la ¢; elegida.

A partir de t; encontramos

p111 = parpr.. + t1 (Ap11. + Ap1.1) = 0.003 + ¢ (0.02585)
con

ty =Pt (P — ") = 0.5+ ¢ (0.5 — 0.5) = 0.5.

p111 = 0.003 4 0.5 (0.02585) = 0.015925.

En cuanto a ts y t3 son, en este caso, el mismo parametro por ser X3g y Xs1

un duplicado. Bajo las hipétesis establecidas resulta,

ty = 5+t (¢ — M) = 0.2159322,
ts = to.
Asi
prir = prap.a. +t2 (Api. + Apar)
= pup.a+tis(Apia+Apar)
= 0.0009555 4 0.2159322 (0.069325) = 0.015925.
Observar que, en este caso particular, Vi € {1,2,3}, tlin = ¢max_ Fgta

igualdad indica que las relaciones dos a dos definen totalmente la relacion de

dependencia en el conjunto y, por tanto, no es ahora necesaria la hipdtesis
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adicional sobre el valor de t para explicar el comportamiento conjunto de los

tres riesgos.

Bajo las hipdtesis s; = s3 = 0.275 y so = 1, la distribucién de probabilidad
trivariante de (Xa3, X350, X31), asi como la del riesgo que de este trio se deriva,
Xo3+ X304+ X351, se deducen en el programa informatico referido a este conjunto,

ver apéndice A. La distribucién de la suma de estos tres riesgos es

s | Pr(Xos+ X530 + X31 = 5)

0 0.905925

5 0.034075 (8.107)
9 0.044075

14 0.015925

Ya estamos en condiciones de llegar a la distribucién del coste total de la
cartera, v.a. a la que bajo las hipétesis aqui realizadas sobre el grado de de-
pendencia en las parejas y los trios no independientes representamos por S g:g,
siendo C' el conjunto de hipétesis en (8.102), (8.103), (8.104) y (8.106). Su dis-
tribucién de probabilidad se obtiene de convolucionar las distribuciones de la
suma que han resultado para los dos trios, dadas en (8.105), (8.107), las cuatro
parejas, dadas en las pag. 205, 212 y la que resulta de los riesgos independientes
que han quedado en la cartera, ver (8.99), a partir de la recurrencia de De Pril
(1986). Esta convolucién se realiza en el programa C4. “Cartera de Gerber con
una estructura de dependencia bivariante y trivariante. Hipétesis C, B”. La

distribucién resultante es:
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»

fS o8 =Pr

(1,2)

(1,2)

C,B __ o C,B
(S(1,2) = s) Fycs =Pr (S(l,Z) <s

)

© 0 N O Ot = W N = O

W N N KN = s e
N 00 = O 00 O = NN O

0.283169897441244
0
0.101943436794758
0.119522411023009
0.086934698752062
0.088706896288980
0.049079200968638
0.053439564152393
0.048354727413150
0.041607986912228
0.023110920288185
0.018360808435181
0.014509436758502
0.007173641366998
0.003970123824895
0.002154780113770
0.000599538903031
0.000122358607733
0.000021648108709

siendo sus primas stop-loss asociadas

E (555 - d>+

0.283169897441244
0.283169897441244
0.385113334236002
0.504635745259011
0.591570444011073
0.680277340300053
0.729356541268692
0.782796105421084
0.831150832834234
0.872758819746462
0.895869740034647
0.936951453170618
0.965055768863671
0.978922602795263
0.988994064278192
0.994291714993386
0.998729135721761
0.999769534722508
0.999966191630354

4.49
3.056339794882480
1.946088874377490
1.217936658688620
0.730089305378399
0.433998957959096
0.248459342729180
0.135957128004964
0.072761858296902
0.036708401545463

293

(8.108)

(8.109)
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Es inmediato comprobar que las primas stop-loss aqui presentadas estan
acotadas por debajo por las dadas en (7.22) y por encima por las de (8.101).
Asi,

S(iay ot S(12) St 512
Remarcar que estas cotas quedan en cualquier caso garantizadas por (8.96),
puesto que el conjunto de hipétesis anadidas (hipétesis en C') aseguran PC'D

entre los riesgos que componen cada uno de los dos trios.

Queremos, por ultimo, reconsiderar las hipétesis en C referidas al grado de
dependencia de X3 y Xo3 con cada uno de los riesgos en (Xo, X17) y (X30, X31)-
Supongamos que, en cada uno de los dos trios, creemos haber podido infraval-
orar los coeficientes s; y s3 que definen este grado de dependencia positiva. Si
asi es, resulta conveniente incrementarlos en una pequefia cuantia puesto que,
como hemos visto, de su valor depende también el riesgo de la cartera. Los
calculos de las hipdtesis que siguen se realizan en los programas C5. “Depen-
dencia trivariante positiva en (X3, X9, X17). Hipdtesis D” y C6. “Dependencia

trivariante positiva en (Xa3, X390, X31). Hipétesis D7, ver apéndice A.

En el conjunto (X3, Xo, X;7) habfamos estimado s; = 0.15 y s3 = 0.1.
Estos definen el grado de correlacién entre hijo/madre, (X3, Xy), e hijo/padre,
(X3,X17). Tras el andlisis realizado, supongamos que intuimos que ambos
podrian estar infravalorados, aunque percibimos una infravaloracién menor en
la estimacién de la correlacién hijo/madre que en la referida a la correlacién
hijo/padre. Si as{ es, podemos considerar suficiente un incremento de, por ejem-
plo, el 5% en s; y del 10% en s3, para garantizar que las correlaciones reales no

queden en ningun caso infravaloradas. Estimamos, por tanto,

Pxsx, = 0.1575pxy xy, (8.110)
oxsxr = O0llpxv yu, (8.111)

Indicar que estos valores de s; y s3 son compatibles con s = 0.275 (ver pro-
grama referido).
Respecto al pardmetro ¢, seguimos con la estimacién dada en (8.104),

t=0.5,

puesto que tnicamente ha variado nuestra percepcién sobre el grado de depen-
dencia de un riesgo con cada uno de los otros dos, pero no en lo que se refiere

al comportamiento conjunto de los tres.
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Con estas nuevas hipétesis, el riesgo que se deriva del conjunto (X3, Xo, X17)

es

Pr(Xs+ Xo + X17 = s)
0.90031675
0.0464515
0.03541925 (8.112)
0.00323175
0.0120765
0.00250425

N Ot R W NN O|®

En el conjunto (Xa3, X30, X31), una vez detectado a X3p, X531 como un du-
plicado quedaba por determinar el grado de correlaciéon de este asegurado con
su conyuge, Xo3. En una primera estimacién hemos considerado que éste se
podia definir a través del mismo pardametro utilizado para medir el grado de
correlacién entre los conyuges (Xo, X17). Asi estimdbamos s; = s3 = 0.275. Si
éste era suficiente para creer que no se infravaloraba la correlacion entre Xg y
X7, en principio podemos suponer que tampoco infravalorard la existente entre
X3 v X30. Sin embargo, debemos ser conscientes de que una pequena infrava-
loracién podria producirse y, en caso de que asi fuera, seria mayor para la pareja

(Xa3, X30) que para (Xg, X;7), puesto que de (4.22) se deduce

pxv xy = 0.889756521,

Pxy xv = @xu xu =0.908053634.

Asi, puede ser conveniente sobrevalorar un poco més la estimacién del pardame-
tro s que define la correlacién entre Xao3 y X3g. Supongamos que la incremen-

tamos en un 5%, es decir,
s1 = s3 = 0.28875. (8.113)

Estas dos nuevas hipétesis, junto con so = 1, determinan como 1nico valor

posible para pi11,
p111 = p11. = p1.1 = 0.01657125.

Nuevamente las relaciones dos a dos, definen totalmente la relacién entre
los tres y no son necesarias hipétesis adicionales sobre el parametro ¢t. En el
programa referido a estos tres riesgos, puede comprobarse que también ahora,
Vi € {1,2,3}, tirn = gmax,
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El riesgo que se deriva de (Xa3, X350, X31) bajo estas nuevas hipétesis, viene

dado por
s | Pr(Xas + X30 + X31 = 9)
0 0.90657125
5 0.03342875 (8.114)
9 0.04342875
14 0.01657125

Los resultados de la seccién 8.2.3 nos garantizan que las distribuciones
obtenidas bajo estas nuevas hipétesis para X3 + Xg + X17 vy Xog + X30 + X31
superan, en orden stop-loss, a las obtenidas bajo el conjunto de hipétesis C. Si
llamamos ahora hipétesis D al conjunto de hipétesis en (8.104), (8.110), (8.111)
y (8.113), es claro que

C,B D,B
S(1a) Sst 51y

Asi, bajo este nuevo conjunto de hipdtesis, hemos incrementado un poco mas
el riesgo de la cartera y podemos confiar en que la siniestralidad real de la cartera
no supere la que prevemos a través de S(?,’ZE);‘ Deduzcamos su distribucién de
probabilidad.

La distribucién de .S, (?7’2]‘;; resulta de convolucionar las distribuciones en (8.112)
y (8.114) con las correspondientes a la suma de los riesgos en cada una de las
cuatro parejas, dadas en las pag. 205, 212 y con la que resulta para la suma de
los riesgos independientes que han quedado en la cartera, ver (8.99), a partir de
la recurrencia de De Pril (1986). Esta convolucién se realiza en el programa C7.
“Cartera de Gerber con una estructura de dependencia bivariante y trivariante.

Hipétesis D, B”. La distribucién obtenida es:
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»

fSD,B (s) =Pr (S(Iljy’g =

(1,2)

)

F

gp.5(s)=Pr (S(i’g < 5)

(1,2)

© 00 N O O s W NN = O

W N NN R s
N 00 = O 00 O &= N O

0.283484781023292
0
0.101914891996333
0.119605989569808
0.087010422198351
0.088524861445108
0.049081117201616
0.053424240030036
0.048292609208513
0.041368310052510
0.023070283215321
0.018254915234613
0.014644976665431
0.007202755283271
0.004011453236597
0.002176695691507
0.000611391251188
0.000125429264675
0.000022302182753

siendo sus primas stop-loss

0.283484781023292
0.283484781023292
0.385399673019625
0.505005662589433
0.592016084787784
0.680540946232892
0.729622063434508
0.783046303464544
0.831338912673056
0.872707222725566
0.895777505940887
0.936656889668044
0.964811117879259
0.978662580491580
0.988824109073209
0.994182377260842
0.998698158236215
0.999762887027415
0.999965093512111

(50 - d)+

4.49
3.056969562046580
1.947374897655640
1.219931928676310
0.732600295575367
0.436646430973989
0.250825911348304
0.137648942230179
0.073919885317741
0.037395121645936
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Queremos concluir destacando los principales resultados obtenidos dentro
de este apartado para la cartera de Gerber. Estos estén totalmente ligados
a los obtenidos en el apartado 7.3.2 del capitulo anterior, donde tinicamente
consideramos dependencias bivariantes. Entonces, analizamos la relaciéon de
dependencia entre los riesgos de seis parejas que identificamos como no inde-
pendientes. Incrementamos el grado de correlacién entre los componentes de
cada una de las parejas hasta garantizar la consideracion del riesgo real de la

cartera.

En este apartado, hemos incluido un tercer riesgo en dos de las seis parejas
y, éstas se han convertido ahora en dos trios, en los que, suponemos, hemos
podido probar una relacién de PCD. En cada trio, la dependencia positiva del
riesgo anadido con cada uno de los dos que formaban la pareja inicial, hace
que las hipétesis anteriores no sean ahora suficientes. De hecho éstas, al asumir
independencia respecto a éste, acotan ahora inferiormente el riesgo del total de
la cartera. La cota superior se obtiene realizando, en cada conjunto, la hipétesis
de comonotonia entre el riesgo que ha entrado y el que resulta de la pareja
ya existente (dado a través de su suma). Bajo estas hipdtesis, llegamos a la
v.a. coste total con mayor riesgo que puede encontrarse para la cartera, si la
estructura de dependencia es la definida. Su distribucién de probabilidad es
la dada en (8.100). Entre ésta y la dada en (7.21), se encuentra, en términos
de riesgo, nuestra cartera. Asi, las primas stop-loss reales, quedaran entre las
asociadas a cada una de estas dos distribuciones, es decir, entre las de (7.22) y
las de (8.101).

Si las unicas dependencias trivariantes en la cartera fueran las descritas,
podria no resultar exagerado asumir la hipdtesis de comonotonia propuesta y
quedarnos con la v.a. coste total que acota superiormente el riesgo de la cartera.
No obstante, en la realidad, si nos preocupamos de analizar dependencias triva-
riantes, serd porqué hemos detectado méas de dos. El grado de dependencia
entre los riesgos de los trios dependientes serd seguramente pequeno pero no
lo suficiente como para despreciar el andlisis. En estos casos, esta hipétesis de
comonotonia resultara incluso mas irreal que asumir la de independencia. Por
ello, resulta interesante el andlisis de relaciones de dependencia intermedias.
Sabemos que la percepcién del riesgo que tengamos de cada uno de los trios no
independientes, depende tnicamente del tanto por uno que define la correlacién
en cada una de las tres parejas: s;, ¢ = 1,2,3. Por ello, el esfuerzo del analisis

debe centrarse en la estimacion de estos pardmetros para garantizar que las
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correlaciones finalmente estimadas en ningtin caso infravaloren las reales.

En nuestro caso, teniamos del capitulo anterior, una estimacion suficiente-
mente alta para el parametro s, que define la correlaciéon entre los riesgos que
formaban antes una pareja y ahora han quedado incluidos en cada uno de los dos
trios. Si nos quedamos con este valor, nos quedan por estimar los pardmetros
$1 Yy s3 que, en cada conjunto, definirdn la correlacién del riesgo anadido con
cada uno de estos dos. Damos una estimacion inicial para estos parametros en
(8.102), (8.103) y (8.106). La distribucién resultante para la v.a. coste total de
la cartera es la presentada en (8.108). Sus primas stop-loss asociadas, dadas en
(8.109), quedan entre las de (7.22) y las de (8.101).

Puede ser que existan dudas sobre si hemos considerado suficientemente
altos estos dos nuevos coeficientes definidos como para garantizar que en ningin
caso se infravalore el riesgo real de la cartera. Si es asi, podemos como en
(8.110), (8.111) y (8.113), incrementarlos en un determinado %. La v.a. coste
total que resulta tras el incremento es la dada en (8.115) y sus respectivas
primas stop-loss las de (8.116). Es inmediato comprobar que al incrementar
las respectivas correlaciones, incrementan las primas stop-loss, ver (8.109) y
(8.116). Asi, podremos llegar a asegurar una v.a. coste total que en ningin
caso infravalore el riesgo real de la cartera. Obviamente este objetivo debe ser
compatible con el de llegar a unos resultados lo mas exactos posibles. En este
sentido, y en los casos en que sea necesario, debemos lograr ademaés la estimacion
de un parametro ¢ que no nos aleje demasiado de la realidad que percibimos para

cada trio.

Senalar, finalmente, que el andlisis hasta aqui realizado podria reproducirse
facilmente a cualquier cartera. Indicar que, en ella, para las dependencias
trivariantes de signo positivo, pueden aprovecharse los resultados teéricos de-
ducidos en la primera parte de este capitulo. De esta manera podemos afrontar
directamente el estudio de la dependencia en el conjunto, sin previamente ocu-
parnos de analizar inicamente una de las tres dependencias bivariantes que en

él aparecen.
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Capitulo 9

Conclusiones

El objetivo de este ultimo capitulo es exponer las conclusiones a las que hemos
llegado tras la realizacion de esta tesis doctoral. En primer lugar, y tras re-
visar el marco en que hemos trabajado, presentamos las conclusiones referidas
al tratamiento separado de un grupo de riesgos individuales procedentes de una
cartera cualquiera que presenten una estructura de dependencia positiva sufi-
cientemente fuerte como para garantizar que su riesgo global es superior al que
les corresponderia en caso de independencia. En segundo lugar, y para la se-
gunda parte de este trabajo, enumeramos las conclusiones relativas al efecto
que supone introducir algunas de estas formas de dependencia sobre el riesgo
de una cartera de seguros de vida. Por tltimo, respecto a las posibles lineas a
seguir, y en lo que se refiere a la influencia de dependencias de signo positivo
en el riesgo de este tipo de carteras, indicamos los puntos que, a nuestro en-
tender, no han quedado aqui suficientemente desarrollados y que, sin embargo,
serfa conveniente tratar. A su vez, indicamos otros posibles enfoques referidos

al tratamiento de dependencias entre riesgos en el contexto actuarial.

301
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9.1 Marco de trabajo

Esta tesis doctoral se ha desarrollado dentro del contexto de la teoria de orde-
nacién de riesgos. Esta se dedica a buscar relaciones de orden equivalentes a
las que resultan de la teoria de la utilidad y de la teoria dual de Yaari, pero

definidas a partir de las funciones de distribucion de los riesgos.

En el capitulo 2, hemos revisado la ordenacién que resulta de dos riesgos X
e Y cualesquiera bajo la teoria de la utilidad, asi como en el marco de la teoria
dual de Yaari. En ambos casos, el riesgo X sera preferido al riesgo Y, si, y sélo
si, la pérdida que ocasione la realizacién de X es inferior a la que ocasione la
realizacién de Y. En el caso de la teoria de la utilidad, esta pérdida se traduce
en una disminucion de la riqueza del decisor valorada a través de la esperanza

de su funcién de utilidad. Asi, X es preferido a Y, si, y sélo si,
E(u(-X)) > E(u(-Y)), (9.1)

siendo u una funcién de utilidad no decreciente. En el caso de decisores adversos

al riesgo, esta funcién de utilidad es céncava.

Bajo la teoria dual de Yaari, el equivalente cierto de la pérdida ocasionada
por un riesgo X, H, (—X), se corresponde con la esperanza matemédtica que
resulta tras aplicar una funcién de distorsién a su distribucion de probabilidad.

Asi, X es preferido a Y, si, y sélo si,
H, (~X) = H, (-Y), (9.2)

siendo ¢ una funcién de distorsién no decreciente que, en el caso de decisores

adversos al riesgo, es convexa.

Los resultados recogidos en el capitulo 3, relativos a la teoria de la ordenacién
de riesgos, prueban la equivalencia entre el orden stop-loss de dos riesgos y la
ordenacion que de los mismos realiza cualquier decisor adverso al riesgo. Este
resultado es valido en el marco de la teoria de la utilidad, asi como bajo la teoria
dual de Yaari. Asi, las relaciones en (9.1) y (9.2), cuando u es una funcién de
utilidad céncava y g una funcién de distorsion convexa, son ambas equivalentes
a

X <aY, (9.3)

donde <; indica la relaciéon de orden entre las primas stop-loss correspondientes

a estos dos riesgos,

E(X—d), <E(Y —d),, ¥Yd>0.
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Recordemos, asimismo, que el orden stop-loss se mantiene bajo la con-

volucién de riesgos independientes.

9.2 Dependencia positiva. Su influencia en el
riesgo del grupo

Dentro de este apartado queremos revisar los principales resultados relacionados
con el impacto que determinadas formas de dependencia positiva provocan sobre
la siniestralidad del grupo de riesgos individuales en que se producen. Como
ya adelantdbamos en la introduccién, se trata de evitar que la siniestralidad en
estos grupos quede infravalorada por la hipétesis de independencia y que, por
consiguiente, se traslade esta infravaloracion a la cartera de la que forman parte.
En base a este objetivo, nos hemos centrado en la identificacién y tratamiento
de aquellas relaciones de dependencia positiva que incrementan el riesgo global
del grupo con respecto al caso independiente. Este andlisis se ha realizado dife-
renciando segin el grupo esté formado por dos o mas riesgos. El caso bivariante

es el tratado en el capitulo 4. Recordemos sus principales resultados.

9.2.1 Parejas de riesgos con dependencia positiva

Para tratar este caso, hemos recogido, en primer lugar, algunos conceptos es-
tadisticos de dependencia bivariante positiva. Por su importancia, cabe destacar
al méas fuerte de todos ellos. Hablamos del concepto de comonotonia entre
dos riesgos tratado en el apartado 4.2.5. Ademads de ésta, hemos considerado
relaciones de dependencia positiva menos extremas, como la dependencia es-
tocdstica creciente, la asociacién, la dependencia cuadratica positiva o, simple-
mente, la positividad de la covarianza de los dos riesgos implicados. Se trata,
a continuacion, de identificar cudles de estas relaciones provocan un incremento
del riesgo de la pareja con respecto al caso independiente. El resultado sera
diferente segin la pareja esté formada por riesgos individuales con distribucion
dicotémica, o bien por riesgos con cualquier otra forma en sus distribuciones

marginales.

Parejas de riesgos con distribuciéon dicotémica

En el caso de una pareja de riesgos, (X1, X2) , cuyas respectivas distribuciones de

probabilidad sean dicotémicas (riesgos procedentes, por ejemplo, de una cartera
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de seguros de vida), X; (i = 1, 2) tiene una distribucién de probabilidad definida
en 0y a; >0 por

Pr(X;=0)=p; y Pr(X;=a;)=1-p;, 0<p; <1. (9.4)

Fijadas las dos distribuciones marginales, la relacién de dependencia que
exista entre X; y X5 determinard la forma de la distribucién bivariante de
probabilidad que mide el comportamiento conjunto de estos dos riesgos. Hemos
simbolizado por Ry (p1,p2; a1, @2) a la clase de todos los pares de riesgos cuyas
distribuciones marginales vienen dadas por (9.4). Con ello nos referimos siempre
a la pareja objeto de andlisis y tUnicamente estamos considerando todas sus
posibles relaciones de dependencia. De esta manera, el problema se reduce
a determinar en la clase Rs (p1,p2;a1,as2), la subclase de parejas de riesgos
con mayor riesgo global que el correspondiente en caso de independencia de
sus componentes. El riesgo de cualesquiera (X1, X2) € Ra (p1,p2; a1, ae) viene
dado por la v.a. suma que determina el coste total de los siniestros que de la

pareja se derivan,

X + Xo.

Si (Xll,le) es la pareja mutuamente independiente de R (p1,p2; a1, aa),
podemos por (9.3) garantizar un mayor riesgo de (X1, Xs) que en el caso inde-

pendiente si

X+ X+ <y X1+ Xs. (9.5)

En este caso particular, hemos encontrado que basta con probar la no negativi-
dad de la covarianza entre X; y X» para garantizar el cumplimiento de (9.5).
Asi, reducir la clase R (p1,p2; a1, a9) a la subclase de parejas con covarianza
mayor o igual que cero, subclase que hemos simbolizado por Ry 4 (p1,p2; a1, a2) ,
implica considerar inicamente aquellas relaciones de dependencia que le supon-
dran un mayor riesgo global al asegurador que en el caso independiente. Para
una pareja cualquiera en Ry 1 (p1,p2; a1, ag) podemos garantizar, ademds de la
no negatividad de su covarianza, una relaciéon de dependencia cuadratica posi-
tiva entre sus componentes, asi como una relaciéon de dependencia estocéstica
creciente y una relacion de asociacion, puesto que para el caso de riesgos con dis-
tribucion dicotémica hemos podido probar, en el teorema 4.12, una equivalencia
entre estos cuatro conceptos.

Respecto al orden, en funcién de su riesgo global, de los diferentes elementos

incluidos en la clase Ry 4+ (p1,p2; @1, @2) , se ha probado que éste se corresponde
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con el orden de sus respectivas covarianzas. En concreto, para cualesquiera
(X1, X2), (Y1,Y2) € R ¢ (p1,p25 01, 2)

Cov (Xl,Xg) < Cov (Yl,sz) S X1+ Xo<gY]+Ys. (96)

Asi, el orden de covarianzas resulta equivalente al orden stop-loss de las res-
pectivas v.a. suma que determinan el riesgo en cada pareja. Puesto que, en
todo caso, se trata de la misma pareja y inicamente varia la hipétesis relativa
a su grado de dependencia, de (9.6) podemos concluir que cuanto mayor sea
su covarianza mayor peligro representa ésta para el asegurador. Asimismo este
resultado nos permite afirmar que la relaciéon de dependencia més peligrosa que
puede existir entre dos riesgos es aquella que maximiza su covarianza, siendo
la méas segura aquella que la minimice. En el caso que nos ocupa, estos dos
elementos son, respectivamente, la pareja comondtona e independiente de la

clase Ro 1 (p1,p2; 01, 2) .

De este andlisis se desprenden las siguientes consideraciones, validas para
una pareja formada por riesgos dicotémicos, y para la cual hayamos podido

comprobar la positividad de su covarianza.

1. Asumir la tradicional hipétesis de independencia entre los riesgos que for-

man la pareja conlleva una infravaloracién de su riesgo real.

2. En términos de riesgo, esta pareja se encuentra entre la independencia y la
comonotonia. La hipétesis de comonotonia, en ningin caso infravalorard
su riesgo real aunque se trata de una hipétesis totalmente irreal que debe-
mos evitar salvo cuando se trate de un duplicado (un mismo asegurado

con dos pdlizas en la cartera).

3. Para este tipo de riesgos, basta con estimar lo mas exactamente posible
la covarianza de la pareja para cubrir su riesgo real. Por muy precisa que
sea nuestra estimacién, ésta nunca sera exacta, por lo que, parece una

estrategia prudente, tratar de sobrevalorarla en una pequena cuantia.

Generalizacién al caso de riesgos con distribucién arbitraria

Si la pareja cuya relaciéon de dependencia pretendemos analizar procede de
una cartera formada por riesgos con cualquier otra forma en sus distribuciones
marginales de probabilidad, las conclusiones anteriores pierden su validez. Para

tratar este caso, hemos ampliado la clase anterior a la clase mas general de
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todas las parejas con distribuciones marginales de probabilidad dadas por F
y F», clase que hemos simbolizado por Ry (Fy, F), siendo F' la funcién de dis-
tribucién acumulativa de probabilidad. Nuevamente estamos hablando siempre
de la misma pareja y la unica diferencia entre los distintos elementos de esta
clase es su relacién de dependencia, relacién que condiciona la forma de su dis-
tribucién bivariante de probabilidad. El contraejemplo presentado en la pag. 86
muestra que una pareja incluida en esta clase con covarianza positiva presenta
menos riesgo que su homodloga independiente. Asi, en este caso mds general,
la positividad en la covarianza no es suficiente para garantizar un mayor riesgo
de la pareja que en el caso independiente y deberemos exigir alguna condicién
mas fuerte de dependencia positiva entre sus componentes. Concretamente,
serd suficiente con probar una relaciéon de dependencia cuadrética positiva entre

cualesquiera (X1, X5) € Ry (F1, Fy) para asegurar que
X+ X5 <a X1+ Xo, (9.7)

siendo ahora (X{-, X3") la pareja independiente de Ry (Fi, F»).

Reducir la clase Ry (Fy, F») a la subclase de parejas de riesgos con dependencia
cuadrética positiva, subclase simbolizada por Ry y (F, F») , implica nuevamente
considerar unicamente aquellas relaciones de dependencia que le supondran un
mayor riesgo global al asegurador que en el caso independiente. Del teorema
4.5, se sigue la inclusién en Ro 1 (F, F») de todas aquellas parejas que presenten
asociacion o dependencia estocdstica creciente entre sus componentes, puesto
que éstas son relaciones mas fuertes que la dependencia cuadratica positiva que,

en todo caso, garantizan esta ultima.

La ordenacién, en funcién de su riesgo global, de las diferentes parejas en
la clase Ry y (Fi, F») coincide con el orden de correlacién de las mismas. En
concreto, para cualesquiera (X1, X2), (Y1,Y2) € Ry 4 (F1, F»)

(X1,X2) <c (Y1,Y2) = X3 + Xo <g Y1 + Y2, (9.8)

siendo <. el orden de correlacién entre estos dos pares, orden que se cumple

cuando la relacion

Cov (f (X1),9(X2)) < Cov(f(Y1),9(Y2)) (9.9)

es valida para todas las funciones f y g no decrecientes para las cuales la cova-

rianza exista.
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El orden de correlacién entre dos pares de riesgos cualesquiera en Ry 4 (Fy, F3)
resulta equivalente al orden de sus respectivas distribuciones bivariantes de pro-

babilidad. En particular, la relacién en (9.9) es equivalente a
Pr(X; <o, Xy <) <Pr(Yy <a1,Ys < 2), Vo, 22 >0, (9.10)

desigualdad que a su vez es equivalente a cada uno de los siguientes estamentos

validos para cualesquiera x1,z2 > 0 :

PI‘(X1 §$1,X2>I’2) PI‘(Yl §$1,Y2>.’E2),
PI"(Xl >IL‘1,X2§1’2) > PI'(Yl >$17Y2§$2)7

\%

PI‘(X1>.%‘1,X2>.’172) < PI‘(Y'1>CL‘1,Y'2>JI2).

La expresion en (9.10) o, alternativamente, una cualquiera de las tres defini-
ciones equivalentes que acabamos de recordar, nos permitiran ordenar los dife-
rentes pares de riesgos en Ry y (F1, F») sin necesidad de recurrir a la definicién de
orden de correlacién, dada en (9.9) que, a efectos practicos, resultarfa dificil de
probar. Observemos que ahora la ordenacién depende de la tendencia de los ries-
gos en la pareja a tomar a la vez valores “grandes” /“pequetios”. Es de esperar
que cuanto mayor sea esta tendencia, superiores resulten, en todos los pun-
tos, las correspondientes distribuciones bivariantes acumulativas/desacumulati-
vas de probabilidad de la pareja y, por consiguiente, mayor peligro represente
ésta para el asegurador.

La cota superior de las distribuciones bivariantes de probabilidad acumulati-
vas/desacumulativas, correspondientes a los distintos elementos en Ro 1 (Fi, F3),
es la asociada al par comondétono de esta clase, siendo la cota inferior, la asociada
al par independiente. Asi, éstas son, respectivamente, la relaciéon de dependencia
mas peligrosa y mas segura que podemos encontrar entre dos riesgos con depen-
dencia cuadratica positiva, independientemente de la forma que presenten sus

distribuciones marginales.

Respecto al analisis del riesgo derivado de una pareja cualquiera para la cual
hayamos podido probar una relaciéon de dependencia cuadrética positiva entre

sus componentes, concluir realizando las siguientes consideraciones:

1. Asumir la tradicional hipétesis de independencia entre los riesgos que for-

man la pareja conlleva una infravaloracién de su riesgo real.

2. En términos de riesgo, esta pareja se encuentra entre la independencia y la

comonotonia. La hipétesis de comonotonia, en ningin caso infravalorard
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su riesgo real aunque se trata de una hipétesis totalmente irreal que debe-
mos evitar salvo cuando se trate de un duplicado (un mismo asegurado

con dos pdlizas en la cartera).

3. Si queremos incorporar el incremento de riesgo de esta pareja debido a la
no independencia de sus componentes, deberemos tratar de aproximar lo
maés exactamente posible sus respectivas probabilidades bivariantes asocia-
das. Se trata de garantizar que, en ningin caso, la distribucién bivariante
acumulativa/desacumulativa de probabilidad que resulte para la pareja

quede por debajo de la real.

9.2.2 Riesgos multivariantes con dependencia positiva

Si queremos ampliar el grupo a méas de dos riesgos y analizar el efecto que deter-
minadas formas de dependencia positiva pueden provocar sobre la siniestralidad
del mismo, debemos referirnos a los resultados del capitulo 5. Paralelamente al
desarrollo del capitulo anterior, hemos iniciado el anélisis recopilando algunos
conceptos de dependencia multivariante positiva de entre los aparecidos en la
literatura estadistica. Todos ellos son generalizaciones multivariantes de algunos
de los conceptos de dependencia bivariante anteriormente tratados. Al igual que
en el caso bivariante, la comonotonia serd la relacién de dependencia mas fuerte
que pueda producirse en el grupo. Si nos ocupamos de relaciones de dependen-
cia méas débiles, encontramos en los conceptos de dependencia positiva de orden,
dependencia cuadrética positiva por parejas, dependencia acumulativa positiva
y dependencia cuadrética lineal positiva, extensiones multivariantes del con-
cepto de dependencia cuadratica positiva entre dos riesgos. Asimismo podemos
ampliar la asociacién al caso multivariante, asi como generalizar el concepto de
dependencia estocastica creciente entre dos riesgos a un conjunto més amplio,
en cuyo caso, hablaremos de riesgos que presentan un crecimiento condicional
en secuencia.

Seguidamente nos hemos ocupado de identificar cuales de estas relaciones son
suficientes para afirmar que el riesgo del grupo es superior al correspondiente
en caso de independencia de todos sus componentes. Las conclusiones a que en
este caso hemos podido llegar son independientes de la forma de las respectivas
distribuciones marginales asociadas a cada uno de los riesgos en el grupo.

En el caso multivariante, hemos extendido la clase Ry (F1, Fy), a la clase
R,, (Fy, -+, Fy,), m > 2. En ella incluimos todas las posibles relaciones de de-

pendencia que puedan producirse entre m riesgos procedentes de una cartera
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cualquiera. Fijadas las distribuciones marginales de cada uno de los riesgos indi-
viduales, F1, - - -, F,,, la relacién de dependencia existente determinara la forma
de la distribucién multivariante de probabilidad que mide el comportamiento del
grupo. Entre todas ellas, se trata de identificar aquellas con mayor riesgo asocia-
do que el correspondiente al elemento independiente. El riesgo de cualesquiera

(Xy1,--,Xn) € Ry, (Fy,- -+, Fyy,) viene dado por su v.a. suma,
Xy 4+ X,

Si (Xf-, SRR Xﬁ;) es el elemento independiente de la clase R, (F1,- - -, Fi, ), pode-
mos por (9.3) garantizar un mayor riesgo de (X1, -+, X,;,) que en el caso inde-
pendiente si

Xi+ o+ X <a Xi 4 4 X (9.11)

La relacién de dependencia minima que garantiza el cumplimiento de (9.11)
es una relacién de dependencia acumulativa positiva entre X7, - - -, X,,,. Asi, re-
ducir la clase R,, (F1,- - -, Fi) a la subclase de secuencias con dependencia acu-
mulativa positiva, subclase que hemos simbolizado por Ry, + (Fi,- - -, Fy,), im-
plica considerar inicamente aquellas relaciones de dependencia que le supondran
al asegurador un mayor riesgo global que en el caso independiente. En R, 4 (F1,

-+, F,,) encontramos también todas aquellas secuencias con crecimiento condi-
cional en secuencia, asociacién o dependencia cuadratica lineal positiva, puesto
que éstas son relaciones mas fuertes que la dependencia cuadratica positiva que,

en todo caso, garantizan esta ultima.

Si nos restringimos a un grupo de m (m > 2) riesgos, Xi,- - -, X, con dis-
tribuciones dicotémicas (procedentes, por ejemplo, de una cartera de vida), la
distribucién de probabilidad de X; (i = 1,---,m) queda definida en 0 y o; > 0
por

Pr(X;=0)=p;y Pr(X;=a;) =1—p;, 0<p; <1

Considerando todas sus posibles relaciones de dependencia trabajamos en la
subclase de R, (Fy,- - -, F,,) simbolizada por R,, (p1,- -, Pm;Q1, - a4,) . Cua-
lesquiera (X1, - - -, Xon) € R (P15 s Pm 1, - - i) con Cov (X5, X;) > 0 (V4,5
=1,---,m; i # j) presentan también dependencia cuadritica positiva por pare-
jas puesto que, en esta clase, estas dos relaciones resultan ser equivalentes. La
dependencia cuadratica positiva por parejas es condiciéon necesaria pero no su-
ficiente para probar una relaciéon de dependencia acumulativa positiva. Asi,

cuando se trate de riesgos con distribucién dicotémica, la relacion minima de
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dependencia que garantiza un mayor riesgo del grupo que en el caso indepen-
diente es igualmente una relacién de dependencia acumulativa positiva entre sus
componentes y, para su comprobacion, no basta ahora con asegurar la positivi-

dad de sus respectivas covarianzas.

La distribucién suma del elemento comonétono de la clase R, 1 (Fi, - - -, Fip)
es superior, en orden stop-loss, a la de cualquier otro elemento en la misma. Asi,
independientemente de la forma de las respectivas distribuciones marginales de
probabilidad, el riesgo de un grupo que presente una relacién de dependencia
acumulativa positiva se encuentra entre el que resulta realizando, respectiva-

mente, las hip6tesis de independencia y comonotonia entre sus componentes.

La ordenacién, en funcién de su riesgo global, del resto de elementos en
Ry 4+ (F1,- - -, Fy) coincide con el orden supermodular de los mismos. En con-
creto, para cualesquiera (Xi, -+, Xpm), (Y1, - Yim) € R+ (F1,- -+, F)

(le"'aXm) Ssm (Y177Ym):>X1++Xm Ssl}/l“i’“i’ym

siendo <, el orden supermodular entre estos dos pares, orden que se cumple
cuando
E(¢ (X1, X)) S E (6 (Y1, Vi) (9.12)

para todas las funciones supermodulares ¢ : R — R para las cuales la espe-
ranza exista.

La supermodularidad de ¢ nos indica que las consecuencias de un incremento
en la siniestralidad de uno de los riesgos sobre la siniestralidad del grupo, son
peores cuanto mayor sea la siniestralidad del resto de sus componentes.

Recordemos que el orden supermodular tinicamente es posible entre vectores
aleatorios con idénticas marginales. Si hablamos de secuencias de riesgos con
idénticas marginales, estamos ordenando en funcién del grado de dependencia
y el orden supermodular entre dos secuencias cualesquiera con esta propiedad
nos indica que el grado de dependencia es superior en aquella que resulte mayor
en orden supermodular. En efecto, X <, Y, XY € R, (F1,- -, F;,) senala
que, en términos esperados, el incremento en la siniestralidad del grupo provo-
cada por un incremento en la siniestralidad de uno cualquiera de sus riesgos, es
superior en Y que en X, independientemente del comportamiento del resto de
riesgos en el conjunto. Esta propiedad exige que el grado de interdependencia
entre los diferentes riesgos individuales que forman el conjunto sea superior en

Y que en X. Condiciones necesarias para el cumplimiento de X <,,,,'Y son:
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Cov (XHXJ) < Cov (}/lvi/J)v Vla] = 15 BRI { 7é ] (913)

Pr(Xl th'"aXmem) SPr(Yl §$17"'aYm Sxm)7

Pr(Xi>21, X > &m) <Pr(Y1 >21, -, Yo > ), Var,- - -2 > 0.
(9.14)

Desafortunadamente, ninguna de estas condiciones es suficiente para probar la

existencia de orden supermodular.

A diferencia del caso bivariante, las relaciones en (9.13) y (9.14) no son

tampoco suficientes para probar
X1++Xm SSZY1++Ym
(ver contraejemplo en pag. 130).

Asi, la tnica posibilidad para la ordenacién, en funcién de su riesgo global, de
las diferentes secuencias en R,, 4 (Fi,- - -, Fy,), parece estar en la busqueda de
relaciones de orden supermodular entre las mismas. El orden supermodular es
un orden sobre el grado de dependencia; sin embargo, medidas cuantitativas de
dependencia facilmente verificables, tales como las definidas en (9.13) y (9.14),
no son suficientes para probar su existencia. Probar la existencia de orden
supermodular a partir de la definicién dada en (9.12) resultard dificil en la
mayoria de situaciones practicas, por lo que sus posibilidades de aplicacién son,

hoy por hoy, muy limitadas.

Concluir con las siguientes consideraciones, vélidas para un grupo formado

por m (m > 2) riesgos con una relacién de dependencia acumulativa positiva.

1. Asumir la tradicional hipétesis de mutua independencia entre los riesgos
individuales en el grupo conlleva una infravaloraciéon de su siniestralidad

conjunta.

2. Este grupo se encuentra, en términos de riesgo, entre la independencia y
la comonotonia, puesto que su distribucién suma queda acotada, en orden
stop-loss, entre las distribuciones que resultan de la suma de sus homélogos

independientes y comondtonos.

3. Incorporar el incremento de riesgo de este conjunto debido a la no inde-

pendencia de sus componentes pasa por estimar un grado suficiente de
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dependencia entre los mismos como para garantizar que, en ningin caso,

su distribucién multivariante de probabilidad quede por debajo de la real,

en orden supermodular. La falta de medidas de dependencia facilmente

verificables y, a su vez, suficientes para probar la existencia de orden su-

permodular limitan las posibilidades de este anélisis.

9.3 Dependencia positiva. Su influencia en el

riesgo de la cartera

No podiamos dejar los resultados de la primera parte de este trabajo sin plan-

tearnos alguna aplicacién practica de los mismos. En la segunda parte, nos

hemos ocupado de analizar el efecto que provocan algunas de las formas de

dependencia positiva anteriormente tratadas, sobre el riesgo de una cartera de

seguros de vida. El modelo individual de vida presenta dos ventajas bésicas que

motivaron su eleccion,

1. Por una parte, las relaciones de dependencia positiva que puedan existir

entre diferentes pdélizas en una misma cartera parecen facilmente identifi-

cables,

(a)

Pueden existir diferentes pdlizas sobre una misma vida. Esta cir-
cunstancia se dara, por ejemplo, en carteras que incluyan seguros
de vida ligados a tarjetas de crédito. Es frecuente en el momento
de contratar una tarjeta de crédito con una entidad bancaria que el
titular obtenga, de forma gratuita, un seguro de vida. Si todas las
pdlizas de una entidad van a parar a una misma cartera, es posible
encontrar en esa cartera varias polizas sobre una misma vida cuando

un mismo titular posea mas de una tarjeta de crédito.

Si existen varios miembros de una misma unidad familiar con pdlizas
en la cartera, debemos prever un cierto grado de dependencia posi-
tiva entre su mortalidad puesto que todos ellos estdn expuestos, en

mayor o menor grado, a factores de riesgo comunes.

Es habitual encontrar un determinado nimero de matrimonios con
pdlizas en una misma cartera. Entre otras razones, esta circunstancia
se sigue de la contratacién de un seguro de vida por parte de cada uno

de los conyuges en el momento de formalizar un préstamo hipotecario.
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Es frecuente que la contratacién se efectiie con la entidad bancaria
que realiza el préstamo y, en general, ambos van a parar a una misma

cartera.

(¢) Pueden existir pélizas asociadas a trabajadores de una misma compa-
nia. Segun sea la actividad de esta compania es claro que, en de-
terminadas ocasiones, sus respectivas probabilidades de muerte no
pueden ser consideradas independientes puesto que existiran factores

de riesgo elevados y comunes a todos los trabajadores.

(d) En una cartera con gran densidad de asegurados en una misma drea
geografica, incendios, explosiones o catdstrofes naturales derivadas
de tormentas, huracanes, terremotos,- - - provocaran una acumulacion
de siniestros y, por tanto, deberemos considerar un cierto grado de

dependencia positiva entre estos asegurados.

2. Por otra parte, las recurrencias aparecidas en la literatura actuarial desde
la segunda mitad de los ochenta, permiten cuantificar de una manera
bastante exacta la distribucién coste total de una cartera de seguros de

vida cualquiera bajo la hipdtesis de independencia entre todos sus riesgos.

Asi, centrando el andlisis en carteras de seguros de vida, sabremos cuéles
son los posibles grupos con una relacién de dependencia positiva entre sus com-
ponentes y, cuando seamos capaces de aproximar sus respectivas distribuciones
multivariantes de probabilidad, no sélo podremos considerar el incremento de
riesgo que se ha producido en una cartera cualquiera por la no independencia
en estos grupos, sino que ademads, dispondremos de una medida del riesgo to-
tal asumido en la misma. Si admitimos que las relaciones de dependencia se
localizan dentro de cada uno de estos grupos, siendo los riesgos en diferentes
grupos, asi como los que quedan fuera de éstos mutuamente independientes, la
distribucién coste total de la cartera resulta de la convoluciéon de las respec-
tivas distribuciones suma en cada uno de los grupos no independientes con la
distribucién suma de la masa de riesgos que hayan quedado como indepen-
dientes en la cartera. En cuanto a las distribuciones suma asociadas a cada
uno de los grupos detectados, seran inmediatas a partir de las correspondientes
distribuciones multivariantes encontradas, mientras que la asociada al grupo

independiente resultard de alguna de las recurrencias antes senaladas.
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9.3.1 El riesgo en carteras de seguros de vida. Hipdtesis

de independencia

Si el objetivo en esta segunda parte, pasa por aproximar la distribucién del
coste total en carteras de seguros de vida que presenten dependencias de signo
positivo entre algunos de sus riesgos, parecia légico empezar revisando algunas
de las metodologias aparecidas en la literatura para el calculo de la distribucién
del coste total en el modelo individual de la teoria del riesgo. Este ha sido el
planteamiento del capitulo 6. Bajo la hipdtesis de mutua independencia para
todos los riesgos de la cartera, la recurrencia de De Pril (1986), -ver teorema
6.3-, permite el calculo exacto de la distribucion del coste total de una cartera de
seguros de vida cualquiera que garantice el pago de un capital fijo a la muerte de
cada uno de sus asegurados. De Pril (1989) generaliz6 esta recurrencia exacta a
una cartera de seguros de vida cualquiera, -ver teoremas 6.5 y 6.6-. La novedad
de éstas es que contemplan la posibilidad de que la cuantia a pagar en caso de
muerte del asegurado sea aleatoria. Dhaene & Vanderbroek (1995) presentan
un algoritmo alternativo para el calculo exacto de la distribucién del coste total
en cualquier tipo de cartera de vida, -ver teorema 6.7-. Cuando la cartera es
poco heterogénea este algoritmo mejora a los de De Pril (1989).

Ademads de estas recurrencias exactas, hemos considerado también las dife-
rentes aproximaciones propuestas dentro del modelo individual para el calculo
de la distribucién del coste total. Se trata de las aproximaciones de Kornya
(1983), Hipp (1986) y De Pril (1989). Todas ellas han sido deducidas en el
apartado 6.5.1, donde también hemos acotado su error maximo. Igualmente,
en el apartado 6.5.2, hemos recogido las diferentes aproximaciones propuestas a
partir del modelo colectivo de la teoria del riesgo, asi como las aproximaciones
a través del modelo mixto propuestas por Kaas, van Heerwaarden & Goovaerts
(1988 a,b, 1989).

Salvo en el caso de la recurrencia de De Pril (1986), las propuestas sefialadas
permiten el célculo de la distribucién del coste total a través del modelo indi-
vidual de cualquier cartera de seguros, no necesariamente de vida. Si las dis-
tribuciones individuales de probabilidad asociadas a cada uno de los riesgos son
conocidas, basta con tratar los siniestros que cada riesgo individual pueda pro-
ducir en el periodo como uno solo. Desde este punto de vista, pueden resultar
especialmente interesantes las aproximaciones propuestas cuando las distribu-
ciones de la cuantia a pagar en caso de siniestro queden definidas en mas de

unos pocos puntos puesto que, esta circunstancia, unida al elevado niimero de
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pdlizas en cualquier cartera real, convierten a las recurrencias exactas en in-
operativas en muchas situaciones préacticas. Sin embargo, si nos centramos en
carteras de seguros de vida, las dos modalidades basicas en el mercado ofre-
cen el pago de un capital fijo a la muerte del asegurado y la posibilidad de
contratar, ademas, el doble del capital asegurado pagadero en caso de que la
muerte se produzca por accidente. Estas han sido las dos tnicas posibilidades
contempladas en el andlisis que sigue. En cada caso, las recurrencias exactas
de De Pril (1986) y De Pril (1989) o Dhaene & Vanderbroek (1995) se han
mostrado perfectamente aplicables para las tres carteras consideradas: Cartera
de Gerber (1979), Kornya (1983) y una cartera real recogida de Kuon, Reich &
Reimens (1987), -ver apartado 6.2 -, por lo que los resultados numéricos en este
trabajo se han obtenido inicamente a partir de estas recurrencias. Senalar, sin
embargo, que los resultados serian bastante similares a partir de cualquiera de
las aproximaciones propuestas dentro del modelo individual, si consideramos un
grado suficiente de aproximacién, o bien a través del modelo mixto, evaluando

los riesgos con mayor capital asegurado a través del modelo individual.

9.3.2 El riesgo en carteras de seguros de vida. Hipdtesis

de dependencia bivariante y trivariante positiva

En los capitulos que siguen (capitulos 7 y 8), ampliamos el anélisis iniciado, y
nos ocupamos de la determinacién de la distribucion del coste total en carteras
de seguros de vida que presenten relaciones de dependencia de signo positivo
entre algunos de sus riesgos. De entre las relaciones de dependencia senaladas en
las pag. 312y 313 por ser habituales en este tipo de carteras, nos hemos limitado
a las que ocurran en grupos de dos y/o tres riesgos. Asi, de los cuatro puntos en-
tonces apuntados, nos limitamos al tratamiento de los dos primeros. En el caso
de un mismo asegurado, consideramos que como maximo tiene tres pélizas en
la misma cartera. Creemos que esta hipétesis es suficiente, aunque no existiria
problema en su ampliacién, puesto que las diferentes pélizas son, en este caso,
comondtonas y facilmente tratables a partir de los resultados del capitulo 5,
independientemente de cudntas sean. En el tratamiento de relaciones de depen-
dencia entre miembros de una misma unidad familar, limitamos el analisis a que

éstas se produzcan entre los cényuges y uno de sus descendientes/ascendientes.
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Carteras de seguros de vida con pago unico de capital

Supongamos, en primer lugar, que una cartera de seguros de vida con pago
tnico de capital contiene un determinado ntimero de duplicados/triplicados y
matrimonios, algunos de ellos con un descendiente/ascendiente que convive con
ellos. Supongamos también que en algunas de estas parejas, uno de los conyuges
es ademds un duplicado. ;Cémo podemos determinar el riesgo asumido en la
cartera evitando la infravaloracién que inevitablemente conlleva la hipétesis de
independencia para todos los riesgos que la componen? Los resultados de los
capitulos 6 y 7 dan respuesta a esta pregunta. Los principales pasos a seguir

SO1:

1. En primer lugar, debemos plantearnos si la relacién de dependencia entre
los riesgos de cada uno de los grupos senalados es suficiente como para
ser considerada. Lo serdn en la medida en que incrementen el riesgo de la
cartera, es decir, siempre y cuando la v.a. coste total que resulta para la
cartera considerando estas dependencias supere, en orden stop-loss, a la

que resulta de no considerarlas.

El orden stop-loss se mantiene bajo la convolucién de riesgos indepen-
dientes, -ver teorema 3.11-. Asi, de los resultados de los capitulos 4 y 5,
sabemos que basta con probar la positividad en la covarianza de cada una
de las parejas y una relacion de dependencia acumulativa positiva en cada
uno de los trios, para que éstos incrementen el riesgo de la cartera con res-
pecto al caso independiente. Cuando se trate de duplicados/triplicados,
estamos ante riesgos comondtonos y podemos garantizar la positividad en
su covarianza en el caso bivariante y una relacién de dependencia acumu-
lativa positiva en el trivariante (y, en general, en el multivariante). En el
resto de casos, esta comprobacién debe realizarse en base a la experiencia
histdrica de siniestralidad causada por grupos similares. Si histéricamente
los matrimonios se han caracterizado por presentar una correlacion po-
sitiva y cuando ademds en el conjunto existe un ascendiente/descendiente
los tres riesgos presentan dependencia acumulativa positiva, no existen

motivos para pensar que ahora su comportamiento sera diferente.

2. Si asumimos que los diferentes grupos detectados presentan una positivi-
dad en su covarianza, en el caso bivariante, y una relacién de dependencia
acumulativa positiva, en el trivariante, la distribucion coste total de la

cartera se encuentra, en términos de riesgo, entre la que resulta de rea-
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lizar la hipotesis de independencia y comonotonia, respectivamente, en
cada uno de los grupos no independientes, -ver (7.3) y (8.3)-. Es in-
teresante deducir estas dos distribuciones extremas puesto que acotan, en

orden stop-loss, la que finalmente corresponda a la cartera.

La distribucién coste total bajo la hipétesis de independencia para todos
los riesgos en la cartera se obtiene facilmente a partir de la recurrencia de
De Pril (1986).

En cuanto a la distribucion coste total que acota superiormente la corres-

pondiente a nuestra cartera, se obtendra de la siguiente manera:

(a) En cada una de las diferentes parejas/trios realizamos la hipétesis
de comonotonia. Su distribucién acumulativa de probabilidad es, en

general,
Fxy o x, (@1, 2n) = min {Fx, (#1),- -, Fx, (@)}, Vo1, 20 20,

siendo n el nimero de riesgos comondétonos (en nuestro caso n = 2 o

n = 3, segln se trate de una pareja o un trio).

(b) Desacumulando cada una de las funciones resultantes, tendremos las
respectivas funciones de densidad de probabilidad bivariantes/triva-

riantes.

(c) De las funciones de densidad de probabilidad anteriores, resultardan
de forma inmediata las distribuciones suma que indican el compor-

tamiento de la siniestralidad conjunta de cada pareja/trio.

(d) La distribucién suma correspondiente a los riesgos que han quedado
como independientes resultard a partir de la recurrencia de De Pril
(1986).

(e) Convolucionando las distribuciones suma resultantes de (c¢) con la

obtenida en (d) llegaremos a la distribucién coste total de la cartera.

Resulta interesante comparar la diferencia entre las primas stop-loss aso-
ciadas a ambas distribuciones. Si ésta es pequena, serd porque existen muy
pocos riesgos dependientes y, en tal caso, quizd no es necesario continuar
el andlisis. Tenemos la opcién de asumir la hipétesis de independencia
que, creemos es la mas realista o, alternativamente, podemos asumir la
hipétesis de comonotonia si estamos extremadamente preocupados por no

infravalorar el riesgo real.
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Si la estructura de dependencia es la definida, las diferencias serdan im-
portantes y debemos plantearnos aproximaciones més realistas de la dis-

tribucion coste total de nuestra cartera.

. Los diferentes duplicados/triplicados que puedan existir en la cartera son

riesgos comondtonos y sus respectivas distribuciones suma son las halladas

en 2.(c) para éstos.

. Para cada una de las parejas detectadas, deberemos tratar de aproximar

lo méas exactamente posible sus respectivas correlaciones si se trata de
considerar su riesgo real. De (9.6) se sigue que a medida que incrementan
las respectivas covarianzas (correlaciones), incrementa el riesgo de cada
pareja. Asi, se trata de garantizar que, en ningun caso, éstas queden
infravaloradas puesto que la infravaloracion se trasladaria inevitablemente

al total de la cartera.

La estimacion de la correlaciéon en cada pareja debera realizarse una vez
mas en base a la experiencia histérica de siniestralidad en grupos similares,
puesto que ésta serd nuestra Unica informacion al respecto. Esta dependera
de factores tan variados como la edad de los conyuges, si trabajan o no

juntos, la frecuencia con que viajan en un mismo vehiculo, - - -

Nuestra propuesta pasa por estimar el tanto por uno que define el coe-
ficiente de correlacion de cada pareja sobre la maxima que puede existir
entre los dos riesgos que la componen. Para una pareja cualquiera, sea ésta
(X1,X2), su correlacién maxima es la que resulta de realizar la hipStesis
de comonotonia. Asi, proponemos estimar el valor de s en el intervalo
[0,1] tal que

PX1,X; = SPXU XU (9.15)

donde (X vxy ) indica que la hipdtesis de dependencia asumida para esta

pareja es la de comonotonia.

El valor de s finalmente estimado serd, en todo caso, una aproximacion.
Esté claro que no dispondremos de datos suficientes para determinar el
valor exacto de este parametro y de lo que se trata es de llegar a determinar
el grado méximo de correlacién que a nuestro entender pueden presentar

estos dos riesgos.

Una vez estimado el valor de s, no sélo habemos incorporado el incremento

de riesgo en esta pareja debido a su no independencia, sino que ademas
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conoceremos su distribucién bivariante de probabilidad. En el apartado
7.3.1 hemos probado que ésta queda definida, en cualquier punto, como
combinacién lineal convexa de las respectivas funciones de densidad de
probabilidad asociadas al par comondtono, (X 1 ¢ ) y al independiente,

(X i, XQJ-) Concretamente, para cualesquiera xp,xs > 0, se cumple

Pl“(Xl:.’L'17X2:LU2):SPI‘(X{]:(Eth:xz)
+(1—S)PI'(X1L:$1,X2J‘2332)’

siendo s el parametro que define (9.15).

Repitiendo este andlisis para cada una de las parejas en la cartera, cono-
ceremos sus respectivas funciones de densidad bivariantes. De éstas resul-
tardn de forma inmediata las distribuciones suma que indican el compor-

tamiento de la siniestralidad conjunta de cada pareja no comondétona.

5. Cuando se trate de un trio formado por un duplicado y su cényuge, es-
tamos ante dos tnicos riesgos. Si representamos por (X7, X3, X3) a este
trio, siendo (X7, X5) el duplicado y X3 su cényuge, se trata de estimar el

valor de s que define el coeficiente de correlacién entre los dos riesgos,

Px1.X5 = SPxv xv, 0<s< 1
Su distribucién trivariante de probabilidad es:

Pr(X; = X3 = - i =
Pr (X, = 21, Xo = 29, X5 = a) = { r (X, x(;, 3 =23) zi il#i%
1 25

donde

Pr(X; =x1,X3 =23) = sPr (XlU =z, XY 21'2)
+(1—5)P1"(X1L:xl,Xj:mg),Vxl,x;),ZO.

Para cada uno de los conjuntos en la cartera con estas caracteristicas
lograremos, de esta forma, aproximar sus respectivas funciones de densidad
de probabilidad trivariantes. De éstas resultaran de forma inmediata las

correspondientes distribuciones suma.

6. En cuanto al anélisis de los grupos dependientes senalados, nos quedan
dnicamente por tratar aquellos trios formados por una pareja con uno de
sus descendientes/ascendientes. Puede ser que tengamos dudas sobre si

la relacién de dependencia de los descendientes/ascendientes es suficiente
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como para ser considerada. En este caso, podemos acotar primero el riesgo
que éstos pueden provocar y, analizar, si merece la pena considerarlos como

dependientes.

Consideremos uno cualquiera de estos trios, sea éste (X1, X2, X3), siendo
X1, X5 la pareja y X3 su descendiente/ascendiente. De la relacién de de-
pendencia acumulativa positiva entre estos tres riesgos, se sigue que como
minimo X3 actuard como independiente con (X1, X>) y como méximo
como comonotono. Asi, el riesgo minimo que X3 puede provocar en la

cartera viene dado por la distribucién suma

Pr((Xi+Xz)" +X5=2) = > Pr(Xi+Xe=z)Pr(Xaz=y), ¥z >0,
Vz,y>0/z+y=z
donde la distribucién de X; + X5 serd la que corresponda tras proceder

segin 4.

En cuanto al riesgo méaximo, se obtiene asumiendo comonotonia entre

(X1,X3) y X3. Su funcién de distribucién acumulativa de probabilidad es
Pr ((X1+X2)U <z, Xy < y) = min {Pr (X14+Xs) < z,Pr (X3 <y)},Ve,y > 0.

Desacumulando esta funcién resultara su funciéon de densidad de proba-
bilidad y de ésta se obtiene de forma inmediata la distribuciéon suma de
((X 1+ XQ)U + XY ) que indica el riesgo maximo que X3 puede incorporar

a la cartera.

Si para cada uno de los trios en la cartera con estas caracteristicas, pro-
cedemos de esta manera tendremos sus respectivas distribuciones suma
bajo las hipétesis de independencia y comonotonia. Si incorporamos éstas
a 7 (paso siguiente), tendremos la distribucién coste total que resulta para
la cartera bajo estas dos hipotesis. Se trata, a continuacién, de comparar
las respectivas primas stop-loss asociadas a ambas distribuciones y, si la
diferencia es pequena, parece logico quedarnos con la que resulta asu-
miendo independencia para los descendientes/ascendientes, puesto que su
escasa dependencia es la que nos ha llevado al anélisis realizado. La in-
fravaloracion del riesgo de esta v.a. coste total serd mucho menor que la
que ha resultado de asumir la hipdtesis de comonotonia para estos riesgos

y, por consiguiente, la infravaloracién real sera escasa.

Cuando la diferencia entre las primas stop-loss resultantes sea considera-

ble, parece necesario analizar la relaciéon de dependencia de los tres riesgos
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que componen cada uno de los conjuntos senalados. Consideremos nue-
vamente el conjunto (X7, Xo, X3), donde (X;,Xs3) era, recordemos, la
pareja y X3 su descendiente/ascendiente. De los resultados del capitulo 5,
tenemos que debemos tratar de considerar un grado de dependencia sufi-
ciente entre estos tres riesgos como para garantizar que, en ningin caso,
su distribucion trivariante de probabilidad quede por debajo de la real, en
orden supermodular. Observar que, aunque podamos llegar a aproximar
la distribucién de probabilidad asociada a estos tres riesgos estableciendo
hipétesis sobre su relacion de dependencia, resultarda muy dificil probar
el orden supermodular de las distribuciones que resulten bajo diferentes
hipdtesis de dependencia. Esta dificultad nos impide seguir por esta via
y restringird el andlisis de relaciones de dependencias en carteras de vida
con doble indemnizacién al caso bivariante. Sin embargo, en el caso que
ahora nos ocupa, hemos conseguido, en el capitulo 8, establecer relaciones
de orden basadas en las distribuciones trivariantes de probabilidad que

bajo cada hipdtesis resulten, suficientes para garantizar orden stop-loss.

Para aproximar la distribucién trivariante de (X, Xa, X3) es necesario, en
primer lugar, estimar las respectivas correlaciones que en este conjunto se
pueden definir. Aligual que en el caso bivariante, se trata ahora de estimar
en el intervalo [0,1], los pardmetros s1, s2, s3 que definen los coeficientes
de correlacion que dos a dos presentan los riesgos en este conjunto sobre

la maxima que, en cada caso, puede existir,

PX1,X2 = SIPXV XV, (9.16)
PX2 X5 = S2PXY XV (9.17)
PX1.X5 = S3PXU XU - (9.18)

A la hora de estimar estos tres parametros debemos tener en cuenta que
tnicamente dos de ellos son libres. Una vez éstos estimados, el intervalo

en que el tercero puede tomar valores queda reducido al dado en (8.15).
Estimados los valores de s1,$2 y s3, tenemos una aproximacién de las
probabilidades bivariantes asociadas a estos tres riesgos. Para cualesquiera
x,y > 0, éstas quedan definidas como

Pr (Xi=z, Xo=y) = s1 Pr (XIU:m,XQU:y) +(1—s1)Pr (Xf:x,XQL:y) ,

Pr (Xo=z, X3=y) = s2 Pr (Xg:ang:y) + (1 —s2)Pr (Xg‘:x,Xé‘zy) ,

Pr (Xi=z, Xs=y) = s3 Pr (X{]:x,Xg:y) + (1 —s3)Pr (Xf:a:,Xg,L:y) .
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Conocidas estas probabilidades bivariantes, basta, en este caso, con apro-
ximar una de las ocho probabilidades trivariantes definidas, para que la
distribucién conjunta de probabilidad asociada a estos tres riesgos quede

totalmente determinada. Concretamente, proponemos aproximar

P11 = Pr(X; = a1, Xo = ap, X3 = a3)

y entonces las siete probabilidades trivariantes restantes, resultan de susti-
tuir las respectivas probabilidades bivariantes en las expresiones de (8.25)
a (8.32).

Es claro que para llegar a aproximar la probabilidad conjunta de muerte
de los tres en el periodo considerado, deberemos decir algo sobre su grado
de interdependencia. Definidas las relaciones dos a dos y asumiendo que
estos tres riesgos presentan dependencia cuadratica positiva, el intervalo
en que pi1; puede tomar valores, queda reducido a [p‘f‘f{l,pﬂalx] , siendo
éstos los definidos en (8.59) y (8.60). Se trata, entonces de estimar el valor

de t en el intervalo [0, 1] que define
pin = Pt + ¢ (1T — pIT) - (9.19)

En cuanto a la estimacién del parametro ¢, proponemos elegir uno de los
tres pares en el conjunto y tratar de cuantificar el efecto que anade el
riesgo que ha quedado fuera, X;, ¢ € {1,2,3}, en p111 por el hecho de
no ser independiente con los dos riesgos que componen el par elegido.
Supongamos que la pareja escogida es (X1, X2). Definidas las relaciones
dos a dos, el incremento minimo y maximo en esta probabilidad por la no

independencia de X3 son, respectivamente,

3™ (Apra + Apar),
5 (Ap11+ Apai),

siendo té“i“, 52 los definidos en (8.67) e

Apr1=pi1—prp.a = Pr(Xi=a1, Xz=a3) — Pr(Xi1=o1) Pr (X3=a3),
Api1 =pa1 —pap.a1 = Pr(Xo=az, Xz=a3) — Pr(Xo=az) Pr (Xz=a3).
Estimando el valor de ¢ en [0,1] que define el pardmetro t3 que mide la

parte de incremento que X3 puede o no anadir a la probabilidad conjunta

de muerte de los tres,

ty =5 4+t (L5 — t5) (9.20)
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la probabilidad

P = pup.1 +t3(Apia+ Apar)

resulta equivale a la definida en (9.19) siendo ¢ el estimado en (9.20).

Observar que, independientemente del riesgo escogido, la estimacion del
valor de ¢ en [0, 1] es Unica, puesto que estamos determinando la parte del
incremento que un riesgo cualquiera de los tres puede o no incorporar en
p111 v el intervalo en que se mide esta libertad queda totalmente deter-
minado una vez definidas las relaciones dos a dos. Para consideraciones
adicionales acerca de la estimacién de este valor remitimos el lector a las
pag. 262 a 266.

Estimados los valores de s1, s2, s3 y t, no solo conoceremos la distribucién
trivariante de probabilidad correspondiente a (X7, X5, X3), sino que ade-
mas habremos incorporado el incremento de riesgo en esta pareja debido
a su no independencia. En el apartado 8.2.3, hemos probado que fijado un
valor de ¢, t € [0,1], en la clase R34+ (p1,Dp2,P3; 01, 02, ) , aquellos con-
juntos con mayores correlaciones son los mas peligrosos. Concretamente,
si (X1, Xo, X3), (X1, X3, X3) € R3 4 (p1,p2,p3; 1,2, 03) ¥

entonces
X1 4+ Xo + X3 <q X1+ X5+ X5

Asi, para los riesgos en (X7, X2, X3) debemos tratar de estimar lo més
exactamente posible sus respectivas correlaciones. Cuando no estemos
seguros del valor a asignarles, parece una estrategia prudente tratar de
sobrevalorarlas en una pequena cuantia. En cuanto a la estimacion del
parametro t, debemos tratar de que se ajuste en la medida de lo posible
a la realidad. Sin embargo, éste no modifica nuestra percepcién sobre el
riesgo en este trio circunstancia que reduce, en parte, la importancia de

su determinacién exacta.

Si repetimos este andlisis para cada uno de los trios en la cartera con estas
caracteristicas, tendremos una aproximacién de sus respectivas funciones
de densidad de probabilidad trivariantes. De éstas resultaran de forma

inmediata las distribuciones suma de cada conjunto. Estas incorporan el
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incremento de riesgo en cada conjunto por la no independencia de sus

componentes.

7. Convolucionando la distribucién suma hallada en 2 (d) para los riesgos
independientes, con las que hayan resultado de 3, 4, 5 y 6 tendremos una
aproximacién més o menos real de la distribucion coste total de la cartera.
Senalar que aunque finalmente ésta quede infravalorada hemos conside-
rado una parte del incremento producido por la relaciéon de dependencia
positiva en los grupos senalados y, en cualquier caso, la infravaloraciéon
serd menor que la que resulta de asumir la hipdtesis de independencia

para todos los riesgos en la cartera.

El analisis apuntado se ha realizado sobre la cartera de Gerber en los aparta-
dos 7.3.2 y 8.3. En el primer caso, apartado 7.3.2, hemos considerado tinicamente
dependencias bivariantes para, posteriormente, en el apartado 8.3, ampliar al-
gunos de estos grupos con un riesgo adicional. Las principales conclusiones a
que en cada caso hemos llegado son las apuntadas en las pag. 214 a 215 y 298

a 299, respectivamente.

Carteras de seguros de vida con doble indemnizacién en caso de

muerte por accidente

Supongamos ahora que las dependencias senaladas se producen en una cartera
de seguros de vida con doble indemnizacién en caso de que la muerte se produzca
por accidente. Este ha sido el caso tratado en el apartado 7.4, donde nos hemos
limitado a considerar dependencias bivariantes. De sus resultados, se sigue el
procedimiento a seguir en el tratamiento de duplicados y parejas en la cartera.
Aunque no hemos apuntado esta posibilidad, los resultados del capitulo 5 nos
permiten incorporar sin problema a los triplicados y a aquellas parejas en las
que uno de los conyuges es ademds un duplicado. En cuanto a las parejas
con un ascendiente/descendiente, si bien no podremos incorporar una hipdtesis
concreta de dependencia, podemos, al igual que en el caso anterior, acotar el
riesgo minimo y méximo que pueden anadir a la cartera. Senalamos, a conti-
nuacion, los principales puntos a seguir para llegar a aproximar la distribucién
coste total de la cartera. A fin de no resultar repetitivos y en la medida en que
éstos son paralelos a los senalados para el caso de carteras de vida con pago
Unico senalamos aqui las diferencias y remitimos a una lectura conjunta de los

que siguen con los anteriores.
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1. Aligual que en el caso anterior, debemos empezar probando que la relacién
de dependencia en cada grupo es suficiente como para ser considerada.
Puesto que ahora la distribucién de probabilidad de los riesgos indivi-
duales queda definida en tres puntos, deberemos probar que la relacién de
dependencia en las parejas es, como minimo, de dependencia cuadrética
positiva, mientras que la condicién para los trios sigue siendo de depen-

dencia acumulativa positiva.

2. Si asumimos que los diferentes grupos detectados presentan dependencia
cuadratica positiva, en el caso bivariante, y una relacion de dependencia
acumulativa positiva en el trivariante, la distribucién coste total de la
cartera se encuentra, en términos de riesgo, entre la que resulta de rea-
lizar la hipotesis de independencia y comonotonia, respectivamente, en
cada uno de los grupos no independientes. Este resultado se sigue de
los teoremas 4.19, 5.13 y 5.14, puesto que como sabemos, el orden stop-
loss se mantiene bajo la convolucién de riesgos independientes. Senalar
nuevamente el interés en la obtencion de estas dos distribuciones extremas

puesto que acotan el riesgo de la cartera.

La distribucion coste total bajo la hipotesis de independencia para todos
los riesgos de la cartera resulta ahora a partir de la recurrencia de De Pril
(1989) o, alternativamente, de la de Dhaene & Vanderbroek (1995).

En cuanto a la distribucién coste total que acota superiormente la corres-
pondiente a la cartera, se obtendrd procediendo segin 2 (a) a 2 (e) en el
caso anterior, utilizando ahora la recurrencia de De Pril (1989) o la de
Dhaene & Vanderbroek (1995) en 2 (d). Nuevamente proponemos com-
parar las primas stop-loss asociadas a cada una de las dos distribuciones
resultantes para analizar si merece la pena continuar con los puntos que

siguen.

3. Los diferentes duplicados/triplicados son riesgos comondtonos y sus res-
pectivas distribuciones suma las que ahora hayan resultado para estos

conjuntos.

4. En cada una de las parejas detectadas, debemos tratar de aproximar lo
mas exactamente posible sus correspondientes distribuciones bivariantes
de probabilidad. Se trata de garantizar que, en ningun, la distribucién
bivariante acumulativa/desacumulativa de probabilidad que resulte para

cada pareja quede por debajo de la real.
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A fin de aproximar las respectivas probabilidades bivariantes asociadas
a una pareja cualquiera, sea ésta (X7, X3), proponemos estimar el valor
de s que define su coeficiente de correlacién como tanto por uno sobre la

méxima que puede existir,
PX1,X2 = SPXU XU 0<s<L (9.21)

De la relacion de dependencia cuadratica positiva entre estos dos riesgos,
podemos garantizar que también ahora ¢x, x, € [0, QOX{J,X;':| . Si ésta es
nuestra tnica estimacién, tal y como proponemos, sera necesaria ahora
una hipotesis adicional.

La relacién en (9.21) no determina, en este caso, de manera unica la dis-
tribucién de probabilidad bivariante asociada a esta pareja, ver (7.27). De
entre todas las posibles distribuciones que cumplen (9.21) nos quedamos
con la definida, nuevamente, en cada punto, como combinacion lineal con-
vexa de las respectivas funciones de densidad de probabilidad asociadas
al par comondétono, (X{J, ng) y al independiente, (Xf-, XQJ-) Concreta-

mente, para cualesquiera x1,rs > 0, suponemos que se cumple

Pr(X1=x1, Xo=x2) = s Pr (X{J:ml,Xg:xg) +(1—s)Pr (Xf‘::cthJ‘:mg) ,
(9.22)
siendo s el pardmetro que define (9.21).

Observar que en el caso de seguros de vida con pago tnico de capital
ésta era la tunica posibilidad, mientras que ahora resulta de considerar
como solucién particular de (9.21), esta relacién para las probabilidades
bivariantes referidas a la probabilidad de muerte de ambos en el periodo

considerado por cualquier causa, ver pag. 220.

De (9.22) se sigue que para cualesquiera 1,22 > 0, la funcién de dis-

tribucion acumulativa asociada a estos riesgos es
Fxy x; (w1,02) = Fxo xou (@1,22) + 5 (Fx{f,xg (T1,02) = Fo 1 (4517552)) :

de donde se deduce inmediatamente el no decrecimiento de Fx, x, en s

puesto que la relacion
Fxf,xg (z1,22) — Fxf,x; (z1,22) 20
es siempre valida por ser

Fyv xp (z1,72) = min{F1 (z1), F> (z2)} = F1 (1) F2 (22) = Fxo x2 (21,22) .
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Asi, se trata nuevamente de estimar lo mdas exactamente posible el coe-
ficiente de correlacion asociado a esta pareja, tratando de sobreestimarlo
ligeramente cuando existan dudas sobre su valor exacto. Si asumimos que
la probabilidad de muerte conjunta, por cualquier causa, resulta como
combinacién convexa de las respectivas probabilidades independiente y
comondétona, esta pequena sobrevaloracion nos garantiza que estamos con-
siderando una hipétesis suficiente en lo que se refiere al riesgo de esta

pareja.

Repitiendo este andlisis para cada una de las parejas en la cartera, cono-
ceremos sus respectivas funciones de densidad bivariantes. De éstas resul-
taran de forma inmediata las distribuciones suma que indican el compor-

tamiento de la siniestralidad conjunta de cada pareja no comondétona.

5. En el tratamiento de los trios formados por un duplicado y su cényuge,
procederemos como en el caso de seguros con pago unico de capital, ver
punto 5. La distribucién de probabilidad asociada a la pareja se obtiene
seguin (9.22) de igual manera que entonces. Recordemos que este proce-

dimiento, exige la hipdtesis adicional senalada en el punto anterior.

6. En cuanto a los trios formados por una pareja con uno de sus ascen-
dientes/descendientes, no ha sido posible generalizar los resultados halla-
dos para seguros de vida con pago unico de capital. Sin embargo, podemos,
igualmente, acotar el riesgo que estos trios pueden provocar en la cartera.
El procedimiento a seguir es el indicado en el punto 6 del caso anterior,
siendo las respectivas distribuciones suma bivariantes, las obtenidas ahora

en 4.

Incorporando al punto que sigue, las distribuciones suma que resulten
de asumir, en cada trio, independencia y comonotonia entre el ascen-
diente/descendiente y la pareja tendremos la distribucién coste total de
la cartera que bajo cada una de estas hipdtesis resulta. Se trata, a conti-
nuacién, de comparar las respectivas primas stop-loss asociadas a ambas
distribuciones. Si la diferencia es pequena, la hipétesis de independencia
para los descendientes/ascendientes en la cartera aproximard de manera
bastante exacta el riesgo real de la cartera. Cuando resulten diferencias
significativas entre las primas stop-loss bajo cualquier nivel de retencion, la
hipétesis de independencia probablemente conlleve a una infravaloracién

significativa del riesgo real, aunque ésta siempre serd menor que la so-
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brevaloracién derivada de la hipotesis de comonotonia. Ante la imposibi-
lidad de tratar hipdtesis intermedias, parece 16gico asumir la independen-
cia de estos riesgos y ser conscientes de la infravaloraciéon que, en cada

caso, esta hipOtesis puede provocar.

7. Convolucionando la distribucién suma hallada ahora en 2 (d) para los ries-
gos independientes, con las que hayan resultado de 3, 4, 5 y 6 tendremos
una aproximacién més o menos real de la distribucién coste total de la
cartera. Senalar, nuevamente, que aunque esta distribucién quede final-
mente infravalorada, en la medida en que afecten las las dependencias no
consideradas de ascendientes/descendientes y/o cuando hayamos infrava-
lorado las correlaciones estimadas, la infravaloracién serd menor que la
que resuta de asumir la hipotesis de independencia para todos los riesgos

en la cartera.

Sobre la cartera de Gerber e incluyendo doble indemnizaciéon cuando la
muerte del asegurado se produzca por accidente, hemos introducido hipétesis
de dependencia bivariante entre algunos de sus riesgos. Para este caso, en el
apartado 7.4.2, hemos seguido un anélisis paralelo al aqui propuesto, obviando
las dependencias trivariantes. Observar que no existe problema en considerar
también las relaciones trivariantes ahora senaladas y si éstas no se han incluido

ha sido Unicamente para evitar una excesiva repeticién de procedimiento.

Finalizar indicando las limitaciones del anélisis realizado, maxime cuando
en el andlisis de relaciones de dependencia intermedias referidas a tres riesgos
unicamente consideramos carteras de seguros de vida con pago fijo de capital,
sin contemplar doble indemnizacién para el caso en que la muerte se produzca
por accidente. Incluso reduciendo la dependencia a grupos formados por dos
riesgos, en este ultimo caso, es necesario asumir, ademas, que la probabilidad de
muerte conjunta por cualquier causa resulta, en cada pareja, como combinacién
lineal convexa de las respectivas probabilidades independientes y comondtonas.
Estas limitaciones se siguen de la metodologia utilizada, que nos impide ampliar
el analisis y contemplar otras posibilidades tanto o mas reales que las aqui
planteadas. Aunque existen metodologias alternativas, algunas apuntadas en el
siguiente apartado, tampoco estan exentas de problemas e hipdtesis restrictivas,
y si alguna ventaja tiene la elegida es la sencillez con que se formulan las hipétesis

de dependencia, caracteristica que motivé su eleccién.



9.4. LINEAS DE INVESTIGACION ABIERTAS 329
9.4 Lineas de investigacién abiertas

Durante la elaboracién de esta tesis doctoral, han surgido temas directamente
relacionados con el aqui tratado pero que por su magnitud creemos exigen un
estudio aparte y seguramente suficiente para el desarrollo de un trabajo de
similares caracteristicas. En primer lugar, es clara la necesidad de un anélisis
empirico que permita contrastar las hipotesis aqui asumidas. A través de un
andlisis de la siniestralidad histérica en carteras de vida, deberia probarse la
positividad de la covarianza entre cényuges con pélizas de vida en una misma
cartera. Cuando en el contrato se incluya ademés doble de indemnizacién para
el caso en que la muerte se produzca por acccidente, es necesario probar una
relacion de dependencia cuadratica positiva entre estos riesgos. En ambos ca-
sos, tras probar estas relaciones es necesario tratar de cuantificar el grado de
dependencia histérico en estas parejas a fin de aproximar lo mas exactamente
posible sus respectivos coeficientes de correlacién. En el caso de carteras con
doble indemnizacién, resultaria interesante comprobar qué sucede con el riesgo
derivado de aquellas parejas que presentan correlaciones positivas y, sin em-
bargo, sus probabilidades conjuntas de muerte no resultan como combinacién
lineal convexa de las respectivas independientes y comondtonas.

Cuando se trate de grupos formados por tres riesgos no comondtonos, el
andlisis de la relacién de dependencia histérica en conjuntos de estas carac-
teristicas, debe probar la existencia de una relacién de dependencia acumulativa
positiva entre sus componentes. Si estamos ante carteras de vida con pago tnico
de capital, se trata ademdas de cuantificar el grado de dependencia que, dos a
dos, presentan los riesgos en estos grupos, asi como el valor del pardmetro ¢ que
en cada grupo define el grado de interdependencia entre los tres riesgos. Estos
datos son suficientes para aproximar la distribucién trivariante en cada grupo,
distribucién que ademads incorpora el incremento de riesgo en el grupo debido a
la no independencia de sus componentes.

Si se trata de carteras de vida con doble indemnizacién, sabemos que, en
términos de riesgo, estos grupos se encuentran entre la independencia y la
comonotonia. Aunque tal vez la experiencia histérica podria darnos alguna
idea sobre la distribucién trivariante de probabilidad asociada a cada uno de
estos grupos, la imposibilidad préactica de verificar una relacion de orden su-
permodular entre dos distribuciones que resulten bajo dos hipédtesis diferentes
sobre el grado de dependencia entre estos riesgos, nos impiden garantizar que la

distribucién finalmente escogida incorpora al menos una parte del incremento
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de riesgo en el grupo debido a la relaciéon de dependencia positiva entre sus
componentes. Esta conclusién se puede generalizar a grupos formados por més
de tres riesgos con dependencia positiva y no comondtonos, independientemente
de que provengan de carteras de vida con pago tinico de capital o de carteras
con doble indemnizacién.

Asi, en carteras de vida y en lo que se refiere al tratamiento de relaciones
de dependencia positiva no comondtonas entre tres o mas riesgos, quedan dos
grandes temas abiertos. Por una parte, es necesario definir de una manera
mas precisa el procedimiento a seguir en la determinacién de la distribucién
multivariante de probabilidad asociada a estos riesgos. La experiencia histérica
parece suficiente para probar relaciones de dependencia cualitativas, tales como
la dependencia cuadratica positiva o la dependencia acumulativa positiva, asi
como para aproximar medidas de dependencia cuantitativas como la correlacion
que dos a dos les corresponde a los riesgos en el grupo. Sin embargo, no creemos
que ésta sea suficiente para determinar la distribucién de probabilidad asociada
a cada grupo particular. A nuestro entender, la soluciéon de este problema
estd en las cépulas. Marceau et al. (1999) utilizan la cépula de Cook-Johnson
(1981) para modelizar en el modelo individual relaciones de dependencia entre
40 riesgos idénticamente distribuidos. Sus resultados podrian adaptarse a las
carteras de vida tratadas, aunque seria necesario que los riesgos en un mismo
grupo estuvieran idénticamente distribuidos, lo cual no parece muy realista.

Tras resolver el problema de la determinacion de la distribuciéon multiva-
riante de probabilidad asociada a estos grupos parece necesario, por otra parte,
encontrar una definicién equivalente para el orden supermodular que resulte
més facilmente manejable, tal como la obtenida por Dhaene & Goovaerts (1996)
para el orden de correlacion. De otra manera, parece dificil garantizar que la
distribucién multivariante finalmente estimada incorpore el riesgo real de sus
componentes.

Por ultimo queremos senalar algunas aplicaciones aparecidas en la literatura
referidas al tratamiento de relaciones de dependencia entre riesgos actuariales
en el modelo individual para carteras de no vida. En base a los trabajos de Tong
(1989) y Baiierle (1997a), Baiierle & Miiller (1997) consideran dos posibilidades
para modelizar dependencias en carteras de riesgo. En el primer modelo asumen
que la cartera se puede dividir en diferentes grupos, de manera que existe un
elevado grado de dependencia entre los riesgos de un grupo, siendo éste mucho
menor entre riesgos en diferentes grupos. Cada riesgo en la cartera esta influido

por tres factores: un factor de riesgo comun a todos los riesgos en la cartera,
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un factor de riesgo especifico para cada grupo y un factor de riesgo individual.
Los tres factores se modelizan a través de v.a. mutuamente independientes y las
v.a. correspondientes a los diferentes factores de riesgo individuales, asi como las
correspondientes a cada grupo se suponen idénticamente distribuidas. En base
al orden supermodular, estos autores demuestran que a medida que aumenta
el nimero de riesgos en un mismo grupo incrementa el riesgo de la cartera.
Este modelo se puede utilizar, por ejemplo, para aproximar el riesgo de una
cartera de seguros de hogar en la que todos los riesgos estén localizados en un
area propensa a grandes tormentas de nieve o hielo. En esta area, las viviendas
situadas cercanas a un rio tienen una gran probabilidad de sufrir inundaciones en
primavera, mientras que los grupos de viviendas adosadas estan mas expuestas a
sufrir un incendio. Estos dos grupos de viviendas, formaran dos clases expuestas
en diferente grado a incendios e inundaciones. Marceau et al. (1999) aproximan
la distribucién del coste total de una cartera de estas caracteristicas utilizando
distribuciones de Pareto para la distribucién de la cuantia a pagar en caso de
siniestro.

La segunda propuesta de Baiierle & Miiller (1997), pasa por considerar al-
gunos mecanismos externos, descritos por v.a., con influencia sobre todos los
riesgos de la cartera. Una vez definidos estos parametros ambientales, los ries-
gos individuales en la cartera son independientes. Los parametros se pueden
corresponder a algin estado de la naturaleza (condiciones ambientales, hura-
canes, ...) as{ como a circunstancias econémicas o legales (inflacién, sentencias
judiciales, ...). Los mismos autores, proponen este modelo para aproximar el
riesgo de una cartera de seguros de vida modelizando a traves de distribuciones
normales tanto el comportamiento de los riesgos individuales como la influencia
de los factores externos. Consideran dos situaciones, en la primera unicamente
incorporan un factor externo, mientras que en la segunda introducen dos. En
este tltimo caso la v.a. coste total de la cartera resulta superior en orden stop-
loss y, por tanto, presenta més riesgo. Este resultado se prueba nuevamente
a partir del orden supermodular. Este modelo parece véalido para considerar
las relaciones de dependencia senaladas como (c) y (d) en la pdg. 313 y que
han quedado sin tratar. Exige, sin embargo, que la cartera esté exclusivamente
formada por trabajadores en una misma empresa o bien por asegurados en una

misma area geografica.
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