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Capitulo 4

Reaseguro en las operaciones
individuales. Expresiones
particulares

4.1 introducciér_l

En muchos trabajos se establecen hipéteéis sobre la distribucién de la variable
aleatoria L;, siendo una de las mds usadas la distribucién normal, sin embargo puede
comprobarse empiricamente ! que la distribucién de la variable aleatéria pérdida in-
dividual L;, estda muy alejada de la distribucién normal, no resultando aceptable la
hipotesis de normalidad. Esta circunstancia hace que no se puedan obtener expre-
siones analiticas simplificadas para los conéeptos desarrollados en el capitulo anterior
, ¥ por tanto para poder estudiar las relaciones entre todas las magnitudes que apare-
cen en el modelo y determinar que politica recargo-reaseguro es la mds adecuada para
minimizar el coste total del plan, habra que recurrir a casos concretos, trabajando
con la distribucién real de L; en cada caso.

En este capitulo analizaremos operaciones concretas en las que se dan prestaciones
de renta y seguro obtenidas como casos particulares del modelo analizado. Para cada

caso nos plantearemos dos analisis:

1. Obtencién de la prima de reaseguro II? y de la prima ajustada de reaseguro

I1CLARAMUNT, M.M.(1992)
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194 ' Expresiones particulares

174 para cada modalidad de reaseguro estudiada.

2. Estudio de la estrategia recargo-reaseguro que minimice el coste de la operacién.

En este apartado analizamos la estrategia 6ptima recargo reaseguro determi-

nando para aquellas operaciones que nos sea posible la expresion analitica de la

funcion K.

En el APENDICE, situado al final de la tesis, se presentan los nombres de los
programas informéticos realizados en FORTRAN 77, utilizados para los cdlculos que
se muestran en los ANEXOS de este capitulo, en los cuales se cuantifican las opera-

ciones y magnitudes estudiadas. El listado de estos programas se encuentran en el

DISKETTE que incluimos en la tesis.

Los calculos han sido realizados bajo los siguientes supuestos:

e Tablas de mortalidad de la poblacién espafiola masculina (1982) elaboradas por
NAVARRO, E. (1991).

e Tanto las prestaciones como las contraprestaciones, presentan periodicidad a-

nual.

El presente capitulo se estructura en los siguientes apartados:

4.2 Operacién de renta a prima tinica. Renta diferida temporal con cuantias

constantes
4.2.1 Cilculo de la prima de reaseguro
4.2.2 Estudio de la estrategia éptima

4.3 Operacion de seguro a prima unica. Seguro diferido y temporal con

cuantias constantes

4.3.1 Calculo de la prima de reaseguro
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4.3.2 Estudio de la estrategia éptima

4.4 Operacion renta-seguro a prima iinica. Renta de jubilacién y seguro

inmediato temporal hasta la jubilacién
4.4.1 Calculo de la prima de reaseguro
4.4.2 Estudio de la estrategia 6ptima

4.5 Operacién de renta a primas periddicas y constantes. Renta diferido

temporal con cuantias constantes
4.5.1 Caélculo de la prima de reaseguro
4.5.2 Estudio de la estrategia 6ptima

4.6 Operacién de seguro a primas periédicas y constantes. Seguro diferido

y temporal con cuantias constantes
4.6.1 Calculo de la prima de reaseguro
4.6.2 Estudio de la estrategia 6ptima

4.7 Operacién renta-seguro a primas periédicas y constantes. Renta de

jubilacién y seguro inmediato temporal hasta la jubilacién.

4.7.1 Célculo de la prima de reaseguro
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4.7.2 Estudio de la estrategia 6ptima

4.2 Operacién de renta a prima tinica. Renta
diferida temporal con cuantias constantes

4.2.1 Calculo de la prima de reaseguro

En este apartado obtendremos la expresiones de la prima tinica de reaseguro IIF
y de la pnma, de reaseguro a’JUSta’da HRA para la 0perac10n obJeto de eStUdIO El

esquema que seguiremos serd el utilizado en el estudio general.

4.2.1.1 Descripcién de la operacién objeto de estudio
La operacién presenta las siguientes caracteristicas:

C = II: prima pura tinica de la operacidn.

of = o’. La cuantia de la renta es constante.

af = 0. No hay prestacion de seguro.

La ecuacién de equilibrio viene dada por la siguiente expresién:
drtme—1

o= E o E,

J=dp

4.2.1.2 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Calculo de la prima

dnica

Para poder determinar la variable aleatoria pérdida individual del plan L; ,

estudiaremos previamente las variables aleatorias que la componen &y L.
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Las realizaciones a(i,t) de la variable aleatoria £ vienen dadas por:

0 0<t<d,
a(i,t) =3 o 4 /87, 4 St<d.+m,
a"dr/&m—r”p d4+m. <t<w-=z

Por consiguiente, la variable aleatoria £7 queda definida de la siguiente forma:

REALIZACIONES PROBABILIDADES

0 4s
0 v dr-1/9z
dr/j1p 419z
dr/ am_,Ttp detmr—1/9z
dr/ am_,up w-z-1/qx

Respecto a la variable aleatoria £, al ser la operacién a prima tnica, deja de ser

aleatoria para convertirse en un valor cierto de importe la prima pura II, por tanto:

en consecuencia la variable aleatoria pérdida individual L; viene dada por:
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REALIZACIQONES PROBABILIDADES

~II dc

—1I dr-1/9z
dr/&ﬂzp —1I ~ dr/9z
dr/ a};;'up -1 detmr-1/9z
dr/ Gy — 11 w-z-1/4z

El valor de la prima tinica vendra dado por la esperanza matematica de la variable

aleatoria ¢7, por tanto: 2
I = E[¢]]

El célculo de la esperanza de la variable aleatoria £ podemos también obtenerlo

como:
dr +m,~—'1

Elff]= 3 o E;

t=d,

o bien si utilizamos la simbologia actuarial:

E[éf] = a" dr/fﬂra'z

2La esperanza de la variable aleatoria &; coincide con el valor actual actuarial de un renta temporal
m, periodos y diferida d, periodos a” g /m, Gz
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4.2.1.3 Calculo del recargo de seguridad

Para poder determinar el recargo de seguridad necesitamos definir la variable
aletoria L}, que como ya vimos en el capitulo anterior, viene dada por la variable
aleatoria pérdida individual L;, pero ordenada sus realizaciones de menor a mayor
valor.

En nuestro caso particular al tratarse la operacion de una renta a prima tnica la
variable aleatoria L; ya queda automaticamente ordenada de menor a mayor valor,
ya que el numero de términos de la renta va aumentando conforme el participe vive
mas periodos enteros, haciendo que aumente la cuantia de las realizaciones.

En el caso de prestacién de renta podemos calcular el percentil-¢ de la variable

aleatoria L] mediante la siguiente expresion:

®] __ T e —
Per[LY]=a dr /8 rimdr — 11

siendo t; +1 —d, = s*: niimero entero de términos que a lo sumo puede hacerse cargo
el plan.

En consecuencia, si el plan cobra la prima recargada con el recargo A°, éste sera
autosuficiente simpre y cuando el participe viva como mucho un nimero de periodos

igual a ty = s¢+d, — 1.

El recargo de seguridad del plan vendrd dado por la siguiente expresién:

A€ = a(i,th) bt P(i,th) — PerE[L'{]
P(z,t3) P(z,t5)

que particularizandola a nuestro caso:
P(z,ty) = II. Por ser la operacién a prima tnica.
aft,tpy) =ao" d,,a;”p =[(14+ X)) =TI

por tanto:
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Conocido el recargo podemos explicitar las realizaciones y probabilidades de la

variable aleatoria Lf:

REALIZACIONES PROBABILIDADES Periodos enteros vividos #

—II° qz to=0
~II d.—1/9z tdr—l = dr -1
af d"/&l—IIp - HC dr/ql‘ tdr = dr

g /gy, — I dr+ae=1/0z ta4ee-1 =th=dr + 51
r ..— —
@ dr/amr|Ip - 1Ir detmr-1/4z td,+m,—1 - d,- +m, — 1
T
a d"/a'ﬂh-IIP - I w—-z-1/qz lymz—1=w—2z—1
En nuestro caso, € satisface:
dr+3c—1
1- Z k/‘]:r: =1- Jdrtsclr Se
k=0

en consecuencia:

Jde4seGz 21 — €

’ » . ¢
El nimero de términos enteros s° que a lo sumo puede hacerse cargo el plan

asociado a un nivel de Tiesgo reasegurado €', estard comprendido entre el nimero de
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, . o s . mazx ,
términos que se haria cargo el plan si sélo cobrase la prima pura s¢  y el nimero
de términos maximo que el plan podria hacerse cargo si el riesgo a reasegurar fuese

min
nulo, s . Por tanto:

mazx min

4
£ < <5 =m,
donde:

e 5™ coincide con la la temporalidad de la renta m,.

e s satisfard la siguiente condicién:

— r ”-——
I=a . dr/as""“IIp

viniendo dado el valor de s por la parte entera de:

ln[l————”———--’n }

a7 (14-Ip)=dr+1

In(1 + Ip)

Podemos también determinar en general, el valor de s¢ Ve € (™", €™**) mediante

la expresién:

I =014 X) = 4a

s‘—‘llp
en la cual despejando s¢':

in [1 —_ __!.aﬁ__]
: ar(i+Ip)

In(1 + Ip)

4.2.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Caélculo de la prima

pura de reaseguro

Analizaremos previamente las variables aleatorias que componen la variable

pérdida del reasegurador L para la operacién objeto de estudio £? Ry ek,
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Andlisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro del percentil

En general, las realizaciones de la variable aleatoria 7" para esta modalidad de

reaseguro M (%,1;) vienen definidas por la siguiente expresién:

0 k<h
M(i,t) =< Mi(i,t) k>h y te<d,+s

Mg(i,tk) k>h y tp 2 d, + s¢
siendo:

. : 14 Ip\s+1/2
My (i te) = 1G5, te)° (-—?“——’i)

d, €
T+ 1Ir Vir<d, +s

tx . R
Mz(i7tk)=( > oG InF T pag g (14 Ir)mlrrtment/a—
F=dp+s€

ore) (L+ Ir) ") Vi > d, 4 ¢
En nuestro caso particular:

M;(z,tx) = 0 ya que al haber exclusivamente prestacién de renta no se ha producido

pérdida.
R4, 45 = 0, por tratarse la operacién de una renta.

tx

My(iy i) = ( > (1 +Ir)"r+"~f) (14 Ir)~@rte) =
j=dr+8°¢
ty

= Z ar(1+Ir)_j=

j=dy+3¢

{ ZJ_,,'“, a"(1+1Ir)7 ty<d, +m,

E""S:"_;,‘Zl o (1+1Ir)"7 t>d, +m,
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. -
{ o 4o /ST < &t me
ar dr+8¢/am'_,eur tk 2 d.,- + m,

Anilisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

Estudiaremos las expresiones particulares de la funcién Z; ;, y T; 5 para la operacion

objeto de estudio, tanto para el reaseguro Tipo A como para el Tipo B.

Si el reaseguro es del Tipo A la expresién formal de la funcién Z;, es:

1 HR“(I + Ip) h=1
Z;n(1 + Ip) si Zip1 2 Ripoy + Vipa
(Ripn-1+ Vip-1)(1 + Ip) s Zip-1 < Ripy + Vipa
Zin = l1<h<d,
(Zip-1—a")(1 + Ip) si Zijpo1 2 Rip-r + Vipa
(Rip-1+Vip-1—a")1+1Ip) si Zipy < Ripoy + Vipr
d-<h<d, +m,

siendo: I1%¢°: prima tnica recargada de la operacién.
En el supuesto que d, = 0, el disponible al finalizar el primer periodo tendrd que

tener en cuenta el importe del primer término de la renta, por tanto:

Z;y = (7 — o")(1 + Ip)

Respecto a la funcién T4 en este caso al no haber prestacién de seguro:

donde:

T} =max{0, Vix+Rin—2Zipn} k=1....d+m,—1
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A continuacién estudiaremos el efecto que tiene sobre los términos a pagar por el
reasegurador T}, una variacién en el recargo de seguridad del plan. Este andlisis lo
realizaremos a través de la funcién Z;, y sera de interés de cara a poder determinar
la expresion analitica de la funcién K, como veremos en el apartado correspondiente

a la estrategia ptima.

Si el margen de solvencia es una proporcién de la provision matemdtica, podemos

distinguir dos casos:

e 5i el recargo de seguridad es tal, que Z;; < R;1 + V;1, condicién que se cumple

cuando:

R+ Via
I(1 + Ip)

una variacion en el recargo de seguridad del plan sélo afecta al primer término

A< -1 (1)

que debe de satisfacer el reasegurador T};, en la medida en que sélo se ve
afectado el valor de Z; ;. En este caso el reasegurador debe de intervenir al final
del primer periodo para conseguir que el plan tenga las provisiones matemadticas

y margenes de solvencia correspondientes.

e Sin embargo, si el recargo de seguridad satisface:

> Ri1+Via

S YL

un incremento del mismo, hace variar la funcién Z; » en un numero de términos
que no podremos establecer a priori, lo inico que podemos afirmar es que cuanto
mayor sea el recargo, mayor es el niimero de términos afectados y mds tarde
empezara a intervenir el reasegurador. Esta circuntancia hace que no podamos
determinar a priori en este caso, que efecto tendra sobre los términos a pagar

por el reasegurador Z;; una variacién en el recargo de seguridad.

Si el margen de solvencia viene dado por las reservas de solvencia, RS}, al venir

el recargo de seguridad dado por el riesgo ¢, el cual a su vez condiciona el valor de
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las reservas de solvencia RS}, una variacién en el recargo de seguridad via modifi-
cacion del riesgo € afectaria a todos los términos positivos que debe de satisfacer el

reasegurador T; Vh, ya que se veria modificadas las reservas de solvencia RSf, Vh.

Si el reaseguro es del Tipo B, la expresién formal de la funcién Z;; viene dada

por :
T1Ree(1 + Ip) h=1
Zipn =14 (Rip-1+Vipo1)(1 + Ip) 1<h<d,

(Rivh_l + ‘/iyh-l - ar)(l + Ip) dr < h S d‘l‘ + mr

En el supuesto que d, = 0, al igual que el disponible del tipo A, el disponible del

primer periodo debe de tener en cuenta el importe del primer término de la renta,

por tanto:

Z;y = (1% — a”)(1 + Ip)
Respecto a la funcién T; al no haber prestacién de seguro:
Tin =T},
donde:
T =Vin+Rin—Zip h=1,....dr +m, -1

Si estudiamos al igual que en el caso anterior, el efecto que tiene sobre los términos
a pagar por el resegurador una variacion en el recargo de seguridad del plan llegaremos

a las siguientes conclusiones:

En el supuesto de que el margen de solvencia sea un porcentaje de la provision
matemdtica correspondiente, una variacion en el recargo de seguridad sélo afectara
al primer término que ha de satisfacer el reasegurador T, sea cual sea la magnitud

de dicha variacién. Esto es debido a que la funcién disponible sélo queda modificada
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en su primer término (Z;,) al variar el recargo de seguridad del plan, ya que el resto
de términos Z;, Vh > 1 dependen exclusivamente de la provisién matemadtica y del

margen de solvencia.

Si el margen de solvencia viene dado por las reservas de solvencia, RSf;, al igual
que sucede con el Tipo A, una variacién en el recargo de seguridad via modificacién
del riesgo € afectaria a todos los términos (tanto positivos como negativos) que debe

de satisfacer el reasegurador, T;; Vh por verse modificadas las reservas de solvencia

RS:, Vh.

Conclusién:

Una variacion en el recargo de seguridad del plan afecta exclusivamente al primer

término que debe de satisfacer el reasegurador T} cuando:

e El reaseguro es del tipo A

Rip=pVin Vh
R;1+V;
A< II(ll-l-lzo)1 -1

e El reaseguro es del tipo B

Rip=pVin Vh

Una variacion en el recargo de seguridad del plan afecta a mds de un término que

debe de satisfacer el reasegurador cuando:

o El reaseguro es del tipo A

Rip=pVin Vh
Ri1+Vi
A> H(11+Ip)l -1

e El reaseguro es del tipo Ao B
R‘"h = RSf’h Vh
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Para aquellos casos en los cuales una modificacion en el recargo de seguridad del
plan sdlo hace variar el primer término que debe de satisfacer el reasegurador T},l,
sera interesante conocer, de cara a determinar la estrategia éptima recargo reaseguro,
cual serd la expresién analitica de dicho término T},.

A continuacién damos con caracter general la expresién analitica de T}, h =

1,...,d, + m, — 1 para el reaseguro tipo B, cuyo primer término T,l,1 coincide con el

Rig+Via 1:

que le corresponderia al reaseguro tipo A si A < T(i+1p)

Teniendo presente que:

R{,h = PVi,h
Yy
o Z?;::nr_l {,L;L:,(l +Ip)—t+h 0<h<d,
Vien =
o Edr'i'mr—-l th(l +Ip)—t+h. dr <h < dr +m, —1
entonces:
(o [Qt2d - QRN sdrtme=t g (1 4 Jp)-e+h h=1
Top = { [F25t] Tonir " fou (1 + Ip) 0 1<h<d,
s e | Sim oy, (1 4 Ip) ™t — pa(1 + Ip) dr <h <d, +m, —1

Conocida la funcién T;;, podemos determinar las realizaciones M(z,t) de la vari-

able aleatoria ¢7'F:

a—l 3(1'*_17‘)_s OSt<dr+m,—1
M(i,¢) =
Zd::"l'm"—l 1’:1"(1 + Ir)—s t Z d'r + m, — 1

siendo para t = 0, TL(1+Ir)=*=0

s—l

En este caso, la E[¢{"F] podemos también calcularla como el valor actual actuarial
al tipo de interés del reasegurador de una renta vencida inmediata y temporal de

d, + m, — 1 términos de cuantia T} Vh.
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dr+mr—1

Egf= Y T4 P(l+Ir)"

t==1

Por 1ltimo, es interesante destacar que en el caso de la operacién actuarial que
nos ocupa (renta diferido temporal) si el margen de solvencia es una proporcién de
la provisiéon matematica correspondiente, el reaseguro tipo A cuando :

Ri1+ Vi,

‘\<H(1+1p)'

1

al no presentar ningiin término T}, < 0, serd equivalente al reaseguro Tipo B.

Esto es debido a que en las operaciones de renta, (si el recargo de seguridad del plan
no es muy grande ) con la prima recargada cobrada y capitalizada convenientemente al
tipo de interés técnico del plan, no se llega incluso ni a cubrir la provisién matematica
del periodo. Lo que da lugar a que el reasegurador intervenga en esta modalidad de

reaseguro desde el primer momento.

En el caso particular que el margen de solvencia venga dada por las reservas de
solvencia, el recargo A¢ siempre satisfard la condicién (I), ya que una variacién del
mismo conllevara una variacion en las reservas de solvencia tal, que el recargo asociado
a ellas siempre cumplird dicha condicién. Por tanto en este caso, el reaseguro tipo A

y tipo B seran siempre equivalentes sea cual sea el nivel de riesgo del plan e.

Analisis de la variable aleatoria asociada a las contraprestaciones del

reasegurador

La variable aleatoria "7, al ser la opeacién a prima tnica, es una variable cierta

de importe la prima pura de reaseguro IT*:
&7 = BT =17

Por consiguiente, la prima pura de reaseguro viene dada por esperanza matematica

de la variable aleatoria £7'F.
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En la modalidad de reaseguro del percentil, la prima de raseguro coincide con
el valor actual actuarial valorada al tipo de interés del reaseguro Ir de una renta

constante de cuantia o, prepagable, diferida d, + s¢ y temporal m, — s¢ periodos:

1R oo
HR = E[é? ] = ar d,_*.,c/mr_,eaz
En el reaseguro de diferencia de siniestralidad, podemos calcular la prima de reaseguro

como el valor actual actuarial valorada al tipo de interés del reaseguro de una renta
de cuantfa variable T}, inmediata y temporal d, + m, — 1 términos:

dr+me—1

ok = 2 Th wPe(1+ Ir)~"

4.2.1.5 Variable aleatoria pérdida ajustada del reasegurador. Calculo de

la prima pura ajustada de reaseguro.

En este apartado calcularemos la prima ajustada de reaseguro II*4, analizando

previamente la variable aleatoria §f 'R en las dos modalidades de reaseguro estudiadas.

Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro del percentil

En general, las realizaciones de la variable aleatoria ¢ en esta modalidad de

reaseguro son:
1/2
(i, ) (222)* g <h

Ir
b(i, tx) = "
0 k>h
Para la operacién objeto de estudio:
[ e (1+Ir)tk+1/2 th<dy—1

oG, te) = { (= a/dm=ain) (1+Ir d. <ty < d, +s°

0 tl&:Zdr‘l"Se
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Podemos observar que en el periodo de diferimiento de la renta el beneficio del plan
a la muerte del participe coincide con la prima tnica recargada, convenientemente
actualizada al tipo de interds técnico del reasegurador. Este beneficio empieza a
disminuir con el pago de los términos de la renta hasta hacerse cero en el momento

d, + s¢ — 1, a partir del cual empieza a intervenir el reaseguro.

Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro diferencia de siniestralidad

La expresién de la funcién H;j en este caso es:

Z,',h(l + Ip)_1/2 O<h<d,+m,
H;p =

Zidprm, (1 + IP)_1/2 h>d, +m,

Las realizaciones de la variable aleatoria f,b 'R, las obtendremos a través de la
funcion H;p:
Hipa(1+ Ir)—t-% 0<h<d, +m,
b(i, h) =
Hi,dr+mr(1 + Ir)—dr—'m'-—% h 2 dr + m,

La esperanza de la variable aleatoria ﬁ,b 'R podemos también expresarla en términos
de H; 4 coincidiendo con el valor actual de un seguro inmediato y vitalicio de cuantia

H."h Vh .

w-zr-1

ST Hip ho1/@e(1 + Ir)~hH1/2

h=1

Célculo de la prima ajustada de reaseguro

Conocida la esperanza de £%, podemos calcular la prima pura ajustada de rease-

guro aplicando la expresion:

4 = E[eP"] - El&™)
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Si la modalidad es el reaseguro del percentil, la prima ajustada de reaseguro pode-

mos expresarla como:

- bR
A = o dp+st/met+sclz — E[&™)

siendo:

dy+s€ 141 i-1/2
bRy _ € p . _
Bl = f\;; I (1+Ir) i-1/2s

dr+8‘ 1+Ip j—1/2
o g a- - 1/qz

Si la modalidad de reaseguro es el reaseguro de diferencia de siniestralidad, en-

tonces:
R,A drimr=1 A w—z-1
H " = Z 1-?,}1 hPx (1 + IT)_ — Z Ht,h h“l/q: (1 + Ir)...h+1/2

h=1 h=1
En el caso particular que Ip = Ir el reaseguro tipo A y tipo B tendran la misma

prima ajustada de reaseguro para cualquier valor del recargo, ya que el valor actua-

lizado del beneficio repartido coincidird en ambos casos.

El signo de II*“ en la modalidad de reaseguro del percentil depende de la relacién

entre Ip y Ir, asi:

e Si Ip < Ir la prima ajustada de reaseguro es siempre negativa sea cual sea el
nivel de riesgo del plan €' € [0, €™*], esto es debido a que en promedio, el valor
actual actuarial del beneficio cedido al reaseguro es mayor que el valor actual
actuarial del coste que supone reasegurar un determinado nivel de insolvencia e.
Esta circunstancia hace que el coste total de la operacidn resulte en ocasiones

mas barato que la propia prima pura de la operacion.

o Si Ip = Ir la prima ajustada serd negativa para cualquier riesgo del plan, menos
para cuando € = €™%%, en cuyo caso el valor de la prima ajustada de reaseguro

sera cero.
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e Si Ip > Ir,la prima de reaseguro sera positiva para aquellos niveles grandes de

riesgo del plan.

En el caso particular del reaseguro de diferencia de siniestralidad, si el margen
de solvencia es una proporcién ”p” de la provisién matemadtica, el signo de II17%4
depende no sélo de Ip e Ir, sino también de la proporcién p, teniendo que analizar
cada operacién en concreto. Por tltimo si el margen de solvencia es la reserva de

solvencia, el valor de II®4 serd siempre negativo.

Cabe destacar como caso particular de renta diferida temporal, la renta de jubi-

lacidon , caracterizada por:

d, = z;4 — 7, la renta es diferida hasta la jubilacién del participe.?

m, = W — Tjyu, la renta es vitalicia.

La obtencién de IT® y I1"4 se harfa de igual forma que la ya descrita, llegando a

las siguientes expresiones en el caso del reaseguro del percentil:

IR = E[¢PF] = 0" 44oe/iz

- 5,R
HR'A =a dpts€/0z — E[é

siendo también en este caso:

dr4-s¢ 1+I j=-1/2
bRy _ e 1P . -
El&] ng I (1+Ir) i-1/%=

dy4-8¢

1+ Ip\i~1/2
) j~1/4z

. -
j=detl & &/ T5=drlty (1 + Ir

3Suponemos que la edad del participe en el momento de contratar la operacién z, es menor que
la edad de jubilacion z;yp.
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4.2.2 Estudio de la estrategia optima

En este apartado obtendremos la estrategia optima recargo reaseguro, a través
del an4lisis de la funcién K para las dos modalidades de reaseguro estudiadas. Para

ello, deduciremos para cada caso y en la medida que sea posible, la expresion analitica

de la funcién K.

4.2.3 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de
beneficios

Nuestro objetivo es determinar el riesgo ptimo a reasegurar €*, y por tanto, cual
debe ser el recargo de seguridad A*° que debe de aplicar el plan para minimizar el

valor actual del coste total de la operacion.
Para ello, determinaremos la expresién analitica de la funcién K(e€) para la o-

peracién objeto de estudio, a través de la expresiones particulares de VPREC(¢) y
de VPREA(e).

En nuestro caso:

VPREC(e)=TI(1+ X)=1II*=0a" d,/&;#lp
VPREA(E) = (1 + MR = (1 4+ XR)a” 4, pt/m—seis
Si el riesgo del plan queda fijado a un nivel €, entonces:
.'VPREC(e‘) =a d,/&:;.—up
VPREA(e") = (1 + AR)a™ § et —yet

Anélogamente si ahora el riesgo se fija a un nivel e'*1:

VPREC(é*') = o 4,/

8¢C+1 IIP

VPREA() = (L4 MR)o” 4 s, _ oo
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A continuacién determinaremos la expresién analitica de AV PREC(¢') aplicando
la definicién de A a VPREC(€'):

AVPREC(e) = VPREC(e*') — VPREC(¢)

en nuestro caso :

AVPREG(€) = o g iy, — o 4/, =
detact! 21 _ dptat -1 .
o 3 (A+IpT-o Y (1+Ip)~
j=d, j=dy

al trabajar con variables discretas, consideraremos que €'*! es aquel nivel de riesgo

del plan que satisface: s¢7 = s¢ — 1, por tanto sustituyendo esta relacién en la

expresion anterior:

AVPREC(C’) = ar d"/&?_—lilp — ar d,/amlp =
dr+3" -2 ] dr+,¢' -1 . .
o Y (+IpT-a Y (1417 = —a (14 I
j=dr Jj=d,

Podemos también expresar AVPREC(€'*!) en funcién de AVPREC(€) :
AVPREC(e"*') = AVPREC(¢')(1 + Ip)
AV PREC(€') presenta las siguientes caracteristicas:

e AVPREC(€') < 0 ya que cuanto mayor sea el riesgo reasegurado, menor sera

el recargo de seguridad, y por tanto menor la prima recargada.

e AVPREC(€') sigue una progresién geométrica de razén (1 + Ip) conforme au-

menta el riesgo reasegurado.

e Es directamente proporcional al tipo de interés técnico del plan Ip, al diferi-
miento de la operacién d, y al niimero de términos s¢. Por tanto, cuanto mayor

sea una de estas tres variables menos negativo serd el valor de AVPREC(¢').



Reaseguro y Planes de Pensiones 215

e El valor de AVPREC(€'), es inversamente proporcional a la cuantia a”.
Si procedemos de forma anéloga para calcular AVPREA(€'):
AVPREA(€") = VPREA(e't') — VPRE A(€))

en nuestro caso :

AVPREA(¢) = (1+ )\R) [Otr dppactt gt G, — o dyts? frmp—set &z] =

dr+my~1 . de+me—1 .
1+ )\R)a" Z Q+Ir)y? ;P - Z (1+1Ir)7 ;P
]':d,--}-.‘!‘H.1 jzdr+a“

t+1 t .
como s¢ = s8¢ — 1, sutituyendo:

AVPREA(€) = (1 4+ X®) [0 4 4 s /mosct g1l = O 4y yet o _petlic] =

dedme=1 ) dr+me—-1 .
=a"1+M) | Y Q+In)i;P— Y (1+1Ir)7 ;P =
i=d,+a¢f =1 jedetse

— ar(l + /\R) d,+a"-1P3(1 + Ir)—dr-sc‘-}-l

o bien, si expresamos AV PRE A(€') en funcién de AVPREA(e'*?), tenemos:

AVPREA(e') = AVPREA(¢"Y)(1 + Ir)~'P

zdetact -2

Las observaciones que podemos hacer entorno a AVPREA son las siguientes:

e AVPREA(€') > 0, ya que cuanto mayor sea el riesgo reasegurado, mayor serd

la prima de reaseguro asociada.

e AVPREA(€') > 0 es inversamente proporcional al diferimiento de la operacién

. . ’, » . » » . 4
d, , al tipo de interés técnico del reaseguro, y al niimero de términos s*.
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¢ El valor de AVPREA(¢€!), es directamente proporcional a la cuantia o7, a la
probabilidad de fallecimiento , . «_,P; y al recargo de seguridad del reasegu-

rador MR,

La conclusién a la que llegamos es que:

AVPREC(C‘) = _a"(]_ + Ip)-d,—s"qq (I)

AVPREA(e) = o"(1+ MR) , o P.(1+ In)+="41  (I])

Podemos expresar AVPREA(€!) en funcién de AVPREC(€'), multiplicando y
dividiendo (II) por: —(1+ I p)“’"""“:

-1+ Ip)‘df""“
(1 + Ip)"‘dr—s"+1

AVPREA(') = (14 27) 4 Lo Pra’(1+ Ip)~ds

agrupando:

-—d,-—s“«}-l
AVPREA() = —(1+ M), L« P (1+Ir)

AT —dr—a“-{»l
T (1 + Ip)drmeta ( o1+ 1) )

(IIT)

sustituyendo la expresién (I) en (III):

(1 4 Ir)=dr=s 41
(1+ Ip)-dr—e"h1

AVPREA(e) = —(1+ A®) y L, 1 P: AVPREC(€")

como:

AVPREA(¢')

K(€) = -AvrRrEC(

entonces:

et
1+Ir)-dr—8 +1

— R
K = (143 4o Pe (151

El valor del riesgo €*, vendra determinado por el valor de k(€*), ya que conocido

éste, podemos obtener por tanteo el valor de s¢" a través de la siguiente espresién:
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—dr—s® 41
K() = (043 g s (107
Sabiendo que:
€=1— /4 tseqz
entonces:
€=1- Jdrtse* =
A continuacion estudiaremos la funcién K (€) para poder determinar, en la medida
que sea posible, el riesgo dptimo €* dadas las caracteristicas técnicas de la operacion
(edad, diferimiento, e interés técnico del plan) y del reaseguro (recargo del reasegurado
y tipo de interés técnico del reasegurador).
Este estudio lo basaremos en determinar como evoluciona la funcién K(e€) con-
forme aumenta el riesgo reasegurado €. Para ello descompondremos la funcién K{(e)

en dos bloques, analizando el comportamiento de éstos en funcién de e.
Los dos bloques en que dividimos la funcién K(€) son los siguientes:

1. (1 + )\R) d,+.g¢‘—1Pz: (A)

1+Ipvd,+s¢ =1
2. (387 (B)

Respecto al bloque (A), siempre sera creciente, ya que cuanto mayor sea el riesgo
reasegurado €, mas pequeiio serd el nimero de términos que a lo sumo pueda hacerse

cargo el plan s, y por tanto mayor sera la probabilidad de que viva z.

En el segundo bloque tendremos que contemplar tres casos:

Si i—ﬁf < 1 entonces (B) sera siempre creciente conforme aumenta e.

Si %?f = 1 entonces (B) serd siempre igual a uno y por tanto independiente de e.

Si ﬁ%‘f > 1 entonces (B) serd siempre decreciente conforme aumenta el riesgo rease-

gurado €.
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Como podemos observar; el comportamiento respecto al crecimiento de la funcién
K(e) viene dado exclusivamente por la relacidn entre el tipo de interés técnico del
plan y el tipo de interés técnico del reasegurador.

Si 12 < 1y por tanto Ip < Ir, K() es siempre creciente Ve € [¢™",e™*] por
estar formado por producto de funciones crecientes si i{—ﬁf < 1, o bien, por ser (A)
creciente en el caso de que 12 =1, |

1+1r
Sin embargo si -}{% > 1 o lo que es lo mismo Ip > Ir, no podemos garantizar que
la funcién K (€) sea siempre creciente Ve € [¢™",e™] , ya que K (¢€) es en este caso el
resultado del producto de una funcién creciente (A) por otra decreciente (B).
A continuacién analizaremos la estrategia dptima a través de la funcién K(e)

segun el tipo de interés del plan sea mayor menor o igual al tipo de interés técnico

del reaseguro.

Anadlisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip < Ir

Como hemos podido deducir, la funcién K(e) serd en este caso siempre creciente
Ve € [e™",e™*], por tanto el mayor valor que puede tomar K(¢) vendra dado por
K(e™**). Contemplaremos tres casos que pueden darse y que daran lugar a estrategias

recargo reaseguro distintas:

1. K(e™**) < 1. El riesgo 6ptimo a reasegurar €* = ™%,

2. K(e™*)>1 y K (e’"“") < 1. El riesgo 6ptimo pertenecera al siguiente inter-

valo: €™ =0 < € < €moF
3. K(e™") > 1. El riesgo éptimo €* = ™" = (.

A continuacion buscaremos qué restricciones ha de cumplir el recargo del reasegurador

AR | para que se den cada uno de los tres casos.

o Respecto al primer caso K(e™*) < 1, si aplicamos la definicién de K(e) a esta

restriccién entonces:

1+ Ip) dptae o -1 <

K(ﬁmaa:) — (1 + AR) dr+.¢mu_1Px (1 + Ir



Reaseguro y Planes de Pensiones 219

despejando el recargo del reasegurador AP :

\R < 1 14 Ir\¥H 1 (©)
T dppsemer P \14Ip

En consecuencia si AR cumple esta desigualdad podemos afirmar que el riesgo

6ptimo a reasegurar €* = €™°%,

e En el segundo caso, dos son las condiciones que se han de cumplir: K(e™**) >

1 y K(e™") < 1. Estas se dardn si AR satisface:

1 Al
AR -1
> dotsem™or 1 Pr (1 + IP) (©)

. . d,-+8€mi"—1
LIPS 1+1r ~1 (D)
dr+’¢min_1Px 1 + Ip

min [y
como s¢ = m,, podemos también expresar (D) :

D _ 1 1+ Ir)dr+Mr—1 1
T dpgmerPe \1+1Ip

por tanto si C < AR < D, el riesgo éptimo vendra dado por aquel € € (0,e™*?]
tal que K(e*) > 1 y K(e') < 1. Estas condiciones también las podemos

expresar asi:

AR > 1 (1+Ir>d'+8¢ —1_1
T depeer P \1+1Ip

R 1 (1+I'I')d'+ac
AT < -1
dr_’_,e‘Pz 1+IP
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e Por tltimo, €* = 0 si K(e™") > 1, por tanto el recargo del reasegurador debers

cumplir:

1 1+41Ir drimr-1
R > —_
A - dr+mr—1Pz (1 + Ip) ! (D)

Conclusién:
Si AR < (C) — e =€mee,
Si (C) < AR < (D) — € € (0,e™]
Si \R> (D) — e =™ =0.

Podemos constatar que conforme aumenta el recargo del reasegurador a partir de (C),
el riesgo 6ptimo va disminuyendo.

Al ser Ir > Ip, podemos observar que:

e (D), es directamente proporcional al diferimiento y temporalidad de la operacidn,
a la edad del participe y a la diferencia entre el tipo de interés técnico del rease-

gurador y el tipo de interés técnico del plan.

e (C), es directamente proporcional al diferimiento de la operacidn, a la edad del
participe, a la diferencia entre el tipo de interés técnico del reasegurador y el
tipo de interés técnico del plan y al nimero miximo de términos que puede

hacerse cargo el plan con la prima pura cobrada.

En el ANEXO 4-1 estudiamos estas relaciones.

Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip > Ir.

En este caso no podemos garantizar el crecimento de la funcién K (e) Ve € (0,e™*],
ya que dependeré del crecimiento de (A) y del decrecimiento de (B) . Atin asi podemos

sefialar dos diferencias con respecto a la funcién K(€) si Ip < Ir:

e Los valores de la funcién K () son mds grandes en este caso que en el anterior,

siendo K (€) directamente proporcional a la relacién i—_‘{-ff, asi cuanto mayor sea
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ésta, es decir cuanto mayor sea el interés técnico del plan con respecto al interés

técnico del reaseguro, mayor seran los valores de la funcién K(e).

e Puede garantizarse el crecimiento de la funcién K(e) Ve € [0,€™*] hasta un
determinado valor de Ir, que denominaremos Ir*, fijado el tipo de interés técnico
del plan, el cual (Ir*) dependeré de las carateristicas técnicas de la operacién
y del tipo de interés técnico fijado por el plan. A partir del mismo la funcién
deja de ser creciente, presentando un mdximo en un determinado € € [0, €™*%).
Cuanto mas pequefio sea Ir con respecto a Ir* , mds pequefio es el nivel de riesgo
que hace maximo K(€) . A pesar de que la funcién a partir del mencionado
limite deja de ser creciente, ésta puede presentar un punto de corte con el eje
K =1 (éste serd unico y siempre definido en un tramo creciente), o incluso
puede darse el caso extremo de que la funcién K (') sea totalmente decreciente

(en este caso K(¢*) > 1Ve' € [0,e™%]). Este comoportamiento se ilustra en el

ANEXO 4-1.

Si el tipo de interés del reaseguro Ir > Ir*, la funcién seguird siendo creciente y

por tanto podemos proceder al mismo anélisis que ya hicimos en el apartado anterior,

es decir:
Si AR < (C) — € = ™=,
Si (C) < A® < (D) — € € (0,e™]
Si AR > (D) — e =™ = 0.

Al ser Ip > Ir, los valores de (C) y (D) serd menores que en el caso anterior,
pudiéndose dar el caso que (C) tome valores negativos, lo que significard que el riesgo
éptimo €* serd siempre menor a €™°%, sea cual sea el valor del recargo del reaseguro
AR,

En el supuesto que Ir < Ir* entonces K(€) no serd creciente Ve € [0, €™,

obteniendo la estrategia éptima analizando la funcién K(€f), para cada operacién

concreta.



222 ' Expresiones particulares

4.2.2.2 Modalidad de reaseguro del percentil con reparto de beneficios

Nuestro objetivo es obtener la expresién analitica de la funcién K, que para
diferenciarla del caso anterior la simbolizaremos K, la cual nos permitira determinar
cual es el riesgo 6ptimo reasegurar €*.

El proceso que seguiremos para poder calcular K serd el mismo que en el apartado

4.2.2.1, a partir de las expresiones particulares de VPREC(e) y VPREA(e) para la

operacion objeto de estudio:

VPREC(e) = o 4,jd

o<|Ip

} dr+a® 1+Ip j-1/2
VPREA(€) = | Q" 4, 4s¢/mp—selz — Z II* (m;) i-1/9=t
=1

dr+8¢ 1+Ip j—1/2
r = el (1 /\R
+j=§+1a d"a"“"’*’(lur) s=1/9s| (1+X5)

En aquellos casos en que VPREA(e) < 0, no tendrd sentido contemplar recargo

por parte del reasegurador, por tanto AR =0
Podemos observar que VPREC(€) coincide exactamente con la modalidad de

reaseguro en la que no hay reparto de benificios, por tanto AVPREC(¢'), vendra

dada por la siguiente expresién:
AVPREC(e') = —a’(1 + Ipy ™"+
Respecto a VPRE A(¢'), sabemos:
| AVPREA(e') = VPREA(e*!) — VPREA(€')

donde:
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VPREA t r had dr+3¢' Hc 1 + Ip j—1/2
(6 ) = o dr‘*’sct/mr—a‘cax - J=21 (1 + Ir) j~1/q$+

drts’ i—1/2
roo. 14+ Ipy’
+ ) ; la dr/ 4574 Ip (1 + IT‘) j—lqu] (1 + "‘R)
J=de4
et 1 4 Ip\i-1/2
VPREA(&H'I) = l:a" dypaett] fm, —pettl a_, - z II* (1 i If) j=1/9z+
Jj=1
dpoc't? 1 i-1/2
roo- +Ip
* ; @ &l (1 T Ir) s=1/8e | (LX)
J=dedl .

. t4+1 t > - . . .
sabiendo que s*° = s¢ — 1 y simplificando, llegamos a la siguiente expresidn :

AVPREA(€) = o’ (1 + ’\R) [ dppact 1 Pe(1 + Ir)-d'_’gt+1+

14 Ir

Jj=1

L drts® =1 1 + Ip\i-1/2
+mpy TS (EE) | O

Las observaciones que podemos hacer entorno a AVPREA(€') son las siguientes:

e AVPREA(€') > 0, ya que cuanto mayor es el riesgo reasegurado, mayor sera
la prima de reaseguro asociada. Podemos observar que el valor AVPREA(e!)

es mayor al correspondiente de la modalidad anterior.

o Es inversamente proporcional al diferimiento de la operacidn y al tipo de interés

técnico del reaseguro.
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A continuacién obtendremos la expresién de K4, relacionando AVPREA(€') con
AVPREC(e).
Si a la expresién (1), multiplicamos y dividimos por (141 p)""""‘t 1y sacamos

<t
factor comin  a"(1 + Ip)~9~* +! entonces:

AVPREA(e!) = " (1 + Ip)=—*+1(1 4 )R P 14 Ip\drt+s -1
(€)=a"(1+1Ip) Q+2AR) | 4 e Pe e

drtat’ 1 1+ Ip\i-1/2
p N
+ J=ZI (1 T IT‘) - j=1/9z
como AVPREC = —a"(1+1 p)d'“""“, sutituyendo tenemos:

t R 14+1Ip drts =1
AVPREA(e') = —AVPREC|(1 + \®) | , ..« /P, (m.;)

i=1

drat -1 14 Ip\i-1/2
+ 2 (1+Ir) i-1/%z

por tanto K4(e*), definida como la relacién entre AVPREA(¢)) y y~-AVPREC(€)

viene dada por la siguiente expresién:

1+41Ip drkat -1
KA(et) = (1 + /\R) [dr+3“"lpz (m—;)

drtstt -1 1+ Ip\i-1/2
p .
+ ; (1 + Ir) -1/

Si consideramos el caso particular en el que Ip = Ir entonces:
KA(e") = (14 27)

Esta circunstancia nos va a permitir acotar los valores de la funcién K4(¢') cuando

Ip # Ir.
Asi:
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e Si Ip < Ir entonces K4(e!) < (1 4 AF)
e Si Ip > It entonces K4(e!) > (1 + AF)

A continuacién estudiaremos el crecimiento de K4(e'), en funcién del riesgo rease-
gurado €, descomponiendo la funcidn en dos bloques y analizando el comportamiento
de éstos en funcién de €.

Los bloques son los siguientes:

1o (143 [y Po(B)*+1] (4)

aet_ j-1/2
20 (1+XF) [EZ-’S (338 :'-1/%] (B)

Respecto al bloque (A), podemos observar que coincide con la funcién K(e') es-
tudiada en el apartado anterior, por tanto serd creciente si Ip < Ir, sin embargo si
Ip > Ir, no podemos asegurar nada respecto al crecimiento de (A).

Por el contrario (B) es siempre decreciente conforme aumenta el riesgo reasegu-
rado, sea cual sea el tipo de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del
reasegurador.

Por tanto, el comportamiento en cuanto al crecimiento de la funcién K (') depende
exclusivamente, al igual que en la modalidad de reaseguro anterior, de los tipos de

interés técnicos del plan y del reasegurador, dandose tres casos:

e Ip < Ir. En este supuesto la funcién K“4(e') es siempre creciente conforme

aumenta el riesgo reasegurado. Por tanto (B) no llega a anular la tendencia

creciente dada por (A).

o Ip = Ir. La funcién K#(¢') es constante y por tanto independiente del riesgo
reasegurado. El crecimiento de (A), queda totalmente compensado con el de-

crecimiento de (B).

o Ip > Ir. La funcién K*#(¢€') es siempre decreciente conforme aumenta el riesgo

reasegurado. En este caso la tendencia dada por (B) es la que tiene mds peso.
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En ANEXO 4-1 analizamos las relaciones anteriores.
Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip = Ir

Si Ip = Ir, la funcién K4(e') viene dada por:
KA(e) = (1 4+ %)

dependiendo exclusivamene del recargo del reasegurador AR. De todas maneras hay
que tener presente que si Ip = Ir, la prima ajustada de reaseguro II®4, siempre sera
negativa o igual a cero Ve! € [0,€™%], por tanto, no tendra sentido plantearnos la

existencia de recargo por parte del reasegurador, siendo entonces:
KA(e) =1

Esto nos lleva a concluir que el coste de la opeacidn es independiente del nivel de

riesgo del plan e.

En este caso el coste total de la operacion coincide con la prima pura.

Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip < Ir

En este caso hay que destacar , al igual que en el caso anterior, que la prima
ajustada de reaseguro siempre es negativa sea cual sea el riesgo que se reasegure
€' € [0,e™*7], por ser Ip < Ir . No tiene sentido, por tanto, plantearse la exitencia de
recargo del reasegurador.

En consecuencia la funcién K4(e*) < 1 Vet € [0,€™*%], siendo el riesgo éptimo a
reasegurar €* = €™°", sea cual sea la edad del participe, el diferimiento o la tempo-

ralidad de la operacién.

Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip > Ir

Si bien en los casos anteriores la prima ajustada de reaseguro era negativa, y por
tanto no tenia sentido plantearse la exitencia de recargo del reasegurador, no sucede

asi cuando Ip > Ir, ya que la prima ajustada de reaseguro puede ser positiva cuando



Reaseguro y Planes de Pensiones 227

el riesgo a reasegurar es grande, y por tanto el recargo del reasegurador puede estar
definido para estos valores de riesgo.

De todas formas hay que destacar que la funcién K(€') > 1 Ve'-€ [0, €™*?] por
ser Ip > Ir, sea cual sea la edad del participe, recargo del reasegurador, diferimiento
o temporalidad de la operacién. Por tanto, el riesgo éptimo a reasegurar €* = ™",
siendo la estrategia 6ptima sera cubrir via recargo de seguridad el riesgo de insolvencia
del plan .

Hemos de resaltar que el valor actual del coste total en este caso no coincidira
con la prima pura financiera, sino que serd menor a ésta, debido al descuento que nos

proporciona el reasegurador como consecuencia del reparto de beneficios.

4.2.2.3 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad sin reparto

de beneficios

En esta moaalidad de reaseguro al no disponer de una expresién analitica tan
operativa de la prima de reaseguro como en la modalidad anterior, hace que no siempre
nos sea posible determinar las expresiones de AVPREA(A;) y por tanto la expresién
analitica de la funcion K.

Respecto al cdlculo de AVPREC()A:), no tendremos problemas, ya que este es
inmediato aplicando la definicién del operador A a VPREC();).

En este caso al ser la operacién a prima tunica:

AVPREC(A:) - H(l + At+1) - H(l + ’\t) = H(AH-I - /\t) = HAA:

Respecto a AV PRE A()\:;) no siempre seré posible determinar una expresién analitica
de la misma, ya que como a continuacién veremos, su obtencion dependera del nimero
de términos T;, Vh que se vean modificados al variar el recargo de seguridad del
plan .

Si aplicamos el operador A a VPREA(\):
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AVPREA(),) = [T+ — TTRX|(1 4+ AF)

donde:

ded+me—1
HR,A:-H = Z Ti,h,,\..u th(l-}-Ir)—h

h=1

drdme=~1
HR"\' = E T‘,"h',\‘ th(]- + IT‘)_}t
h=1

siendo Tip,»,,, €l término a satisfacer por el reasegurador en el momento h, si el

plan aplica el recargo de seguridad A;y; y el participe llega vivo a h.

Sea cual sea el tipo de reaseguro (tipo A o tipo B), si el margen de solvencia

coincide con las reservas de solvencia RS, o bien, si el reaseguro es del tipo A, el

margen de solvencia sea una proporcion de la provisién matematica y A > ﬁ'diy;)‘ -
1, no podremos calcular una expresién simplificada de AVPREA();) ya que una
variacion en el recargo de seguridad del plan, supone una modificacién de algunos o
de todos los términos T; 4 y por tanto no podremos disponer de una expresién analitica

operativa de la funcién K(J;).

En este caso, tendremos que determinar la estrategia 6ptima empiricamente para

cada caso.

Sin embargo, en los restantes casos: el margen de solvencia es una proporcion.

de la provision matematica, y el reasegurador es del tipo B, o bien es del tipo A

. { V; , .
siempre y cuando A < %‘(‘li ,;,)‘ — 1, entonces si que podremos obtener la expresion

analitica de la funcion K()), gracias a que una variacion en el recargo de seguridad,

al afectar sélo al primer término de pago del reasegurador T}, nos permitira expresar
AVPREA();) en funcioén tan sdlo de T;;.

Para ilustrar esta implicacién, expresaremos la prima de reaseguro de la siguiente
forma:

dr+my—1
[BA — Tg'h'A,NP,(I + Ir)‘1 + Z Tinren wPe(l + I'I’)-h (I
h=2
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dr+me—1

IR = T P14 1) 4 Y Toan wPe(l+In)™ (1)
h=2 ’
satisfaciéndose:
dr+mr—1 dr+m,—1
N Tinpep tP(L+In) = 3 Ty, JLP(L+Ir)™* (1ID)
h=2 h=2

En consecuencia, si sustituimos (I) y (II) en la expresién general de AVPREA(),)

y simplificamos la misma teniendo presente (III):

AVPREA(N) = [Tiang, — Tian) (14 1) Po(1 4 AR)

Por tanto, AVPREA(),) viene dado exclusivamente por la variacién que experi-
menta T, actualizada actuarialmente al tipo de interés del reasegurador y ponderada
por el recargo del reasegurador AR,

Esta nueva definicion de AV PRE A(\:) nos permitird obtener una expresién sen-

cilla de la misma, sustituyendo T; 1,34, ¥ Ti;,, POr sus expresiones correspondientes:

, 1+ 1+/\ dedme .
Tigpe, = 0 [( l +1P) _ ( 1 t+l)] Z loss(1 + Ip)~*+!

s=dy

Z I:c+s(1 + Ip)—s.H

8=dr

‘ de+my
S (FERES)
" lz-+1 l::

donde simplificando, llegamos a la siguiente expresion:

14+ 1p
1+ 1Ir

AVPREA(),) = —ILA, ( ) Po(1+AR)

Podemos observar que:

a) AVPREA():) < 0 ya que cuanto mayor sea la variacion del recargo de seguridad

del plan més pequefia sera la prima de reaseguro asociada.
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b) AVPREA():) aumentard en valores absolutos, (se hard mais negativo) cuanto
mayor sea la prima pura de la operacion II, el tipo de interés del plan Ip,
la probabilidad P, y el recargo del reasegurador AR. Disminuird en valores

absolutos cuanto mayor sea el tipo de interés del reaseguro Ir.

La obtencién de la funcién K();) es inmediata aplicando la definicién:

AVPREA(M)
AVPREC(X,)

sustituyendo AVPREA()\;) y AVPREC();) en la expresién anterior:

K(A) = -

1+1Ip
14 Ir

K(Q) = ( ) Po(1+AR)

Podemos observar como la funcién K();) es independiente del recargo de seguri-
dad, dependiendo la estrategia 6ptima de la relacién entre el tipo de interés del plan
y de reaseguro, de la probabilidad de supervivencia P, y del recargo del reasegurador
AR,

Debemos de tener presente que si el reaseguro es del tipo A, la expresién de K (),
Rig+Vis -1
it

obtenida anteriormente sélo serd vélida si \; < , en cualquier otro caso, el
valor de K(J,) tendrd que que obtenerse empiricamente a posteriori.

Por tanto, slo podremos determinar a priori qué recargo de seguridad del plan
perteneciente al intervalo [0, Ay], siendo A, es el que minimize el coste total de la
operacion.

Siendo
_ Rii+Vii-11
Il

De todas formas, el conocimiento parcial de la funcién K()\;) también serd de

Am

interés, ya que puede darse el caso que el recargo establecido por el plan como
Amaz £ Am, conociendo entonces la expresion analitica de la funcién K().) para
todo el conjunto de soluciones factibles.

De todas formas, si el recargo de seguridad optimo del intervalo [0, An] es A = 0,

entonces A* = 0 VA € [0, A\qz] pues cualquier recargo superior a A = 0 encarecerd
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el coste de la operacidén, y por tanto la estrategia éptima recargo reaseguro vendra
precisamente dada por dicho recargo.

Sin embargo, si el recargo dptimo perteneciente al intervalo [0,-\,,] es A, no
podremos determinar a priori la estrategia Sptima recargo reaseguro, lo dnico que

podremos asegurar es que A* > A,,. Esta conclusién también serd de aplicacién en el

caso del seguro.

Si el reasegurado es del tipo B, puede darse el caso que a partir de un determinado
valor del recargo de seguridad, (éste dependera de las caracteristicas técnicas de la
operacién), la prima de reaseguro se haga ﬁegativa., ya que el reasegurador recibe en
término medio mas de lo que da, en este caso supondremos que no hay recargo del
reasegurador AR = 0. Por tanto, la funcién K quedard modificada de la siguiente

forma:

(32) P.(1+)R) VA, tq IIR* >0
L) p, VA, tq RN <0

siendo II®* la prima ajustada de reaseguro asociada al recargo de seguridad ).

La estrategia 6ptima dependera del valor de K();), si suponemos que la misma

adopta los dos tramos, entonces tendremos que diferenciar los siguientes casos:

e Si K(A;) > 1, en nuestro caso dicha condicién se satisfar4 cuando:

1+Ip)
(1+Ir P >1

la politica éptima sera recargar la prima del plan lo mdximo posible.

Si el reaseguro es del tipo A, el recargo que minimiza el coste total perteneciente

al intervalo [0, \,,] es A, y por tanto tendremos que determinar el recargo 6ptimo

empiricamente.

e Si K()\;) <1, en nuestro caso dicha condicién se cumple cuando:

(1+Ip

P+ <1
1+Ir) (1+X7) <
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la politica que minimiza el coste de la operacién es no recargar la prima pura
del plan, A* = 0. En este caso la funcién K();) decide a cerca de la estrategia

6ptima en el reaseguro tipo A.

Si:
1+Ip)
(1+Ir Fe<1
d 141
+ P) R
(_1+Ir P(1+X%)>1

en este caso la estrategia optima vendrd dada por aquel recargo que anula la
prima de reaseguro. Esta opcién sélo tendrd sentido en el reaseguro Tipo B,
ya que en el reaseguro Tipo A, la prima de reaseguro es siempre positiva y por

tanto la funcién K(A;) adoptard un sélo tramo.

Por dltimo, si K(A:) = 1, el coste total de la operacién es independiente del
recargo de seguridad para el reaseguro tipo B. Respecto al reaseguro tipo A
esta afirmacion sélo sera vilida para aquellos recargos que pertenezcan al inter-

valo [0, A,.], en consecuencia la estrategia éptima en este caso, tendra que ser

calculada empiricamente.

4.2.2.4 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad con reparto

de beneficios

Determinaremos las expresiones de AVPREA(),) y de AVPREC(),) utilizando

la misma metodologia del apartado anterior.

El célculo de AVPREC(A:) es inmediato aplicando la definicion del operador A,

por tanto, al ser la operacion a prima unica:

AVPREC(At) = H(l + Ag.*.l) - H(l + Ag) = H(’\H-l - At) = H AA;
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Respecto a AVPREA()\:), sabemos que:

AVPREA(\) = [[IA%+ — IRAM] (1 4 \F)

donde:
AN = BIe™] — BlF) =
dr4me~1 wez—1
Z T'i,h,z\‘-q.x th(l + Ir)_h — E H‘,h-f\wl h—l/q:v(l + IT)—h+1/2
h=1 h=1
y
A = B[ ~ Bl =
dr+me—1 wez—1
h=1 h=1
siendo:

® T; 1, €l término que debe de satisfacer el reasegurador en el momento k asociado

al recargo del plan ), si el participe llega vivo a hA.

e H;u», el término que debe de satisfacer el plan al reasegurador a mitad del
periodo h-ésimo asociado al recargo del plan ), si €l participe fallece en el

periodo h.

En este caso, al igual que sucedia cuando no habia reparto de beneficios al rease-
gurador, sélo podremos calcular una expresion simplificada de AVPREA();) y por
tanto obtener la expresién analitica de la funcién K4 cuando el margen de solvencia
sea una proporcién de la provisién matematica y el reasegurador sea del tipo B o
del tipo A, teniendo presente que en este ultimo caso debera satisfacerse la condicién

Rip+Vin _ 14
T(1+1p) .

A<

4Debemos de tener en cuenta que la expresion analitica de la funcién K4 que obtengamos,
también sera valida para cualquier recargo del reaseguro tipo A, si Ip = Ir, caso en el que ambos
reaseguros coinciden,
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Sabemos que bajo este supuesto, una variacién del recargo de seguridad modifica
exclusivamente el primer término de la funcién disponible Z;,, esta circunstancia
hace que sdlo se vea afectado el primer término que debe de satisfacer el reasegurador
T;1 en el caso de que viva el participe, y el primer término del beneficio que tendria
que satisfacer el plan al reasegurador si el participe falleciese en el primer periodo,
cuyo importe viene dado por H;;. Resultando el resto de términos independientes
del recargo de seguridad del plan, por tanto:

dy+me-1 w-z—1

E Ti,h.)qq-; th(l + Ir)_h —_ Z H‘yh-kc-n h-—l/q:r:(l + Ir)-—h+1/2 —
h=2 h=2
detme—1 w—z—1
= Y Tina hPe(L+I0)™ = Y Hinn no1/go(1 + Ir)~hH1/2
h=2 he2

lo que nos permite expresar AVPREA();) como:

AVPREA(M) = [Tl.h.kmpx(l +1Ir)™t = Hipag g1 + Ir)"llz] -
[Tl,h,,\,Pz(l +Ir)™ — Hypoago(1+ I,.)-—llz] =

= [Tl,h,,\g.n - Tl,h,A.] P(1+1Ir) - [Hx,h,A,+1 - Hl,h,,\,] g:(1 + Ir)~1/2
Teniendo presente que:
Hiap, = Zigp (1 +Ip)72 = TI(1 + X)(L + Ip)'/?
y simplificando, llegamos a la siguiente expresién de AVPREA(),):

AVPREA(A,)~—IIA/\,(1+Ir) Pz(1+1r) +| (1427

El célculo de K4();) es ya inmediato aplicando la definicién, resultando en este

Caso:

Ay 1+Ip)"2 <1+1p)1/2 R
K (At)-(l_{_lr P(ogr) e (14AD)
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podemos observar que si Ip = Ir entonces:

KA(At) = (1 + /\R)

En los casos en que la prima ajustada de reaseguro sea negativa, no contemplare-
mos la existencia de recargo del reasegurador , por lo que la funcién K4 quedari

modificada de la siguiente forma:

1/2 141p)1/2
1/2 1/2
(1+Ir [P '8_-'_:%%) + q::] V. tq [IR:AA <0

siendo IT”4* la prima ajustada de reaseguro asociada al recargo de seguridad ;.

La estrategia optima dependerd de los valores que tome la funcién K ANy), si

suponemos que la funcién K4();) adopta los dos tramos, entonces:

e Si K“4()\;) > 1, en nuestro caso dicha condicién se satisfard cuando:

1+Ip)‘/2 (1+Ip)‘/2
(1+Ir F 1+ Ir tdz| > 1

el coste total de la operacion serad inversamente proporcional al recargo de se-

guridad del plan.

e Si K4()\;) < 1, en nuestro caso dicha condicién se cumple cuando:

Pz x 1 B
(T Ty1r) To|+A0<1

la politica que minimiza el coste de la operacion es no recargar la prima pura

del plan.

e Si:

1+Ip 1/2 (1+IP)1/2 ]
=] <1
(1+Ir) Pe\To7r) T°
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<1+Ir P 14 1Ir te.| (1+27)>1

en este caso la estrategia optima vendra dada por aquel recargo de seguridad

del plan que anule la prima ajustada de reaseguro.

e Por iltimo, si K4(),) = 1, entonces el coste total de la operacién es independi-

ente del recargo de seguridad.

4.3 Operacion de seguro a prima unica. Seguro
diferido y temporal con cuantias constantes

4.3.1 Calculo de la prima de reaseguro

En este apartado obtendremos la prima de reaseguro y la prima de reaseguro ajustada

siguiendo el modelo general.

4.3.1.1 Descripcién de la operacién objeto de estudio

La operacidn presenta las siguientes caracteristicas:
C': Aportacion inicial que coincidira con la prima pura tnica II
o} = ¢’. La cuantia del seguro constante.
af = 0. No hay prestacion de renta

La ecuacién de equilibrio viene dada por la siguiente expresién:

d,+m, _1/2
M= 3 o jagV’™Y
J=ds+1
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4.3.1.2 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Célculo de la prima

tinica
Estudiaremos las variables aleatorias que forman la variable aleatoria pérdida del
plan: £ y &

Respecto a la variable aleatoria ¢F, sus realizaciones a(i,t) vienen dadas en este

caso por la siguiente expresion:
0 0<t<d,
a(i,t) =¢{ «’V*?2 d,<t<d,+m,
0 dy+m;,<t<w-—=z

A continuacién expresamos las realizaciones y probabilidades (ordenados tempo-
ralmente) de £7:

0 q:
0 dr=~1/4z
asvd,+1/2 d./qz

o®Vdetmi=141/2

dy+m,~1/9x
0 da“l"m:qi‘
0 w—z-1/9r

Respecto a la variable aleatoria £, al ser la operacion a prima nica, deja de ser
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aleatoria para convertirse en un valor cierto de importe la prima pura II, por tanto:

=11

en consecuencia la variable aleatoria pérdida individual L; queda definida del

siguiente modo:

REALIZACIONES PROBABILIDADES

~-I1 9z
-11 dr—1/9z
aavd.-{-lﬂ -1 4.9z

a?Vditma-141/2 _ 11 dot+m,—1/4z

-1 dy+m,qz

! w-z-1/9z
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El valor de la prima al ser la operacidn a prima tnica vendra dado por la esperanza

matematica de la variable aleatoria ¢7, por tanto:
I = E[¢])]

La esperanza de la variable aleatoria ¢f puede también calcularse como:

ds+m,

Elg]= 3 o jagV'7?

j=da+1

o bien, podemos expresarla utilizando la simbologia actuarial:

E[f] = o* 4,m, Az

4.3.1.3 Calculo del recargo de seguridad

Para poder determinar el recargo de seguridad, necesitaremos definir la variable

aleatoria L}.

En nuestro caso particular al tratarse la operacién de un seguro , la ordenacién
temporal dada por la variable L; no coincide con L}, por lo que se hace necesario
ordenar de menor a mayor las realizaciones junto con sus probabilidades de la variable
aleatoria L;. No es directo el cambio que se tiene que introducir en L; para poder
obtener L}, todo dependera de la forma de variacién de las cuantias del seguro. En
nuestro caso particular al ser las cuantias del seguro constantes, el cambio coincide
con una inversién en la ordenacién para aquellas realizaciones de L; distintas de cero.

Por tanto podemos definir la variable aleatoria L] como sigue:
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‘REALIZACIONES PROBABILIDADES Periodos enteros vividos i«

-II gz to=0

-II d,~1/9z tdg,—1 = d,—1

~II dotm,s ty, =d, —m,

-II w-z~1/0z tw-—::-—m.-—l =w—z—1
asvd.+m,-—l/2 -1 dotme—1/4z tw-—z-—m. = d, +m,—1
aavd.+b‘+l/2 | ds+b¢/Gz ih = d_, + b

CVHH/2 _ 1 4,/8z ty—z—1 = ds

El percentil asociado a L} fijado un determinado nivel de solvencia € viene dado
por la primera realizacién de la variable aleatoria L? que acumula una probabilidad

mayor o igual a 1 — e. En nuestro caso podemos expresar el percentil de la siguiente

forma:
PerdLi] = o'V 41/ _ g

coincidiendo éste, con el valor actual de la pérdida ocasionada por el seguro que
tendria que satisfacer al participe, si éste viviese b periodos enteros a contar a partir

del diferimiento de la operacién.
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Por tanto, el reaseguro cubre un riesgo ¢ si se responsabiliza de la pérdida oca-
sionada por los b° primeros términos del seguro, los cuales corresponden con aquellas
realizaciones de la variable aleatoria L{ con signo positivo.

Por consiguiente, podemos definir ¢ como el nimero de periodos enteros a partir
del diferimiento de la operacién y dentro del plazo de vigencia de la misma, que ha
de vivir el participe para que la pérdida ocasionada por el seguro coincida con el
Per [L7].

Cuanto mayor sea el riesgo reasegurado ¢ mas pequefio serd el valor del percentil
y por tanto mayor serd b°.

El recargo vendra dado por la siguiente expresién:

3\ = a(i,tn) — P(i,tn) _ Per[L]]
B P(i,t5) ~ P(i,t)

que particularizandola a nuestro caso:
P(i,ty) = II. Por ser la operacién a prima tnica.
aft,ty) = @Vt /2 (1 4 X ) =T1¢  (I).
por tanto:
-1
II

Calculado el recargo, podremos definir la variable aleatoria L.

A¢ =

El nimero entero de periodos b sdlo tendra sentido definirlo para realizaciones
positivas del percentil Per [L?] , esta circunstancia nos permite acotar los valores que

puede tomar b¢', satisfaciendo la siguiente condicién:
bcmin S bct S bema:
donde:

b™" = 0. En este caso el valor de Pergmin[L}] vendré dada por aquella realizacién
de L} que tiene lugar cuando el participe vive exclusivamente d, periodos, o lo

que es lo mismo , cero periodos a partir del diferimiento. Por tanto la prima
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recargada de la operacidn, permitird cubrir la prestacién de seguro asociada al

periodo d, + 1.
En este caso, la pérdida del plan nunca sera positiva.
b™* viene dado por el mayor niimero de periodos enteros vividos por el participe a

partir del diferimiento d,, tal que la prestacién de seguro asociada a ese periodo

sea mayor o igual a la prima pura de la operacién II.
Por tanto 5™ es el mayor b¢ Vb € [0,m, — 1] tal que Qs +1/2 > 10

Una forma cémoda de calcular 5" es a través de b. Siendo b aquel valor entero
que satisface:

= aavd.+b+1/2

por tanto, despejando, el valor de b de la expresién anterior, su valor vendra

dado por la parte entera de:

Inll — Ina?®
v~ (d, +1/2)

como b"** < m, — 1 entonces :

m,—l-me,—-l

bemnz

—

b b<m,—1

En general, el valor de b Vb € [b°™", 5"**~1] podemos obtenerlo a través de la

siguiente expresion:

¢ Inll® = Ina

. t . . ’ . . .
Conocido b*, podemos determinar el riesgo €', a través de la siguiente relacién:

t
€ = d./b‘t qz
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4.3.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Calculo de la prima

pura de reaseguro

Estudiaremos previamente las variables aleatorias que componen la variable aleatoria
pérdida del reaseguradora L, analizando la variable aleatoria £ en las dos modali-

dades de reaseguro.

Anilisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro del percentil

Las realizaciones de la variable aleatoria ¢7" vienen definidas por la siguiente

expresion:

(0 k<kh

Ml(i,tk) k>h y t < d, + s*
M(z7tk) = 3
MyGity) k>h y te2d+s

\

en nuestro caso al no haber prestacién de renta:

0 k<h

M@G8) =3 M) k> h

siendo:

. e (L Ip\ 2
Mi(iyta) = 16, 1) (T2 )

e VE>h (1)

como I(3, )¢ = * V12 ¢ y

II€ = af Vdetb*+1/2 — 8 Ytnt1/2

sustituyendo y simplificando en (I):

1 + Ip) te41/2

M(i,t) = (o =) (g
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= o’ [(1+ Ip)**1/2 = (1 + Ip)*~*] — (1 + Ir)™*"Y2 VEk>h

Anélisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

A continuacién damos las expresiones de la funcién Z;; y de la funcién T;, para
la operacion objeto de estudio, para el reaseguro tipo A y tipo B.

Si el reasegurador es del tipo A, la funcién Z;, vendri dada por la siguiente

expresion:
1R=¢(1 + Ip) h=1
Zipn =1 Zip-1(1+ Ip) i Zih-1 2 Rip—1+ Vina
(Rip—1 + Vipt)A +Ip) si' Zipoy < Ripo1+ Vipr
1<h<d,+m,

Podemos observar que la funcién Z;) es muy parecida a la de la renta diferida y
temporal, la inica diferencia la encontramos en el dltimo tramo donde no se contempla

el pago en concepto de seguro al participe.

Respecto a la funcién T; 4, en este caso el reasegurador no sélo cubre las desvia-
ciones por provisiones matematicas y reservas de solvencia, sino que también ha de

cubrir el capital en riesgo de la operacion, por tanto:

T‘tl,h h=1,..-,d,+m,"'1
Tip=

"l h=do+1,..d 4 m,
donde:

fl}"h=max{0,‘»’;,h+R‘-,h—Zg,h} h=1,...,d,+m,—1

T, = max{0,e’ — Z;5(1 + Ip)y™?} h=d,+1,...,d,+m,
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Al igual que hicimos con las rentas, estudiaremos como se ven afectados los

términos del reasegurador ante una variacion en el recargo de seguridad del plan.

Si el margen de solvencia es una proporcion de la provision matemdtica , y el

recargo satisface:

A< M - (I)
I(1 + Ip)
una variacién en el recargo de seguridad del plan sélo afectard al primer término
del disponible Z;, (como puede verse a través de la férmula), y por tanto a T}, y
sélo a T? en el supuesto que la operacién sea inmediata d, = 0 y el capital en riesgo
asociado al primer periodo positivo T? > 0).

En caso contrario no podremos establecer a priori qué términos del disponible Z; 5,

y por tanto, qué términos a pagar por el reasegurador se veran afectados.

Si el margen de solvencia, son las reservas de solvencia, al igual que sucede con la
renta, una variacion en el recargo de seguridad via modificacion del riesgo € afectaria
a todos los términos que debe de satisfacer el reasegurador, tanto los dados por la

funcién T}, como por la funcién T?,, ya que se veria modificadas las reservas de
solvencia RS, Vh.

Si el reasegurador es del tipo B, la funcién Z;, vendrd dada por la siguiente

expresion:

I1Ree(1 4 Ip) h=1
Zip =

(Rip-1+Vip—1)(1+1Ip) 1<h<d,+m,
Respecto a la funcion T;4:
1}]"" h= 1,...,d,+m,—'1

Tip =
T2, h=d,+1,...,d, +m,
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donde:
Th=Vin+Rin—Zip h=1,...,d,+m,—1

T?, = max{0,a’ — Z;s(1 + Ip)™%} h=d,+1,...,d,+m,

Si el margen de solvencia es un porcentaje de la provisién matemdtica, una variacién
del recargo de seguridad, sea cual sea su valor, sélo afecta al primer término que ha
de satisfacer el reasegurador en concepto de desviaciones por provisiones matemadticas
y mérgenes de solvencia T}, permaneciendo el resto de términos iguales.

Con respecto al capital en riesgo asociado a cada periodo h, sdlo se vera afectado
por una variacion en el recargo de seguridad el término asociado al primer periodo
T,«’fl, el cual solo estara definido para operaciones inmediatas d, = 0 y cuyo capital en

riesgo en dicho periodo sea positivo T? > 0, por ser el inico que depende de Z, ;.

Si el margen de solvencia son las reservas de solvencia, al igual que sucede cuando
el reasegurador es del tipo A, una variacion en el recargo de seguridad via modificacién
del riesgo ¢ afectaria a todos los términos que debe de satisfacer el reasegurador, tanto

los dados por la funcién T}, como por la funcién T7,.

En las operaciones de seguro , la provisién matemadtica asociada a cada periodo
sera siempre menor que el disponible correspondiente a ese periodo, salvo en los
periodos de diferimiento en los cuales la provisién matematica si supera al disponible
del plan . Esta circunstancia hace que salvo en los periodos de diferimiento del seguro,
en los cuales siempre queda garantizado R;p + V;n > Z;, Vh < d,, en el resto de
de periodos, si Rip + Vin < Zipn Vh 2 d, (que suele ser lo normal, a no ser que
las reservas de solvencia sean muy elevadas) , el reasegurador tipo A no satisfard
desembolsos de importe T},, y el reasegurador tipo B obtendra un beneficio en cada
periodo de importe el valor absoluto de T},.

Por consiguienfe, podemos afirmar que en la mayoria de los casos, a diferencia de

lo que sucede en las opearciones de renta, el reaseguro tipo A y el reaseguro tipo B no
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- seran equivalentes sea cual sea el valor del recargo dando lugar a primas de reaseguro
distintas.
En el supuesto que el margen de solvencia vengan dado por las reservas de solvencia

el reaseguro tipo A y el reaseguro tipo B tampoco serdn equivalentes ya que RSS) +

Vin < Zipn VYh2>d,.

Al igual que hicimos con las rentas, para aquellos casos en que una variacién

en el recargo de seguridad, provoca una variacién solamente en el primer término del

disponible Z},, ( reaseguro tipo A siempre y cuando A < }I%Ii(ii‘lf;)l —1 o bien el reaseguro

tipo B, sea cual sea el valor de A siempre y cuando en ambos el margen de solvencia
sea una proporcion de la provisién matematica correspondiente), determinaremos cual
serd la expresién analitica T}, que serd comin para ambos tipos. Nosotros lo que
haremos, al igual que hicimos con las rentas, serd obtener la expresién analitica no
solo de T},, sinode T}, h=1,...,d, + m, — 1 para el reaseguro tipo B.

Teniendo presente que

Rin=pVip

of T ER (L4 Ip) TV 0 <h < d,

Vin=

of St et (1 4 [p) T d < h < d,+m,— 1

la funcién T},, adoptara la siguiente expresién:
Ay 1Y g p

(o [422) _ U pdibmet g, (14 Ip)—*-1/24 h=1

Th =4 [ERlena) pdrtmecl g, (1 4 [p)="Y24 1< h < d,

begn—1lzqn

\ [a‘(l+g)dgih—1] ydrimi-lg L1+ Ip)~ 2t 4, <h<d,4+m,—1

lrph=ilz4n

Conocida la funcién T; podemos calcular las realizaciones de la variable aleatoria

o,
" .
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[ Thaa TR+ 1) | 0<t<d,
M@, t) = Thet T;'fh(l +1Ir)™ + Ti?t+l(1 + I")—t—ll2 d, <t <d,+m,

YachmelTh (1 + Ir)~h t>d, +m,

{
siendo para t =0, 35, T (1 + Ir)™* =0

Una forma alternativa de obtener la E[¢{""] es como suma de: el valor actual ac-
tuarial al tipo de interés del reasegurador de una renta vencida, inmediata y temporal
de d, + m, — 1 términos de cuantia T}, Vh=1,...,d, +m, — 1, y del valor actual
al tipo de interés del reasegurador de un seguro diferido d, periodos y temporal de

m, términos variables de cuantia T3, Vh=d,+1,...,d, +m,.

dotmy—1 dstm,
Eer") = Y T ePe(L+In)'+ Y TP emyyga(1+ Ir)mt1/2
t=1 t=d,+1

Analisis de la variable aleatoria contraprestaciones del reasegurador

. . R . . , .
La variable aleatoria £*", por ser la operacién a prima tdnica, pasa a ser una

variable cierta de importe la prima de reaseguro I1*:

R _ R
=1
En consecuencia, la prima pura de reaseguro vendra dada por la esperanza matematica

de la variable aleatoria ¢PF:

" = E{g

Si la modalidad de reaseguro es el del percentil entonces la prima de reaseguro se
podra calcular como:

. d.+b'-1 . .
2 (o =+ I+ 1) 77 g

j=da

HR

Podemos observar que la prima pura de reaseguro, fijado un nivel de riesgo a

reasegurar ¢, es independiente de la temporalidad de la operacion, siempre y cuando
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m, — 1 > b°, debido a que un aumento en ésta no afecta al valor del Per[L}] y por
tanto al riesgo de insolvencia, por ser los términos de la variable aleatoria L} asociados
a la nueva temporalidad mas pequefios que el percentil.

En consecuencia, la temporalidad no afecta al valor de b° y por extensién a la

prima de reaseguro.

Si el reaseguro es de diferencia de siniestralidad podemos calcular la prima de

raseguro del siguiente modo:
dytm,=1 dytm,

h=1 h=d,+1

4.2.1.5 Variable aleatoria pérdida ajustada del reasegurador. Caélculo de

la prima pura ajustada de reaseguro

Ex este apartado analizamos la variable aleatoria asociada al beneficio del plan ¢27

en las dos modalidades de reaseguro estudiadas.
Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de
reaseguro del percentil

En general, las realizaciones de la variable £ en la modalidad del reaseguro del

percentil b(z,¢x) vienen dadas por:

(i, ) (222)* g <h

. 14+1r
b(i,t) =
0 k>h
en nuestro caso particular:
¢ e 1+1p tx+1/2 4 <d 1
(1+Ir) k=G ™
0 d’_1<tksd'+b€

b(ivtk) = ﬁ
[Tl + Ip)+1/2 — o®)(1 4 Ir)~%2 d, + b <t < d, +m,

t+1/2
‘H‘(ﬁ—ff)k / | tr >d, +m,
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La explicacidn es sencilla, si el participe fallece en el periodo de diferimiento de la
operacion, o bien, en un periodo fuera ya del plazo de vigencia de la misma, el beneficio
del plan en ese periodo viene dado por la prima recargada cobrada y capitalizada a
ese periodo. En el supuesto que el fallecimiento del participe se de en un periodo
comprendido entre d, + b y d, + m, el beneficio en ese periodo viene dado por la
diferencia entre la prima recargada y capitalizada, y el pago del seguro. Si el participe
fallece en un periodo comprendido entre d, — 1 y d, + b, el plan tiene pérdidas y por
tanto las realizaciones de £'F son cero.

La actualizacién para determinar el beneficio actual, se realiza con el tipo de

interés técnico del reaseguro.

Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro de diferencia de siniestralidad

En este caso la funcién H;j viene dada por la siguiente expresion:

( Zin(1 4+ Ip)~1/? 1<h<d,

Zin(l+1Ip) V2 —0f si Zip(14+1Ip) V2 —a) >0
Hip=40 si Zip(1+1Ip) -0} <0

dy,<h<d,+m,

{ Zidyamp(L+Ip) 2 h>d,+m,
Conocida la funcién H;, podemos determinar las realizaciones de la variable
aleatoria & R
Higa(1 4 Ir)~t-% 0<t<d, +m,
b(i,t) =

Hidypm,(1+Ir)~%"™% t >d, +m,
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Calculo de la prima ajustada de reaseguro

Conocidas las realizaciones de ¢2'® podemos determinar la prima ajustada de rease-

guro aplicando la siguiente expresién:
™4 = B[] ~ Elg]
En la modalidad de reaseguro del percentil

o4 = BieP™ - BleT] =

"5 @t = I+ TP 1) g, — e
j=d,
como: i L [y
B = S0 (I ) et
ds+ms—1 ’
S (L + TP = af)(1 + )52 g
J=ds+b¢

w—z-1 141 j+1/2
> H‘( L p) il9=
J=d,+m, 1 + IT

en consecuencia:

de+m,—1 . )
e = Z; (e = TI(L + Ip)™*/2) (1 4+ Ir) =1/ jyq,—
J=ads
de—1 i+1/2 w—z—1 J+1/2
¢ 1+ Ip)J ‘ (1 + Ip)
1 J; (1 +1Ir ’/q”+j=§m. 1+1Ir il%

En este caso hay que hacer constar, a diferencia de lo que sucedia cuando no habia
reparto de beneficios, que la prima de reaseguro si que depende de la temporalidad
de la operacién m,, asi cuanto mayor sea ésta, menor sera el beneficio medio cedido
al reaseguro E[{,b '] y por tanto menor seré la prima de reaseguro II*4. Ver ANEXO
4-2,
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Si el reaseguro es de diferencia de siniestralidad, podemos calcular la prima ajus-

tada de reaseguro mediante la expresion:

dn+m:—1 da+ma )
o4 = 3 TLP(+Ir)h+ Y TR hoyyge(l + Ir) P12
h=1 h=d;+1
w-z-1
ST Hip perygz(1 + Ir)~H1/2
h=1

Aligual que sucede con las rentas, si Ip = Ir el reaseguro tipo A y tipo B, tendran
la mima prima ajustada de reaseguro para cualquier valor del recargo, ya que el valor
actualizado del beneficio repartido coincidird en ambos casos.

Si la operacién actuarial es un seguro inmediato y vitalicio, y el reaseguro es

del tipo B, puede darse el caso que la prima de reaseguro coincida con la prima de

reaseguro ajustada:

HR = HR,A

cuando el disponible del plan en el momento del fallecimiento del participe, no
pueda cubrir el importe del seguro, siendo entonces H;, =0 Vh=1,...,w—z—1.
Esta circunstancia sucedera cuando el margen de solvencia venga dado por las reservas

de solvencia o por porcentajes "pequefios” de la provisién matemadtica.

Respecto al signo de I[I*4 en la modalidad de reaseguro del percentil, depende al
igual que en la operacién de renta, de la relacién entre Ip y Ir, dindose en este caso

el siguiente comportamiento:

e Si Ip > Ir la prima ajustada de reaseguro es siempre negativa sea cual sea el

riesgo del plan € € [0, e™*7],

e Si Ip = Ir la prima ajustada serd negativa para cualquier nivel de insolvencia
del plan, menos para cuando € = €™**, en cuyo caso el valor de la prima ajustada

de reaseguro sera cero.
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e Si Ip < Ir, la prima de reaseguro puede ser positiva , segin el resto de car-
acteristicas técnicas de la operacién, para aquellos niveles grandes de riesgo de

riesgo del plan.

En el ANEXO 4-2 ilustramos esta relacién.

En el caso particular del reaseguro de diferencia de siniestralidad, si el margen de
solvencia es una proporcién p de la provisién matemaitica, el signo de II®4 depende
no sélo de Ip e Ir, sino también de la proporcién p, teniéndose que analizar el signo
en cada caso. Por 1ltimo si el margen de solvencia es la reserva de solvencia, el valor

de IT™4 ser4 siempre negativo.

4.3.2 Estudio de la estrategia 6ptima

En este apartado estudiamos la estrategia 6ptima recargo reaseguro de la operacién
de seguro , determinando en la medida que nos sea posible la expresidn analitica de

la funcién K.

4.3.2.1 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios

Nos plantearemos obtener la funcién K(e), utilizando la misma metodologia

realizada en el caso de las rentas diferidas y temporales.

Iniciaremos el anélisis estudiando el comportamiento de AVPREC(e) y AVPREA(€).
Si el nivel de riesgo del plan queda fijado en un nivel € entonces:

VPREC(e!) = II(1 + A¢) = [I¢ = o* V" +1/2 (])

VPREA(ef) = Tt ! (e = I (1 + Ip)™*1/2) (1 + Ir) =332 1q,(1 + AR)
Anélogamente, si el riesgo a reasegurar queda fijado en un nivel '+ entonces:

VPREC(e') = TI(1 + ,\e‘“) = I = a?ydtt T 1

VPREA(e+) = zd'*rb‘ e - (L4 Ipy+i/3) (14 Ir) =371 10, (1 + M)
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A través de las expresiones anteriores podemos determinar AVPREC(€') y de
AVPREA(€):

AVPREC(¢') = VPREC(¢"*") — VPREC(¢")
sustituyendo:
AVPREC(C‘) = a’le‘H"‘H +1/2 _ aavd.-{-b"-{-l/z

como trabajamos con variables aleatorias discretas, consideraremos €¢'*! como aquel

nivel de riesgo a reasegurar que satisface: b¢"' = b + 1, por tanto:
AVPREC(é') = o V#¥" #3/2 _ grydettiiifa
= o'V B2y - _VPREC(e) IpV
i)odemos también expresar AVPREC(¢'*?) en funcién de AVPREC(¢'):
AVPREC(e*') = AVPREC(&')V
Las observaciones entorno a AV PREC(¢€') son las siguientes:
e AVPREC(€') < 0 conforme aumenta el riesgo reasegurado.

o AVPREC(¢€') sigue una progresién geométrica decreciente de razén V conforme

aumenta el riesgo reasegurado.

e AVPREC(¢€') considerado en valores absolutos, es inversamente proporcional al
diferimiento de la operacién , y directamente proporcional al término de cuantia

a® y al tipo de interés téncnico del plan.

Respecto a AV PRE A(¢') sabemos que :

AVPREA(e') = VPREA(¢*') — VPREA(e)

sustituyendo:
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detbe Tt 1 _ '
AVPREA() = (1+37) [ T (o =T U I (4 ) g
j=d,
detbe -1 ‘ ; .
> (of =T+ Ipy /) (1 + Ir)=7Y2 4y,
Jj=d,
como b = b +1 y I¢*" = I¢(1 + Ip)~! entonces:
dybe , . .
AVPREA() = (1+A%) | S (a’ -1 +1Ip) '+ Ip)’+1/2) (1 + Ir)=3-1/2 i/9s—
J=d,
datbe -1 ‘ . .
E (aa —II¢ (1 + Ip)J+1/2) (1 + Ir)—J-l/Z /s
j=d,
simplificando y sacando factor comun II¢ y Ip:
t d‘+b¢t . .
AVPREA(e) = (1 + \)IIp | 3 (1 + Ip)i~Y?(1 + Ir)=#"12 ;0. (IT)
i=d,

podemos también expresar AVPREA(e*?) en funcién de AVPREA(e):

AVPREA(*") = (1 4+ A®) [AVPREA()(1 + Ip) ™+

¢ Ip(1 + II’)d"H’et V141 T)—d'—bet_alz d.+b“—1/q""']
Las observaciones entorno a AVPREA(€') son las siguientes:’
e AVPREC(¢') > 0 conforme aumenta el riesgo reasegurado.

e AVPREC(€') , es inversamente proporcional al diferimiento de la operacién y
al tipo de interés técnico del reaseguro, y directamente proporcional al término
de cuantia a’, al tipo de interés téncnico del plan, al recargo del reasegurador

y a la edad del participe.
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Podemos relacionar AVPREC(€') con AVPRE A(€') multiplicando y dividiendo
a la expresién (II) por (1 + Ip):

do+be . . .
AVPREA(<!) = (1 + NI Ip (1 ; g) [ >, U+ Ipy A+ )7l j’qz}
J=d,

como —AVPREC(¢') = H"(—lf}—s entonces:

J=ds

dy+be ) ,
AVPREA(e') = ~AVPREC(€')(1 + AF) [ S A+ Ipp A Iryi2 j/qa:}

por tanto:

dotb g + Ip\i+1/2
ty __ R P ]
K(¢) = (14 )[5 (=2 ,/q,}

5

Podemos comprobar que la funcién K(¢*) es siempre creciente conforme aumenta
el riesgo reasegurado sean cuales sean las caracteristicas técnicas de la operacién, por

tanto la estrategia ptima dependerd del valor que tome K (™) y K(e™™). Asf si:

1. K(e™**) < 1. El riesgo 6ptimo a reasegurar €* = ™%,

2. K(e™**) >1 y k(e™™) < 1. El riesgo éptimo pertenecera al siguiente inter-

valo: €™" =0 < ¢* < ™97

3. K(€™™) > 1. El riesgo éptimo € = €™" = 0. En este caso el coste de la

operacion coincide con la prima pura financiera.

A continuacion buscaremos las restricciones que ha de cumplir el recargo del rease-

gurador AR para que se satisfagan cada uno de los tres casos.

o
S5En el caso particular que Ip = Ir, K(¢') = (1 + AF) [Zf;'sf j/q,] = 1+ M) 4 g =

(14 AR)et, por tanto la funcién K ¢ es una proporcidn (1 + AR) del riesgo reasegurado.
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o Respecto al primer caso K(e™**) < 1, si aplicamos la definicién de K(¢) a esta

restriccidn :
ot 1 4 [p\IF12 '
K mazy . 1 AR ( P) 1 q.
(™) = (14 )[J_g. ) e
despejando el recargo del reasegurador AF :
| 1
AR < - -1 (CS)
= e 173

En consecuencia si AR cumple esta desigualdad podemos afirmar que el riesgo

dptimo a reasegurar €* = €™%%,

e En el segundo caso dos son las condiciones que se han de cumplir: k(e™**) >

1 y k(e™m) < 1. Estas se daran si AR satisface:

Yy
A < L ~1 (DS)
e () e
como b™" = 0, podemos también expresar (DS) :
DS§ = 141 d.il/z -1
(i) 4./9z

por tanto si CS < AR < DS, el riesgo 6ptimo vendrd dado por aquel € €
(0,e™%] tal que K(e*) > 1 y K(e*!') < 1. Estas condiciones también las
podemos expresar asi:

1

- Zdl"’b‘. (III )j+1/2
j=ds 1+4Ir

AR

\"
[y

il%
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Y
1
A< ‘ -1
dybe' =1 (141p)711/2
Ej-‘:-;- (i+lr) il9=

e Por iltimo, €* = 0 si K(e™") > 1. En este caso el recargo del reasegurador

debera cumplir:

1
AE > -1 (DS)
(;+Ir) d,/9=z

Conclusién:
Si AR < (CS) — € = emen.
Si (CS) < AR < (DS) — € € (0,e™
Si AR > (DS) — e =™ =0.

En el ANEXO 4-2 se estudiamos el comportamiento de (CS) y (DS).

4.3.2.2 Modalidad de reaseguro del percentil con reparto de beneficios

El objetivo en este apartado es determinar la expresién analitica de la funcién
K4, para ello necesitamos conocer VPREC(¢) y VPREA(e), que en nuestro caso

toman las siguientes expresiones:

VPREC(e) = II(1 + ) = II = o*Vdetbr1/2

de+m,—1 A .
VPREA(e) = (1+AR)[ >, (o —TIE(1+ Ipy ) (L 4 Ir) =312 jyq.—

i=d,

3=0 J=ds+m,

de~1 i+1/2 wez—1 J+1/2
¢ 1+ Ip)J (1 + Ip) '
1 (Z (1+Ir et 2 137, il
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Como VPREC(e) coincide con la modalidad de reaseguro anterior, entonces:
AVPREC(e!) = —a® Ve +3/2[p — [ [pV
Respecto a AVPREA(¢€t), como:

AVPREA(e') = VPREA(¢"*') — VPREA(€)

dytms—1 . .
VPREA() = (1+AR)[ de (o — O + Ip) /%) (1 + Ir) 722 jyq.—
J=as

“ dy—1 1+Ip j+1/2 _ w-z-1 1+Ip j+1/2
I (2 (1+Ir) it (1+Ir) il

J=0 j=ds+m,

dy+m,—1
VPREA(¢*) = (14)R) [ Edj (e — I (1 + Ipy*Y/2)(1 + Ir) =712 g,

. d,—1 1 +Ip J+1/2 w—-z-1 1+1 i+1/2
S (o) et 2 ()
(jz=(:) 1+1Ir =+ D 1+ 1Ir il9z

J=ds+m,

sutituyendo y simplificando :

. w-z~1 J+1/2
AVPREA(e') = (1 + AR)II¢ IpV[ ) (iﬁp ) j/qz]
r .

=0

Podemos observar que:
e AVPREA(€') > 0 conforme aumenta el riesgo reasegurado.

¢ AVPREA(€') es directamente proporcional al tipo de interés técnico del plan
y a la prima pura recargada II¢, e inversamente proporcional al tipo de interés

técnico del reaseguro.
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La obtencién de K# es inmediata relacionando AVPREA(€') con AVPREC(€') del
siguiente modo:

como AVPREC(¢t) = ~II¢ IpV entonces:

we-z-1 1+Ip j+1/2
AVPREA(&') = ~AVPREC(¢)(1 + A®) | 3 (1+Ir) i/s

=0

al ser:
AV PREA(€)

AVPREC(€)

la funcién K4(¢€') tendra la siguiente expresién:

w—z-1 1+Ip jt+1/2
Af ty R .
K(e)—(1+x)[§o (2) e

KA() = —

Podemos observar como K“(¢*) es una funcién que depende de la relacién entre el
tipo de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del reaseguro, del recargo del

reasegurador y de la edad del participe, siendo por tanto independiente con respecto

al riesgo reasegurado, en consecuencia :
KA(e!) = K4

Si consideramos el caso particular Ip = Ir entonces:
K4 =(1+2R)

por tanto, podemos acotar los valores de K4, en funcién de los tipo de interés

técnicos del plan y del reaseguro. Asf si:

Ip > Ir entonces K4 > (1 + AR).

Ip < Ir entonces K4 < (1 + AR)

Esta propiedad de la funcién K4(ef), al igual que sucedia con la renta, nos va a

permitir determinar a priori cual es la estrategia éptima de la operacién de seguro

tan so6lo conociendo la relacién entre Ip y Ir.
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Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip = Ir

Si Ip = Ir, la funcién K4 asociada la podemos expresar como:
KA =(1+)%)

dependiendo exclusivamente del recargo del reasegurador A®. De todas maneras hay
que tener presente que si Ip = Ir, la prima ajustada de reaseguro II*4, siempre
serd menor o igual a cero Ve' € [0, €™%%], por tanto, no tendrd sentido plantearnos la

existencia de recargo por parte del reasegurador, siendo entonces:
KA=1

Esto nos lleva a que el coste de la operacién es independiente del nivel de riesgo

del plan.

En este caso el coste total de la operacién coincide con la prima pura de la o-

peracion.

Analisis del riesgo 6ptimo a reasegurar ¢*, en el supuesto que Ip > Ir

En este caso hay que destacar que la prima ajustada de reaseguro siempre es
negativa sea cual sea el riesgo que se reasegure €' € [0,€e™*], por ser Ip > Ir , en
consecuencia no tiene sentido plantearse la exitencia de recargo del reasegurador, lo
que nos lleva a que la funcién

K4>1

Esta circunstancia nos permite conocer a priori el riesgo 6ptimo a reasegurar €, el
cual vendra dado por ¢™™, siendo la estrategia 6ptima cubrir via fecargo de seguridad
el riesgo de insolvencia del plan.

El coste total 6ptimo de la operacion sera en este caso menor que la prima pura.

Analisis del riesgo éptimo a reasegurar €*, en el supuesto que Ip < Ir

Si bien en los casos anteriores la prima ajustada de reaseguro era negativa, y por

tanto no tenfa sentido plantearse la exitencia de recargo del reasegurador, no tiene
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porque suceder asi cuando Ip < Ir, ya que la prima ajustada de reaseguro puede ser
positiva para riesgos a reasegurar grandes, y por tanto el recargo del reasegurador
puede estar definido para estos valores de riesgo. En consecuencia la funcién K4

tendra dos tramos:

o i+1/2
(1438 [Saz (B2)™ 0] Ve ta TR 50
KA =
e /2 .
[ v (BR) 5/4:] Ve, tq IRA< <9

siendo IIR4<' la prima ajustada de reaseguro asociada al nivel de riesgo del plan

La estrategia optima dependera del recargo del reasegurador:

e Asi, para aquellos valores de A® tal que:

we-z—1 1+Ip i+1/2
A_ R .
K (1+)\)|:Jz=% (1+I7‘) if9z| <1

o bien despejando AR

1
AR < : 1
U T e it+Ip J+1/2
j=0 ! (1+Ir) il9=

el riesgo optimo € = €™** , en consecuencia estrategia éptima sera cubrir via

recargo de seguridad el riesgo de insolvencia.

e Para aquellos valores de AP tal que:

1
AR > . 1
- — 14 [2 .7+1/2
}v=0 ! (1+Ir) J/qz

la estrategia Optima pasara a ser una combinacién recargo reaseguro, debido
al salto sufrido en los valores de la funcién K4(ef), que ahora seran mayores

que uno para aquellos niveles de riesgo que tengan asociadas primas ajustadas
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positivas. En particular la estrategia 6ptima vendra dada por el menor nivel de

riesgo que tenga asociada una prima ajustada positiva.

En el supuesto que todas la primas ajustadas fuesen negativas, al ser la funcién
K4 < (1 + A®) la estrategia 6ptima vendrd dada por el riesgo a reasegurar

€* = €™%*, ya que la ausencia de recargo de seguridad del reasegurador garantiza
que KA <1 Vee [emin ’emaz]

4.3.2.3 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad sin reparto

de beneficios

Al igual que sucede con la operacién de renta, sdlo podremos determinar la
expresion de la funcién K (A;) en aquellos reaseguros donde una variacién en el recargo
de seguridad modifique solamente el primer término de la funcién disponible Z; ;.

Como ya vimos en su momento, esto sucede cuando el margen de solvencia es una

proporcion de la provision matemadtica y el reaseguro es del Tipo B, o bien es del

: R +Vi
Tipo Ay A< n(;+1p)1 -1.

El proceso que seguiremos serd totalmente paralelo al que desarrollamos con la

renta.

El célculo de AVPREC();) es idéntico al que realizamos con la operacién de
renta, aplicando la definicién del operador A a VPREC(A,).

Al ser la operacion a prima unica:
Respecto a AVPREA()A;) sabemos que:

AVPREA(\) = [IIR')‘“f1 - IIR"“](I + AR)
donde:

‘d,+m,—1 d,+m.,

HR'I\"H = z ﬂl,h,z\c“ hP-‘B(l + Ir)_h + E i?h./\e-q-x h-l/qx(l + Ir)_h+1/2
h=1 ‘ h=d,+1
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detm,—1 det+m,
nf% = N T wPe(L+Ir)™+ Y T3, horyg(1+1 r)~h+1/2
h=1 h=d,+1 :

siendo:

o T}, ,, el término a satisfacer por el reasegurador en el momento h, si el plan

aplica el recargo de seguridad ); siempre y cuando el participe llege vivo a h.

o TZ ,, el término a satisfacer por el reasegurador en el momento h (capital en
riesgo en h), si el plan aplica el recargo de seguridad ), y el participe fallece en

el periodo h.

La repercusién que tiene una variacion en el recargo de seguridad del plan sobre
los términos a pagar por el reasegurador en el primer periodo T}, y T? dependerd

del diferimiento de la operacidn:

a) Si la operacién de seguro es inmediata d, = 0, una variacién del recargo afectara

a T}, y a T}, sélo en el caso que se satisfaga:

o —Z (14 Ip)" 2 >0

b) Si la operacién de seguro es diferida d, > 0, la variacidn en el recargo de seguridad

sélo afectard a T,l,l , Ya que no existird capital en riesgo en el primer periodo

( T?,l = 0)

Esta circunstancia hace que la expresiéon de AVPREA();) sea distinta segin se

den los siguientes tipos de operaciones:

e Tipo I: aquellas en las que una variacién en el recargo afectan tanto a T}, como

a T?,. Esta se caracterizaran por ser inmediatas, y o® — Z;;(1 + Ip)~*/2 > 0

e Tipo II: aquellas otras operaciones en las cuales una variacién en el recargo

afecta sélo a T},. Estas pueden ser de dos tipos:
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1. Inmediatas (d, = 0) y ® — Z;1(1 + Ip)~12 <0
2. Diferidas (d, > 0)

A continuacion obtendremos AVPREA();) para cada tipo.

Si la operacidn es del tipo I, podemos establecer las siguientes igualdades:

datm,—1 ds+m,
> T wP(L+In) 4 30 T, neyyge(1 4 In) ™2 =
h=2 h=d,+2
d.+m'—l dy+m,
Y Thoa nP(L+In)™h 4 3 T, noayge(l + Ir) ™12
h=2 h=d,+2

por tanto, podemos expresar AVPREA();) como:

AVPREA()\) = [ o P+ I+ T a1 + Ir) 72 —

[Tha P+ Ir) ™ + T2, 01 + Ir) /]

si reagrupamos términos:

~T;

AVPREA()\) = [T} L] Poll 4 Ir) 1

,1, 41

[1}?1.1\&1 - Tt%l,'\z] 9:(1+ I"")_V2
Por tanto, AVPRE A()\;) vendra dado por dos variaciones:

e Aquella que se produce en el primer término que debe de satisfacer el reasegu-
rador siempre y cuando el paticipe viva un periodo anual y actualizada al tipo

de interés del reasegurador.

e Aquella que se produce en el capital en riesgo que el reasegurador debe de satis-
facer al plan si el participe fallece en el transcurso del primer afio, y actualizada

al tipo de interés del reaseguro.
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Por iiltimo, sabiendo que:

11,'1,1,)‘, =a’ { Z d:c+s(1 + Ip)~’+1/2

s=d,

(Ltp) _ (L4 A)] i
l:c-i-l lz

T = =T+ X)(1 + Ip)'/?
sustituyéndolas en AVPREA(),), llegamos a la siguiente expresién:
AVPREA(N) = —TIA), (1 L) IR () +ela+a®
Por dltimo, si la operacién es del tipo II, procediendo de forma analoga llegamos a
la siguiente expresion de AVPREA()\)

AVPREA(N) = [Ty = Tiap] Pe(1+17)7 =

~IANQ+ Ip)(1+Ir) 'R,

El calculo de la funcién K();), es inmediato aplicando la definicién:

AVPREA(M)

K =~ AvPREC(N)

obteniendo las siguientes expresiones:

e Si la operacion es del tipo I:

K(’\‘)"(1+Ir B\tyr) +e| 0+

e Si la operacion es del tipo II:

1+1Ip
14+ Ir

K(\) = ( ) Po(1+ AR)
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Podemos observar que las expresiones formales de AVPREC(A;) y de K(A:) en
el caso de que la operacidn sea del tipo I coinciden con las que obtuvimos con la
operacién de renta en la modalidad de reparto de beneficios. Sin embargo, si la
operacion es del tipo II, dichas expresiones coinciden con las correspondientes a la
operacion de renta cuando no habia reparto de beneficios.

Puede darse el caso, segin sea la estructura de la operacion para los reaseguros
tipo B, que la prima de reaseguro sea negativa, cuando asi suceda el recargo del
reasegurador asociado a dichas primas lo supondremos nulo, circunstdncia que influird

en la expresion de la funcién K (), la cual quedard modificada de la siguiente forma:

e Si la operacion es del tipo I:

(%) v [P” (':—:ti-%) v + ‘I:c] 1+ )\R) VA tq IR* >0
K(\) =

(32) " [ (32) ™" + o] VA tq IR% <0

e Si la operacion es del tipo II:

(L) P,(1+)R) VA, tq DIR% >0
KO =
(%) Py VA tq IR <0

La estrategia éptima dependera de los valores que tome la funcién K4, si suponemos

que la funcién K“();) adopta los dos tramos, entonces:

e Si K4();) > 1, en nuestro caso dicha condicién se satisface cuando:

Si la operacion del tipo I:

1+1Ip 1/2 (1+Ip)1/2
(1+Ir) P-\1777) T >1

Si la operacién del tipo II:

1+IP)
(1+_Ir F>1

la politica 6ptima sera recargar la prima del plan lo maximo posible.
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e Si K4(\;) < 1, en nuestro caso dicha condicién se cumple cuando:

Si la operacién del tipo I:

1+ Ip)‘/2 (1 + Ip)"2 R
Rl - Y
(1+Ir P 1+ Ir te.| (1+X27) <1

Si la operacidn del tipo II:

(1+Ip

R
1+I)P(1+A J<1 Si dy>0

la politica que minimiza el coste de la operacion es no recargar la prima pura

del plan.

Si la operacidn es del tipo I y satisfce:

1+Ip)‘/2 (1+Ip)‘/2
(1+Ir P 1+ 1Ir te| <l

1+Ip>l/2 (1+Ip>‘/2 R .
(1+Ir P(TE) e @4X®)>1 80 d=0

o bien , si la operacion es del tipo II y satisface:

(1+IP

1+Ir)Px<1

(1+Ip

R
1+I)P(1+)\ )>1

entonces la estrategia 6ptima vendrd dada por aquel recargo de seguridad del

plan que anule la prima ajustada de reaseguro.

Por iltimo, si K4()\,) = 1, supuesto que se dard cuando AR = 0y Ip = Ir

- en el caso de que la operacidn sea del tipo I, el coste total de la operacién es

independiente del recargo de seguridad.
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4.3.2.4 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad con reparto
de beneficios

Al igual que sucede en la modalidad de no reparto de beneficios, sélo podremos
determinar la funcién K#()\) para aquellos casos en los cuales el margen de solvencia

sea una proporcion de la provisién matematica y el reaseguro sea del tipo B, o bien

: Ri1+V;
sea del tipo Ay A < H(11+Ip)1 - 1.

Para ello determinaremos para este caso particular, las expresiones de AVPREC()\;)
y de AVPREA(\). ‘

Sabemos que,

AVPREC(M) =T(1+ A1) — (1 + Ae) = IM(Ager — Ae) = ITAN,

Respecto a AVPREA()) :

AVPREA()) = [[IRAM+1 _ [IRAN|(] 4 \R)

donde:
R,A) det+m,—1 . , dobms
H Atias s 3 WP hzl T},h./\t-n th(l + Ir)— + . %: I}?h,kg.ﬂ h—l/qx(l +I1")_h+1/2_
N =d,+1
w—-z—1
Z Hi»hvkt-{»l h-—l/qz(l + Ir)—h+1/2
h==1
R,AX e 1 N ds+m, ,
14t = }‘Z‘; Ti,h.,\; th(l + IT‘)— +i; ; T,',h,,\‘ h-]/q_.c(l + Ir)-h+1/2_
- =ds+1 R
wer—-1
ST Hipa he1/9:(1+ Ir)=h41/2
h=1
donde:

® T}) )., €l término a satisfacer por el reasegurador en el momento h, si el plan

aplica el recargo de seguridad )4, siempre y cuando el participe llege vivo a h.
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o T2x 4+ €l término a satisfacer por el reasegurador en el momento h (capital en
riesgo en h), si el plan aplica el recargo de seguridad A4y y el participe fallece

en el periodo h.

e H;py,,, €l beneficio que satisface el plan al reasegurador en el momento h, si el

plan aplica el recargo de seguridad A¢41 y €l participe fallece en el periodo h.

Sabiendo que una variacién en el recargo de seguridad solo afecta al disponible
del primer periodo, este afectara a la AVPREA();) de forma distinta segun el tipo

de operacién:

a) Si la operacién de seguro es inmediata d, = 0, una variacién en el recargo de
seguridad del plan afectard a T}, y puede afectar a T o bien a H;;. La

explicacién es sencilla, sabemos que:

Zis(l+Ip) V2 —a* Si Zy(1+Ip)™ V2=’ >0
H(i,1) = .
0 Si Zia(l+Ip)Y?*—o® <0
Por tanto, una variacién en el recargo de seguridad tendra repercusién en el
término H;,, si y sélo si Z;1(1 + Ip)~¥/2 — o® > 0 no afectando a T?, por ser

Ti?l =0.
Por el contrario, si Z;;(1+ Ip)~'/? — a* < 0 el recargo de seguridad no afectara

a H;; ya que no habra beneficio a repartir al reasegurador, siendo H;; = 0, pero

sia T‘-":l, ya que el capital en riesgo asociado al primer periodo sera positivo.

b) Sin embargo, si la operacién de seguro es diferida d, > 0, la variacién en el
recargo de seguridad sélo afectard a T, ya que al no existir capital en riesgo

en el primer periodo T,-?l = 0, y también afectard a H;,, ya que en este caso
H‘.al = Zi.l(l + Ip)-llz’

Esta circunstancia hace que distingamos tres tipos de operaciones, en funcién de

los términos afectados al variar el recargo del rasegurador.
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1.d, =0y Zi(1+Ipy Y2 —a* >0
2.d, =0y Z;;(1+Ip) Y2 - <0
3.d,>0

Sid, =0,y Z;x(14 Ip)"1/? — o® > 0 al afectar una variacién en el recargo de

seguridad a T}, y a H;, entonces se darin las siguientes igualdades:

m,—1

> Ty hP=(1+ IONEDY T2 ape h-178=(1 + Ir)™+/2 =
h=1

h=2

me~1

m,
> Til,h.,\. wPe(1+ Ir)~h + 3 T2y 5, h-178:(1 + Ir)=h1/2
h=2 h=1

w=-T~1 w—zr-1

> Hinpos b-yy@e(L 4+ In) M2 = 57 Hipy, ho1yge(1 + Ir)=AH172
h=2 h=2
por tanto, podemos expresar AVPRE A();) como:

AVPREA(A,) = [T;.l'l')w_lpz(]_ + Ir)-l - Hi.l,,\..”q::(l + Ir)—l/Z] _

[Tifl.kcpx(l + I’")-l - i.l.At‘Ix(l + Ir)—llz]

si reagrupamos términos:

AVPREA(M) = [Ty, — Tha) P(1 4 Ir) 71~

1,1, 41 1

[Bianees = Hian a:(1 + 1)

sabiendo que

H;‘l')“ =q® - H(l <+ /\t)(l + Ip)1/2
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entonces:

_ 1+ Ip)l/2 (1 + I;a)‘/2 R
AVPREA(M) = ~I1 A (1 B IR (TER) e @+
Sid, =0,y Z.(l+ Ip)~"/? — o® < 0 una variacién en el recargo de seguridad
solo afectard a T}, y a T?;, por tanto:
mg~1

My
> Til,h.,\m wPe(l+Ir)™h + > Ti?h,,\.+1 h-1/9=(1 + Ir)y~hH/2 =
h=2 h=2

me—1 de+m,

Y Tl wPe(LHIn)™ 4 50 Ty 5, hoyge(l + Ir) /5
h=2 he2

w—zr-1 w—r~1

Y Hippn by@e(L+In) 2 = 57 Hip, oyl + Ir) ™42

h=1 h=1

lo que nos permite expresar AV PRE A(\;) como:

AVPREA(N) = [T, Pe(L+ )™ 4 T s, 0e(1 + 1)) -

[Z}Iol,hgpx(l -+ Ir)_l + I}?l,/\‘qz(l + Ir)..llz]

si reagrupamos términos:

AVPREA(\) = [Thy,,, — Tho| P(1 + Ir) 7+

[T‘?J,Xﬁ-: - 1}2.1.&] q.-;(l + Ir)—llz
simplificando:

1+1p
1+1Ir

1/2
AVPREA()\) = —IL A ({fracl + Ipl + Ir)'/? [P, ( ) + qz] (14 AF)

Si d, > 0 entonces:
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du+m:'—1 ds+m,

Y T pB(UHIn) ™+ 30 Ty, hoyyge(l+ Ir) M2 =
h=2 h=d,+1 ’

dytmg—~1 ds4+m,

> Tha nPe(1+ Ir)™" 4 S T, h-y9:(1 + Ir)~hH1/2
h=2 h=d,+1

w—-z-~1 w—z-1

Y. Hippes he1/9=(1 + Ir) ™2 = 37 Hip, horyge(1 4 Ir)~HH1/2

h=2 h=2

por tanto, podemos expresar AV PRE A()\:) como:

AVPREA(A‘) = [:I.‘i1 Pz(l + Ir)—l - HivlyAt-i»lqz(l + Ir)_1/2] -

111AH-1

[Tha Pl + 10 = Higpgo(1+ 1))

si reagrupamos términos:

AVPREA(),) = [Tg

DAedr T Til,l,)‘,] P,_.(l + IT)_I—

[Hi.l.xm - Hi,l.,\,] gz(1 + Ir)~1/?
sabiendo que
Hiya, = TI(1+ X)(1 + Ip)'/?

entonces:

_ 1+1p)1/2 (1+_Ip)1/2 R
AVRREA(A,)_—HAA,(1+ )R (5R) +e| 0+

En este caso una variacién en el recargo de seguridad, afecta a T}, y a H;,.

273
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Podemos observar que existe una misma expresion de AV PRE A();), para las tres
operaciones estudiadas , por tanto la expresién analitica de la funcién K4();) serd

tdnica. En nuestro caso:

KA = (1 ”’)1’2 [Pz (+= I”)m + qz] (14 F)

14 Ir 14 Ir

En los casos en que la prima ajustada de reaseguro sea negativa, al no haber

recargo del reasegurador , la funcién K4 quedard modificada de la siguiente forma:

(3)" [P (1) + 0] 147 WA tq TIRAN >0
KA(A1)=

1/2 1/2
HE) [ () e v mieso

Podemos observar que la expresién formal de la funcién K#();) para el caso del
seguro, coincide con la expresién formal de la funcién K4();) de la renta.

Respecto al estudio de la estrategia 6ptima nos remitimos al estudio que en este

sentido hicimos en el caso de la renta.

4.4 Operacion renta y seguro a prima tinica. Renta
de jubilacion y seguro temporal hasta la ju-
bilacion con cuantias constantes

El problema con el que nos encontramos en esta operacién es que segiin qué
relacion haya entre las prestaciones de la renta y las prestaciones del seguro, no siem-
pre podremos conocer una expresion simplificada que nos permita conocer las primas
de reaseguro II? y II®4, en la modalidad de reaseguro del percentil, circunstancia
que si ocurria en las dos operaciones anteriores, y por tanto nos serd imposible, para
esa relacién, obtener una expresién analitica de la funcién K(et) y K4(e).

Nuestro objetivo serd sistematizar en la medida que nos sea posible la operacién
objeto de estudio,' deteminando qué relacidn debe haber entre las prestaciones de

seguro y de renta para que podamos obtener una expresién de II? y II*4 que nos
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-permita determinar la funcién K(€') y K4(¢'). Para ello realizaremos el estudio

expresando la cuantia del seguro como una proporcién de la cuantia de la renta.

4.4.1 Calculo de la prima de reaseguro

Seguiremos el esquema utilizado en el modelo general.

4.4.1 Descripcién de la operacién objeto de estudio

d, = =y — = La renta es diferida hasta 1; jubilacién del participe.

m, = w — Tjy La renta es vitalicia.

o] = a. La cuantia de la renta es constante.

d, = 0. El seguro es inmediato.

M, = Zjy, — T. El seguro es temporal hasta la jubilacién del participe.

a} = o® = §a. La cuantia del seguro la expresamos como una proporcién é de la

cuantia de la renta.

La ecuacion de equilibrio viene dada en este caso por la siguiente expresién:

ZTjub—T . w—r—1
O= 5 éa ja/eV7 P+ S a E,
j=1 J=Tjub—T

4.4.1.1 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Célculo de la prima

unica

Para poder determinar la variable aleatoria pérdida individual del plan L; , estu-
diaremos previamente las variables aleatorias que la componen £ y €7.

Las realizaciones a(i,t) de la variable aleatoria £, vienen dadas en este caso por:
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b ‘/H'll2 0St<$5ub—$
a(i,t) =
@ -2/ Gz a)ily Tiwb —F <t<w-—=z

A continuacién expresamos las realizaciones y probabilidades (ordenados tempo-
ralmente) de &:
REALIZACIONES  PROBABILIDADES

§a V2 gz
ba ijug,—z—lﬁ Tjup — T — 1/‘1::
@ t,'ub—x/&;[lp Tju —T+T —1/gs

con r=1,...,w—T;u

Respecto a la variable aleatoria £f, al ser la operacién a prima tnica, deja de ser
aleatoria para convertirse en un valor cierto de importe la prima pura tnica II, por
tanto:

g =1
en consecuencia la variable aleatoria pérdida individual L;, queda expresada del

siguiente modo:

REALIZACIONES PROBABILIDADES

§a VEwe=z=1/2 _ 1] Tiwp— 2 —1/qz
o zjub_,/a;wp -1I Tjyp — T+ T — l/q,,.

con r=1,...,W—ZTju
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El valor de la prima tnica viene dado por la esperanza matemdtica de la variable

aleatoria §;, por tanto:

I = E[¢])]

o bien utilizando la simbologia actuarial:

D=« (5 [2jus-zAz + xjub""/a"")

4.4.2.1 Cilculo del recargo de seguridad

Para poder determinar el recargo de seguridad, necesitamos definir la variable
aletoria L}, cuya estructura dependera del valor que tome 6.

Sabemos que respecto a las realizaciones de L; , en las que se satisface la prestacion
de renta, la ordenacién temporal coincide con la ordenacién de menor a mayor de
dichas realizaciones. Sin embargo, en aquellas realizaciones de L; , en las que se se
satisface exclusivamente prestaciones de seguro, al ser éstas de importe constante, la
ordenacion de menor a mayor coincide con una inversién de los valores ordenados tem-
poralmente. Esta circunstancia hace que nos podamos encontrar entrecruzamientos
entre realizaciones que presentan prestacion de renta y realizaciones que presentan
prestacion de seguro a la hora de ordenar de la variable aleatoria L; de menor a
mayor. En consecuencia, es dificil de establecer a priori el cambio a introducir en la
ordenacién temporal de todas las realizaciones de la variable aleatoria L; para obtener
la variable aleatoria ordenada de menor a mayor L}.

De toda formas podemos encontrar qué valores debe de satisfacer § para que no
se de entrecruzamiento en las realizaciones de la variable aleatoria L}. Este no se
daré si el mayor valor de la variable aleatoria L; , que presenta prestacion de seguro
(6 a VY2 — 1I), es menor que el mayor valor que toma la realizacién de la variable

aleatoria L; , que presenta prestacion de renta (& ,,-z/d3j, — C), es decir, si:

ba V2Tl < @ gjppmgflfy, —M =0 V= 11
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por tanto si:

§< V:c,'u;,-a:—lﬂ

no habra entrecruzamiento , y la variable aleatoria L} podremos definirla del

siguiente modo:

REALIZACIONES PROBABILIDADES Periodos enteros vividos #;
Sa  VEim—z=1/2 _q] zjup-z~1/4x lo=2zjup—c—1
50! V1/2 - H q.‘l: t&‘,'ub“z-'l = 0
«a 3jub—$‘/aﬁ1p —1I ziub—z/qz txjm-,—:x: = Tjub— T
« z.iub"”/a;;ilp -1 zjup—z+s¢—1/9z lzjp—ztse—1 = b = Tjup — T+ s —1
a $jub-‘$/amlp -1I w—z-1/qz tyezc1=w—z—1

En caso contrario, no podemos definir a priori la variable aleatoria L?, obteniendo

la misma a posteriori segin los datos de la operacién.

Si § < V=ws===1/2 ¢l percentil de la variable aleatoria L} fijado un € Per[L?],
coincidird generalmente con la correspondiente a la misma operacién pero sin el seguro
de fallecimiento, debido al reducido valor que toma ¢. En consecuencia, si fip419z 2
1 — € el percentil de la variable aleatoria L? asociado al nivel de riesgo € vendra dado
por:

Per [L}] = o zjus-2/ 85, — I = Per[L] (renta)]

6

Ssiendo Per,[L}(renta)] el percentil-¢ de la varable aleatoria L? ocasionada por la renta .
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siendo s° el nimero entero de términos que a lo sumo puede hacerse cargo el plan

con el percentil cobrado.

Sin embargo, puede darse el caso que § > V%w=2-1/2 y ¢] percentil siga siendo el

mismo que el anterior.

Esto es debido a que si bien las realizaciones "pequefias” de la variable aleatoria L}
no coinciden con la ordenacién temporal, si sucede asi con las realizaciones ”grandes”
las cuales siguen correspondiendo con la prestacién de renta. En consecuencia lo
importante es que la ordenacién por la cola superior no se altere {(como minimo hasta
que dichos valores grandes acumulen la probabilidad de €). Por tanto, si la mayor
realizacién de L; en la cual hay prestacién de seguro (6 & V1/2—1I) sigue sin superar el
Per[L}] = a 4;,,-=/d5;, — II, entonces el percentil de la variable aleatoria L} seguird
siendo: Per [L}] = Per.[L}(renta)]

Para ello, 6 debe de satisfacer:

saVV?_TI < a zjus-z/ Gy — 11

despejando é:

8§ < 2ju-ztbz,(1+ Ip)'/? = Per [€F (renta unitaria))(1 + Ip)'/?

siendo Per,[£7(renta unitaria)] el percentil-¢ de la variable aleatoria £ asociada a

la renta unitaria.

Conclusién:

o Si é§ < Per[¢7(renta unitaria)](1 + Ip)*/? el valor del percentil de la operacién
mixta renta-seguro coincidird con el valor del percentil de la misma operacién
pero excluido el seguro, conociendo siempre en este caso a priori cual es la
expresiéon que nos permite calcular el percentil. Esto conlleva a que podemos
afadir una prestacién de seguro a la que ya teniamos de renta, sin que se

modifique el riesgo de insolvencia de la operacion.
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e Si 6 supera este limite, la incorporacién del seguro modificara el riesgo de insol-
vencia y en consecuencia el valor del percentil. En este caso resulta imposible
conocer a priori una expresiéon que nos permita calcular el valor del percentil,

calculdndolo empiricamente para cada caso.

El recargo de seguridad que garantiza un nivel de solvencia 1 — € viene dado por
la ya conocida expresién:

_ Per[L;] _ PerL}]

A= P(G,t) I

En el supuesto que § < Per[¢P(renta unitaria)](1 + Ip)/? entonces:

r .
A€ = o -‘l’jub"z/aaeﬂp j

I

En este caso, al ser la prima recargada de la operacién mixta renta-seguro igual a
la prima recargada de la operacién de renta, el recargo de seguridad que garantiza
el nivel € de la operacién renta-seguro debera ser menor al correspondiente de la
operacion de renta, por ser la prima pura de la operacién mayor.

Conocido el recargo de seguridad A¢, podemos conocer la varible aleatoria L.

4.4.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Cdlculo de la prima

pura de reaseguro

A continuacién analizamos las variables aleatorias ¢! y £{ para la operacidn objeto de

estudio.

Andlisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en al

modalidad de reaseguro del percentil

Las realizaciones de la variable aleatoria ¢7® dependen de :
1. Si 6 > Per[¢?(renta unitaria))(1 + Ip)'/?

2. Si § < Per [¢?(rentaunitaria)](1 + Ip)}/?
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A continacion estudiaremos los dos casos por separado:

1. Si § > Per.[¢?(renta unitaria))(1 + Ip)*/? tenemos que recurrir a la expresién

general que nos da las realizaciones de ¢7F :

(0 k<h

M(4t) k>h y tr<d. +s
M(i,tk)=ﬁ

MyG,te) k>h y ti>d +s°

donde:
. . 1417 t+1/2
My (3, tk) = 1(3, t)° ('1—_.1‘_-1—5) Vi <d, + s°
tk' ) .
My(i, 1) = ( Z of(1+ Ir)drte™=i 4 af (1 + Ir)~Getes=tut1/2)_
J=dp48¢

RS ppe) Q4+ I0)E4) Wy > d, 4 s

y por tanto, no podemos encontrar una expresién a priori que nos permita

obtener E[¢PF]

2. Si embargo, en el supuesto que
6 < Per,[¢?(renta unitaria)](1 + Ip)Y/? , si podemos simplificar M (3,;) pues:

M;(3,tx) = 0 por no venir ocasionada la pérdida por el seguro.

R

zu-c+s¢ = 0. Puesto que el percentil cobrado cubre un nimero entero de

términos de la renta.

ty

Mz(.'l:, tk) = ( z a(l + IT)’J"‘""'*'"_J') (1 + Ir)"(z'jub—z‘+se) —

I=Tjup— T+

a dr+0'/“tk+1—(zj.,b—:+a‘)|1r thh<w-—=z



282 ‘ Expresiones particulares

Observamos que la variable aleatoria f?’R coincide con la que hubiese si sdlo

existiese prestacién de renta £7'%(renta).

Analisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

Estudiaremos las expresiones particulares de las funciones Z;; y T; s para la op-

eracion objeto de estudio.

La expresion formal de la funcidén Z;j, si el reaseguro actua segin el tipo A es:

( TIRee(1 + Ip) h=1
Zip-1(1 + Ip) $i Zipo1 2 Ripoy + Vip
(Rip-1 + Vip-1)(1 + Ip) si. Zip-1 < Rip1+ Vina
Zi,hzﬁ l1<h<Lzjuw—=c
(Zi.h~1 - O‘Z—l)(l + IP) si Zip-1 2 Rip-1+ Vina
(Bip—y + Vipor —f 3 )1+ Ip) si Zipoy < Ry + Vip
L z,-,,b—x<h$w-—:z:-1

Respecto a la funcién T4, en este caso el reasegurador no sélo cubre las desvia-
ciones por provisiones matematicas y reservas de solvencia, sino que también ha de

cubrir el capital en riesgo de la operacién en el periodo de diferimiento de la renta,

por tanto:
T‘.'l’h h=1,...,‘u)"‘$'—'1
Tip =
T?,h h'—'—'l,-..,m,
T} =max{0, Vin+Rin—Zip} h=1,...,w—z—1
y

T?, = max{0,0’ — Zip(1 + Ip)™*} h=1,...,m,

La expresién formal de la funcién Z;; si el reaseguro es del tipo B es:



Reaseguro y Planes de Pensiones 283

IRec(1 4 Ip) h=1
Zin=194 (Rip-1+ Vip-1)(1 + Ip) l1<h<zjyp—z

(Rip-1+Vip1—af)) A+ Ip) zjww—z<hSw-—z-1
Respecto a la funcioén T; ;:
T h=1,...,w—z-1

Tip= ,
7-“2’,‘ hzl,...,m,

Th=Vin+Rip—Zip h=1,...,w—z—1

T2, = max{0,a® — Zip(L+Ip)™?} h=1,...,m,

El comportamiento de los término a pagar al reasegurador, con respecto a una

variacion en el recargo de seguridad es idéntico al que ya estudiamos con la renta.

En el supuesto de que el margen de solvencia sea un porcentaje de la provisién

matematica correspondiente:
Ry =pVin

serd de interés para determinar la expresién analitica de la funcién K, conocer T},

para el reaseguro tipo B.

Teniendo presente que la provisién matemdtica V;, para la operacion objeto de

estudio viene dada por :

[ o0 T (1 + Ip) 7R

I:+h

o TiAmT (14 Ip) ™ 0<h<d,

Vih=ﬁ

| o gdrtme-1 llfﬁ,(l +Ip)~tt*  d. <h<d +m. -1
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la funcién T}, si el reasegurador es del tipo B, adopta la siguiente expresidn:

( (ﬂiﬂ). — .Q_Z_Al) [ar Zdr+mr~1 Iz:+a(1 + Ip)_’+h+

lz41 s=dy

o T dey(1 4+ Ip) 124 h=1

=1

T,y = ¢ (g1+p!d:ih-1) [ dr+m,-1 Lors(l + Ip)“’+h+

Legn—1lz4n ’"d'

o’ Zm.-—l d +’(1 + Ip)-"'l/2+h] 1<h S, dr

‘ [a(1+g)dm ,] yhtme=ly (1 +Ip)**h —pa(l +Ip) d, <h<d, +m,—1

ix+h—1 lz+h

Conocida la funcién T; podemos calcular las realizaciones M (z,t) de la variable

aleatoria £2F:

TH( + Ir)—/? t=0
M(i,t) = e T+ In) 7+ T2 1+ Ir) Y2 0<t<m,
3—1 3(1 + IT)-' t Z s

A continuacién estudiaremos el efecto que tiene en el coste total de la operacidn,

la incorporacién de un seguro inmediato hasta la jubilacién a una renta de jubilacién.

Si el margen de solvencia es una proporcion de la provision matemdtica distin-

guiremos dos casos :

1. Si el reaseguro es del tipo A entonces:

si a” 2> o’ entonces siempre se satisfara:

E[¢rR) < E[¢P(renta)] VA

siendo:
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e E[¢PF] la esperanza de la variable aleatoria ¢7'® asociada a la operacién

mixta.

o E[¢! R (renta)] la esperanza de la variable aleatoria ¢} R asociada exclusiva-

mente a la renta de jubilacién.

Esto es debido a que la incorporacion de un seguro inmediato hasta la jubilacidn,
a una renta de jubilacién, hace disminuir los valores de T}, h = 1,...,d, en
tal magnitud que, en valor actual actuarial supera al capital en riesgo generado

por la operacién de seguro T3, h =1,...,d,.

En el supuesto que " < a® no queda garantizado el comportamiento ante-
rior. Aunque para valores de o’ "préximos” a o', la E[£P 'R] es menor que
E[¢ "R(renta)] e inversamente proporcional a . Para ilustrar esta idea consi-

deraremos el siguiente ejemplo:

Dada la siguiente renta de jubilacion:

e =060
e Edad de jubilacién z;, = 65 afios
e Ip=1Ir=20.09

Recargo del reasegurador A? =0

Reservas de solvencia son un 4% de las provisiones matemadticas

Recargo del plan A =0
e Cuantia de larentaa” =1
o Prima de reaseguro I1? = 1.602531
estudiaremos como variara la prima de reaseguro si incoporamos un seguro
inmediato y temporal 5 términos de cuantia constante o’:
Si a*=1 entonces II® =1.540076
Si a*=05 entonces H’? = 1.290256
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Si o*=10 entonces IIF =1.185568
Si a’*=20 entonces IIF =1.267035
Si oa*=30 entonces IR =1.515055
Si a®=32 entonces IIF =1.597085
Si a*=325 entonces IIF =1.619029

Podemos observar como la prima de reaseguro va disminuyendo conforme au-

menta la cuantia del seguro hasta o® = 10. En este ejemplo

E[¢r'") < E[€"(renta)]

siempre y cuando o* < 32.5

2. Si el reaseguro es del tipo B siempre se satisfara:

E[e™®) < E[¢"R(renta)] VA

ya que en este caso, la disminucién de T}, k = 1,...,d, producida al incorpo-
rarse el seguro, no estd acotada inferiormente por el cero, como sucede en el

reaseguro tipo A.

Si el tipo de interés del reaseguro es menor al tipo de interés técnico del plan,
(tanto en el reaseguro tipo A como en el tipo B) puede darse €l caso que la dis-
minucién producida en la prima de reaseguro, consecuencia de la incorporacién
del seguro a la renta de jubilacién, puede que llegue a compensar el incremento
que se produce en la prima recargada de la operacién, por lo que la incorpo-
racién del seguro no sélo seria gratuito en términos de coste total, sino que
incluso abarataria el coste total de la operacion con respecto al coste total de

la renta de jubilacién. Este caso queda recogido en el ANEXO 4-3

Si el margen de solvencia coincide con las reservas de solvencia RS, distinguire-

mos dos casos:
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e Si § < Per[tP(renta unitaria)](1 + Ip)!/? (en este caso serdn equivalentes el

reaseguro tipo A y tipo B) entonces:

E[¢PR] = E[¢""(renta)]

ya que la funcién Z;;, y T, no se ven alteradas por la incorporacién del seguro.

Para comprobarlo, analizaremos con detalle las dos funciones.

Respecto a la funcion Z;; de la operacion de renta-seguro, teniendo presente
que Per[},] = RS}, + Vi

podemos expresarla de la siguiente forma:
[1Re¢(1 4 Ip) h=1
Zipn =1 Per[E,](1+ Ip) l<h<zjup—=
Per €y —ef1)(1+1p) zjw—z<h<w-z-1

en este caso, al ser § < Per ¢ (renta)](1 + Ip)'/? entonces queda garantizado

que:

Perc[ﬂ:h] = Perc[ff"h(renta)] h=1,...,w—z—-1

y teniendo presente que la prima recargada de la operacion mixta, coincide con
la prima recargada de la renta, llegamos a la conclusién que la funcién Z;; y
por tanto la funcién T}, no se ven modificadas por la introduccién del seguro.
Respecto al capital en riesgo de la operacién mixta , T, = 0 ya que la prima
recargada cobrada , cubre el riesgo de fallecimiento en cualquier periodo de
vigencia del seguro, por tanto tampoco se ve modificada la funcion T;,. En
consecuencia, la incorporacién de un seguro inmediato y temporal hasta la ju-

bilacién del participe a una renta de jubilacién, no modificara el coste total de

la operacion.

e Si § > Per[t?(rentaunitaria))(1 + Ip)!/? el reaseguro tipo A y el reaseguro

tipo B no serdn equivalentes y el comportamiento de la E[¢? 'Rl con respecto a
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E[ﬁ’ *R(renta)] serd muy similar al caso en el que el margen de solvencia es una

proporcién de la provisién matematica.

Analisis de la variable aleatoria asociada a las contraprestaciones del
reasegurador

En este caso la ser la operacién a prima tnica, la variable aleatoria £ R pasa a ser
una variable cierta de importe la prima pura de reseguro II%.

Por tanto, la prima de reaseguro viene dada por la esperanza matemaitica de la

variable aleatoria ¢7'F:

w—z—1
I® = E[¢P") = Zo M(i,t;) /9
Esto nos permite obtener una expresién a priori de dicha prima en la modalidad de
reaseguro del percentil cuando § < Per [¢P(renta unitaria)](1 + Ip)*/?, coincidiendo
ésta, con la prima de reaseguro que se obtendria si la operacién fuese exclusivamente
la renta de la operacion. El importe de dicha prima de reaseguro se obtiene por tanto,
como el valor actual actuarial de una renta prepagable valorada al tipo de interés del

reaseguro Ir de importe a, diferida z,, — = + s¢ y vitalicia:

I” = B (renta)] = & z,yy-ztse/is

Si el reaseguro es de diferencia de siniestralidad, la prima de reaseguro podremos

calcularla a través de la conocida expresién:

w=z-1

dr
HR = hz: T:h h.P::(l + IT)—h + hZ:Y?,h h—l/qz:(l + IT)_h+1/2
=] -1

4.4.1.5 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Calculo de la prima

pura ajustada de reaseguro

En este apartado obtendremos la prima ajustada de reaseguro II™4, analizando previ-
amente la variable aleatoria asociada al beneficio del plan ¢ en las dos modalidades

de reaseguro estudiadas.
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Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro del percentil

Distinguimos los siguientes casos:

Si § > Per[¢?(renta unitaria)](1 + Ip)*/? no podremos obtener una expresién

general que nos permita obtener ni las realizaciones de la variable aleatoria 7 ni por
tanto, la E[¢PR).

Si 6§ < Per[¢P(renta unitaria)](14 Ip)'/? las realizaciones de ¢ vienen dadas por

la siguiente expresion:

B (}—1’—,’,{-)"‘“/2 — ba th <d. —1

b(ite) = { (I — u-Ip)‘*““/"’

dr/&tk+l—drllr) (1+Ir dp <t < d, +s°

LO thdr‘*'se

Observemos que las realizaciones de E,-b 'R coinciden con la de la operacién de renta,
menos para el periodo de diferimiento de la misma, en el cual ha de tenenerse en cuenta

el pago del seguro si el participe fallece en ese periodo.

Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro de diferencia de siniestralidad

La expresién formal de H;j viene dada en este caso por:

( Zin(14+ Ip)-ll2 —a® si Zia(l+ Ip)_ll2 —ap >0

0 si Zip(1+1Ip)™?—ap <0
Hin = 1<hLSzjpp—z
| Zin(1+ Ip)~Y/? Tjw—T<h<w-—z

Conocida la funcién H;, podemos determinar las realizaciones de la variable

aleatoria £% :
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b(i,t) = Hip4a(1 + Ir)"“'% 0<t<w—z

En ambas modalidades de reaseguro, tanto la del percentil como la de diferencia

de siniestralidad se da la siguiente relacion:
E[&"] < E[g"(renta)]

debido al menor beneficio esperado que tendremos en la operacion mixta con respecto
a la operacién de renta de jubilacién como consecuencia del pago del seguro si el

participe fallece en el periodo de diferimiento de la renta.

Calculo de la prima ajustada de reaseguro

La prima pura ajustada de reaseguro II®4 la obtendremos aplicando la dexpresién

general:
™ = B[P - E[6" (D)

En la modalidad de reaseguro del percentil podemos obtener la expresién analitica

de 1" si § < Per,[¢f(renta unitaria)|(1 + Ip)"/2

Sabemos que en nuestro caso particular:

E[¢PF] = E[¢]" (renta)] = o 4,4ae/ls
sin embargo
E[£®] no coincide con  E[¢>(renta))

ya que en el computo del beneficio esperado, tenemos en cuenta la prestacién de
seguro que se tiene que satisfacer al participe si éste fallece antes de llegar a la edad
de la jubilacién. Esta circunstancia reduce el beneficio esperado que se le cede al

reasegurador con respecto a la operacién de renta. Por tanto:

E[¢R] < E[¢)%(renta))]
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siendo:

BIER] = Bl R(renta)] — 3 6a(1 + Ir) ¥/ 5-1/8=(I1)

Jj=1

comao:

dr+8¢ 1+ I j—1/2
Bl renta)l = 3 T (1) soastem

A\l +1Ir
dr+s¢ \ . 1+ Ip j-1/2
j=§r:+1 @ &g (1 + Ir) i=1/9=

sustituyendo en (II):

dr+s° 1 + I j-1/2
- ¢ __P) e
E[&s ] JZ__; I (1+I1‘ i-1/4=

dp+s¢ l-I‘-Ip j-1/2
a’ 4 /0 :_1/Gz—
j=§r:+1 4/ "=ty (1 + Ir) i-1/9

d, '
Y ba(l+Ir)=H2 5y,

J=1

Por tltimo, sustituyendo las expresiones de E[¢"'F] y E[¢7F] en (1):

dr .
74 = TR*4(renta) + 3 ba(1 + Ir)=#*1/% ;_y /¢,
=1

En el caso de reasequro de diferencia de siniestralidad, podemos obtener la prima

ajustada de reaseguro aplicando la expresién :

w—z-~1

dr
R4 = 5 Th wPe(L+Ir)™" + 3 T hoayge(1 + Ir)™HH1/2—

=1 h=1

w—z-1

3 Hip a-rg:(1 + Ir)~h+1/2
h=1



292 Expresiones particulares

4.4.2 Estudio de la estrategia 6ptima

Nos plantearemos el estudio de la funcién K (¢) para las dos modalidades de reaseguro.

4.4.2.1 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios

Cabe plantearnos dos situaciones:

1. Si 6 < Pers[¢?(rentaunitaria)](1 + Ip)/? Vet € [0,¢™%] o lo que es lo mismo
debido al carater decreciente de Per[£P(renta unitaria)] con respecto al riesgo
reasegurado, 6 < Perema:[¢7 (rentaunitaria)}(1+Ip)*/?, nos remitimos al analisis

que en este sentido se hizo sobre la renta.

2. Si § > Peremas[¢¥(renta unitaria))(1 + Ip)'/? no podemos conocer a priori la
expresion del percentil y en consecuencia la expresién de la prima de reaseguro
I1%, lo cual nos imposibilita deteminar, también a priori, la funcién K(e). Esta
circunstacia nos obliga a obtener la estrategia Sptima a posteriori, calculando

una a una las posibles estrategias recargo reaseguro.

4.4.2.2 Modalidad de reaseguro del percentil con reparto de beneficios

Nos volvemos a plantear las mismas situaciones :

Si 6§ > Permes[¢?(rentaunitaria))(1 + Ip)/? y por el mismo motivo que en el
apartado anterior, no podemos deteminar a priori la funcién K“4(¢), circunstacia que
nos obliga a determinar la estrategia éptima a posteriori, calculando una a una las

posibles estrategias recargo reaseguro.

Si 8 < Peremas [€P(renta unitaria)](1 + Ip)*/?, entonces si que podemos conocer la
funcién K#(e') a priori. A continuacién demostraremos que dicha funcién coincide
con la que lleva asociada la operacion de renta, a pesar de que la prima ajustada de

reaseguro sea distinta en la operacién mixta renta- seguro.
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Sabemos que:
VPREC(e') =II(1 4+ Xx¢) =
= II¢(renta) = VPREC(e*)(renta), por ser el percentil el mismo que el de la

renta, por tanto:

AVPREC(e) = AVPREC(¢')(renta) = —a(l + Ip)’(“’"“""“)"’é‘*'1

Respecto a VPRE A(¢') sabemos que:

dy
VPREA(€") = (1 + AF) [HR'A(renta) + 3" b1 + Ir)~i*1/2 j_l/q,_.]

=1

También podemos expresarlo en funcién de VPRE A(¢!)(renta):

. .
VPREA(e') = VPREA(€')(renta) + (1 + AF) [Z ba(l + Ir)~3+1/2 j_l/qx]

=1
Sin embargo, como (1 + AR) E;—';l 6a(l + Ir)~3+42 ;_,,q. no depende de ¢!, en-
tonces:
AVPREA(¢') = AVPREA(¢")(renta) =

¢ d,.+a‘t—l
= a"(1+ Ir) =" +1(1 4 )R) [ vt P (TEE)

1+ 1Ir
d,-+a"—1 1+ I i-1/2
p
+ '-1/q:x: ( )
j=21 J 1+ 1Ir

lo que nos lleva a que :

_AVPREA(€')(renta)
AVPREC(¢)(renta)

KA(e") = = K4(')(renta) =

1 + Ip d,-+a"-1
= (1 + AR) [dr'f'""lPx (m;)
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detsc —1 j~1/2
1+ Ipy’
+ j~1/qx ( )
,._§ BT+ Ir

Por consiguiente, la estrategia 6ptima coincide en este caso con la de la renta.

4.4.2.3 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad sin reparto

de beneficios

Daremos directamente la expresién analitica de la funcién K(A;), pues el proceso

es idéntico al ya descrito tanto en la renta como en el seguro, llegando a las siguientes

expresiones:
Para el reaseguro tipo B, como la prima de reaseguro puede ser negativa:

e Sia,> Z,',l(l <+ Ip)"'l/2

1/2 1
(%%) / [P’ (%) & + ‘Iz] (1428 VA, tq IR >0
K(\) = |

(%)1/2 [P:: (%)1/2 + qz] V/\t tq HR.Ag <0

o Sia, < Z(1+Ip)~1/?

(L2) P14 AR) VA tq DIIR% >0
K(\) =

g

(i) P, VA tq IR* <0

1+ir

Para el reaseguro tipo A (siempre y cuando A < -—*———-4«%‘61}’;)‘ -1)

o Sia,> Z;;(1+ Ip)~/?

1+Ip)1/2 (1+Ip)1/2 R
= . A
K() (1+Ir Pe\137) e[+ X)
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o Sia, < Zi (14 Ip)~/2

K(A) = Gi_fr{') Po(1+ AB)

4.4.2.4 Modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad con reparto

de beneficios

Daremos directamente la expresién analitica de la funcién K“4(),;) cuando el margen
de solvencia es una proporcion de la provisién matematica, pues el proceso es idéntico

al ya descrito tanto en la renta como en el seguro:

Para el reaseguro tipo B, como la prima de reaseguro puede ser negativa:

1/2 1/2
() [P (122) " 4 0] 1 +0®) WA ta TRN >0
K(\) = '

(32) [P (32) " + o VA tq IR <0

Para el reaseguro tipo A (siempre y cuando A < 1121‘(11:},;:)1 -1):

_ 1+Ip)1/2 (1+Ip)l/2 R
K(/\t)—(l-}-IT Pz 1+I’I‘ +qz (1+A)
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4.5 Operacion de renta a primas periodicas y cons-
tantes. Renta diferida temporal con cuantias
constantes

El problema que nos encontramos en las operaciones a primas periddicas, es que
en la modalidad de diferencia de siniestralidad, en el caso en el que el margen de
solvencia sea una proporcién de la provisién matemadtica, una variacidn en el recargo
de seguridad afectard a los n-primeros términos de la funcién Z;; y por tanto a los n
primeros términos de la funcién T; ;. Siendo n el nimero de primas satisfechas en la
operacion. Esta circunstancia unida a la dificultad de obtener expresiones operativas
de T;, h = 1,...,n, a diferencia de lo que sucedia a prima tdnica, nos impedira
conocer una expresion operativa de AV PREA(),) y por tanto, no podremos obtener
la expresion analitica de la funcion K para ésta modalidad de reaseguro.

Tan sélo comentar que dicha funcién obtenida a posteriori, y si el reasegurador es
del tipo B, al igual que sucedia con las operaciones a prima 1nica, es independiente

del recargo de seguridad del plan.

En consecuencia s6lo podremos obtener la expresion formal de K, cuando la moda-

lidad de reaseguro sea la del percentil.

4.5.1 Calculo de la prima de reseguro

Seguiremos, al igual que hemos hecho en los casos a prima tnica, €l esquema utilizado
en el estudio general.
4.4.1 Descripcién de la operacién objeto de estudio
La operacién presenta las siguientes caracteristicas:
Po=P t=0,...,n~ 1. Por ser la operacién a prima periédica y de importe P.

o} = o. La cuantia de la renta es constante.
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af = 0. No hay prestacion de seguro.

La ecuacién de equilibrio viene dada por la siguiente expresién:

n-1 drtme—1
PY jE.= 3 o E
j=0 J=dr

4.4.1.2 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Caélculo de la prima

unica.

Para poder determinar la variable aleatoria pérdida individual del plan L; ,
estudiaremos previamente las variables aleatorias que la componen £§ y £7.

*El conocimiento de la variable aleatoria £P, pasara por conocer la expresién par-

ticular de sus reélizaciones a(t,t), las cuales coinciden con las que ya definimos para

la misma operacién a prima tnica, por tanto:

0 0<t<d,
a(i, t) - af dr/am:iip df S t < dr + mr

Respecto a la variable aleatoria &7, al ser la operacién a primas periédicas y cons-

tantes las realizaciones de la misma P(z,t) vienen recogidas por la siguiente expresion:

P&;‘ﬂb 0<t<n

P(i,t) =
P&n—“r nft<w-=z

En consecuencia, la variable aleatoria pérdida individual L; queda expresada del

siguiente modo:
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REALIZACIONES

---Pal—l Ip

—Pa

nilp

—Pa

niIp

a/8ijp, — Pagyp,

dr/amIp - Pa;ﬁIp

dr/amlp - Pa;s-fip

Expresiones particulares

PROBABILIDADES

9z

n-1/9z

dr-llqd'.'

dr/Q:t'

d,+mr-1/q::

w-z~1/9z

El calculo de la prima periddica es inmediato, tan sélo hay que tener presente dos

observaciones con respecto al modelo general:

e Al ser todas las prima constantes, tenemos que considerar dentro del modelo

general de cdlculo de primas, aquel en el que la primera de ellas sigue la misma

ley de variacion que el resto de primas.

e La ley de variacién de primas f(t +1) = 1 por ser constantes, en consecuencia,

si bien podemos definir las primas periddicas en general como:

Po=ft+1)k Vt=0,.,n—1

en nuestro caso particular al tratarse de primas constantes:

Pg=k=P
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Conocida la ley de variacién podemos definir la variable aleatoria intermedia ¢7,

la cual presenta las siguientes relalizaciones ¢(z, t):

Gy, 0St<n

Q(i,t)=
&;l-”p n<it<w-—=z

Como sabemos k viene dada por la siguiente expresién:

_ Elg]
= Een

al ser en nuestro caso:
k=P
Elff]=a" 4 m, bz
E[f] = jnéz
entonces:

P — ar d,-/m,-&z:
/n&x

4.4.1.3 Célculo del recargo de seguridad

Para poder determinar el recargo de seguridad necesitaremos definir la variable
aletoria L.

En nuestro caso particular al tratarse la operacion de una renta, la variable aleato-
ria L; ya queda automaticamente ordenada de menor a mayor valor, ya que el nimero
de términos de la renta va aumentando conforme el participe vive mas periodos en-
teros. De todas formas, las realizaciones de L} asociadas al periodo de pago de primas,
no coinciden con las realizaciones de la variable aleatoria L;, sin embargo para este

periodo, es sencillo obtener las realizaciones ordenadas de menor a mayor, ya que
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éstas coinciden con una inversion de los valores ordenados temporalmente, quedando

definida la variable aleatoria L} del siguiente modo:

REALIZACIONES PROBABILIDADES

-Paﬂ[p n—-1/9z

_Pa’;m, dr—1/9z

_Pal—llp 9z
a/5jr, — Pagyy, dr /9=
dr/ e, — Plgyy, dptse—1/9z
4/, — Pl drtmp—1/9z
dr/am—ple - Pa;{flp w-z-1/9=x

En el caso de prestacién de renta, puede observarse que fijado un nivel de in-
solvencia del plan €, la expresién del percentil asociado a L? siempre vendrd dado
por:

Per L] = o 4 iz, — Pigy,

siendo s el nimero de entero de términos que a lo sumo podra hacerse cargo el plan

cobrando la prima recargada.
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Sabemos que el recargo viene dado por la siguiente expresion:

3 = a(i,ty) — P(i,t,) _ Per [L}]
- P(i:th) B P(iath)

que particularizandola a nuestro caso:

P(i,t,) = Pa;”p, por ser la operacion a primas periddicas.

a(i,ty) = a" 4, /&;‘Tlp’ expresién que coincide con la que obtuvimos en la operacién

a prima inica.

por tanto:
X = a’ dr/&a_‘[fp - P&;mp
Pan—llp
Conocido el recargo podemos conocer las realizaciones y probabilidades de la va-

riable aleatoria L§.

» ’ . t .

El nimero de términos s¢ que a lo sumo puede hacerse cargo el plan asociado a
un nivel de riesgo reasegurado €', estard comprendido al igual que en el caso de prima
unica, entre el numero de términos que se haria cargo el plan si s6lo cobrase la prima

emaz » ’ . ’ ’ .
pura s y el nimero de términos maximo que el plan podria hacerse cargo si el

nivel de insolvencia del plan fuese nulo, s™". Por tanto:

min

t
s <s =m,

mazx
€
8

donde:

Emlﬂ

s coincidird con la temporalidad de la renta s =m, .

cmat

s satisfara la siguiente condicién:

.._ — r "—_
Pag,, =a 4 /7=,

viniendo su valor dado por la parte entera de :

ar(1+Ip)—dr+l

In [1 -~
T In(1+1Ip)

Ipp&n_l ]
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De todas maneras, al igual que ya hicimos con prima tnica, podemos determinar

. t :: . . - .
cualquier valor de s¢ Vet € (e™™, €™%%), mediante la siguiente expresidn:
9 4]

e T .
4 n]Ip_a dr/a,e*ljp

en la cual despejando s¢':
IpPa=
L b [1 - WL]
In(1 + Ip)

3

4.4.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Calculo de la prima

periédica de reaseguro

Analizaremos las variables aleatorias que forman la pérdida del reasegurador £7% y

R
” .

Anaélisis de la variable aleatoria asociada a las prestaciones del reasegu-

rador en la modalidad de reaseguro del percentil

Sabemos que las realizaciones de la variable aleatoria ¢} 'R vienen definidas en esta

modalidad de reaseguro por la siguiente expresién:
0 k<h
M(@i,t) =< M(i,tx) k>h y ti<d,+s€
My(i,t) k>h y t2d. +s
siendo:

txt+1/2
) Vi <d, + 8¢

. (141
MaGi,te) = 16, t)* (T
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i) ' )
Mg(i,tk) = Z a;(]_ + Ir)dr+s¢—1 + a:k+1(1 + Ir)—(dr+8 —t,‘-+1/2)_

Jj=dps€

ore) (L Ir)O) W > d, 40

En nuestro caso, al igual que sucedia con la operacién a prima tinica:

M, (i,1) = 0 ya que al haber exclusivamente prestacién de renta no se ha producido

pérdida.

Rd,+,e = 0.

1 7% .
My(i,te)= >, o(1+1Ir)7 =
j=dr4-a¢

E.:"‘:dr"l‘l‘ a"(l + Ir)—j e < dr + m,

e (L+Ir) ™t > d +m,

, -
{ @ drtot /Oy 1 (dr429) | Ir tk < dr +m,

Q" s/ G i1, ty 2d, +m,

Anailisis de la variable aleatoria asociada a las prestaciones del reasegu-

rador en la modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

La expresién formal de la funcién Z;j para la operacion objeto de estudio si el

reasegurador es del tipo A, viene dada por:
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( PRec(1 + Ip) h=1
(Zip-1 + PRY(1 + Ip) si  Zip-1 = Rip-r + Vino
(Rip-1+ Vipr + PRYQ +Ip) si Zip-1 < Rip—1 + Vipa
l1<h<n
Zin = W Zip-1(1+ Ip) si Zip-1 > Ripo1+ Vipa
(Rip—r + Vipr)(1 + Ip) 81 Zip-1 < Ripor + Vipa
n<h<d,
(Zip-1—a")(1 + Ip) st Zip-12 Ripoy +Vip
(Ripor +Vipea —a")(1+1Ip) si Zipoy < Ripoa + Vipar
\ d. <h<d+m,

Respecto a la funcion T;, en este caso al no haber prestacién de seguro:

Ti,h = Til,h
donde:

Tifh =max{0, Vix+Rin—2Zin}, h=1,....,di +m,—1

La expresién formal de la funcidn Z;  si el reasegurador es del tipo B, viene dada

por:
f PRec(l + Ip) A=1

(Rip1+Vip1 + PRY1+1Ip) 1<h<n
Zip =
ﬁ (Rip—1 + Vin-1)(1 + Ip) n< h<d,

| (Rip-1 +Viper —a")(1+Ip) d, <h<d, +m,

Respecto a la funcién T;) al no haber prestacion de seguro:

Tin= Tifh

donde:
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1}];"=‘/ivh+Rl.,h-Zi,h’ h=1,-..,d,.+mr—1

A diferencia de las operaciones a prima tinicas, las operaciones a primas periédicas
no presentan, en el caso de que el el margen de solvencia sea una proporcién de la
provisién matemdtica, expresiones analiticas sencillas de la funcién T}, por lo que
para su calculo recurriremos directamente a su definicién.

En este caso es ficil observar, tal y como adelantamos al principio, que una
variacion en el recargo de seguridad afectard a los n-primeros términos de la funcién
Z;» y por tanto a los n primeros términos de la funcién T; ;. Siendo n el nimero de
primas satisfechas en al operacién. Esta circunstancia se dara en cualquier operacion

a primas periddicas, ya sea de renta como de seguro, y tanto si el reasegurador es del

tipo A como si es del tipo B.

Conocida la funcién T;; podemos determinar las realizaciones M (z,t) de la va-

riable aleatoria £7'F;

- Til,a(l + Ir)~® 0<t<d, +m,
M(i,t) =
A T+ In)T 62 d +m,

siendo para t = 0, T+ Ir)=0
Anailisis de la variable aleatoria asociada a las contraprestaciones del

reasegurador
La variable aleatoria ¢5F, viene definida por las siguientes realizaciones PR(3,1):

PR&;mIr 0<t<n
PR(i,t) =

PRan'TIr n<t<w-—z

El proceso que seguimos para calcular la prima periédica de reaseguro PR, es

idéntico al que ya hicimos cuando calculamos la prima periddica pura del plan.
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Como la ley de variacidn de la prima de reaseguroes f(t+1)=1 Vi =0,..n—1,

por ser ésta constante, entonces la expresion general de la misma :
PRE=ft+1)k® Vt=0,.,n-1
queda simplificada del siguiente modo:
PR =R = PR

Conocida la ley de variacién estamos en condiciones de poder conocer la variable
aleatoria intermedia £/ cuyas realizaciones q?(3,t) vienen dadas por :
eyl 0<t<n
q"(it) =

azis, n<t<w-=z

Viniendo k® dada por la siguiente expresién:

— ——————

~ E[

En la modalidad de reaseguro del percentil podemos obtener una expresién operativa

kR E [&p 'R]

que nos permita calcular kF y por tanto la prima periédica de reaseguro, ya que:
kR = PR
E [ﬁ?'nl =0 4 4scfme-selz
E[¢?R) = E[¢Y) = /n8z valorado al tipo de interés técnico del reaseguro Ir.

siendo por tanto la prima pura :

PR . ar dr+8¢/mr—8¢a$

/nGz
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4.4.1.5 Variable aleatoria pérdida ajustada del reasegurador. Calculo de

la prima pura ajustada de reaseguro

En este apartado calculamos la prima ajustada de reaseguro, analizando previamente

la variable aleatoria asociada al beneficio del plan en cada modalidad de reaseguro

estudiada.

Analisis de la variable aleatoria asociada al beneficio del plan en la

modalidad de reaseguro del percentil

Las realizaciones de la variable aleatoria ff 'R viene dadas en la presente modalidad

de reaseguro por la siguiente expresion:

[ pe- 14+Ip\ e +1/2
Py i (1+Ir) h<n-—1
- | tx+1/2
Ptag,, (L-fr)k / n—1<t<d -1
b(i,tk) = {

ty+1/2
1'””)" / d. <t <d, + s

en_ -
(P anIIr dr/ut;‘«}-l—d.-llr) (1+1r

| 0 tr >d, + 8¢

En el periodo de diferimiento de la renta el beneficio del plan a la muerte del
participe coincide con las prima primas peridédicas cobradas hasta ese momento y
convenientemente actualizadas al tipo de interés técnico del reasegurador. Este be-
neficio empieza a disminuir con el pago de los términos de la renta hasta hacerse cero

en el momento d, + s¢ — 1, a partir del cual empieza a intervenir el reaseguro.

Analisis de la variable asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro diferencia de siniestralidad

La expresion de la funcién H;j en este caso es:

Zin(1 4 Ip)~1/2 0<h<d +m,
H;p =

Zigoym,(1+Ip)™? h2d, +m,
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Las realizaciones de la variable aleatoria £2'" las obtendremos a través de la funcién
H ;’ht

Hippa(1 4 Ir)t-% 0<t<d +m,
b(i,t) =

Higim (1 +Ir)"4=m=% t>d, +m,

Célculo de la prima ajustada de reaseguro

Para poder determinar la prima ajustada de reaseguro P4, aplicaremos la si-

guiente expresion:
kR.A - E[E?’R] - E[&b'R] (I)
N

al ser PR4 constante se da la siguiente relacién PR4 = kR4, por tanto:
, bR
o _ EER) = EIEA
E[g")

En la modalidad de reaseguro del percentil podemos dar una expresién de la

esperanza de la variable aleatoria E?'R, la cual no coincide con la de la operacion a
prima tnica, por ser distinto el importe del beneficio esperado cedido en el periodo
de pago de primas, por tanto, si contemplamos esta circunstdncia, podemos calcular

E[¢2'P] aplicando la siguiente expresién:

n-1 ) 1+Ip j-1/2
ch J"P(l +Ir) i-1/3=

de+a¢ .. 1+Ip 3-1/2
g () e

]—n

dr 8¢ 1+Ip j-1/2
13;“ @ witzzz (5 T w)

Siendo:

Pt = P(1 + X9)
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donde:

i—1/2
. E;‘;ll P‘&J-—Ilp (%ﬁ)’ / j-1/9z es el valor actual actuarial valorado al tipo de in-
terés del reaseguro, del beneficio que cedera el plan al reasegurador si el participe

fallece en el periodo de vigencia del pago de primas.

i-1/2
dets® pex_ (1+Ip)? . _
. j=n P G’nIIp (1+Ir) i-1/9z

E;":";:;l o g, /&derTIP (} +§r)j-1/2 j-1/9z es el valor actual actuarial valorado al
tipo de interés del reaseguro del beneficio que cederd el plan al reasegurador, si
el participe fallece con pbsterioridad al pago de primas, y hasta aquel periodo
donde el plan que se quede sin fondos dy;,. Su importe viene dado por las
primas cobradas P‘&;ﬁp menos los términos de renta satisfechos en dicho periodo

convenientemente actualizados.

En consecuencia sustituyendo en (I), tendremos calculada la prima ajustada y

periédica de reaseguro PRA,

R,A 1 -
P = p ) [Qr dr+3c,mr.__,¢ax—
n“r

n-1 1-1/2
e 14 Ip -1/
2 Pagy, (1 n Ir) i-1/9=~

=1

dr4-8¢ .. 1+Ip i-1/2
Z P azir, ('1—+—}';) i-1/9zt

j=n

drta° 14 Ip\F~1/2 ‘
a’ 4 0= i-1/qz
:‘:g,:-u A= (1 +1 ") =

Respecto al signo de P4 en la modalidad de reaseguro del percentil, presenta el
mismo comportamiento que IT*4, dependiendo exclusivamente de la relacién entre el

tipo de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del reaseguro:
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e Si Ip < Ir la prima ajustada de reaseguro es siempre negativa sea cual sea el

riesgo que se reasegure €' € [0, €™%%].

e Si Ip = Ir la prima ajustada serd negativa para cualquier riesgo susceptible de
ser reasegurado, menos para cuando el reaseguro cubra €™**, cuyo valor serd

Cero.

e Si Ip > Ir, la prima de reaseguro sera positiva para aquellos niveles grandes de

riesgo a reasegurar.

En la modalidad de diferencia de siniestralidad, el comportamiento también coincide

con el correspondiente a la misma operacion a prima tnica.

4.5.2 Estudio de la estrategia 6ptima

En este apartado estudiaremos la estrategia Sptima recargo reaseguro para la

modalidad de reaseguro del percentil mediante la determinacién de la funcién K(e).

4.4.2.1 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios

Nuestro objetivo serd determinar la expresién analitica de la funcién K(e'), para

la operacion objeto de estudio. Para ello analizaremos cuales son las expresiones

particulares de VPREA(¢'), VPREC(¢') , AVPREA(c!) y AVPREC(€')

. . af d'/a"_t“_
VPREC(e!) = P(1 + X¢) = P = ——*llp

v

atp

CY' o ~’¢ga
VPREA(C‘) = PR(I + ,\R) =(1+ )\R) dr+s¢ /m, z

/nCz

Si aplicamos la definicién de A a la expresiones anteriores y simplificamos:
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—a"(1+ Ip)"‘i""“*'1

aﬂ—ll P

AVPREC(¢!) =

P (1+ Ir)“”""""l

/nlz

AVPREA(C‘) —_ (1 + AR) destt—1

comao:

AVPREA() |
AVPREC(e) D

sustituyendo AVPREA(¢!) y AVPREC(¢!) en (I):

K(€) =~

—dr—a‘t+1 -
: 14 Ir dor
K(e) = R ot P | —— LA

Se da la siguiente relacién entre la funcién K(€') cuando la operacidn es a primas
periédicas y que simbolizaremos K (€*)(Primas Periédicas) y la funcién K (€') cuando
la operacién es a prima tnica K(¢')(Prima tinica):

K(€')(Primas Periédicas) = K (¢')(Prima tnica) (g/ag-)
nlz

Senalar que /,d, esta valorado al tipo de interés técnico del reaseguro.

La conclusidn a la que llegamos es que la estrategia éptima cuando la operacion es
a primas periddicas, no tiene porque coincidir con la estrategia éptima de la misma
operacion a prima unica , es mas, ésta depende también del niimero de términos que
se tengan que satisfacer de prima en la medida que aumenta o disminuye (segiin la
relacién entre Ip y Ir) los valores de la funcién K(€')(Primas Periddicas) conforme
aumenta el nimero de primas n.

En el ANEXO 4-4 del presente capitulo ilustramos mediante un ejemplo como la

estrategia optima depende de la temporalidad en las primas.
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La expresién de K(€')(Primas Periédicas) es general , sea cual sea el nlimero de
primas satisfechas, asi en el supuesto que n = 1, ( prima dnica) podemos observar
que:

K(€')(Primas Periédicas) = K(€')(Prima tnica)

4.4.2.2 Modalidad de reaseguro del percentil con reparto de beneficios

Determinaremos en este caso cual es la expresién analitica de la funcién K4(¢'),
mediante las expresiones particulares de VPREA(€') , VPREC(€') , AVPRE A(¢')
y AVPREC(¢€') al igual que hemos hecho en el caso anterior.

T P S
«a d"/a.s"llp

VPREC(¢') = P(1+ X)) = P¢ =

.

Gaitp

VPREA(¢') = PRA(1 4 AR =

—— (1 + AR) r ot = €5 1___._._._+ Ip J—llg

/naz j—llq‘r -

dpts° ""1/2
e 1+ Ipy’
> P, () et

j=n

dy+8¢ 1 +Ip j-1/2
a’ g /as :_1/Gz

Si aplicamos la definicién de A a la expresiones anteriores y simplificamos:
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—a (14 Ip)"""’et'*'1

a-ﬂ_llp

AVPREC(e!) =

AVPREA(¢') =

o (1 + Ip)=3=*"+1(1 + IR) . P (1 + Ip)"'*" -1 N
&1y Indz allp \ drbe 1T\ 4 T

. d,.+s't—1 1+Ip j-1/2
o (E ()" )+

j=n

n-1_ 1+fp i-1/2
Yo (i) e

j=t

como podemos observar, AV PRE A(€') puede expresarse en funcién de AVPREC(e'):

AVPREA(¢') =

/naz n|lp | drtsc -1 2 1+ Ir

i drto% -1 14 Ip\>~1/?
a"—"*’( 2 (1+Ir) =19 | +

J‘_‘-n

"z_:la— (1+Ip)f-1/2 .
= AN i
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como:
AVPREA(¢)
Apgty _
K™€) = -y PrEC(8)
entonces:
e (1+AR) - (1+Ip>dr+g€t_l
K (6)"' /nax an]!p d,-+a“-1Pz 1+1Ir +

dets® -1 14 Ip\i-1/2
- p)
a; ( i-1/9zt
n|lp Z;l 1+ Ir J z

=1

n-—ln 1+Ip i~-1/2
2 iy (1 +Ir) i1/

Al igual que hicimos en el caso anterior, también podemos relacionar la funcién
K4(e') obtenida, (K“#(e!)(Primas periédicas)), con la correspondiente a la misma

operacién a prima dnica K4(e*)(Prima tnica) :

K*(€")(Primas Periédicas) = K4 (¢!)(Prima ﬁnica)(—ﬁ%?-)—i-
/nGz

.(.l.ii\f_). n—la‘— (1+Ip)j"1/2 .
pmis | P \L+Ir i-1/%

3 n-1 1+Ip i-1/2
~Gaip 2 i-1/% (1 +Ir)

J=1

Cabe destacar como caso particular, aquel en el que Ip = Ir:

a..._
K*4(¢")(Primas Periédicas) = (1 + /\R)(—'—"-éﬂ)+
/nGz
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-(1 + /\R) n-1 . . n-1
T D 5y 3119 — By 2 5-1/%
/nGz j=1 =1

simplificando:
K4 (¢')(Primas Periédicas) = (1 + AF)

Hay que tener presente que la prima ajustada de reaseguro P4 es negativa o
nula cuando Ip = Ir, por tanto no tiene sentido plantearse la existencia de recargo

del reasegurador, siendo:
KA (e')(Primas Periédicas) = K4 (€')(Prima tinica) = 1

Esta circunstacia, nos va a permitir acotar los valores de la funcién
K4(€')(Primas Periddicas) cuando Ip # Ir.
* Asi:

e Si Ip < Ir entonces K#(e!)(Primas Periédicas) < (1+ A®), pero al ser PF4 < 0
entonces: K4(e')(Primas periédicas) < 1 Ve! € [0, €™

o Si Ip > Ir entonces K4(¢')(Primas periédicas) > (1 + AR) y por tanto :
K#(¢')(Primas periddicas) > 1 Ve! € [0, e™*%) '

Podemos observar que K“(e!)(Primas periédicas) presenta el mismo comportamiento
que K4 (¢')(Prima tinica) con respecto a si supera o no supera la unidad.

Por sonsiguiente podemos llegar a la siguiente conclusidn:

Si bien los valores de la funcién K*#(e!)(Primas Periédicas) no coinciden con los
que toma la funcién K“4(e')(Prima tdnica) como queda reflejado en las expresiones
anteriores, esto no influye en la estrategia 6ptima de la operacion, la cual es indepen-
diente de la temporalidad en el pago de primas, asi sea cual sea ésta, la estrategia
éptima dependerd exclusivamene de la relacion entre los tipos de interés técnico del

plan y del reaseguro.
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4.6 Operacion de seguro a primas periddicas. Se-
guro diferido y temporal con cuantias con-
stantes

4.6.1 Cadlculo de la prima de reaseguro

Calcularemos la prima de reaseguro apliando €l modelo general.

4.6.1.1 Descripcién de la operacién objeto de estudio

La operacién presenta las siguientes caracteristicas:
P, =P Vt=0,..n —1 La operacién es a primas periédicas y constantes.
a! = o’. La cuantia del seguro constante.
a! = 0. No hay prestacién de renta

Contemplaremos la circunstancia de que puedan satisfacerse primas con posterioridad

al diferimiento de la operacidn, es decir d, < n < d, + m,

La ecuacién de equilibrio viene dada en este caso por la siguiente expresion:

n-1 d.+m.
PY jB:= 3} o V"
i=0 J=d,+1

4.6.1.2 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Caélculo de la prima

dnica.

Estudiaremos las variables aleatorias que forman la variable aleatoria pérdida: £ y
g
Con respecto a la variable aleatoria £7, sus realizaciones af3,t) coinciden con las

que ya dimos cuando la operacién es a prima unica:
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0 0<t<d,
afi,t) = VIR . <t<d,+m,

0 dy+m,<t<w-—=z

La variable aleatoria f, al ser la operacion a primas periddicas y constantes, las

realizaciones de la misma P(i,t) vienen recogidas por la siguiente expresién:

P&T-f-—lle 0<t<n
P(i,t) =
P&n—”p nlit<w-—=z

A continuacién expresamos las realizaciones y probabilidades de la variable aleato-

ria pérdida individual L; ordenados temporlamente bajo los siguientes supuestos:

1. n < d,, es decir, las primas se satisfacen antes de que empiece el periodo de

pago del seguro.

2. d, < n < d, +m,, las primas se satisfacen en pleno periodo de pago del seguro.
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1. n <d,

EALIZACIONE

—Pal—I Ip

—Pa

nilp

—Paﬂ—le

a’ Vd.+1/2 - P&;‘”p

s/ dst+ma—141/2 _ pi_
a®Vestms Pa,.u,,

—Pa

nllp

_Paﬁ_llp

Expresiones particulares

PROBABILIDADES

qz

n—-1/9z

ds—1/9z

ds/4z

de+m,—1/9z

d,+m.. qz‘

w-z-1/9z
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2. d;<n<d,+m,

REALIZACIONES

_Pa'd—.IIp

sy/detl/2 _ pr____
Q' VA2 — Pagoy,

s{/n—1+1/2 _ pL—
o’V / Panup

a®Vastme=141/2 _ Pan_up

9z

1/9=

ds=1/9z

d,/ qz

n-1/4z

de+m,—~1/9x

ds4+m,qz

w-z-1/qz

319
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El procedimiento para calcular la prima periddica de la operacién es el mismo que

ya utilizamos para el caso de la renta a primas periédicas, por tanto:

es decir, la prima coincidira con el valor k, y la variable aleatoria intermedia

presentard las siguientes realizaciones:
amlp, 0<t<n
q(3,1) =

&u—m n<i<w-—z

Al venir k dada por la siguiente expresién:

L Bl
E[g]]
y sabiendo que en nuestro caso:
k=P
Elf] =it ot jaq v
entonces:
P = ._:;.5:'14:1 a’ 5—IQle/2
/naz

o bien, utilizando Ia simbologia actuarial:

P =2 d/mA:
/nax
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4.6.1.3 Calculo del recargo de seguridad

Para poder determinar el recargo de seguridad, necesitamos conocer la variable
aletoria L}

Sabemos que en el caso del seguro, la ordenacién temporal de las realizaciones
de la pérdida no coinciden con la ordenacién de menor a mayor de las mismas, sin.
embargo, al ser el seguro de cuantia constante y a primas periédicas constantes, si
que podemos conocer a priori la ordenacién de menor a mayor de las realizaciones de

la variable alatoria L;, y por tanto, conocer a priori L}.

El cambio a introducir en la variable aleatoria L; para poder obtener L} es el

siguiente:

o Respecto a las realizaciones de la pérdida localizadas en pleno periodo de pago
del seguro, la ordenacién de menor a mayor coincide con una inversién en la

ordenacién de aquellas realizaciones ordenadas temporalmente.

o Las realizaciones de la pérdida en las cuales sélo se satisfacen primas, la orde-
nacion de menor a mayor también coincide con una inversién en la ordenacién

con respecto aquellas realizaciones ordenadas temporalmente.

A continuacién damos las realizaciones y probabilidades de la variable aleatoria

L; para los dos casos que nos ocupan:
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1. n <d;

REALIZACIONES

n|Ip

—Pan—”p

—Pan—le

—Pa;‘-”p

n—1|Ip

_Pal_llp

sy/dstma—141/2 _ pi_
a’/estms Panup

ay/d,+b+1/2 _ pr_
a’Vee Pan”p

sy/d.+1/2 __ pr—
a’Ve Pan"p

Expresiones particulares

PROBABILIDADES

ds+m,qz

w-z-1/4z

d.—l/q.‘!:

n-1/9x

n—-2/qz

qz

d0+mc—1/qt

d,+be/qz

d,/4z
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2. d,<n<d,+m,
EALIZACIONE

—-Pa

nllp

—Pa—

njIp

—Pal—‘lp

VAt P

a® Vd.+b§ $1/2 __ Pa;z—llp

aaVn—1+l/2 - Pan_le

aavn—2+1/2 _ Pa.nTlpr

o’V dstbi+1/2

sy/ds+1/2 _ pPo—
a’Ve Pad.+1|1p

323

PROBABILIDADES

= Pag i

dst+m, ql‘

w—z-1/9z

d,-l/qz

qz

det+m,—1/4z

d,+b§/ 4z

n~-1/4z

n-2/9qz

d.+b§/q:r:

d,/q=z

El percentil asociado a L? fijado un determinado nivel de solvencia € viene dado
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por la primera realizacién de la variable aleatoria L} que acumula una probabilidad

mayor o igual a 1 — €. En nuestro caso daremos la expresion de dicho percentil bajo

los siguientes supuestos:
e Sin<d,

Perc[L,'-'] —_ asvd.+5‘+1/2 - P&‘rTin

e Sid, < n < d; +m, distinguiremos dos casos:

1. El percentil venga dado por una realizacion de la variable aleatoria L} en

la cual se halla satisfecho el pago de las n-primas, por tanto b = & >

n —d, — 1, siendo:
Per|L;] = o’ V¥ /2 _ P

2. El percentil venga dado por una realizacién de la variable aleatoria L}

en la cual ain no se halla satisfecho el pago de las n-primas, por tanto

b¢ = b5 < n—d, — 1, siendo:

] — A2y de+b+1/2 __ po
Per[L}] = a’V* P

El recargo vendra dado por la siguiente expresion:

N — a(i,th) — P(i,t5) _ Per L]
- P(i,t5) - P(z,t5)

por tanto si:

e Sin<d, obien,d, <n<d,+m,y b >n-d,—1, entonces

P(i,tp) = Pa;ﬂlp

a(i,ty) = a®VartbH1/2
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siendo:

aavd.+b‘+l/2 - P&'n—llp

A= -
Pa;ifp

e Sid,<n<d,+m,y b <n-—d,—1, entonces

oli, ) = otV

siendo:

sY/da4b41/2 __ PR
X = a’Ves Pada+b,+1|1p

Pag e,

Calculado el recargo, podremos definir la variable aleatoria L.

t . ’ g . )
El valor b, presenta las mismas carateristicas que en el caso de prima unica,

satisfaciendo la condicidn:

bcrm’n S bct g bcmaz

donde:

bcmin

bcmoz

= 0, por el mismo motivo que en el caso de prima unica.

viene dado al igual que en el caso de prima iinica, por el mayor nimero de
periodos vividos por el participe a partir del diferimiento d,, tal que la prestacién
de seguro asociada a ese periodo sea mayor o igual al valor actual financiero de
las n-primas puras. Por tanto b™*" es el mayor b Vb € [0,m, — 1] tal que

t
Y/ ds+b® +1/2 Py
Va2 > P,

Una forma cémoda de calcular b es a través de b, siendo b aquel valor entero
que satisface:

Pigy, = o®V&HH/2 (1)

Esta igualdad es valida incluso en el caso en el que d, < n < d, + m,, debido
a que a° V4 +41/2 coincide con la iltima prestacién del seguro, momento en el

cual ya se han satisfecho las n-primas.
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Si despejamos b de (I), entonces su valor vendrd dado por la parte entera de:

InPa=, — lna®

njlp —

nVvV

—(d, +1/2)

Cma:

como b < m, — 1 entonces :

my—1 b>m,—1

bemd‘

b b<m,—1

Solo en el caso n < d,, como ya se han satisfecho las n- primas antes de que empiece

el periodo de pago del seguro, podemos calcular el valor de b Vb € [6™", b"**~1] a

través de la expresion:

P, = Vet 4112
despejando b¢':
r InP¢a Gy — Ina®
b = InV —(d, +1/2)

. t . . » , . N
Conocido b¢ podemos determinar el riesgo € asociado a través de la siguiente

expresion:

t _
€= 4,19z

4.6.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Caélculo de la prima

pura de reaseguro

Para poder determinar la prima de reaseguro analizaremos las variables aleatorias

& Ry £f’n para las dos modalidades de raseguro estudiadas .
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Variable aleatoria asociada a las prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro del percentil

Sabemos que las realizaciones de la variable aleatoria &P RM (2,tx) vienen definidas

en general para la modalidad de reaseguro del percentil por:
[0 k<h
Ml(i,tk) k>h y L < d, + s¢

M(i,t) = <
Mz(i,tk) k>h y t>d. +s¢

L

en nuestro caso al no haber prestacion de renta:
0 k<h

MGt =3 M) k>4

siendo:
) ) 1+Ip)tk+1/2
= €| ——= h
MG, te) = 1GG, t) (1 r VE >

La expresién de M,(i,t;) depende de las caracteristicas de la operacién, asi:

e Si n < d, entonces:

(0 te < d,
. (o = Peagy, (1 + Ip)n*/2) (L4 Ir) 572 d, St < d, + b
M(i,t) = <
0 2 dc + b

e Sidy<n<d,+m,yb>n—d,— 1, entonces:
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(0 t < d,
o — P‘&mlp(l + Ip)"‘“/z) (14 Ir)y =12 g, <t <n
n|lp

M(i, 1) = | (o = Peagy, (1 + Ip+2) (L + I~ %12 <ty <dy+b
0

thds'{"be

\

e Sid, <n<d,+m,yb <n-—d,—1, entonces:
0 i < d,
M(i,te) = q (o — Py, (1 + Ip*2) (1 + Iy ™2 d, <ty < d, + b
0 ty>d, + b

Conocidas las expresiones de las realizaciones de ¢7 ’R, podemos determinar la

E[¢PF] para los tres casos:
e Sin < d, entonces:
p Al . ‘
E[ePR) = E (aa —P‘&;"p(l +Ip)1+1/2) (1 +Ir)~:-1/2 i1

Jj=d,

e Sidy<n<d,+m,y b >n—d, -1, entonces:

n-1
Bl = 3 (o = Py, (L+ Ip)*%) (L4 I~ 2 g
J=d,
da4bt~1 ) .
> (o = Prag, (1 + Ip)Y2) (14 )72 g,
Jj=n

o Sidy<n<d,+m,y b <n-—d,~— 1, entonces:

dy+be=1 . .
EgPR = Y (o = Ptaggy, (1 + Ipf*V/?) (1 4 Ir)™3112 4y,

J=d,
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Variable aleatoria asociada a las prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

La expresion formal de la funcién Z;) para la operacion objeto de estudio, si el

reasegurador es del tipo A, viene dada en este caso por:

( PRe(1+Ip) h=1
(Zip-1 + PR)(1 + Ip) si Zip-1 2 Rip-1+ Vina
(Ripr + Vipr + PRY1 +Ip) si Zipoy < Riper + Vipa
Zip = ﬁ l1<h<n
Zin-1(1 + Ip) si Zip-1 = Ripo1 + Vina
(Rip-1+ Vip-1)(1 + Ip) $i Zipo1 < Rip1+Vina
| n<h<d,+m,

En este caso la funcién T;j se desdobla en

Tin=

¥

T"l'h h'-'-"-l,...,d,"{‘m,—l
T}, h=d,+1,...,d,+m,

siendo:

T} =max{0, Vip+Rin—Zip} h=1,...,dj+m,—1

T, = max{0,0f — Z;x(1 + Ip)™?} h=d,+1,...,d,+m,

La expresién formal de la funcién Z;, para la operacién objeto de estudio, si el

reasegurador esa del tipo B, viene dada en este caso por:
Pfee(1 + Ip) h=1

Zin={ (Rip-1+Vinsa +PR)1+1Ip) 1<h<n

(Rip=1 + Vip-1)(1 + Ip) n<h<d,+m,
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La funcion T;j se desdobla en
Tll,h h=1,...,d3+m_,—1
Tin=
T} h=d,+1,...,d,+m,

siendo:

Th =Vin+ Rip—Zin h=1,...,d,+m,—1

T?, = max{0,0f — Zin(1 +Ip)™/?} h=d,+1,...,d, +m,
Conocida la funcién T;, podemos determinar las realizaciones M(i,t) de la variable

aleatoria ¢P'%:

=1 Tl +Ir)™ 0<t<d,
M(i,t) = =1 T (L In) ™ + T2y U+ I~ Y2 dy <t < dy +m,
T T, (L + 1) t2d, +m,

s=1

siendo para t = 0, T+ Ir) =0

Variable aleatoria asociada a las contraprestaciones del reasegurador

La variable aleatoria ff'R, viene definida por las siguientes realizaciones PR(z,):

PR&ITlllr 0<t<n

PR(i,t) = {

PRan_lIr n<t<w-—z

Al ser la prima periédica de reaseguro constante:
kR = PR

. . .. . ,qR -
Las realizaciones de la variable aleatoria intermedia " vienen dadas por :

qR(i,t) = {

aFlIr n<it<w-—z
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La E[¢7F] puede obtenerse como el valor actual actuarial al tipo de interés del

reaseguro de una renta prepagable inmediata y temporal n términos:

Elg® = jnis

Conocida la E[¢7F] y la E[¢#F] y conocida también la relacién entre PR y kR, (en

nuestro caso PF = k®), podemos calcular la prima pura de reaseguro P aplicando
la expresién:
R
E[¢r™)
Para el caso de reaseguro del percentil, la prima de reaseguro dependera de la

temporalidad en el pago de primas:
¢ n < d, entonces:
SR (o = Py, (1 IpPY?) (L4 Ir) 2 g
/n&z

e Sid;<n<d,+m,yb>n—d,— 1, entonces:

})R

1 n-1 . . L
PR = LZ (o = Pz, (1 + IpY*2) (1 + Ir) ™42 g+

InGz

ol
ditbé-1 _ .
> (a‘ - Pag, (1 + Ip)""m) (14 Ir)™ =12 ;4q,
j=n

e Sid,<n<d,+m,yb*<n-—d,—1, entonces:

T (00 = Plaggy, (14 Ip)HY2) (14 Ir)=32 g,

[nCzx

}aR

Podemos observar que la prima periddica de reaseguro, al igual que sucede en
el caso de prima inica, es independiente de la temporalidad de la operacién, por
consiguiente fijado un nivel de riesgo a reasegurar ¢, la prima de reaseguro siempre

serd la misma sea cual sea la temporalidad de la operacion, siempre y cuando ésta

satifaga b* < m, — 1.
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4.6.1.5 Variable aleatoria pérdida ajustada del reasegurador. Cailculo de

la prima pura ajustada de reaseguro

Calcularemos la variable aleatoria 6,!’ R para las dos mdalidades de reaseguro estudi-
adas.

Variable aleatoria asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro del percentil

Las realizaciones de la variable aleatoria £%, vienen dadas en general por:

=i t) (1 + I 21 + In)~8=12 k< h

b(i,tx) =
(i, ) 0 k>h

En nestro caso particular, las realizaciones de la misma dependeréan de las carac-
teristicas de la operacién, distinguiendo tres casos:

e Sin<d,

[ pes_ (1_+_12) te+1/2

t+1{Ip \1%1r 0<ti<n
("___ lﬂa tk+l/2
P e (1+Ir) n <t <d,
b(i,tk) = { 0

d,stk<da+be

[P Goip(1 + Ip)tati/a _ o’|(1 + Ir)~t=1/2 g 4 pe <t <dy+m,

P;a__. lj._}z tk+1/2
\ n|Ip (1+Ir) d,+m, Sthi<w-—=2

° Sid,<n<d,+m,yb‘>n_d -1
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[ Dex th+1/2
Pz, (1452) 0<t <d,
0 dy Sty < d, +1
b(z7tk) = {
[Pca'n—llp(l + Ip)tk+1/2 _ a"](l + Ir)“*‘l/z ds + b <t < da +m,
\ PC&;IIP (H%)tk“/z dy+m,<ti<w-—=z

e Sidy<n<d,+m,ybt<n—d,—1

( ' ty+1/2
3 Mz) k
Par (1+Ir
0

b(i,tk) = { [Pcatg—-%-lllp(l + Ip)tk+1/2 - a’](l + I,,.)—tk-l/2

[Pﬁa.n_l.lp(l + Ip)tk+1/2 _ as](l + IT)_t"-llz

| Peagy,, (A2

tx+1/2
n|lp 1+Ir)

0<t <d,
d,stk<d,+bc
ds+b‘Stk<n

nstk<da+ma

dy+m,<tir<w-—2z

A continuacién daremos la expresién de la E [¢7F] para cada caso:

1. n<d,

n-1

ElgF) = ) Pazig,

i=0

d,~1

> Pag,

Jj=n

1+Ip j+1/2
(1 +I1") j/q:x:‘l"

w-z-1 . 1+Ip +1/2
2 Pagy, (1+_Ir) il9=+

j=d|+'m. :

de+m,—1

2

J=dg+b¢

1 4 Ip\7+1/2
(1 +Ir) il%=t

(Pc&n_”p —a'(1 +Ip)j+1/2) (1+ Ir)—j—l/z i
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2.d,<n<dy+m,yb>n—-d, -1

d,—1 i+1/2
- 1+ Ip\’
FE !"R = 7 - (_.._..._> 1y

Sl Z%Pa’“"" 1+1r i+

w—-z-1 .. 1+Ip J+1/2
2 P, (1 +‘Ir) i/9sF

J=de+m,

dgtm,~1 . .
Y (Ptagy, — o (1+ Ipy*12) (1 + Ir)=i-112 4,

o~
J=dg+be milp

3. dy<n<dy,+m,ybt<n—d,—1

d,—~1 i+1/2
- 14 Ip\?
E[£4) = €6~ ( ) .

[él] J};‘) u'J+]|Ip 1 +Ir J/q$+

w-z—-1 1+ 1Ip i+1/2
PC"— (———-__> '
’=c§m. an]lp 14 Ir J/qz+

n-—1

Z (Pca}?i'up —o’(1+ Ip)j+1/2) (1+ Ir)‘-.i-'llz /9=t
J=d,+b¢
dytm,-1 . .
' (PC&;TIP _ aa(l + Ip)J+1/2) (1 + I,,.)“J"‘l/2 j/qz:
j=n

Variable aleatoria asociada al beneficio del plan en la modalidad de

reaseguro de diferencia de siniestralidad

En este caso particular, la expresién de la funcién H;j es la siguiente:
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( Zg,h(l + Ip)"'ll2 1<h<d,

Zia(l+Ip)? — o) si Zin(Q+Ip) V> —al >0
0 si Zia(l1+Ip)™ V%2 -0 <0

d, < h<d,+m,

Zigym,(14+Ip)"V? dy4m,<h<w-—z

Conocida la funcién H;; podemos determinar las realizaciones de la variable
aleatoria ¢2F :

Hi,¢+1(1 + Ir)"t'% 0 S i< d, + m,
b(i,t) =

Hig 4m (14 I?‘)“”"""‘]2L t>d, +m,

Calculo de la prima ajustada de reaseguro

La prima ajustada de reaseguro la obtenemos del siguiente modo:

_ ElgT) - ElgR

PR.A

/n&:c
En la modalidad de reaseguro del percentil, la expresion de la prima ajustada

depende de la temporalidad en el pago de primas:

1. Sin<d,

detm,=—1 . .
pRA = L1V (0 - Pl (14 IpPH2) (L Ir) 52 g,

/"at i=d,
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. d,~1 1+Ip j+1/2 w—z-1 1+Ip i+1/2
oo (£ 2" s 5 (2

j=n J=dst+m,

—’SP" (1 + Ip)"“’2 '
=0 ELZLAN! + Ir ilds

2. Sidy<n<ds+m,yb>n—d,—1

1 n-1 - . i
PRA = [E (o — Pz, (1 + IpY %) (1 4 Ir) 7212 g 4

/nGz j=d,

ds+my—1 . .
> (o = Plagy,(1+ Ip)+V/2) (14 Ir) 3712 g, —

Jj=n

d,—1 .- 1+Ip i+1/2
> “J'+1|’P(1+Ir) 3™

3=0

w—z—1 . 1+Ip J+1/2
> P, () e

j=ds+m,
3. Sid, <n<d,+m,yb <n-—d,—1 La prima de reaseguro coincide con la

anterior, como consecuencia de la distribucién del beneficio:

1 -1 . . e
P =T LZ(Q‘—P‘amzp(l+Ip)’“’2)(1+Ir) =R gt

/n8z |;=g,

dytm,—1 . .
> (o — Peagy, (1 + Ipy*1/2) (1 + Ir)=3-1/2 g, —
J=n '
2 peg (1 + Ip)’“’ t
I il9=
= P \1 4 Ir
w—-z—-1 1+ Ip j+1/2
Pag,(t5) e
J—dlz'*'ﬂh nle 1 + Ir J/q
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En este caso hay que hacer constar, al igual que sucedia con la prima unica ajus-
tada de reaseguro II"™4, que la prima de reaseguro P4 depende de la temporalidad
de la operacién m,, asi, cuanto mayor sea ésta, menor sera el beneficio medio cedido
al reaseguro E [f,b 'R] y por tanto menor sera la prima de reaseguro PR,

Respecto al signo de P4, depende de la relacién entre Ip y Ir, dindose el mismo

comportamiento que en prima unica.

Si la modalidad de reaseguro es el de diferencia de siniestralidad, el compor-

tamiento es similar al caso de prima unica.

4.6.2 Estudio de la estrategia optima

En este apartado determinamos la expresién de la funcién K(€') para la operacién

objeto de estudio.

4.6.2.1 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios

Nuestro objetivo es determinar la estrategia dptima recargo reaseguro a través
de la funcién K(e). Obtendremos dicha funcién utilizando la misma metodologia
que en los casos anteriores, estudiando las expresiones particulares de VPREC(€') ,

VPREA(€'), AVPREC(e') y AVPREA(€'), para los siguientes casos:
e n<d,
e d,<n<d,+m,

Caso en el que n <d,

Q?Vdette +1/2

a;” P

VPREC(é) = P(1 + X¥) = P¥ =

VPREA(e') = PR(1 + %) =
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1+ )‘R) gﬁf‘_l(a — Pca +1|IP(1 + Ip)j+1/2)(1 + Ir)-j-llz i1

/nGz

Si aplicamos la definicién de A a las expresiones anteriores y simplificamos:

an.-}-b‘ +3/2
AVPREC(&)= 2~

anl!p

o (14 /\ ) ¢t = hy! i~1/2 —j-1/2
AVPREA() = =Py Ip | 3 (14 IpY /(14 1) 72 g,
n Jj=d,

sabiendo que: —AVPREC(¢*) = P IpV
y

AVPREA(e')

K(€) = - ZvPREC(@)

entonces:

d.+b.' 1+ Ip i+1/2 a—
ty _ R . n|lp
K(e)-(1+A>[>:(HI,,) e ()

Jj=d,

Si relacionamos dicha funcién K(e!) (K(€')(Primas Periddicas)) con la que ob-
tuvimos cuando la operacion era a prima tunica (K(e')(Prima inica)) llegamos a la

siguiente conclusion:

K(€')(Primas Periédicas) = K (¢')(Prima tinica) (E'?")

/nGz
Podemos observar que la relacién entre K (¢')(Primas Periédicas) y K (€*)(Prima tnica)
es la misma que cuando se trataba de una operacién de renta a primas periédicas, por
tanto al igual que sucedia con las rentas, la estrategia 6ptima cuando la operacion
es a primas periddicas y n < d, no tiene porque coincidir con la estrategia dptima

cuando la operacién es a prima unica.
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Caso en el que d;, <n <d, +m,

En este caso la funcién K(€') no vendrd dada por una tdnica expresién, sino que
» . » t . t .
vendra definida por dos tramos segiin ¢ > n —d, — 1, o bien, b <n—d, — 1, en

consecuencia, definimos la funcién K (¢') de la siguiente forma:
Ki(¢) b >n—d,—1
K(') =
Kz(ﬁt) bc' <n-— d, -1

A continuacién determinaremos las expresiones de K;(€*) y Ka(et) .

Obtencidén de la funcién K,(¢') Para tal fin, determinaremos las expresiones de

VPREC(€') , VPREA(e'), AVPREC(e!) y AVPREA(¢"), teniendo presente que
¥ >n—d,—1:

. . YAt +1/2
VPREC(¢) = P(L+ A)=p¢ = &V "1

Girp

VPREA(¢') = PR(1 + \F) =

1+2R) |13, .- . e
-t LZ (o = Pieg (1 + Ip) )1 + Ir) 512 g,

8z |=g,

dy+b—1 . _
+ Y (e = Py, (L4 Ipy /31 + Ir)™1/2 ,-,q,]
j=n
Aplicando la definicién de A a las expresiones anteriores y simplificando:

sy da+be 4372
AVPREC(e) = 2V "

aﬂ_II P
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y XD particulares

AVPREA(€) =

(1 + Ir) e

/naz ]—ﬂ—l

—AVPREC(e')(1 + \B) { .
— njlp

+ Z RIFET) (1 + Ir) %

J~ ]

como:

AVPREA(€)

K(e) = Ky(¢') = _AVPREC(C‘)

Vb >n—d, -1

entonces:

/a 1+IT

Jj=n-=1

_aR) | gy

n—1

+ Z 4THIp (1 + Ir) il

j=d,

Podemos expresar K 1(¢!) en funcién de K (€)(Prima Ginica) sumando y restando a

1 ' ’
a expresion anterior que va entre corchetes G, Lica, (1 IpY 12141 r)y 2 g

Kq(€) = K(¢')(Prima tinica) (3-1’1) +

(1 +/\R) nil . 1+1Ip +1/2
/ n&z j=d, aj+1”p (.1—:'1—;) iz

n-1 ]
e 1+ Ip i+1/2
& 2 ("‘“) il

j=a, \1+1Ir
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Obtencién de la funcién K;(e!) Determinaremos las expresiones de VPREC(€)
, VPREA(¢'), AVPREC(€') y AVPREA(¢"), teniendo presente que en este caso
b <n-d,—1:

, . s1/ds+b +1/2
VPREC(€') = P14+ X)) =P° = a_”V______

Y +1|Ip

VPREA(¢!) = PR1 4+ M) =

1+ AR dotbe’ —1 , ) . i
= L——;—) [ Y. (@ = Plagy,(L+ Ipy P31 + Ir)=3-1/2 g,

/"a'"r j=d,

Aplicando la definicién de A a las expresiones anteriores y simplificando:

G——— V — g
AVPREC(e!) = a*Vértt' +1/2 [ dytbe 411Ip d.+b=‘+2llp]
a a
dy+b< +2|Ip da+b¢* +1|Ip

—AVPREC(et)(1 + \R)

InCGz

AVPREA(e!) =

dotb -1 14 Ip\i+/2 1
“aile (1 + Ir) % = AVPREC(&)

j:d.

(a' - P e, (L Ip)"'+""+1/2) (1 4 Ir)-de=t<'-1/2

RFIETEINET) datbet /‘12]

_AVPREA(e)
AVPREC(¢)

K(et) = Ka(€) = V' <n—d,~1
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entonces:
Kg(ét) =
(1+AR) d.+be'_1&~—— <1+IP)J+1/2 1
més | A R \ItIr il% = AVPREC(e)
s et+l . b —d,—bt ~
(a - P ad.+b(,+mp(l +]p)d +b +1/2) 1+ Ir) d,—b¢ ~1/2 d.+b"/q“’]

En este caso no podemos expresar K;(¢') en funcién de K(¢')(Prima tnica).

La conclusién a la que llegamos es que la estrategia Sptima recargo-reaseguro
cuando la operacién es a primas periddicas, ya sea d, < n < d, + m, como n < d,,
no tiene porque coincidir con la estrategia 6ptima de la operacidn cuando ésta es a

prima unica, por depender los valores de la funcién K(¢') de la temporalidad en el

pago de primas.

4.6.2.2 Modalidad de reaseguro del percentil con reparto de beneficios

Nuestro objetivo es determinar la estrategia éptima recargo reaseguro a través de la
funcién K#(e). Calcularemos la expresién analitica de dicha funcién estudiando las

expresiones particulares de

VPREC(¢') , VPREA(e'), AVPREC(¢') y AVPREA(€'), para los siguientes

casos.

o‘n_<_d,

o d,<n<d,+m,
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Caso en el que n < d,

, . Va2
VPREC(¢) = P(1+)) = P* = aryr_

Gty
VPREA(') = PPA(L + AR) =
1+AR de+m,—1 . .
(—F—){ Z; (o = Plagy,(1+ IpY %) (1 + Ir) 712 j/q,—
nlzr j=d,

J=n j=dl+ml 1 + IT

d,—1 i+1/2 w—z—1 i+1/2
1+ Ip\’ 1+1Ip
5] Cer M i G

n-1

.- 1+ Ip).‘f+1/2
J.Zﬂ:,P it (1 +1Ir il

Si aplicamos la definicién de A a las expresiones anteriores y simplificamos:

an.+b¢ +3/2

AVPREC(e‘) =
aﬂ—IIp
AVPREA(é") =
1 /\ .. w—-z-1 . .
CE Pt oV |3 (L I 4 17
n“wr J=n

AVPREC(e')(1 + AR) =2 i —;
B /f;x)( ) guiﬂllp(l + Ipy =21+ Ir)=3=Y2 g,
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sabiendo que :

—AVPREC(¢") = P<IpV

AVPREA(e')

KA(e) = TAVPREC(¢)

entonces:

KA(e) = G, 2 (L+IpY A+ I T gt

j=n

(1+AR) [ w—z~1

n::

n-1
2% a1+ Ip)i='13(1 4 Ir)~3-1/2 ,-,q,]
J=

Podemos relacionar la funcién K4(e*) obtenida, K4(¢!)(Primas Periédicas), con
la funcién K“(e')(Prima tnica), sumando y restando a la expresién anterior que va

entre corchetes a— J_o(l + Ip)i 31 4 Ir)=i-11% ;g

nilp

K*(€')(Primas Periédicas) = K*(¢')(Prima tinica) (5]?1') +

/nGz

n-1

—1/2 -3=1/2
/nbiz ,}:“mup(l-l-lp)’ P14+ Ir)~712 g, —

n-1
iy Y+ Ipy =131 + Ir)=3-1/2 | }

J=0
Podemos observar que la funcién K4(¢') al igual que sucedia en el caso de prima
tnica, es independiente del riesgo reasegurado ¢'.
Respecto a la relacién entre K4(¢*)(Primas Periédicas) y K#(e')(Prima tnica) es

la misma que la que se da en la renta .
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Caso en el que dy<n<d,+m,

A diferencia de lo que sucedia con la renta, la funcién K“(€') presenta una iinica

expresion , por ser también sélo una la expresién que nos permite calcular P4 gea

cual sea el valor de b°.

A continuacion , al igual que hemos ido haciendo en los demads casos particulares,

determinaremos las expresiones representativas que nos permitiran obtener la funcién

KA(€):

QY detbe +1/2

.

VPREC(¢') = P(1 4+ X) = P¢ =

%alp

VPREA(e") = PRA(1 + AR) =

14 ARy |t e , : e
a+2% ‘;Z(a - P amlp(l-i-lp)’“/z)(l-i-lr) i-1/2 i/9:)+

/nar i=d,

det+m,—1
> (@ — PYag,, (1+Ip)’+1/2(1+1r) -2 Lq.)—

j=n

d,—1 i+1/2

t.. 1+ Ip ?
; P TSI ( ) il9=—
J:‘:

1+ 1Ir

w—z~1 . 1+Ip J+1/2
T e, (1)

Si aplicamos la definicién de A a las expresiones anteriores y simplificamos:

,Vd.+b‘ +3/2
AVPREC(¢') = ———

nIIp
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AVPREA(e!) = _(AVPREC)(1+ AR)
/naz
w-—-z—1 . .
Aty dE (1 + Ip) =31 + Iy g4
j=ds+m,
n-1

2 (L + IpY M+ ) .
j=0

sabiendo que :

AVPREA(e)

Ar ty _
K(€) = - SvPREC(e)

entonces:

1'+'AR . w=—z~1 ' . i
KA(e‘)=( pY: ) g, 2 (L+1Ipy V2(1 4 Ir)=i=12 g,

nlz i=n

n—1
-‘L‘B &jTHIp(l + Ip)"_llz(l + Ir‘)_""'ll2 j/q_.,:!
J=

Podemos observar como la funcién K4(€') coincide con la que obtuvimos cuando

n < d,, dindose por tanto la misma relacién entre K“4(e!)(Primas Periédicas) y
K4(¢!)(Prima tnica):

K4(¢')(Primas Periédicas) = K 4(¢!)(Prima tinica) (aﬁlp) n

[nGzx
) R et . il
o | 2 (L I T+ I T g,
T j=0

n-1
gy O (1 4+ Ip) 13 (1 + Ir)mi=t/2 j,q,}
o

Cabe desta.caf, al igual que hicimos con la renta, el caso particular Ip = Ir. Si

aplicamos esta condicidn a la funcién K4(et):
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&_
K*(¢!)(Primas Periédicas) = (1 + /\R)(L(fz”)+
n/Cx

(1 + /\R) n-1 ; ) n-1
i | 2 i i1/9e = By 2 i1/
n/Gzx i=

Jj=1
simplificando:

K4(¢')(Primas Periédicas) = (1 + A\F)

Hay que tener presente que la prima ajustada de reaseguro P™4 es negativa o
nula cuando Ip = Ir, por tanto, no tiene sentido plantearse la existencia de recargo

del reasegurador, en consecuencia, cuando Ip = Ir:
K*(€')(Primas Periédicas) = [K4(¢!)(Prima tnica) = 1

Esta circunstacia, nos va a permitir acotar los valores de la funcién
K#(e')(Primas Periddicas) cuando Ip # Ir.
Asi:

e Si Ip < Ir entonces K4(e!)(Primas Periddicas) < (1 + M%), pudiendo tener
sentido el recargo del reasegurador para riesgos a reasegurar elevados, ya que

en ellos puede darse el caso que PR4 > (.

e Si Ip > Ir entonces K4(e')(Primas periédicas) > (1 + AF) , sin embargo
hay que tener presente en este caso que P®4 < 0, por tanto no tiene sen-

tido plantearse la existencia del recargo del reasegurador, en consecuencia:

K#(€')(Primas periddicas) > 1 Vet € [0, e™*7]

El hecho de que podamos acotar los valores de la funcién K4(e!)(Primas periodicas)
nos va a permitir determinar a priori la estrategia 6ptima recargo-reaseguro dada la
relacién entre el tipo de interés del plan y del reaseguro cuando la operacién de seguro

es a primas periddicas, se satisfagan éstas o no en el periodo de pago del seguro.
Asti:



348 Expresiones particulares

e Si Ip = Ir la estrategia 6ptima vendra dada por cualquier riesgo susceptible de

ser reasegurado, por ser K4(¢f)(Primas periddicas) = 1 Ve! € [0, e™*7]

e SiIp > Ir laestrategia éptima vendra dada por el riesgo a reasegurar e* = e™™,

ya que K4(¢')(Primas periédicas) > 1 Ve' € [0, e™2?)

e Si Ip < Ir, puede tener sentido plantearse la existencia de recargo del reasegu-
rador para los niveles de riesgo a reasegurar que presente primas ajustadas de
reaseguro positivas, en estos casos la estrategia Gptima dependerd del valor del

recargo del reasegurador:
En consecuencia si AR es tal que K4(¢!) < 1, entonces €* = e™*=,

Sin embargo si AR es tal que K4(e!) > 1 la estrategia Sptima pasarad a ser
una combinacion recargo reaseguro, por el salto sufrido en los valores de la
funcién K4(e), que ahora serd mayor que uno, para aquellos valores de riesgo

que tengan asociadas primas ajustadas positivas.

Si todas la primas ajustadas de reaseguro son negativas, la estrategia éptima

vendra dada por €* = ¢™°*,

La conclusién a la que llegamos es muy parecida a la que en su momento hicimos
con la renta , en el sentido de que si bien los valores de la funcién K4(e')(Primas Periédicas)
no coinciden con los que toma la funcién K“4(e!)(Prima tnica) , esta circunstancia
no influye en la estrategia éptima de la operacidén, la cual depende exclusivamene
de la relacién entre los tipos de interés técnico del plan y del reaseguro, teniendo la
funcién K“4(e')(Primas Periédicas) el mismo comportamiento con respecto a la es-
trategia 6ptima que K4 (¢')(Prima tnica), siendo por tanto ésta independiente de la

temporalidad en el pago de primas.
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4.7 Operacion renta y seguro a primas peridédicas.
Renta de jubilacion y seguro temporal hasta
la jubilacion con cuatias constantes

En este caso se nos plantea el mismo problema que ya tuvimos en la modalidad
de reaseguro del percentil cuando la operacién era a prima tnica, en el sentido de que
segiin qué relacién haya entre las prestaciones de la renta y las prestaciones del seguro,
no siempre podremos conocer una expresion simplificada que nos permita conocer las
primas de reaseguro PR y PR4, siendo imposible, para esa relacién, obtener una
expresién analitica de la funcién K(e') y K4(€).

Nuestro objetivo sera al igual que hicimos con el caso de prima unica, sistematizar
en la medida que nos sea posible la operacién objeto de estudio, deteminando qué
relacion debe haber entre las prestaciones del seguro y las prestaciones de la renta
para que podamos obtener una expresion de P® y PR4 que nos permita determinar

la funcién K(¢') y K4(€'). Para ello expresaremos la cuantia del seguro como una

proporcién de la cuantia de la renta.

4.7.1 Calculo de la prima de reaseguro

4.7.1.1 Descripciéon de la operacién objeto de estudio

d, = z;,, — = La renta es diferida hasta la jubilacién del participe.

m, = w — Zjy La renta es vitalicia.

o} = a. La cuantia de la renta es constante.

d, = 0. El seguro es inmediato.

m, = Tju — ¢ = d,. El seguro es temporal hasta la jubilacién del participe.

P=P t= 0,...,n —1 La operacidn presenta n-primas periddicas y constantes de

importe P.
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n < d, = m, Las primas se satisfacen exclusivamente en el periodo de pago del

seguro, o lo que es lo mismo, antes de que empiece a satisfacerse la prestacién
de renta.

of = o = § a. Aligual que hicimos cuando la operacién es a prima unica, la cuantia

del seguro la expresamos como una proporcién é de la cuantia de la renta.

La ecuacion de equilibrio viene dada en este caso por la siguiente expresién:

n-1 Tijudb—2% W1

PY ;E:= Y éa ;u/eVM*+ Y o E,

i=0 =1 I=zju—c

4.7.1.2 Variable aleatoria pérdida individual del plan. Ca&lculo de la
prima tinica

.

Para poder determinar la variable aleatoria pérdida individual del plan L; ,
estudiaremos las variables aleatorias que la forman: £§ y £7.

Respecto a la variable aleatoria £§, presenta las misma realizaciones af(i,t) que

cuando la operacién era a prima tnica:

ba V12 0_<_t<zjub—z

a(i,t) = -
« z5u=2/ STy a)ilp  Tiud — T St<w-—=z

La variable aleatoria £, al ser la operacién a primas periddicas y constantes, las

realizaciones de la misma P(3,1) vienen recogidas por la siguiente expresion:

P(z,t) =
En consecuencia, la variable aleatoria pérdida individual L; la podemos expresar
del siguiente modo:
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REALIZACIONES - PROBABILIDADES

ba V2 Pag, gz

Sa V2 Pho n-1/z

ba VzEw—z-1/2 _ pg—

nlIp zj.,b—z—llq:c
o a:j.,b—:x:/a.,.—up - Pa;;up Tjup—z+r=1/4z

con r=1,...,w—Tju

El procedimiento para calcular la prima periédica de la operacién , es el mismo que
ya utilizamos para el caso de la operacién de renta o del seguro a primas periddicas,

por tanto:
P=k=P
es decir, la prima coincidird con el valor 'k, y la variable aleatoria intermedia £7,

presentara las siguientes realizaciones:

am—"p 0<t<n

q(i,t) =
"n—"p nfit<w-—=z

Al venir k dada por la siguiente expresion:

_ E[¢
"= Een

y sabiendo que en nuestro caso:

k=P
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E[E?] =« (5 /zjub—zAz + zjub—z/&z)

entonces:

P=a«a (6 /a:jub—zA-‘L' + "'J‘ub“”/a"")

InGz

4.7.1.3 Calculo del recargo de seguridad

Para calcular el recargo de seguridad, estudiaremos la variable aletoria L}, cuya es-
tructura dependera del valor que tome é.

También en este caso, y por el mismo motivo que cuando tratamos la operacion a
prima tnica, puede pi‘esentarse el problema de entrecruzamientos entre prestaciones
del seguro y prestaciones de la renta en las realizaciones de la variable aleatoria L.

De todas formas, podemos conocer los valores que debe de satisfacer 6 para que
no se de entrecruzamiento en las realizaciones de la variable aleatoria Lj.

No habra entrecruzamiento, y por tanto podremos conocer a priori la variable
aleatoria L7, si el mayor valor de la variable aleatoria L; que presenta prestacién de
seguro (6a V1/2— Pag Ip)» €8 menor que el mayor valor que toma la realizacién de
la variable aleatoria L; que presenta prestacion de renta (o z;,,-z/85y;, — Péagjy,), €8

decir, si:

1/2 a— i~ _ Pa—

por tanto si:
A P
6< (V”""" - ;armp) (1+Ip)'/*

la variable aleatoria L} podremos definirla del siguiente modo:
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REALIZACIONES PROBABILIDADES Periodos enteros vividos #x

Sa  VEiwe—z=1/2 _ P&;;IIP zjup—z-1/qz to = Tjup - z—-1
ba V2 Pag,, 4z toupmz—1 =0
o’ x,’ua—x/&ﬁlp - P a'ﬂzp zjw—z/9z tojup—z = Tjub — T
a’ ’-‘jub—-‘b‘/as_‘IIp - P&;I-Ip Tjup—z+s~1/9=z h=CZju— 2+ s¢—1
o zj“b_,:/&mlp - Pan_llp w-z-1/9z ty—zm1=w—x—1

En caso contrario, no podemos definir a priori la variable aleatoria L}, determi-

nando la misma a posteriori segin los datos de la operacidn.

Sié < (in"b"” - fa;_—lllp) (14 Ip)t/? | el percentil de la variable aleatoria L}
fijado un € Per[L}], coincidird generalmente con la correspondiente a la misma op-
eracion pero sin el seguro de fallecimiento, debido al reducido valor que toma €. En
consecuencia, si , ,,¢- < 1 — € entonces el percentil de la variable aleatoria L]

asociado al nivel de riesgo € vendra dado por:

Per[L]] = " z,—s/85yy, — Py, = Per[L](renta))]
7

siendo s° el niimero entero de términos que a lo sumo puede hacerse cargo el plan

sin necesidad de recurrir al reaseguro.

siendo Per[L}(renta)] el percentil-¢ de la varable aleatoria L] ocasionada por la renta .
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Sin embargo, al igual que sucede en prima inica, puede darse el caso que 6 >
(V-"-‘jub"’ - %a;_—l—”p) (1 + Ip)'/? y el percentil siga siendo el mismo que el anterior.
La explicacién es la misma que ya explicamos en su momento cuando estudiamos la
operacion a prima unica, de tal manera que si la mayor realizacion de L; en la cual hay
prestacién de seguro (6aV'1/2 — Pag;,) sigue sin superar el Perc[L}] = @ 4,4,-2/857;, —
Pac, , entonces el percentil de la variable aleatoria L} seguird siendo: Per [L}] =
Per [L}(renta)),

Para ello, § debe de satisfacer:

1/2 - “ -
§aVi/? — Pal—”ID <a -/ G5y — Pa;;”p
despejando §é:
§< i — Ca—r | (14 Ip)?
= Ijub"-"-‘/aaqlp - _a_a"_"l_‘IP ( + P)
Como ,j,‘,,_,,a;”p coincide con el percentil-¢ de la variable aleatoria £F asociada a

la renta unitaria (y que lo simbolizaremos por la expresién Per.[¢f (renta unitaria)]),

entonces podemos expresar la desigualdad del siguiente modo:

§< [Per,[{f(renta unitaria)] — —:iamlp] (1+ Ip)/?

Conclusién:

e Sié < [Perc[éf (rentaunitaria)] — £ n_-'ﬁlp] (1 + Ip)'/? el valor del percentil
de la operacién mixta renta-seguro coincidird con el valor del percentil de la
misma operacion pero excluido el seguro, conociendo siempre a priori cual es
la expresion que nos permite calcular el dicho percentil. Esto conlleva a que
podemos afiadir, en este caso, una prestacién de seguro a la que ya teniamos de

. renta, sin que se modifique el riesgo de insolvencia .

e Si 6 supera este limite, la incorporacién del seguro modificara el riesgo de insol-
vencia y por tanto , el valor del percentil. En este caso resulta imposible conocer

a priori una expresién que nos permita calcular el valor de dicho el percentil.
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El recargo de seguridad que garantiza un nivel de solvencia 1 — ¢ viene dado por

la ya conocida expresion:

3 = Per [L}] _ Per[L}]
T OPG,t) 0 I

En el supuesto que § < [Pere[ﬁf (renta unitaria)] — Ea;_Tle] (1 + Ip)/?

[

entonces:

r s P
A€ = Q' zj-z/051, — Anj1p

Gy

Conocido el recargo de seguridad A¢, podemos conocer la varible aleatoria L

4.7.1.4 Variable aleatoria pérdida del reasegurador. Caélculo de la prima

pura de reaseguro.

En esta seccién calcularemos la prima de reaseguro para las dos modalidades

estudiadas.

Analisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro del percentil

Distinguiremos dos casos:

Sié< [Perc[ﬁf (renta unitaria)] — EanTlll p] (1 4 Ip)!/? entonces las realizaciones
de la variable aletatoria ¢™® coincidirdn con las realizaciones de la renta de la op-
eracion (renta de jubilacién).

Sin embargo, si § > [Pere[f,? (rentaunitaria)] — ga;‘_—l”p] (1 + Ip)*/? tendremos

que determinar las realizaciones de £7® aplicando la expresién general.

Andlisis de la variable aleatoria prestaciones del reasegurador en la

modalidad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

La expresién de la funcién Z;  si el reasegurador es del tipo A :
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[ PRec(1 + Ip) h=1
(Zipos + PRESY(1 + Ip) §iZip1 > Vinor + Rinca
(Vi1 + Ripa + PES) (L +Ip) siZ;p1 < Vipor + Ripa
l1<h<n
Zin =3 (Zip-1)(1 + Ip) 81Zip-1 2 Vi1 + Rijna
(Vih=1 + Rip-1)(1 + Ip) siZ;ph-1 < Vip—1 + Ripy
- n<h<d,
(Zip-1— ah_,)(1 + Ip) $iZip-1 2 Vip-1 + Rip1
(Vip-1 + Rip—1 — 1)1 + Ip) siZ;p-1 < Vipr + Rin
\

En este caso:

Tin =

{T?"h h=1,...,d,.+m,.—1
11'2',‘ h=1,...,m,

donde:

T} =max{0, Vin+Ripn—Zix} h=1,...,d; +m,—1

T2, = max {0,0f — Zia(l + D™} h=1,...,m,

La expresion de la funcion Z; 4 si el reasegurador es del tipo B es :

( PR<(1+ Ip) h=1
(Ripor + Viper + PEf)(1+1p) 1<h<n
Zip =
| Ripms + Vi) 1+ I n<h<d,

\ (R"h—l + ‘/ivh—l - a;—l)(l + Ip) dr < h S dr + my

En este caso:
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T, = TYh h=1,...,d. +m, -1
= T;‘:h h=1,...,m,

donde:
TY=Vin+Rip—2Zipn h=1,...,d, +m, —1

T?, = Max {0,02 - Zin(1 + Ip)"l/z} h=1,...,m,

Conocida la funcién T; 5, podremos obtener las realizaciones M(¢,t) de la variable

aleatoria £P'7:

T2 (14 Ir)~1/2 t=0
M(i,t) = o1 T (L +Ir) ™ + T2, (1 + Iry™12 0<t<m,
i:l Tzl,s(l + Ir)—a t Z ms

siendo para t = 0, L ThA+Ir) =0

=1

Analisis de la variable aleatoria asociada a las contraprestaciones del

reasegurador

. . . . R . .
Las realizaciones de la variable aleatoria £, coinciden con las que hemos dado

en las dos operaciones anteriores:

R — -—
P G, M <t<w-—2z
La prima periddica de reaseguro viene dada por la siguiente expresion:

PR E [gzp ’R]

B[R
Respecto a la E[¢7F] sabemos que viene dada, al igual que en las operaciones a

primas periodicas que hemos estudiado, por el valor actuarial de una renta prepagable

de n-términos valorada al tipo de interés del reaseguro:

E[ﬁg'R] = /naz
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En la modalidad de reaseguro del percentil sélo podremos dar una expresién simpli- -

ficada de la prima de reaseguro en el caso que :

6 < [Perc[ﬁf-’ (rentaunitaria)] — 'Ea;—_lllp] (1 + Ip)!/? ya que al ser:

E[PF] = E[g0 (renta)] = a ¢, pp-sts/ds
la prima de reaseguro P® tomar4 la siguiente expresién:

PR = PR(renta) = —Zzu=zte/%:
Inlz

Sin embargo si 6 > [Perc[&’ (renta unitaria)] — §anT1|Ip] (1 + Ip)*/? no podremos
conocer a priori una expresién que nos permita calcular la prima de reaseguro PR,
4.7.1.5 Variable aleatoria pérdida ajustada de reaseguro. Célculo de la
prima pura ajustada de reaseguro
Calcularemos la variable aleatoria £ para las dos modalidades de reaseguro.
Analisis de la variable aleatoria asociada al beneficio del plan en la
modalidad de reaseguro del percentil

Distinguiremos dos casos:

1. Sié< [Perc[&’(renta unitaria)] — gan—_mp] (1 + Ip)'/?

Las realizaciones b(%, tx) de la variable aleatoria £'®, viene dadas por la siguiente

funcidn:
( [Pagr,(1 + Ip)**1/2 — o*)(1 + Ir)~8-1/2 te<n-—1

Pta=, (1 4 Ip)tt1/2 — o®)(1 4 Ir)~tx-1/2 n—1<t<d -1
n|lr

] b(i,tk) = <

(Pagy, — @ 4, pipgmayr, )L+ I P2+ Ir) ™12 d, <t < dy + &

LO thd,.+8c

Podemos observar que:
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d,
E[ﬁf’)R] = E[{?(renta)] — Z&a’(l + Ir)'j‘“/2 j—llflr

=1

2. 816> [Pere[ﬂJ (renta unitaria)] — %anTqu] (1 + Ip)'/? no podremos encontrar
una expresion simplificada que nos de las realizaciones de ff R recurriendo a la

expresion general para el calculo de éstas.

Analisis de la variable aleatoria asociada al beneficio del plan en la modal-

idad de reaseguro de diferencia de siniestralidad

En este caso la funcién H; 4 y las realizaciones de f,l-’ "R coinciden con las expresiones
que con carater general vimos en su momento.

Calculo de la prima ajustada de reaseguro La prima ajustada de reaseguro

viene definida por la siguiente expresion:

RA _ E[¢F 'R] - E[f.b 'R]
E[eFF]

En la modalidad de reaseguro del percentil, sélo podremos conocer la expresién a

priori de PRA g;:

6> [Perc[ff’(renta unitaria)] — gamlp] (1 + Ip)'/?

ya que al ser
dr .
E[&") = El¢(renta)] = 3 8a" (1 + Ir)™41/% 5y,
Jj=1

siendo:

n-1 1+ Ip Jj-1/2
bR — € i X
E[§"" (renta)] = E Ptag,, (1 n Ir) i-1/4z

drtet 1+1Ip i-1/2
+ JE’:‘ Pca'n—”p (m;) i=1/9z—
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o (1+Ip)""’2
a g —
oo, © e \Ty )

entonces:

1 | & :
PRA = pRA(renta) + = [Z 8o’ (14 Ir)~#/2 J’—ll‘h}

Inbz |1
4.7.2 Estudio de la estrategia 6ptima

En este apartado obtendremos las expresiones analiticas de las funciones K, en la

medida en que éstas puedan obtenerse.

4.7.2.1 Modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios

1. Si

6 < [Perct[ff (renta unitaria)] — %anTqu] (1+Ip)Y? Ve €0, ™)

o lo que es lo mismo debido al carater decreciente de Per.[£F(renta)] con re-

specto al riesgo reasegurado:
6 < [Pel‘cmuz [€P (renta unitaria)] — ga;;_—mp] (1 + Ip)'/?

entonces nos remitimos al analisis que en este sentido se hizo sobre la renta a

primas periddicas por coincidir estrictamente condicha operacidn.

2. Si
o P
5> [Pel‘cmaz[ff (renta unitaria)] — za;;_—mp] (14 Ip)*/?
no podemos conocer a priori la expresion del percentil y en consecuencia la
" expresién de la prima de reaseguro PR, lo cual nos imposibilita calcular a priori,
la funcién K(€). Esta circunstancia nos obliga a determinar la estrategia 6ptima

a posteriori, calculando una a una las posibles estrategias recargo reaseguro.
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4.7.2.2 Modalidad de reaseguro con reparto de beneficios.

Nos volvemos a plantear las mismas situaciones :

Sié > [Pel'cmnz [€P(renta unitaria)] — Ea;ﬁlp] (14-Ip)'/? por el mismo motivo que
en el apartado anterior no podemos deteminar a priori la funcién K“(¢), determinando

la estrategia 6ptima a posteriori, calculando una a una las posibles estrategias recargo

reaseguro.

Sin embargo, si § < [Percmu [€P(renta unitaria)] — Ea’nTIHp] (1 + Ip)*/?
entonces si que podemos conocer la funcién K#(ef) a priori. A continuacién de-
mostraremos que dicha funcién coincide con la que lleva asociada la operacién de

renta, a pesar de que la prima ajustada de reaseguro sea distinta en la operacién

mixta renta- seguro.
Sabemos que:
VPREC(e') = P(1 + X*) = P¢ (renta) = VPREC(")(renta)
, por ser el percentil el mismo que el de la renta, por tanto:

_ —(zj5u —z)—s“-{-l
AVPREC(e') = AVPREC(e!)(renta) = —2ULF IRV 5

)
Respecto a VPREA(€!) sabemos que:
VPREA(e') = PRA(1 +2R) =

nwr

t (1420 (& —j+1/2
VPREA(¢')(renta) + — > ba(l+Ir) i-1/9z
—~

Sin embé,rgo, como Q%? [E}i;l do(l + Ir)=i+1/2 ;) /qz] no depende de €, en-

tonces:
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AVPREA(e') = AVPREA(€)(renta) =

a"(]- + Ip)—dr—3¢'+1(1 + AR) &_ P ar (1 + Ip)dr‘hﬂct‘-l +
&"_llp n/Gz nllp | drtst-1"72 T+ 1Ir

dr'*""—l . '
& Y. -yl Ipy=Y%(1 4 Ir)= 3412 4

j=n

n-1
> &g, 5-1/9:(1 + IpY (1 + Ir)‘1+1/2}
i=1

lo que nos lleva a la conclusién de que :

_AVPREA(¢')(renta)
AV PREC(¢e)(renta)

KA(e) = = K4(¢')(renta)

Por tanto la estrategia 6ptima coincide con la de la renta a primas periddicas,

siendo por tanto ésta independiente de la temporalidad.

Con esta operacién acabamos el estudio de las operaciones paticulares.

Se podria haber hecho también el estudio concreto de operaciones en las cuales
las prestaciones y contraprestaciones fuesen variables, el problema que se nos plantea
en este caso, es que en aquellas operaciones donde intervienen pretaciones de seguro,
la determinacién de la estrategia éptima a priori serd muy dificil de obtener, de-
pendiendo ésta de la variacién concreta que presente tanto la prestaciones como las
contraprestaciones de la operacién.

Nosotros en lugar de entrar en la casuistica particular de cada variacién, la cual no
nos aportaria nada de nuevo, hemos realizado un ejemplo (ver anexo 4-5) en el que
se estudia una operacion mixta renta-seguro con prestaciones y contraprestaciones

variables.



ANEXO 4-1






Reaseguro y Planes de Pensiones 365

ANEXO 4-1 RENTA DIFERIDA TEMPORAL CON

CUANTIAS CONSTANTES A PRIMA UNICA

En este anexo calcularemos la prima de reaseguro para la mencionada o-
peracién en las dos modalidades de reaseguro estudiadas (modalidad del percentil
y modalidad de diferencia de siniestralidad). En particular nos centraremos en la
determinacién de la estrategia 6ptima para cada caso a partir de la funcién K, en la
medida en que ésta esté definida. En el caso particular del reaseguro del percentil,
haremos un estudio del comportamiento de la funcién K con respecto a las variables
de las que depende, veremos graficamente qué relacién hay entre la funcién K y el
cos.te total de la operacién y por iltimo analizaremos como se comportan las cotas
del recargo del reasegurador (C) y (D) con respecto a las variables de la operacion

(en la modalidad de reaseguro del percentil sin reparto de beneficios) .

4-1.1 REASEGURO DEL PERCENTIL. ANALISIS DE LA ESTRATE-
GIA OPTIMA (NO HAY REPARTO DE BENEFICIOS)

Analizaremos como evoluciona la funcién K(€') conforme va variando el tipo de
interés del reaseguro para la operacién objeto de estudio. El analisis lo realizaremos
para cuatro operaciones distintas, estudian&o para cada una de ellas el riesgo suscep-
tible de ser reasegurado €', el nimero de términos s¢ que a lo sumo puede hacerse
cargo el plan dado el riesgo reasegurado ¢ y los valores de la funcién K(¢*) asociados a
los tipos de intereses técnicos del reaseguro siguientes: Ir = 0.15 Ir = 0.09 Ir = 0.06
Ir =0.03 Ir = 0.01 Ir = 0.0001.

El tipo de interés técnico del plan lo fijaremos en Ip = 0.09 para las cuatro opera-
ciones, diferencidndose éstas por la temporalidad, diferimiento y edad del participe.

De esta forma podremos estudiar como influyen estos pardmetros en la funcién K (et).
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Cada operacién va acompafiada de una gréfica, donde se relaciona los valores
de la funcién K(€') asociados a cada tipo de interés de reaseguro Ir, con el riesgo

reasegurado €.

Recordemos que la funcién K (€)* asociada a una renta diferida y temporal a prima

unica y de cuantias constantes tiene la siguiente expresion:

PR A
_ R
K(et) — (1 + A ) dr+8"—1P” (1 n Ip)

Operacién (I)
Renta de jubilacion prepagable.
Edad del participe: ¢ = 60 afios.
Edad de jubilacién z;,, = 65 aios.
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual a” =1

Ip = 0.09
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et
0.000000
0.000005
0.000034
0.000136
0.000402
0.000961
0.001962
0.003546
0.005825
0.008882
0.012784
0.017621
0.023558
0.030903
0.040028
0.051257
0.064940
0.081437
0.101085
0.124155
0.150787
0.180906
0.214122
0.249631
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336

&
™
-

43
42
41
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11

Ir =0.15

Ir =0.09

Ir =0.06

0.000000
0.000003
0.000012
0.000038
0.000096
0.000207
0.000394
0.000683
0.001099
0.001669
0.002427
0.003423
0.004737
0.006473
0.008746:
0.011690
0.015467
0.020256
0.026248
0.033633
0.042572
0.053163
0.065391
0.079277
0.094968
0.112588
0.132192
0.153697
0.176999
0.202096
0.228989
0.257684
0.288196

0.000005
0.000034
0.000136
0.000402
0.000961
0.001962
0.003546
0.005825
0.008882
0.012784
0.017621
0.023558
0.030903
0.040028
0.051257
0.064940
0.081437
0.101085
0.124155
0.150787
0.180906
0.214122
0.249631
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

0.000019
0.000123
0.000477
0.001372
0.003191
0.006336
0.011134
0.017788
0.026376
0.036919
0.049488
0.064339
0.082076
0.103386
0.128746
0.158626
0.193446
0.233509
0.278909
0.329414
0.384335
0.442383
0.501551
0.560471
0.618859
0.676264
0.731875
0.784342
0.832566
0.876219
0.915118
0.949204
0.978516
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et
0.000000
0.000005
0.000034
0.000136
0.000402
0.000961
0.001962
0.003546
0.005825
0.008882
0.012784
0.017621
0.023558
0.030903
0.040028
0.051257
0.064940
0.081437
0.101085
0.124155
0.150787
0.180906
0.214122
0.249631
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336

43
42
41
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11

s Ir=10.03

Ir=0.01 Ir=0.0001
0.000075 0.000188  0.000299
0.000459 0.001132  0.001781
0.001736 0.004196  0.006537
0.004853 0.011500  0.017738
0.010968 0.025486  0.038927
0.021158 0.048211  0.072915
0.036130 0.080727  0.120897
0.056088 0.122887  0.182231
0.080814 0.173622  0.254943
0.109916 0.231559  0.336685
0.143166 0.295751  0.425805
0.180861 0.366367  0.522303
0.224191 0.445321  0.628639
0.274407 0.534484  0.747110
0.332046 0.634193  0.877796
0.397531 0.744523  1.020405
0.471073 0.865127  1.174076
0.552540 0.995037  1.337142
0.641287 1.132433  1.506860
0.735977 1.274406  1.679153
0.834379 1.416744  1.848399
0.933218 1.553800  2.007343
1.028090 1.678523  2.147217
1.116350 1.787232  2.263871
1.197763 1.880335  2.358458
1.271822 1.957831  2.431588
1.337452 2.018883  2.482836
1.392767 2.061558  2.510466
1.436556 2.085085  2.514229
1.469089 2.090901  2.496528
1.490885 2.080720  2.460020
1.502650 2.056418  2.407457
1.505211 2.019925  2.341555

Anexo 4-1
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)
A
|

Valores de la funacion K

w

Gréafico4—1.1.1

o
i

0.2 03 04 0.5 0.6
Riesgo del plan

e Ir=015 _ Ir=009 _, Ir=006
e Ir=003 o Ir=001 _,_ Ir=00001

Si disminuimos la temporalidad de la operacién a 20 términos:

Operacién (II)

Renta prepagable, diferida y temporal.

Edad del participe: z = 60 afios.

Diferimiento de la renta d, = 5 afos.

Temporalidad de la renta m, = 20 afios.

Recargo del reasegurador AR =0

Cuantia periédica y anual a” =1

Ip=0.09

0.7

369
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g

0.000000
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

rad

0.000000
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

s

20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

Ir=0.15

0.079277
0.094968
0.112588
0.132192
0.153697
0.176999
0.202096
0.228989
0.257684
0.288196
0.320545

Ir=009 Ir=006

0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811
0.678717

1.116350
1.197763
1.271822
1.337452
1.392767
1.436556
1.469089
1.490885
1.502650
1.505211
1.499472

1.787232
1.880335
1.957831
2.018883
2.061558
2.085085
2.090901
2.080720
2.056418
2.019925
1.973150

0.560471
0.618859
0.676264
0.731875
0.784342
0.832566
0.876219
0.915118
0.949204
0.978516
1.003176

r=

2.263871
2.358458
2.431588
2.482836
2.510466
2.514229
2.496528
2.460020
2.407457
2.341555
2.264912

Anexo 4-1
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Gréafico4—1.1.2

w

)
©
1

3

\\
|

Valoreas de la funcian B
=
A
¥
\ '
1

0 028683 0.3257 0.36598 0.40729 0.44834 0.48992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64381
Riesgo del plan

—aIr=015  _, Ir=0.09 _,_ Ir=006
e Ir=003 _ Ir=001 _,_ Ir=0.0001

Si reducimos el diferimiento de la operacién a un periodo:

Operacién (IIT)
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: £ = 60 afios.
Diferimiento de la renta d, = 1 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual a” =1

Ip = 0.09
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Valores de K

N
[

[\

=
(%]

—

g
©w

et

0.000000
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811
0.678717

et
0.000000
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811
0.678717

20
19
18
17
16
15
14
13

20
19
18
17
16
15
14
13

r=20.1

0.153697
0.176999
0.202096
0.228989
0.257684
0.288196
0.320545
0.354762

Ir =0.03
1.392767
1.436556
1.469089
1.490885
1.502650
1.505211
1.499472
1.486363

Anexo 4-1

Ir=10. Ir=0.
0.448841 0.784342
0.489921 0.832566
0.530202 0.876219
0.569412 0.915118
0.607336  0.949204
0.643811 0.978516
0.678717 1.003176
0.711974 1.023370
Ir =0.01 Ir=0.0001
2.061558  2.510466
2.085085  2.514229
2.090901 2.496528
2.080720  2.460020
2.056418  2.407457
2.019925  2.341555
1.973150  2.264912
1.917922  2.179938

Grafico4—1.1.3

1

0448841  0.489921

—a_Ir=015

o Ir=0.03

0.530202 0.569412 0607336 0.64

Riesgo del plan

—o-Ir=009

—o—1r=0.01

—a Ir=006
—o Ir=0.0001

3811 0.678717
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Si reducimos la edad del participe a 30 afios y mantenemos el diferimiento en 5
afnos:
Operacion (I1V)
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 30 afios.
Diferimiento de la renta d, = 5 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afos.
Recargo del reasegurador A% = 0

Cuantia periddica y anual " =1

Ip=10.09

et s¢ Ir=015 Ir=0.09 Ir=0.06

0.000000 20 0.256151 0.926849 1.810940
0.926849 19 0.272276 0.933793 1.774293
0.933793 18 0.289227 0.940176 1.737253

v
~

€

s8¢ Ir=0.03 Ir=0.01 Ir=0.0001

0.000000 20 3.607044 5.774732  7.314801
0.926849 19 3.434030 5.390992  6.761786
0.933793 18 3.267180 5.029465  6.246498
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Gréafico 4—1.1.4

8

7 -N
Y

6 | .

WTalores de K
&
1

a— —— ——
3 -
2. & 4
1 o + +
o LT - 1
0 0.926349 7933793
Riesgo del plan

e Ir=003 _o Ir=001 _,_ Ir=00001

Podemos hacer las signientes observaciones:

e Los valores de la funcién K(¢') aumentan, conforme disminuye el tipo de interés

técnico del reaseguro, fijado el tipo de interés técnico del plan.

o El crecimiento de la funcién K(€') depende exclusivamente de la relacién entre
el tipo de interés técnico del plan Ip y el tipo de interés técnico del reaseguro Ir.
Puede constatarse en los cuatro casos que la funcién K(¢*) es siempre creciente
cuando Ip £ Ir, e incluso se mantiene este comportamiento para valores de
Ip > Ir, (puede observarse que la funcidén K(e') sigue siendo creciente cuando
Ir = 0.06 < Ip = 0.09 en los tres casos estudiados), sin embargo , a partir
de un determinado valor de Ir < Ip, la funcién deja de ser creciente, (por
ejemplo, el valor de Ir por debajo del cual la funcién deja de ser creciente en
la operacién (I) es Ir* = 0.022) alcanzando un maximo en un € € [0,€™*%)).
Cuanto mas bajo sea Ir por debajo del limite, mas pequeiio es el nivel de riesgo

€' que hace méaximo la funcién K(e'); pudiéndose dar el caso extremo, segin
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las caracteristicas técnicas de la operacidn, que la funcién K(€*) sea totalmente

decreciente y por tanto, nivel de riesgo que hace maximo la funcién K(€') sea

e =0.

Esta idea queda reflejada en los ejemplos anteriores, asi si observamos la o-
peracién (I) y contemplamos el caso en el que Ir = 0.01 < 0.022 , la funcién
K(€*) deja de ser creciente alcanzado un médximo para el valor €' = 0.48992 €
{0, 0.643811). Si consideramos un tipo de interes técnico del reaseguro mds
pequeinio como Ir = 0.0001 el maximo se desplaza para valores de riesgo mas

pequeiios, observemos como en este segundo caso el mdximo viene asociado a
un valor de €' = 0.44884 € [0, 0.643811).

Si observamos la operacién (IV), el tipo de interés técnico de reaseguro a partir
del cual la funcién K(€') ya no es creciente viene dado por Ir* = 0.062, por
tanto si consideramos un Ir inferior a éste como por ejemplo Ir = 0.06 la
funcién K(e') no deja de ser sélo creciente, sino que invierte la tendencia siendo

ahora decreciente, localizandose el maximo de la funcién K(€') en € = 0.

o Los valores de la funcién K(€) han sido calculados para un recargo del reasegu-
rador AR = 0. Si el recargo fuera positivo, todos los valores quedarian multipli-

cados por (1 + AR), lo que supondria un desplazamiento de la funcién K(e*).

o Puede observarse que cuanto mayor es la probabilidad de que el participe llegue
con vida al final de la operacién (esta probabilidad serda mayor cuanto mas
pequefio sea el diferimiento, temporalidad y edad del participe), menor es la

concentracién de valores de la funcién K(€') en el origen.

En la operacién (I), al tratarse de una renta de jubilacién, la probabilidad de
que llegue con vida el participe al final de la operacion es cero, por tanto esta
circunstancia hace que en el origen la funcién K(¢!) tome valores muy préximos

a cerod, sea cual sea el tipo de interes técnico del reaseguro.

8L0s valores estan muy concentrados en un entorno del origen
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Sin embargo en la operacidn (II) , al reducirse la temporalidad de la operacién,
pasa de 43 términos a 20 términos, aumenta la probabilidad de que el participe
llegue vivo al final de la operacidn, lo que da lugar a que los valores de la funcién

K (€') no estén tan concentrados en el origen.

Lo mismo sucede si se reduce el diferimiento de la operacion o la edad del

participe, como podemos observar en las operaciones (III) y (IV).

Respecto al dominio de la funcién K(€') , dado por el intervalo discreto [0, €™*%],
es independiente del tipo de interés técnico del reasegurador como puede con-

templarse en los cuatro ejemplos.

Si contemplamos la operacién (I), el dominio viene definido por los 33 valores
de (¢€') siendo la cota superior del intervalo e™** = 0.607336, sea cual sea el tipo

de interés del reaseguro.

Si reducimos la temporalidad a 20 términos (operacion (II)), el dominio dismi-

nuye en cuanto a nimero de términos, (11 en este caso), y sin embargo aumenta

maxr

€™%* = 0.643811. Este comportamiento del dominio se repite si reducimos el

diferimiento de la operacién, (en la operacién (III), el dominio estd formado
por 8 valores, y €™%* = 0.678717) o disminuimos la edad del participe (en la

operacion (IV) 3 son los valores que forman el dominio y €™** = 0.933793)).

Por tanto, cuanto mayor sea la probabilidad de que el participe llegue con vida
al final del operacién, menos valores tendra el dominio,(por ser la prima pura
mds proxima a la prima financiera), mayor serd €™*® y mayor serd también la
diferencia entre €™" y su siguiente €™ + 1, como puede constatarse en los
ejemplos.

El dominio de la funcién K(¢) también se ve afectado por el tipo de interés
técnico del plan, asi cuanto mayor sea éste, mas valores tendra el dominio y
mayor sera por tanto ¢€™** dada una determinada operaciéon actuarial. Por
ejemplo si en la operacion (I) aumentamos el tipo de interés técnico del plan a

Ip = 0.14, el dominio estard formado por 35 valores, siendo €™** = 0.67872.
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Relacién entre la funcién K(€') y el coste total de la operacién

En este apartado contrastaremos empiricamente la relacién entre la funcién K (¢?)
y el coste de operacién. Como puede observarse en el apartado anterior, podemos

clasificar la funcién K(€') en tres tipos, atendiendo al criterio de si la funcién corta o

no corta al eje K = 1:
Tipo A La funcién esta por debajo del eje K =1

Tipo B La funcién presenta un sélo corte con el eje K = 1. ( Este corte siempre lo
hard en un tramo creciente, y nunca en uno decreciente como puede observarse

empiricamente en los ejemplos anteribres).
Tipo C La funcidn esta por encima del eje K = 1.

Para ver la relacién entre el coste total de la operacién y la funcién K(€') consi-

deraremos tres ejemplos que presenten cada uno de los tres tipos de funciones K (¢*)

mencionados.

Para cada ejemplo calcularemos: el nivel de riesgo del plan €, el nimero de
términos que puede hacerse cargo el plan asociado a ese riesgo s¢, el recargo de
seguridad A€ asociado al nivel de insolvencia (et), y el valor actual del coste total de
la operacién VCT(€).

Cada ejemplo ira acompafiado de dos graficas, la primera relacionara la funcién &

con el nivel de riesgo del plan, y la segunda relacionara el valor actual del coste total

con el nivel de riesgo del plan.

Operaciéon (I) Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 60 afos.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Diferimiento de la renta d, = 5 aﬁos'

Recargo del reasegurador A® =0
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Cuantia periddica y anual a” =1

Ip=0.09

Ir =0.09

: 4
et s¢

0.000000
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

Gréfico 4—

=
[

0.37288
0.34605
0.31680
0.28491

0.25016

0.21228
0.17099
0.12599
0.07693
0.02346
0.00000

1.1.5

K(€)

VCT(et)

0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811
0.678717

6.46689
6.37675
6.28384
6.18862
6.09160
5.99325
5.89405
5.79445
5.69496
5.59606
5.49827

P
I
L
*
*
*
4

Valores de la funcion K
E- A k-3 - x “w
T T T T T T

fod
Y
1

| 1 i} i 1

L 4
4

1 1

L 2

1

<
[S]

[ 1
0 028685 0.3257 036598 0.40729 0.44684 0.48992 0.5

Riesgo del plan

—a Funcion K _, FEjeK=1

302 0.36941 0.60734 0.64361

Anexo 4-1
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Grafico4—1.1.6

6.6

6.5 -
64 |-
63 |-
6.2 |-
61 |-

59 +

_5.8 - \.\

57 - \‘l\

5.6 |-
55 Fe——s * . —e — \:\t

*
L 4
L 4

Conte total de la opearacian

54 -
33 L

I} 1 1 — i H i

i

Riesgo del plan

—a— Coste total de la operacién _ . Minimo del coste total

1
0 0.28685 0.3257 0.36596 0.40729 0.445684 0.48992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64381
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Puede observarse por el grafico 4-1.1.5, que la funcién K(¢f) responde al tipo (A),

(todos los valores son inferiores a uno). En este caso el valor actual del coste total

se hace minimo cuando el riesgo del plan € = 0.64381 = €™ (ver gréfico 4-1.1.6).

Por tanto, la estrategia ptima serd no recargar la prima de la operacidn, y cubrir el

riesgo de insolvencia asociado a la prima pura (e* = 0.643811) via reaseguro.

Podemos observar que cuanto mayor es el recargo se seguridad aplicado a la prima

t . . .
pura X, mayor es el valor actual del coste total , por ser menor el riesgo de insolvencia

del plan.

En nuestro caso, el coste éptimo de la operacién VCT(e*) = 5.49827 y el nimero

de términos que puede hacerse cargo el plan sin que actiie el reaseguro 8¢ =10.

Operacién (II) Renta prepagable, diferida y temporal.

Edad del participe: z = 60 afios.

Temporalidad de la renta m, = 20 afos.
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NValores de la funcisn B

Anexo 4-1
~ Diferimiento de la renta d, = 5 afios
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia peridédica y anual a" = 1
Ip=0.09
Ir =0.05
¢ £ X K(¢) VCT(e)
0.000000 20 0.37288 0.703640 6.46689
0.286852 19 0.34605 0.769614 6.42943
0.325700 18 0.31680 0.833069 6.39769
0.365984 17 0.28491 0.893068 6.37262
0.407290 16 0.25016 0.948062 6.35511
0.448841 15 0.21228 0.996858 6.34585
0.489921 14 0.17099 1.039228 6.34523
0.530202 13 0.12599 1.075125 6.35355
0.569412 12 0.07693 1.104650 6.37091
0.607336 11 0.02346 1.128019 6.39727
0.643811 10 0.00000 1.145537 6.43241
Grafico4-1.1.7
13
12 |
11 |- /‘/
1 - - n & ,a—"—// " - " & A
/"/
09 | e
,-"/
08 |- //
4
0.7 r-I//
0.6 | 1 1 1 i 1 1 1

0

1 1 H
0.28685 0.3257 0.36596 0.4

—a Funcisn K _g FEje K=1

0729 0.44684 0.45992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64351
Riesgo del plan
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Gréafico 4—1.1.8

6355

65 -

6.45

64

6.35

Corte total de la operacion.

625 1 1 1 1 1 1 ) i ] i i
0 028685 0.3257 0.36598 0.40729 0.44664 0.45992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64381

Riesgo del plan

—a— Coste total de la operacién. _,_ Minimo del coste total

En esta operacidn, la funcién K(€') responde al tipo(B), (presenta un corte con
el eje K=1), como puede ficilmente observarse en el grifico 4-1.1.7. Sin embargo, a -
diferencia del caso anterior, el valor actual del coste total se hace minimo para un nivel
de riesgo del plan € = 0.48992 = €* < ™%, (ver grafico 4-1.1.8) , siendo K (0.48992) =
K(e*) = 1.039228 (coincidiendo con el primer valor de k(e') mayor o igual a uno).
Podemos comprobar que el valor de K(e*) cumple la condicién de éptimo, pues sa-
tisface: K(e*~!) = K(0.448841) = 0.996858 < 1y k(e*) = K(0.48992) = 1.039228 >
1

Por tanto, en este caso la estrategia éptima es aplicar un recargo de seguridad
que lleve asociado un nivel de insolvencia €* = 0.48992, siendo en nuestro ejemplo
2048992 — (,17099.

El valor actual del coste total asociado a la estrategia Sptima VCT(¢*) = 6.34523,

y el nliimero de términos que a lo sumo puede hacerse cargo el plan sin que intervenga

el reaseguro s¢° = 14.
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Operacién (III) Renta prepagable, diferida y temporal.

Valorxes de la funcicon kK

Edad del participe: z = 60 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Diferimiento de la renta d, = 5 afios
Recargo del reasegurador AR = 0
Cuantia periodica y anuala” = 1
Ip=0.09
Ir =0.03
s e e K(é) VOT(e)

0.000000 20 0.37288 1.116350 6.46689
0.286852 19 0.34605 1.197763 6.48160
0.325700 18 0.31680 1.271822 6.50885
0.365984 17 0.28491 1.337452 6.54967
0.407290 16 0.25016 1.392767 6.60491
0.448841 15 0.21228 1.436556 6.67499
0.489921 14 0.17099 1.469089 6.75990
0.530202 13 0.12599 1.490885 6.85934
0.569412 12 0.07693 1.502650 6.97277
0.607336 11 0.02346 1.505211 7.09937
0.643811 10 0.00000 1.499472 17.23807

Gréafico4—1.1.9
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Gréafico 4—1.1.10

Tonte total de la operaciasn

63 L1 i I 1 —_ 1 2 ! 1 1 !
0 028685 03257 0.36598 0.40729 0.44884 0.48992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64361
Riesgo del plan

—m— Coste total de la operacién _, Minimo del coste total

En este dltimo ejemplo la funcién K(€') responde al tipo (III), (todos los valores

de K (€') son mayores a uno) como podemos ver en la grafica 4-1.1.9.

El coste (ver gréfico 4-1.1.10) se hace minimo cuando el nivel de riesgo del plan €* =
€™" = (, por consiguiente la estrategia éptima serd cubrir totalmente la insolvencia
del plan con el recargo de seguridad, no aplicando reaseguro ya que este lo que hace

es encarecer el coste de la operacién.

En nuestro caso el reéargo de seguridad que cubre totalmente la insolvencia del
plan es A™™" = 0.37288, el valor actual del coste total de la operacién VCT(e*) =
6.46689 y el nimero de términos que puede hacerse cargo el plan sin que intervenga
el reasegurador coincide con la temporalidad de la operacién s¢* = 20 . Por tanto el

valor actual del coste total optimo coincidird con la prima financiera de la operacién.

En este tipo de operaciones, no podremos encontrar nunca una estrategia recargo
reaseguro que cubra totalmente la pérdida del plan y su coste sea menor al de la

prima financiera asociada.
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Conclusién:
o Si K(e!) < 1Ve! € [e™™, e™*%], entonces €* = e™**

e Si K(€') presenta un corte con el eje K = 1 en un tramo creciente, entonces

€ c (Cmin’ 6ma::]

e Si K(e!) > 1Ve' € [e™™, €™, entonces € = €™ y VCT(e*) = prima fi-

nanciera.

Estas estrategias pueden generalizarse para cualquier tipo de operacidn, tanto de

renta como de seguro.

Analisis de la cota inferior (C) y superior (D)

En este apartado estudiaremos el comportamiento de (C) y (D) con respecto a la
temporalidad, diferimiento de la operacion, edad del participe y relacion entre el tipo
de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del reaseguro.

El analisis se realizarda con ejemplos concretos, los cuales nos permitiran ilustrar
cual sera la tendencia de (C) y (D) conforme van variando las magnitudes antes

sefialadas, permaneciendo constantes las demds caracteristicas técnicas del plan.

a) Analisis de (C) y (D) con respecto a la temporalidad de la operacién

El estudio lo realizaremos variando la temporalidad de la siguiente operacién ac-

tuarial :
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 60 afos.
Diferimiento de la renta d, = 5 anos
Recargo del reasegurador A? = 0

Cuantia periddica y anual o” =1
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Ip = 0.06

Ir =0.07

m, Valor de (C) Valor de (D)

5 0.2640 0.3142
10 0.4337 0.6804
15 0.6804 1.4398
20 0.7882 3.3673
25 0.7882 9.5754

43 0.7882  297574.64

Podemos observar que si bien (C) y (D) son directamente proporcionales a la
temporalidad de la operacién, (D) es mucho mas sensible a cambios en la temporalidad
que (C). Esto es debido a que la temporalidad , si bien afecta directamente al valor
de (D), no es asi con (C), que recoge el efecto de la temporalidad a través de s

Repecto al valor de (C), podemos observar que para temporalidades bajas hay
un crecimiento sostenido pero decreciente hasta m, = 20, a partir de entonces (C) y
por tanto s es independiente de la temporalidad manteniendo siempre el mismo
valor. Esto es debido a que cuando la operacién presenta una baja temporalidad, la
probabilidad de que el participe llegue vivo al final de la operacién es lo suficiente
considerable, que un aumento en la temporalidad provocan incrementos tales en la
prima pura de la operacién que hacen aumentar s¢ y por tanto el valor de (C).

Sin embargo cuando la operacién presenta una determinada temporalidad de tal
forma que la duracién de la operacién empiece a alcanzar las iltimas edades de las
tablas, es decir, la probabilidad de que llegue el participe vivo al final de la operacién
empieza a ser pequeia, un aumento en la temporalidad provoca una diferencia en la
prima pura tan pequefia, que ésta tltima no llega a modificar s*™*". En nuestro caso
sucede cuando la operacién alcanza una temporalidad m, = 20. Esta temporalidad
apartir de la cual (C) es constante dependera de las caracteristicas técnicas de la o-

peracién (a parte del efecto que puedan tener otras variables, cuanto mayor sea la edad
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del participe y diferimento de la operacidn, menor serd el valor de la temporalidad a
partir del cual (C) es constante).

Respecto a valor de (D), presenta un crecimiento exponencial conforme aumenta
la temporalidad de la operacion.

Para aquellos operaciones que presenten funciones K(e') crecientes y Ip > Ir el
comportamiento de (C) y (D) con respecto a la temporalidad es el mismo que en el

caso anterior en el cual Ip < Ir, como queda ilustrado en el siguiente ejemplo:
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: £ = 60 afos.
Diferimiento de la renta d, = 5 afios
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periodica y anual a" =1
Ip=0.07
Ir =0.06

m, Valor de (C) Valor de (D)

5 0.0877 0.1098
10 0.1661 0.2919
15 0.2431 0.7076
20 0.3492 1.7827
25 0.3492 5.1345

43 0.3492 123103.41

" Puede observarse que la tnica diferencia con respecto al anterior es que los valores de

(C) y (D) asociados a cada temporalidad son més pequeios.

b) Andlisis de (C) y (D) con respecto a la edad del participe

Para ello consideraremos el siguiente ejemplo:
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Renta prepagable, diferida y temporal.
Temporalidad de la operacién m, = 20
Diferimiento de la renta d, = 5 afios
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual a” =1

Ip =10.06

Ir =0.07

Edad del participe Valor de (C) Valor de (D)

30 0.3290 0.3516
35 0.3545 0.4116
40 0.3978 0.5129
45 0.4672 0.6891
50 0.5771 1.0166
95 0.6655 1.6994
60 0.7882 3.3673

Podemos comprobar que la edad, al igual que la temporalidad, es directamente
proporcional a (C) y (D). Atn asi (D) es més sensible para edades altas que (C).

Al igual que sucede con la temporalidad el comportamiento de (C) y (D) se
mantiene con respecto a la edad del participe para aquellas operaciones qué presenten

funciones K(€¢') crecientes y Ip > Ir, como se ilustra en el siguiente ejemplo:
Renta prepagable diferida y temporal.
Temporalidad de la operacién m, = 20
Diferimiento de la renta d, = 5 afios

Recargo del reasegurador AR =0
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Cuantia periédica y anual o” =1
Ip = 0.07

Ir =0.06

Edad del participe Valor de (C) Valor de (D)

30
35
40
45
50
i)
60

-0.1371
—0.1039
—0.0577

0.0078
0.1038
0.2103
0.3492

—0.1388

—0.1006

—0.0360
0.0762
0.2849
0.7200
1.7827

Anexo 4-1

Para aquellas edades en las que (D) < 0, la estrategia éptima serd no reasegurar

y recargar la operacién hasta cubrir el riesgo de insolvencia del plan (el coste de la

operacién coincidird con la prima pura financiera), debido a que al ser el recargo del

reasegurador AR > 0, entonces siempre AR > (D).

c) Andlisis de (C) y (D) con respecto al diferimento de la operacion

Sea:

Edad del participe z = 50 afios.
Renta prepagable, diferida y temporal.
Temporalidad m, = 20

Recargo del reasegurador AR = ()
Cuantia periédica y anual o" = 1
Ip=10.06

Ir =0.07
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d, Valor de (C) Valor de (D)
0 0.4141 0.5771
5 0.5771 1.0166
10 0.7206 1.9280
15 1.0166 4.2411
20 1.2963 11.6914

El diferimiento de la operacién también es directamente proporcional a (C) y (D),
siendo mads sensible (D) para valores altos del diferimiento.
Este comportamiento también se repite para aquellas operaciones en las que Ip >

Ir y la funcién K (e‘). sea creciente, como puede observarse en el siguiente ejemplo:
Edad del participe z = 50 afios.
Renta prepagable, diferida y temporal.
Temporalidad m, = 20
Diferimiento d, = 5
Recargo del reasegurador A% = 0
Cuantia periddica y anual a" =1
Ip=0.07

Ir =0.06

d, Valor de (C) Valor de (D)

0 0.0471 0.1038
5 0.1038 0.2849
10 0.1598 0.6984
15  0.2365 1.7678

20 0.3419 5.1014
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Observamos que la unica diferencia con respecto al caso anterior, es el menor valor

que toman los valores de (C) y (D) asociados a cada diferimiento.

d) Analisis de (C) y (D) con respecto a la relacién entre el tipo de

interés técnico del reaseguro y el tipo de interés técnico del plan

Sea :

Edad del participe z = 50 afios.

Renta prepagable, diferida y temporal.

Temporalidad m, = 20

Diferimiento d; = 5

Recargo del reasegurador AR =0

Cuantia periddica y anual a” =1

Ip=10.06

Ir

0.12
0.09
0.06
0.05
0.04

0.833
0.66

Valor de (C) Valor de (D)

2.7560
1.2422
0.3194
0.1020
—0.0812

5.0345
2.1451
0.6097
0.2822
0.0191

Podemos observar que conforme disminuye la relacién f—;, disminuyen los valores de

(C) y (D) asociados, pudiéndose dar la circunstancia que el valor (C) resulte negativo

(en este 1ltimo caso la estrategia 6ptima nunca podria ser reasegurar totalmente el

riesgo de insovencia por ser siempre A® > (C), como asi sucede en nuestro caso cuando

la ‘re‘laciép 1 =0.66).

La conclusién a la que llegamos después de hacer este estudio es la siguiente:
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e (C) y (D) son directamente proporcionales al diferimiento y la temporalidad
de la operacidn, a la edad del participe, y a la relacion entre el tipo de interés

técnico del reaseguro y el tipo de interés técnico del plan.

e Este comportamiento se mantiene tanto si Ir > Ip, como si Ir < Ip. En este
ultimo caso sélo tendra sentido plantearse (C) y (D) si la operacién presenta

una funcién K(€') creciente.

Si bien los valores de (C) y (D) son distintos para cada operacién en particular, y
por tanto para determinar la estrategia 6ptima teniendo como informacién el recargo
del reasegurador A%, tendremos que calcular dichos valores para cada caso, lo que si
podemos asegurar es que cuanto mayor sea la edad del participe, la temporalidad ,
el diferimiento y la relacién % de una operacién respecto de otra, mayor seran los
valores de (C) y (D) asociados, y por tanto méis posible serd que la estrategia 6ptima

venga dada por €* = ™%,

Cabe destacar un caso particular de rentas diferido temporales, las rentas de ju-
bilacidn, caracterizadas por una alta temporalidad. Esta circunstancia nos permitira
determinar con cierta generalidad cual sera la estrategia optima asociada a las mis-
mas. Para ello analizaremos dos ejemplos, el primero se caracterizara por tener una
relacién -}—; < 1, y el segundo por presentar una relacion % = 1. Dentro de cada
ejemplo consideraremos dos casos: en el primero la edad del participe es 2 = 65 afios

y en el segundo caso la edad del participe z = 20 afios.

o Renta de jubilacion

Edad z = 65 afios

Diferimiento d, = 0 (Renta de jubilacién.)

Ip = 0.07

Ir =0.05
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o (C) = 0.2857 y (D) = 79554,35

Si ahora modificamos la edad y calculamos la misma operacién para un participe de
r = 20 afios, (siendo por tanto el diferimiento d, = 45 afios) ® (C) = —0.4303 y
(D) = 43026.44

Podemos observar que el efecto que produce en (C) y (D) la reduccién en la edad
del participe,(disminucién de los valores (C) y (D)), no se ve compensado por el
efecto creciente que sobre dichos valores provoca el aumento en el diferimiento de
la operacién; lo cual supone una reduccién de (C) y (D) al disminuir la edad y al
aumentar el diferimiento de la operacién, como puede observase en el ejemplo.

Este comportamiento se da siempre que %;; < 1, observemos que en nuestro ejemplo
E=0T14<1.

Por tanto, si ;—; < 1 podemos asegurar que la estrategia 6ptima nunca vendra
dada por un riesgo a reasegurar €* = €™", por presentar (D) valores inalcanzables
desde un punto de vista prictico por el recargo del reasegurador, observemos que
en nuestro ejemplo concreto (D) = 43026.44. Sin embargo cuanto menor es la edad
del participe, mds ficil es que la estrategia éptima venga dada por una estrategia
mixta recargo reaseguro. Como podemos constatar en nuestro anterior ejemplo, si la
edad del participe es de z = 20 aiios, la estrategia éptima siempre vendra dada por

una estrategia mixta recargo reaseguro sea cual sea el recargo del reasegurador, por

presentar un valor de (C) = —0.4303 < 0.

Contemplemos ahora el siguiente ejemplo:
e Renta de jubilacién
¢ Edad z = 65 afios

¢ Diferimiento d, = 0 (Renta inmediata)

o Ip=0.06

9Suponemos que la edad de jubilacién es a los 65 afios.
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o Ir =0.06

o (C) = 0.61247 y (D) = 175725, 61

Si ahora modificamos la edad y calculamos la misma operacion para un participe de
z = 20 afios, y d, = 45 afios (C) = 0.6303 y (D) = 222158, 66

En este caso el efecto creciente que sobre (C) y (D) tiene un aumento en el dife-
rimiento compensa el efecto decreciente que sobre estos mismos valores presenta una
disminucién en la edad del participe.

Por tanto siempre que - I ~21una reduccion en la edad del participe, lleva asociado
un aumento en el dxferumento tal, que provoca un aumento en (C) y en (D).

Si bien en este caso, al igual que sucedia con el ejemplo anterior, los valores
de (D) son tan elevados que resultan inalcanzables por el recargo del reasegurador,
también podemos extender esta idea a (C). Observemos que el valor de (C) maés
pequeiio que puede tomar la operacién del ejemplo es aquel que lleva asociado como
edad del participe la edad de jubilacién, en donde (C) = 0.6124, lo que supondria un
recargo del reasegurador de 61.24%, siendo muy poco probable que en la practica dicho
recargo alcance este valor. Incluso podemos ir més alld, y decir que (C) = 0.6124
es uno de los valores mas pequefios 1° que puede tomar del conjunto de rentas de
jubilacién que podemos formar siempre y cuando Ir > Ip, puesto que cualquier otra
renta de jubilacidon que presente una relacién % > 1 el valor de (C) serd mayor. En
consecuencia la estrategia éptima vendra dada en la generalidad de los casos en que
Ip < Ir por un riesgo 6ptimo €* = ™%,

Conclusién:

e Si una renta de jubilacion se caracteriza por tener Ip < Ir, la estrategia 6ptima

se conseguira con un nivel de riesgo del plan €* = ¢™**.

10No podemos asegurar que es el mds pequefio, por que 5°  depende también del valor que
tome el tipo de interés técnico del plan, asi cuanto mayor sea Ip, menor sera s¢ ™", y méas pequefio
sera el valor de (C). Por ejemplo si en la operacién definida anteriormente Ip = 0,18 el valor de
(C) = 0,473369. De todas maneras puede observarse que aumentando el triple Ip, el valor de (C)
disminuye ligeramente.
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e Si una renta de jubilacién se caracteriza por tener Ip > Ir, cuanto menor sea
la edad del participe, més probable serd que la estrategia 6ptima venga dada

por una estrategia mixta recargo reaseguro.

4-1.2 REASEGURO DEL PERCENTIL. ANALISIS DE LA ESTRATE-
GIA OPTIMA ( HAY REPARTO DE BENEFICIOS)

Antes de abordar la problematica de la estrategia 6ptima a partir de la funcién K,
analizaremos en el siguiente apartado la relacién entre la prima ajustada de reaseguro,

el tipo de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del reaseguro.

Analisis de la prima ajustada de reaseguro con respecto a la relacion
entre el tipo de interés técnico del plan y el tipo de interés técnico del

reaseguro

En este apartado ilustraremos como se comporta la prima de reaseguro II™4 con
respecto a la relacién entre Ip y Ir, mediante tres ejemplos en los cuales se dan las
tres posibles relaciones entre Ipy Ir (Ip< Ir, Ip=Ir y Ip > Ir).

Para cada uno de ellos calcularemos el riesgo del plan ¢, el recargo de seguridad
asociado al del plan \¢, el percentil o prima recargada I1¢, la prima ajustada de

reaseguro I174 y el valor actual del coste total de la operacién VCT ()
Operacién (I)

Renta prepagable diferida temporal.

Temporalidad de la operacién m, = 20

Edad del participe: £ = 60 anos.

Edad de jubilacidn ;4 = 65 aiios.

Cg@tia periddica y anual o =1

Ip =0.06
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Ir =0.07

t
I3l AS

0.00000 0.42632
0.28685 0.38755
0.32570 0.34645
0.36598 0.30288
0.40729 0.25670
0.44884 0.20775
0.48992 0.15586
0.53020 0.10086
0.56941 0.04256
0.60734 0.00000

Podemos observar en este ejemplo, que la prima de reaseguro ajustada es siempre

t

m.

9.08525
8.83827
8.57648
8.29897
8.00482
7.69301
7.36250
7.01215
6.64079
6.36970

HR,A

—2.49140
—2.28032
—2.05597
—1.81742
—-1.56370
—1.29371
—1.00632
—0.70027
—0.37423
—0.13490

VCT(€)

6.59385
6.55796
6.52051
6.48155
6.44112
6.39930
6.35618
6.31189
6.26656
6.23480
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negativa, sea cual sea el riesgo reasegurado €, aumentando ésta (haciéndose menos
b b

negativa) conforme aumenta el nivel de riesgo del plan. Este comportamiento se da

siempre que Ip < Ir sea cual sea la temporalidad, edad del participe, o temporalidad

de la operacién.

Operacién (II)

Renta prepagable diferido temporal.

Temporalidad de la operaciéon m, = 20

Edad del participe: £ = 60 afios.
Edad de jubilacién zj,, = 65 afios.
Cuantia periddica y anual " =1
Ip=10.06 .

Ir =0.06
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¢ A o oR4  VOT(e)

0.00000 0.42632 9.08525 —2.71554 6.36971
0.28685 0.38755 8.83827 —2.46857 6.36971
0.32570 0.34645 8.57648 —2.20677 6.36971
0.36598 0.30288 8.29897 —1.92926 6.36971
0.40729 0.25670 8.00482 -1.63511 6.36971
0.44884 0.20775 7.69301 —1.32330 6.36971
0.48992 0.15586 7.36250 —0.99279 6.36971
0.53020 0.10086 7.01215 —0.64245 6.36971
0.56941 0.04256 6.64079 -0.27108 6.36971
0.60734 0.00000 6.36971 0.00000 6.36971

En este caso, en el que Ir = Ip = 0.06, la prima de reaseguro también es nega-
tiva como en el anterior, con la inica diferencia de que ésta se hace nula cuando el

reaéeguro cubre el maximo riesgo posible €™** = 0.60734.

Operacién (III)
Renta prepagable diferido temporal.
Temporalidad de la operaciéon m, = 20
Edad del participe: z = 60 anos.
Edad de jubilacién zj,, = 65 afios.
Cuantia periodica y anual a” =1
Ip=0.08

Ir =0.06
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I

0.00000
0.28685
0.32570
0.36598
0.40729
0.44884
0.48992
0.53020
0.56941
0.60734
0.64381

A

0.38954
0.35918
0.32638
0.29096
0.25271
0.21140
0.16679
0.11860
0.06656
0.01036
0.00000

t

1

7.21663
7.05893
6.88862
6.70468
6.50602
6.29147
6.05976
5.80951
5.53924
5.24735
5.19350

IR

—2.40664
—2.18828
—1.95396
-1.70271
—1.43351
—1.14528
—0.83693
—0.50728
—-0.15510
0.22088
0.28930

VCT(e)

4.80999
4.87065
4.93465
5.00196
5.07251
5.14619
5.22283
5.30224
5.38414
5.46823
5.48290
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En este ultimo ejemplo en el cual Ip > Ir, la prima de reaseguro ajustada deja de

ser negativa para riesgos a reasegurar elevados, en nuestro caso asi sucede cuando

el riesgo a reasegurar es igual o mayor a 0.60734. Cuanto mas pequefio sea el tipo

de interés del reaseguro en relacién al tipo de interés del plan, menor sera el riesgo

a reasegurar para el cual la prima de reaseguro es positiva. Asi, si en la operacion

anterior el tipo de interés del plan se mantuviera en Ip = 0.08 y el tipo de interés del-

reaseguro fuera atin menor que el anterior, por ejemplo Ir = 0.04, la prima ajustada

de reaseguro, empezaria a ser positiva para un nivel de riesgo a reasegurar de 0.05694 1

Conclusion:

e Si Ip < Ir la prima ajustada sera siempre negativa, parar cualquier riesgo

susceptible de ser reasegurado.

e Si Ip = Ir la prima ajustada sera negativa para cualquier riesgo susceptible de

ser reasegurado, menos para cuando el reaseguro cubra €

CEro.

mazx

, cuyo valor sera

e Si Ip > Ir, la prima de reaseguro sera positiva para aquellos niveles grandes de

riesgo a reasegurar.
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Analisis de la funcién K4(¢)

Analizaremos como evoluciona la funcién K4(€*) conforme va variando el tipo de
interés del reaseguro, dada una operacién de renta diferido temporal. Este estudio lo
realizaremos para las mismas operaciones que estudiamos en la seccion 4-1.1, calcu-

lando para cada una de ellas, el riesgo del plan a reasegurar €', el nimero de términos

[4

3¢ que a lo sumo puede hacerse cargo el plan dado el riesgo reasegurado ¢ y los

valores de la funcién K4(e') asociados a los tipos de intereses técnicos del reaseguro
siguientes: Ir = 0.15 Ir = 0.09 Ir = 0.06 Ir = 0.03 Ir = 0.01 Ir = 0.0001.

Cada operacién va acompafiada de una gréfica, donde se relaciona los valores
de la funcién K4(e!) asociados a cada tipo de interés de reaseguro Ir, con el riesgo
reasegurado €.

Recordemos que la funcién K4(e*) asociada a una renta diferida y temporal a

prima dnica y de cuantias constantes tiene la siguiente expresién:

1+1Ip drts =1
KA(et) = (1 + AR) [d,-}-a"—lpz (“'ITI‘;)

+

drtat =1 14 Ip\i-1/2
(1 + Ir) i=1/9z

J=1

Operacién (I) Renta de jubilacién prepagable..
Edad del participe: = 60 aiios.
Edad de jubilacién z;,, = 65 afios.
Recargo del reasegurador AR = 0
Cuantia periddica y anual o" =1

Ip=0.09
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et
0.000000
0.000005
0.000034
0.000136
0.000402
0.000961
0.001962
0.003546
0.005825
0.008882
0.012784
0.017621
0.023558
0.030903
0.040028
0.051257
0.064940
0.081437
0.101085
0.124155
0.150787
0.180906
0.214122
0.249631
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412

0.607336 -

]
™

43
42
41
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15

14

13
12
11

Ir =0.15

Ir = 0.09

Ir = 0.06

0.416903
0.416903
0.416903
0.416905
0.416908
0.416916
0.416932
0.416961
0.417009
0.417083
0.417192
0.417348
0.417567
0.417866
0.418273
0.418820
0.419546
0.420112
0.421746
0.423347
0.425386
0.427948
0.431120
0.434991
0.439655
0.445210
0.451762
0.459415
0.468267
0.478416
0.489958
0.502988
0.517604

1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000

1.728350
1.728348
1.728340
1.728314
1.728250
1.728117
1.727872
1.727468
1.726851
1.725967
1.724760
1.723170
1.721125
1.718535
1.715293
1.711280
1.706363
1.700401
1.693246
1.684752
1.674786
1.663244
1.650066
1.635240
1.618777
1.600698
1.581042
1.559878
1.537310
1.513460
1.488458
1.462439
1.435535
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et
0.000000
0.000005
0.000034
0.000136
0.000402
0.000961
0.001962
0.003546
0.005825
0.008882
0.012784
0.017621
0.023558
0.030903
0.040028
0.051257
0.064940
0.081437
0.101085
0.124155
0.150787
0.180906
0.214122
0.249631
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336

et

o

43
42
41
40
39
38
37
36
35
34
33
32
31
30
29
28
27
26
25
24
23
22
21
20
19
18
17
16
15
14
13
12
11

Ir=0.03 Ir=0.01 Ir=20.0001
3.239222 5.161042  6.592779
3.239206 5.160991  6.592688
3.239144 5.160785  6.592326
3.238956 5.160181  6.591270
3.238505 5.158761  6.588811
3.237592 5.155935  6.583965
3.235964 5.150996  6.575576
3.233345 5.143203  6.562469
3.229459 5.131863  6.543580
3.224047 5.116374  6.518034
3.216868 5.096225  6.485124
3.207679 5.070931  6.444217
3.196193 5.039930  6.394568
3.182056 5.002512  6.335229
3.164862 4.957887  6.265153
3.144179 4.905246  6.183299
3.119557 4.843794  6.088679
3.090542 4.772784  5.980415
3.056706 4.691579  5.857817
3.017673 4.599720  5.720493
2973172 4.497023  5.568468
2.923086 4.383677  5.402323
2.867517 4.260361  5.223330
2.806765 4.128158  5.033315
2.741213 3.988272  4.834227
2.671261 3.841893  4.627937
2.597358 3.690245  4.416313
2.520034 3.534656  4.201315
2.439910 3.376556  3.984988
2.357628 3.217351  3.769281
2273813 3.058325  3.555924
2.189052 2.900622  3.346418
2.103889 2.745247  3.142024

Anexo 4-1
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Si disminuimos la temporalidad de la operacién a 20 términos:

Operaciéon (IT) Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 60 afios.
Diferimiento de la renta d, -= 5 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 a;ﬁos.
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual a" =1

Ip=10.09

0.7
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et
0.000000
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

fd

0.000000
0.286852
0.325700
0.365984
0.407290
0.448841
0.489921
0.530202
0.569412
0.607336
0.643811

s

20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

20
19
18
17
16
15
14
13
12
11
10

Ir =0.1

0.434991
0.439655
0.445210
0.451762
0.459415
0.468267
0.478416
0.489958
0.502988
0.517604
0.533904

Ir=10.09 Ir=0.06

1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000
1.000000

Ir=0.03 Ir=0.0]

2.806765
2.741213
2.671261
2.597358
2.520034
2.439910
2.357628
2.273813
2.189052
2.103889
2.018819

4.128158
3.988272

. 3.841893

3.690245
3.534656
3.376556
3.217351
3.058325
2.900622
2.745247
2.593053

1.635240
1.618777
1.600698
1.581042
1.559878
1.537310
1.513460
1.488458
1.462439
1.435535
1.407878

r=10. 1

5.033315
4.834227
4.627937
4.416313
4.201315
3.984988
3.769281
3.5556924
3.346418
3.142024
2.943776

Anexo 4-1
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Grafico 4—1.2.2
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Si reducimos el diferimiento de la operacién a un periodo:

Operacién (III) Renta prepagable, diferida y temporal.

Edad del participe: £ = 60 afios.
Diferimiento de la renta d, = 1 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual " =1

Ip = 0.09

0 028685 03257 0.36398 0.40729 0.44884 0.43992 0.5302 0.56941 0.60734 0.64381

403
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ad s¢ Ir=0. r=0. Ir=0.
0.000000 20 0.459415 1.000000 1.559878
0.448841 19 0.468267 1.000000 1.537310
0.489921 18 0.478416 1.000000 1.513460
0.530202 17 0.489958 1.000000 1.488458
0.569412 16 0.502988 1.000000 1.462439
0.607336 15 0.517604 1.000000 1.435535
0.643811 14 0.533904 1.000000 1.407878
0.678717 13 0.551987 1.000000 1.379596

e ¢ Ir=0.03 Ir=0.01 Ir=0.0001

o

0.000000 20 2.520034 3.534656  4.201315
0.448841 19 2.439910 3.376556  3.984988
0.489921 18 2.357628 3.217351  3.769281
0.530202 17 2.273813 3.058325  3.555924
0.569412 16 2.189052 2.900622  3.346418
0.607336 15 2.103889 2.745247  3.142024
0.643811 14 2.018819 2.593053  2.943776
0.678717 13 1.934285 2.444754  2.752495

Grafico 4—1.2.3
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Si reducimos la edad del participe a 30 afios y mantenemos el direrimiento en

5 anos:
Operacién (IV) Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 30 afios.
Diferimiento de la renta d, = 5 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Recargo del reasegurador AR = 0

Cuantia periédica y anual o" =1

Ip=0.09

0.000000 20 0.289426 1.00000 1.926496
0.926849 19 0.303579 1.00000 1.876469
0.933793 18 0.318619 1.00000 1.827469

¢ s Ir=003 Ir=001 Ir=0.0001

0.000000 20 3.797274 6.045918  7.640103
0.926849 19 3.597987 5.620527  7.034588
0.933793 18 3.408321 5.223532  6.475030
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Podemos hacer las siguientes observaciones:

Anexo 4-1

e Los valores de la funcién K“(¢') son mayores conforme disminuye el tipo de

interés técnico del reaseguro, dado el resto de caracteristicas técnicas de la

operacion.

e El crecimiento de la funcién K4(e!) depende exclusivamente de la relacién entre

el tipo del plan Ip y el tipo de interés técnico del reaseguro Ir, dindose el

siguiente comportamiento:

1. Si Ip < Ir la funcién K4(e) es siempre creciente.
2. Si Ip = Ir la funcién K#(€*) es siempre constante.

3. Si Ip > Ir la funcién K4(e!) es siempre decreciente.

este comportamiento puede constatarse en los cuatro ejemplos.
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o Respecto al dominio de la funcién K“(e) presenta idéntico comportamiento que
el que ya describimos en la seccién 4-1.1 para la funcién K(e') como podemos

comprobar en los ejemplos.

o El comportamiento de la funcién K4 (ef) con respecto a si corta o no corta al eje
K4 =1, depende exclusivamente de la relacién entre el tipo de interés técnico
del plan Ip y el tipo de interés técnico del reasegurador Ir, dindose el siguiente

comportamiento como podemos observar en los ejemplos:
1. Si Ip < Ir la funcién K4(€') < 1Ve e [0, eme2].
2. Si Ip = Ir la funcién K4(e!) = 1 Ve € [0,e™e2].
3. Si Ip > Ir la funcién K4(e!) > 1 Ve € [0, €m°2).
Este comportamiento de la funcién K#(e'), implica que la estrategia éptima

es independiente de la temporalidad, edad del participe, diferimiento de la o-

peracion y del reacargo del reasegurador.

Relacién entre la funcién K4(¢') y el coste total de la operacién

En este apartado ilustraremos con ejemplos como la estrategia 6ptima depende
exclusivamente de la relacion entre el tipo de interés técnico del plan Ip y el tipo de
interés técnico del reasegurador Ir. Para ello analizaremos tres ejemplos en los que
se den cada una de las posibles relaciones entre los tipos de interés técnicos del plan

y del reaseguro:
1. Ip< Ir
2. Ip=1Ir
3. Ip> Ir

En cada ejemplo calcularemos las siguientes magnitudes : el riesgo susceptible de ser

. t .
reasegurado ¢, el nimero de términos s* que puede hacerse cargo el plan asociado
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. . 4 . t .
al riesgo €', el recargo de seguridad A¢, la prima recargada II¢, prima de reaseguro

ajustada II®4, y el valor actual del coste total de la operacién VCT(e!).
Operacién (I)

Renta prepagable, diferida y temporal.

Edad del participe: £ = 60 afios.

Temporalidad de la renta m, = 20 afios.

Diferimiento de la renta d, = 5 afios

Recargo del reasegurador AR =0

Cuantia periddica y anual a" =1

Ip = 0.09

Ir =0.12

AR LD\ o< 74 KA(e) VCT(¢)

0.00000 20 0.37288 6.46689 —1.39797 0.64305 5.06892
0.28685 19 0.34605 6.34049 -—1.31669 0.64745 5.02380
0.32570 18 0.31680 6.20271 -1.22748 0.65255 4.97523
0.36598 17 0.28491 6.05252 —1.12948 0.65841 4.92304
0.40729 16 0.25016 5.88883 —1.02170 0.66507 4.86713
0.44884 15 0.21228 5.71039 -—0.90303 0.67258 4.80736
0.48992 14 0.17099 5.51591 -0.77222 0.68096 4.74368
0.53020 13 0.12599 5.30391 -—0.62786 0.69025 4.67605
0.56941 12 0.07693 5.07284 —0.46836 0.70045 4.60447
0.60734 11 0.02346 4.82097 —0.29194 0.71161 4.52903
0.64381 10 0.00000 4.54643 —0.19658 0.72372 4.49985

Observamos como la funcién K4(¢!) < 1 Ve € [0,¢™] por ser Ip < Ir, en
consecuencia la estratégia optima vendrad dada por € = €™** = 0.64381, Podemos
constatar en el ejemplo como dicha estrategia es la que minimiza el valor actual del

coste total, siendo el coste minimo VCT(e*) = 4.49985.
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Operacién (II)
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 60 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afios.
Diferimiento de la renta d, = 5 afnios
Recargo del reasegurador AR =0
Cuantia periddica y anual o =1
Ip=10.09

Ir =0.09

¢ & X I¢ IR KA() VCT(e)

€ s¢

0.00000 20 0.37288 6.46689 —1.75644 1.00000 4.71045
0.28685 19 0.34605 6.34049 —1.63004 1.00000 4.71045
0.32570 18 0.31680 6.20271 —1.49226 1.00000 4.71045
0.36598 17 0.28491 6.05252 —1.34207 1.00000 4.71045
0.40729 16 0.25016 5.88883 —1.17838 1.00000 4.71045
0.44884 15 0.21228 5.71039 -—0.99995 1.00000 4.71045
0.48992 14 0.17099 5.51591 -—0.80546 1.00000 4.71045
0.53020 13 0.12599 5.30391 -—0.59346 1.00000 4.71045
0.56941 12 0.07693 5.07284 - —0.36239 1.00000 4.71045
0.60734 11 0.02346 4.82097 —0.11052 1.00000 4.71045
0.64381 10 0.00000 4.54643 0.00000 1.00000 4.71045

En este ejemplo en el que Ip = Ir se contempla como la funcién K4(et) = 1 sea
cual sea el riesgo del plan. Por tanto la estrategia 6ptima vendra dada por cualquier
combinacién recargo reaseguro, ya que todas éstas combinaciones dan lugar al mismo
coste de la operacién. Podemos observar que el coste total cuando Ip = Ir coincide

con la prima pura de la operacion.



410 Anexo 4-1

Operacién (III)
Renta prepagable, diferida y temporal.
Edad del participe: z = 60 afios.
Temporalidad de la renta m, = 20 afos.
Diferimiento de la renta d, = 5 anos
Recargo del reasegurador AR = 0
Cuantia periédica y anual o" = 1
Ip=0.12

Ir =0.09

¢ & X I¢  IORA KA VOT(e)

0.00000 20 0.32917 4.74697 —1.48984 0.31385 3.25713
0.28685 19 0.31072 4.68108 —1.38359 1.61280 3.29750
0.32570 18 0.29006 4.60730 —1.26574 1.59707 3.34155
0.36598 17 0.26692 4.52465 —1.13518 1.57978 3.38947
0.40729 16 0.24100 4.43209 —0.99070 1.56097 3.44139
0.44884 15 0.21198 4.32843 -—0.83098 1.54070 3.49744
0.48992 14 0.17947 4.21232 —0.65461 1.51906 3.55771
0.53020 13 0.14305 4.08228 -—0.46005 1.49618 3.62223
0.56941 12 0.10227 3.93664 —0.24563 1.47218 3.69100
0.60734 11 0.05660 3.77352 —0.00957 1.44718 3.76395
0.64381 10 0.00544 3.59082 0.25010 1.42131 3.84092
0.67872 9 0.00000 3.38620 0.27720 1.39470 3.84860

Por 1ltimo reflejamos un ejemplo en el que Ip > Ir, en el cual podemos constatar
como la funcién K4(e*) > 1 sea cual sea el riesgo susceptible de ser reasegurado. Esta

circuntancia conlleva a que la estrategia éptima venga dada por un nivel de riesgo del

plan ¢* = 0, siendo el coste minimo VCT(€*) = 3.25713.
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Esta prima resulta menor que la prima financiera que en nuestro ejemplo es 4.7470,
debido al reparto del beneficio esperado al reaseguro , a pesar de que éste no intervenga

en cubrir el riesgo de insolvencia del plan.

4-1.3 REASEGURO DE DIFERENCIA DE SINIESTRALIDAD. ANA-

LISIS DE LA ESTRATEGIA OPTIMA (NO HAY REPARTO DE BEN-
EFICIOS)

En este apartado estudiamos la estrategia 6ptima para el caso de una renta de
jubilacién prepagable, donde el margen de solvencia viene dado por un % de las

provisiones matematicas.

Supongamos una operacion con las siguientes caracteristicas

Operacién (I)

Renta de jubilacion prepagable.

Edad del participe: z = 60 afios.

Edad de jubilacion z;4 = 65 afios.

Recargo del reasegurador A® = 0

Cuantia periddica y anual o =1

Margen de solvencia = 4% de las provisiones matemadticas
Ip=10.09

Ir =0.09
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En este ejemplo, la obtencién del recargo 6ptimo que minimiza el valor actual del
coste total tanto para reasegurador tipo A como para el tipo B resulta inmediato a

través de la funcién K, cuyo valor, al ser AR = 0 y Ip = Ir viene dado por:

K(\) = G_i_II_’r’) P,(1+)R) = P, = Py, = 0.985987 < 1

Si el reaseguro es del tipo A, la funcién K(A;) sélo estard definida en el intervalo

[0 \,.] siendo en nuestro caso:

Via(1.04)

Am = T(1.09)

—1=10.05477

De todas formas, al ser K()\;) < 1, la politica que minimiza el coste total de
la operacién vendrd dada por A, = 0 tanto para el reaseguro tipo B como para el

reaseguro tipo A.

A continuacién comprobaremos este resultado calculando para cada recargo de
' seguridad del plan compredido entre 0% y el 24%, la prima recargada del plan IT%¢,
la prima de reaseguro II?(A) asociada al reaseguro tipo A, el valor actual del coste
total VCT(A:)(A) asociado al reaseguro tipo A, la prima de reaseguro I1¥(B) asociada

al reaseguro tipo B, y el valor actual del coste total VCT(A;)(B) asociada al reaseguro
tipo B.
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A

0.000000
0.010000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.110000
0.120000
0.130000
0.140000
0.150000
0.160000
0.170000
0.180000
0.190000
0.200000
0.210000
0.220000
0.230000
0.240000

il

4.830499
4.878804
4.927109
4.975414
5.023719
5.072024
5.120329
5.168634
5.216939
5.265244
5.313549
5.361854
5.410159
5.458464
5.506769
5.555074
5.603379
5.651684
5.699989
5.748294
5.796599
5.844904
5.893209
5.941514
5.989819

R(A) VCT(M)(A) TRB) VCT(\)(B)
1.602531 6.433030 1.602531 6.433030
1.554903  6.433707 1.554903 6.433707
1.507275 6.434383 1.507275 6.434383
1.459646 6.435060 1.459646 6.435060
1.412018 6.435737 1.412018 6.435737
1.364390 6.436414 1.364390 6.436414
1.317143 6.437472 1.316762 6.437091
1.270246  6.438880 1.269134 6.437768
1.224041 6.440979 1.221506 6.438445
1.177972  6.443216 1.173878 6.439121
1.132710 6.446259 1.126250 6.439798
1.087456  6.449309 1.078621 6.440475
1.043106 6.453264 1.030993 6.441152
0.098755  6.457219  0.983365  6.441829
0.955116  6.461885 0.935737 6.442506
0.911769 6.466842  0.888109 6.443183
0.869448 6.472826 0.840481 6.443859
0.827482  6.479166 0.792853 6.444536
0.786284 6.486273 0.745225 6.445213
0.745821 6.494115 0.697596 6.445890
0.705824 6.502422 0.649968 6.446567
0.666995 6.511899  0.602340 6.447244
0.628583 6.521792 0.554712 6.447921
0.591224¢  6.532738  0.507084  6.448597
0.554659 6.544477 0.459456 6.449274
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Podemos comprobar que para ambos tipos de reaseguro, el coste total se minimiza

no recargando la prima pura del plan. Observamos también que para aquellos niveles

de recargos de seguridad menores a A, = 0.05477 la prima de reaseguro y por tanto

el valor actual del coste total coinciden para ambos tipos de reaseguro , sin embargo

para valores de \; > A, tenemos que II*(A) > II17(B)

La estrategia éptima sélo se vera modificada si aumentamos el tipo de interés del

plan y/o el recargo del reasegurador en tales magnitudes que K();) > 1
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Para ilustrar esta idea supondremos que a la operacion anterior, le asignamos
un recargo del reasegurador AR = (.1. La estrategia éptima como a continuacién

veremos, variara sustancialmente.

Respecto al reaseguro tipo A, al ser el nuevo valor de:

K()\) = P.(1 + \F) = 0.9859871.1 = 1.08458

la estrategia Optima recargo reaseguro tendrd que obtenerse empiricamente, lo que

esta claro es que el recargo ptimo serd mayor a A, = 0.0547

Sin embargo para el reaseguro tipo B, si que tendremos informacién sobre el

recargo Optimo, asi teniendo presente en este caso que:

_(1+1Ip o
K(\) = ( - Ir) P, = P, =0.985987 < 1
y
1
KQ\) = (Ti—‘;’f) Po(l+ M) = Po(1 4 AR) = 1.08458 > 1

la estrategia optima vendrd dado por aquel recargo que anule la prima de reaseguro.

Si' calculamos los valores de las primas de reaseguro y valores actuales del coste

total para esta nueva situacion tenemos:
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A

0.000000
0.010000
0.020000
0.030000
0.040000
0.050000
0.060000
0.070000
0.080000
0.090000
0.100000
0.110000
0.120000
0.130000
0.140000
0.150000
0.160000
0.170000
0.180000
0.190000
0.200000
0.210000
0.220000
0.230000
0.240000
0.250000
0.260000
0.270000
0.280000
0.290000
0.300000
0.310000
0.320000
0.330000
0.340000
0.350000

i

4.830499
4.878804
4.927109
4.975414
5.023719
5.072024
5.120329
5.168634
5.216939
5.265244
5.313549
5.361854
5.410159
5.458464
5.506769
5.555074
5.603379
5.651684
5.699989
5.748294
5.796599
5.844904
5.893209
5.941514
5.989819
6.038124
6.086429
6.134734
6.183039
6.231344
6.279648
6.327953
6.376258
6.424563
6.472868
6.521173

NR(A) VCT(M)(A) TIR(B) VCT(\)(B)
1762784  6.593283  1.762784  6.593283
1.710393  6.589197  1.710393  6.589197
1.658002  6.585111  1.658002  6.585111
1.605611  6.581025  1.605611  6.581025
1.553220  6.576939  1.553220  6.576939
1.500829  6.572853  1.500829  6.572853
1448858  6.569187  1.448438  6.568767
1.397270  6.565904  1.396047  6.564681
1.346445  6.563383  1.343656  6.560595
1.295769  6.561013  1.201265  6.556509
1.245981  6.559530  1.238874  6.552423
1.196201  6.558055  1.186484  6.548337
1147416 6.557575  1.134093  6.544251
1.098631  6.557095  1.081702  6.540165
1.050628  6.557396  1.029311  6.536079
1.002046  6.558019  0.976920  6.531993
0.956392  6.559771  0.924529  6.527908
0.910230  6.561914  0.872138  6.523822
0.864913  6.564901  0.819747  6.519736
0.820404  6.568697  0.767356  6.515650
0.776406  6.573005  0.714965  6.511564
0.733694  6.578598  0.662574  6.507478
0.691441  6.584650  0.610183  6.503392
0.650347  6.591860  0.557792  6.499306
0.610124  6.599943  0.505401  6.495220
0.570616  6.608740  0.453010  6.491134
0.532602  6.619030  0.400619  6.487048
0.495213  6.620946  0.348229  6.482062
0.459149  6.642187  0.295838  6.478876
0.424255  6.655509  0.243447  6.474790
0.390115  6.669763  0.191056  6.470704
0.357844  6.685797  0.138665  6.466618
0.326510  6.702768  0.086274  6.462532
0.296254  6.720817  0.033883  6.458446
0.267917  6.740785 —0.01682  6.456043
0.240612  6.761785  —0.06445  6.456720
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Podemos observar que la estrategia 6ptima para el reaseguro tipo A vendra dado
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por el recargo A, = 0.1300 con un coste total de VCT(),)(A) = 5.458464.
Para el reaseguro tipo B el recargo 6ptimo estard comprendido entre 0.33 y 0.34.
Si calculamos dicho recargo por tanteo con un error de 0.000001 este vendra dado por

A. = 0.336467, siendo el valor actual del coste total VCT(A.)(B) = 5.455804.

A continuacidn estudiaremos la operacidn inicial (Operacién(I)) pero suponiendo
que el margen de solvencia viene dado por las reservas de solvencia RS¢. En este caso
la estrategia 6ptima no podra determinarse a priori, pues desconocemos la expresién
analitica de la funcién K. A

Desarrollaremos el estudio de la operacién, calculando para cada nivel de insol-
vencia del plan €' comprendido entre 0 y 0.65, el recargo de seguridad asociado A,
la prima recargada del plan 17, la prima de reaseguro II%, (en este caso coincidird

para los dos tipo de reaseguro) y el valor actual del coste total VCT()*')
¢ X ok I veTe)

0.000000 0.589459 7.677878 0.000000 7.677877
0.050000 0.495647 7.224720 0.125879 7.350599
0.100000 0.456151 7.033935 0.185065 7.218999
0.150000 0.423540 6.876409 0.236039 7.112448
0.200000 0.384795 6.689252 0.328995 7.018247
0.250000 0.338763 6.466891 0.465424 6.932315
0.300000 0.312595 6.340487 0.509516 6.850002
0.350000 0.284071 6.202705 0.557970 6.760675
0.400000 0.252981 6.052524 0.624457 6.676981
0.450000 0.182154 5.710395 0.869914 6.580309
0.500000 0.141891 5.515905 . 0.981250 6.497155
0.550000 0.098005 5.303911 1.118540 6.422452
0.600000 0.050169 5.072838 1.305487 6.378325
0.650000 —0.058807 4.546430 1.815291 6.361721

Podemos observar que cuanto menos recarguemos la prima del plan, menor sera el
valor actual del coste total de la operacidn. Por tanto la estrategia dptima para este
caso particular coincide con el caso anterior en el que el margen de solvencia era un

% de la provisién matemadtica.
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Sin embargo, si el recargo del reasegurador es AR = 0.1, la estrategia éptima no

se vera modificada como a continuacién podemos comprobar:

et )‘_e‘ HRcc H_R. VCT( /\c‘ )

0.000000 0.589459 7.677878 0.000000 T7.677877
0.050000 0.495647 7.224720 0.138467 7.363187
0.100000 0.456151 7.033935 0.203571 7.237506
0.150000 0.423540 6.876409 0.259643 7.136052
0.200000 0.384795 6.689252 0.361894 7.051146
0.250000 0.338763 - 6.466891 0.511966 6.978858
0.300000 0.312595 6.340487 0.560467 6.900954
0.350000 0.284071 6.202705 0.613767 6.816472
0.400000 0.252981 6.052524 0.686902 6.739426
0.450000 0.182154 5.710395 0.956906 6.667301
0.500000 0.141891 5.515905 1.079375 6.595280
0.550000 0.098005 5.303911 1.230394 6.534306
0.600000 0.050169 5.072838 1.436036 6.508874
0.650000 —0.058807 4.546430 1.996820 6.543251

4-1.4 REASEGURO DE DIFERENCIA DE SINIESTRALIDAD. ANA-
LISIS DE LA ESTRATEGIA OPTIMA ( HAY REPARTO DE BENEFI-
CIOS)

En este apartado realizaremos un estudio similar al anterior, pero suponiendo que
el reasegurador distribuye el posible beneficio al plan.
Determinaremos la estrategia ptima en el caso de una renta de jubilacién prepagable

y suponiendo que el margen de solvencia venga dado por un % de las provisiones

matematicas.

Supongamos la operacidén (I} del apartado anterior:
Renta de jubilacién prepagable.
Edad del participe: z = 60 anos.

Edad de jubilacién zj,; = 65 afios.
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Recargo del reasegurador AR =0

Cuantia periddica y anual o =1

Reservas de sovencia = 4% de las provisiones matematicas

Ip=0.09

Ir =0.09

En este caso, al ser Ip = Ir, la prima de reaseguro ajustada para el tipo A y el

tipo B coinciden para cualquier recargo.

La obtencion del recargo optimo que minimiza el valor actual del coste total es
inmediato a través de la funcién K4(},), cuyo valor, al ser AR = 0 y Ip = Ir viene

dado por:

1+ Ip)"2 1+ Ip)‘/2
AN = Ry
K (’\‘)“(1+1r P"(1+Ir tee| (1+A%) =1

Por tanto, el recargo de seguridad serd independiente del valor actual del coste total.

Este resultado puede comprobarse calculando para cada recargo compredido entre
0% y el 24%, la prima recargada del plan I1%%, la prima de reaseguro ajustada
IT1R4(A), el valor actual del coste total VCT();)
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M IIfee o4 VCT(\)
0.000000 4.830499 0.000000  4.830499
0.010000 4.878804 —0.048305 4.830499
0.020000 4.927109 —0.096610 4.830499
0.030000 4.975414 —0.144915 4.830499
0.040000 5.023719 —0.193220 4.830499
0.050000 5.072024 —0.241525 4.830499
0.060000 5.120329 —0.289830 4.830499
0.070000 5.168634 —0.338135 4.830499
0.080000 5.216939 —0.386440 4.830499
0.090000 5.265244 —0.434745 4.830499
0.100000 5.313549 —0.483050 4.830499
0.110000 5.361854 —0.531355 4.830499
0.120000 5.410159 —0.579660 4.830499
0.130000 5.458464 —0.627965 4.830499
0.140000 5.506769 —0.676270 4.830499
0.150000 5.555074 —0.724575 4.830499

419

Podemos observar que VCT()\:) = 4.83049 sea cual sea el valor del recargo.
Esta estrategia optima se vera modificada si variamos Ip, Ir, o AE. Por ejemplo, si
aumentamos el tipo de interés del reaseguro en un 1%, Ir = 0.1, la estrategia éptima

de la operacidn sera distinta como puede comporbarse al calcular el nuevo valor de

KA(At)Z

) = 1t =0
K() (1+Ir Po(T57) +ae (14 X%) = 0990072641 < 1

En consecuencia, la politica que minimiza el coste total de la operacién vendra
dada por A, = 0, tanto para el reaseguro tipo B como para el reaseguro tipo A.

En este caso, al ser distintos Ip e Ir, el reaseguro tipo A y el reaseguro tipo B
daran lugar a primas de reaseguro diferentes, salvo para aquellos niveles de recargo

de seguridad del plan que no superen A,:

_ Via(1.04)

A = 2]

= 0.05477
TiLos)
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A continuacién comprobaremos este resultado calculando para cada recargo com-
predido entre 0% y el 24%, la prima recargada del plan IT1% la prima de rease-
guro ajustada IT™4(A4) asociada al tipo A, el valor actual del coste total asociada al
reaseguro tipo A VCT'()\;)(A), la prima de reaseguro ajustada II**4(B) asociada al

reaseguro tipo B, y el valor actual del coste total VCT(A;)(B) asociada al reaseguro
tipo B.

At IR NORAA) VCT(M)(A4) TRAB) VCT(M)(B)
0.000000 4.830499 0.011312  4.841811  0.011312  4.841811
0.010000 4.878804 —0.036557  4.842247  —0.036557  4.842247
0.020000 4.927109 —0.084426  4.842683  —0.084426  4.842683
0.030000 4.975414 —0.132295  4.843119  —0.132295  4.843119
0.040000 5.023719 —0.180164  4.843555 —0.180164  4.843555
0.050000 5.072024 —0.228033  4.843991  —0.228033  4.843991
0.060000 5.120329 —0.275679  4.844649  —0.275902  4.844427
0.070000 5.168634 —0.323123  4.845511  —0.323771  4.844863
0.080000 5.216939 —0.370201  4.846738  —0.371640  4.845299
0.090000 5.265244 —0.417209 4.848035 —0.419508 4.845735
0.100000 5.313549 —0.463833  4.849716  —0.467377  4.846171
0.110000 5.361854 —0.510454  4.851400 —0.515246  4.846607
0.120000 5.410159 —0.556685 4.853474 —0.563115  4.847044
0.130000 5.458464 —0.602016  4.855547 —0.610984  4.847480
0.140000 5.506769 —0.648871  4.857898  —0.658853  4.847916
0.150000 5.555074 —0.694713  4.860361  —0.706722  4.848352
0.160000 5.603379 —0.740194  4.863184 —0.754591  4.848788
0.170000 5.651684 —0.785563  4.866120 —0.802460  4.849224
0.180000 5.699989 —0.830689  4.869300  —0.850329  4.849660
0.190000 5.748294 —0.875604  4.872690 —0.898198  4.850096
0.200000 5.796599 —0.920386  4.876212  —0.946067  4.850532

Ahora estudiaremos la operacion (I) pero suponiendo que el margen de solvencia
viene dado por las reservas de solvencia RS¢. En este caso la etrategia éptima no
podra determinarse a priori, pues desconocemos la expresién analitica de la funcién

K.

Desarrollaremos el estudio de la operacién, calculando para cada valor del nivel
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de insolvencia ¢! comprendido entre 0 y 0.65, el recago de seguridad asociado A%, la
prima recargada del plan II17*, la prima ajustada de reaseguro II®4, (en este caso

coincidird para los dos tipo de reaseguro) y el valor actual del coste total VCT(A")

e A 1R ok verpd)
0.000000 0.589459 7.677878 —2.847379 4.830499
0.100000 0.456151 7.033935 —2.203436 4.830499
0.200000 0.384795 6.689252 —1.858753 4.830499
0.300000 0.312595 6.340487 —1.509988 4.830499
0.400000 0.252981 6.052524 —1.222025 4.830499
0.500000 0.141891 5.515905 -—0.685406 4.830499

En este caso la estrategia optima coincide con el caso en el que el margen de solvencia
es una proporcién de la provisién matematica.
Si aumentamos el tipo de interés del reaseguro en un 1%, la estrategia 6ptima se

vera modificada como muestra el siguiente cuadro:

¢ AC I[Ree If  VCTQ)”
0.000000 0.589459 7.677878 —2.559521 5.118356
0.100000 0.456151 7.033935 -—2.002362 5.031573
0.200000 0.384795 6.689252 —1.698159 4.991094
0.300000 0.312595 6.340487 —1.385233 4.955254
0.400000 0.252981 6.052524 —1.136018 4.916506
0.500000 0.141891 5.515905 -—0.644246 4.871659

el valor actual del coste total de la operacion.

Podemos observar que cuanto menos recarguemos la prima del plan, menor sera
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