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Introduccio

La suma dels angles interiors d’un triangle hiperbolic no val 7 siné que és sempre menor.
La diferencia amb aquest valor s’anomena el defecte del triangle i coincideix amb la seva
area. Aquest resultat pertany als inicis de la geometria no-euclidiana perod també és
conseqiiencia del conegut teorema de Gauss-Bonnet. Gracies a aquest teorema sabem
que la integral de la curvatura geodesica d’una corba diferenciable simple i tancada al pla
hiperbolic és igual a I’area del domini que delimita més la caracteristica d’Euler d’aquest
domini multiplicada per 27. Podriem definir el defecte d’una corba al pla hiperbolic com
la diferencia de la seva integral de curvatura geodesica amb la d’una corba del pla euclidia
topologicament equivalent. En aquest cas dirfem que el defecte d’una corba és 'area
de la regié que delimita. Aquest defecte ve a mesurar 'esfor¢ suplementari que fa un
mariner al timé d’un vaixell quan, navegant per un mar hiperbolic, fa que la nau doni
una volta completa.

Quan passem a dimensié 3, el teorema de Gauss-Bonnet diu que la integral de la
curvatura de Gauss d’'una superficie tancada és 27 vegades la sve caracteristica d’FEuler
més la seva area. Es pot dir que el defecte d’una superficie a ’espai hiperbolic és la seva
area. Veiem de forma molt clara que les superficies de I’espai hiperbolic han d’aportar
més curvatura que a ’espai euclidia per tal de tancar-se.

Quan passem a ’espai hiperbolic de dimensié arbitraria ens trobem amb un teorema
de Gauss-Bonnet més aviat decebedor: si n és parell i V' denota el volum de Q C H",

My—1(8Q) + en3Mp_3(0Q) + - - + 1 M1(8Q) + (=1)2V = 0,,_1x(Q)

mentre que si n és senar,

My 1(0Q) + cumsM—(0Q) + -+ e2M(0Q) — My(0Q) = 22 x(0)
on O; és el volum de l'esfera unitat de dimensi6 i, les ¢; sén constants depenent de la
dimensi6 i M;(0Q) és la integral sobre 0Q de la i-éssima funcié de curvatura mitja. En
particular M, _1(0Q) és la integral de la curvatura de Gauss o curvatura total de 9Q.
Aquest teorema de Gauss-Bonnet es dedueix de la versié més general i intrinseca que va
donar Chern per a varietats riemannianes abstractes. Tanmateix és una llastima que la
simplicitat que teniem en les dimensions 2 i 3 s’hagi perdut. Per exemple, ja no és tan
clar, encara que @ sigui convex, si la curvatura total és més gran a ’espai hiperbolic o
a leuclidia. Tot i aixi, la geometria integral ens permetra donar una versié molt més
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Introduccié

elegant del teorema de Gauss-Bonnet a l’espai hiperbolic. En efecte, provarem que

Mia(0Q) = Ouerx(@ +e | x{Lua Q)L 1)
n—2

on Ly,_o és espai de plans totalment geodesics de H" de codimensié 2 i dL,_o és la
mesura invariant en aquest espai. Aixi, el defecte d’una hipersuperficie tancada és la
mesura amb multiplicitat del conjunt de plans de codimensié 2 que la tallen. La ge-
ometria integral no només ens permet escriure una férmula tan bonica com 'anterior
siné que per demostrar-la ens basarem en metodes també propis de la geometria inte-
gral, aixi com en alguns resultats de topologia diferencial. Com que a partir d’aquesta
férmula s’obté facilment el teorema de Gauss-Bonnet a H™, tindrem una demostracio
nova d’aquest teorema utilitzant dels metodes de la geometria integral.

Aquest fet tan remarcable té el seu equivalent en geometria esferica on ja va ser
descobert per E. Teufel a [Teu80]. En aquest cas, a la férmula (1) la integral sobre
lespai dels (n — 2)-plans hi apareix restant enlloc de fer-ho sumant. Fem un cop d’ull
a la demostracié d’aquest cas esferic i ens farem una idea de les dificultats afegides que
amaga el cas hiperbolic. Per simplificar suposem que () C S™ és un domini estrictament
convex. Aleshores podem prendre 'aplicacié de Gauss v que a cada punt de S = 9Q li
fa correspondre el seu vector normal unitari interior. La imatge v(S) d’aquesta aplicaci6
de Gauss és una hipersuperficie de S™ que té per volum la curvatura total de S. Aixo és
degut al fet que la curvatura de Gauss en un punt mesura la deformacié infinitessimal
de volum de «. Per altra banda, la formula de Cauchy-Crofton a S™ permet calcular
aquest volum comptant el nombre de punts de tall de y(S) amb tots els cercles maxims
de S"™. Llevat de constants tenim que M,_1(S) és la integral del nombre de punts
d’interseccié #(1N~(S)) sobre tot l'espai dels cercles maxims [ de de S™. Considerem el
feix d’hiperplans ortogonals a un cercle maxim [. Tots ells tenen un (n — 2)-pla L,,_2 en
comu que anomenem polde [. A més, cada punt de INy(S) és una tangencia d’aquest feix
amb S. Ara bé, segons si el pol L,,_o talla o no a S, el feix d’hiperplans tindra cap o dues
tangencies amb S. Per tant, la curvatura total de S és, llevat de constants, la mesura
de l'espai d’(n — 2)-plans de S™ menys la mesura del conjunt d’aquests (n —2)-plans que
tallen el convex Q.

L’esquema a l’espai hiperbolic sera similar. Considerem un domini estrictament
convex () C H" en el model de I'hiperboloide

H" = {z e R"" | L(z,2) = —1 ¢ > 0}

amb la metrica de Lorentz L(z,y) = —xoyo + z1y1 + -+ + Tpyn. Per cada punt de
S = 0Q prenem el vector normal unitari interior. Aquest és un vector de R"*! de tipus
espai; per tant tenim una aplicacié de Gauss v definida de .S cap a la quadrica segiient,
anomenada esfera de de Sitter,

A" = {z e R"" | L(z,z) = 1}.

La imatge v(S) és una hipersuperficie de tipus espai i, tal com passava a S™, la integral
de la curvatura de Gauss de S coincideix amb el volum d’aquesta imatge. El segiient
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Introduccié

pas seria utilitzar la férmula de Cauchy-Crofton a A™ per determinar el volum de 7(.S).
Malhauradament no existeix una tal férmula. De fet, el conjunt de rectes de A™ que
tallen qualsevol petit tros d’hipersuperficie té mesura infinita. Aquesta és la dificultat
que amagava ’espai hiperbolic: ens cal fer geometria integral en un espai de Lorentz i
aix0o comporta molts contratemps. Que la imatge de Gauss de H" vagi a parar a una
varietat de Lorentz no és casual ni degut al fet que haguem pres un model contingut a
I’espai de Minkowski. Com veurem, les raons que provoquen aquest fet estan relacionades
amb D’existencia d’hiperplans ultraparallels. Per tant, es tracta d’un fet intrinsecament
lligat a les propietats geometriques de 'espai hiperbolic i no a les de cap model en
concret.

Tot i aixi, en aquest treball serem capacos de superar aquesta dificultat tot provant
una férmula de 'estil de la de Cauchy-Crofton per a hipersuperficies de A™. Concreta-
ment provarem que

/ (2—#(NR))dl = On—2 (vol(R) = On_1)
L n—1
on R és qualsevol hipersuperficie de tipus espai propiament immersa (submergida) a A™
i L denota el conjunt de les geodesiques [ de tipus espai. Aplicarem aquesta férmula
a la hipersuperficie R = «(.5). Si per cada vector d’'una geodesica de tipus espai a A"
prenem el subespai ortogonal segons la meétrica de Lorentz, obtenim un feix d’hiperplans
a H™ que es tallen tots a L,_o, un pla geodesic de H" de dimensié n — 2. Ara bé, els
punts de tall de [ amb «(S) corresponen a tangencies del feix amb S. Segons que L,,_9
talli S o no, el feix d’hiperplans tindra cap o dues d’aquestes tangéncies. Aixi, tenim
que la mesura dels (n — 2)-plans que tallen @ és, llevat d’'una constant, la curvatura
total de la seva vora menys O, _1.

Val a dir que si bé el paragraf anterior conté la idea de la demostracid, en el cas general
ens caldra anar molt més amb compte ja que la imatge de Gauss d’una hipersuperficie
no estrictament convexa pot estar molt lluny de ser propiament immersa.

No és d’estranyar que la geometria integral permeti demostrar el teorema de Gauss-
Bonnet. De fet, les integrals de curvatura apareixen a moltes de les féormules de la
geometria integral. Tampoc sén poques les ocasions en que a través d’aquesta relacié la
geometria integral permet treure conclusions sobre la curvatura total. Per exemple, el
teorema de Fenchel-Fary-Milnor per corbes tancades es redueix practicament a aplicar
la formula de Crofton a la imatge esferica del vector tangent unitari de la corba. Un
resultat similar és la desigualtat de Chern-Lashof. Recordem que aquesta desigualtat
diu que per tota subvarietat compacta S immersa a R™, la curvatura total absoluta
CTA(S) esta acotada per

CTA(S) > O’;‘l

B(S)

on (3(S) és la suma dels nombres de Betti de S. En cas d’igualtat es diu que S és tensa
(en angles tight ). Les immersions tenses han estat molt estudiades i s’han caracteritzat
geometricament de moltes maneres diferents. Recordant el que deéiem al principi sobre
com a l’espai hiperbolic les hipersuperficies necessiten molta més curvatura per tal de
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tancar-se, es podria pensar que la desigualtat anterior, essent valida a R"™, té motius de
sobra per ser-ho a H". Tot i aixi, es va veure a [LS00] que aixd no és cert. Concre-
tament, alla es construien superficies S a H?, orientables i de génere g gran, tals que
la curvatura total absoluta és menor que 2w(3(S) = 2m(2 + 2g). Aqui farem el mateix
pero per qualsevol genere g > 1. En no tenir desigualtat de Chern-Lashof, no queda
clar quan s’ha de dir que una subvarietat de H" és tensa. Aixi i tot, seguint les carac-
teritzacions geometriques de les immersions tenses a R", donarem una definicié natural
d’immersié tensa a H™. La pregunta que sorgeix llavors és: quina diferéncia hi ha entre
la curvatura total absoluta d’una immersié tensa a H" i la del seu equivalent euclidia?
Ens estem preguntant pel defecte d’'una immersié tensa en quant a curvatura total ab-
soluta. La resposta vindra donada altre cop en el ‘llenguatge’ de la geometria integral.
Concretament provarem que aquest ‘defecte absolut’ és

On—2

n—1

JIEE O
5 2

/L (8(S) — (S, L))dL

on v(S, L) és el nombre de tangencies del feix d’hiperplans que contenen L,_o amb S.
Aquest defecte no és pas sempre positiu; en els exemples de [LS00] sera forgosament
negatiu. Tanmateix, provarem que per immersions tenses del tor, el defecte absolut és
positiu. Es a dir que per tors tensos a H" si que val la desigualtat de Chern-Lashof.

De la mateixa manera que les hipersuperficies a I’espai hiperbolic sén més corbades
que a l’espai euclidia, també tenen més volum. Recordem, per exemple, una desigualtat
classica que diu que per un domini Q C H" la vora té més volum que l'interior. Més
precisament

vol(0Q) > (n — 1)vol(Q).

Aix0 sobta molt a la nostra intuicié ja que en geometria euclidiana aquests dos volums
tenen ordres diferents. Per exemple, sabem que per una homotecia de raé p el volum
de Q es multiplica per p" i el de dQ es multiplica per p"~!. Aixo vol dir que vol(Q) i
vol(0Q) no sén comparables a I’espai euclidia. En canvi, si que ho sén a ’espai hiperbolic.
Aix0 es deu al fet que la curvatura negativa de I’espai déna molt mes ‘contingut’ a la
vora. Si combinem aixo amb la idea que aquesta vora és molt corbada podem pensar a
buscar desigualtats de estil vol(Q) < c¢M,,—1(Q) o bé vol(0Q) < cMy,_1(Q). Provarem
aquestes i d’altres desigualtats quan @ sigui convex. Concretament veurem que hi ha
constants tals que per tot convex () C H"

MZ((‘)Q) < CVOI(Q) MZ(8Q) < Cl]M](C{)Q) si 1<y

on M; denota, recordem-ho, la integral de la i-éssima funcié de curvatura mitja. Altre
cop, aquests resultats son totalment impensables en geometria euclidiana ja que les
integrals de curvatura mitja M; son d’ordre n — ¢ — 1. Es a dir que si dilatem ) amb
una homotecia de rad p, la i-essima integral de curvatura mitja de la vora passa a ser
My(D(pQ)) = p"~ 1M, (0Q).

A T’hora de demostrar aquestes desigualtats, ’equacié (1) tornara a jugar un paper
important. Utilitzant les propietats reproductives dels M;, aquesta férmula es tradueix
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en una igualtat de D'estil

M;(0Q) = cWi—1(Q) + Wit (Q)

on W;(Q) se sol anomenar Quermassintegrale de @ i és, llevat de constants, la mesura
dels i-plans que tallen el convex ). Aixi, comengarem buscant desigualtats entre les W;
de les que es deduiran, a través de la férmula anterior, desigualtats entre les M;. Aquestes
primeres desigualtats seran de estil W;(Q) < ¢W;41(Q). En particular tindrem que
vol(Q) < cW;(Q). Aquesta desigualtat té una interpretacié molt sorprenent en termes de
probabilitats geometriques. En efecte, si llancem un ¢-pla L a I’atzar sobre un convex @)
i mesurem el volum de LN tindrem una variable aleatoria A;. L’esperanca matematica
d’aquesta variable aleatoria és E[\;] = ¢ - vol(Q)/W;(Q). Per tant, la desigualtat que
mencionavem equival a dir que I’esperanca matematica del tall d’'un convex amb un i-pla
aleatori esta acotada superiorment, independentment de com sigui de gran el convex! Es
a dir que encara que tinguem una regié enormement extensa, al fer-hi un tall a 'atzar
no cal esperar-ne una una seccié més gran que una constant coneguda.

A banda d’aquesta interpretacio, les desigualtats entre els W;(Q) ens permetran
provar que per tot convex () C H"

Mi(0Q) < M;(0Q) si j>i+1

i aquestes desigualtats seran ajustades. En efecte, és facil veure que per una bola B de
radi tendint a infinit M;(0B)/M;(0B) s’aproxima a 1. D’altra banda trobarem constants
tals que

M;(0Q) < ¢iM;+1(0Q)

encara que no podrem garantir que aquestes constants siguin les optimes.

Tornant a ’esperanca del tall d’un pla aleatori amb un domini, també és interes-
sant veure que passa quan es fa el mateix amb altres subvarietats preses a 'atzar. En
particular, és natural plantejar el problema amb horosferes i equidistants en lloc de
plans geodesics. Les equidistants i les horosferes sén dos tipus d’hipersuperficie molt
caracteristics de la geometria hiperbolica que, en certa manera, hi ocupen el lloc dels
hiperplans afins euclidians. En efecte, en geometria euclidiana podem pensar que els
hiperplans afins sén les esferes de radi infinit. També podem dir que hiperplans i es-
feres sén les hipersuperficies de curvatura normal constant. En canvi, en geometria
hiperbolica una esfera amb el centre tendint a infinit tendeix a una hipersuperficie ano-
menada horosfera. Per altra banda, les esferes de H" tenen totes curvatura normal més
gran que 1. Es clar doncs que entre els hiperplans geodesics i les esferes hi ha d’haver
tota una gamma d’hipersuperficies de curvatura normal constant entre 0 i 1. Soén les
equidistants i les horosferes. Les primeres tenen curvatura normal constant menor que
1 i estan formades per punts a una distancia donada d’un hiperpla geodesic fixat. Pel
que fa a les horosferes, tenen curvatura normal 1 i ja hem dit que s’obtenen al fer tendir
el centre d'una esfera a 'infinit. Aixi, és natural pensar que horosferes i equidistants
tenen una gran analogia amb els hiperplans afins de la geometria euclidiana. Per tant,
la geometria integral a ’espai hiperbolic s’ha d’ocupar d’aquestes hipersuperficies de la
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mateixa manera que la geometria integral euclidiana s’ocupa dels plans afins. Pel cas
de les horosferes, aquest estudi va ser iniciat per Santal6 a [San67] i [San68] en dimen-
sions 2 1 3 1 el van continuar Gallego, Martinez Naveira i Solanes a [GNS] en dimensi6
arbitraria. El cas de les hipersuperficies equidistants el tractarem aqui per primer cop i
ho farem conjuntament amb l’anterior.

Un fet que crida molt Patencié és que la mesura d’horoboles (regions convexes li-
mitades per horosferes) que contenen un compacte és finita malgrat ser aquestes ho-
roboles regions no acotades. A més, aquest fet servira per provar certes desigualtats
geometriques per als conjunts h-convexos o convexos respecte horosferes. Finalment
veurem que, igual que pels plans geodesics, ’esperanca del volum del tall d’'un domini
amb una horosfera o una equidistant aleatoria esta acotada per sobre per més gran que
sigui el domini.

A continuacié detallem 'organitzacié d’aquest treball. El capitol 1 conté algunes
observacions preliminars sobre ’espai hiperbolic H" i sobre les integrals de curvatura
mitja d’hipersuperficies. També s’hi fan alguns calculs amb el métode de la referéncia
mobil que sera l’eina basica de la resta del text. A més, aquest metode ens estalviara
haver de fer s de cap model concret de ’espai hiperbolic. Només en moments puntuals
farem servir el model projectiu i encara de forma sintetica. Val a dir que tot el que
farem en aquest treball es pot fer amb la mateixa comoditat treballant en el model de
I’hiperboloide. Tanmateix, no hem volgut fer-ho aixi per tal de veure més clarament les
raons geometriques que fan apareixer les metriques semi-riemannianes.

El capitol 2 estudia els espais formats per plans geodésics de H". Dediquem especial
atencio a la seva estructura semi-riemanniana invariant per ’accié del grup de movi-
ments de H”. Com a cas particular, identifiquem l’esfera de de Sitter A™ amb ’espai
d’hiperplans orientats de H". En aquest espai desenvolupem el metode de la referencia
mobil i estudiem la relacié de dualitat que manté amb el mateix H"™. També generalitzem
a A™ alguns resultats sobre mesures de contacte coneguts en varietats riemannianes de
curvatura constant. Aquests resultats serveixen per acabar el capitol amb una férmula
de Cauchy-Crofton a A™. Aquesta férmula és un dels resultats principals del treball i la
seva demostracié inspirara gran part del contingut del segiient capitol.

El capitol 3 tracta sobre la curvatura total d’hipersuperficies. En una primera part
s’hi estudia la integral de la curvatura de Gauss d’hipersuperficies tancades. Aixo es fa
des del punt de vista de la geometria integral que, com hem dit, presenta avantatges
respecte el punt de vista intrinsec. Després de recordar breument els casos euclidia i
esferic que sén coneguts, es passa a ’espai hiperbolic. El resultat sera la férmula (1)
que alhora déna lloc a una nova demostracié d’algunes férmules de geometria integral
aixi com del teorema de Gauss-Bonnet a ’espai hiperbolic.

La segona part del capitol s’ocupa de estudi de la curvatura total absoluta (en
el sentit de Chern i Lashof). Després de recordar breument la teoria classica a I’espai
euclidia, comencem ’estudi amb les superficies de H3. El més important d’aquesta secci6
son els exemples que proven que la desigualtat de Chern-Lashof no és certa en geometria
hiperbolica. A continuacid, donem una definicié de subvarietat tensa a H" analoga en
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molts aspectes a la definici6 euclidiana. Finalment, obtenim una férmula cinematica que
permet mesurar la diferéncia entre la curvatura total absoluta d’una subvarietat tensa
a H" i la seva analoga euclidiana. D’aquesta férmula es dedueix que els tors tensos a
H"™ si que compleixen la desigualtat de Chern-Lashof.

En el capitol 4 s’obtenen desigualtats relacionant les integrals de curvatura mitja
de la vora d’un conjunt convex. El primer pas és provar que la mesura del conjunt de
plans que tallen el convex és major com més gran és la dimensié d’aquests plans. Aixo
es fa mitjancant un argument geometric bastant elemental pero forga original i efec-
tiu. Aquest resultat s’interpreta en termes de ’esperanca del volum d’interseccié d’un
pla aleatori que talla a un domini fixat. Després s’obtenen les desigualtats entre inte-
grals de curvatura mitja i finalment es donen exemples mostrant que moltes d’aquestes
desigualtats sén optimes.

El darrer capitol generalitza les férmules classiques de la geometria integral a horos-
feres i hipersuperficies equidistants. S’hi tracten tots dos casos alhora juntament amb
el dels plans geodesics i les esferes ja que es treballa amb hipersuperficies totalment
umbilicals de qualsevol curvatura normal. A continuacié utilitzem els resultats sobre les
horosferes per provar certes desigualtats geometriques per a dominis h-convexos. Final-
ment, obtenim resultats sobre I'esperanca del volum d’interseccié d’una hipersuperficie
d’aquestes, presa a ’atzar d’entre les que tallen un domini fixat.
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Capitol 1

Integrals de curvatura mitja

1.1 L’espai hiperbolic

En aquesta seccié introduim ’espai hiperbolic i comentem alguns dels aspectes fona-
mentals de la seva geometria.

1.1.1 Definicié i fets basics

Existeixen multiples models de ’espai hiperbolic. Entre els més coneguts hi ha els de
Poincaré (semiespai i bola), el de I'hiperboloide i el projectiu (o de Klein o de Beltrami).
El model de I'hiperboloide és el més utilitzat per fer geometria integral (cf. [San76]).
Tot 1 aixi, en aquest treball usarem de forma exclusiva el model projectiu i encara de
forma puntual. En efecte, per tal de donar la visié més geometrica possible, prendrem
un punt de vista abstracte; i.e. evitant tant com puguem de treballar amb cap model
en concret. Per poder fer calculs, doncs, necessitarem fer s de tecniques de geometria
riemanniana com sén les coordenades polars geodesiques, els camps de Jacobi, el metode
de la referencia mobil, etc. A més de tot aixo, ens seran de gran utilitat les férmules de
la trigonometria hiperbolica.

Definicié 1.1.1. L’espai hiperbolic de dimensié n, que denotarem H", és la (tinica
llevat d’isometria) varietat de Riemann n-dimensional, completa, simplement connexa i
de curvatura seccional —1.

Com és sabut, la unicitiat llevat d’isometria ve donada pel teorema de classificacid
de Cartan ([Car51, p.238]). Aquest mateix teorema implica la seglient propietat, general
per espais de curvatura constant.

Proposicié 1.1.1. El grup d’isometries de H" actua transitivament sobre les referencies
ortonormals. Es a dir, donats dos punts p,q € H" ¢ bases ortonormals de T,H" ¢ T, H",
existeir una unica isometria que envia p a q t la base de T,H" a la de T,H".

En particular ’espai hiperbolic és homogeni i isotrop. Denotarem per G el grup de
les isometries de H".
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Capitol 1. Integrals de curvatura mitja

Una segona consideracié a fer sobre H" és que, per ser de curvatura negativa i
com a conseqiiencia del teorema de Hadamard, no hi ha punts conjugats. Per tant,
és difeomorf a l'espai euclidia. Concretament, si exp : T,H" — H" és 'aplicacié
exponencial centrada en un punt p de H", llavors exp és un difeomorfisme global. A
més, donat un subespai vectorial V' de dimensié r de T),H", I’aplicacié exponencial envia
V' a una subvarietat r-dimensional totalment geodesica de H™. Aquestes subvarietats les
anomenem r-plans geodésics. Amb la metrica induida per ’ambient, cada un d’aquests
r-plans L, és isometric a H". Donats dos r-plans, és clar que hi ha una isometria de H"
que porta 'un a D’altre.

La propietat que marca radicalment la diferéncia entre les geometries hiperbolica i
euclidiana o esferica és que dos hiperplans poden no tallar-se estant en posicié generica.
A Tesfera S™, dos equadors sempre es tallen i, encara que a R™ dos hiperplans poden ser
disjunts, sempre podem fer que es tallin movent-ne un tan sols una mica. En canvi, dos
hiperplans de H" que tinguin una geodesica perpendicular comuna no es tallen. Aquesta
geodesica déna la distancia minima entre ells i és inica. Si movem lleugerament un dels
hiperplans, la distancia varia continuament i per tant es mantenen disjunts. Es diu que
dos hiperplans amb una perpendicular comuna sén ultraparallels. Existeix un cas limit
en el qual dos hiperplans no es tallen pero estan a distancia 0, és a dir infinitament a
prop de tallar-se. En aquest cas no hi ha cap recta perpendicular a tots dos hiperplans
i direm que sén paraliels.

A través de 'aplicacié exponencial podem passar les coordenades polars de T),M a
H™. Obtenim les anomenades coordenades polars geodésiques en les quals la metrica de
H"™ s’escriu

ds? = dr? 4 sinh" ! rdu? (1.1)

on r denota la distancia a p i du? és la metrica de l'esfera unitat a T,H". Per veure-ho
n’hi ha prou amb recordar que el camp de Jacobi nul a p i ortogonal a la geodesica radial
té norma sinhr (cf.[dC92, p.113]). Aixi, per exemple, una circumferencia C' de radi R
a H? té longitud 27 sinh R i delimita un disc d’area 2m(cosh R — 1). Un senzill calcul
mostra que la curvatura geodesica de C és constant coth R. Fixem-nos que és sempre
més gran que 1. Queda clar que una recta no s’aproxima per circumferencies. Aquesta és
una altra de les propietats caracteristiques de la geometria hiperbolica. Si fixem un punt
de C' i n’allunyem el centre infinitament obtenim una corba amb curvatura geodesica
constant 1; d’aquestes corbes se’n diu horocicles.

Encara hi ha una altra classe de corbes a H? amb curvatura geodesica constant.
Prenem L una recta orientada i per cada punt p € H? prenem la distancia (amb signe)
rde pa Liel punt x € L que realitza aquesta distancia. Amb aquestes coordenades
I’element de volum del pla hiperbolic és

ds? = dr? 4 cosh? rdz.
Aixo també es comprova utilitzant camps de Jacobi. Les corbes r = constant s’anomenen
equidistants. Es un calcul veure que tenen curvatura geodesica constant tanh r i per tant

menor que 1.
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Aixi, la geometria hiperbolica plana inclou quatre tipus especials de corbes: les
geodesiques, les circumferencies, els horocicles i les equidistants. En dimensions superi-
ors tenim quatre classes d’hipersuperficies de curvatura normal constant A\ que anome-
nem \-hiperplans: els hiperplans geodesics per A = 0, les esferes metriques per A > 1,
les horosferes per A = 1 i les hipersuperficies equidistants per A < 1. Altre cop les ho-
rosferes son limit d’esferes i les equidistants estan a distancia constant d’algun hiperpla
geodesic. Només considerem valors positius de A ja que la curvatura normal canvia de
signe al canviar el vector normal unitari.

En alguns moments ens interessarem pels conjunts convexos de H". Naturalment
direm que un conjunt ) C H"™ és conver si per tot parell de punts de @ el segment
geodesic que els uneix esta contingut a ). També es pot definir la convexitat dient
que per tot punt de la vora de @ hi passa algun hiperpla que deixa @ a un costat. Un
domini amb vora diferenciable és convex si la curvatura normal d’aquesta vora, respecte
el vector normal interior, no és negativa enlloc. Aixi, per exemple, els A\-hiperplans sén
vora de regions convexes.

També ens interessarem per nocions més restrictives de convexitat.

Definici6 1.1.2. Un conjunt Q C H" es diu A-convez si per tot punt de la vora hi passa
un A-hiperpla que deixa @ al costat de la convexitat.

Si la vora d’un domini és diferenciable, la condicié anterior equival a tenir totes
les curvatures normals respecte el normal interior més grans que A. Un A-hiperpla és
clarament vora d’un conjunt \-convex.

Els conjunts A-convexos s’han estudiat a [GR99, BGR01, BM02]. Concretament,
alla s’hi estudien successions d’aquests convexos que tendeixen a omplir tot I'espai. Es
facil veure que per A > 1, no hi ha A-convexos arbitrariament grans. Per aixo només ens
interessen els casos A < 1. En el cas A = 1 els 1-convexos es solen anomenar h-convexos.

De cara a fer calculs, ens seran molt ttils les formules classiques de la trigonometria
hiperbolica. Siguin a, b i ¢ els tres costats d’un triangle geodesic de H" i siguin, res-
pectivament, «, (i v els angles interiors oposats. Es compleixen aleshores les segiients
igualtats (cf. [Rat94])

cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh bsinh c cos «,

sinha  sinhbd _ sinh ¢

(1.2)

. . - . )
sin o sin 3 sin «y

sinh a cos 3 = cosh bsinh ¢ — sinh b cosh ¢ cos a.

1.1.2 El meétode de la referéncia mobil

Per tal de fer els calculs necessaris en geometria integral el metode més 1til és el de les
referéncies mobils. La formulacié més elegant d’aquest metode utilitza el llenguatge dels
fibrats principals. Per aixo, i perque ens evita 1'is de models, passem a estudiar el fibrat
de les referéncies de H". Aquest fibrat s’identificara amb el grup de les isometries.
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Considerem F(H") el fibrat de les referencies ortonormals de H™. Aquestes re-
ferencies les denotarem per g = (g0;91,.-.,9n) € F(H") on gy és un punt de H" i
91, ---,9n és una base ortonormal de Ty, H". Concretament

m: F(H") — H"
és un fibrat principal de grup estructural O(n). L’accié d’aquest grup per la dreta és
R:FMH")xO(n) — F(MH") (1.3)
(903915 -2 gn)su) > (goigruy + -+ gnt .. g1ty + -+ guuy). (1.4
Recordem que els elements g € F(H") es poden pensar com isometries lineals
g:R" — T nH"

D’aquesta manera R(g,u) = g ou. La forma canonica 6 de F(H") pren valors a R" i ve
donada per
0(X) =g ldn(X) X € T,F(H").

La component i-éssima de @ és una forma amb valors reals que denotarem wj. Donada
una seccié (local) g : H" — F(H"), per tot vector v tangent a H"

g wh(v) = wh(dgv) = (v, gi).-

Considerem ara ’accié infinitessimal o que a cada element X de o(n), l'algebra de
Lie de O(n), li fa correspondre un camp o(X) de (F(H™)) definit per

O'(X)g = dR(g7€) (O,X) Vg € F(Hn)

Es a dir que ¢ és una aplicacié de o(n) cap als camps verticals (tangents a les fibres) de
F(H™). Els camps aixi obtinguts s’anomenen camps fonamentals. Recordem que o(n)
consisteix en les matrius antisimetriques. Considerem la matriu X Z] amb zeros a totes
les posicions llevat de (Xf)f =1i (XZ]); = —1 (aqui i a la resta del text Az denota el
coeficient de la fila i i la columna j a la matriu A). Definim el segiient camp a F(H™)

vl = o(X7).

j . . . j ) )
Com que {X;[1 < i < j < n} és una base de o(n) els camps '{vi\l <i<j<n}
' f = —v;.
geometricament v} com el vector tangent a la corba de referéncies que tenen fixos tots

sén linealment independents a cada punt. Notem que v Podem interpretar

els vectors menys g; i g;. Concretament, Ug és el vector tangent a la corba de F(H")
g(t) = (gla cee 7gn) on

gi(t) = costg; + sinty;

9r(t) = gr T ] gj(t) = —sintg; + costy.
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Una connexi6 en el fibrat principal 7 és una forma w amb valors a o(n) tal que
w(o(X)) =X iw(dR,X) = Ad(u Hw(X). Aquesta forma determina una connexié (de
Koszul) V a H". Si g: U — F(H") és una seccié local de 7, llavors

w! (dgv) = (Vg gi)

on ( , ) és la metrica de H". Notem que els coeficients w{ , per 1 < 4,5 < n, sén formes

a F(H") amb valors reals i tals que w] = —w;-. Prenem la forma w que determina la
connexié V de Levi-Civita a H™.

La forma de connexié w determina una distribucié H complementaria a la part
vertical V = T,m1(m(g)) que s’anomena la part horitzontal; un vector X és horitzontal,
i pertany a H, si i només si w(X) = 0. Els vectors horitzontals sén tangents al transport
parallel d’una referencia al llarg d’una corba de H"™. Per altra banda, a cada vector
de x € R™ se li associa un camp B(x) de F(H") anomenat basic que és 1'inic camp
horitzontal tal que dnB(z), = g(v) € Tyy)H". Definim, per i = 1,...,n, el segiient

sistema de camps basics linealment independents
v = Ble;).

Per conveniéncia definim v{ = v. Geometricament v} s’interpreta com el tangent a
la corba de referencies obtinguda pel transport parallel de la base {g;} al llarg de la
geodesica que surt del punt go amb vector tangent g;.

Si restringim els fndexos a 0 < ¢ < j < n llavors {v]} és una base de T,F(H") a
cada g. A més, w] és la base dual de v].

Les equacions d’estructura del fibrat principal 7 sén

df =—-wAnb
dw = —[w,w] + 0
Que s’han d’entendre aixi: per tot X,Y € T,F(H")
dd(X,)Y)=—-w(X) - 0(Y)+wlY) 0(X)

dw(X,)Y) = —w(X) - w@) +w) w(X)+QX,Y)

on - representa el producte ordinari de matrius i els elements de R™ sén vectors columna.
En el nostre cas, com que la curvatura seccional és constant igual a —1, tenim ([KN96a,
p. 204]) Q = -0 A 0; és a dir

QX,Y)=0(Y)-0(X) —0(X) -0(Y)

El fet que H™ sigui de curvatura constant permet dotar F(H") d’estructura de grup
de Lie. Aix0 es fa mitjancant la proposicié 1.1.1. Fixem un punt eg € H"” i una base
ortonormal (eq, ..., ey) de Te,H"; és a dir fixem un element e = (ep; eq,...,e,) € F(H").
A cada referéncia g € F(H") li podem associar la inica isometria que porta e a g. Aixi,
el fibrat F(H") s’identifica amb G, el grup de les isometries de H".
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Podem pensar en 'operacié producte de G com en una accié per ’esquerra de G
sobre el fibrat de les referencies. Entenent els elements de F(H™) com isometries h :
R" — Ty H"

Gx FH") — F(MH")

(9:h) — dgoh
amb dgoh : R" — Ty, H". Tant w com 6 sén invariants per aquesta acci6 a l'esquerra
ja que la metrica de H" és invariant per 'accié de G. Per tant, els camps fonamentals i
els basics son invariants per ’esquerra. En altres paraules, si g denota ’algebra de Lie

de G,
og:0(n)—g i B:R" —g

s6n morfismes injectius (o inclusions) d’algebres de Lie. Aquestes dues inclusions ens
permeten pensar que w i 6 son formes de G amb valors a g (I'una pren valors a la part
vertical i l’altra a la horitzontal). Definim una nova forma

w=Bol+oow

que pren valors a g. Aquesta forma és invariant per l’esquerra i en el neutre és la
identitat. Per tant, w és la forma de Maurer-Cartan de G. L’equacié d’estructura dels
grups de Lie diu

dw + [@,©] = 0

que, juntament amb les equacions d’estructura de 6 i w, ens permet calcular el producte
de Liede g. Si X,Y €g¢g

[X,Y] = [B(X),5(Y)]. = —d5(X,Y) = —o(dw(X,Y)) — B{O(X,Y)) =

= o([w(X),w(Y)]) +a(8(X) - 0(Y)" = 6(Y) - 0(X)")+
FBW(X)-0(Y) — w(Y) - 0(X)).

Es a dir, pels camps fonamentals i basics, si X,Y € o(n) i z,y € R”
[O—(X)7O—(Y)} :J[va]v [U(X)vB(y)] :B(Xy)

[B(x), B(y)] = o(xy" — ya'), (1.5)

En particular, coneixem el claudator per als camps U{ amb 0 <1i#j <n.

Lema 1.1.2. El producte de g ve donat per

Wl ol =vf  sii#j#s

[, vf] =0 sii<j<r<s.

17T
Demostracié. Es una comprovacié coneixent el claudator de o(n) i utilitzant (1.5) a més

de v = —e(i)e(j)vl. O
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Amb aix6 podem coneixer la forma de Killing Ky de g. Recordem que aquesta
es defineix com K4(X,Y) = tr(adx o ady) i és bi-invariant. Una primera observacié
és que, com a fet general d’espais simetrics, els subespais horitzontal i vertical de g
son ortogonals per Ky (cf. [Hel01]). La restriccié al subespai vertical és, llevat d’'una
constant, la forma de Killing de o(n) donada per Ky (X,Y) = (n —2)trXY si X,V €
o(n) (cf. [KN96b, p.266]).

Kg(O'(X), U(Y)) = tr(adg(X)adU(y) |V) + tr(adU(X)ado(y) |H)
Kom)(X,Y) +tr(B(x) — B(XYx)) =
(

= (n—2tr(XY) +tr(XY) = (n — Dtr(XY)
- 2o ;Ko(n)(X,Y).

Queda per determinar la restriccié a la part horitzontal. Una propietat general de la
forma de Killing és K(X,[Y,Z]) = K(Y,[Z,X]) (cf.[Hel01]). Per tant, si Y € o(n) i
x,z € R"

Ko(B(z), B(Yz2)) = Ko(B(2), [0(Y), B(2)]) = Kq(o(Y), [B(2), B()]) =

= Kq4(o(Y),0(za" — 22") = (n — Dtr(Y (22" — 22")) = 2(n — 1)(Y2)"z.

Com que tot vector de R" és de la forma Yz, hem vist que la restriccié de Ky a la part
horitzontal és, llevat d’una constant, la metrica de H™. Com que els subespais vertical
i horitzontal sén ortogonals, queda determinada la forma de Killing de g

n—1

Ky(X,Y) = ——

Koy (w(X),w(Y)) +2(n — 1)(dn(X),dn(Y)) X,Yeg

on (, ) és la motrica de H". Es a dir,

n
Kg:2(n—1)2w6®wé—2(n—l) Z w] @w].
i=1 1<i<j<n

En particular Ky és una metrica semi-riemanniana en G, bi-invariant, no-degenerada i
de signatura n. Més endavant veurem que GG no admet cap metrica bi-invariant definida
positiva (ni negativa).

Amb tot, és convenient prendre la segiient metrica a G

1

(X,)Y):= —m

Ky(X,Y) X, Yeq (1.6)

D’aquesta manera, la base {vf }i<j de g és ortonormal respecte la metrica (, ). En
efecte, si €(i) =1 per i 01 €(0) = —1,

<Ug»vi> = e(i)5ir5js 1<j i r<s.
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1.1.3 Models
Model de I’hiperboloide.

El model de I’hiperboloide, si bé no ens sera estrictament necessari en cap moment, pot
resultar 1til a ’hora de tenir una visié més concreta i tangible de I’espai hiperbolic.

Situem-nos a ’espai de Minkowski de dimensié n + 1. Es a dir, considerem a R"+!
la segiient metrica de Lorentz

L(z,y) = —xoyo + T1y1 + - + TnYn.

Un vector v € R es diu de tipus temps o temporal si L(v,v) < 0. Quan L(v,v) > 0 es
diu que és tipus espai o espacial. Un vector v tal que L(v,v) = 0 s’anomena de tipus llum
o nul. El conjunt de vectors nuls és el con de llum. Similarment, un subespai vectorial
de R™! sera de tipus temps si conté vectors d’aquest tipus, és de tipus espai si només
conté vectors espacials i és de tipus llum si conté vectors nuls i espacials. En aquest
darrer cas el subespai és tangent al con de llum. Mantindrem aquesta nomenclatura
sempre que treballem amb alguna metrica de Lorentz.

El model de I’hiperboloide de I'espai hiperbolic H" esta format pels vectors de norma
—1 que tenen la primera component positiva

H" = {v € R"™ | L(v,v) = —1i v > 0}.

Els vectors tangents a H” en un punt p sén ortogonals respecte a L al vector p € Rt
ie. T,H" = (p)*. Aixo implica que la restriccié de L a ’espai tangent de H" en
tot punt és definida positiva. Aixi dotem H" d’estructura de varietat de Riemann. Es
comprova que aquesta varietat té curvatura constant —1 i per tant és un model de I'espai
hiperbolic.

La connexi6é V de H” ve donada per la connexié V usual de R**! a través de

(VxY)p = (VxY)p — L(p,(VxY)) - p XY €X(H") peH" (1.7)

Es a dir, V és la projeccié ortogonal respecte a L de V a H". En conseqiiencia, les
geodesiques de I’espai hiperbolic sén la interseccié d’un pla lineal de R”*! amb H". En
general, la interseccié d’un subespai vectorial de R**! amb H" és una varietat totalment
geodesica.

El model de I'hiperboloide ens proporciona una representacié de G, grup d’isometries
de H™, com a subgrup del grup lineal. En efecte, el grup d’isometries de H" és

G={ge€Gln+1)|g'Jg=1J, gy >0}

-1 0 ... 0

0o 1 ... 0
on J=

0O 0 ... 1

Amb aquesta representacid, la identificacié de G amb F(H™) és molt senzilla. En
efecte, fixem a H" la referencia donada per la base canonica de R™*!. Per cada matriu
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de G, les columnes representen la imatge d’aquesta referencia. Per tant, cada matriu de
G s’identifica amb la referencia de F(H") formada per les seves columnes.
Si una corba g(t) C G passa per e a t = 0, llavors

§'(0)J + Jg(0) = 0.

Deduim que ’algebra de Lie de G esta formada per les matrius antisimetriques multi-
plicades per J
g={VeMuR)|VJ+JV =0}

Amb aquesta representacio, és facil comprovar que per tot parell de vectors u,v € g, la
metrica de (1.6) és

1
(u,v) = 5(—L(u0, o) + L(ut,o') + -+ L(u",0™))
on u! i v* denoten la columna i-essima de u i v.

El model projectiu.

El model projectiu és la projectivitzacié del de I’hiperboloide. En aquest model, les
geodesiques apareixen com rectes i aixo el fa molt Util a I’hora de tractar qiiestions
sintetiques; no aixi a I’hora de fer calculs.

Projectivitzem R"*!. La metrica de Lorentz L déna lloc a una quadrica no dege-
nerada C. Per tant, els punts de H" sén punts z tals que C'(x,z) < 0. De la conica
{C(z,z) = 0} se’'n diu esfera de l'infinit i els seus punts s’anomenen ideals. Les vari-
etats totalment geodesiques de H™ son ara la interseccié de varietats projectives. Les
isometries venen donades per projectivitats que preserven la conica. Notem que aquestes
projectivitats preserven automaticament l’'interior ja que, per exemple, ’exterior d’una
conica és topologicament no orientable. Evidentment, aquest model també és una varie-
tat de Riemann pero no ens fara cap falta coneixer-ne ’expressio explicita de la metrica
(que tanmateix es pot trobar a [LS00]).

Com que projectivament totes les quadriques no-degenerades sén equivalents, el mo-
del projectiu de I’espai hiperbolic és I'interior de qualsevol conica no-degenerada a RP™.
Normalment prendrem una carta afi en la qual la conica aparegui com una esfera cen-
trada a l'origen.

1.2 Integrals de curvatura mitja

Aqui definim el principal objecte d’estudi d’aquest treball. Ens interessen les integrals
de curvatura mitja d’hipersuperficies de H™. Tot i aixi, també treballarem amb hi-
persuperficies d’altres espais. Per aixo donem les definicions en varietats de Riemann
qualssevol.

Sigui N una varietat riemanniana de dimensié n. Llevat que diguem el contrari
suposarem sempre que tots els objectes sén infinitament diferenciables. Suposem S C N
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una hipersuperficie. En tot punt p € S, donat un vector unitari n_L7},S la segona forma
fonamental I de S és

I(X,Y)=(VxY,n) X,Y€eT,S

on V denota la connexié de N. Es tracta d’una forma bilineal simetrica de 73,S. Per tant,
diagonalitza en una base ortonormal de vectors propis. Els valors propis corresponents
ki,...,k, s’anomenen curvatures principals de S en p. Definim la i-éssima funcic de
curvatura mitja de S com

filky, o kn—1)

(")

on f, és l'i-éssim polinomi simetric elemental. També queden definides per

det(I + tId) =) < ”J‘,l >ajtj.

=0

o; =

Una propietat molt utilitzada en geometria integral és la segiient.

Proposicié 1.2.1. [LS82, p. 559],[Teu86] Per cada subespai lineal | de dimensid i de
T.S, denotem I|; la restriccié de II al. Llavors,

/ det(I1,)dL = vol(G(i,n — 1))o
G(i, T N)

Sovint ens referirem al determinant de la restriccié Iz, com a curvatura normal en
la direccié L. Aixi, la curvatura mitja és el promig de les curvatures normals. Aquesta
nomenclatura queda justificada pel segiient teorema que és una generalitzacié del classic
teorema de Meusnier.

Teorema 1.2.2. [LS82, p. 561] Si L és un pla afi de dimensié (r + 1) que talla una
hipersuperficie S C R™ en x, llavors la curvatura normal de S en x en la direccio
1=T,SNL és

K(l) = det(I];) = cos" 0 - K(LNS)

on 8 és l’angle format en = pels normals unitaris escollits a S ial C L, i K(LNS) és
la curvatura de Gauss a x de L NS com a hipersuperficie de L =2 R".

Per tant la curvatura normal és la curvatura de la interseccié amb un pla afi orto-
gonal.

El teorema anterior val per hipersuperficies S de qualsevol varietat de Riemann N
si es substitueix L per exp, L per algun subespai L C T,N. En efecte, podem copiar
localment S a una hipersuperficie de T, N a través de exp,,. Es un caleul veure que exp,,
no canvia la segona forma fonamental de S en z. Com que T, IV és euclidia estarem en
les condicions del teorema anterior.

Aquest teorema ens permet provar que el model projectiu és fidel quant al signe de
les curvatures normals.
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Figura 1.1: Teorema de Meusnier

Proposicié 1.2.3. Sigui S C H" una hipersuperficie orientada en el model projectiu.
Siguin n i n’ els vectors normals unitaris a T,S en un punt p de S segons les métriques
euclidiana 1 hiperbolica respectivament i determinats per la orientacié. Llavors, per
tota direccio en T),S, la curvatura normal de S té el mateix signe respecte a totes dues
métriques ¢ respecte d’aquests normals.

Demostracio. Comencem amb la metrica euclidiana. Tallem amb un pla L que contingui
pin. La corba d’interseccié L NS té per curvatura la curvatura normal de S. Respecte
la metrica hiperbolica, L continua essent totalment geodesic. El teorema de Meusnier
ens diu que la curvatura normal (hiperbolica) de S és muiltiple positiu de la curvatura
de LN S ja que (n,n’) > 0. O

Passem a definir les integrals de curvatura mitja que sén 'objecte d’estudi d’aquest
treball.

Definicié 1.2.1. Siguin N una varietat de Riemann i S C N una hipersuperficie com-
pacta, potser amb vora, orientada per un camp normal unitari. La ¢-éssima integral de
curvatura mitja de S és

M;(S) = /5 o:(p)dp

on dp és 'element de volum de S. Notem que My(.S) és el volum de S i M,,_1(S) és la
integral de la curvatura de Gauss (o curvatura total, o també curvatura integra) de S.
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A tall d’exemple, les integrals de curvatura mitja a S, R"™ i H” d’una esfera S(R)
de radi R sén

M;(S(R)) = Op_1 cos' Rsin" "' R a S" (1.8)
M;(S(R)) = O,_1R""1 a R” .
M;(S(R)) = O,_1 cosh’ Rsinh" "' R a H" (1.10)

En espais de curvatura constant, les integrals de curvatura mitja apareixen, per
exemple, a la férmula de Steiner dels paral-lels. Sigui S una hipersuperficie d’un espai
curvatura constant k, compacta, de classe C? i orientada per un normal unitari n.
Considerem l'aplicacié que envia x € S al punt y(e) on (t) és la geodesica que surt
de x amb tangent n. Per € suficientment petit, la imatge de S per aquesta aplicacié és
una hipersuperficie S¢ de H" anomenada parallela a distancia e. La férmula de Steiner
(cf.[Gra90]) expressa, per a e suficientment petit, el volum de Se com un polinomi
homogeni en cos(v'ke) i sin(vVke)/Vke que té per coeficients les integrals de curvatura
mitja de S

—/n-1 i1 sin’(Vke)
vol(Se) ; ( ; )MZ(S) cos (Vke) hor (1.11)
Per k < 0 s’ha d’entendre cos(v/ke) = cosh(yv/—ke) i sin(v'ke)/v'ke = sinh(v/—ke). Per
k = 0 cal prendre sin(v'ke)/Vke = e.

Una generalitzacié d’aquesta féormula és la que expressa M;(S¢) en funcié dels M;(5).
Aquesta férmula va ser descoberta per Santalé a [San50]. La prova que s’hi donava pel
cas hiperbolic no era del tot correcta ja que utilitzava el concepte de circumferéncia
osculadora. En geometria hiperbolica només existeix la circumferencia osculadora d’una
corba alla on aquesta té curvatura més gran que 1. Tot i aixi, de seguida en donem una
altra prova que és del tot elemental.

Proposicié 1.2.4. Si S, és la hipersuperficie parallela a S C H" llavors

("5 )amts :E ("3 st (112

7

on

min(z,k) ok L | |
Pik(€) = Z < i h ) < b ) sinh?tF=2h ¢ cogh? 11—k +2h ¢

h=max(0,i+k—n+1)

Demostracio. Per t > 0 petits tenim

n—1
vol(Sert) = Z < n L >Ml(S) cosh™™ "1 (e + t)sinh’(e 4+ t) =

7
=0

-y < n—1 )Mi(&) cosh™ =L (¢)sinhi (£).
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Acabem substituint
cosh(e 4 t) = coshecosht + sinh esinh ¢ sinh(e 4 t) = cosh esinht + sinh e cosh ¢

i igualant els coeficients dels dos polinomis homogenis en cosh e i sinh € resultants. [

Observacid. Si tenim una varietat diferenciable S abstracta i una immersié ¢ : S — N,
definim a S la imatge reciproca de la metrica de N. Fet aixo, no hi ha cap problema
a identificar localment els entorns p € U C S amb la seva imatge i(U) C N. Per
tant, tot el que hem fet per hipersuperficies podem considerar-ho fet per immersions de
codimensié 1.

Les integrals de curvatura mitja estan relacionades directament amb les anomenades
Quermassintegrale dels conjunts convexos a I’espai euclidia. Per un domini convex Q) C
R™, les Quermassintegrale es defineixen, llevat d’un factor constant, com el promig
dels volums de les projeccions ortogonals 7y, del convex sobre els subespais lineals L €

G(n —r,n),

(n—7)-Op_1

W) = 5, el (Gl — o)) /GW,n) vollre (@)L (113)

on dL és una mesura a G(n—r,n) invariant per rotacions i O; denota el volum de I'esfera
St. També es sol convenir que Wo(Q) = vol(Q) i W, (Q) = O,—1x(Q)/n. Quan la vora
de @ és diferenciable, existeix una relacié directa que entre les Quermassintegrale i les
integrals de curvatura mitja. Aquesta relacié és 'anomenada formula de Cauchy

M, (0Q) = nWy41(Q). (1.14)

Pero aquest punt de vista no té sentit a I’espai hiperbolic (ni tampoc a S™). Caldria
comencar triant un origen p € H™ i projectar sobre les varietats totalment geodesiques
que passen per p. Pero el resultat depen del p triat i, per tant, ni tan sols és invariant
per isometries. Al capitol segiient donarem una definicié invariant de les Quermassin-
tegrale d’'un convex a H"™ que té relacié amb les integrals de curvatura mitja. A més,
aquesta definicié tindra sentit per a dominis no necessariament convexos (perd amb vora
diferenciable). Pero abans ens caldra estudiar els espais formats per plans geodesics de
H™.
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Espais de plans

2.1 Espais de plans

En aquesta seccié estudiarem els espais de plans totalment geodesics de H". Es tracta
d’espais homogenis del grup d’isometries. Aquests espais no admeten cap estructura
riemanniana que sigui invariant per I’accié de G. Tot i aixi, si que es poden dotar d’una
metrica semi-riemanniana invariant. El fet que aquestes meétriques siguin indefinides
marca radicalment la diferencia amb les geometries euclidiana i esferica. Avancem, per
exemple, que un feix d’hiperplans ultraparallels sera una corba amb vector tangent de
tipus temps. D’altra banda, el fet de tenir metriques no definides dificulta I'obtencié de
certs resultats sobre la curvatura total i la curvatura total absoluta que es tracten al
capitol 3.

Ja hem dit que per r-pla ens referim a una subvarietat completa i totalment geodesica
de dimensio r.

Definicié 2.1.1. Anomenem espai dels r-plans de H™ al conjunt de subvarietats de
dimensi6é r completes i totalment geodesiques de H". Denotem aquest espai per L,.

Fixem un r-pla geodesic de I'espai hiperbolic; per exemple LY = expe, (€1,- ., er).
Si H, C G és el subgrup dels moviments que deixen LY invariant, identifiquem £, amb
I'espai homogeni G/H, a través de la segilient aplicacié bijectiva

G/H, — L,
g-H., — gLQzexpg()(gl,...,gT).

Tenim doncs, una projeccié w, : G — L,.. L’espai tangent a la fibra d’un r-pla L, és
hr= (] |0<i<j<r o r<i<j<n).
Per altra banda, ’espai tangent a £, en L, s’identifica a través de dm,. amb
m, = (b))t = |0<i<r<j<n).
En particular observem que £, té dimensié6 (r 4+ 1)(n — 7).
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Les rectes del pla hiperbolic formen una banda de Mobius. En efecte, es poden
parametritzar de la seglient manera: prenem una geodesica 7 unitaria que surti de
lorigen eg formant un angle 8 amb la direccié e;; per cada p € R prenem la recta
ortogonal a 7 en 7(p). D’aquesta manera tota recta de H? queda determinada per les
coordenades (p,0) amb 0 < 6§ < m1ip € R. Pero és clar que la recta (p,0) s’identifica
amb la (—p, 7).

€0

Figura 2.1: L’espai de plans s’identifica amb el fibrat tautologic

Aixd mateix es pot fer per identificar topologicament L,.. Notem que donat un r-pla
L,, existeix un tdnic (n — r)-pla ortogonal a L, passant per 'origen ey € H". Aquest
(n — r)-pla talla L, en el punt a distancia minima de ep. Aixi doncs, cada element de
L, ve donat per un parell (L,_,,p) on L,_, és un (n — r)-pla per l'origen i p un punt
de L,_, (figura 2.1). En altres paraules, £, s’identifica amb el fibrat tautologic de la
grassmanniana G(n — r,n) de subespais de dimensi6 n —r de T, ,H". A més, aquesta
identificaci6 és un difeomorfisme.

Observacio. Tot el que hem dit fins aqui dels plans de H" val igualment pels plans afins
de R™. Pel que fa a S™, els seus espais de plans sén les varietats grassmannianes usuals.
Concretament, una varietat totalment geodesica de dimensié r a S™ (r-pla geodésic) és
la interseccié de I’esfera amb un subespai vectorial de R"*! de dimensié r + 1. Quan no
hi hagi confusi6 possible denotarem indistintament per G(r + 1,n + 1) o £, 'espai dels
r-plans de S™. Aquests sén espais homogenis de O(n + 1).
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2.1.1 Metriques i mesures invariants
Metriques invariants

Sempre que un grup actua sobre una varietat, s’intenta dotar-la d’objectes invariants
per aquesta accié. Per exemple és natural buscar metriques invariants que alhora donen
lloc a mesures. En el nostre cas, voldriem dotar £, d’una metrica riemanniana que fos
invariant per 'accié de G. Es facil veure que aix0 no és possible.

Proposicié 2.1.1. L’espai de plans L, no admet una métrica riemanniana invariant
per laccio de G.

Demostracid. Considerem dos r-plans paral-lels. Prenem un 2-pla tal que tots dos r-
plans el tallin ortogonalment. Obtenim un parell de rectes paralleles dins H?. Si prenem
el model projectiu de H?, podem trobar una isometria que porti aquest parell de rectes
a quasevol altre parell de rectes paralleles (figura 2.2). En efecte, les projectivitats
que preserven una conica actuen transitivament sobre les ternes de punts d’aquesta.
Aquestes isometries estenen trivialment a isometries de H"™. Per tant, en un feix d’r-
plans parallels, podem portar qualsevol parell d’r-plans a qualsevol altre. Aquest feix
és una corba a £, i una metrica riemanniana defineix una longitud d’arc en aquesta
corba. Pero si la metrica és invariant per isometries, dos arcs qualssevol d’aquesta corba
tindran la mateixa longitud; una contradiccio. O

Figura 2.2: Dos parells ‘equivalents’ de rectes paralleles
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Tot i aix0, si a la metrica de £, no hagués de ser definida positiva, enlloc d’una
contradiccié conclouriem simplement que el vector tangent a la corba és de tipus llum.
A continuacié trobem metriques semi-riemannianes a £, espai de plans de H”, invariants
per l'accié de G. Aix0 és immediat utilitzant la metrica bi-invariant de G.

Proposicié 2.1.2. A L, hi ha una métrica { , ), que fa de la projeccié canonica
w1 G — L, una submersié semi-riemanniana. Aquesta métrica és invariant i la seva
imatge reciproca per w €s

n
= Y wew - Y Wew (2.1)

1<i<r<j<n j=r—+1

Demostracié. La metrica (2.1) és la restriccié de la metrica (, ) de G al subespai m,
(cf. (1.6)). Projectem-la a £, a través de m. Obtenim una metrica a £, ben definida ja
que (2.1) és invariant a la dreta i per tant, constant a cada fibra. Per la invariancia a
I’esquerra de la metrica de GG, aquesta metrica de £, és invariant per 'accié de G. U

Observacid. En canvi, 'espai de r-plans de S", la grassmaniana G(r + 1,n + 1), si
que admet una metrica riemanniana invariant per I'accié de O(n). Aquesta meétrica es
descriu geometricament dient que les geodesiques sén feixos de r-plans continguts en un
(r 4+ 1)-pla que basculen al voltant d’un (r — 1)-pla amb velocitat 1.

Pel que fa a I'espai dels r-plans de R", veurem més avall que ni tan sols admet cap
metrica semi-riemanniana invariant (no degenerada). Essencialment, aixo es deu al fet
que el grup d’isometries de ’espai eculidia té la forma de Killing degenerada.

A continuacié provem que, llevat de factors escalars, ( , ), és la inica metrica semi-
riemanniana de £, invariant per I'accié de G. A més, en tindrem una comprensié més

geometrica.
Recordem que tenim fixada una referéncia eq, ..., e, ortonormal en un punt eg i que
hem triat 1'r-pla LY = expe,({e1,...,¢er)). Hem identificat el tangent en LY de l'espai

dels 7-plans amb el subespai m; de g. Perd podem descomposar TroL, = m, en la
part vertical V' i la part horitzontal (tangent a la base) H del fibrat tautologic sobre
G(n—r,n)

mTZVEBH:<vg>eB<Ug> 1<i<r<j<n

La part vertical correspon a moure L, mantenint-lo ortogonal al mateix (n — r)-pla,
Ly = expg,(€r11,--.,¢en). Pel que fa a la part horitzontal, correspon a fer bascular
L, al voltant de ey. En altres paraules, la part vertical V = (Ué> és el tangent a
L,_, = H"™". La part horitzontal H = <vf ) és el tangent a la grassmaniana d’r-plans
per eg que denotem L, (g (= G(r, Te,H")). A través d’aquesta identificacio, les metriques
de Ly, i L, indueixen metriques als subespais V' i H que denotarem ( , )r,_, i
(s )z, respectivament.

Donada una meétrica invariant de £, és clar que la seva restriccié a T LQ»CT sera,
invariant per 1’accié del grup d’isotropia de L2. A més, per coneixer la métrica invariant
a tot £, n’hi ha prou amb coneixer aquesta restriccio.
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Proposicié 2.1.3. Llevat de multiplicacio per escalars, ’espai tangent T, L, admet
una unica metrica semi-riemanniana invariant per l'accio del grup d’isotropia de L,
que €s

< ) >T = < ’ >£7-[0] _< ’ >Ln77" (2'2)

Demostracid. Suposem que tenim una metrica invariant per ’accié del grup d’isotropia.
Com que G(n—r,n) admet una tnica metrica (llevat d’escalars) invariant per rotacions,
la restriccié a H ha de ser multiple de (, ) L,- Com que L, només admet una metrica
invariant pel seu grup d’isotropia, la restriccié a V' ha de ser ( , )1, o un multiple.

/( t /{

\

Figura 2.3: Corbes x i hox

A continuacié provem que vg i vf han de ser ortogonals i de signatura contraria per
1 <¢<r < j. Sigui~y la geodesica unitaria de L, que surt de eg amb tangent e;. Prenem
un punt p = () i el transport parallel g;,..., g, de la referencia canonica al llarg de
v fins a p. Sigui h el moviment donat per aquesta referéncia. El vector v] correspon
al tangent a la corba z(f) C L, obtinguda al bascular L, amb velocitat angular 1 al
voltant de p i de (e;, ej>J-, complement ortogonal de 'espai generat per e; i e;. La corba
h(x(6)) mou L, al voltant de p mantenint-lo ortogonal a (g;, g;). Si p és la distancia de
h(z(0)) a eg i @ és angle de h(z(f)) amb ~ (figura 2.3), utilitzant les férmules de la
trigonometria hiperbolica (1.2) trobem

sinh p = sinh ¢ sin § i cosh psin§’ = cosh tsin

on t és, recordem-ho, la distancia de ey a p. Per tant, dhvg = coshtvg + sinhtvé. Per
tal que la metrica sigui invariant, cal que per tot ¢

(v, v]y = (dho!, dhv!) = cosh? t{v],v]) + 2 cosh tsinh ¢ (v}, v7) 4 sinh? (v, v]).

% [

Es a dir

<Uj Uj> = _<vg’?}0> 1 <U[J£bavzj> =0.

Observacio. Els mateixos raonaments a R™ ens portarien a 1’equacié

(W], v]) = (vl o) +2t(vg, o) + (0, 0h) Wt

17 71

per tant Ug és un vector de modul nul i la tnica forma bilineal invariant a l’espai dels
r-plans de R és degenerada.
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Una bona introduccié a la geometria de les varietats semi-riemannianes, que a més
citarem sovint, és el llibre [O’N83]. Per exemple, hi trobem férmules que ens permeten
calcular les curvatures seccionals de £, amb la metrica semi-riemanniana anterior.

Proposicié 2.1.4. Siguin G un grup de Lie amb una métrica bi-invariant i G/H
un espai homogeni amb una métrica tal que 71 : G — G/H és una projeccié semi-
riemanniana. Llavors, per tot parell X, Y € g, la curvatura seccional del pla definit per
les seves projeccions és

(X Y, [X, V) + ([X, Y], [X, Y]n)

K(drX,drY) = (X, X)(Y,Y) — (X,Y)2

on Zm t Zy denoten la part normal i tangent o H de Z € g.
Demostracié. Conseqiiéncia directa de les proposicions 11.9 1 11.26 de [O’N83|. U

Aplicant aquesta férmula i el lema 1.1.2 obtenim les curvatures seccionals de L.,
K(dmv],dmo] ) = (v} ,vj) =1 si 0<i<r<j<j

K(dwvf,dwv{,)z(v?/ viY=1 si 0<i<i<r<j

777
K(dmvl,dnvl,) =0 si 0<i, i <r<j,j  i#i j#75.
Ens interessa sobretot el cas de codimensié 1.

Corollari 2.1.5. L’espai d’hiperplans de H" té curvatura seccional constant 1.

Mesures invariants

Localment, una metrica semi-riemanniana déna lloc a un element de volum; és a dir, a
una forma d’ordre maxim que val £1 sobre les bases ortonormals (cf. [O’N83, p. 195]).
En el cas que la varietat sigui orientable podem fer que aquesta forma de volum sigui
global. Si és no-orientable, només el valor absolut d’aquest element de volum esta definit
globalment. Recordem que el valor absolut d’una forma de volum s’anomena densitat i
doéna lloc a una mesura. A partir d’aqui, i si no es diu el contrari, quan parlem de mesures
ens referirem a densitats. A més, les igualtats entre formes diferencials que apareguin
s’han d’entendre llevat de signe. Aixo és degut al fet que només ens interessarem per
les densitats definides per aquestes formes.

L’element de volum del grup d’isometries G, que s’anomena mesura cinematica de
I’espai hiperbolic, ens permet mesurar moviments de H". Aixo equival a mesurar con-
junts de posicions d’objectes geometrics. La mesura cinematica és bi-invariant i ve
donada per

dK =\ Wl

1
0<i<j<n

Pel que fa a les varietats £, la mesura invariant dL, (cf. [San76]) ve donada per
midLy = Nwp Aw!  1<i<r<jh<n (2.3)
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A partir d’aqui, com és habitual, farem ’abis de notacié dL, = 7w dL,. Igualment
identificarem ( , ), = (, ),

Interpretant £, en termes del fibrat tautologic podem escriure dL, d’una altra ma-
nera.

Proposicié 2.1.6 ([San76]). La mesura bi-invariant de L, és
dL, = cosh” pdx,_, A dL(y—[0] (2.4)

on dzy,—, és l’element de volum dins 1’(n — r)-pla ortogonal per l'origen i dL(—p)0) €s
lelement de volum de la grassmanniana dels (n — r)-plans per l'origen.

Observacio. Tant a S™ com a R™ hi ha mesures de moviments i de plans analogues
(cf. [SanT76]).

Descrivim una propietat d’aquestes mesures que utilitzarem més endavant. Consi-
derem primer ’espai de banderes format per parells de plans L, C L,1,. Aquest és un
espai homogeni de G i alhora és un doble fibrat sobre £, i £, . La fibra d'un (r+ s)-pla
sén tots els r-plans que conté i s’identifica amb ’espai de r-plans de H"™*. La mesura
dL, determina una mesura en aquesta fibra que denotem dLj.,,. D’altra banda, la
fibra d’un r-pla L, sén tots els (r+ s)-plans que el contenen i és difeomorfa a G(s,n—r).
Denotem dL ), la mesura natural en aquesta fibra. Es dedueix de (2.3) que

AL sy Lr = ALy g dLy s (2.5)

Aquesta igualtat és igualment certa en ’espai de banderes analeg de R™ i de S™.

2.2 Foérmules cinematiques

Classicament, la geometria integral es preocupa de mesurar determinats conjunts de
posicions d’objectes geometrics. Aixo es fa respecte les mesures invariants que acabem de
descriure. El resultat és un conjunt forca extens de férmules anomenades cinematiques.
A continuacié en presentem un recull, valid en espais de curvatura constant.

La férmula de Cauchy-Crofton és la més antiga i coneguda de les férmules de la
geometria integral. Permet calcular el volum d’una hipersuperficie integrant el nombre
de talls d’aquesta amb una recta que es mou.

Proposicié 2.2.1. [San76] Sigui S una hipersuperficie de S™, R™ o H".

(@)
#(LyN S)dL, = O—"MO(S). (2.6)
L1 1
Recordem que O; és el volum de 'esfera S'. Val la pena esmentar el segiient fet
referent a aquests volums que utilitzarem sovint
On On—Z
— = . 2.7
01 n-—1 (2.7)
Donem la demostracié de la férmula de Cauchy-Crofton per tenir un exemple de I'tis de
les referencies mobils.
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Demostracio. Considerem el segiient fibrat sobre S
E(S)={(p,L1) | p€ LiN S}

A través de la projeccié E(S) — L; elevem la mesura dL; a E(S). Aixi, per la férmula
de larea (cf. [Fed69, 3.2.3])

#(Ll N S)dLl = / dL;.

L1 E(S)

Considerem les referencies adaptades
G(S) = {g cd | go € S 92, ..., 0n-1 ETgOS}.

Hi ha una projeccié G(S) — E(S) consistent a enviar g a (go, L) on L és la geodesica
que passa per go amb tangent g;. Per tota referéncia ¢ € G(S) en prenem una altra
g € G(S) de forma que

9o = 90, §22927"'7§n—1 = gn—1, yl ETQOS

J J

Prenem les formes w; i @; corresponents a g i g respectivament. Ara,

9n = <§1vgn>§1 + (gnagn>§n

i com que vy és horitzontal respecte 7, per tot v € T,G(S)

n

wi (v) = —(vg, v) = —(dmog, drv) = —(gn, drv) = (G1, gn)@G(v) + (G 90) T (v)
i tenim w = (g1, gn)Wg + (G gn)@4. Perd sobre G(S) la forma wj és nulla
Yo € TyG(S) wy(v) = —(v,vy) = —(dmv,drvy) =0

ja que g, = dmuy és ortogonal a S. Per tant

n n n—1 n
dL; = /\wé A /\wi = (G1,9n) /\ @ A /\wi = sin adxdu
1=2 =2 i=1 1=2

on « és 'angle que forma L; amb S, dz és I'element de volum de S en el punt de tall i
du mesura la direccié de T, L. Integrant sin adu sobre tot RP" ! obtenim la constant
O, /01. O

Pensant # com el volum 0-dimensional, la férmula de Cauchy-Crofton es generalitza
de la manera segiient.

Teorema 2.2.2. [San76, p. 245] Si S és una subvarietat compacta de dimensié m
immersa a S™, R™ o H", llavors la integral del volum vol,qy,—n (L, NS) dels talls amb
r-plans val

On e On—r0r+m—n

O 000, vol,, (5). (2.8)

/ V01r+m—n(Lr ﬂ S)dLT =

r
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Si substituim els r-plans per subvarietats qualssevol i prenem la mesura dK enlloc
de dL, obtenim ’anomenada férmula de Poincaré.

Teorema 2.2.3. [San76, p. 259] Siguin R i S dues subvarietats compactes de S™, R" o

H" de dimensions r i m respectivament, llavors

On e 010r+m7n
0,0,

/ VOl 4m—n(gR N S)dK = vol, (R)vol, (5).
G

També és remarcable I’anomenada propietat reproductiva de les integrals de curvatura
mitja.
Proposicié 2.2.4. [San76, p. 248] Si S és una hipersuperficie de H™, R™ o S™ orientada

per un normal unitari n

Op_9--OprOp_i
Mﬂr) L,)dL, = n n—rYn—i
L MiSn Ly Or—s 000,

MZ(aQ) 1< T

on Mi(r) denota la i-eéssima integral de curvatura mitja constderada dins un r-pla respecte
el normal unitari v’ que compleiz (n,n’) > 0.

A Tespai euclidia, per un domini Q C R” de vora C?, hi ha una altra generalitzaci6
de la formula de Cauchy-Crofton (cf. [San76, p. 248]).

(n_"")'or—l"‘OO
On—2 te On—r—l

M,(0Q) = | xzn@at, (29)
L,

on L, denota l'espai d’r-plans afins de R™ i dL, és la mesura invariant en aquest espai.

Quan @ és convex, (2.9) es pot pensar com una reformulacié de 'equacié de Cauchy
(1.14). Veiem doncs, que les Quermassintegrale d'un convex coincideixen, llevat de

constants, amb la mesura de plans que el tallen. Per tant, és natural generalitzar les

Quermassintegrale a dominis () C R™ no necessariament convexos de la segiient manera
(i de fet aixi es fa a [Had57, p. 240])

(n—7)-0Op_1---0g
n-Op—2- Op_r_1

W, (@) = [ x(zn@ .
Quan 0Q sigui diferenciable es mantindra valida 1’equacié de Cauchy (2.2.5).

Aquesta manera de definir Quermassintegrale té sentit per a dominis de H" i S™
(recordem la discussi6 del final de la seccié 1.2). A més, déna lloc a invariants metrics.
Per tant, adoptem la segiient

Definicié 2.2.1. Sigui ) un domini de H" (o R" 0 S™). Per r = 1,...,n — 1 definim

Wr(Q) = (n_r)'O’”‘l'”OO/L (L, N Q) dL,.

n-: On—2 to On—'r—l

A més, definim
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Encara que no tan senzilla (ni de lluny), hi ha una generalitzacié de 1’equacié de
Cauchy (1.14) a espais de curvatura constant arbitraria.

Proposicié 2.2.5. [San76] Si Q és un domini a la varietat n-dimensional, simplement
conneza de curvatura seccional constant k amb vora 0Q compacta de classe C?, aleshores
perr =2l <n

2(n—r)

l
= - n— 1
nOrOn_T_l k'O 1VO (Q)+

W (Q)

l
r—1 OTOT—IOR—2i+1 1—i
. " Mo, 2.1
+; < 2i—1 ) O2i—10r—2iOT—2i+1k 2i-1(9Q) | (2.10)

iperr=2+1<n

!
~2(n—r) r—1 Or-105,-2; —ing
WQ) = 15— Z( o ) 00 o o KT Mi(0Q), (2.11)

1=

Al capitol 3 donarem una demostracié nova d’aquest fet que, a més, déna lloc a unes
férmules equivalents pero molt més simples.

Per acabar aquest recull, presentem la formula cinematica fonamental de Blaschke
en espais de curvatura constant k. Aquesta és analoga a I’anterior canviant els plans
per dominis compactes.

Teorema 2.2.6. [San76] Siguin Qo i Q1 dos dominis compactes a l'espai de curvatura
constant k. Suposem que les vores son de classe Co. Llavors per n parell

/G (@0 N gQu)dK = —2(~1y2 Oty v, +

On
+ Op1--- 01 (V(Q1)x(Qo) + V(Qo)x(Q1))+
n—2
#0na 0 3 () ) M0Q0M2-1 000+

n/2—2 -
+On_2...01Zk(n/2i1)<n—1>n—21—2 2
i=0

2t +1 On—92i—3 On—zi—Q.
2i4+1
n_o < ) O2n—h—2i—2

Z n—h-—1 Oy,

h=n—2i—2 (h+1)Onp O2ith—n+2

M2 1 (0Q0) Mp42i42-n(0Q1) |
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1 per n senar

/G (@0 N QK = Oy -0y (V(Q1)x(Qo) + V(Qu)x(Q1)) +
n—2

1
+ 0y o 015 hz;) < hi 1 > Mp(0Qo)My—2—p(0Q1)+

(n—3)/2 ,
(n—2i—1)/2 ( n—1 \n—-2i—1 2
+0pz--- O ; K ( . ) SEl 2

21
n— Oop—h—2i—
2 <n_h_1>2h21 On
(h+1)Op_p O2i4h—n+1

M, o1 (0Q0) Mp42i41—n(0Q1)

Aquesta férmula té un aspecte forca complicat pero cal dir que és extremadament
general. Encara que esta establerta per dominis, també serveix per parells de subvarie-
tats compactes. N’hi ha prou amb prendre els tubs solids de cada una d’elles, aplicar la
férmula i fer tendir a 0 el radi de cada tub.

2.3 L’esfera de de Sitter

Un cas molt particular entre els espais de plans de l'espai hiperbolic és el de ’espai
hiperplans. En aquesta seccié 'estudiem en detall.

Recordem el corollari 2.1.5 segons el qual £,,_1 té curvatura seccional constant 1.
Per a varietats de Lorentz també tenim un teorema de classificacié de Cartan.

Teorema 2.3.1. [O’N83, 8.23 8.26] Donat k € R, existeix una varietat de Lorentz,
unica llevat d’isometria, simplement connexa i de curvatura seccional constant k.

L’espai £,,—1 no és simplement connex, per aixo prendrem ’espai d’hiperplans orien-
tats que és un doble recobriment de £,,_1, difeomorf a un cilindre i, per tant, simplement
connex si n > 2.

Definici6 2.3.1. Anomenem esfera de de Sitter de dimensié n a ’espai dels hiperplans
orientats de H". La denotem per A™.

Aixi, per n > 2, l'esfera de de Sitter és la tunica varietat de Lorentz simplement
connexa de curvatura seccional constant 1. FEn canvi, la superficie de Lorentz simplement
connexa de curvatura constant 1 és el recobriment universal de A2,

Observacio. A V'espai de Minkowski, a més de tenir-hi el model de I’hiperboloide de H"
també hi tenim un model molt bo de A", I'esfera de de Sitter. En efecte, un hiperpla ori-
entat de I’hiperboloide ve donat per un subespai vectorial de R"! orientat, de dimensié
n i que conté vectors de tipus temps. Un subespai aixi queda totalment determinat pel
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Figura 2.4: L’espai hiperbolic i 'esfera de de Sitter a I’espai de Minkowski.

vector normal unitari compatible amb la orientacié que sera de tipus espai. Aixi, en
aquest model,
A" ={v e R"™ | L(v,v) = 1}.

A més, estructura de varietat semi-riemanniana és la induida per I’espai de Minkowski.
Encara que nosaltres seguirem amb el punt de vista abstracte, aquesta pot ser una bona
manera de visualitzar l’esfera de de Sitter. Quant al model projectiu, podem dir que
per polaritat £, s’identifica amb I’exterior de la conica de l'infinit.

A continuacié veurem que el fibrat de referencies ortonormals de A™ s’identifica amb
el de H"™. Aix0 posara de manifest la relacié de dualitat entre H™ i A™. Per comoditat
denotarem (hg,...,hp—1;hy) les referencies ortonormals de A™ on h,, € A™ és el punt i
ho,...,hp—1 és una base ortonormal en h,,. Sigui doncs,

.;E(An) = {(ho, . ,hnfl;hn) ’ hn e AN ho, .. .,hnfl S ThnAn <h1,h]> = E(Z)(Sl]}

one(0)=—1lie(i)=1perl <i<n-—1. Aixi, 7 : F(A") — A" és un fibrat principal de
grup estructural O(n — 1,1). Podem interpretar les referéncies h com isometries lineals
de l'espai de Minkowski R" a T%,)A". Sigui § = h~1d7 la forma dual del fibrat 7.
Considerem la component i-essima de 6

P =6; i=0,....n—1
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on estem pensant les coordenades de R™ numerades del 0 al n — 1. Denotem ¢ l'acci6
infinitessimal del fibrat. Prenem la colleccié de matrius {Y;} C o(n —1,n) amb zeros a

totes les posicions excepte (Yﬂ){ =1i (Yj); = —¢(i)e(d)

()

0O ... 0 ...0 ..0
0 1 0 :
: 0 0 1 0
Yo=1|1 0 0 Y/ = :
: 0 ~1 0 0
0 0 ... 0
0 0 ... 0 0

Construim els segiients camps vectorials per 0 <14, <n —11i1 # j:
¥ =5(v7).
Sigui w la forma de connexié amb valors a o(n — 1, 1) corresponent a 6, connexié de

Levi-Civita de A". Numerem del 0 al n — 1 les files i les columnes d’aquestes matrius i
denotem per ! la posicié i, j de w. Tenim

& + e(i)e()@h = 0. (2.12)
A cada z € R" se li associa el camp basic B(z), horitzontal i definit per A7, B(z) = h(z).
Construim, per la base canonica ey, ..., e,—1 de R™,

= -0 = B(ey).

Per altra banda, com que A" és de curvatura constant, fixada una referencia el seu
grup d’isometries G s’identifica amb F(A™) (cf.[O’N83, 8.17]). Si e és la referencia fixada
a H", triem la segiient referéencia a A”

(h07 ey P hn) = ((dﬂ'n—lvg)a sy (dﬂ'n—QrUZfl)e; 7Tn—1(€>)

Igual que a H"”, les equacions d’estructura del fibrat principal ens determinen el claudator
de Lie.

En particular .
W8] =0 siifsA)
7,38 =0 sii<j<r<s.
Pero recordem que G actua transitivament i efectivament sobre A™ per isometries.
Per tant, tenim una aplicacié

d:G — G=F(A")
g +— (dgho,...,dghn—1;9(hn))
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que és morfisme injectiu de grups de Lie. Com que les dimensions de G i G coincideixen,
podem pensar que tenen la mateixa component connexa del neutre. Pero es veu facilment
que tots dos grups tenen dues components connexes. Per tant ® és un isomorfisme de
grups de Lie. En particular,

P KRG = Ky (2.13)

essent K73, la forma de Killing de G.

Ens interessa calcular la imatge reciproca ®*@/. Comencem observant que per ¢ =
0,...,n—11iv tangent a G,

P*T(v) = @M(dPv) = (h1);d7dPv = (b~ 1)dm, v =

= €(i)(dmp—1v, hi) = €(i){dmp—1v, dmp_10]") = €(i){v,v]") = w;'(v) (2.14)

ja que la metrica de A™ eleva a la de (vf,...,v_;). Com que A" és espal simetric, la
part vertical i la horitzontal sén ortogonals respecte Kz. Amb (2.13) veiem que d®v;® és
ortogonal a les fibres de 7 i per tant ha de ser horitzontal. Aixi, és combinacié lineal de
5, ..., 00y iper (2.14), tenim d®(v") = !". Per a la resta de v}, podem argumentar
AD(v]) = —e(i)e()AB([u]', v1]) = —e(D)e(j)[ D0, dDuT] = —e(i)e(f)[77, 7] = 7.
Aixi, doncs ' ‘ ‘ '
do(v]) =] = " (&) = w! 0<i,7<n.

Per alleugerir la notacid, a partir d’ara identifiquem totalment G i G. En particular,
escriurem sempre w? i v! enlloc de @] i v7.

Geometricament interpretem hoy = d7vj com I'element infinitessimal del transport
parallel d’un hiperpla al llarg de la geodesica ortogonal en el punt gg. Pel que fa
a h; = dmv} per i > 0, el pensem com l’element de rotacié al voltant de L,—» =
expy, ({915 Gi»- - ->gn—1). Aixi, les direccions de tipus temps de Ty, _, A" s’identifiquen
amb els mateixos punts de L, i les de tipus espai s’identifiquen amb els (n — 2)-plans
que conté.

2.3.1 Espais de plans a l’esfera de de Sitter

Donat un (n — r — 1)-pla no orientat, L,_,_1 € L,_,_1, considerem la subvarietat de
A" formada pels hiperplans orientats que el contenen

Lf« = {Ln—l € An|Ln—T—1 C Ln—l}

Es clar que L# és difeomorf a D'esfera S”. Considerem les isometries que deixen invariants
Ly,_,_1 itots els hiperplans que el contenen. Aquestes isometries actuen a A™ i algunes
tenen L; com a lloc de punts fixos. Deduim que L; és una varietat totalment geodesica
de A™. A més, l'espai tangent a L; és de tipus espai. A una subvarietat d’aquest tipus
I’anomenem r-pla de tipus espai de A™. En particular, les corbes L, que sén feixos
d’hiperplans que contenen un L, _o, sén geodesiques anomenades de tipus espas.
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Per un r-pla L, de H" considerem els hiperplans que el tallen ortogonalment
Lt ={L,1€A"| L, 11L,}.

Es clar que L és difeomorf a A”. Altre cop tenim una subvarietat totalment geodesica de
A", Per ar =1 es tracta d’un feix d’hiperplans ortogonals a una geodesica. Aquest feix
constitueix ell mateix una geodesica a l’esfera de de Sitter i, en tenir vectors tangents
de tipus temps, 'anomenem geodésica de tipus temps de A™. Notem que hi ha una
manera canonica d’orientar les geodesiques de tipus temps de A”. En efecte, si L és el
feix d’hiperplans ortogonals una geodesica L1 de H", orientem L, de forma que els seus
vectors tangents siguin els normals definits per la orientacié dels hiperplans, i aixo ja
déna una orientacié de L. Com que per r > 1, els plans L. també contenen geodeésiques
de tipus temps, diem que L és un r-pla de tipus temps de A™.

Definicié 2.3.2. Denotem L£: i L! els espais de r-plans de tipus espai i temps de A"
respectivament.

L’espai dels r-plans de tipus espai s’identifica amb £, _,._1 i per tant és una varietat
diferenciable amb una metrica semi-riemanniana i una mesura dL$ que sén invariants
T
per lacci6 de G

dLi:/\wg/\wg 1<i<n—-r—1<jh<n.

En canvi, espai £% s’identifica amb £, i la seva mesura és dL! = dL,.

Fem un petit calcul que mostrara la dificultat de fer geometria integral a A™. Inten-
tem repetir la demostracié de la férmula de Cauchy-Crofton (proposicié 2.2.1). Suposem
S C A" una hipersuperficie de tipus espai. Considerem els espais

E(S)={(p,L)eSxLi|peLnS)}

GS)={heFA") |h,eS hi,...,hpo€Ty, S}

i la projeccié G(S) — E(S) definida per h — (hy,L) on L és la geodesica de tipus
espai que surt de h,, amb tangent h,_;. Per tota referéencia h € G(S) prenem una altra
referencia h € G(9) tal que

El = hl, ceey hp—o = hn_g, h, = hn, hp_1 € ThnS

J J

Prenem les formes w; i @; corresponents a h i h. Llavors,

ho = (hn—1,h0)hn-1 — (ho,ho)ho = W = (hn—1,ho)@r_; — (ho, ho)§

Pero és clar que @ = 0 sobre G(S). Per tant,
n—2 n—2 n—1 n—>2
dLi = N\ wp A N\ Wi = (no1,ho) \ @ A N\ wi™! = sinh pdadu
i=0 =0 i=1 =0
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on dx és I’element de volum de S en el punt de tall z, du és la mesura de les direccions
unitaries de tipus espai en x i sinh p és el producte de Lorentz entre el tangent a L; i
el normal a S. Pero la integral de sinh pdu sobre totes les direccions de tipus espai és
divergent. Per tant, seguint I’esquema de la demostracié de 2.2.1 ens quedem a I'altim
pas. No hem demostrat la férmula de Cauchy-Crofton a A™ pero en lloc seu hem provat
la seglient proposicio.

Proposicié 2.3.2. La mesura de rectes de tipus espai que tallen qualsevol hipersuperficie
de tipus espai de A™ és infinita.

Es veu analogament que el mateix passa per les rectes de tipus temps i també per
les hipersuperficies de tipus temps.

Notem que el problema rau en el fet que ’espai de rectes de tipus espai que passen per
un punt de A™ és no compacte (i de ‘mesura’ infinita). Aqui queda clara la importancia
del fet que A™ sigui varietat de Lorentz i no de Riemann. De fet, amb qualsevol varietat
semi-riemanniana (i no riemanniana) podem esperar trobar-nos amb el mateix problema
que dificulta molt I'obtencié de férmules cinematiques.

D’altra banda, recordant que les rectes de A™ corresponen a (n — 2)-plans de H”, la
proposicié anterior era d’esperar. Una familia d’hiperplans a H", per ‘petita’ que sigui,
conté un conjunt de (n — 2)-plans de mesura infinita.

Acabem amb una observacié important. Suposem p € L € A™ i considerem I'hiperpla
L} _, C A™ format pels hiperplans que, com L, contenen p.

Proposicié 2.3.3. Els espais tangents T,L i Ty L) | s’identifiquen canonicament a
través d’una isometria V.

Demostracid. Definim W primer sobre el tangent unitari de L a p de la seglient manera.
Siv € T,L té norma 1 llavors

d

U(v) = T

exp(costv + sintn)
t=0

on n és el vector normal unitari a L en p determinat per la orientacié de L. Estenem
VaW:T,L — T,L; ;| per linealitat. Per veure que ¥ és isometria n’hi ha prou amb
prendre una referéncia g € G tal que g9 = pi g, = n. Llavors per i = 1,...,n — 1
comprovem que ¥(g;) = dmy(v]). O

2.3.2 Aplicacio de Gauss

L’esfera de de Sitter és ’espai d’arribada natural de I'aplicacié de Gauss d’una hipersu-
perficie a H". Aquesta aplicaci6 ja s’estudiava a [Teu82].

Definicié 2.3.3. Sigui S C H” una hipersuperficie orientada. Es defineix I’aplicacid de
Gauss de S com

v: 8 — A"
p > exp,(T,9)
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Quan S és no orientada podem definir naturalment una aplicacié de Gauss cap a L,
o bé una aplicacié del fibrat normal unitari N(S) cap a A™.

La segiient proposicié permet, igual com a R™, pensar la diferencial de ’aplicacié de
Gauss com un endomorfisme de 71,S.

Proposicié 2.3.4. [Teu82] Si S C H" és una hipersuperficie a l’espai hiperbolic i
v: S — A" és Uaplicacio de Gauss corresponent, llavors dy(1),S) s’identifica isométri-
cament a través de W' amb un subespai de T,S.

Per tant, quan dv sigui de rang maxim, v(S) sera localment una hipersuperficie de
tipus espai a A™.

Demostracid. Sigui g : U — G una referéencia mobil definida en un entorn de p dins .S
de forma que g, 1Ty, S. D’aquesta manera, y =mogiperi=1,...,n—1,

(dvgi, dmvg) = (drdg(gi), dmvg) = (dg(gi), vg) = (dndg(gi), dm(vg)) = —(gi, gn) =0

ja que vj és horitzontal respecte 7 i m. Per tant, si L és 'hiperpla tangent a S en
p i L§_, és I'hiperpla de A" format pels hiperplans que contenen p tenim dvy(7,S) C
(d7vp)t = TLLS_ | que s'identifica amb T,L = TS a través de U1 tal com diu la
proposicié 2.3.3. O

Com en el cas euclidia, tenim una férmula de Weingarten.

Proposicié 2.3.5. Si II denota la segona forma fonamental de S corresponent a un
normal unitari n, llavors per tot parell de vectors tangents X,Y

(dyX,9Y) = -I(X,Y).
Demostracio. Prenem una seccié g : U — G com la d’abans.
(dy(gi), Vg;) = (dv(gi), dmvf) = (dg(gi), v}) = wi(dg(g:)) =

= —wl,(dg(9:) = (=V .95, 9n) = — L (9, 9j)-
0

Per tant, la curvatura de Gauss de S és, llevat de signe, el jacobia (deformaci6
inifinitessimal de volum) de 7 (cf.[Teu82])

K = det I = +detdy = tjacy. (2.15)

El teorema de Sard-Federer [Fed69, 3.4.3] garanteix que el conjunt de valors critics de
v té mesura de Haussdorf (n — 1)-dimensional nulla. Per tant, la imatge de Gauss de
S és hipersuperficie quasi a tot arreu. Si dz és I'element de volum de v(S) en els punts
regulars, acabem de veure que

Mnl(S):/de:/ sgnKdz. (2.16)
S v(S)
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Observacid. Aquest punt de vista permet definir M,,_1 per a la vora d’un convex de H"
encara que no sigui regular. Per un convex ) arbitrari, un hiperpla és de suport quan ta-
lla la seva adheréncia @ perd deixa @ a un costat. Definim la curvatura total M, _1(9Q)
com el volum (n — 1)-dimensional del subconjunt de A™ format pels hiperplans orientats
de suport de Q. Per (2.16) si 0Q és diferenciable totes dues definicions coincideixen. A
més, M, _1 és un funcional continu en ’espai dels dominis convexos respecte la topolo-
gia de Haussdorf. En efecte, un domini convex qualsevol @) es pot aproximar (respecte
aquesta topologia) per una successié @, de convexos amb vora diferenciable. Es va veure
a [LS00] que M,,_1(0Q;) tendeixen a M,_;(0Q), tal com I’acabem de definir.

Les integrals de curvatura mitja en espais de curvatura constant s’han definit i es-
tudiat per conjunts d’abast positiu (positive reach); una classe molt més general que la
dels convexos (cf. [Koh91]).

A diferencia del cas euclidia, pero similarment al cas de 'esfera, es pot definir una
aplicacié de Gauss que funciona en sentit invers. No podem donar cap referéncia on
s’estudii aquesta aplicacié si bé deu pertanyer al folklore.

Definicié 2.3.4. Donada S C A™ una hipersuperficie de tipus espai a ’esfera de de
Sitter, I'aplicacié de Gauss de S es defineix com

¥:58 — L ,=H"

n—1 =

p — exp,(Tp9)
on exp, és I'aplicacié exponencial de A" en p.
La proposicié 2.3.4 té el segiient analeg a A™.

Proposicié 2.3.6. Si v és laplicacié de Gauss associada a una hipersuperficie S C A",
llavors
Vdy(T,S) C T,,S.

Demostracio. Sigui g : U — G una seccié definida en un entorn de p dins S tal que
la referencia mobil h = ®(g) € F(A") compleixi ho LT}, S. Aixi, ¥ = mo g i per
i=1,....n—1

(dy(hi), gn) = (dmdg(hi), dmog) = (dg(hs),vy) = (drdg(h;),dmvl) = —(hi, hy) = 0.

Per tant, d¥ C (g,)" que s’identifica amb 7,5 = hg a través de ¥ O

Donada una hipersuperficie de tipus espai a A", prenem el normal unitari n de tipus
temps d’acord amb la orientacié temporal de A™. Si V és la connexié de A", la forma
fonamental de S es defineix com

I(X,Y)=(VxY,n).
Altre cop tenim una férmula de Weingarten
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Proposicié 2.3.7. La segona forma fonamental I d’una hipersuperficie S' de tipus espai
a A" compleix, per tot parell de vectors tangents X,Y,

(d7X, 0 Y) = —I(X,Y).

Demostracid. Prenem una seccié g : U — G com a la prova anterior i considerem
h=®og.

(dFhs, Ut hy) = (drdg(hy), g;) = —(dg(hi), v}) = wd(dg(hs)) = — (Vi hy, ho).
0

I tornem a tenir que la curvatura de Gauss mesura la deformacié infinitessimal de
volum per la transformacié ¥

K =det I = +detd?.

Finalment trobem el segiient resultat que completa la idea de dualitat entre hiper-
superficies de H™ i A™. Tampoc podem donar-ne referéncia si bé és probable que ja
fos conegut. En qualsevol cas es demostra trivialment i més endavant jugara un paper
important.

Proposicié 2.3.8. Si la hipersuperficie S C H" és tal que v és immersid, aleshores les
segones formes fonamentals de S i de y(S) son inverses una de l’altra. Més precisament,
si Il i I son les segones formes fonamentals de S i v(S) respectivament, aleshores

les seves matrius respectives A i A, associades a les bases ortonormals gi,...,Gn—1 %
Wgi,...,Vg,_1, son inverses una de l’altra
A-A=id.

Notem que ~ és immersio si i només si la curvatura de Gauss K de S no s’anulla
enlloc.

Demostracié. Denotem 7 Paplicacié de Gauss associada a v(S) C A”. Notem que A és
també la matriu associada a U*T en la base Jis---,0n—1. A més, per les férmules de
Weingarten anteriors —W~'dy i —Wd¥ sén les endomorfismes associats a I i I. Aixi,
per X,Y € 7T},S tenim

X' AA Y = (XTA)- A Y = U I(AX,Y) = U I(—-0 'dyX,Y) =
= I(—dyX,TY) = (d7dyX,Y) = (X,Y)
ja que ¥ o~y = id. O

Corollari 2.3.9. Sio,(z) i o,(v(x)) son les funcions simétriques de curvatura de S C
H™ i v(S) C A", en els punts x i y(x) respectivament,

or(z) = on-1(2)pn—r(v(2)).
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Demostracio. Escollim una base que diagonalitzi I i automaticament I diagonalitza
amb coeficients inversos. Per tant,

(27 o = a1t ) = ) ()

n—r n—1 On—1

essent f; el polinomi simetric elemental de grau 1. O

2.4 Mesures de contacte.

A continuacié presentem uns resultats obtinguts a [Teu86] sobre la mesura de plans
tangents a una subvarietat de H" (o R™ o S™). Aquests resultats generalitzen (2.15) a
plans de codimensié arbitraria. Seguidament donarem resultats analegs a A™.

Definicié 2.4.1. Si S C H" (o R™ o S™) és una hipersuperficie diferenciable, anomenem
r-plans de contacte de S als que sén tangents a S en algun punt. Denotem L, (S) el
subconjunt de £, format per aquests r-plans.

Parametritzem £, (S) a través d’una aplicacié de Gauss generalitzada. Considerem
en primer lloc la varietat de dimensi6 (r +1)(n —r) — 1

G (S)={(p.Vs)|lpe S V. eG(r,T,5)}

on G(r,T,S5) denota la grassmanniana dels subespais vectorials de dimensié r de T),S.
Definim I’aplicacié de Gauss d’ordre r

v Gr(S) — L,
(p, Vi) = exp,(V;).

Es clar que la imatge 7(G(S)) és £,(S), que és hipersuperficie de £, fora del conjunt
de valors critics. Pel teorema de Sard-Federer [Fed69, 3.4.3], aquest conjunt de valors
critics té mesura de Haussdorf de dimensié (r 4+ 1)(n — r) — 1 nulla. Aixi, £,.(S) és
regular quasi a tot arreu. Alla on ho sigui, prenem ’element de volum de £, (5) definit
per la contraccié de dL, amb un vector normal unitari n.

A G,(S) prenem l'element de volum dG,dp, producte exterior de ’element de volum
de S amb l'element de volum natural de G(r,T),5) a cada p.

Teorema 2.4.1. [Teu86] La imatge reciproca de la contraccid tydL, a través de 7y, en
el punt (p,V;) € G,(9) és, llevat de signe

’)’:(LndLr) = |KP(VT)|dGpo
on K,(V;) és la curvatura normal de S en la direccio del subespai V, C T),S.

Corollari 2.4.2. [Teu86] La mesura (amb signe) dels r-plans de contacte de S val
/ sgn(Ky(Ly))dL, = volG(r,n — 1) - M,.(S)
r(S)
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1 per a qualsevol funcio f definida a S
/ [ -sgn(Kpy(Ly))dL, = volG(r,n — 1) / f(z)op(x)dz
(S)

Per a ’esfera de de Sitter els resultats anteriors es generealitzen facilment com fem a
continuacié. Es tracta de resultats nous i amb interes propi pero sobretot els presentem
perque seran 1tils més endavant.

Sigui S C A™ una hipersuperficie de tipus espai. Considerem el fibrat de les grass-
manianes de S

Gr(S) ={(z,V2) | Vi € G(r, T2S)}
i I’aplicacié
Y Gr(S) — L7
(p,Vr) ¥ expy(V3).

La imatge de 7, sén els r-plans tangents a S; denotem-la per £5(S).

(2.17)

Proposicié 2.4.3. Si S és hipersuperficie de tipus espai, la imatge inversa per v, de la
forma de volum a L3(S) en un punt regular (p,V,) € G(S) és

Yy (tndLy) = \Kp(\/})\dpdG(r, TpS)

onn és un camp normal unitari a L3(S) i Kp(V;) és la curvatura normal de S en la
direccio V.

Demostracié. Prenem una referencia ortonormal (seccié) h: U — F(A™) en un obert U
de £:(S) de forma que a cada 7,(p, V)

hy, :peS <hn—ra~--7hn—1> =V, <h1,...,hn_1>:TpS.

Llavors 4
dL;f:/\wg/\/\wf- 0<i<n—-r—1<hj<n

Es clar que n, el camp normal unitari a LE(S) és vy. Per tant,
LndLi:/\wg/\/\wg 0<i<n—r—-1<j<n n—-r<h<n-1
Com a conseqiiencia de la proposicié 2.3.7, per tot v € T),5,

wh(dhv) = —(Wdrdh(v), hy) = T (v, hy) Zw dhv)hyj, hi) Z][ hi, hy)w? (dhv)

i per tant,

n—r—1
WAL AT = K(V)wih A AW Y Wl A
=1

per certs 7;. Finalment,

LndLﬁ:K(V)/\wﬁ/\wZ 0<i<n—r—-1<j<n—-1 1<h<n-1

o1



Capitol 2. Espais de plans

Corollari 2.4.4. El volum amb signe de L3(S) és

/ sgnK (L,) tndLy = vol(G(r,n — 1)) / or(z)dx
£5(5) S

1 més en general, per una funcio f a S,
/ f-sgnK (L) tndL] = vol(G(r,n — 1)) / for(x)dz. (2.18)
£5(S) s

Demostracié. Integrar el resultat anterior i utilitzar la proposicié (1.2.1) que és valida
per ambients semi-riemannians. En efecte, es tracta d’una propietat general (algebraica)
de les formes simetriques bilineals. O

2.5 Foérmula de Cauchy-Crofton a ’esfera de de Sitter.

Aqui provem una férmula per a la integral del nombre de punts d’interseccié de les
rectes de tipus espai amb una hipersuperficie de tipus espai a A™. La férmula relaciona
directament aquesta integral amb el volum (n — 1)-dimensional de la hipersuperficie.
Aquests motius son suficients per a anomenar-la férmula de Cauchy-Crofton a l’esfera
de de Sitter. Tot i aix0, cal advertir que a primera vista la férmula no és exactament
analoga a les férmules de Cauchy-Crofton existents en espais de curvatura constant i en
varietats riemannianes homogenies. Ja hem dit que en aquests ambients, aquestes sén
del tipus

/ #(L O S)dL = ¢ - vol(S) (2.19)
L

on dL és una mesura en L, l'espai de geodesiques, S és una hipersuperficie i ¢ és una
constant. A l'esfera de de Sitter no existeix una tal férmula ja que tot petit tros d’hi-
persuperficie és tallat per un conjunt de geodesiques de mesura infinita, com hem vist a
la proposici6 2.3.2. En general, aquest mateix problema impedeix que hi hagi férmules
del tipus (2.19) en varietats semi-riemannianes.

Una manera de resoldre aquesta dificultat és la que apareix a [Teu82]. Es tracta de
contar només les interseccions amb un angle inferior a un valor fixat. Aixo restringeix la
integraci6 a l'interior d'un compacte de Lj. Fent-ho aixi, es veu que la integral és finita
i multiple del volum de la hipersuperficie.

Aqui proposem un plantejament alternatiu que donara una equaci6 de tipus diferent
perdo que té en compte totes les interseccions. El preu que paguem és que ens hem
de restringir a hipersuperficies de tipus espai S compactes, sense vora i propiament
immerses (embedded) a A™. Concretament provarem que

O"*i (vol(S) — Op_1)

n —

/ (2 - #(Ls N S))dL, =

s

on denotem l’espai de rectes de tipus espai per L enlloc de £7. Igualment Ls és una
d’aquestes rectes i dLg és la mesura invariant dLj. Mantindrem aquesta notacié més
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simple durant la resta del text. Veurem que fora d’un compacte a Lg, totes les rectes
tallen S en 2 punts. Si per exemple S és la imatge de Gauss d’un convex de H", quasi
per tota recta la interseccié té dos punts o cap. En aquest cas estarem mesurant el
conjunt de rectes que no tallen S.

La hipotesi que S sigui tancada i de tipus espai és essencial per tal de garantir que
I'integrand s’anulli fora d’un conjunt de mesura finita. El mateix motiu ens impedeix
considerar subvarietats de codimensié més gran com per exemple corbes.

La demostracio consisteix a estudiar les propietats variacionals dels dos membres de
la igualtat.

Proposicié 2.5.1. Siguin S una hipersuperficie tancada i ¢ : S X (—€,€) — A", una
aplicacid diferenciable tal que i = (-, t) és immersid propia (embedding) de tipus espai
per cada t. Suposem a més, que (Dp/0t,n) < 0 per algun vector normal unitari n. Si

St = @i(S) lavors

1  Op d
fimg 3 | GHENS0) = #(LenSAL = 25 5 vol(S)),

Observacid. La hipotesi sobre /0t garanteix que els S; sén disjunts. Aixo simplifica
la prova perd més endavant quedara clar (a posteriori) que aquesta hipotesi no era

necessaria.
LS
m
S€
So

Figura 2.5: Tangencia de tipus pu~

Demostracié. Per cada recta Ly denotem per C'(Lg) el conjunt de punts on Ls és tangent
a alguna hipersuperficie de la foliacié {S;}¢<.. Posem C(Ls) = C*(Ls) U C™(Ls) de
forma que C*(Ls) contingui els punts de tangéncia on Ly queda localment al costat
oposat del normal n respecte S; i C~(Ls) contingui la resta de punts. Denotem pu* =
#CT, u= = #C~ idefinim p(Ls) = pt(Ls) — p~(Ls). Ara si e és prou petit, per cada
interval de Ls N (UpS;) amb extrems a Sy (que no talla S,), tenim una tangencia de C'*
i viceversa (cf. figura 2.5). Per cada segment amb extrems a S que no talla Sy tenim
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una tangencia de C~. Aixi,
/ (#(Ls 11 So) — #(Ls 1 8))dLy = / 2udL,
Ls L

Ara considerem D’aplicacié
v:G1(S) X (—€,€) — Ls
((p,1), t) eXPy, (p) L-

Notem que v = (-, t) : G1(S) — Ls coincideix amb D’aplicacié definida a (2.17) i per
tant les hipersuperficies L5(S;) = 7 (G1(S)) C L estan formades per les rectes tangents
a S Per la férmula de 'area,

2/ udLg = —2/ / sgnK (Lg)y*dLs.
Ls 0 JGi(S)

v*dLs = 1y (dLg)dt = v} (tayord Ls)dt.

Pel teorema fonamental del calcul i gracies a (2.18)

Ara bé,

. 1 ‘ * *
2> [ [ senK(L (aadLde=2 [ senk(L)jaadL.) =
e=0¢€ Jo JGyi(9) G1(9)

On—2

= —2/ sgnK (Ls)(dv0, N)vy(endLs) = —2
G1(9)

/ (dy0¢, N)oq(x)dz
So

on N és el camp unitari normal a L4(Sy) de forma que tyd L és I’element de volum induit
per ambient. El signe menys que apareix es deu al fet que, com veurem, (dy9;, N) és
negatiu i treballem amb densitats que sén positives.

Per altra banda, la férmula de primera variacié del volum diu (cf. [Spi79])

d

dt

vol(St) = / (Op/0t,n)(n — 1)o1(z)dx
t=0 So

on o1 denota la curvatura mitja de Sg. Notem que hi ha un canvi de signe respecte la
féormula de variacié classica ja que (n,n) < 0.

Prenem una referéncia mobil g : G1(5) x (—e€,¢) — G tal que ¢p = Tog i~y =m,_20g.
Llavors,

Jg dg 0y

o ag n\ __ n\ __ ~ ~ N\ __
<d’yat, N> - <d77n—2§ad77n—2v > - <§7’UO> —_— <d7T dt ,d7TU0> — <a,n>
que és precisament el que ens calia veure. O

Corollari 2.5.2. Siguin R i S dues hipersuperficies propiament immerses a A™ i de
tipus espai. Llavors

n—1

/ (#(Ls N ) — #(Ls 1 R)ALy = 272 (vol(R) — vol(5))
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Demostracio. Prenem B C H” una bola prou gran per tal que tot hiperpla L € R talli
B. Prenem S’ C A" la hipersuperficie formada pels hiperplans tangents a dB orientats
pel normal exterior. Considerem els feixos d’hiperplans ortogonals als diametres de B.
Formen una foliacié de A™ per geodesiques de tipus temps. Com que R és de tipus
espal, és transversa a aquesta foliacié. Per tant, podem deformar homotopament S’ a R
seguint els fulls d’aquesta foliacié. Aplicant la proposicié anterior i integrant obtenim el
resultat per R i 5’.

Per R i S arbitraris prenem una bola B prou gran per tots dos i la hipersuperficie S’
corresponent. Apliquem el resultat a R 15’ ia S iS’. Finalment, fem la diferéncia. [

Corollari 2.5.3. [Férmula de Crofton a l’esfera de de Sitter] Sigui S una hipersuperficie
propiament immersa a A™ i de tipus espai. Llavors

/E (2= #(Ly 1 8))dL, = S“_—i (vol(S) — On_1)

Demostracio. Escollim un punt p € H" qualsevol i apliquem el corollari anterior amb
R ={L € A"|p € L}. Hem acabat si notem que quasi tota recta de tipus espai talla R
en dos punts. O
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Curvatura total

3.1 Teorema de (GGauss-Bonnet a ’espai euclidia

En aquest capitol estudiarem la integral de la curvatura de Gauss d’una hipersuperficie
tancada a ’espai hiperbolic. Concretament donarem una demostracié del teorema de
Gauss-Bonnet per aquestes hipersuperficies utilitzant els metodes de la geometria in-
tegral. Abans, sera convenient tractar els casos euclidia i esferic. En aquesta seccid
recordem breument el teorema de Gauss-Bonnet per a hipersuperficies de ’espai eu-
clidia. Quan aquest espai té dimensié senar, tenim la versié més coneguda d’aquest
teorema que és deguda a Hopf.

Teorema 3.1.1. [Hop25] Sii : S — R"™ és una immersié de classe C* d’una hiper-
superficie tancada (compacta i sense vora) a R™ amb n senar, llavors la integral de la
curvatura de Gauss de S és

/ Kdz = 9=1) ()
g 2

on dzx és la mesura en S induida per 1.

Es una conseqiiencia gairebé directa del teorema dels indexos de Poincaré-Hopf.
Donem la demostracié ja que presenta similituds amb el que seguira.

Demostracio. Com que S pot no ser orientable ens convé prendre el seu fibrat normal
unitari N(S) = {(p,n) € S x S"! | nLdi(7,S)}. Tenim una aplicacié de Gauss 7 :
N(S) — S"! entre varietats orientades definida per y(p,n) = n. La curvatura de S
és, per definicié, K = —detdy. Notem que, en ser la dimensié de S parell, K pren el
mateix valor a n i a —n. Per la férmula del canvi

/ Kdx = 1/ Kdx = —deg(y)On_l.
S 2 /Nns) 2

La demostracié es redueix al calcul de deg(v), el grau de I'aplicacié de Gauss. Siguin
y, —y € S~ valors regulars de . Considerem a N (S) el camp X = y—(y, )7, projeccié

o7



Capitol 3. Curvatura total

ortogonal de y al tangent de i(S). Els zeros de X sén els punts de v~ !({y, —y}) i sén
no-degenerats. Si X s’anulla a (p,n), llavors n = +y i

(dX)(p,n) = *(grad@/’ ’7>)Ep,n) B <ya Il> (dy) (p,n) — *<ya Il> (dy) (p,n) (3'1)

ja que (y,7) és maxim o minim a (p,n). En particular dX(7,5) C di(7,S). Per
ser no degenerat, 1'index ¢ de X en (p,n) és +1, segons el signe del determinant de
(endomorfisme) dX (cf.[Mil97]). Pero aquest és —detdy i pel teorema de Poincaré-
Hopf,

XIN@S) = > upn)=-2 Y sgn(detdy), = —2degy.
(pm)ey—H(+y) zey 1 (y)
Acabem la demostracié notant que x(N(S)) = 2x(95). O

El teorema anterior demana que la dimensié de I’ambient sigui senar pero existeix una
versié per a dimensions arbitraries. En aquest cas cal suposar que la hipersuperficie és
propiament immersa (embedded) o equivalentment, que és vora d’algun domini. Aquest
teorema és igualment degut a Hopf tot i que aixo és menys conegut.

Teorema 3.1.2. [Hop27, p.248, Satz VI] Si S = 0Q és hipersuperficie compacta de
classe C? a R™, llavors la integral de la curvatura de Gauss de S respecte al normal
interior €s

/S Kdz = 0n_1x(Q). (3.2)

Recordem que si n és senar i S = 0Q llavors x(S5) = 2x(Q). La condicié de ser vora
és necessaria. En general, per hipersuperficies immerses de dimensié senar no és cert que
la topologia determini la integral de curvatura. Per exemple, la integral de curvatura
d’una corba plana tancada pot prendre molts valors diferents si no li demanem que sigui
simple.

A continuacié donarem la demostracié de (3.2) que apareix a [Got96]. Aquesta és
altre cop molt simple pero utilitza la seglient generalitzacio del teorema de Poincaré-Hopf
deguda a M. Morse.

Teorema 3.1.3. [Mor29] Sigui X un camp diferenciable en una varietat N amb vora
M = ON. Suposem que X mno té zeros a M i que coincideix amb el normal interior
només en punts aillats de M. Llavors la suma IndX dels indexos dels punts singulars
de X és

IndX = x(N) — Ind_0X

on Ind_0X és la suma dels indexos de la projeccio de X a M en les singularitats on X
és (normal) interior.

Demostracio (del teorema 3.1.2). Com abans, només ens cal calcular el grau de l'apli-
cacié de Gauss. Aquest cop perd, triem I'aplicacié de Gauss v : S — S™~! que associa
el normal interior. Prenem y € S"~! un valor regular de 7. Ara apliquem el teorema
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anterior al camp constant X = y definit sobre el domini (). Clarament els punts de 9Q
on X és normal interior sén les antiimatges de y. L’equacié (3.1) prova que els indexos
de la projeccié de X en aquests punts coincideixen amb el signe de — det d~y. Per tant,
com que X no és nul enlloc,

X(Q) = Ind_0X = —degy.
Il

El fet que per S de dimensié parell n’hi hagués prou amb tenir immersié, va fer
sospitar a Hopf de D'existéncia d’un teorema de Gauss-Bonnet intrinsec per a varietats
abstractes de dimensié parell. Uns anys més tard, Allendoerfer i Fenchel van provar
una versio per a varietats de dimensié parell immerses en espais euclidians. Finalment
Chern va provar el teorema de Gauss-Bonnet per a varietats abstractes de dimensio
parell a [Che44] generalitzant-lo al cap de poc per a varietats amb vora [Che45]. Aixi,
el teorema 3.1.1 és conseqiiencia d’aquest teorema intrinsec mentre que el teorema 3.1.2
s’obté aplicant la versié per a varietats amb vora al domini interior (.

Tot i aix0, és bo tenir presents les demostracions elementals que acabem de donar.
A part de raons ‘estetiques’, cal tenir en compte que aquests metodes extrinsecs deriven
en certes qiiestions amb interes propi, com l’estudi de la curvatura total absoluta, que
no admeten reformulacions intrinseques.

En la seccié segiient presentem una demostracié extrinseca del teorema de Gauss-
Bonnet per a hipersuperficies de S”, deguda a Teufel (cf. [Teu80]) i basada en metodes de
geometria integral. Després de veure aquesta prova, quedara clar perque aquest metode
no es podia aplicar a I’espai hiperbolic. Tot i aixi, amb les mateixes idees que han donat
lloc a la férmula de Crofton a l'esfera de de Sitter, podrem completar els arguments
utilitzats al cas esferic per obtenir la formula de Gauss-Bonnet a 1’espai hiperbolic fent
Us Unicament de la geometria integral. El primer pas sera trobar unes férmules de
variacié per a les Quermassintegrale W; que tenen interes en si mateixes.

Altre cop, cal dir que el teorema de Gauss-Bonnet a S™ i H" s’obté facilment de la
versié intrinseca (amb vora si cal). Tot i aixi, en aquestes geometries més encara que
en l'euclidiana, a ’obtenir-lo de manera extrinseca, apareixen amb tota claredat certs
aspectes remarcables que treballant intrinsecament queden amagats.

Finalment, aquest tipus d’idees donara lloc a una féormula per a la curvatura total
absoluta de certa classe d’immersions a l’espai hiperbolic anomenades tenses. Aquest
resultat és totalment nou i permetra provar que la desigualtat de Chern-Lashof també
és valida per immersions tenses de tors a ’espai hiperbolic.

3.2 Teorema de Gauss-Bonnet a I’esfera

A continuacié, seguint [Teu80] relacionem la curvatura total d’una hipersuperficie pro-
piament immersa a S™ amb la integral de la caracteristica d’Euler de les interseccions
del seu interior amb (n — 2)-plans geodesics. Només en el cas on n és senar podrem
generalitzar el resultat a immersions, tal com passa amb el teorema de Gauss-Bonnet
per hipersuperficies de R".
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Donat L, un (n — 2)-pla geodesic de S™ orientat, considerem el feix de ‘mitjos’
hiperplans que el tenen com a vora. Parametritzant aquest feix per un valor angular
tindrem una funcié

hr :S"\ L,_o — SL.

Proposicié 3.2.1. [Teu80] Siguii: S — S™ una hipersuperficie immersa orientada per
un vector normal unitari n. La integral de curvatura ve donada per

n—1

Mya(8) = 5—

/EJr M(Ln—%s)dLn—Q
—2

on L}, és Uespai d’(n — 2)-plans orientats i u(Ly—2,5) és la suma dels indexos de
Morse d’aquells punts critics de hy ot en els que gradhy coincideix amb n.

Demostracié. En primer lloc, si v : S — S™ és laplicacié de Gauss (y(z) = ny), la
curvatura total de S és el volum (amb signe) de la ‘hipersuperficie dual’ v(.S) (cf. [Teu82])

M,_1(S) = /(S) sgn(K(z))dx.
g

Notem que v(S) és diferenciable fora d’un conjunt de mesura nulla. Ara, per la férmula
de Cauchy-Crofton (2.6),

n—1
sgn(K(z))dx = / sgn(K (z))dl
/Y(S) L1 Z

zelny(s)

on L1 és lespai des cercles maxims [ de S™. Per cada cercle [ determinat per un pla
P considerem I'(n — 2)-pla polar L,_o = PL N S™ Aixi, les interseccions de | amb
~v(S) corresponen a punts de S on gradh; coincideix amb n per alguna del les dues
orientacions possibles del pol L, _o. Aixi,

n—l
M, (S /+ ngn x))dLy,—o.
L

on el sumatori es fa sobre els punts x on n coincideix amb el gradient de hy oi. Un
calcul semblant a (3.1) mostra que el signe de K en aquests punts és I'index de Morse
de h I © 1. O

Suposem S C S™ hipersuperficie tancada propiament immersa. Aleshores, S és la
vora d’algun domini ). Orientem S amb el normal interior n. Per tot (n — 2)-pla
genéric (i.e. fora d'un conjunt de mesura nulla), la suma dels indexos de tangencia p
esta determinada per la topologia de la interseccié del (n — 2)-pla amb Q.

Proposicié 3.2.2. [Teu80] Si L,_a és un (n — 2)-pla geodésic orientat en posicid
generica respecte S = 0Q C S™ (o R™ o H") llavors la suma dels indexos d’aquells
punts critics de hr|S en els que gradhy, és interior és

(Ln—2,8) = x(Q) — x(Q N Ly—2).
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Donem una demostracié més curta que la de [Teu80] utilitzant la férmula de Morse
del teorema 3.1.3.

Demostracié. La condicié de genericitat ens permet suposar que hr|S és de Morse i
també que L,_o és transvers a S. Prenem un entorn tubular L{_, de L,_2 que no
contingui cap punt critic de hr|S i de forma que Lf,_, N @ sigui retracte de deformaci6
de L,—2N Q. Considerem el camp X gradient de hy, definit a S™\ LS,_,. El gradient de
la restriccié de hy, a S és justament la projeccié ortogonal de X a T},5; denotem-la 0.X.
Als punts singulars, I'index del camp gradient d’una funcié coincideix amb I'index de
Morse d’aquesta. Per tant, u(L,_2,S5) és la suma dels indexos de 0X en aquells punts
singulars on X és (normal) interior. Apliquem el teorema 3.1.3 prenent com a varietat
N =@\ L{,_, (o una petita modificacié C*> d’aquesta). Com que X no és nul enlloc,
tenim

f(Ln—2,8) = Ind_0X = x(N) = x(Q \ Lj,_).
Per I’additivitat de la caracteristica d’Euler, acabem la demostracié amb
X(Q\ Ly, 5) = x(Q) = x(L;, 2 N Q) = x(Q) = x(Ln-2NQ)
ja que Ly,_9 és retracte de deformacié de x(L¢_,). O

En particular hem vist que p(L,—2,5) no depen de l'orientacié de L,_o. Aixi, a
3.2.1 no ens cal orientar els (n — 2)-plans i tenim

2(n—1
Moa(8) = 220 [ (@) = x(La2 QAL
n—2 Ln_2
Com que L, 2 =G(n—1,n+1)1i
vol(G(rm)) = =,

de la definici6 dels W;(Q) obtenim el segiient resultat.
Corollari 3.2.3. [Teu80] Si S = 0Q C S™ és diferenciable llavors

n(n—1)

Mnfl(S) = On71X(Q) - 9

Wn72(Q)

Aquesta relacié es pot fer baixar a codimensions més grans. Es a dir, les integrals de
curvatura mitja també s’expressen en funcié de només dues Quermassintegrale. Aquest
fet, que no es menciona a [Teu80], és forca sorprenent i mostra que la relacié entre
integrals de curvatura mitja i Quermassintegrale és molt més directa del que podien fer
pensar les equacions (2.10) i (2.11).

Corollari 3.2.4. 57 S = 0Q és diferenciable,

r

M, (S)=n (Wr+1(Q) T —rri

Wr—l(Q)> :
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Demostracio. Per gairebé tot r-pla geodesic L, la interseccié QNL, té vora diferenciable.
Apliquem el teorema anterior i tenim

B r(r—1)

Mr—l(S N Lr) = O?"—lX(LT’ N Q) 9

WT_Q(Q N LT).
Si integrem respecte L, tenim,

r(r—1)
2

/ M, (SO L)AL, = Or 1 | (Ly N Q)dL, — / W, o(Q N L,)dL, —
L Ly

Ly
r—1)-0
=01 X(Lr N Q)dLr - (O#/ / X(LT—Q N Q)dL[r}(r—Q)dLr (3'3)
Ly r—2 Lr JLpy(r—2)

on L r—2) és I'espai de (r —2)-plans continguts a L, i dLpy)(r—2) €s la mesura correspo-
nent. Pero la igualtat (2.5) déna

dL[r](’r—Q)dLT - dLT[r_Q]dLT,Q
on dL,,_g ¢és la mesura natural a I'espai dels r-plans que contenen L,_». Per tant,

On—r410n—¢
[ [ xtean@aiye pdt, = 25000 [ \(Ean @,
r Ly (r—2) 0100 Lr—2

D’altra banda, per la propietat reproductiva de les integrals de curvatura mitja (cf. pro-
posici6 2.2.4),

On72 T OnfrOnfrJrl
Or—2-+-0p01

/ M, (SN L)AL, = M,_1(S).

Substituint les dues darreres equacions a 3.3 obtenim la férmula buscada. O

Aquestes férmules donen lloc a una nova demostracié de les equacions (2.10) i (2.11)
per curvatura k = 1 (i per tot & > 0). Val la pena de dir que hem trobat una via
totalment diferent (i prou bonica) d’obtenir aquest resultat. A més, la demostracié de
[San76] utilitzava de forma essencial el teorema de Gauss-Bonnet, cosa que nosaltres no
hem fet.

Demostracié (de la proposicié 2.2.5 a S™). Utilitzar la recurréncia

r

1
Wri1(Q) = — M (9Q) + p—

Wr—l(Q)

i s’acaba gracies a
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Pero fixem-nos que per r = n les igualtats (2.10) i (2.11) sén la férmula de Gauss-
Bonnet per varietats propiament immerses a S™! Repetim que classicament s’utilitzava
el teorema de Gauss-Bonnet per obtenir les férmules (2.10) i (2.11). Aqui, al contrari,
hem provat les mateixes formules independentment i en particular la de Gauss-Bonnet.
També es pot deduir el teorema de Gauss-Bonnet directament per induccié a partir del
corollari 3.2.3 tal i com es fa a [Teu80].

Teorema 3.2.5 (Teorema de Gauss-Bonnet a S"). Sigui Q C S"™ un domini amb
vora 0Q compacta i de classe C?. Sin és parell i V denota el volum de Q,

Cn_an_l(aQ) + Cn_3Mn_3(aQ) + -+ (8@) +V = I/QOnX(Q).
Sin és senar,

Cnfanfl(aQ) + Cn73Mn73(aQ) + 4+ C2M2(8Q) + M[)(@Q) = 1/2071X(Q)

Les constants ¢p, son
<n — 1> O,
cp = —_—
h ) OnOp—1-p

Suposem aqui que i : S — S™ és una immersié no necessariament propia d’una hiper-
superficie; i.e. potser amb autointerseccions. Per donar resultats analegs als anteriors
caldra restringir la paritat d’algunes dimensions. Aixi mateix, ens fa falta una definicié.

Immersions no propies

Definicié 3.2.1. Sigui i : S — S™ (0o R™ o H") una hipersuperficie immersa. Quan r
sigui senar definim

1 (n — 7“)07«_1 s OO / .1
= - L,)dL,.
21n-Op—2--Op—r_1 X(Z )d

Notem que si S = 9Q llavors W,.(S) = W,.(Q) ja que x(L, N S) =2x(L, N Q).

Suposem a partir d’aqui que n és senar. La proposici6 3.2.1 és valida per immersions
en general pero hem d’aclarir la qiiestié de 'orientacié. Prenent el fibrat normal unitari
N(S) ={(p,n) € S* xS" | nLdi(7},5)}, tenim una immersi6 ¢ : N(S) — S™ i un normal
ben definit a cada punt de N(S). Com que la dimensié de S és parell, la curvatura no
depén del normal escollit. Pel mateix motiu, 'index dels punts critics de les funcions
hr o i no depen de orientaci6 dels (n — 2)-plans L, 5. Per tant,

/dezl/ Kdp =
S NG

n—1 n—1
- Ly, S)dL,_ o = Lp_9,S)dL,_ s (3.4
o /. s S)n2 = / L2, $)ALos (34

W:(5)

entenent que, quan L,,_o és no orientat, u(L,_2,S5) denota la suma dels indexos de tots
els punts critics de hr, oi. Pel que fa a la proposicié 3.2.2, aquesta fa referéncia al domini
interior que només existeix si la immersio és propia. Per aix0, ens cal substituir aquesta
proposicié per la segiient.
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Proposicié 3.2.6. Siguini: S — S™ (o R" o H") una hipersuperficie immersa i Ly
un (n — 2)-pla (no orientat) en posicid generica respecte i(S). La suma dels indexos de
la restriccio de hy oi és

p(S, Ly—2) = x(5) = x(i" ' Ly—2) (3.5)

Aqui no cal que n sigui senar. Si n és parell, com que x(S) = x(i " 'L,_2) = 0,
obtenim que la suma total dels indexos de hy, o és sempre 0.

Demostracio. Considerem el camp X gradient de hy ot definit a S. Com que L,,_o esta
en posicié generica, podem escollir un entorn tubular L, _, que no contingui cap zero de
diX. Sigui N = S\ i 'L, 2. Notem que X no és ortogonal a N enlloc. Per la férmula
de Morse, la suma dels indexos de X a N val

p(S, Ln—2) = X(N) = x(S\ i ' L§,_5) = x(5) = x(i ' Lj_5) = x(S) = x(i " Ln—2)
ja que, per € prou petit, i~ L,_o és retracte de deformacié de iflLfI_z. O

Substituint (3.5) a (3.4) tenim, per n senar,

-1 n On—
Mn—1(S)=n <OO 1

- Ly 2)dL, o | =
o | Do) = [ x(snLa) )

n(n—1)

=nWy,(5) — 5

Wy—2(95).
Igual que per les immersions propies, podem utilitzar les propietats de reproducti-
bilitat i obtenir que

r

M,(8) =n <W,,+1(5) -

Wr_1(5)> .

Per tant, deduim que la férmula (2.11) també val per hipersuperficies immerses ja
que els plans que hi intervenen sén de dimensié senar. En particular, també hem provat
el teorema de Gauss-Bonnet per hipersuperficies immerses en esferes de dimensié senar.

Arribats a aquest punt, la intencié més natural és la de repetir el mateix procés amb
I’espai hiperbolic com a ambient. El primer pas seria relacionar la curvatura total amb
el volum de la imtage per ’aplicacié de Gauss. Ja hem vist al capitol 2 que aix0 funciona
tan bé a ’espai hiperbolic com a l’euclidia o ’esferic. La tnica peculiaritat és que en
el cas hiperbolic, I'aplicacié de Gauss té arribada a l'esfera de de Sitter. El segiient
pas és utilitzar la férmula de Cauchy-Crofton per calcular aquest volum. Es clar que és
aqui on sorgeixen les dificultats. Ja hem dit que la férmula de Cauchy-Crofton usual no
és valida a l'esfera de de Sitter. A [Teu82] es donava una versié alternativa d’aquesta
formula que donava una manera de calcular la curvatura total d’immersions a ’espai
hiperbolic. Malgrat tot, aquest metode no donava lloc al teorema de Gauss-Bonnet.

Per aixo0, el fet d’haver trobat una nova férmula de Cauchy-Crofton per hipersu-
perficies de tipus espai a l'esfera de de Sitter ens ha de donar esperances. No podem
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utilitzar directament el teorema 2.5.3 ja que la imatge de Gauss no és una immersié (pot
degenerar en alguns punts). Tot i aixi, en les dues seccions segiients utilitzem les idees
de la seccié 2.5 per completar I’estudi de la curvatura total a I’espai hiperbolic.

3.3 Formules de variacio.

Fem un petit paréntesi per trobar algunes férmules de primera variacié. Aquestes seran
una peca clau per a continuar I'estudi de la curvatura total pero, a més, tenen interes
per elles mateixes. Concretament estudiem la variacié de les Quermassintegrale W, (Q)
quan es fa una perturbacié del domini Q. Si un pla L, talla Q) transversalment, en fer
una perturbacié infinitessimal de @, la interseccié QN L, no canviara de topologia. Aixi
doncs, ja es preveu que la variacié de W,.(Q) estara relacionada amb la mesura d’r-plans
tangents i per tant seran necessaris els resultats de la seccié 2.4.

Ens interessa el cas hiperbolic pero tot el que fem en aquesta seccié funciona igual a
R™ i S". Per tant, treballarem amb totes tres geometries alhora sense necessitat de fer
cap comentari addicional.

Comencem amb la situacié seglient. Sigui ¢ : @ x I — H" (o R™, o S") una
aplicacié diferenciable tal que per cada t € I = (—¢,€), la restriccié ¢y = (-, t) és
injectiva. Denotem Q; = (@) i diem que formen una deformacié de Q. Es clar que
¢t és una immersié propia de S = 9Q i que la imatge S; = ¢ (S) = 0Q;.

Proposicié 3.3.1. Si Q; és una deformacio d’un domini Qq, per un r-pla L, genéric i
0<ty<e

X(Ly N Q) — X(Ly N Q) = — Z sgn(g—f, n)sgnk (L, )

on el sumatori es fa sobre els punts pi(z) on L, és tangent a Sy per unt € (0,ty) i K(L,)
és la curvatura normal de Sy en la direccid de T, 1y Ly i respecte al normal interior n .

Demostracié. Considerem @ x I — H"™ x I definida per (p,t) — (@(p,t),t). Per
hipotesi, la seva imatge és un domini M de H"™ x I. Reduim de moment I a (0,tp).
Llavors OM C (H™ x I) és diferenciable. Per un L, geneéric podem suposar L, x [
transvers a aquesta hipersuperficie. Aixi doncs, N = M N (L, x I) és un domini de
L, x I amb vora diferenciable (cf. figura 3.1). Considerem el camp unitari vertical 0t i
la seva projeccié ortogonal sobre NN

X =0t — (0t,n")n’

on 1’ és el normal unitari interior a ON. Situem-nos en un punt singular y = ¢(p) € ON
de X. A continuaci6 calculem I'index ¢ de X en y. Sigui dX : T,0N — T,0N I’aplicaci6
que envia Z — VzX on V és la connexi6 de Levi-Civita de L, x I. De forma similar a
(3.1) tenim,

dX(Z) =VzX =Vz0t — Vz(0t,n')n' = Z((0t,n'))n’ — (0t,n")Vzn' = —(0t,n')V 71’
(3.6)
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H" x {0} L, N Qo

Figura 3.1: Deformacié d’un domini

i per hipotesi 9t = #n’. Per tant, el determinant de dX és, llevat de signe, la curvatura
de Gauss K’ de ON en y com a hipersuperficie de L, x I i respecte de n’

detdX = (0t,n’)"K'.

Com que n’ és interior a M, pel teorema 1.2.2 (de Meusnier), K’ és un multiple positiu
de la curvatura normal de M en la direccié T,,0N respecte al normal interior de OM.
Per la mateixa rad, aquesta curvatura normal és multiple positiu de la curvatura normal
K(L,) de Sy = (H" x {t}) N OM respecte n en la direcci6 T,L,. En particular, y és
punt singular degenerat si i només si Sy té curvatura normal 0 a x en la direccié de L,.
Quasi per tot L., les singularitats seran no-degenerades, i per tant aillades. Per veure-ho
només cal aplicar el teorema de Sard-Federer (cf.[Fed69]) a 'aplicacié G,(S) x [ — L,
definida per ((p,V),t) — expy(py V. Els seus valors critics sén els r-plans tangents
a algun S; de forma que K(L,) = 0. Per tant, el conjunt d’aquests r-plans, que sén
precisament els que donen lloc a singularitats de X degenerades, té mesura nulla.

Aixi doncs, quasi per tot L, podem suposar que tots els punts singulars y de X sén
no degenerats. Per tant (cf. [Mil97]), tenen index +1 segons el signe del determinant de
dX, o bé

t(y) = sgndetdX, = (9t,n")"sgnK (L,) (3.7)

on K (L) és la curvatura normal de S en la direccié Ty L.

Ara volem relacionar la suma d’indexos dels punts singulars de X amb x (L, NQ¢,) —
X(Ly N Qo). Comencem estenent I a [0,%p] i modificant lleugerament N per tal que
la nova ON en H" x [ sigui diferenciable. Aquesta modificacié la podem fer de forma
que no afecti la regi6 N N (L, x [0,t9p — d]) per un petit §. A més, podem suposar
que la nova N és ortogonal a dt en un conjunt aillat de punts. Considerem 1’obert
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A =0NnN (L, x[0,d)) de ON. El camp X, projeccié ortogonal de 9t sobre ON, és
exterior a 0A. Pel teorema de Poincaré-Hopf (amb vora), x(A) és la suma dels indexos
dels punts singulars de X continguts a A. Aplicant el teorema 3.1.3, obtenim

DIED SIED WIS
Cc+

C+tnA  CH\A CH\A

on C* és el conjunt dels punts singulars de la projeccié de dt alla on aquest és interior
i¢ és 'index d’aquests punts singulars. Es a dir que,

XLNQo)=x(N)— > &
CHN(8,to—0)
Analogament, es veu que

X(LrNQu) =x(N) = Y/

C—N(5,to—5)

on C~ és el conjunt dels punts singulars de —X on 9t és interior i /' és el seu index.
Com que t/ = (—1)",

X(Lr N Qry) — X(Lr N Qo) = ZL + ZL = Z ot,n’y" 1,

on C'= CTUC™ in’ és el normal interior a 9N. Acabem la demostracié substituint (3.7)
a l'equacié anterior i observant que 0t és interior a M si i només si Op /0t és exterior a

Qt. O

Amb aquest resultat podem demostrar la férmula de variacié per a les Quermassin-
tegrale d’'un domini amb vora diferenciable a H" (o R™ o S™).

Teorema 3.3.2. Per una deformacic de dominis Q,

n-Opg--Opp1 d

(n—71)-Op_1---Ogdt

d / (L, N Qy)dL, = —vol(G(r,n — 1)) | ¢(z)o,(z)dz
t=0J Ly, So

Wr(Qt) =

t=0

Tt
on ¢(x) = (Dp/0t,n) in és el camp normal unitari interior.

Demostracid. Per la proposicié anterior, quasi per tot L, tenim

X(Ly N Q) — x(Ly N Qo) = ngngb sgnK (L)

on sumem sobre les tangencies de L, amb les hipersuperficies S; i K(L,) és la curvatura
normal de S; en la direccié L, i respecte n. Integrant respecte L.,

/ (L@~ (L0 Qo) / S sgng sgnk (L)L
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Considerem

v:Gp(S) X (—€,¢) — L,
((13‘/7")7 t ) — engai(m)VT'

i les hipersuperficies £,(S;) = v(G,(5),t) C L,. Per la férmula de I’area,

t
/ Z sgno sgnK (L, )dL, = / / sgno sgnk (L, )Y/ tayord Lydt
Ly 0 »(S)

on v, = 7(+,t). Pel teorema fonamental del calcul

4
dt

t
/ / sgng sgnk (Ly)v{ tayordLydt = / sgne sgnK (L, )ygtayord Ly =
t=0+/0 r(s) r(s)

= / sgno sgnK (L,)|{(dv0;, N)|v5end Ly
Gr(9)
on N és el camp unitari normal a £,(Sp). En efecte,
tayord Ly = [(dy0, N)[ind Ly

ja que treballem amb densitats. Notem que (ydL, és I’element de volum a L£,.(S;) induit
per I’ambient.

Ara prenem una ‘referéncia mobil’ g : (—¢,€) X G(S) — G tal que ¢ = 7o g,
v =mr0gi gy coincideixi amb n. Llavors

— a9 dmory = (29 oy — —an % ey — — _
(dyot, N) = (dn, at,dmvo) = <8t’vo> = —(drm 8t’dm}0> = —(0p/0t,n) = —¢. (3.8)
Aixi,
d
dt

/ X(L, N Qy)dL, = —/ ¢ sgnK (Ly)vyendLy
t=0 Ly Gr(9)

Finalment, pel corollari 2.4.2
—/ ¢ sgnK (L, )ygendLy = —vol(G(r,n — 1)) [ ¢ op(x)dz.
Gr(S) So

O

Com a la seccié anterior, podem estendre aquests resultats a immersions no propies
si restringim la paritat d’algunes dimensions. Aix{ doncs, suposem ¢ : S x I — H" una
aplicacié diferenciable tal que per cada t € I = (—¢,¢€), la restriccié iy = i(-,t) és una
immersié (no necessariament propia) de la hipersuperficie tancada S. Direm que tenim
una deformacid de la immersié ig. En aquesta situacié tenim férmules de variacié per
a les Quermassintegrale W,.(S) amb r senar (cf. definicié 3.2.1). Abans ens fara falta la
proposicié segiient.
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Figura 3.2: Deformacié d’una immersié

Proposicié 3.3.3. Per una deformacio d’immersions i, sir és senar © L, és un r-pla
generic,
Xlig' Ly) = x(ig " Ly) = =2y " sgnK (L)

on el sumatori és sobre els punts it (p) on L, és tangent a Sy per algunt € (0,t9) i K(L,)
és la curvatura normal de St en la direccid de Ty, 1y Ly respecte al normal unitarin que
compleiz (0i/0t,n) > 0.

Demostracié. Reduim I a [0,%p]. Sigui ® : S x I — H" x I definida per ®(z,t) =
(i¢(x),t). La imatge de ® és una hipersuperficie immersa a H"™ x I. Per la hipotesi
de genericitat podem suposar que L, x I és transvers a aquesta imatge. Llavors, N =
®~1(L, x I) és una hipersuperficie de S x I. Considerem el camp X gradient de la
funcié t restringida a N. Sigui y = (p,t) € N un punt singular de X. Com que & és
injectiva en un entorn U de y, podem identificar U amb ®(U) C H" x I. A més, d®X
és la projecci6 ortogonal de 0t a ®(U). L’equacié (3.6) mostra que per tot Y € T, N

dX(Y) = —Vyn'

on 1’ és el vector normal unitari que conicideix amb 0t en y. Per tant, el determinant de
dX en y és la curvatura de Gauss K’ de ®(U) com a hipersuperficie de L, x I respecte
el normal unitari n’. Sigui n” el normal unitari a ®(S x I) que compleix (9i/dt,n”) > 0.
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Com que ®(N) = ®(S x I) N (L, x I), el teorema 1.2.2 (de Meusnier) diu que K’
és un multiple negatiu de la curvatura normal de ®(S x I) respecte n” en la direcci6
Tia(y)) (Lr X {t}) = T(a(y))®(N). El mateix teorema déna que aquesta curvatura normal
és multiple positiu de la curvatura normal de i;(S) com a hipersuperficie de H" x {t}
respecte el vector normal de I’enunciat i en la direcci6 T, L,. Aixi,

detdX = —K(L,)

i per tant, utilitzant el teorema de Sard-Federer, podem suposar que quasi per tot L, la
curvatura normal K (L,) # 0 en els punts de tangencia i que les singularitats de X sén
no-degenerades i aillades. En aquest cas hem vist que 'index de la singularitat de X és

t=—sgnK(L,).

Aplicant el teorema 3.1.3 a X i a —X, tenim

ZL:X(N)—ZU
Do

C
—ZL:X(N)—Z’U
C Dy,

on C' és el conjunt de punts singulars del camp X i ¢ és 'index d’aquestes singularitats.
Hem utilitzat que la dimensié de N és senar per deduir que I'index de —X és ’oposat
de l'index de X. Igualment, D; és el conjunt de punts singulars de la projeccié de X
a iy Y(L,) x {t} i v és 'index de cada punt. Encara que aquestes singularitats no sén
aillades ho podem solucionar allargant I a [—d,tp + d] (per 6 > 0 petit) i prolongant el
camp X a S x I de la forma més convenient.

Restant i utilitzant el teorema de Poincaré-Hopf obtenim

—2ngnK(Lr) = QZL = Zv — Zv = x(i;'Ly) — x(ig ' Ly)
c C Dy Dqg

com voliem provar. O

A partir d’aquesta proposicié, una demostracié del tot analoga a la del teorema 3.3.2
dona el segiient

Teorema 3.3.4. Per una deformacid iy d’immersions de S, si r és senar,

n-Op—g - Op_r_1 d .
(n—1)0p_1---0p dt|,_, Wr(S) =
_1 4 / x(i; 'L, )dL, = —vol(G(r,n — 1))/ (0i/ot,nyo,(x)dx
2 dt t=0J Ly So

on n és qualsevol normal unitari © o, és la curvatura mitja respecte aquest normal.

Quan les immersions sigui propies, aquest teorema coincideix amb el 3.3.2.
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3.4 Teorema de Gauss-Bonnet a I’espai hiperbolic

En aquesta seccié relacionem la curvatura total d’una hipersuperficie tancada de I'espai
hiperbolic amb la seva Quermassintegrale d’ordre (n—2). A grans trets les idees de fons
son les del cas esferic tot i que tecnicament és forca diferent. El resultat és una férmula
analoga a (3.2.3) que equival al teorema de Gauss-Bonnet tot i ser molt més simple.

Lema 3.4.1. Suposem una deformacid dels dos tipus tractats. Aixo és,

i) sigui Q una varietat de dimensié n amb vora S i suposem ¢ : Q X (—e, ) — H",
una aplicacié diferenciable tal que ¢ = @(-,t) és injectiu per cada t, o bé

it) sigui S una varietat de dimensid parell n — 1 i suposem ¢ : S X (—€,€) — H", una
aplicacio diferenciable tal que py = p(-,t) €s una immersidé per cada t.

En tots dos casos suposem que la curvatura de Gauss K(z) de S¢ en pi(x) no canvia
de signe al variar t. Aleshores, per al cas i) tenim

Op—2 d
2(n — 1) dt|,

Ki(x)dz, (3.9)

d
/ X(Qt N Lan)dLn72 =
t=0 Ln72 St

dt |,

i per al ii)

d

dt

_ O, > d
/ X(07 ' Ln—2)dLp_o = 2 T / Ki(x (3.10)
t=0JLn_2 t=0

Observacid. Les integrals dels membres de I'esquerra soén finites ja que fora d’un com-
pacte l'integrand és 0. D’altra banda, veurem a posteriori que 'assumpcié que Ky no
canvia de signe és superflua.

Demostracié. Fem només el cas i) ja que el i7) és identic. Pel teorema 3.3.2, denotant

S =0Q,

d

— X(Q¢ N Ly—2)dLy,—o = —
dt t=0 /»;:n2 '

On72

/S (Op/0t, )0 —2(x)dx. (3.11)

Per altra banda, sigui

v:S %X (—€€) — A"
(z,t) > expy,(z)(TuS).
isigui U = {z € S| Ki(x) > 0}. Prenem una successié (U,) de compactes a U
amb vora diferenciable tals que K;(z) > 0 per tot x € U, i tot t € (—¢,€) i tals que

sup{K(z) | x € OU,, t € (—e,€)} tendeixi a 0 quan r — oo. Per la regla de Leibniz i el
teorema de la convergencia dominada,
/ th$
=0

9 e [
=0 JU v dt

(Kydx) = lim d

Kidx = hm —
t=0 = Ju, dt '

T—00

dt

t=0
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Pero per (2.15), si dz denota l’element de volum de ~4(S),
Kidx =~*dx (3.12)
i per tant

Kidz = / dz.
Ur /Y(t7U7")

Com que vy = v(t,-) : Ur — A" és immersi6 a cada t € (—¢, €) podem aplicar la férmula
de variaci6 del volum (cf. [Spi79, p. 418])

/ Kz = (n — 1)/ (dvot, N)&ldi—f—/ v ixdx
t=0 Ur ’YO(UT‘) 8U'r

on X és la part tangent del vector variacié dydt. Com que supyy, K; tendeix a 0 quan
r creix tenim que y*dz també va a 0 sobre aquesta vora i queda

d
dt

4
dt

/ Kz = (n — 1)/ (dyot, N)yodz = (n — 1)/ (dyot, N)op_odz (3.13)
t=0/U ¥0(Uo) Uo

ja que o, = Ko pel corol'lari 2.3.9. Per la part de curvatura negativa s’obté el mateix
raonant igual. Per ’equacié (3.8) tenim que (dy0t, N) = —(0p/dt,n) i comparant (3.11)
i (3.13) veiem que aixo és el que ens calia veure. O

Ara, la idea és deformar qualsevol hipersuperficie fins a gairebé collapsar-la en un
punt i integrar les equacions (3.9) i (3.10) respecte ¢ durant aquesta deformacio.

Teorema 3.4.2. Sigui S una hipersuperficie a H" que sigui vora d’un domini Q. Ales-
hores,

On—Z
2(n — 1)(

Sii:S — H" és hipersuperficie immersa amb n senar,

X(i 7 Ly o) . On- On-1x(5)
[, s =gty () - 25

| MEaanQL, - My 1(S) — On1x(Q)).

Demostracié. Fem només el primer cas. Suposem S en el model projectiu (de Klein)
de H®. A través d’homotecies deformem homotopament S fins a obtenir S’ = 0Q’
continguda en una bola de radi arbitrariament petit. Com que les homotecies no canvien
el signe de la curvatura euclidiana de S, per la proposicié 1.2.3 tampoc canvien la
curvatura hiperbolica. Aixi, podem aplicar la proposicié anterior, i tenim

Onf2

3=y (M 1(8) = Mo ()

| a2 nQ) = x(Laa N @)Lz =
£n72

Com que la metrica d’una bola petita és gairebé euclidiana i la curvatura depen conti-
nuament de la metrica, M,,_1(S") és tan propera a O,,_1x(Q) com vulguem (cf. teorema
3.1.2). D’altra banda, x(L,—2 N Q) = 0 sempre que L,_2 no talli la bola que hem pres
arbitrariament petita. O
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I aixi obtenim les segiients férmules analogues a la del corollari 3.2.3 i que permetran
demostrar (2.10), (2.11) i en particular el teorema de Gauss-Bonnet a H™.

Corollari 3.4.3. 5: Q C H" és un domini amb vora diferenciable, llavors

n—1

M,1(00) =1 (W@ + W 2(@)).

Si S es hipersuperficie immersa i n és senar llavors

n—1

M 1(S) =n (WH(S) + an(S)> .

Demostracio. Multiplicar les equacions de la proposicié anterior per les constants que
apareixen a les definicions 2.2.1 1 3.2.1 de les Quermassintegrale. O

Podem fer baixar aquestes férmules a codimensions més grans utilitzant la repro-
ductibilitat.

Corollari 3.4.4. 5i Q C H" és un domini amb vora S diferenciable

r
M,.(S) = - —W,_ . 14
8) = (Wen (@ + =W (@) (3.14)
Si S és una hipersuperficie immersa i r és senar
r
M, (S)=n|Wr1(S)+ ——W,_1(S5) | .
(5) = (Wen(8)+ - Wra(9))
Demostracio. Identica a la del cas esferic (cf. corollari 3.2.4). O

A partir d’aqui, tenim una nova demostracié de les férmules (2.10) i (2.11) per
curvatura k = —1 (i k£ < 0).

Demostracio (de la proposicio 2.2.5 a H"). Utilitzar la recurrencia

1 r

Wrt1(Q) = - Mp(0Q) — —— = Wr1(Q)

i s’acaba gracies a

Observacid. Les mateixes formules valen per immersions si r és senar.

Com a pas particular, si r = n obtenim la férmula de Gauss-Bonnet.
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Teorema 3.4.5 (Teorema de Gauss-Bonnet a H"). Sigui Q C H" un domini amb
vora S = 0Q compacta i de classe C%. Sin és parell i V denota el volum de Q,

Cn_an_l(S) + Cn_3Mn_3(S) + -+ C1M1(S) + (—1)"/21/ = 1/2OnX(Q)-
Sin és senar, encara que S Sigui immersa,
en—1Mp—1(S) + cn—3Mp—3(S) + - - + c2Ma(S) — Mo(S) = Onx(S)

on les constants cp, son

o (1 (-1)(n=r=D/20,
"\ n OnOp—1-n

Acabem aquesta seccié amb un petit comentari sobre conjunts convexos. Recordem
que hem definit la curvatura total d’un convex arbitrari com la mesura del conjunt dels
seus plans de suport. Ja hem dit que amb aquesta definicié, la curvatura total és un
funcional continu a l’espai de dominis convexos respecte la métrica de Haussdorf. No
cal dir que les Quermassintegrale W, tenen sentit i sén continues en aquest espai. Per
tant, la seglient proposicié és immediata aproximant qualsevol convex per una successié
de convexos amb vora diferenciable.

Proposicié 3.4.6. Si QQ C H" és un conjunt convex compacte,

n(n —1)

Mnfl(aQ) = Onfl + 5

anZ(Q)-

Pel que fa a les altres integrals de curvatura mitja, donat un convex arbitrari ¢ C H"™
podem prendre (3.14) com a definicié de M;(0Q). D’aquesta manera, tots els M; sén
funcionals continus respecte la meétrica de Haussdorff. A més, tenim immediatament el
segiient resultat que potser no era conegut.

Corollari 3.4.7. Les integrals de curvatura mitja M;(-) soén funcionals creizents (res-
pecte a la inclusic) en lespai dels convezos.

3.5 Curvatura total absoluta a I’espai hiperbolic

Aquesta seccié es dedica a estudi de la curvatura total absoluta d’immersions a ’espai
hiperbolic. Es comenca pel cas de superficies immerses a H?. Es donen algunes desi-
gualtats i es mostra amb exemples que la desigualtat de Chern-Lashof no és valida a
H? per sumes connexes de 2 o més tors. A continuacié es passa a dimensié arbitraria
on, explotant les idees de la seccié anterior, obtenim una férmula per a calcular la cur-
vatura total absoluta d’una immersi6 tensa a H". Pero abans de tot aix0 és convenient
comencar amb un breu resum del tema a ’espai euclidia.
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3.5.1 Curvatura total absoluta a ’espai euclidia

Recordem la definicié de curvatura total absoluta a R™ aixi com la desigualtat de Chern-
Lashof. Sii: S — R™ és una subvarietat de dimensié r immersa a R™, la curvatura
total absoluta de S es defineix com la integral sobre el fibrat normal unitari de (.S) del
valor absolut de la curvatura de Lipschitz-Killing K (x,n)

CTA(S) = % /N o [ jana

Aix{, si per exemple S és una hipersuperficie, CTA(S) és la integral del valor absolut
de la curvatura de S. La desigualtat de Chern-Lashof (cf. [CL57]) diu que per tota
subvarietat compacta S immersa a R™ es té

CTA(S) > On-1

B(S, F) (3.15)

on B(S,F) = > B:i(S,F) = > dim H;(S,F) és la suma dels nimeros de Betti de S
respecte un cos F' qualsevol. La demostracié consta de dos passos. En primer lloc
s’expressa CTA(S) com la integral del nombre v de punts critics de la projeccié ortogonal
de S sobre les direccions de RP" !

CTA(S) = / v(S,u)du.
RHNL—I

El segon pas és aplicar les desigualtats de Morse per establir que, quasi per tot u €
RPn—l’

n
v(S,u) > dim H(S, F). (3.16)
i=0
L’estudi del cas de la igualtat a 3.15 va donar lloc al concepte d’immersid tensa (en
angles tight).

Definicié 3.5.1. Una immersié ¢ : S — R™ d’una varietat compacta a R™ es diu tensa

si per algun cos F

CTA(S) = On-1

B(S, F).

Es veu facilment (cf. [Kui97], p.35) que una immersié és tensa si i només si es té
igualtat a (3.16) sempre que la projeccié ortogonal sobre u sigui una funcié de Morse
(punts critics no degenerats i amb valors diferents). Una altra caracteritzacié menys
evident i que es sol prendre com a definicié és la segiient.

Proposicié 3.5.1. Siguii: S — R™ una subvarietat immersa. Per cada vectorv € R"
considerem el semiespai H, = {z € R"|(z,v) < 1} i la inclusié j, : i '(H,) — S.
La immersio © de S és tensa si ¢ només si existeix un cos F pel qual els morfismes
d’homologia (j,)« : Hy(i"'(H,), F) — H,(S, F) induits per j, sén injectius per tot v.

La demostraci6 es pot trobar a [Kui97, p.35].
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Observacié. En aquesta proposicié, H, es refereix a la homologia de Cech. Per CW-
complexos, aquesta coincideix amb H,, la homologia singular. Si X és un subconjunt
compacte d’una varietat o CW-complex llavors H,(X) és el limit invers de H,(Y,) on
Y; D Y41 D ... D X és una successié d’oberts convergint a X. Aquest és I'tinic fet que
ens caldra coneixer sobre la homologia de Cech.

Sii: S — R3 és una superficie immersa a I’espai euclidia, la curvatura total absoluta
CTA(S) és la integral en S del valor absolut de la curvatura de Gauss. En aquest cas,
és facil de demostrar que

CTA(S) = / K]dz > 27(4 — v(S)). (3.17)
S

La idea de la prova és la segiient. Prendre S la vora de I’embolcall convex de S i veure
que S\ S té curvatura total absoluta 0. Aplicant el teorema Gauss-Bonnet,

/S|Ky zz/sfﬁ—/SKzz/SK—sz(S) = 81 — 2mx(9). (3.18)

Pero tot seguit veurem que (3.17) és un cas particular de la desigualtat de Chern-Lashof
(3.15).

Recordem breument quins sén els grups d’homologia d’una superficie compacta de
la forma S = S?#¢T? en el cas orientable i de la forma S’ = S2#¢RP? en el cas no
orientable.

Ho(S,Z) =7  Hy(S,Z)=17%  Hy(S,Z)=1
Hy(S'.Z) =7  H\(S\Z)=Z,® 7'  HyS' Z)=0.

mentre que amb coeficients a Zs sén
Ho(S,Zg) = Zy H\(S,Zs) =73 Hy(S,Zs) = Za.

Ho(S',Z9) =Zo H1(S',Z2) =75 Hy(S',Z2) = Zs.

Veiem que x(S) =2—2g, x(S") =2—g, B(S,Z2) =2+2g1i (5, Z2) =2+ g. Observem
que que tant si S és orientable com si no 4 — x(S) = B(S,Zz2). També notem que
B(S,R) = B(S,Z) < (S, Z3). Per tant la desigualtat (3.17) no és més que la desigualtat
de Chern-Lashof pel cos Zj. Aixi, una superficie a R? és tensa quan es déna la igualtat
a (3.17).

De (3.18) es dedueix que les superficies immerses de manera tensa estan caracte-
ritzades pel fet que tot punt de curvatura positiva de S esta contingut a la vora de
I’embolcall convex de S.

Una altra caracteritzacié de les superficies tenses a R? és ’anomenada propietat dels
dos trossos de Banchoff: una superficie S immersa a R3 és tensa si i només si tot pla aff
L la divideix en dues o menys parts; i.e. i1(R3\ L) té dues components connexes com
a molt (cf.[Kui97]).
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3.5.2 Superficies a ’espai hiperbolic de dimensié 3.

Passem a estudiar la curvatura total absoluta de superficies a I’espai hiperbolic. Sigui
i : S — H? una immersié d’una superficie tancada (orientable o no). La curvatura total
absoluta és la integral a i(S) del valor absolut de K, la curvatura de Gauss

CTA(S) = / K| dz.
S

Proposicié 3.5.2. Si A és larea de i(S) i A és la de ’envolvent conveza llavors
CTA(S) > 2m(4 — x(9)) + 24— A (3.19)

1 també
CTA(S) > 4n + A.

El segon apartat ja es demostrava a [LS00].

Demostracid. Denotem K = max{K,0} 1 K~ = max{—K,0}.

/|K\da::/K+dx+/K_dx:
S S S
:2/K+d$—/KdZL‘.
S S

Pel teorema de Gauss-Bonnet a H?,
/ Kdz = 2my(S) + A, (3.20)
S

Per altra banda, si U és I'interior de SN.S en S, és clar que els plans de suport en punts
de S\ U tenen almenys dos punts de contacte amb S. Per tant, tenen un segment en
comt amb S. Pel teorema de Sard-Federer (cf. [Fed69, 3.4.3]), aixo implica que els plans
de suport en punts de S\ U tenen mesura nulla en v(S) C A", conjunt de plans de
suport. Per tant, els plans de suport en U tenen mesura total i per la proposicié 3.4.6

41 + A = CTA(S) = CTA(U) = / K.
U

Finalment,
/K*z/K:47r+Z. (3.21)
S U
D’on es dedueix immediatament la segona part de I’enunciat. La primera part resulta
de combinar (3.20) i (3.21). O
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De la mateixa demostracié es dedueix que a (3.19) val el signe d’igualtat si i només si
tots els punts de S amb curvatura positiva pertanyen a la vora de ’embolcall convex. Ja
hem dit que aquesta propietat caracteritza les anomenades superficies tenses de R3. Si
bé no esta clar que vol dir ser tens a H?, pel que hem dit, una definicié raonable seria dir
que una superficie immersa a H? és tensa si es té igualtat a (3.19), o equivalentment si
té tots els punts de curvatura positiva a la vora de ’embolcall convex. Cecil i Ryan van
definir a [CR79] la propietat de ser tens a H" d’una manera més restictiva que aquesta;
pero tractarem aquest tema més endavant.

Es realment necessari el terme 24 — A a (3.19)7 Aquesta és la pregunta que sorgeix
naturalment. En alguns treballs s’expressava la creenca que la desigualtat de Chern-
Lashof havia de ser valida a H" sense canvis (cf. [Teu88, WS66]). Aquesta esperanca es
va refutar a [L.S00] on es construeixen exemples de superficies a H? amb curvatura total
absoluta inferior a la cota de Chern-Lashof. Més concretament, per aquests exemples es
compleix la igualtat a (3.19) i el terme 24 — A hi pren un valor negatiu. A continuacié
construim uns exemples de 'estil d’aquells pero amb un genere molt més baix.

Py

P3

P2

Figura 3.3: Superficie poliedrica de genere 4

Teorema 3.5.3. Per tot g > 1 emisteiz superficie S H? orientable de génere g i amb
curvatura total absoluta menor que 2m(2 + 2g).

Demostracio. La construirem quasi explicitament en el model projectiu. Considerem
I'ortoedre
P(a,b,c) = {(z,y,2) e R?|[z| < a, [y <b, 2| < ¢}

per certs 0 < a,b,c tals que a + b2 + ¢ < 1 (i.e. P(a,b,c) C B(0,1)). Prenem ara
un € > 0 molt petit i dibuixem g rectangles a les cares superior i inferior de P(a,b,c) a
distancia € I'un de Paltre, tal com es veu a la figura 3.3. Aquests rectangles determinen
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g ortoedres solids P, ..., P, continguts a P(a,b,c). Considerem ara el domini P =
P(a,b,c) —U; P; de vora poliedrica. Aquesta vora és una superficie topologica orientable
de genere g pero no diferenciable. Com que els seus vertexs son de tipus convex o bé
sella, podem aplicar el procediment de [KP85] per obtenir una superficie S infinitament
diferenciable que coincideixi amb JP fora d’un petit entorn de les arestes i que sigui
tensa (en el sentit euclidia). Aixi, tots els punts de S de curvatura positiva pertanyen a
S, la vora de I’embolcall convex de P. Per tant, la curvatura total absoluta de S és

CTA(S) =2m(2+29) +24 - A

on Ai A sén les arees respectives de S'i S. Acabarem veient que, triant adequadament
a,b i c podem fer que 24 — A sigui negatiu. En efecte, fem a tendir a 0. Llavors, les
arees dels costats de 0P parallels a = 0 tendeixen totes a un mateix valor B > 0. La
resta de costats de P tenen una area arbitrariament petita. Aixi doncs, com que S és
arbitrariament propera a 0P,

A~2B A~ (29+2)B
i per g > 1 tenim 24 — A < 0 si a és prou petit. O

A partir d’aquests exemples sorgeixen algunes qiiestions. La més general és la de
trobar I'fnfim de la curvatura total absoluta de totes les immersions a H? d’una superficie
donada. Aquest valor existeix i en el cas orientable esta compres entre 47 i 27(2 + 2g).
Sembla prou raonable esperar que aquesta cota sigui creixent en g pero aixo no és clar.
En relaci6 al tema, val la pena dir que per immersions incloses en una bola de radi p,
es té la segiient desigualtat (cf.[Teu88])

On—l /8(‘9)

CTA(S) > _—
(%) 2 2 cosh" !p

Una altra qiiestié és saber si existeixen exemples com els d’abans amb genere 1.
La resposta és que no. Al final d’aquest capitol provarem que un tor pel qual es doni
la igualtat a (3.19) té curvatura total absoluta més gran que 87. Aix0 fa pensar que
aquesta acotacid pot valdre per qualsevol tor.

Conjectura. Per tota immersié d’un tor a H?, la curvatura total absoluta és més gran
que 8.

Acabem aquesta discussi6 del cas de dimensié 3 amb una proposicié sobre la integral
del valor absolut de la curvatura intrinseca. Per curvatura intrinseca ens referim a
la curvatura corresponent a la metrica induida per I'ambient. L’equacié de Gauss diu
que la curvatura intrinseca K i la curvatura extrinseca K estan lligades per la relacio
K=K;+1.

Proposicié 3.5.4. [LS00] Siguii: S — H? una superficie immersa a H3. Llavors
[ 1l = 21 - x(9))
S
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on K; és la curvatura intrinseca de M. La igualtat només es dona per esferes to-
pologiques amb K; mai negativ. Fs a dir, per superficies converes amb curvatura de
Gauss més gran o igual que 1.

Demostracid. Siguin S la vora de I'embolcall convex de S. Prenem K~ = max{K;,0} i

K, = —min{Kj;,0}. Pels mateixos arguments de la demostraci6 de la proposicié 3.5.2,

/QQQé/ K> K; = K—1=4n+ A(S)— A(SNS) >4r. (3.22)
S SnS SnS SNS

/K /W‘/K_Jw) (3.23)

Comparant (3.22) i (3.23) obtenim el que buscavem. O

Per altra banda,

3.5.3 Immersions tenses a ’espai hiperbolic.

Utilitzant les idees que ens han permes obtenir la férmula de Cauchy-Crofton a ’esfera
de de Sitter, i que també ens han donat el teorema de Gauss-Bonnet a ’espai hiperbolic,
provarem una férmula de geometria integral per a la curvatura total absoluta d’immer-
sions tenses a H".

Aqui tornaran a jugar un paper important les funcions definides pels feixos d’hiper-
plans al voltant d’un (n — 2)-pla. Concretament, donat L, _o definim hy, : H* \ L,,_o —
RP! = S' associant, a cada punt p ¢ Ly_o, 'inic hiperpla que passa per p i conté
Ly_o. Identifiquem naturalment el feix d’hiperplans al voltant de L,_» amb RP!. No
ens preocupem d’orientacions ja que només ens interessara el nombre de punts critics
de les funcions hy, (restringides a subvarietats).

Suposem i : S — H"™ una immersié. Sempre que L,_o sigui disjunt de ’embolcall
convex de i(9), la funci6 i o h tindra la imatge continguda en un interval de S!. Per tant
podem pensar que és una funcié amb valors a R. Quan aquesta funcié sigui de Morse,
el nimero de punts critics sera més gran que (S, F). Amb aquesta motivacid, adoptem
la segiient definicié d’immersié tensa a H"™.

Definici6é 3.5.2. Sigui i : S — H"™ una immersié a ’espai hiperbolic. Diem que S
és tensa si existeix un cos F' tal que per tot (n — 2)-pla L,_2 que no talla ’embolcall
convex de i(.5) i tal que la funcié hz, o i és de Morse, el nombre de punts critics és igual

a fp(S, F).

Exsiteixen altres definicions, més semblants a l’euclidiana, que sén equivalents a
aquesta.

Proposicié 3.5.5. Les segiients condicions son equivalents
i) La immersid i : S — H™ és tensa

i1) per tota recta L si la projeccid ortogonal 7y 0i: S — L és de Morse, el nimero de
punts critics és igual a la suma dels nimeros de Betti 3(S, F') per algun cos F,
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i) per tot semiespai tancat H limitat per un hiperpla geodésic, la inclusié j : i~ (H) —
S indueiz un monomorfisme a nivell d’homologies j. : H.(i"*(H), F) — H,(S, F),

i) la inclusid és tensa en el sentit euclidia quan prenem el model projectiu de H™.

Demostracié. Notem abans que res que la condicié iv) hauria de ser invariant per les
isometries del model projectiu. Ho és ja que la propietat euclidiana de ser tens és
invariant per projectivitats que no enviin punts de la subvarietat a l'infinit. Aquest
mateix fet permet veure que i) és equivalent a ¢v). N’hi ha prou amb fer passar L per
I'origen del model i les projeccions ortogonals sobre L es veuran com euclidianament
ortogonals. Per veure que iv) implica ¢) enviem a I'infinit un hiperpla qualsevol disjunt
amb i(S) que contingui L,_5. Llavors la funcié hj es converteix en una projecci6
ortogonal sobre una direccié u € RP™ i, com que S és euclidianament tensa, tindra
B(S, F) punts critics. Notem de passada que per gairebé tot L,_o contingut en un
hiperpla L, disjunt de i(S), la funcié hy oi és de Morse. En efecte, pel teorema de
Sard quasi per tot u € RP" la projeccié ortogonal és de Morse.

Per veure que 7) implica #i7) continuem pensant en el model projectiu i prenem H
un semiespai limitat per un hiperpla. Prenem un hiperpla L, ortogonal a 9H que no
talli i(S). Pel darrer comentari del paragraf anterior, és clar que hi ha una successié de
semiespais H; tals que OH; és transvers a i(S), i 1 (H;) D i '(H;11) amb H = NH;, i
tals que per L = 0H; N L,_1 la funcié hy, o4 és de Morse. Sabem per hipotesi que hy o1
té B(S) punts critics. Els arguments estandards de teoria de Morse (cf. [Kui97], p.35)
proven que i~ (H;) = (hg 04)7'((—00,0]) C S indueix un monomorfise d’homologies.
Tenim

i'HC---ciTl(Hy) cimY(H) S

i a cada etapa tenim un morfisme injectiu a nivell d’homologies. Com que H,(S) és
de dimensié finita, per forga la successié a nivell d’homologies estabilitza i tenim que
i~Y(H) C S indueix un morfisme injectiu d’homologia.

Finalment és clar que i) implica v) si tenim en compte la proposicié 3.5.1 i el fet
que els hiperplans geodesics al model projectiu sén hiperlans afins. O

La definicié 3.5.2 és menys restricitiva que la que donaven Cecil i Ryan a [CR79] per
immersions tenses a H"™. En efecte, la seva condicié és com segueix. Donat un hiperpla
orientat L,_1, considerem la funci6 d; distancia (amb signe) a L,_;. Donada una
immersi6 i : § — H™ i un valor a € R considerem el tancat S, = (dz0i)~!((—00,a]) de S.
La immersio i és tensa en el sentit de Cecil i Ryan si per tot L,,_o i tot a € R, la inclusié
j : S, — S indueix un monomorfisme a les homologies j, : H,(S,, F) — H.(S, F).
Notem doncs, que nosaltres demanem el mateix perd només pel valor a = 0.

Per comprovar que la definicié 3.5.2 és realment menys restrictiva que la de [CR79]
n’hi ha prou amb observar que la vora d’un conjunt convex sempre és tensa segons la
definicié que hem pres aqui pero no segons la de Cecil i Ryan.

Es podria adoptar la segilient definicié que no utilitzarem. Una immersié és -
geodeésicament tensa si és tensa respecte hipersupeficies equidistants de curvatura normal
menor o igual que A (cf. seccié 1.1.1). Més precisament, i és A-geodesicament tensa si
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Js  H(Sq, F) — H(S, F) és monomorfisme per tot a tal que |tanha| < A. D’aquesta
manera, les immersions de 3.5.2 serien O-tenses i les de [CR79] serien 1-tenses. A més,
una esfera topologica seria A-tensa si i només si fos A-convexa (cf. definicié 1.1.2).

La definici6é 3.5.2 és la menys restrictiva dins les que generalitzen la definicié eucli-
diana d’immersié tensa. En qualsevol cas, en els enunciats que venen, la condicié de ser
tens apareix sempre com a hipotesi. Per tant, aquests resultats també serien valids si
prenguéssim una definicié de tens més restrictiva, com és la de [CR79].

Abans d’entrar en detalls avancem el resultat principal. Donada una immersié i :
S — H"™ d’una varietat S compacta de dimensio r, la seva curvatura total absoluta és

CTA(S) = % /N Kzl

Provarem que si i és tensa (respecte algun cos F'), llavors

On—
5 A5, F))

/L (B(S, F) — (L, i(S)))dLn_s = S"_—i (CTA(S) —

on v(Ly_2,i(S)) és el nimero de punts critics de la funcié hy, o (o bé el nombre de
tangencies amb i(S) del feix de plans que contenen L,_2). Notem que la definicié
d’immersié tensa garanteix justament que U'integrand és zero per tot (n — 2)-pla que no
talli ’embolcall convex de i(.5).

Comencem amb el segiient lema que tracta d’'immersions tenses euclidianes pero que,
en virtut de apartat iv) de la proposicié 3.5.5 i de la proposicié 1.2.3, també s’aplica a
immersions dins H".

Lema 3.5.6. Sigui i : S — R™ una immersio tensa d’una hipersuperficie. Considerem
un (n — 2)-pla genéric L i el feiz L(t) = L + tv per tot t € R i algun vector unitari v
ortogonal a L. Siv(L,i(S)) és el numero de punts critics de hy, o1, llavors quasi per
tot tg € R

v(L(to),i(S)) — v(L,i(S)) = =2 > sgnk, sgnk, (L)
L(t) C diT,S
0<t<ty

on K, denota la curvatura de S respecte al normal n que fa (v,n) > 0 i K (L) és la
curvatura normal en la direccié de L també respecte n.

Demostracio. Prenem el 2-pla vectorial h ortogonal a L i considerem la projeccié or-
togonal 7, sobre h. Considerem el conjunt I', C S de punts critics de I'aplicacio
pn = mpod : S — h (figura 3.4). Per h generic, I'j, és una corba diferenciable
(cf. [Lan97, LS82]). Aixi és clar que la imatge v, = pp(I'y) és una corba diferencia-
ble fora d’un conjunt finit de punts. En particular, quasi per tota direccié u € P(h),
projectivitzacioé de h, la projeccié ortogonal de S en u és de Morse. Per altra banda, és
clar que els hiperplans tangents a S que contenen un L + tv sén tangents en punts de
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Th

Th

Figura 3.4: Corbes polars

I'j,. Per tant, aquests hiperplans corresponen, al tallar amb h, a rectes tangents a v, que
passen per p+tv on p = LNh. A més, per h generic les singularitats de ;, sén cuspides.
En efecte, com que el pla tangent a S en els punts de I'j, varia de forma continua, si
a p € v, hi hagués més d’una recta tangent voldria dir que hi ha un interval de I’y
projectant-se sobre p. Es clar que podem evitar que aix0 passi si prenem h generic.

Sigui y(s) una parametritzacié de ~yj, per Parc. Haurem de tenir en compte que y’
canvia bruscament el seu signe en els punts singulars. Mirem el punt d’interseccié de
la recta tangent a y(s) amb la recta p + (v); aixo és z(s) = (y(s) + (¥'(s))) N (p + (v))
(figura 3.5) que és continua mentre y’' i v no siguin parallels. Per certs f(s) i g(s),
podem escriure

y(s) +9(s)y'(s) =p+ f(s)v (3.24)
Derivant en un punt regular y(s), obtenim

(L+9'(s)y'(s) + g(s)k(s)n(s) = f'(s)v

on n és el vector normal donat per la orientacio i k és la curvatura de ~,. Multiplicant
per n,

g(s)k(s) = f'(s){v,n(s)) (3.25)
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Figura 3.5: Corbes y(s) i z(s)

A continuacié provem que si la immersié de S és tensa llavors k té signe constant
sobre cada corba tancada de 7. La curvatura k de 7y, pot canviar de signe en un
punt d’inflexié, o bé en una singularitat o bé al passar per un interval de curvatura 0.
Ens reduim al primer cas ja que els altres dos es resolen de manera gairebé identica.
Sigui, doncs, y(sp) un punt d’inflexié on k canvia de signe. La figura 3.6 mostra una
corba contenint punts d’inflexié i tal que per tot punt prou allunyat el nombre de rectes
tangents que hi concorren és constant. Per descartar aquesta possibilitat, modifiquem
lleugerament la immersi6 i. En primer lloc modifiquem la corba v, a ’entorn de y(sg)
de la manera segiient (figura 3.6). Localment podem pensar v, com una funcié a(z)
amb a/(0) = a”(0) = 01 a(z) > 0 per x > 0 petits. Prenem un pendent A\ > 0 també
petit i considerem la recta b(xz) = Az. Finalment considerem la funcié

1 1
ezte z—e —e << x<E€
p(x) ={

0 |x| > €
que és C'° i té un grafic en forma de campana. Ara construim
c(z) = (1 = p(z))a(z) + p(z)b(z).

Es veu facilment que per A\ prou petit, ¢ té un sol punt d’inflexié a I'origen amb derivada
igual a A. Si reemplacem el grafic de a(x) pel de ¢(x) a v, obtenim una nova corba
diferenciable. Construim un difeomorfisme ® : h — h que sigui la identitat fora d’un
entorn de y(sg) i que modifiqui ~;, tal com hem explicat. Estenem trivialment & al
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Figura 3.6: El cas a descartar

difeomorfisme ¥ = ® x id de R™. La composicié i’/ = ¥ oi : S — R™ és una nova
immersié de S que ja no té perque ser tensa. La nova corba polar v de S és la imatge
per ® de lantiga 7. Considerem linterval I C P(h) d’extrems y'(so) i d®(y/(sp)). Per
tota direccié u € I, la projecci6 ortogonal p,, de vy, (i per tant la de i/(S)) en ut té menys
de B(S, F) punts critics. Per tal com hem triat h, per quasi totes aquestes direccions
u, la funcié p, o i és de Morse. Com que al voltant dels punts critics de p, o4’ no hem
modificat 7, deduim que quasi per tot u de I, la funcié p, o ¢’ és de Morse. Perd aixd
contradiu el fet que té menys de (.S, F) punts critics!

Un cop hem vist que la curvatura k de v, no canvia de signe (encara que es pot anul-
lar) sobre cada corba tancada, reprenem 1'(n — 2)-pla L i el vector v del comengament.
Geometricament és clar que quan (n, v) canvia de signe, g també canvia de signe (passant
per Uinfinit). Per 'equaci6 (3.25), si f’ canvia de signe en un punt regular y(sp) llavors
g(s) també canvia de signe a s = sg. Per altra banda, al travessar una singularitat, g(s)
i n(s) canvien bruscament de signe i per I'equaci6 (3.25) veiem que f’ no canvia de signe
en aquests punts.

Deduim que f’ canvia de signe en s només quan g s’anulla. Per tant, f(s) és
monotona als intervals on g(s) # 0. Aixo és, mentre y(s) no creua la recta l = p+(v). De
I'equacié (3.24) deduim que als punts de tall (tals que y(sg) = z(s0)) es té ¢'(sg) = —1.
Derivant (3.24) altre cop, en un punt de tall s¢ tenim

"

gy —kn=f'v= —k(v,n) = f

Per tant, localment les corbes y(s) i z(s) estan en semiplans oposats respecte la recta
tangent a y(sp).
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Hem vist que el nombre d’antiimatges per z dels punts de [ és constant sobre els
intervals definits pels punts de tall amb 7,. Si y(s) és un d’aquest punts, per € prou
petit

H27(2(s) + ev) — #2711 (2(s) — ev) = —2sgn(v, n)sgnk

on k és la curvatura de y.

Per acabar apliquem el teorema d’Ocagne (cf. [LS82]) que ens diu que la curvatura
de S és el producte de la curvatura de -, per la curvatura normal de S en la direccié
(h)*. En particular,

sgnk = SgnngnK(h)L.

Després d’aquesta demostracié tan envitricollada el que segueix és mecanic.

Proposicié 3.5.7. Sigui i : S — H" una immersié tensa d’una hipersuperficie en el
model projectiu de H". Considerem la familia d’immersions iy = h(1/t) o on h(\) és
la homotecia euclidiana respecte 'origen de raé X it > 1. Llavors pert’ >t > 1

Op—o d

2 ZCTAG(9)).

lim
vttt —t

/£ (V(Ln—2,i¢(S)) — v(Ly—2,i:(5)))dLn—2 = —

Demostracio. Fixem un L,_o geneéric. Reescalant es veu que la situacié és equivalent a
tenir i(S) fixa i moure L,_o com en el lema 3.5.6. Aixi, per qualsevol normal n a i(S)

V(Lp—9,ip(S)) — v(Ln—2,i(5)) = =2 Z sgngsgn K gsgn K (Ly—2).
L,_o Cdi,T,S
t<s<t

on ¢ = (0i/0t,n). A partir d’aqui, resseguint la demostracié del teorema 3.3.2 es veu
que

1
lim — / (v(Lp—2,1p(S)) — v(Lp-2,1(5)))dLy—o = Ong/ b0, _osgnKdx
t—tt —t L2 St

on o, o és la curvatura mitja d’ordre n — 2 de S;. D’altra banda, prenem U = {x €
S| Kz(Sy) >0}iU ={zx eS| Ky(S) <0}. Siyy:S— L,—1 és laplicacié de Gauss
de it(9), a la demostraci6 del lema 3.4.1 hem vist que

4 Ki(x)dz = —(n—l)/ ¢ o1dz, 4 Ki(z)dz = —(n—l)/ ¢ o1dx

dt Jy+ 7 (U+) dt Jy- 7 (U™)

essent o1 la curvatura mitja i dz ’element de volum de 7+(S). Restant obtenim

d
— / Kidx =—(n—-1) ¢poi1sgnKdz
dt Js (S

i pel corollari 2.3.9 hem acabat. [
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Teorema 3.5.8. Sii : S — H" és una immersié tensa de codimensié arbitraria
d’una varietat S compacta i sense vora, llavors la curvatura total absoluta ve donada
per ’expressio

On-1 n—1
S
5 B(5) + o0y

CTA((S)) = /C (B(S) = v(Ln,i(S))ALns  (3.26)

on B és la suma dels numeros de Betti.

Demostracio. Comencem pel cas en que S és hipersuperficie. Suposem que la immersié
és al model projectiu. Considerant, per 1 < ¢t < oo la familia 7y d’immersions de la
proposicié anterior. La imatge i4(S) estara inclosa en una bola de radi 1/t; és a dir,
arbitrariament petit. Integrant la férmula de la proposicié anterior tenim, per tot ¢ > 1,

n—1
On—2

CTA(i(S)) — CTA(iy(S)) = /ﬁ (L, i4(8)) — (L2, i(5)))d L

Com que la geometria de les boles petites de H" és cada cop més semblant a ’euclidiana
i 74 és tensa en tot moment, és clar que

lim CTA(i(S)) = On-1

t—o0 2

B(S).

Per altra banda, per tot L,_2 que no talli la bola de radi 1/¢, tenim v(L,_2,i:(S)) =
B(S).

Suposem ara que ¢ : S C H"™ C R” és una immersié de codimensié més gran que 1
en el model projectiu. La idea és prendre el tub de S. Ara bé, per un radi prou petit
aquest tub és una hipersuperficie tensa si i només si la suma dels nombres de Betti del
fibrat normal unitari de S és el doble que la de S (cf. [BK97]). Un altre resultat de
[BK97] diu aix0 passa quan S esta continguda en un hiperpla. Aixi, prenem una inclusi6
lineal j : H® — H"*! entre models projectius i considerem el tub euclidia T, de radi e
al voltant de (7 04)(S). Apliquem el cas anterior a T¢ i fem tendir € a 0. Ara, un calcul
mostra que

lim CTA(T,) = 2CTA((j 04)(S)) = 20n

=0 n—1

CTA(i(S)).

Per altra banda, I'integrand de (3.26) és nul pels (n — 1)-plans de H"™! que no tallen
j(H") ja que tampoc tallen ’embolcall convex de j o i(S). La resta dels (n — 1)-plans
queden determinats per un (n—2)-pla de j(H") i un vector. Aixi, com que quasi per tot
(n — 2)-pla L existeix un € tal que v(T;, L) = 2v(i(S), L N j(H™)) per tot r < €, tenim

ZOLCTAN(S) = DA o 1(5)-
- on 1 % c (B(T(j 0 i(S))) — 2v(i(S), LN j(H")))dL, 2
n— [n](n—2)

i acabem perque ja hem dit que en aquest cas la suma de nombres de Betti del fibrat
normal unitari és el doble de la de S. O
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Capitol 3. Curvatura total

Apliquem els resultats anteriors al cas de dimensié 3. Obtindrem altre cop que una
superficie tensa a H? compleix la igualtat de (3.17). Sigui i : S — H? una superficie
immersa a H? de forma tensa. Tenim

/5(4 —x(8) - v(i, L)AL = 7(CTA(S) — 27 (4 — x(S5))).

La integraci6 es pot restringir a les rectes que tallen ’embolcall convex de i(S). Per
cada recta L considerem el camp X (p) = d(p, L)-Vhr(p), tangent a la rotacié al voltant
de L, o, que és diferenciable a tot H™. Sigui Y la projeccié ortogonal de X sobre el
tangent de i(S). La férmula de Poincaré diu que x(S) = i4 —i_ on iy és el nimero de
singularitats de Y d’index positiu i ¢_ el de les d’index negatiu. En aquest cas, i4 és
el nimero de punts de L N i(S) més el nimero de plans que contenen L i sén tangents
a i(S) en punts de curvatura positiva. Pero si i és tensa tots els punts de curvatura
positiva pertanyen a S, la vora de l’embolcall convex. Per tant, si L talla S tenim
iy =#(LNi(S))1i- =v(i,L) =#(LNi(S)) — x(5). Aixi

/ (@ =#LnNi(S)))dL = 7 (CTA(S) — 27 (4 — x(5)))-
{LNS£0}

I aplicant la férmula de Cauchy-Crofton retrobem
CTA(S) =2m(4 — x(9)) + 24— A

on Ai A sén les arees de i(S) i la vora de S, respectivament.

Altre cop en dimensi6 arbitraria, combinant el teorema 3.5.8 i les idees del lema 3.5.6
obtenim la segiient proposicié que per n = 3 és un cas particular de la conjectura de la
pagina 79.

2

Teorema 3.5.9. La curvatura total absoluta d’una immersid tensa del tor T? o H" és
estrictament més gran que 8.

Demostracié. Siguii: T? — H™ una immersi6 tensa del tor T2. Considerem L un (n—2)-
pla generic. Veurem que v(i, L) < 4. Prenem h un 2-pla ortogonal a L. Considerem la
corba ), formada pels valors critics de la projeccié ortogonal de T2 sobre h. Pel fet de
ser 4 tensa sabem que per quasi tota direccié u € P(h) = RP! hi ha 4 rectes en h, de
direccié u i tangents a yp.

D’altra banda, ~j, esta formada per dues components connexes C; i Cy, la més
exterior de les quals (C7) és convexa ja que correspon als punts critics que pertanyen a
'embolcall convex de i(T?).

Hem de veure que del punt p = L N A no surten més de 4 rectes tangents a .
Quasi per tot p que sigui exterior a C; hi ha exactament 4 rectes tangents passant per
p. Suposem que p és interior a C7 i no a Cs. Podem moure p al llarg d’una semirrecta
que només talla v, en un punt, que sera de Cy. Al creuar aquest punt, com que la corba
Cs és convexa, pel lemma 3.5.6 tenim que p guanya 2 rectes tangents. Aixi, pels punts
continguts entre C'1 i C5 hi passen 2 rectes tangents. Finalment suposem que p també és
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Capitol 3. Curvatura total

interior a Cs. En aquest cas, Co dona exactament una volta entorn de p. En efecte, si el
nombre de voltes fos més gran, per cada direccié tindriem més de dues rectes tangents
a C1 amb la direccié donada. Per tant, podem unir p amb un punt p’ com el del cas
anterior a través d’una poligonal que talli C5 en un sol punt. Al creuar Cos, el punt p
pot guanyar o perdre 2 rectes tangents. Com que per p’ hi passen 2 rectes tangents, per
p n’hi poden passar 4 o cap. En qualsevol cas hem vist que el nombre maxim de rectes
tangents a -y, concurrents en un punt és 4. Finalment, la desigualtat és estricta ja que
sempre hi haura algun L generic pel qual v valgui 2. O
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Capitol 4

Desigualtats entre les integrals de
curvatura mitja

4.1 Introduccio

A TDespai euclidia, sén conegudes les desigualtats de Minkowski. Aquestes s’apliquen a
conjunts convexos i involucren les seves Quermassintegrale i per tant les integrals de
curvatura mitja. Concretament estableixen, per un convex @ C H",

M;(0K) > cM;(0K)"  i>j
per certes constants c. Per exemple, a R3 sén
M >36nV? M} >487°V, M?E>4nMy i M >3V M.

Fixem-nos en els exponents. Es comprén que hi apareguin si diem que M; és una
magnitud d’ordre n—i—1. Es a dir, si tQ és 'homotetic a @ de raé t, llavors M;(t0Q) =
"~ 1M (Q). Aixo fa que no tingui sentit comparar M; amb M; si no s’eleven a la
potencia adequada. Més clar encara, per una bola de radi R, el quocient M;/M; = Ri—J
(cf. (1.10)) pot prendre qualsevol valor positiu. Per tant, no pot ser certa cap desigualtat
de l'estil M; > cM;.

Potser val la pena aqui de recordar la segiient observacié de Santald (cf. [San70]).
Per tota successié de convexos @), tendint a omplir R es compleix

A Tespai hiperbolic, en canvi, no tenim aquest concepte d’ordre de magnitud. En
primer lloc no existeixen les homotecies. En segon lloc, a I’exemple de les boles tenim
M;/M; = tanh/~* R que per j < i és estrictament més gran que 1. Per tant, no sembla
tan descabellada la idea de comparar M; i M; sense elevar-los a cap potencia. També
caldra considerar el problema de comparar les Quermassintegrale W; d’un convex a H"
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ja que aquestes també generalitzen les integrals de curvatura mitja dels convexos de R".
Per exemple, és ben conegut que per tot domini ¢ C H"

vol(Q)(n — 1) < vol(3Q). (4.2)

De fet, un resultat de Yau (cf. [Yau75]) diu que la desigualtat anterior val en tota varietat
simplement connexa amb curvatura seccional K < —1.
En aquest capitol provem desigualtats del tipus

M;(0Q) > cM;(0Q) i >

on @ C H" és un convex qualsevol. Utilitzem la geometria integral de forma essencial,
especialment la férmula (3.14). L’esquema que seguirem comenca per trobar desigualtats
entre les Quermassintegrale. Aix0 es fa mitjancant un argument geometric elemental
pero forca original i efectiu. A partir d’aqui, gracies a la simplicitat de I'expressi6 (3.14),
obtenim desigualtats entre les integrals de curvatura mitja.

Notem que si a una bola de H™ li fem créixer el radi R fins a infinit llavors el quocient
vol(B(R))/vol(0B(R)) s’aproxima efectivament a la cota n — 1 donada per (4.2). De
fet, Santal6 i Yanez van provar a [SY72] que aix0 passava amb qualsevol successié de
dominis h-convexos creixent fins a omplir H?. Alla (i més tard a [San80]) es conjecturava
que aixd podia ser cert per qualsevol successié de dominis (geodesicament) convexos.
Més tard, Gallego i Reventés (cf. [GR85]) van provar que aixo no era cert construint
successions de poligons regulars que tendien a omplir H? i per les quals el quocient entre
I’area i el perimetre tendia a qualsevol valor entre 1 i infinit. Al final d’aquest capitol
construirem exemples que generalitzen aquest fet a dimensions superiors.

Pel que fa a les successions d’h-convexos, Borisenko i Miquel van generalitzar el
resultat de Santal6 i Yanez provant que

vol(Q,) 1 . . M;(0Qr)

lim = i lim ——~ =1

r—00 VOI(@QT) n—1 r—oo M](aQr)

per tota successié (Q,) de dominis h-convexos creixent fins a omplir I’espai hiperbolic.
Aquest comportament tan controlat dels dominis h-convexos respecte els convexos ge-
nerals va motivar 'estudi de les mateixes qiiestions per successions (@) de dominis
A-convexos per 0 < A < 1 tendint a omplir H". Concretament es va provar a [BV97]
que

1 . vol(Qn) < A

n—1 < lim vol(0Q,) ~ n—1
Per dimensi6 2, a [GR99] es donen exemples de successions que assoleixen tots els va-
lors limit permesos per les desigualtats anteriors. Al final d’aquest capitol construim
successions que mostren el mateix en dimensié arbitraria.

En connexié amb aquests problemes, també s’ha estudiat el valor limit del quoci-
ent entre el diametre i el perimetre de successions de convexos tendint a omplir H?
(cf. [GSO1]). Concretament s’ha trobat que aquest limit esta condicionat pel limit del
quocient entre I’area i el perimetre aixi com per 'assumpcié de A-convexitat.

(4.3)
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Per completitud, esmentem que darrerament han aparegut diverses generalitzacions
d’aquests resultats en varietats de curvatura negativa acotada. En una d’aquestes vari-
etats es diu que un domini () és A-convex si la seva vora té curvatura normal més gran
que A > 0 en tot punt i per tota direccié6. En una varietat simplement connexa amb
curvatura seccional acotada per —k < K < k2, es va provar a [BGRO1] que per tota
successio ), de A-convexos tendint a omplir la varietat, es té

A C vol(Q)) |
B 1) = el0Q,) = B 1) (44
o també ([BM02])
X Mil0g) XD (45)

Malauradament els nostres metodes, tan lligats a la geometria integral, dificilment
poden ser 1tils en varietats no homogenies com sén aquestes.

4.2 Desigualtats entre Quermassintegrale

En aquesta seccié provarem que per tot convex () de H",

Wi (Q) < nrjWrii(Q)

per certes constants ¢, ,; depenent de les dimensions.

Comencem provant desigualtats similars per convexos de S™ que ens seran utils
més endavant. Recordem que ’espai dels r-plans geodesics de S™ no és altre que la
grassmanniana G(r + 1,n + 1) dels (r + 1)-plans vectorials de R"*1.

Proposicié 4.2.1. Sigui Q un conver de S™. Aleshores, per s = 1,....n—1ir =
0,....n—s—1

O,45...0
/ X(Lr N Q) dL, < e Tl / X(Lr+s N Q) dL,
G(r+1,n+1) On—r—1-+On—rs G(r+s+1,n+1)

1 la igualtat només es dona quan Q) és un hemisferi de S™.

Demostracié. Denotem G(r+ 1,7+ s+ 1,n+ 1) lespai de banderes format pels parells
L, C L4 de plans geodesics de S™. Recordem (cf.(2.5)) que en aquest espai

dL(r+s) [r] dL, = dL[rJrs]rdLT-i-s

on dLj,; g, €s la mesura a la grassmanniana dels r-plans continguts a Lyis 1 dL(44)r
és la mesura a la grassmanniana dels (r + s)-plans que contenen L.
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Observem que, per tota bandera de G(r,r + s,n + 1), si el pla de dimensi6 r (asta)
talla @, també ho fa el de dimensi6 r + s (drap). Per tant

wl(Glr+ 17 +5+.1)) (Lt N1 Q) ALy =
G(r+s+1,n+1)

X(LT+S n Q) dL[rJrs]rdLT-‘rS =

/G(r+1,r+s+1,n+l)

Z / X(Ly N Q) ALy y5)rd Ly =
G(r+1,r+s+1,n+1)

=vol(G(s,n+1—r)) / X(L, NQ)dL

G(r+1,n+1)
Recordem, per acabar, que

. On—l to On—r
Or—l OO ’

Recordant la definicié 2.2.1 obtenim el segiient corollari.
Corollari 4.2.2. 57 Q C S™ és convex llavors

(n - T) Or+sOn—r—s—1

WQ < o S oo,

WT+S(Q>-

amb igualtat momés pels hemisferis.

Observacid. Aquest resultat només és valid per convexos. Per dominis en general hi
ha contraexemples. Sense anar més lluny, per S? menys un petit entorn del pol nord
Wi ~01iWy~4m.

Utilitzant aquests resultats, es proven els analegs a ’espai hiperbolic.

Proposicié 4.2.3. Sigui QQ un convex de H™ contingut en una bola de radi R. Aleshores,
pers=1,....n—11r=0,....,n—s5—1

Orgs—1...0,
On—r—2 to On—r—s—l

/ (L, 1 Q) dL, < tanh*(R) / (Lrss N Q) dLnss.
ET £T+s

Demostracid. Escollim un origen O € ). Denotarem per P, els subespais vectorials de
R™ de dimensié r. Utilitzant 'expressi6 (2.4) de la mesura d’r-plans,

/ X(L, NQ)dL, —/ / L, NQ)cosh” pdxdP,_,
Lo G(n—r,n) —r

on dx és I'element de volum de cada P,_, i L, és I'r-pla ortogonal a P,,_, en el punt x.
Pel que fa a dP,,_,, és una mesura invariant a G(n —r,n); la mateixa que déna lloc a la
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mesura dels (n —r — 1)-plans a S*~!. Expressem dz en coordenades polars. Es a dir,
determinem x per la seva distancia a O i per la recta que els uneix.

[ oxen@ar, = [ [ @@y costy plsink ! pldpdPl ud Py
Ly G(n—rmn) JRPP "1 JR

on dP,,_,; és l'element de volum de RP" "1, La férmula (2.5) diu, referint-se a les
mesures equivalents en espais de plans de S", que dFj,,_,;1dP,— = dP;,_,)pdP1 on
dP,—py) és la mesura dels P,—, que contenen Pp. Per tant,

/ x(L.NQ)dL, = / / /X(LTQQ) cosh” p|sinh™ ="~ p| dpd Py, —pyd Py
L, RP" JG(n—r—1,(P)L) JR

= / / </ X(Lr NQ) dPT> cosh” p|sinh™ "1 p| dpd P;.
RP"~1 JR \JG(r,(P1)1)

Ara, donats Pj i p (i.e. donat x), projectivitzem (des de ) I'hiperpla L,,_; ortogonal a
Py en z. La integral entre parentesis és la mesura del conjunt de (r — 1)-plans geodesics
que tallen un convex de S”2. Aplicant la proposicié 4.2.1 acotem aquesta mesura en
funcié de la mesura de (r + s — 1)-plans que tallen aquest convex de S"~2. Obtenim

/ X(LT N Q) dp. < OH_S_l e / X(Lr—f—s N Q) dPr+s-
G(r,(P)Y) On—r—2-** On—r—s1 JG(r4s,(P) ")

I hem acabat ja que —R < p < R i per tant

cosh” p|sinh™ "1 p| < tanh® R cosh™"* p| sinh"~"~71 p|.

Figura 4.1: r-plans que tallen )
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Corollari 4.2.4. Si Q C B(R) C H" és convez, llavors

W,(Q) < tanh® RLTSWHS(Q).

n—r-—

En particular, com que tanh R < 1 tenim que sempre

WT’(Q) < 7WT+S(Q) (4'6)

i aquesta desigualtat és més ajustada com més gran sigui Q.
Pero en el cas r = 0, ho podem fer una mica millor.

Proposicié 4.2.5. Sigui Q C H" un convex contingut en B(R), una bola de radi R.
Llavors

Wo(B(R))
W (B(R))

< (4.7)
amb igualtat només quan QQ = B(R).

Demostracid. Prenent com a origen el centre de la bola, calculem el volum de @ en

coordenades polars
I(u)
= / / sinh” ! pdpdu
Sn—1.Jo

on Il(u) és la distancia a l'origen del punt de tall de 9Q amb el raig geodesic vy(u) que
surt amb tangent v € S""!. Com que, evidentment tots els hiperplans ortogonals a
~v(u) N Q tallen @, tenim

W (Q) > (:_OT) : Or_Ol. / / cosh” psinh™ "1 pdpdu
cUn-2 n—r—1 JS§rn—1

Per altra banda, es veu facilment que la funcié

f(R) — W’“(B(R)) o (n - T) -Op_1---0g fOR cosh” psinhn—r—l pdp
WO(B(R)) n- On—2 . On—r—l fOR Sinhn_l pdp

és creixent. Aixi, com que [(u) < R, tenim f(I(u)) < f(R) i per tant

W, (Q) > (n—r)-O / / cosh” psinh” "~ pdp =
n- On 2 n r—1 Jsn—1
I(u)
:/ (l(u))/ sinh” ! pdpdu >
Sn—1 0

R _ Wi (B(R))
> [ /O sl g = X IW(Q).
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Observem que les desigualtats que hem obtingut van en ’inic sentit possible. En
efecte, no pot ser certa una desigualtat de lestil W, 4(Q) < ¢W,(Q). Per veure-ho
prenem () un convex contingut en un (n — r — s)-pla geodesic. Com que @ és una
subvarietat de dimensié n — r — s, per la férmula de Cauchy-Crofton a H" (2.6), tenim
que la mesura d’(r + s)-plans que tallen @ és multiple del seu volum (n — r — s)-
dimensional. En canvi, els r-plans que tallen @) formen un conjunt de mesura nulla.

Aixi W,.(Q) = 0 mentre que W,44(Q) > 0.

4.3 Esperanca de tall amb varietats lineals

Considerem el segiient problema de probabilitats geometriques: prenem L, un r-pla
geodesic de H™ a l'atzar (segons la mesura invariant dL,) d’entre els que tallen un
convex () C H" donat. Considerem la variable aleatoria consistent a mesurar el volum
r-dimensional de la interseccié de L, amb . FEns preguntem quina és l’esperanca
matematica d’aquesta variable aleatoria

Jg, vol(L, N Q) dL,
T L, NQ)dL,

E[vol(L, N Q)]

La férmula de Santalé (2.8) déna

Onfl e Onfr

/ vol(Ly N Q)L = ==

r

-vol(@).

Per tant
(n—7)-0,-10¢ vol(Q)

n-Opr1 WT‘(Q) '

Podem comparar aquestes esperances per a diferents dimensions r si utilitzem (4.7).
Llevat de constants, I’esperanga és menor com més gran és la dimensio r.

E[vol(L, N Q)] = (4.8)

Proposicié 4.3.1. Per un domini convexr @ C H" contingut en una bola de radi R

E[vol(@ N Lyys)] _ E[ol(B(R) N Lrys)l _ Ouro
E[QNL,] ~ ENIBR)NL,)]  Onpst

Demostracié. Immediat utilitzant (4.8) i (4.7) O
En particular tenim

Corollari 4.3.2. L’esperanca del volum de la seccié d’un r-pla aleatori amb un domini

Q de H" esta acotada per
On—l

On—r—l

E[vol(L, N Q)] <

Demostracio. Prenem ’embolcall convex de @ i hi apliquem la proposicié anterior amb
r=20. U

97



Capitol 4. Desigualtats entre les integrals de curvatura mitja

Figura 4.2: Volum de tall amb un pla i una recta

A H? ja es coneixia que Iesperanca del tall amb una recta a I'atzar és menor que
7 (cf. [San80]). En la resta de casos aquesta acotacié és aparentment nova. A tall
d’exemple diem que 'esperanca de la longitud d’una corda aleatoria a H? és menor que
7 o que 'esperanca de I’area de la seccié amb un pla és menor que 27.

Aquests resultats topen fortament amb la intuicié euclidiana. Es clar que a R"
aquestes esperances es fan arbitrariament grans si prenem un convex prou gran. Aixo0
es dedueix de (4.1). Una justificacié barroera del que passa a H™ és la segiient. En
varietats de curvatura negativa els dominis tenen una vora més gran que en curvatura
0. Aixo fa que la majoria de plans que tallen un convex ho fan passant molt a prop de
la vora, i per tant tallen molt poc tros de I'interior.

4.4 Desigualtats entre integrals de curvatura mitja

Ja estem en condicions de trobar desigualtats que relacionin les integrals de curvatura
mitja de la vora d’un convex a H”. Com veurem, la peca clau és la igualtat (3.14) que,
d’aquesta manera, a més de bonica resultara ser tutil.

Proposicié 4.4.1. Si Q C H" és convex llavors, per r > 1

M0Q) |

vol(0Q)

I aquesta cota no es pot millorar. Per r =1,
M;(0Q) S n= 2
vol(0Q) = n—1

98



Capitol 4. Desigualtats entre les integrals de curvatura mitja

Es a dir que per r > 1 el promig de la curvatura mitja o, de la vora de tot convex
és més gran que 1 i el promig de o; també esta acotat per sota. Aixo torna a reflectir
la idea que a l’espai hiperbolic les hipersuperficies han d’aportar molta més curvatura
que a l'euclidia.

Demostracié. Gracies a 'equacié (3.14), que lliga les integrals de curvatura mitja amb
les Quermassintegrale, i a la desigualtat (4.6), fem
M,(0Q) Wri1(Q) + n++1Wr—1(Q) n—r—1 r n—r+1

Mo(aQ): Wl(Q) - n—1 +TL—T'+1 n—1 =L

Aquesta desigualtat no es pot millorar ja que per successions de boles amb radi tendint
a infinit M, /My — 1 (cf. 1.10).
Per r =1, utilitzem (3.14) i (4.2)

M1(8Q)  Wa(Q)+ +Wo(Q) _ Wa(Q) _ n—2

Mo(0Q) Q) W@ n-1

O

Observacid. Encara que no és clar que la cota per M; /My sigui optima, cal remarcar que
no es podia esperar trobar 1 com a cota inferior. En efecte, prenem un hiperpla L,_; i
@ C L,_1 una bola de radi R dins L,_1. Considerem @ com un convex degenerat dins
H™,

34(0Q) = n (Wl @)+ (@) ) = 52 ovol 05 ()

My(0Q) = vol(9Q) = 2vol(B"1(R))

per tant M;/My tendeix a % quan R creix. Aixi, per n = 3 tenim convexos tals
que M /My s’apropa tant com vulguem a /4 que és menor que 1.

També podem comparar les curvatures mitges amb el volum de l'interior.

Corol'lari 4.4.2. Tenim la segiient desigualtat per converos a H™

M;(0Q) on_1

V(Q)

que no es pot millorar.

El cas i = 0 és la coneguda desigualtat (4.2).

Demostracié. Sii > 1, aplicant la proposicié 4.4.1 1 (4.2)

M; M; M,
— = c—>1-(n-1).
vV oM, V (n=1)
Peri=1 . )
My TL(WQ‘FEW() n—2
L 1l=n-—1.
% W >n - + n
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De forma similar, podem trobar acotacions per a qualsevol quocient d’integrals de
curvatura mitja.

Proposicié 4.4.3. Si Q C H" és convex llavors, peri > 0145 > 2 tal que i +j <n—1,

M;,;(0Q) -1

M;(0Q)
1 la cota no es pot millorar. Per j =1,

Mz+1(8Q) n—i—2
Ml(aQ) n—z’—l'

Demostracié. Tornem a aplicar 'equacié (3.14) i la desigualtat (4.6)

Miy;(0Q)  Witj+1(Q) + 5= Wi j1(Q)

M;(0Q) Wit (Q) + e Win1(Q)

R Wi 1(Q) + g Wi 1(Q)
Wir1(Q) + 7t = Wi (Q)

n—1—1 Wi+j_1(Q) n—1—1 n—i—j—f—l

= > =1 (49
n—i—j+1 Wit (Q) n—i—j+1 n—i—1 (49)

Aquesta cota no es pot millorar ja que, per una successié de boles amb radi tendint a
oo el quocient M;/M;; tendeix a 1.
Per j =1,
Mi41(0Q) Wis2(Q) + 25 Wi(Q)

M;(0Q)  Wina(Q) + ——Wi1(Q)

I hem acabat ja que

Wiea(Q) _ n—i-2 %Wi(Q) Skl m—i=?
Wi(Q) ~ n—i—1 — W 1(Q) i n—i—1

Observacid. Pel quocient M,,_1/M,_2 la cota és 0. A la seccié 4.5 trobarem convexos
pels quals efectivament, aquest quocient pren valors arbitrariament petits.

En resum, hem trobat cotes inferiors per a tots els quocients de la forma M;;/M;.
Llevat del cas M,,_1/M,_2, aquestes cotes sén totes estrictament positives i sén Optimes
quan j > 1.

Una qiiestio natural que es planteja és la de trobar cotes superiors. Pero és immediat
veure que aquests quocients no estan acotats per sobre. En efecte, si ) és una bola de
radi R, ja hem dit que

M;1;(0Q)  cosh’/ R
M;(0Q)  sinh/ R
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que es fa arbitrariament gran si R és prou petit.

També es pot argumentar dient que a ’espai euclidia hi ha exemples de convexos
arbitrariament petits i amb M;,;/M; arbitrariament gran. Com que en entorns petits
d’un punt les metriques de H” i de R™ sén molt semblants, hi haura convexos de I'espai
hiperbolic amb M; ;/M; arbitrariament gran.

Tot i aixi, si ens restringim a convexos grans en algun sentit, és possible trobar
algunes cotes superiors de M;;/M;.

Considerem el cas de dimensié 2. Donat un convex @ C H?, M;(0Q) és la integral
de curvatura geodesica de la vora. Utilitzant la férmula de Gauss-Bonnet, tenim que

M;(0Q) = 27 + vol(Q).

Aixi, doncs
Mi(0Q) 271+ vol(Q)

Mo (0Q) vol(0Q)
Ja hem dit que 'area d’'un convex és sempre menor que la longitud de la seva vora.
Per tant, M1(0Q)/My(0Q) no pot ser gaire més gran que 1 si el convex és prou gran.
Concretament, si (@) és una successié de convexos que tendeix a omplir el pla hiperbolic,

limw < 1.

MO(OQT) o

Definicié 4.4.1. Diem que una successié de convexos (@) de H" tendeix a omplir
I’espai hiperbolic quan U,Q, = H".

Per aquestes successions tenim les segiients acotacions superiors.

Proposicié 4.4.4. Sigui (Q,) una successid de convezros que tendeix a omplir H". Lla-

vors M (8@ )
)1 Rl <y
Z) n—00 Mn—Q(aQT) =N
. My—1(9Qr) n—1
“) nlLHOIO n—3(8Qr) o 2

Demostracio. Sabem que

Mn—l(@Qr) . Wn(Qr) + nTAanQ(Qr)

Mn—Q(aQr) W’I’L—l(QT) + nTJWn—?)(Qr)

Pero W,,(Q,) no depén de r siné que val sempre O,,_1/n. En canvi, tant W,,_1(Q,) com
Win—2(Qr) 1 W,—3(Q,) tendeixen a infinit quan @, tendeix a omplir H". Per tant

lim Mn—l(aQT) _ n—1 lim Wn—Q(Qr)

n—o00 My_2(0Qy) 2 n—oo n—l(QT)+nT_2Wn—3(Qr)_
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Tenint en compte que W,,_o/W,_1 < 2 queda provat 7). Analogament, es prova ii).

Mnfl(aQr) -~ n—1 anZ(Qr) < n—1
My5(0Qr) 2 Waa(Qr) + "PWara(@r) = 2

O

La segona desigualtat no es pot millorar com mostrem a la seccié segiient donant
exemples de successions de convexos que realitzen la cota. Les mateixes successions
mostraran que la resta de quocients M;_ ; /M, no estan acotats superiorment encara que
el convex sigui gran.

En relacié a (4.5) tenim una millora quan els convexos sén a ’espai hiperbolic (i
no en una varietat de curvatura negativa acotada). Recordem que a la definici6 1.1.2
s’introduia el concepte de A-convexitat. Una cosa a tenir en compte, i que es veu
facilment, és que per A > 1 tot conjunt A-convex esta contingut en una bola de radi
arctanh\. Per aix0, aqui només ens interessem pels valors 0 < A < 1.

Proposicié 4.4.5. Si @), és una successio de A-convexos tendint a omplir H"™, llavors

. M(0Qr)  A+n-—2
rlggo vol(0Qr) a1

Demostracié. Utilitzant (4.6) i (4.3),

: Ml(aQT) 1 WQ(QT) VOl(QT‘) n—2 A
T']Lr{.lom_th:[(QT) voloQ), S

+

4.5 Exemples

En aquesta seccié construim una familia d’exemples que mostren un comportament
extremal en molts sentits. Serviran per provar que moltes de les desigualtats que hem
vist en aquest capitol no es poden millorar.

Considerem una bola geodesica de radi r > 0 centrada a un punt O € H". Siguin P;
i Py els extrems d’un segment de longitud 2R que té el punt mig a O. Suposem R > r
i prenem l’embolcall convex de la bola Bo(r) i els punts P;, P,. Denotem Q(r, R) el
convex obtingut aixi (cf. figura 4.3). La unié de tots els segments que van de P; o P,
fins a un punt de tangencia amb dBo(r) defineix dos cons truncats, C; i Cy. El conjunt
d’aquests punts de tangencia consisteix en dues esferes (n — 2)-dimensionals del mateix
radi a contingudes en (n — 1)-plans ortogonals al segment P; P;. Si B denota la regié de
0Bo(r) delimitada per aquestes dues esferes, la vora de Q(r, R) es pot separar en tres
parts, aixo és Cq, B i Cs.

Com que dQ(r, R) no és diferenciable a tot arreu, calculem les integrals de curvatura
mitja M;(0Q(r, R)) aproximant Q(r, R) per convexos de vora diferenciable. Fent-ho aixi,
es veu facilment que per ¢ < n — 1 els vertexs no aporten curvatura mitja i tenim

M;(0Q(r,R)) = / oi(x)dz.

oQ(r,R)
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Pel cas i = n — 1, podem calcular M,,_1(0Q(r, R)) mesurant directament el conjunt
d’hiperplans de suport de Q(r, R). Com els hiperplans de suport en cada un dels vertexs
tenen mesura menor que O,_1/2, tenim

M, 1(0Q(r, R)) < / o1 (2)dz + O 1.
9Q(r,R)

Per cada r € N prenem R = e*" i considerem la successi6 de convexos Q, = Q(r,e?")
que tendeix a omplir tot H".

Proposicié 4.5.1. Els quocients de les integrals de curvatura de la successié que acabem
de definir tenen els segiients valors asimptotics

My —2(9Q(r))

r—oe M;i(0Q(r)) r=o0 M;(9Q(r))
per i, j diferents de n — 2.

Demostracio. Pel con C1, siguin ¢ i «, respectivament, la longitud de la generatriu i
I’angle que aquesta forma amb l'eix de rotaci6 Py P>. En un punt z € C, sigui p la
distancia al vertex P;. Si 2’ és la projeccié ortogonal de x sobre el segment PjPs,
podem determinar x per les seves les coordenades polars p, 01, ...,0,_o centrades a z’
dins I'hiperpla ortogonal a P; Ps. Les férmules (1.2) de la trigonometria hiperbolica ens
donen la relacio,

sinh p = sin asinh p.

Ara, C7 és parametritzat per les coordenades (p,01,...,60,_2) i 'element de volum és

dz = (sin asinh p)"~2dpde.

P

Figura 4.3: El convex Q(r, R)
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Clarament, en tot punt x € (1, la direccié de la generatriu és principal i té curvatura
normal 0. Pel teorema de Meusnier, per tota direccié ortogonal a aquesta direccié, la
curvatura normal és sin 8 coth p on (3 denota ’angle interior entre x’z i la generatriu del
con. Altre cop per trigonometria hiperbolica obtenim, cos o = cosh psin 3. Per tant, la
integral de curvatura i-essima de C és

¢ —1
M;(C) = /Sn_2/0 ( n;Q > < n—1 ) (sin B coth p)’(sin asinh )"~ 2dpdf =

i
n—i—1 S ¢
= —10n_2 cos' asin™ ™" 2a/ sinh™ =2 pdpu.
n- 0
Notem que, quan c¢ creix cap a infinit, per m > 1

C m
. cosh™ ¢
sinh™ sds ~ .
0 m

Ara, prenem R(r) = e?". Com que R, r i c sén, respectivament, els catets i la hipotenusa
d’un triangle rectangle,

2r
cosh ¢ = coshe?”/ coshr ~ ¢ "

. . . __a2r
o ~ sina = sinh 7/ sinh e?” ~ " °

Per tant, per i #n — 2,

—1—1 ) , n—i—2)(r—e")
im M;Cy = lim 2 '" "0, ,em—i-2e-nS 7 7
T roee m—l (n—i—2)

)e(

n—1i—1
= oD

Aixi, quan r tendeix a infinit,
M;(0Q) ~ M;(0B(r)).

I com que la proporcié de B(r) sobre la bola sencera tendeix a 1,
M;(0Q) ~ M;(0Bo(r)).

Amb aixo hem trobat el segon limit de ’enunciat.
Finalment, M,,_2(0Q)/M;(0Q)) tendeix a infinit ja que.

On—2 OH—Q 2r
cCoOsx-c~ ———¢ .

My —5(0Q) > My—2(C1) = — n—1

O

Fixat un € > 0, prenem els convexos Q¢ = {z € H" | d(c,Q) < €} parallels a
distancia € dels Q..
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Proposicié 4.5.2. Peri,j=0,...,n—1

lim M;(0Qy) icoth”™ e+ (n —i—1)coth’e
r—oco M;(0Q%)  jcoth’ 2e+ (n—j — 1) coth e

Demostracid. Utilitzem la férmula de Steiner per a les integrals de curvatura mitja
(1.12)

n-1 )‘1 -1 ( not >M;€(8Qr)¢ik(€)

1 )‘1 o1 < ot >Mk(3Qr)¢jk(€)

3
|

n—1

< " ! >Mn2<aQr>¢i,n2<e) ( j )@»n?@
(

= lim =
r—00

”Zfl )Mn—Q(aQr)¢j,n—2(6) . ( " ; : >¢j’”_2(6)

on

—9 . . —9 . .
Gin—2(€) = ( 7;_ ) ) sinh" " e cosh’ ! € 4 ( " ; ) sinh" "2 e cosh ¢

O

L’interes d’aquests exemples rau en el fet que mostren que els quocients M;, ;/M;
només es poden acotar superiorment en els casos que recull la proposicié 4.4.4. També
mostren que la desigualtat i) d’aquesta proposicié no es pot millorar. A més, veiem
que I'inic quocient M;;/M; del qual no hem trobat cap cota inferior no nul-la ( ¢ =
n—21ii+j =mn-—1), pot prendre, efectivament, valors arbitrariament petits. Més
concretament,

Corollari 4.5.3. Pertot1 < L < oo, existeix una successio de convezos (Q,) expandint-

se per tot H™ tal que
lim 2i0G@r)
r—oo M;(9Qr)

llevat dels casosi=n—11ij=n—2,n—3. Pertot 0 <d <1 existeix una successio
de converos (Q,) expandint-se per tot H™ tal que

lim Mnfl (8Qr)

=9.
r—=00 n—2(aQr)

Pertot 1 < a < "T_l existeir una successio de converos (Q) exrpandint-se per tot H"

tal que

lim 7Mn_1(8QT) =«

r—0oo n—3 (8Qr)
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Demostracio. N’hi ha prou amb estudiar els rangs de les funcions

£i(e) icoth™2e+ (n—i—1)coth’e
ii(€) = . —.
Y jeoth! 2 e+ (n—j —1)coth’ e

En efecte,
fn—l,n—2 ((07 OO)) = (07 1)
fn—l,n—3 ((07 OO)) = (1’ nol

2
fij ((07 OO)) = (1300)

per la resta de valors de i i j. Aixi doncs, pels valors no extrems de L, § i o, hi ha un
e > 0 tal que QF és la successi6 de convexos buscada. Per L =00, =00a = (n—1)/2
prenem la successio €, = 1/m i una successié r, tal que, pels i i j corresponents,

)

M;(0Q;m) 1
M;(0Q5m) fij(em) m
Finalment, els quocients tendeixen a 1 per exemple si @), és la bola de radi r. ]

Aixi, de totes acotacions que hem provat, les tiniques que poden no ser optimes sén
les de la segona part de la proposicié 4.4.3 i la de la primera part de la proposicié 4.4.4.
De tots aquests, el cas més interessant és el de ’acotacié

M;(0Q) S n= 2
vol(0Q) ~ n—1

m(n—2)

=) ial.

Recordem que només hem trobat exemples apropant-se a

Finalment, les successions Q¢ també proven que les desigualtats (4.3) per al limit
del quocient vol(@)/vol(0Q) en successions de A\-convexos sén optimes. En efecte, fixat
0 < A <1, prenem € > 0 tal que tanhe = A. Llavors, Q5. té vora amb curvatura normal
major que A a tot arreu i hem vist que

vol(Q5) A

vy vol(0QS) n—1

Amb aix0 es generalitzen a dimensi6 arbitraria els resultats de [GR85] i [GR99].

106
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Geometria integral d’horosferes i
equidistants

5.1 Introduccié

Fins aqui hem estat parlant de les férmules cinematiques que involucren plans (i sobretot
hiperplans) totalment geodésics. També sabem que existeixen férmules cinematiques
analogues on es substitueixen aquests plans per subvarietats compactes. Aixi, tenim
férmules cinematiques per hiperplans i també per esferes. Aixo pot resultar prou sa-
tisfactori en geometria euclidiana ja que aquestes sén les hipersuperficies interessants
de l’espai euclidia. Pero ja hem dit que en geometria hiperbolica existeix una mena de
buit entre els hiperplans geodesics i les esferes. Recordem que mentre els hiperplans
tenen curvatura normal 0, la curvatura normal de les esferes a H" és més gran que
1. Aquest buit és omplert per dues classes d’hipersuperficie que sén les horosferes i
les equidistants. Recordem que hiperplans geodesics, esferes, horosferes i equidistants
sén els quatre tipus d’hipersuperficies umbilicals de I’espai hiperbolic. Ja hem dit que
les horosferes s’obtenen en allunyar infinitament el centre d’una esfera d’un punt fixat
d’aquesta i tenen curvatura normal constant 1. Per la seva banda, les equidistants sén
el lloc geometric dels punts a una distancia fixa d’un hiperpla i tenen curvatura normal
constant menor que 1. Tant les horosferes com les equidistants son hipersuperficies no
compactes, per tant no se’ls poden aplicar les formules cinematiques de Poincaré ni de
Blaschke.

Es natural doncs, buscar férmules cinematiques per a horosferes i equidistants de H".
El mateix Santal6 va comencar a fer-ho per les horosferes a H? i H? (cf.[San67, San68]).
Recentment, Gallego, Martinez Naveira i 'autor (cf. [GNS]), han estes els resultats a
horosferes de dimensié arbitraria. Les idees basiques, ja presents en els treballs de San-
tald, sén aproximar les horosferes per boles de radi cada cop més gran i utilitzar el
fet que la geometria intrinseca de les horosferes és euclidiana. Finalment el teorema
de Gauss-Bonnet en espais euclidians permet obtenir la mesura d’horosferes que tallen
un conjunt h-convex o convex respecte horosferes. En aquest capitol continuem aquest
estudi donant férmules cinematiques que serveixen també per hipersuperficies equidis-
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tants. Concretament, trobarem férmules cinematiques per hipersuperficies totalment
umbilicals de H™ de curvatura normal A\ arbitraria. Aixi, per A = 0 recuperarem les
formules per hiperplans geodesics, per A > 1 tindrem el cas de les esferes que es dedueix
de les formula cinematiques de Poincaré i Blaschke, i per A = 1 recuperarem els resul-
tats de [GNS]. Finalment, el cas nou és el de 0 < A < 1, on les férmules involucren
hipersuperficies equidistants.

A continuacid, utilitzarem les férmules per horosferes per deduir certes propietats
dels dominis horociclicament convexos. També ens ocuparem de ’esperanca del volum
del tall d’'un domini amb una equidistant o una horosfera aleatoria. Veurem que igual
que pels hiperplans geodesics, aquesta esperanca esta acotada superiorment.

5.2 Definicions 1 mesures invariants

Recordem que un punt d’una hipersuperficie es diu umbilical quan la curvatura normal
és la mateixa en totes les direccions d’aquest punt. Una hipersuperficie tal que tots els
seus punts siguin umbilicals s’anomena totalment umbilical. En ambients de curvatura
constant, les hipersuperficies totalment umbilicals tenen la mateixa curvatura normal
a tots els punts (cf. per exemple [dC92]). D’altra banda, aquestes hipersuperficies sén
la vora d’una regié convexa. Prenent el vector normal unitari que és interior a aquesta
regio, la curvatura normal sera sempre positiva.

Definicié 5.2.1. Per A > 0, una hipersuperficie completa totalment umbilical amb
curvatura normal A s’anomena \-hiperpla de H™. Denotem ﬁﬁ_l el conjunt de tots els
A-hiperplans de H".

Aquesta definicié inclou, per A = 1, horosferes, i per A = 0, hiperplans geodesics. El
cas A > 1 conté les esferes de radi arctanh(1/)). Per A < 1, el tub a distancia arctanh\
al voltant d’un hiperpla geodesic té dues components connexes cadascuna de les quals
és un A-hiperpla. Amb aquesta descripcié queda clar que E,);_l és espai homogeni del
grup d’isometries G per cada A.

Un fet important que es pot veure amb ’equacié de Gauss, és que amb la metrica
induida per H", un A-hiperpla és una varietat de Riemann completa, simplement connexa
i de curvatura seccional constant A2—1. En particular les horosferes sén espais euclidians
i les equidistants de curvatura normal A sén espais hiperbolics de curvatura seccional
A1

Observacid. No és dificil veure que en el model de I’hiperboloide, els A-hiperplans sén
interseccions de H"™ amb hiperplans afins del tipus

{z € R | L(z,y) = —A}

on L(y,y) = 1.

Ara introduim un analeg dels A-hiperplans per codimensions més grans. Com que
un r-pla geodesic L, C H" és isometric a H", té sentit parlar dels A-hiperplans de L,.
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Definicié 5.2.2. Un A-hiperpla d’algun (r + 1)-pla geodesic a H" s’anomena r-pla
A-geodésic. Definim £ com el conjunt de tots aquests r-plans A-geodesics.

Tot r-pla A-geodesic esta contingut en un tnic (r + 1)-pla geodesic. D’altra banda,
es pot veure que també esta contingut en un sol A-hiperpla.

El grup d’isometries G actua transitivament sobre £. En efecte, sabem que actua
transitivament sobre els (r + 1)-plans geodesics. El subgrup d’isotropia d'un d’aquests
plans és com el grup d’isometries de H™! per tant actua transitivament sobre els \-
hiperplans que conté. Aix{ doncs, prenem 1'(r 4+ 1)-pla geodesic L,11 que passa per eg
i és tangent a (eq,...,ey11). Fixem L} I'r-pla A-geodesic per eg, contingut a L, i tal
que e,11 és el normal en ey que apunta a la convexitat de Li‘. Sigui Hﬁ‘ el subgrup de
les isometries que el deixen invariant. Ara, £} s’identifica amb I’espai homogeni G/H,).
Aixd defineix una projeccié ) : G — L.

Proposicié 5.2.1. Per 0 < X\ # 1 [’espai .C? admet una métrica semi-riemanniana

(, )7)) invariant per isometries. Aquesta métrica és tal que

T r+1 7 r+1 ) n
Ay * A (W, = Awp) ® (W] — Awp) , . . ,
CONERIED PR v Y wew - Y wew
=1 1<i<(r+1)<j<n j=r+1

(5.1)
Per tot A > 0 ’espai £? admet una mesura dL? invariant per isometries que ve definida
per
T n
A A 1 h j k
(m) L) = N (wp™ = dwf) A A i AN (5.2)

h=1 1<i<(r+1)<j<n k=r+1

Demostracid. Busquem la part vertical de 7). Sigui ¢ una referéncia tal que 7(g) = L.
Es clar que si g és una altra referéncia amb

9o = 90 <§17""§r>:<glv"'vgr> <§r+27"'7§n>:<gr+27"‘79n>

llavors m(g) = 7} (g). Per tant, vf €kerdr) sil1<i,j<ror+2<i,j<n. Prenem
z(t) la geodesica de L} que surt de go amb direccié g; (1 < i < r). Elevem z(t) a una
corba g(t) C G tal que 7 (g(t)) = L. Com que totes les curvatures normals de L} sén
A,

Vg 9r+1 = Agi-
Per tant 0 = d7(¢(0)) = dm} (v + A ™) i tenim
ngH:kerdw,),‘:<vé+)\v:+1]i:1,...,T>€B<UZ|1§i<j§ror+2§i<j§n)
i 'ortogonal respecte la metrica a G és

(T,gH)* = (kerdm))™ = (™ 4 i |[i=1,...,0) @ @Wh |h=r+1,...,n)@

e [1<i<r+1<j<n)
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Aixi, dotem £ de la metrica (1.6) de G restringida a (kerdr})*. L’expressié (5.1) és
aquesta restriccié ja que s’anul'la sobre ker d7r,f‘ i coincideix amb la metrica de G sobre la
base de (ker d7})t. Aquesta metrica és constant sobre les fibres i és invariant perque la
metrica de G és bi-invariant. D’altra banda, la forma (5.2) defineix una mesura invariant
a l’espai de A-plans de dimensié r ja que és tancada i producte exterior d’1-formes nul-les
a gH (cf. [San76, p.166]). O

Observacid. Notem que de 'expressié (5.2) es dedueix que

AL} = dLjy,yp, AdLyrgy (5.3)

A
[r+1]r
continguts al (r + 1)-pla geodesic Ly41.

on dL,41 és la mesura de L£,4; i dL denota la mesura de r-plans A-geodesics

En coordenades polars, la mesura de A-hiperplans és

AL}, = (cosh p — Asinh p)"~tdpdS™~1 (5.4)
on p és la distancia de 'origen a Lé_l,
la regi6 convexa delimitada per L) .

presa amb signe negatiu quan ’origen és fora de

5.3 Volum d’interseccions amb plans \-geodesics

En aquesta secci6 es generalitza a plans A-geodesics la férmula (2.8) pel volum promig
d’interseccié amb plans geodesics. Comencem pel cas de codimensio 1.

Proposicié 5.3.1. Sigui S una subvarietat compacta de dimensié ¢ a H", de classe C'
a trossos, possiblement amb vora. Llavors

/ vol,_1(L)_y N S)dL)_; = % -voly(S).
E’\

n—1 q

Demostracidé. Considerem la varietat
E(S)={(Ly_1.p) €Ly 1 xS |peLy NS}

Quasi per tot (L}_;,p), i.e fora d’un subconjunt de mesura nulla de E(S), la interseccié
L) 1 NS és una subvarietat de classe C! en un entorn de p. Denotem dx,_1 'element
de volum d’aquesta subvarietat. Ara,

J;

n—1

voly_1(L)_y N S)dL)_; = / dag_1 ALY,
E(S)

on dL)_; denota l’element de volum de £ _; i també el seu pull-back a E(S). Consi-
derem ara,

G(S) :{QEG ’ g0 GSﬂLT);fl g1y --5,99-1 ETQO(S) gq+17-~-7gn—1—]—TgoS}
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i la projeccié 7 : G(S) — E(S) que envia la referéncia g a (7 _,(g), go). Aixi,

q—1 n—1 qg—1 q—1 n—1
™ (dzg_1 AdL)_;) = /\ Wl AWB A /\ (W= Iw}) = /\ Wi AWP A /\ wi' A /\ (W = Aw})
h=1 i=1 h=1 i=1 i=q

Donat g € G(S5), prenem g € G(S5) tal que

Go=90 - Gg—1=9g-1 1 g€ TyS
Pero per tot v € T4G(S),
wh(v) = (v, v) = (dmv, g;) = 0 g<i<n
wh(v) = (v, vp) = (dmo, gi) =0 ¢ <.

Llavors,
n

wg = Z<§iagn>wé = <§q7gn>wg
i=q
n .
wg = Z<§ivgq>wé = <§qagq>wg
i=q

Com que treballem amb mesures no ens cal vigilar els canvis de signe i podem escriure
q—1 n—1

™ (dzg_1 AdL)_1) = (Gg> Gn) /\ Wi ANTEA /\ wi = |sinf|dzy A du (5.5)
h=1 i=1

on du és I'element de volum a S™~! corresponent al vector normal a L;\L_l en x, drg
correspon a ’element de volum de S i 6 és ’angle entre S i Lﬁfl en z. Integrant els dos
membres de (5.5) obtenim

/ dxq_lAdLg_lzf ﬂ*(da:q_l/\de;_l):/ ysinaydu-/dxq.
E(S) G(S) sn—1 S

Finalment es calcula que

/ |sin@|ds™ ! = %.
S§n—1 Oq

Considerem el cas de plans A-geodesics de codimensié més gran.

Proposicié 5.3.2. Sigui S una subvarietat compacta de dimensid q¢ a H", de classe C!

a trossos, potser amb vora. Llavors sir+q>n

On to OnfrflorJrqfn
O, -+~ 000,

/ vol, g n(L2 N S)AL} = -voly(9).
A

T

111



Capitol 5. Geometria integral d’horosferes i equidistants

Demostracié. Usant (5.3) i la proposicié anterior,

/ Vol g_n (L} N S9)AL) = / / Vol g (L N SY)ALY | 1y, dLpy1 =
L3 Lria E[Ar+1]r
_ Or—i-lo’r—i-q—n

0 / VOly 4 14g—n(S N Lyy1)dL,41.
r+1+g—n £r+1

La formula per la integral dels volums d’interseccié amb plans geodesics (2.8) déna

On to On—’r—lor—f—l—f—q—n
vol, 2SN Lyy1)dLyqq = vol, (S
/ﬁr+1 +1+g-nl +1)dLr4 Ori1 01000, 4(S)

O

Notem que per A = 0, aquestes férmules coincideixen amb (2.8) llevat d’un factor
O, —r_1. Aixo és coherent amb el fet que, fins i tot per A = 0, I'espai £ és un fibrat
de base £, i fibra S""~!. En efecte, per cada 7-pla geodesic L, considerem el tub
a distancia ¢ = arctanh). Obtenim una hipersuperficie de ‘revolucié’ formada per r-
plans A-geodesics. Ara, el vectors normals unitaris a L, en un punt fixat estan en
correspondéncia amb els r-plans A-geodeésics que formen el tub.

Per r + ¢ = n, tenim la segiient férmula de Cauchy-Crofton

Opn-+Opeypy10p_p_

#(L) N §9)dL) = —n et ol,(S)

A O, -0

En particular, la integral del nombre de punts d’interseccié de A-hiperplans amb una

curva és 4/(0y—1 ... O2) vegades la seva longitud. Quan A = 1, aixd conicideix amb un

resultat de Santal6 pels casos n = 2,3 i de Gallego, Martinez Naveira i 'autor per n
general (cf.[San67, San68, GNS]).

5.4 Integrals de curvatura mitja d’interseccions amb plans
A-geodesics

Ens proposem generalitzar la proposicié 2.2.4 canviant els plans geodeésics per plans
A-geodesics. En efecte, donada una hipersuperficie S C H", la interseccié S N L;\ és,
quasi per tot L?, una hipersuperficie de Lf). Té sentit considerar el valor de la integral
de curvatura mitja M;(S N Li‘) d’aquesta hipersuperficie . A continuacié calculem la
integral d’aquest valor quan L,): es mou sobre totes les posicions que tallen S.

Sigui L = L%_l un A-hiperpla que talli S. Si 7,5 i TpLg_l sén transversals en
pE Lf‘hl, llavors C = L N S és, almenys localment, una subvarietat de codimensié 2.
Les segones formes fonamentals d’aquestes subvarietats son formes bilineals simetriques
donades per
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hr : (TyL) x (TyL) — (T,L)*  VxY = VLEY +h(X,Y)
hs : (TpS) x (TpS) — (T,S)t  VxY = VY +hg(X,Y)
he : (T,0) x (T,0) — (T,0):  VxY = V{Y +he(X,Y).

on VM denota la connexié de la subvarietat M. També podem considerar la segona
forma fonamental h% (o h2) de C' com a subvarietat de L (o de S). Clarament,

he(X,Y) = hE(X,Y) + he(X,Y) = h3(X,Y) + hs(X,Y) (5.6)

Orientem S i L) _; respectivament pels normals unitaris Ng i Nz. Per X,Y € T,C
es té
hs(X,Y)=10Is(X,Y)- Ng hp(X,Y)=10I.(X,Y)-Np

on g i [}, sén formes bilineals de T,,S i T, L, respectivament, amb valors reals. D’altra
banda, per alguna forma bilineal I é de T,,C amb valors reals

hé(X,Y) = IH(X,Y)Ne

on hem pres N¢ € T, L normal a C, unitari i de forma que (N¢, Ng) > 0. La segiient
proposicié és una generalitzacié del teorema de Meusnier.

Proposicié 5.4.1. Amb les notacions anteriors
IIs = cos O, + sin 0I5
on 0 és l’angle entre Ny, i Ng.
Demostracio. Utilitzant (5.6),
Is(X,Y) = (hs(X,Y), Ns) = (ho(X,Y), N) = I4(X,Y){No, Ne)+I1(X,Y)(Ny, Ns)
O

Com que L = Lz_l és totalment umbilical amb curvatura normal A, clarament
II;, = \id i podem expressar I é només en termes de la restriccié de g a T,C

g As A
€7 sinf® tanf’

(5.7)

Per evitar confusions establim la segilient notacié. Donada una forma bilineal simetrica
(amb valors reals) p de rang r, denotem

on ki ...k, sén els valors propis de i fj és el polinomi simetric elemental d’ordre j.

113



Capitol 5. Geometria integral d’horosferes i equidistants

Recordem que
T

det(p +tId) = > fi(k1, .. k)™
§=0

Amb aquesta notacio, la j-éssima curvatura mitja af () de la hipersuperficie S en un
punt és o;(Ig).

Proposicié 5.4.2. Les curvatures mitjes O’k(][é) de C' com a hipersuperficie de L estan
donades per

n—10—2 n—2

on ﬂ;ﬁ és la restriccio de g a P ="T,C.

p_ycosk=to

)\k:—l ﬂ-S
sin® 0 ou(Tp)

(=1)

Demostracio.

— ta/I\19)Id: sir110(j[1§ + (tsin® — Acos0)Id)

. 5
I tld = —— t
¢+ sin9+(

Prenent determinants

n—2

_ . 1
> < n-2 > Onj_o(IE) = det(Ic+tId) = Wdet(ﬂﬁ—k(tsin@—)\cosmld) =
—

J sin

n—2
= %29 Z ( " 2 ) On—i—o(I2)(tsinf — Acosh)’ =
sin

. 1
=0

%

n—2
1 n—2 s i o
= E . _io(ll g } —1)" TN cos' I Osin Ot =
sin” 24 i:0< 1 )Jn i~2(Tp) <J )( ) cos S

7=0
n—2 1 n—2 ; , )
T Lggni2g R 1IN eogi—d R
S (S0 (777 ) coatin )

El segiient lema és una generalizacié de (1.2.1).

Lema 5.4.3. Sigui S una hipersuperficie d’alguna varietat de Riemann n-dimensional
1 sigui Il la segona forma fonamental de S en un punt x. Per tot subespai vectorial P
de T,.S de dimensid i, denotem Il|p la restriccié de I a P. Llavors, per j <i<mn—1

1
) = G D) /(;@-,TQCS) 75 (I|p)dP.
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Clarament o;(I|p) és una generalitzacié del concepte de curvatura normal. D’altra
banda, si una altra hipersuperficie L interseca S ortogonalment en z de forma que
T,LNT,S = P, per la proposicié 5.4.1, II|p és la segona forma fonamental de S N L en
x com a hipersuperficie de R. Per tant, o,.(@[p) és la r-essima curvatura mitja de SN L.

Demostracié. El cas j =i és la coneguda proposicié (1.2.1). Per j < i ens podem reduir
al cas anterior com segueix

/ o;(I|p)dP = / <vol<G<j,z'>)—1 / aj<zr|l>dZ> dpP =
G(i,TxS) G(i,TxS) G(4,P)

= vol(G(j, i))l/ / oj(I|;)dPdl =
G(joIS)) G(if.jvll)

= vol(G(5, 1) ol —jon =i = 1) [ oyl =
G(5,Tx9))

= vol(G(4,1)) " Ivol(G(i — j,n — j — 1))vol(G(j,n — 1))o; (II)
O

Donada una hipersuperficie S C H", per quasi tot A-hiperpla Lﬁ_l, la interseccié
L) ;NS és una hipersuperficie diferenciable de L} ;. En aquests casos, té sentit consi-
derar M;(L}_, N S), les integrals de curvatura mitja de L} _; NS com a hipersuperficie

de L) .

Proposicié 5.4.4. Si S és una hipersuperficie de H™ llavors la integral sobre tots els
hiperplans A-geodésics de Mi(Lf‘l_l N S) és un polinomi en A2 amb coeficients mailtiples
de les integrals de curvatura mitja M;(S). Més concretament,

[i/2]
[ M N S)ALY = 3 N a(S).
n—1 =0

on

<n—j+21—2><n—2)
o\ m—j-2 j =2 ) On20n 1200
no—

7 ( n—2 ) On—j—109

J
Per A = 0 recuperem la férmula (2.2.4) pero, altre cop, amb un factor O,,_,_1 de

més.

Demostracié. Denotem C' = L) ; N S. Utilitzant 'expressi6 (5.5)

/ /O']C dx dLQ_lz// Siné?ajcduda?.
cx_ Jeo s Jsn—1

115



Capitol 5. Geometria integral d’horosferes i equidistants

Per la proposici6 5.4.2, si Hf, és la restriccié de IIg a P =1T,C),

(n—2>/ Sinﬁajcdu:
] S§n—1

sinf & n—i—2 n—2 i g
- /Sn—l sin’ 0 ;( n—j—2 > ( i > (=1)7"" cos”" ON "0y (I p)du

que, prenent coordenades polars a S*1, és igual a

j .
:Z(nﬂ»_2><n_2> / / 5 o8/~ 0N oy (Ip) sin" ™ 6P =
. n—j—2 sn—2 Jo SlIl

J .
n—i—2 n—2 (T . ey
— 1\t yJ—t oan—j—1 Jj—1 (s
2 < n—j—2 ) ( ; > (—=1)77"'X /0 sin 0 cos’ " 6d0 /8"2 o;(Ip)dP.

Utilitzant el lema 5.4.3 obtenim la férmula buscada. Les constants es calculen facilment.
O

Corolllari 5.4.5. Perj <r—1

[5/2]
My(LY N S)AL} =)~ oty N Mo ()
Ly 1=0
on

(r—j+2l—1 > ( r—1 )
o r—j—1 J=20 ) Opna...00 4+ 10n_j4a
Ljr < r—1 ) OT—2 e OlOT—jOQZ )

J

Observacio. Per j = 0 recuperem el cas ¢ = n — 1 de la proposicié 5.3.2.

Demostracio. 1 expressi6 (5.3) per dL} déna
M;(L} N S)dL) = / / M;(Ly N S)dLy. 3, Ly 1
L:A r+l [ r+1]r

que, per la darrera proposicid, és igual a

[5/2]
/ Z G TNIM; (SN Lyyr) | ALy
Lr+1

Finalment, la formula de reproductibilitat de les integrals de curvatura mitja per talls
amb plans geodesics de la proposici6 (2.2.4) déna

[J/2 [5/2]

o .0 O
T*lﬂ/ (SNLy41)dL e PINH 2 e IR ().
o 2 r+1 r+1 — Z OOOr 421 J 2( )

O
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Aquestes férmules no tenen un aspecte simple ni elegant precisament. Tot i aixi, és
interessant fixar-se que tots els coeficients sén positius. Aixo vol dir que si una superficie
té totes les integrals de curvatura mitja positiva, com és el cas de les vores de conjunts
convexos, llavors totes les integrals que hem considerat sén positives. Aix0 no era clar
a priori ja que, per exemple, el tall d’un hiperpla A-geodesic L;\Lfl amb un convex pot

no ser convex dins L) ; = H* L.

5.5 Mesura de plans \-geodeésics que tallen un domini
A-convex.

A continuacié generalitzem les férmules (2.10) i (2.11) substituint els plans geodesics
per plans A-geodesics. Es a dir, expressarem la integral de la caracteristica d’Euler de
la interseccié de plans A-geodesics amb un domini de H™ en termes de les integrals de
curvatura mitja de la seva vora i en termes del seu volum.

Teorema 5.5.1. Sigui Q@ C H"™ un domini compacte amb vora diferenciable. Per r
parell

Op1- Oy r
/Q X(@NINALY = (X* — 1)7/2=2 S V(@+

0, -0y
r/2 [r/2

(070 ) g 02 - DN a4 (00)
— \ =\ 20—1 ) 0210, i=g2i=Lr T ’
j=1 \i=j

1 per r senar

/ X(QN L)ALy =
Ly
(r=1)/2 [(r=1)/2 (

r—2i—1

r—1 2 n 2 5 2i—2j )
2 )mcij,%,ro‘ - 1) A M>;(0Q).

=2 | X

§=0 i=j

Demostracio. Sabem que cada L? és una varietat simplement connexa de curvatura
seccional constant A2 — 1. Ara, per tot L? que talli @), el teorema de Gauss-Bonnet en
espais de curvatura constant A\> — 1 diu que, per r parell,

r/2 ) o
T — T 2 \(r=29) /2 A
’ Z1 < 2i—1 > 0210, 2; (A= 1) My;—1(0Q N Ly);
i per r senar,
(r—1)/2
O, A r—1 O, 2 (r—2i-1)/2 7 N
5 (QQLT)— Zz:% < % >m()\ —1) MZz(aQﬁLT),
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Integrant respecte L7, en el cas parell

& [ @i =2 - [ vignidan+
2 Jea LA

r/2

r—1 (@) 9 o

. S — T O 20/2/ Mo LML
+;(22_1)O%_10T_2i< ) [ Maonar)

i pel corollari 5.4.5 i la proposicié 5.3.2,

@ [ @nrharr =2 -1)
2

r/2 On—l t On—r—l
Or—1---0g

i—1
r=13_ O o o202  SLNECITA
+ Zl ( 2i—1 ) 0210, _2; A=) — C2i-1,A M;—21-1(0Q)

i reordenant els sumatoris obtenim la formula buscada. En el cas senar procedim
analogament. ]

V(Q)+

Per A=11ir =n—1 obtenim la integral de la caracteristica d’Euler de les intersec-
cions amb horosferes (com a [San67],[San68] i [GNS]).

Observacid. Aquests resultats sén especialment interessants en el cas de dominis A-
convexos (cf. definicié 1.1.2). Es facil veure que si un domini Q és A-convex, llavors
L} N Q és contractil per tot L. Per tant, les férmules anteriors donen la mesura de
r-plans A-geodesics que tallen Q). Per exemple, la mesura de plans A-geodesics a H? que
tallen un A-convex és

/ AL} = 20M,(9Q) — (1 — X)WV (Q).
LINQ#D

Per simplificar podem enunciar el segiient corollari.

Corollari 5.5.2. La mesura del conjunt dels r-plans \-geodésics que tallen un domini
A-conver Q C H™ és combinacid lineal de les integrals de curvatura mitja de 0Q i, quan
r és senar, del volum de Q).

5.6 Dominis h-convexos

Per comoditat denotem per H I'espai de les horosferes que fins ara denotavem L1 ;. A
partir d’aqui, parlarem d’horoboles per referir-nos a la regié convexa delimitada per una
horosfera. FEn general denotarem per H les horoboles de forma que una horosfera sera
OH. En aquesta secci6é ens proposem mesurar el conjunt d’horoboles que contenen un
domini h-convex. Aix0 ens donara com a resultat algunes desigualtats interessants per
a dominis d’aquest tipus.
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Comencem observant que de l’expressié (5.4) es dedueix que la mesura total d’horo-
boles que contenen un punt p és finita. En efecte, aquesta mesura és

/ / e Pdpdu = O,
sn=1.Jo

Ens proposem determinar la mesura de les horoboles que contenen totalment un domini
h-convex (). Notem que aquesta mesura és la diferencia entre la mesura de les horoboles
que tallen @) i la mesura de les horoesferes que tallen Q.

Recordem que la férmula cinematica fonamental (2.2.6) a H", donats dos dominis
Qo 1 Q1, estableix per n parell

On
+ Op—1--- 01 (V(Q1)x(Qo) + V(Qo)x(Q1))+

/G (@0 N gQu)dK = —2(—1y2 9Oty gy, +

n—2

+Op_g--- 01% Z < hi 1 > My (0Qo)My—2—1(0Q1)+

n/2—2

ey ((n—1\n-2-2 2
+On—2---01 ; (—1) < 9 + 1 ) O s O s

2i+1
n—2 < n 1 ) O2p—h—2i—2 On

(h+1)On—p O2i4h—nt2

My, 2 1 (0Q0) Mp42i+2-—r(0Q1)

i per n senar

/G (@0 N QK = Oy - 01 (V(Q1)x(Qo) + V(Qo)x(Q1)) +

n—2

1
+Op_g--- 015 hz(:) < hi 1 > Mp(0Qo) My—2—1r(0Q1)+
(n—3)/2 .

. —1\n—2t1—1 2
e )2y (1 .
T On—z--O1 ; (=1) 2i On—2i—1 Op—2i—2

21
> Lo )onen o, My-2-n(0Q0) Mas2i41-n(0Q1)

h=n—2i—1

Analogament a com es feia a [GNS], prenem ) una esfera de radi R i normalitzem fent
dS, = dK/(Oy_a---Ogvol(S,)). D’aquesta manera dS, = dL) ; on A = cothr. Es
clar que lim, dS, = dH. Aixi, la integral de x(Qo N H) per totes les horoboles H que
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tallen (g s’obté dividint les expressions anteriors per (Oy,—2 - - - Og)vol(S,) i fent r tendir
a infinit. Tenint en compte que lim, M;(S,)/vol(S;) = 1 obtenim, per n parell

On-1 1

[ @00 M)A = (1) PV (Qo) + O (= x(Q)+
1 n (n/27i71) n—1 n—2—2 2
T Z < h+1 ) M;(0Qo) + Z =1 2i+1 ) Opni—z On-2i2
h=0 i=0
21 +1
n—2 ( n—h-—1 ) 02n7h72i72 Oh ur (aQ )
i (h+1)On—n Onishonia TV
i per n senar
[ @i = 0, (S x@0)+
H n—1
n—2 (n—3)/2 ,
1 n ; n—1\n—2i—1 2
- M -1 (n—2i—1)/2 ' .
T hZO< h+1 ) H(0Q0) = 1) 2i On-2i-1 On—2i—2
21
n—2 < e h—1 > O2p—h—2i—1 on ., oo
(h+1)0y 1 Ositnmpr o "

Per altra banda, la integral de la caracteristica de la intersecci6 de Qo amb les
horoesferes OH és

[(n—2)/2]
-2 1
/ X(QoNOH)dH =2 < n2h > mMn—Qh—Q(aQO)-
H h=0

Si suposem que Qg és h-convex, totes les interseccions sén contractils i les caracteristiques
d’Euler sén totes 1. Aixi, restant obtenim la mesura d’horoboles que contenen Qg. Com
que les férmules s6n molt complicades donem els resultats en dimensions n = 2,3,4,5 i
6.

m=F—-L+2r n=2

m=My— M +27r n=3

1 3 1 2

=—-Mo+ =M —My— -V+7® n=4

m 3 0—1-2 1 2 2V+37r n
2,

m:—M1—|—2M2—M3+§7T n=>5

1 5 5 1 3
=——M —M; —2M —Ms — M S =6
m 5 0-1-8 1 2+2 3 4+57T —1—8 n
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Totes aquestes quantitats m sén positives suposant h-convexitat. Aquesta acotacié és
optima: per una successié d’esferes que omplen una horobola tendeixen a 0. De fet, és
clar que per tota successié d’h-convexos amb diametre tendint a infinit, aquestes mesures
m han d’anar cap a 0. Una cosa important és que m és decreixent en ’espai d’h-convexos.
Aixi, el valor de m sempre és inferior al seu terme independent. Una conseqiiéncia més
forta és que si Br és una bola que conté () i B, n’és una de continguda a @),

m(Br) <m(Q) < m(By).
Els casos n = 2 1 3 sén realment interessants
0<L-F<27 0< M; — My <2m.

Es va veure a [BM99] que per tota successié d’h-convexos que tendeix a omplir H",
els quocients M; /My tendeixen a 1, de fet aixd també és cert en varietats de curvatura
negativa acotada (cf. [BM02])). A H? i H? hem vist quelcom més fort que aixo. Si (Q,)
és una successié de dominis h-convexos tendint a omplir H?2, llavors

Mi(0Q) — Mo(9Qy) = F(Q,) + 27 — L(9Q,) = m(Q,) S m(B,) — 0 r— oo

on B, és el cercle més gran contingut a Q,. Que és més fort que M, /My — 1. Pel que
fa a H?3,

My(0Q,) — M1(0Qy) + 27 = m(Q,) < m(B,) — 0 r — 00

on B, és la bola més gran continguda a @,. Altre cop aixo implica M7 /My — 1.

Observacio. Crida forca 'atencié el fet que, per h-convexos a H?, L — F és decreixent.
Ens preguntem si és cert en general que My — (n — 1)V és decreixent en l'espai dels
dominis h-convexos de H".

5.7 Esperancga del tall amb A-plans

Aqui provarem resultats analegs als de la secci6 4.3. Es a dir, donarem cotes superiors
per a ’esperanca del volum del tall d’un A-convex amb un A-hiperpla aleatori.

Donat un domini A-convex @ C H". Considerem la variable aleatoria consistent a
prendre, a 'atzar, un A-hiperpla szl que talli Q) i mesurar el volum d’aquest tall. Per
les proposicions 5.3.1 i 5.5.1 aquesta esperanca és

Jer  vol(@NLy_y)dLy_, 001 V(Q)
N B 2 o n—1
Elvol(QN Ly, _1)] = Jor X@QNLy_ALY X Mi(0Q) +cV

on el denominador del darrer terme és una de les expressions de la proposicié 5.5.1.
Igual que en el cas geodesic, per molt gran que sigui el convex, aquesta esperanca sera
sempre inferior a una cota.
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Proposicié 5.7.1. Sigui Q C B(R) C H" un domini contingut en una bola de radi R.
L’esperanca del volum del tall de Q amb un \-hiperpla aleatori esta acotada per

On 1
T+ AT+ (1= AT

Demostracio. Podem suposar que () és A-convex ja que si no ho és, ’esperanca de tall
sera més petita que ’esperanca de 'embolcall A-convex, el més petit conjunt A-convex
que el conté. Prenem un origen O interior a (). Per cada vector w unitari a ToH"
prenem la geodesica v(p) = expp(pu) i a cada p li fem correspondre el A-hiperpla Lf,‘L_1
ortogonal a v en (p) i amb la convexitat cap al canté de —7'(p). Per l'expressié (5.4)
de la mesura de A-hiperplans tenim

E[vol(Q N Ly_1)] < Evol(B(R) N L;_y)] <

ho(u)
/L* x(QNL) NdL) | = /Sn 1/}1 (cosh p — Asinh p)"tdpdu >

n—1 1(u

l2(u
/ / (cosh p — Asinh p)"~tdpdu
S§n—1

on [h1(u), ha(u)] és l'interval de valors de p dels A-hiperplans que tallen Q i [I1(u), lo(u)] =
~1(Q N~) és I'interval de parametres on v és interior a Q. Com que l1(—u) = —la(u)
la darrera integral és

lo
/ / (cosh p — Asinh p)" ™! + (cosh p + Asinh p)"~tdpdu.
§n—1

Per altra banda, el volum de @ expressat en coordenades polars és

l2(u)
= / / sinh™ ! pdpdu.
sn=1.J0

On_ 1f0 sinh™ ! pdp
fo (cosh p — Asinh p)»~1 + (cosh p + Asinh p)»~1dp

Ara bé, estudiant la funcié

f(R) = E[vol(B(R) N Ly )] =

es pot veure que és creixent i acotada per Op,_1((1+ A"~ + (1 — A\)"1)~L. Per tant,
com que la(u) < R per tot u,

ViQ)

m—/y X(QNLy_y)dLy_; >

n—1

lo(u
> Op—1 / / (cosh p — Asinh p)" ! + (cosh p + Asinh p)"tdpdu =
Sn—1 J0

1 l2(u) . 1 l2(u) -
:/S 1m/0 sinh p dpdu>/S lm/o sinh p" " “dpdu =

_ V(B(R)
E[L} N B(R)|’

O
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