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REPORT SUMMARY

On 1967 D. Quillen introduced the notion of model category, a structure adapted
for the study of homotopical algebra. A model category structure in a given category
consists in the election of three types of distinguished morphisms, subject to certain
axioms, which allow to define an homotopy theory in the category and specific rep-
resentations of the homotopy category. Also, a structure of model category provides
with criteria for the existence and calculation of derived functors of functors defined
among categories which share the above mentioned structure. This is the context to

this report.

Regarding the model categories, we prove here that, usual categories in differential
homological algebra and in rational homotopy, such as the category of dg-modules
over a dgc-algebra, or the category of extensions of a fixed dgc-algebra have such
a structure. As an application, we prove the existence of the derived functors of

“tensorial product” and “indecomposables” (chapter II).

A particular type of models are minimal models, introduced in rational homotopy
by Sullivan. In this report we suggest a categorical definition of these models, which
includes other minimal models already written about (as, for example Tate-Jozefiak
minimal resolutions). Also, we prove the existence of these models in the category
of cochain complexes over a local ring and in the category of dg-modules over a

dgc-algebra.

The central theme in this report is the study of the structures of model cate-
gories and of minimal models in bifibred categories. We owe the definition of these
to Grothendieck. We can consider a bifibred category as a family of categories
parametrized by another category. For example, the category of dg-modules over any
dgc-algebra or the category of morphisms of dgc-algebras are bifibred categories. In
the report we prove that such categories admit a natural structure of model category

and we characterize their minimal models (chapters III and IV).

Among the diferent types of rational homotopy , Sullivan points out the formals
as the ones being determinated entirely by the cohomology algebra. This notion
derives from the existence of an homotopic obstruction to the existence of kalherian

structures on a variety. In this report we give a categorical definition of formality. This



definition, applied to the above mentioned bifibred categories, allows a generalization
of the results of Sullivan: formality of dgc-algebra morphisms does not depend on the
ground field (chapter IV, theoreme V).

The last chapter centres on the differential tor, the derived functor of tensorial
product of dg-modules and dgc-algebras. The main results are the comparison be-
tween the different definitions of this differential tor and the compatibility with the

forgetful functor and the indecomposable functor (chapter V).



CHAPITRE I. FONCTEURS DERIVES ET CATEGORIES DE MODELES.

Souvent en algebre homologique et homotopique on doit faire face a des situations
comme la suivante: pour une catégorie C on a un foncteur (de cohomologie) H , le quel
transforme certains morphismes de C en isomorphismes d’une autre catégorie. On ap-
pelle ces morphismes de C quasi-isomorphismes (quis), isomorphismes homologiques,
equivalences faibles, ... et on a besoin de traiter avec des objets de C définis a
quasi-isomorphisme pres. Une fagon satisfaisante de traiter ce genre de situations
est de regarder ces objets comme objets de la catégorie localisée de C par rapport a
I’ensemble des quasi-isomorphismes. Bref, la catégorie localisée de C par rapport a
un ensemble S de C est une catégorie Cg avec les mémes objets que C a la quelle on
a ajouté d’une fagon formelle les inverses des morphismes de S'. Dans cette catégorie
les objets définis a quasi-isomorphisme pres deviennent isomorphes. Dans le § 1 on
rappelle la définition de la catégorie localisée, ainsi que la relation avec la catégorie
mC dans la quelle on a un représentation “calculistique” (calcul de fractions) des
morphismes de Cg.

Dans ce langage, un foncteur F' : C — D est ezxact s’il transforme les quasi-
isomorphismes en isomorphismes. Equivalentment, s’il factorize a travers de la caté-
gorie Cg. Sice n’est pas le cas, pour un a € objC, on se pose le probleme de conserver
toute 'information commune aux objets Fz pour ces x € objC quasi-isomorphes a
a. Ce qui nous mene a la définition du foncteur dérivé, le quel peut étre caracterisé
par une proprieté universelle.

Dans les chapitres ulterieures nous travaillerons avec des foncteurs divers (tor
différentiel, groupes d’homotopie d’algebres ... ) définis comme les foncteurs dérivés
d’autres foncteurs (produit tensoriel, indecomposables ... ). Le contenu de § 2 a
pour objet situer cette définition. Notamment, nous voulons montrer comment cer-
tains calculs adhoc de foncteurs dits “dérivés” (par exemple, du tor différentiel) sont

des vrais foncteurs dérivés au sens de la proprieté universelle.

Les concepts de catégorie localisée et foncteur dérivé furent introduits pour les
catégories de complexes d’une catégorie abelienne par Verdier ([Ver]). Les catégories
avec les quelles on va travailler ne sont pas inclues dans ce genre de catégories. Une
possible généralisation sont les catégories de modéles de Quillen ([Quiy]). Comme dans

les premieres on a des “résolutions projectives” et “injectives” (ici appelées modeles



cofibrants et fibrants, respectivemment), notions d’homotopie et des résultats pour le

calcul des foncteurs dérivés que nous rappellons dans le § 3.

CHAPITRE II. SUR LES ALGEBRES DGC ET LES MODULES DG.

L’objectif de ce chapitre est douer d’une structure de catégorie de modeles fermée
certaines des catégories qu’on retrouve en algebre homologique diférentielle. Notam-
ment, dans le § 2, pour un corps k de caractéristique zéro et R une k-algebre,
nous douons d’une telle structure la catégorie des R-algebres différentielles graduées
commutatives (R-algebres dgc) et catégories du genre C(u) pour différents choix du
morphisme u € C, C étant la catégorie précédente (voir le chapitre I, (3.4)). On fait
la méme chose pour la catégorie des A-modules dg pour une R-algebre dgc A dans
le § 3.

Dans ce chapitre, ces structures s’appliquent en deux sens: d’un coté, comme
corollaire, on a des relations d’homotopie dans les catégories nommées (chapitre I,
(3.2)), pour les quelles on donne des objets chemin explicites. De l'autre, on dispose
des criteres dependents de la structure de catégorie de modeles, pour I'existance et le
calcul des foncteurs dérivés (chapitre I, (3.3)), qu’on applique dans le § 4 & certains

foncteurs entre les catégories nommées.

CHAPITRE III. CATEGORIES BIFIBREES.

Le langage des catégories bifibrées se montre approprié autant pour parler de for-
malité (chapitre IV) que du tor différentiel (chapitre V), problémes dans les quels
on doit travailler avec des objets appartenant a des catégories differentes, relationnés
par des morphismes qui “circulent” d’une a autre catégorie. Dit sans précision, une
catégorie bifibrée est une famille de catégories “parametrisée” par une autre catégorie.
Par exemple, on peut penser a la famille des catégories {Mdg(A)} obtenue en variant

I’algebre dgec A. Le résultat principal de ce chapitre est de douer d’une structure de



catégorie de modeles ces catégories a partir de telles structures dans les catégories qui
forment les “fibres” (les Mdg(A)) et la “base” (Adgc(R)).

Pour étre plus précis, dans le § 1, aprés avoir rappellé la définition de catégorie bi-
fibrée, nous remarquons les deux décompositions d’'un morphisme dans ces catégories
en un morphime de la fibre et un morphisme de la base, ce qui sera essentiel pour ce
qui suit, pour comparer des fleches paralleles, calcul des limites, définir les morphismes

distingués . ..

Le § 2 est destiné a I’énoncé et la preuve du théoreme nommé. Comme corollaire,
par exemple, les catégories des modules dg sur toutes les algebres dgc et la catégorie
des morphismes d’algebres dgc sont des catégories de modeles. En particulier, on a
des rélations d’homotopie et on n’explicite un objet chemin.

L’idée général de la structure de catégorie de modeles qu’on construit pour une
catégorie bifibrée est la suivante: “la base” étant une catégorie de modeles, elle a des
limites, relevements, factorisations ... Par conséquent, on commence pour résoudre
le probleme dans la base et a ’aide des foncteurs d’images directes et inverses on
“transfere” le probleme a un “fibre” adéquate. Comme celle-ci est aussi une catégorie
de modeles, la solution au probleme y existe. On construit la solution dans la catégorie
“totale” a avec la solution de la fibre et les morphismes apparus en faisant les images

directes et inverses.

Pour finir, dans le § 3, nous étudions ’existence de décompositions M2 fonctorielles
dans la catégorie Adgc(A). Pour tenir compte du fait que la fonctorialitée se trouve
autant aux “coefficients” qu’a l’algebre, on utilise une des catégories vues dans les
§ précédents: celle des morphismes de R-algebres dgc. Les mémes décompositions
fonctorielles ont une autre proprieté intéressante: elles commutent aux colimites: si
{A; — A,} est un systeme inductif de R-algebres dgc et X; — X un systeme de
A;-algebres dgc, on a

Cling 4, limy X; = ling Ciy, X,

CaX étant le modele cofibrant de A — X du chapitre II. Les deux résultats (fonc-
torialitée et commutation aux colimites) nous permetent une construction de modeles
pour les faisceaux compatible avec celles des catégories ol prennent les valeurs ces

faisceaux.



CHAPITRE IV. MODELES MINIMAUX.

Ce chapitre s’ordonne de la facon suivante: dans le § 1, nous donnons une définition
catégorique d’objet minimal. Cette définition produit les objets connus sur divers
exemples. Nous montrons comment les proprietés usuelles (e.g., celles des algebres
dgc minimales de Sullivan) découlent de notre définition catégorique. En particulier,
nous prouvons que dans les catégories de modeles fermées tout objet minimal est
cofibrant. Dans le § 2, a titre d’illustration, nous étudions, premierement, les objets
minimaux de la catégorie de complexes de cochaines de modules a coefficients dans
un anneau quelconque. Dans ce cas, la description des objets minimaux n’est pas
complete: on ne connait pat si tout complexe de cochaines a un modele minimal. Nous
n’avons pas, non plus, une description explicite (outre que la définition catégorique
abstraite) des objets minimaux de la catégorie. La situation est diferente pour certains
anneaux particuliers. Par exemple les algebres de groupe ou les corps. Un autre
est celui des anneaux locaux noétheriens. A fin d’inclure les résolutions minimales
d’Eilenberg-Tate-Jozefiak, nous montrons I’existence de telles “résolutions” pour les
complexes de cochaines. Dans les § 3, nous considerons la catégorie des algebres dgc a
coefficients dans un anneau R. Nous montrons que la généralisation des Q-algebres
dgc minimales de Sullivan produit des objets minimaux au sens catégorique de § 1.
Mais pas nécessairement tout objet a un de ces modeles minimaux. Dans le § 4, on
voit comment dans la catégorie des modules dg a coefficients dans une algebre dgc,
les objets similaires a ceux de Sullivan, sont minimaux au sens catégorique et, sous
hypotheses adéquates pour l'algebre, sont tous les mimimaux de la catégorie. Dans
le § 5 nous étudions le probleme des objets minimaux dans les catégories bifibrées, en
faisant attention aux cas particuliers des catégories de morphismes d’algebres dgc, de
modules dg a coefficients dans toutes les algebres ... Finalement, dans le § 6, nous

étudions la formalité dans ces catégories.
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INTRODUCCIO.

Aquesta memoria és un intent d’entendre des d’una perspectiva unificadora al-
guns conceptes que ens han aparegut en algebra homologica diferencial i homotopia
racional, com el tor diferencial i els grups d’homotopia d’algebres dgc. Aquesta visio
unificadora es fa a partir dels functors derivats i dels models minimals. Passem a
descriure-la.

(1) L’any 1956, Cartan i Eilenberg (vegi’s [C-E]) introdueixen una nova teoria coho-
mologica per tal d’unificar les teories que la “invasi6” dels metodes topologics havia
produit en el domini de I'algebra. Un dels objectes d’aquesta teoria era el functor
derivat del producte tensorial de moduls: el tor. Recordem-ne breument alguns trets.

Sigui R un anell, que suposarem commutatiu amb unitat per alleugerir I’exposicio.
El tor de dos R-moduls M i N pot ser calculat mitjancant una resolucié projectiva,
per exemple de M :

.—P, =P,y —...—» P — P> M-—0 (1)

Aleshores
Tor®(M,N) = H,(P, ®r N)

Com que la categoria de R-moduls té suficients projectius, per a tot R-modul M
existeix una resoluci6 com (1). D’altra banda, pel teorema de comparacié, dues
resolucions projectives de M donen lloc al mateix objecte i per tant Torf(M ,N)
existeix i esta ben definit.

(2) Grothendieck, en el seu article ([Gro]), per tal d’incloure-hi la cohomologia de
feixos, generalitza ’anterior per a functors additius entre categories abelianes altres
que la de R-moduls.

(3) En el mateix [C-E], capitol XVII, trobem també la definici6é de la hiperhomolo-
gia d’'un functor additiu F' estés a la categoria de complexos de R-moduls. Donat
un complex de R-moduls M = @qez M2, una resolucié de Cartan-FEilenberg per
I’esquerra és un complex doble P = ®p,q€Z PP tal que PP9 =0 per atot p>01i
una augmentacié € : P — M, de manera que, fixant I'index ¢ hom té resolucions
projectives usuals de R-moduls al nivell dels complexos, de les vores i de la coho-
mologia. Hom defineix el n-éssim modul de hiperhomolgia de F (M) com el R-modul
H™(F(P)), on per cohomologia s’entén la del simple del complex doble.

Aquests moduls estan relacionats amb els functors derivats anteriors via dues suc-
cessions espectrals, de les quals I'obtinguda per la filtraci6 FP = @, ., P™* és
fortament convergent, segons la terminologia de [C-E]. -

2



Amb hipotesi d’acotacions sobre M, Grothendieck ([EGA III], capitol 0) com-
prova que es tracta de functors derivats, en el sentit que poden obtenir-se mitjancant
resolucions projectives en la categoria de complexos.

(4) En un altre sentit, Verdier a [Ver| (vegi’s també [Hart]) emprén la generalitzacid
dels functors derivats a les categories de complexos de categories abelianes amb un
primer canvi de punt de vista: la resolucié (1) es converteix en un quasi-isomorfisme;
és a dir, en un morfisme de complexos

P, P, . P Py
l l Ll
0 0 o 0 M

que indueix un isomorfisme en homologia. Pel seu costat, si no prenem homologia, el
“tor” és el complex

. —> P, N —-PFP,_ 19N —... > PN — PN

que hom nota

L
MQN=P,@N (2)
R

D’aquesta manera, hom pot considerar el functor derivat com un functor entre cate-
gories de complexos i no pas com una successié de functors. De fet, el functor derivat
és exacte, en el sentit que preserva els quasi-isomorfismes, i per tant esta definit en
la categoria derivada; és a dir, la categoria obtinguda a partir de la categoria de
complexos afegint-hi formalment els inversos dels quasi-isomorfismes.

En el treball citat, Verdier defineix (2) en el cas en que tant M com N sén
complexos. Senyalem, pero, que (2) no és la definici6 del functor derivat de Verdier,
siné un calcul. Aquest functor derivat es defineix per una propietat universal i hom
demostra, per a complexos acotats convenientment, que es pot calcular mitjancant
“resolucions projectives”. Hom remarcara, pero, que la propietat universal citada
esta enunciada tan sols per al cas additiu.

(5) Per a functors no additius, els primers passos en la teoria dels functors derivats
sén els treballs de Dold i Puppe (vegi’s [Dold] i [D-P]). Una definicié de functor derivat
en termes d’extensions de Kan, comprenent el cas additiu i no additiu, apareix en el
treball de Quillen [Qui;], i és la definicié 1 de (2.1), capitol I, d’aquest treball.

(6) Si bé la definici6 de Quillen del functor derivat esta feta per a categories qualsevols,
els resultats que fan referéncia a la seva existéncia estan enunciats per a categories de
models. Aquestes categories sén introduides per Quillen en el llibre esmentat per tal
de definir una nocié d’homotopia “in sufficient generality to cover in a uniform way
the different homotopy theories encountered”, segons les paraules de ’autor.



Una categoria de models és una categoria C junt amb tres classes de morfismes
distingits equivalencies febles, fibracions i cofibracions que satisfan uns certs axiomes,
que recordem en la definicié 1 de (3.1), capitol I, d’aquest treball. Per exemple,
pel teorema 1, § 3, capitol IT de [Quiy], la categoria dels espais topologics i les apli-
cacions continues és una de tals categories, prenent com a morfismes distingits les
equivalencies homotopiques febles, les fibracions en el sentit de Serre i les aplicacions
que tenen una propietat d’aixecament respecte de les fibracions que sén equivaléncies
febles. Altres exemples de categories de models sén les categories dels grups simpli-
cials ([Quiy]), de les algebres dgc ([B-GJ), de les categories petites ([Thomal), dels
prefeixos simplicials ([Jar]), dels functors a valors en la categoria d’espais topologics

([Pia)) ...

(7) La importancia de les categories de models en el terreny de la teoria d’homotopia
d’espais topologics pot veure’s a partir de les paraules de Whitehead: “The ulti-
mate object (...) is to construct a purely algebraic theory, which is equivalent to
homotopy theory (...)”. En altres termes: es tracta de construir equivaléncies de ca-
tegories entre categories d’espais topologics i categories algebraiques provistes d’una
nocié d’homotopia. Doncs bé, en tota categoria de models es tenen definides nocions
d’homotopia i alhora resultats que permeten establir tals equivalencies de categories.
Exemples particularment agradables d’aquestes equivalencies es troben en homotopia
racional.

(8) Hom cita com a origen de la homotopia racional el teorema de Serre ([Serre]),
establint I'equivalencia entre les aplicacions continues que indueixen isomorfismes en
els grups d’homotopia racional i les que indueixen isomorfismes en 1’homologia a
coeficients racionals entre espais topologics simplement connexos. En altres termes:
al localitzar respecte de qualsevols de les dues classes obtindrem categories equivalents.

En aquest context, un primer resultat en la linia de 'objectiu posat per White-
head, és I’equivaléncia establerta a [Quig] entre les categories homotopiques dels CW-
complexos puntejats simplement connexos racionals i la de les algebres de Lie difer-
encials lliures reduides.

(9) Una altra és la teoria de Sullivan del model minimal d’un espai topologic. En
una primera aproximacié, amb aquesta construccié hom obté els grups d’homotopia
racionals d’un espai topologic X a partir d’'un model d’'una Q-algebra diferecial grad-
uada commutativa (Q-algebra dgc) A que calculi la seva cohomologia: HA = HX .
Per exemple, si X és una varietat diferencial, hom pot prendre com a A el complex de
De Rham (X) i, per a un espai topologic qualsevol, I’algebra de les formes polinomi-
als Apr(X). Un model de A vol dir una Q-algebra dgc M i un morfisme M — A
que indueix un isomorfisme en cohomologia (quasi-isomorfisme). Entre tots aquests,
Sullivan n’escull un que sigui una algebra graduada commutativa lliure, ben definit
llevat d’isomorfismes no canonics, anomenat el model minimal de X . Sota hipotesis
adequades (veure, per exemple, [B-G]) el teorema de De Rham-Sullivan ens déna un



isomorfisme entre els generadors d’aquesta algebra i el dual de els grups d’homotopia
racional de X .

De fet, a partir de ’algebra Apr,(X) hom pot recuperar 1’algebra de Lie d’homoto-
pia, per exemple i, en general, el tipus d’homotopia racional de 'espai X . (Recordem
que dos espais topologics simplement connexos X i Y es diu que tenen el mateix tipus
d’homotopia racional si i només si existeix un tercer espai Z i aplicaciones continues

xLz~&y que indueixen isomorfismes en la cohomologia racional.) Aquest fet
pot ser formalitzat en el context de les categories de models, dient que 'existencia
del model minimal M defineix un functor entre les categories homotopiques d’espais
topologics puntejats i d’algebres dgec augmentades

M : HoqTop. — HoAdgc.(Q)

que es restringeix a una equivalencia de categories per als espais nilpotents de Q-tipus
finit i algebres minimals de Q-tipus finit (veure [B-GJ, [Tan]). Per la unicitat llevat
d’isomorfismes dels models minimals, els tipus d’homotopia racional es corresponen
amb les classes d’isomorfisme de les algebres dgc minimals.

(10) En un context aparentment distant les resolucions minimals foren introduides
per Eilenberg i Nakayama (veure [E-N]) i tenen una llarga historia en Algebra (veure,
per exemple, [Eil], [Tate], [Bass], [Jo], [Avra] ... ). Com és ben sabut, per a calcular
(o definir) el tor de moduls, hom pot prendre una resolucié projectiva qualsevol, per
exemple, la resolucié canonica. Si hom vol parlar, pero, de dimensions, com en el
teorema de Serre que caracteritza els anells locals regulars, resolucions “més petites”
resulten més adequades. Les resolucions minimals responen a aquesta necessitat.

(11) Hom troba els models minimals en altres contextos geometrics. Per exemple,
hom té també aquesta nocié a partir de les algebres de Lie dg de (9). En el camp de la
teoria de Hodge, Morgan (veure [Mor]) introdueix estructures de Hodge mixtes (EHM)
canoniques i functorials en els grups d’homotopia racional d’una varietat algebraica
llisa, a partir de la comprovacié de que les filtracions que defineixen la mencionada
estructura en ’algebra de les formes diferencials es “transporten” a través del model
minimal. Aquesta linia ha estat continuada per V. Navarro Aznar a [Naj] i [Nag] on
s'introdueixen EHM en d’altres invariants algebraics. En particular, en el darrer dels
articles citats, hom estudia la variaci6 de EHM en el grup fonamental de les fibres
d’un morfisme propi i llis f : X — S construint el model minimal del feix de les
formes diferencials relatives del morfime.

(12) Per a certs espais, anomenats formals el model minimal (i per tant I’homotopia
racional) pot ser calculat directament a partir de ’algebra de cohomologia. Un exem-
ple d’espais formals son les varietats kahlerianes compactes, com va ser demostrat
a [D-G-M-S] per a coeficients reals. Més tard, Sullivan (veure [Sul]) demostra la
independencia de la nocié de formalitat del cos base, obtenint com a corol-lari el
resultat anterior a coeficients racionals.



La demostracio d’aquest fet es fa en dues parts: en primer lloc, hom caracteritza
la formalitat per I’aixecament d’automorfismes de I'algebra de cohomologia del model
minimal a aquest i seguidament es demostra que aquesta propietat és independent dels
coeficients. Aix0 ha estat estudiat per Felix i Tanré per als morfismes de k-algebres
dgc (vegi’s [F-T)).

(13) Tornant a la discussi6 dels functors derivats: una altra generalitzaci6 del tor és
la deguda a Moore ([Moore]). El problema topologic subjacent és el segiient: sigui
p: E — B una fibracié i f: X — B una aplicacié continua. Donat el pull-back

de Top, . .
f _—

Lok

X —— B
f
ens plantegem el problema de calcular la cohomologia de F; en funcié de les coho-
mologies de la base B, l'espai total E i l’espai X. El problema de, donada una
fibracio, calcular la cohomologia de la fibra en termes de la cohomologia de la base i
de l’espai total és el cas particular en que X és un punt de B. La resposta donada
per Eilenberg i Moore, suposant I’espai B simplement connex, és que H(E i R) és
isomorf al tor diferencial
Torg. () (C7(X), C*(E))

sent R un anell commutatiu amb unitat i C*(X),C*(B),C*(E) els complexos de
cocadenes singulars dels espais X, B i E, respectivament. Des d’un punt de vista

algebraic, el que es té és una R-algebra diferencial graduada A = C*(B) i dos A-
moduls dg M = C*(X) i N =C*(F). El nou objecte es defineix com

Tor ,(M,N) = H(sX ®4 N)

on sX és el simple d’'un complex de A-moduls dg ... — XP — XPH — . —
X! — XY anomenat resolucid projectiva propia de M , que és, en cert sentit, una
resolucié per projectius en la categoria de A-moduls dg.

(14) De fet, pero, bona part dels resultats referents al tor diferencial, com ara el
balancejament, es dedueixen a partir del seu lligam amb el tor classic a través de la
successio espectral d’Eilenberg-Moore, el terme E5 de la qual és Tory ,(HM,HN).
El voler assegurar la convergencia d’aquesta successié espectral ha provocat hipotesis
restrictives varies: prendre com a anell R un cos o imposar condicions de platitud
sobre A, considerar tan sols algebres simplement connexes ...

(15) Aquests problemes desapareixen en la definicié proposada per Guggenheim i
May del tor diferencial que trobem a ([Gu-Ma]). Dit breument: es tracta d’acceptar



com a valides aquelles resolucions per a les quals la successié espectral d’Eilenberg-
Moore convergeix. Els autors citats demostren, sense necessitat de cap de les hipotesis
citades, l'existencia de suficients resolucions d’aquesta mena i que el tor diferencial
via aquestes és un functor ben definit. Els propis autors adverteixen, pero, I’absencia
de justificacié categorica de la seva construccio.

Fins aqui una situacié d’alguns dels conceptes que apareixen en el nostre treball.
Passem a descriure breument quins soén els nostres resultats. Hom trobara descripcions
complementaries en les introduccions dels capitols.

(A) Pel que fa als functors derivats, el nostre punt de vista ha estat partir de la
definicié esmentada de Quillen: un functor derivat és un functor caracteritzat per
una certa propietat universal. A més a més, en la teoria de Quillen, hom disposa
d’un criteri d’existencia i un metode de calcul: donat un functor F : C — D, on C
és una categoria de models, el derivat per ’esquerra de F' existeix si F' transforma
equivalencies febles entre objectes cofibrants de C en isomorfismes de D. En aquest
cas el valor del derivat en un objecte a és Fc, on ¢ és un model cofibrant de a.

(B) Hem volgut destacar quelcom obvi i present en aquesta definicié; i és que el
derivat d’un functor F' : C — D sols depen del propi F' i de la classe de morfismes
que hom inverteix. El fet que la categoria C tingui una determinada estructura de
categoria de models ens déna un criteri per a l'existencia del derivat i el seu valor
sobre els objectes i morfismes, pero aquesta estructura no és essencial per al functor
derivat. Eventualment, una mateixa categoria pot tenir diferents estructures de cate-
goria de models amb la mateixa classe de morfismes que s’inverteixen en la categoria
localitzada. El teorema de Quillen, quan sigui aplicable, donara per tant diferents
calculs del derivat, pero aquest sera el mateix per a tots ells. Semblant reflexié és
valida en aquells casos en que hom no disposa d’una estructura de categoria de mod-
els, pero si d’una classe de “quasi-isomorfismes” i d’unes “resolucions” “projectives”,
“F-acicliques”, “distingides” ... Si s’entén que la definicio del derivat és el seu valor
en un tipus de resoluci6é determinada, sorgeix el problema de comparar resolucions de
caire diferent (vegi’s, per exemple, [Chen], [H-S], [ViP]). Si es veu el derivat com un
objecte que satisfa una determinada propietat, del que es tracta és de comprovar si
el calcul a través d’una resolucié determinada satisfa aquesta propietat.

(C) En el capitol I, després de recordar la definicié de categoria localitzada i de functor
derivat, deduim alguns criteris per a la derivabilitat d’un functor. Es tracta, de la
proposicié 1 de (2.1) i del corol-lari del teorema 4 de (2.2). Com a casos particulars,
hom té els criteris de Verdier (exemple que segueix a la proposicié 1 citada) i Quillen
(proposicié 3 i teorema 1 de (3.3)). Com a aplicacid, a (4.1) del capitol II, veiem que
els grups d’homotopia d’'una algebra sén un functor derivat.



(D) Hom notara que en els dos resultats citats, no apareixen explicitament “resolu-
cions” sobre les que avaluar el functor. La seva discussi6 s’enradereix a 'apartat (1.4)
del capitol IV per raons que el lector descobrira i que, en qualsevol cas, mencionarem
un xic més endavant. Com a aplicacio, en el capitol V veiem que el tor diferencial
esmentat anteriorment és un functor derivat.

(E) Aquesta presa de partit per no limitar-nos a categories de models, no ens fa
oblidar que forga de les categories amb que hom treballa tenen aquesta estructura.
El § 3 del capitol I esta destinat a recordar uns pocs fets coneguts sobre aquestes
categories i a la demostracié del teorema 7 que generalitza un resultat de Quillen que
permet deduir estructures de categories de models a partir d'una donada.

Aixi mateix, en el capitol II mostrem que les categories d’algebres dgc sobre una
algebra donada i d’altres categories relacionades sén categories de models tancades.
Hom hi troba un resultat analeg per a la categoria de A-moduls dg, aixi com descrip-
cions explicites de les relacions d’homotopia en aquestes categories.

(F) El capitol 1T esta destinat a demostrar que, sota hipotesis bastant naturals, es
tenen estructures de categoria de models en les categories bifibrades. Exemples de tals
categories son la categoria de morfismes de R-algebres dgc, la “familia” de categories
de A-moduls dg obtinguda al variar I'algebra A, la categoria de feixos sobre espais
topologics variables . ..

Una aplicacio son els teoremes 315 de § 6, capitol IV: per als A-moduls dg i per als
morfismes de Q-algebres dgc la formalitat no depén del cos base, el qual generalitza
el teorema de Sullivan per a les Q-algebres dgc. Una altra, en el capitol V: un
enunciat en llenguatge de functors derivats del conegut resultat que per calcular el
tor diferencial hom pot derivar respecte dels moduls o bé respecte de les tres variables
alhora (vegi’s [Moore], [Smith], [Gu-Ma]).

(G) L’objecte del capitol IV sén els models minimals. En les situacions esmentades
més amunt, els objectes minimals es defineixen “constructivament”. Per exemple, en
el cas de Sullivan, si X és simplement connex, un model M de 'algebra Apy(X) es
diu que és minimal si M és lliure com a algebra graduada commutativa: M = AZ, on
Z és un espai vectorial graduat, i la diferencial és descomponible; ie., dZ C ZT - ZT.
Hom demostra a partir d’aquesta descripcid, o de la corresponent en la categoria
en que es treballa, propietats analogues. En particular, que els quasi-isomorfismes
entre objecte minimals sén isomorfismes. El nostre punt de partida ha estat prendre
aquest resultat com a definicié (de fet, un d’equivalent sota certes condicions). A
partir d’aquesta definicié i sense necessitat d’apel-lar a construccions particulars es
segueixen resultats “ben coneguts” dels objectes minimals particulars citats i d’altres.

(H) Una manera de llegir la definicié d’objecte minimal és veure’l com el representant
“més petit” del seu tipus d’homotopia. El fet de que sigui un representant del seu
tipus d’homotopia es pot enunciar en forma d’una equivaléncia de categories (teorema



13 de (1.6)). La petitesa pot quedar reflexada en el fet que un objecte minimal no
pot tenir subobjectes propis que siguin quasi-isomorfs al total (proposicié 1 de (1.1)).

(J) Una lectura alternativa i poc rigorosa, perd que acaba sent certa: restringit
als objectes minimals tot functor és exacte. Sota hipotesi de connexié adequades
de la categoria i d’existencia de suficients minimals, aix0 implica que és derivable.
Naturalment, les hipotesis de connexié no s’acostumen a tenir en la categoria en la
que originalment es troba definit el functor, siné en una categoria quocient i per tant
el functor ha de factoritzar a través d’aquesta. Un cop aqui, el nombre de minimals
ha augmentat: retrobem les “resolucions projectives” -o “planes”, amb una definicié
de la minimalitat relativa al functor.

(K) En el cas de les categories de models, els objectes minimals sén cofibrants i
per tant I'anterior es segueix del teorema de Quillen sobre 'existéncia i calcul de
functors derivats. Observem, pero, que, la nocié de minimal sols depén dels quasi-
isomorfismes i no pas de la resta de I'estructura de categoria de models. Igual que la
categoria localitzada i el functor derivat.

(L) Els resultats anteriors es troben en § 1. La resta del capitol esta destinat a
I’estudi dels minimals en certes categories concretes. En particular, els minimals de
la categoria de A-moduls dg. L’objectiu és inspirat en 'afirmacié de Sullivan “We
make the general claim that any reasonable geometric construction on spaces can
be mirrored by a finite algebraic one with minimal models.” En el nostre cas, la
construccié geometrica és la seglient: donat un espai topologic X i un sistema local
de coeficients £, hom obté a partir dels functors derivats de Thom-Whitney de [Na;|
una algebra dgc RrwI'(X,C) i un RpwI'(X, C)-modul dg: RrwI'(X, L).

Apart de les que s’hi troben, els resultats generals sén aplicables a objectes “mini-
mals” d’altres categories, com els conjunts simplicials minimals de Kan ([Kan], [May])
o les superficies algebraiques minimals ([Stek]).
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CAPITOL I. FUNCTORS DERIVATS I
CATEGORIES DE MODELS.

Introduccio.

Sovint en algebra homologica i homotopica hom es troba en situacions com la
segiient: per a una categoria C hom té definit un functor (de cohomologia), H que
transforma certs morfismes de C en isomorfismes d’alguna altra categoria. Hom
anomena aquests morfismes de C quasi-isomorfismes (quis), isomorfismes homologics,
equivaléncies febles ... i hom es veu portat a tractar amb objectes de C definits llevat
de quasi-isomorfismes. Una manera satisfactoria de tractar aquest tipus de situacions
és veure tals objectes com a objectes de la categoria localitzada de C respecte del
conjunt dels quasi-isomorfismes. Dit breument, la categoria localitzada de C respecte
d’un conjunt de morfismes S de C és una categoria Cg amb els mateixos objectes
que C a la qual s’ha afegit formalment els inversos dels morfismes de S. En aquesta
categoria els objectes definits llevat de quasi-isomorfismes esdevenen isomorfs. En § 1
recordem la definicié de la categoria localitzada, aixi com la relacié amb la categoria
7C en la qual els morfismes de Cg admeten una representacié “calculistica” (calcul
de fraccions).

En aquest llenguatge, un functor F' : C — D és exacte si transforma quasi-
isomorfismes en isomorfismes. Equivalentment, si factoritza a través de la categoria
Cs. Sino és aquest el cas, donat a € objC, hom es planteja el problema de conservar
tota la informacié comu als objectes Fxz per a aquells x € objC quasi-isomorfs a a,
arrivant a la definicié de functor derivat, que pot ser caracteritzat per una propietat
universal.

En capitols posteriors treballarem amb diversos functors (tor diferencial, grups
d’homotopia d’algebres ... ) definits com a functors derivats d’altres (producte ten-
sorial, indescomponibles ... ). El contingut de § 2 pretén situar aquesta definicié. En
concret, volem mostrar com en alguns calculs adhoc de functors “derivats” (per ex-
emple, del tor diferencial) que no fan explicit el caracter de functor derivat, hi trobem
aquest.

Els conceptes de categoria localitzada i functor derivat foren introduits per a les
categories de complexos d’una categoria abeliana per Verdier ([Ver]). Les categories
amb les que hem de treballar no estan, pero, incloses en les anteriors. Una possible
generalitzaci6 sén les categories de models de Quillen ([Quiy]). Com en elles, hom
té “resolucions projectives” i “injectives” (que en aquest context s’anomen models
cofibrants i fibrants, respectivament), nocions d’homotopia i resultats per al calcul de
functors derivats, que recordem en el § 3.
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§ 1. Localitzacio.

(1.1)La categoria localitzada. Calcul de fraccions. Recordem les nocions de local-
itzacid i calcul de fraccions (veure [G-Z]).

DEFINICIO 1. Sigui F : C — D un functor. Es diu que F fa invertible un morfisme
s de C si F's és invertible. La categoria localitzada de C respecte d’un conjunt
S C mor(C és una categoria Cg junt amb un functor (de localitzacié ) v : C — Cg,
amb la propietat universal segiient:

(1) v fa invertibles els morfismes de S, i
(2) si F': C — D fa invertibles els morfismes de S, aleshores existeix un unic
functor F’:Cs — D tal que F'vy = F.

OBSERVACIO. Sigui A una categoria abeliana i C = K*(A) la categoria que té per
objectes els complexos de cocadenes (eventualment acotats) d’objectes de A i per
morfismes les classes d’homotopia dels morfismes de complexos de A. En aquest
cas, la categoria localitzada de C respecte dels quasi-isomorfismes es sol anomenar
la categoria derivada de A i es nota per D*(A) ([Ver|, [Hart], [Gri]). Si C és una
categoria de models ([Quij], veure § 3 en aquest treball), la categoria localitzada

respecte de les equivalencies febles rep el nom de categoria homotopica i es nota per
HoC.

Una presentacié de la categoria Cg és la segiient: podem identificar els seus objectes
amb els objectes de C. Pel que fa als morfismes, els podem representar com a classes
d’equivalencia de successions de morfismes de C del tipus

S1 1 52 f2 Sn fn
on si,S$2,...,5, son morfismes de S, respecte de la relacié d’equivalencia generada
per:
i fo.o 9 af .
(i) pera f,g € morC, - = -5 .= =51

(ii) perase S, a>2ba=1,ib<a>b=1;.

Un problema no trivial és decidir quan dues d’aquestes representacions sén equiva-
lents. Un cas en que aixo pot ser dut a terme de manera senzilla és quan el conjunt S
admet un calcul de fraccions. Recordem la nocié “per la dreta”: invertint les fletxes
hom obté la nocié “per ’esquerra”.

DEFINICIO 2. Es diu que S admet un calcul de fraccions per la dreta si:

(a) 1, € S per a tot x € objC.
(b) Si s:z—yit:y— z sén morfismes de S, aleshores ts € S.
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(c) Per a tot diagrama gy’ = y <~ x de C en qué s € S, existeix un diagrama
commutatiu de C,

/ v /
r —yY

IR
u
xr — Yy
enel qual t € S.
(d) Si f,g:x — y sén morfismes de C i s:y — ¢y €S és tal que sf = sg,
aleshores existeix un morfisme ¢t : 2’ — z € S tal que ft = gt.

Si S admet un calcul de fraccions per la dreta, la categoria Cg i el functor v poden
representar-se com segueix. Com a objectes hom pot prendre els de C. Els morfismes
son les classes d’equivaléncia de diagrames de C,

z Ly (2)

. s f . t g
en els quals s € S. Dos d’aquests diagrames, x < - — y i x «— - = y, representen
el mateix morfisme de Cg si i només si existeix un diagrama commutatiu de C,

tT f l (3)
—> y
amb su = tv € S. Hom notara el morfisme representat pel diagrama (2) per f/s. La

composicié de morfismes de Cg resulta de (c): donats dos (representants de) morfismes

de Cg, = <& - N yiy AENEN z, la seva composicié és (f/s)o (g/t) = gf'/st’, on f’
i t' sén els morfismes del diagrama

Finalment, amb aquesta encarnacié de Cg, el functor v ve donat per ya = a sobre
els objectes i per vf = f/1 sobre els morfismes.

(1.2)Categories quocients i calcul de fraccions. Sovint es té que el conjunt S admet
un calcul de fraccions no pas en la categoria “original” C sindé modul una certa relacié
d’equivalencia entre els morfismes de la categoria (“homotopia”). Veiem, pero, que
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el resultat de locatitzar la categoria C o la categoria resultant de fer quocient per
una relacié d’equivalencia “compatible” amb S, en un sentit que es precisara, és el
mateix.

Suposem que tenim en C una congruéncia que notarem per ~ ([McLsg|, pagina 51).
Es a dir, ~ és una relacié d’equivalencia entre els morfismes de C compatible amb
la composicié: si f ~ g:a — b sén dos morfismes de C, per a tots v : b — c i
v:a—bestéuf ~ug,i fv~ fv. Lacondicié de compatibilitat amb la composicié
permet definir una composicié de classes de morfismes induida per la composicié de
morfismes de C de manera evident. Notarem per |[a,b] el conjunt de les classes de
morfismes de Home (a,b) per aquesta relacié. Notarem per 7C la categoria quocient
([McLs|, pagina 51) de C respecte de la congruencia ~. Una representacié dels
objectes i morfismes de 7C és la segiient: objnC = objC i Hom¢(a,b) = [a,b]. Hom
té un functor evident § : C — 7C, definit per da = a i 6f = f, sent a € objC,
femorC i f denota la classe de f per la relacié ~.

La categoria 7C i el functor 6 admeten una caracteritzacié per una propietat
universal analoga a Cg i 7:

(1) si f ~ g, aleshores 0f = dg, i

(2) si F': C — D és un functor tal que per a tot parell f ~ g esté Ff = Fg,

aleshores existeix un tnic functor F : 1C — D tal que Fé = F.

Direm que un functor F' com l'anterior és compatible amb ~.

DEFINICIO 3. Direm que la relacié ~ és compatible amb S si és compatible amb el
functor v; és a dir, si f ~ g implica vf = ~g.

En aquest cas, notarem per S la imatge del conjunt S pel functor 4.

Proposicié 1. Les categories (nC)g i Cs son canonicament isomorfes.

Demostracio. Siguin v : C — Cs i 7x : @C — (7C)g els functors de localitzacio.
Com que ~ és compatible amb S, ~ indueix un unic functor 7 : 1€ — Cg tal
que 76 = . Per definici6 7 transforma els morfismes de S en isomorfismes de
Cs: 7s = s. Llavors, per la propietat universal de la categoria localitzada, existeix
un tnic functor 7’ : (7C)g — Cs tal que 7'y, = 7. Reciprocament, el functor
Yx6 transforma morfismes de S en isomorfismes de (7C)g: Vx0(s) = V5. Per tant,
existeix un tnic functor 6 : Cg — (7C)g tal que §y = 7,0. La unicitat i les igualtats
anteriors impliquen que 67" = Lirc)o 1 ¥0=1c,. O

Quan S admeti un calcul de fraccions per la dreta, un cop escollits representants
de les classes de morfismes, podem representar els morfismes de Cg per diagrames
del tipus de (2) de C, i, més generalment, podem suposar que el conjunt S admet un
calcul de fraccions en la propia categoria C, sempre que substituim les igualtats de la
definici6 2 per ~.
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EXEMPLE . ([Ver|, [Hart]) Sigui C = C*(A) la categoria de complexos de cocadenes
d’una categoria abeliana A (eventualment acotats). Siguin S = quis el conjunt dels
quasi-isomorfismes i ~ la relacié d’homotopia de complexos de cocadenes. En aquest
context, la categoria 7C es nota per K°*(A). Com que 'homotopia de complexos és
una congruencia compatible amb el conjunt dels quasi-isomorfismes, es té D*®(A) =

K* (A)guis = C*(A)quis -

quis

§ 2. Functors derivats.

(2.1)Extensions de Kan i functors derivats. Sigui

CLD

di (1)
C!

un diagrama de functors i categories. Recordem (veure [McLs], pagina 232) que
I'extensio de Kan per la dreta de F' al llarg de v és un functor Ran,F :C' — D i
un morfisme de functors € : (Ran,F)y — F tals que per a tot functor G : C' — D
i tot morfisme de functors ( : Gy — F', existeix un tnic morfisme de functors
0 : G — Ran~F tal que ( =¢-(67).

Parlant imprecisament: cas d’existir, Ran~F" és el functor que esta “més aprop”
de fer commutatiu el diagrama (1). De la definicié es segueix que Ran,F estd
univocament determinat per F' i v, llevat d’un dnic isomorfisme de functors. El
cas d’extensions de Kan que ens interessa és el segiient (veure [Quiy]).

DEFINICIO 1. Si C’ és la categoria localitzada de C respecte d’un conjunt de mor-
fismes S C morC i v : C — Cg el functor de localitzacid, I'extensié de Kan per la
dreta de F' al llarg de ~ s’anomena el functor derivat per l’esquerra de F al llarg de
~ i se’l nota per LF'.

Siguin F' : C — D un functor i S C morC i T' C morD. Anomenarem functor
derivat total per l’esquerra de F' al llarg de +¢ al functor derivat per l'esquerra de
ypF' al llarg de v¢.

C —— D
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Sovint I’anomenarem, simplement, el “functor derivat per I’esquerra” de F' i el no-
tarem també LF'.

OBSERVACIONS. (1) Els functors derivats per [’esquerra sén extensions de Kan per la
dreta.
(2) A [Quiy] no es distingeix entre functor derivat i extensié de Kan.

Donem un primer criteri d’existencia del functor derivat, aplicable en el cas que
F' factoritzi per alguna categoria mC convenient, que inclou el cas classic de calcul
del functor derivat d’un functor additiu entre categories de complexos de cocadenes
d’una categoria abeliana via “resolucions projectives”. El resultat es seguira dels
lemes segiients d’extensions de Kan.

Lema 1. Sigui C una categoria i ~ una congruéencia. Sigui F' : C — D un functor
compatible amb ~ . Aleshores RansF existeix i és igual a F'.

Demostracio. Prenem € = 1 : F§ — F. Donat G : iC — D i ( : G§ — F,
per a tot a € objC, definim 6, : Ga — Fa com (5, : Gda = Ga — Fa = Fa.
Comprovem que es tracta d’un morfisme de functors: per a f :a — b € mornC es
té el diagrama commutatiu de D:

Ga = Gda _Soa Fa=Fa

G?:Géal Ff=F fl

Gb=Gsb —%* Fb= Fb

Evidentment, ( = - (0d) i 6 és tinic amb aquesta propietat. [

Lema 2. Siguin C - C' =5 C" i F : C — D functors tals que existeizen les
extensions de Kan RanyF i Ran. RanyF. Aleshores Ran+,F ezisteix i és igual a
Ran. Ran~ F'.

Demostracid. Siguin ¢ : (Ran,F)y — F i €' : (Rany RanyF)y — Ran,F els
morfismes de functors canonics. Aleshores el morfisme canonic per a Ran.,F és
e-(ely). O

Lema 3. Siguin v :C — C' i F : C — D functors. Suposem que ~ admet un
adjunt per Uesquerra p : C' — C. Aleshores Ran~F existeiz i és igual a Fp.

Demostracié. Si v : C — C' té un adjunt per l'esquerra p : C' — C amb counitat
e’ py — 1¢, aleshores, per [McLsy|, proposicié 3, pagina 245, Ran,lc existeix,
és igual a p i el morfisme canonic (Ranylc)y — 1¢ és €/. A més a més, es tracta
d’una extensié de Kan absoluta; i.e., és preservada per tot functor. Per tant RanF' =
FRanyl¢ =Fpice: (Fp)y — F é Fe'. O
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Proposicio 1. Sigui C una categoria, S C morC i ~ una congruencia compatible
amb S. Sigui v : C' — wC un functor tal que 7. : C' — Cg és una equivaléncia de
categories, p el functor quasi-invers. Sigui F' : C — D wun functor compatible amb
~. Aleshores LF existeiz i és igual a Fup.

Demostracio. Aplicant, successivament, la definicié de functor derivat i els lemes 2,
113, esté

LF = Ran,F = RanzsF
= RanyRansF = Raan
=Fip O

EXEMPLE . Sigui A una categoria abeliana amb suficients projectius, C = C'~(A)
la categoria dels complexos de cocadenes de A acotats superiorment, 7C = K~ (A)
la categoria quocient per la relacié d’homotopia de complexos i ' = K~ (P) la
subcategoria plena de I'anterior formada pels objectes projectius grau a grau. La
composici6 K~ (P) — K (A) — D~ (A) és una equivalencia de categories. El
functor quasi-invers p: D™ (A) — K~ (A) és “prendre una resoluci6 projectiva”.

(2.2)Limits i functors inicials. Hom tindra ocasié d’aplicar el criteri de (2.1) en altres
casos diferents del de ’exemple. Per a alguns, pero, resultara insuficient ja que no
podrem assegurar que el functor que volem derivar sigui compatible amb la relacié
d’homotopia “a tot arreu”. Per tal de tenir un criteri efectiu (teorema 4) també en
aquest cas, veiem una caracteritzacié de les extensions de Kan com a limits (teorema
2) i uns functors que ens permetran simplificar repetidament la férmula del d’aquest.

Sigui v : C — C’ un functor. Recordem ([McLs|, pagina 46) que, si a és un
objecte de C', la categoria coma (a | ) és la categoria que té per objectes els
morfismes a — vz de C’ i per morfismes els triangles commutatius de C’ del tipus

a
7 N (2)
RE4 - 7Y
vf
on f:x — y € morC. Hom té un functor de projeccio @ : (a | v) — C definit
sobre els objectes per Q(a — yz) = x i que transforma els morfismes com (2) en f.

Amb aquesta notacié, hom té la caracteritzacié segiient de les extensions de Kan
([McLs], pagines 233 i 234, veure també [SGA 4], exposé I, pagina 25):
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Teorema 2. (Extensions de Kan per la dreta com a limit puntual). Sigui

F :C — D un functor tal que la composicié (a | ) 9, ¢ £ D té un limit en D,
aleshores Ran. F' esta definit en a i val

(RanF)(a) = lim ((a | 7) ¢ 5 D) 3)

Equivalentment
(RanyF)(a) = lim Fx

a—yT

OBSERVACIONS. (1) Si el limit de (3) esta definit per a tot a € objC’, aleshores tot
morfisme f:a — a € morC’ indueix un tnic morfisme

(RanF)(f): lim For — lim Fy (4)
a—yT a’' =y

i les formules (3) i (4) defineixen un functor. Aixi mateix, les components del con
limit

lim Fo — Fa

a—yx
corresponent als objectes 1,4, € (va | a) defineixen el morfisme de functors € de la
definicié 1.

(2) En el cas dels functors derivats, el limit (3) es pren sobre tots els diagrames
com
fi 52 f2 Sn Jn

S1

per a xz € objC qualsevol.

Un concepte 1til per al calcul del limit anterior és el de functor inicial (corresponent
al de cofinal en [SGA 4], exposé I, o [A-M]).

DEFINICIO 2. Un functor ¢ : Z — J s’anomena inicial si per a tot j € obj J la
categoria coma (¢ | j) és no buida i connexa.

Es a dir, per a tot 7 € objJ existeix ¢ € objZ i un morfisme pi — 7, i dos
qualsevols d’aquests morfismes poden ser units per un diagrama commutatiu finit de

J del tipus

j j J J o J
T T T T .. T T (5)
i ofv o efe o _efs 2 i’

Una subcategoria 7 — J s’anomena inicial si el functor d’inclusié és inicial.

El resultat segiient mostra el paper d’aquests functors en el calcul de limits (veure
[McLs], pagina 213).
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Teorema 3. Si ¢ : 7 — J és inicial @ F': J — X és un functor tal que limFp
existeiz, aleshores imF existeix ¢ son isomorfs per un iunic isomorfisme. z
J
OBSERVACIO. Remarquem dos fets trivials, perd importants que ens diu aquest
teorema:
(1) per calcular functors derivats basta un functor inicial ¢ : Z — (a | ) , i
(2) qualsevol functor inicial serveix.

Donat un diagrama commutatiu de functors i categories com

c -7

L
E — €&
per a tot a € obj &, es té un functor
pa:(aly)—(al9)
que transforma a — ~'x en a — ~vypx i Y'f en yof i que fa commutatiu el

diagrama

(alv) —2— (aln)

C’ %, C
Teorema 4. Sigui
¢ —*-c -7
T
& &

un diagrama commutatiu de functors i categories. Suposem que existeix [’extensio de
Kan Ran~ (Fy) i que per a tot a € obj & el functor ¢, és inicial. Aleshores Ran~F
existeir i és igual a Ran. (F).

Demostracio. Sigui a € objE. Aplicant el teorema 2, la definicié de ¢, i el teorema
3, successivament, es té:

(Ran- Fi)(a) = lim ((a | ') <% ¢ =5 D)
=lim ((a17) £ (@17 ¢ 5 D)

—lim ((a 1 7) L ¢ L)
= (Ran,F)(a) 0O
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Corol-lari. Sigui C una categoria, S C morC, ~ una congruéncia definida en una
subcategoria plena C' de C compatible amb S" = S NmorC’, ¢ el functor d’inclusio
i v =yp. Suposem que ezisteix el functor derivat L(Fy) i que per a tot a € objCs,
el functor g, és inicial. Aleshores LF existeix i és igual a L(Fp).

(2.3)Functors derivats segons Deligne. Anem a aprofitar la caracteritzacié de (2.2) de
les extensions de Kan per recuperar la definicié de functor derivat de Deligne ([SGA
4], exposé XVII, cf. [Illu]). Hom fara ds dels resultats d’aquest apartat i el segiient
en el capitol IV, quan disposarem d’uns objectes amb els que calcular els functors
derivats.

En aquest apartat suposarem que S admet un calcul de fraccions per la dreta.
Senyalem que la hipotesi sobre el conjunt S es tindra en general en alguna categoria
quocient wC de les categories amb que treballarem en aquest capitol i posteriors i per
tant els resultats sobre functors derivats s’apliquen, en principi, a functors definits en
aquesta categoria quocient. La primera simplificaci6 en el limit de (3) es pot descriure

de manera imprecisa aixi: si S admet un calcul de fraccions per la dreta, els morfismes

fi “no compten”.

Sigui (S | a) la categoria que té per objectes els morfismes x — a de S i per

morfismes els triangles commutatius de C

s\ St (6)

on s,t € S. Hom té un functor de projeccié (S | a) — C analeg al de les categories

coma, que generalment sobreentendrem en el que segueix.
Teorema 5. Si S admet un calcul de fraccions per la dreta,

(LF)(a) = limFa

S
on el limit es pren per a tots els s :x — a de (S | a).

Demostracio. Mostrarem que existeix un functor inicial

p:(51a)—(aln)
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i el resultat es seguira aleshores del teorema 2. Sigui ¢ el functor que sobre s €
obj (S | a) val

ps=1/s
i sobre els morfismes com (6)
a
1/s./ 1t ™
x — Y
i

Observem que (7) és, efectivament, un morfisme de (a | ) jaque (f/1)o(1/s) = f/s

i aquest darrer, pel diagrama

és igual a 1/t.

Lema. ¢ és un functor inicial.

Demostracié del lema. Sigui f/s : a — x € obj(a | ). Aleshores f/1 és un
morfisme de (a | v) de 1/s = ¢s en f/s. Pel que fa a la connexié: hem de veure que
donats dos representants f/s = g/t d’un objecte de (a | ), existeix un diagrama del
tipus de (5) que uneix s amb ¢t. Per la representacié dels morfismes de Cg (veure

(2) de (1.2)), existiran u, v tals que su=1tv € S i fu= gv. Aleshores
/s /s 9/t 9/t

| ru| a1 | o1

1/s M 1/su 1/vt M, 1/t

és el diagrama cercat. [

(2.4)Grupoides contractils. Veiem alguns casos en que el limit del teorema 5 és igual
a algun dels F'z. Per a tal fi necessitem introduir la categoria im F' i els conceptes

de grupoide contractil i functor essencialment constant.

Sigui F': J — C un functor i S(F) el conjunt de morfismes de J que esdevenen

invertibles per F'. Evidentment, el functor F' factoritza de manera tunica pel functor
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de localitzacié6 Jg(py — C. Sigui F’ aquesta factoritzacié. Notarem per im F' la
subcategoria de C els objectes de la qual s6n les imatges F’j dels objectes de Jg(r)
i els morfismes les imatges per F’ de morfismes d’aquesta categoria. Altrament dit,

son composicions de morfismes de C del tipus
Fagyiq0 (Fozgn)_l 0---0 (Faz)_l o Fajo (Fozo)_l

per a alguns a,,, € mor J, m =0,...,n tals que els Fas,, son invertibles a C. Hom

observara que no es tracta necessariament d’una subcategoria plena.

DEFINICIO 3. Direm que una categoria G és un grupoide contractil si és un grupoide
connez i simplement connex. Es a dir, si per a tots a,b € obj G, el conjunt Homg(a, b)
té un unic element.

Equivalentment, dos objectes qualsevols de G poden ser units per un tnic isomor-

fisme.

Pel que fa a I'altre concepte: donat ¢ € objC, el functor constant Ac:Z — C és

el functor definit sobre els objectes per j +— ¢ i sobre els morfismes per o +— 1..

DEFINICIO 4. (cf. [A-M]) Direm que un functor F' : J — C és essencialment constant

si existeix un functor inicial ¢ : Z — J tal que F¢ és isomorf a algun functor Ac.

Proposicié 6. Per a un functor F : J — C les afirmacions segients son equiva-
lents:
(1) Ezisteix un functor inicial p : T — J tal que im Fo és contractil.
(2) Ezisteiz un functor inicial ¢ : T — J tal que im Fp = Fyi per a tot
1 €0bjT.

(3) F és essencialment constant.

Demostracio. Hom pot reduir-se a demostrar ’equivalencia dels enunciats “absoluts”
corresponents:

(1) im F' és contractil.

(2’) lim F' = Fj per a tot j € obj J.

(3’) F és isomorf a un functor constant.
per a una categoria J connexa. En efecte, suposem, per exemple demostrat que (1’)
implica (2’) i que existeix ¢ satisfent (1). Per hipotesi lim Fp = Foi per atot i € T;

és a dir, ¢ satisfa (2).
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Suposem doncs que F satisfa (17). Aleshores, fixat un ig € obj J, per a tot j € J

existeix un isomorfisme tnic de im F
vj: Fig — Fj

Per unicitat, per a tot a: i — j, es té (Fa)v; = v;. Es a dir, els v; ens defineixen
un con v : Fig — F'. Veiem que és un con limit i haurem acabat. Sigui 7:d — F
un altre con. Evidentment, tenim morfismes d — F'ig: podem prendre qualsevol
(v;)~17;. Veiem que sén tots iguals: siguin i,j € objJ. Per ser im F' contractil,
existeix un morfisme de im F' que els uneix:

(Fa0)71 . Fa .
Fiy —5 Fig —s - --

Fi
Per ser v i 7 cons, es té (Fag)v;, = v; i (Fag)ti, = 7. D'on (1) tr = (viy) b,
De la mateixa manera es veu que (v;,) ‘7, = (vi,) '7i,, etc ... D’on finalment,
(vi)" ' = (v;)~'7;. Sigui dones f = (v;)"'1 : d — Fip. Es té obviament que
vif = 1; peratot i € objJ isi g:d— Fig satisfa també ;9 = 7;, aleshores
g= ) 'ni=1F.
Suposem que F' satisfa (27). Aleshores els F'j s6n isomorfs per isomorfismes tinics
que commuten entre ells. Prenem-ne un qualsevol F'ig: els isomorfismes Fig — Fj
ens defineixen un con cap a la base F' en que les components sén isomorfismes. Per

tant I és isomorf a un functor constant.

Suposem que F' satisfa (3’). Sigui v : Ac — F' un isomorfisme. Veiem que F
identifica fletxes paral-leles: si o : i — j € mor J, aleshores (Fa)v; = v; i per tant
Fa=vj(v;)"! ipertot f:i— j es tindra Fa = Ff.

Es a dir, Homj,, p(F, F'j) té, com a molt, un element i es tracta d’un isomor-
fisme. Veiem que Homiy, p(F'i, F'j) # 0. Com que J és connexa, per a i,j € obj J

arbitraris, existeix una successio de morfismes

. Qo . a1 . e %) aop . Q2n41
i — g n
Com que Fag = v;(v;,)™ 1, Fag = v, (v;,)7 1, ete ..., els Fay, sén invertibles a C i

Faspi10(Fag,) to---o(Fas) toFajo(Fap)~! és el morfisme de im F' que uneix

1 amb 5. U

OBSERVACIO. Per tant, si es té alguna de les afirmacions del teorema,

limF' = Fj
J
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per a tot 5 € objimy. Un cas particular és aquell en que ja la categoria Z és

contractil.

Corol-lari. Suposem que existeix p : T — J inicial t que T és contractil. Aleshores

limF" = Fj per a tot j € objim .
J

Demostracio. Ho veurem demostrant que im F'o és contractil. Com en la demostracié
del teorema, hom es redueix a provar que si J és contractil aleshores im F' també, el

qual és evident. [

§ 3. Categories de models.

(3.1)Definicions. Les categories de models de [Quij| poden ser vistes com una gener-
alitzacio de les categories de complexos d’'una categoria abeliana. Com en elles, hom
té resolucions projectives i injectives (models cofibrants i fibrants, respectivament),
nocions d’homotopia i resultats per al calcul de functors derivats. Recordem la seva

definicid.

DEFINICIO 1. Una categoria de models és una categoria C junt amb tres classes de
morfismes de C, anomenats fibracions (fib), cofibracions (cof) i equivaléncies febles
(we), que satisfan els axiomes segiients.

MO. C és tancada per limits i colimits finits.

M1. Donat un diagrama solid

on ¢ és una cofibracid, p és una fibracié. Si

(i) ¢ és una equivalencia feble, o bé

(ii) p és una equivaléncia feble,
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el morfisme puntejat existeix.

M2. Tot morfisme f pot ser factoritzat com:

(i) f = pi, on i és una cofibracié i una equivalencia feble i p és una fibracid, o
bé
(ii) f =qj, on j és una cofibracié i ¢ una fibraci6 i una equivaléncia feble.
M3. Fibracions i cofibracions sén estables per composicié. Tot isomorfisme és tant
una fibracié com una cofibracié. Les fibracions es preserven per pull-backs; i.e., donat

un diagrama cartesia
Tl y —— Yy

bk g

xr — z
si p és una fibracié, aleshores ho és ¢. Les cofibracions es preserven per push-outs;

i.e., donat un diagrama cocartesia

aq — c

oL g

b —— blU,c

si ¢ és una cofibracié, aleshores ho és j.

M4. Si en (2) p és una fibraci6 i una equivalencia feble, aleshores ¢ és una
equivalencia feble. Si en (3) 7 és una cofibracié i una equivaléncia feble, aleshores
j és una equivalencia feble.

M5. Siguin x — y — z morfismes de C. Si dos dels morfismes f, g i gf s6n

equivalencies febles, també ho és el tercer. Tot isomorfisme és una equivalencia feble.

EXEMPLE . ([Qui;]) Sigui C = C~(.A) la categoria de complexos de cocadenes acotats
superiorment d’una categoria abeliana A amb suficients projectius. Aleshores C és
una categoria de models tancada escollint com a we els quasi-isomorfismes, com a fib
els morfismes de complexos exhaustius i com a cofibracions els morfismes de complexos

injectius amb conucli projectiu grau a grau.

Hom anomena fibracions (resp. cofibracions) trivials les fibracions (resp. cofibra-
cions) que sén a la vegada equivalencies febles. Per MO tota categoria de models té
un objecte inicial, e, i un objecte final, ¢. Direm que un objecte a € C és cofibrant

si e — a és una cofibracié i que és fibrant si a — t és una fibracié. Notarem per
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Ce, Cp i Ccr les subcategories plenes de C els objectes de les quals sén els objectes
de C cofibrants, fibrants i cofibrants i fibrants alhora, respectivament. Hom utilitzara
també les notacions C.or i Cp;p per a les dues primeres quan sera convenient per
evitar confusions amb les categories-fibra del capitol III. La factoritzacié M2(ii) apli-
cada als morfismes e — a ens associa a cada objecte a € C un objecte cofibrant i
una fibracio trivial, que notarem Ca — a i anomenarem un model cofibrant de a.
Les categories amb que treballem gaudeixen generalment de la propietat de que tot

objecte és fibrant. Indicarem aquest fet per C = Cy.

Per a la segilient definicid, recordem el concepte de retracte. Donats f:a — b i
g : ¢ — d morfismes de C, es diu que f és un retracte de g si existeix un diagrama

commutatiu de C,

a c a
N
b d b

en el qual les composicions de les files son les identitats de a i b, respectivament.

DEFINICIO 2. Una categoria de models es diu tancada si tot retracte d’una we, fib o

cof és al seu torn, una we, fib o cof.

En una categoria de models tancada, dues de les classes de morfismes distingits
determinen la tercera ([Quiy], capitol 1, § 5.1). Aixi per a les cofibracions i fibracions

es té la segiient caracteritzacié: si en el diagrama

existeix 5: b — x tal que Bz =ai pg = [ es diu que 7 té la propietat d’aizecament
per l’esquerra (LLP) respecte de p i que p té la propietat d’aizecament per la dreta
(RLP) respecte de i. Si C és una categoria de models, per M1(ii), si 7 és una cofibracié
té la LLP respecte de les fibracions trivials. En una categoria de models tancada és
cert el reciproc també: si un morfisme té la LLP respecte de les fibracions trivials,
aleshores és una cofibracié. Analogament, la RLP respecte de les cofibracions trivials

caracteritza les fibracions.
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(3.2)Homotopia en les categories de models. Tota categoria de models ve equipada
amb dues nocions d’homotopia: homotopia per la dreta (amb objecte cami) i per

I'esquerra (amb objecte cilindre). Recordem la definici6 de la primera (veure [Quil).

DEFINICIO 2. Donats dos morfismes f,g:a — b de C direm que f és homotop per
la dreta a g (notacié f ~ g) si existeix un diagrama del tipus

h «—>— b

]h l“ (5)

(f.9)

a —=— bxb

on s és una equivalencia feble.

Un objecte cami per a b és un objecte b’ junt amb una factoritzacié
o1, 0
b pl LOn%) oy (6)

de Ay on s és una equivalencia feble i (01,0p) una fibracié.
Una homotopia per la dreta de f a g és un diagrama (5) en el qual (0y,0y) és una

fibracié i per tant b és un objecte cami per a b.

Dualitzant, es tenen les nocions de homotop per l’esquerra, objecte cilindre i homo-
topia per l'esquerra. Ambdues relacions coincideixen en la subcategoria plena C.f.
Hom demostra ([Quii], lema 1, pagina 1.6) que si f ~ g aleshores existeix una ho-
motopia de f a g. Generalment, hom defineix la relacié d’homotopia mitjangant un
objecte cami explicit. Aix0 no és el mateix que la relacié d’homotopia que aqui es

considera. Hom té almenys el resultat segiient (cf. [Tan], pagina 43):

Lema. Siguin f,g:a — b€ morC, a cofibrant i h : a — bl una homotopia de f

a g. Aleshores, per a tot altre objecte cami bl | existeiz una homotopia h' : a — !’
de f ag.

Demostracié. Pel lema 5 (ii) de [Qui;], pagina 1.8, podem suposar que en la fac-
toritzaci6é del diagrama (6), s és una cofibracié trivial. Hom té aleshores que en el

diagrama commutatiu

/

L N
sl l(a; )
pl L%
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(8, 0}) és una fibracié. Per M1(i), existeix k : b/ — b'" tal que ks = s' i (8], 9})k =
(01,00). Aleshores h' = kh és ’homotopia cercada. [J

Com és facil de comprovar (veure, per exemple [Quis], pagina 208), la relacié
d’homotopia és compatible amb la classe de les equivalencies febles en el sentit de la
definicié 3 de (1.2): si f ~ g aleshores vf = vg, on 7 és la localitzacié de C respecte
de S = we.

DEFINICIO 3. Direm que un morfisme f : a — b és una equivaléncia homotopica

(he) si existeix g: b — a tal que gf ~ 1, 1 fg~ 1.

Hom veu facilment que hi ha una cadena d’implicacions, en general estrictes, iso-
morfisme = he = we. En el cas C = Cy es tenen, pero, dos casos en que la darrera
és una equivalencia:

(1) si es tracta d'una cofibracié trivial,

(2) si es tracta d’una fibracié trivial entre objectes cofibrants.

El primer és conseqiiéncia del dual del lema 7 ([Quii], pagina 1.10). El segon del

mateix lema 7, del 5 (i) i del seu dual.

(3.3)Functors derivats en les categories de models. Recollim alguns resultats sobre

functors derivats:

Teorema 1. ([Quiy]) Sigui F : C — D wun functor, on C és una categoria de
models. Suposem que F' transforma equivalencies febles de C. en isomorfismes de D.
Aleshores LF : HoC — D eisteix i sobre els objectes val (LF)a = Fc, on ¢ és un

model cofibrant qualsevol de a .

Sovint utilitzarem aquest resultat a través de:

Proposicié 2. ([S-T]) Sigui F' : C — D wun functor entre categories de models
tancades que admet un adjunt per la dreta G : D — C que preserva equivaléncies

febles i fibracions. Aleshores F' preserva cofibracions i equivaléncies febles de C. .

Hom remarcara que 1’is de la hipotesi sobre F' en el teorema 1 és tan sols permetre
que F' sigui compatible amb la relacié d’homotopia entre morfismes de C., deduint-
se el teorema aleshores del corol-lari del teorema 4 de § 2. Hom en fara s també

directament sota aquesta forma:
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Proposicié 3. Sigui F' : C — D un functor, on C és una categoria de models.
Suposem que F és compatible amb ’homotopia entre morfismes de C.. Aleshores
LF : HoC — D existeix i sobre els objectes val (LF)a = Fc, on ¢ és un model

cofibrant qualsevol de a .

En el cas que C sigui una categoria amb tots els objectes fibrants, tota cofibracié
trivial és una equivaléncia homotopica i la hipotesi de la proposicio 3 és equivalent a

la del teorema de Quillen.

Finalment, la preservacié de cofibracions ens apareixera a ’hora de derivar la com-
posicié de dos functors. En aquest context, tenim la segiient versié de la successio
espectral de Grothendieck (|Gro|, teorema 2.4.1, cf. [Hart], proposicié 5.4, capitol I,

veure també més endavant el teorema 10 de (1.5), capitol IV).

Proposicio 4. Siguin C .pY¢ functors, on C 1 D son categories de models.
Suposem que F preserva objectes cofibrants i que existeixen els functors derivats LF',
LG i L(GF). Aleshores el morfisme canonic de functors (LG)(LF) — L(GF) és

un isomorfisme.

(3.4)La categoria C(u). En la linia de [Quiy], cap. II, prop. 6, pag. 2.8, anem a
veure com, una estructura de categoria de models (resp. de models tancada) en una

categoria C indueix estructures analogues en certes categories relacionades amb C.

Sigui @ — b un morfisme fixat de C. Sigui C(u) la categoria que té per objectes
els triples (ty,,64),

. Ex
a—x—b

on x € 0bjC i t,,e, € morC, soén tals que €., = u, i per morfismes els diagrames

commutatius de C,

a Lo €T Co b
[ | e
a —2 Y S &

La composicié de morfismes és la induida per la composicié de C. Hom té un functor

d’oblit U : C(u) — C, definit sobre els objectes per U(ty,z,e,) = x i que sobre
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els morfismes com (4) val f. Generalment, farem I’abis de representar l'objecte
(tg,z,e,) de C(u) per x, simplement, i un morfisme com el del diagrama (4) per f.
Observem que a (i.e., a e b) n’és l'objecte inicial i b (i.e., a — b SN b)

el final.

Si C és una categoria amb objecte final ¢ tenim, com a cas particular de C(u),
prenent b = t, la categoria d’objectes sota de a: a\C. Els seus objectes sén els

morfismes de C de domini a (“unitats”) i els seus morfismes els triangles commutatius
de C,

/ N\
x — Y
f

L’objecte inicial és la identitat 1,. L’objecte final és a — ¢. Hom té un functor
d’oblit evident U, : C(u) — a\C.

Si C té un objecte inicial e, prenent a = e tenim la categoria dual de ’anterior
d’objectes damunt de b: C/b. Els seus objectes sén els morfismes de C de codomini b
(“augmentacions”) i els seus morfismes els triangles commutius de C,

f
T - Y

AN /
b

L’objecte inicial és el morfisme e — b. El final la identitat 1,. Hom té un functor
d’oblit evident Uy : C(u) — C/b.

Finalment, prenent ¢ = b i v = 1, per a algun a € objC, es té la categoria
d’objectes sota i damunt de a: C(1,). Els objectes sén les successions de morfismes
de C, a — x — a, la composicié dels quals és la identitat. L’objecte inicial i el

L . 1 1
final coincideixen: es tracta de a (i.e., a — a — a).

La primera de les propietats d’una categoria de models és I'existencia de limits i
colimits finits. Veiem com és el calcul d’aquests en C(u). Recordem (veure [McLs],
pagina 108) que un functor U : A — X crea colimits per a un functor F': 7 — A

S1:

(i) per al con limit v : UF — x en X existeix un dnic parell (a,o) consistent
en un objecte a de A tal que Ua =z iun con o : F — a tal que Uo = v,
i, a més a més,

(i) 0 : F — a és un con limit en A.
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Dir que un functor U : A — X “crea colimits” significa que crea colimits per a tot
functor F': Z — A tal que UF ja té un colimit en X .

La noci6 dual, creacio de limits, s’obté invertint els morfismes en la definicié an-
terior. Com a exemples que ens interessen, el functor d’oblit a\C — C crea limits i

C/b — C colimits (veure op.cit., pagina 108). Més generalment, es té:

Proposicié 5. El functor U, : C(u) — a\C crea colimits. El functor Uy : C(u) —

C/b crea limits.

Es segueix de la proposicié 5 i de [McLs], teorema 2, pagina 113 (o de la mateixa

demostracié de la proposici6 -veure més endavant) el

Corol-lari. Sigui F :Z — C(u) un functor. Aleshores:

(1) si existeix im U, F', també existeix im F' ¢ U, lim F' = lim U, F, 1,
(2) si existeix im Up ', també existeix im F' i Uplim F' = lim U, F.

DEMOSTRACIO DE LA PROPOSICIO 5. Com que es tracta d’afirmacions duals, és
suficient veure la que fa referencia als colimits, per exemple.

Sigui F': Z — C(u) un functor tal que U, F' té un colimit. Sigui ¢ = lim U, F €
obja(\C) aquest, i v : U,FF — ¢ el seu con limit. Per fer de ¢ un objecte de
C(u) ens cal tan sols definir la seva augmentacié €. : ¢ — b. Per a tal fi tenim
les augmentacions ¢; : Fi — b, que defineixen un con de a\C. Prenem doncs com
a €. 'inic morfisme d’aquesta categoria tal que e.v; = €; per a tot i. Aleshores
Ecle = EcUiL; = €;1; = u 1 per tant (i, ¢, e.) € objC(u).

Aixi mateix, com que els v; comuten amb les augmentacions per definicid i ja es
tractava de morfismes de a\C, resulten ser morfismes de C(u). Per tant defineixen
un con d’aquesta categoria F' — c¢. Veiem que és un con limit: si 7: FF — z és un
altre con de C(u), aleshores U,7 : U, F' — U,z és un con de a\C. Per tant existeix
un tnic morfisme d’aquesta categoria f : ¢ — U,z tal que fv; = 7; per a tot .
Comprovem que f satisfa e, f = . 1 haurem acabat. Pero, per la definici6 de . és
suficient que e, fv; = e.v; per a tot i. En efecte, e, fv; = e,7; = €; perque els 7;

sén morfismes de C(u). O

Els resultats anteriors redueixen el calcul de colimits en C(u) al seu calcul en la

categoria més senzilla a\C i el de limits a la categoria C/b. Aquests, pero, no sén casos
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particulars dels resultats anteriors: si prenem a = e, per exemple, el que obtenim és
que el functor d’oblit C/b — C crea colimits. Ens cal doncs, un resultat de caire
diferent per assegurar ’existencia de limits en C/b i de colimits en a\C.

Per [McLs], teoremes 1 i 2, pagina 109, i els seus duals, és suficient demostrar
'existencia d’alguns limits (resp., colimits). En concret, per a I'existéncia de colimits,

és suficient I'existencia de coproductes i equalitzadors.

Proposicié 6. El coproducte de dos objectes a — x i a — y de a\C és el push-out
de C,

aqa — X
Lyl 11l
i
y —— U,y

El coequalitzador d’un parell de fletzes paral-leles o, 3 : x — y € mora\C és el seu

coequalitzador v : y — u en la categoria C sent 1y, = iy .

Finalment,

Teorema 7. Sigui C una categoria de models (resp., de models tancada). Definim els
morfismes distingits de C(u) com sequeix: direm que f € morC(u) és una equivaléncia
feble, una fibracio o una cofibracio si i només si ho és U(f) € morC. Aleshores C(u)

és una categoria de models (resp., de models tancada).

Demostracio. MO. Les proposicions 5 i 6 redueixen l'existencia de limits i colimits
finits en C(u) a la seva existencia en C. Com que, per hipotesi, aquesta és una

categoria de models, existeixen.

M1. Donat un diagrama solid de C(u),

d —— vy

el morfisme puntejat f : d — z existeix a C i és un morfisme de C(u): fiqg = fit. =
Qle =y 1 exf =eypf =€yB=¢4.
M2. Donat f:x — y € morC(u), les factoritzacions existeixen a C: sigui z ——

c 2, y qualsevol de les dues. Per definicié dels morfismes distingits de C(u), «
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sera, per exemple, una cofibracié trivial d’aquesta categoria si ho és de C. Per tant,
sols és necessari mostrar que sén morfismes de C(u). Definim ¢, = ai, 1 . = €,0.
Comprovem, per exemple, que ¢ és un objecte de C(u): ecte = € By = €yfiy =
Exty =u. O que a € morC(u): aty = i, per definicié de ¢, 1 e;a =¢,fa =¢,f =

Ex.

M3 i M4. L’estabilitat de les cofibracions i el que tot isomorfisme sigui una cofibracié
son evidents. Pel que fa a 'estabilitat per push-outs, observem que de la descripcid
dels colimits en C(u) es segueix que el push-out de a:x — y i f: 2 — 2z a C(u)
coincideix amb el push-out a C, prenent les unitats i augmentacions que es segueixen
de les proposicions 5 i 6.

L’estabilitat de les cofibracions i de les cofibracions trivials per push-outs es segueix
d’aquest fet, de la definicié d’aquests morfismes distingits en C(u) i de que C és una
categoria de models.

Dualitzar per a les fibracions.

M5 i Retractes. Evidents a partir de les definicions dels morfismes distingits en
C(u). O

En particular, si C és una categoria de models (resp. de models tancada), a\C i
C/b, sén categories de models (resp., de models tancades) amb les definicions anteriors

dels morfismes distingits (cf. [Quiy], proposici6 6, pagina 2.8).

OBSERVACIO. La propietat “tots els objectes fibrants” es “preserva” sota hipotesis que
satisfaran la majoria dels nostres exemples. En efecte, suposem que C = Cy. Aleshores
és evident que a\C = (a\C)s. Més generalment, si v admet una seccié s: b — a,
aleshores per a tot x, £, també admet una seccié: e,(t,s) = us = 1. Per tant si la

classe de les fibracions inclou els epimorfismes de C, aleshores C(u) = C(u)y.
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CAPITOL II. SOBRE ALGEBRES DGC 1
MODULS DG.

Introduccio.

L’objectiu d’aquest capitol és dotar d'una estructura de categoria de models tan-
cada algunes de les categories que hom retroba en algebra homologica diferencial. En
concret, en § 2, per a k un cos de caracteristica zero i R una k-algebra, dotem
de tal estructura la categoria de R-algebres diferencials graduades commutatives
(R-algebres dgc) i categories del tipus C(u) per a diferents eleccions del morfisme
u € morC, on C és la categoria anterior (veure (3.4), capitol I). El mateix fem,

donada una R-algebra dgc A, per a la categoria de A-moduls dg en § 3.

En aquest capitol, aquestes estructures de categoria de models son aprofitades
en dos sentits: d’un costat, com a corol-lari, es tenen relacions d’homotopia en les
categories esmentades (veure (3.2), capitol I), per a les quals donem objectes cami
explicits. D’altra banda, hom disposa de criteris depenents de I'estructura de categoria
de models, per a l'existéncia i calcul de functors derivats (veure (3.3), capitol I), que

apliquem en § 4 a alguns functors entre les categories esmentades.

§ 1. Les categories.

En aquest § recollim alguns fets de les categories amb que treballarem per a co-

moditat del lector i per tal de fixar les notacions.

(1.1) R-moduls dg i R-algebres dge. Sigui R un anell commutatiu amb unitat. Un R-
modul graduat sera un R-modul graduat sobre els enters no negatius, M = € p>0 MP.
Notarem per |m| el grau de 'element m € M . Considerarem el propi anell R com

un R-modul graduat homogeni de grau zero. Donats dos R-moduls graduats, M i N,
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M®N = M®gN ésel R-modul graduat definit per (M @N)? = @, ,_,(M'@N7).
Donats un R-modul graduat, M iunenter r € Z, M|r| és el R-modul graduat definit
per M[r]P = MP*",

Un morfisme de grau r és un morfisme de R-moduls, f : M — N, tal que
f(MP) C NPT per a tot p. Un morfisme de R-modduls graduats és un morfisme
de grau zero. Tot morfisme de grau r, f : M — N, pot ser considerat com un
morfisme de R-moduls graduats: f : M — N][r|. Tot morfisme de R-moduls
graduats, f: M — N indueix un morfisme evident f[r]: M[r] — N[r| per a tot
r. Per a qualsevols R-moduls graduats L, M i N hom té isomorfismes de R-moduls

graduats

L(M@N)2(LeM)®N RIM=M=MQ®R
(M@ N)[r] = M (N[r]) T-M®N—N®M

sent 7(m ®@n) = (=1)I™"lp @ m.

Un R-modul diferencial graduat ( R-modul dg) és un R-modul graduat, M, provist
d’una diferencial de grau +1; és a dir d’'un morfisme de R-moduls graduats, djs :
M — M][1] tal que d%, = 0.

Considerarem R com un R-modul dg homogeni de grau zero i diferencial nul-la.
Donat un R-modul dg, M, M[r] és el R-modul dg definit per dps,) = (—=1)"dasr.
Donats dos R-moduls dg, M i N, hom defineix una diferencial en el R-modul dg
M & N per dygny =dy ® 14+ 1®dy; el que, d’acord amb les convencions usuals
per als signes, significa d(m @ n) =dm ®@n + (=1)"™m @ dn.

Un morfisme de R-moduls dg és un morfisme de R-moduls graduats, f: M — N,
tal que el diagrama

M -1 N
o |

) L N

és commutatiu. Els isomorfismes anteriors sén isomorfismes de R-moduls dg.
Una R-dalgebra diferencial graduada commautativa ( R-algebra dgc) és un R-modul

dg, A, provist d’una unitat i d'un producte commutatiu, compatibles amb la diferen-

cial; i.e., d'uns morfismes de R-moduls graduats, n: R — Aipu: A®A — A, tals
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que els diagrames

ARARA X2, A A RoA "2, AgA <21 A®R
1®ul ul ;l ul ;l
AA —E A — A —— A
1 ApA —E AoA —2 4
D
(Ao A . A AgA —H 4

sén commutatius. Sinotem u(a®0b) per ab, la commutativitat del tercer diagrama és
equivalent a la igualtat d(ab) = da-b+ (—1)1%la-db (regla de Leibnitz). Considerarem
R com una R-algebra dgc homogenia de grau zero amb nr = 1r, amb el producte
com a anell i diferencial nul-la. Admetrem A = 0 com a R-algebra dgc. Per la
R-linealitat i la regla de Leibnitz, tindrem que d4n4 = 0. Donades dues R-algebres
dgc, Ai B, el R-modul dg A® B té una estructura natural de R-algebra dgc definida
per (AB)®(A®B) — (A® A)®(B®B) HABEE, A® B, on la primera fletxa és
la composiciéo de 7 amb els isomorfismes que expressen 1’associativitat del producte
tensorial, i nagp =NMa®np: R— A®B.

Un morfisme de R-algebres dgc és un morfisme de R-moduls dg, f: A — B, tal

que els diagrames

R R A A 121, BeB
lm‘ lnB lNA lMB
AL B A I B

s6n commutatius. Notarem per Adgc(R) la categoria amb els objectes i morfismes

anteriors.

(1.2) A-moduls dg i A-algebres dge. Sigui A una R-algebra dgc. Un A-modul
(per lesquerra) diferencial graduat (A-modul dg) és un R-modul dg, M, provist

d'un producte per elements de A; és a dir, d'un morfisme de R-moduls graduats
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A A® M — M tal que els diagrames

A AeoM 21 Ao M RoM " Ao M
ll®/\ lA l% Al
AR M ——i—e M M — M

i tal que la seva diferencial satisfa la regla de Leibnitz; i.e., el diagrama

AoM —2 . A

ldA@,M J«dM

(Ao )] 22

és commutatiu. Si notem A(a ® m) per am la commutativitat del darrer diagrama
s'escriu d(am) = da - m + (—1)1*la - dm.

Tot A-modul dg per I'esquerra és A-modul dg per la dreta amb el producte M ®
AT Ao M 2 M. Donats dos A-mdduls dg, M i N, M®4 N és el A-modul dg
definit considerant en M l’estructura de A-modul dg per la dreta i en N D'estructura
de A-modul dg per l'esquerra. Donat un A-modul dg, M i un enter r, M|r| és el
A-modul dg definit per A® M[r] = (A M)[r] 2L apr).

Un morfisme de A-moduls dg és un morfisme de R-moduls dg, f: M — N, tal
que el diagrama

AoM 221, Ao N

b
M L N

és commutatiu. Notarem per Mdg(A) la categoria amb aquests objectes i morfismes.

OBSERVACIO. No es tracta de la categoria de complexos de cocadenes: per exemple,
les diferencials no sén morfismes de A-moduls, llevat de casos trivials. Aixi i tot, es

té el resultat segiient:

Proposicié 1. ([H-M-S]) Mdg(A) és una categoria abeliana.
En particular, es tenen sumes directes, nuclis, successions exactes ...

Sigui A una R-algebra dgc. En el que segueix, farem el segiient abus de no-

taci6é: posarem Adgc(A) per denotar la categoria de les R-algebres dgc sota de A:
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A\Adgc(R). Es a dir (veure capitol I) la categoria que té per objectes els mor-
fismes de R-algebres dgc de domini A i per morfismes els triangles commutatius de

Adgc(R),
A

B — C
f

Per abus de llenguatge, anomenarem Adgc(A) la categoria de les A-algebres dgc.

OBSERVACIO. Sigui S una R-algebra commutativa unitaria homogenia de grau zero.
Aleshores la categoria Adgc(S) (en el sentit de (1.1)) és efectivament S\ Adgc(R).

Sigui A una R-algebra dgc. Notarem per Adgc.(A) la categoria Adgc(R)(14),
que anomenarem categoria de les A-algebres dgc A-augmentades. Es a dir, la cate-

goria els objectes de la qual son els triples

on f i g sén morfismes de R-algebres dgc tals que gf = 14, i els morfismes els

diagrames commutatius de Adgc(R),

Finalment, sigui A una R-algebra dgc augmentada; és a dir, A és una R-algebra
dgc junt amb un morfisme de R-algebres dgc €4 : A — R (el qual implica que
eana = lg). Altrament dit: es tracta d’un objecte de la categoria Adgc(R)(1g).
Seguint amb els abusos de notacié, posarem Adgc.(A) per denotar la categoria
Adgc(A)(ea). Els objectes d’aquesta categoria (veure capitol I) sén els triples
(f,B,ep),on B ésuna R-algebra dgci f i ep sén morfismes de R-algebres dgc tals

que epf = €4 iels morfismes diagrames commutatius de Adgc(R),

A1 . p_2 R

el

A—2 0=, R
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Per abus de llenguatge també, anomenarem Adgc.(A) la categoria de les A-algebres

dgc R-augmentades.

§ 2. Estructura de categoria de models de Adgc(A), Adgc.(A4) i Adgec.(4).

En tot aquest § Kk és un cos de caracteristica zero, R una k-élgebra commutativa
unitaria (homogeénia de grau zero) i A una R-algebra dgc.

(2.1) Adgc(A), Adgc.(A) i Adge.(A) sén categories de models. Per a les categories
Adgc(A), Adgc.(A) i Adgc.(A) definim els morfismes distingits com segueix:

(1) we : els quasi-isomorfismes,
(2) fib : els morfismes exhaustius, i
(3) cof : els morfismes que tenen la propietat LLP respecte de les fibracions

trivials,

(veure (3.4), capitol I, per al significat d’aquestes definicions en les categories esmen-
tades).

Teorema 1. Amb les dades anteriors Adgc(A), Adgc.(A) i Adgc.(A) son cate-

gories de models tancades.

Demostracié. Per [B-GJ, teorema 4.3, Adgc(k) és una categoria de models tancada,
amb els morfismes distingits anteriors. La resta es tracta de categories del tipus
C(u), per a u € morC, sent C = Adgc(k). En concret, recordem que Adgc(R) =
R\Adgc(k), Adgc(A) = A\Adgc(R), Adgc.(A) = Adgc(R)(14) i Adge.(A4) =
Adgc(A)(ca). Per tant el resultat es segueix de l'eleccié dels morfismes distingits i
del teorema 7 del capitol I, § 3. [

OBSERVACIONS. (1) Per a les estructures de categoria de models anteriors tots els
objectes sén fibrants (veure capitol I, observacié al final de (3.2)).

(2) En particular, les factoritzacions M2(ii) de Adgc(A), Adgc.(A) i Adgc.(A)
s’obtenen definint de manera natural unitats i augmentacions en els objectes de la
factoritzaci6 de Adgc(k) (veure [B-GJ, (4.5)). En concret, donat el morfisme ¢ :

X — Y d’alguna de les categories anteriors, la factoritzacié X —- CxY —— Y,
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on j és una cofibracié i ¢ una fibracié trivial de Adgc(k), s’obté com a limit de

factoritzacions
X — CiY — Oy —
NS
Y

on C1Y =X ®TY ®SZY 1 TY ésla k-algebra dgc lliure sobre el conjunt graduat
Y, ZY el k-modul dg dels cocicles de Y i SZY la k-algebra dgc amb un generador
s, en grau |z| per a cada z € ZY i diferencial ds, = 0. Un cop es té el pas n-éssim,

X I Y 2% Y, el segiient es construeix mitjancant el push-out,
SZq, ——— C,X
@l ljn«%l
T(Zgu[1]) —— CuiaX
on Zqy, és el k-modul dg dels cocicles relatius de g,, (cf. la demostracié del teorema 1,
(3.1), més endavant en aquest capitol). Hom pren CxY =lim C, Y . Si, per exemple,
¢ € mor Adgc.(A), definim la A-“unitat” de CxY per jf on f: A — X és
la A-“unitat” de X i l’augmentacié com eyq (veure la demostraci6 del teorema 7,
capitol I, § 3).
Corol-lari. Les inclusions de Adgc(A)., Adgc.(A). i Adgc.(A). en Adgc(A),
Adgc.(A) i Adgc-(A), respectivament, indueizen equivaléncies de categories
mAdgc(A). =2 HoAdgce(A)
mAdgc.(A). = HoAdgc.(A)
wAdgc.(A). =2 HoAdgc.(A)

Demostracio. Es segueix del teorema anterior, del fet que tots els objectes siguin
fibrants i de [Qui;], teorema 1, § 1, capitol I. O

(2.2)Alguns objectes cami. Es segueix del teorema anterior i del capitol I § 3, que
hom té una relacié6 d’homotopia en Adgc(A4), Adgc.(A) i Adgc.(A). Veiem un

objecte cami explicit per a algunes d’aquestes categories.

Sigui R(t,dt) la R-algebra dgc lliure amb un generador ¢ en grau zero. Si A és una
R-algebra dgc, posarem A(t,dt) = R(t,dt) ®g A i per a un morfisme de R-algebres
dge f: A— B, B(t,dt) = A(t,dt) ® 4 B. Siguin

80,01 : R(t,dt) — R i  s:R— R(t,dt)
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els morfismes de R-algebres dgc definits per gt = 1, 01t =0 i s la inclusié natural.
Hom notara amb les mateixes lletres els morfismes 0; ® 15 : B(t,dt) — B, 1 =0,11i
s®1lp: B — B(t,dt). Hom té que A — B — B(t,dt) és un objecte de Adgc(A)
iels 9;, 1 = 0,11 s son morfismes d’aquesta categoria. Amb aquestes definicions i

convenis, es té:

Proposicié 2. Per a tot B € obj Adgc(A),

(01, Bo)
- %

B % B(t,dt) B x B

és un objecte cami de Adgc(A).

Per tant, dos morfismes ¢,1 : X — Y de Adgc(A) sén homotops si existeix un
morfisme de R-algebres dgc, h : X — Y (¢,dt) tal que hf = sg, on f i g sén les
A-“unitats” de X i Y, ital que 01h = ¢ i Ogh = .

OBSERVACIO. Alguns autors (p.e. [Hal]) anomenen aquesta relacié (o la corresponent

definida per un objecte cilindre) homotopia relativa a A.

Pel que fa a la categoria Adgc.(A), per a tot objecte A Ny RN R, definim un
objecte cami com segueix (cf. [B-G], (6.10)):

(01, 90)
_

B > R® (IrB®g R(t,dt)) B x B (2)

on IrB = kerep és l'ideal d’augmentacié de B, sb = egb+ (b — epb) ® 1. Hom
comprova facilment que tant s com (91,dp) sén morfismes de A-algebres dgc i que,
definint 'augmentacié de R® (IrB®pg R(t,dt)) com la identitat en el primer sumant
i zero en el segon, es tracta de morfismes de Adgc.(A) i, en definitiva, que (2) és un

objecte cami.

Una homotopia amb aquest objecte cami entre dos morfismes ¢,¢ : B — C €
mor Adgc.(A) és doncs un morfisme d’aquesta categoria, h : B — R @& (IrC ®p
R(t,dt)), tal que 01h = ¢ i Ogh = 1. Equivalentment (cf. [Gr-M], pagina 147), és

un morfisme h de A-algebres dgc que fa commutatiu el diagrama

B —"— R(t,dt)®rC

Exl 1®€Yl

R ——  R(tdt)
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(2.3)Estructura simplicial. L’objecte cami de Adgc(A) definit en (2.2) prové de la

segiient estructura simplicial: sigui L} la k-algebra dgc de les formes polinomials del

simplex ordinari A™ C k™. Es tracta de la k-algebra dgc generada per tg,t1,...,t,
en grau 0 i vg,v1,...,v, en grau 1, subjectes a les relacions tg +t; +---+t, =1,
vo+v1+---+v, =01idt; =wv; perai=0,1,...,n. Hom pot veure-la també

com la k-algebra dgc lliure sobre ti,...,t, (veure [B-GJ; cf. [Swan], [Dup]). Per
exemple, L = k(t,dt). Notarem de la mateixa manera la A-algebra dgc L} ®yx A.
Tensorialitzant també per 14 les cares i degeneracions, obtenim un objecte simplicial
de la categoria de A-algebres dgc, L = @,,~, L}, € objA°Adgc(A).

DEFINICIO 1. Donades X ,Y € Adgc(A), denotarem per Hompgge(a)(X,Y) el

conjunt simplicial que té per grau n-essim
MAdgC(A) <X7 Y)n = HomAdgc(A) (X7 L;: XA Y)
i cares i degeneracions induides per les de Lj .

A partir d’aquest conjunt simplicial hom pot comprovar el resultat segiient, del

qual no se’n fara cap us en aquest treball (veure [Quiy], capitol II, definicié 1).

Proposicié 3. Adgc(A) és una categoria simplicial.

§ 3 Estructura de categoria de models de Mdg(A).

Excepte en (3.5), en tot aquest § R és un anell unitari commutatiui A una R-élgebra
dgc.

(3.1)Mdg(A) és una categoria de models. Per a la categoria Mdg(A) prendrem

com a morfismes distingits:

(1) we : els quasi-isomorfimes; i.e., els morfismes que indueixen isomorfismes en
cohomologia,

(2) fib : els morfismes exhaustius,

(3) cof : els morfismes que tenen la propietat d’aixecament per I'esquerra (LLP)

respecte de les fibracions trivials.
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Teorema 1. Amb les dades anteriors Mdg(A) és una categoria de models tancada.

OBSERVACIONS. (1) Veurem la demostracié en (3.2). Cal senyalar que no es tracta
del resultat de que la categoria de complexos de cocadenes acotats superiorment és
una categoria de models tancada ([Qui;], capitol I, § 1, exemple B): com ja hem dit,
Mdg(A) no és una categoria de complexos. Pero, fins i tot si A = R, no es tracta
de la mateixa categoria: aquella és la categoria dels complexos de cocadenes acotats
superiorment, CT(Mod(R)) i aquesta la de complexos de cocadenes concentrats en
graus no negatius: Mdg(R) = CZ%(Mod(R)). Tampoc es tracta del cas dual de
I’exemple de Quillen: les estructures de categoria de models sén diferents: en el cas
dual d’aquest exemple, les fibracions serien els morfismes exhaustius de nucli injectiu
grau a grau i les cofibracions els morfismes injectius.

(2) A diferencia de § 1, no es demana que R sigui una k-algebra i k un cos
de caracteristica zero. El paper d’aquesta hipotesi en el cas de les algebres dgc és
el segiient: cal que 'algebra dgc lliure sobre un generador en grau n, T'(n) (veure
I'observacié (2) que segueix a la demostracié del teorema 1 de § 2), sigui aciclica en
el sentit que HT'(n) = k. Si per exemple R fos un anell de caracteristica p > 01t
el generador de T'(0) = R(t,dt), aleshores dt? = ptP~'dt = 0 seria un cocicle que no
seria una covora. L’objecte analeg per a moduls dg és aciclic (aqui en el sentit que té

cohomologia nul-la) sense necessitat de trobar-nos en caracteristica zero.

Corol-lari. La inclusid de Mdg(A). en Mdg(A) indueix una equivaléncia de cat-
eqgorTies
7Mdg(A). = HoMdg(A)

(3.2)Demostracié de (3.1). (cf. [B-G|, [Mum]) Utilitzant la caracteritzacié de cate-
goria de models tancada de [Quis], sén suficients les propietats M0, M1, M2, M5 i
I'estabilitat dels morfismes distingits per retractes. M0, M1(ii), M5 i 'estabilitat per
retractes sén trivials. M1(i) es dedueix formalment de la resta, com a [B-G|. Veiem
doncs M2.

Per a tot n > 0 definim els segiients A-moduls dg:
(1) S(n) = A[-n] amb diferencial dg,) = daj—n] = (—1)"d4, i
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(2) T(n) = A[-n] €@ A[—(n + 1)] amb diferencial dy,,,, : T'(n)? — T(n)P+t,

dr(n) = ((_TdA (—1)S+1d,4)

Altrament dit, S(n) és el A-modul graduat lliure amb un generador s € S(n) , |s| =
n i diferencial d(s) = 0. Pel que fa a T'(n), es tracta del A-modul dg lliure amb un
generador ¢t € T'(n) ,|t| = n. Per tant, tot morfisme de A-moduls dg, f: S(n) — M
resta determinat per fs € Z"M . Reciprocament, tot element m € Z"M determina
un dnic morfisme f : S(n) — M definit per fs = m. Pel que fa a T'(n), tot
morfisme resta determinat per la imatge de ¢ i qualsevol element de M™ determina

un tnic morfisme 7'(n) — M. Finalment, per a n = —1 definim 7(—1) = A.

Lema 1. Amb les anteriors definicions es té:
(1) S(n) i T(n) son cofibrants per a tot n.
(2) El morfisme 8 = S(n) — T'(n — 1), definit per 0s = dt per a n > 1 i per
0s =0 st n =20, és una cofibracié per a tot n > 0.

(3) H(S(n)) =(HA)[-n| « H(T(n)) =0 per a tot n > 0.

Demostracio. S(n) és cofibrant: donat un diagrama de A-moduls dg,

M

lp

Stn) —2— N
on p és una fibracié trivial, considerem (s € Z"M. Com que p, : HM — HN
és un isomorfisme, existeix mg € Z"M tal que p.[mo] = [Bs]. Es a dir, existeix
n € N1 tal que pmg — s = dn. Com que p és exhaustiva, existeix m; € M1
tal que pm; = n. Definim B: S(n) — M per Es = mg—dm;. Hom té efectivament

que dgs =dmy=01i pﬁs =dn + Bs — dpm; = Bs.
Quant a T'(n) , observem que és un objecte lliure i els objectes lliures sempre sén

cofibrants si les fibracions son fletxes exhaustives.

Veiem que 0 : S(n) — T'(n—1) és una cofibraci6: donat el diagrama commutatiu

de A-moduls dg
S(n) —F— M
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en el qué p és una fibracié trivial, es té que pas = dft, d'on p.[as| = 0 i per tant
[as] = 0. Sigui mg € M™~! tal que dmg = as. Aleshores 3t — pmg és un cocicle i
per tant existeixen m; € 2"t i n € M"? tals que St = pmg + pmy + dn. Sigui
me € M™ 2 tal que n = pms. Definim Bt = mg + mi + dmso. Hom té efectivament

que pgt:pmo +pmi+dn=0ti gﬁs:dmo =as. O

Per a tot conjunt graduat no negativament, W, definim els A-moduls dg
SW=E S(w)) i TW=&D T(w)
weWw weWw

(En el cas del segon, admetrem W =1 #0.)

Lema 2. A Mdg(A) es té que:

(1) Tot isomorfisme és una cofibracio.

(2) Les cofibracions sén estables per composicié i per push-outs.

(3) Si X1 — X9 — X3 — ... és una successio de cofibracions, el morfisme
X1 — lim X,, és una cofibracio.

(4) Si {f; : X; — Y,}jes €s un conjunt de cofibracions,

D1 DX, — B
jed JjeJ Jj€J
és una cofibracio.

Demostracio. Totes les afirmacions es segueixen de la definicié de les cofibracions com

els morfismes que tenen la LLP respecte de les fibracions trivials. [

Observem que, pels apartats (2) del lema 1 i Papartat (4) del lema 2, el morfisme
Ow = @ b : SW — T(W1])
weW
és una cofibracié. Aixi mateix, notarem per
Ry = @ pu : TW — W
weW
laplicaci6 definida per p,(t,) = w, on t,, és el generador de T'(] w |); i per

W= @pgj:SW—ﬂ/V
weW
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I’analoga per a SW. Obviament, es tracta, en tots dos casos, d’aplicacions exhaus-

tives.
Sigui doncs f : X — Y un morfisme de Mdg(A). La seva factoritzacié M2(i) és

XS XaoTy LY
) 1
on 1 = (0) ,p=(f,Ry).

OBSERVACIO. En TY sols s’esta considerant I'estructura de Y com a conjunt graduat.

Pel que fa a la factoritzaci6 M2(ii) de f : X — Y, 'obtenim com a limit de

successives factoritzacions

X — Cly — CQY —

N . @
Y

tals que per a tot n > 1, es té:
(i) jn : Cph—1Y — C,Y és una cofibracié (CpY = X)),
(ii) gn : CnY — Y és una fibracid,
(iii) (gn)« és exhaustiu, i
(iv) ker(gn). = ker(jnt1)«-

Donada una successié com (2), complint (i)-(iv), definim
C XY = h_H)lCnY

i comprovem que:

(1) j definit com la composicié X — C1Y — CxY és una cofibracié: j; ho
és per (i), Ch1Y — CxY per (3) del lema 2 i la seva composici6 per (2) del
mateix lema,

(2) ¢ =1limg, és una fibracid,

(3) ¢« : HCxY — HY és un isomorfisme, ja que HCxY = HlimC,Y =
lim HC,Y i per tant ¢, és epimorfisme. Pel que fa a la injectivitat, si
[w] € kerg., aleshores existeixen n i [w,] € HC,Y tals que [w,] — [w]
per HC,Y — HCxY i 0 = q.[w] = (¢n)«, d’on, per (iv), [w,] € ker(jn+1)«
i per tant [w] = 0.
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Construim la successié de factoritzacions (2). Pel que fa a la primera, prenem:

ClY =XoTY & SZY

jl = 0 1 q1 = (f7 RY? /ZY)
0

on ZY ={z €Y | dz =0} sén els cocicles de Y .

Un cop construit el pas n-essim complint (i)-(iv), hom construeix el segiient aixi:

si denotem el modul dels cocicles relatius de ¢, per
ZGn = {(way) €Y ® Y[_l] ‘ gnW = dy}
Cn+1Y 1 jpy1 s’obtenen mitjangant el push-out

SZq, ——— C,Y

l@ ljn+1
T(Zga[1]) —2— CosrY
en el que as(, ) = w i O8(y,y) = dt(w,y)- Gnt1 com el morfisme induit per g, i per
U = @(w,y) Vw,y) * TZqu[l] — Y, Yrwy)tw,y) = ¥, o0 Le,,y) és el generador de
T(|(w,y)|). Hom té aleshores que

(1) jnt+1 és una cofibracié perque © ho és i per (2) del lema 2,

(ii) @n41 és una fibracié ja que g, ho ési ¢, = ¢ni1in+1,

(iii) (gn+1)« és exhaustiu per la mateixa rad, i

(iv) lainclusié D és trivial. Pel que fa a laltra, si (¢, )«[w] = 0, aleshores existeix
y tal que g,w = dy. Per tant es té un element (w,y) € Zg, i la imatge de

W = QS(y,y) Per jJnt1 €s una covora de Cpi1Y': jppiw = dlpyy). U

(3.3)Alguns objectes cami. Es segueix del teorema anterior i de § 3 del capitol T que
es té una relacié d’homotopia a Mdg(A). Obviament per a tot M € objMdg(A)

com a objecte cami ens val 'analeg de A-algebres dgc:

(1®01, 1®00 )
- 5

M 2 M ®g R(t,dt) M x M
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En el cas A = R, hom pot obtenir I’homotopia usual de complexos de cocadenes

composant amb el morfisme de A-moduls dg (cf. [Gr-M], pagines 120 i 121, i [Nag])

1
/ R(t,dt)@RM—>M
0

definit per fol tem=01i fol tldt @m =

en caracteristica zero.

. Hom observara, pero, que esta definit

1+ 1

Anem a donar un altre objecte cami explicit. En el cas A = R, la relacié d’ho-
motopia definida per aquest coincideix amb 'homotopia usual de complexos sense

hipotesi sobre la caracteristica.

Sigui Wy el A-modul dg generat per u,tg,t; en grau zero i vg,v; en grau U, amb
les relacions tg +t; = u, vo +v1 =01 du =0, dt; = v; per a i« = 0,1. Siguin
0;: Wi — Rperai=0,11is:R— W; definits com segueix: 0;(t;) =1 si ¢ # j,
0i(t;) =0sii=j1s(l) =u. Hom notara amb les mateixes lletres els morfismes
0,1 . Wi QgM — M, i=0,11sx1y : M — M ®gr W;. Amb aquestes

definicions i convenis, es té:
Proposicié 2. Per a tot M € objMdg(A),
s (01, 9o)
M->Wir M —— M x M

és un objecte cami de Mdg(A).

Hom pot comprovar facilment que to ® yo + t1 ® y1 + dt1 ® y2 — (Yo, Y1, —Y2)

defineix un isomorfisme de A-moduls dg
WioM— MoMao M[—1]

sent

d 0 0
0 d 0
-1 1 —d
la diferencial de M & M & M[—1]. Si h: M — W; ® N és una homotopia entre
els morfismes f,g : M — N, aleshores, composant-la amb la projecci6 N & N &
N[-1] — N[-1] hom obté h.: M — N[—1] tal que dh.+ h.d=g— f.
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(3.4)Estructura simplicial. La relacié d’homotopia anterior prové de la segiient es-

tructura simplicial de Mdg(A).

Sigui C7 el complex de cadenes del conjunt simplicial estricte ordinari A,,on[n];
i.e.,, Cp és el R-modul lliure sobre el conjunt A, [n], i la diferencial és la suma
> (—1)'0; de les cares 9; : C) — Cj_, induides pels morfismes simplicials §; :
Alnlp—1 — Alnlp.

Sigui W) el complex de les cocadenes de Ap,on[n]. Es a dir,

W, = Hompoq(r) (Cp, R)

Sigui A € Adgc(R). Notarem de la mateixa manera el A-modul dg W) @ g A. Per

a tot p > 0, considerem el R-modul simplicial

wr=wr

n>0
Lema. W} = @p’n WP és un A-modul dg simplicial.
DErFINICIO 1. Donats M, N € Mdg(A), Hompag(a) (M, N) denotara el conjunt
simplicial que té per grau n-essim
MMdg(A) (M7 N)n = Hodeg(A) (Ma W’: ®a N)
amb cares i degeneracions induides per les de W .

Amb aquest conjunt simplicial hom pot demostrar el resultat segiient (del qual

tampoc se’n fara cap s en el que resta):

Proposicié 3. Mdg(A) és una categoria simplicial.
Una presentaci6 alternativa de W7 és com el complex de les cadenes normalitzades
de A[n]. Amb més precisié: sigui
W*: A°Set — Mdg(A)
el functor contravariant W* = Homaoget (-, W) i sigui
N*: A°Set — Mdg(A)

el functor de les cocadenes normalitzades. Aleshores,
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Proposicio 4. Els functors W* i N* son isomorfs.

(3.5)Relaci6 entre les estructures simplicials de Adgc(A) i Mdg(A). Les estructures
simplicials de Mdg(A) i Adgc(A) estan relacionades per una altra reinterpretacid
de W; com a submodul dg simplicial de Lj.

En aquesta secci6, Kk és un cos de caracteristica zero, R és una k-élgebra unitaria
commutativa i A una R-algebra dgc.

DEFINICIO 2. Sigui W]:l el submodul de L? generat per les formes elementals de
Whitney:

n
wr = Z(—l)stzgdtm e C/l\tis e dtz‘p
s=0

on I = (ig,...,0p) , 0 < ip < -+ < i, < n. Anomenarem modul de les formes

elementals de Whitney del simplex ordinari al A-modul dg

W= @

p=>0
Proposicio 5. Wi és un A-submodul dg simplicial de L .

Hom pot doncs definir un functor
W = Hompoget (-, W) : A°Set — Mdg(A)

Anomenarem modul de les formes elementals de Whitney d’un conjunt simplicial X,

al A-modul dg W (X,). No és dificil de comprovar que

o o s ] , .
Proposicié 6. Els functors W* ¢ W son isomorfs.

En particular doncs, W*(X,) i W (X,) sén A-moduls dg isomorfs per a tot
conjunt simplicial X,. Els isomorfismes sén les conegudes aplicacions I i F del
teorema de De Rham (veure, per exemple, [Dup]). Notem, pero, que I sols esta

definit en caracteristica zero.
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§ 4. Derivats d’alguns functors.

(4.1)Derivat dels indescomponibles de Adgc,(A). Mostrem com els grups d’homotopia

d’una algebra dgc poden ser vistos com la cohomologia d’un functor derivat.

En aquest apartat k és un cos de caracteristica zero, R una k-élgebra unitaria
commutativa i A una R-élgebra dgc.

DEFINICIO 1. Sigui B € obj Adgc.(A), anomenarem indescomponibles de B al
A-modul dg,
QaB = I14B/(I4B)?

on 4B, el nucli de 'augmentaci6 B — A, és I'anomenat ideal d’augmentacio de
B,i (IAB)2 la imatge del morfisme [4B ®4 [4B — I4B induit pel producte de
B.

Una presentacié equivalent és mitjangant les successions exactes de A-moduls dg:

0—IyB—B—A—0

(IaB)> — I4B — QAB — 0

Hom pot definir els grups d’homotopia de B o com segueix: sigui C4B — B un

model cofibrant de B. Anomenarem n-éssim grup d’homotopia de B al H°A-modul
WZ(B) = HnQACAB

Naturalment, s’ha de comprovar que la definicié és correcta: és a dir, que no depen
del model cofibrant de B escollit i que és functorial. El que segueix és una presentacié

d’aquesta comprovacié en llenguatge de functors derivats.
Els indescomponibles ens defineixen un functor
Qa4 : Adgc.(A) — Mdg(A)
En Daltre sentit podem definir un functor

Ny :Mdg(A) — Adgce.(A)
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que anomenarem functor de Nagata perque generalitza el que hom troba a [Nag].
Consisteix en dotar a cada A-modul dg del producte trivial i afegir-li una unitat.
Amb més precisié: si M € objMdg(A), Na(M) = A@® M és la A-algebra dgc
augmentada:

(1) com a A-modul dg és A @ M

(2) el producte esta definit per:

(a,m) - (b,n) = (ab,an + (—1)1mlpm)

(3) laugmentacié és la projeccié (1 0): Ad M — A
Pel que fa als morfismes, si f: M — N és un morfisme de A-moduls dg,

Nﬁ:(é?)A@M@HA@N

Proposicio 1. FEl functor N és adjunt per la dreta de Q) 4o 1 preserva equivalencies

febles i fibracions.

Demostracio. La preservacié d’equivalencies febles i fibracions és evident ja que la
diferencial de A@® M és la suma de les diferencials de A i de M i sobre els morfismes

es tracta de sumar la unitat de A, simplement.

Pel que fa a que sigui adjunt de )4, definim dues aplicacions naturals ¢ i 9,

Homagge, (4)(B, NaM) «— Homppag(a)(QaB, M)

com segueix: donat f = : B — A® M, on € és 'augmentacié de B,

€
f/
composem el morfisme de A-moduls dg f' : B — M amb la inclusié I4B — B.
El seguirem anomenant f’. Com que f'((IaB)?) = 0, indueix un morfisme ¢(f) :
QaB — M de A-moduls dg.

Reciprocament, donat g : Q4B — M un morfisme de A-moduls dg, notarem per
g’ la composicié
B [,B—QuB %M

on n: A — B és la unitat de B. Aleshores, 1(g) = (;,) és un morfisme de

A-algebres dgc augmentades. Hom comprova facilment que ¢ = 1. Quant a la
igualtat )¢ = 1, s’ha de veure que f' = (¢(f)’, pero sols sobre [,B. O
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Corol-lari. Q4 preserva cofibracions i equivaléncies febles entre objectes cofibrants.

Demostracio. Es segueix de 'existencia de I’adjunt per la dreta que preserva equiva-

lencies febles i fibracions i de la proposicié 2, § 3, capitol I. [J

Teorema 2. El functor Qa admet un functor derivat per l’esquerra
LQ4 : HoAdgc.(A) — HoMdg(A)

que sobre els objectes val LQ A X = QaCa X, on Cy X és un model cofibrant de X .

Demostracio. Es segueix del corol-lari anterior i del teorema 1, § 3, capitol I. [J

(4.2)Derivat dels indescomponibles de Mdg(A). Per a A-moduls dg tenim un func-

tor analeg.

En aquest apartat R és un anell unitari commutatiu qualsevol i A una R-élgebra
dgc augmentada.

Siguin n =n4: R— A, e =e€4 : A — R la unitat i 'augmentacié de A. Sigui

IA =1IRrA =kere el seu ideal d’augmentacio.
DEFINICIO 2. Anomenarem indescomponibles del A-modul dg M al R-modul dg
QaM =M/IA-M

OBSERVACIO. QaM = R®4 M, on l'estructura de A-modul dg de R és la induida

per 'augmentacié de A. Obviament, es tracta d’un functor
Qa4 : Mdg(A4) — Mdg(R)
Veiem que aquest functor, com l'analeg de (4.1), té un adjunt per la dreta: sigui

Mod(R) la categoria dels R-moduls. Per a tot V € objMdg(R), hom pot definir

una estructura de A-modul en Hompgoq(r) (R, V) mitjancant la de R:

(a-f)A) = flea-A)
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per a tot a € A itot A € R. Aixi mateix, hi definim una graduaci6 per:
HomMod(R) (Ra V)n = HomMod(R) (R7 Vn)

Finalment, per a f € Hompoq(r) (R, V)™, df € Hommoa(r)(R, V)" avaluat en
A€ R val
(df)(A) = d(f(N))

Hom té d’aquesta manera un A-modul dg. De fet, no és més que €*V': el A-modul

dg obtingut a partir de V' per restriccié d’escalars.
Proposicio 3. El functor
Homnpod(r) (R, -) = " : Mdg(R) — Mdg(4)

és adjunt per la dreta del functor Qa i preserva equivaléncies febles i fibracions.

Demostracio. Pel que fa a la primera afirmacid, és suficient verificar que la bijeccid

natural
Homnoda(r) (R ®4 M, V) < Hompgoa(a) (M, Homyioa(r) (R, V'))
definida per
{A@mi—gh@m)} < {m— g (m)(A) =gAem)}
es restringeix a una bijeccio
Hompag(r) (R ®a M, V) « Hompgga) (M, Hompea(r) (R, V)) -

La preservacié de les equivalencies febles i de les fibracions resulta evident a partir de

la segona presentacio del functor. [J

Corol-lari. FEl functor Qa preserva cofibracions i equivaléncies febles entre objectes

cofibrants.

Demostracio. Es segueix de I'existencia de I’adjunt per la dreta que preserva equiva-

lencies febles i fibracions i de la proposicié 2, § 3, capitol I. [J
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Teorema 4. FEl functor Q4 admet un functor derivat per ’esquerra
L
LQs = R® _:HoMdg(A) — HoMdg(R)
A
que sobre els objectes val LQaM = QACa M, on CoaM és un model cofibrant de M .

Demostracio. Es segueix del corol-lari anterior i del teorema 1, § 3, capitol I. [J

Per analogia amb el cas de les algebres dgc, anomenarem grups d’homotopia del
A-modul dg M (o de A a coeficients en M, segons els gustos) a la cohomologia del

functor derivat dels indescomponibles:
TaM = HLQAM

Veurem en el capitol V que aquest darrer functor coincideix amb el tor diferencial
Tor 4 (R, M).

(4.3)Derivat de M ®4 . La necessitat de l'existéncia del derivat de M ®4 _ ens

apareixera en el capitol segiient.

En aquest apartat, K és un cos de caracteristica zero, K una k-élgebra unitaria
commutativa, A una R-élgebra dgc i M un A-médul dg.

Mostrem que el functor
M ®4 -: Adgc(A) — Mdg(A)

admet un derivat per 'esquerra. Per la proposicié 3, § 3, capitol I, és suficient

demostrar el segiient:

Proposicid 5. Restringit als objectes cofibrants, el functor M ® 4 _ preserva la relacio

d’homotopia.

Demostracio. Com que ’afirmacié sols involucra els objectes cofibrants, pel lema de
(3.2), capitol I, és suficient demostrar-la per a un objecte cami particular. Siguin
doncs f,g: B — C morfismes de Adgc(A) i h: B — C(t,dt) una homotopia de
f a g (veure proposici6 2, (2.2)). Aleshores 1®@h: M ®4 B — M @4 C(t,dt) és
una homotopiade 1 ® f a 1® ¢g. En efecte,

(1®01, 1®09 )
_—

M@AC&M@)AC(@CZQ (M@AC)X(M(X)AC)

és una factoritzacié M2(i) de la diagonal de M @4 C. O
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Teorema 6. Fl functor M ® 4 _ admet un functor derivat per l’esquerra

L
M %) _:HoAdgc(A) — HoMdg(A)

L

que sobre els objectes val M @ B=M ®4 C, on A — C és un model cofibrant de
A

A— B.

Demostracié. Es segueix de la proposicié anterior i de la proposicié 3 de (3.3), capitol
I. O

En particular, M ® 4 _ preserva equivalencies febles entre objectes cofibrants de
Adgc(A).
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CAPITOL III. CATEGORIES BIFIBRADES.

Introduccio.

El llenguatge de les categories bifibrades es mostra adequat tant per parlar de for-
malitat (capitol IV) com del tor diferencial (capitol V), problemes en els quals hom es
veu portat a treballar amb objectes pertanyents a diferents categories, relacionats per
morfismes que “transiten” d’una a altra categoria. Dit sense precisio, una categoria
bifibrada és una familia de categories “parametritzada” per una altra categoria. Per
exemple, podem pensar en la familia de categories {Mdg(A)} obtinguda al variar
I’algebra dgec A. El resultat principal d’aquest capitol és dotar d’una estructura de

categoria de models aquestes categories a partir de tals estructures en les categories
que formen les “fibres” (les Mdg(A)) i la “base” (Adgc(R)).

En concret, en el § 1, després de recordar la definicié de categoria bifibrada, remar-
quem les dues descomposicions d’un morfisme en aquestes categories en un morfisme
ra i un morfism ue sera ncial en u ueix, per comparar

de la fibra orfisme de la base, que sera essencial en el que segueix, per compara;

fletxes paral-leles, calcul de limits, definir els morfismes distingits . ..

El § 2 esta destinat a I’enunciat i demostracié del teorema abans esmentat. Com
a corol-lari, per exemple, les categories de moduls dg sobre totes les algebres dgc
i la categoria de morfismes d’algebres dgc sén categories de models tancades. En
particular, hom hi té relacions d’homotopia de les quals n’explicitem un objecte cami.

La idea general de l'estructura de categoria de models que construim per a una
categoria bifibrada és la seguent: pel fet de ser “la base” una categoria de models en
ella existeixen els limits, aixecaments, factoritzacions ... Es comenca doncs, resolent
el problema en la base i pels functors imatges directes o reciproques “se’l trasllada”
a una “fibra” convenient. Com que aquesta també és una categoria de models, el
problema hi té solucié. La solucié en la categoria “total” es construeix a partir de la

soluci6 en la fibra i els morfismes que apareixen al fer imatges directes i reciproques.

Finalment, en § 3, estudiem l’existencia de factoritzacions M2 functorials en la

categoria Adgc(A). Per tal de tenir compte del fet que la functorialitat és tant en els
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“coeficients” com en l’algebra, utilitzarem una de les categories bifibrades que hem
vist en els § anteriors: la categoria de morfismes de R-algebres dgc. Les mateixes fac-
toritzacions functorials tenen una altra propietat interessant: commuten amb colimits:
si {A; — A;} és un sistema inductiu de R-algebres dgci {X; — X} un sistema

de A;-algebres dgc es té

Cliyy 4, lim X; = limg Ca, X,

on Cy X és el model cofibrant de A — X del capitol II. Tots dos resultats (functo-
rialitat i commutacié amb colimits) ens permeten una construccié de models de feixos
i el pas a la fibra en cada punt, tot i no tenir una estructura de categoria de models

per als feixos (cf. [Brown], [Jar]).

§ 1. Generalitats.

(1.1)Definicions i exemples. Per a aquest §, la nostra referéncia sera [SGA 1], exposé
VI. Per fixar les idees, comencem desenvolupant amb un xic més de detall I'exemple

esmentat en la introduccid.

EXEMPLE 1. Per a cada morfisme f: A — B de R-algebres dgc, hom té un functor
“imatge reciproca” f* : Mdg(B) — Mdg(A) (la restriccié d’escalars) i un functor
“Imatge directa” f, : Mdg(A) — Mdg(B) (I'extensié d’escalars).

Sigui Mdg la categoria que té per objectes les parelles (A, M), on A és una R-
algebra dgc i M un A-modul dg, i per morfismes les parelles (f,¢) : (4, M) —
(B,N), on f: A — B és un morfisme de R-algebres dgc i ¢ és un f-morfisme,
és a dir, un morfisme de R-moduls dg tal que p(ax) = fa - px. Equivalentment,
@: M — f*N és un morfisme de A-moduls dg.

Hom té un functor de projeccié P : Mdg — Adgc(R): P(A,M)=A, P(f,p) =
f. Per a una R-algebra dgc fixada A, hom pot considerar la categoria dels A-moduls
dg, Mdg(A), com la “fibra” de P en A.

Un altre exemple important d’aquestes categories és la categoria de feixos sobre

espais topologics variables (veure op.cit., pagina 184).
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Dit aixo, recordem algunes definicions i resultats. Sigui £ una categoria. Una
categoria sobre de £ (o una &-categoria) és un functor P : A — £. Sigui = € obj €.

La categoria-fibra de A en z és la categoria obtinguda pel pull-back de Cat,
A, — A

el

x —— &
on z és la categoria amb un unic objecte (z) i un tnic morfisme (1,). Es a dir,
A, és la categoria que té per objectes aquells a € obj.A tals que Pa = x i per
morfismes aquells ¢ € mor A tals que Py = 1,. Es clar que podem identificar A,
amb una subcategoria plena de A. Sigui f € mor&; un f-morfisme (o un morfisme

f -equivariant) és un morfisme w de A tal que Pw = f.

DEFINICIO 1. Sigui o : @ — b un morfisme de A i siguin = Pa, y = Pb,
f = Pa. Es diu que el morfisme « és cartesia si per a tot a’ € objA, i tot f-
morfisme w : @/ — b, existeix un unic morfisme de A,, ¢ : a’ — a, tal que

op =w.

Hom veu facilment que la composicio de morfismes cartesians és un morfisme

cartesia.

EXEMPLE 1 (continuacid). Sigui f: A — B un morfisme de R-algebres dgc i M
un B-modul dg. Aleshores la parella (f,1) : (A, f*M) — (B, M) és un morfisme
cartesia de Mdg.

La generalitzacié d’aquest exemple a una &-categoria qualsevol ens dona tots els
morfismes cartesians, llevat d’isomorfismes tnics. En concret, si per a un morfisme f :
x — y de £ iun objecte b de A, donats existeix un morfisme cartesia a¢(b) : a — b
tal que Pay(b) = f, aleshores a estd determinat dins de A, llevat d’isomorfimes
unics. Hom anomena a la imatge reciproca de b per f iel nota f*b. Aixi mateix, si
existeix la imatge reciproca de b" € obj A, , hom pot definir la imatge reciproca d'un
morfisme ¢ : b' — b de A, com I'inic morfisme f*¢ : f*b' — f*b de A, que fa
commutatiu el diagrama de A,

b ay(b) b

o]

f*b/ O‘f(b/) y
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DEFINICIO 2. Una &-categoria és prefibrada si per a tot f:x — y € mor £ existeix
el functor imatge reciproca

ffrA — Ay

Una categoria fibrada és una & -categoria prefibrada en la que per a tot parell de

morfismes = s y 2> z de &, el morfisme canonic de functors
gt —(gf)”"
és un isomorfisme.
Hom té les corresponents nocions duals.

DEFINICIO 1°. Sigui 8 : a — b un morfisme de A i siguin x = Pa, y = Pb,
f = Pa. Es diu que el morfisme (3 és cocartesia si per a tot b € objA, i tot

f-morfisme w : a — b, existeix un tUnic morfisme de A,, ¢ : b — V', tal que

VB =w.

Analogament, si per a un morfisme f:x — y de £ i un objecte a de A, donats
existeix un morfisme cocartesia §¢(a) : @ — b tal que PBf(a) = f, aleshores b esta
determinat dins de A, llevat d’isomorfimes tinics. Hom anomena a la imatge directa
de a per f iel nota f.a. La definicié de f, sobre els morfismes es fa de manera

semblant.

DEFINICIO 2°. Una &-categoria és coprefibrada si per a tot f : x — y € moré&

existeix el functor imatge directa
f * - -A:r — -Ay

Una categoria cofibrada és una & -categoria coprefibrada en la que per a tot parell de

/ g <
morfismes x — y — z de &, el morfisme canonic de functors

G fro = (gf)«

és un isomorfisme.
DEFINICIO 3. Una &-categoria és bifibrada si és fibrada i cofibrada a la vegada.

Veiem alguns exemples més de tals categories.
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EXEMPLE 1 (continuacié). En el cas que sols considerem R-algebres dgc augmen-

tades, notarem la categoria bifibrada dels moduls dg corresponents per Mdg, .

EXEMPLE 2. Sigui Adgc(R)? la categoria dels morfismes de R-algebres dgc. Es
tracta d’una categoria bifibrada sobre la categoria Adgc(R). Prenem com a functor
P el functor domini: si f: A — B és un morfisme de R-algebres dgc, dom(f) =
A. La categoria-fibra de Adgc(R)? en A € obj Adgc(R) és la categoria de fletxes
d’origen en A; és a dir, la categoria de R-algebres dgc sota de A, Adgc(A) =
A\Adgc(R). Si f: A — B ésun morfisme de Adgc(R), el functor imatge reciproca
es defineix per composicié amb f: si g : B — C € obj Adgc(B), aleshores f*(g) =
(9f : A— C) € obj Adgc(A). I el functor imatge directa, per extensié d’escalars: si
g: A— C €objAdgc(A), aleshores f.(g) =1®_: B — B®4 C € obj Adgc(B).

Analogament, es té que la categoria de morfismes de R-algebres dgc augmentades,
Adgc.(R)?, és una categoria bifibrada sobre Adgc,(R). La fibraen ¢: A — R és
la categoria Adgc.(A).

EXEMPLE 3. Més generalment, si C és una categoria en la qual existeix el push-out
de qualsevol diagrama a «— b — c, aleshores C?, la categoria dels morfismes de C,

és una categoria bifibrada sobre C, sent P el functor domini.

EXEMPLE 4. Sigui 2Mdg la categoria que té per objectes els triples (M, A, N),
on A és una R-algebra dgci M i N sén A-moduls dg, i per morfismes els triples
(o, fy0) : (M,A,N) — (P,B,Q) en els quals f : A — B és un morfismes de
R-algebres dgci ¢ : M — f*P i ¢ : N — f*Q sén morfismes de A-moduls dg.
Hom pot veure 2Mdg com la Mdg-categoria obtinguda a partir de P : Mdg —
Adgc(R) per canvi de base al llarg del propi functor P. Altrament dit, es tracta del

pull-back de Cat,
2Mdg —— Mdg

| r|
Mdg —2— Adgc(R)

Es tracta d’una categoria bifibrada sobre Adgc(R): el functor de projeccié es defineix
sobre els objectes per P(M,A,N) = A. La categoria-fibra de 2Mdg en A és el
producte Mdg(A) x Mdg(A). Donat un morfisme f: A — B de R-algebres dgc
i un triple (P, B, Q) la seva imatge reciproca per f és el triple (f*P, A, f*Q); donat
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el mateix morfisme f i un triple (M, A, N) la seva imatge directa per f és el triple
(B@A M,B,B ®4 N)

(1.2)Factoritzaci6é dels morfismes. Sigui w : @ — b un morfisme d’una categoria
prefibrada P : A — & isiguin f = Pw, v = Pa i y = Pb. Mitjangant el functor
imatge reciproca per f, anem a definir una factoritzacié canonica de w en un morfisme

de la fibra en z i el morfisme cartesia a(b).

Considerem la imatge reciproca de b per f, as(b) : f*b — b, que notarem
simplement «,,. Per la propietat universal de la imatge reciproca, existeix un tunic

morfisme de A, , ©, :a — f*b, tal que
W= QP

Anomenarem aquesta la factoritzacio ap de w.

OBSERVACIO. Donat f:x — y € moré i b € obj A, la factoritzacié anterior per a
a = ayr(b) déna @, = 1¢+p i o = . Aix{ mateix, si ¢ : a — b € mor A, , posarem
ap,=1p 1 p, = .
EXEMPLE 5. Sigui A = Adgc i £ = Adgc(R). Siguin a: A— Bib:C — D
dos morfismes de R-algebres dgc i
A—"> B
f l sol (1)
c—".D
un diagrama commutatiu de £ (i.e., un morfisme w: a — b de A). La factoritzacié

ap d’aquest és el diagrama commutatiu de £:

A—", B
I
A . p (2)

c—L.Dp
en el qual el rectangle superior és el morfisme ¢, : a — f*b = bf i l'inferior

ay : ffb— .
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Lema 1. Sigui P : A — &£ una categoria bifibrada i w,w' : a — b, § : b — ¢
morfismes de A, f = Pw i g= P#. Aleshores:
(1) w=w" siinomés si a, = Qu & Y, = Qo (equivalentment, Pw = Pw' i
P = Pur ),
(2) w és un isomorfisme de A si i només si o, i @, son isomorfismes de A
(equivalentment, Pw i @, son isomorfismes de £ i Ap,, respectivament),

(3) @ ow) = aoa(g%c) i Powy = [ (00)Puw -

Demostracid. (1) és evident a partir de la definicid i (2) es segueix de (1) i (3). Pel
que fa a (3), observem que és suficient demostrar la igualtat o g,y = agayr(g*c), ja
que, si aquesta és certa, aleshores, com que 0w = (g f*(09)¥w, Per unicitat de la

factoritzacid, es segueix la segona.

Sigui =z J, y % 2 la imatge de a => b LAy per P. Verifiquem doncs, que
agay(g¥e) satisfa la propietat universal de a (g, ; és a dir, que donat un f-morfisme,
p:a’ — c, existeix un Gnic morfisme de A, , x : @’ — f*g*c tal que agar(g*c)x =
p. En efecte, considerem la imatge directa g, f.a’ € obj A, . Per la propietat universal
d’aquesta, existeix un tinic 91 : g, fxa’ — c € mor A, tal que ¢13(45)(a’) = p. Perla
propietat universal de la imatge reciproca, existeix un tnic ¢ : foa’ — g*c € mor A,
tal que ape = 184(fra’). Pel mateix, existeix un dnic 93 : ¢’ — f*g*c tal que

QYO (pya, )3 = P2r(a’). Finalment, prenem x = 13. 0O

Utilitzant la imatge directa, hom té una factoritzacié dual de w:

w = prﬂw

en la qual 8, = ff(a) : a — f.a és la imatge directa de a per f i 1, : fea — b
'dnic morfisme de A, tal que w = ¢,5¢(a). Anomenarem aquesta la factoritzacio

YB3 de w.

Com per a la factoritzacié o, tenim el corresponent

Lema 1°. Sigui P : A — & una categoria bifibrada i w,w’ : a — b, 8 : b — ¢
morfismes de A, f = Pw i g = P60. Aleshores:

(1) w= 1w siinomés si B, = Pu @ Y, = VY (equivalentment, Pw = Pw' i

77Z}w = %ﬂ),
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(2) w és un isomorfisme de A si i només si (B, i Y, son isomorfismes de A

(equivalentment, Pw i 1, son isomorfismes de € i Apy, respectivament),

(3) Biowy = By(fcc)Bo i Yiow) = Vogs(Vw) -

EXEMPLE 6. Per al morfisme w de 'exemple 5, la factoritzacié 3 és el diagrama

commutatiu de £ segiient:

A—— B
| e
c =2, C®as B

T

CL D

EXEMPLE 7. Per a (f,¢): (A, M) — (B,N) € mor Mdg les factoritzacions agp i

1 s6n, respectivament,

(A, M) 22 4, vy LD (BN

(f,1®-) (1,1®¢)

Es segueix del que s’ha dit, que en una categoria bifibrada f* és ’adjunt per la

dreta de f.. Explicitament, la bijecci
Homy, (a, f*b) «— Homy, (f.a,b)

associa ¢ : a — f*b amb Y : f.a — b de manera que aquests soén els tunics
morfismes tals que af(b)p = ¥5¢(a). En particular, la unitat i la counitat d’aquesta
adjuncié estan relacionades amb les factoritzacions com segueix: sigui f:x — y €
mor&, a € obj A, i b€ objA,. Siey: fif'b — b és la counitat de 'adjucié,
aleshores

af(b) =B (f70)

és la factoritzacié ¢ de ayf(b), isi 1, :a — f*fia n’és la unitat,

Br(a) = af(fea)na
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és la factoritzacié ay de B¢(a).

(1.3)Limits i colimits. Donem una descripcié dels limits (resp., colimits) d’una cate-
goria bifibrada P : A — & en funcié dels limits (resp., colimits) de £ i de A, per a
x €objf.

Dit rapidament, un limit en A es calcula trobant el limit de la projeccié per P en
£, traslladant per imatges reciproques el sistema del que es vol calcular el limit a la
fibra en el limit trobat en &£ i calculant el limit del sistema trobat en la categoria-fibra.

Veiem un exemple, del que farem s en la demostracié del teorema 3 de § 2.

EXEMPLE 8. Sigui aed b un diagrama de A i z ERpA y la seva imatge per P

en &£. Sigui

My —— y

L g

xr —— 2z
el seu pull-back. Considerem les imatges reciproques ¢ = (fp)*c = (gq)*c, p*(pw) :

pra—c 1q"(pg) 1 q*b— i

p*alle q*b L q*b

CJ q*(soe)l (4)
N P (pw) /
p*a —% ¢

el seu pull-back en A;n,,. Aleshores

p*a My q*b a0 b
O‘p(“)(l 9J{

és el pull-back del diagrama original en A.

En general, donat un functor F': Z — A hom té un functor en £ composant amb
el functor P. Suposem que PF admet un limit [ = lim Pf en £. Veiem primerament

com podem definir un functor en la categoria-fibra A;.
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Lema 2. Sigui P : A — & wuna categoria bifibrada. F : T — A un functor
per al qual existeix | = lim PF'. Sigui v : | — PF el con limit. Aleshores, la

correspondéncia i — v} (Fi) defineix un functor

vF T — A

Demostracio. Definim v*F sobre els objectes segons I'enunciat: per a ¢ € objZ,
(v*F)i = v}(Fi). Quant als morfismes, sigui ¢ : ¢ — j € morZ. Considerem la
factoritzacié ap de Fi: Fi = ap,pp,. Definim (v*F)t = vf(pp,) i comprovem
que, efectivament, es tracta d'un functor: (v*F)(1;) = v (p1,) = vi (1) = L= (ri) 1,
si k:j— k€ morZ, aleshores (v*F)(kt) = v] (Pr@)) = Vi (PF.)*(¢rx)or.) =
0 ()0 (o) = (0 F)R)(0 F). O

Proposicié 1. Sigui P : A — & wuna categoria bifibrada. Suposem que per a una
certa categoria I existeizen els limits de functors qualsevols T — & 1 T — A, per

a tot x € objE. Aleshores existeix el limit de qualsevol functor F : 7T — A i es té
Plim F' = lim PF i lim F' = lim v* F

on v :lim PF — PF és el con limit. A més a més, si v : lim ' — F ¢és el con
limit, per a tot i € objZ, es té que v; = Pv; i, si V' : imv*F — v*F és el con

limit, v; = o, (Fi)v,.

Demostracié. Siguin | = lim PF i v : | — PF el limit i el con limit de PF en £.
Siguin ¢ = limv*F i v/ : £ — v*F el limit i el con limit de v*F en A;. Per a tot
1 € objZ, definim

vi =y, (Fi)V,

Comprovem que v : £ — F és el con limit de F' en A. Sigui ¢ : i —
j € morZ. Veiem que (Ft)v; = v;. En efecte, (Fu)v; = ap,prp,o, (Fi)v, =
apo, (0" F)) (v F) (v = o, (Fj)vj = vj.

Sigui 7 : ¢ — F un altre con de base F'. Veiem que existeix un tinic morfisme de
A, w:c— [ tal que vjw = T; per a tot i € objZ. Aplicant el functor P, tenim un
con P7: Pc — PF i per tant un unic morfisme f: Pc — [ tal que v; f = PT1; per
atot i € objZ. Considerem les imatges directes (PT;).c € obj App;. Per la propietat

universal de la imatge directa, es tenen morfismes tnics de App;, ¥, : v:c — Fi tals
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que 7; = Y., Bpr,(c). Composant-los amb els 3, (f.«c) : fsc — (PT;).c i aplicant la
propietat universal de la imatge reciproca, tenim morfismes tnics de A;, 7/ : foc —
vi(Fi) = (v*F)i tals que ay, (Fi)1] = ¥, By, (f«c). Comprovem que els 7/ defineixen
un con de base v*F'; i.e., que (v*F)(v)7] = 7; per atot t:i — j € morZ. Per al

qual és suficient que o, (Fj)(v*F)(¢)7{Bf(c) = v, (Fj)7;B¢(c). Calculem:

v, (F3) (v F) ()7 By (c) = (Fi)aw, (Fi)T;B1(c) = (Fu)tr, Bo, (fic) By (c)
= (Fu)¢r, Bpr(c) = (Fu1i =75
= a, (Fj)7jB¢(c)

Per tant existeix un unic morfisme w’ : f.c — ¢ tal que viw' = 7/. Prenem

w = w'Bf(c) i comprovem que v;w = ay, (Fi)7]B¢(c) = 7. Hom pot comprovar

també, que és I'inic ¢ — ¢ € mor A amb aquesta propietat. [J

OBSERVACIO. La hipotesi de 'existéncia dels limits per a tots els functors Z — &£ i

7 — A, és clarament excessiva, com es veu en la demostracio.
Els enunciats per a colimits sén els que segueixen.

Lema 2°. Sigui P : A — & una categoria bifibrada. F : 7T — & un functor
per al qual existeir ¢ = lim PF. Sigut v : PF — c el con limit. Aleshores, la

correspondéncia i — u; (F'i) defineiz un functor

uF: 7T — A,

Proposicio 1°. Sigui P : A — &£ una categoria bifibrada. Suposem que per a una
certa categoria I existeixen els colimits de functors qualsevols T — € 1 T — A,
per a tot x € objE. Aleshores existeir el colimit de qualsevol functor F': T — A i
es té

Plim F' = lim PF i lim F* = lim u, F'

on u: PF — lim PF és el con limit. A més a més, si v : F — lim F' és el con
limit, per a tot i € objI, es té que u; = Pv; i, si v' : u, ' — limu,F és el con
limit, v; = v} By, (F1).
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§ 2. Categories de models i categories bifibrades.

(2.1)Enunciat del teorema i observacions. Volem dotar una categoria bifibrada
P : A — & d’estructura de categoria de models a partir d’estructures donades
del mateix tipus en les categories £ i A,, per a tot x € objE. Una tal estructura
és, essencialment, ’eleccié d’unes certes classes de morfismes distingits (equivaléncies
febles, fibracions i cofibracions). En cert sentit, els morfismes distingits de A estan
determinats pels morfismes distingits de la base i els de les fibres. Veiem alguns

exemples d’aquest fet per a Mdg.

Sigui doncs k un cos de caracteristica zero, R una k-algebra i A una R-algebra
dgc. Els functors de cohomologia de les diferents Mdg(A) indueixen de manera
evident un functor de cohomologia en Mdg: si (f,p) : (A,M) — (B, N) és un
morfisme d’aquesta categoria, definim H(f,¢) com (Hf,Hy) : (HA,HM) —
(HB,HN). Hom comprova sense dificultat que Hy és un H f-morfisme de HA-
moduls graduats. Es natural doncs prendre com a equivalencies febles de Mdg els
morfimes que esdevenen isomorfismes per aquest H. Aix0 equival a prendre com a
equivalencies febles aquells (f, ) tals que f és una equivalencia feble de Adgc(R)
i ¢ ho és de Mdg(A). Si procedim de la mateixa forma, prenent com a fibraciéns
de Mdg aquells (f, ) tals que f és una fibracié de Adgc(A) i ¢ és una fibracié
de Mdg(A), les cofibracions restaran caracteritzades de manera analoga. En con-
cret, si suposem que Mdg té una estructura de categoria de models en la qual les
equivalencies febles i les fibracions sén els morfismes que hem escollit, a titol d’exemple

tenim:

Proposicié 1. Si (f,¢): (A, M) — (B,N) és una cofibracic de Mdg, aleshores
f és una cofibracié de Adgc(R).

Demostracio. Sigui

B —— D

un diagrama commutatiu de Adgc(R) en el qual p és una fibracié trivial. Veiem que
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existeix un aixecament 5 de (. Considerem el diagrama commutatiu de Mdg:

(2,0)

(A, M) (C,0)
(f,so)l (pyo)l
(B,N) 2%, (D, 0)

Per les eleccions fetes de les equivaléncies febles i de les fibracions, (p,0) és una
fibracié trivial. Com que (f,¢) és una cofibraci6 i Mdg una categoria de models,
existeix (5,0) : (B, N) — (C,0) tal que (p,0)(3,0) = (3,0) i (3,0)(f,¢) = (a,0).
En particular, pg =p0i B f = a. Per ser Adgc(R) una categoria de models tancada,

f és una cofibracié. [

Proposicié 2. Si (1,¢) : (A, M) — (A, N) és una cofibracié de Mdg, aleshores
@ €s una cofibracic de Mdg(A).

Demostracio. Sigui

N ——

un diagrama commutatiu de Mdg(A), en el queé o és una fibraci6 trivial. Considerem

el diagrama commutatiu de Mdg :

(A, M) 220 (a4, P)

(1790)1 (1,0)1

(4,N) L2 (4,Q)

Per les eleccions fetes de les equivalencies febles i de les fibracions, (1,0) és una

fibraci6 trivial. Com que (1,¢) és una cofibracié i Mdg una categoria de models,

existeix (f,5) : (A4, N) — (A, P) tal que (1,0)(f,53) = (1,5) i (1,8)(1,¢) = (1,a).
En particular, f = 1 i per tant ZE és un morfisme de Mdg(A). Alhora, O'B =041

Be = a.. Per ser Mdg(A) una categoria de models tancada, ¢ és una cofibracié. O

Serveixi I'anterior per justificar la naturalitat (ja que no la necessitat) de 1’eleccié

dels morfismes distingits en el segiient teorema.
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Teorema 3. Sigui P: A — £ una categoria bifibrada en la qué:

(1) &€ és una categoria de models (resp., de models tancada),

(2) per a tot x € objE, A, és una categoria de models tancada,

(3) peratot f:x — y € mor el functor f*: A, — A, preserva equivaléncies
febles i fibracions, i

(4) si f:x — y € mor€ és una cofibracid trivial, aleshores per a tot a € obj A,

la unitat de l’adjuncio ng : a — f* f.a és una equivalencia feble.

Aleshores A és una categoria de models (resp., de models tancada), escollint com a
classes de morfismes distingits els segiients: direm que un f-morfisme w € mor A é€s

una

(i) we: si f i @, son equivaléncies febles de € i A, , respectivament,
(ii) fib: si f i @, son fibracions de &€ i A, , respectivament,

iii) cof: si f i 1, son cofibracions de £ i A, , respectivament.
y

OBSERVACIONS. (1) Per ’eleccié dels morfismes distingits, un morfisme cartesia « és
una equivaléncia feble (resp., una fibraci6) si i només si Pa és una equivaléncia febles
(resp., una fibracié) de £. De la mateixa manera, un morfisme cocartesia § és una
cofibracié si i només si P3 és una cofibraciéo de £. Pel que fa als morfismes d’una
categoria-fibra A, , sén equivaléncies febles, fibracions o cofibracions de A si i només
si s6n equivalencies febles fibracions o cofibracions, respectivament, de A, .

(2) Per als objectes la caracteritzacid és la segiient: un objecte a de A és fibrant
(resp., cofibrant) si i sols si * = Pa € obj & és fibrant (resp., cofibrant) i ell mateix,
com a objecte de A, , és fibrant (resp., cofibrant). En particular, si tots els objectes
de £ son fibrants i el mateix és cert per a totes les categories-fibra, aleshores tots els
objectes de A sén fibrants.

(3) El functor P : A — & preserva les equivaléncies febles, les fibracions i les
cofibracions.

(4) Per la hipotesi (3) i pel fet de ser adjunt per 'esquerra d’un functor que preserva
equivalencies febles i fibracions, f, preserva les cofibracions. Senyalem que, per a la
nostra demostracié, aquest és un fet necessari; encara per demostrar que A és una
categoria de models no necessariament tancada. Com perque sigui cert cal que les
cofibracions estiguin caracteritzades per la LLP respecte de les fibracions trivials,
sembla necessari que les categories-fibra siguin categories de models tancades en tota

circumstancia.
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(5) Un parell de conseqiiéncies de la hipotesi (4). Si f és una cofibracié trivial,
per a tot a € objA,, el morfisme cocartesia (f(a) : @ — fia és, per P'eleccié dels
morfismes distingits, una cofibracié de A, pero també una equivalencia feble, ja que
Bf(a) = af(fia)n, és la seva factoritzacié ag. Un cop vist que les equivaléncies
febles de A sén estables per composicid, hom pot deduir de manera senzilla que, si

f és una cofibracié trivial, aleshores f, preserva les equivalencies febles.

Senyalem finalment, que el teorema 3 no és, visiblement, autodual. Encara que no

en farem cap us, apuntem la seva versié dual.

Teorema 3°. Sigui P: A — &€ una categoria bifibrada en la que:

(1) € és una categoria de models (resp., de models tancada),

(2) per a tot x € objE, A, és una categoria de models tancada,

(3) peratot f:x— ye€morf el functor f,: A, — A, preserva equivaléncies
febles i cofibracions, i

(4) si f:ax — y € mor& és una fibracio trivial, aleshores per a tot b € obj A,

la counitat de 'adjuncio ey : f« f*b — b és una equivaléncia feble.

Aleshores A €és una categoria de models tancada, escollint com a classes de morfismes

distingits els segiients: direm que un f-morfisme w € mor A és una

(1) we: si f i 1), son equivaléncies febles de £ i A, , respectivament,
(i) cof: si f i1, son cofibracions de £ i Ay, respectivament,

(iii) fib: si f i @, son fibracions de € i A, , respectivament.

(2.2)Demostracié del teorema. MO. L’existencia de limits i colimits finits es segueix
de (1.3) i de la seva existéncia en € i en A, per a tot x € obj &, ja que aquestes s6n
categories de models per hipotesi. Per exemple, 'objecte final de A és 'objecte final
de A;, sent t I'objecte final de £.

M1. Els raonaments son analegs per a les dues propietats d’aixecament. Veiem, per

exemple, M1(ii). Sigui

TR »
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un diagrama commutatiu de A, en el qual ¢ és una cofibracié i p una fibracié trivial.

Hem de comprovar que existeix 0:b—sc tal que pg —0il=w.

Considerem la imatge del diagrama (1) en £: com que P preserva equivaléncies

febles, fibracions i cofibracions, es té que en

r ——— Z

ol

y —— u
¢ és una cofibracié i r una fibracié trivial de £. Per ser £ una categoria de models,
existeix g : y — z tal que rg = g i gi = f. Per definicié de les fibracions i
cofibracions, ¢, és una fibracié trivial de A,. Per la hipotesi (3), g*(¢,) : g°c —
g*d € mor A, també ho sera. Aixi mateix, les corresponents factoritzacions ens donen
morfismes v, i @y, i observem que v, és una cofibracié de A, per definicié de les
cofibracions de A. Finalment, prenem ( = eg+ci«(¢,). Amb tot el qual tenim el

diagrama de A, segiient:

5@ L SN gtc
le ’g*(‘PP)l
b —2 g*d

Veiem que és un diagrama commutatiu. Per al qual és suficient que les dues fletxes
coincideixin al compondre-les amb 3,. Calculem:
9 (0)CB = g (pp)eg=cBi(f7e)pw = G (9p) i (g7 ) pu
= ai(g"d) [ ()P = (9" d) P (pw)
= ai(gd)pe. = ai(g"d)i*(ve)p.
= Poa,p, = Pl
= @QwLﬂL
Per tant, com que A, és una categoria de models, existeix ¢y : b — g*c tal que
3" (p)Pp = o 1 Po1p, = (. Definim I"aixecament de 6 com:
0 = ag(c)pe
Comprovem que pg =0:
pl = Oépgopo@(c)@G = Oép%(r*d)g*(%)@e
= apo5(rid)es = agpo
=0
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De manera semblant, es veu que 0t = w.

M5. Siguin a-2b%¢ morfismes de A. Veiem, per exemple, que si tots dos sén equi-
valencies febles també ho és la seva composicié. Per definicié w i 6 sén equivalencies
febles de A siinoméssi Pw i PO hosénde £ i ¢, i pg ho sén de les categories-fibra
corresponents. Aleshores P(6w) = (Pw)(P#) és una equivaléncia feble de £ perque
aquesta és una categoria de models. També @9,y = f* ()P, es una equivalencia
feble: f* les preserva i la composicié d’equivalencies febles en una categoria-fibra és

una equivalencia feble perque aquestes sén categories de models.

M2. Sigui w : a — b € mor.A. Construim-ne unes factoritzacions en cofibracié

trivial/fibracid i cofibracié/fibracié trivial. Siguin f = Pw, © = Pa i y = Pb. Sigui
¢ p
T—z—>y

la primera de les factoritzacions esmentades per a f en la categoria £. Fent imatges
directes i reciproques de a i b per i i p de manera adequada, tenim el morfisme de
A, segiient:

iva g b S
on e+, €s la counitat de I'adjuncié entre i, i +*. Com que A, és per hipotesi una
categoria de models, aquest morfisme admet una factoritzacié en una cofibracié trivial

i una fibracié d’aquesta categoria. Sigui
A
ixa = c— p*b
una de tals factoritacions. Considerem ara la factoritzacié del w original

a xBi(a) c ap(b)p b

i comprovem que és la factoritzacié cercada:

(1) En primer lloc, w = (ap(b)p)(xfFi(a)). En efecte,

Oép(b)pXBz(a) = OC;IJ(b)‘Ep*bi*(pr)ﬁi (CL) - ap<b)€p*bﬂi(f*b)§0w
= ap(0)ai(p*b)pw = awpw
=w
(2) En segon lloc, a,(b)p és una fibracié. Aixo és degut a que el morfisme esta

donat ja en la factoritzacié ap. Com que P(ay,(b)p) = p és una fibracié de

E 1 p hoésde A, el resultat es segueix de ’eleccié de les fibracions de A.
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(3) Finalment, £f;(a) és una cofibracié trivial. Aquest cop, el morfisme ens ve
donat directament en la seva factoritzacié 3. Com que P({f;(a)) = i és
una cofibracié de £ i x ho és de A,, es tracta d’'una cofibracié de A. Pel
que fa a que sigui equivaléncia feble: x ho és de A, i per tant, també de A.
Bi(a) ho és perque i és una cofibraci6 trivial de £. La seva composicié és una

equivalencia feble per M5.

Quant a l’altra factoritzacid, hom comenca factoritzant f en una cofibracié i una

fibracié trivial:
J q
r=u—y

De la mateixa manera, es factoritza el morfisme de A, , j*aM j*q*bﬂq*b en

una cofibracié i una fibracié trivial de A, :
jea —d -5 q*b

Aleshores
a Bj(a) ag(b)o

d b

és la factoritzacié M2(ii) de w que es cercava.

M3. La demostracié de que les fibracions sén estables per composicié és igual a la de
la mateixa propietat de les equivalencies febles. La de les cofibracions també, canviant
la factoritzacié ap per la . El fet que els isomorfismes siguin fibracions (resp.,
cofibracions) es segueix de (2) del lema 1 (resp., lema 1°) de (1.2).

Quant a la preservacio de les fibracions per pull-backs, suposem que en el diagrama

de A

a—c+—b

0 és una fibraci6. Sigui

ar. b 2
%(a)Cl el

el seu pull-back, tal com I'hem calculat en I'exemple 8 de § 1. Per definicié de les
fibracions de A, la g del diagrama (3) de (1.3) és una fibraci6 i, per ser £ una
categoria de models, també ho és p. Per l'altre costat, també sén fibracions g,
q*(pg) 1 ¢, per raons analogues i perque ¢* preserva fibracions, per hipotesi. També

ho és ap(a) ja que Pay(b) = p és una fibracié, com hem dit. Finalment, «,(b)¢ ens
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ve ja factoritzat en la forma ay. Pel que hem vist i per definicié de les fibracions de

A, concloem que és una fibracié, com voliem demostrar.

Dualment, veiem que si en el push-out de A

[%
—

c b
wl Xﬁj(b)l

0 és una cofibracio, aleshores ho és ¥ 3;(a). En efecte, per definicié de cofibraci6é en

A, en el corresponent push-out de &,

g

z — Yy
A
x . r U,y

g és una cofibracié i com que £ és una categoria de models, també ho sera 7. Quant
al push-out de Ay,

C
i*ww)l xl

iva —2 s i.aUy j.b
1y és una cofibracié, per definici6 de les cofibracions de A 1 j. (1) perque les imatges
directes preserven les cofibracions entre categories de models tancades. Es segueix que
1 és una cofibracié perque la categoria-fibra és una categoria de models. Com que
¥Bi(a) vé donat en la factoritzacié ¥ i hem vist que tant ¢ com v sén cofibracions,

es segueix que ho és el morfisme que voliem.

M4. Per veure que les fibracions trivials es preserven per pull-backs, suposi’s en la
demostracié de M3 que 6 és una fibracié trivial. Aleshores la g del diagrama (3) de
(1.3) i @y també per definicié de les equivalencies febles; ¢*(vp) del diagrama (4)
també perque les imatges reciproques preserven les equivalencies febles; p i ¢ dels
diagrames (3) i (4) de (1.3) perque les fibracions trivials sén estables per pull-backs
en les categories de models. Finalment oy, (a)¢ és una equivaléncia feble de A perque
P(ap(a)¢) = p ho és i la seva component ¢, ¢, també, pel que s’ha dit.

Quant a les cofibracions trivials i push-outs, si en la demostracié de M3 6 és a

més a més una equivalencia feble, també ho serd g i per tant i. Per tant (veure les
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observacions que precedeixen la demostraci6) [3;(a) és una cofibracié trivial. Per M2,
també ho sera 1y i la seva imatge per j,., ja que les imatges directes preserven les

cofibracions trivials. Es segueix que 1) és una cofibracié trivial i també j3;(a).

Retractes. Suposem finalment, que tant £ com les categories-fibra sén categories
de models tancades. Per a una categoria de models, aix0 equival a que els retractes
d’equivaléencies febles, fibracions i cofibracions siguin, respectivament, equivaléncies

febles, fibracions i cofibracions. Veiem que A verifica aquesta propietat. Sigui

a 7 C p a
of el
b — o a —2 b

un retracte de A. Siguin z,y,z i u les imatges per P de a,b,c i d, respectivament.

Siguin f,g,r,s,l i m les imatges per P de w,#,p,0, A i i, respectivament. Aleshores

x Y x
el ]
m l
z U z
és un retracte de &,
Po * s*(p)
a —— s*c —
o ) .|
és un retracte de A, , i
f*a (fr)*(wo) (fT)*C f*(wp) f*a,
o (o) | o |

és un retracte de A, . Utilitzant el primer i el segon, les definicions d’equivaléncia feble
i fibracid, i la seva preservacio per les imatges reciproques, hom veu que els retractes
de totes dues sén equivalencies febles i fibracions, respectivament. Utilitzant el primer
i el tercer, la definicié de cofibracio i la seva preservacié per imatges directes, hom

veu que els retractes de cofibracions sén cofibracions.
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Amb el que acabem aquesta demostracié. [

(2.3) Adgc(R)? i Mdg sén categories de models . Veiem algunes conseqiiéncies del
teorema 3 de (2.1).

En aquest apartat, k és un cos de caracteristica zero i K una k-élgebra unitaria
commutativa.

Corol-lari 1. Mdg (resp., Mdg. ) és una categoria de models tancada, escollint
com a morfismes distingits els segiients: direm que un parell (f,¢) : (A, M) —
(B,N) de Mdg (resp., de Mdg, ) és una
(i) we: si f és una equivaléncia feble de Adgc(R) (resp., de Adgc.(R)) i ¢ :
M — f*N és una equivaléncia feble de Mdg(A),
(ii) fib: si f és una fibracio de Adgc(R) (resp., de Adgc.(R))ip: M — f*N
és una fibracic de Mdg(A), i
(iii) cof: si f és una cofibracid de Adgc(R) (resp., de Adgc.(R)) i 1® ¢ :
(B,B®a M) — (B,N) és una cofibracié de Mdg(B).

Demostracié. Pels teoremes 1 de § 2 1 § 3, capitol II, tant Adgc(R) com Mdg(A)
sén categories de models tancades per a tot A € objAdgc(R). Es evident que
per a tot f: A — B € mor Adgc(R) el functor de restriccié d’escalars preserva
fibracions i equivalencies febles. Finalment, si f és una cofibracié trivial, aleshores
M — B ®4 M és una equivaléncia feble de Mdg(A) pel teorema 6 de § 4, capitol
II. Analogament per a Mdg,. [

Corol-lari 2. 2Mdg és una categoria de models tancada, escollint com a morfismes

distingits els analegs del corl-lari anterior.

Demostracio. Sols cal afegir a la demostracié del corol-lari anterior el fet que si C és
una categoria de models tancada, aleshores C x C ho és també de manera evident.
Per tant la fibra de 2Mdg en A € obj Adgc(R), 2Mdgs = Mdg(A) x Mdg(A) és

una categoria de models tancada. [

Corol-lari 3. Sigui C una categoria de models. Per a tot x € objC escollim en x\C

els morfismes distingits com en el teorema 7 de (3.4), capitol I. Aleshores C* és una
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categoria de models tancada, escollint com a morfismes distingits els segtients: direm

que un diagrama commutatiu de C,

A—* . B

el

C#D

és una:
(i) we: si f i ¢ son equivaléncies febles de C,
(ii) fib: si f i ¢ son fibracions de C, i
(iii) cof: si f i bUap:ClUg B — D son cofibracions de C.

Demostracid. Les hipotesis (1)-(3) del teorema 3 de (2.1) sén immediates i (4) es
segueix de la propietat M4 de categoria de models que ens diu que les cofibracions

trivials es preserven per push-outs. [

Corol-lari 4. Adgc(R)? i Adgc.(R)? son categories de models tancades, escollint

com a morfismes distingits els donats pel corol-lari anterior.

Corol-lari 5. Sigui P : A — & wuna categoria bifibrada que satisfa les hipotesis
del teorema 3. Suposem, a més a més, que tots els objectes de £ i de les categories-
fibra son fibrants. Aleshores la inclusio de Aoy en A indueiz una equivaléncia de

categories
iy Aco f = HO.A

Demostracio. Es segueix del teorema 3, del fet que tots els objectes de A sén fibrants

(veure l'observacié 2 de (2.1)) i de [Quiy], teorema 1, § 1, capitol I. [

Com a casos particulars, es tenen les categories dels corol-laris 1 a 4. Aixi, per

exemple,
Mdg.o; = HoMdg, w2Mdg..; = Ho2Mdg, wAdgc.(R)?,; = HoAdge.(R)
etc.

(2.4)Homotopia en les categories bifibrades.En aquest darrer corol-lari, ens ha aparegut

I’homotopia en categories bifibrades. Veiem-la amb més detall. Sigui P : A — &
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una categoria bifibrada amb una estructura de categoria de models com la donada
pel teorema 3. Per [Quij], hom té relacions d’homotopia entre els morfismes de A.
Explicitament, un objecte cami per a b € obj A es construeix factoritzant la diagonal
de b, Ap:b— bxb, a A en una equivalencia feble i una fibraci6 (veure § 3, capitol
D).

Construim una de tals factoritzacions: si y = Pb i y <= y X y — y és el producte

en &, aleshores el producte b x b a A és

ap(b)¢ aq(b)€

b bxb b

on p*bip*b X q*biq*b és el producte de p*b i ¢*b en la categoria-fibra A, . Sigui

s 1 (01,00)
Yy—y —yYxy
un objecte cami per a y; i.e., una factoritzacié M2(i) de A,: s és una cofibraci6
trivial i (01,30p) una fibracié de y. Aleshores, per la construccié de la factoritzacié
M2(i) en una categoria de models bifibrada, una tal factoritzaci6 per a A, a A s’obté

factoritzant el morfisme de AyI

S*SDAb

52D T 5.57(01,80) (07 x ¢7D) —TEEE (91,00) (0°b x 478 (3)

0, el que és el mateix,

Ero* *
(81 b><é90 b)

sub =20 s (b x b) 91b x b (4)

(Observacié: a (3) Ay és la diagonal de b a A; a (4) la del mateix objecte, pero a
Ay
Sigui
s.b 25 b1 L5 95b x b
una factoritzacié M2(i) de (4) a A,r. Aleshores la factoritzacié cercada de A, a A
és
byl (61,60)

on o = xf3s(b) i (61,00) = a(a,,0,)(b x b)p.

bxb

Una homotopia per aquest objecte cami entre dos morfismes w,0 : a — b de A
és un morfisme

F:a— b
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tal que (d1,00)I' = (w,0). En particular, si z = Pa i y = Pb, es té una homotopia a
&,
PI':z—y!

entre f = Pw i g= P#.

EXEMPLE . Siguin (f,¢),(g,v) : (A, M) — (B, N) dos morfismes de Mdg. Per
(2.2), capitol II, un objecte cami per a B és

(01,90)
—_—

B % B(t,dt) B x B

i el morfisme (4) de Mdg(B(t,dt)) que hem de factoritzar

B(t,dt) @5 N SN2,

B(t,dt)®p N x B(t,dt) ®p N = ;N x Oy N
on ¢ és el morfisme de B(t,dt)-moduls dg definit per les avaluacions en 0 i 1. En
aquest cas, (01,99) = ¢(Any ® Ayn) és ja una fibracid i per tant una homotopia de

(f,¢) en (g,v) és un morfisme de Mdg,
(h @) : (A, M) — (B(t,dt), B(t,dt) & N)
tal que h : A — B(t,dt) és una homotopia de Adgc(R) de fengi ®: M —

h*(B(t,dt) ® g N) és un morfisme de Mdg(A) tal que 6 = ¢ : M — f*N i
00®: M — g*N.

§ 3. Existencia de models functorials.

En aquest § K és un cos de caracteristica zero i K una k-élgebra unitaria commuta-
tiva.

(3.1)Models functorials d’algebres. Enunciem i demostrem els resultats tant sols per
a la factoritzacié M2(ii) i per a algebres dgc, deixant al lector la traduccié evident

per a la factoritzacié M2(i), algebres dgc augmentades i moduls dg.



81

Sigui ¢ : A — X un morfisme de R-algebres dgc. Com hem vist en el capitol
I, aquest morfisme admet un model cofibrant; i.e., es té un diagrama commutatiu de

R-algebres dgc,
A

L/ NP

s X — X
p

on ¢ és una cofibracié i p una fibracié trivial. Aquesta factoritzacid, tal com es fa en

el capitol I, és natural en .

Teorema 1. Les correspondéncies ¢ — 1 i @ — p defineizen un functor
C : Adgc(R)?> — Adgc(R)?
1 un morfisme de functors
q:C — ladge(r)? >
respectivament.

Demostracid. Ja hem vist la definicio del functor 1 del morfisme de functors sobre els
objectes. Pel que fa als morfismes: donat un morfisme de Adgc(R)? de ¢: A — X

en ¢ : B — Y, és a dir, un diagrama commutatiu de Adgc(R),
A—2 . X
AR
B Y

considerem el primer estadi de les factoritzacions M2(ii) de ¢ i ¥ (veure [B-G] i
I'observacié que segueix al teorema 1, § 2, capitol II; cf. amb la demostracié del

teorema 1, § 3 del mateix capitol):

/[ N
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onC; =C1XiCl=C1Yijia=a®l®1, ¢1(a®t,®s,) = p(a)-x-z. Analogament
per a ji idq).

Definim y; = C1(f,w) per
Xl(a®t$®sz) :fa®twm®5wz

Observem que:

(1) x1 esta ben definit: si z € ZX aleshores wz € ZY,

(2) (f,x1) és un morfisme de Adgc(R)?; i.e., el quadrilater de I’esquerra de (1)
és commutatiu, i

(3) (x1,w) és un morfisme de Adgc(R)?; i.e., el quadrilater de la dreta de (1) és

commutatiu, com hom comprova facilment:

q/1X1(a®tx ®3z) = qll(fa®tw:r ®8wz) = ¢(fa) TWT - We
wlpa-z-2)=wq(a®@t, ®s,)

Construit x, de manera que els dos quadrilaters

Cn_l In Cn dn

Xn—ll an wl
Iy q,
/ n / n

n—1 Cn Y

commutin, definim x4 : Cy1 — C},;: per la propietat universal del push-out

SZqn e Cp

ol |

T(Zgu[1]) —2— Cpr

basta tenir morfismes C,, — Cj,, i T(Zqy[1]) — C),,; de manera que les com-
posicions amb « i © commutin: hom prendra A\ = A(f,w) : SZq, — SZq), i p =
w(f,w) :TZq, — TZq], com AS(w,z) = S(xnwwr) | M(w,z) = tixnwwe) - Observem

que ambdues definicions sén correctes: si (w,x) € Zq,, aleshores (x,w,wz) € Zq.,.
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Lema. Amb les definicions anteriors, es té
(1) &A= xpa
(2) ©'X=puo

Demostracio del lema. Pel que fa a la primera igualtat:

a/)\s(w,x) = O/S(an,wx) = XnW = XnQ&S(w,x)

i quant a la segona:

@/As(w,m) - @/S(an,u)z) - dt(xnw,wm) = dﬂt(w,z) = th(w,m) = M@S(w,x)

Llavors B'p i j;, 41 Xxn sén els morfismes que ens induiran x,+1 ja que, com és facil
de veure, f'1© = j; 1 xna. Hom comprova sense dificultat que x,41 aixi definit
verifica les hipotesis d’induccié: j;, 1 Xn = Xn+1Jn+1 1 Went1 = @1 Xn+1 1 definim

C(f,w) = lim xp
Es segueix immediatament de la construccié que tant (f,x) com (,w) sén morfismes
de Adgc(R)?. Quant a la functorialitat, finalment, per la functorialitat de lim, basta
comprovar les igualtats
c(1,1)=1

Clgf,0w) = C(g,0)C(f,w)

sobre cada etapa de la construccié. Per exemple la segona per a n =1 es veu aixi
Ch (gf7 ew)(a Rty ® Sz) = (gfa) ® tows @ Sowr = C1 (g; 9)(fa Qtwe ® wa)

- Cl(Q? 9>Cl(f7 w)(a’ Rty ® SZ)

Suposem-ho cert per a n i demostrem-ho per a n 4+ 1: hom es redueix a comprovar

la igualtat per a p: u(gf,0w) = u(g,)p(f,w) i aquesta es segueix de les definicions

dels morfismes i de la hipotesi d’induccié. [

En particular, si fixem ’algebra dgc A, tenim 'operacié objecte — model definida

com un functor al nivell de les categories:

Ca : Adgc(A) — Adgc(A)

(3.2)Commutacié amb colimits. L’afirmaci6 fa intervenir novament les dues vari-
ables del functor. Per aquesta rad utilitzarem el resultat sobre colimits en categories
bifibrades de (1.3).
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Proposicio 2. El functor model cofibrant de B-G preserva colimits filtrats.

Demostracié. Sigui I una categoria filtrant i F': I — Adgc(R)? un functor. Sigui
F(i) = p; : A; — X, la imatge de i € objI. Pel que fa a I’etapa 1 de la construccié
del model cofibrant de B-G, per la proposicié 1° de (1.3), la projeccié del colimit és
el colimit dels A;,

Plim C1 Fi = lim PC Fi = lim A; = A

i el colimit dels models cofibrants, el que obtenim traslladant-los a la fibra en lim A;:

si u; : A; — A sén les components del con limit, aleshores

lim Oy F(i) = lim u,Cy Fi = lim us, C1 Fi = lim A ® 4, C1 X;
=limA®4, Ai@TX, ®S5ZX, =Ax1limTX,; ® lim SZX;
= A® T(lin X;) ® SZ(lim X;)
= Oy lim Fi

ja que ® és un colimit i per tant commuta amb colimits i el functor algebra graduada
lliure 7' té el functor d’oblit com a adjunt per la dreta. Pel que fa a SZ, observem
que per a un conjunt graduat qualsevol W, SW es calcula amb colimits: SW =
TW/B-TW ,on B=imdrw i B-TW és la sub-algebra dgc generada per B. Per
acabar amb l'etapa 1, ZX; = kerdx, és un limit, pero finit i per tant també commuta
amb colimits filtrats.

Suposada la commutacié de C,, amb lim, el push-out que ens defineix C,,11.X; és

un colimit i per tant lim C,41X; ve donat pel push-out
lim T'(Z gn,q[1])

i per tant lim C,,1F (i) = Cpyqlim F (7). Finalment, C4,X; és també un colimit:
limC', X;, i per tant commuta amb lim. [

(3.3)Models de feixos. Sigui (X,Ox) un espai anellat, on Ox és un feix de k-
algebres unitaries commutatives. Sigui A un feix de Ox -algebres dgc augmentades.

Com a conseqiiéncia de (3.1), per a cada obert U C X, la correspondeéncia

U Coxw)(AU))
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defineix un prefeix i per tant també

U — 70, 0)(AU)) = H* Qo 1)Coy () (A(U))

(deixem com a exercici per al lector comprovar que ) és també un functor en les dues

variables).

DEFINICIO 1. Anomenarem p-éssim grup d’homotopia del feix A al feix de Ox-
moduls 7Pp, A associat al prefeix U — Po ) (A(U)).

Es segueix de (3.2) la commutacié d’aquests grups d’homotopia amb el prendre la

fibra del feix en un punt.

Proposicié 3. Per a tot feir A de Ox -algebres dgc augmentades, x € X i p >0,

es tenen tsomorfismes de Ox ,-moduls
(WPOX A)m = Wpox,m'Am

naturals en Ox i en A.

OBSERVACIO. Excepte pel functor de cohomologia, la nostra definicié coincideix amb
la de [Nag] per a feixos de Ox-algebres dgc augmentades provistos d’una connexid
integrable. En el seu cas, la definicié es fa a partir de models minimals de les Ox (U)-
algebres dgc augmentades A(U) i la hipotesi de la connexié permet assegurat la

existeéncia de tals models.
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CAPITOL IV. MODELS MINIMALS.

Introduccio.

Aquest capitol s’ordena de la manera segiient: en el § 1, donem una definicié
categorica d’objecte minimal. Aquesta definicié produeix els objectes coneguts en di-
versos exemples. Mostrem com les propietats usuals (e.g., les que hom troba per a les
algebres dgc minimals de Sullivan) es segueixen de la nostra definicié categorica. En
particular, demostrem que en les categories de models tancades tot objecte minimal és
cofibrant. En el § 2, a titol d’exemple, estudiem en primer lloc, els objectes minimals
de la categoria de complexos de cocadenes de moduls a coeficients en un anell qual-
sevol. En aquest cas, la descripcié dels objectes minimals és incompleta: no sabem si
tot complex de cocadenes té un model minimal, ni coneixem una descripcié explicita
(altra que la definicié categorica general) dels objectes minimals de la categoria. La
situacio és diferent, per a certs anells particulars. Per exemple les algebres de grup
o els cossos. Un altre és el d’anell local noetheria: per tal d’incloure les resolucions
minimals de Eilenberg-Tate-Jozefiak mostrem ’existencia de tals “resolucions” per a
complexos de cocadenes. En el § 3, considerem la categoria d’algebres dgc a coefi-
cients en un anell R. Mostrem con la generalitzacié de les Q-algebres dgc minimals
de Sullivan produeix objectes minimals en el sentit categoric de § 1. A diferencia del
cas R =Q, en aquesta categoria, no tot objecte té un model minimal dels esmentats.
En el § 4, hom veu com en la categoria de moduls dg a coeficients en una algebra dgc,
els objectes similars als de Sullivan sén minimals en el sentit categoric i,sota hipotesis
adequades per a 'algebra de coeficients, sén tots els minimals de la categoria. En el
§ 5 estudiem el problema dels objectes minimals en categories bifibrades, aplicant-ho
a les categories de morfismes d’algebres dgc, de parelles moduls dg/algebres dgc i
triples. Finalment, en § 6 estudiem la formalitat en les dues primeres categories. En
concret, després de proposar una definicié categorica de formalitat, mostrem que és

independent del cos base, generalitzant el conegut resultat de Sullivan.
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§ 1 Definicio categorica d’objecte minimal.

(1.1)Definicions. Sigui C una categoria i S C morC un subconjunt dels morfismes

de la categoria. Si @ — b € S, posarem a — b.

DEFINICIO 1. Direm que dos objectes, a,b € objC sén S-equivalents si existeix una

successio de morfismes de S
a— . .= . ) (1)
unint a i b. Notarem aquest fet per a >~ b.

Si S inclou els isomorfismes de C, aleshores a = b implica a ~ b. Les nocions
conegudes de minimalitat tenen com a conseqiiencia el fet que, si a i b sén minimals,

aquesta implicacio és una equivalencia. Altrament dit, es té una bijeccio
{tipus de S-equivaleéncia de minimals} < {tipus d’isomorfisme de minimals} (2)

Com veurem, la definicié segiient comporta aquesta bijeccié. Aixi mateix, a (1.4),

(1.5) i (1.6), li donarem un sentit més precis.

DEFINICIO 2. Un objecte m de C és minimal per 'esquerra si per a tot £ — m € S,

. . S
existeix m — x morfisme de C, tal que ss’ = 1,,.

Direm que m € objC és un objecte minimal per la dreta, si és un objecte minimal

de la categoria oposada C°. Equivalentment,

DEFINICIO 2°. Un objecte m de C és minimal per la dreta si per a tot © < m € S,

/
. . S
existeix m «— x morfisme de C, tal que s's =1,,.

En el que segueix, desenvoluparem la teoria tan sols per als objectes minimals
per l’esquerra, que anomenarem simplement minimals i ens limitarem a enunciar els
enunciats en el cas dels minimals per la dreta. Veiem un primer resultat que ens parla
de la “petitesa” del objectes minimals i que, apart del seu propi interes, utilitzarem

en més d’un cop en el § 6 d’aquest capitol.

Recordem que un subobjecte d’'un objecte b de C és la classe formada per un

monomorfisme u : a — b i tots els obtinguts d’ell per composicié amb isomorfismes
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0 : a — a. Hom es refereix als monomorfismes uf com els representants del
subobjecte. Si u € S per a algun dels representants, aleshores ufl € S per a qualsevol
representant. Veiem que un objecte minimal no pot tenir subobjectes “estrictes” que

li siguin S-equivalents. Amb més precisio,

Proposicié 1. Si s : a — m és (un representant de) un subobjecte d’un objecte

minimal m i s € S, aleshores s és un isomorfisme.

Demostracié. Per ser m minimal, existeix ' : m — a € S tal que ss’ = 1,,.
Aleshores s(s’s) = s i, per ser s un monomorfisme, es segueix que s's = 1,. Es a

dir, s és un isomorfisme. [

La versi6 relativa de la noci6é de minimalitat és la segiient (cf. [B-G], [Hal] i [H-T]):
donada una categoria C, un objecte a de C i S C morC, considerem el conjunt de

morfismes de a\C, que notarem a\ S, format per aquells triangles commutatius de C

en el qual s € S.

DEFINICIO 3. Un morfisme a — b de C és minimal si és a\S-minimal com a objecte
de la categoria d’objectes sota de a: a\C. Per abis de llenguatge, direm també que

b és un objecte a-minimal o minimal relativ a a.

De manera analoga, podem definir els objectes minimals augmentats sobre a €
objC com els objectes minimals de la categoria d’objectes sobre a: C/a i els a-
minimals augmentats com els objectes minimals de C(1,). Més generalment, donat
un morfisme u : a — b € morC, direm que el diagrama a — m — b en qué v = u
(o, per abus de llenguatge, I'objecte m) és u-minimal si és minimal com a objecte
de la categoria C(u) (veure capitol I). Més explicitament, estem considerant com a

conjunt de morfismes S(u) els diagrames commutatius de C

Ly g b

el

L £
a 4 m 4 b
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. . L 1S54 , « . .
en els quals €1, = u =€ty 1 s € S. El diagrama a — m — b és minimal doncs si

existeix s’ :m — x tal que 'y, = 1y, €28 =€, 1 88 =1,,.

EXEMPLES. Sigui C una categoria amb objecte inicial e.
., ’ o . S
(1) Per a qualsevol elecci6 de S, e és minimal. En efecte, donat x — e de 5,
o e e . . Sl . o . /

per ser e inicial, existeix e — x i, per unicitat, ss’ = 1.

(2) m € objC és un objecte minimal si i només si el morfisme e — m és minimal.
Si a no és l'objecte inicial, el fet que a — m sigui un morfisme minimal no
implica que m sigui un objecte minimal, com és ben sabut per al cas de les
KS-extensions minimals de la categoria de les k-algebres dgc, on k és un cos

de caracteristica zero (veure [Hal]).

DEFINICIO 4. Un S-model per l’esquerra (o, simplement, un model) d’'un objecte a
de C és un morfisme m —— @ amb s € S. Direm que és un S-model minimal per

Uesquerra (un model minimal) si m és un objecte minimal.

OBSERVACIONS. (1) Senyalem que la nostra definicié d’objecte minimal no coincideix
amb la que hom troba en [H-T] per a la categoria de (R, r)-algebres. Aquests autors
demanen als objectes minimals (de fet, a les fletxes), a més a més d’una condicié
analoga a la nostra, de ser cofibrants. Com veurem, si C és una categoria de models
tancada, aixo darrer es dedueix de la nostra definicio.

(2) Tampoc coincideix amb la nocié d’objecte cofibrant de [Baues| per a categories
fibrants: el morfisme s de la definicié 2 en op.cit ha de ser una fibracié trivial.

(3) Finalment, si a ~ b aleshores a = b a Cg. La implicacié contraria no és
necessariament certa, com demostra el segiient exemple. Senyalem, pero, que si C és
una categoria de models i S el seu conjunt d’equivalencies febles, aleshores les nocions

de S-equivalents i isomorfs en la categoria Cg coincideixen.

EXEMPLE 3. Sigui C la categoria generada per tres objectes a, b, ¢ i quatre morfismes
f,s,u,v tals que el diagrama

b%a

L]
1
a —— a
és commutatiu. Prengui’s S = mor C\{f}. Aleshores S admet un calcul de fraccions

per la dreta. Per tant (veure (1.1), capitol I) f/s = 1,. En particular, f/s és un
isomorfisme de Cg, pero f ¢ S.
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(1.2)Algunes propietats. Per tal de veure que la nostra definicié d’objecte minimal
implica la bijeccié (2), ens calen certes hipotesis sobre el conjunt S, que hom troba

en els exemples que veurem i que suposarem valides en tot el que segueix:

(i) els isomorfismes de C estan inclosos dins S, i
(ii) si en el diagrama de C, x 7, y -2 2, dos dels morfismes {f,9,9f} sén de

S, també ho és el tercer.

Aquestes hipotesis es verifiquen si, p.e., C és una categoria de models i S = we és

el conjunt de les seves equivalencies febles.

e o, . . . . .. . s ,
Proposicioé 2. Si mi1 i mo son objectes minimals © m1 — ms €s un morfisme de
S, aleshores, s és un isomorfisme.

Demostracié. Per ser ms minimal, existeix s’ : mg — my tal que ss’ = 1,,,.

Per (i) i (ii), ' € S. Com que m; és minimal, existeix s” : m; — mao tal que

10

s's" = 1y,. D'on s =ss's" = 5"

i per tant és un isomorfisme. [J

OBSERVACIO. Per a aquest resultat seria suficient suposar, enlloc de (i), la condicié
més feble de que tan sols les identitats fossin dins de S. Pero aleshores, la condicié

de minimalitat no seria estable per isomorfismes.

DEFINICIO 5. Sigui C una categoria amb objecte inicial e. Un objecte & de C és

S-aciclicsi z ~ e.

Corol-lari. Un objecte x de C és minimal i aciclic si i només si és inicial.

Demostracio. El fet que inicial impliqui minimal i aciclic, es segueix de ’exemple 1 i
del fet que per (i) 1. € S.

Reciprocament, sigui x minimal i aciclic. Aleshores la fletxa e — x és de S per
(i), (ii) i la unicitat de la fletxa entre I'objecte inicial i cada objecte. Com que e i x

son minimals, per la proposicio 1, es tracta d’un isomorfisme. [J

El resultat segiient demostra ’equivaléncia de la definicié 2 amb la bijecci6 (1).
Alhora, ens déna un criteri de minimalitat amb el qual hom pot mostrar que els
objectes generalment anomenats minimals, sén minimals en el sentit de la nostra

definicio.
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Proposicio 3. Si C admet una classe d’objectes M tal que:

(a) tot objecte de C admet un model (per l’esquerra) dins M., i

(b) tot morfisme de S entre objectes de M és un isomorfisme,
aleshores:

(1) els objectes de M son minimals, i

(2) tot objecte minimal de C és isomorf a algun objecte de M.

Demostracio. Sigui m € M, veiem que m és minimal. Sigui 2 —— m amb s € S i
m € M. Per (a), existeix m’ ——> 2 amb t € S i m’ € M. Per (b), st € S és un
isomorfisme: sigui u el seu invers. Aleshores, per a s’ = tu es té ss’ = 1,, 1 per tant
m és minimal.

Quant a (2), sigui m € objC un objecte minimal. Per (a), existeix m’ € obj M i

m/ - m € S. Per (1) i per la proposicié 1, s és un isomorfisme. [

DEFINICIO 6. Si C té una classe d’objectes M que compleix les condicions (a) i (b)

de la proposicié 2, es diu que C té suficients minimals.

OBSERVACIO. Sigui C" < C la subcategoria de C que té per objectes els mateixos de
C i per morfismes els de S. Les condicions (a) i (b) de la proposicié 2 equivalen a
dir que M és una subcategoria inicial (no necessariament connexa) -veure [McL]- de
C’, en la qual tots els morfismes sén isomorfismes. D’altra banda, si C’ admet una
subcategoria inicial (no necessariament connexa), P, les demostracions de minimal-
itat poden reduir-se a aquesta subcategoria (de fet, aixo ja ha estat utilitzat en la
demostracié de la proposicié 2). Es a dir, en el diagrama x —— m, sempre podem
suposar x € objP. Per exemple, si C és una categoria de models, sempre podem

suposar, si cal, que = és cofibrant.

EXEMPLE 4. ([Hal]) Sigui A una k-algebra dgc cohomologicament connexa. Les
KS-extensions minimals A — B s6n tots els objectes minimals de la categoria
Adgcp.(A). Aixo es segueix de la proposicié anterior i dels teoremes 6.2 i 6.3 de

op.cit.

EXEMPLE 5. ([B-L]) Les algebres de Lie de cadenes minimals sén tots els objectes

minimals d’aquesta categoria.
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Mostrarem d’altres exemples del fet que la definicié 2 no afegeix més minimals dels
coneguts. Els anomenarem KS-minimals, minimals de Tate, etc..., per distingir-los

dels de la definici6 2 (a priori, no necessariament coincidents).

(1.3)Dependencia de S. Sumants directes aciclics. Fins al moment, hem suposat
el conjunt S fix. Tractem breument de la dependencia del conjunt d’objectes mini-
mals respecte del conjunt de morfismes S. Obviament, els objectes minimals d’una
categoria estan determinats univocament un cop hem escollit aquest conjunt (de la
mateixa manera, que ho esta la categoria Cg). Aixi i tot, diferents conjunts S poden
donar lloc a un mateix conjunt d’objectes minimals. Un cas particularment interes-
sant d’aquest fet és el del conjunt d’objectes minimals d’un conjunt de morfismes §

i el del seu saturat. Recordem les definicions.

DEFINICIO 6. Sigui C una categoria. Un conjunt de morfismes S de C és saturat
si per a tot f € morC es té que vf és invertible si i només si f € S. Anomenarem

saturat de S al conjunt

S ={f €morC | vf € Cs és invertible}

OBSERVACIONS. Hom té oObviament que S és saturat, que S C S i que S = S si
i només si S és saturat. Senyalem també que la condicié de saturat implica les
condicions (i) i (ii) de (1.2), almenys en el cas en que S admeti un calcul de fraccions
i que una condicié suficient perque un conjunt sigui saturat és que estigui definit com
el conjunt de morfismes de la categoria que es fan invertibles a ’aplicar-los algun

functor.

La condicié de saturat ens permet coneixer quins son exactament els morfismes
invertibles de la categoria Cg -en el cas de calcul de fraccions, almenys. La proposicié
seglient ens diu que, al treballar amb objectes minimals, sempre podem suposar que el
conjunt S és saturat (propietat que, d’altra banda, es té per al conjunt d’equivaléncies

febles d’una categoria de models tancada per [Qui], proposicié 1, pagina 5.5).

Notacid. M(S) ={m € objC | m és S-minimal}.



93
Proposicié 4. M(S) = M(S).

Demostracid. En general, si S; C Sy aleshores M(S;) D M(S3), com és facil de
comprovar. Per tant basta comprovar que M(S) C M(S). Sigui doncs, m € M(S)
i f:2x — m € S. Per definicié, vf € morCg és invertible. Sigui LS mel
seu invers. Un exercici senzill de calcul de fraccions per la dreta ens mostra que aixo
darrer és equivalent a que existeixin f’ € morC i t/,u,v € S tals que gf'u = t'u i
fgv = tv. Aleshores, com que m és S-minimal i tv € S, existeix s tal que tvs = 1,,

i per tant guvs és una seccié de f: fguvs = tvs = 1,,. Es a dir, m és S-minimal. O

Per acabar amb aquestes generalitats, veiem un resultat en el cas de les categories

additives. Sigui C una categoria additiva. Notarem el biproducte per @&. Suposarem

(5 )

w1£>y1, $2£>y2 €S = 1Py ————y1 Dy €85

també que S és estable per biproductes, és a dir:

Aquest és el cas, per exemple, si C és la categoria de complexos d’una categoria

abeliana i S = quis, els morfismes que indueixen isomorfismes en homologia.
En aquesta situacié es té:

Proposicié 5. m &n minimal = m i n minimals.

Demostracid. Sigui & — m € S. Aleshores

(0 1)

rTPhPn———mmPhbn

també és de S i per tant existeix (Z f)) tal que

1_1mO_1"0 s t\ _[rs rt
mer = Lo 1,) \0 1,/ \u v) \u w

En particular, rs = 1,, i per tant m és minimal. [J
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Corol-lari. Un objecte minimal no admet sumants directes propis aciclics.

(1.4)Objectes minimals i calcul de fraccions. La proposicié 2 no implica que dos

objectes minimals S-equivalents siguin isomorfs: cal que siguin units per un morfisme

de S.

EXEMPLE 6. Sigui C la categoria generada per tres objectes a,b,c i dos morfismes
s:a—bit:c—0b. Sigui S = morC. Aleshores els objectes a i ¢ sén minimals,

pero no sén isomorfs.

Aquest cas no es pot donar si S admet un calcul de fraccions per la dreta. Es té

aleshores que tota successi6 del tipus (1) es redueix a
0l (3)

(veure [G-Z]). En aquesta situacié, si a és minimal, existeix a — -, secci6 de la
primera fletxa de (3). Per (i) i (ii) de (1.2), és de S. Composant-la amb la segona

fletxa de (3), tenim un morfisme de S que uneix a i b.
La proposicié 2 implica aleshores

Proposicié 6. Sigui S un conjunt de morfisme de C que verifiqui (i), (ii) i admeti
un calcul de fraccions per la dreta. Si a, b € objC, a ~b i a © b son minimals,

aleshores a = b.

De fet, en el cas en que S admeti un calcul de fraccions per la dreta, podem donar

un sentit més precis a la bijeccié (2) en termes d’equivaléncies de categories.

En aquest apartat suposarem que S satisfa les condicions de (i) i (ii) de (1.2) i que
admet un calcul de fraccions per la dreta.

Proposicié 7. Siguin p:a — b€ S i f:m — b un morfisme amb m minimal.
Aleshores existeix un unic f:m — a tal que pf = f.

Demostracio. Per les propietats de calcul de fraccions per la dreta, per a tot diagrama
de C,
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existeixen z € objC i morfismes p' : 2 — m i f': x — a que fan commutatiu el
diagrama. Com que m es minimal, p’ té una seccié s : m — x tal que p's = 1,,.
Hom pren f = f'siesté: pf =pf's=fp's=f.

Pel que fa a la unicitat, sigui ¢ : m — a un altre morfisme tal que pg = f.
Aleshores pf = pg. Com que p € S, per calcul de fraccions, existeix r: z — m € S
tal que fr = gr. Com que m és minimal, aquest morfisme té una seccié s : m — z,

rs =1,,. Aleshores g = grs = frs=f. 0O

OBSERVACIO. Obviament el reciproc també és cert: si un objecte m satisfa la propietat
d’aixecament de la proposicié 7, aleshores és minimal, amb ’afegit que la seccié s’ és

Unica.

EXEMPLE 7. Els minimals de la categoria K~ (.A) sén els complexos projectius grau

a grau.

Corol-lari. Dos models minimals d’un mateiz objecte a son isomorfs per un iso-

morfisme dnic de C/a.

., . . P1 P2 . . . ey
Demostracio. Siguin m; — a «<— mo dos models minimals de a. Per la proposicié

anterior, existeixen morfismes tnics pj : my — mo 1 ph : me — my tals que
p2py = p1 1 p1py = p2. Aleshores piphp) = pap] = p1. Per unicitat, php| = 1, i,
analogament, p}p) = 1,,,. O

La proposicié segiient ens permetra definir el functor model minimal sobre els

morfismes, quan C tingui suficients minimals.

Proposicio 8. Sigui f:a — b un morfisme de C i pg : mqg — a @ pp: My —> b
dos models minimals. Aleshores existeix un morfisme tinic my : mq — My, tal que
el diagrama

Pa
Mg ——

mfl fl (4)
mp 2

és commutativ. Direm que my és el model minimal de f corresponent als models

minimals pg : My —> a i pp: My — b.
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Demostracio. Com que S admet un calcul de fraccions es té un diagrama commutatiu,

Py
"
mp LGN X

Po

en el qual p; € S. Per la mateixa rad, es té un segon diagrama commutatiu,

Yy > Mg

Nlp; NJ/pa

r ——— a
/

Py
Per tant, existeix s : m, — y tal que pys = 1,,. Posem m; = f'pls. Es té,
pomy = puf'pes = fpupas = fpapys = fpa.
Sigui ¢ : mg — my un altre morfisme que faci commutatiu el diagrama (4):
P = fpa = ppmy. Com que p, € S, per calcul de fraccions, aixo implica que
existeix r : 2 — m, € S tal que ¢r = myr. Com que m, és minimal, existeix

5:mg — z tal que rs = 1,,, . Aleshores, ¢ = prs =myrs =my. 0O

OBSERVACIO. my no és necessariament el model minimal de f en tant que objecte de
a\C. Per exemple, llevat de que a no sigui minimal, m; no té perque ser un objecte
d’aquesta categoria. D’altra banda, si a i b fossin tots dos minimals, podriem escollir
my = f. Pero no tot morfisme entre dos objectes minimals és un morfisme minimal,

com ens mostra 'exemple segiient.

EXEMPLE 8. Sigui C la categoria generada per tres objectes a, b, ¢ i quatre morfismes

|4

S
c —— b

f,9,s, s com en el diagrama,

amb les relacions sg = f i ss’ = 1;. Aleshores a i b sén objectes minimals, pero f

no és un morfisme minimal ja que s'f # g.

Fins aqui no hem suposat pas 'existencia d’un model minimal per a tot objecte de

la categoria. Suposem que C tingui suficients minimals: per a tot a € objC, escollim



97

un model minimal i el notem per p, : M(a) — a. Aixi mateix, notem per C,, (o
per Cpin quan hi hagi perill de confondre-la amb una categoria-fibra) la subcategoria

plena de C formada pels objectes minimals de C. Del resultat anterior es segueix el

Corol-lari. FEs té un functor

M:C—C, ,

definit sobre els objectes per M(a) = m, i sobre els morfismes per M(f) =my; i un
morfisme de functors

p:M—1¢,
definit per p, : mg — a.

Demostracié. Malgrat que es tinguin diferents eleccions per a M (a), totes son iso-

morfes per un sol isomorfisme. [

Pel que hem vist, és clar que el functor M transforma els morfismes de S en
isomorfismes de C,,, ja que si, en el diagrama (4), f € S, aleshores fp, : mq — b
és un model minimal de b. Per tant existeix un isomorfisme de C/b, ¢ : m, — my
el qual, per unicititat, és igual a my; i.e., my és un isomorfisme de C,,. Per tant,
M factoritza de manera unica a través del functor de localitzacié v : C — Cg.

Altrament, es té un diagrama commutatiu de functors

CLCm

dl
Cs

Notarem també per M aquesta factoritzacié. L’anomenarem el functor model mi-

nimal.

Teorema 7. FEl functor M : Cs — C,,, €s una equivaléncia de categories.

Demostracio. Notarem per ¢ : C,,, — Cg el functor obtingut composant la inclusio
Cm — C i el functor de localitzaci6 C — Cg. Anem a veure que ¢ és I'adjunt per
Iesquerra de M ique launitat n:1c, —— M ila counitat € : t1M — 1¢, d’aquesta

adjuncié sén isomorfismes de functors.
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Clarament, M. = 1¢, ja que podem escollir M(m) = m i definir n,, = 1,, si
m és minimal. Quant a ’altra composicio, tMa = Ma per a tot a € objCg, hom
defineix

6a:pa:Mal>a

Per definicié, p, és un isomorfisme a Cg. Finalment, si hom té un diagrama de Cg,

com el seglient:
p
tMa —— a

[E

Lm
sempre pot suposar que la fletxa de Cg, f : tm — a és, de fet, un morfisme de C,
ja que ¢m és minimal. Per la proposicié 4, existeix un dnic morfisme f :m — Ma
tal que p.f = f. El qual implica potf = tf. Per tant, p : 1M — lc, és una

counitat. [

EXeEMPLE 9. El functor M en el cas D™ (A) — K~ (A) és el functor “prendre una

resolucio projectiva”.

OBSERVACIONS. (1) Els resultats duals dels vistos fins al moment s’enuncien facilment,
tenint en compte, per exemple, que les condicions (i) i (ii) de (1.2) per al conjunt S
sén autoduals i que cal substituir la d’existencia de calcul de fraccions per la dreta
per la de calcul de fraccions per la dreta.

(2) En els resultats obtinguts fins aqui hem utilitzat dos tipus de propietats de S
(les propietats (i) i (ii) de (1.2) i el calcul de fraccions) que acostumen a verificar-se
en la practica. Cal senyalar, pero, que son propietats independents, com mostren els

exemples segiients.

EXEMPLE 10. Sigui C la categoria formada per un unic objecte i un inic morfisme
f diferent de la identitat i tal que f2 = 1. Aleshores el conjunt S = {1} admet un

calcul de fraccions per la dreta i no inclou tots els isomorfismes de C.

ExXeEMPLE 11. Sigui C la categoria formada per un tunic objecte i dos morfisme
{s, f} diferents de la identitat i diferents entre ells, tals que fs = sf = s. Aleshores
S = {1,s,5%,...,s",...} admet un calcul de fraccions per la dreta i hom té que
s=fseS,pero f&S.
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EXEMPLE 12. Un exemple no trivial d’independencia entre ambdues condicions és
el de les categories de models: el conjunt de les equivalencies febles d’una categoria
de models verifica les condicions (i) i (ii) de (1.2), perd no necessariament admet un

calcul de fraccions en la propia categoria C sin6 en 7Cy.

(1.5)ODbjectes minimals i functors derivats. En el capitol I, a partir de la caracter-
itzaci6 de les extensions de Kan mitjangant limits (teorema 2, § 2), haviem vist que
perque el valor del functor derivat en un objecte a es pogués calcular com el valor del
functor en algun model de 'objecte era que existis un functor inicial ¢ : Z — (S | a)
tal que im F'¢ fos un grupoide contractil (proposicié 6, § 2). Anem a veure com
I’existencia de suficients minimals és una condicié suficient per tenir un tal ¢. De
fet necessitem una nocié menys forta que la de minimalitat: com hem observat, si §

admet un calcul de fraccions, la definicié 2 és equivalent a que en el diagrama

T

']
f
m —— y
en el que s € §, existeixi un tnic aixecament de f. Per derivar un functor particular
F' tan sols que aquesta propietat d’aixecament es tingui en la categoria im F'.

En aquest apartat seguim suposant que S satisfa les condicions de (i) i (ii) de (1.2)
i que admet un calcul de fraccions per la dreta.

DEFINICIO 7. Sigui F' : C — D un functor. Direm que un objecte m de C és
F-minimal per l’esquerra (o, simplement, F-minimal) si per a tot diagrama de C

com
T

|
/
m ——— a

en el que s € §, existeix un unic diagrama commutatiu de D

Fa Fa Fa
Ff]\ FuT FST
Fm £t . g Fx

en el qual t € S i Ft és un isomorfisme.



100

OBSERVACIONS. (1) El sentit de la paraula “Gnic” en la definicié anterior és que
Fg(Ft)~™! és I"inic morfisme de im F tal que (F's)(Fg)(Ft)™! = Ff.

(2) Un objecte minimal és, per tant, un objecte F'-minimal per a tot functor F'.

(3) En el cas de les categories de complexos de categories abelianes, els objectes
F-minimals s’acostumen a anomenar F'-aciclics ([Hart], [Gri] -veure I'exemple que
segueix la proposici6 segilient). Els objectes F-minimals sén F'-desplegats en el sen-
tit de Deligne ([SGA 4], exposé XVII) i [Illu], perd mentres que la condicié de F'-
minimalitat és una condicié suficient per al resultat del teorema 9 més endavant,
els objectes F'-desplegats sén els que per definicio satisfan la conclusié del teorema

esmentat.
Per als F'-minimals ’analeg de la proposicié 3 de (1.2) és:

Proposicio 8. Sigui F : C — D un functor i M wuna classe d’objectes de C tal

que:

(i) tot objecte de C admet un model dins M, i
(ii) F fa invertible tot morfisme de S entre objectes de M,

aleshores:

(1) els objectes de M son F -minimals, i

(2) tot objecte F -minimal de C és isomorf a algun objecte de M.

Demostracio. Sigui m € M. Veiem que és F-minimal. Donat un diagrama de C
mLad zenel que s € 5, com que S admet un calcul de fraccions, existeix un

diagrama commutatiu de C

f
m ——— a
amb t € S. Per (i) podem suposar que n € M. Aplicant F' a aquest darrer diagrama,

tenim un diagrama commutatiu de D

Fa Fa Fa
FfT F(ft):F(sg)T FsT (5)

Ft

Fm Fn
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en el que, per (ii), F't és un isomorfisme. Aplicant les propietats del calcul de fraccions
i la F-minimalitat de m i n, hom veu que Fg(Ft)~! és inic. Hom comprova (2) de

manera analoga a la proposici6 3 de (1.2). O

EXeEMPLE 13. Els objectes F'-aciclics de [Hart], teorema 5.1, sén F-minimals. La
primera condicié d’aquest teorema és la nostra (i). Pel que fa a la segona, si C és una
categoria de complexos d’una categoria abeliana i P una subcategoria plena tal que
per a tot P® € objP aciclic (i.e., H(P®) = 0 per a tot i) es té que F(P*) és també
aciclic, es segueix que per a tot quis s : P* — Q°®* € mor P, el morfisme F's és un

isomorfisme; és a dir la condicié (ii) de la proposicié 8.

El paper dels objectes F'-minimals en la derivabilitat del functor F' es troba en el

segiient teorema.

Teorema 9. Si per a tot a € objC existeix un model F'-minimal, aleshores existeix

el functor LF 1 sobre els objectes val
(LF)(a) = Fm

on m és un model F -minimal de a qualsevol.

Demostracié. Veiem que per a tot a € objC existeix un functor inicial ¢ : Z — (S |
a) tal que im FQy és contractil. El resultat es seguira de la proposicié 6, § 2, capitol
Ii del seu corol-lari.

Prenem com a 7 la subcategoria plena de J = (S | a) formada pels morfismes

m — a en els que m és F-minimal i com a ¢ el functor d’inclusié. Comprovacions:

(i) (¢ | J) és no buida. En efecte, donat s:x — a € (S | a), prenem un model
F-minimal de x, t : m — x. Aleshores st € objZ i t defineix un morfisme de st a

S.

(ii) (¢ | J) és connexa: donats dos models F-minimals de a es té un diagrama

com (5). Pero aquest diagrama prové d’un diagrama de J .

(iii) im FQep és contractil. El morfisme de im FQ¢ que uneix dos models F'-

minimals és tnic, per definicié de F-minimal. [J
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Corol-lari. Si per a tot a € objC existeiz un model minimal, aleshores, per a tot

functor F : C — D, existeix el functor LF 1 sobre els objectes val
(LF)(a) = Fm

on d és un model minimal de a qualsevol.

En termes d’objectes F'-minimals podem donar la segiient versié de la successié
espectral de Grothendieck ([Gro], teorema 2.4.1, cf. [Har], proposici6 5.4, capitol I i,
en aquest treball, proposici6 4, § 3, capitol I).

Teorema 10. Siguin F' : C — D i« G : D — &£. Suposem que tot objecte de
C té un model minimal i que tot objecte de D té un model G-minimal. Suposem
a més a més, que F transforma objectes minimals en G-minimals. Aleshores els
functors derivats LF, LG i L(GF) existeizen i el morfisme canonic de functors

(LG)(LF) — L(GF) és un isomorfisme.

Demostracio. Sigui a € objC i m — a un model minimal. Per hipotesi F'm és

G-minimal. D’on, pel teorema 9, es té

(LG)(LF)(a) = (LG)(Fm) = GFm = (LGF)(a) O

(1.6)Objectes minimals en les categories de models. Per a una categoria de models,
no es té generalment que S = we admeti un calcul de fraccions per la dreta. Hom
pot, pero, restringir-se als objectes fibrants de la categoria i considerar la imatge del
conjunt de les equivalencies febles entre objectes fibrants en la categoria 7Cr, que
seguirem notant S. Per [Qui;], corol-lari 2, pagina 1.16, en aquest cas S admet un
calcul de fraccions per la dreta. Veiem que significa aixo en la categoria C.

Per a les categories amb que treballem, la restriccié als objectes fibrants, no suposa
cap problema: com hem vist en els capitols II i III, es tracta de categories de models
tancades en les quals tots els objectes sén fibrants; i.e., C = Cy. En el cas en queé no
es disposés d’una estructura de categoria de models satisfent aquesta condicié, hom
prendria models fibrants per treballar en la categoria Cy.

Quant al fet que el calcul de fraccions es tingui modul homotopia, aixo significa,

per exemple, que al reduir una successié de tipus (1) a una de tipus (3), obtindrem
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diagrames homotopicament commutatius. Tot i aixi, es tindra finalment una successié
de tipus (3) de C.

Finalment, com és evident, els objectes minimals de C i #C no coincidaran, en
general. Pero els minimals de la primera sén minimals en la segona i si la primera
té suficients minimals, també la segona. Dit aixo, passem a enunciar els resultats de

(1.4) i (1.5) amb les modificacions necessaries.

En aquest apartat C és una categoria de models amb tots els objectes fibrants.

Pel que fa al primer resultat, en una categoria de models podem donar-ne una

versio relativa.

Proposicio 11. Sigui

b ﬁ

- Y
un diagrama commutatiu de C en el quée a és un objecte minimal © © un morfisme

minimal. Aleshores, si p és una equivalencia feble, existeix 3 : b — x, unic llevat

d’homotopies, tal que pg ~ i BZ ~ Q.

Demostracio. Factoritzem p en una cofibracié j : x — z i una fibracié ¢ : z — v,

ambdues trivials. Considerem el pull-back de 3 i ¢:

Com que les fibracions trivials es preserven per pull-backs, ¢’ és una fibracié trivial,
que ens podem mirar com una fibracié trivial en a\C del morfisme induit per jo
ii, v:a — cen i. Com que aquest morfisme és minimal, existeix s : b — ¢
tal que ¢’s = 1, 1 st = . Aix{ mateix, com que j és una cofibracid trivial, és
homotopicament invertible: sigui r tal que rj ~ 1, i jr ~ 1,. Aleshores B =rfA's és

Paixecament cercat: Bz =r@si=rfy=rja~ai pg =qjrf's~qB's=pPq¢s=0.

Quant a la unicitat, suposem que B : b — z sigui un altre morfisme tal que

Bi~aipB=p. Com que pB= pﬁ, per calcul de fraccions existeix r : d — b € we
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tal que fr ~ Br. Factoritzem aquest r en una cofibracié k : d — b’ i una fibracié
s: b — b trivials. Prenem el pull-back de s i i:

d —°

Al

a —— b
Com abans, s’ és una fibracié trivial. Com que a és minimal, existeix una seccié de
s'. Composant-la amb ¢, podem interpretar s com una equivaléencia feble de a\C
entre aquest morfisme i 7. Com que aquest és minimal, existeix ¢ : b — b’ tal que

st = 1. D’altra banda, com que k és una cofibracié trivial, és homotopicament

invertible. Sigui ! el seu invers. Aleshores 8 ~ Grit ~ Brlt = E .

Corol-lari 1. Siguin pa :—— b € we i f: m — b un morfisme amb m minimal.

Aleshores ezisteiz un morfisme f : m — a, unic llevat d’homotopies,tal que pf ~ f.

Demostracio. Prengui’s a = e en la proposicié anterior. [

Corol-lari 2. Dos models minimals d’un mateix objecte son isomorfs per un isomor-

fisme unic llevat d’homotopies.

La resta es modifiquen analogament:

Proposicié 12. Sigui f:a — b un morfisme de C et pg : mg —> a @ pp : mp — b
dos models minimals. Aleshores existeir un morfisme my : mq, — my, Unic llevat

d’homotopies, tal que el diagrama

mfl fl
mp 2

és homotopicament commutatiu. Direm que my és el model minimal de f correspo-

nent als models minimals p, : m, oai Pb 1 Mp =b.

Suposem que la categoria C tingui suficients minimals. Donat a € objC, escollim
un model minimal: p, : M(a) — a. Com que els resultats anteriors estan enunciats

“llevat d’homotopies”, la correspondencia

a— M(a)
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no és, en general functorial i les equivalencies febles p, no defineixen, tampoc en
general, un morfisme de functors
M —1¢

Hom té, pero, un functor model minimal ben definit i un morfisme de functors si
pren com a imatge la categoria wC,,, que té per objectes els minimals de C i per

morfismes les classe d’homotopia de morfismes de C.
Corol-lari. FEs té un functor
M :C— 7wC,, ,

definit sobre els objectes per M(a) = m, i sobre els morfismes per M(f) =my; i un
morfisme de functors

p: M — 1,

definit per p, : mg — a.

Com en (1.4), M factoritza de manera tdnica a través del functor de localitzaci6
~v:C — HoC:

c M, o,

|
HoC

Factoritzacié que seguirem notant M i anomenarem també functor model minimal.

Un cop fetes les modificacions oportunes, el teorema 7 de (1.4) esdevé

Teorema 13. FEl functor M : HoC — 7wC,, és una equivaléncia de categories.

I el corol-lari del teorema 9 de (1.5),

Teorema 14. Sigui F': C — D un functor entre categories de models que preservi
la relacio d’homotopia a C,,. Aleshores F té un functor derivat per l’esquerra que

sobre els objectes val LF (x) = Fm, on m és un model minimal de x.

Finalment,
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Proposicio 15. Si C és una categoria de models © S = we, els morfismes minimals
tenen la LLP respecte de les fibracions trivials. En particular, son cofibracions si la

categoria és de models tancada.
Demostracio. Sigui 7 : a — b una fletxa minimal, i

(a3
a —— T

i ﬁpl

- Y
un diagrama commutatiu, en el qual p és una fibracié trivial. Hom factoritza ¢ per
M2(ii) en a ERF N b, on ¢ és un fibracié trivial i j una cofibracié. Com que j és
una cofibracié, existeix §: ¢ — x tal que 3j = a i pB = Bq. D’altra banda, ¢ és,
en particular, una we de a\C i i : @ — b és minimal. Per tant admet una seccié
s:b— c tal que qs = 1, i si = j. Composant-la amb B, hom obté 'aixecament

volgut: p(Bs) =fBgs =81 (Bs)i=pFj=f. O

Corol-lari. Sv C és una categoria de models, tot objecte minimal té la LLP respecte
de les fibracions trivials. Si és una categoria de models tancada, aleshores tot objecte

minimal és cofibrant.

OBSERVACIONS. (1) Observem que aquests dos darrers fets sén independents de la
classe de fibracions escollida. Aixi doncs, fixada la classe de les we, totes les possi-
bles estructures de categoria de models tancada tenen, suposant que existeixin, uns
objectes cofibrants en comt, els minimals per I’esquerra i unes cofibracions comunes:
els morfismes minimals. Hom pot preguntar-se en quins casos existeix una estructura
de categoria de models amb “tan sols” aquestes cofibracions.

(2) Per a dualitzar els resultats d’aquest §, subtituim “cofibracié” per fibracié, Cy

per C., homotopia per la dreta per homotopia per I'esquerra . ..

§ 2. Complexos de moduls minimals.

Sigui R un anell commutatiu amb unitat. En aquest §, C sera una categoria

de complexos de cocadenes de R-moduls (també anomenats, R-moduls diferencials
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graduats amb diferencial de grau +1) i S sera el conjunt dels quasi-isomorfismes

(quis); és a dir, els morfismes que indueixen isomorfismes en cohomologia.

(2.1)El cas d’un anell qualsevol. Les resolucions projectives d’'un R-modul sén com-
plexos de cocadenes de graus no positius. Aquest fet comporta que en la categoria
dels complexos no negatius Mdg=%(R) els objectes concentrats en grau zero siguin

minimals.

Proposicié 1. Sigui M un R-modul dg homogeni de grau zero. Aleshores M ¢és

minimal.

Demostracid. Sigui X — M un quis. Hom té doncs, un isomorfisme Z°X =

H°X — H°M = M, 'invers del qual ens déna una seccié del quis. O

Aquesta situacié desapareix en les categories de complexos on si hi ha resolucions
projectives: Mdg(R), Mdg="(R), 6 Mdg~(R) (categories de R-moduls diferen-
cials graduats, idem. no positius, idem. acotats superiorment, respectivament). Indi-
carem per Mdg®(R) qualsevol d’elles. El primer resultat mostra com, si hom oblida
Iexistencia de la diferencial, la nocié de minimal en aquestes categories coincideix

amb la de projectiu en cada grau.

Proposicié 2. Sigui M € objMdg*(R) de diferencial nul-la. Aleshores, M és

minimal st © només si M* és projectiu per a tot 1.

Demostracid. Suposem que M és projectiu en cada grau i sigui X — M un quis.
Podem escollir seccions de Z‘X — H'X = M?® per a tot i, que ens donen un

morfisme de R-moduls dg M — X, que és una secci6 del quis.

Reciprocament, suposem que M és minimal. Observem que un R-modul, P, és
projectiu si i només si tot epimorfisme de R-moduls, ¥ — P, admet una seccio.

Sigui X L M un epimorfisme de R-moduls. Considerem el morfisme de R-modul

dg,

| | 0 j
i % gy )y

lu 0) lf

S — M2 — Mt _— M —— M —

0 M —
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(on les linies horitzontals sén les diferencials dels R-moduls dg i j és la inclusié
ker f — X ). Obviament es tracta d'un quasi-isomorfisme. Per ser M minimal, té

una seccié. En particular, f té una seccié. [

Corol-lari. Sigui M un R-modul. Considerat com a R-modul dg homogeni de

diferencial nul-la de Mdg®(R), és minimal si i només si és projectiu.

En general, la caracteritzacié dels objectes minimals de Mdg®*(R), o lexisten-
cia de prous models minimals, semblen problemes forca complicats sense hipotesis

suplementaries sobre ’anell. En el cas general, tenim almenys:

(a) condicions necessaries de minimalitat, i

(b) una condicié suficient per a 'existéencia de model minimal.

Proposicio 3. Si existeiz un © € Z per al qual es verifica una de les condicions
sequents:

(1) B'M # 0 és un factor directe de M*, o bé

(2) Z'M # M" és un factor directe de M*, o bé

(3) H'M # Z'M és un factor directe de Z'M ,

aleshores M no és minimal.

Demostracié. (1) Sigui M* = B'M @& N per a algun i. Sigui

d"=(06):BM &N — Mt

Aleshores
L — M2 ﬂ ker d*—1 _°, N L Mt
| | L5 |
1
i AT it T BN S it

és un quis que no admet cap seccié i per tant M no pot ser minimal. En efecte, si

exist{s una seccié, en particular tindriem (o 8) : BPM & N — N tal que

(3 D)= () (2 9)

el qual és impossible, excepte si N = M?.
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(2) Si M* = Z'M @ N, la demostracié és com en el cas anterior:

. i—1 . .
s Mt iy S M

H (o) |

M Y g N S it

és un quis de complexos que no admet cap seccid, llevat de que N = 0.
(3) Finalment, si Z'M = H'M & N,

Mt S gy s i

| | H

. i—1 . i .
U /s S N O N ) 2 S

és un quis de complexos que no admet cap seccid, tret que N =0. [

Proposicié 4. Sigui M un R-modul dg tal que H'M és un R-modul projectiu per

a tot i. Aleshores, HM ¢és un model minimal de M .
Demostracié. Sigui Z'M — H'M la projecci6é natural i s* : H'M — Z'M una

seccié seva qualsevol. Aleshores s = (s') : HM — M és un quis de R-moduls dg i

per tant HM és un model de M. Per la proposicié 2, és un model minimal. [

El qual ens permet descriure els objectes minimals i assegurar 1’existencia de prous
minimals en el cas en que tot R-modul sigui projectiu (e.g., si R és semisimple; per
exemple un cos o un algebra de grup k[G] on k és un cos de caracteristica zero i G

un grup finit).

Corol-lari 1. 5i R és tal que tot R-modul és projectiu, aleshores:

(1) Tot R-modul dg té un model minimal.

(2) M és minimal si i només si M té diferencial nul-la.

Demostracié. (1) Obvi per la proposicié 4.

(2) Per hipotesi, M® és projectiu per a tot i. Si té diferencial nul-la, per la

proposicié 2, és minimal.
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Reciprocament, suposem qu M és minimal. Com que H'M és projectiu per a
tot 7, per la proposiciéo 4, HM és un model minimal de M. Com que M ja és ell
minimal, HM = M i per tant M té diferencial nul-la. [

Encara que més endavant hem de parlar de formalitat, notem aqui el resultat se-
glient. Com en el cas de les k-algebres dgc, direm que un R-modul dg és formal si

és del mateix tipus d’homotopia que la seva cohomologia.

Corol-lari 2. Tot R-modul dg amb cohomologia projectiva grau a grau és formal.

(2.2)El cas d’un anell local noetheria. Minimals de Tate. Per tal de tenir condicions
necessaries i suficients a la vegada (i.e., caracteritzacions dels objectes minimals de
la categoria de complexos de moduls) i assegurar l'existéncia de prous minimals,
sembla necessari imposar condicions sobre ’anell R. Un cas conegut d’existencia de
resolucions minimals per a R-moduls (desprovistos de diferencial) és aquell en que
R és un anell local noetheria. (Per a condicions més generals, veure [Eil] o [Bour],
capitol X.)

En aquest §, generalitzem les construccions d’Eilenberg-Tate-Jozefiak al cas de
moduls graduats amb diferencial. Com a conseqiiencia, en particular, aquestes reso-
lucions s6n objectes minimals de la categoria de R-moduls dg. Sigui doncs, R un

anell local noetheria, m el seu ideal maximal i k = R/m el seu cos residual.

DEFINICIO 1. Un complex de R-moduls dg, M, és minimal de Tate si

(1) per a tot i, M* és lliure, i
(2) dM C mM

OBSERVACIO. Aquesta és la definicié de resolucid minimal que hom troba a [Tate].
En el seu cas, les resolucions tenen una estructura multiplicativa que a nosaltres no
ens interessara. La definicié de [Tate] esta motivada pel segiient fet: si M és un
complex minimal (de Tate), aleshores el complex M/mM = M ®p k té diferencial
nul-la i per tant, si M — k és una resolucié minimal de Tate del R-modul k,
Tor'’y (k, k) = M*/mM?*.
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Els teoremes 5 i 6 mostren com, en la categoria Mdg;g(R), que té per objectes
els complexos de cocadenes de R-moduls acotats superiorment i finit generats grau a
grau, els minimals de Tate sén tots els objectes minimals de la categoria, en el sentit
de la definicié 2 de § 1. Amb més precisié, mostren que els minimals de Tate formen

una subcategoria inicial en la qual els quis sén isomorfismes.

Teorema 5. Sigui L Ny un quis entre complexos minimals de Tate finit generats

grau a grau i acotats superiorment. Aleshores, f €s un isomorfisme.

Teorema 6. Tot R-modul dg amb cohomologia acotada superiorment i finit generada

grav a grau, admet un model minimal de Tate acotat superiorment i finit generat.

Com a conseqiiencies immediates es tenen els

Corol-lari 1. Els minimals de Tate son tots els minimals de Mdg} (R).

Demostracio. Pels teoremes 5 i 6 anteriors, estem en les hipotesi de la proposicio 2
de§1. O

Corol-lari 2. El functor k ®g - : Mdg; (R) — Mdg,, (k) preserva objectes min-

imals. A més a més, restringit als complexos lliures grau a grau, els reflexa.

Demostracid. Els minimals de Mdg/, (k) son els de diferencial nul-la. [

Corol-lari 3. La inclusié Mdg; (R)m — Mdg;, (R) indueir una equivaléncia de
categories

mMdg;,(R), = HoMdg; ()

Demostracid. Es segueix dels resultats anteriors i del teorema 13 de (1.6). O

OBSERVACIO. La hipotesi de cohomologia acotada no és suficient en el teorema 5, com

es veu a l’exemple segiient.

EXEMPLE . L’anell Z/(4) és un anell local noetheria. El complex no acotat supe-
riorment segiient

S Z)A) S Z)(4) S Z/4) — ...
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és minimal de Tate i aciclic (i per tant, amb cohomologia superiorment acotada),
pero el quis evident amb el complex nul (aquest també minimal de Tate) no és un
isomorfisme. Altrament dit, és aciclic, pero no és ’element inicial de la categoria; el
corol-lari de la proposicié 1, § 1, implica que no pot ser minimal. Per tant els minimals
de Tate que no sén superiorment acotats no tenen perque ser objectes minimals de
Mdg(R).

(2.3)Demostraciéns de (2.2). DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 5. Podem suposar, que
L' = M* =0 per a tot i > 0. Per hipotesi, en el diagrama
L —— L[°%B°L, —— L%mIL®

[ [ |7
M® —— MO/BOM ——— MO/mMP°

la columna del mig és un isomorfisme de R-moduls i per tant la de la dreta, F =
f'ork = ]70® rk, un isomorfisme de k-espais vectorials de dimensi6 finita. Aleshores,
com que L° i M sén lliures i de tipus finit, f ve definit per una matriu quadrada
T amb detT ¢ m i per tant f9 és un isomorfisme.

Pel que fa a f? per a i < 0, és suficient veure que el morfisme induit entre els
complexos truncats,

d7,'72 difl

Y L 0
lfi71 J{fz
di72 i difl i

. — M M 0

és un quis i, aplicant el raonament fet per a i = 0, concloure que f* és un isomorfisme
de R-moduls.

Suposem que:

()ip1 S L M

(b)is1 J?i+1 . Lt/ Bt At/ Bt
son isomorfismes de R-moduls.

Pel que fa als graus j < i, H’ f és isomorfisme per hipotesi. Quant al grau i, es

tenen les successions exactes
0 —— H'[ —— Li/BiL " Li/ZiL — 0

I T

0 — H'M — Mi/BiM s Mi/ZiM —5 0
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La primera columna és un isomorfisme de R-moduls per hipotesi. Pel que fa a la
tercera, es tracta de f't! : BT — B\ . Per tant sols resta comprovar que

f*! restringit a les vores és un isomorfisme. El qué es dedueix del diagrama

0 — Bi+1L SN Li-l-l SN Li+1/Bi+1L - 50

N

0 — Bi—l—lM SN Mi—l—l SN Mi—l—l/Bi—l—lM -0

en el qual les files sén exactes i la segona i tercera columnes isomorfismes per hipotesi.
En definitiva, veiem com:

(a);  fP:L'— M' i

(b);  f':L'/BiL — M'/B'M

son isomorfismes de R-moduls i per tant hem comprovat la hipotesi d’induccié. [

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 6. Sigui X un R-modul dg, de cohomologia acotada
i finit generada grau a grau. Suposem, per exemple, que H*X = 0 per a tot i > 0.

Aleshores, el subcomplex 7<_1 X — X (truncacié canonica de X ), definit per

Xt sii<O
(T<_1X)' =< B'X sii=0
0 sii>0

és quasi-isomorf a X i és acotat superiorment. Podem doncs suposar que X* = 0 per
a tot ¢ > 0. En la construccié del model minimal de Tate farem 1s del segiient lema

(veure [Mat], pagina 136):

Lema. Sigui X un R-modul finit generat, L un R-modul lliure sobre una base

minimal de X i € : L — X el morfisme canonic. Aleshores kere C mL.

Sigui M° un R-modul lliure sobre una base minimal de H°X i e: MY — HOX

0

el morfisme canonic. Sigui s” un aixecament de ¢:

Z°X

lﬂ

M° —— HYX
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i M(0) el R-modul dg
, M° sii=0
moy={

Aleshores, el morfisme de complexos s(0) : M(0) — X,

en altre cas

,— 0 — 0 — MO

l l ¢

-2 -1

verifica:
(a)p M(0) és minimal i finit generat grau a grau,
(b)o s(0)% és un isomorfisme per a tot i > 0 i exhaustiu per a i =0, i

(c)o kers? C mMO?, pel lema abans citat.
Suposem construits un R-modul dg M(p + 1) i un morfisme de R-moduls dg
sip+1): M(p+1) — X,

1 drtt 2
S —s 0 — 0 — Mptt = N

l l [on o

L xpl P xp  xpt P epre
de manera que
(8)pt1 M(p+1) és minimal i finit generat grau a grau,
(b) p+1 (s(p+1)). és un isomorfisme per a tot i > p+ 1 i exhaustiu pera i =p+1, i

%
()pr1  kers(p+1)2T C mMmPt?,

Aleshores, prengui’s

(1) L un R-modul lliure sobre una base minimal de kers?™' i e : LF —
ker s el morfisme canonic. Observem que ker st és finit generat perque

tant MP*! com HPT1X ho sén i perqueé R és noetheria, i per tant L] també

és finit generat.
(2) d la composicié LP =% ker sPT1 < HPTIM < MPH!

(3) s¥ un aixecament de sPT1dl:
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(4) LY un R-modul lliure sobre una base minimal de coker (s}), i ey : L —
coker (s7). el morfisme canonic, i

(5) s5 un aixecament de es:

ZPX

J

LY ——— coker (s}).
€2

Amb aquestes dades construim el R-modul dg M (p):

M? sit>p+1
Mp)Y = MP=IYa L} sii=p
0 en altre cas

i el morfisme de complexos s(p) : M(p) — X,

dP=(d” 0 p+1
0 — 0 —— ey =Y e I
| | [ =t ) [
P—2 p—1 P p+1
o ooxp2 ¥ xp1 & xp ¥ xpr

els quals verifiquen
(a), M(p) és minimal i finit generat grau a grau, ja que imd? = imd? = ker s?*" C
mMPT! per (c)pi1,

(b)p, (s(p))L és un isomorfisme per a tot ¢ > p i exhaustiu per a i = p,

(c), kerst C mMP ja que (z,y) € ZPM equival a que = € kere; C mLY. Per
tant és suficient verificar que si sk[(z,y)] = 0 aleshores y € mL%. Per al qual
és suficient que e,y = 0; igualtat que es segueix de 'anterior aplicant-li la
projeccié en coker (s7). .

Amb el qual hem acabat el procés d’induccié. Per acabar, hom pren M =

limM,. O
p
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§ 3. A-algebres dgc minimals.

Com hem vist en §1, 'existencia d’una subcategoria inicial en la qual els quis sén
isomorfismes ens assegura que els objectes d’aquesta subcategoria son objectes mini-
mals en el sentit de la definicié 2. Encara més, que son tots els objectes minimals de
la categoria. En la categoria de les R-algebres dgc, Adgc(R), es té una subcatego-
ria d’objectes minimals, les algebres nilpotents generalitzades minimals (veure [Mor]),
també anomenades KS-complexos minimals (veure [Hal]). Malhauradament, no es
tracta necessariament s’una subcategoria inicial (excepte per a anells particulars, per
exemple, els cossos). Altrament dit, no tota R-algebra dgc té un model nilpotent
generalitzat minimal: si bé l'estructura de categoria de models tancada de Adgc(R)
es dedueix formalment de la de Adge(k) (veure teorema 1,§ 2, capitol IT), no succeeix
el mateix amb el model minimal: si hom intenta fer-ho a la Sullivan, en el moment
que s’afegeixen els nous generadors no es pot estendre, almenys automaticament, el
quasi-isomorfisme i la diferencial de manera que siguin R-lineals.

En aquest § ens limitem a enunciar els resultats. Les demostracions poden traduir-

se de les del segiient sense dificultad.

(3.1)Extensions de Hirsch i A-algebres DGC KS-minimals. Sigui R un anell com-

mutatiu amb unitat.

DEFINICIO 1. Sigui A una R-algebra dgci n > 0 un enter. Una extensié de Hirsch

de A de grau n és una inclusio
A— AQ®gr A(V)n

de R-algebres dgc on:

(1) V és un R-modul projectiu homogeni de grau n,
(2) A(V), ésla R-algebra graduada lliure sobre V', i
(3) la diferencial de A ®p A(V),, aplica V dins A.

DEFINICIO 2. (cf. [Nag]) Sigui A una R-algebra dgc. Una extensid de Hirsch

generalitzada de A és una inclusio
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de R-algebres dgc, on B admet una filtracié exhaustiva {B(«a)},; indexada per un
conjunt ben ordenat I, tal que:

(1) B(0)=A, on 0=min/,

(2) si a té com a predecessor 3, B(a) és una extensié de Hirsch de B(f3),

(3) si a no té predecessor, aleshores

B(a) = lim B(B)
B<a

Una A-algebra dgc és nilpotent generalitzada si és una extensio de Hirsch generalitzada

de A. Una A-algebra dgc B és KS-minimal si és nilpotent generalitzada i la filtracié
{B()} ¢y verifica:

(4) I ={(n,q), n>1, ¢ >0} ordenat lexicograficament, i
(5) per a tot ¢ >0, B(n,q) és una extensié de Hirsch de grau n de B(n,q—1).

Una tal filtracié s’anomena una KS-filtracio. Una A-algebra dgc és KS-minimal si i
només si admet una KS-filtracié.

Un model KS-minimal d’'una A-algebra dgc A — B és una A-algebra dgc KS-
minimal A — C' i un quis de Adgc(4) C - B.

OBSERVACIO. Per a A = R =k un cos de caracteristica zero, la definicié de [B-G] de
k-algebra dgc minimal és la que més endavant anomenarem KS-minimal canonicament
filtrada. Per a R = k, la definici6 de [Hal] de KS-extensié minimal de k-algebres
dgc coincideix amb la nostra de A-algebres dgc KS-minimals, excepte que aquesta no

precisa de ’axioma de I’eleccid, ja que no hem d’escollir cap base.

(3.2)Els KS-minimals s6n minimals. Per a R un anell commutatiu unitari qualsevol
els KS-minimals no tenen perque ser una subcategoria inicial. La seva minimalitat no
es segueix doncs, com en el cas R = k, un cos de caracteristica zero, de la proposicié
381 (cf. exemple 4, (1.2)). Tot i aixi, séon minimals en el sentit de la definicié
2 de §1, pero cal una demostracié particular d’aquest fet. El resultat segiient és,

essencialment, el cas 7 = 0 del teorema 8.7 de [H-T] (cf. teorema 1, (4.2)).

Teorema 1. Sigui B una A-algebra dgec KS-minimal i p: C = B un quis de A-

algebres dgc. Aleshores existeix un morfisme de A-algebres dgc o : B — C' tal que

po=1p.
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Corol-lari. Dos models KS-minimals d’una mateiz A-algebra dgc son isomorfs per

un isomorfisme, unic llevat d’homotopies.

(3.3)La filtracié canonica. Per a certs resultats és convenient triar una KS-filtracié

particular.

DEFINICIO 3. Sigui B una A-algebra dgc. Anomenarem filtracid canonica de B
a la filtracié6 {Bn,q|}n >0 seglient: notarem per B<,, C M la A-subalgebra dgc
generada pels elements de grau < n. Posarem B<_; = A. Hom té aleshores una

filtracié exhaustiva de B:
A:Bg_l CBSOCBgl c---CB

Sigui B[n,0] = B<p_1; per a tot ¢ > 0 definim B[n,q] de manera recurrent: es

tracta de la A-subalgebra dgc de B generada per B[n,q — 1] i el R-modul

{zr € B" | dx € Bln,q — 1]}

DEFINICIO 4. Direm que una A-algebra dgc KS-minimal B estd canonicament

filtrada si B(n,q) = B[n, q] per a tota parella (n,q).

Proposicio 3. Sigui ¢ : B — C' un morfisme de A-algebres dgc canonicament

filtrades. Aleshores, per a tota parella (n,q), ¢(B(n,q)) C C(n,q).

Corol-lari. Tot quis entre KS-minimals canonicament filtrades és un isomorfisme
filtrat.

Teorema 4. Una A-algebra dgc B KS-minimal esta canonicament filtrada si i només
si per a tot n >0 7 tot ¢ >0
(6) la inclusic B(n,q) — B indueir un isomorfisme H'B(n,q) — H'B per a
1=0,...,n, 1
(7) el morfisme H" "1 (B(n,q—1), B) — H""1(B(n,q), B) de la successid llarga
de cohomologia del triple B(n,q — 1) — B(n,q) — B és el morfisme nul.

(3.4)Existencia de suficients minimals. Sota certes restriccions, hom pot assegurar

Pexistencia d’'un model KS-minimal canonicament filtrat per a tota A-algebra dgc.
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Teorema 5. ([Hal]) Sigui R =k un cos de caracteristica zero, A — B un mor-
fisme de R-algebres dgc cohomologicament connexes. Aleshores A — B té un model

KS-minimal canonicament filtrat.

Corol-lari 1. ([Sul]) Sigui k un cos de caracteristica zero i A una k-algebra dgc
cohomologicament connezxa. Aleshores A té un model KS-minimal canonicament fil-

trat.

Sigui Adgcp.(A) la categoria de les A-algebres dgc cohomologicament connexes.

Els resultats anteriors, junt amb la proposicié 3 de (1.2), impliquen

Corol-lari 2. FEls KS-minimals son, llevat d’isomorfismes, tots els objectes minimals
de Adgcp.(A).

De fet, hom pot posar “KS-minimal canonicament filtrat” en la proposicié anterior,

obtenint el Teorema d’estructura de les KS-extensions minimals de [Hall.

Corol-lari 3. La inclusié de Adgcp.(A)m, en Adgep.(A) indueiz una equivaléncia
de categories
71'1Adgchc(A)m = HOAdgChc(A)

Demostracid. Es segueix del teorema anterior i del teorema 13 de (1.6). O

En general, pero, la categoria Adgc(R) no té suficients KS-minimals. Veiem a

continuaci6 alguns exemples d’aquest fet.

EXEMPLE 1. Si k és un cos i R una k-algebra commutativa unitaria augmentada,
en particular k és una R-algebra dgc (concentrada en grau zero). Com en el cas de

Mdg="(R), k resulta ser minimal, perd, obviament, no és KS-minimal.

El segilient exemple ens mostra com el problema no és tan sols la no existencia de

resolucions de k en la categoria dels complexos de cocadenes no negatius.

EXEMPLE 2. Sigui A la R = k[z]|-algebra dgc
klz] sii=0
A=k sii=1
0 sit#0,1
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amb diferencial nul-la i producte definit per

Ty siz| =yl =0
rAy=< @)y silz[=0, [yl=1

0 en altre cas

On, en el primer cas, es tracta del producte de k [z] i, en el segon, del de k. Aquesta
k[z]-algebra dgc no admet cap model KS-minimal. En efecte, suposem que M — A

ho fos. Per definicié,

M(1,0) = R
M(Z,O) = A(Vo)l KRR A(Vl)l KRR ...

on (V;)1 és un R-modul lliure homogeni de grau 1 per a tot ¢. Per definicié, la

diferencial de M verifica

dVi1) =0
d(Vy) € Q) AV

Per tant V; C kerd'! = H'M = H'A = k. D’on k admetria un sub k[z]-modul

lliure.

§ 4. A-moduls dg minimals.

Llevat de (4.4), en tot aquest § R un anell commutatiu amb unitat qualsevol i A una
R-algebra dgc.

(4.1)Extensions de Hirsch i A-moduls dg KS-minimals. Seguint la construccié de
Sullivan, construirem els models minimals de A-moduls dg per un procés analeg a

I’adjuncié de cel-les en espais topologics.

DEFINICIO 1. Sigui M un A-moddul dgi n > 0 un enter. Una extensid de Hirsch de

M de grau n és una inclusié de A-moduls dg

M — M &F (A KRR (V)n>
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on:
(1) V és un R-modul projectiu homogeni de grau n,
(2) A®gr (V), és el A-modul graduat lliure sobre V', i
(3) la diferencial de M @4 (A ®@p (V),,) aplica V' dins M.

OBSERVACIO. Un morfisme de A-moduls dg,
M & (ARr (V),) — N

és el mateix que:

(1) un morfisme de A-modul dg, ¢ : M — N, i
(2) un morfisme de R-moduls, f:V — N, tal que

p(dv) = d(fv)

Els objectes minimals de la categoria de A-moduls dg seran, en les hipotesis ade-

quades, els obtinguts mitjancant extensions de Hirsch successives.

DEFINICIO 2. Una extensié de Hirsch generalitzada de M és una inclusié de A-
moduls dg,
M — N

tal que N admet una filtracié exhaustiva {N(«)} indexada per un conjunt ben

acl”
ordenat I tal que:

(1) N(O)=M,on 0 =min/,
(2) si a té com a predecessor 3, N(«) és una extensié de Hirsch de N(3), i

(3) si & no té predecessor,

N(a) = lim N(B)
B<a
Un A-modul dg es diu nilpotent generalitzat si és una extensio de Hirsch generalitzada
del modul 0. Un A-modul dg M es diu KS-minimal si és nilpotent generalitzat i la
filtracié {M(c)},; verifica:

(4) I ={(n,q), n>0, ¢ >0} CZ xZ, ordenada lexicograficament, i
(5) per atot ¢ >0, M(n,q) és una extensié de Hirsch de grau n de M(n,q—1).
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Una tal filtracié s’anomena una KS-filtracio. Un A-modul dg és KS-minimal si i
només si admet una KS-filtracio.
Un model KS-minimal d'un A-modul dg X és un A-modul dg KS-minimal M i

unquisMLX.

OBSERVACIONS. (1) A diferéncia del cas de k-algebres dgc, I'index n comenga en 0 i
no en 1 perque els A-moduls dg no tenen perque ser necessariament connexos.
(2) Un A-modul dg pot ser nilpotent generalitzat per diferents filtracions {M(«)},

com ens mostra ’exemple segiient.

EXEMPLE 1. Sigui A= R=Q i M = Au® Av el A-modul graduat lliure sobre
dos generadors, |u| = |v| = 0 i diferencial du = dv = 0. Hom pot mostrar que és
KS-minimal prenent com a filtracié: M(0,1) = Au i M(0,2) = M. Perdo també
M(0,1) = M és una KS-filtracié.

(4.2)Els KS-minimals sén minimals. Analogament als objectes “minimals” que hem
trobat en els § anteriors, els A-moduls dg KS-minimals sén minimals (per 1’esquerra)
en el sentit de la definicié 2 de § 1. Pel que fa a la diferencial, hom retroba la propi-
etat de “descomponible”, caracteristica de les Q-algebres dgc minimals simplement

connexes de Sullivan, i dels R-moduls dg minimals de Tate.

Teorema 1. Sigui M un A-modul dg KS-minimal i p : X = M un quis de A-
moduls dg. Aleshores existeiz un morfisme de A-moduls dg o : M — X tal que
po = 1M .

Demostracio. Sigui o) : M(0,0) = 0 — X el morfisme zero. Evidentment,

P 0,0) = 1ar(0,0)- Suposem construit
O(m,0) : M(m,0) — X

de manera que per a tot m <n
D) POm,0) = Lar(m.0)
(11) (m) U(m,O)|M(m’,O) = U(m’,O)? per a tot m' S m
Definirem o(,,11,0) : M(n +1,0) — X que satisfara (i),41 i (ii)n41. Aleshores

o = limo(, ) sera una seccié de p. A tal fi, estendrem o, o) a morfismes
n

O(nyg) M(n,q) — X



123

de manera que per a tot p <g¢q
(1) (n,p) PO(n.p) = 1M (n.p)
() (np)  T(np)|M(np) = O(np)» PEr & tot p’ <p

Un cop definits els o(, 4 per a tot ¢ > 0, prendrem o(,41,0) = limo(, 4 -
q

Comencem la construccié dels o(, ) per a ¢ = 0, 0(,) existeix per hipotesi
d’induccié. Suposem construit o, ;) per a tot p < ¢q. Considerem el A-submodul dg
de X segiient:

F=im (004 : M(n,q) — X)

Com que po(n.q) = 1ar(n,g)» O(n,q) €5 injectiu i per tant o, 4y : M(n,q) — F és un
isomorfisme. Aplicant el lema dels cinc a la cohomologia del diagrama de A-moduls
dg

0— F X X/F ——0
gJ(U(inl,q) J/p J/ﬁ
0 —— M(n,q) M M/M(n,q) —— 0

es té que p és un quis de A-moduls dg. Sigui V' el R-modul lliure tal que

i sigui j la composicié V M — M/M(n,q), on i és la inclusi6. Com que
dV C M(n,q), aleshores jV C Z(M/M(n,q)) i per tant tenim un morfisme R-lineal
Hj:V — H(M/M(n,q)), que aixequem a Z(X/F) per ser V un R-modul lliure:

Z(X/F)

’|
V. —— H(M/M(n,q)) «—— H(X/F)
Hj
e, (Hp)pA = Hj. De fet, M/M(n,q) és un A-modul dg concentrat en graus > n
i per tant hom té que B"(M/M(n,q)) = 0. Per tant el diagrama anterior en grau n

és: Z7(X/F)

gl

V —L s Z°(M/M(n,q))
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D’on pA = j. Considerem el pull-back en la categoria de A-moduls dg,

(X/F) ><]\/[/M('n,,q) M —— M

l !

X/F — P M/M(n,q)

i el morfisme (7, p) : X — (X/F) Xa/p(n,g) M induit per 7 : X — X/F i
p: X — M. Es tracta d'un morfisme exhaustiu: si (z,m) € (X/F) Xa/p1(n,q) M,
aleshores pxr —m € M(n,q). Aleshores, (7, p)(z — o(n g (pz —m)) = (T -0, pr —
(pr —m)) = (&, m). Aixequem (A, i) en f:

X

0| (1)

A, i
&9, (X/F) Xnym(n,g) M

v

Aleshores f i 0, 4) indueixen un morfisme de A-moduls dg
Onyg+1) : M(n,g+1) — X
En efecte, per I'observacié de (6.2), és suficient verificar que
T (n,q)dv = dfv

per atot v € V: per (1), mfv = v € Z"(X/F). El qual és equivalent a 0 = dr fv =
mdfv < dfv € F =imo(,q. Sigui w € M(n,q) tal que dfv = o(, ow. Aplicant
p als dos membres d’aquesta igualtat, obtenim, d’un costat, pdfv = dpfuv, el qual,
pel diagrama (1), és igual a dv. D’altra banda, po(, qw = w, per (ii) (,,q) . Per tant,
dv =w i hem demostrat I'existencia de o, ¢41) -

Pel que fa a (i) (5,q41), €s segueix de (i)(,,q) i del diagrama (1) i (i) (n,q41) és

evident per la construcci6 de o, g4+1). U

Corol-lari. Dos models KS-minimals d’un mateix A-modul dg son isomorfs per un

1somorfisme, unic llevat d’homotopies.

Demostracio. Es segueix del teorema anterior i del corol-lari 2 de la proposicié 11,
61. O
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Proposicio 2. Si M és KS-minimal, la diferencial és descomponible; i.e.,

dM C IA-M

Demostracio. Hom procedeix per induccié. Suposem que per a n—1 i per atot ¢ > 0
es verifica que dM(n —1,q) C IA-M(n —1,q). Aleshores

dM(n,0) = dlimM(n —1,q) = imdM(n —1,q) C imIA - M(n —1,q)
q q q

=JA-limM(n—1,q) =1A-M(n,0)
q

(on hem fet servir el fet que M és minimal, la hipotesi d’induccié i el fet que lim és

un colimit filtrant). 1
Suposem que per a (n, q) es verifica que dM (n,q) C IA-M(n,q). Sigui z = y+a®

v € M(n,q+1) = M(n,q) ®q (A®r (V),). Aleshores do = dy+da®v+ (—1)1a-dv

1

dy € dM(n,q) CTA-M(n,q+1)
de@velA-VCIA-M(n,g+1)

Pel que fa a dv € M(n,q)" ", es tracta d’un element descomponible, ja que M (n,q)

esta generada per elements en graus <n. [

Corol-lari 1. St M és KS-minimal, maM = QM .

Demostracid. Per ser KS-minimal, és minimal en el sentit categoric. Per (1.4),
maM = HQaM . Per la proposicié anterior, M té diferencial descomponible. D’on
HQaM =QaM. O

Analogament al functor dels indescomponibles d’algebres dgc, i al functor k ®p _

en el cas de R-moduls dg, es té

Corol-lari 2. Q4 : Mdg(A) — Mdg(R) preserva minimals.

(4.3)La filtraci6 canonica. Observem que en la demostracié del teorema anterior hem
utilitzat una KS-filtracié qualsevol del A-modul dg KS-minimal M. Per a resultats

posteriors convé, pero, escollir una filtracié particular (cf. [Hal], [B-G]).
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DEFINICIO 3. Sigui M un A-modul dg. Anomenarem filtracié canonica de M a la
filtracié {Mn, q]}n,q>0 seglient: notarem per M<,, C M el A-submodul dg generat
pels elements de grau < n. Posarem M<_; = 0. Hom té aleshores una filtracié

exhaustiva de M :
O:Mg_l CMSOCMSI c---CM

Sigui M[n,0] = M<,_1; per a tot ¢ > 0 definim M|n,q] de manera recurrent: es
tracta del sub A-modul dg de M generat per M[n,q — 1] i el R-modul

{r e M" | dx € Mn,q—1]}
OBSERVACIO. Aquesta filtracié no té res a veure amb la filtracié d’un complex que
hom anomena usualment “canonica” 7 i que nosaltres hem utilitzat a (2.3).

Sigui M un A-modul dg KS-minimal i V(n,q), n > 0, ¢ > 0, uns R-moduls

projectius homogenis de grau n, tals que
M(n,q) = M(n,q = 1) ®a (A®R V(n,q))
(suprimirem el subindex n en aquest cas, per reiteratiu). Hom té
M(n,0) = M|n, 0]

donat que els generadors de M (n,0) = imM (n —1,q) es troben en graus <mn —1 i
q

alhora M (n,0) inclou tots els generadors en graus < n — 1 per ser KS-minimal. En

general, no és cert, pero, que
M(n,q) = MIn, q]
per a tot ¢ > 0, com mostren els exemples segiients.
EXEMPLE 1 (continuacié). En Pexemple 1 anterior, la segona és la filtracié canonica.

EXEMPLE 2. Sigui R = Q i A = Ax la Q-algebra graduada lliure sobre un generador,
|z| = 1, i diferencial dx = 0. Sigui M = Au® Av ® Aw el A-modul graduat lliure
sobre generadors |u| = |v| = |w| = 0, i diferencial du = 0, dv = dw = xu. Hom pot

mostrar que és KS-minimal prenent com a KS-filtracié la formada pels A-submoduls
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dg: M(0,1) = Au, M(0,2) = Au®Av i M(0,3) = M. En canvi, la filtracié canonica
és: M[0,1] = Aud A(v —w) i M[0,2] = Aud A(v —w) & A(v+w) = M.

Observem com, en tots dos exemples, la filtracié canonica compleix les condicions
(1)-(5) de (4.1). El qual significa en aquests casos que és una filtracié exhaustiva i
0 — M]J0,1] i M[0,1] — M0, 2] sén extensions de Hirsch. Per tant, podriem haver
pres M(n,q) = M|n,q|]. Aix0, pero, no és necessariament cert per a tot A-modul dg

KS-minimal, com ens mostra el seglient exemple.

EXEMPLE 3. Sigui R = k[z]/(2?) i A = Ae la R-algebra graduada commutativa
lliure amb un generador, |e| = 2 i diferencial de = 0. Sigui M = A & Au, on

lu| = 31 du = ze?. M és KS-minimal: una KS-filtraci6 de M és la segiient:

M(0,1) == M(1,0) = M(1,1) = --- = M(2,0) = R, M(2,1) = --- = M(3,0) =
Ai M(3,1) = M. En canvi, la filtracié canonica no és una KS-filtracié: per a
(n,q) anteriors a (3,1), coincideix amb la filtracié6 donada. Pero M|[3,1] = A(zu)
i A— A(zu) = A®pg R(zu) no és una extensié de Hirsch ja que R(zu) no és un
R-modul projectiu: 'epimorfisme R — R(zu) definit per 1 — xu no admet cap

secci6 que sigui morfisme de R-moduls.

Veurem que, quan és aplicable, 'algorisme per construir un model KS-minimal
d’'un A-modul dg (analeg al de Sullivan per a Q-algebres dgc) produeix KS-minimals

en els quals la KS-filtraci6 és la filtracié canonica.

DEFINICIO 4. Direm que un A-modul dg KS-minimal M estd canonicament filtrat
si M(n,q) = M|[n,q] per a tota parella (n,q).

Hom té de manera obvia el segiient resultat:

Proposiciéo 3. Sigui ¢ : M — N un morfisme de A-moduls dg KS-minimals

canonicament filtrats. Aleshores, per a tota parella (n,q), p(M(n,q)) € N(n,q).

Corol-lari. Tot quis entre KS-minimals canonicament filtrats és un isomorfisme fil-

trat.

En general, pero, no tot KS-minimal, entés com a A-modul dg més una KS-filtracié,

esta canonicament filtrat: les condicions (1)-(5) de (4.1) no impedeixen que els “nous
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generadors” s’adjuntin de manera “incorrecta”: per “matar” cocicles que ja eren
vores (exemple 1) o en etapes anteriors a la darrera de la filtracié (exemple 2). En
tots dos exemples, pero, és possible escollir com a KS-filtracié la filtracié canonica.
La possibilitat de “reestructurar”, en la terminologia de [Hal], un KS-minimal depén
de D'existencia de suficients KS-minimals canonicament filtrats: en aquest cas, si M
és un KS-minimal, potser no canonicament filtrat, n’escollim un KS-model minimal
canonicament filtrat p : M’ =5 M. Com que tots dos sén minimals pel teorema 1,
p és un isomorfisme. Aleshores filtrem canonicament M per la imatge de la filtracié
de M’ per p. El fet que aquest procediment no sempre és possible ens ho demostra
I’exemple 3. En particular, ens diu que per a la A escollida Mdg(A) no té suficients

minimals.

Finalment, donem una caracteritzacié cohomologica dels KS-minimals canonica-
ment filtrats (cf. [Nag]). Dit rapidament, la primera de les condicions demana que,
llevat dels primers, els nous generadors no alterin la cohomologia en el grau en que
s’afegeixen. La segona condicié ens diu que si un cocicle d’una etapa de la filtracio és

una covora en el A-modul dg total, aleshores ha de ser una covora en 'etapa segiient.

Teorema 4. Un A-modul dg M KS-minimal esta canonicament filtrat si i només si
per a tot n >0 ¢ tot ¢ >0
(6) la inclusié M(n,q) — M indueiz un isomorfisme H'*M(n,q) — H'M per
a1=0,....n,1
(7) el morfisme H" ™1 (M(n,q — 1), M) — H""1(M(n,q), M) de la successid
llarga de cohomologia del triple M(n,q — 1) — M(n,q) — M és el morfisme

nul.

Demostracio. Suposem que M és KS-minimal canonicament filtrat. Veiem que la
filtracié canonica satisfa les condicions (6) i (7). Per a ¢ = 1, (6) és equivalent a que

en la successié llarga de cohomologia del parell M[n,1] — M,
H"(M[n,1], M) — H"M[n,1] — H"M — H"*(M|n, 1], M)

el primer i el tercer dels morfismes siguin nuls. Pel que fa al primer d’ells, si [(z,y)] €
H"(M([n,1], M) aleshores dz = 01ix = dy, sent x € M[n,1]" iy € M"~1 C MIn,1].
Per tant, la seva imatge en H"M|n, 1], [z], és igual a [dy] = 0. Quant a l'altre,

es tracta de [z] — [(0,z)] = [d(x,0)] = 0. Observem que podem afirmar que
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x € Min,1] perque dxr = 0 i es tracta de la filtracié canonica. Analogament, es

I

veu que les inclusions M (n,q) <— M (n,q + 1) indueixen isomorfismes H"™ M (n, q)

H"M(n,q+ 1) per a tot ¢ > 0. D’on també les inclusions de I’enunciat.

El morfisme de (7) no és més que [(z,y)] — [(z,y)], sent x € M[n,q — 1] C
Min,q] tal que de =01y € M tal que z = dy. Com que dy € M[n,q — 1], per
definicié de la filtracié canonica, implica y € M(n,q|, es té [(z,y)] = [d(y,0)] =0 a
H™" Y (M|n,q], M).

Reciprocament, suposem que M és KS-minimal i la KS-filtracié satisfa les condi-

cions (6) i (7) de ’enunciat. De (6) es segueix immediatament el

Lema 1. Per a tot n >0 i tot ¢ > 0 el morfisme induit per la inclusic M (n,q) —
M(n,q + 1) indueiz un isomorfisme H'M(n,q) — H'M(n,q + 1) per a tot i =

0,....,n.

Aixi mateix, el cas de I'exemple 1 no es pot donar: les diferencials dels nous

generadors no poden ser covores que ja existissin en I'etapa anterior de la filtracié.

Lema 2. Per atot n>0 itot ¢>0, dV(n,q+1)NB"1M(n,q) = {0}.

Demostracié del lema 2. En efecte, si existissin v € V(n,q+1), v #0 iz € M(n,q)
tals que dv = dx, aleshores, x —v € Z"M(n,q+ 1) i per tant tenim una classe de
cohomologia en H"M (n,q + 1), el qual, pel lema 1, és isomorf a H"M (n,q). Per
tant existeixen y € Z"M(n,q) i z € M(n,q)" ! tals que y— (x —v) = dz. Es segueix
que v =dz+x —y € M(n,q), el qual és impossible.

Per a les KS-filtracions que satisfan (6) i (7) tampoc és possible que la diferencial

apliqui nous generadors més enlla de ’etapa anterior de la filtracio.

Lema 3. Peratotn>0itot ¢q>1, dV(n,g+1)NM(n,q—1)={0}.

Demostracié del lema 3. Suposem que existis v € V(n,q+ 1), v # 0 tal que dv €
M(n,q—1). Aleshores, (dv,v) defineix una classe no nul-la tant en H"™1 (M (n,q —
1), M) com en H"*Y(M(n,q), M), ja que si es tingués (dv,v) = d(z,y) = (dz,z—dy)
amb x € M(n,q) i y € M, aleshores dv = dx, el qual és impossible pel lema 2. Pero

aixo contradiu la condicié (7), ja que [(dv,v)] és la imatge de [(dv,v)] pel morfisme
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H" Y (M (n,q—1),M) — H""(M(n,q), M) i per tant aquest no seria el morfisme

Zero.

Observem que les afirmacions dels lemes 2 i 3 segueixen sent certes si substituim
V(n,g+ 1) per A®r V(n,q+1). Veiem que les condicions (6) i (7) impliquen que
la KS-filtracié és la filtracié canonica. Es a dir, M(n,q) = M]|n,q]. Com sabem,
M(n,0) = M|n,0] per a qualsevol KS-filtracié. Suposem que M(n,q—1) = M[n,q—
1]. Aleshores, la igualtat M(n,q) = M(n,q — 1) &4 (A ®r V(n,q)) implica que
M(n,q) C M]n,q]. Reciprocament, si x € M][n,q] és un generador, pot ser que
x € M[n,q — 1] i aleshores, per hipotesi d’induccié, hem acabat. Si x ¢ M[n,q — 1],
aleshores |x| = n i dz € M[n,q — 1]. Veiem que x no té components més enlla de

I'etapa (n,q) de la filtracié. Podem suposar que
T = Tn,q + Tn,q+1 + -+ Tn,s+1
amb x, , € V(n,r) i, de fet, que x,, 4 = 0. Pero aleshores

dr = d$n’q+1 + d$n7q+2 + -+ dl‘n,s—l—l € M(n, q— 1)

implica
dry s41 = dr — dxy g41 — dTp,ge2 — - — dTp s
= d(T = Tng41 = Tngiz =~ Tn,s)
€ M(n,s—1)

El qual contradiu el lema 3. [

(4.4)Existencia de suficients minimals. Sota certes restriccions en ’algebra de coefi-
cients A, hom pot assegurar I’existencia d’un model KS-minimal canonicament filtrat

per a tot A-modul dg.

Teorema 5. Sigui R = k un cos de caracteristica zero i A una R-algebra dgc tal
que H°A = k. Aleshores tot A-modul dg té un model KS-minimal canonicament
filtrat.

Demostracio. Sigui X un A-modul dg. Construirem un KS-model minimal p :

M — X seguint les etapes p(, q) : M(n,q) — X de la KS-filtracié. Per veure que
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es tracta de la filtracié canonica, utilitzarem la caracteritzaciéo cohomologica d’aquesta
que hem vist en el teorema 3 sota la forma equivalent: per a tot n >0 i tot ¢ >0,

(6) (n,q) (p(n,q))i és un isomorfisme per a ¢ =0,...,n, i

(7) (n,qy H" ™ (M(n,q—1),X) — H"(M(n,q), X) és el morfisme nul.

Suposem construits els P(m,q) satisfent les condicions anteirors per a m < n i
P(n,0) - M(n,0) — X tal que

1)n  (P(n,0))}" és un isomorfisme per a m =0,...,n —1,1i

(i) (P(n,0))% és injectiu.

Amb aquestes hipotesis, prenem V (n,1) = H" (M (n,0), X) i una seccié k-lineal
o de la projeccié6 Z"1((M(n,0),X)) — V(n,1). Per a tot v € V(n,1) hom té

o(v) = (My, ) € M(n,0)" 1 @ X"
tals que dm, =0 1 pg, 0)my = dx,,. Definim
M(n,1) = M(n,0) ®4 (A Rk V(n,1))
amb diferencial dv = m, . Definim també
Pin,1y s M(n,1) — X

com el morfisme induit per pp, ) i f: V(n,1) — XY, fv = xz,. Es tracta d'un
morfisme de A-moduls dg per I'obsevacié de (6.1) ja que p, 0)dv = p(n,0yMy = dz, =
dfv. Comprovem que

(6") (n,1) (P(n,l))i és un isomorfisme per a ¢ =0,...,n, i

(7) (n1y  H"TH(M(n,0),X) — H"(M(n,1),X) és el morfisme nul.

En efecte: per a i <n, p(, 1) coincideix amb p, o) i per tant el morfisme induit en
cohomologia és un isomorfisme per (i),,. Pel que fa al grau n, la inclusi6 M (n,0) —
M (n, 1) indueix un monomorfisme en cohomologia. Per tant, com que pi, 1)|a1(n,0) =

P(n,0) i, per (ii),, aquest darrer indueix un monomorfisme en cohomologia en grau

n
*

n, es segueix que (p(,,1))}y és injectiu.

Comprovem que també és exhaustiu. Si [z] ¢ im (p(n0))%, aleshores es té un
element no nul v = [(0, )] € V(n,1). Per definicid, de v = [(dv, p(,,1)v)], aixo vol dir
que existeix (m,y) € M(n,1)"® X" tal que (dv, p(n,1)v —x) = (dm, pn.0ym—dy).
Es a dir, v —m és un cocicle de M(n,1) i [z] = (p(n,1))% [v — m].

Quant a la condicié (7°) (1), si (m,x) € M(n,0)"t! & X™ és un cocicle relatiu,
dins el simple de p(, 1) és una covora: sigui v = [(m,x)] € V(n, 1), aleshores d(v,0) =

(dva p(n,l)v) = (m7 .I) :
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Hom suposa construits p(, ) : M(n,p) — X de manera que satisfacin (67) i (7)
corresponents per a 0 < p < ¢. Hom pren aleshores V(n,q) = H"*1(M(n,q—1), X),
una seccié de la projeccié Z" (M (n,q—1), X) — V(n,q) i defineix M(n,q) i pin,q)
de manera analoga al cas ¢ =1.

Finalment, per completar la induccid, prenem
M(n+1,0)=limM(n,q) 1  pat1,0) =1mp(n,q)

ies té que (pini1,0))% és:
i), un isomorfisme per a i = 0,...,nl, ja que tots els (pg, )2 ho sén, i
i isomorfi /= 0,...,n1, ja que tots els (p(n.q). h
(ii),, és injectiu per a i = n + 1, ja que si € Z" 1M (n + 1,0) és tal que
[P(nt1,0)z] = 0, aleshores x € M(n,q) per a algun ¢ i la seva imatge sera

una covora. L[]

Corol-lari 1. Si A és una k-algebra dgc homologicament connezxa, els KS-minimals
canonicament filtrats sén tots els objectes minimals de Mdg(A), llevat d’isomorfis-

mes.

Demostracio. Ens trobem en les hipotesis de la proposicié 3 de § 1. [J

Corol-lari 2. Si A és una k-algebra dgc homologicament connexa, la inclusio de

Mdg(A),, en Mdg(A) indueix una equivaléncia de categories

7Mdg(A),, = HoMdg(A)

Demostracié. Es segueix del teorema anterior i del teorema 13 de (1.6) O

§ 5. Minimals de categories bifibrades.

(5.1)Caracteritzacié. Sigui P : A — £ una categoria bifibrada. En el capitol 111,
hem vist condicions perque A sigui una categoria de models. Com hem observat

algun cop, aixo no és, pero, una condicié necessaria per parlar d’objectes minimals:
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com la categoria localitzada, aquests tan sols depenen del conjunt de morfismes que

hom vol invertir.

En el que segueix, suposarem donats Sg C mor £ i .S, C mor A, peratot x € obj&
de manera que per a tot f:x — y € mor& es tingui f*(S,) C S;. Considerem
aleshores el segiient conjunt de morfismes de A (cf. definicié d’equivaléncia feble del

teorema 3, § 2, capitol I1I):

S={p:a—bemorA|PpeSciyp,c Sp,}

En aquesta seccié sols es suposa que els conjunts S satisfan les condicions (i) i (ii)
de (1.2).

Obviament, degut a I’eleccié del conjunt S, els minimals de A estan univocament

determinats pels de £ i els de les fibres.

Teorema. Sigui m € obj A. Aleshores m és un objecte minimal de A si i només si

m € obj Ap,, @ Pm € obj&E son minimals.

Demostracio. Suposem que m és un objecte minimal de A. Veiem que aleshores,
ho és en Ap,,. Sigui 0 : a — m € Sp,,. Aleshores o € S i, per ser m minimal
en A, existeix ¢/ : m — a € mor A tal que oo’ = 1,,. Cal veure tan sols que
o’ € mor Ap,,: aplicant P a la darrera igualtat, resta Po’ = 1p,,; i.e., ¢’ és un
morfisme de Ap,,.

Veiem que també Pm € obj & és minimal. Sigui s: z — Pm € Sg. Considerem
el morfisme canonic as(m) : s*m — m. Com que Pas(m) = s, es té as(m) € S.

D’on, per ser m minimal, existeix o tal que ags(m)o =1,,. D’on sP(0) = 1p,,.

Reciprocament, suposem que m és minimal en Ap,, i que Pm ho ésen £. Veiem
que m és minimal en A: sigui 0 : a — m € S. Aleshores s = Po : Pa — Pm € S¢
i, com que Pm és minimal, existeix t : Pm — Pa tal que st = 1p,,. Considerem
la descomposicié 0 = a,p,. Hom té ¢, € Sp,. Aleshores t*p, : t*a — t*s*m =
m € Spy, 1, per ser m minimal en Ap,,, es té una seccié 1 : m — t*a. Aleshores,

ai(a)y : m — a és una secci6 de 0. O

Com a conseqiiéncia, tenim una condicié suficient perque A tingui suficients min-

imals i, a la vegada, un algorisme per calcular models minimals en A si els tenim en

Az 1 €.
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Corol-lari 1. Si per a tot x € obj&, A, i £ tenen suficients minimals, aleshores

A té suficients minimals.

Demostracio. Suposem que £ i A, tenen suficients minimals. Sigui a € obj.A. Sigui
s : m' — x un model minimal de * = Pm. Considerem la imatge reciproca de
a per s. Sigui o1 : m — s*a € mor A,y un model minimal d’aquesta. Aleshores

o = as(a)o; : m — a és un model minimal de a en 4. O

Corol-lari 2. Sigui A una categoria de models amb una estructura com la del teo-
rema 8 § 2, capitol II. Si per a tot © € objE, A, i £ tenen suficients minimals,

aleshores la inclusio de A,,in en A indueir una equivaléncia de categories

WAmin = HOA

(5.2)Exemples. EXEMPLE 1. Un morfisme de R-algebres dgc f : A — B és
minimal com a objecte de Adgc si i només si A és una R-algebra dgc minimal i f
és un morfisme minimal (i.e., un objecte minimal de Adgc(A)).

Donat f: A — B € objAdgc, un model minimal es construeix seguint la de-
mostracié del corol-lari 1. Es a dir, hom pren un model minimal de A dins Adgc(R),
p: My — A iun model minimal de fp: My — B en la categoria Adge(Mya): és

a dir, un diagrama commutatiu de Adgc(R),

on o és un quis de R-algebres dgc.

Un model d’aquest tipus existeix, per exemple, si R = k i H'A = H'B = k:
veure [Hal|, capitol 9 (cf. [ViP], [Tho]). En la terminologia de op.cit. May — My,
és una A-extensié A-minimal. Hom té doncs, com a cas particular del corol-lari 2 de
(5.1),

rAdgen.(k)2,;, = HoAdgcep.(k)?
EXEMPLE 2. En general, un morfisme f :x — y d’una categoria C amb tots els
push-out és minimal com a objecte de C? si i només si = és un objecte minimal i f

és un morfisme minimal (i.e., si és minimal com a objecte de x\C).
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EXEMPLE 3. Una parella (A, M) € objMdg és minimal si i només si A és una
R-algebra dgc minimal i M és un A-modul dg minimal.

L’algorisme per calcular un model minimal en aquesta categoria és com segueix:
donat (A, X) € objMdg, hom pren un model minimal de A com a R-algebra dgc,
p: My — A,iun model minimal de p*X com a M4-modul dg, o : My-x — p*X.
El model minimal resultant és el morfisme de parells (p, o) : (Ma, M,-x) — (4, X).

Si k és un cos de caracteristica zero, £ = Adgcp.(k) té suficients minimals i, pel
teorema 5 de § 4, per a tota k-algebra dgc cohomologicament connexa A, Mdgy =

Mdg(A) té suficients minimals. Per tant es té una equivaléncia de categories:

7Mdgnin = HoMdg

EXEMPLE 4. Un triple (M, A, N) € obj2Mdg és minimal si i només si A és una

R-algebra dgc minimal i M i N sén A-moduls dg minimals.

Deixem a cura del lector enunciar condicions suficients per a l’existencia de sufi-
cients minimals en les categories Adge.(R)?, Mdg, i 2Mdg, aix{ com les equivaléncies

de categories que se'n dedueixen.

§ 6. Formalitat.

En aquest § ens ocupem basicament de la formalitat de A-moduls dg. Els resultats
i demostracions per a morfismes d’algebres dgc sén essencialment els mateixos i ens

limitem a enunciar-los, senyalant les diferencies on pugui haver-les.

(6.1)Formalitat: abstract non-sense. Comencem per donar una definicié categorica
de formalitat, que ens permetra enunciar i demostrar per “abstract non-sense” una
de les implicacions (proposicié 3, més endavant) del conegut resultat d’aixecament
de morfismes de [Sul] per a la categoria de k-algebres dgc (veure també [F-T] per al

resultat analeg per a la categoria dels morfismes).

Siguin D = C LD wn parell de functors tals que Ht = 1p. Per fixar les idees,

el lector pot pensar que C és la categoria de Q-algebres dgc, H és el functor de
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cohomologia, i ¢ el functor resultant de pensar tota Q-algebra graduada commutativa
com una Q-algebra dgc amb diferencial nul-la. Amb les notacions de capitol I, § 1,
prenem

S ={s€morC | Hs és un isomorfisme}

DEFINICIO 1. Un objecte = de C és (H,t)-formalitzable (o, simplement, formalit-

zable) si és isomorf a tHx en la categoria Cg.

Anomenarem formalitzacié de x a tota successié de morfismes de C (veure capitol

I7 § 1)7

T+ — - -«—-...-— LHx

que sigui una S-equivalencia. Obviament, si x i y sén objectes S-equivalents, x
és formalitzable si i sols si ho és y. Recordem (veure (1.1) que les nocions de S-
equivalencia i d’isomorfisme en la categoria Cg no sén exactament coincidents, pero

si si es tracta d’una categoria de models.)

D’ara endavant C sera una categoria de models tancada amb tots els objectes fibrants
iS el conjunt de les seves equivaléncies febles.

Aleshores S admet un calcul de fraccions per la dreta en 7C i, en aquesta categoria,

tota formalitzacié es redueix a una successié de dos morfismes de S (veure (1.6)),
—

Prenent-ne representants, podem considerar el diagrama en C i els morfismes de S.
Si C té suficients minimals, el fet que x sigui formalitzable equival a que =z i tHx

tinguin el mateix model minimal:
s 0
r—m — 1Hzx

A més a més, hom pot triar § de manera que H6 = Hs, substituint-lo, si cal, per
0 = (LHs)(tHO)~10. En particular, si m € objC és minimal, és formalitzable si i
només si existeix un morfisme s : m — (tHx € S, que podem escollir de manera que
Hs=1g,,.

EXEMPLE 1. Sigui k un cos de caracteristica zero i C = Adgcp.(k) la categoria de

k-algebres dgc cohomologicament connexes. La nocié de formalitzable de la definicié
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1 coincideix amb la de k-algebra dgc formal de [Sul]: A € Adgcp.(k) és formal si i

només si existeix un quis M — HA, on M és un model minimal de A.

EXEMPLE 2. Un parell de functors H, ¢ tals que Hit = 1p com els de la definicié
1, indueixen de manera evident functors D? — C? — D?, que hom notard igual, i

tals que Ht = 1p2. Aleshores el conjunt
S={p:f— g€ morC?| Hpés un isomorfisme de D*}

coincideix amb el conjunt de les equivalencies febles de A = C? tal com el definiem en
el teorema 3 de (2.1), capitol III, i per tant sén valides les simplificacions del calcul
de fraccions per a C2. Per tant la nostra definicié per a un objecte de C? ens diu que

f:a — b€ objC? és formalitzable si existeix un diagrama commutatiu de C,

/ /
S t

tHa % tHb

enelqual s,t,s',t € S. En aquest cas, podem escollir s’ i ¢’ de manera que Hs' = Hs
i Ht' = Ht. Si hi ha suficients minimals a C i a m\C, podem prendre com a m un

model minimal de @ i com a f’ un model minimal de fs dins m\C.

EXEMPLE 3. Comparem la nostra nocié de morfisme formalitzable amb la de [Tho]
i de [F-T] per a la categoria C = Adgcp.(k). Com que en C? = Adgcy.(k)? hi ha
suficients minimals, la nostra nocié de formalitzable per a un morfisme de k-algebres
dgc cohomologicament connexes f : A — B equival a 'existencia d’'un diagrama
commutatiu de C,

A L. B

p o
My ! ’ fe (1)
o' o’

Hf

HA ——
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(hom sobreentén el functor ¢ en el diagrama anterior). Els autors citats demanen
tan sols que el diagrama anterior sigui homotopicament commutatiu (observi’s que
[F-T] parlen de “model minimal” de f en el sentit de la proposicié 8 de (1.4)). Les
dues nocions sén, perod, equivalents: per exemple, si el rectangle superior de (1) és

homotopicament commutatiu, es té un diagrama commutatiu de Adgc(k),

My —— B(t,dt)

TR

M;, —— B

en el qual 0; (Pavaluacié en el zero) és una fibracié trivial. Com que f’ és un
morfisme minimal, per la proposicié 15 de (1.6) és cofibrant i per la LLP, existeix
o'+ My, — B(t,dt) tal que o'f = h i 010’ = 0. Substituint o per dyo’ en (2),
es té un diagrama commutatiu: dpo’ f’ = dph = fp. Analogament per al rectangle

inferior.

Hom pot demostrar, en aquest context, el fet que tot automorfisme de Hm s’aixeca

en un automorfisme de m (veure [Sul]). Amb més precisid,

Proposicié 3. Sigui C una categoria de models tancada, en la qué el conjunt de les
equivaléncies febles son aquells morfismes invertibles per un cert functor H donat.

Sigui m un objecte minimal formalitzable de C. Aleshores l’aplicacio

H : Aut (m) — Aut (Hm)
¢ +— Hop

és exhaustiva.

Demostracié. Sigui ¢ € Aut (Hm) i s: m — tHm € S tal que Hs = 1,,,. Aleshores
(tp)s : m — tHm és un model minimal de tHm. Com que els models minimals sén
unics llevat d’isomorfismes que commuten, llevat d’homotopies, amb els morfismes de
S, existeix ¢ € Aut (m) tal que s ~ (1¢)s; és a dir, Hp = Hip = ¢. O

(6.2)Els dos teoremes de formalitat per a Mdg. Sigui k un cos de caracteristica

zero, A una k-algebra dgc i M un A-modul dg, ambddés minimals. Pel teorema 2
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de § 5, (A, M) és un objecte minimal de Mdg. Com que aquesta és una categoria
de models tancada pel corol-lari 1, § 2, capitol III, dir que (A, M) és un objecte

formalitzable de Mdg és equivalent a dir que existeix un quis d’aquesta categoria
(9,¢) : (A, M) — (HA, HM)

Es a dir, g: A — HA és un quis de k-algebres dgci ¢ : M — g*HM és un quis
de A-moduls dg.

OBSERVACIONS. (1) Si f: A — B € obj Adgc és formalitzable, aleshores (A, B) €
objMdg és formalitzable.

(2) Com en el cas de Adgc aixd no implica que per a tota formalitzacié de A,
g: A — HA, existeixi una “formalitzacié” de M (i.e., un morfisme de k-moduls dg

¥ : M — HM que sigui un g-morfisme).

Pel que hem vist (proposicié 1), el fet que (A, M) sigui minimal i formalitz-
able implica que els automorfismes de (HA, HM) s’aixequen en automorfismes de
(A,M). Els objectius dels apartats (6.3) i (6.4) s6n, d’una banda, demostrar el

reciproc d’aquest resultat. En concret,

Teorema 2. Suposem que (A, M) és un objecte minimal de Mdg, A una k-algebra
dgc finit generada i M un A-modul dg finit generat. Si tot automorfisme (f, Q)
de (HA,HM) s’aizeca en un automorfisme (f,¢) de (A, M), aleshores (A, M) és

formalitzable.

Es a dir, si per a tot f € Aut (HA), existeix f € Aut(A) tal que Hf = fi
per a tot f-morfisme @ € Aut (HM) existeix un f-morfisme ¢ € Aut (M) tal que
Hp = ¢, aleshores (A, M) és un objecte formalitzable.

En segon lloc, demostrar que la formalitat no depen del cos base. Es a dir, si
k C K és una extensio de cossos de caracteristica zero, A una k-algebra dgci M un

A-modul dgc i posem
Ak = Ak K i Mg =M 2k K

aleshores es té
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Teorema 3. Suposem que A és una k-algebra dgc finit generada i M un A-modul
dg finit generat. Aleshores (Ax, Mk) és formalitzable si i només si (A, M) és for-

malitzable.

OBSERVACIO. En el que segueix, podem suposar que K és algebraicament tancat, ja

que si el teorema 3 és cert en aquest cas, també és cert en general.

(6.3)Grups algebraics i automorfismes de graduacié. La nostra referéncia per als
grups algebraics sera [Bor|. El seu paper en la demostracié dels teoremes anteriors
és, d’'una banda, mostrar que, sota la hipotesi d’aixecament d’automorfismes del teo-
rema 2, es té un subobjecte de (A, M) quasi-isomorf a 'objecte total per al qual la
formalitat és facil de comprovar. Per la minimalitat, aquest subobjecte és 1’objecte
total. Un cop vist que la formalitat és equivalent a ’exhaustivitat del morfisme H,
hom comprova que aquesta caracteritzacié és independent del cos base (teorema 3)

utilitzant resultats de racionalitat de grups algebraics.

Lema 1. Hgk : Aut (Ax, Mx) — Aut (HAk, HMk) és un k-morfisme de k-grups
que sobre els k-punts coincideix amb H : Aut (A, M) — Aut (HA,HM).

Demostracio. Suposem Ag i My generats en graus <n — 11 <m — 1. Aleshores
Aut (A, M) és un subgrup de P, GL(AL) x P GL(ML). Veiem que les

equacions que el defineixen s6n polinomials. En efecte, perque (f,¢) € @,.,, GL(AY)

j<m

XDjcm GL(MIJ‘{) sigui un morfisme de Mdg és necessari i suficient que

(1) dfa = fda,dpx = pdz,

(2) flad') = fa- fa' i p(ax) = fa-px
pera a,a’ € Ak 1 © € Mk per als quals les igualtats anteriors tinguin sentit. Prenent
bases de Ax i Mgk com a K-espais vectorials i escrivint les igualtats anteriors en
forma matricial, hom veu que les equacions (1) sén lineals i les equacions (2) sén de

segon grau en les coordenades de f i ¢ en aquestes bases.

Pel que fa a laplicacié Aut (Ax, Mx) — Aut (H Ak, HMgk), descomponent Ak

i Mk en suma dels subespais vectorials,
Ax = HAx ® BAx ©® BAk|[+1] i M = HMyg & BMyx & BMxk[+1]

hom veu que es tracta d’una aplicacié lineal en els coeficients de f i ¢.
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Finalment, els coeficients de (1) i (2) provenen de les diferencials d®1, de Ak i Mk
i dels productes Ax ®x Ak = (AR A) kK — Ak K = Ak 1 (Ax M)k K —
M ®y K. Per tant pertanyen a k. Analogament per al morfisme Hyk . Per tant estan

definits sobre k i els seus k-punts sén els esmentats. [

OBSERVACIO. Es clar que Aut (Ak, M) — Aut (Ak)xAut (Mk) és també un mor-
fisme de grups algebraics lineals i per tant preserva les parts semi-simple i unipotent de
les descomposicions de Jordan multiplicatives. Com a conseqiiéncia, per a tot (f,¢) €
Aut (A, M) hom té que en la descomposicié6 anomenada (f, ) = (f,¢)s(f,¢). tant
(fy9)s com (f, ), sén morfismes de Mdg i (f,¢)s = (fs,s) i (f,0)u = (fu, Pu)-
Aix{ mateix, per [Bor], teorema (4.4), si (f,¢) € Aut (A, Mk)(k) = Aut (A, M),
aleshores (f,¢)s 1 (f,¢)u € Aut (A, M).

Pel que fa al teorema 4, veurem que, seguint la demostracié del teorema analeg de

[Sul] (cf. [F-T]), de fet, és suficient amb I’aixecament d’un automorfisme de graduacio.

DEFINICIO 2. Sigui a € k no nul i que no sigui una arrel de la unitat. L’automorfisme
de graduacio de (HA, HM) definit per « és el parell d’aplicacions f=f,:HA —
HAipo=po: HM — HM

f;(a) = alg i PalT) = al®ly

Lema 2. (f,3) € Aut (HA, HM).

Demostracio. Evidentment, f és un morfisme de k-algebres graduades i ¢ un mor-
fisme de k-moduls graduats. Per exemple, f(ab) = al®lab = (al*la)(a’'b) = fa - fb.

Veiem que @ és un f-morfisme: G(az) = al**!(az) = (al*la)(al*lz) = f(a)3(z) O

Sigui (f,p) € Aut (A, M) un aixecament de I'automorfisme de graduacié definit
per a, (f, ©). Considerem les parts semi-simples de f i ¢, que seguirem notant de
la mateixa manera (veure I'observacié de (6.4)). Hom té descomposicions de A i M

en subespais vectorials,

A= P4 |eB i M=|PM|eN (2)

j=0 ji>0
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sent
Aj =ker (f —all) i M; =ker (¢ — o)

i B i N sén els subespais invariants complementaris dels anteriors.

Lema 3. Per a tot 1,7,
(i) dA; C Aj, dM; C M;,
(i) Ai-Aj C Ay, Ai- My C My,
(ili) dBC B i dN C N.

Demostracid. Veiem (i) per a A: si a € A;, aleshores f(da) = d(fa) = d(c’a
o’ (da). Veiem (ii) per a M: si a € A; i © € M, aleshores ¢(az) = (fa)(pz) =
(afa)(alz) = o't (ax).

Quant a (iii), Bk = B®kK és estable per la diferencial d®1, ja que, sobre un cos

~—
I

algebraicament tancat, Bk = @,y ker(f — AI), per a A # o’ i aleshores s’aplica la
mateixa demostracié que per a (i). Pero si (d ® 1)Bk C Bk, aleshores dB C B. [

El fet que A i M siguin minimals, junt amb els resultats sobre subobjectes de

minimals, implica el lema segiient.

Lema 4. A=, 4; i M =D, M;.
Demostracio. Pel lema 3, ; Aj és una subalgebra dgc de A i, com que B és un
submodul dg, HA = <@j20 HAj> @ HB. Pero HA es redueix als subespais de
vectors propis de valors propis o/ . Per tant HB =0 i @ ; Aj — A ésun quis. Com
que A és minimal, no pot tenir subobjectes estrictes quasi-isomorfs (proposici6 1 de
(1.1)) i es segueix la primera de les igualtats.

Pel que fa a @j M; , pel lema 3, és un @j Aj-modul dg i, pel que acabem de veure,
un A-modul dg. Hom veu de manera analoga a A que la inclusi6 @ ;M — M és

un quis. Altre cop, per ser M minimal, M = @j M;. O

Per a tot i, 7, siguin
Al=A;NnA" 1 M =M;nM (3)
1

A=|g4a e @AijjA i M=|fM|ae @MijJM
J

1<J 1<J J



143
Lemab. A=A" i1 M =M'.

Demostracié. En primer lloc, A’ és una subalgebra dgc de A, pel lema 3. En segon
lloc, la inclusi6 A’ < A és un quis ja que, per definicid, tots els elements de H'A
sén vectors propis de valor propi o' i, per tant, A; N Z'A — H'A és exhaustiu.
La injectivitat en cohomologia és conseqiiencia del lema 3. La igualtat es segueix

novament de la minimalitat de A. Analogament per a M. [
Siguin

T= D4 | e | D4’ i K= |DM)o|Da
J J

1<j 1<j

Lema 6. J és un ideal dg de A, K és un A-submodul dg de M i J-M C K .

Demostracio. Les tres afirmacions sén semblants: es tracta d’aplicar novament el
lema 3, tenint en compte que A = A’ pel lema 4 en les dues primeres. Veiem la
segona: siguin a +b € A i x+dy € K, sent a € Aé., be Ay NZFA iz e M,
y€ M1 amb i <jil<m. Aleshores (a+b)(z+dy) = ax+a-dy+bxr+b-dy és de
K, ja que, pel lema 3, ax € Mrl;“_f;j, a-dy e M:LL_T_FJZ ibre Mg’fk, amb [ +i<m+7,
n+i<n+jil+k <m+k. Pel que fa al darrer sumant: b-dy = +d(by) € deL’:fl,
ja que b és un cocicle.

La demostracio de la tercera és analoga: faci’s is del lema 3, ara tenint en compte

que M = M’, pel lema 4 també. [

(6.4)Demostracions de (6.2). DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 2. Com a corol-lari del

lema 6, l'estructura de A-modul dg de M indueix una estructura de A/J-modul dg
en M/K . Aix{ mateix,
A)T=HA; i M/K=H M,
J J
Siguin g i ¥ les projeccions

A— AlJ 1 M — M/K
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respectivament. Per la definicié de l'estructura de A/J-modul dg de M /K,
(9:) + (A4, M) — (A/J, M/K)
és un morfisme de Mdg. Comprovem que és un quis i haurem acabat (en particular,
HA=A/J 1 HM = M/K). Aix0 es segueix de que, pels lemes 3(i) i 4,

(HA,HM) = | @ HA;, P HM;
J J

i pel lema 5 i la seva demostracié,

= | P HE A, P H M,
J J

— (A/J, M/K).

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 3. (cf. [Mor], demostracié del lema 10.2) Evidentment,

podem reduir-nos al cas (A, M) minimal. Pel lema 1 i per [Bor], pagina 181,
N = ker (HK : Aut (AK, MK) — Aut (HAK, HMK)>
és un k-grup i N(k) = ker(H : Aut (A, M) — Aut (HA, HM)).

Lema 7. N és un grup unipotent.

Demostracio. Sigui w € N. Descomponem-lo en les seves parts semisimple i unipo-
tent: w = ws - w, . Es tracta de veure que wys = 1. Com que Hw = 1 i un morfisme
de grups algebraics preserva les parts semi-simple i unipotent, 1 = Hw = (Hws) -
(Hw,) = (Hw)s - (Hw), . D’on, per unicitat de la descomposicié, Hws = Hw, = 1.
Per tant I'inic valor propi de Hws és 1. Veiem que el mateix és cert per a wy: sigui

w = (f,¢). Per I'observacié que segueix al lema 1 de (6.3), ws = (fs, s). Siguin
Ay =ker(fs — 1) i M, = ker(ps —I)
Descomponem A i M en subespais invariants:

A=A 9B 1 M =M, &N
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Com que A i M sén minimals, per raonaments de subobjectes quasi-isomorfs, analegs

als de (6.3), hom conclou que A =A; i M =M;. D'on wg=1. O

El fet que (A, M) formal impliqui (A, Mk) formal és trivial. Pel que fa a la
implicacié contraria, si (Ak, Mk) és formal, hom té una successi6 exacta de k-

morfismes de k-grups
1— N — Aut (AK,MK> — Aut (HAK,HMK) — 1

en la qual N és un k-subgrup connex, resoluble i k-escindit pel fet de ser unipotent.

Aleshores per op.cit., corol-lari (15.7),
Hy (k) = H : Aut (A, M) — Aut (HA, HM)

és exhaustiva i per tant, pel teorema 4, (A, M) és formalitzable. [

(6.5)Els dos teoremes de formalitat per a Adgc(k)?. Traduim els resultats anteriors
per a la categoria Adgc(k)? (cf. [F-T] per al teorema 5). Sigui m : A — B

2

un objecte minimal de Adgc(k)®. Per § 5, aix0 és equivalent a dir que A és una

k-algebra dgc minimal i m és un objecte minimal de A\Adgc(k).

Teorema 4. Suposem que m : A — B és un objecte minimal de Adgc(k)? i A i
B k-algebres dgc finit generades. Si tot automorfisme (]?, ) de Hm s’aizeca en un

automorfisme (f,p) de m, aleshores m és formalitzable.
Siguin k C K com en (6.3). Posem

mk =mQQx K : Ax — Bk

Teorema 5. Suposem que m : A — B és un morfisme de k-algebres dgc finit

generades. Aleshores mg és formalitzable si i només si m és formalitzable.

Pel que fa a la demostracid, segueix els mateixos passos:
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Lema 8. Aut(mk) — Aut (Hmgk) és un k-morfisme de k-grups i Hgx(k) = H .
Demostracié. Sigui (f,p) € Aut (mk); és a dir, f € Aut(Ak), ¢ € Aut(Bk) i
mk f = pmk . Es tracta d'un element de @, ., GL(Ak) x &;,, GL(By) sotmes a
satisfer les condicions:

(1) dfa = fda, dpb= db,

(2) flad') = fa- fa', @(bb) = @b- @b, i mxfa= pmka.
etc... U

Hom té els automorfismes de graduacié analegs,

DEFINICIO 3. Sigui o € k no nul i que no sigui una arrel de la unitat. L’automorfisme
de graduacio de Hm definit per a és el parell d’aplicacions f: fa :HA — HA i
p=¢o: HB — HB,

fala) = al?lq i Pa(b) = albly

I, com en el lema 2 de (6.3), es té (f, ) € Aut (Hm). Considerant les parts semi-
simples d’un aixecament de 'automorfisme de graduacié definit per un «, s’obtenen

les descomposicions (2) per a A i B:
A= @ Aj oC 1 B = @ Bj oD
320 320

en les que (veure lema 3, (6.5)) els subespais A;, Bj, C'i D sén invariants per les
respectives diferencials, A; - A; C A;4;, B - Bj C Biy; 1 m(A;) C B;, per a tot
i,j > 0.

Lema 9. m=mig. A :®jAj —>@ij'

Demostracié. Com en el lema 4, A = @j Aj. Ara, pero, el subobjecte que cal
considerar és m, D, A
A
/ N\
@D, B, — B

en la categoria A\ Adgc(k). Com que m és minimal en aquesta categoria i la inclusié

@ij<—>B és un quis, m=mg. a,- O
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Per a tot i, j, definim A;, B}, A’ i B’ de manera analoga als A’s i M's de (3) i
(4). Com és facil de veure m(A’) C B’. Sigui

m’:m|A/ A — B’
El resultat corresponent al lema 5 de (6.3) és

Lema 10. m=m'.

Hom defineix també J i K com en (6.3) i es té

Lema 11. J i K son ideals dg de A i B, respectivament i m(J) C K .

Per tant m indueix un morfisme de k-algebres dgc, m : A/J — B/K que fa

commutatiu el diagrama

A 2. B

TR
AlT —™ ., BIK

i per tant el parell (g,1) defineix un morfisme Adgc(k)? que resulta ser el quis entre

mi Hm=m.
Finalment, per al teorema 5, prenem
N = ker(Aut (mg) — Aut (Hmgk))

que sera un k-grup unipotent, etc ... El qual, com en la demostracié del teorema 3,

ens permetra aixecar els automorfismes de m, suposant que s’aixequen els de mg .
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CAPITOL V. EL TOR DIFERENCIAL.

Introduccio.

Aquest capitol vol ser una descripcié del tor diferencial en termes de functors
derivats, en el sentit de Quillen (veure la definicié 1 de (2.1), capitol I), seguint la
linia de [Ver|, [Qui;], [Hart], [SGA 4], [Ill] ... Senyalem tres dels problemes que ens
hem plantejat.

El primer és comparar aquesta definicié amb d’altres que no fan palesa la propietat
universal del functor derivat. En concret, en (1.2) mostrem com aquest punt de vista
inclou els functors d’hipercohomolgia de [C-E] i [EGA II1] i les definicions de [Moore],
[E-M], [Smith] i [G-M], per citar només aquelles que ens semblen més significatives.
En un altra direcci6, aquest és també 'objectiu de Grothendieck ([EGA III], capitol
0), quan demostra que els functors d’hipercohomologia de Cartan i Eilenberg poden
calcular-se (sota hipotesis d’acotacions adequades) mitjangant resolucions projectives
(o injectives) de la categoria de complexos.

Un altre problema, del que ens ocupem en § 2, és la relacio entre el tor diferencial
d’algebres dgc i el tor diferencial de moduls dg, en la linia dels resultats de [Chen],
[H-S], [ViP], [Tho], [H-T] ...

Finalment, en (2.3), estudiem la relacié entre el tor diferencial i els grups d’homoto-

pia d’algebres dgc.

§ 1. Tor diferencial de A-moduls dg.

(1.1)El tor diferencial via cofibrants i minimals. En aquest apartat definim el tor
diferencial aprofitant 'estructura de categoria de models tancada de Mdg(A) que
hem vist a § 3, capitol I, aixi com els criteris de derivabilitat de functors en aquestes

categories de (3.3), capitol I. Hom comprova que, amb modificacions menors de la
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demostracié del teorema 1 de (3.2), capitol II, Mdg(A) és una categoria de mod-
els tancada amb els morfismes distingits d’aquest teorema, sense necessitat de les

hipotesis d’acotacié sobre A i els A-moduls dg.

En aquest apartat, R és un anell commutatiu amb unitat, A
una R-élgebra dgc. Llevat de que es digui el contrari, no es fa

cap hipotesi d’acotaci6é sobre A ni sobre els A-mbdduls dg.
Per a tot N € objMdg(A) considerem el functor

~®a N :Mdg(A) — Mdg(A)

Proposicio 1. Restringit als objectes cofibrants, el functor _.® 4 N preserva la relacio

d’homotopia.

Demostracié. Analogament a la proposicié 5 de (4.3), capitol II, com que 'afirmacié
sols involucra els objectes cofibrants, pel lema (3.2), capitol I, és suficient demostrar-
la per a un objecte cami particular. Siguin doncs, ¢, : M — M’ morfismes de
Mdg(A) i h: M — M’ ®r W; una homotopia de ¢ a 1 (veure proposicié 2 de
(3.3), capitol IT). Aleshores h®1: M@ s N — (M'Q@pW1)®@aN = (M' @4 N)@rW;
és una homotopiade p®1 a ¢y ®1. U

Teorema 2. FEl functor _®4 N admet un functor derivat per ’esquerra

L
- %) N : HoMdg(A) — HoMdg(A)

L
que sobre els objectes val M @ N = M’ @4 N, on M’ és un model cofibrant de M .
A

Demostracié. Es segueix de la proposicié anterior i de la proposicié 3 de (3.3), capitol
L. O

DEFINICIO 1. Anomenarem tor diferencial a la cohomologia del functor derivat per
Iesquerra de _®4 N . Per a tot M € objMdg(A), posarem

L
Tor,(M,N)=H (M@N)
A

Considerem ara el producte tensorial com un functor de dues variables:

_®4 -:Mdg(A) x Mdg(A) — Mdg(A)
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Proposicio 3. Restringit als objectes cofibrants, el functor _® 4 _ preserva la relacio

d’homotopia.

Demostracio. Com en la proposicié 1, és suficient demostrar-ho per a un objecte cami

particular. Siguin
(e,9), (M)« (M, N) — (P,Q)

morfismes de Mdg(A4) x Mdg(A) i
(©,¥): (M,N) — (P®W1,Q® W)
una homotopia entre ells; i.e., 1@ =, 6P =\, &1V =9 i 6oV = . Aleshores
P4V :MesN— (P4 Q) W

és una homotopia de ¢ ® 1 a A@ u: P3P V) = p 1Y, 3P V) =A@ pu i,
per a M € objMdg(A) qualsevol,

1Qs®2 (126%2%,1268%)

M = M @ WE?

Mx M

és una factoritzacié M2(i) de la diagonal de M. O

Teorema 4. FEl functor _®4 - admet un derivat per l’esquerra
L
_® _: HoMdg(A) x HoMdg(A) — HoMdg(A)
A

que sobre els objectes (M,N) val M' ®a N', on M' i N’ son models cofibrants de
M 1 N, respectivament. [

Demostracio. Es segueix de la proposicié anterior i de la proposicié 3 de (3.3), capitol
I. O

Per distingir-la de I'anterior, en aquesta §, notarem per Mdg=°(A) la categoria dels
A-moduls dg concentrats en graus no negatius, sent A una R-algebra dgc concentrada

també en graus no negatius. En aquesta situacié es tenen resultats analegs a la
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proposicié 11 el teorema 2. Els functors obtinguts en aquesta categoria no soén, pero,

en general, les “restriccions” dels anteriors. Hom els notara per

0

>
- % N : HoMdg="(A) — HoMdg=°(A)

0

_:HoMdg="(A) x HoMdg="(A) — HoMdg="(A)

|
25

Tor5%(M, N)

respectivament. Veurem en (1.4) la relaci6 entre ells, almenys en alguns casos particu-
lars. D’altra banda, si M’ — M és un model minimal, pel corol-lari de la proposicié

15, capitol IV, és un model cofibrant. Per tant es té el

Corol-lari. Si R =k és un cos de caracteristica zero i A una R-algebra dgc tal que
H°A =k,
Tor5"(M,N) = H(M' ®4 N)

on M’ és un model minimal de M .

(1.2)El tor diferencial de Gugenheim-May. En aquest apartat mostrem que la definici6
de [G-M] del tor diferencial és la cohomologia del functor derivat del producte ten-
sorial, en el sentit d’extensi6 de Kan. Es a dir, que, per exemple, coincideix amb el
calculat amb 'estructura de categoria de models tancada. Per a aix0 no és neces-
sari procedir a comparar els objectes emprats a [G-M] per definir-lo amb els objectes
cofibrants de la nostra estructura de categoria de models tancada.

Escollim la versié de op.cit. del tor diferencial “via resolucions” per la seva genera-
litat (de les que coneixem, és la que permet més tipus de resolucions) i, a la vegada, per
la seva senzillesa. Segons els seus autors, aquesta és deguda a ’abseéncia de justificacié
categorica de les seves definicions. El que segueix, junt amb els capitols anteriors és

una justificacié possible.

En aquest apartat, R és un anell commutatiu amb unitat, A
una R-?algebra dgc. No es fa cap hipotesis d’acotacié sobre A

ni sobre els A-moduls dg.
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Sigui M un A-modul dg. Una filtracio de M és una filtracié decreixent per A-
submoduls dg

M:UFPMD---DFPMDFPHMD---DF’lMDFOMDFlM:O
p

Un A-modul dg filtrat és un A-modul dg M amb una filtracié F' de les anteriors.
Quan sigui necessari, el notarem per (M, F'). Un morfisme de A-moduls dg filtrats
és un morfisme de A-moduls dg f : M — N que respecta les filtracions; és a dir,
f(FPM) C FPN per a tot p € Z. Notarem per FMdg(A) la categoria amb aquests

objectes i morfismes.

EXEMPLE 1. Sigui A= R i M = sP el simple d’'un complex doble P tal que PP? =0
per a tot p > 0 (e.g., el simple d’una resolucid de Cartan-Eilenberg per l’esquerra;
vegi’s [C-E], o també [EGA III], fent atencié al canvi de paper dels indexos). Prenent

com a filtracid

Fr(sP)= P Pm*

m2p

es té (sP, F) € obj FMdg(R).

EXEMPLE 2. Sigui M € Mdg(A). La filtracio trivial de M es defineix com la

filtracié decreixent tal que
GM=M i G'M=0
Aleshores (M,G) € obj FMdg(A).

DEFINICIO 1. Una resolucié d'un A-modul dg M és un morfisme de A-moduls dg
filtrats
a: (X, F)— (M,G)

que indueix un quis en els termes FE; de les successions espectrals

Ela . E1X — ElM

Hom pot enunciar la condicié anterior de les maneres equivalents segiients:
(1) «a ésun morfisme de A-moduls dg filtrats tal que la successié de HA-moduls

S EPX LS EPX S EUX L EYX B HM -0
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és exacta, sent d el morfisme induit per la diferencial de X .
(2) « és un morfisme de A-moduls dg filtrats que indueix un isomorfisme entre

els termes Fs de les successions espectrals

ESa:ESX — HM

EXEMPLE 1 (continuacid). Sigui € : P — M una resolucié de C-E per I’esquerra.

Per definicié, el terme E;
. — H*(PP*) — H*(PPT'*) — ... = H*(P~"*) — H*(P"*) 2% H*M — 0

és una successi6 exacta de R-moduls i per tant € : (sP, F) — (M,G) és una re-

solucid.

Les successions espectrals provinents d’objectes de FMdg(A) sén regulars, en el
sentit de [C-E], pagina 324; és a dir, per a tot n existeix u(n) € Z tal que H"(FPM) =
0 per a tot p > u(n). En el nostre cas, basta prendre u(n) = 0 per a tot n. Per
tant, sempre en la terminologia de [C-E], les successions espectrals sén fortament

convergents. En particular, pel teorema 3.2, capitol XV, op.cit.
a,: HX — HM

és un isomorfisme. Per tant, hem demostrat la

Proposicié 1. Si a: X — M és una resolucid, aleshores a és un quis de Mdg(A).

OBSERVACIO. Hom pot comparar aquest resultat amb I'analeg de [E-M], on es
demana a la resolucié de ser afusada (“tapered”), amb [Hart], que imposa condicions
d’acotacié per als complexos o per a les resolucions perque el simple d’una resolucié

de C-E sigui quasi-isomorf a 'objecte que resol, o també amb [Spal].

La definicié de [G-M] del tor diferencial es fa a partir de les resolucions anteriors

que sé6n “planes”. Amb més precisioé:

DEFINICIO 2. Direm que un A-modul dg filtrat (K, F) és un objecte de Kiinneth si
per a tot p, EYK és un HA-modul pla i, per a tot N € objMdg(A), el morfisme
de Kunneth

k:F1K®ga HN — Ei(K®4 N)
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definit per [z] ® [n] — [z ® n|, és un isomorfisme. Una resolucid de Kinneth d’'un
A-modul dg M és una resolucié6 « : (K, F) — (M,G) en la qual (K, F) és un
objecte de Kiinneth.

EXEMPLE 1 (continuacié). Sigui € : P — M una resolucié projectiva de C-E per

I'esquerra. Aleshores ¢ : (sP, F') — (M, G) és una resolucié de Kiinneth.
Si M, N € objMdg(A), la definici6 de [G-M] del tor diferencial és:
Tor,(M,N) = H(K ®4 N) (1)

on K és una resolucié de Kiinneth qualsevol de M. En el que segueix, mostrem que
els objectes de Kiinneth sén ®-minimals, en el sentit de la definicié 7 de (1.5) del
capitol IV i per tant la definicié anterior és “correcta”. La demostracié d’aquest fet és
una reinterpretacié dels teoremes d’existencia i comparacié de resolucions de op.cit.,
junt amb el fet que el functor definit pel membre de la dreta de (1) és balancejat.

Comencem per aquesta darrera afirmacié.

Proposicié 3. Sigui (K,F) un objecte de Kiinneth i s : M — N un quis de
A-moduls dg. Aleshores 1®s: K @4 M — K ®4 N €és un quis.

Demostracio. En el diagrama commutatiu

E\(K ®a M) F1l1®9), Ei (K ®aN)

(B1K) @pa HM 225 (B\K) @ya HN

les fletxes verticals sén isomorfismes per definicié d’objecte de Kiinneth. La fletxa
inferior també, perque els EYK sén HA-moduls plans. Per tant, també ho és la
superior. Com en la demostracié de la proposicié 1, per la convergencia de les suc-
cessions espectrals, es segueix que H(1® s) : H(K ®4 M) — H(K ®4 N) és un

isomorfisme. [

Com a corol-lari, el tor diferencial de Gugenheim-May pot ser calculat tant mit-
jancant resolucions de la primera variable com de la segona, com de totes dues alhora

(veure el corol-lari 2 de la proposicié 4 més endavant).
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Necessitarem també uns objectes de Kiinneth particulars, que fan el paper de les

resolucions projectives (veure [G-M], definicions 1.2 1 1.4).

DEFINICIO 3. Direm que un A-modul dg filtrat X és un objecte distingit si existeix
un R-modul bigraduat P, amb PP? =0 per a p > 0, tal que:

(1) X =A® (sP), com a A-modul,

(2) FPX = A ® @mZp Pm’.a
(3) PP? és un R-modul projectiu per a tot (p,q), i
(4) en la descomposicié de la diferencial

I=@d: @ x— P xm

r>0 p+g=n pt+g=n+1

on d, : XP4 — XPtma—r+l dy =0 sobre P;ie., dy=ds®1.

Una resolucié (X, F) — (M,G) en la que (X, F) sigui un objecte distingit sera

anomenada una resolucio distingida.
Per [G-M], lema 1.5, tot objecte distingit és de Kiinneth.

Proposicié 4. Per a tot N € objMdg(A) tot objecte de Kiinneth és un objecte
- ®a N -minimal de la categoria TMdg(A).

Demostracid. Suposem que en el diagrama de Mdg(A),

Y

a
(K, F) _f
s és un quis i (K, F) és un objecte de Kiinneth. Per [G-M], teorema 2.1, existeix
una resolucié distingida (X, F') % K com a A-modul dg (oblidant-nos de la filtracié
F de X). El quis s pot ser considerat com una resoluci6 prenent la filtraci6 trivial.
Aleshores el teorema 1.7 de [G-M] ens assegura que existeix un morfisme g que fa

homotopicament commutatiu el diagrama

(X, F) —— (V,G)

K %M
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A més a més, g és inic amb aquesta propietat, llevat d’homotopies. Per tant sols resta
comprovar que u ®4 1y és un quis per a tot N € objMdg(A). Més generalment,
podem suposar que tant (K, F) com (X, F’) sén tan sols objectes de Kiinneth i u
una resolucié. Prenem una resolucié de Kiinneth de N: « : K(N) — N. En el

diagrama commutatiu

XouN 1. KeouN

1®o¢T 1®QT

X @4 K(N) 21 K @4 K(N)

pel lema anterior, tant les fletxes verticals com la inferior sén quis. Per tant també

ho és la superior. [

Corol-lari 1. Siguin M, N € objMdg(A) i (K, F) — M wuna resolucié de Kinneth.

Aleshores

L
MN=K®sN
A

Demostracié. Es segueix de la proposicié anterior i del teorema 9 de (1.5), capitol
Iv. O

Pel que fa al balancejament,

Corol-lari 2. Per a tot N € Mdg(A) el diagrama de functors i categories

L
_QN
HoMdg(A) —~ — HoMdg(A)

| H

HoMdg(A) x HoMdg(4A) —— HoMdg(A)

—_®_
A

és commutatiu (i.e., hi ha un isomorfisme de functors entre ambdues composicions).

L
Per tant no hi ha cap ambigiietat en la notaci6 M ® N.
A
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(1.3)El tor diferencial de 2Mdg. En els apartats anteriors hem considerat el producte

tensorial de A-moduls dg com un functor d’una variable
-®a N :Mdg(A) — Mdg(A)
a I’haver fixat una R-algebra dgc A i un A-modul dg NV, o de dues variables
_®4 -:Mdg(A) x Mdg(A) — Mdg(A)

i hem vist que, degut al fet de ser balancejat, els derivats de tots dos coincideixen.
Hom pot, pero, considerar el producte tensorial com un functor de tres variables

utilitzant el llenguatge de les categories bifibrades: es tracta del functor
® : 2Mdg — Mdg
definit sobre els objectes per
(M,A,N)+— (A,M ®4 N)
i sobre els morfismes (¢, f,¢): (M,A,N) — (P, B,Q) per

(mefﬂb) = (f790®f¢)

on o1 : M®s N — f(P®pQ) és el morfisme de A-moduls dg definit per
(P @ ¢)(m@n) =pemYn.

Un resultat ben conegut de [Moore] (cf. [Smith], [G-M]) ens diu que, donat un
morfisme de R-algebres dgc f: A — A’ idos f-morfismes de moduls dg ¢ : M —
M"i4y: N — N’ tals que Hf, Hp i Hvy sén isomorfismes, aleshores

Tor 4 (p, 1) : Tor 4 (M, N) — Tor ., (A", N')
és un isomorfisme. Equivalentment,

Proposicié 5. Sigui (¢, f,v) : (M,A,N) — (M',A’,N") un quis de 2Mdg.

Aleshores
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Veurem que ® : 2Mdg — Mdg és un functor derivable utilitzant les estructures
de categoria de models tancada de 2Mdg i Mdg i que el derivat es calcula “resolent”

les tres variables. Com a corol-lari de la proposicié anterior, pero, no és necessari
L

resoldre I’algebra i per tant el derivat d’aquest functor coincideix amb _® _ (veure el
A

teorema 8, més endavant).

En el que resta d’aquest apartat, R és una k-?algebra commu-
tativa amb unitat, A una R-élgebra dgc concentrada en graus
positius. No es fa cap hipotesis d’acotacié sobre els A-moduls

dg, tret de que es digui el contrari.

Proposicié 6. Restringit als objectes cofibrants, el functor @ : 2Mdg — Mdg

preserva la relacio d’homotopia.

Demostracié. Analogament a ’exemple (2.4) del capitol III, hom pot veure que una

homotopia entre morfismes de 2Mdg,
(0, f;4), (A g,1) - (M, A, N) — (P, B, Q)
es pot definir per un morfisme de 2Mdg,
(®,h,¥): (M,A,N) — (B(t,dt) @ P, B(t,dt), B(t,dt) @5 Q)

tal que h : A — B(t,dt) és una homotopia de Adgc(R) de fagi®: M —
h*(B(t,dt) ®p P) i ¥ : N — h*(B(t,dt) ®p Q) sén morfismes de Mdg(A) tals
que 61 = o M — f*P, 602 =A: M — g"'P, &1LV =9y : N — f*Q i
0¥ =p: N — ¢g*Q. Com en casos anteriors, hom pot restringir-se a comprovar
que el functor ® preserva la relacié d’homotopia per aquest objecte cami tan sols.

En efecte,
(h,®®, W) : (A, M ®4 N) — (B(t,dt), B(t,dt) @5 (P ®p Q))

és una homotopia de (f,p ®¢) a (g, A®4p). O

Teorema 7. FEl functor ® : 2Mdg — Mdg admet un functor derivat per l’esquerra

L
® : Ho2Mdg — HoMdg
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que sobre els objectes (M, A, N) val (A',M" @4 N'), on s: A" — A és un model
cofibrant de A en la categoria Adgc(R) i M', N’ son models cofibrants de s*M i
s*N en la categoria Mdg(A), respectivament.

Demostracié. Es segueix de la proposicié anterior i de la proposicié 3 de (3.3), capitol
I. O

Teorema 8. Per a tota A € obj Adgc(A), el diagrama de functors i categories
HoMdg(A) x HoMdg(A) —— 2Mdg

i+ 2
Q- ®
A
HoMdg(A) —— Mdg
és commutatiu, sent les fletxes horitzontals les induides per les inclusions de les fibres.

>0
Deixem a cura del lector enunciar els resultats analegs per a & .

§ 2. Tor diferencial de A-algebres dgc.

(2.1)El tor diferencial via cofibrants i minimals. En aquest apartat definim el tor
diferencial d’algebres aprofitant, com en (1.1), 'estructura de categoria de models de
Adgc(A) que hem vist a § 2, capitol II.

En aquest apartat, K és un cos de caracteristica zZero, R és
una k-élgebra commutativa amb unitat i A una R-élgebra

dgc concentrada en graus positius.

Sigui f : A — B un morfisme de R-algebres dgc. Considerem el functor

d’extensié d’escalars
fr=B®a _: Adgc(A) — Adgc(A)

que a cada A-algebra dgc ¢ : A — C i associa la B-algebra dgc definida pel

push-out de R-algebres dgc

L N C

| e

B 2%, Bg,C
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El functor de restriccié d’escalars
f*: Adgc(B) — Adgc(A)

que transforma ¢ : B — D en la A-algebra dgc ¢¥f : A — D, és adjunt per la
dreta de l'anterior. Alhora, és evident que f* preserva les fibracions i equivalencies
febles de lestructura de categoria de models tancada del teorema 1 de (2.1), capitol
II. Per la proposicié 2 de (3.3), capitol I, B ® 4 - preserva cofibracions i equivaléncies
febles entre objectes cofibrants de Adgc(A). Pel teorema 1 de (3.3), capitol I, es té

el

Teorema 1. FEl functor B ®4 _ admet un functor derivat per l’esquerra

L
B ® _: HoAdgc(A) — HoAdgc(B)
A

L

que sobre els objectes val B C = B®4 D, on A — D és un model cofibrant de
A

A—C.

DEFINICIO 1. Anomenarem tor diferencial d’algebres a la cohomologia del functor

derivat per l'esquerra de B ®4 _. Per a tot (A — C) € obj Adgc(A), posarem

L
Tor,(B,C)=H (B % C’)

Com en el cas del tor diferencial de moduls, en el cas que Adgc(A) tingui suficients
minimals, aquest functor pot ser calculat mitjancant models d’aquests. Aixi mateix,
es tracta d’un functor balancejat. En aquest cas, pero, aquest fet és conseqiiéncia

directa de les propietats de categoria de models (cf. corol-lari 3 de (2.3), capitol III).

Proposicio 2. Si f : A — B és una cofibracio trivial, aleshores B ®4 _ és un
functor exacte; i.e., si p : C' — D és una equivaléncia feble de A-algebres dgc,

aleshores 1@ ¢ : B4 C — B®4 D és una equivalencia febles de B -algebres dgc.

Demostracio. Per la preservacio de les cofibracions trivials per push-outs, tant C' —
B®sC com D — B ®4 D sén equivalencies febles. Aleshores, en el diagrama

commutatiu
C LN D

l !

B®AC & B®aD
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tant ¢ com les fletxes verticals sén equivalencies febles. D’on també 1 ® ¢. O

Finalment, hom pot considerar B ® 4 C' com a A-algebres dgc; i.e., la composicié
B®a - '
Adgc(A) ——= Adgc(B) — Adgc(A)

En aquest cas, la derivabilitat es pot deduir de la preservacié d’homotopies, com en el
cas dels functors de § 1. El derivat d’aquest darrer functor “coincideix” amb I’anterior,
via el functor f* de manera evident, o, si es vol, per la proposicié 4 de (3.3), capitol

I, ja que B ®4 _ preserva objectes cofibrants. En concret,
* * L
L(ffo(B®a_))=f"0 B%)_

on, donat que f* és exacte, fem servir el conveni de notar el functor induit en les

categories localitzades per f*, simplement.

Com en el cas de moduls dg, hom veu que
~®a-:Adgc(A) x Adgc(A) — Adgc(A)

és derivable i que el seu derivat es pot calcular prenent models cofibrants en cada
variable. Per la proposicid 2 i el teorema anterior, la seva cohomologia coincideix

amb el tor diferencial d’algebres de la definicio 1.

(2.2)Tor diferencial d’algebres i de moduls. Els dos productes de torsié diferencials
definits fins aqui “coincideixen” en el sentit seglient: donades dues A-algebres dgc
A — B i A — C, hom pot calcular el tor diferencial com en (2.1) o bé el tor
diferencial dels A-moduls dg B i C' de § 2. Com a moduls, es tracta del mateix

objecte. En llenguatge de functors derivats, aix0 es pot escriure com segueix.

En aquest apartat, k és un cos de caracteristica zero, R =k.
Totes les R-élgebres dgc estan concentrades en graus positius

i s6n cohomologicament connexes.
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Teorema 4. Per a tot morfisme de k-dalgebres dgc cohomologicament connexes, el

diagrama de functors i categories

L
B&-
HoAdgc(A) —=— HoAdgc(B)

at gt
HoMdg(A) —— HoMdg(B)
b

és commutatiu, sent U els functors induits pels functors d’oblit del producte.

Demostracid. El resultat es seguix de [Tho], I1.6, on es demostra que per a tot mor-
fisme k-algebres dgc cohomologicament connexes A — C' existeix un model de
Eilenberg-Moore; i.e., un quis de A-algebres dgc C' — C on C’ és a la vegada

cofibrant com a A-algebra i una resolucié de Kiinneth del A-modul dg C'. 0

(2.3)Tor diferencial i grups d’homotopia. Sigui f : A — B un morfisme de R-

algebres dgc. Hom té definit un functor “extensié d’escalars”
B®4 _: Adgce.(A) — Adgce.(B)
de manera evident. De manera analoga a § 1, es té

Proposicio 1. FEl functor B® 4 - preserva cofibracions i és compatible amb [’homoto-

pia entre morfismes de Adge.(A).

Teorema 2. El functor B ®4 - admet un functor derivat per l’esquerra

L
B (% -:HoAdgc.(A) — HoAdgc.(B)

L
que sobre els objectes val B X = B®4 X', on X' és un model cofibrant de X .
A
Demostracié. Es segueix de la proposicié anterior i de la proposicié 3 de (3.3), capitol

L. O

OBSERVACIO. Les afirmacions de ’anterior proposicié no es segueixen, com en el cas de

I’extensié d’escalars entre les categories no augmentades, per 'existencia d’un adjunt



163

per la dreta (la restriccié d’escalars) que preservi we i fib. Aquest functor no té perque

existir entre les categories augmentades, com mostra ’exemple segiient.

EXEMPLE . Siguin A = k[z] i B = k[z]/(2?) k-algebres dgc homogenies de grau
zero i diferencial nul-lai f: A — B un morfisme de k-algebres dgc. En aquest cas,
no hi ha cap morfisme de k-algebres dgc g: B — A tal que gf = 14; i.e., que faci
de B una A-algebra dgc augmentada.

Teorema 3. El diagrama de functors i categories

L
B®-
HoAdgc,(A) —=— HoAdgc,(B)

LQAJ, LQBJ/

HoMdg(A) —— HoMdg(B)
L

B®-
A

és commutatiu (i.e., les dues composicions son functors isomorfs).

Demostracio. Tant I'extensié d’escalars com els indescomponibles preserven els ob-
jectes cofibrants, per la proposicié 1 anterior i el corol-lari de la proposici6 1 de (4.1),
capitol I. Aleshores, per la proposici6 4 de (3.3), capitol I, es tenen els isomorfismes

canonics de functors:
L
B&.-)o(LQa)=L((B®a-)oQa)
L
LQgo B%' =L(Q@po(B®a-))
Per a X € objHoAdgc,.(A) el valor d’aquestes dos darrers és, respectivament,

B®a (QaX') i Qp(B®aX')

on X’ és un model cofibrant de X . Per tant hom es redueix a demostrar el lema

segiient.
Lema. Hom té un isomorfisme de B-moduls dg

B®aQaX =ZQp(B®a X)
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natural en X .
Demostracié del lema. La successio exacta de A-moduls dg
0—Ix X —X-—""A4A-—0

és escindida ja que la unitat A — X és una seccié de 'augmentacié . Per tant,
romandra exacta al tensorialitzar. Hom té doncs, en el diagrama segiient, que les
files s6n successions exactes de B-moduls dg. D’altra banda, el quadrat de la dreta
commuta i per raonaments de diagrama-cacador, hom té que existeix un unic, f,

morfisme de B-moduls dg multiplicatiu
0 —— BsgIuX — BuX —— B A —— 0

/| H !

0 —— Ip(B®sX) —— By X —— B — 0
que fa commutatiu el quadrat de ’esquerra.

La successio exacta
([AX) XA (IAX) — Ip X — QaX — 0

segueix sent-ho després de tensorialitzar-la per B perque B ® 4 - és un functor exacte

per la dreta. A més a més, hom té I'isomorfisme
B@A (IAX XA IAX) & (B XA IAX) XB (B XA IAX)

Es segueix que en el diagrama segiient les files son successions exactes i, pel fet que f
és multiplicatiu, que el quadrat de ’esquerra és commutatiu. Altre cop per arguments
de diagrama-cacador, hom dedueix ’existencia d’un wnic isomorfisme de B-moduls

dg, g, que fa commutatiu el quadrat de la dreta.
(B®AIAX)®B(B®AIAX) ——— B®RpAIpX — B®iQaX —— 0

f®fl fl gl
Ig(BoaX)@pIp(B®as X) —— Ig(B®4X) —— Qp(B®4 X) —— 0
Pel que fa a la naturalitat, es segueix de la unicitat dels morfismes f i g. U

Corol-lari. Peratot X € Adgc.(A) es té un isomorfisme de HB-moduls gradualts
L
Tor 4 (B,LQsX) 2 (B ® X).
A
natural en X .

Demostracio. Prengui’s cohomologia en les dues composicions del diagrama del teo-

rema anterior. [
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