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Introduccio

Comencem amb un exemple.

Agafem linterval [—m, 7] i pensem en un espai de funcions definides en aquest
interval. No serem gaire estrictes de moment. Pensem per comoditat que el nostre
espai sén les funcions continues (i/o les acotades). Ara volem representar d’alguna
manera una funcié d’aquest espai. Una forma de fer-ho és donar tots els valors de
la funcid, pero no sembla gaire bona.

Una altra manera és agafar unes quantes funcions concretes, i aproximar la
nostra funcié per combinacions lineals d’aquestes. Aixo ja té més bon aspecte.
Per exemple, si volem guardar la nostra funcié en un ordinador (o en un full de
paper), tan sols hem de guardar els coeficients, i saber quines sén les funcions que
hem triat per representar. O també ens pot ser 1til, des d'un punt de vista més
teoric, per veure com actua un operador lineal sobre la nostra funcié. Aplicant
linealitat la imatge de la nostra funcié sera la suma de les imatges de la combinacié
que estem fent servir per representar-la. Aixi tan sols ens cal coneixer la imatge

del conjunt de generadors.

Bé, sense voler ja se’ns ha escapat la primera nocié important. Quan volem
representar funcions, el que estem buscant sén generadors. Com que seran un
conjunt de funcions, els podem anomenar a tots junts un sistema de generadors.
No ho definim encara perque ja hem dit que estem sent informals.

Molt bé, doncs estem buscant sistemes de generadors de l’espai de funcions
continues de [—m, w]. Ara hem de pensar quina classe de funcions volem que formin
el nostre sistema. Aquesta tria depén de quina classe de representacié desitgem,
perd podem donar algun exemple senzill? No som els primers que ens plantegem
aquest problema, aix0 ja ho va fer Fourier amb la seva serie (o potser va ser algu
altre?, bé, aixd no ens interessa ara).

Anem a mirar-nos aquest exemple. Triem com a funcions les exponencials
complexes. No sén tan maques com els sinus i cosinus, pero son més senzilles
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d’explicar. Agafem el conjunt:
B= {em5 :neZe [77,71]}

Ja tenim el nostre primer sistema de generadors. Ara anem a representar funci-
ons. Agafem una funcié del nostre espai i la escrivim com una combinacié lineal
d’elements del sistema:

N .
FO = Y ape™
n=—N

Aqui haurem de vigilar molt amb que vol dir aquesta aproximacié. En general
significara que la norma en 'espai de la diferéncia de les dues funcions sera petita.
Alguns cops fins i tot podrem pensar que té sentit la suma infinita:

F&) =) ape™

on aquest sumatori sera un limit de les sumes parcials. Un dels principals proble-
mes que ens apareixen en aquest context és saber si podrem representar qualsevol
funcié del nostre espai. Es a dir, saber si un conjunt de funcions genera el nos-
tre espai. Tornem-nos a mirar el nostre exemple, pero canviant ’espai. En lloc
de funcions continues pensem en funcions de quadrat integrable. Es conegut que
L?(—m, ) és un espai de Hilbert, on tenim un producte escalar i una estructura
practicament identica a la dels espai vectorials de dimensié finita. En aquest espai
el sistema que hem donat és una base ortonormal. La idea és la mateixa que en
dimensio finita. Podem representar qualsevol funcié d’aquest espai com una com-
binacié lineal infinita d’elements de la base, i a més de manera tinica. Normalment
no obtindrem tan bons resultats.

Pero continuem amb el nostre problema. Anem a donar-li una volta. Prenem
anti-transformades de Fourier. Per comoditat pensem en L?*(R). L’espai de funci-
ons que ens apareix son les funcions de la recta que tenen transformada de Fourier
amb suport a [—m, 7w]. Aquest espai es coneix com les funcions de banda limitada,
i totes tenen una extensié entera al pla complex, de manera que obtenim 1’espai
de Paley-Wiener. Com que la transformada de Fourier és un isomorfisme, hauriem
de mantenir els sistemes de generadors i les bases.

Si calculem la transformada del sistema veiem que va a parar al segilient conjunt

E:{M :tER,nGZ}
t—n

de funcions:

Aquest conjunt és una base ortonormal de ’espai de funcions de quadrat integrable
i banda limitada sobre la recta. Si ens hi fixem més podem observar que totes les
funcions sén d’un mateix tipus. Totes provenen d’agafar una funcié concreta i
traslladar-la. Aquests sén la classe de sistemes que estem buscant.
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Ja n’hem trobat un per a aquest espai. Pero aquest no és ’espai que tractarem
en aquesta memoria. Volem fer aixd mateix perd per a tot L2(R). Aixo serd un
xic més complicat.

Els generadors que busquem seran del mateix tipus que hem mostrat ara. Aga-
farem una funcié fixada i la traslladarem. Apareixen de manera natural moltes
qiiestions al voltant d’aquest problema. Primer de tot haurem d’intentar coneéixer
quines funcions podrem fer servir. No podrem generar tot I’espai amb translacions
de qualsevol funcié. També ens podem preguntar quin conjunt de translacions po-
dem fer servir. I aquesta questié depen de la funcié que triem. Llavors ens podem
preguntar per quins conjunts existeix una funcié que doéna lloc a un sistema de
generadors, o fixada una funcié concreta, quins conjunts funcionaran amb aquesta.

I també podem intentar buscar bases de L?(IR). Perd aqui ens trobem amb un
problema molt greu. No n’hi han. En lloc de quedar-nos amb els bracos creuats
podem optar per afegir alguna cosa més que translacions. Els dos camins que
seguirem seran agafar translacions i modulacions d’una mateixa funcié, o transla-
cions i dilatacions. I també podem fer-nos un munt de preguntes, quines funcions,
quins conjunts...

Pero prou de fer-se preguntes i anem a donar alguna resposta.

Estructura de la memoria.

Aquesta memoria esta estructurada en dues parts. La primera estudia els sistemes
de generadors per translacions, els quals tenen sentit en qualsevol LP(R). Ens
centrem sobretot en el cas L'(R) i L?(R), encara que també donem resultats en la
resta d’espais.

La segona part estudia els marcs (una generalitzacié de les bases) en L2(R) que
provenen d’agafar traslladades i modulades d’una funcié (Gabor), o traslladades i
dilatades (ondetes). Anem a explicar-nos un xic més.

En el primer capitol donem les principals definicions dels conceptes que aniran
apareixent al llarg del treball. També donem resultats que ens ajudaran a com-
prendre els problemes que ens plantegem i per que tenen sentit i sén naturals les
preguntes que ens fem. Alguns d’aquests resultats sén coneguts i altres sén nous,
pero la idea és que tinguin un sentit general de cara a enfrentar-nos als problemes
concrets. En el cas d’ondetes i Gabor també donem varis resultats sobre xarxes
regulars de punts (ja explicarem el que sén). Aquestes xarxes han estat les més
estudiades i hi ha un ampli coneixement del problema en aquest cas. Tot i que no
ho farem servir, afegim aquest cas a titol informatiu. Nosaltres ens centrarem més
en xarxes irregulars.

La darrera seccié d’aquest capitol tracta d’un concepte de gran importancia
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durant tot aquest estudi, els espais de fase. Aquests espais seran, informalment
parlant, el conjunt de totes les transformades continues de totes les funcions. I ens
serveix de nexe d’unié entre les dues parts.

La manera habitual de treballar en qualsevol dels casos sera:

e Triar una funcié per analitzar.
e Descriure més o menys el seu espai de fase.

e A partir de les propietats d’aquest intentar buscar els conjunts que ens in-
teressen (d’unicitat o mostreig).

Aquest esquema és repetira amb petites variacions en qualsevol dels problemes que
ens plantegem.

La primera part estudiara els generadors per translacions. Les tres primeres
seccions dels preliminars ens donen les nocions necessaries, i d’aqui podem passar
directament al seu subapartat corresponent dintre de la definicié d’espai de fase.

El segon capitol es dedica integrament ha donar condicions per intentar ca-
racteritzar les funcions que poden ser generadors per translacions. De moment
aquest continua sent un problema obert. Estudiem un xic I'estat de la qiiestio i
ens dediquem a dos subconjunts concrets de generadors, els quasi-analitics i els
analitics. Per aquests donem condicions necessaries i suficients molt properes per
caracteritzar-los i estudiem una mica com poden ser els conjunts de punts que
després donaran lloc a sistemes de generadors.

Els capitols 3 i 4 es dediquen a estudiar dos casos concrets de generadors, la
funcié de Poisson i la gaussiana respectivament. Aquestes dues funcions tenen un
espai de fase amb bones propietats, que ens permet fer un bon estudi dels conjunts
que podem fer servir per generar. En el cas de Poisson existia una caracteritzaci
d’aquests, i el que fem és generalitzar-la a casos similars. En els cas de la gaussiana
I'inic que podem fer és millorar les condicions que ja es coneixien, ja que sembla
dificil una caracteritzacié completa.

Estudiar marcs i bases només té sentit en L?(R). Les definicions basiques les
trobarem en les seccions 1.4 i 1.5, aixi com un breu resum de la situacié quan la
xarxa €s regular. També haurem de llegir la subpart corresponent dels espais de
fase.

Després d’aixo podem saltar indistintament al capitol 5 o 6. El primer s’ocupa
dels marcs de Gabor i el segon dels d’ondetes. L’estudi és similar en els dos ca-
sos. Primer expliquem com discretitzar la transformada continua. Després donem
exemples concrets en casos molt particulars on 'espai de fase esta composat per
funcions holomorfes, i el problema és més senzill i ja ha estat resolt. En tots dos ca-
sos veiem que és practicament un accident que hi hagi un espai de fase enterament
composat per funcions holomorfes.
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Per a la resta de casos aconseguim donar alguns resultats de mostreig que ens
permeten donar condicions suficients per obtenir un marc. També aconseguim
algun resultat d’interpolacié (el problema dual).

Finalment, en el cas de Gabor, inaugurem una nova via d’estudi, restringint-
nos a una classe especial de funcions. Aconseguim veure que ’espai de fase té una
extensié a funcions enteres en dues variables. Donem cotes sobre la varietat de
zeros que sembla que poden donar lloc a resultats de mostreig millors dels que es
coneixen fins ara.
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Agraiments

Doncs aquest és el final d’'un cami que va comencar pels voltants de Setembre de
I’any 2001. Va ser en aquelles dates quan vaig matricular-me per primer cop en
el programa de doctorat del Departament de Matematiques de ’Autonoma. Al
mateix temps firmava el meu primer contracte com a professor associat, que em
covertia en una cosa en aquells moments molt aliena a mi anomedada PDI.

A plogut molt desde llavors, o millor dit, han passat moltes sequeres. I entre
d’altres coses a mi m’ha donat temps de fer una tesi. No esta malament, no?

Aquesta és la darrera part de la tesi que escric. Aix0 no passa per correccié
ortografica i tampoc ho penso repassar, o sigui que disculpeu els errors.

En aquest apartat es veu que t’has d’enrrecordar d’un munt de gent i agrair
que t’hagin ajudat en aquest temps. Pero aquest temps per mi sén casi sis anys,
i la meva memoria tampoc és cap prodigi. Per tant, si m’oblido d’algi, doncs les
meves siceres disculpes.

Ja hem complert amb la primara part d’uns agraiments, que és disculpar-se
pels que no citaras. Ara ve una segona part, que és el que serien de debo uns
agariments. Es tracta de donar les gacies a tota la gent que de manera més o
menys directa t’ha ajudat a fer aquesta tesi.

Doncs comencem pel principi. I el principi va ser anar al despatx d’en Joaquim
Bruna, ex-professor meu d’analisi harmonica, i dir-li que ja havia acabat la carrera
i que volia fer el doctorat (normalment anava a veure’l per dir-li que no em sortia
el problema tal i que la meva idea era fer el doctorat). Llavors va ser quan vaig
descrobrir que aixo de fer una tesi era més complicat del que semblava. A part
d’apendre a fer teoremes (que és el que jo em pensava), has de ser capag de: 1.-
Demanar beques, 2.-Presentar-te a places 3.-Omplir informes varis 4.-Fer projectes
d’investigacié 5.-Aprendre Latex 6.-Buscar algi que et solucioni els problemes de
Linux 7.-Fer cues increibles per acoseguir un expedient compulsat 8.-Pujar i baixar
de rectorat a 35 graus de temperatura 9.-Pujar i baixar de rectorat sota el diluvi
universal 10.-etc. (Axid és el que s’anomena competencies transversals en ESO).

Doncs bé, m’he desviat una mica del tema. Tornem on era. Vaig trucar a
la porta del despatx d’en Joaquim Bruna i li vaig dir que volia fer la tesi. Des
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d’aquell moment ell es va convertir en el meu tutor (época pre-DEA) i més tart
en el meu director de tesi (época post-DEA). A ell li puc agrair que m’omplis
els papers de les beques, que em fes entrar en el grup d’investigacié, una infinita
paciencia amb mi al seu despatx amb la pissarra al davant, que encara no m’hagi
matat per no escriure en paper les coses, i que quan les escric no les guardi, que
em presenti com ”aquest és el meu alumne, que és d’Andorra”, etc. Pero sobretot
haver-me ensenyat unes matematiques, que a part de donar-me uns mal de caps
increibles, i d’haver-me enganxat molt un cop, m’han agradat, i he disfrutat (i
espero continuar disfrutant) molt amb elles.

A nivell matematic també voldira fer enfasi en el bon ambient de treball i
les facilitats que he tingut al poder realitzar aquesta tesi en el Departament de
Matematiques de la UAB. I la bona rebuda que vaig tenir per part de l'unitat
d’analisi i el grup de teoria de Funcions de la UB-UAB. Aix6 ha quedat molt
formal, no? Bé, ja és el que toca, sén uns agraiments. Destacaria dins d’aquest
ampli grup, a en Julia, en Quim, en Xavi (M) i ’Artur, que sempre han tingut
temps de contestar els meus dubtes matematics, i els n’hi he preguntat uns quants.
També cal afegir aqui a la Marga, el Nacho, el Dani i sobretot I’Albert, amb qui
hem intercambiat un munt d’idees, dubtes, desigualtats i algun que altre teorema

fals.

Pero fer una tesi no és tan sols matematiques, no, també s’ha d’escriure (veure
comp. tran. 5). Aqui també he d’agrair moltes coses. Per comengar, al qualsevol
dels meus companys de despatx per aguantar els meus dubtes, i sobretot al Toni, i
en més gran mesura (que hi passen més temps) a ’Anna i en Miquel, per solucionar
quasi tots els meus problemes tipografics. A més cal recordar que I’Anna és 'autora
de I'inic dibuix de la memoria, i que encara ningd ha estat capag de colocar-lo al
lloc que toca. I per una altra part, el Miquel ha estat el meu assessor linuxistic
(comp. trans. 6) qu ha fet possible que sobrevisques al iibuntu”durant quasi un
any.

A nivell ortografic i estilistic, doncs s’han llegir versions preliminars d’aquesta
tesi, han corregit, proposat, i la majoria de vegades millorat (potser alguna ho ha
empitjorat) molta gent: L’Albert, I’Anna de Girona, I’Aura, en Marc i la Monica
(observeu que estan en ordre alfabetic). Aqui també caldria posar al Joaquim,
que també se ’ha llegit, a corregit faltes i ha millorat la redaccié. A tots ells
agraixo molt 'esfor¢ que han dedicat. Si alguna falta s’ha escapat, doncs no se,
no demaneu miracles, que una cosa és corregir 4 faltes i 'altra corregir-me a mi.

Per finalitzar aquesta part, voldria agrair a en Joan Cerda haver-se llegit aques-
ta memoria (que no és curteta) en 4 dies i haver redactat un informe sobre ella. Més
que res perqué sense informe no hi ha presentacié, i no I’hi he donat precissament
el temps suficient.
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Doncs bé, amb aixo hem acabat la primera part dels agraiments. Ara bé una
segona part on la gent sol agrair a gent que no té a veure directament amb la tesi,
pero que 'han ajudat a sobreviure i ser més o menys una persona durant aquest
temps.

De fet aquesta part és més en plan dedicatoria. I jo per dedicar, doncs li
dedicaria a molta gent, i potser per comecar ho faria a la Monica, pero no ho faré.

Comencarem per la familia, que ja se sap que és el primer. O sigui que dedico
aquesta tesi als meus pares i els meus dos germans i la cunyada (darrera adquisicié),
i els agraeixo moltes coses que no em possaré a enumerar ara mateix perqué ja
esta quedant massa llarg aquest trog, i clar, la llista és llarga i de categoria.

També afegeixo els cusins tietes, oncles, cusinets i a la crema catalana.

Ja que estem amb temes familiars, vull dedicar-la als meus pares adoptius, aqui
a Sabadell, que han acosseguit que em sentis com si fos a casa meva durant aquests
5 anys. I a ells també els hi puc agrair moltes coses que tampoc puc enumerar.
Entre d’altres, que hagin fet que els seus voltants siguin els meus, i a ells faig
extensiva la dedicatoria.

I finalitzem de moment dedicant-la també a la garn familia en que s’ha convertit
el Sabadell567, que va comencar sent un pis d’estudiant i que ara que ens foten
fora s’ha convertit en un lloc de difil definicié amb tres matricules d’Andorra, 5
nacionalitats diferents i un munt d’histories.

Un cop passada la frontera dels temes familiars, ens podem enrecordar dels
companys de despatx, de tots, dels que han estat, dels que sén, i perque no, dels
que vindran.

El despatx és molt petit, i cal fer extensiu ’agraiemnt a la resta de companys
de doctorat, a la difunta paca, al ti6 de nadal i a I’spam massiu.

Continuem amb els que van ser companys abans de comecar, i que encara ens
veiem.

Ara ja podem sortir fora de la uni, i tornar als pirineus, que per algo és la
meva terra, i agrair a la colla de la Seu, al megarroplec, als 3 partits politics i al
sindicats representats quan anem a sopar, al ..in the midle of.., Luke soy tu padre,
Giiat Japens for de estrit i connectats en general.

I ens podem possar en politica, i recordar-se també de la gent de D-recreca,
Precarios, de les 6 lliste de correu al mateix temps i dels 500 mails en un sol dia.

I jo crec que ja he acabat. Ah, no, calla, i al clau de ’Autonoma (perdo, el
cargol), i també a les columnes que sén més xules.

I a les estrelles.

I a la Monica, ara si, aqui al final que queda més xulo.

I ara ja si. I a més sense possar noms, bueno, potser se m’ha escapat algun.
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Capitol 1

Preliminars.

1.1 Sistemes de Generadors.

En aquest treball estudiarem diverses maneres de generar els espais LP(R). Aquests
espais son el conjunt de funcions p-integrables respecte a la mesura de Lebesgue,

amb la norma habitual:

1l = /R FOPdt < oo

amb 1 < p < oo. El cas L*(R) no l'estudiarem ja que es tracta d’un espai no
separable. En aquests espais podem pensar que les funcions prenen valors reals
o complexos. Els dos casos sén bastant similars, tot i que a vegades trobem
diferencies no tan sols técniques i hem de tenir cura de quin cas estem tractant.
Quan parlem de generar el que volem és, a partir d’un conjunt reduit de fun-
cions de l’espai, descriure la resta de funcions mitjancant combinacions lineals
d’aquestes. Per descriure entendrem en alguns casos que tota funcié es pot apro-
ximar tan bé com es desitgi per aquestes combinacions lineals, o en d’altres que
fins i tot podem escriure tota funcié com una combinacié lineal infinita.
Formalitzem el terme de generador, que utilitzarem al llarg de bona part d’a-

quest treball:

Definicié. Donat un conjunt F = {f; }ier de funcions de LP(R) direm que F és un
sistema de generadors de LP(R) si per a tota funcié g € LP(R) i tot € existeix
una combinaci6 lineal (finita) d’elements de F que aproxima amb error menor que
¢ la funcié g:

o) = 3 aititn)| <

Aix0 és equivalent a dir que les combinacions lineals finites d’elements de F sén
denses a LP(R).
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La familia de funcions que fem servir per generar pot ser molt variada. En el
nostre treball ens fixarem en conjunts formats per accions sobre una unica funcié
i buscarem conjunts numerables.

La definicié anterior és poc 1til a ’hora d’esbrinar si una familia de funcions
és un sistema de generadors o no. Tenim una definicié equivalent, que és la que
farem servir per treballar.

Proposicié 1.1. Una familia F = {fi}ier genera LP(R) si i només si donada
g € L"(R) (Vespai dual de LP(R)),

/ gt)fi(t)dt =0 Viel (1.1)
R
implica que g = 0.

Aquest resultat és una conseqiiencia del teorema de Hahn-Banach.

Una de les eines basiques més importants que farem servir al llarg d’aquest
treball és la transformada de Fourier, que, per evitar confusions, definirem de la
segiient manera:

fle) = /[R F(t)e2mite dg

1.2 (Generadors per translacions.

Els primers sistemes de generadors que apareixen sén families formades per trans-
lacions d’una funcié fixada. Estem interessats en estudiar quan un conjunt de
traslladades d’una funcié fixada ¢ genera LP(R). Fixem la notacié f, per designar

la traslladada de f per z. Es a dir, fo(t) = f(t — z).
Definicié. Sigui A C R.
e Direm que A és un conjunt discret si no té punts d’acomulacié finits.

e Direm que A és un conjunt uniformement disctret o separat si existeix
d > 0 tal que |[A —~| > d per a tot X\ # v € A.

Les mateixes definicions sén valides a R™ o a qualsevol espai métric amb els canvis
adients.

Un conjunt discret A és un conjunt numerable tal que per a tot A € A existeix
d complint que (A — 40, A+ ) N A = (). Els separats sén conjunts discrets on aquest
0 és independent de A.
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Sigui A = {A\}neny € R un conjunt numerable (pot tenir punts d’acumulacié
finits). Donada una funcié ¢, definim per a aquesta ¢ i aquest A el segiient conjunt
de funcions:

T(p,A) = {Qp(t =) =@at) : A € A}

Estem interessats en coneixer per a quins conjunts (en principi discrets) A i quines
funcions ¢ el conjunt T'(p, A) genera LP(R). Formalitzem aquest concepte.

Definicié. Donat un conjunt A C R i una funcié ¢ € LP(R) direm que el conjunt
T(p,A) genera LP(R) si T'(p, A) és un sistema de generadors de LP(R).

Definicié. Direm que un conjunt A C R admet generadors per a LP(R) si
existeix alguna funcié ¢ € LP(R) tal que T(p,A) genera LP(R). En aquest cas
direm que ¢ és un A-generador.

Definicié. Direm que una funcié ¢ € LP(R) és un generador si existeix un
conjunt discret A tal que T'(p, A) genera LP(R).

Amb aquestes definicions ja podem introduir les qiiestions que tractarem en la
primera part d’aquest treball. D’una banda estem interessats en coneixer els con-
junts A que admeten generadors en els diferents espais. Aquesta primera qiiestié
ha estat molt estudiada i ja esta resolta a L'(R). Nosaltres ens interessarem més
en saber per a quines funcions ¢ existeix un conjunt A tal que T'(, A) genera. En
aquest cas també és interessant intentar descriure tots els conjunts A amb aquesta
propietat. Per una altra banda, donat un conjunt A que admet generadors voldrem
donar condicions perque una funcié ¢ sigui un A-generador. En aquest treball ens
centrarem més en la descripcié de les funcions que en els conjunts, encara que sén
dos conceptes intimament lligats.

Aquests tipus de qiliestions sén un tema d’estudi classic en la teoria de ’analisi
harmonica. Els primers resultats interessants ens els déna Wiener [Wie32|, dintre
d’una serie de teoremes de gran importancia anomenats tauberians. Wiener es
planteja quan un conjunt 7T'(p, R) genera tot L'(R) o L?(R). El seu treball ens
descriu el conjunt de funcions tals que totes les seves translacions (esta considerant
el cas A = R) generen l'espai corresponent, i arriba a una descripcié completa molt
clara.

Teorema 1.2 (Wiener). Sigui o € L'(R). T(p,R) és un sistema de generadors
st 1 només si (&) # 0 per a tot £ € R.

Sigui ¢ € L*(R). T(¢,R) és un sistema de generadors si i només si &5\(5) # 0
per a tot & € R excepte, potser, un conjunt de mesura nul.la.
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Demostracié. Comencem pel cas L(R). Fent servir [T} sigui h € L*(R) tal que:

/ WOBE—Ndt=0 VAER
R

Prenem transformades de Fourier i utilitzem el teorema de Parseval per veure que

aixo és equivalent a:
[HOd-gede =0 mer
R

Aixo és el mateix que dir que ﬁ(ﬁ)q/ﬁ\(&) = 0 quasi per a tot £, que ens déna la doble
implicaci6 del teorema.

La demostracié en termes elementals del cas L'(R) és bastant més complexa
i llarga. Una manera de provar aquest teorema és veure que la transformada de
Fourier d’'una funcié de L*°(R) és una distribucié que pot estar soportada en punts
discrets i utilitzar la mateixa idea de L?(R). També es pot fer servir un argument
basat en algebres de Banach. Si no volem fer servir cap d’aquests argument, en
[Wie3?] es dona la demostracié directa, sense fer servir dualitat. g

Observacid. El problema equivalent per a p € (1,2) o p > 2 encara no esta resolt.
El principal entrebanc és descriure el conjunt de transformades de Fourier de I'espai
LP(R). De fet, un problema equivalent és caracteritzar quins conjunts soporten
distribucions que tenen transformada de Fourier en LP(R). Molta gent ha estudiat
aquest problema. A mode d’exemple, en [Beu50] Beurling prova per ap € (1,2) que
si la dimensié de Hausforff del conjunt de zeros de la transformada de Fourier de
¢ és menor que 2 — %, aleshores T'(¢, A) genera LP(R). En [RoS03] es construeixen
funcions tals que T'(¢, A) genera LP(R) per a tot p > r i no genra per a p < r. Per
a més informacié sobre aquest problema recomanem aquesta darrera referencia i

els els articles allf citats.

Podem enunciar ara un resultat que ens sera de gran utilitat al llarg de la
primera part d’aquest treball,i que es despren de d’aquest teorema.

Lema 1.3. Siguin f € L>(R) i h € L*(R) tal que ﬁ(&) # 0 per a tot £ € R.
Suposem que:

fxh=0
Aleshores f = 0.

Demostracié. Com que f*xh =0 també f x h, = 0 per a qualsevol traslladada de
h (la convolucié conmuta amb les translacions). Per tant f* g = 0 per a qualsevol
g que sigui convinacio linela de traslladades de h. Com que ﬁ(g) # 0, el teorema
de Wiener ens diu que f * g = 0 per a tota g € L'(R).
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Prenem una aproximacié de la identitat ¢., per exemple

1
Pe = 5X[-1,1
Aleshores f * ¢. = 0 per a tot . El teorema de Lebesgue ens diu que f x ¢ — f
quan € — 0 quasi per tot. Aix0 ens implica que f = 0. U

El teorema de Wiener tanca el problema en L'(R) i L?(R) quan el conjunt que
considerem és tota la recta. Pero nosaltres estem interessants en altres tipus de
conjunts. Concretament ens interessen conjunts discrets, on el problema és com-
plica enormement. Ens trobem, com ja hem comentat abans, amb dos problemes
paral.lels, saber quins conjunts discrets A admeten generadors, i quins poden ser
aquests generadors. El teorema de Wiener ens diu que una condicié necessaria
perque una funcié sigui un generador és que la seva transformada no s’anul.li en
cap punt si estem en L!(R) o gairebé per tot en el cas L?(R).

Ens centrarem sobretot en els casos L!(R) i L?(R), ja que sén els més interes-
sants, tant de cara a l’estudi teoric, com de cara a les aplicaccions.

Pel que fa als conjunts, de moment no hi ha cap resultat que ens descrigui quins
conjunts discrets poden ser generadors en un LP(R), pero hi han resultats parcials
que donen molta llum al problema. Per un costat, a L!(R) tenim que en [Bru06]
i [BOUO6] trobem una descripcié completa dels conjunts discrets A que admeten
generadors en termes de la densitat de Beurling-Mallavin. De fet, en aquests
dos treballs es veu que coincideixen amb conjunts d’unicitat de certes classes de
funcions que ens permeten construir A-generadors que pertanyen a aquestes classes.

En la resta d’espais LP(R) no tenim cap descripcié d’aquests conjunts, pero
hi han resultats parcials. Per exemple, a L?(R) és senzill provar que una xarxa
regular (A = {aZ}) no admet generadors, pero en [OIe97] i [OIUO4] es construeixen
generadors per a petites pertorbacions d’aquestes conjunts. En canvi, per a LP(R)
amb p > 2 si es poden construir Z-generadors.

La idea general és que a mesura que augmenta p ens apareixen més conjunts
que admeten generadors, resultat que formalitzem en el seglient enunciat.

Teorema 1.4. Sigui A un conjunt que admet generadors a LP(R). Aleshores A
admet generadors per a L*(R) per a tot o > p.

A més, si T(p,\) genera LP(R) aleshores T(p * h,A) genera L*(R) per a tot
p < a< oo, onh pot ser qualsevol funcié de L'(R) acotada i tal que ﬁ({) £ 0 per
a tot &.

Demostracié. Com que A admet generadors per a LP(R) sabem que existeix una
funcié g € LP(R) tal que T'(p,A) genera LP(R). Aix0 és equivalent a que si per a
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fe Lp/(R) (p' exponent dual de p)

/R el =

per a tot A € A aleshores f = 0. Prenem la funcié h(t) = ¢~**. Construirem una

0

nova funcié generadora mitjangant convolucié de ¢ aquesta:

o(t) = (hx @) (t) = /R W)yt — ) da

Per a tota f € LI(R) el teorema de Hausdorff-Young en diu que h* f € L5(R) per
atot 3> q,jaqueh e L"(R) per atot 1 <r < oo.

Fent servir aquest raonament veiem que ¢ € L*(R) per a tot > p. Per
a comprovar que T(¢,A) genera LY(R) ho fem per dualitat. Aixi, si prenem

f e LY(R):
| r@e=xa = [ st ra
R

//f ot —x — N ddt
//nyrm (y A) dy dx

/f*h oy — N dy
on f(t) = f(—t). Ara observem que f % h € L” (R) ja que p’ > o. Si:
/f St — N dt = /f*h oy —Ndt=0 YreA

Com que T'(p,A) genera LP(R), f* h = 0. Recordem ara que ﬁ(&) =% 0 per a tot &
i el lema ens diu que f = 0. Per tant T'(¢, A) genera L*(R). O

Observacid. Observem que si T'(¢, A) genera LP(R) no podem dir que també genera

L°(R).

1.3 Generadors per a L*(R).

El cas L*(R) és interessant per diverses raons. La primera és que de cara a les
aplicacions aquest espai es correspon amb les senyals d’energia finita. Pero més
enlla d’aquest fet, una de les particularitats d’aquest espai que no tenen la resta
és que és un espai de Hilbert. Aix0 ens diu que el seu dual és ell mateix. Per una
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altra banda tenim ben definit el concepte de base que ens permet generalitzar i
donar més estructura als conjunts de generadors.

Una altra propietat important és que la transformada de Fourier és un isomor-
fisme de L?(R) en ell mateix. Aquest fet facilita molt el treball, com ja hem vist
en el teorema de Wiener. Un altre exemple el podem trobar en la traduccié del
teorema [ si ens mirem només el cas L?(R).

Teorema 1.5. Suposem que T(p,A) genera L*(R). Sigui ¢ € L*(R) tal que
#(&) # 0 quasi per tot &, i a més compleir que:

(€
(

Aleshores T(¢,A) també genera L?(R)

<)

<C

I
~—

)

Demostracié. Suposem que existeix m € L(R) tal que:

/ mt)t — N dt =0 VYreA
R

Aleshores, per dualitat:

¢§(—£>

S P-0dE=0 WA

[ e m@a-ds = [ e
R R

Com que T'(p,A) genera i % és acotada tenim que m(§)% € L*(R) i és igual
a 0. Tenint en compte que $ # 0 velem que m = 0 i per tant T(¢, A) genera. [

En aquest teorema es veu molt clar que el realment important d’una funcié, a
I’hora d’estudiar els seus conjunts de generadors, és el mdédul de la seva transfor-
mada de Fourier. Com que tenim un isomorfisme podem traslladar el problema a
la banda de les transformades i obtenir un enunciat equivalent. Si tenim un pes
P(¢) > 0 quasi per a tot £ podem definir L?(R, P) com el conjunt de funcions tals
que:

/R FOPRIPE)]dé < oo

Proposicié 1.6. Sigui ¢ € L?(R) tal que $(€) # 0 quasi per a tot £. El conjunt
T(p,A) genera L2(R) si i només si el conjunt d’exponencials {€>™} e generen
(R, |3P).

Observacid. El teorema és un corol.lari senzill d’aquest resultat. Només cal
comparar els espais que ens surten al prendre transformada de Fourier. De fet els
dos enunciats ens estan dient que la capcitat de generar de ¢ tan sols depen del
modul de la seva transformda de Fourier |@]| i els seu decreixement a l'infinit.
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Per provar aquest resultat tan sols ens cal el teorema de Parseval i la definicié
de sitema de generadors.

Ja hem comentat en la seccié anterior que una xarxa regular no admet gene-
radors per a L*(R). Podem donar ara una prova molt senzilla d’aquest fet. Si
T(p,7) fos un sitema de generadors de L?(R) tindriem que totes les funcions de
L?(R, |¢|?) sén 27-periodiques i aixo és absurd.

L’estudi de quan un conjunt d’exponencials genera un cert espai és un tema
classic de l'analisi harmonica. Esta molt estudiat el cas en que l’espai considerat
és L?(I), on I és un interval tancat. Aquest problema va ser resolt per Beurling i
Mallavin mitjangant una densitat (la de Beurling-Mallavin) que també serveix per
descriure els conjunts que admeten generadors per a L!(R).

1.4 Bases 1 marcs.

Fins ara hem comentat que I'estudi dels generadors per translacions en L?(R) és
un xic més senzill degut a que la transformada de Fourier és un isomorfisme en
aquest espai i el seu dual és ell mateix. Pero un altre factor molt important del
fet d’estar en un espai de Hilbert és que aquests tenen molta més estructura. En
aquests espais podem definir bases i marcs. Aquests sén sistemes de generadors
especials que, sota unes condicions més fortes, ens permeten tenir férmules estables
de reconstruccié. Anem a definir aquest conceptes i donar-ne les propietats.

Definicié. Sigui H un espai de Hilbert i {e;};c; € H. Direm que {e;};cr és una
base ortonormal si (e;,e;) = 0;; Vi,j € I i per a tota f € H és compleix que:

IFIP =) Keises)l (1.2)
el
La primera part de la definicié ens diu que els e; sén ortogonals dos a dos. La
segona ens diu que generen tot H, és a dir, tenim independeéncia lineal i comple-
titud. Per tant les bases ortonormals sén sistemes de generadors i la condicié
ens dona una estructura addicional que ens permet reconstruir de manera estable.
Si {e;}ier és una base ortonormal, tot element f € H es pot expressar de mane-
ra Unica com a combinacié lineal dels elements de {e;};cr a traves de la segiient
férmula:
= (fede
iel
El fet que tot element es pugui expressar com a combinacié lineal dels elements de
{ei }ier implica que aquest conjunt genera tot Iespai. Que sigui de manera unica
prové de I'independencia lineal, que en aquest cas és fruit de que els elements sén
ortonormals.
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Un concepte més general de sistemes de generadors amb aquesta propietat (que
tot element es pot expressar com una combinacié lineal infinita) sén els marcs.
Aquests seran els conjunts més generals amb aquesta propietat. Seran de gran
utilitat en bona part d’aquest treball.

Definicié. Un conjunt {ej}ren en un espai de Hilbert H direm que és un marc
si existeixen constants A, B > 0 tals que:

o0

AllFIP < YK f en)l? < BIfIP, YfeH
k=1

Les constants A i B s’anomenen les cotes o constants del marc.

En aquesta definicié no hem dénat cap importancia al concepte d’independen-
cia. Quan treballem amb marcs només ens importa que sén capagos de generar de
manera estable tot ’espai H. La manera de fer-ho és molt semblant a les bases
ortonormals.

Proposicié 1.7. Sigui {fx}ren un marc per a un espai de Hilbert H. Existeix un
congunt {gx }ken tal que:

F=Y(fgf VfeH
k=1

El conjunt {gx}ren també és un marc. Com que no hi ha independeéncia,
aquest no té perqué ser Unic. N’existeix, pero, un de privilegiat, que s’anomena
el marc dual. Aquest té la propietat de minimitzar la norma dels coeficients
de la representacié, que Obviament tampoc sén unics. A més es pot calcular

de manera explicita a partir del marc original {fx}ren mitjancant 'operador de
1.1
P Bla
respectivament. Si {fi}ren és el marc dual de {fx}xen, la formula de reproduccié

marc. Els detalls els podem trobar en [Dan92)]. Les cotes del marcs dual s6n

per aquest queda:

F=> . f)fx VfeH
k=1

que ens diu que els valors (f, fi) ens determinen completament la funcié.

Una de les caracteristiques dels marcs és que poden ser redundants, és a dir,
ens sobren vectors, perd continuen sent de gran utilitat. De manera informal es
correspondrien, en dimensié finita, amb un conjunt de vectors amb cardinal més
gran que la dimensié de ’espai i que el generen tot.

Dintre dels marcs podem destacar-ne varies classes particulars:

Definicié. Sigui {ej}ren un marc per H amb cotes A i B. Direm que el marc és
rigid si A = B.
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Observacid. Si un marc és rigid es pot veure que el marc dual és ell mateix mul-
tiplicat per %. La férmula de reconstruccié queda practicament idéntica a la de
les bases ortonormals. Aquest fet fa que aquests siguin els millors marcs de cara
a les aplicaccions en processament del senyal, ja que no cal calcular el marc dual

per recuperar la funcié.

Una altra classe de marcs que és d’especial importancia sén les bases de Riesz.
Aquests conjunts es poden caracteritzar de moltes maneres. La seva principal
propietat és que les funcions que el conformen sén linelament independents. Aixo

fa que cada funcié la puguem expresar d’una sola manera.

Definicié. Un conjunt {e }ren és una base de Riesz de H si tot element f € H
es pot expressar de manera unica com a combinacié lineal d’elements de {ex }ren:

f = Z ape ar € R((C)

de manera que existeixen A, B > 0 tals que:

AlfIP <7 lar® < B

keN

El marc dual d’una base de Riesz també té propietats especials.

Definicié. Dos conjunts de vectors { fx}ren 1 {9k }ren s’anomenen biortogonals

1 sit =79
<fi7gj>:{ ’

si:

0 sii#j
Proposicié 1.8. Si{fi}ren és una base de Riesz per a H, existeiz un dnic conjunt
{9k }ken en H tal que:

F=Y {fgk)fr, VfEH

k=1
{9k }ren €s també una base de Riesz que anomenarem base dual. {fi}ren @ {9k} ren
son biortogonals i la série convergeir incondicionalment.

L’existencia d’un conjunt biortogonal practicament ens assegura que un con-
junt sera una base de Riesz. Donem algunes definicions equivalents de cara a poder
reconeixer les bases de Riesz.

Proposicié 1.9. Sigui H un espai de Hilbert separable. Aleshores son equivalents:

1. El congunt {fn}nen €s una base de Riesz.



1.4. Bases 1 marcs. 11

2. El conjunt { f,}nen €s complet a H i existeizen constants positives A, B tals

que per a qualsevol enter positiu k © escalars arbitraris cy, ..., c, €s compleix
que:
k k 2 k
2 2
n=1 n=1 n=1

3. El conjunt {fn}nen €s complet a H i té un conjunt biortogonal complet
{gn}neN tal que:

STHA P <00 i D Hfiga)? < oo
neN neN
per a tota f € H.

4. El conjunt {fn}nen €s de la forma {Tex}ren on {ertren €s una base orto-
normal de H 1 T : H — H és un operador lineal acotat © bijectiu.

5. El conjunt {fn} és un marc i tot element de H és pot expressar de manera
inica com a combinacid lineal d’elements de {fn}nen-.

Les demostracions les podem trobar en [Yon(1].
Un dels avantatges de les bases de Riesz respecte a les ortonormals és que tenim
diferents resultats d’estabilitat, com per exemple:

Proposicié 1.10. Sigui H un espai de Hilbert separable i {ey}nen una base orto-
normal. Si { fn}nen €s un conjunt linealment independent tal que:

2
> len — fall® < o0
neN
Aleshores { fn}nen €s una base de Riesz.
Aquesta proposicié ens diu que les bases properes a una base ortonormal sén
bases de Riesz, ja que aconseguir 'ortonormalitat no és una qiiestié de proximitat.

Pero també tenim resultats que ens permeten dir que conjunts propers a bases
de Riesz sén bases de Riesz:

Teorema 1.11 (Paley). Sigui {e;}icn una base de Riesz per a un espai de Hilbert
separable H. Suposem que {f;}ien €s un conjunt d’elements de H que compleix

que:
n n
D cilei— )| <A cie
i=1 i=1
per alguna constant 0 < X\ < 1, i per a tota tria d’escalars ci,...,c, (n € N).

Aleshores {fi}icn €s una base de Riesz per a H.
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Bases ortonormals, bases de Riesz i marcs sén les tres nocions basiques pel que
respecta a representacié de funcions que utilitzarem en la segona part d’aquest
treball. La principal diferéncia amb els sistemes de generadors en general ve donada
per Destabilitat dels coeficients, que déna lloc a les férmules de reconstruccié.

Quan parlavem de sistemes de generadors el que demanavem era que les com-
binacions lineals fossin denses a dins 'espai. Aix0 també passa en el cas de les
bases i els marcs. Pero ara podem descriure tota funcié com una combinacié lineal
dels elements de la base o el marc, cosa que no podiem assegurar en el cas dels
sistemes de generadors.

Com es dedueix de les definicions, les bases ortonormals sén també bases de
Riesz, les de Riesz sén marcs, concretament una classe de marcs que s’anomenen
exactes, i les ortonormals sén marcs rigids. Les bases de Riesz les podem pensar
com marcs linealment independents, sense redundancia.

Tant les bases ortonormals i de Riesz com els marcs ens defineixen operadors
(que anomenarem operadors de sintesi) de la seglient manera. Si {eg}ren és un
conjunt qualsevol a H, definim:

T:H—1?

v— T(v) = {{v, e) }ren

Podem reconeixer quina classe de conjunt estem utilitzant observant com actua
aquest operador. Si {eg}ren és una base ortonormal aquest operador 7' és una
isometria. Fn les bases de Riesz l'operador és acotat i invertible, pero ja no
conserva la norma. Si el conjunt és un marc 'operador continua sent acotat, pero
deixa de ser exhaustiu, encara que és invertible en la seva imatge.

Més endavant, quan definim els espais de fase, veurem que aquest operador es
correspon de manera directa amb 'operador de mostreig. Per a entendre millor
la conexié que establirem és important entedre bé aquest operador. Per exemple,
tant en les bases ortonormals com en les de Riesz aquest operador és bijectiu. Aixo
vol dir dues coses. Per una banda els valors de T'(v) ens determinen completament
v, i per una altra, per a qualsevol conjunt de valors a € [? existeix un vector
v € H tal que T'(v) = H. En el primer cas hem solucionat el problema de mostreig
(determinar v a partir de la seva imatge) i en l'altre resolem el d’interpolacié
(constriur v amb una imatge donada. Aquest dos problemes sén duals.

En el cas del marcs 'operador no és exhaustiu i ja no podem resoldre el pro-
blema d’interpolacié. Tot i aixi, v queda totalment determinat a partir de la seva
imatge.

Els conjunts per als quals es pot resoldre el problema d’interpolacié sén aquells
linelament independents (en el sentit adequat). Per aquests 'operador és exhaustiu
pero pot no ser injectiu, ja que no han de ser obligatoriament complets. En aquest
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cas existeix la posivilitat de no poder resoldre el problema de mostreig.

Hem de tenir en compte que aquest operador 7" no ens déna els coeficients amb
els quals representem les funcions. Aquests coeficients serveixen per a recuperar
els vectors perd mitjancant la base o el marc dual.

La principal raé per la qual no hem parlat de bases i marcs fins aquest moment
és el segiient resultat.

Teorema 1.12. Un sistema de generadors per translacions T(p,A) no pot ser
mai una base o un marc. Es a dir, no eristeizen marcs o bases de traslladades en

L2(R).

Observacid. Aquest resultat és cert en L?(IR) perd no ho és en general. Per exemple,
en els espai de Paley-Wiener (banda limitada) si que hi han bases i marcs de
traslladades d’una funcié concreta.

Lema 1.13. Si {¢,}nez és un marc de L*(R), aleshores:
S(t) = len(®)® = oo
nez

quasi per a tot t € R.

Demostracié. SiS(t) < oo per aun conjunt de mesura positiva I, aleshores existeix
M > 0 i un altre conjunt de mesura positiva J tal que

SHY<M  vVted

Si f(t) = Y ,en(fs Pn)en(t) és lexpressié de f € L*(R) on {@p}nez és el marc
dual de {¢y, }nez, fent servir la desigualtat de Schwartz tenim que:

2
P = < SO Y[ Bt < P

ne”

S, Gen(®)

nel

per a tot t € J, on A és la cota inferior del marc {p, }nez. Aixd ens diu que tota
funcié de L?(R) és acotada en .J, cosa que és absurda. O

Demostracié de [IA. Suposem que {¢(t — A\p)}nez és un marc de L?(R). Definim
h(8) el modul de continuitat en L*(R) de ¢:

h(8) = sup|[e(t) — o(t — s)|| (1.3)
15/<6

que és decreixent i amb limit 0 quan § — 0. Com que la norma és invariant per
translacions tenim que:

ot — @) — ot —y)|| < h(lz - yl)
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Suposem sense perdre generalitat que ||¢|| = 1. Si z € R podem deduir que

[(p(t =), 0(t = Xn))| = 1 = 5h(lz = An]). Com que {p(t — Ay)}nez s un marc
tenim que:

S et —a), 0t =) < B

neZ
D’aquestes dues relacions podem deduir que en qualsevol interval de la forma
[a,a + 1] hi han com a molt N punts de A ja que:

Ane%ﬂ} <¢<t—a+ > ot — A\p) >2>‘{Ane[a,aﬂ]}((l_%h(%))
Ara calculem:

/015( / S it — A 2 dt = /:A”uo(m?dt

nez

Com que cada interval de longitud 1 conté com a molt N punts també tenim que
cada t estara com a molt en N intervals de la forma [-)\,,1 — A,] i per tant:

1
/ S(t)dth/|gp(t)|2dt<oo
0 R

i S(t) és integrable en [0, 1]. Aixd implica que és finita quasi per tot punt en aquest
interval, amb el que tenim contradiccié amb el lema anterior. [l

1.5 Ondetes 1 Gabor.

Per tal d’aprofitar I'estructura que té L?(R) com a espai de Hilbert, i en vista del
resultat negatiu que ens déna [LT2 una de les solucions que s’ha utilitzat al llarg
dels darrers anys és no tan sols restringir-se a fer servir traslladades d’una funcié
donada, sind considerar també altres transformacions.

En aquest treball ens fixarem en dues alternatives que han estat bastant
fructiferes els darrers anys. La primera és afegir modulacions, per donar lloc al
que es coneix com transformada de Gabor. L’altra opcié és prendre dilatacions a
part de les translacions. En aquestt darrer cas ens trobarem amb la transformada
en ondetes.

Donarem primer les definicions de transformades continues, que després, en
discretitzar-les, donaran lloc a les bases i els marcs respectius. Comencem amb la
transformada de Gabor[Gab46].

Definicié. Fixada una funcié g € L?(R) amb ||g|| = 1, definim la transformada
de Gabor d’una funcié f € LQ(]R) mitjancant g en el punt z = x + yi com:

_ <f 27rzyt (t _ $)>
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Podem escriure de manera més compacta aquesta transformada com Gf(z) =
(f,gz). Una de les principals propietats d’aquesta transformada és que podem
reconstruir la funcié f inicial a partir dels valors de la seva transformada de manera
estable.

Teorema 1.14 (Gabor). Sigui g € L*(R) tal que ||g|| = 1 i considerem Gf(z) =
(f,g.) com hem dit anteriorment. Aleshores es compleiz que Gf € L*(C,dx dy) i
IGfllc =|fll- A més tenim férmula de reconstruccié que ve donada per:

f(t) = /R /R Gf(2)g:(t) drdy Vf € L*(R) (1.4)

Observacid. La igualtat (L) 'hem d’entendre com una igualtat de funcions en
L?(R), ja que pot no tenir sentit puntualment.

Demostracio. Provarem primer la férmula de reconstruccié. Si pensem Gf(z) =
Gf(xz,y) = Fy(x) com a funcié d’una variable real (pensem y com a parametre)

observem que:
Fy(x) = e 27 / F)g(t — 2)e?™ D dt = 72T (f 4 g,)) (x)

on gy(t) = g(—t)e*™¥!. La seva transformada de Fourier respecte z és:

~ ~ [

Fy(€) = FE+1)ay (& +y) = F(E +9)3(E)

(T4 es pot escriure com:

// 2myt dxdy—/ 27r2yt/F t—x) dxdy (1.5)

L’integral en = es pot pensar com un producte escalar. Tenint en compte que la
transformada de Fourier de g(t — x) respecte x és §(€)e 2™t (H) queda:

L [ e+ nia@ aoe e dedy -
/R 19()1? /R FE+y)e®™ &) ay de = f(t)

En aquest ultim pas hem fet servir el teorema de Fubini. Per tant hem provat
la férmula de reconstruccié quan f € LY(R). Per un argument de densitat i
continuitat de la transformada es pot estendre a tot L?(R).

Per provar que tenim isometria calculem:

Gt = [ [ 1B Pdsdy= [ [ |fic-+vae] deay =101

on hem fet servir Parseval i Fubini. D’aquesta manera ja tenim el que voliem. [
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La transformada en ondetes es defineix d’una manera analoga, pero considerant
dilatacions en lloc de modulacions. El parametre de dilatacié només pren valors a
R*, i de moment la definirem a I'espai L?(R) de funcions que prenen valors reals.

Definicié. Donada una funcié ¢ € L?(R) definim la transformada en ondetes
(per l'ondeta 1)) de f en un punt z = z + iy € R x RT com:

W) = () = [ Z F(tyy (t - ””) "

Igual que en el cas de Gabor, per a ondetes també tenim férmula de recons-
truccié continua. Pero aquesta férmula tan sols sera valida quan 'ondeta pertanyi
a una classe especial, que anomenarem admissibles.

Definicié. Direm que una ondeta 1) € L?(R) és admissible si la segiient integral

/OO (&) de < oo
0 3

De manera general considerarem ondetes normalitzades perque tant la norma

és convergent:

com aquesta darrera integral siguin 1. Sota aquesta hipotesi podem donar ja la
formula de reconstruccio.

Teorema 1.15 (Calderon, Grossmann, Morlet). Fizem una ondeta admissible
Y en les condicions anteriors. Per a tota f € L*(R) es compleiz que Wf €
L?(R x Rt, d”;;ly), W fllrxr+ = |[fll2 ¢ podem reconstruir f a partir dels valors
de la seva transformada mitjancant la segient formula:

£(t) = /0 T wieew g (1.6)

Observacid. Igual que en el cas de Gabor, (CH) també s’ha d’entendre com una
igualtat en L?(R).

Demostracio. L’integral que ens déna la férmula de reconstruccié (LH) és pot
reescriure com una convolucié de la seglient manera. Passem a dues variables

pensat z = (7,y). Podem escriure en forma de convolucié W f(z,y) = (f * ;) (),

on fem servir la notaci6 1y (t) = y%l ¢(77t) D’aquesta manera 'integral de ([CH)
queda:
= dy _ [~ ] dy
| s )0 %= ["rev-u)0 % (1.7

on '’ indica la variable respecte a la que estem calculant la convolucié. Observem
que (C7) és una funcié que depen de t. Demostrarem que és igual a f veient que
tenen la mateixa transformada de Fourier. Calculem la transformada de ()

o0

~

FewtTuontow0 % = fo [ FweP (18)

0 Yy 0



1.5. Ondetes 1 Gabor. 17

Fent el canvi w = y£ recuperem la condicié d’admissibilitat, de manera que (L))

flop [ a = 7o

Aix0 prova la férmula de reconstruccié. Per provar l’isometria només cal observar

pren la forma:

que si prenem la transformada de Fourier de W f(x, y) respecte a la variable x ens

queda yéiz(yg)f(f) Fent servir la férmula de Plancharel i el teorema de Fubini
podem veure que:

Wil = [ [ wienPa = [T [ piieofer e
G A

Que és el que voliem demostrar. O

Observacid. L'igualtat (L) es coneix com la férmula de Calderon, que en [Cal64]
arriva a la mateixa férmula des d’una altra prespectiva. Anys més tard, Grossmann
i Morlet, que desconeixien el treball de Calderon, la varen provar en [GrM84] des
del punt de vista del processament del senyal.

Hem suposat, tant en la definici6 de transformada en ondetes com en la prova
del teorema, que fooo M d§ = cy = 1. Si aixo no fos cert, s’ha de definir la
transformada en ondetes com:

1
W f(z) = —=(f,vz)
V&
D’aquesta manera la férmula de reconstruccié continua essent valida. Només cal
tenir en compte la constant ¢, a la demostracio.

Comparem les férmules de reconstruccié donades aqui amb el teorema de Wi-
ener [[21 En tots els casos, sota diferents condicions sobre la funcié analitzant,
podem generar tot I'espai L?(R) fent servir tota I’accié (totes les translacions, les
translacions i modulacions o translacions i dilatacions en cada cas). La principal
diferencia respecte a utilitzar només translacions és que amb la transformada de
Gabor o en ondetes tenim una férmula explicita i estable (hi ha conservacié de la
norma) de reconstruccio.

Una manera d’interpretar els teoremes [LT4]1 és pensar que l’isometria ens
diu que les dues transformades ens donen un marc rigid de L?(R). La férmula de
reconstruccié és I'equivalent continu a la férmula de reconstruccié de marcs, amb
el marc dual igual al marc original.

El teorema ens diu que no hi han marcs discrets de traslladades, és a dir,
que T(p,A) no pot ser un marc per a cap ¢ € L%(R) i A C R discret. Aquest
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resultat continua sent cert en la versié continua (A = R), pensant en el concepte
de marc continu.

Proposicié 1.16. No hi han marcs continus de traslladades. Es a dir, no pot
existir cap ¢ € L2(R) tal que per a tota f € L*(R) tingui sentit la formula:

;= /R (F, pa)pn da

o de manera equivalent:

191 = 1590 = | [ £t =oau

Demostracid. Calculem directament:
[ Gabenttyde =< [ fipla= oot — ) deds

La integral en x la podem pensar com un producte escalar. Prenem transformades
de Fourier i apliquem Parseval. I’equacié anterior ens queda:

/ f(w) / &2 |56 dE du
R R

La integral en U ens esta calculant la transformada de Fourier de f. D’aquesta
forma arrivem a:

[ 1pore e fi-g e = [ 1p@)PFwen d
R R

Es clar que la darrera equacié no pot igualar en general a qualsevol f € L%(R).
Que tampoc hi pot haver igualtat de normes es dedueix d’una manera semblant,
o de la inexisténcia de férmula de reconstruccio. O

En aquestes dues definicions hem fet servir la notacié z = z +iy. Hem de tenir
clar en tot moment que aixd només és notacid, és a dir, no estem pensant en que
d’alguna forma tindrem funcions analitiques de variable complexa, siné que és una
manera més compacta d’escriure les coses. També cal tenir en compte que estem
fent servir la mateixa notacié per a dues coses diferents. El que volem dir és que
g significara coses diferents en funcié de si parlem de transformada de Gabor o en
ondetes. Fins i tot canvia el conjunt on esta definida la z. Qualsevol dels dos casos
sera consistent amb la definicié de ¢, per a translacions. Normalment no hi haura
confusié i d’aquesta manera és molt més senzill veure les similituds i entendre els
teoremes.
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Aquestes dues definicions s6n casos particulars d’accions de grups sobre L%(R).
En el cas de la transformada de Gabor el grup que esta actuant és el de Weil-
Heisenberg i en el cas d’ondetes és el grup afi. Les féormules de reconstruccié es
poden deduir directament de la teoria d’accions de grups sobre un espai de Hilbert,
aixi com altres propietats que donarem més endavant.

Igual que en el cas de translacions, estem interessats en conjunts discrets de
funcions que pugui generar L?(R). Donem per tant les definicions corresponents a
aquests tipus de sistemes.

Definicié. Sigui A = {2, }nen C C un conjunt discret i g € L?(R) una funcié que
anomenarem atom de Gabor analitzant. Definim el sistema de Gabor G(g,A)
com:

G(g,A) = {g-(t) = ¥™'g(t —x);2 =z +iy € A}

Definicié. Sigui A = {2, }nen € RXx R un conjunt discret i ¢ € L?(R) una funcié
admissible que anomenarem ondeta analitzant. Befinim el sistema d’ondetes
W (), A) com:

W, A) = {%(f) =y <t;x> z=x+iy EA}

De manera general considerarem funcions analitzans amb norma 1 i ondetes
normalitzades tals que fooo M d§ = cy = 1.

Com que les versions continues d’aquests sistemes tenen molta més estructura
que el seu equivalent en translacions, als conjunts discrets també els hi demanarem
més. En lloc de preguntar-nos quan un sistema G(g, A) o W (¢, A) genera L?(R),
aqui buscarem més estructura. Demanarem quan pot ser base o marc. Les ques-
tions son similars a les que ens féiem en conjunts de traslladades. Es a dir, donar
condicions sobre la funcié analitzant i sobre el conjunt per tal de que puguem tenir
una base o un marc.

El primers conjunts A en que ens fixarem sén les xarxes regulars. En el cas
de Gabor prenen la forma A = {am + ibn;n,m € Z} = {aZ x bZ}. Els sistemes
de la forma G(g,aZ x bZ) han estat molt estudiats en els darrers anys. Podem
trobar diversos resultats que ens donen condicions necessaries o suficients per tal
que aquests conjunts siguin bases o marcs. Per exemple, en [Dan92] trobem:

Teorema 1.17 (Daubechies). Sigui G(g,aZ x bZ) un marc de Gabor. Aleshores:

ab< 1 (1.9)
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Les constants A, B del marc han de complir necessariament:
1
— <B
ab
1
Vie R, A< EZ\g(t—na)IQ <B

ne”

1
R,A<L = G —mb)]> < B
VEER,AS - Y [g(€—mb)

meZ

A<

El nombre % mesura la densitat de la xarxa. La condicié (L) ens diu que

no hi hauran marcs ni bases per a densitat menor que 1, i que tan sols tindrem
bases ortonormals quan ab = 1. En el cas de bases ortonormals ens trobem amb
un resultat que ens diu que la funcié g no pot estar ben localitzada i ser suau al
mateix temps.

Teorema 1.18 (Balian-Low). Si G(g,aZ x bZ) és un marc amb ab = 1, aleshores:

/ Plgt)Pdi=c0 o / E2/5(6)2 dé = oo
R R

Aquest resultat, provat de manera independent per Balian|[Bal81] i Low [LowS85]
en el cas de base, i generalitzat més tard a marcs per Daubechies i Janssen[Da.J93],
és molt important de cara a les aplicacions, ja que ens diu que no podem trobar
bases ortonormals ben localitzades en temps i freqiiencia al mateix temps. Haurem
de triar entre bona localitzacié o que no hi hagi redundancia. Podem trobar varies
generalitzacions d’aquest teorema.

Pel que fa a condicions suficients també en podem trobar varies. Per exemple:
Teorema 1.19 (Daubechies). Definim:
Blu) = sup Y [g(t —na)|lg(t — na + u)|

SN ez

Sia i b compleixen:

1 . 2
Ay = 3 <Ogt1£a2|g(t—na)| —A) >0

€Z

1 . 2
By = 3 <Ogt1£a2|g(t—na)| —|—A> < 00

€z
aleshores G(g,aZ x bZ) és un marc. Les constants Ay i By son cotes superior i
inferior respectivament de les constants A i B del marc.
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La demostracié d’aquests resultats aixi com un estudi molt més acurat i pro-
fund dels marcs de Gabor regulars el podem trobar en [Dau92], o també podem
citar [Chr03] dintre de I’extensa bibliografia sobre el tema.

Si busquem condicions suficients per a bases ortonormals en xarxes regulars
podem donar un resultat curiés que no era conegut fins ara. Aquest resultat, que
enunciarem en breu, ens diu que si el conjunt G(g,Z x Z) és ortonormal aleshores
és una base. Es interessant perque ens diu que lortonormalitat (independencia
de les funcions) ja ens déna la capacitat de generar quan fem servir tota la xarxa
7Z x Z. La clau ens la déna la férmula de Poisson.

Teorema 1.20 (Férmula de sumaci6 de Poisson). Sigui f una funcid a la qual li
podem calcular la transformada de Fourier. Aleshores:

Yo fm)y= 3" fim

mezZ" mezZ"

és valida quan els dos costats de ligualtat tenen sentit.

La idea és aplicar aquesta féormula a la transformada continua de Gabor d’una
funcio, que esta definida en dues variables. Donem un lema técnic primer.

Lema 1.21. Sigui g € L?*(R) un atom de Gabor i sigui Gf la transformada de
Gabor de f € L?(R) respecte g. La transformada de Fourier (en dues variables)
de Gf és:

F(GF)(€1,&2) = (&) f(—Eo)e™ e

Demostracio. Calculem directament:
FGHIE&) = [ | GHlan)e o) dndy
/ / 727rzyt )dte 2mi(xé1+y€a) dr dy
RQ
f( ) —2miy(&2+t) / mef%rix& dr dy dt
R
/ —2miyéa / f —27rztye—27rzt§1 (é- )dt dy
—G(E) [ e fley+ ) dy = T ()

que és el que voliem provar. O

Teorema 1.22. Sigui g € L*(R) un atom de Gabor. Si el sistema G(g,7Z x Z) és
ortonormal aleshores és una base ortonormal.
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Demostracié. El que farem és aplicar la férmula de Poisson a la funcié |G f[2.
Abans de calcular observem que |Gf|> = GfGf. Fent servir el lema [CZI] tenim
que:

F(GF) (&1,&) = G(=&) f(&)e et

Per tant:

FIGFP) (6, &) =

/ glan)glar — &) f(—ag) f(& — ag)e T8 2T1022T10201 oy dag
R2
Ara apliquem la férmula de Poisson a |Gf|?:

Y 1Gfmn)P = Y F(IGFI?) (m,n)

m,ne’ m,ne’

— / Mﬁ(al _ m)f(_QQ)me—ZwimneZWimaz 627rina1 day day
R2

= % ([ artatar - mieere dan ) ([ s-anifn—ae e das

= > (Tt +n), g())(f(2), T f (E+ m))

m,ne”

=[|£1I*

on hem fet servir la condicié d’ortonormalitat en el darrer pas. Tan sols queda
recordar la definicié de G f(m,n) per veure:

ST @), gt +m)) P = > |G f(m,n)]* = || fI?

mne” m,ne’

que és el que ens calia per a provar que G(g,Z x Z) és una base ortonormal. [

En el cas d’ondetes les xarxes regulars tenen la forma {a’nb + ia’}; ez C
R x RT, depenent dels dos parametres a,b. Aquestes xarxes les anomenarem
hiperbolicament regulars, ja que tenen la propietat de que la distancia hiperbolica
entre els punts veins d’aquesta xarxa és constant. També es corresponen amb els
extrems de la particié en cubs diadics del semipla, que tenen mésura constant.
En aquest cas aquests també han estat els conjunts més estudiats. Podem donar
condicions necessaries semblants a les que hem donat en el cas de tran§f0rmada
de Gabor. Si prenem una ondeta 1) admissible i definim ¢y = fooo Mdf i
A = {a’nb+1iad’}; ez, podem enunciar, per exemple:
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Teorema 1.23 (Daubechies). Si W (i, A) és un marc per a L*(R), aleshores les
cotes del marc compleizen que:

27ey,

< <
bloga
1 ~ .
YEER\{0}, A< ) [0(@E) < B

JEZ

Cal observar que, a diferencia dels que ens passava amb Gabor, aqui no hi ha
cap restriccié pel que fa a la densitat de la xarxa. En general podem justificar
aquest fet amb el segiient argument; si W (), A) és un marc amb A una xarxa
regular amb parametres a, b, definim {bv(t) = 'y%w(*yt). Aleshores W({/;, K) sera,
un marc amb A una xarxa regular amb parametres a, %. Aquest raonament no
el podem fer quan 1 esta normalitzada de manera que ¢, = 1, perd tampoc es
coneix cap resultat que ens digui que no hi han marcs per sota d’'una densitat
determinada.

Pel que fa a condicions suficients, també podem donar exemples:

Teorema 1.24 (Daubechies). Definim:
Blu) = sup D [d(a€)|[(a€ + )]
ez

0<é<a;

kEZ,k#0
Si a i b compleizien:
1 ~
i ; Je)|12
Ao =7 oi?iaz (@) —A ) >0
JEZ
7
1 . -~ ; 2
Bo= 7 | inf > [W(@OP +4 ) <o

JEZ
Aleshores W (g, A) és un marc per a A una rarxza reqular amb parametres a,b. Les
constants Ag 1 By son cotes superior i inferior respectivament de les constants A

1 B del marc.

Les proves d’aquests resultats i un estudi més profund dels marcs de ondetes el
podem trobar també a [Dau92]. En el cas d’ondetes les bases ortonormals han estat
molt més estudiades. Pe una part no tenim cap restriccié del tipus Balian-Low. Es
poden construir bases ortonormals d’ondetes amb bones propietats de localitzacié
temps-frqiiéncia. A més tenim unes estructures que ens permeten crear-ne de tan

bones com vulguem de forma senzilla.
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1.5.1 Analisi Multiresolucio.

Els analisis multirresolucié sén unes estructures introduides per Mallat [Mal9§],
composades per una serie de subespais amb unes propietats que els relacionen.
Aquestes estructures ens permet generar de manera explicita bases ortonormals
d’ondetes. La majoria de bases d’ondetes ortonormals que és coneixen sén fruit

d’aquestes estructures que ara definirem i comentarem breument.

Definicié. Una seqiiencia {V;};ecz de subespais tancats de L%(R) és una aproxi-
macié multirresoluci6 si es satisfan les segiients sis propietats:

V(j.k) € 22, f(t) € V; & f(t—2k) €V (1.10)
Vj€Z, Vi CV; (1.11)
t

VieZ, ft)yeV,e f <§> € Vi (1.12)
Jim V= () V= {0} (113

j=—00
lm V= | V| =L’R) (1.14)

j——00 imoo
Existeix ¢ tal que {¢(t — n)}nez és una base ortonormal de V) (1.15)

Aquestes condicions no sén independents entre elles ni sén les minimes que es
poden demanar, pero no ens n’ocuparem en aquest treball.

Anomenarem a ¢ 'ondeta pare o funcié d’escala de ’analisi multirresolucié.
No hem de confondre ¢ amb una ondeta admissible, ja que en general no ho sera.
El que si que hem d’observar és que ¢ ens determina totalment l’aproximacié
multirresolucié.

A partir d’aquesta estructura, fent servir (LIIl), podem afirmar que existeixen
subespais tancats W1 C V; de manera que Wj;1LVj41. Aixo implica:

Viia=V,®eW; (1.16)
A més obtenim que els W;’s sén ortogonals entre si. Fent servir (CT3), (CI4) i
(CI6) podem afirmar que:
o
L’®R) = B W, (1.17)

j=—o00

Utilitzant (CI2) veiem també que:

VikeZ, f(t)eW; & f (%) € Witk (1.18)
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Fent servir (LIH) podem veure que existeix t(t) tal que:
{t(t — n)}nez és una base ortonormal de W) (1.19)

Aquesta 1 es pot calcular explicitament a partir de ¢. Ajuntem (CI7), (CIX)) i
(CTA) per veure que el conjunt:

1 t—2in
5={zm ()]
2j/2 2 J,nEZL

és una base ortonormal per a L?(R).

L’estructura formada pels W;’s i ¢ 'anomenarem analisi multirresolucio. Es
pot comprovar que ¥ és una ondeta admissible. Hi han molts exemples d’ondetes
provinents d’analisis multirresolucid. Sén una eina molt util, sobre tot en el camp
del tractament del senyal, i existeix una extensa literatura que els estudia. Els
detalls d’aquesta construccié fent servir la mateixa notacié els podem trobar a
[MaI98].

Les bases que ens donen els Analisis Multirresolucié és corresponen amb les
traslladades afins de 'ondeta 1 per la xarxa regular:

A={2n+i2}, ez CR xR

Hem de comentar que les ondetes que construim a traves dels analisis multiresso-
lucié no estan normalitzades de manera que ¢y, = 11 no tenim cap contradiccié
amb el teorema [[L23]

1.6 Espais de Fase.

Les eines classiques de 'analisi harmonica només sén utils per estudiar els conjunts
regulars, ja sigui en el cas de translacions o en les transformades de ondetes i Gabor.
Per estudiar la resta de casos haurem d’introduir nous conceptes que ens permetin
utilitzar altres eines, com sén ’analisi complexa o la teoria d’espais de Hilbert amb
nucli reproductor. Els espais de fase sén conjunts de funcions que seran de gran
importancia el llarg de tot el treball. De manera informal, aquests espais estan
formats, fixada una funcié analitzant, per les transformades continues de totes les
funcions.

1.6.1 Traslladades.

El nostre objectiu és definir un espai de funcions que estigui format per les trans-
formades continues de totes les funcions. Sota aquesta idea tan poc precisa el que
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busquem és un conjunt de funcions que ens permeti transformar la propisicié L]
en resultats sobre conjunts d’unicitat i de zeros d’aquests espais.

Pensem que tenim un (candidat a) generador fixat ¢ € LP(R). Volem intentar
coneixer per a quins conjunts discrets A el sistema T'(p,A) genera LP(R). Per
dualitat aixo sera equivalent a mirar-se el producte escalar de les traslladades de
 amb funcions de 'espai dual v (R). La desigualtat de Holder ens diu que per

a tot x podem definir la seglient funcié:
Tfa) = [ SO d

quan f € LV (R). A més esta acotada i és continua. D’aquesta manera podem
pensar que T'f és la transformada continua de f per la funcié analitzant ¢. Ens
hem de fixar que definim les transformades continues de les funcions de 'espai
dual del que volem generar. Aix0 jaés consistent amb el que hem fet a I’hora de
definir les transformades continues de Gabor i ondetes, ja que L?(R) és un espai
de Hilbert i el seu dual és ell mateix.

Definicié. Donada una funcié ¢ € LP(R), 1 < p < oo definim el seu espai de
fase H, = H com:

H, = {F :3f € L (R) amb F(z) = /Rf(t)go(t —x)dt = (f(t),p(t — x)>}

on p’ és 'exponent dual de p.

Aquests espais ens seran molt 1tils per estudiar el nostre problema. Hi ha una
relacié molt directa entre les propietats de generaci6 de T'(y, A) i els valors que pot
prendre una funcié F' € H en els punts de A. Ens calen un parell de definicions
per formalitzar aquestes idees.

Definicié. Donat un espai vectorial de funcions continues H direm que un conjunt
discret A és un conjunt d’unicitat per a H si els valors de qualsevol F' € H en
A determinen completament F.

Aixo és equivalent a que F'(A) = 0 per a tota A € A impliqui F' idénticament
0.

Definicié. Donat un espai vectorial de funcions continues H direm que un conjunt
discret A és un conjunt de zeros per a H si existeix alguna funcié F' € H tal
que F(A\) =0 peratota e AiF(x)#0siz &\ Esadir, F sanul.laen A ien
lloc més.

Els segiients resultats, encara que senzills, ens seran de gran utilitat, i posen
de manifes la gran importancia que tenen els espais de fase a I'hora d’estudiar els

generadors per translacions.
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Proposicié 1.25. Sigui H ’espai de fase per traslladades d’una funcié ¢ € LP(R).
T(p,A) genera LP(R) si i només si A és un conjunt d’unicitat per a H.

Demostracid. Aixo és trivial si observem que la equivalencia del final de la definicié
és la condici6 de dualitat [l O

Proposicié 1.26. Sigui H ’espai de fase per traslladades d’una funcié ¢ € LP(R).
T(p,A) genera LP(R) si i només si A no esta inclds en cap conjunt de zeros de H.

Demostracié. Si A pertany a un conjunt de zeros existeix f € LV (R) tal que
(f,or) =0peratot A€ Ai f#0 (Tf es pot anul.lar en més punts). La condicié
de dualitat [Tl ens diu que en aquest cas T'(¢, A) no pot generar LP(R). Aquesta
condicié també ens diu que si T'(¢, A) no genera LP(R), A pertany a un conjunt
de zeros de H. O

Aquests dos resultats, encara que els hem provat de manera diferent, sén equi-
valents. Si podem coneixer els conjunts d’unicitat o de zeros de 'espai de fase
haurem resol el problema per a una ¢ fixada. Aixo no sera possible normalment.
A més cal comentar que si A esta en inclés en un conjunt de zeros, aleshores
T (¢, A) no pot generar. Pero aixé no vol dir que A és un conjunt de zeros. Aixo
sera un entrebanc més en el nostre estudi.

El primer pas per caracteritzar aquests conjunts és descriure els espais de fase,
o més que descriure’ls, reconeixer-los. Aix0 no sera possible en general. Pero
fins i tot en els millors casos encara no haurem acabat la feina, ja que caldra
saber després quins sén els seus conjunts d’unicitat (o de zeros). Caracteritzacions
d’aquests no seran senzilles gairebé mai. Els casos en que podrem afrontar aquest
problema seran aquells que el seu espai de fase tingui molt bones propietats. Per
exemple, si aquest espai esta format per funcions analitiques (o fins i tot és un
espai conegut) podrem intentar-ho, perd aixo no és cap garantia d’exit. Veurem
en els propers capitols que tant amb la funcié de Poisson com amb la gaussiana ens
apareixen espais de fase de funcions analitiques, i que en el primer cas caracteritzem
els conjunts d’unicitat i en el segon tan sols podem donar resultats parcials.

Quan sigui dificil descriure 'espai de fase sempre tindrem 'opcié d’incloure’l
dins d’algun espai més tractable. O també podrem veure que conté algun conjunt
de funcions que coneixem bé. Aquesta manera de treballar no ens podra resoldre
el problema completament, pero ens ajudara a donar resultats parcials. Es a dir,
sovint farem servir els segiients resultats.

Proposicié 1.27. Sigui H ’espai de fase per traslladades d’una funcié ¢ € LP(R).
Suposem que existeiz un espai (conjunt) de funcions E tal que H C E. Si A és un
conjunt d’unicitat per a E, aleshores T'(p, A) genera LP(R).
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Demostracio. Si A és d’unicitat per a FE, els valors en A determinen totes les
funcions de F, i en particular totes les de H. [l

Proposicié 1.28. Sigui H [’espai de fase per traslladades d’una funcio ¢ € LP(R).
Suposem que ezisteir un espai (conjunt) de funcions E tal que E C H. Si A esta
contingut en un conjunt de zeros per a E, aleshores T'(p,A) no genera LP(R).

Demostracié. Com que A esta en un conjunt de zeros per a F, existeix F' € E tal
que F'(A) =0 per a tot A € A. Aquesta F' també pertany a H, i per tant A també

esta en un conjunt de zeros per a H. O

1.6.2 Gabor.

En aquest cas, com que estem en un espai de Hilbert, sera més senzill definir I’espai

de fase.

Definicié. Sigui g € L?(R). Definim 'espai de fase de 'atom de Gabor g, H,
(o H) com:

Hy, = {F(z) € L?(C): 3f € L*(R) amb F(z) = Gf(z) = <f,gz>}

Aquest espai té bones propietats. El teorema [LT4] ens diu que totes les seves
funcions sén de quadrat integrable a C. A més és subespai de Hilbert i totes
les seves funcions sén continues. Concretament és un espai de Hilbert amb nucli
reproductor.

Teorema 1.29. L’espai de fase Hy d’un atom de Gabor g € L*(R) és un subespai
de Hilbert de L?(C) que esta caracteritzat pel segiient nucli reproductor:

kg(z? ZO) = k(z’ ZO) = kzo(z) = <gzoagz>

Es a dir, I' € Hy si i només si:
F(z) /F k(z, 20) dx dy (1.20)

La transformada de Gabor respecte a g és un isomorfisme de L>(R) en H,.

Demostracid. Introduim la férmula de reconstruccié en la definicié de la transfor-

Gf(z0) = /Uw;mw@ﬂwm

Intercanviant les integrals ens queda:

G1(en) = [ 61 ( [ 0igm@ar) dody

mada:
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Per tant k reprodueix totes les funcions de I'espai. Com que pertany a aquest espai
ja podem afirmar que és el seu nucli reproductor.
L’isomorfisme es dedueix del teorema[[I4}, ja que H, hereta la norma de L?(C)

LI = NG m

Observacid. La férmula de reproduccié ([L20) la podem pensar com una convolucid.
L’argument és el segiient, si prenem la definicié de k tenim que:

k(z, ZO) = <gz,gzo> = 627rix(y—yo)<g,g’207z> = 627rix(y—yo)k(Z0 - Z)

on hem definit k(z) = (g,9.) = k(0,2). Si introduim aixd a la férmula de repro-
duccié ([CZ0), aquesta pren la forma:

F(z) = /CF(z)ezmx(y_y“)k:(zO —z)dxdy

que és practicament una convolucid, tret del factor exponencial, que té modul
1. Aquesta classe de convolucions s’anomenen convolucions cargolades (twisted
convolution en angles). Escriure la férmula de reconstruccié d’aquesta manera ens
sera molt més practic.

Hem de tenir en compte que estem fent servir k tant per designar el nucli
reproductor pensat en dues variables com per el nucli de convolucid, que només
depén d’una variable. S’ha d’estar una mica atent per evitar errors, encara que

normalment no hi haura confusié.

Com que l'espai en que treballarem esta format per funcions continues i té nucli
reproductor, podem mostrejar les funcions en qualsevol punt. Donat un conjunt
de punts de C podem considerar, per a cada F' € Hg, la successié de valors que
pren F' en aquest conjunt.

Definicié. Donat un conjunt discret A = {\;, }ez C C direm que A és un conjunt
de mostreig per a H, si existeixen constants A, B > 0 tals que:

AIFI2 < ST IFOW? < BIFI? VF € H,
ne”
Aquests conjunts ens interessen molt ja que es corresponen amb els marcs:

Proposicié 1.30. Sigui A C C un conjunt discret i g € L>(R) un atom de Gabor.

G(g,A) és un marc de L*(R) si i només si A és un conjunt de mostreig per a Hy.

Demostracio. Aquest fet és clar observant que Gf(z) = (f,9.) 1 que ||Gf|| =
| f]l. Com que tenim correspondéncia bijectiva entre H, i L*(R) a traves de la
transformada de Gabor, podem escriure:

STIGFNP =D 1{f a0

AEA AEA
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per a tota f € L?(R) o per a tota Gf € H,. Per tant la condicié de marc i la de
mostreig sén equivalents. O

Amb aquest resultat, descriure els conjunts de mostreig de H, és equivalent a
descriure els conjunts A per als quals G(g,A) és un marc. I si podem demostrar
que per a un cert H, hi han conjunts de mostreig, aleshores existeixen conjunts A
per als quals G(g, A) és un marc.

Relacionats amb els conjunts de mostreig tenim el que podriem anomenar el
concepte dual, que sén els conjunts d’interpolacio:

Definicié. Sigui A = {A\;}ney € C un conjunt discret. Direm que A és un
conjunt d’interpolacié per a H, si per a tota successié {a,}nen € [? existeix
una funcié F' € H, tal que:

F(\) = ay Vn eN

Diem que aquests dos conceptes sén duals ja que si ens mirem 'operador de
mostreig a H, per a un conjunt A = {\, }nen:

M:H, —I?
Fr+— M(F)={F(\)}nen

Aquest operador és injectiu si A és de mostreig, i exhaustiu si és d’interpolacio.
Aquests operadors es corresponen amb els operadors de sintesi en L?(R) pels con-
junts de funcions G(g,A). Amb aquesta dualitat és facil veure que les bases de
Riesz es corresponen amb els conjunts que son de mostreig i interpolacié a I’hora.

Com que tenim isomorfisme entre L*(R) i H, també tenim la segiient equi-
valéncia, que és evident a partir de les definicions:

Proposicié 1.31. Sigui g € L*(R) i A C C un conjunt discret. G(g,A) és un
marc (o una base de Riesz) de L*(R) si i només si {kx}ren €s un marc (o una
base de Riesz) de H,.

En vista d’aquests resultats, queda clar que coneixer bé I'espai de fase d’un
atom de Gabor ens sera molt 1util per provar I'existéncia i descriure els conjunts
que ens poden donar lloc a un marc o una base de Riesz. Ara volem trobar atoms
que tinguin un espai de fase amb bones propietats. En general aquests espais de
fase ja s6n millors que un espai de Hilbert qualsevol. Només ens trobem amb
funcions continues i a més vénen caracteritzats per un nucli reproductor, que ens
dona molta estructura. Informalment parlant, podem dir que tot el que li passi al
nucli ho hereta I’espai sencer.
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Tot i aquestes bones propietats, no podrem millorar els resultats ja coneguts
per a atoms de Gabor qualssevol. El que farem és demanar al seu nucli repro-
ductor (que és equivalent a posar condicions sobre g) que tingui bones propietats
d’integracié i de discretitzacié.

Definicié. Definim I'algebra de Feichtinger com el conjunt de funcions g €
L?(R) tals que:

k(z) = Gg(2) = (9. 9:) = / g(t)e ™MW g(t — x)dt € L'(C)
R
Designarem aquest conjunt com A.

Aquestes sén les funcions que farem servir per analitzar, ja que ens donaran lloc
a espais de fase amb les propietats desitjades. Aquest conjunt va ser introduit per
Feichtinger i Grochenig dintre de la teoria de representacions estudiada en [FeGGR9),
[FeGRI-2] i [Gro91]. Entre les propietats més interessants d’aquest conjunt podem
enunciar que {f,g.) € L*(C) si i només si f,g € A. Aquest fet ens déna una
manera senzilla de reconéixer 1’algebra si coneixem alguna de les seves funcions.

Un exemple trivial de funcié que pertany a I’algebra de Feichtinger és la funcié
gaussiana:

o(t) =25

Aquesta funcié jugara un paper molt important en aquest treball. L’avantatge
d’aquesta funcié és que podem calcular explicitament el nucli reproductor del seu
espai de fase, que és k(z)ef%z'ze_““”y. També podrem descriure molt bé I'espai
de fase. Ens apareixera ’espai de Fock de funcions enteres, on podrem aplicar les
téciques de 'analisi complexa. De fet en aquest espai particular ja s’havien descrit
els conjunts de mostreig i interpolacié, i per tant ja esta resolt el problema que
nosltres ens plantejem.

Per discretizar les formules de reproduccié i reconstruccié el que ens cal és
poder controlar els valors puntuals a traves de valors continus de les funcions. Per
fer aixo hem de definir el que anomenarem la funcié maximal local, que ens déna
un control més gran de la funcié:

Definicié. Donada una funcié continua F' definida en C definim la seva maximal
local com:

MF(z) = swp |F(w)l
weB(z,1)

on B(z,1) és la bola de centre z i radi 1 en C fent servir la distancia euclidiana.

Aquesta funcié amplifica els punts excepcionals de la funcié F'. Informalment
parlant, si F' és gran en un punt M F és gran en un conjunt de mesura positiva.
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Els espais per els que podrem discretitzar les formules de reproduccié sén
aquells per als quals la funcié maximal del nucli reproductor és integrable. Sor-
prenentment aixo passa si g € A.

Proposicié 1.32. Sigui g € L2(R) un atom de Gabor i k el nucli reproductor del
seu espai de fase. Si g € A aleshores Mk és integrable en C. Es a dir, Mk és
integrable si k ho és.

Aquest resultat confirma que el conjunt A és 'adient per a treballar.

La situacié ideal ens la trobem si podem descriure perfectament 1’espai de fase
d’alguna manera que ens permeti coneixer els seus conjunts de mostreig. Aquests
conjunts han estat molt estudiats en els espais de funcions harmoniques o holo-
morfes. En alguns d’ells s’han donat carcateritzacions completes dels seus conjunts
d’interpolacié i mostreig. Pero com veurem més endavant, nosaltres només ens tro-
barem en aquest cas quan ’atom de Gabor és la gaussiana. En aquest cas ’espai
de fase es correspon de manera directa amb l'espai de Fock i comparteixen els
conjunts de mostreig i interpolacié.

1.6.3 Ondetes.

Pel que fa a ondetes ens trobem amb una situacié molt semblant al que hem
comentat aqui per a Gabor. Hem de tenir en compte que ara els espais de fase
estaran definits a R x R™ en lloc de C.

Definicié. Sigui 1 € L?*(R) una ondeta admissible. Definim I’espai de fase de
I'ondeta ¢, Hy, (o H) com:

Hy={F(z) € *(RxRT):3f € L*(R) amb F(z) = W f(2) = (f,¢.)}

Igual que en el cas de Gabor, aquest espai també esta format per funcions

continues, perd ara de L? (R xR, df;gly ) També és un espai amb nucli reproductor:

Teorema 1.33. L’espai de fase Hy d'una ondeta admissible ¢ € L*(R) és un
subespai de Hilbert de L*>(RxR™) que ve caracteritzat pel segiient nucli reproductor:

k‘w(% ZO) = k(Z’ZO) = kzo(z) = <71Z)20’¢Z>
Esa dir, F' € Hy, si i només si:

F(z) = /RXR+ F(2)k(z, ZQ)% (1.21)

i la transformada en ondetes respecte a v és un isomorfisme de L?(R) en Hy.



1.6. Espais de Fase. 33

La demostracié és identica a la del teorema [L29i no la repetirem.

La primera diferéncia significativa entre les dues transformades és que en aquest
cas ([LZI) si que és una convolucid, pero respecte al grup hiperbolic (o aff). Si defi-
nim zy-z = Yoz + 2o (on la juxtaposici6 és el producte habitual de C) podem dotar
d’una estructura de grup a R x R*. En aquest grup I’element neutre serd i = (0,1)
: 1 _ z—20
Lz 2 =52
translacions respecte al grup) és diferent per la dreta que per 'esquerra. Nosal-

Aquest grup no és commutatiu. La seva mesura invariant (per

tres treballarem només amb translacions per I'esquerra. En aquest cas aquesta la

. . s da d ;
mesura invariant sera dm(z) = Zgy. D’aquesta forma podem escriure:

k(2730) = <¢zmwz> = <¢z*1-z07w> = k(z_l ' 20)

on hem definit k(z) = (¢, v,) = k(0, z). Igual que en el cas de Gabor, introduim
aixo a la férmula de reproduccié (ICZI)):

dx dy
Y2

Flzo) = /R PIACLEEY

on ens trobem una férmula de convolucié no commutativa ja que el grup no ho és,
pero que tindra la majoria de propietats que tenen les convolucions habituals.

A T’hora de donar condicions d’integrabilitat o definir la funcié maximal també
tindra importancia que 'estructura de R x RT és diferent de la de C, pero fins
llavors tot és identic.

Definicié. Donat un conjunt discret A = {\, }nez C R x R direm que A és un
conjunt de mostreig per a H, si existeixen constants A, B > 0 tals que:

A|FI2 < ST IFOW? < BIFI? VF € Hy
ne”

Proposicié 1.34. Sigui A C R x R* un conjunt discret i 1 € L*(R) una ondeta
admissible. W (g, A) és un marc de L*(R) si i només si A és un conjunt de mostreig
per a Hy.

La demostracié és identica a la del cas de Gabor. La definicié de conjunts
d’interpolacié i la simetria entre les bases generades per 1 i les generades pel nucli
reproductor també son identiques.

Definicié. Sigui A = {\;}neny € R x RT un conjunt discret. Direm que A és un
conjunt d’interpolacié per a Hy si per a tota successio {a, }nen € I? existeix
una funcié F' € Hy tal que:

F(\,) = ay Vn e N
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Proposicié 1.35. Sigui ¢p € L?*(R) una ondeta admissible i A C R x R un
conjunt discret. W (g, \) és un marc (o una base de Riesz) de L*(R) si i només si
{kx}rea €s un marc (o una base de Riesz) de Hy.

A Thora de demanar condicions d’integrabilitat del nucli, en el cas d’ondetes
tenim una nocié equivalent a l’algebra de Feichtinger considerant aquelles ondetes
per les quals el seu nucli és una funcié integrable:

Definicié. Definim les ondetes amb nucli integrable com aquelles ondetes
admissibles ¢ € L?(R) tals que:

k(z) = Wy(2) = (¢,4:) :/Rw(t)yéw(tf)dtep(mxw, ;

dx dy

)

Designarem el conjunt de totes les ondetes amb nucli integrable com B.

Aquest conjunt conserva algunes de les propietats de I’algebra de Feichtinger,
perd no totes. Per exemple, si (f,1,) € LY(R x RT) per a una 1 € B, aleshores
(f,¢.) € LY R x R") per a qualsevol altra ¢ € B. Perd en canvi no podem
assegurar que {¢,1,) € L'(R x RT). Aixd passa perqué en el cas de Gabor G'f(z)
és integrable si i només si Gf(—z) ho és. En canvi en ondetes W f(z) pot ser
integrable i W f(271) no. Aquesta és una de les diferéncies de l'estructura del
grup.

Pel que fa a discretitzacions, també ens caldra definir la funcié maximal local.
Cal tenir en compte que a I’hora de definir la bola unitat haurem de fer servir la
distancia hiperbolica.

Definicié. Donada una funcié continua F' definida en R x RT definim la seva
maximal local com:
MF(z)= sup |F(w)
weB(z,1)
on B(z,1) és la bola de centre z i radi 1 en R x RT fent servir la distancia hi-
perbolica.

El conjunt d’ondetes tals que la maximal local del seu nucli és integrable dife-
reix de B, i anomenarem MB.

Igual que en el cas de Gabor, voldrem descriure tan bé com puguem l’espai
de fase d’una ondeta, per poder descriure els seus conjunts de mostreig i d’inter-
polacié. Casualment ens trobem un conjunt d’ondetes admissibles per a les quals
I’espai de fase es correspon amb un espai de funcions holomorfes. Les funcions sén

les ondetes tipus Poisson:
_ o+l

(o) = (i)

Co
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i el seus espais de fase es corresponen amb els espais de Bergman del semipla.
Aquestes ondetes no sén reals, perd aixd només és una qiiestié teécnica. Sempre
podem prendre la seva part real o la seva part imaginaria i donar els mateixos
resultats, ja que la part reals d’una funcié holomorfa determina directament la
seva part imaginaria.

Sota certes condicions també tindrem un resultat d’unicitat, encara que no

sera tan bo com en el cas de Gabor.
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1. Preliminars.




Part 1

Generadors per translacions.
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Capitol 2
Generadors per a L'(R).

Hem comentat als preliminars que a I'hora d’estudiar els sistemes de generadors
de la forma T'(p,A) sorgeixen diferents questions. Les dues primeres que ens
podem plantejar sén quins conjunts A podrem fer servir, i quines funcions ¢ ens
permetran generar. Aquestes questions es poden tranctar per separat, pero estan
molt relacionades.

La caracteritzacié dels conjunts A que admeten generadors per a L'(R) la po-
dem trobar en [BOUO6] i [BruO6]. En aquest parell d’articles es descriuen aquests
conjunts a traves de les densitats de Beurling-Malliavan, del radi espectral de A
o com a conjunts d’unicitat de certes classes de funcions. En la primera seccié
donarem el resultat concret.

Pel que respecta a la caracteritzacié dels generadors no tenim tan bones no-
ticies. Aquest problema ha estat menys estudiat i no es coneix cap descripccid
completa. El teorema de Wiener ja ens déna una condicié necessaria que de mo-
ment és 'inica que es coneix. Els exemples i resultats que es coneixen de moment

ens porten a plantejar la segiient conjectura:

Conjectura. Sigui ¢ un generador de L'(R). Aleshores $(£) # 0 per a tot £ € R

log ||
/R 1+

Aquesta darrera integral és coneix com la integral logaritmica de @. Apareix

1 a més:

en diversos camps de ’analisi matematic. Per exemple, la monografia [Koo92] es
dedica integrament a estudiar aquesta integral. Hi ha diverses raons que ens fan
pensar que aquesta conjectura és certa. Per una part tenim dos cass especials
(generadors ¢ amb transformada de Fourier decreixent o conjunts A continguts
en una semirecta) en que ja se sap que és necessaria la divergencia de la integral.

Dediquem una seccié a explicar breument aquests casos.
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A més, tots els exemples que es coneixen de generadors per a L'(R) complei-
xen aquesta condicié. De fet formen part d’una classe especial de generadors, que
anomenarem quasi-analitics. Una altra seccié d’aquest capitol es dedica a estudiar
aquests generadors. Per aquest conjunt serem capagos de donar condicions sufici-
ents molt properes a les necessaries donades en [BruO6] (on ja van ser introduits)
a I’hora de construir-los.

També estudiarem una altra classe especial de generadors, anomenats analitics,
i que sén un subconjunt dels anteriors. Aquests sén relevants perqué és senzill
construir-los i tenen espais de fase amb molt bones propietats.

Un altre problema interessant és intentar descriure, si fixem ¢, quins conjunts
A fan que T'(¢, A) sigui un sistema de generadors. Enunciarem algunes condicions
suficients quan el generador amb el que treballem és quasi-analitic o analitic.

Els dos propers capitols s’ocupen integrament a estudiar aquest problema en
casos molt especials. En el capitol Bl expliquem la caracteritzacié dels conjunts A
que donen lloc a un sistema de generadors per a la funcié de Poisson que s’obté
en [BrM(7]. Generalitzarem després aquesta descripcié a altres funcions properes
a la de Poisson.

El darrer capitol d’aquesta part estudia el mateix problema, pero aquest cop
per a la funcié gaussiana. Per aquesta funcié ja es coneixien alguns resultats
parcials. Afinarem més les condicions tant necessaries com suficients perque un
conjunt doni lloc a un sistema de generadors amb la gaussiana, pero no arrivarem
a cap descripccié completa.

2.1 Caracteritzacié dels conjunts de genera-
dors.

Ja hem comentat que una de les primeres preguntes que ens podem plantejar és
quan, donat un conjunt discret A C R, existeix un A-generador de L'(R). Aquesta
questié esta resolta en [Bru06] i [BOUO6]. El teorema que ens donen és el segiient:

Teorema 2.1 (Bruna, Olevskii, Ulanovskii). Per a un conjunt discret A C R, les
segiients condicions son equivalents:

a) Existeir un A-generador ¢ per L'(R).
b) El radi espectral de A és +oo.

c) A és un conjunt d’unicitat per a una classe quasi-analitica C{M,} amb My —
0.

d) A és un conjunt d’unicitat per a una classe generalitzada de Brenstein.
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Observacid. Les classes generalitzades de Brenstein [BOUO6] i les quasi-analitiques
sén molt properes. En els dos casos, si A és un conjunt d’unicitat per alguna
d’aquestes classes aleshores podem aconseguir un A-generador dintre de la classe
corresponent.

El radi espectral de A es defineix com el segiient suprem:
sup{T >0 : {e7"} \en genera L2(0,7T)}

Es a dir, mesura la capacitat de generacié que tenen les exponencials amb para-
metres a A. Per exemple, el radi espectral de Z és 2w. Aquest coincideix amb la
densitat de Beurling-Mallavin. D’aquesta forma tenim una férmula més geometri-
ca de calcular el radi espectral. No entrarem en detalls sobre aquest tema.

Nosaltres estarem interessats en descriure les funcions que poden fer el paper de
generadors de L'(R). Aquest problema és molt complicat de resoldre directament.
En aquesta seccié ens limitarem a estudiar un tipus especial de generadors. Els
conjunts que admeten generadors estan descrits en 21l en termes de conjunts d’u-
nicitat de certes classes de funcions. El que podem fer llavors és buscar condicions
sobre ¢ perque l'espai de fase d’aquesta funcio estigui dins d’aquestes classes. Des-
prés podrem aplicar la proposicié per provar que existeixen conjunts discrets
A tals que T'(p, A) genera L'(R). Ens centrarem en les classes quasi-analitiques.
Fins ara, tots els generadors de L' (R) que es coneixen estan continguts en aquestes
classes. Anomenarem a aquests generadors quasi-analitics.

La primera condicié perqué una funcié ¢ sigui un generador de L'(R) ens la
déna el teorema de Wiener Aquest teorema ens diu en el cas L}(R) que la
funcié ¢ ha de tenir transformada de Fourier diferent de zero en tot punt. Aquesta
condiccié és necessaria i independent de quina classe de generador busquem, per
tant I’haurem de tenir sempre present.

La resta de condicions que donarem seran condicions de decreixement de la
transformada de Fourier. Ens trobarem que com més decreixement tingui la trans-
formada, més conjunts A admetra per poder generar L!(R). Es important comen-
tar que per molt que decreixi haurem de tenir sempre present que pot prendre el
valor zero. Aix0 ens diu, per exemple, que no podem pensar en generador amb
transformada de Fourier amb suport compacte.

Les condicions de decreixement de la transformada es corresponen de manera
informal amb condicions de regularitat de la funcié ¢. Aixo fa que els genera-
dors amb que treballarem tinguin molt bones condicions de derivacié. A mode
d’exemple d’aquest fet comentarem que els generadors quasi-analitics sempre sén
C.

Quan parlarem de condicions necessaries aqui és important comentar que
aquestes no seran condicions necessaries perque una funcié ¢ sigui un A-generador,
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siné que seran necessaries perque sigui un generador d’un cert tipus (concretament
quasi-analitic). De moment no s’han trobat condicions necessaries (tret del teore-
ma de Wiener) perqué una funcié sigui un generador de L!(R) en general, i com
hem comentat anteriorment, tots els que es coneixen sén del mateix tipus que
descriurem.

2.2 Integral logaritmica divergent.

El teorema ens dira que si ¢ és un generador quasi-analitic, aleshores:

/ log |7(¢)]
R 1+&2

De fent ens dira més. No tan sols aquesta integral és divergent, siné que existeix
una majorant logaritmicament convexa amb la mateixa propietat. Aquesta condi-
cio és necessaria perque ¢ sigui un generador quasi-anaitic. Ens podem plantejar
si també és necessaria en general. Aquest és ara per ara un problema obert, pero
existeixen dos casos en que és certa. AixO ens fa pensar que la conjectura sera
certa en general. A mé un dels casos posa restriccions sobre la funcié i Daltre
sobre el conjunt.

Anem a comentar-los ara per separat. El primer cas correspon a generadors
tals que @ és parella i decreixent en el semieix positiu. Aquest cas ja es comenta
en [Brul6], i aqui reproduim 'argumentacié sense canvis importants. La idea és
la segiient, suposem que per a qualsevol ¢ existeix una funcié f € L*(R) tal que
f * @ esta soportada en (—e,€). Si aixd passa ¢ no pot ser un generador, ja que
A hauria de ser un conjunt dens a tot arreu i no podria ser discret. Ara caldra
buscar condicions necessaries perque aixo no passi. El criteri ens el déona la teoria
de multiplicadors de Beurling-Malliavin. Necessitem primer una definicio.

Definicié. Un pes w(§) > 1 direm que admet multiplicadors si existeix una
funcié entera G de tipus exponencial ¢ arbitrari tal que w(§)Ge(&) és acotada o
pertany a LP(R).

Proposicié 2.2 (Bruna-Ulanovski). Si |p|~! admet multiplicadors, aleshores ¢
no és un generador.

Demostracid. Per a e > 0, sigui G, la funcié que ens déna la definicié. Aleshores
Ge(&) = h(§)@(€) amb h acotada. Aleshores:

G.(6) (mg)z — hie) (2t )2¢<5>

g€ g€



2.3. Generadors quasi-analitics. 43

B
la transformada de Fourier d’una funcié f € L>(R). Aixo ens diu que f x ¢ és la

. 2
també esta acotada. Com que h(§) <%> estd a L'(R), la podem escriure com

=29
que f % ¢ tingui suport en (—2¢,2¢), que prova el teorema. ]

. 2
transformada de Fourier de G(§) (%> , que té tipus exponencial 2¢. Aixo fa

Una condicié necessaria perque un pes admeti multilicadors és:

/ log w (&)
< 00

r 1+&2

Aix0 a nosaltres no ens ajuda, encara que ens fa creure que la conjectura és certa.
Pero resulta que si w és creixent i parella aquesta condicié és també suficient. Els
detalls els podem trobar en [Koo92]. Per tant, si |@| és una funcié decreixent en el
semieix positiu, la divergecia de l'integral logaritmica és condicié necessaria perque
@ sigui un generador. No és dificil veure que no cal exigir que la transformada
sigui parella.

L’altre cas correspon a conjunts A continguts a la semirecta positiva. Suposem
que tenim una funcié ¢ € L?(R) tal que

log [2(©)
| <

i §(¢) # 0 quasi per tot £. Aleshores existeix una funcié § de H?(R) (I'espai de
Hardy del semipla restringit a la recta real) tal que |p| = |f|. Pel teorema
T(p,A) genera L?*(R) si i només si T(é\, A) també genera L%(R). Pero é\(t) =0
per a tot ¢t < 0, i per tant no podem generar tot L?(R) només amb translacions
positives, ja que qualsevol combinacié lineal s’anul.lara en els negatius.

Per a L'(R) hem de fer ser vir el teorema [ i fer convolucié amb P (la
transformada de la funcié de Poisson), que té integral logaritmica finita.

Aquest és un cas particular de I’estudi dels subespais invariants per translacions
de HP(R) i HP(D). Aquest problema ha estat estudiat per molta gent, i encara avui
continua sent un camp d’investigacié important. La monografia [Nik86] serveix
com a excelent referencia sobre aquest problema.

2.3 Generadors quasi-analitics.

Definicié. Una classe quasi-analitica C'{M,,} associada als nombres positius
(M,,) consisteix en el conjunt de funcions f € C*°(R) tals que:

|f(2)| < CpBFM,,  n=0,1,2,...,2€R
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i a més es compleix, per a tota f € C{M,}, que f(0) = 0¥n implica f = 0.
Aquest és el cas si 1 només si:

= 1
D=
n=1 M}

Podem assumir que els M, sén logaritmicament convexos. Es a dir, My = 1,
M2 < Mn—an+1-

n

1
Observacio. Prenent la normalitzacié log-convexa tenim que la successié M, és

1
creixent. Quan ( %) n és una successio acotada tenim les classes analitiques.

Quan f")(O) = 0Vn no implica f = 0 per a les funcions de la classe ens trobem
amb les classes de Denjoy-Carleman.

Aquestes classes tenen tipicament conjunts d’unicitat discrets. Es per aquest
fet que sén interessants per a nosaltres. No hi ha, pero, cap caracteritzacié d’a-
quests conjunts per a una classe analitica general fixada. El teorema 3 de [BruQ6]
déna una condicié suficient que reproduim a continuacio.

Teorema 2.3 (Bruna). Sigui C{M,} una classe quasi-analitica. Escrivim:

k
— M1
MK =y =
n=1 n

Sigui A un conjunt discret i na(r) = [AN[—r,7]| la seva funcid contadora. Si A

compleix que:

lim sup MnTA(T)] =00 (2.1)

aleshores A és un conjunt d’unicitat per a C{M,}
A més, si f € C{M,} compleiz que ||f™ ] < Cy B} M,,. Aleshores:

Mny(r)] < 2efyr
on ng(r) €s la funcio contadora dels zeros de f.

Demostracid. La idea és reescalar el lema de Bang [Banb3]. Tal com es presenta
en [NSV04] aquest lema ens diu que si f € C*°[—1, 1] compleix que ||f™ ||oo < M,,
el cardinal del seu conjunt de zeros (contant multiplicitats) no pot superar el seu
nombre de Bang. Aquest nombre és defineix com I’V més gran tal que:

Mnfl
Z Tn < 2e

log || fls' <n<N
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Per a f € C{M,}, es compleix que ||f™ s < CyBFMy,. Sing(r) és la funcié
contadora dels zeros de f, reescalant el lema de Bang tenim que:

Mng(r)] < 2epr

Aix0 ja prova la segona part del teorema.
Per a la primera part només cal observar que si A compleix (Z1]) no pot existir
cap funcié que s’anul.li en aquest conjunt i aixo demostra que és d’unicitat. O

En [Hirb0] també s’estudien els conjunts de zeros, perd centrant-se en classes

analitiques. La idea és generalitzar un resultat que diu que si f compleix:
|F™ ()] < Cpk™n!

aleshores: 01
Jim sup 21287
r—00 7t

Les funcions que compleixen aquest tipus d’acotacié tenen una extensié analitica a
la banda |Sz| < % Aquestes seran la classe de funcions que ens apareixeran en la
seglient seccié. Si ens mirem aquestes classes, ja ens esta donant una acotacid
similar, ja que per a M, = n! M[k] ~ logk, perd s’ha de tenir molta cura amb
les constants que poden apareixer. La ventatja de radica en que és aplicable a
classes quasi-analitiques generals.

La manera de veure la conexié entre aquestes classes i construir generadors
és la segiient. Comencem amb un conjunt discret A que admet generadors. El
teorema 1] ens diu que A és d’unicitat per a una classe quasi-analitica C{M,}.
La manera d’obtenir el generdor és construir una funcié ¢ € L'(R) tal que:

L*(R) x ¢ C C{My,}

on @(t) = ¢(—t). Suposem que aixo es compleix. Llavors l'espai de fase de ¢ esta
inclés en C{M,}. Podem ara fer servir la proposicid o directament prenem
una funcié h € L>®(R) tal que:

/ WPt —Ndt =0, AeA
R

La funcié:

Th(x) = /Rh(t)ap(t —x)dt

pertany a C{M,}. Com que A és d’unicitat per aquesta classe aix0 implica que
Th =0. Com ja hem fet altres cops, apliquem el lema per veure que h = 0.

Per dualitat aquest argument ens diu que ¢ és un A-generador.
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Proposicié 2.4. Sigui C{M,} una classe quasi-analitica i p € L'(R). Es equi-
valent
L®R)xp C C{M,} (2.2)

a que
/ " (1) dt < B"M,, n=0,1,2,... (2.3)
R
on " és la derivada enéssima de .

Demostracio. Comencem amb (3] implica [ZZ). Per a f € L>°(R) prenem

Tfa) = [ SO di
Per veure
(T ()| < Cpp" M,

només cal derivar sota l'integral i acotar per la f per la seva norma infinit.
Per veure l'altra implicacié hem d’introduir una norma a C{M,} de la segiient

1

sup\ﬂy
F|| =sup | ——
] np< M,

Si ara apliquem el teorema de la grafica tancada veiem que:

forma:

107 f # Plloe < A™[| flloo Mn

Com que aix0 és cert per a tota f € L¥(R) 10" f x ¢ = f* (0"p) ja tenim que ¢
ha de complir (Z3)). O

Observacid. Fixem-nos que si es compleix (Z3]), per a qualsevol funcié f € L*(R)
tenim ’acotacio:

(TH)™ @) < [ flloo8" M

Aix0 vol dir que la mateixa 3 ens serveix per a totes les funcions de I’espai de fase,
mentre que en la definicié de classe quasi-analitica aquesta constant depenia de la
funcié. En particular veiem que no igualem la classe C{M,} i l'inclusi6 en (ZZ) és
estricta. Com ja hem comentat en el capitol anterior, aix0d provoca que hi puguin
haver conjunts d’unicitat de I’espai de fase de ¢ que no ho siguin de C{M,}. De

fet el teorema ja ens déna exemples d’aquest tipus.

En [Bru06)] es construeix una funcié ¢ complint (Z3)) de la segiient forma. Do-
nada una classe quasi-anaitica C{M,,} considerem la funcié decreixent d’Ostrowski

M,
O<@(§):infﬁgl
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A aprtir d’aquesta definim
0<w() = / O(s)e *ds
3

que compleix que w(), |w'(§)| < O(§). El generador que estem buscant tindra com
a transformada de Fourier 3(¢) = w(€)e €. Definida aixi ¢ és C™ ja que £"3(€)
n

és integrable per a tota n. A més ¢ (&) = (—27mi€)"P(€) compleix

[¢(©)] < € 2ng"O(€) < (2m)" Mpe

—

o™ (5)‘ < (nf2me[" M w(€) + [2mE]"w (€) + [2mE | (€)™

< (n(2r)" My + (2m)" M) e + (2m)" M [Ele

— —_— —/
Aixd implica ||™ |1 < C(2m)"M,, i [|™]2 + [|¢™ |l2 < C(27)"M,. Apliquem
Il < € (190 + @Y1l (2.4)

a1 = ¢" i veiem que compleix (3.
Aquesta classe de generadors sén els que volem estudiar, pero en termes més
generals.

Definicié. Direm que ¢ és un generador quasi-analitic si existeix una classe
quasi-analitica C{M,} i un § > 0 tal que:

/ o (B)| dt < B"M,, n=0,1,2,... (2.5)
R

o de manera equivalent:

L¥(R) « ¢ C C{Mpn}

Ja hem comentat que en [Bru06] es demostra que si A admet generadors per a
L'(R), aleshores podem construir un A-generador quasi-analitic. El que volem ara
son condicions sobre ¢ de manera que aquest sigui un generador quasi-analitic. La
primera condicié obvia és que @(§) # 0 per a tot £ pel teorema de Wiener A
part d’aixo es veu [Ko092][Brul6] que una condicié necessaria és la divergencia de
la integral logaritmica de la transformada de Fourier de ¢:

*log |p(O)]
/0 1+

Aquesta és una condicié de decreixement, ja que ens demana que el logaritme
sigui gran i negatiu, que és equivalent a que la transformada de la funcié sigui
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molt petita ($ és continua i estd en L2(R)). Perd aquesta condicié no és suficient,
ja que podem trobar exemples de funcions f continues i en L!(R) tals que la
integral logaritmica de ]/”\és divergent pero en canvi la funcié no és C*°. La nostra
idea és arribar a una condicié necessaria una mica millor que aquesta, que ja s’obté
en [Bru06] encara que no s’enuncia de manera explicita, i una condici6 suficient
molt propera. L’enunciat concret és el segiient:

Teorema 2.5. Sigui ¢ € L'(R). Per a que ¢ sigui un generador quasi-analitic
és condicid necessaria que existeixi una funcio H(&) > 0 amb % logaritmicament
convezxa tal que:

d§ = —o0

/OOIOgH(f)
0o 1+&2

de manera que:
0 <[2(&)] < H([¢])

Es condicid suficient perque @ sigui un generador quasi-analitic que existeiri una
funcio H(&) amb les anteriors propietats tal que:

Per provar aquest teorema el que farem és donar una serie de resultats que
tenen interes per ells matéixos. Comengarem seguint 1’esquema de [Ha.J94],que
buscava condicions perque una funcié no tingués zeros d’ordre infinit.

Lema 2.6. Donada una funcié de ¢ € L*(R) tal que p(¢) # 0 per a tot & és
condicio suficient perqué p € C° amb derivades acotades que existeixi una funcio
creizent w(§) amb limit infinit tal que:

[P < H([E])

amb H la funcic definida com:
H(¢) = e PO = o—A-JE 2 du

Aquesta condicid també és necessaria perque ¢ € C*° amb cp”) € LY(R) per a tot
n.

Observacio. La funcié H definida en el lema té la propietat que % és una funcio

logaritmicament convexa. Com que ens interessen funcions estrictament positives

amb limit zero, qualsevol funcié logaritmicament convexa es pot escriure de manera
N 1

analoga a .
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Demostracid. Si una funcié ¢ és C'™° amb derivades integrables la transformada
de Fourier compleix que |£" f(§)] esta acotat per a tot n. Com que les funcions en
que estem interessats son sempre diferents de zero, podem prendre logaritmes per
obtenir:

log |p(§)| < Kn —nlogl¢|  Vn

Si ara ens mirem la segona part d’aquesta desigualtat, podem definir p(§) =
sup,,(nlog|{| — K,), que sera una funcié convexa de log¢{ (ef logaritmicament

convexa). Aquesta funcié es pot escriure com:

gwu
p(£)=A+/ w(u)

1 u

du (2.6)

on w(u) sera una funcié creixent amb limit infinit (estem pensant en £ > 0). Per
tant la condicié necessaria perque ¢ sigui C* amb " € LY(R) és que existeixi
una funcié w(u) creixent cap a infinit de manera que:

5(8)| < e7P®

amb p definida com a (ZH). Manca veure que aquesta condicié és suficient perque
¢ sigui C*°. Observem que donat un n existeix ¢, tal que w(u) = n per a u > ¢y,
ja que w creix cap a infinit. Aixo ens diu que si & > ¢,:

3 3
/ Mdu}n/ ldu:n(logf—logcn)
c cn U

u

n

Tenint en compte aixo, si & > ¢, tenim que:

& w(u) w(u)
‘gn@(g)’ < gnefAffl e du < eiAefflcn Talucn < efAcn

n n

Si € < ¢, (positiu), aleshores acotem directament:

w(u)
€ (&) < e AR T < e
Unint les dues parts tenim 'acotacié que buscavem:
€"BE) < e e
que ens diu que ¢ és C*° amb les derivades acotades. ]

Observacié. Com que les acotacions en norma L'(R) ens donen acotacions en
norma L*°(R) de la transformada pero no al inrevés, el resultat que hem donat no
és simetric, i de fet no es pot millorar sense suposar alguna condicié extra de la
funcié.
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Nosaltres necessitem que les derivades estiguin a L!'(R), i ara tan sols tenim
l'existéncia de les derivades. Per obtenir 'acotacié en L!(R) d’aquestes el que ens
cal és una acotaci6 del mateix tipus per a la derivada de @ per tal d’utilitzar [ZZ).

Lema 2.7. Sigui o € L*(R) per a la qual existeiz una funcié H definida com a
234 tal que:

2] 18" (&) < H(I€])

Aleshores o € C™® i @™ € LY(R) per a tot n. A més en aquest cas existeiz K > 0
tal que:

le™ 1 < K™ents
on ¢, compleix que w(u) =n siu = c,.
Demostracio. Considerem 1) = cp”). Utilitzant les cotes que obtenim en la prova
de Z8 podem donar les segiients desigualtats:

~ 1
ctnrte |l
vl < e (2m) (Cn+cn+2) 1+ ’5‘2 1
—~ 1
/ g —A 2 n n—1 1 n n+2 H H
9 )l2 < e (27) (ncn_l + (n+1)cy +cn+2) 1+ ¢[ll2

i fent servir (Z4) tenim l’acotacié que buscavem:

le™ I, < K"

0

Ara cal recordar que per que ¢ sigui un generador quasi-analitic s’ha de complir
(Z3) per a una classe quasi-analitica C{M,,}. De manera obvia haurem de triar
6=KiM,=> cZi% Pero recordem que perque C{M,} sigui quasi-analitica

1

necessitem que » M, ™ sigui divergent. Aixd ho podrem fer si i només si:

Y= (2.7)

n>2 Cn+5

Lema 2.8. Suposem a, > 0 per a tot n. Aleshores el caracter de les séries (ay) i

1+2\ o .
<an ”) és el mateiz. Es a dir:

Zan<oo<:>Za,11+%<oo
n n
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. . +2 L N o
Demostracié. Definim a,, = a, ™. Es trivial que la convergencia de (a,) implica

la de @, ja que per a n prou gran a, < 1. Ara suposem que Y a, és divergent.
Aqui hem de separar els a,, tals que a,, > 2%, que els anomenem b,,, amb b, = 0 si
an < 2% D’aquesta manera:

2 b, 1
anbﬁ EZI:Zzbn

Per veure que aquest darrer sumatori és divergent definim ¢, de manera com-
plementaria a b,. Es a dir, a, = b, + ¢,. Es pot veure facilment que > ¢, és
convergent, i com que Y a, = > by, + Y. ¢, ja tenim que Y b, és divergent. Amb
aixo hem provat que »_ @, és divergent, que completa la prova. ]

Demostracio (del teorema [Z2). Comencem per provar la suficiencia. El lema an-
. ; . ; . N . L .
terior ens serveix per a estudiar el caracter de la serie > - en lloc de &0). Siens

mirem aquesta serie tenim que:

du

/ Zn>1 X cn,oo ( )
n>1 Cn

Aquesta darrera integral coincideix pel criteri de comparacié amb:

/ Z@m;n,oo)(u) i / w() o
1 U 1

uZ
Si recordem la definicié de H(€), fent integracié per parts, veiem que el que estem
estudiant és la convergencia de la integral logarl’tmica de H:

[t I e [

Per tant, > é és divergent si i només si la integral logaritmica de H (&) és di-
vergent, i en aquest cas podrem trobar una classe quasi-analitica C{M,,} tal que
L>*[R)x ¢ C C{M,}.

Per veure la necessitat senzillament definim H(§) = inf, ]g[n" (Panomenada
funcié d’ Ostrowski). Aquesta funcié ja és logaritmicament convexa, i la divergencia
de 'integral logaritmica és equivalent a la condicié de quasi-analicitat [Koo92]. O

El teorema ens permet donar exemples de generadors de L'(R) de manera
més o menys senzilla. Pero la realitat és que la majoria de generadors que surten
de manera directa séon d’un tipus molt més bo, ja que, com veurem en la porpera
seccid, es corresponen amb classes analitiques. Per donar exemples de generadors
quasi-analitics no analitics hem construir una w(u) > 0 tal que:

/lm%du



52 2. Generadors per a L'(R).

sigui divergent, perod w(u) << u. Com a exemples senzills podem donar:

(€)= o e

o bé
_rlél_1

p)=e Toa7u

Aquests dos exemples compleixen les condicions esmentades. En el segon cas

podem triar C{M,} amb M, = (nlogn)", que és 'exemple tipic de classe quasi-
analitica no analitica. Un altre metode de donar exemples és calcular directament
la funcié d’ Ostrowski per a una classe quasi-analitica donada. Per exemple:

BTN (nlogn)”

(&) = 1%f o

Pero tampoc sembla que es puguin trobar expresions senzilles de ¢ d’aquesta
forma.

2.4 Generadors analitics.

Un cas especial de classes quasi-analitiques sén les que anomenarem analitiques.
Aquestes venen caracteritzades pel fet de que les seves funcions no son tan sols
C* siné que s6n funcions analitiques.

La descripcié d’aquestes classes ja I’hem donada en l’aparltat anterior. Di-
rem que una classe quasi-analitica C{M,} és analitica si (%) ™ és una successio

acotada.

Definicié. Direm que ¢ és un generador analitic si existeix una classe analitica
C{My,} iun B> 0 tal que:

[ wla < gman, n=o012,...
R

o de manera equivalent:
L*®(R)x ¢ Cc C{M,}
El primer exemple de generador analitic el trobem amb la funcié de Poisson:

1 1
w142

P(t) =

Els conjunts A per als quals T(P, A) generen L'(R) estan descrits en [BrMO7:
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Teorema 2.9 (Bruna-Melnikov). Un conjunt discret A = {\,}nez C R compleix
que T(P,A) genera L'(R) per a P(t) la funcié de Poisson si i només si:

Z e 2l = 5o (2.8)
nez

El mateiz és cert per a LP(R).

Tractarem aquest exemple amb molt més detall al segiient capitol.
Anem ara a estudiar els generadors analitics en general. Centrem-nos en com

pot ser la majorant H en el cas de classes analitiques.

Teorema 2.10. Donada una funcié ¢ € L'(R), si ¢ és un generador analitic
aleshores existeizen A,C > 0 tals que:

0 < [3(&)] < Ae™ Ml
per a tot & € R.

Demostracié. Com que ¢ és un generador analitic, existeix una classe analitica
C{M,} i[>0 tal que:

/ G () dt < 5" M,
R

Prenent transformades de Fourier aixo implica que:

|2m€)" ()] < 8" My,

Prenem logaritmes als dos costats de la desigualtat i arreglant les coses podem
afirmar que:
log |p(§)] < nlog B + log M,, — nlog 27 || (2.9)

Recordem que, pel teorema de Wiener, ¢(£) # 0 per a tot £ i per tant el logaritme
sempre esta ben definit, tret potser del cas £ = 0. Com que estem intentant provar
una desigualtat assimptética aixo no sera un problema.

Si C{M,} és una classe analitica, (%)% esta acotat. Aplicant la férmula de

Stirling i prenent logaritmes podem donar la segiient acotacio:
log M,, < % log 27n 4+ nlogn 4+ nlogk;
Introduim aixo a ([Z9l) per veure que:
log |p(§)] <nlog 8+ % log 2mn + nlogn + nlog k1 — nlog 2m|¢|

1
<§ log 27 — n(log || — (k2 + logn))
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Calculem sup,, nlog || — n(ke + logn), que es pren a n = elE‘kQ . D’aquesta forma

podem acotar:

~ 1 €] €]
log |2(€)] §§ log 27 — E <log €] — (k:g + log el+k2>

1 €]
=3 log 27 — pSER

Definim C = ﬁ i prenem exponencials. Només ens cal afegir la constant A per
solucionar problemes quan & és proper a zero i ja hem provat el teorema. [l

Aquest resultat ens déna la condicié necessaria per a obtenir un generador
analitic 1 ens informa de com ha de ser la majorant en aquest cas. A partir d’aqui
és senzill trobar la condicié suficient. Tan sols cal demanar el mateix control a la
derivada de @.

Teorema 2.11. Donada una funcié ¢ € L'(R), si existeizen A,C > 0 tals que
per a tot £ € R

(2.10)

aleshores @ €s un generador analitic.

Demostracio. La idea, igual que en el cas quasi-analitic, és aplicar [Z4]) a ¢ = o™,
Fen servir (ZI0) i aplicant el lema X amb H (&) = Ae~Cl¢l tenim que:

le™ Il < K"t

)n+2

on en aquest cas ¢, = ¢. Triem M, = (% i utilitzem la férmula de Stirling:

M, nht2en n nne
PN () e — 1 <
( n! > ! (C"+2n"\/27m 1Cl+%(27m)% 2

que ens diu que estem en una classe analitica. [l

3=

Els espais de fase dels generadors analitics tenen molt bones propietats. En
particular sén funcions que tenen una extensié holomorfa a una banda |3z| < C.
A més estan inclosos en 'espai de fase d’una dilatada (concreta) de la Poisson. Per
aquest cas concret (quan el generador és una dilatacié de la Poisson) coneixem tots
els conjunts d’unicitat del conjunt de transformades, que estan descrits en [BrM07]
per la condicié que ens déna el teorema ZOl A és un conjunt discret d’unicitat per

a l’espai de fase d’una dilatada de la Poisson si i només si:

AEA
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on la constant C' és el parametre de dilatacié respecte a la Poisson. Aixi obtenim,
per un argument d’inclusié d’espais, una condicié suficient per a A per tal de que
T (¢, A) generi quan ¢ és un generador analitic.

Corol.lari 2.12. Sigui p € LY(R) un generador analitic tal que |p(€)],|%'(€)] <
e CIEl. Sigui A un conjunt discret tal que:

> o

AEA

Aleshores T, A) és un sistema de generadors de L'(R).

En el cas de la funcié de Poisson aquesta condicié era necessaria i suficient,
pero en general no sera necessaria. Per exemple, en el cas de la funcié gaussiana
(6(t) = e~™") estem sota aquestes condicions i en canvi té molts més conjunts
que generen. Aixo és pot argumentar comentant que el conjunt de funcions amb
extensié holomorfa a una banda és la pitjor classe analitica que ens podem trobar,
en el sentit de que és la que té menys conjunts d’unicitat.

Aquest és un fet general en generadors quasi-analitics. Els conjunts d’unicitat
de L>®(R) * ¢ coincideixen exactament amb els conjunts A tals que T'(¢, A) és un
sistema de generadors de L!(R). Sisabem que L®(R)xp C C{M,} podem afirmar
que qualsevol conjunt d’unicitat de C{M,} ho sera també de L*°(R) * ¢. Pero
com que 'inclusié pot ser estricta no tenim una correspondencia bijectiva entre els
conjunts d’unicitat. Es per aquesta rad que és molt complicat donar condicions
necessaries sobre A perque T(p, A) sigui un sistema de generadors de L'(R) quan
hem fixat ¢. Tampoc coneixem cap caracteritzacié dels conjunts d’unicitat d’una
classe quasi-analitica general, tret del cas en que la classe és analitica, i en aquest
darrer suposit tan sols en alguns casos concrets.

Es per aquesta raé que el resultat de [BrMQO7] és d’especial importancia.
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Capitol 3

Generadors tipus Poisson.

3.1 Funcidé de Poisson.

Ja hem comentat en el capitol anterior que un dels primers exemples de generadors
analitics que ens trobem és la funcié de Poisson:

1 1
Pt)=~>—
®) ml+t2
Recordem que els conjunts A per als quals T(P,A) generen L'(R) estan descrits
en [BrMO7]:

Teorema 3.1 (Bruna-Melnikov). Un conjunt discret A = {\,}nez C R compleix
que T(P,A) genera L'(R) per a P(t) la funcié de Poisson si i només si:

Zefgp‘”‘ =00 (3.1)

nez

El mateiz és cert per a LP(R).

La funci6é de Poisson és un dels generadors analitics més senzill que es coneix.
Per convolucié amb L*°(R) ens donara lloc a una de les classes analitiques més
generals que ens podem trobar. A més té la propietat de que s’han pogut caracte-
ritzar tots els conjunts que generen. Aquest resultat s’assoleix gracies a que s’ha
pogut descriure molt bé el seu espai de fase. La demostracié consta de dues parts
(com és habitual sempre que s’obté una descripcié total dels conjunts que donen
lloc a sistemes de generadors). Primer es busca una descripcié prou bona de 'es-
pai de fase. En aquest cas veurem que aquest coincideix amb la restriccié a una
recta d’un espai de funcions holomorfes. Després s’han de caracteritzar els con-
junts d’unicitat d’aquest espai dintre dels que ens interessen a nosaltres. Aquesta

27
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segona part la podem resoldre gracies a que estem en un espai tipus Hardy. Tras-
lladant el problema al disc serem capacos de donar una descripcié fent servir les
eines de l’analisi complexa (principalment la férmula de Jensen i els productes de
Blaschke).

Comencem llavors per la descripcié de I'espai de fase. La manera de fer-ho és
la segiient. Recordem que l’espai de fase de P per a LP(R) era:

1 f)
H = {F : F(.%') = A ;m dt, per alguna f S LQ(R)}
on q és 'exponent dual de p. Podem pensar sense perdre generalitat que f és real,
ja que si provem que T'(P, A) genera LP(R) real també tindrem el resultat per al
complex.

Sigui hq(Ri) I’espai de les funcions harmoniques i reals del semipla superior
tals que:

Jullg =sup [ u(e+ ig)[tds < oo
y>0 JR

i hOO(IR{i) I’espai de funcions harmoniques, reals i acotades. Una funcié d’aquest
espal es pot expressar com:

1 Q) :
u(z):;/Rmdt z=x+1y
amb f € LY(R) i real, i a més és una correspondéncia bijectiva. Aixo prova que la
restriccié a la recta Sz =1 de hq(Ri) coincideix amb ’espai de fase de la funcié
de Poisson. De manera informal podem pensar que sén el mateix i estem buscant
els conjunts d’unicitat de h9(R%) continguts en Iz = 1.

Per determinar aquests conjunts anem a cambiar un altre cop d’espai. La idea
és complexificar I'expresié d’una funcié de I'espai de fase per trobar-nos amb un
espai de funcions holomorfes en lloc d’harmoniques:

Flz) = 2 /]R (Ldt (3.2)

7'(' t—2)2+1

Fent servir la correspondéncia de l'espai de fase amb h?(R?%), podem donar una
descripcié del conjunt de funcions que ens apareixen al complexificar. Anomenem
B alabanda |3z| < 11isigui E(B) l'espai de funcions holomorfes a B que satisfan:

sup / |F(z +iy)|? de = HFHZ < 00
lyl<1/R

F(Z)=F(z), z€B

Per a E*°(B) cambiem la primera condicié per RF' acotada.
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Teorema 3.2 (Bruna-Melnikov). L’operador que fa coorespondre u — F quan
u(z +1i) = F(z), € R és una correspondencia bijectiva entre hi(R%) i E4(B),
1 <q< o0

Nota. La prova d’aquest teorema és nova, i no coincideix amb la de [BrM07]. La
idea d’aquesta prova va ser proposada per Joaquim Ortega Cerda, a qui agraeixo
permetre’m reproduir-la aqui.

Demostracid. La injectivitat d’aquest operador és obvia. Anem a veure que F
definida com en (B2)) pertany a E?(B). F és holomorfa i esta ben definida perque
R(1+ (z—1)?) =1+ (z—1t)*>—y*> > 0 per a tot |y| < 1. També és clar que
F(Z) = F(2). Escrivim F de la segiient forma:

F(z)—i/Rf(t){t_i_i—t_i+i}dt:Cf(z+i)—Cf(z—z')

2

on C'f és la transformada de Cauchy

ofw) = [ L4

oM Jgt—w

wé¢R

SifeLiR),1<q< oo, Cf esta en lespai de Hardy H?(R? ) [Gar(7] i compleix
I’acotacio:

/ Cf(a+ iyl de < / f(@)|? de
R R

Amb aixo ja tenim que F sempre pertany a E4(B) si f € LY(R).
Per veure laltra inclusié prenem una funcié F' € E4(B). La idea és escriure

F(z) =G(2)+ G(Z) (3.3)

amb G una funcié de 'espai de Hardy HY(II) del sempla II = {2z > —1}. Una
funcié d’aquest espai de Hardy compleix que és holomorfa i a més

IGlI%, = sup /R Gz + iy)|7 dx < oo

y>—1

Com que G(z) pertany a H4(II7), II™ = {2z < 1}, és clar que una F' com en (B3))
sempre pertany a E%(B). Si ens la mirem quan = € R

F(z) = G(z) + G(z) = 2RG(z) = g/]R

s

RG (1)

————dt
(x—1t)2+1

que és del tipus desitjat, ja que RG(z+1) € hq(Ri). Per tant, per provar 'inclusié
només cal veure que tota F' € E9(B) es pot escriure com en (B3]). Aconseguirem
una expresiéo d’aquest tipus pel procediment habitual. Primer farem la descom-
posici6 en la categoria C*° i després resoldrem un 0 per aconseguir la analicitat.
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Definim una funcié auxiliar ¥ € C*°(R) decreixent tal que 9(t) = 1 si t < 3,
V() =0sit >3, i9(—t) =1—9(t). D’aquesta manera, si prenem:

es compleix:

G(2)+ G(2) = F(2)9(S2) + F(2)9(—S2) = F(2)0(32) + F(2) (1-9(Sz)) = F(2)

A més G compleix les acotacions en norma desitjades, ja que les hereda de F' i de
que 9 s’anul.la a partir de % L’anic entrebanc és que no és holomorfa. Per resoldre
aquest problema li afegirem un factor « fruit de resoldre du = OF1. Aconseguim
aquest factor fent convolucié amb el nucli de Cauchy:

u(z) = 1 [ Fw)¥'(Sw) dm(w)

2mi Je z—w

on dm(w) és la mesura d’area de C. No hi ha problemes a 'hora de calcular
aquesta integral ja que, encara que F' tan sols esta definida a la banda, 1 és 0 fora
dde B. D’aquesta manera la G que estem buscant sera:

G(z) = F(2)9(3z) —u(z)
Anem a comprovar que es compleixen totes les condicions. Mirem primer:

—— —1 [ Fw)?'(Sw) —1 [ @) (Sw)

u(z) =— —~—= 2 dm(w) = — [ —=——dm(w)
2m J¢ Z—W 21t J¢ zZ—W
-1 F "(-S -1 [ F "
_ZL [ EEUESS) b = 2L [ FOYES)
2m J¢ zZ—S 2 Jo Z—s

=~ u(?)

Aix0 implica que la descomposicié continua sent valida. Ens queda veure que
G € HY(II). Veiem primer que és holomorfa:

_ -1 _
0G(z) = 2—F(z)79/(%z) —Ju(z) =0
i
ja que hem definit u com l'integral de Cauchy de F(2)9'(3z), que resol el 9. Per
veure:
1
q
61, = s ([ 166+ i)’ <oo
y>—1 R
apliquem Minkovski. Si cada un dels sumands compleix aquesta acotacid, també

ho complira G. La part corresponent a F'(2)¥(S3z) ja la teniem. Ens queda, per
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tant, acotar u(z).

q
dz

F(a+ ib)9¥'(b)
)9 dx = da db
/|ux—|—zy| T / 271'2/ r T+ iy — (a +1ib) @

1
:/ / z9'(b)—./ Flatd)
R [/ 210 Jgp x + iy — (a + 1b)

La integral en a coincideix amb la transformada de Cauchy de F en la recta Sz = b.

q
dzx

Fent un canvi de notacié podem dir:

/R lu(z + 1y)|? dx = /R

Apliquem Holder a la integral en b:

/R|u<x+z-y>|qu</R</f

2

q

/_ 9 (b)CFy(x +i(y — b)) db| da

2

1 1
Pore
|9 (b) P db) / |CFy(z+i(y —b))|?*dbdx
-1
2

Com que ¥ € C', la seva derivada esta acotada i ens podem oblidar de la primera
integral. Per a la segona apliquem Fubini i recordem que la integral de Cauchy
estava acotada pels seus valors frontera:

1 1 1
//21\CFb(x—i—z'(y—b))]q]dbdxg/j/]F(ac+z’b)]qudb</21 |F | db
R = =5 R -1

2

jaque b e (5 ,2) i F € F4(B). A més aquesta acotacié és independent de vy, i
podrem acotar de la mateixa forma el suprem.

Amb aixd hem provat que G € H?(II) i hem vist la doble inclusié. Pel cas
E°(B) cal fer servir la demostracié original de [BrM07]. O

Observacid. El principal avantatge d’aquesta prova respecte a 'original de [BrM07]
rau en que es pot generalitzar facilment a varies variables. També és bo observar
que en aquest cas no ens restringim a la part real de la funcié siné que prenem
modul de la funci6 al definir la norma i I'espai.

Demostracié del teorema[Z1l. Com que |F|? té una majorant harmonica a B, po-
dem deduir que si ¢ és Paplicaci6é conforme de B al disc D = {z : |z| < 1} definida
per:

e2” +1

aleshores tota funci6 H(w) = F(¢~'(w)) amb F € EY(B) estara a l'espai de
Hardy del disc H4(D) (a l'inrevés no és cert). Per a ¢ = oo definim H(w) =
exp(F(6~ (w))) 1.
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Definim I' = ¢(A) € D. D’aquesta forma H s’anulla en I'. Podem veure

també: N
2 1
R

vyel AEA
Apliquem ara la formula de Jensen:
11 [ 0
log |H(O)| + 3o 7 < o= [ low ()] b < log 1],
0

yel’

Sense perdre generalitat podem pensar que H(0) # 0 i d’aqui obtenim ’acotacié
de (BJ) si I' esta contingut en un conjunt de zeros per alguna funci6é de E4(B).
Ens queda veure que si el sumatori en (BI) esta acotat, aleshores existeix una
funcié en F4(B) que s’anul.la en A.
La condicié ). . log ﬁ ~ > er 1 — 7] < oo és la condicié de Balschke, que
ens garanteix que el producte:

=T e
s

m T =w

és convergent (cal multiplicar per w si 0 € T'). Definit d’aquesta manera, S(w) = 0
siinomés siw €T, |f(w)] <1 peratotweDi|f(w)] =1 per a quasi tot

w € dD. Com que Sy =0 per a v € I' també tenim que B(w) = f(w).
Suposem que H és una funcié holomorfa del disc. Si definim F(z) = H(¢(z))
aleshores ¢g(s) = F(s+i) =H <w2ﬁ> estara en LI(R) si:

ie2° 41

1 |dw|
gsquZ—/ Hw)|!— <
Jlsrras=— [ g

Si triem H(w) = (1 — w?)B(w) ja estarem sota aquestes condicions i també tenim
la condicié de simetria. Amb aix0 ja hem provat el teorema. O

Podem comparar aquest resultats amb el que obtindriem fent servir tan sols
que aquest espai de fase esta contingut en una classe analitica. La classe que hem
de triar es correspon a prendre M, = n! o M,, = n"™ de manera indistinta. A més

es pot veure que tota funcié F' de l'espai de fase compleix:
|[F™(2)] < Cpn! Vn

ja que soén restriccions de funcions analitiques en la banda |Sz| < 1. Els resultats
enunciats en [Hirb0] ens diuen que el conjunt de zeros d’una funcié F' en aquesta
classe ha de complir:
) 2lognp(r)
limsup —————=

r—00 Tt

<1
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A més aquesta condicié és molt precisa, ja que si la desigualtat és estricta per a
un conjunt sempre existeix una funcié que s’anul.la en aquest.

Aix0 ens diu que si existeix € > 0 tal que logna(r) > (1+¢)§r per a tot v > 7
prou gran, A sera un conjunt d’unicitat per aquesta classe. Ordenem els elements
de A per modul creixent. Mirant la desigualtat que compleix A podem dir que per

a k prou gran s’haura de complir:
T
logk > (1 +€)§|)\k|

o de manera equivalent:

__1 _logk
T = e 1te < e 2l
Observem que aquesta condicié, que sera suficient perqué T(P,A) generi L'(R),
implica que el sumatori en (B sigui divergent. Si ens ho mirem bé les dues
condicions sén molt properes pero no identiques. A més I'espai de fase esta inclds
en la classe analitica, pero pot no igualar-la. Aixo fa que les condicions necessaries

perque un conjunt sigui d’unicitat per la classe no es transmetin a I’espai de fase.

3.2 Funcions tipus Poisson.

El nostre segiient pas sera generalitzar aquest resultat a una classe especial de

funcions que podem anomenar de tipus Poisson.

Teorema 3.3. Sigui o € L'(R) un funcié per a la qual existeizen constants A, B >
0 tals que:
Ae™2 M < |5(€)] < Be T (3.4)

Suposem també que:
(&) < Ce?m

Aleshores el conjunt T(p,A) genera L'(R) si i només si:

e

AEA

Lema 3.4. T(P,A) genera L?(R) si i només si T(1,\) genera L*(R) amb 1)(t) =

~

P« P(t).

Observacio. El teoremaBdlens diu que els conjunts discrets A per als quals T'(P, A)
genera L?(IR) sén els mateixos que en L'(R).
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Demostracié. Com que tenim descrits els conjunts A per als quals T'(P, A) genera
L?(R), el que ens cal és provar que T(¢, A) genera L%(R) si i només si:

>

A€A

Es clar que aquesta condicié és suficient, ja que ¥ és convolucié de P amb una
funcié de L'(R) i podem aplicar el teorema [[Al Per la necessitat el que fem és
repassar la demostracio del teorema Bl La idea és fer servir dualitat, i veure que
s ea e~ 2\ < o0 aleshores podem trobar f € L2(R) tal que (f(t),1(t— X)) =0
per a tot A € A amb f # 0.

Tornem a comencar per hz(Ri). Recordem que una funcié d’aquest espai es

pot expressar com:

1 .
u(z):—AwigL%dt Z2=x+1y

amb f € L?(R) i real, i a més és una correspondeéncia bijectiva.
El sistema T'(1, A) no generara L?(R) si i només si existeix g € L?(R) tal que:

/ g(t)(t —N)dt =0 YA eA
R
on podem pensar que g és real. Si desenvolupem aquesta integral tenim que:

/g@ﬂtawﬁ:/mﬂw*ﬂ@—ﬂﬁ
R R

:?/(@/1+@f1_$2@ﬁ

—27|t—w|
dw dt
//1+ (w—N)? v

W/(g*PM)TIE%jKﬁdw

El que ens cal és trobar una funcié harmonica

u(z):l/R(f(it)th

r—t)? 4y

que s’anul.lia A+i per a A € A i de manera que f = g% P. En [BrMO7] es demostra
que existeix f € L%(R) tal que u(\ +4) = 0 per a A € A. Del que es tracta és de
veure que podem prendre aquesta f de la forma g x P amb g € L?(R).

ﬂ@:l/—4&L—ﬁ (3.5)

T R(t—2)2+1

Recordem que si:
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el teorema B2 ens diu que I'aplicacié u — F quan u(z + ) = F(z) és una corres-
pondeéncia bijectiva entre E%(B) i h?(R2).

Llavors el que volem és trobar F' € E?(B) tal que F(\) = 0 per a tot A € A
i que s’escrigui com a ([BA) amb f = g * p per alguna g € L?(R). Podem pensar
B3) com un producte escalar a L?(R). Fem servir la transformada de Fourier i
apliquem el teorema de Parseval per veure que:

Fo) = [ Flee #mlemes ag
R
Per continuacié analitica també obtenim:

F(Z) _ / J/c\e—27r\§\627riz§ d¢
R

on nosaltres volem que f(f) = %% amb g € L2(R). Es a dir, busquem F €

E?(B) que es pugui escriure com:

F(Z) _ %/I\{ 19_{(_522 6727r‘£‘627rizg dg

amb g € L?(R). Si F” € E%(B) la podem escriure com:
F/I(Z) _ / f(é-)ef%r\g\e%rizg d¢
R
amb f € L?(R). Perd per una altra banda veiem que:

F’/(z) — /Rf(g)(gmg)%%gezng de

o~ ~

i per tant f(£)(27i€)? = f(€) € L3(R). Aixd ens permet escriure:

~ 1 472F(€) — £
o = 00 52f<s>

amb 4772]?— f € L?(R). D’aquesta manera hem reduit el problema a trobar
F € E?(B) tal que F(\) =0 per a A € A i tal que F" € E?(B).

Ara la idea, igual que en la prova de B, és traslladar el problema al disc.
Recordem la definicié de ¢, I'aplicacié conforme de B al disc:

e2% — 1

e3% +1

w=6(:) =

Definim igual que abans, I' = ¢(A) C D i recordem que:

Zlogﬁwzewuoo

~vel AEA
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que és la condicié de Balschke. Aquesta ens garanteix que el producte:

W= 22

er 11 =qw

és convergent (cal multiplicar per w si 0 € I').
Suposem que H és una funcié holomorfa del disc. Si definim F'(z) = H(¢(z))
aleshores ¢g(s) = F(s+i) = H <%> estard en L%(R) si:
e

53

[laras=2 [ R <o (3.6

Aquesta condicié també s’havia de complir en Bl perd ara necessitem demanar
més a la funcié. Calculem la segona derivada de F':

Tes? ? 12 e2*(1 — e3”
F”(Z) _ H/,(¢(Z)) <m> +H’(¢(Z))7 (eéi +1)3)

De manera equivalent, perqueé h(s) = RF"(s+1i) estigui en L?(R) en tindrem prou

amb:
G+)E-1) [ i
/lzll e (i(z+1)+ (—1))%| 11— <oco (37
/(s 7T_2i(2—|— 1)(z — 1)((2— 1) —i(z+1)) 2 ] N
/|z|=1 s (i(z+1)+ (z+1))° m—22 = (3.8)

Per tant es tracta de trobar una funcié H holomorfa al disc amb H(y) = 0 per

avy e, HZ) = H(z) i de manera que es compleixin &8), 1) i ). El que
farem és triar H(z) = (1 — 2?)"3(2), que per a n prou gran ens servira. Veiem
primer les acotacions de les derivades de j3:

= T ( —vz) ATy A=Az

El producte esta acotat per 1 independentment de v quasi per a tot z. A més, per
a|z| =1 tenim que |1 —yz| > 3|1 — 2% 1 |1 — 4% < 2(1 — |5]). Per tant:

2 2K
/ 2
|ﬂ(z)|<m2|1—7|\ |QZ — < ST—2p
vel’

on ens hem tornat a trobar la condicié de Blaschke. Per a la segona derivada



3.3. Funcions racionals. 67

tenim:

_ 1—~2 _— 1—~2 A z—2A
/3//(2) -9 Z it 71 72 Y2 H z +

_ 2 _ 2 N
T 71l (T =712)% [y2| (1 —722) A€I3A¢7h72!A!]— Az
2 2
v 1—v A z—A
) pRE | =
S =2 gy, A=Az

que podem acotar fent servir les mateixes idees que en el cas de la primera derivada:

12K2
/!
< -
8" < 7=

Si triem H(z) = (1—22)%3(2) ja estarem en les condicions abans esmentades. Tant
F(z) = H(¢(z)) com F”(z) estaran en E?(B) amb F(X) = 0 per a tot A € A.
D’aquesta forma hem provat que T'(, A) no pot generar L%(R) si Y oreA ez < o
i obtenim la necessitat. O

Demostracid del teorema T3 Que la condicié és suficient es dedueix del teorema
21T

Per veure que és necessaria suposem que T'(p, A) genera L'(R). Fent servir el
teorema [ tenim que T(¢ * P, A) genera L2(R). Si calculem la transformada de
Fourier de ¢ * P veiem que:

()
1+&2

6727‘"6'

~ 1e

Fent servir [[H, ¢+ P i P+ P tenen els mateixos conjunts de generadors en L*(R).
Pel lema anterior aquests coincideixen amb els de P i T(P, A) també genera L*(R).
Aix0 ens diu que el sumatori ha de ser infinit. ]

3.3 Funcions racionals.

Un cas especial en que podem fer servir sén algunes de les funcions racionals
de L'(R). El cas de funcions del tipus:

1
0= oy

esta resolt per dilatacié i translacié de P. Pero el mateix podem dir de funcions
del tipus:
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sempre que k; # k; si i # j. Si calculem la seva transformada de Fourier veiem

que:
N

@(5) _ Z anlef27rkn|§|ef2m'mn§

n=1 n

Per a |¢| prou gran tindrem que |G(€)| = e~ 2¥I&l si k = inf k,. Si §(€) # 0 per a
tot & podem aplicar el teorema B3l i obtenim:

Teorema 3.5. Sigui
Cn
t = _—_—
0= Ty

amb k; # k; sii# j, k; > 0 per a tot i.
Suposem que P(t) # 0 per a tot & € R. Aleshores T(p,A) genera L*(R) si i

nomes si:
,L‘)\| _
E e 2 = o0
AEA
amb k = inf k,,.

De fet en aquest teorema la condicié k; # k; només ens cal per al k; més petit,
ja que aquest sera el factor dominant. Quant aquest no esta aillat encara podem
trobar casos en que podrem descriure els conjunts que generen. Considerem:

N @
A= 2 Ty

La transformada de Fourier d’aquesta funcié sera:

N
B(E) = me 2N et — 7P, (6)

n=1

Si tots els x, sén de la forma z, = i per a i € Z, aleshores P, és un polinomi
trigonometric periodic, i per tant tan sols ens caldra demanar que sigui diferent
de zero en tot punt del periode. Si aquest no és el cas tindrem una funcié quasi-
periodica que en general no podrem acotar inferiorment, encara que a vegades si
sera possible. El resultat més general que podem donar és el seglient:

Teorema 3.6. Sigui

N M c
‘P(t) = Z Z k‘% — (tmm

_ 2
n=1m=1 xn,m)

amb 0 < k; < kj sii#j.
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Suposem que 3(t) £ 0 1 |P(E)] = | Y, cume 29108 > € > 0 per a tot
¢ € R. Aleshores T(p, A) genera L'(R) si i només si:

Z e A = o
AEA
En la resta de casos sera dificil donar resultats, i s’haura de mirar cada cas
particular per separat. De manera general sempre que veiem que |3(€)| < Ae 11l
podrem donar condicions suficients sobre A i quan tinguem |@(¢)| > Be *2l¢l en
podrem donar de necessaries. Si k1 # ko no podrem donar una caracateritzacié
completa, pero si que obtindrem resultats parcials.
Un exemple del mateix estil que aquests pero on podrem donar un resultat
complet és el seglient. Prenem com a funcié analitzant ¢ = P — P”. La transfor-
mada de Fourier d’aquesta funcié és:

B(€) = (1 +472)P(€) = (1 + 4n2€)e ™l

que és diferent de zero en tot punt. Els resultats abans esmentats ens diuen que
perqué T(p, A) generi LP(R) és necessari que:

S =
AEA

amb C' =1, i és condici6 suficient que passi per a C' > 1. Millorarem ara aquesta
darrera condicié per tal de donar una caracteritzacié completa per aquest cas. La
forma de fer-ho és la mateixa que estem fent servir habitualment; veurem que
I’espai de fase esta contingut en un espai un xic més gran pero amb els mateixos
conjunts d’unicitat que F4(B), i obtindrem la suficiéncia. La necessitat ja la tenim,
perd també la podrem obtenir al veure que E9(B) esta contingut en l'espai de fase.

Lema 3.7. Sigui o(t) = P(t)— P"(t) amb P la funcié de Poisson. L’espai de fase
de ¢ per a LP(R) és la restriccio a la recta de:

EY(B) — EY(B)" = {G L G(2) = F(2) — F"(2) amb F € Eq(B)}
amb q Uexponent dual de p i E4(B) ’espai definit en[Z2.

Demostracio. Aixo és clar si tenim en compte la descripcié de I'espai de fase de
P. O

Teorema 3.8. Sigui p(t) = P(t) — P"(t) amb P la funcié de Poisson. Aleshores
T(p,A) genera L?>(R) si i només si:

E 67%‘)4 =00

AEA
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Demostracié. Anomenem H l'espai de fase de ¢ per a L?(R). Si F' € H, aleshores
existeix f € L?(R) tal que:

F(z) = (f.0) = (F.8) = / Fle(1 + an2e2)e—e

Si G € E?(B) aleshores és clar que G pertany a H mirant 'equacié anterior. Tan

Aranzen) +4(7§3§2) amb la g que dona lloc a G fent servir com a
funcié analitzant la Poisson. Aix0 és valid quan z € R, pero per extensié analitica

sols cal prendre f ({) =1

ho tenim a tota la banda. D’aqui ja podem deduir la condicié necessaria. Si un
conjunt A és de zeros per a E%(B) també ho sera per a H. Per tant, si el sumatori
conevergeix, A no pot ser d’unicitat per a H.

Per a la suficiencia anem a veure a quin espai pertany la segona derivada d’una
funcié de E%(B).

Primer de tot observem que per a una funcié holomorfa en un disc de centre 0
i radi R es compleix que:

2T
/ F(2)P dA(2) / / (rel ]2d6dr—/ Zyc 22n
|z|<R

on ¢, sén els coeficients de Taylor de f i hem fet servir Parseval. Intercanviem el
sumatori per l'integral i podem arrivar a:

FEEdmz) =S Jeal? / 241 o2
/zgR nz;) 0 6

Aquest argument serveix per a qualsevol disc, encara que no estigui centrat en el
zero, 1 co és la segona derivada de f en el centre del disc. Aixo ens dona una cota
puntual de f” que de seguida podrem fer uniforme en el nostre cas.

Prenem F € E%(B). Per a qualsevol z € B la bola de centre z i radi 1_2‘3"
pertany a B i I’ és holomorfa en aquesta bola. Aplicant la desigualtat anterior

podem dir que:

— 4 '/z2mz 4 L w2mw miz
[ =P e ant:) <2 /B(l_mQ/B(zly)\F( )2 dm(uw) dm(2)

Apliquem Fubini i 'equacié anterior passa a ser:

PP [ osmiy TP

Com que {z : w € B(z, 1_T|y‘)} C B(w,1 — |Sw|) i en aquest conjunt

SR S S|
m (L= [Sw))? ™ 4r (1—y])?



3.3. Funcions racionals. 71

podem acotar:

/ Adm(z) / 16mdm(z) _
Abmam(z) - 6n
{zweB (225} (1= 1T=1wD2 = Jawi—isu) (1 — [Sw])?

Per tant podem afirmar:

/ (1= ) F" () dm(z) < 2 / |F(w) 2 dim(w)
B B

Aquesta darrera integral esta acotada, ja que:

1
[rrame = [ [P < [ eea =26

(recordem que || F||? era el suprem de les normes en les rectes y = const.). Aixo

ens diu que F” esta en un espai de tipus Bergman. Anem a passar aquesta integral
al disc per donar els resultats.

Es pot comprovar que si w = ¢(z) = e%
e
H(w) = F"(¢~*(w)) i podem dir que:

_1 aleshores 1 —|y| > 1 —|w|. Definim

LR = ol dmw) < [ (= ol 0P £

< /B (1= )| " (=) [ dim(2)

Per tant H estd en I'espai de Bergman del disc amb pes (1 — |w|)3. Un subconjunt
de zeros contingut en un diametre d’una funcié d’aquest espai ha de complir la
condici6 de Blaschke [Kor7h]. Recordem que I' = ¢(A) complia la condicié de
Blaschke en el disc si i només si:

d e coo

AEA

Es facil veure que F també esta en 'espai tipus Bergman de la banda. Com que
el sumatori és infinit A no pot pertanyer a cap conjunt de zeros d’aquest espai,
i per tant tapoc en cap de E?(b) — E?(B)”. Aixi hem completat la prova del
teorema. U

Observacié. Podem donar el mateix enunciat per a L'(R). Com que la necessitat
ja la teniem, només cla veure la suficiéncia, i per aquesta ens podem recolzar en el
teorema [[41
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Capitol 4

Generadors per translacions
amb la funcié gaussiana.

En aquest capitol ens fixarem en el cas concret de descriure per a quins conjunts
A el conjunt T'(p, A) genera LP(R) quan ens restringim a que la funcié generadora
sigui la gaussiana ¢(t) = 21~ Aquest cas resulta senzill de tractar perque
ens trobarem un espai de funcions enteres, i poderem fer servir resultats d’analisi
complexa, principalment la férmula de Jensen, la representacié de Hadamard i els
teoremes de Lindelof.

4.1 Creixement 1 zeros de funcions enteres.

En aquest apartat repassarem una serie de conceptes i resultats classics sobre fun-
cions enteres. Aquests resultats ens relacionen el creixement a l'infinit d’aquestes
funcions amb els seus zeros, concretament amb la quantitat d’aquests. Aquesta
sera la base teorica que farem servir per estudiar els conjunts de traslladades de
la gaussiana que poden generar en els diferents LP(R).

Per aquest resum seguirem [Lev96]. Intentarem mantenir en la mesura del
possible la notacié. En aquesta referéncia podem trobar totes les proves dels
resultats que aqui presentem sense demostracié. Comencem amb unes definicions.

Definicié. Sigui f una funcié entera. Definim:
Mj(r) = sup |f(2)|
|z|=r
Definicié. Sigui f una funcié entera. L’ordre (de creixement) de f es defineix
com:
log log M¢(r)

p = limsup
r—00 log 7
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Intuitivament significa que f creix com e’
Definicié. Sigui f una funcié entera d’ordre p. Definim el tipus de f com:
log M ¢(r
o= 1i1rnsup7g s(r)
r—00 rP
Intuitivament significa que f creix com e .

Definicié. Donada una successié aq,as,...,an,... € C amb lim,,_, |a,| = oo,
an # 0 Vn, 'exponent de convergencia de {a,} (p1) és 'infim X tal que:

OEPL IR
- |an |

Si n(r) és la funcié contadora de {ay}, aleshores 'exponent de convergencia de
{an} coincideix amb l'ordre de n(r):

) logn(r)
p1 = limsup ———=
00 log r

Definicié. Donada un conjunt discret A C R amb funcié contadora n(r), la den-
sitat superior de A respecte de p es defineix com:

AT(A) = limsup KZ)

r—oo T

i la densitat inferior com:

A~(A) = lim inf M7

r—oo T

A;E sera la densitat (superior o inferior) del conjunt de zeros de f.

Observacid. Si 'exponent de convergencia de A és menor que p, automaticament
les dues densitats son infinit, i si és més gran sén igual a 0. Per aquest motiu p no
apareix en la notacio. Es facil provar que encara que ’exponent de convergencia
sigui igual a p, si Y 1/|A,|P < 00, aleshores les dues densitats també sén igual a 0.

El resultat fonamental que ens relaciona el creixement d’una funcié amb el seu
conjunt de zeros ens el déna la férmula de Jensen:

Teorema 4.1 (Jensen). Sigui f una funcié entera tal que f(0) # 0. Sigui
{am }men el seu conjunt de zeros i n(r) la funcié contadora d’aquest conjunt. Ales-
hores:

t

o de manera equivalent:

R, 2m )
/ ) g - i/ log|f(Re™)| dy —log | f(0)|
0 2T 0

1 2 i) |am|
g /(0] = 5= [ logls(Re) v+ 3 tog et

2T
lam|<R
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El primer corol.lari que s’extreu de manera trivial d’aquest resultat ens diu,
suposant f(0) = 1, que:

er t er t
log My (er) > / @dt > / # > n(r)
0 r
i obtenim:
n(r) < log My¢(er)

Aquesta desigualtat ens déna una relacié directa entre el conjunt de zeros d’una
funcié i el seu creixement. D’aqui es dedueix el teorema de Hadamard:

Teorema 4.2 (Hadamard). L’exponent de convergéncia del conjunt de zeros d’una
funcio entera no excedeir el seu ordre de creizement.

Per millorar aquest resultat ens interessa construir funcions amb un conjunt
de zeros fixat. Aixd ho podem fer amb els productes de Weierstrass:

Definici6é. Definim

1 —u, p=0

(1—u)exp(u—|—§+---—|—%p), p>0

G(u’p) = {

Anomenem a aquestes funcions factors primaris de Weierstass.
Per a un conjunt {a,} C C tal que Y_ |a,|™?~! < oo amb p enter no negatiu
definim el producte canonic de Weierstrass associat a {a,} com:

z
z) =G (— )
(=) =11 P
n
Sota aquestes condicions el producte és convergent uniformement sobre discs tan-
cats i per tant defineix una funcié entera a C que tan sols s’anul.la en {a,}.
L’ordre d’aquests productes ens el déna el teorema de Borel:

Teorema 4.3 (Borel). L’ordre de convergéncia d’un producte canonic és igual a
l’exponent de convergéncia del seu conjunt de zeros.

Aquest tipus de funcions sén practicament les tiniques que ens interessaran.
Aix0 ho veiem gracies a la descomposicié de Hadamard:

Teorema 4.4 (Hadamard). Una funcié entera d’ordre finit p es pot representar
com:

f(z) = zmefa® ﬁ G(f,p)
n=1 "

on ay,az,... son les arrels de f diferents de zero, p < p, Py(z) és un polinomi en
z de grau q < p, i m €s la multiplicitat de U’arrel de l’origen.
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Si multipliquem dues funcions enteres f i g, ’orde del producte resultant sera el
maxim dels ordres de f i g. El teorema de Borel ens calcula 'ordre d’un producte
canonic de Weierstrass, i el de I'exponencial d’un polinomi és trivial. D’aquesta
forma no costa gaire calcular I'ordre d’una funcié quan tenim la descomposicié de
Hadamard.

Calcular el tipus sera en general un xic més dificil. Si en la descomposicié de
Hadamard el grau de P, és més gran que l'ordre del conjunt de zeros aleshores és
trivial calcular el tipus, que és el coeficient de terme de grau maxim del polinomi.
Si no estem en aquestes condicions necessitarem els teoremes de Lindelof:

Teorema 4.5 (Lindelof). Sigui f una funcid entera amb descomposiciéoé de Ha-

f(z) = 2mela® H G(i,p)

neN

damard

amb Py un polinomi de grau q. Si el grau de Py és menor o igual a p+1 (enter),
lordre de convergéncia del conjunt de zeros de f (A = {an}nen) també és p+ 1
1 Z|an|—(1?+1) < 00, aleshores f és una funcio d’ordre p + 1 4 tipus minim si
bp+1 =0 o de tipus mig si byy1 # 0, on Py(z) =bg +biz+--- + byz9.

Teorema 4.6 (Lindelof). Sigui f(z) una funcié entera d’ordre enter p amb des-
composicio de Hadamard:

7z) = emehiin? TG (2 p)

Gn

tal que > m = 00. Sigui:

bp—l—l Z a,?

lan|<r

, 0 = limsup dy(r) (4.1)

r—00

6f(r) =

iy = maX(A}',Sf). Aleshores el tipus de F' i~y son simultaniament zero, infinit

0 nombres positius.

El segon teorema de Lindelof ens relaciona el tipus de f amb la densitat del
seu conjunt de zeros i la condici6 de compensacié ([I]). Perd tan sols obtenim
que el tipus sera finit i positiu si la densitat i @J]) també ho sén. En [Lev96l
podem trobar cotes explicites mirant la prova del resultat, pero aquestes no sén
gaire bones. Per estudiar les funcions de tipus normal (finit i diferent de zero) ens

sera molt 1util la segiient definicié.

Definicié. Sigui f una funcié entera d’ordre finit p. La funcié:

log | f (re®)]

h¢(6) = limsup ”

r—00

s’anomena la funcié indicadora de f (respecte a l'ordre p).



4.1. Creixement i zeros de funcions enteres. viré

No costa gaire veure que hysq(6) < hy(0) 4 hy(0), i també podem donar 1'aco-
tacié hyiq(0) < max{hs(6),hy(#)}. Per a una funcié de tipus normal també es
pot provar [Lev&(] que aquesta funcié esta acotada superior i inferiorment. Podem
veure també que:

suph¢(0) = o5
0
Aix0 ens diu que si coneixem hy tenim el tipus de f. A més aquest acota la funcié
indicadora. Definim la funcié auxiliar:

_ log|f(re®)|

rP

hfm(a)

Definicié. Sigui f una funcié entera d’ordre finit p. Direm que f té creixement
completament regular si quasi per a tota 6 existeix el segiient limit:

lim Ky, (6) = hys(6)

rT—00

o de manera equivalent, si:
log | f(re?)| = he(0)r? + o(r?)

La férmula de Jensen BTl ens diu que:

N 2 1
1) [ ) ap - B O)
rP 0 ’ rP
on Ny(r) = OT o t(t) dt, amb ny la funcié contadora del conjunt de zeros de f. Fent

servir aix0 podem donar [Lev&()] els segiients resultats per acotar la densitat del
conjunt de zeros d’una funcié de tipus normal.

Teorema 4.7 (Levin). Sigui f una funcid entera d’ordre p > 0 no idénticament
nul.la. Aleshores:

2
lim sup ns(r) < %/ hy(6)do
0

AN
r—oo TP 2w

Teorema 4.8 (Levin). Sigui f una funcié entera d’ordre p > 0 no idénticament
nul.la. Aleshores:

2T
lim inf ) ¢ 2 / hy(6) df
0

r—00 rP Wi
Tenim igualtat per a funcions de creizement completament regular i momés en

aquest cas.

Definicié. Sigui A un conjunt discret de C d’ordre finit p. Sigui n(r;y, 1) el
nombre de punts de A en el sector {z : |z] < r,¢ < argz < 1g}. Definim la
densitat angular de A a:

Ap(t1,¢2) = lim W
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quan aquest limit existeixi quasi per tot 11,9 € [0,27). En aquest cas direm que
A té densitat angular.

L’equacié:
A1) — A(2) = An (Y1, 2)

ens determina (llevat d’una constant) una funcié A(f) que fara que ens servira
com a densitat angular a ’hora de treballar.

Es pot provar que una funcié d’ordre no enter té creixement completament
regular si i només si el seu conjunt de zeros té densitat angular. Per a funcions
d’ordre enter (les que ens interessaran) el resultat és una mica més complicat, ja
que ens cal la convergencia de (E]).

Teorema 4.9 (Levin,Pfluger). Sigui f una funcio entera d’ordre enter p amb
descomposicio de Hadamard

f(z) = et Tl o (=, p)
n

Suposem que el seu conjunt de zeros {an}nen t€ densitat angular i existeir el
seguent limait:

op = lim (), Gp(r) =by+= 3 an? (4.2)

Aleshores [ és té creixement completament regqular i podem calcular la seva funcio
indicadora:

6
he(0) = /0 (0 —)sinp(yp — ) dA() + 75 cosp(f — O¢)

—27
amb b, = Tfeief. En aquestes condicions limsup,_, . hy(0) convergeiz uniforme-
ment a hy(6) en quasi tot [0,27].

Es més, si f té creizement completament reqular aleshores el seu conjunt de
zeros compleix les condicions aqui esmentades.

4.2 L’espai de Fock i el cas L*(R).

Les eines que hem comentat en la seccié anterior ens serviran per estudiar els
conjunts de zeros de l'espai de Fock. Com ja hem enunciat en els preliminars,
aquests estan molt relacionats amb els conjunts A per als quals T'(¢,A) és un
sistema de generadors per a L?(R), que és el primer cas que tractarem. Comencem
definint aquest espai.
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Definicié. Definim I’espai de Fock de funcions enteres com el conjunt de funci-
ons:

F= {f : f ésentera i ||f||% = / |f(z)|26_7r‘z‘2 dm(z) < oo}
C

Aquest és un dels espais classics de funcions holomorfes. Ha estat molt estudiat
des de diferents punts de vista. Per exemple estan caracteritzats els seus conjunts
de mostreig i d’interpolacié, que ens sera molt 1til quan estudiem la transformada
de Gabor. Pero ara ens interessen els seus conjunts de zeros.

Definicié. Direm que A = {ay,}nen és un conjunt de zeros de l'espai de Fock
si 4f € F tal que:

z€A

0
0 z & A

~
—
IS
S~—
RN

Es a dir, existeix f € F tal que f s’anul.la a tot A i enlloc més.

La relacié entre l’espai de Fock i els sistemes de traslladades de la gaussiana
ens la déna la transformada de Bargmann:

Definicié. Donada f € L?(R), definim la transformada de Bargmann de f
com:

Bf(z) = 2% / f(t)eQWtz*WtQ*%zQ dt
R

Teorema 4.10 (Bargmann). La transformada de Bargmann és un isomorfisme
entre L?(R) i l’espai de Fock:

1Bfll7 =1/l

La demostracié la podem trobar en [Eol89]. Si ara calculem aquesta transfor-
mada per a un valor x € R veiem que:

Biw) =2t [ genet=ita =t [ s ()

Per tant la transformada de Bargmann en 1’eix real d’una funcié f ens dona el pro-
ducte escalar d’aquesta funcié amb una traslladada de la gaussiana ¢, multiplicat
per una constant que sempre és diferent de zero:

Bf(z) =21e2%(f, d,)

Aixd ens diu que Bf(z) = 0 si i només si (f, ¢,) = 0. Com que L*(R) és un espai
de Hilbert, fent servir dualitat podem provar el segiient enunciat:
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Proposicié 4.11. El conjunt T(p, A) genera L*(R) si i només si A no esta inclds
en un conjunt de zeros per a l’espai de Fock.

Demostracié. Fent servir dualitat tenim que T(¢,A) genera L*(R) si i només si
(f,x) = 0 per a tot A implica que f = 0. Com que la transformada de Bargmann
és un isomorfisme, la darrera condicié és equivalent a que F(\) = 0 per a tot A
impliqui que F' = 0 per a tota F' € F. Pero si A esta en un conjunt de zeros tenim
que existeix F' € F, F # 0, amb F(\) = 0 per a tot A\ € A. O

Aquesta relacié justifica que ens interessem pels conjunts de zeros d’aquest
espai. Zhu ja els va estudiar en [Zhu93], on provava els primers resultats que
aqui enunciarem. També donava exemples que demostren que un subconjunt d’un
conjunt de zeros no té perqué continuar sent-ho. Més tard, en [Tun05] es demostra
que un conjunt d’interpolacié tampoc és necessari que sigui de zeros per a Fock.

La férmula de Jensen i la resta de resultats teorics que hem recordat en la
seccié anterior ens relacionaven ’ordre de creixement d’una funcié amb ’exponent
de convergencia i altres propietats del seu conjunt de zeros. La peca que ens manca
per fer servir aquests teoremes ens la déna el segiient resultat.

Proposicié 4.12 (Zhu). Si f € F aleshores f té ordre com a molt 2 i si té ordre
2 té tipus com a molt 3.

Demostracid. Definim:

Amb aquesta definicié tenim f,, € Fiamés ||fy| = ||f||. Com que f,, és holomorfa
tenim que |f,|> és subharmonica i per tant:

2 2m , B2 |2
g/ ‘f(re’¢+w)e—5‘w| —mre W‘ di
0

1 o) 2 2T
=— re "
™ Jo 0

=2 [ |#erupe o

FulO)F = |F(w)e 3P

TZ)@2

dyp

flre™ +w)e 2 feo]? —mre!

2 2
e " dy

1
— [ 1+ wpe etz -
C

s

Per tant: .
jus 2
Fw)l < gl et

que ens demostra el resultat. O
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Observacid. Es facil veure que si una funcié f té ordre menor estricte que 2 ales-
hores f € F,isi f té ordre 2 i tipus menor estricte que 5 aleshores també pertany
™

a F. En canvi, entre les funcions d’ordre 2 i tipus § n’hi han que estan a ’espai

de Fock i altres que no.
Teorema 4.13 (Zhu). Si A = {an}nen €s un conjunt de zeros per a lespai de
Fock, aleshores l’exponent de convergéncia de A és menor o igual a 2. Es a dir:

1
Z ——— < 0 Ve >0
neN ’an‘2+€

Demostracié. Si 'exponent de convergenciade {a,} és més gran que 2, el seu
producte de Weierstass tindra també ordre més gran que 2. Per tant qualsevol
funcié d’ordre finit que s’anul.li en {a, } haura de tenir ordre més gran que 2 i no
podra pertanyer a l’espai de Fock. ]

Aix0 ja ens déna una condicié necessaria per que un conjunt sigui de zeros per

a l'espai de Fock. Donar condicions suficients tampoc costa gaire.

Teorema 4.14. Sigui A = {ay, nen. Si
IRPRERE
|an|?

aleshores A és un conjunt de zeros per a l’espai de Fock.

Demostracid. Prenem directament el producte canonic del conjunt A. Si l'ordre
de convergencia és menor estricte que 2 aleshores el teorema de Borel ens diu
que lordre d’aquesta funcié és menor estricte que 2. Per tant esta a l'espai de
Fock. En canvi, si 'ordre de convergencia de A és exactament 2, com que és enter,
podem fer servir el primer teorema de Lindelof EEA que ens diu que la funcié tindra
ordre 2 i tipus 0 i per tant també estara en l’espai de Fock. ]

La traduccié d’aquests resultats a traves de la transformada de Bargmann
ens donen automaticament condicions necessaries i suficients perque un conjunt A

generi amb la gaussiana.

Teorema 4.15 (Zalik). Considerem un conjunt discret A = {\ptnen. Es condicid

necessaria perqué un congunt de funcions T'(¢, A) generi que:
>0
RN
2
neN ’)\n’

Es condicié suficient que per algun € > 0:

> =
24
neN |>\n|



82 4. Generadors per translacions amb la funcié gaussiana.

Demostracio. Prenem les condicions necessaries i suficients perque un conjunt sigui
de zeros per a lespai de Fock i fem servir EETT1 O

Aquest resultat ja el trobem en [Zal78], on es prova fent servir técniques pro-
peres a aquestes, pero sense utilitzar I’isomorfisme amb 'espai de Fock.

Resta per estudiar el cas en que W < oo per a tot € > 0 pero » ﬁ =
00. Aquest cas s’ha de tractar amb més cura. Aquests darrers resultats ens diuen
que si ’exponent de convergencia de A és més gran que 2, aleshores T'(¢, A) genera
i no pot estar contingut en cap conjunt de zeros de ’espai de Fock. I si és menor,
aleshores no genera i pot ser conjunt de zeros. Queda el cas igual a 2, que és el
critic i fins ara no havia estat estudiat.

4.3 Conjunts amb ordre de convergencia 2.

Per estudiar el cas critic hem d’introduir un concepte que ens permeti diferenciar
uns conjunts discrets d’altres. Les densitats definides en la primera secci6é jugaran
aquest paper.

Els teoremes T3], BT i ens classifiquen tots els cassos llevat d’exponent
de convergencia igual a 2 i densitat més gran que 0. Fent servir la factoritzacié de
Hadamard podem veure que donat un conjunt A amb exponent de convergencia
2 sempre podrem construir una funcié d’ordre 2 tal que el seu conjunt de zeros
sigui A. Estem interessats en quin sera el tipus d’aquesta funcid, ja que aixo ens
ajudara a saber si esta o no a ’espai de Fock.

En aquest sentit ’espai de Fock es comporta d’una manera molt particular i
que complica molt 'estudi d’aquest problema. EI principal entrebanc prové del
fet que un subconjunt d’un conjunt de zeros per a ’espai de Fock no té que ser
necessariament un conjunt de zeros de 1’espai de Fock [Zhu93]. Tot i aixd, podem

donar restriccions sobre la densitat que pot tenir un conjunt de zeros.

Teorema 4.16. Si A és un conjunt de zeros per a l’espai de Fock, aleshores
AT(A) <er i A~(A) < 7.

Demostracio. La funcié indicadora d’una funcié de I'espai de Fock esta acotada
per 5. Siintroduim aixo en les teoremes 7] i E§ obtenim les cotes per a la densitat

superior i la inferior respectivament de manera automatica. O

Aix0 ens diu que si un conjunt A té densitats per sobre d’aquests valors no
podra ser un conjunt de zeros ni estar contingut en cap d’ells. D’aquesta forma
podem enunciar el segiient resultat referent a generadors:

Teorema 4.17. Sigui A C R un conjunt discret. Si A=(A) > 7 o AT(A) > er
aleshores T(p, A) és un sistema de generadors per a L?(R).
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Per a obtenir condicions necessaries ens mirarem els conjunts amb densitat
angular, ja que aquests ens permeten calcular la funcié indicadora de qualsevol
funcié que s’anul.li en aquests conjunt.

Si tenim un conjunt discret A € R tal que AT(A) = A~ (A) # 0 i calculem:

1 1
LR TR
El segon teorema de Lindelof ens diu que aquest conjunt no podra ser mai un
conjunt de zeros d’una funcié de I’espai de Fock. La manera d’actuar en aquest cas
sera construir una funcié amb un conjunt de zeros I' que inclogui aquest primer i
de manera que es compleixi la condicié ([EZ) (de fet farem que §y = 0). D’aquesta
manera podrem calcular la funcié indicadora i saber si la funcié esta en I'espai de
Fock o no. Aixo ens servira per donar condicions necessaries perque T'(¢, A) generi

L3(R).
Lema 4.18. Sigui A C R un conjunt discret tal que:

Jr
. n \r .
lim g ) = lim
r—oo T r—oo T

),

onnT in~ soén les funcions contadores de la part positiva i negativa de A respec-
tivament, i estem demanant tant ’existéncia del limit com la coincidéncia.

Aleshores existeix una funcié f entera d’ordre 2 i tipus 7A tal que f(\) =0
per a tota A € A.

Demostracié. Construim el conjunt I' = AUez*A. En les condicions de I'enunciat
aquest conjunt té densitat angular

3
AOG) = A Yz 5 (0)
k=0
A més,
Z ? =0 VT
el ly|<r

ja que en el sumatori cada terme de la forma A™2 amb A € A ens el trobem amb
signe positiu i negatiu i tenim cancel.lacié. Estem per tant en condicions de fer
servir teorema amb la funcié

fe=T16(2)
yerl

Per aquesta funcié dA(6) = 22:0 6;% (estesa de manera 27-periodica) i podem
calcular la seva funcié indicadora:

h¢(8) = 2rAsiné cos
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quan 6 € [0, 5], i esten de manera Z-periodica a la resta de [0,27]. Com que

sup hs(f) =7A
0€[0,27]

veiem que f compleix les condicions de I’enunciat i s’anul.la en A. O

Teorema 4.19. Sigui A C R un conjunt discret tal que T(¢p,\) genera L*(R).
Aleshores:

1 1
AT ADY>= ¢ AT(A) ==
2 2
Demostracié. Suposem que tant AT(AT) com AT(A™) sén menors que 3 — e.

Afegint punts podem construir A tal que:
ATEN =ATE) = ¢

El lema anterior ens diu que existeix una funcié en l'espai de Fock (té tipus menor
que %) que s’anul.la en A. L’isomorfisme de la transformada de Bargmann ens diu
llavors que existeix una funcié f € L?(R) ortogonal a T'(¢, A) i aquest no pot ser
un sitema de generadors. O

4.4 FEl cas L'(R).

L’isomorfisme que ens déna la transformada de Bargmann només ens serveix per
estudiar els sistemes de generadors per traslladades de la gaussiana quan ’espai en
que treballem és L?(R). Si volem generalitzar els resultats obtinguts a altres espais
LP(R) ens trobarem amb dos casos clarament diferents en funcié de si busquem
condicions necessaries o suficients.

Podem definir la transformada de Bargmann per a qualsevol funci6é de LP(R),
1 < p < o0, i veur que les funcions que obtenim sén enteres, d’ordre com a molt
2 i tipus acotat per 5. Com que I'inica propietat de I'espai de Fock que hem fet
servir per donar condicions era que estavem sota aquests suposits de creixement,
aquest raonament ens permetra generalitzar les condicions de suficiencia a tots els
LP(R).

Si ens interessem per les condicions necessaries la situacié no és tan bona.
Per provar aquestes el que féiem era construir una funcié en I'espai de Fock que
s’anul.lava en un conjunt que no complis aquestes propietats. L’isomorfisme de la
transformada de Bargmann ens deia llavors que existia una funcié ortonormal al
conjunt de traslladades. Aixo tan sols ho podrem fer a L?(R). Podrem generalitzar
les condicions necessaries al cas L' (R) fent servir el teorema [[Ali observant que la
convolucié d’una gaussiana amb ella mateixa torna a ser una altra gaussina.
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Lema 4.20. Sigui f € LP(R), 1 < p < co. Aleshores la funcidé

/f 27rtz 7rt2772 dt

IBF(2)] < |Ifllpll6llqe

N»—‘

€s una funcio entera 1

1 1 _

Demostracio. Si ens mirem la transformada de Bargmann de f tenim que:

2:2/f(t)e—w(t—z)2 dt
R

que és una convolucié de f amb una funcié entera. Com que les integrals sempre
estaran ben definides aquesta convolucié defineix una funcié entera en z per a tota

Per a I'acotacié observem que:

2 2 2 2 ; ;
e27rtz—7rt -5z :e%\z\ e—7r(t—a:) 627rzty—7rzxy

i per tant:

IBf(2)] < el I2/ £ ()] [e ™7 | at
Aqui apliquem Hélder i tenim ’acotacié de I’enunciat. ]
Teorema 4.21. Sigui A C R un conjunt discret. Si A=(A) > 7 o AT(A) > en
aleshores T'(¢, A) és un sistema de generadors per a LP(R), 1 < p < co.

Demostracio. Fixem 1 < p < oo i suposem que existeix f € L9(R) (% + % =1) tal
que:

/f(t)¢(t “N)dt=0 VAeA
R

Aix0 és equivalent a ’existéncia d’una funcié entera d’ordre 2 i tipus 5 (o menor)
que s’anul.la en A. Pero fent servir els teoremes E1 i veiem que sota les
condicions de 'enunciat aquesta funci6 ha de ser nul.lai T'(¢, A) genera LP(R). O

Com ja hem comentat, les condicions necessaries només les podrem generalitzar
al cas L'(R). Observem primer que si definim:

(b ( ) _ 2— —amt?
quan é + % =1, fent servir la transformada de Fourier, podem veure que:

bux iolt) = L2
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Teorema 4.22. Sigui A C R un conjunt discret tal que T(¢p,\) genera L'(R).
Aleshores:

AT(AT) > 6 AT(AT) >

N =
N | —

Demostracié. Si T(¢,A) genera L'(R), per a qualsevol a > 1 T(¢q, %A) també
genera. Fent convolucié amb ¢y, el teorema [[4] ens diu que T'(¢, %A) genera qual-
sevol LP(R) (1 < p < o). En particular genera L?(R) i el teorema déna la
condicio:

A D
6 AT(-AT) ==
a 2

Perd com que AT(1A1) = Q%A+(A+) i el mateix passa amb A~. Com que aixo

1
AT(=AT) >
(a )

DN | =

s’ha de complir per a tota a > 1 ja tenim la prova de I’enunciat. O

Com veiem, arrivem a les mateixes condicions, tan necessaries com suficients,
per a A que en el cas L?(R). Donada la complicada estructura del conjunt de zeros
de l'espai de Fock sembla dificil arrivar a una descripcié completa dels conjunts
que permeten generar. Aquesta descripccié hauria de dependre de la densitat
del conjunt. Podriem intentar una descripcié parcial restringint-nos tan sols a
conjunts on les dues densitats (la superior i la inferior) coincideixin, perd aixd no
ens ajuda gaire, ja que pot estar contingut en un conjunt de zeros on aquestes no
coincideixin.

Un problema que si que sembla més abastable és el segiient:
Questié. T(¢p, A) genera LP(R) independentment de p?

Es a dir, els conjunts A per als quals T'(¢, A) genera LP(R) sén els mateixos
que en LY(R) per a qualssevol 1 < p,q < co?

Quan ens miravem la Poisson aquest resultat era cert, perd aqui de moment
no podem donar una resposta. La transformada de Bargmann, que ens permet
coneixer I'espai de fase, només ens dona una bijeccié en L2(R). Tot i aix{ sembla
que ens pot donar una valuosa informacié sobre la resta de espais de fase, quan
treballem en LP(R) amb p # 2.
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Capitol 5

Transformada de Gabor.

5.1 Discretitzacio en espais de fase de Gabor.

Com ja hem comentat en el primer capitol, introduim la transformada de Gabor
per tal d’aprofitar millor I'estructura d’espai de Hilbert de L?(R). En aquest cas
ens interessarem en trobar bases i marcs en comptes de conjunts de generadors, ja
que per aquests darrers no ens cal introduir modulacions, siné que amb translacions
en tenim prou.

Comentem primer les notacions que farem servir en aquest capitol, i que ja hem
enunciat als preliminars. Quan treballem amb transformades de Gabor prendrem
z =x 4 iy € C escriurem

p(2)f(t) = fa(t) = ™V f(t - x)

També farem servir la notacié dm(z) = dx dy per designar la mesura planar de C.
D’aquesta manera definim la transformada de Gabor d'una funcié f € L?(R) per

a un atom de Gabor analitzant g € L?(R) com:
Gf(z)={f,g.) = /Rf(t)e_%ityg(t — ) dt

El teorema [[14 ens diu que Gf € L?(C) i ||Gf|| = ||f]|, amb la segiient férmula
de reconstruccio:

£(t) = /R /R G1(2)g(t)dm(z) Vf € L*(R)

Un cop fixem ’atom analitzant g, el teoremal[[L29 ens diu que el conjunt de funcions
de L?(C) que sén transformada d’alguna f € L?(R) formen un subespai de Hilbert
caracteritzat per un nucli reproductor. De manera explicita aixo ens diu que si

H = {F(z) € LZ(C) :3df € LQ(R) amb F(z) =Gf(z) = (f,gz>}

89
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aleshores:
F(z) = / F(z)ezmx(y_y“)k(zo — z)dm(z)
C

amb k(z) = (g,g.).Ja hem comentat en els preliminars que aquesta férmula és el
que s’anomena una convolucié cargolada (twisted convolution).
Fent servir aquestes notacions podem deduir de manera rapida que:

szo (Z) = <fz0a gz> = 627Tm0(y0_y)<f, .ngzo> = 627rixo(yo—y)Gf(Z - ZO)

D’aquesta manera, per ser consistents amb la notacié i la definicié de la transfor-
mada, hem de definir les translacions en C d'una funcié F € H (o en L?(C) de
manera general) com:

F. (z) = ezmx“(yo_y)F(z —20)

ja que en general la funcié F'(z — zp) pot no pertanyer a H. Tenint en compte aixo
la féormula de reproduccié ens queda escrita de manera un xic més compacta:

F(z) = / F(2)k,(z0) dm(z)
C
1 a més tenim invariancia de les normes:

1N = 1 Foll = IF1 = 11 2ol
si F'=Gf.

Cal observar que aquestes translacions no coincideixen generalment amb la
translacié habitual de C. Pero si ens fixem en el modul de la funcié (amb el que
treballarem habitualment) si que hi ha igualtat:

[Fzo(2)] = [F'(z = 20)]

A part de ser invariant per aquestes translacions, ’espai de fase té molt bones
propietats de continuitat. De fet, aquestes dues caracteristiques estan molt re-
lacionades. La invariancia per translacions fa que les funcions de ’espai siguin
uniformement continues, amb uniformitat no tan sols respecte la distancia dels
punts, sind també respecte a de funcié. Formalitzem aquesta idea amb el segiient
resultat:

Proposicié 5.1. El modul de la transformada de Gabor és uniformement continu.
Es a dir, donat ¢ ezisteiz § tal que si |z1 — 29| < 6, per a tota F € H:

F(z) = (f,92)

es compleir que

IF (=)l = [F(2)l] < |IFlle = [l flle
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Demostracio. Calculant directament i fent servir les propietats del producte esca-
lar veiem que:

1F(z0)] = [F ()] =||F2y (21 — 22)] — [ F, (0)]
S (21 = 22) = Fip ()]
=[(fe2, 921-22) — ([, )|
Sz llllgzn—z2 = gll = £ 1921 -2 — gl

i el resultat es dedueix de la continuitat dels operadors de translacié i modulacié
en L%(R). O

Observacid. Modificant un xic la demostracié es pot comprovar que F' és continua,
i com que F(z) — 0 quan |z] — oo (aix0 es pot deduir de la definicié de la
transformada directament, o de manera més senzilla, de que |F| € L?(C) i és
uniformement continua) també podrem provar que F' és uniformement continua,

pero 6 dependra de F' i no obtindrem un resultat tan bo com ’enunciat aqui.

Una propietat curiosa d’aquests espais és que en cap cas contenen funcions
amb suport compacte.

Proposicié 5.2. Sigui g € L*(R) un atom de gabor i f € L*(R) una funcid
qualsevol diferent de zero. Aleshores Gf(z) no pot tenir mai suport compacte.

Demostracio. Aquest resultat és molt facil de provar per reduccié a I’absurd. Su-
posem que G f(t) té suport compacte contingut, per exemple, en [0, 1] x [0,1]. Si
ens mirem la férmula

GI(:) = [ Fe gy
R
com que Gf(z) =0 per a tot y si x ¢ [0, 1], podem afirmar que:

FHgiE—2) =0

com a funcié per a tot x ¢ [0, 1], ja que la seva transformada de Fourier és nul.la.
Aixo ens diu que tant f com g tenen suport compacte. Pel teorema de Parseval:

Gf(z) = e2miow /]R Fl&)emineg(—¢ — y)de

Fent un raonament idéntic a ’anterior deduim que també tenen suport compacte
tant f com g. Aix0 és contradictori amb que ¢ i f en tinguin i ja hem provat el
resultat. O
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No farem servir directament aquest resultat durant el nostre estudi, pero ens
ajuda a entendre un xic més estructura d’aquests espais. A més ens diu que
prendre conjunts separats té possibilitats d’exit. Si existis alguna funcié en ’espai
de fase amb suport compacte i prenem un conjunt A C C separat, tan sols un
nombre finit de traslladades gy no serien ortogonals a una funcié f € L?(R). Aixo
fa molt dificil que puguem generar f a partir de les traslladades gy amb A € A.

Tot i que cap funcié pot tenir suport compacte, si que podem trobar atoms
per als quals existeixin funcions en ’espai de fase amb suport en una banda. Per
exemple, si tant ’atom g com f tene suport compacte, Gf estara suportada en
una banda vertical. El mateix ens passa amb transformades de Fourier amb suport
compacte. I podem trobar atoms amb molt bona localitzacio en temps i freqiiencia
(els que ens interessen) amb suport compacte.

Habitualment el conjunt de zeros d’una funcié de I’espai de fase sera una unié
de corbes. Es a dir, podem pensar que té dimensié 1. En els exemples anteriors,
dins la banda on esta suportada la funcié G f els zeros també solen comportar-se

d’aquesta manera. Per exemple, prenem ’expresié del nucli reproductor de ’espai

1 1

T T3 due es pot calcular explicitament

de fase de la funcié de Poisson P(t) =

per residus:
e*QTrizy

me—2mly| (1 i

k(2) = z€ vz Tz sty >0
- P —27r|y\ 1 e—2mizy .

z€ po 7 M siy <0

Observem que el conjunt de zeros del nucli son corbes molt properes a hiperboles.
Existeix un cas on el conjunt de zeros és discret. Es tracta de l'espai de fase de
la gaussiana, que tractarem en la propera seccié. Podem pensar informalment
esta composat integrament de funcions enteres (ja formalitzarem aquesta idea més
endavant). Perd aquest cas sembla ser un accident. No es coneixen altres casos
on aixo passi. En la darrera seccié d’aquest capitol veurem que per a una classe
d’atoms molt bons podem provar que els conjunts de zeros de ’espai de fase tenen
com a molt dimensié 1 i no sembla que es pugui millorar aquest resultat tret
d’exemples molt particualrs (que encara no es coneixen i no esta gens clar que
existeixin).

En aquesta part del treball buscarem marcs de L?(R), que sén una classe
especial de sistemes de generadors. Per tant els conjunts discrets A que construirem
esquiven en certa menera els conjunts de zeros (no estan mai continguts en ells).
Aix0 no sera una tasca gens senzilla ja que, com podem intuir dels exemples
anteriors, aquest conjunts sén molt grans en comparacié amb els conjunts discrets
que ens trobavem en el cas de translacions.

Estem interessats en estudiar quan un sistema G(g, A) és una base o un marc
de L?*(R) per a un atom de Gabor g € L?(R) i un conjunt A. En aquest cas
el conjunt sera uniformement discret (o separat) i estara contingut en C. Més
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endavant veurem perque ens restringim a aquesta classe de conjunts. Ja hem
comentat en el primer capitol que fixat g, degut a que Gf(z) = (f,g.), G(g,A) és
un marc si i només si A és un conjunt de mostreig per a l'espai de fase de g. El
que farem és estudiar aquest tipus de conjunts. Donarem condicions necessaries
i suficients perque un conjunt A sigui de mostreig. També estudiarem al mateix
temps els conjunts d’interpolacié dels espais de fase. Mostreig i interpolacié sén
conceptes duals. Fixar-nos també en els segons ens permetra entendre millor tant
I’estructura dels espais com les particularitats del problema que estem estudiant.

Si ens mirem la condicié de mostreig veiem que ens interessa acotar per sobre
i per sota el sumatori

DIFWE=)

AEA AEA

2

/ F(2)kx(z) dm(z)
C

on hem introduit la férmula de reproduccio, ja que la idea és acotar aquest sumatori
de manera independent de F. El pas seglient sera passar els valors absoluts a
Iinterior de 'integral. Pero aixo ens donara una desigualtat que tan sols ens sera
util en una de les dues acotacions. Gran part de la feina d’aquest capitol sera
intentar controlar la perdua d’informacié en fer aquest pas.

La idea general sera obtenir una equivalencia del tipus:
2

2= [| [ Fem@an)| =3

A€A
on veiem un altre cop que la férmula de reconstruccié ens porta al problema d’ana-

2

/ F(2)kx(z)dm(z)
C

litzar quanta informacié perdem en discretitzar el nucli (és a dir, a mostrejar-lo en
un conjunt discret). El que farem és buscar condicions sobre el nucli reproductor
k (o de manera equivalent, sobre g) per poder assegurar l'existéncia de conjunts de
mostreig. Ens haurem de restringir a atoms per als quals el nucli sigui integrable.
Es a dir, aquells atoms que pertanyin a I’algebra de Feichtinger A.

Un cop hagim fixat un atom analitzant g € A, intentarem donar condicions
necessaries i suficients perque un conjunt A sigui de mostreig en el corresponent
espai de fase. De fet, quan provem l'existéncia de conjunts de mostreig ja estarem
donant condicions suficients perque un conjunt ho sigui.

Pel que fa a condicions necessaries només reproduirem les ja obtingudes per
Ramanathan i Steger en [RaS95]. Aquestes ens caracteritzen els conjunts que po-
den ser de mostreig per algun espai de fase a partir de les seves densitats uniforme
(que definirem més endavant). Aquest és un resultat molt fort, ja que la condicié
necessaria no depén de ’atom que utilitzem per analitzar, i és necessaria per tots
els atoms de L?(R) i no tan sols per I’algebra de Feichtinger.
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5.2 Un altre cop ’espai de Fock.

L’exemple que donarem a continuacié és el millor cas que ens podem trobar quan
estudiem les bases i marcs de Gabor d’'un atom particular. Com hem dit abans,
I'estudi d’aquests conceptes es correspon amb ’estudi dels conjunts de mostreig i
interpolacié del corresponent espai de fase.

Aquests conjunts han estat molt estudiats en diferents espais de funcions ho-
lomorfes. En aquesta seccié estudiarem el cas particular d’un atom on ’espai de
fase es correspon amb l’espai de Fock de funcions holomorfes, amb el que ja hem
treballat al capitol anterior. En aquest espai estan descrits els conjunts de mostreig
i d’interpolacid. Ens servira d’excel.lent exemple per a l'estudi general. Repetirem
les definicions i algunes de les propietats enunciades anteriorment per millorar la
comprensié i que no sigui necessari consultar el capitol anterior.

Ens tornem a fixar en la funcié gaussiana normalitzada:
olt) = 21"
Calculant directament veiem que:
6. (t) = ﬁezmytgb(t — )= 94 p2mity—m(t—x)?

Introduim aquest calcul en la definicié de transformada de Gabor.D’aquesta forma
obtenim, per a tota f € L*(R):

Gf(z) = (f. 6.) = 24 /R f()e2mitv—mt=2)* gy (5.1)

Aquestes funcions les podrem pensar dins de I’espai de Fock. Recordem la definicié
que hem donat d’aquest espai:

Definicié. Definim l’espai de Fock com el conjunt de funcions:
F = {F . F és entera i ||F||% = / |F(z)|2677r‘z‘2 dm(z) < oo}
C

La relacié d’aquest espai i L?(R) ens la déna la transformada de Bargmann,
que recordem a continuacio.

Definicié. Donada f € L?(R), definim la transformada de Bargmann de f
com:

PN

Bf(z) =2 /Rf(t)e%rtzm?gzz gt
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Aquesta transformada ens déna un isomorfisme entre L?(R) i F [[FoI89]. Per
aquesta rad aquest espai s’anomena també l’espai de Bargmann-Fock. Si ara ens
tornem a mirar (BJ)) velem que:

Gf(x+iy) = e Bt ™ B (3 — jy)

o el que és el mateix:

Gf(z) = e 21 ™Y B f(2)

Per tant tenim que e%|z|26_“$yGf(E) € F, i per a tota funci6 F' € F existeix
f € L*(R) tal que Gf(z) = efg‘Z‘Qe“””yF(z). A més podem provar:

IGFE)|? = /C G () dm(2)
:/|egz26””yF(z)|2dm(z)
C

= [ IF@Pe T am(z) = |F I
C

La correspondeéncia anterior és una isometria. D’aquesta manera podem pensar
informalment que ’espai de fase de la gaussiana és ’espai de Fock. D’especial
importancia és la correspondencia entre nuclis reproductors. El nucli reproductor
de l'espai de Fock és:

kr(z,20) = €™

i el nucli reproductor de I’espai de fase de ¢ és:

e~ 5 (121*+20[?) pri(zoyo —ay) . —7Z20

ky(z,20) =
Pensem-lo en una sola variable:
ky(z) = e 317 e mizy
i d’aquesta manera obtenim que:
ky(z,20) = eQﬂmO(yO*y)k(b(z)

En l'espai de Fock tenim una caracteritzacié completa dels conjunts de mostreig i
d’interpolacié, que ha estat provada de manera independent en [Sei92], [SeW9?] i
[Lyu92). En aquests treballs s’utilitza un concepte de densitat per diferenciar uns
conjunts dels altres.

La manera de definir aquestes densitats és la segiient: donat un conjunt unifor-
mement discret I' = {z;}jen, fixem un conjunt ¢ de mesura 1 i frontera de mesura
0 (podem pensar en una bola). Denotem per n~(r) i n™(r) respectivament el
minim i el maxim nombre de punts de I' que podem trobar en qualsevol traslladat

de Q.
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Definicié. Definim les densitats uniformes inferior i superior com:

- -
D~(T") = liminf " <;” ) prr) = nmsup”—(;)
r—00 wr r—o0 wr

En [Lan67] es prova que aquesta definicié és independent de ’eleccié de Q.
La diferencia entre aquestes densitats i les que feiem servir en I'estudi dels con-
junts d’unicitat d’aquest mateix espai és que ara prenem suprem i infim en boles
centrades en qualsevol punt de C, i no tan sols en l'origen. El que s’aconsegueix
d’aquesta manera és fer més uniformes els arguments per provar que un conjunt
és d’unicitat. D’aquesta menra es pot demostrar que un conjunt uniformement
discret I' és de mostreig si i només si D~ (I') > 7 i és d’interpolacié si i només si
DT(T) < .

Com a conseqiiencia directa d’aquests resultats tenim que no existeixen con-
junts que siguin de mostreig i d’interpolacié a ’hora. O el que és el mateix, no
existeixen bases de Riesz fent servir traslladades i modulades de la gaussiana.
Aquest fet no és gaire bo si tenim en compte que les bases sén representacions
minimes. Ens trobem que qualsevol representacié estable de L?(R) mitjancant la
gaussiana sera sempre redundant. Comentarem més endavant que si volem una
caracteritzacié només en termes de densitat sembla obligat que no existeixin bases.

En aquest cas particular podem aprofitar els resultats del capitol anterior, quan
estudiaven els sistemes de generadors per translacions de la forma T'(¢, A). Si ens
mirem les condicions que obteniem sobre els conjunts de zeros d’una funcié de
I’espai de Fock podem enunciar:

Teorema 5.3. Sigui ¢ la funcid gaussiana i A un conjunt discret (no necessaria-
ment de manera uniforme). Aleshores, si:

G(¢,N) genera L2(R).

Aquests resultats estan en consonancia amb els que hem donat de mostreig i
interpolacié (pensem en conjunts on la densitat superior i inferior coincideixen),
pero no sén ni de bon trog tan bons. En el cas de mosterig existeix una caracte-
ritzacié completa, que no podem assolir al estudiar els conjunts d’unicitat. Una
de les raons és que no es pot evitar la condicié de compensacié dels zeros quan
busquem conjunts d’unicitat.
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5.3 Espais de fase de Gabor analitics.

El cas de la gaussiana és excepcional no tan sols perque el seu espai de fase esta
format per funcions holomorfes. El tret que la fa més especial és que és I'tinic atom
(modul translacions) amb aquesta propietat.

Per comoditat, a ’hora de provar aquest resultat, farem servir I’espai conjugat.
Aquest és el mateix espai de fase, pero avaluat en Z i fent servir g en lloc de g per
analitzar. Si ens mirem el cas de la gaussiana, les funcions que ens apareixien eren
anti-holomorfes. Treballant d’aquesta forma ’enunciat sera consistent amb el que
hem dit a 'apartat anterior.

Aquest canvi no ens introduira cap diferencia substancial respecte al cas habi-
tual.

Teorema 5.4. Considerem el conjugat de l’espai de fase d’un atom de Gabor
g € L*(R):

H={F(2) / f)eX" Wyt —x)dt, fe L*(R)}

Aleshores aquest espai esta composat de funcions holomorfes respecte a un pes si i
nomeés si g €s una traslladada de la funcid gaussiana.

Demostracié. Suposem que existeix un M (z) = M(z,y) tal que:
M(z)F(z) € Hol(C) VF € H
Aleshores
OMF (2 / F)O(M(2)e”™Wg(t —x))dt =0  Vfe L*R)
Aquest fet és equivalent a:
E(M(z)e%ityg(t —z)) =0 vVte R

Podem calcular aquesta derivada,

B(M() (1 — 2)) = B(M (2, )) > Vg(t — 2)— Mz, 1) Vg1 )

—mtM (z,y)e*™ W g(t — )
Aixo ens diu:
2(0M (w,y) — M(z,y)mt)g(t — ) = M(z,y)g'(t — @)

on se’'ns planteja una equacié diferencial en g que no és dificil de resoldre. Si fem

el canvi ¢t — £ = w obtenim:
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La solucié és de la forma

g(w) = Ce_ﬂ(w+x)2+2%w =(Ce™ ™ [(w—l—x—%%)Q—(%%)Q—f—% %]
que és una traslladada de la gaussiana. O

Observacié. El pes tampoc pot ser qualsevol. La solucié de ’equacié diferencial
ja ens diu que :
J— J— 2 J—
10M 10M 2z OM
_ 29 _ (2222 il | —
i Cq <7TM>+7TM mlogC = Cy

ja que la funcié g no pot dependre de = ni de y. En el cas de la gaussiana centrada
al zero el pes és:
M(z) = e2l#® g mizy

on OM(z) = mxM (z) i s’anul.len ambdos factors prenent C' = =™,

Quan diem que la solucié és una traslladada de la gaussiana hem de comen-
tar que admetem translacions complexes, o de manera equivalent, que poden ser
translacions i modulacions amb parametre real.

Nota. Aquest resultat continua sent cert si demanem que l’espai estigui format per
funcions quasi-regulars.

Aquest resultat és molt negatiu de cara als nostres interessos. Ens trobem que
tret d’aquest cas que ja ha estat resolt, no podrem aplicar les técniques de I'analisi
complexa al nostre problema. Aixo fa que els resultats que obtenim no sén ni molt
menys tan bons com els que s’han provat per la gaussiana.

5.4 Resultats de mostreig.

A partir d’ara H sera l'espai de fase d’un atom de Gabor fixat g normalitzat
de manera que ||g|| = 1. Si no diem el contari establirem com a conveni que
z,w € C, amb z = x4+ iy i w = a + b, de manera que x,y,a,b € R. Utilitzarem
la notacié equivalent quan tinguem subindexs. Recordem la definicié de conjunts
uniformement discrets, que anomenarem habitualment separats, que hem donat al
primer capitol, adaptant-nos al cas que estem tractant.

Definicié. Sigui I' = {z;};en € C. Direm que I' és uniformement discret o
separat si existeix € > 0 tal que |z; — z;| > € Vi # j.
Ens referirem a € com la constant de separaci6 de I'.

Per poder treballar comodament és necessari que tots els conjunts que fem
servir siguin separats. Els segiients resultats van encarats a provar que aquests
sén els Unics que ens interessen.
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Lema 5.5. Sigui F € H tal que F(w) = 0. Sigui z € C, aleshores:
[P (w)|* < FI(1 = [kw (2)1?) = I1FI (1 = [{gw: 92)I)

Demostracié. Considerem H,, el conjunt de funcions de H que s’anul.len en w.
Aquest és un subespai de Hilbert amb el segiient nucli reproductor:

P, (2) = k2 (2) — k2 (w)kw(2)

Per veure-ho hem d’observar primer que ®,, € H ja que és combinacié lineal de
funcions de H i ®,,(w) = 0 per a tot zp € C. Per tant ®,, € H,,.
Si ara prenem h € H,, veiem que:

<h’ q)20> = <h’ k20> =k (w)<h’ kw> = h(ZO)

Es a dir, ¢, reprodueix les funcions de H,,. Com que pertany a l’espai, és el seu
nucli reproductor.
Com que F' pertany a H,, apliquem la férmula de reproduccié en aquest espai.

[F(2)? =|(F, @) < |[F|*(@2, @) = | FI*®x(2)

PR (k) — b)) = IFIP(1 = i 2)P)

i obtenim el resultat. O

Teorema 5.6. Sigui I' = {z;};en C C. SiT' és un conjunt d’interpolacid per a H
es compleix que I" és separat.

Demostracid. Pel teorema de la grafica tancada, si I' és d’interpolacid, existeix
M > 0 tal que V{a,} neny € [? existeix F € H amb F(z,) = a, i |[F|? <
M2y onlan]?. Es a dir, podem realitzar la interpolacié amb norma acotada.

Sigui z; # zj. Existeix F' € H tal que F(z;) =11 F(z;) = 0 amb ||F| < M.
Aplicant tenim que:

L= [F () < |FIP(1 = [ks, (2)?) < M?(1 = |k, (2)]?)
1 1
= 1= |k, (2)]” 2 i k2, (25)7 < 1— - Cc<1

Aixd vol dir que si i # j, [(gz,9-;)]* < C < 1. Com que el mddul del nucli és
uniformement continu, aquest fet ens implica la condicié de separacié, ja que C

no depen de z; i z;. O

Ara sabem que tots els conjunts d’interpolacié sén separats, i només ens queda
analitzar el cas dels conjunts de mostreig. Aqui la situacié és un pel diferent.
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Teorema 5.7. Sigui I' = {z;}jen C C. SiT' és un conjunt de mostreig per a H
es compleix que I' €s una unio finita de conjunts separats.

Demostracié. Com que I' és de mostreig, 3C > 0 tal que:
Y IFGE)IP < olF)? (5.2)
r

Només ens caldra aquesta desigualtat per provar el resultat. Ho farem per reduccio

a ’absurd. Que I' no sigui unio finita de conjunts separats és equivalent a que per

a tot N itot 6 podem trobar una bola de radi d, diguem-li B, tal que |[I'NB| > N.
Com que |k,,(z)| és uniformement continua, 39 tal que:

[lFezg (20)] = [z (22)] < 1/2

si |z1 — 23] < d, on aquest d no depen de z.
Prenem aquest 0 i N > 4C'. Sigui B la corresponent bola de radi § que conté
N punts del conjunt. Si w és el centre de B, per la funcié k,(z) € H s’ha de
complir (B2):
D lku(z)P < Cllkul® = C
T

pero per altra banda:

S hu()P = 3 o)+ 3 ()P > 30— 1/27 > Ny > ©
T

I'nBe rnB I'nB

i ja tenim la contradiccio. O

Aquest resultat és el millor que podem aconseguir en el cas de conjunts de
mostreig ja que existeixen conjunts de mostreig que no sén separats. Per exem-
ple podem unir dues xarxes regulars amb parametres diferents, cada una d’elles
formant un marc, de manera que no tinguem separacio.

Fins ara no hem demanat cap condicié especial a ’atom analitzant g. Pero
a partir d’aqui, per tal d’obtenir condicions suficients perqué un conjunt sigui de
mostreig i en particular provar que n’existeixen, haurem de suposar que g € A. Es
a dir, que k € L'(C). Recordem que en [FeGRY] i [FeGRI-2] es prova que si g € A
obtenim de manera gratuita que la maximal local de k:

Mk()= sup [k(w)
weB(z,1)

també pertany a L'(C). Per tant tenim un extra d’integracié que ens permet
discretitzar.
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Lema 5.8. Sigui k tal que Mk € L'(C) i A C C un conjunt separat amb constant
de separacio €. Aleshores:

DBLICNIES —HMkHl

A€A
Demostracid. Suposem sense perdre generalitat que § < 1. Si prenem dos punts
diferents v, A € A, com que B(% $)NB(A, 5) =0 podem acotar:

2
SO <X gy S M i) < T [ arke) i)

AEA )\EA

que és el que voliem provar. O

Observacid. De manera informal podem pensar que la cota que obtenim és inde-
pendent de A ja que només intervé la seva constant de separacid i no els punts que
formen el conjunt.

Els segiients resultats van adrecats a provar que un conjunt proper a un de
mostreig també sera de mostreig. Aquest resultat ja s’obté fent servir la teoria
de representacions de Feichtinger i Groshenig [FeGR9|[FeG89-2], pero aqui farem
servir altres técniques, adaptant les idees de [OIS92] al cas de Gabor, que ens
permeten donar cotes explicites depenent només de les constants de separacié i de
|ME||;. Aquesta millora ens permetra provar que tot conjunt de mostreig conté
un subconjunt separat que també és de mostreig. Aquest problema també s’ha
estudiat en [SuZ01], [SuZ02], i [FeS06], on s’obtenen resultats similars, pero fent
servir altres tecniques, i en els dos primers, canviant el conjunt d’atoms analitzant.

A mode d’exemple donem el segiient resultat, que ens diu que si un conjunt és
separat ja tenim l’acotacié superior de I'operador de mostreig. La prova és senzilla
pero il.lustra molt bé les tecniques que farem servir al llarg d’aquesta seccio.

Proposicié 5.9. Donats un atom de Gabor analitzant g € A i I' un conjunt
separat existeix B > 0 tal que:

Y IFMP < BIFI? VFeH
yel’

Demostracio. Calculant directament tenim que:

_ 2
SF@E =3 / F(2)ky(2) dm(2)

r</F s am)) ([ 1 @ldm(:)

/yF S Jk(z )| dm(z /yk \ dm(z) < B|F|]?

JEN
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ja que [ |k(2)] dm(z) < oo perque el nucli és integrable i

Dokz=l= D k)

yel Ae(z—T

ja que z — I' té la mateixa constant de separacié que I' i podem aplicar per
acotar independentment de z. [l

Observacio. Com veiem a la prova, la constant d’acotacié depen de k en termes
del seu valor absolut i no del quadrat. Es a dir, depen de ||k||1, tant discreta com
continua. Es per aquesta raé que ens hem de limitar a I'estudi d’atoms de ’algebra
de Feichtinger.

Fent servir les mateixes idees ja podem provar el resultat que hem anunciat
anteriorment. L’inica innovacio aqui rau en la manera de provar-lo, que ens permet
donar cotes un xic més explicites que ens seran de gran utilitat més endavant.

Teorema 5.10. Sigui g € A un atom de Gabor de l’dlgebra de Feichtinger. Donat
A = {zj}jen un conjunt de mostreig per a H existeiz § > 0 tal que si I' = {w;}jen
compleiz que |z; —wj| < 6 Vg, I' també és un conjunt de mostreig.

Aquest resultat es dedueix de manera trivial del segiient parell de lemes.

Lema 5.11. Siguin A = {z;}jen i I' = {w;}jen dos conjunts en C. Aleshores es
compleix que:

(Sireor) o (= \F(wm?)m

jEN jEN

< dido||F|| VYF e H

on dy i dy vénen definides per:

o & =sup, [ ks, (2) — k(=) dm(2)

i d% = Sup, ZjeN |kzj (Z) - kw]’ (Z)|
Demostracid. Calculant directament tenim que:

(= \F(zm?)m (= \F(w»\?)m

jEN jEN

= [[(F(z))ill2 = [(F(w;));]l2]

on || - ||2 significa la norma de 12, pensant (F(z]))] com a successio.

I(F(z)5ll2 = 1(Fwi))jll2| <[[(1F(z5)] = [F (w;)]);]],
=[|(1F—w, (27 — wj)| = [F-w; (0)]);]]
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degut a la invariancia per translacions de |F|. Introduim ara la férmula de repro-
duccid,

[(Fw, (25 = w;)| = [Foa, (0)])]]

_ H < /C Fo, (2~ (2) dim(2)

([P = B () )

/ F_y,(2)k(z) dm(z)
C

),

2

N

Ill2

[ N(/ 1y (2, (2 >—k<z>|dm<z>)2]
je

i d’aquesta forma hem transportat el problema a punts propers a 0 i afectant

1/2

només al nucli reproductor. Podem ara utilitzar la desigualtat d’Schwartz,

[ (/ oy ()12 () = k(z)|dm(2)>2]l/2

7€N

1/2
< | 1Py Pl 2) = R ) | by (2) = b))
jEN C
Ara acotem per separat,

[ ey ) = K@ () <
C

i per altra banda
/ F (2 + w3) Pk, (2) — k(2)| dm(2)
jeN

Z/|F )2k, - (2 — wy) — (= — w;)| dim(2)

JEN
< [IPGIP S s (2) = by (2] dm(e) < B
JEN
1 unint les dues cotes obtenim ’enunciat. O

Lema 5.12. Sigui A = {2;};en un conjunt separat, i suposem que g € A.

Per a tot € 30 tal que si I' = {w;}jen compleiz que |z; —wj| < § Vj aleshores
didy < &, amb dy i do definides com a1l
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Demostracid. Primer veurem que podem fer dy tan petit com vulguem si I és prou

propera a A. Per veure aixo escrivim:
[ sy () = b () = [ [0z — (3 =) = (o) ()
Com que k és integrable, existeix R > 0 tal que, si |a] < 1,

/ |k(z — a)|ldm(z) <
C\B(O,R)

D’aquesta manera, si assumim ¢ < 1, tenim que:

1o

‘e%i(l‘r%)(yrbf )k(z — (2 —wj)) — ki(Z)‘ dm(z)

a

/ ‘627ri(rj*aj)(yj*bj* )k(z — (Zj — ?Uj)) - k(Z)‘ dm(z)—i-
B(0,R)
N / ‘em(mraj)(yrbry)k(z — (7 —wj)) — k(Z)‘ dm(z)
C\B(0,R)
g/ ‘e%z‘(mjfaj)(yj*bj*y) - 1‘ ‘k(z — (25 — wj))‘ dm(z)+
B(0,R)
€
[ b= (- w) - b dm(a) + 5
(0,R)

Per a la primera integral, fem servir que |z; — a;|, ly; — b;] < |2; — w;|. Com que
ly| < R, triant § prou petit podem aconseguir ‘62”1'(%*“]’)(3/14’1*” — 1‘ < m
per a tota |y| < R. Per a la segona integral només cal utilitzar que l'operador de
translacié és continu en L!(C).

Anem ara a acotar da. Si a = sup,4; |2; — z;| és la constant de separacié de
A, assumim 0 < §, i és compleix que |w; — w;| > § Vi # j. Es a dir, $ ens
serveix de constant de separacié tant per A com per I'. De fet, A, = {z — z;}jen
i, = {# — wj}jen també tenen la mateixa constant de separacié. Aqui podem
aplicar per provar que existeix C' = C(§) tal que dy < 2C.

Si ajuntem les dues parts veiem que do esta acotat per C' quan prenem § petit,
i di es pot fer tant petit com es desitgi agafant § prou petit. Per tant 3§ tal que

si |z; — wj| < 6V, es compleix que didy < €. O

Podem comparar el teorema amb els resultats d’estabilitat que teniem per
bases de Riesz generals. Si ens fixem en [LT0 i [CTT] veiem que podem canviar el
sistema, de manera que la suma de canvis no sigui gran. En B0 canviem una
mica cada vector, perd ho podem fer de manera uniforme. Aix0 és molt millor, ja
que la suma pot divergir i en canvi continuem tenint un marc. En aquest resultat
no dfemanem independencia perque en lloc de bases tenim marcs.
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Al teorema BT veiem que tot conjunt de mostreig era unié finita de conjunts
separats, pero els lemes anteriors ens permeten millorar bastant aquest resultat.
La idea és que un conjunt de mostreig és una unié de varis conjunts molt propers, i
els lemes iBTIT ens diuen que conjunts proxims donen més o menys la mateixa
informaci6 sobre les funcions. Es a dir, en un conjunt de mostreig no separat tenim
informacié repetida.

Teorema 5.13. Suposem que g € A i sigui I' = {2;};en un conjunt de mostreig
per a H.
' conté un subconjunt I' C T tal que I' és de mostreig i separat.

Demostracid. Com que I' és de mostreig sabem per 7 que és una unié finita de
conjunts separats, i que existeixen A, B > 0 tals que per a tota F' € H es compleix
que:
2 2 2
AIIFIP <P ()P < BIIF)|
jeN

Per a tot § (pensem en un § molt petit) podem definir [ C T de manera que si
I' = {w; }ien, es compleixi que:

o B(w;,6)NT = {w;}
. UZ'GN(B(ZUZ', 5) N F) =A
o |B(w;,0)NT| <N

on N és una constant que de fet es pot acotar pel nombre de conjunts separats
que formen I'. Tot aixo ho podem fer gracies a que I' és unio finita de separats.
Es a dir, el que fem és definir I' de manera que B(w;,d) només conté a w; dels
punts de f, tot z; € I" esta contingut en alguna B(wj;,d) per algun w; € f, i cada
una d’aquestes boles només conté un nombre finit acotat de punts de I'. Podem
pensar que cada z; pertany només a una B(w;, ). Aixo no és cert, perdo podem
assignar a cada z; un tinic w; a I’hora de treballar.

. C . N;
Tenint en compte aixo podem escriure I' = UieN{wl-l, ...,w; '}, de manera que:

wh ¢ Tsik#1

wk € B(w;, 0)

N; < N Vi

Els conjunts {wf}fj;l son disjunts en variar 4
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Amb aquesta notacié calculem:

N;
DAFEHP =Y 1P

z;el w;el k=1
=3 [Z( BP = [F(wh)] )+Ni\F<w3>\2]
w;el Lh=1
N;
<N Y IR+ Y Y (IPh)? - [Fwh)?)
w; €l w;el k=1
k

= wil per a N; < k < N podem escriure:

N;
>3 (IF@h P = IFwh?)
w;el k=1
Z

Si definim w;

uMz

(|F< b2 = |F(w))?)

F
zfj[ ubP = 3 1P|
k=1 wief
N 1/2 1/2
:;[E:F!F > +<u§f’F(wi)’> ]
1/2 1/2
(Efwwm ) - (Ef\mm ) ]

El primer paréntesi el podem acotar per 2BY/2||F||, ja que sén sumatoris de parcials
de T'. Per a acotar el segon paréntesi, en valor absolut, el que farem és aplicar E.TT]
als conjunts {w’}ien i {w}}ien, que ens diu que:

1/2 1/2

<Z!F(w§“)\2> - (Z!F(wil)P) < djd3||F|

€N i€eN

on k no és un exponent siné un index, i d¥, d§ vénen definides per:
o (d)? = supjen fo s (2) = k()| du(2)

o (d5)? = sup.ec Xien hur (2) = k2 (2)]

(3

Definim ara:
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e d; = sup, df
e dy = sup, ds
Podem acotar independentment de k:
1/2 1/2
(Z \F(Wf)!2> - (Z !F(wil)!2> < didy || F|
i€N ieN

Si ajuntem totes les acotacions veiem que:

AIFIP <Y IF()P S N Y IF (i) +

> S (1F(h)? = |P(wh)?)

jEN €N €N k=1
SN |F(w;)|> + 2N B2 dydy | F||?
1€N
Aix0 implica
A—2NBY2dd,
N P> < 1P (w)?
€N

Com que N, Ai B so6n fixes, aplicant B9 i B T2 tenim que existeix d prou petit tal

que f, definida al principi, compleix que existeixen A’, B’ > 0 amb:

ANFIP <Y IF(w)? < B[ FIP?
1€N

és a dir, T és de mostreig. O

Observacid. Aquest resultat ens diu que quan considerem atoms de Gabor en
I’algebra de Feichtinger, els tinics conjunts discrets que ens interessen sén els se-
parats.

Els resultats que hem obtingut fins ara ens permeten comparar uns conjunts
amb altres. Pero no sén 1tils a 'hora de dir-nos si un conjunt qualsevol és de
mostreig o, sense demanar tant, provar-ne 1’existencia.

El segiient pas és comparar la informacié discreta amb la continua, per acabar
provant que conjunts que, parlant de manera informal, estan per tot el pla sén de
mostreig.

Lema 5.14. Sigui I' = {z;}jen tal que es compleiz que Vj 3V; C C (obert) de
manera que C = UjENVj, amb z; € V; i Ujen(Vj — 2;) €V compacte, V; NV;, = 0.
Aleshores es compleix que:

171 (2 cﬂF(zj)P)l/z

jEN

< didy|| F|

on:
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o & = (sup.cy fi- [ka(w) — k(w)| dm(w))'/?

o dy= (suppee Syen fy, Iul2) — ()| dm(2)

i cj és l'area de Vj.

Demostracio. Calculant directament:

2
17 - (cherj \2) — 1E1 = |3 xv, )1 (5)] H
JEN jeN
2 2
HrF =S w@IFEE = [0re - 1PED, ()
jEN jeN
= [0 1D ()] i) = 3 [ PG = ) am:
Clien

jeN
Ara hem de tenir en compte que V; és un entorn de z;, i per tant V; — z; és
un entorn de 0, que a més hem de recordar que esta contingut en V. Escrivim

F_.,(2) = (f-s;.9.). Bs compleix que |F(2)] = [F_,,(z — 2))| 1 | F]| = | F_,||. Si

tenim en compte aixo, podem escriure:

|F(2)] — |F(25)]| dm(z P (2)] — |, (0)] 2dm(z)
> a1 =32, | |
<> /V !F—zj(Z) — F_(0)dm(2)

JEN
<> [, (1w - s dm<w>)2 am(2)
=3 [, Lt - ki) [ o) - oane)] ane

Acotem cada part per separat. Sitenim en compte que z € V;—z;ique Vj—z; CV
podem escriure:

[t} = ) o) < sup [ () = k() donf) = ()

zeV
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Només falta la segona part:

Z/V /CIFzj(w)IQIkz(w)—k(wﬂdm(w) dm(z)

JEN
_Z/V ./C|F(w+2j)|2|krz(w)—k(w)|dm(w)dm(z)

jEN
w 2 w—zZ;) — w — z; mlw miz
—ZN/V Zj/cw )2k (w — 25) — k(w — 25)] dm(w) dm(2)
= w)|? €270, (w) — 2%k, (w)| dm(w) dm(z
%/sz/!F()\\ e, () ke ()| dm () dm2)
- |F ()P (w) — b, ()] dim(w) d(2)
X,/
= [P [ o)~ bulepldm( dmiw) < @ FI?
jEN
que és el que voliem demostrar. O

En aquest lema podem pensar que V' és una bola tancada de centre 0. Si el radi
de V' és prou petit, que significa que el conjunt és prou dens, estem en condicions
de provar que I' és de mostreig quan g € A.

Teorema 5.15. Sigui H un espai de fase d’un atom de Gabor g € A. FExisteix §
tal que si I' = {zj}jen €s un conjunt separat complint les condicions de amb
V' contingut en B(0,0), llavors " és de mostreig per H.

Demostracid. El que farem és acotar df i fer d| tant petita com vulguem en B4
Per a db, fixem w € C i tenim que:

Z/ o (2) — Fu(23)] dm(2) <Z/ o (2) dim(2) + 3 Vil 25)

JeN JEN JeN
<\|k||1+§j|V|, ‘/ MK(z — w)|dm(2)
]
—|[E ]l + M|

si 6 < 1. Per tant dj < (|[k]ly + | ME[1)">.

Per a d) fixem z € V i calculem:

[ ket = k)l dmew) = [ ek = 2) = biw)| dm()
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Com que k € L!(C), existeix R prou gran de manera que, per a tot z € V:

2
[ lkw - aldm(w) < 5 (5.3)
C\B(0,R) 4

D’aquesta manera tenim que:

/C s () — K(w)| dm(w) < /B .

<)
B(0,R)
2

€
+ /B(O,R) |k(w — 2) — k(w)| dm(w) + 5

62

2

WO () — z) — k:(w)‘ dm(w) +

e2miz(y=b) _ 1( k(w — 2)| dm(w)

Ara, com que w € B(0, R) tenim que [b| < R, i de manera equivalent |z, |y| < d.
. 2

Per tant, si agafem § prou petit, tenim que {e%m(y_b) - 1{ < %, que ens arregla

la primera integral. La segona la podem fer més petita que % triant § petit per la

continuitat de 'operador de translacié en L'(C). Si ajuntem tot aixo es dedueix

que si 0 és prou petit podem aconseguir d} < € per a qualsevol € > 0. Per tant,

aplicant B.T4 veiem que:

71 - (3 cﬂF(zj)r?)l/z

jEN

<e(llkl+ MK 2E]

Agafem § tal que e(||k[1 + HZMk:Hl)l/2 < 1 i obtenim:

(1= eIkl + 122kl 2) 1P <(Z cﬂF(zj)\?)l/z

jeN
< (1 (bl + 1K) 2) | F)

Ara només cal definir A i B de manera que

(1 —e(|lFk]l1 + || ME]1)2)?

A
SUPj{Cj}

(1 + (K[l + |ME] 1))
inf;{c;}

i ja ens queda que:
AIIFI? <Y IF(z)P < BIF|?
JjEN

Tant sup;{c;} com inf;{c;} estan acotats i sén més grans que 0. O
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Observacid. No hem fet servir per la desigualtat dreta.

Tan sols ens cal una manera més senzilla de reconeixer els conjunts que estan
sota les condicions de BTl que sén els conjunts separats que estan per tot arreu.

Lema 5.16. Sigui I' = {2;}jen un conjunt separat tal que 36 amb la propietat que
Vz € C, B(z,0)NT # (.

Aleshores T' compleix les condicions de[5.17

Demostracié. Com que I' és separat només cal veure que 3V; oberts, amb V;NV}, =
0sij+#k, C=UjenV;, (V; —2;) CV compacte i | Njen (V; — ;)| > 0.

Per aix0 definim, si ¢ és la constant de separacié de I', b; = B(zj,5), B; =
B(zj,6). Definim ara els Vj:

o Vi =B\ Ujzb;

o Vi = Bi\ (Ujzrby) U@

Observem primer que en cada compacte de C totes aquestes unions i interseccions
sén finites, i per tant la unié és tancada. Aixo ens diu que els V; sén tots oberts,
i per construccié sén disjunts.

Com que B; C uglek, i tot z esta en algun Bj, ja tenim que UJGNVJ =C.

Com que V; C B; = (V; — z;) € (B;j — 2j) = B(0,0) C B(0,0) que és compacta.
Per construccié, B(0, 5) C (V; — z;) i obtenim la darrera condicié. O

Unint els dos darrers resultats ens queda una condicié totalment geometrica
suficient perque un conjunt sigui de mostreig.

Teorema 5.17. Sigui H ’espai de fase d’un atom de Gabor g € A. FExisteix § tal
que si T' és un conjunt separat tal que B(z,8)NT # O Vz aleshores T’ és de mostreig
per a H.

5.5 La condicid necessaria de Ramanathan-
Steger.

El darrer resultat de la seccié anterior ens diu que un conjunt prou dens, on
qualsevol bola petita sempre conté algun punt del conjunt, és de mostreig. El
resultat que donem a continuacié, que podem trobar en [RaS95], va en laltra
direcci6. Ramanathan i Steger obtenen un resultat de comparacié que diu que
tot conjunt de funcions complet (amb algunes restriccions) prové d’un conjunt de
punts amb densitat més gran que qualsevol conjunt que generi una base de Riesz.
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Una de les particularitats d’aquest resultat és que utilitza la mateixa nocié de
densitat que feiem servir en I’espai de Fock, i que serveix per classificar els conjunts
de mostreig i interpolacié en aquell espai.

Donem aqui les definicions i resultats concrets, ometent les demostracions, a
titol informatiu i per la gran importancia que aquests tenen en ’estudi del problema
que en aquest capitol tractem.

Recordem la definicié de densitat d’un conjunt en C que ja hem donat quan
ens miravem l'espai de Fock. Donat un conjunt discret I' = {z;}jen C C, denotem
per n*(r) el nombre maxim de punts de I' que hi ha en una bola de radi rr2 en fer
variar el centre per tot C, i n~(r) el nombre minim (el factor 7% és per mantenir
la mateixa normalitzacié que en [RaS95] perd no és consistent amb la que hem
donat a la secci6 B.2).

Definicié. Definim la densitat superior uniforme de I' com:

Jr
DT (T) = limsup n(r)

r—00 72

Definicio. Definim la densitat inferior uniforme de I' com:

D(T) = liminf ")

r—00 r2

Si les dues densitats coincideixen direm que I' té densitat uniforme. Es facil
1
E-

Per aquest tipus de xarxes sabem que no poden donar lloc a marcs (ser conjunts

veure que una xarxa regular de la forma {am + ibn},, nez té densitat uniforme

de mostreig) si DT(I') = D~ (T") < 1. El que veurem és que aquest resultat es pot
generalitzar a conjunts qualssevol.

Definicié. Suposem que el conjunt G(p,I") és complet per a un atom de Gabor
¢ € L*R) i un conjunt discret I' € C. Direm que G(p,I') té la propietat
d’aproximacié homogénia uniforme si per a qualsevol f fixada i qualsevol
e > 0 existeix un R > 0 tal que per a qualsevol 2y € C, f,, pot ser aproximada
amb error menor que € en norma L? per un vector de I’espai generat per:

{f.:z€T'NB(z,R)}

Teorema 5.18 (Ramanathan-Steger). Siguin I' i A conjunts discrets. Suposem
que existeiven dues funcions ¢, € L*(R) tals que G(¢,I') és una base de Riesz i
G(p,AN) és complet i té la propietat d’aproximacié uniforme.

i) Si T i A tenen densitats superiors uniformes donades per DT (T') i Dt (A)
aleshores:
D*(I') < DF(A)
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ii) Si T i A tenen densitats inferiors uniformes donades per D~ (I') i D™ (A)
aleshores:
D—(T) < D~(A)

Aquest resultat és molt interessant perque ens permet comparar sistemes de
Gabor generats per dues funcions distinctes i dos conjunts discrets diferents. Ob-
servem que no s’ha demanat cap condicié especial als atoms de Gabor. La prova
que trobem en [RaS95] tan sols utilitza algebra lineal i fa que el resultat sigui
facilment exportable a altres camps similars.

Només cal saber ara quins sistemes compleixen la condicié d’aproximacié uni-
forme. En [RaS95] es donen varis resultats en aquesta direccié que reproduim a
continuacio.

Teorema 5.19 (Ramanathan-Steger). Suposem que G(p, ) és complet per a ¢ €
L?(R) i A una zarza regular. Aleshores G(p,A) té la propietat d’aprozimacié
uniforme.

Aquest resultat, juntament amb el fet que coneixem bases de Riesz generades
per conjunts amb densitat 1, permet millorar els resultats existents. Podem afirmar
que no tan sols no existeixen marcs provinents d’'una xarxa amb ab > 1, sind que

tampoc trobarem sistemes complets.

Teorema 5.20 (Ramanathan-Steger). Sigui I' C C un conjunt separat. Suposem
que, per a ¢ € L?*(R), G(p,T) és un marc. Aleshores G(p,T) té la propietat
d’aprozimacié uniforme.

Aquest resultat ens diu que tots els conjunts de mostreig tenen densitat més
gran que 1. Obtenim també el segiient corol.lari:

Corol.lari 5.21. Sigui T' un conjunt separat i ¢ € L*(R) tal que G(p,T) és una
base de Riesz. Aleshores I' té densitat uniforme:

DTT)=D"(I)=1

No podem afirmar que, si DT(I') = D~ (T') = 1, I només generi bases de Riesz,
ja que si a un conjunt li afegim un punt aquestes densitats no varien.

En [RaS95] és conjecturava que DT (T) < 1 implicava que G(¢,T") és incomplet
per a tota ¢ € L?(R), perd aixd és fals, ja que els generadors per translacions
sén casos particulars de sistemes de Gabor i podem trobar exemples de conjunts
complets amb DT (I') = D~ (T') = 0.

Aquests resultats estan generalitzats en JCDH99] a varies dimensions i amb
unions de xarxes que fan servir diferents atoms. També tenim extensions del
concepte d’aproximaci6 uniforme a altres tipus de marcs (per exemple el marc dual
d’un marc de Gabor). Podem trobar un bon resum d’aquesta classe de conceptes
i les seves aplicacions a [BCHLO6].
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5.6 Un resultat d’interpolacié.

El que farem en aquest apartat és donar un resultat sobre interpolacié en espais de
fase, inspirat en [Dya94], on direm que un conjunt prou separat és d’interpolacio.

Teorema 5.22. Sigui g un atom de Gabor de l’algebra de Feichtinger. Aleshores
existeiz Ry tal que tot conjunt T' = {zj }ren amb constant de separacié més gran
que 2Ry és d’interpolacio per H, 'espai de fase de g.

Aquest Ry és de fet el minim R tal que:

1
[ k)ldm() > gkl
B(O,R)

Si R = Ry la integral anterior val 1||k|x per continuitat.

Demostracio. Recordem que un conjunt I' = {z;},cny € C era d’interpolacié per a
H si per a qualsevol successié de valors (a;)jen € [? existia una funcié F € H tal
que F(zj) = a; Vj € N. Aix0 és equivalent a veure que existeix F' € H tal que:

/ F(2)k(z,2j) dm(z) = (F, k;;) = a; VjeN (5.4)
C
Si prenem ¢ € L?(C) resulta que:

/¢ "z, w) dm(w) € H

De fet qu és la projeccio ortogonal de ¢ en H. Observem que:

(. ks,) = (¢, ko) VjEN

i resulta que resoldre el problema (B4l per a una funcié F' € H és equivalent a
trobar una ¢ € L?(C) tal que:

/ o(z z], dm(z) = (¢, k:zj> = a; VjeN (5.5)

Aix0 no és estrany, ja que el fet de que I' = {z; } jen sigui un conjunt d’interpolacié
és equivalent a que el conjunt de funcions {k:zj }jen sigui linealment independent,
i aquest fet no depén de si ens ho mirem a H o a tot L?*(C).

Per tant el que volem és veure que si I' compleix les condicions de I’enunciat
podem assegurar que per a tota successié (a;)jen existeix ¢ € L?(C) que resol
B3).

Per estudiar aquest problema anomenem:

a—/rk )| dm(z) /rk ) dm(z) = k]l
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Donada una successié (cx)ken € 12, considerem la segiient funcié:

> Z
k
; o XBk(Z)

zkz

on les By seran boles de centre z; i radi R > Ry la meitat de la constant de

M =1si k;, (2) = 0. Hem triat R de manera que les

separaci6 de I'. Definim -
Zk
By sén disjuntes. D’aquesta forma és clar que f € L?(C). Si ara calculem tenim

(fikz;) Zb kCE

que:

amb els bj, definits com:

[ 1Ry (2)]
bk = /Bk )

Ara definim el segiient operador:

T:1? —[?

o
(k)i — (Z bjkck>

k=1 j

Per veure que aquest és un operador acotat només cal calcular:
2 o0 [o¢]
HT((%)k)H = Z‘Z bjka‘ < Z(Z bk Z bk |kl )
j=1 k=1 j=1 k=1

Per una part tenim que:

R > oy (2)] Kz, (2)
bi| =
>l kZ\/Bk =

Zkz

dm(z)‘ <1

Per una altra banda veiem:

2 2 Parllenl® =2 fenl* D ose] = ZwZ(/ [k (2)] B, (2)
J=th=1 = j=1 = =1 B k., @
gZ’Ck’ Z/ dm( )

<Y lal? Z/

k=1 Br—z;

dm(w) < || (cx)rl?
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Per tant l'operador T té norma menor o igual a 1. El pas segiient és comprovar
que aquest operador és invertible. Ho farem veient que ||Id — T < 1.

|Id —T|*> = sup Z‘Z Ok — bjk) ck‘

lCer)wll=1 =1 " k=1

< swp Z(z|5k—bjk|§j|ak—bm||ck|)

l(ck)kll= 1J 1 k=1

Ens hem de mirar aquesta expresié per parts. Observem primer que b;; > 0 i no
depen de j i que >, [bjg| < 113, [bjxl < 1. Tenint en compte aixd veiem que,
fixat j:

D105k = bjel = 1= 25+ > byl < 2(1  b5)
k=1 =1

Per una altra banda tenim, fixat k:
> 105k = bjl = 1= 2be + > [bjil < 2(1 — bgr)

Anomenem 3 = bj;, que recordem que no depén de j. Ara sumem aquestes
acotacions per arrivar a:

[Hd =Tl < 2(1 - 05)

El que ens interessa és que G > % Després de fer un canvi de variable, la definicié
de ( és la seglient:
1

= k(z)|dm(z
I} TElL /13(07 )| (2)| dm(z)
1

Es clar que si R > Ry es compleix que 3 = B(R) > 5. Si estem en aquestes
condicions resulta que per aquest R l'operador T és invertible. Es a dir, per
a tota successi6 (a;)jey € [ existeix una altra successié (cx)reny € [° tal que
T((ck)ken) = (aj)jen. Aixo ens diu que per a tota successié (a;)jen € [? existeix
una funcié f € L?(C) tal que:

(f(2),k;(2)) =a;  VjeN

Pel que hem comentat anteriorment podem pensar que aquesta f pertany a H. [

Aquests conjunts es corresponen amb bases de Riesz del subespai que generen,
ja que poden no ser complets.



5.7. Atoms amb acotacié convexa. 117

5.7 Atoms amb acotacidé convexa.

Una classe d’atoms de Gabor per als quals podem donar alguns resultats de gene-
radors son aquells per als que podem extendre ’espai de fase a un espai de dues
variables complexes. Aix0 no és el mateix que feéiem en la seccid En aquell
exemple I'espai era de funcions enteres en una sola variable. Aqui I'objectiu és més
modest ja que en la seccié segiient veiem que aquest exemple era Unic. La idea
és aconseguir una estructura semblant per poder fer servir les eines de I'analisi
complexa.

Aquests atoms han de tenir molt bona localitzacié tant en temps com en
ferqiiencia. La manera de obtenir-la és treballant amb funcions convexes i les

seves conjugades.

Definicié. Donada una funcié convexa ¢(t) definim la seva transformada de
Legendre com:

¢(x) = supat — (1)
5 és també una funcié convexa i direm que ¢ i 5 sén funcions convexes conjugades.

Fent servir aquest concepte podem donar un resultat que ens diu a quina classe

de funcions ens referim.

Teorema 5.23. Sigui g € L*(R) una funcid tal que tan g com g tenen una extensic
holomorfa al pla complex complint:

l9(2)] < Ce®(32) o —bo(R2)

G(w)| < Ce19(32) ,—bd(R2)

amb a,b > 0 1 ¢, qu funcions convexes conjugades. Aleshores la transformada de
Gabor de qualsevol funcidé f € L?(R) respecte a g admet una extensié holomorfa a
C? i compleiz lacotacid:

|Gf(z,w)|* < Hf”2He_b¢H1062a¢(%2’)eb¢(4§%w)e4w%w%z
Demostracié. Veiem primer com podem complexificar la primera variable. Escri-

vim directament:

Gf(zv) = [ F(Oe> gt )

amb u € R iz € C. Aquesta expresié sempre té sentit ja que g € L*(R) en
qualsevol recta Sz = const., i derivant sota el signe de la integral tenim que és
holomorfa en z. Per veure I’extencié en ’altra variable es fa un argument simetric.



118 5. Transformada de Gabor.

Anem ara a donar ’acotacié. Per obtenr-la tan sols cal operar:

2
G f(z,w)|* = ‘/Rf(t)e_%“wg(t —z)dt| <|fI? /R|6_2’”f”9(t —2)|"dt

<HfH2/R647rtSwC62a¢(%z)6—2b¢(t—§Rz) dt

ngH2C€2a¢(§z) / e47r(s+§Rz)%w672b¢(s) ds
R

AT RzSw

En aquesta darrera integral primer fem sortir el terme e . Després recordem

que:

¢(t) = supat — ()

Ens quedem e ??(5) per integrar i de Pequacié anterior podem extreure 'acotacié:

47r§

e47rs§wfb¢(s) < eb(;;(T w)
que completa la prova. O

Si comparem aquest cas amb 'estudiat en B2, on feiem servir la funcié gaus-
siana, podem veure que:

Gf(z, w) = Bf(z — jw)B*%(ZQerQ)efmzw

on Bf era la transformada de Bargmann de f. D’aquesta manera veiem que en
aquest cas concret la nostra funcié entera en dues variables és de fet una funcié
entera en una variable (un xic modificada) evaluada en z—iw. Les acotacions es de-
prenen rapidament d’aquesta féormula. A més també podem observar (o recordar)
que:

Gf(z, —u)e & @ H+u?) gmizu

sera entera en x + iu.

La manera d’obtenir funcions complint les condicions del teorema anterior
és agafar g(t) = e P® amb p un polinomi convex. Per obtenir les acotacions
ens inspirem en [BNWSS], on ja es donen alguns d’aquests resultats. D’aquesta
manera prenem un polinomi positiu, convex i nul a lorigen p(t) = 2521 ant™.
Un polinomi convex i nul a 'origen és positiu si i només si la primera derivada
al 0 també s’anul.la. Per tant podem pensar que els dos primers coeficients del
polinomi sén 0. A més un polinomi d’aquest tipus és practicament simetric, com
es pot deduir del resultat segiient:
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Lema 5.24. Fizat un grau mazim N existeiz C' només depenent de N tal que:

N
p(t) <D lan||t* < Cp(t)
n=2

Demostracid. La primera desigualtat és trivial. Per a la segona definim

N
U= {p convex : grau de p < N, p(0) = p'(0) = O,Z lan| = 1}
n=2

Aquest conjunt és compacte (acotat i dimensi6 finita). Prenem ara I’aplicacié:
7R
p+— p(1)

Com que p és convex i positiu, p(1) = 0 implica que p = 0. Aix{ podem afirmar
que:
m = inf p(1) = min®(¥) >0
pew

D’aqui podem deduir que:
N
p(1) Zm=m)_ |a,|
n=2

per a tot p € U. Fixem ara un ¢ qualsevol i definim ¢(z) = p(tz) = 32, ant"a™.
Aleshores:

N
p(t) = q(1) = Y lag||t]"
n=2
i ja hem provat el lema. O

Lema 5.25. Sigui p un polinomi de grau N positiu, convex i nul a l’origen. Ales-

hores:
IRp(z) — p(Rz)| < ep(Rz) + Cop(Sz)

per a tot € > 0, i C. una constant que tan sols depen de ¢ i del grau del polinoms.

Demostraciéo. Comencem escrivint:

|Rp(z) — p(Rz)| < %Z an(z +iy)" — Z apx

n=2
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Anem a desenvolupar aquest sumatori:

N

n—1 N
Z an (m" + %Z( Z >xk(zy)"_k + §R(zy)"> — Z anx"
n=2 k=1 Nn:2 o
<O fonl (X bty + o)
n=2

k=1

Prenem ara € > 0 (molt petit). Si |y| < e|z| velem que:
e Fly"F < Ja e < elal”

d’aquesta manera podem afirmar que en aquest cas:

n—1
> JzfFly"F < Nela|?
k=1

En canvi, si |y| > €|x| acotem
n—1
_ N
> lafFlym < =y
€
k=1
Ho ajuntem tot i fem servir el lema anterior per arrivar a:
N
[Rp(z) — p(Rz)| =< CNep(Rz) + C —+ 1) p(S2)

i hem provat el lema. O

Corol.lari 5.26. Sigui p un polinomi positiu convex i nul a l'origen. Aleshores
existeixen a,b > 0 tals que:

—Rp(z) < —ap(Rz) + bp(S2)

Teorema 5.27. Siguip un polinomi convex, positiu i nul a ’origen. Sigui g = e™P.
Aleshores existeizen a,b > 0 tals que:
\g(z)] ge—alp(agﬂ?z) eblp(bggz)

[Glw)| < orPaxR) bipibasw)

Demostracid. L’acotacié de g és el corol.lari anterior. Per a I’acotacié de g prenem
primer la funcié:
_ —p(z) —2mi&z
gi(2) = ¢ e
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Integrem aquesta funcié en el quadrat de vertexs ¢, —t, t +ih i —t + ih en sentit
antihorari. Com que g¢ és holomorfa aquesta integral és nul.la. Ara observem que:

h
/ o pltHis) g~ 2miE(t+si) g

h
< e—ap(t)/ ebp(s)627r§s =0
0 0

quan t — oo per a tot &. Per al segment de —t a —t + ¢h és fa de manera identica
i d’aquesta manera veiem la coincidencia de les integrals:

G(€) = / o—plt) g=2mit gy _ / o Dlthi) = 2miE(t+hi) gy
R R
Treballarem amb aquesta segona expresié per compleixificar la transformada de
Fourier de g. Per tant:

/g\(w) _ / efp(t+hi)6727riw(t+hi) dt
R

Observem que aquesta formula és valida per a tot h. Podem ara acotar:

G(w)] < / e—ap(t) bp(h) 27 (tSw+hRw) 1p ebp(h)JrhéRw/ o—ap()+tSw gy
R R

per a tot h. Acotem el primer factor:

inf PP HhRw _ ~bsupy, =R hop(h) _ ,~bp(=v)
h

Ara ja tenim un dels termes. Per obtenir I'altre el métode és similar:

/ e~ PO +Sw gy / SuPt tSw—35p(t) o= 5p(1) g < e—%ﬁ(%%‘w)”e—%p”l
R R

I ja hem provat el teorema. O

Ara ja tenim clara I'existencia de funcions copmlint les condicions de
Aquest resultat ens deia que totes les funcions de ’espai de fase les podem pensar
com holomorfes en dues variables. Es tracta ara d’aprofitar aquestes qualitats per
donar condicions suficients perque un conjunt sigui d’unicitat.

Recordem com es fa aixo per a funcions holomorfes en una sola variable. El
conjunt de zeros d’una funcié holomorfa és discret i cada zero té assignada una
multiplicitat. Si definim la mesura g = > A € AmjyA, és un resultat conegut que
si f té zeros en A amb la multiplicitat donada, en el llenguatge de les distribucions
podem dir que:

Alog|f| = 2mp
Si ara prenem la segona identitat de Green:
0 0
/uAv—vAu: w2l 2
0 o0 on on
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agafant u = log |f| i v =1 — |2|? en el disc unitat obtenim:

4/10g|f|+2772(1—|)\|2)mA:2/ log | f]
D AEA |z|=1
Aquesta equacié és la que ens permet donar condicions sobre el conjunt de zeros
si tenim acotat el creixement de f.

El que farem és un raonament d’aquest tipus en dues variables. Els conjnts de
zeros de funcions enteres de dues variables és una varietat analitica de dimensi6 1
que té unes components irreductibles V;, amb multiplicitats my.

D’aquesta manera, si {Vj, my} és la varitetat on s’anul.la f amb la seva mul-
tiplicitat és compleix que:

ddlog |f| = 6

on # és un corrent tancat i positiu associat intrinsecament a la varietat que té com
a expresio
0 = Zejkidzj A dzy
7.k

de manera que Y 0y és la mesura d’integracié planar sobre la varietat. Aquestes
férmules les hem d’entendre en el sentit del corrents, que sén la generalitzacié
de les distribucions. 0dlog|f| = 6 és I'equivalent en dues variables a la férmula
Alog|f| = 2mp.

Un cop hem posat el llenguatge necessari podem passar a deduir la férmula de
Jensen que ens sera 1til a noslatres. Definim primer la (1, 1)-forma auxiliar:

B =i00(|z|* + |w|*) = i(dz A dZ + dw A dw)

Aquesta forma compleix:
oA G = (Ze@ AM

i completa # a una forma de volum de C2. Prenem R (gran) i § (petit) i passem
ara a definir el conjunt en que integrarem. Posem:

2?2 22w 0P

TRy TRTR

onz=x+1yiw=u+iv. D’aquesta manera p = 1 ens defineix un elipsoide en

p

C? que sbre les variables reals té radi R i sobre les imaginaries 4.
També cal observar que:

— 1 1
aap:<ﬁ+5—2

I aquest també el podem completar per obtenir un element de volum:

)(dzAdz+dedm)

BNiddp = <%+ %)dM
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A més és compleix [GrL86]:
/3 A igp‘p:l = dA

I’element d’area (en tres dimensions reals) de la superficie. Amb aquestes notacions
el teorema de Stokes ens diu que:

/ Gﬁ/\zﬁp:/ 3G/\6/\z’5p+/ GB N iddp
p=1 p<1 p<1
Tornem a aplicar aquest teorema per veure que:
OG N B Nidp = aGAﬁ/\z’B(p—l):—/ (p —1)i00G A 3
p<1 p<1 p<l

ja que p — 1 s’anul.la a la frontera. Amb aixo arrivem a:

GB Nidp = GB Ai0dp + / (1 — p)iodG A 3 (5.6)

p=1 p<1 p<1

Aquesta és 'equacié que ens permetra deduir una féormula de Jensen en dues

variables.

Teorema 5.28. Suposem que tenim un atom de Gabor complint les acotacions del
teorema [2Z3 (per exemple g = e™P amb p un polinomi com els que hem tractat).
Sigui F(z,w) lextensid entera en dues variables d’una funcié de lespai de fase.
Sigui V' la varietat de zeros d’aquesta funcic. Aleshores:

_ HY(VNR?N B(0,R)
lim sup

<C
R—oo R2 !

on H' és la mesura de Hausdorf 1-dimensional, i estem fent interseccio de V. amb
el pla 3z = Sw = 0.

Observacid. Aquest resultat ens acota la mesura 1-dimensional de la varietat de
zeros. Aquest ja és el tipus de resultat que podem esperar. Ja hem comentat en
el primer capitol que I'habitual és que la varietat de zeros d’una funcié de 'espai
de fase sigui un conjunt de corbes (a vegades pot ser molt més gran, i en el cas
de la gaussiana és un conjunt de punts). El que ens diu aquest teorema és que
la quantitat de corbes (la suma de les seves longituds) no pot ser arbitrariament
gran. Reocrdem que la férmula de Jensen ja ens déna una acotacié del mateix

tipus, pero amb la mesura 0-dimensional, és a dir, acota el nombre de punts.

Demostracié. El que farem és acotar les diferents integrals que apareixen en (E.0))
per a G = log |F| amb F en l'espai de fase. Comencem per observar que:

G(z,w) < 2a¢(Jz) + b%(%%w) + ArSwiz
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Acotem primer la integral sobre p = 1. Si p = 1 Llavors |Rz|,|[Rw| < R i
|Sz], [Sw| < 6. Per tant:

~/4
G(z,w) < Cp + 2a¢(8) + b@(%(s) + AnSuwRz

i obtenim, utilitzant que 3 A i0p és positiva, que:

GB Nidp < <2a¢( )+b¢ —5 >/ B Aidp
p=

p=1

ja que la part corresponent a 4rSw¥z val zero per qué estem integrant sobre un
recinte simétric. Tornem a aplicar Stokes i arrivem a:

/p1 GAAiDp < <2a¢(5) +b$<4%5)> /p<1ﬁ/\i(35p

Aquesta acotacid serveix també per a la integral en p < 1. Es evident que:

1
252
/p<1ﬁ/\188p R (—R2 +3)

I aixi obtenim la desigualtat:
_ < —_ — .
/p<1(1 p)idBG A 3 < 2<C+2a¢(5) + b6 ( 5))3 5 (R2 +5) 67

La acotaci6 inferior d’aquesta integral la podem trobar en [Ber78], que ens diu
que:

SH'(VNR?N B(0,R)) g/ i00G A 3
p<1

Per tant, si acotem la integral en tot p < 1 per ella mateixa en p < % tenim que:

J R _
‘H (v nr2N B(o, —) < / i(1— p)9G A B (5.8)
2 2 p<l

Ajuntem (B¥) amb (B1) per obtenir la desigualtat:

S (VRN B0, ) < 2( O 206(28) +03( 726 ) R0 s+ 5

D’aqui arrivem a:

C + 2ap(28) + bp(4r24)

2
5 S8R

H'(VNR*NB(0, R)) < inf

que prova el teorema. O
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D’aqui podem extreure el segiient resultat:

Teorema 5.29. Sigui g un atom de Gabor complint les condicions de [LZ3. Si A
és un conjunt separat tal que:
|A N B(0,R)|

limsup —————— =
R—oo R?

Aleshores G(g,A) genera L*(R).

Per la demostraciéo només cal fer servir el teorema B.23] i I’acotacié del nombre
de zeros que pot tenir una funcié d’aquest espai que hem donat anteriorment.

Augest resultat no és ni de bon tro¢ tan bo com el que podem donar per a
I’espai de Fock, on les funcions eren analitiques d’una sola variable, pero és més

del que podem assegurar en la majoria de casos, ja que és un resultat assimpotic.
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Capitol 6

Ondetes.

6.1 Discretitzacio en espais de fase d’ondetes.

La motivacié per introduir la transformada en ondetes és la mateixa que ens ha
portat a considerar la transformada de Gabor. Volem aprofitar millor ’estructura
d’espai de Hilbert que té L?(R), i buscar bases i marcs en lloc de sistemes de
generadors, que era I'inic que aconseguiem considerant tan sols traslladades.

Quan estudiavem la transformada de Gabor consideravem traslladades i mo-
dulades d’una funcié fixada. En el cas que ara ens ocupa canviem les modulacions
per dilatacions. Aquesta modificacié historicament va ser introduida per salvar
el problema que suposava el teorema de Balian-Low, i que no ens permetia
trobar bases ben localitzades en temps i freqiiencia a ’hora. Les bones propietats
d’analisi que presenta aquesta transformada i aparicié dels AMR, ’han convertit
en un important camp de treball (tant d’estudi com d’aplicacid).

Les principals diferéncies que ens trobarem respecte a Gabor venen produides
per aquesta modificacié. La primera diferéncia important era la condicié d’admis-
sibilitat. La férmula de reconstruccié només és valida per aquelles ondetes que

c¢:/ooowd§<oo

compleixen:

§

Anomenem per comoditat H = R x RT. Recordem les notacions que féiem servir
per la transformada en ondetes. Si x + iy € H, definiem per a f € L*(R):

£ =y (=)

Adoptem també dm(z) = dzg Y per designar la mesura hiperbolica en H. Si v

és una ondeta admissible i f una funcié qualsevol de L?(R), fent servir aquestes

127
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notacions, podem definir la transformada de f respecte a 'ondeta ¢ com:

1 (=
W) = () = [ sy b ()
R Y
Si 'ondeta esta normalitzada de manera que [[9|| = ¢, = 1, el teorema ens
diu que Wf € L2(H) i |[Wf| = ||fll. A més podem reconstruir f a partir dels

valors de la seva transformadas:
f6 = [ WiGwL ) dn() VS

Aqui cal fer alguns comentaris sobre la validesa d’aquesta férmula. Ja hem dit que
la condicié d’admissibilitat és necessaria, pero resulta que amb aixo no en tenim
prou. Si ¢ € H?(R) (12({ ) =0 per a £ < 0), aleshores la férmula de reconstruccié
només es valida per a funcions f € H?(R). Per que les coses funcionin en tot L?(R)
hem de prendre una v tal que 9(t) € R. D’aquesta manera podem definir bé la
transformada d’una funcié f € L?(R) que només pren valors reals, i la férmula de
reconstruccié és valida en aquest subespai. A partir d’aqui no costa gaire veure
que podem estendre la transformada a tot L?(R) i tot funciona perfectament.

Tenint en compte aixo, podem definir la transformada en ondetes en H2(R),
L?(R) a valors reals o L?(R) a valors complexos, prenent les precaucions oportunes.
Els resultats que donarem durant aquest capitol en general no depenen de en
quin cas estem, i per tant no sera necessari indicar-ho. Les dniques diferéncies
seran que els espais de fase no coincideixen, encara que estructuralment seran
identics. D’aqui en endavant pensarem que ) € L?(R) a valors reals, i definirem
la transformada per a f € L?(R) a valors complexos, que és el cas més general de
tots. Quan 1 és real, k també ho és i ens podem estalviar el conjugat en totes les
formules de reproduccié i reconstruccié.

Les notacions que estem utilitzant sén les mateixes que feiem servir en el capitol
anterior per a la transformada de Gabor. Aixo pot portar a confusié a vegades,
pero ajuda molt a veure les similituds i diferéncies entre els dos casos. També és
més comode a I’hora de treballar. Tan sols haurem d’estar atents i tenir clar quina
transformada considerem en cada cas.

Igual que en Gabor, fixem una ondeta admissible (normalitzada). D’aques-
ta manera el teorema ens diu que el conjunt de transformades de totes les
funcions de L?(R) forma un subespai de Hilbert de L?(H):

H= {F(z) € L2(H) : 3f € LA(R) amb F(z) = Wf(z) = (f, ¢z>}

Aquest és un espai de Hilbert amb nucli reproductor k(z) = (1,,), de manera
que:

Flzo) = /H F(2)k(z5" - 2) dm(2)
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%, com ja hem comentat en els preliminars.

siinoméssi F € H, amb zo_l-z:
Si definim les translacions en H d’aquesta forma (7,,(z) = 2, ' - z), aquesta férmula
és una convolucié de F' amb k, amb la praticularitat que el grup de translacions
no és commutatiu. Podem fer servir la mateixa notacié per a traslladades d’una

funcié qualsevol de 'espai:
on('z) = F(Zo_l ’ Z) = szo(z)

si FF = W f. Aquesta és una altra de les diferéncies importants amb la transfor-
mada de Gabor. Alli no ens sortia una verdadera convolucid, ja que apareixia un
factor exponencial. Pero en canvi les translacions eren commutatives. Aquestes di-
ferencies faran que alguns passos siguin més senzills. Al mateix temps provocaran
que els resultats obtinguts no siguin tan bons com en el capitol anterior.

Hi ha pero algun contraexemple. En el cas de continuitat uniforme, el fet de
que no ens aparegui el factor exponencial fa que el resultat sigui millor. En H
farem servir la distancia hiperbolica d(z1, z2), que és invarinat per translacions per
I’esquerra. Per comoditat també podrem utilitzar la pseudohiperbolica, que és més
senzilla de calcular:

Z1 — %9
d(zl, 22) =

z1— 22

La relacio entre aquestes dues distancies ens la dona:

(21, 20) = llog 1+d(=1,2)
2 T 1+d(z1,22)

que a més ens permet calcular la distancia hiperbolica de manera senzilla.
Un cop tenim definida la distancia en I'espai, ja podem donar el resultat de
continuitat.

Proposicié 6.1. La transformada en ondetes és uniformement continua. Es a
dir, donat € > 0 existeix § > 0 tal que si d(z1,22) < 0, per a tota F' € H,

F(z) = ([ ¢2)
es compleiz que |F(z1) — F(2z2)] < ||F|le = || f]le.

Demostracié. Calculem directament:

[F(21) — F(22)] :|<f,7pz1> - <f,7pz2>‘ = ‘(fa¢z1 _¢z2>|
<SIAMa = | = N[0 = 0,21, |

i el resultat es deduiex de la continuitat dels operadors de translacié i dilatacié en

L2(R). O



130 6. Ondetes.

Com veiem, el resultat és un xic millor que en el cas de Gabor. En aquell
cas tan sols podiem donar aquest resultat per al modul de les funcions, degut a
I'aparicié del factor exponencial. Aquest sera, pero, I'inic cas en que tindrem
millor comportament en el cas d’ondetes. A vegades les demostracions seran més
senzilles, pero els resultats no milloraran els del capitol anterior.

A partir d’aqui la manera d’actuar és identica al cas de Gabor. Volem estudiar
quan un sitema W (1, A) és un marc per a L*(R). Sabem que aixd és equivalent a
buscar els conjunts de mostreig de H. La manera de fer-ho és intentar discretitzar

la féormula de reproduccié:

J

En aquest cas, 'equivalent a 1’algebra de Feichtiger seran les ondetes amb nucli

2

dm(\) = )

AEA

2

/ F(2)k(A\™1 - 2)dm(2) / F(2)k(A\™1 - 2)dm(2)
H H

integrable o fortament integrable, en funcié del que necessitem, ja que ara aquest
dos conjunts no coincideixen.

Les condicions suficients de mostreig que obtindrem seran identiques a les
que hem trobat per Gabor. Conseguim provar que un conjunt que té punts en
qualsevol traslladada d’una bola petita és de mostreig i per tant déna lloc a un
marc. Donem també cotes explicites de les constants del marc que depenen de
la norma en L'(H) del nucli i de la seva maximal local. Aquests resultats també
es poden aconseguir, sense cotes explicites, fent servir teoria de representacions,
encara que el cas d’ondetes (que correspon a un grup no unimodular) no esta
tan estudiat. Per una altra banda, Sun i Zhou donen condicions suficients molt
properes a les que donarem en aquest treball, també amb cotes explicites, pero
demanant a I'ondeta analitzant pertanyer a certs espais de Sobolev. Les cotes
depenen de les normes en aquests espais i els metodes que fan servir en [SuZ03] i
[SuZ04] no tenen res a veure amb els nostres.

Pel que fa a condicions suficients, de moment sembla inabastable trobar un
resultat similar a Per una banda no esta clara la definicié de densitat en
H. Seip defineix en [Sei93] una densitat per lespai de Bergman del disc que
per aplicacié conforme es pot traslladar al semipla. Aquesta permet descriure els
conjunts de mostreig i interpolacié en aquest espai, que esta molt relacionat amb
la trasformada d’ondetes, com veurem més endavant.

Heil i Kutyniok també estudien en [HeK03] i [HeK06] els marcs irregulars d’on-
detes fent servir una definicié equivalent pero amb diferents propietats estructurals.
Els resultats que aconsegueixen sén també propers als que aqui donem, pero sense
cotes explicites. En els seus treballs dedueixen un teorema del tipus Intro-
duint la nocié d’aproximacié uniforme homogenia proven que tot conjunt que doni
lloc a un marc ha de tenir densitat positiva (amb certes restriccions sobre 'ondeta
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analitzant). Noslatres també donem un resultat proper, fent servir les mateixes
idees. La principal diferéncia és la representacié en ondetes que fem servir. Tot
i que aquesta sembla que hauria de ser una qiiestié menor, ja que en principi les
dues representacions sén equivalents, a ’hora de treballar resulta que el conjunt
d’ondetes admissibles a les quals podem aplicar les tecniques son diferents en cada
cas.

Sun i Zhou, en els articles abans comentats, també introdueixen una densitat
diferent a les dues anteriors, que utilitzen per donar condicions necessaries que no
difereixen gaire de la resta de treballs.

6.2 Rigidesa de la base de Haar.

En aquesta seccié donarem un resultat curiés que ens déna un exemple concret de
la rigidesa de les bases ortogonals. Aquesta era una de les raons que ens portaven
a estudiar bases de Riesz i marcs en lloc d’aquestes.

Ens fixarem en 'ondeta de Haar, que degut a la seva senzillesa facilita molt els
calculs. Aquesta ondeta es pot pensar com a provinent de I’Analisi Multirresolucié
generat per la funcié d’escala ¢(t) = x(o,1)(t), tot i que no ho necessitarem. Per
comoditat treballarem a L?(R) real. D’aquesta forma no cal tenir en compte el
conjugat en el producte escalar.

Definicié. Definim 'ondeta de Haar com:

Y(t) = X[o,%)(t) — X[ 1)(t)

D’aquesta manera tenim que:

=1

wz(t) =y <X[:c,:v+%)(t) - X[:erg,ery) (t)>

Com que estem interessats en 'ortogonalitat, volem trobar els llocs on el producte
escalar de 'ondeta amb una traslladada seva és 0. O el que és el mateix, els llocs
on el nucli reproductor s’anul.la. Es a dir, estem interessats en saber quan:

29

RS
<¢25¢> = / Y 2 <X[x,x+%) - X[x-i—%,x-i—y)) (X[Ql)(ﬂ - X[l 1)(t)> dt =0 (6'1)
o0
Hi han varis casos clars on aixo es compleix. Veiem-los:

e z+y<0

[ ]
8
WV
=
8
+
<
N
N[
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e x+4<0, z+y>1

Els dos primers casos corresponen al cas en que les dues ondetes tenen suport
disjunt. Els altres quatre sén deguts a que una de les ondetes esta totalment
continguda en un dels intervals on l’altra és constant. Pero aquests no sén els
Unics casos on s’anul.la el producte escalar anterior. Ens queda trobar dos casos
més, que estan en els segiients recintes:

e Siz<0,0< x—l—% < % i % < x+y < 1 tenim que el producte escalar (G1I)
queda de la segiient forma:

Yy

Y2 / dt—/ ydt+[ dt | =y2 (3rx+2y—1) (6.2)
0 T+3 5

2 2

D’aquesta manera, si y = 1_23”” amb x variant entre —1 i 0, (E2) és 0.

1
2

. i a+4 1 =
Y2 / dt—/1 dt+/ ydt =y2(2-3z—y) (6.3)

Per tant, quan y = 2 — 3z amb = variant entre 0 i 3, (B3 és també 0.

e Si0<z< %<x—|—%<1i1<:c+ytenimque(ﬁ:|])ensquedaaixf:

Ara ja hem obtingut tots els casos en que (B]) s’anul.la (és facil comprovar que
no n’hi ha més). Calculant una mica més podem veure que la grafica de signes del
producte escalar és la representada en la Figura 1.

Podem observar que als primers casos les regions estan descrites per desigual-
tats, i tenen area hiperbolica infinita. Els dos darrers vénen donats per equacions
i corresponen a dos segments. Informalment anomenarem triangles als primers i
diagonals als segons.

Lema 6.2. Sigui B = {1, (t)}., € A una base ortonormal de L*(R) tal que
v; = € B. Aleshores 1, ¢ B si z pertany a alguna de les diagonals.

Demostracio. Ho farem per reduccié a I'absurd. Suposem que existeix 1, amb

1-3z
2

z € D la diagonal corresponent a y = amb z entre —1 i 0. Per laltra

diagonal el raonament és el mateix. Prenem la funcié:

(®)

f(t) = ClX[o,w%)(t) ~ C2X[4- Y,

1
2



6.2. Rigidesa de la base de Haar. 133

0.5 1 T 15

Figura 1. Nucli reproductor de 'ondeta de Haar.

agafant c1, c2 > 0 de manera que [ f(t)dt = 01 ||f|]] = 1. Anem a calcular ara
(f,1,,). Com que z € D podem afirmar per ortogonalitat que no existeix cap
altre z, € D. Si hi ha algun z, en l’altra diagonal, el seu suport haura de ser
disjunt amb el de 1), i per tant també amb f. També veiem que les 1, que tenen
suport disjunt a 1 també el tenen disjunt a f, i les que sén constants en tot el
suport de ¢ també ho sén en tot el suport de f. Per tant, en tot aquest conjunt,
es compleix que (f, 1., ) = 0 de manera trivial. Per una altra part, (f,1,) = 0 per
construccié. Només ens queda mirar les ¢, que tenen suport contingut en una de
les dues meitats on 1 és constant, és a dir les que el z, esta en un dels triangles
inferiors. Pero com que ¢, € B podem dir que una 1, amb z, en un d’aquest dos
triangles també ha de tenir el seu suport contingut en un i només un dels quatre
intervals seglients:

° Ilz[O,CC—F%]

]

L 132[%,374—?/]

o [h=[x+

VIS
N[

)

o Iy =[z+y,1]

ja que si no, no poden ser ortogonals a 1,. Ara, les que tenen suport en I; o Iy sén
automaticament ortogonals a f per tenir suport disjunt, i les que estan en I5 o I3
ho sén perque tenen suport en intervals on f és constant. Per tant 1'inic element
de la base que no és ortogonal a f és 1, que és diferent de f, i per tant |(f,¥)| < 1.
Aix0 ens déna la contradiccié amb el fet de ser B base ortonormal. ]
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Tenint en compte que (¢, 1,,) = <wz51_2, 1), aquest resultat es pot generalitzar
a qualsevol element de la base, no exclusivament a 1, i tampoc és necessari que
aquesta hi pertanyi.

Lema 6.3. Sigui B = {1, }.,en una base ortonormal tal que v € B. Aleshores
les seves dues filles ;)5 i /2452 també pertanyen a B.

Demostracio. Veurem només que la filla esquerra hi pertany. De les 1., ’s que
tenen suport contingut en la part esquerra de v, l'interval [0, %] (és obvi que n’hi
ha alguna), agafem una de les de resolucié minima, o el que és el mateix, una de les
de suport amb longitud maxima. Anomenam-la 1,. Si aquesta és la filla esquerra
ja estem. Si no, suposarem que x > 0 (es pot fer el mateix amb z +y < %)

Prenem ara la funcié:

f(t) = C1X[0,x) (t) - C2X[x,x+%)(t)

amb ¢y, ¢ > 0 de manera que [ fdt =01 ||f|| =1, igual que en el lema anterior.
Fent servir aquest lema i amb un raonament similar al d’abans podem veure que
(f,2,) = 0 per a tots els z, de A per al condicié d’ortonormalitat, perd aixd es
contradiu amb el fet de ser B base. O

Igual que abans, aix0 es pot generalitza per a qualsevol element de la base. Es
a dir, aquest resultat ens esta dient que si ¢, pertany a una base ortonormal. Les
seves dues filles ¥, y i, Y4l també han de pertanyer a la base. De fet, el que
hem demostrat fent servir aquests dos enunciats i aquesta argumentacio és:

Teorema 6.4. Sigui B = {1, }.,ea una base ortonormal de traslladades de [’on-
deta de Haar. Es compleix que A és una xarza hiperbolicament reqular, és a dir,
és fruit d’aplicar-li un moviment hiperbolic a la zarza diadica comuna.

Aquest exemple serveix per comprovar la rigidesa del concepte de base orto-
normal. Es per aquesta raé que en el nostre estudi posterior ens centrarem en
bases de Riesz i marcs.

6.3 L’espai de Bergman.

En aquesta seccié parlarem de les ondetes de Poisson. Aquesta és una familia
d’ondetes admissibles que tenen la propietat que els seus espais de fase es corres-
ponen amb els espais de Bergman del semipla. Aquests sén una familia d’espais
de funcions holomorfes que jugaran el paper corresponent als espais de Fock en el
cas de Gabor.
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Igual que ens passava en aquell exemple, en els espais de Bergman tenim ca-
racteritzacions dels conjunts de mostreig i d’interpolacié. Tot i que les eines que
es fan servir sén propies de 'analisi complexa i no sén aplicables directament a
altres ondetes, ens donen un excel.lent exemple per a encarar el problema en el cas
general.

En aquesta seccié treballarem de manera excepcional amb la transformada
d’ondetes definida en H?(R).

Definicié. Per a a > 1, definim 'ondeta de Poisson ¢*(t) com:

U(l) = (i)

Ca
on ¢, = ||(t +z)7aT+1H

Quan treballem pensarem només en « imparell, ja que sén els casos en que
es poden fer els calculs. A mode d’exemple podem dir que per a o = 3,5,7,

Ca = \/g , \/3—”, \/‘?—g respectivament. Hem de tenir en compte al treballar amb

, v 2
aquestes ondetes que no estan normalitzades. Es a dir, fooo W d¢ =c2 #1

Definicié. Per a o > 1, definim l'espai de Bergman del semipla A, (H) com:
Ay (H) = {F analitiques en H : / |F(2))2y® dm(z) < oo}
H
La norma d’aques espai és:

|2 = /H F(2)Py® dm(z) (6.4)

Veiem ara que els espais de fase de les ondetes de Poisson estan continguts en
aquestos espais. Es a dir, que la transformada d’una funcié f € H?(R) per una
ondeta de Poisson 9* es pot pensar dintre de A,,.

Si mirem la transformada en ondetes per I'ondeta de Poisson ¥ d’una funcié
f € H*(R) veiem que:

Wi = [ g ()
_Eacoz 00 Y Yy
1 o0 [e] [e]
== FOy= (t—o—iy) 5y T dt
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Definim:

F(z)= ! /OO ) dt

~ 1
CaCa gt

—00 (t - Z) 2
(F no és la transformada de f). La funcié F(z) és holomorfa de manera trivial.
Fent servir que W f € L?(H) obtenim:

20 = %Zsz: 212 dm(z
/H\F<z>\ydm<z>—/ﬂ|y F(2)|? dm(z) /H\merd ()

i per tant F(z) € Ay i més ||Fllo = [[Wf|| = ||f]]. Amb lidentificacié W f(z) =
y2 F(z) podem identificar 'espai de fase d’una ondeta de Poisson dintre de I’espai
de Bergman.

Per veure que tenim igualtat hem de comprovar que els nuclis reproductors
sén els mateixos. Aixo només ho farem per « imparell. Calculem primer el nucli

reproductor dels espais de fase.

e}

e == [ () T ()

—0o0

Aquesta integral es pot calcular per residus quan « és imparell, i obtenim:
(%, 08) = ygy? ch2mi(z — 7))~

on ¢, és una constant entera, que per a o = 3,5,7 és —2,6, —20 respectivament.
El nucli reproductor ens diu que fixat un a:

Wito) = [ ufyEe,2mizo — 2 WS () dm()

=Yg /H . 2mi(z0 — Z) Y2 W f(2) dm(z)

=Yg /Hc'an'(zO —2)" %2 Wf(2)y® dm(z)

Si tenim en compte que y_Ta Wf(z) = F(z) € A,, veilem que les funcions de A,
que sén transformada duna funcié de H2(R) estan caracteritzades per 1’equacio:

F(z) = /HC;QM'(Z'O —Z) F(2)y*dm(z)
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Pero aixo és exactament la relacié del nucli reproductor dels espais de Bergman.
Per tant podem afirmar que, sota la correspondéncia y2 Wy(z) = F(z), els dos
espais sén el mateix.

Normalment es treballa amb la versié al disc dels espais de Bergman, que per
transformacié conforme és equivalent a treballar al semipla. D’aquesta manera
definim els espais de Bergman del disc A, (D) (mantenim la notacié perque estem
parlant del mateix) com:

Ay (D) = {F(z) analitiques en D : /11)) |F(2)]2(1 — |2*)*du(z) < oo}

on drd
zay
W) = T2

que és la mesura que ens va bé en aquest cas. Com hem comentat, Seip caracteritza
en [Sei93] els conjunts de mostrieg i els d’interpolacié d’aquests espais. En el
seu treball comenta el cas general (normes de LP o L°°), perd aqui comentarem
breument els seus resultats en el cas particular de L2, Es a dir, dels espais de
Bergman que nosaltres hem definit.

En el disc es pot treballar amb la distancia hiperbolica o la pseupohiperbolica,
que és més practica. La segona es defineix de la segiient forma:

La nocié de separacié d’un conjunt és exactament igual que al pla o al semipla:

Definicié. Direm que un conjunt v = {2;} és uniformement discret si:

i (s
Jlgk d(zj, z) >0

Aquests son els unics conjunts que ens interessaran en la classificacié. Definim
ara les densitats superiors i inferiors introduides per Seip per classificar els diferents
conjunts.

Per a un conjunt uniformement discret I' = {2} i % < r < 1, sigui:

Xl
5<|z5|<
D(T,r) =2 ‘lf(') -

g 1—r

Per a cada z € D, formem nous conjunts mitjangant translacié:

Z; — 2
r,=1{-2
’ {1—3%}
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Definicié. Donat un conjunt I' = {z;} definim les seves densitats uniformes
inferior i superior com:
D™ (T') = liminf inf D(T,,r)
r—1 zeD
DT (T) = limsupsup D(T',,r)
r—1 zeD
Si D=(I') = D*(T) direm que I' té densitat uniforme. El que es prova en
[Se193] sén els segiients enunciats:

Teorema 6.5 (Seip). Un conjunt T' de punts diferents en D és de mostreig per
a Ay st 1 només si es pot expressar com a unid finita de conjunts uniformement

discrets i conté un conjunt uniformement discret I' tal que D~(I') > 251

Teorema 6.6 (Seip). Un conjunt I de punts diferents en D és d’interpolacié per
a Aq si i només si és uniformement discret i DT(T) < O‘T_l

Igual que passava en Fock, en aquests espais no hi han conjunts de mostrig i
interpolaci6 a ’hora. Per tant no podrem trobar bases de Riesz generades a partir
de les ondetes de Poisson.

6.4 Espais de fase d’ondetes harmonics.

En aquesta seccié caracteritzarem el conjunt d’ondetes admissibles per a les quals
el seu espai de fase esta composat per funcions harmoniques en z.

En aquest apartat treballarem per comoditat amb la transformada definida
a l'espai L?(R) real. Si prenem una ondeta admissible 1, volem coneixer quan
existeix un pes w(y) tal que w(y)W f(x,y) és una funcié harmonica per a tota
f € L?(R) real. Aquesta restriccié en el pes té a veure amb linvariancia per
translacions de la transformada en ondetes, perd no esta clar que no existeixin

altres pesos i ondetes harmoniques en el cas general.

Teorema 6.7. Sigui v una ondeta admissible i real. Aleshores existeix un pes
w(y) tal que el conjunt de funcions de la forma w(y)W f(z,y) per a f € L*(R) son
harmoniques si i només si | és una combinacid lineal de R(t+1)* ¢ S(t+1)* amb
o< —1.

Demostracio. Hem d’estudiar quan Aw(y)W f(z,y) = 0:

AW fa) = [~ fowF ot (2 @

:/Oo f(t) (Ay%w(y)w(t;mn dt =0

— 00
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per a tot f € L%(R). Aixo és equivalent a:
-1 t—x
Ay Ty (=) =0
i com que ha de ser valid per a tot ¢, per canvi de variable arrivem a:

Aﬁw(y)zp(g) -0

1

Si anomenem [(y) = w(y), el que volem és trobar per a quines ondetes 1

y 2
existeix § tal que 5(y)y () és una funcié harmonica. Si calculem tenim que:

A <g(y)¢<§)> — 2%5@)1//(5) +B”(y)w(§>

2

—250 ) (2) + (55 + 1) 800" ()
Per tant volem:
25000 (0) + 8" W () — 258w ()

2

+ (% +1) %B(y)w”(g) =0 (6.5)

Fem ara el canvi t = % i multipliquem (B3] per y? de manera que obtenim:

28(y)t' () +y* 8" (W)e(®) = 298 (W) () + B)(E + DY) =0 (66)
Introduim el canvi y = €* (recordem que y > 0) i y(u) = ((e*). D’aquesta manera
tenim que:

o 7(u) =e"f'(e") = yB'(y)
o () = e"B(e") + (") B"(e") = yB'(y) +y*B" (y)
i aixo fa que (EH) quedi:

V(Wb () = (w) () + 264" (2)) +y(u) ((° + )9" (1) +2t0'(2)) = 0

Aquesta darrera equacié la podem pensar com un producte escalar a R>:

(V" () (), y(w)) (), =(t) — 20" (1), (1 + 1)3" (1) + 2t/ (1)) = 0 (6.7)

on aquesta igualtat és independent de ¢ i de u.

Anomenem E al subespai generat per (v”(u),v'(u),7(u)) al variar u, i F al
generat per (1(t), —(t) — 2t/ (t), (¢2)y" (t) + 2t/ (t)) al variar ¢. El que ens est
dient ([61) és que ELF. Com que els dos espais estan continguts en R? podem dir
que dim F + dim F' < 3.

Aquesta desigualtat ens déna un nombre molt petit d’opcions. Per comencar
estan els casos trivials, que no tenen sentit:
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e dim F' = 0 es correspon amb (t) = 0.
e dim F = 0 es correspon amb y(u) =0 = w(y) = 0.
Per tant només ens queda considerar dos casos, dimF =1 6 dim E = 1:
e Cas dimF = 1.
Aix0d vol dir que existeixen un vector (ci, ca,c3) i una funcié b(t) tals que:
(0(t), = (8) — 269/ (1), (7 + 19" (£) + 26/ (1)) = b(t)(c1, 2, ¢3)
Es a dir:

Y(t) _a
—Y(t) =2t/ (t)  c2

—t(t) = 2t/ (t) = e2b(t) p =
(% + 19" (8) + 264 (t) = e3b(2)

Els casos en que el denominador s’anul.la sén trivials. L’igualtat anterior

ens porta a:

= logy) = %tz te=p(t) = Cest’

Pero aquest cas no ens interessa, ja que no seria ondeta admissible per a
valors reals de a.

e Cas dimFE = 1:

Igual que en el cas anterior aixo vol dir que existeixen un vector (¢, ¢, c3)

i una funcié a(u) tals que:

(7" (u), ' (u),y(u)) = a(u)(er, 2, c3)

Es a dir:

V(u) = a(u)es

C3 By w €3
= logy(u) = =u+c= Ce2" = (e")e2 C
&)

Si ara desfem el canvi que hem fet en (E8) i ens oblidem de la constant (no
3

és important), tenim que B(y) = y2 = y* (co # 0 sempre).

Per aquesta 3, fent servir (G.0]) i que:
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- A'y) = ay*™!
- B"(y) = ala - Ly*?

veiem que v ha de complir:
2yt (8) + o — 1)y () — 209ty (8) + y* (£ +1) " (t) = 0

Simplificant y® i prenent ¥ (t) = (¢t + )% veiem que:

(t+i)%(a — 1) + (t + 1) (2ta — 20°) + (t + 1) 2a(a — 1)(t* + 1)
=(t+)* 2ala—1){t2 —1+2ti — 26> = 2it + > +1) =0

Per tant (¢ + ) és solucié de 'equacié. Perod nosaltres busquem solucions
reals. En conseqiiencia hem de prendre R(¢ + i)* 1 (¢t + )%, que per la
linealitat del laplacia també seran solucions de ’equacié. Com que aquesta
té ordre 2 i tenim dues solucions, podem dir que la resta sén combinacié
lineal d’aquestes.

Com que només ens interessen ondetes admissibles de L?(R), ens hem de restringir
al cas a < —1. O

Observacid. Els espais de fase d’aquestes ondetes estaran molt relacionats amb els
espais de Bergman, i podrem descriure els seus conjunts de mostreig i interpolacié
a partir de la descripcié en aquell espai.

6.5 Resultats de mostreig.

Els resultats que donarem en aquesta seccié sén practicament identics als resultats
de mostreig que hem donat en el cas de Gabor, i les idees sén les mateixes. Les
diferencies entre les proves seran degudes a la diferent estructura de les dues trans-
formades i els respectius espais de fase. Encara que sigui redundant, repetirem les
demostracions i posarem emfasi en les diferéncies que puguin apareixer.

Com en el cas de Gabor, establim primer uns convenis de notacié que simplifica-
ran 'estudi. H sera sempre l'espai de fase d’'una ondeta admissible ¢ normalitzada
de manera que |[¢|| =11 fooo M d¢ = 1. Si no indiquem el contrari, z,w € H
amb z = x + iy, w = a + bi, complint z,a € R, y,b € RT. Adoptem la mateixa
notacié quan apareguin subindexs. Recordem que a ’hora de parlar de boles i de
condicions de separacié haurem de fer servir la distancia hiperbolica, que la podem
calcular mitjancant la férmula:

1 1+ 3=
d(z1,22) = gloglJr}%

21—22
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Amb aquesta distancia la definicié de separcié queda:

Definicié. Sigui A = {2;};en C H. Direm que A és un conjunt uniformement
discret o separat si existeix € > 0 tal que d(z;,2;) > ¢ Vi # j.
Anomenarem a ¢ la constant de separacio de A.

Igual que en el cas de Gabor, per treballar comodament necessitem que els
conjunts siguin separats. Els primers resultats proven que aquests son els tnics
que ens interessen.

Lema 6.8. Sigui F' € H tal que F(w) = 0. Sigui z € H, aleshores:

[Fw)? < FIP (1= ko (2)1?) = 1FI*(1 = [(dw, :) )

Demostracio. Considerem H,, el conjunt de funcions de H que s’anul.len en w.

Aquest és un subespai de Hilbert amb el segiient nucli reproductor:
D (2) = kzg () — kzg (W)ku (2)

Per veure-ho hem d’observar primer que ®,, € H ja que és combinacié lineal de
funcions de H i ®,,(w) = 0 per a tot zgp € C. Per tant ®,, € H,,.
Si ara prenem h € H,, veiem que:

<h’ (I)Zo> = <h’ kzo> —kz (w)<hv kw> = h(ZO)

Es a dir, ®,, reprodueix les funcions de H,,. Com que pertany a l’espai ja podem
afirmar que és el seu nucli reproductor.

Com que F' pertany a H,, apliquem la férmula de reproduccié en aquest espai.
[F()? =[(F,®:) " <[|F[[*(@., ©.) = [|F|*®.(2)

I (ku06) - ) = IFIP( = ()

1 obtenim el resultat. O

Teorema 6.9. Sigui A = {z;}jeny C H. Si A és un conjunt d’interpolacic per a
H es compleix que A és separada.

Demostracid. Pel teorema de la grafica tancada, si A és d’interpolacié existeix
M > 0 tal que Y{an}nen € [? existeix F € H tal que f(z,) = an i ||[F||* <
M2y cnlanl? Es a dir, podem realitzar 'interpolacié amb norma acotada.

Sigui z; # zj. Existeix F' € H tal que F(z;) =11 F(z;) =0 amb ||F| < M.
Aplicant tenim que:

L= |F(z)]* < ||IFIPQ = [kz, (2) ) < M2(1 = [k, (2))

1 1
2 2
= 1 — |k, (2)] >W:>|kzz~(zj)| Sl—W:C<1
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Aixo vol dir que si i # j, ]<wzi,1/12j>]2 < C < 1,1 com que el nucli és uniformement
continu ens implica la condicié de separacié, ja que C' no depen de z; i z;. ]

Els conjunts de mostreig també és comporten de manera analoga al cas de

Gabor.

Teorema 6.10. Sigui A = {z;}eny C H. Si A és conjunt de mostreig per a H es
compleix que A és una unid finita de conjunts separats.

Demostracid. Com que A és de mostreig, 3C > 0 tal que:
Y IFE)E <olF)? (6.8)
A

Només ens caldra aquesta desigualtat per provar el resultat. Ho farem per reduccié
a labsurd. Que A no sigui unié finita d’uniformement discrets és equivalent a que
per a tot N i tot § podem trobar una bola hiperbolica de radi §, diem-li B, tal que
IANB| > N.

Com que k,,(z) és una funcié uniformement continua, 3 tal que |k,,(z1) —
Kz (22)] < 4 sid(21,22) < 6, on aquest § no depen de z.

Agafem aquest 6 i N > 4C'. Sigui B la corresponent bola de radi § que conté
N punts de la successié. Sigui a el centre de B i considerem la funcié k,(z) € H,
per la qual s’ha de complir (ES):

Y ka(z)P < Cllka|* = €
A
Pero per altra banda:

S el = 3 k() + 3 k()2 > 3 (1-5) > Ny > 0
A

ANBe ANB ANB

i ja tenim la contradiccio. O

Observacid. Encara que de manera anecdotica, aqui hem fet servir que podem
fer |k,(z1) — k2(22)| petit independentment de z, mentre que en Gabor haviem de
considerar el valor absolut del nucli.

Ens tornem a trobar que aquest resultat no és millorable, ja que existeixen
conjunts de mostreig que no sén separats.

Per continuar donant resultats ens cal restringir el conjunt d’ondetes que fem
servir. Aqui ens troben una de les principals diferéncies amb el cas de Gabor.

Les cotes que donarem a I’hora d’acotar els sumatoris dependran de la norma
en L!(H) del nucli reproductor k i de la seva maximal local integrable:

Mk(z) = sup |k(w)| € L*(H)
weB(z,1)
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on B(z,1) és la bola hiperbolica de centre z i radi 1. L’area d’aquesta bola per la
mesura invariant per I'esquerra és 47 sinh?(1).

A diferéncia del que passava en Gabor, el conjunt d’ondetes admissibles amb
nucli integrable no coincideix amb aquelles que el seu nucli té maximal local inte-
grable (les anomenarem ondetes amb nucli fortament integrable). Aquestes
darreres soén les que ens aniran bé per discretitzar.

Recordem també que la funcié k(271) € L!(z) i a més la seva integral coincideix
amb la de k(z). De fet k(z71) = k(2) ja que (1,%.) = (¥, ). Aixd no passa en
general amb les altres funcions de H, on F(z) pot estar en L'(H) o L2(H) i F(z1)
no.

Lema 6.11. Sigui k tal que Mk € L*(H) i A C C un conjunt separat amb constant
de separacio €. Aleshores:

(sinh £)~2
DR < =Mkl

AEA

Demostracié. Suposem sense perdre generalitat que § < 1. Si prenem dos punts

diferents v, A € A, com que B(7,5) N B(A, 5) = 0 podem acotar:

1 2 dm(z) < SR 2 dm(s
SR < X gy S MR ) < S [ k() dme)

AEA AEA

que és el que voliem provar. [l

Observacid. Veiem altre cop que la cota només depen de la constant de separacié
de A.

La forma d’actuar a partir d’aqui és la mateixa que en Gabor. Donarem una
serie de resultats encaminats a provar que un conjunt és de mostreig si és proper
a un que ja ho és. Utilitzarem les idees de [OIS92], que ens permetran coneixer les
cotes de manera prou explicita com per acabar provant que tot conjunt de mostreig
conté un subconjunt de mostreig i separat.

Proposicié 6.12. Donats una ondeta v amb nucli fortament integrable i A un

conjunt separat existeiz B > 0 tal que:

STIFOWP < B|FI? vFeH
AEA
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Demostracio. Calculant directament tenim que:

DIFNP =)

/ F(2)k(z71 - \) dm(2)
AeA xen V€

m(/w AP M) ) ([ Nl am())

/\F VS (et - M) dim(2) /\k: | dm(2) < B||F|?

AEA

2

ja que [ |k(2)]dm(z) < oo perqué el nucli és integrable i
Yok =D kG
AEA vyel

amb I' = 27 1. A, que té la mateixa constant de separacié que A. Podem ara aplicar
1Tl per acotar independentment de z. O

Observacié. Com veiem en la prova, la constant d’acotacié depen de k en termes
del seu valor absolut i no del quadrat. Es a dir, depenen de ||k[|;, tant discreta
com continua. Es per aquesta rad que ens hem de limitar ’estudi d’ondetes amb
nucli fortament integrable.

Teorema 6.13. Considerem una ondeta admissible amb nucli fortament integra-
ble. Donat A = {z;}jen un conjunt de mostreig per a H existeiz § > 0 tal que si
I' = {wj}jen compleix que |z; —wj| < 6 Vg, T’ també és un conjunt de mostreig.

Aquest resultat es dedueix de manera trivial del segiient parell de lemes.

Lema 6.14. Siguin A = {z;}jen ¢ I' = {wj}jen dos conjunts en H, aleshores es
compleix que:

1 1
(Zirer) = (Tirw)r) | < aale) vren
jEN jEN
on dy i dy vénen definides per:
o 47 = sup; Ju \k(z71 - z) — k(271 wj) | dm(z)
o di =sup, Y ey |k(z7 - zj) = k(z71 - wy)|
Demostracid. Calculant directament tenim que:

(= Wz»\?)% (= ’F(ij); = NCF G5l — I F )|

jEN jEN
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on || - ||2 significa la norma de 12, pensant (F(z]))] com a successio.

ICF ()i lla=I1(F (w));llz| < I(F(z7) = F(w;);ll

:‘ /HF /F )dm(z)>j
:‘ (/HF (271 2j) = k(27 wy)] dm(z))

S ([ IG5~ bl ame) )

| J eN

N\

2

J

NI

N

on hem entrat els valors absoluts a linterior per utilitzar Schwartz. L’equacié
anterior la podem acotar per:

/ |F(z | |k (271 wj)| dm(z) /H|k(271 - zj) — k(zil wj)‘ dm(z)]

Acotem per separat,

N[

jEN

/H‘k:(z_l czj) — k(27! -wj)| dm(z) < a2

Per altra banda,

LIPS - 2) = ke )| dm(e) < a7

JEN

Unint les dues cotes obtenim 1’enunciat. O

Lema 6.15. Sigui A = {z;}jen un conjunt separat, i suposem que 1) té nucli
fortament integrable.

Per a tot ¢ 30 tal que si I' = {w;}jen compleiz que d(z;,w;) < 6 Vj aleshores
didy < e, amb dy i dy definides com a[0.14)

Demostracié. Primer veurem que podem fer d; tant petit com vulguem si I és
prou propera a A. Pero aixo és trivial, ja que només cal observar que si |k(z)| és
integrable |k(271)| també, i que 'operador de translacié és uniformement continu
en L1(H).

Anem ara a acotar dz. Si a = sup,; d(2;, z;) és la constant de separacié de
(6%
3
serveix de constant de separacié tant per A com per I'. De fet A, = {71 - Zj}jeN

07

A, assumim § < i és compleix que d(w;,w;) > § Vi # j. Es a dir, $ ens
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ir,={z1. wj}jen també tenen la mateixa constant de separacié. Aqui podem
aplicar per provar que existeix C' = C(§) tal que dy < 2C.

Si ajuntem les dues parts veiem que do esta acotat per C' quan prenem J petit,
i dy es pot fer tant petit com es desitgi agafant § prou petit. Per tant 3§ tal que
si d(zj,w;) < 0 Vj, es compleix que didy < e. O

Observacid. En aquestes demostracions ja veiem que per una part els calculs es
simplifiquen degut a que les translacions en H coincideixen exactament amb les
que apliquem a les funcions. Pero per altra banda sén més confuses fruit de que
aquestes no sén commutatives i U'estructura de H no és tan senzilla com la de C.

En el teorema veéiem que tot conjunt de mostreig era una unié finita de
conjunts separats. Fent servir els resultats anteriors podem millorar bastant aquest
enunciat. Igual que en Gabor, la idea és que un conjunt de mostreig és una unié de
varis conjunts molt propers. Els lemes i ens diuen que conjunts propers
donen més o menys la mateixa informacié sobre les funcions. Es a dir, en un
conjunt de mostreig no separat hi ha informacié repetida.

Teorema 6.16. Sigui A = {z;}jen un conjunt de mostreig per a Uespai de fase
d’una ondeta amb nucli fortament integrable.
A conté un subconjunt A C A tal que A és de mostreig i separat.

Demostracié. Com que A és de mostreig sabem per BI0 que és unié finita de

separats, i que existeixen A, B > 0 tals que per a tota F' € H es compleix que:

AIFI? <Y IF(z)” < BIFI?
JEN

Per a tot § (pensem en un 0 molt petit) podem definir A C A de manera que si
A = {w; }ien, es compleixi que:

o B(w;,8) NA = {w;}
® Uien (B(w;, ) NA) = A
o |B(w;,6)NA| <N

on N és una constant que de fet es pot acotar pel nombre de conjunts separats
que formen A. Tot aix0 ho podem fer gracies a que A és unié finita de separats.
Es a dir, el que fem és definir A de manera que B(w;,d) només conté a w; dels
punts de K, tot z; € A esta contingut en alguna B(w;,d) per algun w; € K, i cada
una d’aquestes boles només conté un nombre finit acotat de punts de A. Podem
pensar que cada z; pertany només a una B(w;, ). Aix0 no és cert, perdo podem
assignar a cada z; un tinic w; a I’hora de treballar.

Tenint en compte aixd podem escriure A = UieN{w}, e ,wZNi }, de manera que:
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o wl=w; el

o wh ¢ Asik#1
e wF € B(w;,0)
e N;<NVi

e Els conjunts {wf}ﬁ;l son disjunts al variar i

Amb aquesta notacié calculem:

Ni
YOIFEE)P=) Y IFwh)P

z €A wieh k=1
N;
:kaWwwwwwwﬂ
wi€/~\ k=1
N;
<N Y IF@)P+ 303 (IF@hP - [F(w))?)
w'LEK w¢€K k=1

Si definim wf = w} per a N; < k < N podem escriure:

Z%WWWWWFZ%WWMMM

w;eA k=1 wieh k=1
N
3| X I - X e
k=1 "y, eA wi €A
KEx’F(wmQ)Q - (EK!F(WI)V) ]

El primer paréntesi el podem acotar per 9B3 IIF'||, ja que s6n sumatoris de parcials
de A. Per a acotar el segon parentesi en valor absolut, el que farem és aplicar B.14
als conjunts {w¥}ien i {w}}ien. Aixo ens diu que:

(j{:!Fﬁwa2> —-(j{:!Fﬁw3H2> < did§| F|

i€eN i€EN

on k no és un exponent si no un index, i d’f , dlg vénen definides per:
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o (d})? = supien f [R(z71 - wf) — k(=" wi)| dpu(2)
o (d5)* = sup,cm D jen k(=" - wf) — k(=7 - w})]
Definim ara:
e dy = sup, df
e dy = sup; di
i podem acotar independentment de k:
1 1
2 2
(Z IF(wf)|2> - <Z IF(wil)l2> < dudy || F|
€N ieN

Per tant, si ajuntem totes les acotacions obtenim:

AIFIP <Y IR < N Y [P + ZZ(\F 2= |F(w])?)

jEN ieN €N k=1
SN |[F(w;)|* + 2NBY2dydy | F||?
1€N
Aix0 implica
A —2NBY%dd;
R FE < S wn)?
€N

Com que N, A i B s6n fixes, aplicant i velem que existeix 0 prou petit
tal que A, definida al principi, compleix que existeixen A’, B’ amb:

ANF|IP <Y IFw))? < B||FI?
€N

Es a dir, A és de mostreig. O

D’aquesta manera arrivem al mateix resultat que ja haviem obtingut en el
cas de Gabor. El segiient pas és comparar el discret amb el continu per tal de
demostrar 'existéncia de conjunts de mostreig i donar com a condicié suficient
que un conjunt estigui per tot arreu.

Lema 6.17. Sigui A = {z;}jen un conjunt que compleiz que ¥j 3V; CH (obert)
de manera que H = Ujeij, amb z; € Vj i Ujesz_l -V; €V compacte i simétric
(al voltant de i), V; N Vi, = 0. Aleshores es compleix que:

71~ (32 Cj!F(Zj)\Z)%

jeN

< didy|F|

on:
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o & = (supeey fis k(= - €) — k(2)] du(2))"/?

o dy = (supyep Xjen Jy, Ik(w - 2) = k(w2 dp(z) )

i cj és Uarea (hiperbolica) de Vj.

1/2

Demostracio. Calculant directament:

2
171 - (S olF() ) 171 - [ x @1F e \H
jEN jeN
2 2
<[ FE) =Y xv, IF )| = |[D(F(2) = Fz5)xv; (2)
jEN jJEN
2
_ /H ST (F(2) = F(z)xv(2)| dm(2)

jEN

Introduim aqui la férmula de reproduccié per escriure aquest darrer terme com:

J

Aplicant Schwartz podem acotar per:

. [ ([ 1FP b2 = kw2 dmiw))
(/H|k(w1 - 2) = k(w™! .zj)‘dm(w)>; ij(z)r dm(2)

Com que els V; sén disjunts, podem entrar el quadrat dins de I'integral i simplifi-

2
dm(z)

S| [P kw2 =kt 2) ) )

jEN

JeEN

quem una mica ’expresio:

L3 | LI - kw5 () dn(o)

jeEN
/|/<:(w_1 cz2) —k(w™" - 25)|xy; (2) dm(w) | dm(z)
H

Separem per parts. La segona integral es pot acotar per:

/H‘k:(w1 z) —k(w™t- zj)| dm(w) :/ |k:(t71 ZjZ) — k(t71)| dm(t)

<sup/v<:ts ()] dim(t) = (&})?

£ev
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Per a la primera fem

/ SOF@) Rk 2) — kL - 23)|xv; (2) dm(w) din(2)

JeEN
/IF I%/\k — k(W™ 2z)| dm(z) dm(w)
< [ 1@ ;g%[z / [k 2) — k(w - 23)| dm(z)| dim(w)

<(d2)?|F |
que és el que voliem demostrar. O

Teorema 6.18. Sigui H un espai de fase d’una ondeta v amb nucli fortament
integrable. Emisteix ¢ tal que si A = {z;}jen €s un conjunt separat complint les
condicions de [6.1] amb V contingut en B(0,6), llavors A és de mostreig per H.

Demostracid. El que farem és acotar df i fer d} tant petita com vulguem en G117
Per a d}, fixem w € H i tenim que:

Z/ |k(w - z) — k(w - z;)| dm(z <Z/ |k(w - 2)| dm(z —i—Z\Vka ;)|

JEN jEN jEN
<l + 3 Wl /L, MG ()
el + Ml

si 6 < 1. Per tant dy < (||k[|1 + || Mk|1)Y2.
De la continuitat de 'operador de translacié en L!(H) es dedueix que si § és

prou petit podem aconseguir d} < € per a qualsevol € > 0. Per tant aplicant
tenim que:

1
eIkl + MKl ) | £l

71 (32 cﬂF(zj)\?f

jEN

Agafem ¢ tal que e(||k||1 + || Mk|1)"/? < 1 i obtenim:

(1= =l + haki) ) 171 <(S st )

jEN

1
< (1 (Ul +1ME) ) 17
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Ara només cal definir A i B de manera que

1\ 2
(1= =(Ukll + 10k]) )
SUPj{Cj}
1\ 2
(eIl + 0k )
infj{c;}

per obtenir:
AIFIP <Y IF(z)” < BIF?
JEN
Tant sup;{c;} com inf;{c;} estan acotats i sén més grans que 0. O

Observacid. No hem fet servir per la desigualtat dreta.

Tan sols ens cal una manera més senzilla de reconeixer els conjunts que estan

sota les condicions de BTl que sén els conjunts separats que estan per tot arreu.

Lema 6.19. Sigui A = {z;}jen un conjunt separat tal que 36 amb la propietat que
Vz e C, B(z,0) NA #0.
Aleshores I' compleiz les condicions de[6.17

Demostracio. Com que A és separat només cal veure que 3V; oberts, amb V;NV}, =
0sij+#k, H=UenV;, z;l - V; €V compacte simetric, amb | Njen z;l -V > 0.

Per aixo definim, si ¢ és la constant de separacié de A, b; = B(zj,5), Bj =
B(zj,0). Definim ara els Vj:

o Vi = B1\Ujz b

o Vi = B\ (Ujzrbj) U (Uf;lBO
Observem primer que en cada compacte de H totes aquestes unions i interseccions
sén finites, i per tant la uni6é de tancats és tancada. Aix0 ens diu que els V; sén
tots oberts, i per construccié sén disjunts.

Com que B; C u{c:le, itot z esta en algun Bj, ja tenim que UjeNVj = H, i com
que V; C Bj = z;l Vi C 2]71 -B; = B(i,j) C B(i,0) compacte i simetric, i també
per construccié tenim que B(ie/2) C zj_l - Vj i ja tenim la darrera condicio. g

Unint aquests dos darrers resultats tornem a obtenir una condicié totalment
geometrica suficient perque una seqiiencia sigui de mostreig, identica a la del cas

de Gabor.

Teorema 6.20. Sigui H l’espai de fase d’una ondeta ¥ amb nucli fortament in-
tegrable. Existeiz ¢ tal que si A és un conjunt separat tal que B(z,0) N A # () Vz
aleshores A és de mostreig per a H.
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El que hem arribat a provar és que un conjunt prou dens (amb punts per tot
arreu) és de mostreig, pero no tenim cap nocié de a partir de quan (de quina
densitat) pot ser-ho. Es a dir, sabem que un conjunt molt dens genera un marc,
pero ens preguntem si un conjunt que generi un marc ha de ser obligatoriament
una mica dens.

Des del punt de vista de xarxes regulars hem vist que podem trobar marcs
per a qualsevol tria de parametres, la qual cosa ens fa pensar que no tindrem un
resultat de densitat minima, pero tot i aix0, alguna cosa podrem dir.

El que veurem és I'analeg del teorema I8, que ens permetia comparar sistemes
de Gabor provinents de funcions i conjunts diferents. La situacié, pero, no és tan
bona en el cas d’ondetes.

Cal observar també que, tot i que estem fent servir la nocié de densitat de
manera informal i intuitiva, no hem donat cap definicié formal d’aquest concepte
(només en el cas de 'ondeta de Poisson). De fet tampoc la donarem, de manera
que els resultats que tindrem no seran directament de comparacié entre densitats.

No ens preocuparem de la condicié d’aproximacié homogenia uniforme, ja que
compararem sistemes provinents de la mateixa funcid, i no ens fara falta.

Teorema 6.21. Sigui b una ondeta amb nucli fortament integrable i suposem que
W(y,T) és una base de Riesz i W(¢A) un marc de L*(R) amb T = {z;}jen i
A = {w;};en conjunts separats de H.

Aleshores per tot a,r, e existeix R tal que:

(1 —¢)|B(a,7)NT| < |B(a,r + R)NA| (6.9)

Demostracié. Seguint la demostracié de BI8 considerem a € H. Definim V;(a)
com l’espai generat per:
{1/)2], 2 € B(a,r)NT}

i definim W,.(a) com ’espai generat per:
{w, 1w € B(a,r) N A}

Les boles i els radis que estem considerant séon hiperbolics.
Considerem 'operador autoadjunt i positiu 7' : V,.(a) — V,(a) definit com la
composicié de projeccions:
T = PVT (a) ¢} PW

r+r(a)

Com que W (%),T") és una base de Riesz, existeixen funcions ¢; € H tals que:

(Y2, P1) = 05y
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Aquestes ¢; formen també una base de Riesz. Per tant estan uniformement aco-
tades en norma. Els arguments anteriors impliquen que:

Tr(T)= Y. (T@),d5) = D> (e, 05) = (T(s) = sy 65)|

z;€B(a,r)NT z;€B(a,r)NT
> (1= Csup||IT(¢:,) — ¢z, 1) [Bla,r) NI
J

on C' és la cota superior de les normes de les ¢; i |A| és el cardinal de A si A és
finit.

Observem ara que el rang de T' no pot ser més gran que la dimensié de W, g(a)
i tenim ’estimacio:

Tr(T) < dimW,ir(a) < |B(a,7+ R|NA)
Per tant arribem a la desigualtat:

(1= Csup | T(,,) — ¥s,]1)[Bla,r) NT| < |Bla,r + R)N A
J

El que ens queda per veure és que si triem R prou gran podem fer sup; [|T(1;) —
1., || tan petit com vulguem. Per veure aixo observem que:

ITey) = s, = | Praca) (Pt ) (1629)) = Pracar (02)| < 1P, (02, = 0,

Es a dir, hem de fer petit 1 Pow, . (@)t (¥z;)]]. Si fem servir que {ty, }ren és un
marc, podem veure que, fent servir el marc dual, P(WT+ r(a)t (wzj) es pot escriure
com:

Py, ot @) = > (Paw,, pianr (Wz;)s Yo, YOk

keN

on les 1;,’s sén els elements del marc dual. Ara observem que:

<P( W,1r(a (¢z]) ¢wk> =

si wy € B(a,r + R). D’aquesta manera la suma anterior ens queda:

> (P, mans (2, Puy, ok

W EA,wkéB(a,T-i-R)

Les 1;.’s estan acotades en norma, per tant tenim 1’acotacio:

”P( Wyt r(a))+ (wzj)” X Z ’<¢zjawwk>‘ = Z ’k(zj_l wk)\

kaA,’wk¢B(a,T+R) kaA,’wk¢B(a,T+R)



6.6. Un resultat d’interpolacio. 155

Com que % té nucli fortament integrable obtenim la seglient desigualtat:

> k(5w < C [ Mk
wrEN,wr ¢ B(a,r+R)

1

on C només depen de A i de 9, pero no de z;. També hem fet servir que z; €
B(a,r). Ara, si agafem R prou gran ja tenim I’acotacié que voliem.
Per tant arribem a que per tot a,r, e existeix R tal que:

(1 —¢)|B(a,7)NT| < |B(a,r+ R)NA]
que és el que voliem demostrar. O

Si ara intentem deduir a partir d’aqui un resultat de densitat com en
ens trobem amb el problema de que I’area hiperbolica d’una bola de radi r és
4m(sinh §)? i veiem que:

PG ) S

r—oo (sinh #)2
Aixd no ens permet transformar (E3) en una desigualtat entre densitats com
s’entén en el cas de Gabor. Tot i aixo, (9) ens permet dir que en boles prou

grans i tindrem sempre un minim de punts.

6.6 Un resultat d’interpolacio.

El que farem en aquest apartat és donar un resultat sobre interpolacié en espais
de fase identic a (22 inspirat també en [Dya94], on direm que un conjunt prou

separat és d’interpolacié.

Teorema 6.22. Sigui ¢ una ondeta admissible amb nucli reproductor k integrable.
Aleshores existeix Ry tal que tot conjunt A = {zp}reny amb constant de separacié
més gran que 2Rg és d’interpolacio per H, l’espai de fase de 1.

Aquest Ry és de fet el minim R tal que:

1
[ w@ldu) > 3kl
B(i,R)

i si R = Ry lintegral anterior val 3||k||1 per continuitat.

Demostracié. Recordem que un conjunt A = {z;};en C H era d’interpolacié per
a Hy, = H si per a qualsevol successié de valors (a;)jen € I? existia una funcié
F € H tal que F(zj) = a; Vj € N. Aix0 és equivalent a veure que existeix F' € H
tal que:
/ F(2)k(z7" - z;) dm(z) = (F, ko) = a; VjieN (6.10)
H
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Si tenim una funcié ¢ € L?(H) resulta que:
3(2) = / $(w)k(w™ - z) dm(w) € H
H

De fet qu és la projeccio ortogonal de ¢ en H. Si observem que:

<¢7 kzj> - <$7 kzj> VjeN

veiem que resoldre el problema (EI0) per a una funcié F' € H és equivalent a
trobar una ¢ € L?(H) tal que:

/Hqﬁ(z)k(z_l cz5)dm(z) = (¢, k) = a; VjeN (6.11)

Aix0 no és estrany, ja que el fet de que A = {z;}jen sigui una successié d’in-
terpolacié és equivalent a que el conjunt de funcions {kzj }jen sigui linealment
independent. Aquest fet no depen de si ens ho mirem a H o a tot L?(H).

Per tant hem de comprovar que si A compleix les condicions de l’enunciat
podem assegurar que per a tota successi6 (a;)jen existeix ¢ € L?(H) que resol
(6T,

Per estudiar aquest problema anomenem:
o= [ @)l dm(:) = [kl

Donada una successié (cg)ren € 12, definim la segiient funcié:

> ek ks, (2
foy =Y Al
k=1 kzk (Z)
on les Bj seran boles de centre z; i radi R > Ry la meitat de la constant de

separacié de A. Definim w = 1sik,, (2) =0. Com que les By sén disjuntes

2z \Z
és clar que f € L?(H). Si ara calculem tenim que:

(frk=) = bikck
k=1

amb els bj;;, definits com:

o |
’ B, @ kg, (2)

Definim ara el segiient operador:

T:12 — 2

(k) — <i bjkck)

k=1
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Per veure que aquest operador és acotat només cal calcular:

IT((ex))lI? = Zzb ikCk

j=1"k=1

[e.e]

i(;rbﬂ@rbﬂkucu )

j=1 =

Ara, per una part veiem que:

E(z7l. )| k(z7t 2
ZM Y L A
k=117 Bk k(zk_l 2) «
Per una altra banda tenim que:
D> lbjullexl” :Z|Ck| > lbjil
7j=1k=1 =1 7=1
e} e’} k Zfl Py
=Sl )| [ SIS
k=1 j=1 k Z) o
SID Py L ILPE
j=1" Bk

W dm(w) < [1(e)ell?

k(w
<SPy [
k=1 j=17%; Bk

Per tant 'operador T té norma menor o igual a 1. El pas seglient és comprovar
que aquest operador és invertible. Aix0 ho veurem comprovant que |[Id —T'|| < 1.

Z — bjk)ck

2

=TI = s 3

(er)wll=1 =1 1=
< (3o bl e~ )
(er)wll=1"=1 \fp=1

Ens hem de mirar aquesta expresié per parts. Observem primer que b;; > 0 i no
depen de j i que > [bje| < 113 [bjk[ < 1. Tenint en compte aixo veiem que,
fixat j:

D 185k = bigl =1 = 2bj; + > [bjxl < 2(1 = by;)
k=1

k=1

Per una altra part, podem acotar, fixat k:

> 10k = bjrl = 1= 20 + > [bjil < 2(1 — byr)
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Anomenem 3 = bj;, que recordem que no depén de j. Ara sumem aquestes
acotacions per arrivar a:
[Hd =T < 2(1 - 0)

Per tant el que ens interessa és que (3 > % Després de fer un canvi de variable, la

definicié de 3 és la seglient:

1
5—MEAMMM@me

Com que haviem triat R > Ry es compleix que § = G(R) > % Si estem en
aquestes condicions resulta que per aquest R l'operador T és invertible, és a dir,
per a tota successié (a;)jen € [? existeix una altra successié (cx)ren € [2 tal que
T((ck)ren) = (a;)jen. Aixo ens diu que per a tota successi6 (a;);en € [2 existeix
una funcié f € L2(H) tal que:

kG 2) —a;  WieN
Pel que hem comentat anteriorment podem pensar que f pertany a H. O

Igual que en el cas de Gabor, aquests conjunts es corresponen amb bases de
Riesz del subespai que generen.
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