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Introduccid

Una de les més grans inquietuds de I’ésser huma ha estat, i continuara sent
sempre aixi, la de mirar d’entendre qualsevol fenomen que passa al seu voltant. El
fet d’esbrinar el perqué i com succeeixen les coses és, en molts casos, el primer pas
per intentar millorar alguna situacié: no es pot combatre una malaltia si no s’ha
entés préviament qué la produeix i com actuen els agents que ’alimenten; no tin-
driem els avions que hi ha avui en dia sense haver enteés les lleis de ’aerodinamica;
no es podria predir amb exactitud cap eclipsi ni mantenir cap sateél-lit en orbita
si no s’hagués entes la llei de la gravitacié universal; ni es podria preveure, encara
que sigui a curt termini, el temps metereologic sense tenir uns models matematics
cada vegada més fiables...

Entendre les lleis que regeixen un fenomen (fisic, quimic, biologic,...) és, en
termes cientifics, contruir un model. Aixo és el que es fa quan es dona qualsevol
formula o teoria (llei de Newton, la relativitat d’Einstein o la mecanica quantica
entre molts altres) que intenta explicar un fet de la naturalesa.

Els models que s’estudien en aquesta tesi son de dinamica de poblacions. Aque-
sts tipus de models intenten descriure diferents aspectes d’una poblacio: com evolu-
ciona el nombre d’individus al llarg del temps, si hi ha alguna caracteristica que
incideix favorablement a la subsisténcia de ’espécie o d’una part d’ella, com varia
la dinamica respecte dels valors dels diferents parametres,...

La dinamica de poblacions ha estat objecte d’estudi des de fa molt temps. L’any
1202 el matematic italia Leonardo de Pisa, més conegut pel nom de Fibonacci,
publica en el seu famos llibre Liber abaci un problema de biomatematica: quants
parells de conills hi haura en un any, comencant amb una tnica parella, si cada
mes qualsevol parella n’engendra una altra, que es reprodueix a partir del segon
mes?

Si es suposa que cada parell de conills es reprodueix amb aquesta regularitat i
que no hi ha morts, el nombre de parelles de conills presents a cada mes ve donat
per la (coneguda) successio de Fibonacci: 1, 1, 2, 3, 5, 8, ... Aquest model és, molt
probablement, el primer model (discret) de dinamica de poblacions de la historia.

Leonhard Euler, I'any 1760, publica un article (veure [30]) on estudia la mortal-
itat i la natalitat del génere huma. En les seves hipotesis ja té en compte 'edat dels
diferents individus i, tot i no utilitzar equacions diferencials, sin6 que ho fa en ter-
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mes de probabilitats (el que avui en dia s’anomena teoria acumulativa -vegi’s per
exemple [27] 1 [28]-) aquest és, segurament, el primer model continu de dinamica
de poblacions (estructurades).

No trobem res més en aquest camp fins Uany 1798, quan T.R. Malthus, a [53],
estableix el primer model (lineal) en termes d’equacions diferencials ordinaries:

P'(t) = AP(t),  t>0,

on P(t) és la quantitat d’individus d’una poblacié al temps ¢ i A (el parametre
malthusia) és la diferéncia entre la fertilitat i la mortalitat de la poblacié (consid-
erades constants). La solucié d’aquest model és P(t) = P(0)e™, pel que s’ha de
concloure que, o bé la poblacié creix exponencialment si A > 0, o bé la poblacio
tendeix a extingir-se si A < 0. Un inconvenient important d’aquest model, i que
per aix0 no és gaire realista, és que no té en compte la limitacié de recursos (quan
la poblacié creix els individus han de competir pel menjar, 'espai,...). En vistes
dels resultats Malthus deia que si s’aconseguis eradicar la fam i la miséria el creix-
ement, exponencial de la poblaci6 desembocaria una altra vegada en una manca
de recursos important i que per tant aquests mecanismes autoreguladors de la
poblaci6 eren necessaris per a la subsisténcia de I'espécie humana.

En aquesta mateixa linia, i intentant salvar les limitacions de ’anterior model,
P.F Verhulst a [70] proposa, ’any 1838, un altre model, aquest no lineal, també
d’equacions diferencials ordinaries (la famosa equacio logistica):

P =ari (1- 7).

on P(t) és, com abans, la quantitat d’individus de la poblacié en I'instant ¢, o > 0
la taxa de creixement i k£ > 0 la capacitat de carrega maxima de la poblacié. La
solucié a aquesta equaci6 diferencial amb condici6 inicial P(0) = P, diferent de k
és
at
P(t):ﬂ, c- 1
1+ Ceot k— PO

Aquest model ja té en compte la competéncia pels recursos i el resultat és que
la poblaci6 tendeix a I’equilibri asimptoticament estable P(t) = k quan el temps

......

Un dels fets més importants de la Biologia és, sens dubte, ’evolucié de les
espécies. La primera teoria en aquest tema va ser la que va formular Jean-Baptiste
de Monet, cavaller de Lamarck (1744-1829), que deia que 1'ts o el desus dels organs
feia que aquests s’adquirissin o es perdessin, i que els canvis o caracters adquirits es
transmetien per heréncia biologica als seus descendents. Per a Lamarck el principi
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de I'evoluci6 és la necessitat o desitg, el que ell va anomenar besoin. Les idees de
Lamarck no van ser gaire populars en la seva época, i després refutades per les
lleis de la genética de Mendel.

Els dos noms als quals va associada la teoria de I’evolucié moderna sén Charles
Darwin i Alfred Russell Wallace, els quals amb l'article [25] comengaven a con-
struir els pilars de la teoria. Només un any més tard, Darwin publicava ’obra més
important en aquest camp: The Origin of Species (1859). La teoria de 1'evolucio
de Darwin es basa en dos principis: la mutacio, és a dir, els canvis que es poden
produir al replicar-se el material genétic en les generacions posteriors i que segons
Darwin sén més o menys aleatoris; i la seleccié natural, que diu que els individus
amb alguna caracteristica més avantatjosa que les altres tindran més possibilitats
de sobreviure i de tenir més descendéncia que els altres i que aquesta caracteristica
es trasmetra a les generacions segiients, i també que qualsevol variacié que no sigui
tan favorable sera eliminada (perqué els seus portadors tindran menys descendén-
cia). Walter Weldon, creador de la biometria, deia que la teoria de I’evoluci6 de
Darwin era intrinsicament una teoria matematica.

Gregor Mendel (I’any 1866) va establir les lleis que regeixen 1’heréncia genética
(conegudes com les Lleis de Mendel), treball publicat en una petita revista local i
que va romandre desapercebut (fins i tot no entés) fins 'any 1900.

La sintesi entre aquestes dues teories (darwinisme i mendelisme) la van portar
a terme (a les décades dels anys 20 i 30) R. Fisher, J.B.S. Haldane i S. Wright,
considerats els fundadors de la genética de poblacions. Els seus models matematics
combinen selecci6 1 mutacio per explicar 'evolucié (vegi’s per exemple [31], [36] i
[76]).

A partir d’aqui s6n molts els models que trobem a la literatura fent referéncia
a dinamica ecologica i evolutiva de poblacions. Un dels més famosos és el model de
presa-depredador de Vito Volterra de any 1926 (vegi’s [71]), plantejat, de manera
molt similar pero independentment, per Alfred James Lotka l'any 1925 (vegi’s
[51]). El bioleg italia Umberto D’Ancona va notar que durant la primera guerra
mundial la proporcié de taurons (depredadors) al mar Adriatic havia augmentat
considerablement. La qiiestio del per qué havia succeit aixo és la que va plantejar a
Volterra, el qual va modelitzar la variacio de les poblacions de preses i depredadors
mitjancant el segiient sistema d’equacions diferencials ordinaries:

¥ = ax—bry
Yy = cxy—dy,

on z iy fan referéncia a les poblacions de preses i de depredadors respectivament.
a > 0 és la taxa relativa de creixement de la poblaci6 de preses en abséncia

de depredadors; en abséncia de preses els depredadors s’extingirien (considerant
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com a Unic recurs aquesta presa) i per tant la taxa relativa de creixement seria
negativa (—d); el terme czy ve donat per la llei d’acci6 de masses enunciat per
primera vegada per Hamer en treballs sobre epidemiologia (vegi’s [37]), que postula
que la taxa de creixement, en aquest cas dels depredadors, sera proporcional al
producte de poblacions de preses i depredadors (proporcional al nombre mitja de
"trobades"); i finalment —bxy indica la incidéncia negativa per a les preses pel
fet d’enfrontar-se als seus depredadors, amb la mateixa hipotesi: el nombre de
captures proporcional al de trobades i aquest al de "parelles" possibles.

......

cades al voltant de I'equilibri no trivial (z(t),y(t)) = (£,%), i per tant es dedueix

que quan la poblacié de preses augmenta, també ho fa, encara que amb un re-
tard temporal, la poblacié de depredadors pel fet que els recursos s6n abundants.
També es dedueix del model que si l'activitat pesquera disminueix (hi ha menys
captures tant de preses com de depredadors) aleshores la proporci6 entre la mit-
jana del nombre de depredadors en un periode i la de preses augmenta. D’Ancona
tenia resposta a la seva pregunta ja que durant la guerra l'activitat pesquera era
minima o gairebé nul-la.

Trobem altres models donats per equacions diferencials ordinaries en arees com
I’epidemiologia. El primer model en aquest camp el trobem en el que van donar,
I'any 1927, Kermack i Mckendrick (vegi’s [44]). Pretenien modelitzar la transmissio
d’una malaltia en una poblaci6 i ho varen fer mitjancant un sistema d’equacions
diferencials ordinaries. Si S és la quantitat d’individus susceptibles de contraure
una malaltia, I el nombre d’infectats (i que poden infectar nous individus) i R els
individus recuperats (no poden infectar ni ser infectats) el sistema proposat és:

S" = —bSI
I' = bSI—al
R = al.

Tots aquests models (i molts altres) consideren iguals tots els individus de la
poblacié, és a dir, no tenen en compte variables internes dels individus que poden
afectar la dinamica de la poblacié, com poden ser I’'edat dels individus, la seva mi-
da, ..., ni variables externes com la posicié en I'espai. Aquestes variables poden
incidir, per exemple, sobre les taxes de fertilitat i de mortalitat al llarg de la vida
dels components de la poblacio; o sobre l'eficacia d’un depredador a capturar la
presa; o sobre la capacitat d’infecci6 d’un determinat bacteri,...

Davant d’aquesta situacié és natural pensar en una poblacié estructurada en
alguna d’aquestes variables per aixi poder tractar els individus de manera diferen-
ciada.
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Els primers models (lineals) que introdueixen els efectes de ’edat els proposen
K.P. Sharpe i A.J. Lotka (1911) a [67] i més tard McKendrick (1926) a [56]. Aquest
és un model en termes d’equacions en derivades parcials en el qual la variable
d’estat no és la quantitat d’individus d’una poblacié P(t), sin6 que és la densitat
de poblaci6 d’edat a al temps t, u(a,t). Es a dir, que la variable d’estat pren valors
en un conjunt de dimensié infinita. Ara, la quantitat d’individus de la poblaci6
sera:

Pt) = /0 " uat) da.

Suposem que la taxa de mortalitat només depén de 'edat dels individus (en altres
ocasions es pot pensar que també depén del total de la poblacié P(t) per com-
peténcia pels recursos). Sigui m(a) aquesta taxa. Si 'inica causa per la qual els
individus deixen de formar part de la poblaci6 és aquesta mortalitat, en 'interval
de temps de t a t + dt moriran una quantitat de m(a)dt d’individus per capita que
a temps t tenen edat a. Per tant el nombre d’individus morts a l'interval de temps
(t,t 4 dt) amb edats compreses a U'interval (a,a + da) sera, aproximadament,

u(a,t) da m(a) dt.

Llavors, com que el nombre d’individus que a 'instant ¢ + dt tenen edat compresa
entre a+dt i a+dt+da és aproximadament la diferéncia entre el nombre d’individus
que a l'instant ¢ tenien edat entre a i a + da i el nombre d’individus morts d’edat
entre a i a + da a l'interval de temps (¢,t + dt), tindrem que

u(a +dt,t + dt) da =~ u(a,t) da — u(a,t) da m(a) dt.

Dividim ara per da - dt i fem limits quan dt s’acosta a zero. Suposant que u(a,t)
sigui diferenciable en a i en ¢, com que tenim que

u(a + dt, t + dt) — u(a,t) u(a+dt,t +dt) —u(a,t + dt)

o di = i di
b jim u(a,t +dt) —u(a,t)
dt—0 dt

= w(a,t) + u,(a,t),

obtenim aixi ’anomenada equaci6 de I'edat:

ur(a,t) + uqg(a,t) = —m(a)u(a,t).

El model proposat per Sharpe-Lotka-Mckendrick és, doncs,
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( Ou ou
E(a, t) + %(a,t) = —m(a)u(a,t) a€l0,l), t>0

u(0,t) = /Ol b(a) u(a,t) da t>0

 u(a,0) = up(a) a€0,1),

on b(a) 1 m(a) son les taxes relatives de fertilitat i de mortalitat respectivament.
[ < oo pot ser 'edat maxima a la que pot arribar a viure un individu o, per exemple
(canviant I'equacio lleugerament, vegi’s [16]), la mida a la qual ha d’arribar per
ser extret de la poblacio.

La primera equacio del sistema dona el balang de la poblacio ('equacio de
I'edat). La segona equacid, la condici6 de frontera, és la taxa de naixements o
nombre de naixements per unitat de temps. En efecte, el nombre d’individus que
a temps t+h tenen edat menor que h és menor o igual que el nombre de naixements
entre I'instant ¢ i el ¢t + h i és més gran o igual que aquest nombre de naixements
menys el nombre de morts d’individus d’edat menor que h ocurregudes entre ¢ i
t + h. Si el nombre de fills per unitat de temps d’un individu d’edat a és b(a), de
forma que el nombre de fills per unitat de temps dels individus d’edat entre a i
a+ da a temps t és b(a)u(a,t)da, llavors tindrem, aproximadament,

h/ol b(a)u(a,t)da — m(0)u(0,t)h* < u(0,t + h)h < h/ol b(a)u(a,t)da,

d’on s’obté la condicié de frontera fent tendir & a 0. Finalment, la tercera equacio
és la condici6 inicial.

Aquest sistema és lineal al no dependre les funcions m i b de la densitat u. El
fet diferencial entre aquest model i els que s’havien donat fins al moment és que
els individus sén considerats diferents si tenen edats diferents.

Els primers sistemes no lineals per a una poblacié estructurada per 1’edat els
donen M.E. Gurtin i R.C. MacCamy l'any 1974 a [34] i F. Hoppensteadt, el mateix
any, a [39].

Gurtin i MacCamy consideren que les taxes de fertilitat i de mortalitat depenen
1

no solament de I'edat a, sin6 que també de la poblaci6 total P(t) = [ wu(a,t) da.

0
Aixi queda un sistema d’equacions en derivades parcials no lineal amb condicié de
frontera també no lineal:
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( Ou ou
- -z )z -
5 (a,t) + 8a(a’t) +m(a, P(t))u(a,t) =0 a€0,0), t>0
!
u(0,t) = / b(a, P(t)) u(a,t) da t>0
0
([ u(a,0) = up(a) a€0,1).
Com hem comentat abans 'estructura de les poblacions en edat, mida, ... és

vital per poder tractar de manera diferenciada i més exacta la seva dinamica.
Modificacions del sistema presa-depredador de Lotka-Volterra i del sistema epi-
demiologic de Kermack-Mckendrick introduint estructura en edat es poden trobar,
entre molts d’altres, a [23] i a [69] pel que fa a models de presa-depredador, i a
[39] i [40] pel que fa a models epidemiologics.

Poden haver-hi altres variables internes (a part de ’edat) que afectin la dinami-
ca d’'una poblacié, com poden ser la mida dels seus individus, que tant pot alterar
la capacitat de reproduir-se com pot augmentar la seva probabilitat de subsistir en
un medi on hi hagi depredadors, o I'edat de maduracié en una poblacié on hi ha
dos grups diferenciats, joves i adults, que pot tenir incidéncies directes en el grau
d’eficacia de tenir descendéncia pel fet que arribar a madurar més tard implica
també arribar millor preparat.

Algunes d’aquestes variables son transmissibles als descendents i estan sub-
jectes a mutacions hereditaries. Soén les que s’anomenen wvariables evolutives o
també trets fenotipics continus. Els primers models que tenen en compte aquestes
mutacions els van donar, I'any 1965, M. Kimura i J.F. Crow (vegi’s [22] i [45]). En
treballs més recents podem trobar sistemes evolutius que també tenen en compte
la mutacié d’algunes variables internes, per exemple a [9], [10], [12] i [11], on es
consideren variables evolutives com 'eficacia d’evitar ser capturat per depredadors
i el temps que es fa servir per buscar aliment. Un altre model que té en compte
la mutacié el podem trobar a [52], per exemple. En aquests articles la mutacio
ve modelada en termes de difusio. A [17] i a [18] s’estudia el comportament de
solucions estacionaries respecte de la variable evolutiva ('edat de maduraci6) en
una poblacié amb dos grups, joves i adults. A [29] es considera un model per a
una poblacié que depén de dos recursos diferents, i s’estructura amb una variable
evolutiva x € [0, 1], que significa el grau amb el que un individu utilitza el primer
recurs, de tal manera que si x = 0 voldra dir que només consumeix el segon recurs.
La principal diferéncia entre aquests models (|17], [18], [29]) i els anteriors és que
el terme de mutacié ve donat per un operador integral.

A [65] s’estudia ’evolucié d’una poblacié de virus prenent com a variable evolu-
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tiva la capacitat que té un virus d’infectar, o la seva agressivitat. En aquest cas hi
podem trobar tant el plantejament més classic de modelar la mutacié mitjangant
termes de difusi6 com una alternativa prenent un operador integral.

En tots aquests models on intervenen variables evolutives es consideren densi-
tats respecte d’aquestes variables, de manera que, per a valors fixats de la variable
evolutiva, el que queda és un sistema d’equacions diferencials ordinaries o sistema
"ecologic subjacent" per a poblacions d’individus idéntics respecte la variable evo-
lutiva.

Aquesta tesi esta dividida en dues parts (capitols) en les que s’estudien dos
models (un en cada capitol) de dinamica de poblacions estructurades que, malgrat
tenir naturalesa diferent, fan referéncia tots dos a cicles biologics.

El primer model és per a una poblacié on hi ha dos grups d’individus diferenci-
ats: joves i adults. El pas de joves a adults (aqui joves i adults equival a individus
no fertils i individus fértils respectivament) es fa quan s’arriba a determinada edat
de maduraci6 [, que considerarem en general diferent per a cada individu, encara
que genéticament fixada. Aquesta edat de maduracié estara subjecte a mutacions
hereditaries (és una variable evolutiva). La poblacié estara estructurada en edat
de maduraci6 i en edat (fisiologica). Igual que a [17], [18] i [29] la mutacié vindra
modelada per un operador integral. La principal novetat d’aquest model respecte
tots els anteriors és que, fixada la variable evolutiva, encara ens quedara un prob-
lema en dimensi6 infinita, concretament, una equacié de dinamica de poblacions
estructurades per 'edat.

El segon model és per a una poblacié de bacteris i bacteriofags (fags). Els fags
son uns virus (especifics per a cada bacteri diferent) que per reproduir-se s’ad-
hereixen al bacteri i injecten el seu ADN. Dins del bacteri es produeix la replicacié
dels virus i finalment provoquen la mort del bacteri alliberant-se aixi tots els nous
virus. De fet, és un sistema presa-depredador, on les preses son els bacteris. Aque-
sta poblaci6 estard estructurada en el "temps d’infeccié" del bacteri, és a dir, el
temps que fa que un virus s’ha adherit a ell (aix0d és analeg a l’edat del model
anterior) i considerem que el temps que ha de passar per a qué el bacteri mori i
alliberi els nous virus és una variable aleatoria amb la seva corresponent funcié
de distribucio, és a dir, un parametre que pren valors en un conjunt de dimensio
infinita. Tot i que no considerarem mutacions per a aquest parametre, és ’equiv-
alent a I’edat de maduracié del primer model.

En el primer capitol considerem el segiient model per a la dinamica de la
poblacio:
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(0 0
S a0+ 5o(at) = —m(P(0). Q). 1 a)u(l,a.1)
w00 = [ [ 0D 00 ulat) da dl )
0 l
L u(l,a,0) = up(l,a).

Aqui, u(l,a,t) és la densitat d’individus d’edat a > 0 i edat de maduracié [ > 0
en el moment ¢, i per tant la quantitat de joves al moment ¢ vindra donada per

+o00 l
P(t):/ /u(l,a,t) da dl,
0 0

i la quantitat d’adults per

Qt) = /0+00 /l+00 u(l,a,t) da dl.

La primera equaci6 és l'equacié de l'edat abans comentada, on m és la taxa de
mortalitat que pensem que depén de les poblacions totals dels dos grups, de a i
de I. La segona és la taxa de naixements d’individus amb edat de maduracié [ on

B(1,1) és una funci6 de densitat de probabilitat que modelitza la mutaci6 o repli-
b
cacio defectuosa (de la variable evolutiva) de manera que B(l,1) dl ens dona
I

la probabilitat que el fill d’'un individu amb edat de maduracio Z\tingui edat de
maduracio [ € (Iy, ).

En aquest capitol provem l'existéncia i unicitat de solucions del sistema (1),
usant la teoria d’equacions d’evoluci6 semilineals, és a dir, pensant el sistema (1)
com un problema de valor inicial a un espai de Banach de I'estil

{ Z’((t)) - Zilf(t) + f(u(t)) (2)

on A sera un operador lineal no acotat de I'espai de Banach X = L'(R*T R), de
manera que el domini de A conté la condici6 de frontera del sistema (1), f la funcié
no lineal f(u)(l,a) := —m(P,Q,l,a)u(l,a) i uy € X la condici6 inicial, i provant
que A és el generador infinitesimal d’un semigrup fortament continu d’operadors
lineals acotats de l'espai X i que f, amb les hipotesis que farem sobre m, és lo-
calment Lipschitz a X, pel que, pels resultats de [61] tindrem existéncia i unicitat
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local de solucions. Provarem també que l'existéncia és global, la seva positivitat i
la dependéncia continua respecte de les condicions inicials.

Estudiem també 'existéncia d’estats estacionaris. Considerarem que les mor-
talitats dels dos grups d’individus son diferents pero independents de ’edat dins
de cada grup: direm m; (P, Q) i ms(P, Q) a les mortalitats de joves i adults respec-
tivament. Si fixem "ambient" (és a dir, pensem m, (P, Q) i ma(P, Q) constants i
iguals a p1 1 p) aleshores provar I'existéncia de solucions estacionaries es reduira
a provar l'existéncia d’una funcio propia de valor propi 1 de cert operador integral.
Fent algunes hipotesis sobre la funci6 de densitat ((I,1), i utilitzant resultats de
[66] del tipus del teorema de Perron Frobenius en dimensi6 infinita arribem a de-
mostrar que aquest operador integral té radi espectral igual a 1 i que aquest és un
valor propi amb una tnica funci6é propia positiva associada (llevat de constants).
Aix0 no garantira 'existéncia de solucions estacionaries (recordem que hem fixat
I'ambient). S’haura de complir també que aquests valors de p; 1 p2 que ens donen
radi espectral 1 compleixin que

En situacions menys generals pel que fa a les mortalitats acabem demostrant
I’existéncia i unicitat de soluci6 estacionaria. Aixo es demostra, per exemple, per
al cas que la mortalitat dels adults sigui constant (cas forga tipic en gran quantitat
d’espécies d’insectes, en les que es dona la situacié que 'esperanca de vida un cop
els individus arriben a adults és prou baixa com per considerar la seva mortalitat
independent de la poblacio -i de ’edat-, és a dir, no influenciada per la competéncia
pels recursos; inclis podriem pensar que aquest col-lectiu no esta estructurat amb
I'edat) i pensant m; depenent només de P de forma estrictament creixent (per
competéncia).

També s’acaba veient existéncia i unicitat de solucié estacionaria per al cas
que els individus joves tinguin mortalitat constant i my depengui només de @), o
també per al cas que les dues mortalitats depenguin del total de la poblacié, és a
dir, quan my = m;(P 4+ Q) i mg = ma(P + Q).

En el cas que cada mortalitat depengui del total d’individus del propi grup,
és a dir, my = my(P) i me = my(Q), podrem demostrar 'existéncia de solucions
estacionaries, pero no la unicitat.

L altima secci6 del primer capitol esta dedicada a ’existéncia d’una estratégia
evolutivament estable (ESS) per a la variable evolutiva [. Aquest concepte fou
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introduit en l'explicaci6 de ’evolucié biologica per J. Maynard Smith i G.R. Price
a [54] (1973) en un context procedent de la teoria de jocs i més tard (1976 i 1982)
aplicat a la teoria de l'evoluci6 en un context poblacional o ecologic a [48] i a
[55] pel mateix Maynard. De fet, W.D. Hamilton, a [38] (1967), ja parlava d’una
"estratégia invencible" per a la sex ratio en una poblacié on hi ha competéncia
per obtenir parella, concepte que és essencialment el mateix que definien Maynard
i Price.

Un valor particular de la variable evolutiva (o tret evolutiu), en aquest cas 1’e-
dat de maduracid, s’anomena una estratégia. El concepte d'una ESS és aquella
estrategia que, si és adoptada per la gran majoria dels individus d’una poblaci6é
(trobant-se aquesta en equilibri ecologic) no és envaible, en el sentit que si en aque-
lla poblaci6 s’hi introdueix un grup d’individus (prou reduit per poder considerar
que seguim tenint I'equilibri) amb una estratégia diferent (estratégia invasora),
aleshores aquesta poblacié "invasora" s’acaba extingint.

En el segon capitol estudiem la dinamica d'una poblaci6 de bacteris i fags.
L’any 1915 el bacterioleg britanic Frederick William Twort va descobrir un agent
(que va denominar agent bacteriolitic) que infectava i matava bacteris, i va intentar
utilitzar-lo per combatre certes malalties tant en animals com en humans. Al no
tenir éxit en aquests intents no va aprofundir més en el tema. Independentment, el
microbioleg canadenc Félix D’Herelle, ’any 1917, anunciava el descobriment d’ "un
microbi invisible, antagonista del bacil de la disenteria”, que ell mateix va donar
el nom de bacteriofag (fag per abreujar). L’any 1919 D’Herelle va aconseguir, us-
ant fags, 'eradicacié6 d’'una plaga de tifus del pollastre. Utilitzant terapia fagica,
també al mateix any, va curar de disenteria el primer pacient. Aquesta terapia es
va convertir, no sense controvérsies, en una important arma contra les malalties
d’origen bacteria.

El descobriment dels antibiotics (la penicil-lina data de 'any 1928) va fer que
I'as dels fags fos substituit per aquests. Només a alguns paisos de I’Europa de
I’Est i a 'antiga Uni6é Soviética es continuava amb aquesta practica. L’is a gran
escala dels antibiotics (era una eina realment eficag) comenga amb la Segona Guer-
ra Mundial. Es justament aquesta efectivitat que tenen els antibiotics el que ha
provocat un mal s dels mateixos (tant per part del consum directament en hu-
mans com pel fet de medicar sobretot animals de granja passant aixi a la cadena
alimentaria) i com a conseqiiéncia una resisténcia bacteriana adquirida per evolu-
cio.

Aquest inconvenient fa que es torni a posar la mirada a la terapia fagica com
a tractament per combatre infeccions ocasionades per bacteris molt resistents a
antibiotics (els patogens oportunistes Pseudomona aeruginosa i Staphylococcus au-
reus, per exemple, que actuen en baixades de defenses de I'organisme ocasionades
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per intervencions quirdrgiques, cremades, ... i que soén extremadament resistents
a molts antibiotics). També és interessant (la terapia fagica) per al control d’in-
feccions en animals de granja (per exemple contra la salmonel-la) evitant aixi que
el tractament antibiotic (de fet legalment prohibit) passi a la cadena alimentaria.
Precisament un projecte d’investigacié del Departament de Microbiologia de la
Universitat Autonoma de Barcelona (vegi’s [50]) esta dedicant esforgos a estudiar
els diferents fags que poden ser 1tils per al biocontrol de la salmonel-la en el sector
avicola i porci.

L’'as dels fags com a terapia té varis avantatges respecte 1'is d’antibiotics:
només actuen sobre els bacteris en qiiestio i per tant no tenen "efectes secundaris"
per a l'organisme, aixi com no actuen sobre altres bacteris beneficiosos (els que
viuen a l'intesti, per exemple, i que es veuen sériament afectats pels antibiotics); a
diferéncia dels antibiotics, els fags es repliquen (provocant la mort del bacteri), pel
que petites dosis podrien ser suficients; pel fet que els fags necessiten els bacteris
per reproduir-se s’espera que hi hagi concentracions de fags només on hi hagi con-
centraci6 de bacteris; els fags poden coevolucionar per contrarestar les mutacions
bacterianes que fan que disminueixi la seva eficacia; ...

En el procés que segueixen els fags per reproduir-se es produeix la mort del
bacteri. Un cop adherits a la membrana del bacteri injecten a dins el seu mate-
rial genétic i utilitzen el metabolisme del bacteri per comencar la seva replicacio.
Abans no es comencen a observar els primers nous virus passa un temps (el periode
d’eclipsi). Passat un altre periode de temps es produeix la lisi del bacteri (el bac-
teri mor), alliberant tots els nous virions aptes ja per infectar nous bacteris. El
temps que ha passat des de la infeccié del bacteri per part del virus fins que s’ha
produit la lisi s’anomena periode de laténcia, i la quantitat de nous virus alliberats
és el que es diu burst size, que depén molt de la naturalesa dels bacteris i dels fags,
aixi com del medi on es troben, i és molt variable.

S’observa que la quantitat de nous virions dins del bacteri creix amb el temps.
De fet, en molts articles (vegi’s [1], |2], [63] i [73] entre molts d’altres) es considera
proporcional a la diferéncia entre el periode de laténcia i el periode d’eclipsi (en
aquests articles es considera el periode de laténcia igual per a tots els bacteris
infectats). D’una banda, si el periode de laténcia és massa curt, la quantitat de
nous fags alliberats sera baixa perdo també la preséncia de nous virus en disposi-
ci6 d’infectar altres baceris es veura incrementada ben aviat. D’altra banda, si
el periode de laténcia és massa gran tindrem un major nombre de fags alliberats
pero, a part de tenir nous virus per continuar amb la destruccié dels bacteris més
tard, com que l'espai dins del bacteri és limitat i el seu metabolisme es va dete-
riorant, el creixement de fags dins del bacteri es veura frenat. Es natural pensar,
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doncs, en un periode de laténcia optim en el sentit que faci que la poblacio de fags
sigui la més gran possible. També és interessant estudiar com afecta la quantitat
de bacteris lliures d’infecci6 (quantitat de preses si pensem en un sistema presa-
depredador) a aquest periode de laténcia optim, i també com li afecta el medi on
es troben. La riquesa en nutrients del medi determina la qualitat dels bacteris.
En tots els articles citats anteriorment (i en molts d’altres) s’estudia (basicament
de manera experimental, perd també en algun d’ells de manera teorica, és a dir,
a partir d’equacions que modelitzen el creixement de fags) I'existéncia d’aquest
periode de laténcia optim pensant la quantitat i la qualitat dels bacteris lliures
constant, i la seva dependéncia respecte aquestes dues caracteristiques.

L’objectiu del segon capitol és provar I’existéncia d’un periode de laténcia optim
i estudiar la seva dependeéncia respecte la quantitat i la qualitat dels bacteris lliures
d’infeccié. Pensarem, doncs, que tenim una quantitat de bacteris que no varia (en
els experiments en laboratori es manté aquesta quantitat constant obviament de
manera artificial) i que es troben en un medi determinat. La diferéncia respecte
els treballs esmentats al paragraf anterior radicara en qué pensarem el periode de
laténcia com una variable aleatoria 1" que té associada una funci6é de distribucio
F que, a més, no té perqué ser absolutament continua. Es natural pensar que no
tots els bacteris lisaran al cap d’un perfode de laténcia determinat, i per tant la
pregunta que ens farem sera si hi ha alguna funcié de distribucié6 F' que fa que
la taxa de creixement dels fags sigui el més gran possible. Tindrem, doncs, un
parametre (que després considerarem com a tret evolutiu) de dimensi6 infinita. Hi
ha treballs, alguns molt recents, on s’estudia la dinamica d'una poblacié de fags
i bacteris, pero en tots ells es considera el periode de laténcia com a parametre
unidimensional (vegi’s per exemple [19] (1961), [49] (1985), [5] (2001) i [32] (2005)).
En aquest ultim article Y. Kuang i S. A. Gourley ja diuen que estan pensant en
modificar el caracter unidimensional del periode de laténcia per incorporar al model
una funcié de densitat de probabilitat.

Tot i que no sén la majoria podem trobar diferents treballs on es pren també
el tret evolutiu de dimensi6 infinita: vegi’s per exemple [14] (on es considera la
funcio k(z), que dona la proporcioé d’energia que es dedica a créixer -sent 1 —k(x) la
que es dedica a la reproducci6 dels individus d’una poblacié- en funcié de la mida
individual x), [60] (on s(a) és una funcié que descriu l'esfor¢ metabolic invertit en
els diferents tipus de recursos, que vénen caracteritzats per la variable a) i [64] (on
s(a) és la funci6 de distribucié que déna la probabilitat que un individu canvii de
sexe amb edat menor o igual que a).

El model estudiat en el segon capitol és el segiient:



24 Introduccid
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on P(t) és la quantitat de fags lliures a 'instant ¢, v(7,t) la densitat de bacteris
infectats fa 7 unitats de temps en el moment ¢ (necessitem estructura respecte 7
ja que suposem que no tots els bacteris lisen al cap del mateix temps), L(t) és la
quantitat de fags alliberats per efecte de les lisis per unitat de temps i ve donat
per

vt = [ o ar )

on [ := inf{r : F(r) = 1} si F(1) = 1 per algun 7, i [ = oo en cas contrari,
Py i vo(7) les condicions inicials, i pel que fa als parametres, F(7) és la funcio
de distribucié que ens doéna la probabilitat que un bacteri lisi en un periode de
laténcia menor o igual que 7, b(7) és el burst size si la lisi es produeix després
d’un temps de laténcia 7, k > 0 és la constant d’adsorci6 dels fags, S la quantitat
(constant) de bacteris lliures d’infeccio, § > 0 la mortalitat (no deguda a la lisi i
també constant) dels bacteris infectats i m > 0 la constant de degradacié dels fags
lliures.

Aquest model amaga una equaci6 en derivades parcials. De fet demostrem que,
si T és una variable aleatoria absolutament continua, el model és equivalent (en el
sentit que les solucions d’un sistema compleixen 'altre) al segiient:

( Ov v F'(1)

— (7, t) + ==(1,1) = TR0

T 57 v(7,t) — dv(T,t) T <l

v(0,t) = kSP(t)

P'(t) = —mP(t) — kSP(t) + L(t),

\

! v(r
amb L(t) :/0 b(T)l_(—];t()T)F'(T)dT.

En la primera part d’aquest capitol demostrem que el model (3) té soluci6 unica
(utilitzant un argument de punt fix), definida per a tot ¢, i que és positiva si les
condicions inicials ho sén. Demostrem també que els operadors solucié d’aquest
sistema formen un semigrup fortament continu d’operadors lineals acotats sobre
un espai de Banach.
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Amb la intenci6 de demostrar existéncia d’una funcio de distribucié F que faci
optim el creixement de fags estudiem la cota de creixement del semigrup solucié.
Demostrem que aquesta cota de creixement, en certs casos, ve donada pel valor
propi (real) dominant del generador del semigrup (aixo passara quan es compleixi
la desigualtat m — § < kS(R — 1), on R és el maxim nombre de fags que es po-
den alliberar en una lisi). Provem, en aquest cas, que hi ha una tnica funci6 de
distribucio F que fa maxima la cota de creixement dels semigrup i per tant que
dona el creixement optim de la poblacié de fags. A més demostrem, utilitzant
cines d’analisi convexa de manera molt semblant com es fa a [14] i a [64], que F
ha de ser de la forma F( )=H(t — l) per a una certa [ > 0, si H és la funci6 de
Heaviside. En altres paraules l'estratégia optima consisteix en qué el perfode de
laténcia valgui [ amb probabilitat 1. Si no es compleix que la cota de creixement
del semigrup coincideix amb el valor propi dominant del seu generador (és el cas
que es compleixi que m — 0 > kS(R — 1)) aleshores provem l'existéncia (i no la
unicitat) d'una funci6 de distribucié que déna la maxima cota de creixement, que
en aquest cas és negativa i per tant la poblacié de fags s’acaba extingint. Aqui
el (de)creixement optim s’ha d’entendre com aquell que porta a l'extincié de la
manera més lenta possible. Cal comentar també que cap dels experiments real-
itzats per diferents autors (vegi's per exemple [2], [35] 1 [73]) porta a l'extincio
de la poblacié de fags, el que fa pensar que aquesta situacié (la segona desigual-
tat) no s’ha d’esperar biologicament parlant, tot i que matematicament és possible.

En tots aquests articles i en d’altres ([1] 1 [72] per exemple) es dedueix que
el periode optim de laténcia és decreixent respecte de la quantitat S de bacteris
lliures d’infecci6 i també decreixent respecte de la qualitat (donada en el nostre
model per R). Del nostre model es desprén que si bé si que és decreixent respecte
de la qualitat dels bacteris no ho és sempre respecte de la quantitat d’aquests.
Ho sera si la mortalitat dels bacteris infectats (0) és inferior a cert valor que hem
anomenat o,.

Acabem deduint també que el valor del periode de laténcia optim és més sen-
sible a la qualitat dels bacteris que a la seva quantitat (a diferéncia del model
proposat per I.-N Wang a [72], que no sempre és aixi). En aquesta seccié hi ha un
estudi comparatiu entre els resultats d’aquest article i els nostres.

Estudiem també un cas particular del burst size, que és el que es considera a
la major part dels articles citats anteriorment, és a dir, prenem el burst size pro-
porcional a la diferéncia entre el periode de laténcia i el periode d’eclipsi. Pensem,
aixo si, que aquesta funcio6 és acotada considerant que a partir de cert instant ja no
es generen més virions dins del bacteri (la suposicié d’acotacio d’aquesta funcio és
natural ja que 'espai que es disposa és limitat i a més el metabolisme del bacteri
deixa de ser eficient a partir de cert moment pel desgast sofert).
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L™ altima secci6 del capitol esta dedicada a estudiar la dinamica adaptativa de
la poblacié de bacteris i fags prenent com a tret evolutiu la funcié de distribucié
de probabilitat F'(7). Provem l'existéncia d’ESS i que aquesta ha de ser una
translaci6é de la funci6 de Heaviside.



Capitol 1

Un model de selecci6é 1 mutacié en
una poblaci6 estructurada per 1’edat

1.1 Introduccio6

Soén molts els treballs que podem trobar dins el camp de models de dinamica de
poblacions estructurades, ja sigui per variables internes de tipus fisiologic com per
exemple l'edat o la mida (tornem a citar a Euler amb [30] (1760), el model lineal
de Sharpe, Lotka i McKendrick a [67] (1911) i a [56] (1926), i el no lineal de Gurtin
i MacCamy a [34] (1974) com a pioners en aquest terreny, perd més recentment
podem trobar-ne molts altres, vegi’s per exemple [57|, [74], [41], [24], [43] i [46]),
ja sigui per variables fenotipiques continues (genéticament fixades i generalment
sotmeses a mutacions hereditaries) com per exemple 1'edat de maduracio, el grau
de viruléncia d’un determinat virus o el temps que un individu inverteix en un de-
terminat recurs (vegi’s entre molts d’altres [11], [17], [18], [20], [29], [33], [52] i [65]).

El model que estudiem en aquest primer capitol és un model de dinamica de
poblacions estructurades per 'edat i també per una variable evolutiva (I’edat de
maduraci6). Suposarem que hi ha dos grups d’individus, joves i adults, i que el
pas d'un grup a l'altre es fa quan s’arriba a I’edat de maduracio (diferent per a
cada individu, sotmesa a mutacié hereditaria -modelada per un operador integral-
i genéticament fixada). Necessitem també estructura en edat ja que hem de saber
en quin moment un individu passara de jove a adult. La diferéncia i principal
novetat d’aquest model és que, un cop fixada la variable evolutiva, encara queda un
problema en dimensi¢ infinita: un model de dinamica de poblacions estructurades
en edat.

27



28 1. Un model de seleccié 1 mutacio...

1.2 Descripci6é del model evolutiu

Considerem el segiient model per a la dinamica d’una poblaci6 estructurada
per l'edat, on hem introduit una variable evolutiva genéticament fixada, [, que
sera l’edat de maduracio.

De fet pensem que dins d’aquesta poblaci6 hi ha dos tipus d’individus: joves (o
no fertils) i adults (que soén els individus reproductors), i el pas d’un grup a l’altre
es produeix a 'arribar a certa edat [, en general diferent per a cada individu, pero
que queda fixada al moment de néixer:

( Ou ou

_(laaat) + %

5 (l,a,t) = —m(P(t),Q(t),l,a)u(l,a,t)

0.0 = | . lm 8(1.7) b(T,a) u(f, a,t) da di (1.1

L u(l,a,0) = up(l,a).

En aquest sistema u(l,a,t) és la densitat de poblacié en el moment ¢ d’indi-

+oo  pl
vidus d’edat a i amb edat de maduraci6 [; P(t) = / / u(l,a,t) da dl és la
0 0

+o0o +oo
poblaci6 total de joves al moment ¢ i Q(t) = / / u(l,a,t) da dl la poblacio
1
total d’adults. "

Pensarem la taxa de mortalitat m com una funcié depenent de les variables P,
Q, | i a, estrictament creixent i localment Lipschitz respecte de les dues primeres,
i acotada (inferiorment per una constant positiva).

Tot i que per a la primera part d’aquest capitol només exigirem el que acabem
de comentar, més endavant prendrem una forma més concreta d’aquesta funcié
mortalitat. De fet pensarem que els individus joves i els adults tenen mortalitats
my i my que només depenen de P(t) i Q(t). Aixo és pensar la m com:

nrato={ mED o<t 1

Un cas particular d’aixo succeeix quan els dos col-lectius no usen els mateixos
recursos. De fet en aquest cas m; només depén de P i my de () perqué llavors
la sobrepoblacié d’una classe d’edat no afecta la mortalitat de ’altra, i a més, les
mortalitats son (relativament) insensibles a I’edat, com passa en moltes poblacions
animals.
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b(l,a) és la taxa de fertilitat dels adults, que suposarem que només depén de
[ i de a. Els individus joves no tenen capacitat per reproduir-se, per tant si a < [
aquesta taxa valdra 0. També pensarem que mentre un individu és jove la seva
mida és estrictament creixent amb 'edat, i que quan a = [ i passa a ser adult ja no
creix més. En molts casos la mida dels individus determina de manera principal la
seva capacitat de tenir descendéncia, pel que sembla natural pensar que la funcio6
b(l, a) sigui una funci6 creixent respecte [ (com més tard arribin a ser adults més
mida tindran i per tant més capagos seran de tenir fills).

Si 'esperanca de vida dels adults és molt baixa podriem pensar fins i tot que
la funci6é b depén només de [: b(l,a) = b(l), perd en el cas més general, quan un
individu adult arribi a una edat prou elevada és natural pensar que la taxa de
fertilitat comenci a decréixer, pel que, per a una [ fixada, si bé fins a cert moment
I’edat no influeix en la taxa de fertilitat, si que suposarem que a partir d’aquest
moment b és una funcié decreixent respecte de 1’edat.

Per fixar idees podem pensar la funcié b de la segiient manera:

0 a<l

b(l,a) = { bi(@bs(l) a>1, (13)

on by (a) és una funcié constant fins a certa edat critica i a partir d’aquest moment
decreixent i tendint a 0, mentre que by(l) és una funcié estrictament creixent,
acotada i amb by(0) = 0. Suposarem també, per raons técniques, que, o bé la
grafica de by no és tangent a 1’eix d’ordenades, o si ho és, que existeix un n € N tal
que by(1) < IY/™ si [ és prou propera a 0. Aixo equival a demanar que per a edats
de maduracié molt petites la taxa de fertilitat no varii excessivament.

D’aquesta manera b(l, a) sera una funcioé acotada i amb b(0,a) = 0.

La primera equaci6 de (1.1) és la que ens dona l'evolucié de wu(l,a,t): T'edat
varia amb el temps a wvelocitat 1, i la mortalitat afecta a u(l,a,t) amb el terme
negatiu m(P, Q, 1, a)u(l,a,t) (I'equacié de 'edat comentada a la introduccio).

Pel que fa a la segona equaci6 (la condici6 de frontera) és la que ens dona la
densitat de naixements. Aquesta s’obté¢ de considerar primer el nombre de fills per
unitat de temps dels individus de tipus l ¢s a dir, la integral de la taxa de fertil-
itat b(l a) per la densitat d’adults amb edat de maduracié [ i edat @ al moment

+oo
t: [ b(l, a)u(l, a,t) da. Aixo s’haurd de multiplicar també per una densitat de
I
probabilitat 3(1,1) que modelitza la mutaci6 o replicacié defectuosa (de la variable

evolutiva) de manera que 6(l,lA) dl ens dona la probabilitat que el fill d'un

individu amb edat de maduracio lAtingui edat de maduraci6 [ € (l1,l3) (pensem
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més aviat en densitats tals que el valor esperat de (I —2\)2 / (l —T)Q B(l, 2\) dl, és

petit, sent-ne la mterpreta(:lo que suposem poc probables les mutacions grans), i
finalment integrar respecte 1. En moltes ocasions aquesta funcio (I, l) tindra els
pesos més grans entorn de la diagonal del pla 1, , és a dir, tindran probabilitat més
gran de tenir descendéncia amb edat de maduracio [ aquells adults que tinguin
edat de maduraci6 propera a (.

Per ser g(I ,ZA) una funci6é de densitat es compleix, per a cadaf, que

—+00

B(1,1) dl = 1.

0

El leitmotiv del model (1.1) és doble. Per una banda es tracta d’estudiar el bal-
an¢ entre un valor moderadament gran de 1’edat de maduraci6 [, amb ’avantatge
d’una fertilitat b gran i 'inconvenient que pocs individus arribaran a ser adults,
i un valor petit de [, que pot compensar una fertilitat baixa amb un nombre més
gran d’adults. D’altra banda es tracta de veure el balang entre la forca de seleccid
cap a un valor intermig de [ (que és el que cal esperar segons els comentaris prece-
dents) i la mutacié que pot sostenir una diversitat de valors de [. Es d’esperar que
si hi ha solucions estacionaries, aquestes siguin densitats (d’equilibri) més o menys
concentrades prop de valors optims en algun sentit de [. Els treballs [17] i [18§]
van en aquesta direccié encara que en ells la interpretacié de la variable evolutiva
és d’edat de maduracié mitjana i no és un valor determinista com en el present
treball. Finalment, la tercera equaci6 és la condici6 inicial.

1.3 Problema de valor inicial

En llenguatge d’operadors, i pensant u(l, a, t) com u(t)(l,a), el sistema (1.1) es
pot escriure com:

(u' = Au+ f(u)

oo - [ +°O lfw 8(1.7) b0 a) u(t) (7, ) da di (1.4)

L u(0)(1,a) = uo(l, a),

on A := ~ és un operador lineal, no acotat, de I’espai de Banach
a
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+oo +oo

X := LY(R*",R), amb la norma ||u||x = / / lu| da di, i
0 0

fw)(l,a) == —m(P,Q,l,a)u(l,a).

Meés en general podem pensar en el seglient problema:

u = Au+ f(u)
u(®)(1,0) = (Bu(t))(1) (1.5)
u<0)(l7 (l) = uO(lv a)a

on B és un operador lineal continu i positiu de 'espai X al de les funcions L*(0, 0o):
B: X — LY0,00).

Observaci6 1.3.1 La funcio m esta definida només per a valors positius. Per tal
que la funcio f estigui definida per a tot element de X, la pensarem estesa per als
valors negatius dels arguments P i ) de manera que continui essent Lipschitz.

Observacio6 1.3.2 L’espai
L'((0, +00) x (0, +00), R)

és isomorf a l’espai
Ly ((0, +00), Ly((0, +00), R)).

Aizo ens permetra pensar l'espai X com el de les funcions u(l,a) de dues variables
que pertanyen a L*(R*Y); 0 bé com una funcid u de RY a LY(R"), que per a cada
I, u(l)(a) és de L*(R") com a funcid de a. Fizem-nos que la funcié u(l,a) no
ha de tenir les mateixes propietats respecte de les dues variables (en particular la
derivada de u respecte a ha de ser de L*(RY), en canvi aizo no té perquée passar
per a la l), i aquesta equivaléncia ens permetra tractar per separat la l i la a.

Perqueé l'operador A tingui valors a X cal definir el domini de A: D(A). Ha
de passar, doncs, que la funcié u, pertanyi a l'espai L} ((0, +00), L(0, +00)), és a
dir, la derivada respecte de a ha de ser de L'((0,+00)) com a funcié de a, per tant
prendrem

D(A) = {o(l,a) € L ((0, +o0), W0, +00)) :
¢(1,0) = (Be)() apt.l}.
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Ara tenim un problema de valor inicial de tipus semilineal a ’espai de Banach
X:

{ Z’((g)) :i;é(t) + f(u) (1.6)

1.4 Existéncia 1 unicitat de solucions

1.4.1 El problema de valor inicial linealitzat

Estudiarem primer el problema de valor inicial linealitzat:

(= w9

Donem algunes definicions i resultats de la teoria de semigrups que farem servir
per provar l'existéncia i unicitat de solucions del problema de Cauchy 1.7:

Definici6 1.4.1 [61, Capitol 1] Sigui X un espai de Banach. Una familia T'(t),
0 <t < oo, doperadors lineals continus de X a X és un semigrup d’operadors
lineals continus sobre X si

(1) T(0)=1d, i

(i) T(t+ s) =T (t)T(s) per a cada t,s > 0.

Un semigrup d’operadors sobre X es diu fortament continu (en direm un semigrup
d’operadors de classe C°) si

limT'(t)z = =, VaoelX.

t—0

Definicié 1.4.2 L’operador lineal A definit per

T(t)x —
D(A) = {x € X: %ir% Ttz -z existeix}
i, six € D(A),
_ -
Ap = i LW =2 AT V z € D(A)
t—0 t dt =0

és el generador infinitesimal del semigrup T'(t), i D(A) és el domini de A.
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Utilitzarem el segiient teorema, que ens déna una cota de la norma dels oper-
adors de semigrups fortament continus:

Teorema 1.4.1 [61, Teorema 2.2, capitol 1] Sigui T(t) un semigrup d’operadors
de classe C°. Aleshores existeizen constants w >0 1 M > 1 tals que

| T()]] < Me*, 0<t<o0.

Definici6 1.4.3 Sigui T(t) un semigrup d’operadors de classe C°. Pel Teorema
1.4.1 existeizen constants w > 0 1 M > 1 tals que T(t) < Me** per a tot t > 0.

Siw =0, T(t) s’anomena uniformement acotat, i si a més M =1 es diu un
semigrup de contraccions de classe C°.

Provarem que el nostre operador A és el generador infinitesimal d’un semigrup
d’operadors lineals de classe C°, pel que el problema lineal (1.7) admetra una tnica
soluci6 (veure [61, Capitols I i IV]).

Utilitzarem el segiient resultat, degut a R.S. Phillips (veure [62] i també [4,
capitol II Teorema 1.2]). Abans d’enunciar-lo hem de donar unes quantes defini-
cions.

Definicié 1.4.4 Un espai vectorial E sobre R amb una relacio d’ordre parcial <
es diu ordenat si < és compatible amb 'estructura d’espai vectorial, és a dir, que

l.z2<y=zr+2<y+=z x,y,z2 € K.
2. x<y=Ar<\y r,ye B, \eRt.

Definici6é 1.4.5 Un espai vectorial E ordenat es diu un reticle vectorial si per a
tota parella d’elements x,y € E es pot definir el seu suprem i el seu infim, és a
dir, que

sup(x,y) i inf(z,y) ewxisteizenV x,y € E.

sup(z,y) és un element de E tal que x < sup(z,y), y < sup(z,y) i tal que six < z
iy < z llavors sup(z,y) < z. La definicié d’infim és andaloga.

Definicié 1.4.6 Per a cada element x d’un reticle vectorial E es defineix el seu
valor absolut com
|z| := sup(—=x, x).

Definicié 1.4.7 Un espai de Banach X és un reticle de Banach si és un reticle
vectorial i a més la relacid d’ordre és compatible amb la norma (es div una norma
de Riesz), és a dir, que

[z < ly[ = llz|| < llyll.
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Definicié 1.4.8 Sigui X un reticle de Banach. Un operador A es diu dispersiu
si per a tot element f € D(A) es té que < Af,¢ >< 0 per a alguna forma lineal
¢ € NT(f), on

N (f)={oe X, ol <1, <fo>=|If"Il}.

Donat un element f € X, es defineix f := sup(f,0) i s’anomena la part positiva
de f.

Teorema 1.4.2 (Teorema de Phillips) Sigui A un operador definit sobre un
reticle de Banach X amb domini D(A) dens. Llavors les segiients afirmacions son
equivalents:

(i) A és el generador d’un semigrup positiu de contraccions de classe C°.

(11) A és dispersiu i el rang de (A — A) és X per a algun X > 0.

Lema 1.4.1 El domini de A és dens a X.
Demostracio

Hem de veure que
D(A) ={ue X :u(l)(-) € WH(0,+00),u(l)(0) = Bu(l)}

és dens a X.
Sigui
Dy ={ue X :u(l)(-) € WH(0,+00)} D D(A)

Dy ={ue X :u(l)(-) € C0,+0)},

on C}(0,+00) és el conjunt de les funcions de classe C' a suport compacte. Sigui
u € X. Com que Dy és dens a X podem prendre una successié u,, € Dy tal que
Up — U.

Trobarem una successi6 v, € Dy amb v, — 01 (u, + v,) € D(A), de manera
que (u, + v,) tindra limit .

S’haura de complir, doncs, que

(tn, + v,)(1)(0) = B(uy + v,) (1), (1.8)

és a dir, que
v (1)(0) — Bu, (1) = Buy(l).
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Si diem f,, := Bu, € L*(0,+00) volem, doncs, funcions v, tals que

un(1)(0) = (Bun)(l) = fu(l). (1.9)

Sigui a,, una successié de nombres reals positius amb lim a, = 0. Considerem
n—-400

funcions de la forma

(@) = 30) (1= ) Ko@),

Qn

on volem que les funcions g, (1) pertanyin a L'(0, +00) i siguin tals que les v, ({)(a)
verifiquin (1.9). Es a dir,

n

gu(l) — B [gn(-) (1 - ai) X[O,an](a)} (1) = fa(l). (1.10)
Definim el segiient operador:

B, : L'(0,4+00) — L'(0, +00)

Ba)0) =5 [96) (1= ) Houy(@)] 0

n

Fixem-nos que g(I) <1 - i) Xjo,an(a) € X si g(l) € L1(0,400):
a

+0o0 +00 a ap +00
L[ 601 (1 ) Roaste) dadt =% [ lot] dt < .
0 0 n, 2 Jy

Per tant B, esta ben definit com operador de LY (0, +00) a L'(0, +00).
Llavors (1.10) s’escriu:

(1= Ba) ul)) = £ul0).
Les funcions g,(l) existiran si 'operador lineal <1 — E;) té invers, i aixo pas-

sara si, per exemple, ||By|| < 1. Pero

1Bull = sup [[Bu(g)l|

llgll<1

+o00 +oo a
sop 11 [ [ la01 (1 ) Mo (o) daa
llgll<1 0 0 n

+oo

an a
= sw 18l [ L) at [ Q——)m
llg]|<1 0 0 an

An
= |BII%.

IA
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Com que ||fBS;|| — 0 quan n — 400, per a n prou gran podrem aillar les
funcions g, (():

gl = (1-B.) " £.0)

Aquestes funcions ens donen les v,(l)(a) que buscavem.

(i) Per leleccio de les funcions g, (1), les v,(l)(a) compleixen (1.9), aixi doncs
es verifica (1.8).

(ii) v, € D; per construccio6.
Per tant (u, + v,) € D(A).
(iii) v, — 0:

+o00 +o00 a 400
el = [ [ m@@laea = 5 [ 10,0

0

Qy, ay, —~\ 1
::—M%HS—H@—BQ 114

an

< o=l
2 1—||B I
a 1
< 5 o |1/l
1-[Bll%g
= —llfn||
Per tant s’acosta a 0 quan n — +o0o ja que ||f,|| = ||Buy|| — ||Bul| per ser B

acotat.

Aixi doncs
[ftn 4 vn = ul| < [Jun = ul] + [[on]| =0,
pel que (u, + v,) — u.
a

Teorema 1.4.3 L’operador A és el generador infinitesimal d’un semigrup positiu
d’operadors lineals de classe C°.

Demostraci6é
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Gracies al lema anterior i que X és un reticle de Banach estem en les hipotesis
del Teorema de Phillips. Falta, doncs, demostrar que:

(i) A és dispersiu,
(ii) existeix un A > 0 tal que R(A — A) = X.

(i) Sigui f € D(A). Considerem, de manera semblant a [15], 'element del dual
/
X +o0 +oo
<u,p>= / / u(l,a) sgnf* da dl,
0 0

on
1 sif>0

+ .
senf '_{o sif<0

Es obvi que ¢ és lineal. També és continua i té norma menor que 1:

—+00 —+00
|¢llxr = sup [<u,¢>|= sup / / wsgnft da dl
[[ull x <1 [lullx<1|Jo 0
+oo +00
<  sup / / lu sgnft| da dl
[lullx<1Jo0 0
+o0 +o0
< sup / / lu| da dl = sup |Jul|lx = 1.
lJullx<1J0 0 [Ju|x <1

A més, es compleix que

400 ptoo too  ptoo
< f,o> = / fsenft da dl:/ / fHdadl =|f*|x.
0 0 0 0

Es obvi també que la forma ¢ que acabem de definir és positiva: si u € X és
un element positiu, és a dir, u > 0 a L'((0, +00) x (0, +00)),

+o00o +oo
<u,p>= / / u(l,a) sgnf™ da dl > 0.
0 0
Per tant ¢ € NT(f).

Utilitzarem un dels resultats basics per a les funcions de WH(R, R), veure |7,
Capitol VIII|, que diu que si una funcié u(x) € WHH(R,R), aleshores existeix una



38 1. Un model de seleccié 1 mutacio...

funci6 v(z) continua, amb la propietat que u(x) = v(x) ¢.p.t. de manera que es
compleix

b
/ u'(x) doe = v(b) — v(a).

Com que u i v generen la mateixa classe d’equivaléncia posarem u = v. També
farem servir que, si u(r) € WH (R, R), llavors lim wu(z) = 0.
T—+00

Sigui ara m € R*. Farem servir que f, sgnf™ = (1), 1 que fT(I)(a) €
W10, +00) com a funcié de a (veure |26, Vol. 2 C-IV §7 Proposicié 6, Observaci6
12]). També que, per la linealitat i la positivitat de 'operador B,

R0y = (BT () < (BfHD)

ja que BfT és una funcié positiva i, definint f~ = (—f)7,
Bf=B(f"-f)=Bf"-Bf <Bf,

i com que (Bf)*t =sup(Bf,0) aquesta funci6 ha de ser menor que Bf*. Per tant,
com que B és un operador continu,
“+o0o

i SE0) dE= (17O < 1B < IBllellflx-

Llavors

<(A=—m)f, 0> = /O+W/O+W(A—m)fsgnf+dadl
+oo +o00
— (—fa—mf) senf" da di
Loc B

+00 “+o0o
= / fosgnf™ da dl — m/ f sgnf™ da di
0
+0o0 +o0
- / / (*)a da di = || f*]]x

= f*(l,O) dl —m||f*]|x
0

< Bl llx = mllfllx
17 1lx (1Bllz = m) <0,

sim > ||B||.-
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Per tant 'operador (A —m) és dispersiu.

(ii) Anem a veure ara existéncia d’'un A > 0 tal que R(A — A) = X: sigui
f € X, hem de veure que existeix u € D(A) tal que

AN—=Au=f.
Aixo equival a dir que el sistema segiient té solucid

Ug+Au = f
u(l,0) = Bu.

Fent servir el métode de variacié de les constants obtenim

u(l,a) = C(l)e ™ + / ' M F(1,€) de,
0

on C(I) = u(l,0) = (Bu)(l), és a dir, C(l) ha de ser una funcié de L'(0, +oc) que
ha de complir I'’equaci6 segiient:

C(l)=B <C(.)em + /0 AT f(L€) d§> (1). (1.11)

Fixem-nos abans de continuar que l'expressié (1.11) té sentit, és a dir, que
I’argument de B pertany a X:

D’una banda, la funci6 C'(l)e™** € X si C(I) € L'(0,+o00):

+oo +oo 1 +o0
/ / C(D)|e da di = X/ ()] di < oo.
0 0 0

I també l'altre sumand, tenint en compte que f € X:
a

[T [T [ s ae
/+°°/+°°/ 9| f(1, €)| de da dI
_ /Om /Om /:ooa(ﬁa) da |£(1,)| de dl
_ %/Om/omyf(z,g)mg dl < +o0.

Intentem ara aillar la funci6 C() de (1.11):

da dl

IN
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c-p(erow) =8 ([ Aeore ). (112)

Definim els segiients operadors, que ens permetran escriure d’'una manera més
reduida 'expressi6 (1.12); un operador, L, de X a X, i un altre, £, de L'(0, +00)
a X:

L: X —X
(Lf)(1,a) == / AED (1, ¢) de
0

E:L'(0,400) — X
(Eg)(l,a) := e~ g(l).

Amb aquestes definicions, (1.12) s’escriu

C — (BE)C = (BL)f.

és a dir,
(1-BE)C = (BL)f.

Podrem acabar aillant C' en funci6 de f si podem invertir 'operador (1 — BE),
o sigui, si 1 no esta a 'espectre BE. Aixo passara si, per exemple,

HBEHE(Ll,Ll) <1,

per() HBEHE(L17L1) < ‘|BH£(X,L1)HEHE(L1,X)7 ila norma de F és 1/)\

1]l ewrxy = sup|leg()]|x
lgll 1 <1

+oo +00 N
= e da dl
|g|L1<1/ / ‘g ’

— —/ o] di = §.

gl g1 <1 A

Pel que tenim que

1sa)| < 121

Llavors, prenent A > ||B||, l'operador BE té norma menor que 1, el que ens
assegura que (1 — BE)™! existeix i per tant podem aillar la funcio C:
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C = (1- BE)"(BL)f.

Hem vist, resumint, que 'operador (A — m) esta en les hipotesis del Teorema
1.4.2 de Phillips: (A —m) és dispersiu, el D(A —m) = D(A) i per tant D(A —m)
és dens a X, i que existeix un A > 0 per al qual R(A — A) = X (per tant R(A —
m— (A—m)) =X, 1icom que A > ||B|| el podrem prendre prou gran per tal que
A —m > 0). El teorema diu que 'operador (A — m) genera un semigrup positiu
de contraccions de classe C?, i per tant 'operador A genera un semigrup positiu
de classe C(veure [61, C-T]).

O

1.4.2 El problema no lineal

En aquesta secci6 demostrarem l’existéncia i unicitat de solucions locals del
problema perturbat, és a dir, del sistema no lineal. L’'tinica cosa que canvia respecte
del lineal és 'equacio

' = Au+ f(u),

que té sumant la funcié (no lineal)
fu)(l,a) = —m(P,Q,l,a)u(l,a).

Abans d’enunciar el teorema donem unes definicions.

Sabem de la seccié anterior que A genera un semigrup positiu de classe C°,
que anomenarem 7'(t), i per la formula de variaci6 de constants obtenim una
representacio integral de les solucions del problema de valor inicial (1.6):

w(t) = T(t)uo + /0 T(t — 5)f(uls)) ds. (1.13)

Definici6 1.4.9 Si u(t), com a funcid de [0,00) a X, és continua, continuament
diferenciable a (0,00), u(t) € D(A) per a tot t > 0 i es satisfa (1.6) per a tot
t >0, aleshores direm que u(t) és una solucid classica del problema (1.6).

Pot passar, pero, que la funci6 donada per (1.13) sigui només continua (aixo
dependra de la naturalesa de la funcié f). Llavors

Definicié 1.4.10 Una solucid u(t) de lequacio integral (1.13) que només sigui
continua s’anomena una solucid feble (‘mild solution’) del problema de valor inicial

(1.6).
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Teorema 1.4.4 Suposem que m(P,Q,l,a) és globalment acotada i localment Lip-
schitz respecte les dues primeres variables, és a dir, que existeix una funcio M :
[0, +00) — R tal que

|m(PaQ7laa') _m(ﬁ7Qalaa)| < M(T)|P_ ﬁ|7

|TTL(P,Q,Z,CL) _m(P7 @Jaa)’ S M(T>’Q _@’

si |P|, [P, |Q| i |Q| son menors que r.

Llavors per a qualsevol condicio inicial ug € X existeix un temps tq.. < +00
tal que el problema de valor inicial (1.6) admet una unica solucid feble a linterval

[07 tmax)-
A més a més, si tya, < +00 aleshores . 1itm |u(t)|| = +oo.

Demostracio

Per demostrar aquest resultat n’hi ha prou comprovant que la funci6 f(u) és
localment Lipschitz (veure [61, C-VI Teorema 1.4]).

Prenem una bola a X de radi R i pensem les funcions u,v en aquesta bola.

Aixdi:

If(w) = f)llx = [m(P,Q.1,a)u—m(P,Q,l a)v||x
< |m(P,Q,l,a)u — m(P,Q,l,a)v||x
+m(P,Q,1,a)v — m(P,Q,1,a)v||x

+oo  p+oo
[ [ e au ol daa
0 0

+oo +oo o
+ / / m(P,Q,1,a) — m(P, (.1, a)||v| da d.
0 0

Pel que fa a la primera de les dues integrals anteriors, si diem k a una fita
superior de la funcié m,

+oo +o0
/ / (P, Q.1 a)l[u— v| da di < |ju—v|x;
0 0

i pel que fa a la segona,

im(P,Q.,l,a) —m(P,Q,l,a)] < |m(P,Q,l,a)—m(P,Q,l,a)|
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m(P,Q,1,a) —m(P,Q,1,a)]
M(R)|Q — Q| + M(R)|P — P|
2M(R)||u — v||x,

/O+Oo/ol(u—v) da dl‘

+o00 l
< / /|u—v| da dl < |ju—v||x
0 0

ININ +

ja que

|P—P| =

Q-Q| =

+oo +oco
/ / (u—v) da dl‘
0 l
+0o0 +00
/ / = | da di < |Ju—ol|x.
0 l

IA

Llavors tindrem que:

1f(w) = FWllx < Kllu—vllx
+ 2M(R)|Jv]|x|lu — v[|x
< LHU_UHX’

on L =k +2M(R)R.

1.5 Existéncia global de solucions

En aquesta secci6 demostrarem que l'existéncia de les solucions del sistema
(1.6) és global (per a tot ¢ > 0). Enunciem el corresponent teorema:

Teorema 1.5.1 Suposem m globalment acotada. Donada una condicio inicial
ug € X, el problema de valor inicial (1.6) admet una inica solucid feble a l'interval
[0, +00).

Demostraci6é
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El Teorema 1.4.4 ens doéna l'existéncia d’una tnica solucié del problema de
valor inicial (1.6) a Uinterval [0, t,,4.). El que provarem ara és que t,,,, = +00.
Com que el Teorema 1.4.4 també diu que si t,,,, < +00 aleshores

lim lu(t)]| = +oc,

*lmaz

n’hi haura prou amb provar que si t,,,, fos finit llavors

lim sup ||u(t)|] < +o0.

t—tmazx

Siguin M i w les constants de I'acotacio dels semigrups d’operadors de classe
C°:
I T@)| < Me".

Sigui també k una cota superior de m. Prenent normes a la igualtat (1.13)
tenim que

t
[lu(t)]] < Me"|fuol] +kM6“”/O e |lu(s)l| ds,

és a dir,

t
e u(®)]] < Mlfuoll +kM/ e [u(s)]| ds.
0
Per la desigualtat de Gronwall tenim:

[lu(®)]] < M| Juo| [+,

Per tant, si fos ¢4, < 400, llavors limsup ||u(t)|| < +oc.
t—tmaz

Es desprén, doncs, que t = 400.
O

Observacio 1.5.1 Si la funcié f és prou reqular (veure el Teorema 1.5 de [61,
Capitol VI|) podrem assequrar que la solucio feble del problema de valor inicial
(1.6) és una solucio classica si uy € D(A).

1.6 Positivitat de les solucions

Es evident que perqué tingui sentit biologic, la condicié inicial ha de ser positiva,
ug > 0, 1 el que cal esperar és que la soluci6 u(t) del sistema corresponent a una

......

funcié positiva una funcié més gran o igual que zero).
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En aquesta seccié demostrarem el segiient teorema, que doéna resposta afirma-
tiva al que acabem d’enunciar.

Teorema 1.6.1 Suposem m globalment acotada. Donada una condicio inicial
uy € X, positiva, la solucid u(t) del problema de valor inicial (1.6) és positiva
per a tot t € [0, +00).

Demostraci6é

Sigui k una fita superior de la funci6é m.
Sumant i restant el terme ku al sistema (1.6) obtenim el nou problema de valor
inicial:

on Doperador A := A — k, i la funcio f(u) := (k — m(P,Q,,a))u(t). Fixem-nos
que la nova funcio fvés localment Lipschitz ja que f ho era. A més, f(u) >0 si
u > 0.

Si A és el generador infinitesimal d'un semigrup positiu de classe C°, T'(t),
aleshores A = (A — k) també, i li direm S(t). De fet S(t) = e *T(¢) (veure [61,
Capitol I]).

Aleshores, com que les solucions del nou sistema sén les mateixes que les de
(1.6), podem posar:

u(t) = S(t)ug —i—/o St —s)f(s,u(s)) ds.

De les demostracions dels Teoremes 1.2 i 1.4 de [61, Capitol VI| es dedueix que
la soluci6 u(t) és el limit de la segiient successio:

U (t) = S(E)uo + / S(t — 5)Flun(s)) ds,

per a tot t € [0, o] amb ¢y, > 0.

Suposem ara que ug > 0, aleshores u1(t) > 0 ja que el semigrup S(t) és positiu
i f(uo) > 0. El mateix podem fer per a tot valor de n i, per induccié, deduim que
la successio u,(t) és positiva i, per tant, que el seu limit u(¢) son funcions positives
per a tot t € [0, o).
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Sigui [0, 7) l'interval maximal on la soluci6 wu(t) és positiva. Fixem-nos, pero,
que si T < 400, té sentit parlar de u(7) ja que tenim existéncia global i que aquesta
funcié també és positiva, ja que, per continuitat de u respecte t,

u(r) = limu(t,),
tn T
i per tant u(7) és limit de funcions positives, pel que u(7) és també positiva.
L’interval maximal seria, doncs, [0, 7].
Llavors podriem ampliar aquest interval on wu(t) és positiva a un interval [0, 7+
d] pel mateix que abans prenent com a condici6 inicial u(7), cosa que és una

contradicci6 ja que el suposavem maximal. Aixi doncs, 7 = 4o00.
O

1.7 Dependéncia continua de les condicions inicials

Ens ocupem ara d’estudiar la dependéncia continua de les solucions del sistema
respecte de les condicions inicials, és a dir, si dues solucions es mantindran properes
(s’ha d’entendre properes en la norma de I'espai X) al llarg del temps sempre que
les distribucions inicials corresponents siguin també properes.

Teorema 1.7.1 Les solucions de (1.6) depenen continuament de les condicions
inicials.

Demostracio

Siguin u(t) i v(t) les solucions del sistema (1.6) amb condicions inicials ug 1 vg
respectivament.

Fixem un temps 7. Considerem la bola de X de radi R = max{||u(t)||, ||v(¢)]] :
0<t<T}

En aquesta bola f és Lipschitz amb constant L = L(R). Prenent la repre-
sentacié que tenim de les solucions, podem escriure, per a les dues,

w(t) = Tty + /0 T(t — 5) f(u(s)) ds

v(t) =T(t)vg —|—/0 T(t—s)f(v(s)) ds.

Restant-les i prenent normes obtenim, si ¢t < T,
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t
lu(t) = w(6)] < Melun — wl| + LM [ eIfute) = ()] ds,
0
és a dir,
t
e lu(t) — v(®)l| < Mlluo — vol| + LM/ e lu(t) —v(@)|] ds.
0
I una altra vegada, utilitzant la desigualtat de Gronwall,
e™!Ju(t) — o)l < Mlluo — vol |,
és a dir,
[lu(t) = v(®)|] < M]|ug — wol[eHH+).

Per tant, fixat el temps T, si ||ug—vo|| <
e perate[0,7].

€
WECIESR aleshores ||u(t)—v(t)|| <

|

1.8 Solucions estacionaries

Volem trobar ara solucions de (1.5) de manera que no depenguin del temps, és
a dir, solucions del sistema

@(l)a) = —m(P, Q,l,a)u(laa>

Oa (1.14)
u(l,0) = (Bu)(l),

on el total de les poblacions de joves i adults, P i ), que ara no dependran del
+oo  pl 400 ptoo

temps, son P = / / u(l,a) dadl ,iQ = / / u(l,a) da dl.
0 0 0 !

Es evident que u(l,a) = 0 és soluci del sistema (1.14), pel que ens interessa
veure si hi ha solucions diferents de la trivial. Per tant, quan a partir d’ara
parlem de solucions estacionaries voldrem dir solucions estacionaries diferents de
u(l,a) = 0.

La soluci6 de I'equacio és:

u(l,a) = c(l)elo —m do.
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on

c(l) = u(l,0) = (Bu)(l).

Per tant

e(l) = u(l, 0) = (Bu)() = B (e(-)e™ 5™ ™) (1) = (BMe)(0),

si definim, per a P i Q fixats, l'operador M(= Mpg) de l'espai L'(0,4+00) a X
com

M : LN0, +00) — X

(Mf)(l a) := el r ().

Ens preguntem, doncs, si existeix alguna funcio6 ¢(l) = cpg(l) € L} (0, 400) de
manera que sigui una funcié propia de valor propi 1 de 'operador K := BM de
I'espai de Banach L!(0, 4+00) a ell mateix:

K : L*0, +00) — L*(0, +00)

(KF)W) = B (7B maep()) (1) = (BMF)Q).

A més necessitem que

/;OO /OZ<MC)(1,G) da di = P (1.15)

/;OO /Z+OO(MC)(l,a) da dl = Q. (1.16)

Veurem primer que, fixats P i ), 'operador K té, sota certes hipotesis, una
funcié propia positiva q.p.t. de valor propi un nombre real estrictament positiu,
concretament de valor propi el radi espectral de K, r(P, Q). Llavors, prenent la
mortalitat m més concreta (de fet pensarem que els dos col-lectius tenen mortalitats
diferenciades), veurem unes condicions suficients per poder assegurar que per a
alguns valors de P i () tenim radi espectral 1. Finalment s’aborda el problema
d’existéncia de solucions estacionaries establint condicions necessaries i suficients,
en alguns casos, perqueé el sistema no lineal donat per les equacions r(P, Q) = 1,
(1.15) i (1.16) tingui solucio.
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1.8.1 Problema de valor propi. Definici6 de 'operador K

Ja hem comentat que per a l’existéncia de solucions estacionaries és necessari
que existeixi una funcié propia positiva q.p.t. de valor propi 1 de I'operador K. De
moment ens plantegem el problema d’existéncia d’algun valor propi estrictament
positiu de 'operador K. Per a aixd utilitzarem el Teorema 6.6 de [66, Capitol V]|:

Teorema 1.8.1 Sigui E = LP(X), on1 < p < +o0 i X un espai meétric. Suposem
que T € L(E) és un operador integral donat per un nucli mesurable k > 0, satisfent

(i) alguna poténcia de T és compacte,

(i1) per a tot S C X amb S i X\ S de mesura no nul-la es té que

/ /k(s,t) ds dt > 0.
x\sJs

Aleshores el radi espectral de T, r(T), és estrictament positiu i és un valor
propi de T amb una unica funcio propia normalitzada f positiva q.p.t. A més, si
k>0 g.p.t. aleshores qualsevol altre valor propi A de T' té modul |\| < r(T).

Definici6 1.8.1 Sigui E un reticle de Banach. Un operador lineal T € L(E) es
diu irreductible si donats f € Ey i g € E',, existeiz unn € N tal que <T"f, g >>
0.

Observacio 1.8.1 Al mateiz capitol V de [66] trobem una caracteritzacid dels
operadors irreductibles que venen donats per un operador integral amb nucli positiu,
que no és res més que l'apartat (ii) del Teorema 1.8.1.

De la mateixa demostracié d’aquest teorema es desprén a més que r(77) és 1'anic
valor propi de T' que té associat una funcié propia positiva q.p.t.

Vegem, doncs, que el nostre operador K esta, amb alguna hipotesi addicional,
en les condicions del Teorema 1.8.1.

Jugara a partir d’ara un paper important la definici6 d’aquest operador. El
Teorema 1.8.1 fa referéncia a operadors integrals, pel que per aplicar-lo és necessari
que l'operador sigui d’aquest tipus. Recuperem doncs a partir d’ara la forma de
l'operador B : X — L'(0,4+00) que ens dona la densitat de naixements del
sistema (1.4):

~

(Bf)(1) = /0 - ;oo 81,7 b(l,a) f(,a) da dl.
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Aixi l'operador K s’escriu com

o~

wnw - | - lfm BT ba) e da O T (L17)

També per a la compacitat i la irreductibilitat sera necessari fer hipotesis sobre la
funcio G(1,1).

1.8.2 Propietats de 'operador K

Propietat (i) El nucli de l'operador K és positiu.
Demostracié
Es immediat: b(l,a) i ﬁ(l,lA) son positives.

O

Suposarem a partir d’ara que el suport de la funcié ﬂ(l,lA) conté com a min-

im una banda entorn de la diagonal del pla i (cosa que és forga raonable ja que
sembla natural pensar que tots els individus tenen probabilitat positiva de tenir
descendéncia amb edat de maduraci6 prou propera a la seva propia), és a dir, que
existeix un h > 0 tal que, sil > h el segment d’extrems (I—h, 1) i (I+h,[) esta inclos

~

al suport de 5(1,1),1si 0 < I < h hi esta inclos el segment d’extrems (0,1) i ({+h,1).

o~

Propietat (ii) Si el suport de [((1,1) conté una banda entorn de la diagonal
aleshores l'operador K és un operador irreductible.

Demostracio

Com que el nucli de 'operador K és

A~ A~ +oo A~ a
k(1,1) = B(1,1) X b(l,a) e Jo ™ de g,
l

+oo “ -
ﬂ b(l,a) e~ Jomda gy >0 peratotlil,
]

per provar que, donat un conjunt S C R* de manera que ell i el seu complementari
tinguin mesura positiva, es té

/ /k(z,f) dl dl > 0,
cJS
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n’hi haura prou amb provar que

/C/Sﬁ(l,?) dl dl > 0.

Provarem, doncs, que donat un conjunt S C R* de manera que la seva mesura,
m(S), i la del seu complementari S¢, m(S¢), siguin positives, existeix un conjunt
de mesura positiva inclos a (S x S¢) N supp G, 1 que per tant

/C/Sﬁ(l,?) dl dl > 0.

Com que m(S)-m(S¢) > 0, existeix un interval, prou gran si cal, [ = [a,b] C R*
de manera que m(I N.S)-m(I NS¢ > 0.

Sim(I)<h, INS)x (INS°) Csupp fim((INS)x(INS))>0.

Si m(I) > h, aleshores prenem un subinterval J C I amb m(J) < h. Si
m(JNS)>0im(JNS >0 jahem acabat. Pot passar, pero, que m(JNS) >0
im(J NS = 0. Aleshores ampliem si cal aquest interval J fins aconseguir-lo
maximal en el sentit que qualsevol interval que contingui J doni mesura positiva
al fer intersecci6 amb S¢. Aquest nou interval, J' = [c,d], esta totalment inclos
en I. Suposem que a < c¢ (si fos @ = ¢id < b el raonament seria ideéntic).

Aleshores linterval J = [¢ — g,c + g] compleix que m(J N S) - m(JNS%) >0 i
(JNS) x (JN S5 C (S x5 Nsupp 3.

Podem fer el mateix raonament si m(J NS) = 01 m(J NS > 0, pel que
queda provada l’existéncia d’un subconjunt de S x S¢ de mesura positiva inclos en
el suport de S3.

O

Anem a veure ara que, fent algunes hipotesis addicionals sobre la funcié (3,
una poteéncia de 'operador K (concretament sera K?) és compacte. Per a aixo
utilitzarem una definici6 i un teorema que es poden trobar a [42].

Definici6 1.8.2 Siguin X i Y dos espais de mesura. Considerem un operador
integral definit a LY(Y) i amb valors funcions sobre X, 1 < q < 00, com sequeiz:

(K f)(x) = / k(e,y) F(y) dy,

y

on k(x,y) és una funcio definida a X x ).
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Loperador K es diu de Hille-Tamarkin (K € H, ,(X,))) si

[|k1]|Le < 00, amb ky(z) = ||k(z,)|| (1.18)
APNT : . 1 1
q' €s lexponent conjugat de q, és a dir, — + — = 1.
qa g

Es facil veure que si K és de Hille-Tamarkin llavors és un operador lineal acotat
de LU(Y) en LP(X).

El cas que ens interessa a nosaltres és quan p=¢ =11 X =) = (0, +00). Aixi

la condici6 (1.18) per tal que un operador K de L'(0,+o00) a L'(0,+o0) definit
com

= [ D £ di

sigui de H; ; es converteix en la condicié que

+oo Y
/ esssup |k([,1)] dl < oo.
0

1€(0,400)

El resultat que utilitzarem per veure que el quadrat de 'operador K és com-
pacte ¢és el Teorema 11.9 de [42]:

Teorema 1.8.2 Si K € Hy,, aleshores K* és compacte i K*L € Hy, per a tot L
operador acotat de L*(0,+00).

Pensem ara el nostre operador K com
+0o0
DO = [ KD ) di
0

~ ~ +0oo ~ ~a
amb k(1,1) = B(1,1) ﬁ b(l,a) e Jo ™ 4 dq. Aleshores
l

+00 -

Propietat (iii) Sé/ esssup |k(l,1)| dl < oo, l'operador K* és un operador
0 1€(0,4-00)

compacte.

Demostracid

Immediata aplicant el Teorema 1.8.2.
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Observaci6 1.8.2 La condicio

+o0 Y
/ esssup |k([,1)| dl < o0
0

1€(0,400)

no €s gaire restrictiva. De fet, amb unes quantes suposicions (prou raonables, com

~

veurem) sobre la B(l,1), sera suficient.

Si suposem, per exemple, que

(H1) 8(1,1) < Bo a.pt. 1, i que

(H2) existeixen Iy > 0, g(I) € L*(0,00) i una corba 1= ©(l), amb la condici6 que
e~ ¢ L'(0,00), de manera que per a [ > Iy, B(1,1) < g(I) sil < (1),

~

+00
aleshores ja es complira que / esssup |k(1,1)| dl < .
0 1€(0,400)

La primera condici6 sobre (3 és que estigui acotada, i la segona és suposar que
hi ha una regi6 (I < ¢(l)), en la qual § és menor que una funcié g(l) integrable.
Aix0 no és una condicié molt forta si recordem el sentit de (~,ZA), que és la densitat
de probabilitat de la variable aleatoria [, edat de maduracio dels fills d'un individu
d’edat de maduracié [ . Sembla natural, doncs, pensar que si ens allunyem prou
de la diagonal del pla [l la probabilitat sigui practicament nul-la. La condici6 que
e=?W € L1(0,00) vol dir que la corba [ = ¢(I) tingui ordre de creixement superior

~

al del logaritme [ = In .

Estariem en aquestes condicions, per exemple, si supp [ estés inclos en una
banda de la diagonal i 3 fos acotada, 6 també si 3(1,1) = B(l) (I'edat de maduraci6
del descendent no depén de ’edat de maduracié del progenitor, és a dir, que es
perd el caracter hereditari de la variable [). Aquest cas s’anomena ‘house-of-cards’
a la literatura (vegis [8]) 1 té valor académic perd poc o cap sentit biologic. Es
donen també les condicions (H1) i (H2) quan la funcié 3 té aproximadament per

a cada [ la forma de campana de Gauss com a funci6é de [ amb mitjana [.

Vegem ara que si es compleixen les hipotesis (H1) i (H2) l'operador K és de
Hille-Tamarkin. Diem kg a una cota inferior estrictament positiva de la funcié
m(P,Q,l,a) i b(co) al suprem de la funci6 b(l, a).

Com que

/ m(P7Qa laa) da Z k0a7
0
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tenim que
6_']0 m da S e—koa’

i per tant

+o0 “ o0 1
/ e~ Jomda gq < / e koo dg = —. (1.19)
0 0 ko

Llavors, per a [ > Iy, si [ < ©(l), utilitzant (H2) i la desigualtat (1.19),

+oo - - " b
sup | B(L,1) b(l, a) e~ Jomda gg < (=)
T Jl 0

g9(1).

Isil> o),

+o00 R . . R oo
sup | B(L,1) b(l,a) e~ Jomda dq < supb(oo) @(H)ﬂ ok g
T Vi ; z
< b(c0) Go supe ol
ko ;
= Mﬁ e*kow(l)
ko
Llavors
+o0 R lo b
/ esssup |k(,1)] dl < / (00) B di
0 1€(0,+00) 0 ko

+o0
+ / b(]jo) max{g(l), By e "*DY dl < co.
lo 0

Observem també que la condicié que un operador com el nostre sigui de Hille-
Tamarkin és només una condicié d’acotacio, de forma, que no implica cap regular-
itat sobre la funcié 3; aquesta no cal que sigui ni tan sols continua.

Amb totes aquestes propietats que acabem de demostrar, i fent servir resultats
de [66] podem afirmar que:

-~

Teorema 1.8.3 Suposem que el suport de la funcid 3(1,1) conté una banda en-

~

+oo

torn de la diagonal i que / esssup |k([,1)| dl < co. Llavors el radi espectral
0 1€(0,4-00)

de loperador K donat per (1.17) és estrictament positiu, i és un valor propi de

l’operador amb una unica funcio propia normalitzada, f, associada a aquest valor

propi. A més, [ €és positiva q.p.t.
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Demostracid

Hem vist ja que K ve donat per un nucli positiu mesurable (propietat (i) de

l'operador K). Com que ﬁ(l,/\) conté una banda entorn de la diagonal, K és

+oo
irreductible (propietat (ii)). Si es compleix que / ess sup |/<:(l,lA)| dl < oo,
0 1€(0,400)
aleshores K? ¢s compacte (propietat (iii)).

Aplicant el Teorema 1.8.1, podem assegurar que el radi espectral de K, r(K),
és estrictament positiu i que aquest és un valor propi de K amb un tnic vector
propi normalitzat quasi-interior de L} (0, 400), o sigui, una funcié positiva q.p.t.
A més, en virtud del Teorema 5.2 de |66, Capitol V|, aquest valor propi és I'inic
que té associat un vector propi positiu, que soén els que ens interessen a nosaltres.

O

-~

Observacio 1.8.3 Si el suport de la funcid B(l,1) conté una banda entorn de
la diagonal, es compleizen les hipotesis (H1) i (H2), m és una funcié acotada
inferiorment per un nombre positiu i b és acotada superiorment, aleshores estarem
en les hipotesis del Teorema 1.8.5.

1.8.3 Propietats del radi espectral de ’operador K

Suposarem a partir d’ara que tenim dues taxes de mortalitat diferenciades
entre els joves i els adults. Aixo passa per exemple en poblacions on aquests dos
col-lectius no entren en competéncia, sigui perqué no fan ds dels mateixos recursos
o sigui perqué per exemple els adults practicament no consumeixen res. També
quan la mortalitat dels joves és molt elevada (cosa molt freqiient) o bé, pel contrari,
quan la mortalitat dels adults és molt gran (com en moltes espécies d’insectes amb
metamorfosi).

Excepte per la distribucié entre joves i adults, negligirem la dependéncia de la
mortalitat respecte I’edat. També suposarem inexistent una dependéncia directa
entre la variable evolutiva [ i la mortalitat. Aixo tltim és consistent amb el fet que
volem entendre el balang aludit a la secci6 1.2 d’aquest capitol entre augmentar, o
no fer-ho, I'edat de maduracié (i com a conseqiiéncia elevar la fertilitat) a costa que
menys individus aconsegueixin madurar, no perqué hagi augmentat la mortalitat,
sin6 pel fet que romanen més temps com a joves.

Prendrem doncs a partir d’ara la taxa de mortalitat m de la forma

o mi(P,Q) sia<l
m(P, @, la) = { m;(P, Q) sia>l.

Amb aquesta expressio de m,
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—[%m da e~ Jo m(PQ) da sia <l
Jo =
€ e fé m1(PQ) da—["m2(PQ) da i ¢ >
e—ml(P7Q)a’ sla < !
= e~ (PQ)o—m2(PQ)(a=l) & q > L

i per tant, si diem p; := mi(P,Q) i o := mo(P, Q) (valors constants a l'estat
estacionari), 'operador K s’expressa de la segiient manera:

+o0 . =N +oo =N PN
(Kf)(1) = B(1,1) el ﬁ b(l,a) e7#2@=D dq f(1) di. (1.20)
0 l

El que ens proposem ara és demostrar ’existéncia d’un vector propi de valor
propi 1, pel que hem de veure si per a alguns valors de p; i pe podem assegurar
que (K (p1, p2)) = 1.

La idea, de manera similar a com es fa a [8], és demostrar que el radi espectral
de K, r(u1, po) := r(K(u1, p2)), és una funcié continua, estrictament decreixent
de les dues variables i que té limit 0 quan qualsevol d’elles tendeix a infinit fixada
I’altra. Després provarem l’existéncia, en certes condicions, de valors de p; i o
per als quals r(puy, po) > 1.

A partir d’ara farem servir la notacié K, i K, per fer referéncia a I'operador
K tenint fixada ps 0 uq respectivament.

Lema 1.8.1 r(uy, o) €s una funcio decreizent respecte iy i fia.
Demostraci6
Fixem primer el valor de ps.

Notem que si f € L%, aleshores, si fif > pu1,

oo ~ 7T +oo -~ N A~ A~
(K N)1) = B(1,1) e’“l[ b(1,a) e @D da f(1) di
0 l
+00 N

~

+oo N PN
> B(1,1) e T /f b(l,a) e 2D da f(1) dl = (Kzf)(1)

0

com a funcions positives de I.
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Per inducci6 és facil comprovar que, si f € L1 1 iy > o,

(K, N > (K hH (). (1.21)

La mateixa desigualtat és valida per a les normes: com que el nucli de K és una
funcié positiva, la norma de K vindra donada pel suprem entre totes les funcions
f e L} tals que ||f|| < 1,1 aixi podem fer, per a n > 2, si iy > p1, 1 utilitzant la
desigualtat (1.21),

K 1 =

—+00
= sup /
IIfI<1,f>0J0

+oo
sy
[IflI<1,f>0J0

= [[ K,

1 per tant

400 R ~ +oo ~ ~
B(1,1) el /f b(l,a) e da (K7 f)(1) dlA’ dl

0

400 N P +oo - R
B(1,1) e M /i b(l,a) e da (K=" f)(1) dlA’ dl

0

[ 1Y 2 [ ][

Prenent limits tenim que

(e, o) > (@, po)-

Repetint exactament tot el procés fixant p1 es veu que és també decreixent respecte

la segona variable.
O

Veurem ara que el radi espectral r(uy, io) és una funcié continua. Per a aixo
necessitarem la segiient definicio:

Definici6é 1.8.3 Sigui (X, d) un espai métric. Denotem la familia de tots els sub-
congunts compactes no buits de X per K(X). St A, B € K(X) definim D(A, B) :=

max{d(z,B) : x € A}.
La distancia de Hausdorff entre dos elements de K(X) es defineiz com:

h(A, B) := max{D(A, B), D(B, A)}.
Lema 1.8.2 r(uy, u2) €s una funcid continua a Rt x RT.

Demostracidé

La idea de la demostracio és la mateixa que la demostracié del Lema 2 de [8].
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Vegem primer que per a tot € > 0 existeix un § > 0 de manera que, si || (1, p2)—
(fi1, i2)|| < 0, aleshores

1K (1, p2) — K (. 73)| < e.

Efectivament,

K (p1, p2) — K(im, i2)|] <0 K (1, p2) — K (p, i) ||
+ |K (1, 1i2) — K (7, 12) ||
< €

si
o €
1K (11, 1) = K (s )|l < 5

uniformement respecte p; i
— _ €
HK<M17:u2) - K(MDMQ)H < 5

uniformement respecte fis.

Fixem primer po:

| Ku — Kl = sup [|[Ky, f — K f||
A1t
400 N N P +oo - R
= sup B 1) (el — g7l / b(l,a) e 2@ dq f(1) dTH
A<t /o U
+oo - S +oo - . .
< sup / el _ | / b0 a) e D g |£(@)] di
lIFll<1 Jo 7
—+o00 N N . . /
< M up [T jernl - el g < M <
M2 if<1Jo % 2

per a tot py fora d’un entorn de l'origen del pla g pus.
Hem fet servir que

Ve>036>0/ |6_#1?—6_mlA’ <€, Ve (0,+00), si | —m| <d:
Com que la funcié f(z) = re™*%, si € > 0, té un maxim al punt z,, = E i pren el

1
valor f(x);) = —, pel teorema del valor mig tenim que

e§

et — e = [e=€|py — | < }\Ml — Tl (1.22)

emin{uy, fiy
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Si fixem gy tindrem que

+oo - N oo . L N R
15— Kyll = sup 3D [ b(la) (70D - 0D dag (D)
[If1<1ilJo 1
400 N [e'¢] . L N - .
< b(co) sup / e’”l/ ‘67“2(“’” —67“2(“’”‘ da |f(1)| di
lIFll<t Jo T
oo 1 ~ o~
< b(co) sup — ——[f()] dl
lI711<1Jo M2 M2
1 1 €
= b(oo) | ——=| < 3,
( po P2 2

si |p2 — fiz] < 0 uniformement respecte de i .
Per tant K<M> :u_?) - K(Mb:u?) si <M7 m) - (:ulnu2)‘

Per altra banda, pel Teorema 3 de [59], si € denota el conjunt de tots els sub-
conjunts compactes de C dotat de la distancia de Hausdorff, aleshores I’aplicacio

s: L(E) — &

donada per s(B) := o(B) és continua en B, si ¢(B) és un conjunt totalment de-
sconectat, és a dir, si tot punt de o(B) és una component connexa de o(B). Estem
en aquestes condicions ja que una poténcia del nostre operador és compacte i per
tant el seu espectre és un conjunt totalment desconectat (vegi’s |7, Capitol VI]),
pel que r(uq, p2) és continua.

Lema 1.8.3 r(uy, po) té limit zero quan py — +00 i quan ps — ~+00.
Demostraci6

Recordem que estem suposant que b(l, a) és una funcio6 positiva, acotada, creix-
ent respecte de [, amb b(0,a) = 01 que, per a cada a fixada, la grafica de b o bé no
té pendent infinit a [ = 0, o bé si arriba amb pendent infinit existeix un n € N (que
no depén de a) tal que b(l,a) < [/ a prop de [ = 0. Per tant podem assegurar
que per a algun n € N i per a alguna constant positiva ¢ € R es complira que
b(l,a) < cl'/™ per a tot [ i tot a.

Considerem ara la funcié

g(l) = cl/meml

d
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Es facil comprovar que aquesta funcié té un maxim absolut al punt {; = —,

nuy
i que el valor de g en aquest maxim és
c
ly) = .
o) = e
Llavors tindrem que
+o0 R N oo = R
Gl = s || [ D [ oia) e da 1) |
[If11<111Jo 1
“+o0o =N [e’¢) =N . .
< sup / e‘“l/ AMremr2(a=l) gq £ ()] dl
liFl<tJo I
400 (1)
gll) .~ 7
= s [ 2 @)
lifl1<1 Jo H2
< o [ Ol
< sup =\
I1f11<1Jo H2 /M€ Mo ynpie

Com que 7 (1, p2) < |[K (1, p2)]l,

lim r(p,pe) =0 1  lim r(ug,u2) =0.

H1—=+00 pa—+00

Lema 1.8.4 Sigui ® = {z € C / Re(z) > 0}. Les aplicacions
D — L(LY(0,+x)) i D — L(L'(0,400))
H1 — Kul o — KM2

son funcions analitiques sobre 3.

Demostracid

Provarem que les dues funcions sén derivables en el sentit de la variable com-
plexa.
Per a la primera funci6é considerem el segiient operador:

D : L*(0, +00) — L'(0, +00)

/A b1, a) e @D dq £(1) dl.
l

+oo .

(DA =~ [ B Tem

0

1
_<Ku1+h - Kl—Ll) -D

. < esi|h] <

Vegem que

L(L'(0,+00))
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1 1
HE(KMﬁh - Km) -D = sup E(Kerhf - Kmf) - Df
L [1f11<1 !
00 ~ —( AR _ pmml
= sup / B(l,1) ¢ ‘ +lemmt]
st || Jo h

. ﬂ T a) e @D g £(D) df‘
l

Lt
b(oo) /OO e_(ul"'h)i\_ e_ul/l\ ~ lA o~ o~
< sup +le7 M | f(1)|dl
Re(pi2) | fi1<1 o h
S EIM < 6,
Re(ps)
R
si€ <e clyiz)
b(oo)
ef(ﬂl‘f’h)/l\_ efﬂli ~ ~ ~
Falta veure que - 4 le™"! < € V¥ 1 si |h| és prou petit.

Considerem la série de poténcies de la funcio e~ "1+ com a funcié de h € C
en un entorn de h = 0:

~

n

6—(u1+h)lA _ €—u1lA . Te—mfh + Z(_Dnl_e—,uﬁhn.

n!
n>2
Per tant,
7(M1+h)/l\_ 7“1? Y N | — 1lA| Tn
e e e
l —p1l < e n
7 L BT 2
n>2
e—lRe(ul) . R
= ———— (M —1—1]n). (1.23)

Utilitzem ara el desenvolupament per Taylor de la funcio6 real e*, per a x = Z\|h|,
en un entorn del 0O:

M =1+ T+ 5 e[hP,

on 0 <& <Ih|.

Llavors, seguint de (1.23),
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2
- flRe(m)l 5|h| |h|e5 [Re(p1)
[EE 72 . -
<L || HA=Relm) < S hle %Y < M(u)|h| <€ V1,
R
si |h] < e(2,u1) (és que |h| — 0), i M(uy) és el valor del maxim de la funcio
x| Re(u)

g(x) = 5€ > que existeix ja que Re(u1) > 0 (recordem que py € D).

Pel que fa a la segona funcio, considerem ’operador

D : L*(0, +00) — L'(0, +00)

+0o0 . N o - . -
DHD) =— [ BET) e ﬁ b(Ta) (a—1) e @D dq £(D) di
0 l
1 .
Vegem que ||—(K,4n — Ky) — D < esilh| <é:
h £(11(0+9))

1 1
H#Kmh _K,)-D ~(Kypinf = Kyaf) = DS

= sup ||—(
c S I
R —(ua+h)(a=1) _ ,—p2(a—1)
= sup / G(l, l Je ’“l/ b(l,a) ¢ ¢
1F11<1 7 h

+ (a—l) —ha(a } da f() p

/ / —(pa+h)(a—T) _ e—h2(a=l)
Hf||<1

h
da |f(D)] dl

VAN

+ (a—l)e p2(a

— b(s0) sup / /
1F11<1

2

+ (a—1De 7l D

T A O
[IflI<1

H2 M2
+h)(a=l) _ o—42(a—0)

e~ D dq | £(D)] dl

N
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. e~ (Rl _ o~ (a-1) ~ wmas| .
ja que . + (a—1)e” 2 < € per a tot valor positiu de

~ R
(a —1) si |h| < & pel mateix que abans, i prenent ¢ < € e(,uQ).
2b(00)

O
Lema 1.8.5 7 (1, p2) €s una funcio estrictament decreizent d’ambdues variables.
Demostraci6

Comencem suposant fixada fis.

Suposem que r no és estrictament decreixent, és a dir, que existeixen dos valors
de py, 0 < pi < p? tals que

r(uy, p2) = r(pd, p2) = ¢ > 0.
Com que ja hem vist que r és monotona (lema 1.8.1), ha de ser que
P, p2) = ¥ pa € [y, ).
Aleshores I'operador %Km té 1 com a valor propi per a tot pu; € [pl, p2].
Sigui ® = {z € C / Re(z) > 0}. Com que I'aplicacio

D — L(L'(0,+00))

1
H1 — EKM

1 1
és una funcio analitica sobre © (Lema 1.8.4), —2K31 és compacte 1 (1 — —2K31> és
c c
invertible en algun lloc de © (ho és perqué HKﬁlH < ||Ku|I> = 0 quan iy — +oo,

1
i per tant segur que hi ha algun valor p € ® per al qual r(—QKi) < 11 que per
c

1 -1
tant existeix (1 - —QKE) ) aleshores, pel Corol-lari 1 de [68], la funcio
c

D — L(L(0,+00))

1 -1
C
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és una funcié meromorfa sobre @, i per tant té les singularitats aillades. Cosa que

1
esta en contradiccié amb el fet que I'operador —K,, tingui 1 com a valor propi per
c

a tot pu € [uf, 13]-
Si fixem gy la demostraci6 és idéntica.

|

Observacio 1.8.4 Per les propietats que acabem de demostrar de la funcid r(jy, pz)
podem assequrar que, o bé la corba de nivell 1 és buida, o bé és la grafica d’una
funcio estrictament decreizent al pla pps.

1.8.4 Existéncia de solucions estacionaries

Amb tot el que acabem de veure, per provar l'existéncia d’una funci6 ¢(l) que
compleixi (Kc¢)(l) = ¢(l) per a K donat per (1.20), falta demostrar que, si es sat-
isfan determinades condicions que citarem més endavant, existeixen nombres i i
o per als quals r(pq, o) > 1. Aleshores podrem assegurar 1'existéncia de nombres

[y 1 fi per als que (i, fia) = 1.

De fet, amb aixo no n’hi ha prou per demostrar 'existéncia de solucions esta-
cionaries. Podrem assegurar que n’hi ha si la funcié propia ¢(l) de valor propi 1
de l'operador K (f11, fi2) definit a (1.20) compleix que

{ m1<P7 Q) = /Il

ma(P, Q) = iz,

on P i@ vénen donats per (1.15) i (1.16).
Fixem-nos primer en la segiient proposici6.

Definicié 1.8.4 Sigui la funcid N (I, p1, p2) = e_‘“l/ b(l,a) e "D dq.
1
Proposicio 1.8.1 Sisup N(I, p1, o) < 6 < 1 aleshores r(uq, p2) < 1.
!

Demostraci6é

Es immediat comprovar que ||K|| < 1:

+oo  pHo0 . R PN
1Kl = sup 1S < swp [ [ 500 N proa) D] d
1F11<1 [lfll<1Jo 0

+oo - R R +o0 R N
= swp [ N O <5 s [ D] dT =5 <1
[1f]I<1 Jo [IflI<1Jo
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Observacio 1.8.5 Si suposem que la taxa de fertilitat té la forma definida a (1.3),
aleshores és facil comprovar que N(I, pui, p2), com a funcié de l, és continua a
[0,400) (suposant que by(l) sigui continua, cosa prou raonable pel sentit biologic
que té), N(0, p1, o) =0 @ zligloo NI, p, u2) = 0, i per tant la funcic N(I, py, pio)

pren un maxim absolut com a funcio de l fixades py © po.
Llavors, st max N, py, pu2) < 1 es complira automaticament la hipotesi de la

Proposicio 1.8.1.

Teorema 1.8.4 Suposem que la mortalitat dels individus adults mo €s tal que
inf my > b(00). Aleshores no existeizen solucions estacionaries del sistema (1.4).

Demostracio

En el cas que existissin solucions estacionaries hauria de ser per a valors po
pertanyents al rang de ma, ja que s’hauria de complir que my(P, Q) = po.
Aleshores, si ps > inf mo,

_ bo9) _ b(oo)

< s <1
4o inf mo

SIIle(l,ul,uz)

per a qualsevol valor de pp, 1 per tant, utilitzant la Proposicié 1.8.1, en aquest cas
no hi haura cap funcié propia de valor propi 1 de 'operador K, i conseqiientment
no existiran solucions estacionaries.

O

De fet, si tenim en compte que el significat biologic de la funcio N (I, p1, p2) no
és més que el nombre de descendents que tindra de mitjana un individu qualsevol
amb edat de maduraci6 [, fixades les mortalitats, sembla natural pensar que si
N(l, 1, pu2) < 1 per a tot valor de [, la poblaci6 s’extingira, per tant que no hi
haura solucions estacionaries.

A part d’haver de suposar que el sup N (I, 1, 1) sigui més gran que 1, haurem
l

o~

de posar alguna condici6 sobre la funcié (1, 1) per poder assegurar I'existéncia de
valors que facin que el radi espectral de K sigui més gran que 1. Una condicid
suficient és la del segiient lema.

Lema 1.8.6 Suposem que N (I, 1, u2) > A > 1 per a tot I d’algun interval [c,d].
Aleshores, si

l€[c,d]

d 1
inf / B(1,1) dl>X,
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llavors per a aquests valors py i po es té que r(py, u2) > 1.
Demostraci6

Es facil veure que una cota inferior per al radi espectral d’un operador positiu
K ve donada per la segiient desigualtat:

r(K)>sup{r>0: Kf>71f}.
feL1

Efectivament, si existeix una funcio f € L% (0, 00) tal que K f > 7f, amb 7 > 0,
aleshores ||K f|| > 7| f]], és a dir, que '

<%|| ’ > 7,1 per tant ||K|| > 7.

Es pot veure facilment, per induccio, que

L=

1/n

pel que [|[K™[['/" > 7 i per tant que

r(K):= lim |[K"|Y"> 7.

n—-+o0o

Llavors si trobem una funci6 f € L} per ala que Kf > (1+ 0)f per a algun
valor de 0 > 0, ja podrem assegurar que 7(uy, p2) > 1.

Sigui X7 la funcié caracteristica sobre I := [c, d], és a dir,
1 silel
Xr(l) = { 0 sino.
Aleshores, per a aquesta funcio, essent szd / B(l, + e,
€le

KXi(l) = /ﬁ(z,f) N, o, po) dl > A/ﬁ(l,?) dl

> A inf / B(1,7) dl Xp(1) = A <)\+6) Xr(1) = (14 6)Xs (D).

l€[e,d]

Llavors, fixats els valors de p; i g, si suposem que

+oo
N, py, po) :== e"“l/ b(l,a) e @D dg > X > 1
I
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en algun interval I per a [, i que en aquest interval es compleix que

~ ~ 1
%g/lﬁ(l’l) dl > %
aleshores podrem assegurar I’existéncia d’alguna funcié propia de valor propi 1 de
I'operador K, com queda reflectit a la proposicié segiient.

Observem que el que signifiquen aquestes dues condicions és que, d’una banda,
hi hagi alguns valors de [ per als quals els individus amb aquesta edat de madu-
raci6 tinguin, de mitjana, més d’un descendent (perqué N (I, uy, o) és precisament
el nombre mitja de fills que té un individu amb edat de maduraci6 [ al llarg de
la seva vida fixats els valors de les mortalitats p1 1 pg), i d’altra banda, que la
mutacié donada per la funcié de densitat 3 (l,z\) no dispersi molt en aquest rang de
valors de [ (evidentment com més gran sigui A, menys restriccions tindra la funci6

).

Proposicio 1.8.2 Sigui N(I, iy, p2) := e_‘“l/ b(l,a) e 2D da com abans.
!

Si existeizen 1Y i pd i un interval I tals que N(I,ud,uS) > X > 1 per al € 1,

i st 1ln§ B(1,1) dl > <, aleshores existeizen uns tnics (> p0) i fiz(> 1) tals
€

A
que 7(fy, 1) = r(ul, @) = 1. A més dues uniques funcions propies positives
normalitzades corresponents al valor propi 1, ¢z 9(1) i c,0 (1), dels operadors
K (fir, 1) 1 K (uY, fi2) respectivament.

Demostracid

Es immediata utilitzant el Lema 1.8.6 i les propietats de la funcié r(p, us).
O

Un cas particular on és relativament facil comprovar la primera hipotesi de la
Proposicié 1.8.2 és quan la funcié b només depén de [:

Proposicio 1.8.3 Suposem que la funcié b no depén de l'edat (b(l,a) = b(l)), és
a dir, que la taza de fertilitat només depén de l'edat de maduracid. Si ps < b(00)
aleshores ezisteix un valor (prou petit) de py tal que N (I, p, pe) > A > 1 en algun
interval I, @ per tant es complira la primera hipotesi de la Proposicio 1.8.2.

Demostraci6é
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b(l)

Com que en aquest cas N(I, juy, puz) = e "' =2 si volem que N(I, 1, po) > 1
M2
en algun interval, n’hi ha prou que es verifiqui
2

b(l)

el >

en algun interval. Pero la funcio

o) =45

per les propietats de b(l), s’acosta a infinit quan [ s’acosta a 0, és decreixent i
2

b(0)
prou petit per al que es compleix que e #1! > ¢(I) en un interval J C R*, i per
tant existeix un A > 11 un interval I C J en el qual N (I, py, o) > A > 1.

s’acosta a la constant < 1 quan [ s’acosta a infinit. Aleshores existeix un

|

Observacié 1.8.6 Si pensem que la mida dels joves varia proporcionalment amb
I’edat, com més gran sigui l’edat de maduracio d’un individu més gran sera aquest
quan arribi a ser adult. I si pensem que el que influeix prioritariament en la
capacitat de reproduir-se és justament la mida (com més gran és lindividu, més
ous pot posar, per exemple), i que un cop que s’arriba a ser adult ja no es creix
més, aleshores, si l’esperanca de vida dels adults és prou baixa, en aquesta situacio
és natural pensar que la funcio b només depen de l, i aixi es compliria la primera
condicio de la Proposicio 1.8.3. Fins i tot, si la vida dels adults és prou curta,
podriem considerar aquest grup no estructurat amb ’edat. Aixo passa en gran
varietat d’especies d’insectes.

1.8.4.1 Mortalitat dels adults constant

Com hem comentat abans la Proposicié 1.8.2 no garanteix l’existéncia de solu-
cions estacionaries. Hi ha situacions en les que si podrem assegurar tant I’existéncia
com la unicitat d’aquestes solucions. Aixi és, per exemple, quan la mortalitat dels
adults my és constant (cas que es pot donar, per exemple, quan Iesperanga de vida
dels individus adults és molt baixa) i m; només depén de P, és a dir, m; = m;(P).
Direm m;(o0) al suprem de la funcié mq(P).

Enunciem, per a aquest cas particular, el segiient teorema:

Teorema 1.8.5 Suposem les hipotesis del Teorema 1.8.3 i que la mortalitat dels
joves és de forma my(P), és a dir, només depeén de la poblacio de joves, i que la
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mortalitat my €s constant. Suposem també que r(my(0), my) > 1 (per exemple que
es compleizen les condicions de la Proposicid 1.8.2 per als valors p§ = my(0) 1
uS =msy) i que r(my(o0), my) < 1.
Aleshores ezisteizen un inic valor [y i una unica funcié c¢(l) € L1(0,+o00) de
manera que

Kge(l) = ¢(1)

1 que N
—fita <
u(l, a) = { c(l)e a<l

c(l)eMilemma2(a=l) g > |

és solucid estacionaria del problema (1.4).

Demostraci6é

Com que 7(pq, u2) = 1 és la grafica d'una funci6 estrictament decreixent (Ob-
servaci6 1.8.4), aleshores existeix un tunic valor 7 amb

ml(O) < ,[[1 < ml(oo)

tal que (@1, me) = 1. Recordem que aixo implica (per les propietats que té 1'op-
erador K) que existeix una tnica funcié propia cg; (I) normalitzada de valor propi
1 i que és quasi-interior al con positiu L}r(O, +00). A més, 1 és I'inic valor propi
que té associat una funcié d’aquest tipus.

Totes, doncs, les funcions (positives) que compleixen (Kz;c)(l) = c(l) son del
tipus
c(l) = acg (1),

on a € RT.

La soluci6 estacionaria del problema (1.4) sera (vegi’s (1.14) i els comentaris
que la segueixen) de la forma

. —pia <
u(l,a) = { acg; (l)e a<l

acg; (e Filemm2a=h g > .

Perqueé sigui efectivament la solucié que busquem ha de passar que aquest valor
111 compleixi que
mi(P) = jii,

on P és la poblaci6é de joves corresponent a l’estat estacionari. Es a dir, que

+oo  pl .
my <a/ / ci; (1) e da dl) = [11.
0 0
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Com que my(0) < f11 < my(00) i la funcié m; és estrictament creixent, podem
trobar una tnica constant o que ens donara la solucio:

my ()
0= - .
/ / ci; (1) e da dl
0 0

|

Observacié 1.8.7 Es clar que si pensem la moratlitat my constant i mo depenent
només del total de la poblacio (Q obtenim un resultat analeg.

1.8.4.2 Mortalitats dependents del total de la poblacié

Si suposem que les mortalitats depenen del total de la poblaci6 P + @ (la
quantitat d’individus d’un tipus influeix en la mortalitat de I’altre) podem enunciar
un teorema semblant al cas moy constant.

Teorema 1.8.6 Suposem les hipotesis del Teorema 1.8.3 i que les mortalitats de-
penen del total de la poblacio: my(P + Q) i mo(P + Q). Suposem també que
r(m1(0),m2(0)) > 1 (per exemple que estem en les condicions de la Proposicio
1.8.2), i que r(mq(00), ma(00)) < 1.
Aleshores existeiren valors vnics iy i fia i una tinica funcié c(l) € L'(0,+00) de
manera que

(K (1, @)e) (1) = ()

u(l,a) = { c(lerme a<l

c(l)e Filemm2(a=l) g >

1 que

és solucid estacionaria del problema (1.4).
Demostracié

Com que la corba de nivell 7(p1, 12) = 1 és la grafica d’una funci6 estrictament
decreixent (Observacié 1.8.4) i la corba continua del pla ;9 definida per

t €[0,+00) — (my(t), ma(t))

té les dues components estrictament creixents i a més r(m(0),m2(0)) > 11
r(my(00), ma(00)) < 1, aleshores existeix un tnic valor f; amb

m1(0) < 17 < my(00) (1.24)
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i un dnic o amb
ma(0) < fia < ma(00) (1.25)
tals que r(f1, f12) = 11 a més que

my (i) = my ' (fi2). (1.26)

Com que el radi espectral és 1, aleshores existeix una tnica funcié propia nor-
malitzada f(l) € L% (0,00) associada a aquest valor per a 'operador K(fi1, fi2).
Llavors totes les funcions propies soén de la forma

on o € RT.
La solucio estacionaria del problema (1.4) sera doncs de la forma

u(l,a) = { af(he-e a<l

af(le fle=mla=l g >
Perqueé sigui efectivament la solucié que busquem ha de passar que

mi(P+@Q)=m 1 m(P+Q) =,

on P i () son les poblacions de joves i adults a 1’estat estacionari, és a dir

P = //fe‘”“dadl —/f —e M) dl
_ E(l_/o ) e dl>, (1.27)

QR = //f el e=k200=0) qq dl

= = F(1) e dl. (1.28)

Llavors s’ha de complir que

(o (- 2) [ 0] -

1 que
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Podem aillar a de la primera equacié gracies a (1.24), i recordant que m; és
una funcié estrictament creixent:

my ' (fir) _
A (R A) 0 et

Podriem aillar-la igualment de la segona usant la propietat (1.25), i per (1.26)
a és la mateixa.

o =

a

1.8.4.3 Joves i adults no competeixen pels recursos

Anem ara a veure, sota certes hipotesis, I’existéncia de solucions estacionaries
en el cas en qué I""ambient"és bidimensional, és a dir, en el cas que la dimensi6
de ’espai on es troben les variables que, si les pensem fixades, fan que el sistema
(1.4) sigui lineal (en aquest cas P i Q) és dos.

Suposem ara que les mortalitats depenen només del total de la poblacio del
respectiu grup: my; = mq(P) i mg = ma(Q). Aixo correspon a qué joves i adults
consumeixen recursos diferents de forma que la sobrepoblacié d’un grup no perju-
dica les possibilitats de supervivéncia (no en canvia la mortalitat) de I'altre (vegi’s
[17] i [18]).

En les mateixes hipotesis dels Teoremes 1.8.5 1 1.8.6 per tal d’assegurar que
la corba de nivell 1 de la funci6 r(uq, pe) no és buida i que una part d’aquesta es
troba al recinte (mq(0),mq(00)) X (m2(0), ma(c0)) podrem assegurar l’existéncia
de soluci6 estacionaria, perd no la unicitat.

Abans d’enunciar el corresponent teorema, donem una definicio.

Definicié 1.8.5 Com ja hem observat anteriorment (Observacio 1.8.4), la corba
de nivell 1 de la funcid r(u1, p2) es pot pensar com la grafica d’una funcid estric-
tament decreizent al pla puqpio.

Anomenarem R(u) a aquesta funcid. Aixi, per a cada parella de valors py i pis
tals que r(u1, p2) = 1 podrem posar o = R(p1).

Teorema 1.8.7 Suposem les hipotesis del Teorema 1.8.3 i que les mortalitats de-
penen de la poblacic del corresponent grup: my(P) i mo(Q). Suposem també que
r(m1(0),m2(0)) > 1 i que r(my(c0), ma(c0)) < 1.

Aleshores existeizen valors [iy i fia que determinen una funcid ¢(l) € L1 (0, +00)
de manera que

(K (i1, pr2)e) (1) = e(l)
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1 que

c(l)e~He a<l
u(l, @) = { c(l)e‘mle_m’(“_“ a>1

és solucid estacionaria del problema (1.4).

Demostracio

Suposem que existeix una parella de valors uy i ps tals que 7(py, o) = 11
de manera que my(0) < p; < my(c0) i ma(0) < pe < ma(co) que defineixen una
solucio estacionaria del problema (1.4). Aquests valors donen lloc a un operador K
que té radi espectral 1, pel que ens donen de manera tinica una funcié normalitzada,
f(1), que és funci6 propia de valor propi 1 de 'operador K.

Aquesta soluci6 estacionaria serad de la forma

af(l)e e a<l
u(l,a) = { Oéf(l)efullef"m(a*l) a > l, (129>

i 'expressio de P i @) en 'estat estacionari en funci6 de f(I) sera, utilitzant (1.27)
i (1.28),

P= % (1 - /OOO F(1) et dl) = %(1 — (1)),

a [ «Q
Q= _/ f) et dl = —I(),
K2 Jo M2
on

() = /OOO F) et dl

només depén de p; per la relacio ps = R(ju1).
L’expressio (1.29) sera solucié estacionaria del problema (1.4) si, a més de
complir-se que 7(p1, 12) = 1, tenim que, per a algun valor de «,

A

Fixem-nos primer de tot que el valor de py queda determinat per pp: com que

r(ps p2) =1, po = R(mm).
De la primera equacié podem trobar el valor que ha de tenir a:

(S0 10)) =

H1
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i com que my(P) és una funcié estrictament creixent i my(0) < p3 < my(00),
aleshores a queda determinada també per p:

_ pvmy (i)
1—1I(m)

Substituint aquest valor a la segona equacio, ens queda que s’ha de complir que

m2(Q) = M2,

és a dir, que, com my és estrictament creixent i mo(0) < ps < ma(00),

L I() = my (11a),

2
1 per tant que
_ I(Ml) _
! —F— =R YR .
pamy - (pa) 1— I(m) (r)my ™ (R(p))
Per tant, tindrem soluci6é estacionaria si i només si
1-1 (R
M1 = —(ul)R(Ml)—mQ ,(1 (Ml));
I(p1) my ()
o sigui, si p; és un punt fix de la funcié
1—1I(p my  (R(p
(1) my ()

definida a 'interval

(', 1) = {p € D(R) : R(p) € (m2(0),m2(00))} N (ma(0), m1(00)),

on D(R) és el domini de la funcié R.

Clarament p' = min{u € [m1(0),mi(c0)] : R(u) € [m2(0), mo(c0)]} i p? =
max{p € [my(0), my(c0)] : R(p) € [m2(0), me(c0)]}. Demostrarem l'existéncia de
com a minim un valor u € (u!, u?) que sera un punt fix de F(u). A més, per
construcci6é d’aquest interval, aquest punt fix pertany a (m;(0), m1(c0)) i la seva
imatge per R a (m2(0), ma(00)), 1 per tant quedara provada lexisténcia de com a
minim una solucié estacionaria.

Fixem-nos primer de tot que la funcié F(p) és una funcié continua a (u!, u?):
per a tot valor p € (u!, p?), my'(u) és diferent de 0 i continua; R(u) és continua
i R(p) € (ma(0),ma(00)), per tant my*(R(x)) té sentit i és continua; I(u) # 0 ja
que la funci6 propia associada era positiva q.p.t., i a més I(u) és continua ja que,
com que la continuitat a L'(0,00) de la funcié propia respecte del parametre p
(posarem f,(l)) esta garantida pel Lema 1.3 de [21], podem fer
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=1 = | [ fw e a= [T e a
| amera- [Troena
[ hwema- [ e a

/ WWWW—JWm+/ D) — £ dI
0 0
< NN M= fall < e

IN

IN

ja que |e ™ — e P < ¢ per a tot [ > 0 per (1.22).
A més

(i) lim F(u) = 400 ja que, si u' = my(0), com que R(u') > my(0) (hem

p—plt
—1
R
suposat que 7(mq(0), mo(0)) > 1), aleshores M — +oosi p —
my

p'™ (veure la figura (1.1)), i si ! > my(0), aleshores R(p') = my(o0) i,
com que ' < mj(oo) (hem suposat que r(mi(00), me(00)) < 1), tambe
my ' (R(p))

— — 400 si p — p!t (veure la figura (1.2)).
my (1)

(ii) ul—ig%* F(p) = 0jaque, si u? = my(00), com que R(1?) < ma(00) (r(my(00), ma(c0)) <

1
R
1), aleshores %(’l;)) — 08l p — p* (veure la figura (1.2)), isi p? <
my \p
my(00), aleshores R(u?) = my(0) i, com que p? > my(0) (r(my(0),mo(0)) >
my (R(p?))
1), aleshores ——3——-== =0 (veure la figura (1.1)).
my - (1?)
Llavors existeix com a minim un valor /; € (u!, u?) amb F(g;) = ;. La parella
~ _1 ~
de valors puy = fi1 1 g = iz = R(f11), junt amb el valor a = %((ﬁl)) fan que la
— {1

funcio (1.29) sigui soluci6 estacionaria del problema (1.4).
O
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r(py,p2)=1

m(0)[ ~ =~ —
| —

my ()

T

|
[
|
| :
put= my (0) u

Figura 1.1: Casos pu' =m4(0) i u? < my(00).

mz () — — —

T(H1,H2) =1 [ e —

I
I
I
|
|
|
m(0)[- — — — 0
I
!

|
|
|

|
|
1
my(0) ut K=y ()

2

Figura 1.2: Casos pu' > m;(0) i p? = my(o0).

1.9 Estratégia evolutivament estable

Considerem el model sense mutaci6 de la variable [, és a dir,

( Ou ou
E(a, t)+ %(a,t) +m(P(t),Q(t),l,,a)u(a,t) =0

u(0,1) = /l+°° b(l,,a) u(a,t) da (1.30)

L u(a,0) =ug(a),

on [, és un valor fixat (o estratégia) de forma que tots els individus maduren a la
mateixa edat. Aquest s’anomena estratégia "resident" del tret evolutiu i d’aqui el
subindex 7. Ara la densitat de poblaci6 és u = u(a,t).

El model (1.30) esta clarament en les hipotesis d’existéncia i unicitat de solucio
del llibre [74].



1.9. Estratégia evolutivament estable 77

Suposem que tenim una solucié estacionaria (asimptoticament estable) del sis-
tema (1.30), u,;,, que ens fixara les poblacions de joves i adults,

lr 0o
B, = / w, da 1 Q= / w, da,
0 Iy

i introduim en aquesta poblacié una quantitat prou petita d’individus amb edat
de maduraci6 [; (i per "invasora"), també constant per a tots ells, de manera que
suposem no afecta a les poblacions totals. Diem wv(a,t) a la densitat dels nous
individus, que haura de complir el segiient sistema lineal:

( Ov @

—(CL, t) + da

at (CL, t) + m(-le erv lia CL)’U((I, t) =0

v(0,t) = [JFOO b(l;,a) v(a,t) da (1.31)

L v(a,0) = wvo(a).
Aquest model lineal també esta contemplat a [74] pel que fa a existéncia i unic-

itat de solucions. També es prova que les solucions vénen donades per un semigrup
fortament continu d’operadors lineals acotats i que aquest és positiu.

Definicié 1.9.1 La cota de creizement d’un semigrup T(t) és el nombre

W(T) = inf{w € R/AM > 1: ||T(1)]] < Me*,t > 0},

La cota de creixement del semigrup és el que ens doéna el ritme al qual poden
créixer o decréixer les solucions del sistema.

Definicié 1.9.2 [, es diu que és una estratégia evolutivament estable (ESS) si
el semigrup solucid associat al model (1.31) corresponent a l'estratégia invasora
l; # 1. té cota de creizement negativa (per a tota l; # l.) i, conseqiientment,
aquesta poblacio invasora s’acaba extingint.

1.9.1 Existéncia de solucio estacionaria

Una soluci6 estacionaria no trivial del sistema (1.30) sera una funcié u(a) no
nul-la, si existeix, que compleix

Z—Z(a) +m(P,Q,l,a)u(a) =0

» (1.32)
u(0) :/z b(l,a) u(a) da.
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Aqui [ fa referéncia a l'estratégia resident que abans hem anomenat [,.

Per tant sera de la forma

U(CL) = ce” Jo m(P.Q,l,a) doz,

amb ¢ complint

c= / b(l, CL) c @_.foa m(P,Q,l,a) da dCL7
l

és a dir N
1= / b(l,a) e~ Jom(PQ,L) da da.
l

Si considerem que la mortalitat m té la forma

mi(P) sia<l

m(P,Q,l,a) = { ma(Q) sia> L, (1.33)

i diem py; = my(P) i pg = mo(Q) tenim que s’ha de complir la segiient igualtat:

1= e‘“l/ b(l,a) e 2D da =: F(py, j1z). (1.34)
I

Es facil veure que F(u1,pi2) és una funcié continua, estrictament decreixent
amb les dues variables i que té limit zero quan fixem una de les dues i fem tendir
laltra a infinit. Per tant si existeix un valor de [ per al qual es compleix

SupF(lLLb/lQ) > 17

aleshores podrem assegurar 'existéncia de la corba de nivell F'(uy, ) = 1 per a
aquest valor de [.

Aixo no és suficient per demostrar I'existéncia de solucié estacionaria del sis-
tema (1.30). Ha de passar, a més, que aquests valors de 1 i ps que fan que
F(p1, 2) = 1 compleixin que

P) =
{ ma(P) = (1.35)
ma(Q) = pia.

Podem enunciar, en aquest sentit, teoremes semblants als d’existéncia de solu-
cions estacionaries del sistema evolutiu. Per exemple, si considerem la mortalitat
dels adults constant (mq(Q) = my), tenim el segiient teorema d’existéncia i unici-
tat:

Teorema 1.9.1 Suposem que la mortalitat dels joves és de forma my(P), és a
dir, només depeén de la poblacio de joves, i que la mortalitat mo €s constant. Si
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per a un valor de | es té que F(my(0),ms2) > 1 i F(my(00), ma) < 1, aleshores
existeizen un unic valor fi1 i una unica constant ¢ de manera que

F(f,mg) =1
1 que N
_J cem® a<l
u(a) = ce Milg=mala=l) g >
és solucio estacionaria del sistema (1.30) prenent com a estratégia resident . = [.

Demostracio

Com que F(u1,p2) = 1 és la grafica d'una funcié continua estrictament de-
creixent, aleshores existeix un tnic valor j1; amb

m1(0) < 13 < my(00)

tal que F'(py, mo) = 1.
La solucio6 estacionaria del problema (1.30) sera de la forma

(a) = ce H1a a<l|
W= cemmlg—mala=l) g 5 [,

Perqueé sigui efectivament la solucié que busquem ha de passar que aquest valor
[17 compleixi que
ml(P) = /Ila

on P és la poblacié de joves corresponent a l’estat estacionari. Es a dir, que

!
my (c/ e Ha da) = [i.
0

Com que my(0) < 17 < my(o0) i la funcié my és estrictament creixent, podem
trobar una tnica constant ¢ que ens donara la solucio:

my (i)
-
/ e M da
0
O

De la mateixa manera podriem enunciar teoremes d’existéncia i unicitat si
consideréssim m; constant i ms només depenent de (); i també si pensem les dues
mortalitats depenent del total de la poblacioé (m1(P + Q) i mao(P + @Q)). També
es pot assegurar l'existéncia (i no la unicitat) per al cas que les mortalitats de-
penguessin de les respectives poblacions (my(P) i m2(Q)). Les demostracions son
totalment analogues a les dels teoremes d’existéncia del sistema evolutiu (teoremes
1.8.6 1 1.8.7). Pel cas de no competéncia pels recursos entre els dos grups tindriem
el segiient teorema:
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Teorema 1.9.2 Suposem que les mortalitats depenen només de la poblacio del cor-
responent grup: my(P) imo(Q). Siper a un valor del es té que F'(my(0),m2(0)) >
1 i F(my(00),ma(00)) < 1, aleshores ezisteizen valors [iy i fia que determinen una
constant ¢ de manera que

F(%?/Z&) =1
1 que
) e a<l
ula) = ce tle=m2(a=l) 4 5|

és solucio estacionaria del sistema (1.30) prenent com a estratégia resident . = [.

Observacio 1.9.1 A partir d’ara a la solucid estacionaria del sistema (1.30) cor-
responent a un valor de | concret la denotarem per wy(a).

1.9.2 Existéncia d’ESS

Suposem ara que tenim un equilibri del sistema (1.30), asimptoticament estable,
u,(a), i introduim una quantitat prou petita (de manera que podem suposar que
la poblaci6 total no queda modificada) d’individus amb edat de maduraci6 I; # [,
amb densitat w;(a,t).

Aquesta poblaci6 invasora haura de complir el sistema lineal (vegi’s (1.31))

( Gul 8u1 .
E(a,t} + %(a,t) +m(P, Qr, l;, a)u;(a, t) =0

u;(0,t) = [JFOO b(l;,a) u;(a,t) da (1.36)

L ui(a,0) = ui(a),

Iy 0o
on P, = / u,(a) dai @, = / u,(a) da.
0 I
Com hem comentat abans aquest model lineal té garantida l’existéncia i unic-
itat de solucions, vegi’s [74], on també es prova que les solucions vénen donades

per un semigrup positiu fortament continu d’operadors lineals acotats.

Una estratégia [, sera una ESS si la cota de creixement del semigrup solucié
de (1.36) és negativa per a tota estratégia invasora l; # [,.

Definicié 1.9.3 La cota espectral d’un operador lineal A és el nombre real
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s(A) = sup{Re(\) : A € 0(A)},
on o(A) és lespectre de A.
El segiient teorema, que podem trobar per exemple a [75], ens assegura que la

cota de creixement del semigrup solucio del sistema (1.36) (w(7")) coincideix amb
la cota espectral del seu generador infinitesimal A (s(A)):

Teorema 1.9.3 SiT(t) és un semigrup positiu fortament continu d’operadors lin-
eals acotats sobre 'espai de Banach LP(Q2), 1 < p < oo, 1 A és el seu generador
infinitesimal, aleshores w(T) = s(A).

Estudiarem, doncs, la cota espectral del generador infinitesimal del semigrup solu-
ci6 de (1.36). El primer resultat és el segiient:

Proposicio 1.9.1 Tot valor espectral del generador infinitesimal del semigrup
solucio del model (1.36) o bé té part real menor que —myq (el suprem de les cotes
inferiors de la funcié mortalitat m), o bé és un valor propi.

Demostraci6é

Sigui f € L'(RT,R) i considerem el generador del semigrup solucié de (1.36)

A= o m(a). Un valor A sera un valor espectral de I'operador A si I’equacié
a

per a la funci6 v
AN=Apv=Ff (1.37)

no té solucié per a alguna funcié f (recordem que v ha de complir la condici6 de
frontera del model (1.36), és a dir, que ha d’estar dins del domini de l'operador

A).
Si podem aillar v de (1.37) tindra la forma

v(a) = v(0)e” el (@i 1 g(q),

gla) = OO [ )it o)
0

Fixem-nos que si Re(\) > —my aleshores la funcié v(a) és una funcié de
LY(RT,R) ja que

6—()\(1—5—]6“ m(a)da) < 6—(/\—i-m())a7

que és integrable si Re(\) > —my.
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v(a) també ha de complir la condici6 de frontera:
v(0) :/ b(l,a) v(a) da,
l
és a dir:

v(0) = /l "l a) (U(O)e*@ﬁfo“ m(@)der) 4 g(a)) da.

Equivalentment

v(0) (1 —/ b(l,a)e_(’\“+~f0am(a)do‘)da) :/ b(l,a) g(a) da.
I I

I podrem aillar v(0) només si 1 — / b(l, a)eQatlo m@)d) gy o
) !
Es a dir, A serd un valor espectral si, o bé Re(\) < —mg, o bé es compleix
1— / b(l, a)e_(A“J“an m(@)de) gg, = (), que no és res més que 'equacié caracteristica
!

per als valors propis de 'operador A.
O

A partir d’ara direm G(I,\) a la funcié
GUN) = [ bt a)e el e g,
I

és a dir, A sera un valor propi de I'operador A (corresponent a l'estratégia [) si es
compleix

G\ = 1.

Per la proposicio anterior, si volem veure que la cota espectral de 'operador A
és negativa, sera suficient comprovar que els valors propis tenen part real negativa.
A més, només haurem de considerar valors propis reals:

Lema 1.9.1 Suposem que hi ha un valor A € C que compleiz que G(I,\) = 1.
Aleshores existeix un valor ;i € R amb p > Re(\) complint G(I, u) = 1.

Demostracié
Sigui f(l,a) := b(l,a)e”Jo ™ 4 Llavors G(I, \) :/ e f(l,a) da.
l

Suposem que tenim un A € C, A ¢ R, tal que G(I, \) = 1. Prenent moduls:
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1= |G, )| =

/OO e f(l,a) da
I

Llavors, si G(I,\) = 1, tenim que G(I, Re(\)) > 1, i com que G(l,z) és una
funcio estrictament decreixent respecte z € R i liH(l) G(l,x) = 0, aleshores existeix

< /Oo e~ N (1 a) da = G(I, Re(N)).
l

un nombre p € R tal que G(I, u) = 1, i a més complint que p > Re(\).

O
Només ens preocuparem a partir d’ara, gracies al lema anterior, dels valors propis
reals.
I com que

Ga(li, \) = —/ a b(l;, a) exp {—)\a —/ m(P,, Qr, l;,a) |da <0
! 0

i

podem posar A en funcié de ;: A = A({;).

Per qué les solucions de (1.36) tendeixin a zero quan t s’acosta a infinit ha de
passar que A(l;) < 0 per a tot [; # [, és a dir, que [, sera ESS si A(l;) < A(l,) =0
per a tot l; # .. Dit d’una altra manera, que [, sigui un maxim de la funcio (1),
per tant ha de passar que

N(l,) = 0.

Com que
dG

0= W(l’ A) = Gi(l,\) + Ga(l, )N (1),
que [, sigui un maxim de A implica que X (I,) =0, és a dir, que Gy(l,,0) = 0.
Per assegurar que el valor I, que fa que X (I,) = 0 sigui efectivament un maxim
d’aquesta funcié n’hi hauria prou si A”(l,) < 0, i com que

?G
0= W(l, A) = Gu+ GpXN + (G + GoN)N + G,

resulta que
Gu(l,,0) + GA(l;,0)\"(1,) = 0,

i com que

G)\(l7 /\) < 07
la condicio N'(l,) < 0 equival a dir que Gy(l,.,0) < 0.

Pero, recordant que hem pres la funcié m de la forma definida a (1.33), i dient
pa=ma(F) 1 pe = ma(Qr),
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G(1,0) = / b(l, a)e Mlemm2@=l) do = H(I).
l

Suposem que b(l,a) = b(l). Aixo és pensar que la fertilitat dels adults no
depén de l'edat d’aquests sin6 que només de l'edat a la qual han madurat. En
moltes espécies d’insectes, per exemple, els individus joves creixen fins que passen
a ser adults, moment en el qual deixen d’incrementar la seva mida. Si suposem
que el tamany d’un individu adult és directament proporcional a la quantitat de
descendents que pot tenir, i que la seva esperanca de vida és prou curta de manera
que durant tot aquest periode és capac de reproduir-se per igual, aleshores la taxa
de fertilitat dependra només de la variable [ de forma creixent.

Amb aquesta hipotesi la funcié H s’escriu

b(l)e !
po

Lema 1.9.2 Sigui b(l) una funcié regular, estrictament creizent, acotada i amb
b(0) =0, i sigui k qualsevol nombre positiu.
Aleshores l'equacio

H(l) = (1.38)

(Inb(l)) =k
té com a minim una solucid.

A més, sib"(l) <0 per a tot 1, la solucid és unica.

Demostraci6é

De les propietats de b(l) podem deduir que la funcié f(I) := Inb(l) és estricta-
ment creixent, acotada i amb llim+ f(l) = —c0.
—0

Llavors f’(l) sera una funcio tal que

limsup f'(1) = 400

1—0+

lim inf f'(1) = 0.

[—-+o00

Llavors per a tot k > 0 existeix com a minim un valor de [ tal que
(Inb(1)) = k.
I com que

f/l(l) _ b/,(l)bé?(l_) v (l>7

aleshores, si b”(l) < 0 tenim que f”(1) < 0, pel que f'() és estrictament decreixent.
En aquest cas, per tant, (Inb(l))" = k té una tnica solucié.

|
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Proposicio 1.9.2 Suposem que la funcio b(l) és estrictament creizent i amb b (1) <
0 peratotl. Sil =1, éstal que H'(l,) =0, aleshores H"(l,) < 0 i, per tant, sera
un mazim de la funcid H(l) (i conseqiientment un mazim de la funcio A(1)).

Demostraci6é

Derivem la funcié H(l):

/ el /
H'(l) = (=pab(l) + V(1))
2
Llavors H'(l) = 0 si i només si —uyb(l) + 0'(l) = 0. Sigui [, el valor que fa que
—u1b(l,) + /(1) = 0. Com que

HY(0) = (i (ubl0) = (1) = b (1) + 1°0).
HY0) = )+ 6(L) < 0.

2
O

Teorema 1.9.4 Suposem que b(l,a) = b(l) és estrictament creixent, b(0) = 0 i
amb V"(l) < 0 per a tot .
b'(1)

b(l)
Fi(my(00), ma(00)) < 1, aleshores existeizen valors 1 complint la mateiza condicid
que son ESS del sistema (1.30) amb m donada per (1.33).

Si per a tot | tal que my(0) < < my(o0) tenim que F;(mq1(0), my(0)) > 14

Demostracidé

Per tenir soluci6 estacionaria de (1.30) han d’existir py € [m(0), m1(00)] i
p2 € [ma2(0), ma(o0)] tals que
Rl ) = 00 (1.39)
H2
1 a més
mi(P)=p 1 ma(Q) = pa.

A més, com que la soluci6 estacionaria és de la forma

~f u(0)e~me a <l
(@) = u(0)e tlemH2(a=l) g > [,



86 1. Un model de seleccié 1 mutacio...

les poblacions de joves i adults seran, respectivament,

! 1 —e Ml
P = / u(0)e " da = u(0)————
H1

e_ﬂll

0
Q= / u(0)ele=m2=D g = 4(0) :
! M2

Llavors, per garantir I'existéncia d’aquesta solucid, sera suficient que es com-
pleixi, a més de (1.39),

P —1
12 gmt _qy _ Py (i) (1.40)
H1 Q  my (u2)
Recordi’s que donats 1 pe complint (1.39) i (1.40) llavors u(0) ve donat per
-1
_omy (g
u(0) = =

Perque [ sigui ESS és suficient que a més de (1.39) i (1.40) es compleixi

e_p“ll

H'(l) = o (—pab(l) + V(1)) = 0. (1.41)
Sigui g la funcié definida a [m1(0), m;(c0)] que assigna a cada valor y; 1'inica
soluci6 de l'equacio O'(1) — p1b(l) = 0 (donada pel lema 1.9.2).
De (1.41) podem posar [ en funcio de py € [mq1(0),mi(00)]: g(p1), i de (1.39)
tenim que
Lo = e‘NlQ(Ml)b(g(pq))_

Substituint a (1.40):

e M9Wp(g () (90 — 1) = m;l(eT;gEZ%lZgl(ul)))‘ (1.42)

Considerem ara la funci6 ¢ definida a I'interval [u!, 12%], on

p' = min{p € [m(0),mi(00)] : e Wb(g(n)) € [ma(0), ma(c0)]}

;LQ = max{pu € [m1(0), my(c0)] : e—ug(u)b(g(ﬂ)) € [m2(0), ma(c0)]},
per

— eh1g(p) . Nlml_l(ﬂl)
Pen) <1 b(g(m))mg‘l(6‘“19<“1)b(9(u1)))) '

Com que ¢p(u') > 11 ¢(u?) = —oo, existeix iy € (my(0), my(c0)) tal que ¢(f11) = 1,
i per tant és solucio de (1.42), i llavors | = g(f11) és una ESS.
O



Capitol 2

Periode de laténcia optim en una
poblacié de bacteriofags

2.1 Introduccid

Els bacteriofags (fags) utilitzen els bacteris per reproduir-se. En aquest procés
també provoquen la mort del bacteri. El virus transfereix el seu material genétic a
través de la membrana del bacteri i es replica dins seu. Les polimerases del bacteri
(de vegades del propi virus) s’encarreguen de fer copies del DNA del virus i també
de transformar aquest a RNA. Sobre aquest ultim actuen els ribosomes, que sén
els que produeixen els aminoacids que conformaran la proteina que recobrira el
DNA dels nous virions.

L’aparicié de nous fags dins del bacteri no és immediata, siné que es produeix
passat el que s’anomena periode d’eclipsi (E).

Després de cert periode de temps els ribosomes sintetitzen unes proteines que
deterioren la membrana del bacteri fins a produir-ne la seva destruccié (procés
anomenat [isi) alliberant aixi tots els nous virus. D’altres vegades la lisi ve donada
simplement pel fet que el bacteri té una sobreactivitat important en el procés de
replicar els fags i acaba per destruir-se.

L’espai de temps transcorregut des que el fag envaeix el bacteri fins la seva
destrucci6 és el que es coneix com periode de laténcia.

El nombre de nous fags que genera cada lisi (el burst size) és variable i depén
de la naturalesa dels fags i bacteris i és creixent respecte el periode de laténcia.

En molts articles (vegi’s [1], [2], [63] i [73], per exemple) es considera el burst
size (B) proporcional al periode de laténcia menys el periode d’eclipsi (temps
durant el qual hi ha preséncia de nous fags dins del bacteri):

B=R(l-E), (2.1)

87
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on [ és el periode de laténcia i R la constant de proporcionalitat (la taxa de
creixement intrabacteriana dels fags).

Com hem comentat a la introduccié d’aquesta memoria un periode de laténcia
curt comporta que hi hagi nous fags infectant altres bacteris ben aviat, pero també
que el nombre de fags per lisi sigui baix, mentre que si el periode de laténcia és gran
tindrem un nombre major de fags alliberats a costa de més temps per aconseguir-
ho i per tant el creixement d’aquests es pot veure frenat pel fet que la replicacié
de fags dins del bacteri sol ser (només) lineal i a més esta obviament acotada per
I’espai, de manera que en algun moment el creixement es frenara. Aixi sembla
natural pensar en un temps de laténcia optim (entés com el que déna la taxa més
gran de creixement del nombre de fags).

En els articles citats abans es conjectura (i es comprova experimentalment)
un periode de laténcia optim decreixent respecte la quantitat de bacteris lliures
d’infecci6 i també respecte de la qualitat d’aquests: si el medi on es troben és ric
en nutrients els bacteris seran de millor qualitat, tindran una mida més gran i es
replicaran en periodes de temps més curts. Aixo també afavoreix els fags, que
es troben amb uns bacteris amb una superficie major, i aixo fa que augmenti la
taxa d’adsorcié ja que aquesta es considera proporcional a la superficie (vegi’s [2]
i [35]), i també amb un millor material intrabacteria per a la seva reproduccio, i
en conseqiiéncia la seva taxa de creixement és més gran.

Tambeé a [72] es conclou que el periode de laténcia optim és decreixent respecte
la quantitat de bacteris i respecte de la seva qualitat. La diferéncia entre aquest
article i els anteriors és que aqui es considera el burst size com

R
B = 5(1 — e_D(l_E)),

on D és una constant (D és la taxa que regula el decreixement de la capacitat de
produir virions dins els bacteris infectats). A [72] es considera que, si m(t) mesura
la capacitat de sintetitzar nous virus dins del bacteri,

m/(t) = —Dm(t),

i també que B'(t) = cm(t). Aqui t és el temps transcorregut des que es comencen
a observar virions, és a dir, a partir del periode d’eclipsi £ (¢t = [ — E). Noti’s
que aquesta funcié B és acotada, fet més realista que considerar la funcio (2.1). A
més, en aquest article es pren el valor D = 0.001, i per tant les dues funcions sén
molt iguals fins a valors de [ forca superiors als periodes de laténcia observats.

En tots els experiments comentats en els articles citats es manté artificialment
la quantitat de bacteris no infectats constant i s’estudia el periode de laténcia
optim en aquestes condicions. També es pren constant aquesta quantitat en els
models teorics construits. El model que estudiarem a continuacié correspondra
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a aquesta situacio: pensarem que la densitat de bacteris no infectats és constant
i estudiarem l’existéncia d’un periode de laténcia optim i la seva dependéncia
respecte la quantitat de bacteris lliures i respecte la qualitat d’aquests (identificada
amb la taxa de reproduccio6 dels virus dins del bacteri). La diferéncia radicara que
nosaltres suposarem que el periode de laténcia ve donat per una variable aleatoria
(no necessariament absolutament continua) en lloc de pensar que tots els bacteris
lisen al cap d’'un temps determinat.

2.2 Descripci6é del model

Direm S al nombre de bacteris no infectats, que considerarem constant, i P(t)
al nombre de fags lliures a l'instant ¢.

Suposarem que el periode de laténcia T' és una variable aleatoria no negativa
que ve donada per una funcié de distribuci6 de probabilitat F'(7) de manera que la
probabilitat que el periode de laténcia d’un determinat fag sigui més petit o igual
que T és F(1):

P(T <T1)=F(1).

v(T,t) sera la densitat a temps t de bacteris infectats 7 € (0, () unitats de temps
abans de t, és a dir, 7 és "’edat d’infeccié”, on

[ :=inf{r: F(r) =1}
si F'(1) =1 per algun 7, i [ = 0o en cas contrari.

El burst size B(7) el pensarem com una funci6 del tipus
B(r) = Rb(7),

on b(1) =0si 0 <7 < Eiestricatment creixent si 7 > F (com més gran sigui
'edat d’infecci6 més virions s’observaran dins del bacteri), v”(7) < 0 (la produccio
dels virions es fa amb acceleraci6 negativa) i acotada (pel fet que l’espai dins del
bacteri és finit) amb lim b(7) = 1. R > 1 és la quantitat maxima de virions que

T—00

es poden generar dins un bacteri.

Suposem primer que 1T és una variable aleatoria absolutament continua. En
aquest cas el model vindra donat per un sistema lineal, combinacié d’una equacio
en derivades parcials de primer ordre amb una condici6é de frontera i una equacio
diferencial ordinaria.
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El nombre de lisis que es produeixen entre el temps ¢ i ¢t + dt de bacteris amb
edat d’infeccié entre 7 i 7+ d7 sera el nombre de bacteris amb edat d’infeccié entre
717+ d7 en el temps t multiplicat per la probabilitat que un bacteri amb edat
d’infeccié 7 en el temps t es destrueixi entre t i ¢t + dt:

P(r <T <7+dt)
P(T > 1)
F(r+dt) — F(7)
1— F(7)

v(r,t)dr - P(r < T <71+dt/T >71) = v(r,t)dr

= wo(7,t) dr

Aleshores dividint per dt i fent tendir dt a zero tenim que la mesura de lisis per
unitat de temps ve donada per

v(T,t)

i la taxa instantania de bacteris que lisen a edat 7 és

F(7)

v(T, t)l——F(T)

Per tant el nombre de fags alliberats per efecte de les lisis per unitat de temps sera

!
v(7, 1)
L(t)= | Rb(r)———=dF(7).
0= [ o s ar )
El model, suposant que T és absolutament continua, és el segiient:

p %(T, t)+ %(7, t) = —15,—5;—()7_)1)(7', t) — dv(r, t) <l

v(0,t) = kSP(t) (2.2)

P'(t) = —mP(t) — kSP(t) + L(t).

Aqui l'operador de 'esquerra a la primera equacio és el conegut "operador de I'e-
dat", que simplement expressa que aquella transcorre a la mateixa velocitat que
el temps, m > 0 fa referéncia a la mortalitat o constant de degradaci6é dels fags
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lliures, k& > 0 és la constant d’adsorcio d’aquests i 6 > 0 la mortalitat (també
constant) dels bacteris infectats.

Si diem X a lespai de Banach L'(0,1) x R, i definim els operadors lineals
L:D(L): LY0,]) —RiA:D(A) C X — X com

l /
Lv) = /0 Rb(T)ljj—g()T)v(T) dr.

F' (1
A= _a% o 1715(3) =9 0
L —m—kS |’

D(L)={ve L'0,l): L(v) < o0}

amb dominis

D(A) ={(v,P) € X :v € W"(0,1), v(0) = kSP i L(v) < o<},
aleshores el sistema (2.2) es pot pensar com un problema d’evoluci6 a l'espai X:

si diem u(-) := ( Ug()()) ), aleshores el sistema s’escriu

u'(t) = Au(t),

on l'operador A seria el generador infinitesimal d’un semigrup lineal fortament
continu definit a X.

Si T no és absolutament continua pero, aquest model, entés com el donat pel
sistema (2.2), no té sentit: a la primera equaci6 hi intervé F’(7).

En aquest cas podem donar un sistema d’equacions lineals per a v(7,t) i P(t).
Pel que fa a v(7,t), si 7 < t, la densitat de bacteris infectats fa 7 unitats de
temps al moment ¢ sera la densitat de bacteris infectats en el moment ¢ — 7 per la
probabilitat que la lisi es produeixi a temps més gran que 7 i per la probabilitat
de sobreviure fins aquest instant, és a dir,

v(1,t) =v(0,t —7)(1 — F(7))e™ = kSP(t — 7)(1 — F(7))e™°7;

isiT>t, v(r,t) sera la densitat de bacteris infectats que hi havia en el moment
t = 0 amb "edat d’infecci6"T —t, per la probabilitat que un bacteri infectat fa 7 —t¢
unitats de temps no hagi lisat en el moment 7 i per la probabilitat que un bacteri
que hagi sobreviscut fins al moment 7 — ¢ no s’hagi mort a temps 7, és a dir,
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o7
v(r,t) = U(T—t,O)P(T>T/T>T—t)m
B P(T>T1) _g
= Uo(T—t)me 4
1— F(r) —bt
= UO(T_t)—l—F(T—t)e 0

Aqui vo(7) és la densitat de bacteris infectats per a ¢ = 0. Per tant v(7,t) es
pot expressar com

kESP(t—1)(1— F(1))e™ 1<t
vt = L-F(0) s

vo(T —t)me

T>1.

I pel que fa a 'equacié que ens dona la dinamica dels fags, utilitzant la formula de
la variacio de les constants a ’equaci6 (2.2)3 tenim que

t
P(t) — Poef(erkS)t _|_/ L(S)ef(m+k3)(tfs)ds
0

t
amb Py la quantitat de fags lliures a t =01 L(t) = Rb(T)MdF(T)
0] 1— F(r)

Substituint 'expressio de la funci6 v(7,t) dins aquesta ultima integral la funcio
L(t) es pot escriure com

by = [ T R )

l]].—FT)

(
= RkS /M b(r) P(t—7) " dF(7)

5t b<7'>
+ Re /@ TR 0 R (2.3)
sit<li
L(t) = RkS b(t) P(t—7) e dF(7)
(0]
sit>1.

Aleshores donem el model, si 7' no és absolutament continua, com el segiient
sistema d’equacions lineals per a v(7,t) i P(t) (és a dir, que si (v(7,t), P(t)) i
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(w(r,t),Q(t)) son dues solucions amb condicions inicials (vo(7), Py) 1 (wo(7), Qo)
respectivament, aleshores (av(7,t)+ fw(T,t), aP(t)+FQ(t)) és també solucidé amb
condici6 inicial (awvo(T) + Bwo(T), aPy + BQo)):

kESP(t—7)(1 - F(1))e™ 1<t

v(T,t) =
(7:8) 1-F(0)

Rl ey (2.4)

t
P(t) _ Poef(erkS)t +/ L(S>ef(m+kS)(tfs)dS7
0

\

on L(t) ve donat per (2.3).

Proposicio 2.2.1 Si T és una variable aleatoria absolutament continua aleshores
el model donat pel sistema d’equacions lineals (2.4) és equivalent al sistema d’e-
quacions en derivades parcials (2.2) en el sentit que tota solucic de (2.2) compleix
(2.4) i que si (v(T,t), P(t)) és una solucic de (2.4) aleshores també compleiz (2.2),
entenent la part esquerra de la primera equacio de (2.2) com la derivada direccional
de v(7,t) en la direccio del vector w = (1,1).

Demostracio

Apliquem el métode de variaci6 de les constants per veure ’equivaléncia de les
equacions (2.2)3 1 (2.4) amb condici6 inicial Fy. Aixi obtenim la segiient formula
integral per a la funci6 P(t):

t
P(t) — Poe—(m+kS)t+/ L(s)e_(m+ks)(t_s)ds,
0
que ¢s justament equacio (2.4)s.

Pel que fa a la funcié v(7,t) integrem al llarg de les caracteristiques 1'equacid
(2.2);. Considerem el segiient sistema d’equacions diferencials:

(47

#

o

amb la condicio
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7(0,8) =0
t(0,s) = s (2.5)
v(0,s) = kSP(s).

Aquest sistema té com a solucioé 7(o,s) = o, t(o,s) = 0+ s i v(o,s) =
kSP(s)(1 — F(0))e ™ si s > 0, per tant

v(7,t) = kSP(t — 7)(1 — F(7))e " T < t.

Si prenem la condici6

7(0, )
t(0, s)
v(0,s)

s
0
Vo

(s)-

1-F
en lloc de (2.5) obtenim 7(o, s) = o+s, t(0,s) = oiv(o,s) = vo(s)ﬁeﬂs”

1—F(s)
si s > 0, per tant

1-F(r) 5

_— > .
1—F(r—1t)" !

v(T,t) = vo(T — 1)

Reciprocament, si T' és absolutament continua, aleshores podem obtenir 1’e-
quaci6 en derivades parcials per a v(7,t) que hi ha al sistema (2.2) a partir de
I'expressio de v(7,t) del sistema (2.4) (entenent la part esquerra d’aquesta equacio
com la derivada direccional de v(7,t) en la direcci6 del vector (1, 1), que ara veurem
que sempre existeix) . Sit > 7:

v v B v(T + h,t + h) —v(7,1)
5 —(1,t) + E(T, t) = Dayv(r,t) = h_)né -
o —§(t+h) __ o —oT
= EkSP(t—7)lim (1= Fr+h)e (1= F(r))e
h—0 h
— —0h _
= kSP(t—r)e” lim <e—5hF(T) f(ﬁLh) +(1 - F(r)~—— - !

= kSP(t—71)e (=F'(1) — (1 — F(1))6)

= M - - P

isit <

)
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%(77 t) + %(T, t) = Duyv(r,t) = ;llli% v(T + hﬂf—i—hh) — (1, t)
Ll 0 R - - Fe
1—F(r—t)hr—0 h
= e R )~ (1= F())
1—-F(r—1)
- 1—(—Ft()) (=F'(r) = (1= F(7))9)
v(T,t)

_1——F(7')F/(T) — du(T,1).

La condici6 de frontera (2.2)s surt trivialment de substituir 7 = 0 a (2.4);.

2.3 Existéncia 1 unicitat de solucions

Volem demostrar que el sistema (2.4) té una tunica solucié global donada una
condicio inicial (vy(7), Py) € X. Usant l'expressio de L(t), si t < [, tenim que P(t)
és

t
P(t) = Py """+ kSR / e~ (mHES)(t=2) / b(T)P(s — T)e *TdF () ds
0 (0,s]

t b(r)
—(m+kS)(t—s) ,—bs N SV —5)dF . 2.
4 R/O e e /(s,l] ; —F(T—S)UO(T s)dF(7) ds (2.6)

Considerem un temps fixat 77 < [ i C := C([0,T],R) l'espai de les funcions
continues de [0,7] a R amb la norma del suprem. Siguin B 'operador de C a C
(vegi’s la proposici6 2.3.1) donat per

t
(BP)(t) :== kS’R/ e_(m+k5)(t_5)/ b(T)P(s — 7)e TdF (1) ds,
0 (0,5]

i la funcio

t br)
£ = P —(m+kS)t / —(m+kS)(t—s) —55/ —38)dF ds.
Vo(t) e +R i e e T Fr - S)UO(T s)dF(T) ds

Amb aquestes definicions P(t) compleix 'equacio

P(t) = (BP)(t) + Vo(t). (2.7)
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Proposicio 2.3.1 L’operador B pren valors a C, és a dir, si P(t) € C aleshores
(BP)(t) € C. A més, també es compleix que Vy(t) € C.

Demostraci6é

Sigui P(t) € C. Definim la funcio
Li(s) = kSR / b()P(s — T)e"dF (7).
(03]

Aleshores (BP)(t) es pot escriure com

/ X[Ot —(m+kS)(t— S)L ( )dS

Vegem primer que Ly(s) € L'(0,T):

/0T|L1(3)| ds < ksR/OT/(Oﬁ]b(TﬂP(S—T)|6_67dF(T) ds

T
< kSR / / \P(s — )| ds dF(r)
0,7
T—1
- kSR/ / o)| do dF(7)
(0,
< KSR[|P||rro1)- (2.8)

Sigui ara {t,, } una successié amb limit ¢ € [0, 7]. Com que Xjg,)(s)e” (MHFN =)L, (s)
tendeix puntualment a X (s)e” ™ TFE=9) L, (s) per a tot s fixat i

‘X[o,tn)(5>€_(m+ks)(tn_s)L1(3)‘ < Ly(s) € L'(0,7),

pel teorema de la convergéncia dominada
T
/ Xio,i)(s)e —(m+kS)(tn—s) ) ds — / X (s (m+ks)(t_S)L1(s) ds,
0

i per tant BP(t) és continua.

Vegem ara, amb un raonament semblant, que Vj(t) és continua. Fent el canvi
de variable 7 — s = 0, 7 = 7 a la integral doble

/ /3111— T—S)dF( ) ds,
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la regi6 d’integracio es transforma en
R={(r,0)€[0,l*:7—-T<o<T}

1 per tant

I-T 1
VolT — 8 UO(U)
dF (1) ds = / —|—/ )—dF T) do
/ /5111— F(r —s) (7) ( 0 [o,0+T] 1-T J[o}]] 1—F(o) (7)

IN

|Uo||L1(o,Z)-
e .
D’aix0 es segueix que

Lo(s) := Re™ /(87” %UO(T — 8)dF (1)

pertany a L'(0,7) amb
[ Lo||zr0,r) < Rllvollz1(0,)- (2.9)

Llavors Vp(t) € C pel mateix raonament anterior, amb norma

||V0||c < max(l, R)H(an P0)||L1(0,1)xR = RH(UO, Po)HLl(o,l)xR (2~10)
O

,Ry) € X el sistema d’equa-
cions lineals (2.4) té una inica solucid local (V(,t), P(t)). Si(vo(7), Py) €s positiva
també n’és la solucio.

Teorema 2.3.1 Donada una condicio inicial (vo(T)

Demostraci6é

Provem primer lexisténcia i unicitat de solucié P(t) de (2.7) . Podrem aillar
P(t) de (2.7) si l'operador (Id — B) és invertible, i aixi la solucio P(t) sera

P(t) = (Id = B)'Vy(1).

Podrem assegurar que 'operador (Id — B) és invertible si ||B|| < 1:
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1Bl = sup [[Bf(t)lle

[Iflle<1

= sup sup
I flle<1tef0,T]

0
t
kSR sup sup / |f(s —7)|dF(T) ds
(0,5]

lflle<1te[0,T] /0

< kSR sup ||f||cT = kSRT.

Iflle<1

t
kSR / e~ (mHkS)(t=9) / b(T)f(s — 7)e °TdF (1) ds
(0.5]

IN

Llavors, prenent 7" prou petit, ||B|| < 1. Per a aquest valor 7" podem escriure

~

P(t),t € [0,T] com
Bty = Y BV ()

n>0
1 per tant la positivitat de ﬁ(t) si la condici6 inicial és positiva és evident per
construccio. R
I si P(t) existeix per a tot ¢ i és unica, v(7,t), donada en funci6 de P(t) al
sistema (2.4), també. Com abans és evident que v(7,t) és positiva si la condicio
inicial ho és.
O

Definicié 2.3.1 Denotarem per S(t) als operadors lineals que ens donen la solucio

del sistema (2.4), €s a dir, que
Uo(T)
S(t
o(“5)

sera inica solucid de (2.4) amb condicio inicial < "Uo]gT) > €X.
0

Provarem ara que els operadors S(t) formen un semigrup fortament continu.
Donem abans un lema:

v(T, 1)

Lema 2.3.1 5% ( P(t)

(UO(T) ) aleshores

) és la solucid del sistema (2.4) amb condicid inicial

(“oi )= ()

és també solucic de (2.4), amb condicid inicial ( wo(T) ) = < v(7, 5) )
0

Py
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Demostracid

w(7, 1)

Hem de provar que ( 0 (%)t ) compleix el segilient sistema:

( ESQ(t —7)(1 — F(r))e™ 1<t
wnt)= 1-F(r)
wo(T—t)l_F(T_t)e >t (2.11)

t
Q(t) _ Qoe—(m-‘rkS)t +/ LwVQ(O')G_(erkS)(t_U)dO',
0

\

amb

Luwolo) = RES . ]b(T) Qo —7) e dF(T) (2.12)
—do —b(T) wo(T — 0 T
+ Re /(a’” T F G o) of ) dF (7). (2.13)

Comencem comprovant que Q(t) compleix la segona equaci6 de (2.11):

t+s
Q(t) — P(t+8) :Poe—(m+kS)(t+s)+/ L(O_)e—(m+k5)(t+s—a)do_
0

— o (mtkRS) (Poe—(m-l—k:S)s " /s L(J)g_(m-&-kS)(s—a)dg
0
t+s
+ / L(U)e_(m+ks)(s_")da)

t+s
_ e—(m+k5)t (QO +/ L(O_)e—(m—i-kS)(s—o)do_)

t
_ e—(m+kS)tQO+/ L(§+8)6_(m+ks)(t_£)d§.
0

Cal provar que L(§ +s) = Ly, g(&). Fent servir que Q(§ —7) = P({ + s — 7) tenim

que
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L(&+s) = RkS /(0 . b(T)P(E+ s —T)e TdF (1)

_5(¢+s) b(7) e
+ Re G+ /(§+s,l] = F(r—€- S)U0<T §—s)dF(T)

= REKS W(T)Q(€ — T)e " dF(7) (2.14)
(0.
+ Rk’S/ W(T)Q(& — T)e " dF (1) (2.15)
(§7£+S]
e0(E+s) b(r) vo(Tr — & — s T
+ Re°&* /@W] T o(t — & — 8)dF (7). (2.16)

Com que les expressions (2.12) i (2.14) son iguals, només cal provar que (2.13)=(2.15)+(2.16).
Utilitzant que wo(7 — &) = v(T — &, s) tenim que

(213) = Re™% / o) wo(T — §)dF(7)

(&,0] 1 - F(T - f)
= Re™% / b(T)kSP(s — 1+ &)e " dF (1)
(&,&+s]

-5 b(T) .
r 5/(EJrs,Z] 1—F(r—§&— S)%(T —&{—s)e”dF(7)

= RkS / W(T)Q(€ — T)e " dF (1)
(§.6+s]

5(6+s) -
+ Re’tF /@M T Fo g_S)UO(T § —s)dF(r)

= (2.15) + (2.16).

Provem ara que w(7,t) compleix la primera equaci6 de (2.11):

kSP(t+s—7)(1— F(1))e " T<t+s
w(r,t) = v(r,t+s)= - F(7)
1-F(tr—t—s)

vo(T —t —9) e ) sty
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[ kSQ(t —7)(1— F(7))e™" T<t
_ ) ESQ(t—7)(1 = F(r))e" E<T<t+s (2.17)
vdT—t_$1—;@{ilsf4wm Tot

\

Com que wy(T —t) és, si 7 > t,

kESQ(t —7)(1— F(r —1)e %08 7+ —-t<s

wo(T —t) =v(r —t,8) = | = F(r—1) S
—t- s oy
vo(T 8)1—F(T—t—s)e T—1>s,

aleshores

kSQ(t — 7)(1 — F(r)e " T<t+s

wo(T — t) 1_—F(T>e—5t —

1-F(r—1) 1—F(r)

1-F(r—t—ys)

vo(T —1t— ) e >t 4,

i substituint aquesta expressié a (2.17) obtenim el que voliem provar: que w(7, 1)
compleix la primera equacié de (2.11):
kESQ(t —7)(1 — F(r))e™ 1<t
w(T,t) =
2) 1-F()

—_— t.
—Fr—0n° 7

wo(T — t)

Proposicié 2.3.2 El conjunt d’operadors S(t) per a t > 0 de la definicio 2.5.1
(els que donen la solucid del sistema (2.4)) formen un semigrup fortament continu
d’operadors lineals acotats sobre X.

Demostracidé

Provem primer que S(t), per a ¢t > 0 és un semigrup.
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Sigui < v(r.t) > la soluci6 de (2.4) amb condici6 inicial < vo(7) ) Pel lema

F
("ot )= (hs)

és la soluci6 de (2.4) amb condici6 inicial ( o7, 5) ) Llavors
vo(T) B v(r,t+s)\ [ w(r,t)
seen () - () (6

i, per unicitat de solucions, podem concloure que
S(t+s)=S(t)S(s).
També es comprova facilment que S(0) = Id.

Provem que el semigrup és fortament continu.

Hem de demostrar que

: vo(T) \ [ vo(T)

15%5“)( Py ) = ( P )
Que el limit de P(t) quan t s’acosta a 0 és Py és evident (recordem que L(t) €
LY(0,T) per (2.8) 1 (2.9)).

Falta veure, doncs, que

lim (7, £) = wo(r),

és a dir, ens preguntem si el valor absolut de la diferéncia entre v(-,t) i vy tendeix
a 0 quan t tendeix a O:

1—F(7)

1_F<7__t)e vo(T)| d.

vo(T —1t)

/0 [kSP(t —7)(1 = F(7))e™" — vo(7)| d¢+/t

Com que P i vy son funcions continues integrables és clar que el primer sumand
tendeix a 0 quan ¢ tendeix a 0. Pel que fa a ’altre:
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vo(T — t)l_—F(T)e_ét — vo(T)

1_F(t+3)6—5t
1—F(r—t)

= F(s) —vo(s+1t)|ds <

/

1_F(t+3)6—5t

1—F(s) ()

It
ds+/ lvo(s +t) — vo(s)] ds.
0

Pel que fa a la primera integral, com que
1—F(t
(1) T2 e 9 A

tendeix puntualment a 0 si s és un punt de continuitat de F(s) i diferent de [, i

‘(UO(S)l — F(t+s)

1= F(s) o0t _ vo(S)> Xog—q(s)| < luo(s)] € Ll((), D),

pel teorema de la convergéncia dominada podem concloure que la convergéncia
és en el sentit de L'(0,1). T pel que fa a la segona també tendeix a 0 ja que el
semigrup de les trasllacions és fortament continu.

O

Corol-lari 2.3.1 Utilitzant la unicitat de solucions i la propietat de semigrup que
acabem de demostrar podem assegqurar que la solucié del model (2.4) no és només
local ja que el valor del temps on esta definida (vegi’s el teorema 2.5.1) no depén
de les condicions inicials.

2.4 Cota de creixement del semigrup

Des del punt de vista evolutiu estem interessats en trobar la funcié de dis-
tribucié F' que resultaria per seleccié natural, i aquesta correspondra a la que faci
maxima la taxa de creixement de la poblacié de virus, és a dir, la cota de creixe-
ment del semigrup soluci6 del sistema (2.4). Donem abans unes quantes definicions
que podem trobar, per exemple, a [4]:

Definici6é 2.4.1 La cota espectral d’un operador lineal A és el nombre real

s(A) = sup{Re(\) : A € 0(A)},
on a(A) és l'espectre de A.



104 2. Periode de laténcia optim en una poblacié de bacteriofags

Definici6é 2.4.2 La cota de creizement d’un semigrup T(t) és el nombre

w:=inf{w € R/AM > 1:||T(t)|| < Me“*,t > 0},

que es demostra que coincideir amb

o1 1
w = Jim S [|T(@)]] = iof < In|7(0)]

Cada funcié de distribuci6 tindra associat el seu corresponent semigrup fort-
ament continu d’operadors lineals positius (solucié del sistema (2.4)) i aquest la
seva cota de creixement, que és el que ens doéna el ritme al qual poden créixer
o decréixer les solucions del sistema. En general per a tot semigrup fortament
continu T'(t) es té que la cota de creixement d’aquest és més gran o igual que la
cota espectral del seu generador A, és a dir, w(7T'(t)) > s(A).

Definici6é 2.4.3 La norma essencial d’un operador lineal T' sobre un espai de Ba-
nach E es defineix com

||T||ess := dist(T, K(E)) := inf{||T — K|| : K € K(E)},

amb IC(E) lideal de tots els operadors compactes sobre E.

Definicid 2.4.4 La cota essencial de creizement d’un semigrup T(t) és

.1 el
Wess = }i}m E In |’T<t)’|ess - %gg ; In HT(t)HGSS

e}

En general per a tot semigrup fortament continu es té que Wess < W.

Ens interessem per la cota essencial de creixement del semigrup perqué volem
utilitzar el corol-lari 3.16 del capitol 111 de [4], que diu el segiient:

Teorema 2.4.1 [4, Corol-lari 3.16] Sigui T'(t) un semigrup positiu d’operadors
1 A el seu generador infinitesimal tal que

Wess(T'(1)) < w(T(t)).

Aleshores s(A) = w(T(t)) és un valor propi estrictament dominant de [’operador

A (és a dir, si N € 0(A)\ {s(A)} aleshores Re(\) < s(A)).
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~

Lema 2.4.1 Si(v(7,t), P(t)) ésla solucid de (2.4) amb condicions inicials (vo(T), Pp)
aleshores P(-) € WH(0,T) per a tot T fizat, amb

HJ3HW1,1(0,T) < ¢|[(vo, Po)||x-

Demostracioé

Si t és prou petit R
P(t) = (Id - B) "Va(t

com hem vist al teorema 2.3.1 i, utilitzant (2.10) tenim que
1P[le < II(Zd = B) ™Ml Rl (vo, Po)llx = Cll(vo, Fo)llx,

i per tant N
[ P|z10,0) < Chll(vo, Po)l|x- (2.18)

Sigui t € (0,7) un temps qualsevol. Si #; és un valor per al qual (Id — B)™!
existeix,

t1 R
/ B(s)] ds < Ci|(vo, o)l x,
0

i com que, tal com hem vist al teorema 2.3.1, aquest valor ¢; no depén de les
condicions inicials,

/ B(s)ds < Gll@(h), Bt = CrIa(t)]] + [B(t)])

t1

IN

t1 -

o) (ks/ |P(s)| ds + [|vo]] +C|!(vo,Po)H>
0

< Cy(kSCy + C + 1)]||(vo, Po)]l.

Per tant, de manera recurrent, podem assegurar que

nty R
[ 1Pl < e Rl
(

nfl)tl

i llavors R
P[]0y < all(vo, FPo)llx- (2.19)
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A més, R
P e wWh0,T)

perque P compleix l'equacio6
P'(t) = =(m + kS)P(t) + L1 (t) + Lo(t),
de forma que
1P|z oy < (m+ kS + RES)|| Pl 0.z + Rllvollzios < call(vo, Po)llx,

on hem utilitzat (2.8), (2.9) i (2.19), i per tant

[ Plwrao,r) < cl|(vo, Po)lx-

Definicié 2.4.5 Definim els operadors lineals T(t) de X a X com

() < ;% ) . ( kESP(t—71)(1 — Fg()t))e_& A<y () ) ’ (2.20)

on P(t) és la solucid de (2.4) amb condicid inicial (vo(7), Py).

Demostrarem que aquests operadors T'(t) que acabem de definir son compactes.
Per a aixo utilitzarem dos resultats sobre funcions de W11(0,¢) que podem trobar
a [7]:

Teorema 2.4.2 [7, Teorema VIIL.2| Sigui [ un interval obert, acotat o no, i
pER amb 1 <p<oo. Siguiuec WHP(I); aleshores existeir una funcié u € C(I)
tal que

u=1u qg.pt.enl

ﬂ(m)—ﬁ(y):/xu'(t) dt  Vaxzyel.

Ara farem servir la primera part d’aquest teorema, que ens assegura que existeix
un representant continu de la funci6 u (per la relacié d’equivaléncia u ~ v si u = v
q.p-t.). Recordem que aquest representant continu és tnic i que per comoditat
posarem 4 = u (tindrem present, perd, que u(z) té sentit per a tot x € I fent la
imatge de x per ).
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Teorema 2.4.3 [7, Teorema VIII.7| Ezisteix una constant C' (dependent només
de |I| < o0) tal que

[ullreery < Cllullwrey YueW(I), V1<p<oo,

dit d’una altra manera WHP(I) C L>°(I) amb injeccid continua per a tot 1 < p <
0.
A més, quan I és acotat es verifica

1. la injeccio WYP(I) C C(I) és compacte per a 1 < p < oo,

2. la ingeccio WHL(I) C Li(I) és compacte per a 1 < q < oo.

Lema 2.4.2 Els operadors lineals T(t) definits a (2.20) son compactes.
Demostracié

Siguin T} () els operadors de L'(0,1) x R a W1(0,¢) definits per

nw( p ) =Po

Recordem que ]3() € Wh1(0,t) pel lema 2.4.1. Aquests operadors sén acotats pel
mateix lema.

També son acotats els operadors T3(t) de L'(0,t) x R a L'(0,1) x R definits

P ) ( P ) _ ( kSP(t —7)(1 = F(7))e™ - Lirpr<sy(7) ) .

r r

Definim els operadors E; de W1(0,¢) a R com

entenent-los com avaluar I'inic representant continu de u (donat pel teorema 2.4.2)
a I’extrem de 'interval . Aquests operadors sén compactes gracies al teorema 2.4.3
ja que si prenem una funci6 v de la bola de radi R de W1(0,¢) i fem la imatge
per E; tenim que

B = O] < s @] < Cllollweon < CR
z€(0,t
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Aixo ens diu que la imatge d'un acotat de W1(0,¢) per E; és un acotat de R i
per tant un conjunt precompacte.

Sigui 7 la injeccio de W1(0,¢) en L'(0,t), que és compacte també pel teorema
2.4.3. Comsiderem els operadors compactes Ty (t)(u) := ( ;7(?1)4) > de Wh1(0,¢)
t
a L'(0,t) x R.

Amb aquestes definicions
T(t) = T5(t) o To(t) o Ty (),
i per tant son compactes al ser composicié d’operadors acotats amb un operador

compacte.
O

Si diem S(t) al semigrup solucio del sistema (2.4) aleshores

Proposicié 2.4.1 La cota essencial de creizement de S(t) és menor o igual que
—0 (la mortalitat dels bacteris infectats).

Demostraci6
Siguin Ty(t) els operadors de L'(0,1) x R a L*(0,1) x R definits per

1—F(r)

A Nt S A 1
T(](t) < ?) ) = UO(T t) 1— F(T _ t) € 1{(T’t)17>t} (T)
0
0

Amb aquestes definicions el semigrup solucié de (2.4) S(t) s’escriu
S(t)=T(t)+ To(t).
I la seva cota essencial sera:

1 S(t ess | NG 1 -0t
Wess = thm M < lim M < lim ne

—00 t—o0 t—o00 t

= —90.
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2.5 Equacib caracteristica

Trobem I’equacio caracteristica per als valors propis del generador del semigrup.
Més endavant veurem que, en certs casos, per determinar la cota de creixement
del semigrup solucié S(t) podrem restringir-nos al calcul d’aquests valors propis.

Sigui A el generador del semigrup S(¢) i A un valor propi d’aquest operador.
Aleshores e és un valor propi de 'operador S(t). Llavors les funcions propies
corresponents a aquest valor propi s’obtindran de buscar solucions de la forma

{1])3(&’)” _ Zi?(” (2.21)

del sistema (2.4). Més precisament, una funci6é propia sera qualsevol multiple no

nul de ( ())
o(T
1 )

La funci6 (2.21) ha de complir el sistema (2.4), per tant:
. kSt (1 — F(1))e ™ 1<t
AN=-m—kS+1L,
amb L = R / b(T)ﬂdF(T).
0,1] 1—F(r)

Aillant ¢(7) de la primera igualtat obtenim

kSe (1 — F(1))e™°" T<t

Sit < 7 < 2t aleshores, com que 0 < 7 —t < t, tindrem que

plr) = e Orr —— i; f; (i)t)w — 1) = kSe" (1 — F(r)).

El mateix podem fer si 2t < 7 < 3t, i, per recurréncia, podem concloure que

(1) = kSe~A7(1 — F(7))
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per a tot 7.

[ amb aquesta expressio de ¢(7), L sera:
- ES(1—F
I - n / o) EEL=FT) oo gy
0] 1—F(r)
= kSR/ b(t) e~ AT dp (7).
(0.4]

Substituint aquesta expressio a (2.22), obtenim l'equacié caracteristica per als
valors propis de 'operador A:

A=-m—kS+kSR / b() e”MITAR (7). (2.23)
0]

Notem que aquesta equaci6 és equivalent a

l
kS / Rb()e”ATOITdF (1)
0

=1,

kS +m
on el terme de l'esquerra de la igualtat és (per a A = 0) el que habitualment a la
literatura es denota per Ry i no és res més que el nombre esperat de nous virus
que generara al llarg de la seva existéncia un fag.

Estem interessats en trobar, si existeix, la distribucié F' que fa maxima la cota
de creixement del corresponent semigrup solucié de (2.4). En alguns casos, com
veurem més endavant, aquesta cota coincidira amb 'tinica soluci6 real, fixada F',
de (2.23) pensat com una equaci6 per a .

Vegem primer que (2.23) defineix implicitament una funci6 a valors reals Ap.
Si definim la funci6 G' com

GO\ F):=XA+m+kS—kSR [ b(r) e MOdF(7),
(0]

amb domini maximal U (Ip x {F}) on I és de la forma [a,00) 0 (a,00) i —oo <
FeF
a < =6, contenint [—d,+00) x F amb F denotant el conjunt de funcions de

distribuci6 sobre R, tindrem

Lema 2.5.1 Per a cada funcio de distribucio F', si existeix un valor A\p € R tal
que G(Ar, F') =0, aleshores és tnic.



2.5. Equaci6 caracteristica 111

Demostracid

Com que G(\, F) és estrictament creixent amb A € R aleshores o bé no existeix
cap valor de A que faci que G(A, F') = 0, o bé existeix un tnic Ap tal que G(Ap, F) =
0.

O

Vegem ara que si estem interessats en el valor propi amb part real més gran
aleshores podem restringir-nos a valors reals:

Lema 2.5.2 Si A € C\R és tal que G(\, F) = 0, aleshores existeiz un tnic A € R
amb X\ > Re(\) de manera que G(\, F) = 0.

Demostraci6
Suposem que tenim un A € C\ R tal que G(\, F') = 0. Si A = z + iy aleshores,

substituint aquesta expressio a (2.23),

r+i1y+m+kS=kESR b(t) e @I (cosyr —isinyr) dF(T), (2.24)
(0,1]

i prenent la part real:

r+m+kS=kSR b(t) e" @7 cosyr dF (1) < kSR b(t) e @HITIR (7).
(0,1 (0,]

La desigualtat és estricta perqué en cas d’igualtat tindriem
0
supp dF C {2k— : k € Z}
Y
i llavors la part imaginaria de (2.24) donaria

Y= —k:SR/ b(T)e_(”‘S)T sinyr dF (1) =0,
(0,]

que és una contradiccio.
Per tant,

Gz, F)=x+m+kS — kSR / b(t) e"@HITIR (1) < 0.
(0.1
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A més la funci6 G(z, 1), respecte la variable real z té limit infinit quan z — o0,
1 és creixent.

Per tant existeix un tnic A > x, \e R, tal que G (X, F) =0. Aquest és el valor
propi dominant de I'operador A corresponent a la funcié de distribucié F.
O

2.6 Periode de laténcia optim

Una funci6 de distribucié F'(7) fara optim el creixement de fags si la cota de
creixement del semigrup corresponent a aquesta distribucié és més gran que la cota
de creixement del semigrup referit a qualsevol altra distribucio.

Per a cada funci6 F per a la qual existeix un nombre real A que compleix
G(A\, F') = 0 denotarem al valor propi dominant (real) de 'operador A referit a
aquesta distribuci6 per Ap(= ), que gracies als lemes 2.5.1 1 2.5.2 podem assegurar
que estd ben definit. Quan la cota de creixement del semigrup soluci6 de (2.4)
coincideixi amb "inica soluci6 real de (2.23) ens preguntarem si existeix el

max A\p.
F

Ar és una funcié definida sobre el conjunt de les funcions de distribucié F' de
R* per a les que G(\, F)) < 0 per a alguna \.

Per a A > —§, definim el funcional lineal L(\) (sobre el conjunt de les funcions
de distribucié F' de R™) com

L(\F = kSR / b(r)e” AT (7).
0]

Amb aquesta definicio G(A\, F) = A+ m+ kS — L(\)F.

Notem que L(A)F és de fet el valor esperat de kSRb(7)e~ )7 que és sempre
finit si A > —4, tot i que pot ser-ho per a valors menors de A (per exemple, per a
tot A real sil < 00).

En el cas que hi hagi funcions de distribucié F' que compleixin que G(—d, F') < 0
(si no passa aix0 la cota de creixement del semigrup solucioé de (2.4) pot no venir
donada pel valor propi dominant) provarem 'existéncia d’una funci6 de distribuci6
I que fa maxima la funcio Ap. També provarem que aquesta funcio6 ha de ser alhora
un punt de maxim del funcional L(Az) i que F ha de ser una translaci6 de la funci6
de Heaviside.
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Per determinar la funcié de distribucio F' que fa maxim el valor L(Az)F util-
itzarem la teoria d’optimitzaci6é de funcionals sobre conjunts convexos i compactes
de manera molt similar a com es fa a [64]. Tot aixo es pot trobar a |3, Capitol 5]
ia[47).

Definici6é 2.6.1 Sigui X un espai vectorial. Un subconjunt C C X és convex si
tr+(1—t)yeC
per a tots x,y € C, t € [0, 1].

Definici6é 2.6.2 Sigui X un espai vectorial i C' un conjunt convexr de X. Un
subconjunt conver E C C' és un conjunt extrem de C C X sixz,y € C itx + (1 —
t)y € E per a algun t € (0,1), impliquen que x,y € E.

Definici6 2.6.3 Sigui C' un conjunt conver d’un espai vectorial. Un element
z € C es diu un punt extrem de C si el conjunt {z} es un conjunt extrem de
C, és a dir, que si z =tx + (1 —t)y amb t € (0,1), aleshores x =y = z.

Al conjunt de tots els punts extrems de C' el denotarem ext(C).

Definicié 2.6.4 Sigui X un espai vectorial, + C' C X un subconjunt. L’embolcall
convex de C' és el conjunt convex més petit que conté C i el denotarem com co(C).

L’embolcall convex de C consisteiz en totes les combinacions convezes de C':

co(C)=A{z:3Jr; € C(1 <i<n)t; > O,Zti =liz= Ztﬂ"i},

i=1 i=1
amb n = n(z).

Teorema 2.6.1 (Krein-Milman) [47] Sigui K un subconjunt no buit, compacte
1 convex d’un espai de Hausdorff X localment convex. Aleshores K és l’adheréncia
de ’embolcall convex dels seus punts extrems, és a dir,

K = co(ext(K)).

Els funcionals lineals continus sempre assoleixen el maxim i el minim sobre
conjunts compactes no buits. Si a més el conjunt és convex, aleshores aquests
extrems es prenen en algun dels seus punts extrems, com es dedueix del segiient
teorema, resultat directe del teorema de Krein-Milman:
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Teorema 2.6.2 (Principi del maxim de Bauer) Si K és un subconjunt no buit,
convex 1 compacte d’un espai de Hausdorff localment convex, aleshores qualsevol
funcio sobre K a wvalors reals convexra i semicontinua superiorment pren el seu
maxim en algun dels punts extrems de K.

Farem servir també el segiient teorema, que podem trobar a [58]:

Teorema 2.6.3 (Helly-Bray) Sigui {f, : n > 1} una successio de funcions de
R a [0,d], no decreizents i continues per la dreta. Aleshores existeix una funcio
f:R —[0,d] no decreizent i continua per la dreta, i una subsuccessio {f,, } tal
que

lim fy, () = f(x)

per a tot punt de continuitat x de f.

Recordem que una funcié6 monotona és continua excepte potser en un conjunt
numerable. Volem aplicar aquesta teoria al funcional definit anteriorment com
F — L(A)F. Anem a definir els espais on treballarem.

Definici6é 2.6.5 Sigui M lespai vectorial de les mesures p sobre RT tals que

I e ([0, 2])| dx < oo, amb la norma

all; = / " et 1u((0, )| d.

Definim el subconjunt My C M com
M == {p € M : u(B) > 0 per a tot B mesurable i y(R*) = 1},
el subconjunt M com
M :={p € M: u(B) >0 per a tot B mesurable i u(R") < 1},
i el subconjunt A C My com les mesures p del tipus = o, x >0, és a dir
A:={peM:3x>0/VA mesurable u(A) =1six € A, u(A) =0six ¢ A}.

Clarament tenim que N
ACMyCcMCcCM.

Proposicié 2.6.1 EI conjunt M és un subconjunt no buit, convexr i compacte de
I’espar vectorial normat M.
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Demostracié
Que el conjunt M no és buit és evident.

La convexitat també és immediata: si tenim dos elements py i ps de M,
aleshores

po=tp + (1 —1t)pe
també és de M per a tot t € [0,1] ja que

p(RT) =t (RT) + (1 = )up(RT) < 1.

Pel que fa a la compacitat prenem una successié {u,} € M. Hem de provar
I'existéncia d’una parcial convergent a una mesura de M. Definim les funcions

fu(@) = pn([0, z]).

{fn} és una successio de funcions de R* a [0, 1] no decreixents i continues per la
dreta.

Pel teorema de Helly-Bray existeix una subsuccessi6 {f,,} que tendeix pun-
tualment a una funcié f a valors a [0, 1], no decreixent i continua per la dreta, per
a tots els punts de continuitat de f, o sigui, quasi per a tot x € R*.

Considerem la successio {e~* f,,, (z)}. Pel teorema de la convergéncia dominada
de Lebesgue (veure |7]) la funci6 e * f(z) € L'(R™,[0,1]) i a més la convergéncia
és en el sentit de L.

Definim p com ([0, z]) := f(x). D’una banda pu,, tendeix a g amb la norma
de M:

litmg — tlly = / " e g (10, 2]) — ([0, )| da

- /0°° e | fu () = f(@)] do = |[e™ fo, (x) — e f (@)]|L1,
i d’altra banda u € M:
W(RY) = ([0, 00)) = Tim f(z) <1

r—00

ol = [ lutlo.aDl do = [ e (@) do <o,

Per tant M és compacte (precompacte i tancat).
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Proposicio 2.6.2 FEl conjunt dels punts extrems de M, ext(M), és el subconjunt

A U{0}.

Demostracié
Vegem primer que A U {0} C ext(M).

Prenem una mesura del tipus d, amb x € R™ i suposem que la podem escriure
com

Op =ty + (1 —t) o

amb t € (0,1) 1 py, puo € M 1 diferents.
Agafem un borelia qualsevol de A € RT, amb = ¢ A, aleshores

0= 6,(A) = i (A) + (1 — pa( A),
la qual cosa implica que
p1(A) = pa(A) = 0.
Isi z € A tenim que
1=06.(4) =t (A) + (1 = t)ua(A),
i per tant tindrem que
m(A) = pa(A) =1,
la qual cosa esta en contradiccié amb les nostres hipotesis.
Evidentment, si yp =0, 0 =tu; + (1 — t)pue implica que g = pg = 0.
Vegem l'altra inclusio, ext(M) C A U{0}.

Prenem ara p € M amb u ¢ AU{0}. Hem de provar que p no és un element
extrem de M, és a dir, que podem posar p com
po=tpr + (1 —1t)ps,

amb iy, p € M i diferents, i t € (0, 1).

Perapue M ip¢ AU{0}, existeix un borelia A C RT amb 0 < pu(A4) < 1.
Construim les segiients mesures a R

 uANB)
ulB) = p(A)

p(B) — (AN B)

pel B) == 1(A)
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Es comprova facilment que pq i o son mesures de M diferents (pu1(A) =1 i
p2(A) =0), i ameés, prenent t = u(A) € (0,1), tenim que

tin(B) + (1= t)pe(B) = w(A)u(B) + (1 — u(A))p2(B)
pANB) u(B) — (AN B)
1(A) ey + (1= p(A)) T ()
= u(B).

Lema 2.6.1 Sigui i una mesura sobre R* i p(x) una funcié reqular amb limit 0
quan x tendeix a infinit © p-integrable. Aleshores

x)dp(x) = — Oo':v 0,z]) dx.
/[Om)soum /Ow()u([ )

Demostracio

Aplicant el teorema de Fubini tenim que

/Ooogo'(x),u([O,x]) dr = /%’(x)ém] dply) da
— /[OOO)/ x)dx du(y)
= /[0 . (xgr&os@() w(y)) dpi(y)
= - /[0 - e(y)du(y).

Observacio 2.6.1 Ezisteir una relacio biunivoca entre el conjunt de les funcions
de distribucid sobre R™ 1 el conjunt M, de les mesures positives sobre R tals que la
mesura de RY és 1: donada una funcié de distribucié F podem definir la mesura
w € My com p([0,z]) := F(x); i, reciprocament, donada una mesura u € M,
li podem fer correspondre la funcid de distribucic F(x) := p([0,z]). Aizi quan
escrivim que una funcid de distribucio F(x) pertany a un cert conjunt de mesures
M wvolem significar que €s la mesura associada a F la que hi pertany.



118 2. Periode de laténcia optim en una poblacié de bacteriofags

Per tant el funcional L(X), que tenim definit sobre el conjunt de funcions de
distribucid sobre R™, també el podem pensar definit sobre el conjunt M, per

L\ = kSR / b(T)e” M7 dpu(r).

(0.1]

Ampliem ara el domini del funcional lineal 4 — L(\)u i el definim sobre el
conjunt M. Aleshores

Proposicié 2.6.3 L(\) : M — R és un funcional lineal continu si i només si

A > —0.
Demostracio

Sigui {,} una successio de mesures de M amb limit 4 € M i A > —4. Volem
veure que L(A)p, — L(\)pu.

Sabem que ||p, — p||57 — 0, és a dir, recordant la definicié de la norma i posant
Fo(x) = pn([0,2]) 1 F(x) = p([0, z]),

/000 e *|F,(z) — F(x)| de — 0.

Pel teorema de Helly-Bray existeix una parcial F},, convergent puntualment a
una funci6 G(x) (en els punts de continuitat de G), i per tant la successi6 e *F),,
convergeix puntualment a la funcié e"*G(z) gairebé per tot. Aquesta convergeéncia
és també en el sentit de la norma de L'(0,00) pel teorema de la convergéncia
dominada, i per tant G(z) = F(z).

Pel mateix motiu les funcions ((A + 6)b(z) — b/ (x))e” M2 F, (1) convergeixen
puntualment i en la norma de L'(0,00) a la funcié ((A+8)b(x) —b'(z))e” A+ F(z)
(recordem que A > —d i que b/ (x)e- A7 € L1(0,00)), i per tant, utilitzant el lema
261,

/ b(z)e MOIIE (2) — b(z)e MO2AR (),
(0,00) (0,00)

on hem usat també que b(0) = 0.

Per altra banda, si A < —4 el funcional L(\) no és continu perqué per exemple

les mesures de Dirac concentrades en {n}, d,, tendeixen, en la norma de M, a
Z€ro:

H(Sn”]Tj = / e_xX[n,oo)(x) dr = / e Tdx = e_”,
0 n
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en canvi

L()\)(5n = k‘SR/ b(m)e—()\—&-é)xdén(x) — k‘SRb(n)e_()"Hs)",
(0,00)

que té limit infinit si A < —4, i el limit és kSR # 0 si A = —9.

Proposicié 2.6.4 Suposem que m — 6 > kS(R — 1) i que F és una funcid de
distribucio per a la qual g esta definit. Llavors A\p < —9.

Demostraci6é

Sigui F' una funcié de distribucié de R™ per a la qual esta definit el valor Ap.
Com que G(A, F) és una funci6 estrictament creixent respecte A per a una F
donada, aleshores \r serd menor que —d si

G(—6,F) > 0.

Pero aixo és cert ja que

G(=6,F) = —5+m+kS— kSR / b(r) dF(7)
(0,00)
> 54+ m+kS—kSR>0.

Proposicié 2.6.5 Sim —§ < kS(R — 1) aleshores ezisteir alguna funcid de dis-
tribucio F tal que \p > —0.

Demostraci6é

Sigui 7 tal que m + kS < ESRb(19) + d (recordi’s que b(7) tendeix a 1 quan 7
tendeix a infinit). Considerem la funci6 de distribucio

(1) = Xy 00) (7).
Aleshores

G(=6,F)=—-0+m+kS —kSRb(1) <0,
i per tant per a aquesta distribucié es té que

Ap > —0.
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2.6.1 Casm—6>kS(R—1)

En aquest apartat provarem que la cota de creixement del semigrup solucié
de (2.4) és negativa per a qualsevol distribuci6 F' i que per tant la poblacié de
fags s’extingira. També provarem l'existéncia (i no la unicitat) d’una funcié de
distribuci6 que fara optima aquesta extinci6 (en el sentit que fara que sigui el més
lenta possible).

Proposicié 2.6.6 5i
m—6>kS(R—1)

aleshores per a tota funcio de distribucid F' la cota de creizement w del corresponent
semigrup solucid de (2.4) compleiz w < —0, i per tant la poblacié de fags lliures
acabara extingint-se.

Demostraci6é

Suposem que w > —4d. Com que la cota essencial de creixement és wezs < —6
per la proposici6 2.4.1, tindriem que (utilitzant el teorema 2.4.1) w és el valor propi
dominant i per tant 1'inica soluci6 de l'equaci6 caracteristica. Pero aixo és una
contradicci6 ja que sota la hipotesi m — ¢ > kS(R— 1) tota funcié de distribucio F
per a la qual estigui definit el valor propi dominant Ar es té que Ap < —9 (vegi’s
la proposici6 2.6.4).

O

Llavors, en aquest cas (m —d > kS(R — 1)), si trobem alguna funci6 de dis-
tribucié F' per a la qual el semigrup solucié de (2.4) tingui cota de creixement
w = —0, aleshores F' fara que el decreixement de fags (en aquest cas es produeix
I'extincio d’aquests) sigui el més lent possible.

Provarem que la funcié de distribucié

2
F(r) = —arctant
T

fa que la cota de creixement del semigrup soluci6 sigui w = —4, i per tant tindrem
provada l'existéncia d’una funcié F' que ens dona I’doptim decreixement de fags (és
a dir, que els fags s’extingeixen de la manera més lenta possible).

1
Lema 2.6.2 1. Les funcions f(x) = g — arctan(l + z) @ g(x) = — son in-
T

finitésims equivalents quan x tendeir a infinit.
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In(% — arctan(1 + x))

2. La funcio h(x) =

té limit zero quan x tendeix a infinit.
x

Demostraci6é

1. Aplicant la regla de I’'Hopital tenim que

T —1
— —arctan(1 + x) 1+ (1)
lim = lim =1.
x x?

2. Aplicant novament la regla de 'Hopital (ara a la funcio h(x)) i fent servir
I’apartat anterior tenim que

. In(§ —arctan(1 + x)) _ 1 -1
lim = lim — :
f—o0 T t—oo T —arctan(l + ) 14 (14 x)?

I i
m ———
t—oo 1 + (1 + )2

Teorema 2.6.4 Suposem que
m—0>kS(R—1).

Sigui S(t) el semigrup solucid del sistema (2.4) corresponent a la funcié de dis-
tribucio

2
F(r) = —arctan.
m

Aleshores S(t) té cota de creixzement w(S) = —¢ @ per tant existeix almenys una
funcio de distribucio (aquesta F(T)) que optimitza la desaparicio dels fags.

Demostraci6é

Per trobar la cota de creixement del semigrup S(¢) hem de calcular el segiient
limit:
1 t
w(S) = lim n[[SOI

t—o00
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Sigui ( UOIST) ) € X. Aleshores, per (2.4), tenim que
0

HS@)(U%OT))H > e‘”/too\vo(f—tﬂ T —arctanT 0

5 — arctan(r — t)

> I —arctan(s +t¢
= e“”/ lvg(5)] 2 ( )ds
0

% — arctan s

2 o
> —e_ét/ lvo(s)] (f — arctan(s + t)> ds.
s 0 2
1 per tant
2 5 Lom
|1S(t)]] > —e” t/ (— — arctan(s + t)) ds
T 0 \2
2

5t (T
— — —arctan(1 +¢ > .
e (2 arctan(1 + t)

Aleshores la cota de creixement sera, utilitzant el lema 2.6.2,

1
) = o BIISEL
t—o0
. tlim In (2e% (% — 7?u“ctan(l +1)))
~ Jim In2 — 6t +In (%t— arctan(l + t)) _

Com que la proposicié 2.6.6 diu que si m — 6 > kS(R — 1) aleshores w(S) < —d
podem assegurar que per a aquesta funci6 de distribucié F' tenim que

w(S) = —o.

2.6.2 Casm—46<kS(R—-1)

En aquest apartat abordarem el cas que m —§ < kS(R — 1), per tant si no es
diu el contrari es suposara que es compleix aquesta desigualtat.

Si
m—0<kS(R—1)
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aleshores, per la proposicié 2.6.5, existeix alguna funci6é de distribucié F' tal que
Ar > —4d. Ja haviem vist que el semigrup solucié corresponent a qualsevol fun-
ci6 de distribuci6 té cota essencial de creixement wess < —9 (vegi’s la proposicio
2.4.1), i per tant, utilitzant el teorema 2.4.1, el valor propi dominant A\r (I'inica
solucio real de I'equacio caracteristica) és la cota de creixement del semigrup (que
coincideix amb la cota espectral del seu generador).

Per tant en aquest cas, per veure quina funcié de distribucié F' és la que déna
un semigrup amb la cota de creixement més gran, ens podem restringir a trobar
aquella F' que fa que el valor propi dominant del seu generador (1'inica solucié de
G(F,)\) =0) sigui el més gran.

Proposicié 2.6.7 La funcio G(\, F), definida sobre (—d,00) X M, és una funcio
continua.

Demostracidé

Sigui (A, F) fixat i considerem una successio (\,, F;,) amb limit (A, ). Volem
veure que per a tot € > 0 existeix un ng tal que

|G, Fr) — G\, F)| < e
sin > ng.
G, F) =GN F)| = | A= A= L(A\)F, + LNF|
< A = A+ LA F — LN F.
Sabem que existeix un n; de manera que si n > n; podem assegurar que

€
A — A < =
A=A <

Pel que fa al segon sumand

ILOA)E, — LOVEF| = |L(A)F, — L(NE, + L(\)F, — L(\)F]|

< |L(An)F, — LN FL| + |[L(AN)F, — L(\)F|.
D’una banda,
€
4

si n és més gran que un ns per la continuitat de L(\) (proposici6 2.6.3). I laltre
sumand,

|L(N)F, — LN F| <
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|IL(\)F, — LINF,)| = ’kSR / b(r)e~ M HITIE (1) — kSR / b(r)eMITAE, (1)
(0,00) (0,00)

= ’kSR / b(7) (e~ Pt _ o= OFITVG . (7)
(0,00)

< l{?SR/ |€—()\n+5)7' . 6—(>\+6)T|an(T)
(0,00)

< - A<

> n 1

amb ¢ una constant, i sempre que n sigui més gran que un nz. Hem utilitzat que
la funcio f(x) = e™*" compleix, per x, 2’ i T positius, que

1
. / o /
1) = 1) < el = 4
i que
inf(A, +9) > 0.
Per tant

si n > max(n, ng, ng).

Definici6 2.6.6 Per a € > 0, anomenarem M€ al conjunt de funcions de distribu-
ci0 per a les quals esta definit el valor A\p © a més aquest és més gran o igual que
—0 +e¢€, és a dir

M :={F e M, :G(-d+¢ F) <0}

Ezisteix un e tal que M€ # () si i només sim— 9§ < kS(R—1) per les proposicions
2.6.4 1 2.6.5. A partir d’ara € sera tal que, sota la hipotesi esmentada, es té

Me £ .

Lema 2.6.3 Suposem m — ¢ < kS(R — 1). Llavors A\r, definit sobre M€, és un
funcional acotat.

Demostracid

Tenim que, per a tota funci6 F € M€,

G(kS(R—1)—m,F) = kSR — L(\)F > 0= G(\p, F),



2.6. Periode de laténcia optim 125

del que es dedueix

perqué la funcio A — G(A, F') és creixent.

Proposicié 2.6.8 1. M€ és un subconjunt tancat del conjunt compacte M, i
per tant també és compacte.

2. Ap €s una funcio continua a MF€.

3. Ap té un punt de maxim F a M.

Demostracioé

Prenem una successio {F,} € M€ que té limit la funci6 de distribucio F' € M.
Hem de provar que F' € M°€.

Per a cada F,, existeix \,(= Ag,) > € tal que G(\,, F,,) = 0.

Com que {\,} és una successio acotada (lema 2.6.3), té parcials convergents.
Sigui {\,, } una parcial convergent qualsevol amb limit P\ > —0 + €. Aleshores,
com que la funcié G()\, F) és continua a (X, F) (proposicié 2.6.7) tenim que

0=Gn,, F,) — G\, F),

i per tant G(X,F) —0amb X\ > —§ +e Llavors F € M. i\ =\

A més com totes les parcials convergents de A\, = A, tenen el mateix limit
A= Ar, la successio A\p, tendeix a Ap, és a dir, la funcié F' — Ap és continua.
Pel teorema de Weierstrass el funcional continu Ag, definit sobre el compacte
no buit M€ té un maxim dins aquest conjunt que denotarem F. Obviament
Ap > —0+e
O

Vegem que F també és punt de maxim de la funcié lineal (convexa) i continua
(per la proposicié 2.6.3 perqué Az > —0) L(Az) sobre M:

Proposici6 2.6.9 Sigui Fun punt de maxim absolut del funcional A\ definit sobre
M¢, aleshores també és un mazim de la funcio lineal continua L(\z) definida sobre
M.
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Demostracid

Sigui F' € Mc. Com que F és el maxim absolut de Ar tindrem que Ap < Az, i
com que G(A, F') és una funci6 creixent respecte de A,

0=GA\p, F)=Ap+m+ kS —LAp)F <G\p, F) =g +m+ kS — L(\p)F,
és a dir, que
G(Aﬁ,ﬁ) =g +m+kS — L(Aﬁ)ﬁ =0<Apg+m+kS—L(\z)F,

i per tant

Si F' ¢ M€ aleshores
0<G(=d0+¢F) < G()\ﬁ,F) = /\ﬁ-f-m—i-/fS—L()\ﬁ)F,

perque G(A, F') és una funci6 creixent de A i Ag > —0 +e.
Es a dir, que, igual com abans,

~

Ag+m+EkS—LAg)F=0<Ag+m+kS—L(\s)F,
i per tant per a tota F' € M tenim que
L(Ap)F > LOAR)F.
O

El segiient teorema ens assegura 1’existéncia d’un tnic periode de laténcia op-
tim. A més, aquest periode de laténcia sera decreixent respecte de la quantitat
de bacteris S (sempre que la mortalitat dels bacteris infectats § no superi cert
valor), i també respecte de la seva qualitat, que considerarem quantificada, com
es fa a [72], pel valor de R (I'augment de la qualitat dels bacteris es tradueix en
una taxa d’adsorcié més gran dels fags pel fet que la superficie de contacte entre
bacteris i fags és més gran -és a dir, en un valor de k& més gran- i alhora s’ha
comprovat experimentalment -vegi’s [1], [35]- que també augmenta el nombre de
virions produits per unitat de temps dins del bacteri, el que implica un valor de R
més gran).

Enunciem dos lemes previs:

Lema 2.6.4 Sigui f(x) una funcid estrictament decreizent a [c,00), ¢ > 0, i amb

/coof(x) dr < 0.

Aleshores
lim zf(x) = 0.

r—00
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Demostracid

Sigui ¢ la funcio inversa de f definida a U'interval (0, f(c)]. Aleshores la integral
de g a l'interval (0, f(c)) és convergent perqué

/Of(C)g(x) dx = cf(c) +/COO f(z) dz < oo.

Llavors, si diem y := f(z),
zf(x) = g9(y)y S/O g(t) dt.

)
Com que lir%/ g(t) dt = 0 per ser convergent la integral de g a (0, f(c)), i =
Yy— 0

s’acosta a 0o quan y s’acosta a 0, lim zf(x) =0 (f és positiva).
r— 00
O

Lema 2.6.5 Sigui C' un conjunt no buit, convexr i compacte v L una funcid lin-
eal continua sobre C'. Sigui E, el conjunt d’elements de C que fan mazima L.
Aleshores

1. ext(C) N E, = ext(E,).
2. Siext(C)N E, = {x} llavors E, = {x}.

Demostracid

1. La inclusi6
ext(C) N E, Cext(Ey)

esta clara ja que si un element z € E, no el podem posar com = = ty+(1—t)z
amb ¢t € (0,1) iy, z € C, tampoc el podrem pensar com un element interior
d’un segment d’extrems y, z € E, C C, per tant és un element de ext(FE,).

Pel que fa a laltra inclusi6 d’una banda ext(E,) C E,. D’altra banda si
x € ext(E,) \ ext(C) aleshores

r=ty+(1—1)z (2.25)

amb y,z € Ciobéy¢ E, obé z¢ E,. Aleshores, aplicant la funci6 lineal
L sobre la igualtat (2.25) tenim que

a=Lr=tLy+ (1—-t)Lz < a,

i per tant hem de concloure que si x € ext(F,) aleshores x € ext(C).
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2. De l'apartat anterior deduim que

co(ext(C) N E,) = co(ext(Ey)),

pero com que F, és un conjunt no buit, convex i compacte podem aplicar el
teorema de Krein-Milman i per tant

co(ext(Ey)) = E,.

Teorema 2.6.5 Suposem que b(l) és una funcid reqular (per al > E ), no negativa,
acotada i amb llim b(l) =1, amb b(l) =0 per a l < E, V'(l) >0 ¢ b"(1) <0 per a

Il > E. Suposem també que
m—6 < kS(R—1).

Aleshores existeix una unica funcio de distribucio F que fa mazima la cota de
creizement del semigrup associat a les solucions del model (2.4). A més F té la
forma F(r) = X (7) on | és [inica solucid de l'equacio

b'(l)
b(1)

és a dir, el periode de laténcia optim ész amb probabilitat 1.

A més, el periode de laténcia optim | és estrictament decreizent respecte de la
taza de produccio dels virions R (és a dir, respecte de la qualitat dels bacteris) i
d’altra banda, existeix un valor per a la mortalitat dels bacteris infectats 6. > m
tal que [ depen de manera estrictament decreizent respecte la quantitat de bacteris
S si i momés sid < 9.

_vwy,
—0+m=~kS | Rb(l)e """ -1,

Demostracidé

Si F' € M\ M€ llavors o bé Ar no existeix i la cota de creixement del semigrup
és menor o igual que —0 (teorema 2.4.1 i proposicié 2.4.1) o bé G(—d+¢€, F) > 01
Arp < —0 + €. Per aixo0 la cota de creixement maxima la buscarem per a F' € M¢€.

Sabem, sota la condicio m — § < kS(R — 1), per la proposici6 2.6.8, que Ap té
un punt de maxim, I , sobre M¢. Aquest maxim també ho és de la funci6 lineal
L(Apz) definida sobre M (veure la proposicié 2.6.9). Aplicarem ara tota la teoria
citada anteriorment d’analisi convexa a 'operador L(Az) definit sobre M (convex
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compacte per la proposici6 2.6.1).

Sabem, pel teorema 2.6.2 i la proposicié 2.6.2, que existeix una funcié de dis-
tribuci6 del tipus F(1) = & ) (7) que també fa maxima la funcié L(Az) i, per
tant, que es compleix

)\ﬁ +m+ kS = L()\ﬁ)F = L(Aﬁ)X[am).
Com que el valor propi dominant corresponent a la funcié de distribucio6 X[Too)’

~ A~

que denotarem per A(l), és tnic, aleshores Az ha de coincidir amb A({). També
sabem que Az ¢és el valor maxim que pren la funcié Ap, per tant ha de coincidir
amb el valor maxim que s’assoleix per a les funcions del tipus &j; ), de manera

que 1 ha de ser el maxim de la funcio A(!) definida implicitament per

A+ m + kS = kSRb(l)e~ L, (2.26)
Derivem implicitament (2.26), pensant A com a funci6 de :
N (1) = kSRe= MO/ (1) — b(1) (N (D)L + A1) + 0)).
Busquem un valor de [ de manera que X' (l) = 0:
0 = kSRe~ QO (1) — b(1) (A1) + 6)),

és a dir, que

A(l) = — 0. (2.27)
Substituint aquesta expressio de A a (2.26) obtenim

b'(l)
b(1)

St m kS = kSRb(l)e 0",

és a dir,

ZZ((ZZ)) —6+m=kS (Rb(l)e_{(%)l — 1) : (2.28)

Vegem que (2.28) té una tnica solucié. Definim les funcions (la part esquerra i la
part dreta de (2.28))
v'(l)

b(l)

—0+m

F) =
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La funci6 f(l) és estrictament decreixent per a | > E:

o010,

iamés lim f(l) =+oc0i lim f(l) =—0+ m.

l—E+ l—+o0

Pel que fa a la funci6 g(l) és estrictament creixent per a [ > E:

vy, b2 . "
dﬂ)szRwﬁﬁb(”bSY%(D

> 0,

b'(l
el lginoog(l) =kS (Rexp (lE—I&-noo —%l) — 1) =kS(R—1) pel lema 2.6.4 i, com
que
. V()

1 p—

Y
el lkgl+g(l) = —kS.

Com que

—5+m < kS(R—-1),

podem assegurar l’existéncia d’un tnic valor I>E que compleix (2.28), és a dir,
que existeix un tnic maxim de Ap sobre les funcions de distribucio del tipus X ).
Vegem que aquest és també I'inic maxim de la funcié lineal L(Az). Utilitzant la

monotonia de L(\) respecte A tenim que, si [ £1,

LOAR) Xy < LAD) Xito0)
= M) +m+EkS<AIl)+m+kS

= )\13 +m+kS = L()‘ﬁ)X[T,oo)’

1 per tant
L)X ooy > LAR) Alt,o0)

peratotl;«éz\.
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Com que existeix una tnica funcié de distribuci6 del tipus F(1) = X5 (7)
que dona el maxim de la funcié L(Az), pel lema 2.6.5, podem assegurar que F (1)

és tnica i coincideix amb X (1), on 1 és I"inica soluci6 de (2.28).

A més existeix un tnic valor de la mortalitat dels bacteris infectats, d., tal que T
compleix

Rb(l)e o' =1,
i
o _vap
Rb(De w0 > 1 (2.29)

si i només si 6 < .. Noti’s que aquest valor ha de ser o, > m i que si 6 = 0
aleshores la desigualtat (2.29) es compleix sempre.

Per veure que el valor optim del periode de laténcia 1 és decreixent respecte la
quantitat de bacteris S si § < . derivem implicitament (2.28), pensant [ com una

funci6 de S: 1=1(S). Aillant /'(S) obtenim:

o 07020 — o' (D) B2 — b (D) (2.30)
L () —b@Y'(1) | 1?0 — (DY ()
b@ b2 (Z\)

Com que per a § < 0. es compleix (2.29),

-~

I'(S) < 0.

Vegem ara que el valor optim del periode de laténcia és decreixent també re-
specte la taxa de produccié de nous virus dins del bacteri (R). Derivem implicita-
ment (2.28), pensant ara [ com una funci6 de R: | = [(R). Aillant I'(R) obtenim:

e 072(0) — b)) 62(0) — b () (2.31)
L FT S0a2(D) — YD) (1) — b ()
b(lA) bz(’\)

que és evidentment negatiu.
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Observaci6 2.6.2 Dues funcions que estan en les condicions del teorema 2.6.5 1
que poden modelitzar el burst size en alguna situacio son:

R(l—E)

Bl(l):l—E+1

> F,
i la utilitzada a [72]:

Ba(l) = %(1 — e PU-B)y > E

En el primer cas R és el limit de la funcié a linfinit. Llavors la condicio
d’existéncia © unicitat donada pel teorema 2.6.5 és

m—68 < kS(R—1).

Pel que fa a la segona funcio la condicio d’existéncia @ unicitat donada pel
teorema €s

m—5<kS<%—1>.

2.7 Elasticitat

A [72] es considera el segiient model per a la poblacio de fags lliures:

Pr = Py (g(t)) s+, (2.32)

amb ¢(t) el burst size i t el temps de laténcia comptat a partir de la primera ob-
servacié de virions dins el bacteri, és a dir, a partir del periode d’eclipsi (noti’s que
es considera constant, és a dir, que tots els bacteris lisen al cap de t unitats de
temps després de ser infectats per un fag). El periode d’eclipsi (també constant)
ve representat per h. ki S son, respectivament, la taxa d’adsorci6é dels fags per
part dels bacteris i la quantitat (constant) de bacteris lliures d’infeccio. T és el
temps que ha passat des de la primera infeccié d’un bacteri i Pr és la quantitat de
fags lliures en aquest moment. F, és la quantitat de fags lliures a l'instant 7" = 0.

El sentit que té el temps 79 és, en mitjana, el que tarda un fag des del moment

que és alliberat per efecte d’una lisi a infectar un bacteri.

Cal observar que en aquest model es considera que tots els fags lliures infecten
algun bacteri al mateix moment i per tant que al cap de h+t unitats de temps tots
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aquests bacteris lisen. Aixo es considera igualment per a les segiients generacions.
Si bé aixo és cert si pensem que de mitjana sera aixi, a la llarga Pr fara referéncia
a la quantitat de fags lliures de la generacié ntimero T i no a la quantitat de fags
lliures en aquell moment. Aquesta és la principal diferéncia entre aquest model i
el nostre.

Les propietats que es proposen per a la funcié g(¢) son les mateixes que hem
descrit en el nostre model sobre la funcio b(l). De fet a [72] s’acaba prenent, com
hem comentat abans,

Cmy

g(t) = T(l —e M.

¢, mo 1 D son constants que es prenen convenientment i que en la nostra notacio
posariem com

Cmyo
r=2"0
D
Fent servir funcions exponencials, (2.32) es pot escriure
Ing(?) MT
g Oam($+h+t> 0e (2.33)

En Particle |72] s’estudia a partir d’aquest model el periode de laténcia optim,
és a dir, aquell valor de t que fa que

In g(t
A = ng(t)

=4 (2.34)
st h+t

sigui maxim. Aixo es fa igualant la derivada de \; a zero. Cal comentar que
equival a preguntar-se quin és el valor de ¢ que fa que el parametre malthusia de
(2.33) sigui el més gran possible. L’equacié que surt no es pot resoldre analitica-
ment, pero es fan simulacions numériques fixant valors dels diferents parametres i
es comprova que el periode de laténcia optim és decreixent respecte de la quantitat
S i de la qualitat dels bacteris (mesurada per la constant mg o, equivalentment,
per R). En aquest model no es detecta, com veurem més endavant, la possibilitat
que en algunes ocasions el periode de laténcia optim sigui creixent respecte de la
quantitat de bacteris lliures S ja que s’ha considerat d’entrada que la mortalitat
dels bacteris infectats és nul-la (és a dir, § = 0).

Per poder comparar bé els dos models, i per simplificar, prendrem 6 = m = 0
i E=h=0en el nostre. Aixi t =11 g(I) sera igual a Rb(l). Ara (2.34) s’escriu

~ In Rb(l)
sl

Al)
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d’on surt que A\ és maxim si

igual que en el nostre model (si § = 0). Es a dir, que el valor de I que fa maxim
A(l) ha de complir
v'(l)  InRb(I)
b(1) % +1°
Si derivem (2.35) implicitament respecte S (suposant [ una funcié de S) per
estudiar la monotonia de [ respecte aquest parametre obtenim:

1 b(1)b (1) 1

(2.35)

I'sS)==- . 2.36
(%) S v()b(l) —v2(1) 1+ kSU ( )
i si derivem respecte R tenim que
1 b3 (1 1
I'(R) = — (0 . (2.37)

R u(o(l) —02(1) & +1

Les dues derivades sén negatives i per tant [ resulta ser decreixent respecte S
i respecte R. En el nostre model surt molt semblant. Utilitzant les expressions
(2.30) i (2.31), juntament amb (2.28) fent § = m = 0, obtenim que

N O .
I'(S) = S v ()b(l) — b2(1) L+ (kS N %(ll))) l’ (2.38)

i / . 1 bz(l) 1
; (R) - E ’ b”(l)b(l) — b’2(l) ) m T (2.39)

o)
que, com que hem considerat ¢ = 0, surten les dues negatives.

A [72] també es fa un estudi de Delasticitat del periode de laténcia optim
respecte S 1 respect R per veure la influéncia relativa d’aquests dos factors de
canvi.

Definici6é 2.7.1 Sigui y = f(x). L’elasticitat de y respecte de x es defineix com
un quoctent de variacions percentuals:

dlny
Cya = ,
v dlnzx

que coincideir amb
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L’elasticitat no té unitats de mesura i no es veu efectada per canvis d’escala de les
variables.

A [72] es calcula la ratio dels coeficients d’elasticitat del perfode de laténcia
optim respecte R i S:

que resulta, utilitzant (2.35), (2.36) i (2.37),

RU(R) _ b(l) 1+kSI_b() o L+kSI

CSUS) vl 40 vl T T Rl

Tw

Es comprova numéricament que si la densitat de bacteris S és baixa (de I'ordre
de 5-10° a 107 individus) aleshores r,, < 1 i per tant es conclou que per a aquestes
densitats té una incidéncia més gran sobre el periode de laténcia optim la quantitat
davant de la qualitat dels bacteris (si la quantitat i la qualitat dels bacteris varien
en la mateixa proporci6é aleshores el periode de laténcia optim experimenta un
increment més gran respecte de la quantitat dels bacteris).

Si la densitat del bacteris és gran (I'estudi es fa per a valors de 5 - 107 a 10°
individus) aleshores 7, > 1 i per tant influeix més la qualitat que la quantitat.

En canvi en el nostre model passa una cosa diferent. La ratio dels coeficients
d’elasticitat sempre surt més gran que 1. Utilitzant (2.38) i (2.39) tenim que

RUGR) (1) 1t (kS+ %)l
SU(S) T v(l) 1

40)
kS + )

b)Y o) b(1)

Llavors hem de concloure que sobre el periode de laténcia optim sempre influira
més la qualitat que la quantitat dels bacteris lliures d’infeccio.

+1

2.8 Un cas particular per al burst size

Tot i que és 1ogic bioldogicament pensar que el burst size B(l) sigui una funcié
acotada (I’espai disponible per a la replicacié dels fags és 'interior del bacteri),
en molts articles que fan referéncia a aquest tema (vegi’s [1], [2], [63] i [73], per
exemple) es pren
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0 I<E
Bm:{Ra—m1>E,

on E és el periode d’eclipsi.
Aquesta funcié no és acotada, perd pot modelitzar el burst size forca bé com a

minim per al rang de valors de [ experimentalment observats.
Per fer-ho meés realista prendrem la funcié (acotada)

0 I<E
Bl)={ RU-E) E<I<L (2.40)
R 1> L,

on R = R(L—E). Aixo equival a pensar que I’aparicié de nous virions a partir del
periode d’eclipsi £ és lineal (amb velocitat R) fins arribar a la saturaci6 (a partir
del moment L ja no se’n generen de nous).

Fixem-nos que la funci6 B(l) definida a (2.40) no compleix algunes de les
hipotesis fetes fins ara del burst size: no és diferenciable arreu, la derivada no és
estrictament positiva ni la segona derivada és negativa. Tot i aixi podrem enunciar
un teorema semblant al teorema 2.6.5, és a dir, que sota certes hipotesis existira una
tnica funcié de distribucié (del tipus Heaviside) que fara optim el creixement de
fags. Provarem també, encara que la funcié B(l) no compleixi les condicions abans
esmentades sobre les seves derivades, que aquest periode de laténcia és decreixent
respecte la quantitat de bacteris lliures S si la mortalitat dels bacteris infectats o
és menor, igual que abans, que un cert valor é.. També provarem que és decreixent
respecte de la qualitat dels bacteris (és a dir, decreixent respecte el parametre R).

Teorema 2.8.1 Sigui B(l) la funcié definida a (2.40). Suposem també que

1 ~
m+m—§<kS<R€_ﬁ—l>.
Aleshores existeix una unica funcio de distribucio F que fa maxima la cota de

creizement del semigrup associat a les solucions del model (2.4). A més F té la
forma F(r) = Xijooy(T) on E < 1< L és linica solucid de (2.28).

A més existeix un valor per a la mortalitat de bacteris infectats, d., de manera
que el periode de laténcia optim /l\depén de manera decreizent de S (respecte de la
quantitat de bacteris) si 1 només si 6 < 0.. Aquest periode de laténcia optim també

és decreizent respecte de R (respecte de la qualitat dels bacteris).

Demostraci6é



2.8. Un cas particular per al burst size 137

Provarem I’existéncia d'una tnica funci6 de distribucié del tipus &} o) (7) que
fa maxim el valor de la funcié Ag i per tant, pel mateix raonament que al teorema
2.6.5, aquesta sera 1'tinica funcié de distribucié on es prendra aquest maxim.

Amb aquesta expressio de B(l), (2.28) s’escriu (per a F <1 < L)

1
———d+m=kS <R(l — E)e TE — 1) . (2.41)
La part esquerra, f(l), per al > E, és una funci6 estrictament decreixent, amb
li l) = i li )= —— :
Jm J{) = oo i lm JU) = F—F —0+m

[ la part dreta, g(l), per a F <[ < L, és una funci6 estrictament creixent:

el lim g(1) = —kS i el lim g(1) = kS (Ee*ﬁ - 1).

|—E+

Per tant, com que

L_E+m—5<ks(§e-ﬁ—1),

podem assegurar que existeix un tnic valor £ < <L que compleix (2.41).

A més existeix un unic valor . per a la mortalitat dels bacteris infectats tal que T
compleix

R(l— FE)e -7 > 1 (2.42)
si 1 només si d < 4,.

Vegem que el periode de laténcia és decreixent respecte de la quantitat de
bacteris lliures d’infecci6 () si 0 < d.. Derivant implicitament respecte S (2.41) i

pensant lA: A(S), obtenim que
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Com que per a § < 0. es compleix (2.42),

-~

I'(S) < 0.

Vegem ara que el periode de laténcia és decreixent respecte de R, és a dir,
respecte de la qualitat dels bacteris. Derivant implicitament respecte R (2.41) i
pensant [ = [(R) obtenim que

- —kS(l— E)e 75

=
I
)

que és obviament negatiu.
O

Un cas particular, en el qual es pot calcular explicitament el periode de laténcia
optim, es presenta si negligim el periode d’eclipsi (F = 0), i pensem el burst size

de la forma
Rl 0<I<L
B(l) = { RL > L.

La condicié que garantira que el periode de laténcia optim [ sigui menor que L és
ara:

l—l—m—6<kS(@—l).
L e

En aquestes condicions l'equacié (2.28) (o la (2.41) amb E = 0) queda

%—5+m:k:5(§l—1), (2.43)
e

que té com a tunica solucié positiva

—0+m+kS+ /(=0 +m+kS)?+4kSRe!
2kSRe—! ’
i el valor propi corresponent a aquest valor és, per (2.27),

T:

(2.44)

—(=6+m+kS) + /(=0 +m+ kS)? + 4kSRe !
2

A= — 0.
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En aquest cas podem calcular també explicitament el valor d. per al qual, si
d < 0c, | és decreixent respecte S: la part dreta de 1'equacié (2.43) s’anul-la per al

valor de [ = }%, llavors

0 =m + —.
e

~ : - : R .
Llavors [ és decreixent respecte S si i només si 6 < m + —. Si § esta per sobre
e

~ R
d’aquest valor aleshores [ és creixent amb S i el cas particular 6 = m + — déna
e
lloc a un periode de laténcia independent de S.

A més també es pot veure que el periode de laténcia optim és menor si augmenta
la qualitat dels bacteris derivant implicitament 1'expressio (2.43) respecte de R i
pensant [ en funcié d’aquest parametre. Queda:

_kS»
7 o e
'(R)=31—15R"
=+
R e

que és obviament negatiu.

2.9 El model no lineal. Dinamica adaptativa.

2.9.1 Descripcié del model no lineal

Pensem ara que el nombre de bacteris no és constant, que aquesta poblaci6
varia al llarg del temps. El fet de pensar la quantitat de bacteris lliures d’infeccié
constant venia donat per l'interés que teniem d’estudiar el periode de laténcia op-
tim en les mateixes condicions que es feia en tots els articles citats anteriorment.
En els experiments que s’hi fan es manté constant la quantitat de bacteris de man-
era artificial, pero si no s’hi intervé és clar que aquesta poblacié variara.

Pel que fa a I'equaci6 per als bacteris infectats v(7,¢) no varia practiment en
res, només que en lloc de posar S a la primera part de ’equacié ara haurem de
substituir-ho per S(t — 7):
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ES(t —T)P(t—7)(1 = F(1))e ™ 1<t

v(T,t) = (2.45)

vo(T — t)%e_& T >t

L’equacio6 per als fags lliures vindra donada per:
P'(t) = —mP(t) — kS(t)P(t) + L(t),
on, igual que abans,

L(t) = /(0 ” Rb(r)%dﬂﬂ. (2.46)

Pensarem que els bacteris lliures d’infeccioé tenen una taxa de creixement con-
stant a > 0 en abséncia de fags, i que la poblacié es manté acotada de manera
natural per manca de recursos (aixo es modelitzara utilitzant ’'equacio logistica).
En preséncia de fags la poblacié experimentara un decreixement proporcional al
producte S(t)P(t), amb constant de proporcionalitat igual a k (la taxa d’adsorcio
dels fags). Si § > 0 és la constant que té a veure amb la carrega maxima que pot
suportar la poblacié en abséncia de fags, I'equaci6é queda:

S'(t) = (a — BS(t) — kP(£))S(t). (2.47)

Es poden trobar molts treballs que fan referéncia a models de poblacions de
bacteris i fags on es fan aquestes mateixes consideracions sobre la dinamica dels
bacteris no infectats i, per tant, on s’estudia la mateixa equacio (2.47). Alguns
d’aquests models son el donat per Campbell (1961) a [19], el donat per Bremer-
mann (1983) a [6] i, més recentment, el donat per Kuang (2005) a [32|. També
aquest altim autor, a [5] (2001), considera una variant de I’equacio (2.47) suposant
que els bacteris infectats també competeixen pels recursos amb els bacteris lliures
d’infeccié.

En tots aquests treballs es suposa que tots els bacteris infectats lisen al cap
d’un temps fixat (és a dir, es pren la funci6 de distribucié F(7) del nostre model
com F(7) = Xjr,00)(7), on T' és el periode de laténcia).

El sistema (no lineal) que incorpora la dindmica dels bacteris no infectats s’e-
scriu, doncs,
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kSt —7)P(t—71)(1—F(1))e™® 7<t

1-F(r) 5

1)0(7' — t)me

T>t
(2.48)

P'(t) = —mP(t) — kS(t)P(t) + L(t)

( 5'(t) = (a = B5(t) = kP(1))S(1),
amb L(t) donat per (2.46).

2.9.2 Existéncia de solucions

Veurem ara l'existéncia (local) de solucions del model (2.48). Posant 'expressio
(2.45) de v(7,t) a (2.46) obtenim:

L(t) = Rk /(0 ) b(1)S(t —7)P(t — T)G_(STdF(T)

st b(T)vo(T — t)
+ Re™® /(t”—l_F(T_t)dF(T),

i amb aquesta expressio de L(t) el sistema (2.48) s’escriu

([ P/(t) = (=m — kS(1)P(t) + Rk /(0 t] b()S(t — T)P(t — T)e T dF (7)

Intregrant les dues equacions obtenim:
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P(t) = P0+/ —m — kS(s))P(s)ds
—i—Rk/ /0 | S(s—T)P(s —1)e " "dF(1)ds (&)

_ vo(T — 5) Vs (2.49)
+R/Oe /(s’l]—l—F(T—s)dF( )d

S(t) = So +/0 (v — BS(s) — kP(s))S(s)ds.

\

Aixi el problema de provar l'existéncia i unicitat de solucions del sistema (2.48)
queda reduit a un problema de punt fix.

Considerem l'espai Y := C((0,7),R) x C((0,T),R) i B, la bola de Y de radi
r centrada a (P, Sp). La idea és fer el mateix que al teorema de Picard per a
equacions diferencials ordinaries. Fixem-nos que 'inic terme de la dreta de (2.49)
que fa que aquest problema de punt fix no provingui d’'un sistema d’equacions
diferencials ordinaries és (&), pel que ens restringirem a considerar l'operador
donat per aquest sumand:

D ( P ) _ P0+/ /OS] S(s —7)P(s — 7)e " dF(r)ds

S So +/O (v — BS(s) — kP(s))S(s)ds

9

i provarem que, si T' és prou petit, D(B,) C B, i que D és una contracci6. Pren-
drem tnicament la primera component D; de 'operador D ja que per a la segona
repetiriem el que es fa al teorema de Picard.

Teorema 2.9.1 Donada una condicid inicial (Py, So) € Y el sistema (2.48) admet
una unica solucio definida a (0, tnqez)-

Demostraci6é

Vegem primer que D(B,) C B, si T és prou petit. Siguin P(t) i S(t) dues fun-

cions de B, C Y. Com hem comentat abans provant-ho per a la primera component
P

D — P,

de D sera suficient. Hem de veure que, si T' és prou petit, <

00
r

5
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P
o (5) -

IN

/ /Os T)e "7|S(s — 7)||P(s — 7)|dF (7)ds

HwﬂW@//;wf

< (’I"—I—P())( +So

Jo(5) -

si T' és prou petit.

IN

i per tant

< (r+ PRy)(r+ So)T <

o)

N =3

Vegem ara que és una contraccié (també tnicament la primera component D,
de D). Si diem o(7) := b(7)e™°" tenim que

S
A/~
Eelas
~

|

S
A/
e
~——

A\

/0/(0 190(8—0)\51(0)131( o) — Sy(0) Po(0)|dF (s — o)ds

s—0)|Si(o)P; St dF (s — o)ds
SLAAMM )51(0)Pu(0) — 51(0)Pa(o)|dF (s — o)
+L44ﬁm—ﬂ&@%m Su(0) Po(0r) [dF (s — 0)ds
< {181l [Pr = Palloct + [|Po][ool1S1 = Solloet

< max{r+ Py, 7 + So}t(||Pr — Pal|eo + |51 — S2||)

P Py
P, So Mt —
max{r + Py, + So} H(Sl) (52)
Aleshores

[ (8 ) - (9| g mtrerresar|| (5 ) - ()

i per tant, si T' és prou petit, max{r + Py, + So}7T és tan petit com vulguem.
O

)
Y

2.9.3 Solucions estacionaries

En aquest apartat veurem l’existéncia de solucions estacionaries (amb sentit
fisic, és a dir, no negatives) del sistema (2.48). Hi ha dues solucions corresponents
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a l'abséncia de fags: si P(t) = 0, aleshores L(t) = 0 i per tant v(7,t) = 0 i llavors
S(t) pot ser idénticament 0 o bé S(t) = %. El segiient teorema dona l’existéncia

d’una altra solucio estacionaria:

Teorema 2.9.2 Suposem que

bBm

REF [b(T)e "] =1 > —

(2.50)

oT

on Ep [b(T)e "] és lesperanca de la variable aleatoria b(T)e™*T respecte de la

funcié de distribucic F(7), és a dir,

Er [b(T)e_5T] = /(o : b(T)e OTdF(T).

Llavors a part de les dues solucions estacionaries (P = 0;v = 0;S = 0) i (P =

00 =0;5 = §) el sistema (2.48) en té una altra (no negativa) que ve donada per:
( ﬁ o g B ﬂm
 k K2(REp[b(T)e9T] — 1)

o(r) = kSP(1 — F(7))e "

m

\ k(REp [b(T)e 1] — 1)’

W)

Demostraci6é

Si S'i P son els valors (constants) de 'estat estacionari, llavors v(7) sera:
kSP(1— F(r))e ™™ 1<t

1-F(r) 5

T

T>1.

Pero, si t < 7 < 2t aleshores, com que 7 —t < t,

1—F(1)

=6t _ ap/1 _ —oT
T—Fr=1 t>e ESP(1 — F(7))e°".

o(r) =v(r —t)

El mateix podem fer, per recurréncia, per a tot valor de 7 i per tant

o(r) = kSP(1 — F(7))e ™"
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per a tot 7.

Amb aquesta expressio de v(7), L (que no depén de t) s’expressara:

= —b<T> SP(1— F(r))e % dF(r) = RkSP e T
L_/(O,Z]Rl—F(T)kSP(l F(7))e ""dF(r) = RESPEp [b(T) ]

Si substituim aquesta expressio a (2.48)y i fent P'(t) = 0 obtenim que

0= —mP — kSP + RkSPEp [b(T)e™""] .
Eliminant P # 0 1 aillant S tenim que

m

§= k(REp [b(T)e 7] — 1)

Finalment, aillant P de I’'equacio
o — B§ —kP=0
obtenim

a—ﬁg
k: Y

P =
1 per tant,

P =~ emE, b(T)e 7] — 1)’

que és no negativa per (2.50).

2.9.4 Estratégia evolutivament estable

En aquest apartat estudiarem la dinamica adaptativa del sistema (2.48) pre-
nent com a variable evolutiva la funcié de distribucié F'(7). Noti’s que aquesta
variable pren valors en un conjunt infinito-dimensinal. Ens preguntem per 'ex-
isténcia d’un optim d’aquesta variable, en el sentit que si tenim una poblaci6 (en
equilibri ecologic) que hagi adoptat aquest valor (també s’anomena estratégia) no
pot ser envaida per cap altra poblacié petita amb una estratégia diferent (amb una
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funcié de distribucié diferent). Aquest optim s’anomena estratégia evolutivament

estable (ESS).

Suposarem que la poblaci6 es troba en I’equilibri no trivial (el donat pel teore-
ma 2.9.2) corresponent a una funci6 de distribuci6 F,.(7) (I'estratégia resident), que
suposarem asimptoticament estable. Com és habitual en el context de la dinamica
adaptativa (vegi’s en particular el capitol 1), introduirem en aquesta poblacié una
quantitat d’individus (fags) prou petita per poder suposar que I’ambient no es
modifica (continuem estant en equilibri ecologic) i amb una funci6 de distribucio
F;(7) (Uestratégia invasora) diferent de F.(7).

Definici6é 2.9.1 F,.(7) és una ESS per a la dinamica adaptativa del sistema (2.48)
si qualsevol invasid per part d’una poblacid (amb una quantitat d’individus prou
petita perqué puguem considerar que no es modifica l’ambient) amb una estratégia
invasora Fi(7) diferent de F,.(T) s’acaba extingint, és a dir, que la cota de creiz-
ement del semigrup lineal corresponent a la dinamica de la poblacio invasora €s
negativa. Aixo implica que si la poblacio adopta estratégia F,.(T) aquesta no pot
ser envaida per cap altra poblacio petita amb una estratégia diferent.

Lema 2.9.1 Elvalor S donat per Uequilibri del teorema 2.9.2 compleix la condicio
m—08 < kS(R—1).

Demostraci6é

. m

— = — >
ES(R—1) kk(REF D(T)e—T] — 1)(R 1) > m,
i per tant, si 6 > 0,

m—06 < kS(R—1).

Teorema 2.9.3 Suposem que ens trobem en [’equilibri del teorema 2.9.2 correspo-
nent a una estratégia F.(T) i que aquest és asimptoticament estable. Suposem que
introduim en aquest equilibri ecologic una quantitat prou petita de fags (de manera
que podem pensar que es manté 'ambient) amb una estratégia F;(T) diferent de
F.(7). Aleshores ezisteix una unica funcid de distribucid F,.(T) per a la qual qual-
sevol poblacid invasora s’acaba extingint, és a dir, que F,.(T) és una ESS. A més
aquesta funcio de distribucid és una translacio de la funcio de Heaviside.
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Demostracid

Sigui P;(t) la quantitat de fags lliures en el moment ¢ que tenen estratégia F;(7)
(els invasors), 1 v;(7,t) la densitat a temps ¢ de bacteris infectats per aquests fags
7 € (0,1) unitats de temps abans de t.

Com que estem suposant que I’ambient no varia pel fet que la quantitat de fags
invasors és prou petita, la quantitat de bacteris lliures S es manté constant i igual
a S (I'equilibri).

Llavors la dinamica d’aquests fags invasors ve regulada pel segiient sistema
lineal:

( kSP(t —7)(1— Fy(r))e™d 1<t
ninn = L= F()
Uz’O(T - t)m@ J T>1 (2‘51)

. t .
Pz(t) _ Pioe—(m-l—kS)t +/ L(s)e‘<m+ks)(t_5)ds,
0

\

on Py i v(7) son la condici6 inicial i
v; (7, 1)
L(t :/ b(T)———="—dF;(7).
) 0] )1—F¢(T) (")

Per veure que la dinamica d’aquests fags invasors els porta a I'extincié hem
de comprovar que la cota de creixement del semigrup soluci6 del sistema (2.51)
corresponent a la funcio de distribucié Fj(7) és negativa. Pel lema 2.9.1 sabem
que hi ha funcions de distribucié que tenen cota de creixement més gran que —d
(vegi’s la proposicié 2.6.5) i que aquesta cota de creixement coincideix amb l'tinica
soluci6 real per a la A de I'equacié caracteristica

A+ m+ kS = kRS / b(t) e=ATITAE (7).
(0.4

Aquesta equacio6 ens defineix A com una funci6 de F;(7): A(F;) (aquesta funcié
és el que s’anomena la fitness).

F,.(7) sera una ESS si és un maxim d’aquesta funci6 i a més pren el valor 0,
és a dir, que A(F,) = 0 (aixo vindra donat pel fet d’estar en Iequilibri).



148 2. Periode de laténcia optim en una poblacié de bacteriofags

Sabem que el maxim de la fitness vindra donat per una funcié de distribuci6 del
tipus Heaviside:

F(r) = X[T,oo}(T)a

i que aquest maxim existeix i és tnic (vegi’s el teorema 2.6.5). /l\és, de fet, el periode
de laténcia optim corresponent a la quantitat S de bacteris lliures d’infeccié (donat
pel mateix teorema). Llavors perqué F,(7) sigui ESS ha de ser F,.(1) = F(7).

Vegem que es compleix, per a aquesta distribucio, que A(F) = 0. Hem de
comprobar que es compleix

A~

m+ kS = kRSb(1)e ™,

on S ve donada per:
m

S = e
k(Rb(D)e=T — 1)

Pero

31 Aeﬂsizm AmA _ Aeﬂsi: .
m+ kS(1 — Rb(l)e ) +kk:(Rb(l)e*5l ~ 1)(1 Rb(1) )=0
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