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PROLOGO

Nuestra investigacion, como bien indica el titulo de la memoria, aborda el problema de
la ecologia de la ensefianza universitaria de la modelizacion matematica. Tal vez en
contra de lo que se podria suponer, el término “ecologia” es el tnico que se mantendra
en la formulacion que propondremos del problema de investigacion que guiard el
contenido de la memoria. En efecto, una vez situados en el ambito de la Teoria
Antropologica de lo Didactico (TAD), que constituye el marco de referencia a la vez
conceptual y metodoldgico de esta investigacion, las nociones comunes de “ensefianza”
y de “modelizacion matematica” serdn cuestionadas, analizadas — en el sentido de
“diseccionadas”— y reconstruidas, para poder formular y abordar el problema que nos
planteamos sin tener que asumir acriticamente los puntos de vista dominantes de las
instituciones consideradas, que son también instituciones a las que pertenecemos como
profesores e investigadores (en este caso tanto la instituciéon “matemadtica”, como la
“universidad” o, mas en general, “el sistema de ensefianza de las matematicas”). Esta
necesaria “emancipacion” que debe realizar todo investigador en didactica respecto a la
vision comun de los problemas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, requiere
un distanciamiento conceptual que puede parecer extrafio — cuando no innecesario — al
nedfito en la materia, pero que por otra parte es absolutamente normal en cualquier

ambito de estudio cientifico, artistico o técnico que se quiera considerar.

Antes pues de esbozar el contenido del trabajo que presentamos, aprovecharemos
para introducir o, mejor dicho, abrir camino al significado del término “ecologia”,
introducido en didactica de las matematicas por los trabajos de Chevallard y Rajoson a
finales de los afios 80 (Rajoson, 1988), que retoma metaféricamente, aunque ajustandola
al ambito de la didactica, la nocién de ecologia entendida como la “biologia de los
ecosistemas” (Margalef, 1998). La Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) recurre
al término especifico de “vida institucional” para referirse a aquellas actividades,
maneras de hacer o maneras de pensar, que se desarrollan con normalidad en un entorno
institucional dado. Asi, por ejemplo, se podra decir que las actividades de ensefianza

relacionadas con las lenguas clasicas, como el latin y el griego, que tuvieron una “vida
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esplendorosa” en el pasado, son hoy dia “especies en vias de extinciébn” — si no las
podemos considerar ya como totalmente extintas... Del mismo modo, podemos decir
que, desde el punto de vista de la sociedad actual, las condiciones ecoldgicas para la
vida de la ensefianza del inglés, por ejemplo, pueden considerarse como altamente
favorables, aunque la efectividad concreta de esta ensefianza en la educacion obligatoria
sea contestada por algunos. Y no estd muy clara cudl es la situacion de las actividades
matematicas que se llevan a cabo en la escuela, dada su creciente pérdida de sentido y
de funcionalidad, lo que plantea serias dudas sobre las condiciones de vida de las
matematicas en la escuela actual. Pero el uso de la problematica ecoldgica no refiere
unicamente a estas consideraciones generales que hemos introducido aqui a modo de
ejemplo. El enfoque ecologico en didactica de las matematicas, tal como lo propugna la
TAD, consiste en realizar una ampliacion notable de la problematica didactica que, a
riesgo de simplificar, podriamos describir muy brevemente como sigue. En lugar de
plantear los problemas de ensefianza y aprendizaje en términos de qué hacer para que tal
o cual nocioén, actividad o problematica puedan ensefiarse o aprenderse mejor y, en
consecuencia, investigar las dificultades que surgen en los procesos de ensehanza y
aprendizaje de las matematicas buscando la manera de superarlas, la TAD se pregunta
cudles son las condiciones que permiten, facilitan o favorecen que determinadas
actividades matematicas y didacticas puedan desarrollarse (existir, tener lugar, o
“vivir’) en un determinado entorno institucional (la escuela primaria, la escuela
secundaria, la universidad, un entorno profesional determinado o la sociedad en general)
y cuales son las restricciones que dificultan, entorpecen o incluso impiden la puesta en
practica de estas actividades. Como veremos a lo largo de esta memoria, la problematica
ecoldgica en didactica nos conducird a tener que explorar terrenos que van mucho mas
alla del aula y que afectan la manera como la comunidad cientifica — e incluso la
sociedad — considera las matematicas en relacion con las demads ciencias o lo que se

entiende por ensefar y aprender en la universidad.

El punto de partida de nuestra investigacion se situa en la ensefianza de las
matematicas en las facultades de Ciencias Experimentales (CCEE) y se centra, mas
concretamente, en el estudio de la ecologia de la modelizacion matematica en este
ambito institucional, es decir el estudio de las restricciones que dificultan y de las
condiciones que se requieren para que la actividad de modelizacion matematica pueda

vivir con normalidad en los actuales sistemas en ensefianza universitarios.
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El problema surgio6 a raiz de un proyecto de “Aula matematica” del Departamento
de Matematicas de la Universitat Autonoma de Barcelona financiado por la Generalitat
de Catalunya en el que se intentaba abordar el tremendo fracaso de la ensefanza de las
matematicas en las CCEE. Su objetivo fundamental era la mejora del aprendizaje de las
matematicas y, en consecuencia, la mejora de los resultados obtenidos por los
estudiantes en las asignaturas de matematicas de las titulaciones cientificas que no son
propiamente la licenciatura de matematicas (Utzet, 2003). Ante esta cuestion nuestro
interés se centrd, desde el principio, en la problematica ecoldgica subyacente, esto es, en
cuestionar hasta que punto las “dificultades de los estudiantes” no eran en realidad un
reflejo o un resultado de determinadas “dificultades del sistema de ensefianza” debidas a

restricciones ecoldgicas que debian ser analizadas.

El equipo de investigacion espafiol que trabaja en la TAD, y al que me acababa de
incorporar como joven doctoranda, estaba desarrollando una linea de investigacion
sobre el papel de la modelizacion como instrumento de articulacion de la matematica
escolar en la que se centraba el trabajo de tesis doctoral del investigador Fco. Javier
Garcia (Garcia, 2005). De ahi surgid la idea de prolongar el estudio iniciado por este
investigador hacia otro nivel de ensefanza, el de las facultades de CCEE que,
pensabamos, deberia formar un entorno institucional mucho mas favorable a la
ensefanza de las matematicas como herramienta de modelizacién imprescindible para el

estudio de fendmenos cientificos.

En el primer capitulo, que es en realidad la introducciéon a la memoria,
describiremos la respuesta bastamente extendida que dan los actuales sistemas de
ensefianza universitarios al problema docente de la ensefianza de las matematicas en
CCEE. En ella se observa que el proposito de integrar la modelizacion matematica se
mantiene como una aspiracion utopica que raramente llega a realizarse en la realidad de
las aulas. Veremos, asimismo, como en realidad la “ideologia imperante”, junto a otros
factores, lleva a reducir enormemente el posible papel de la modelizacion matematica
hasta el punto de considerarla como una mera “aplicacion de ciertos conocimientos
preestablecidos”. A continuacion introduciremos la experiencia de la reforma docente
que propone la universidad danesa de Roskilde (RUC) y que puede ser considerada

como una propuesta de cambio al estado tan extendido.
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La segunda parte del capitulo estudia el interés creciente por parte de la
comunidad investigadora en educacion matematica hacia el papel que la modelizacion
matematica puede ejercer sobre la ensefianza de las matematicas en los distintos niveles
educativos dentro del que se suele denominar como “Modelling and applications”. Este
interés ha ido en aumento en las ultimas décadas llegando incluso a promover el
impulso mundial para la inclusion en los curriculum de matematicas de contenidos o
temas relacionados con las aplicaciones de las matematicas. Presentaremos una vision
panoramica de las principales investigaciones actuales en este ambito para poder asi
destacar las caracteristicas principales que las unen, las que las diferencian e incluso,
aquellas con las que se complementan. Este trabajo ha sido posible, en parte, gracias a
mi participacion, durante estos ultimos afios, a los tres Gltimos congresos europeos del
CERME (Congress of the European Society for Research in Mathematics Education),
donde pude trabajar en el grupo de “Modelling and Applications” en el que participaron
la mayoria de investigadores europeos que trabajan hoy dia en este 4mbito." Aunque la
presentacion de las investigaciones realizadas por nuestro grupo, y muy especialmente
la forma en que la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD) interpreta la actividad
de modelizaciéon matematica fueran acogida inicialmente con sorpresa y ciertas
discrepancias, el trabajo cooperativo y la participacion de investigadores de la TAD en
proyectos europeos sobre la implantacion de la ensefianza de la modelizacion® ha puesto
de manifiesto tanto la pertinencia como la aceptacion de los resultados obtenidos desde

este enfoque.

En el capitulo 2 de esta memoria nos situaremos ya explicitamente en el dmbito
de la TAD para cuestionar la concepcion comun de los procesos de modelizacion y
situarlos dentro del modelo general de las matematicas y de la difusiéon de los
conocimientos matematicos que propone este marco teorico en términos de praxeologias
matematicas y didacticas. Esta reformulacion nos permitird formular el problema

didactico de la modelizacion matemdtica en términos del enfoque ecoldgico y que nos

'La participacion en este congreso ha dado lugar a la publicacion de dos trabajos estrechamente
relacionados con esta memoria: Barquero, Bosch & Gascon (2007 y en prensa).

* Nos referimos a la participacion de Fco. Javier Garcia en el proyecto europeo LEMA (“Learning and
Education in and through Mathematical Modelling”), dentro del programa SOCRATES 2006-2008 y en
el proyecto COMPASS (“Common problem solving strategies as links between mathematics and

science”), dentro del programa Lifelong Learning 2009-2011.
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conducira a la busqueda de dispositivos didacticos que favorezcan la integracion de la

modelizacion matematica en la ensefianza universitaria.

En los inicios del problema de ingenieria didactica universitaria que debiamos
abordar, contamos con unos trabajos previos de Marianna Bosch y Josep Gascon sobre
el disefio e implementacion de unos nuevos dispositivos didacticos llamados “Talleres
de Practicas Matematicas” que se experimentaron en la Facultad de Ciencias de la UAB
desde 1991 hasta 1998. Uno de estos talleres de practicas se inicidé con la primera
generacion de Ciencias Ambientales de la Universitat Autonoma de Barcelona en el
curso 1992/93 y, aunque su objetivo no fuera explicitamente el de indagar sobre la
posible integracion de la modelizacion matematica, si partia del estudio de un problema
relacionado con la dindmica de poblaciones cuya fecundidad dejo planteada la
posibilidad de continuar este tema. Desde esta perspectiva, empezamos a trabajar desde
el curso 2004/05 en el disefio de un posible taller de modelizacion matematica para

estudiantes de licenciaturas de CCEE.

Ese mismo afio, el investigador francés Yves Chevallard, creador de la Teoria
Antropoldgica de lo Didactico, propuso introducir la nocion de Recorrido de Estudio e
Investigacion (REI) como nuevo dispositivo didactico que, en contra de un punto de
vista “monumentalista” que pone en primer plano el estudio o “visita” de los saberes
cristalizados, apuesta por la introduccién de una nueva epistemologia escolar que
deberia reemplazar y vienen a reemplazar el paradigma escolar de “inventariar” los
saberes por un paradigma de cuestionamiento del mundo. En cierta manera, los REI
representan la materializacion de lo que la TAD considera como procesos didacticos
basados en una ensefnanza “funcional” de las matematicas. Esta propuesta, que nosotros
recibimos entonces en un estado muy preliminar, se ajustaba perfectamente a nuestra
problematica de trabajo y decidimos empezar a elaborar el disefio matematico de un
posible REI en torno al estudio de la dindmica de poblaciones, y experimentarlo en unas

condiciones que estaban atin por determinar.’

* El disefio a priori del REI fue presentado y publicado en las actas de I Congreso Internacional sobre la
TAD (Barquero, Bosch & Gascon, 2006). El analisis a posteriori y primera exploracion de la ecologia de
este REI se present6 en el II Congreso Internacional sobre la TAD (Barquero, Bosch & Gascoén, en

prensa).
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Antes de acabar el curso 2004/05 se abrié la posibilidad de empezar la
asignatura de matematicas dentro de una titulacion que se iniciaba el curso 2005/06, la
de ingenieria técnica industrial especialidad en quimica industrial (ETIQI) de la
Universitat Autonoma de Barcelona. Vimos la oportunidad de poder disponer de un
curso con diversas condiciones que eran ciertamente satisfactorias para la
experimentacion de los REI: se trataba de un curso anual a diferencia de muchos de los
programas de estudio en CCEE que reducen la asignatura de matematicas a un semestre;
se contaba con un grupo bastante reducido de alumnos, alrededor de 40; y el profesor
responsable de la asignatura es un especialista en biologia matematica, de mentalidad
abierta y dispuesto a colaborar con nuevas propuestas de innovacion didactica.
Finalmente, la experimentacion de los REI ha podido realizarse durante cuatro cursos
académicos consecutivos (y sigue vigente este curso) de los que debemos destacar el
sorprendente “voluntarismo” de los estudiantes en asistir semana tras semana a dichas
experimentaciones, que nosotros hemos interpretado siempre como un signo de la
pertinencia del tipo de trabajo propuesto en el taller. La descripcion del disefo
matematico del REI se presentara en el capitulo 3 y los resultados del disefio didactico
a priori y de su experimentacién estan sintetizados en el capitulo 4. El andlisis a
posterior de esta experimentacion aportara las primeras respuestas al problema de la
ecologia “local” de los REI en los sistemas de ensefianza universitaria de las

£y 4
matematicas.

Esta implantacion de los REI bajo condiciones controladas por la investigacion
pondré de manifiesto algunas de las principales condiciones y restricciones didacticas
ligadas principalmente al contrato didactico imperante en la ensefianza universitaria,
permitiendo dar una primera aproximacion de lo que designaremos como la “ecologia
local” de los REI. Para poder pensar en una integracion generalizada de estos nuevos
dispositivos bajo condiciones mas normalizadas, necesitaremos indagar aquellas
restricciones que podrian dificultar su desarrollo y que se encuentran en niveles mas
generales de especificacion. Asi, en el capitulo 5, retomando los resultados obtenidos
tanto de las caracteristicas de los REI como del estudio de su “ecologia local”, abordara
aquellas restricciones que provienen de la epistemologia y de la pedagogia dominantes

en las instituciones universitarias, para asi proponer una serie de condiciones,

4 Nuestro trabajo de investigacion de DEA realizado en el marco de la formacion doctoral se centrd en el

disefio a priori, la experimentacion y el analisis a posterior del primer de estos REI (Barquero, 2006).
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dispositivos y gestos didacticos que parecen necesarios para que los REIL y a través de
ellos las matematicas como herramienta de modelizacion, puedan vivir con normalidad

en la ensefianza de las CCEE.

En el capitulo 6 de esta memoria, para finalizar, se hace un resumen del
contenido de la misma y se enfatizan las principales conclusiones del trabajo poniendo
claramente de manifiesto que tanto el problema didactico abordado como las respuestas
parciales que se proponen en este trabajo no hubiesen sido posibles fuera del ambito de
la TAD. Por fin se formula un conjunto de problemas abiertos que constituyen el punto

de partida de desarrollos futuros de esta linea de investigacion.
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CAPITULO 1

EL PAPEL DE LA MODELIZACION EN
LA ENSENANZA UNIVERSITARIA DE LAS MATEMATICAS

ECOLOGIA DE LA MODELIZACION MATEMATICA

EN LA ENSENANZA UNIVERSITARIA DE LAS MATEMATICAS







1. La problematica docente en torno a la ensefianza de las matematicas en CCEE

1. LA PROBLEMATICA DOCENTE EN TORNO A LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS EN CIENCIAS EXPERIMENTALES

El punto de partida de nuestra investigacion se sitiia en el problema de la ensefianza de
las matematicas en el primer curso universitario de las facultades de Ciencias
Experimentales (CCEE) y se centra, mas concretamente, en el estudio de las
condiciones necesarias para que la actividad de modelizacion matematica pueda vivir

con normalidad en estos sistemas de ensefianza.

Siguiendo a Josep Gascon (1999), consideramos como problemdtica docente al
conjunto de cuestiones y problemas que se presentan a los profesores y que se pueden
formular utilizando las nociones e ideas dominantes en la cultura de la institucion
docente considerada. Estos problemas no deben considerarse como dificultades
personales que afectarian de manera variada a los distintos profesores, en funcion de sus
caracteristicas individuales y de su personalidad. Son, como indican Yves Chevallard y
Gisele Cirade (2006), problemas de la profesion — aqui de la profesion de profesor
universitario — que deben abordarse y resolverse de forma colectiva. En particular,
deben distinguirse de las cuestiones que integran nuestra problematica de investigacion,
que como tal se formula dentro de un marco tedrico concreto — en nuestro caso, la
Teoria Antropolédgica de lo Didactico — y que pueden llegar a distanciarse bastante de
los problemas de la profesion que le dan origen. Dicho distanciamiento no es mas que
una necesidad metodologica que consideramos inevitable para poder abordar y resolver

con eficacia las complejas cuestiones que surgen en la problematica docente:

PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE LAS MATEMATICAS EN CCEE

(Qué tipo de matematicas se deben ensefiar a los estudiantes de Ciencias

Experimentales y como deben ser ensefiadas?

Para describir la respuesta que se da a esta problematica docente en torno a la
ensefianza de las matemadticas en los primeros cursos universitarios de ciencias,
empezaremos indicando cuales son las matematicas que se enseflan actualmente en estas
instituciones y, paralelamente, cudles son las nociones e ideas dominantes que
encontramos en dichas instituciones en relacion a las matematicas y a su ensefanza.

Disponemos para ello de dos tipos de datos empiricos. En primer lugar, los programas
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de la asignaturas de matematicas que se han estado impartiendo durante estos ultimos
cursos académicos (del 2005/06 al 2007/08). Estos programas son un buen indicador de
las matematicas que se proponen para ser ensefiadas en la actualidad. Nos centraremos,
como ya hemos dicho, en el primer curso de matematicas de las facultades de CCEE de
geologia, biologia, quimica y ciencias ambientales. Nos situaremos inicialmente en la
Facultad de Ciencias y Biociencias de la Universitat Autonoma de Barcelona (UAB) vy,
posteriormente, extenderemos el estudio a diversas universidades espafiolas, cuya

situacioén, como veremos, no divergird mucho de la descrita previamente.

El segundo tipo de material empirico que utilizaremos proviene de los datos
obtenidos a través del proyecto “Aula matematica” para la mejora de la calidad docente
universitaria financiado por la Generalitat de Catalunya durante el periodo 2003-2005 y
coordinado por el profesor Frederic Utzet del Departamento de Matematicas de la UAB.
El proyecto tenia como objetivo fundamental “la mejora del aprendizaje de las
matematicas y, en consecuencia, la disminucion del nimero de no presentados y la
mejora de los resultados obtenidos por los estudiantes en las asignaturas de matematicas
de las titulaciones que no son propiamente la licenciatura de mateméaticas™'. Uno de los
medios para conseguir estas mejoras fue la adaptacion de un material de autoaprendizaje
inspirado en el recurso Math Emporium de la universidad estadounidense Virginia Tech
que no entraremos a detallar aqui. Lo que nos interesa destacar son las hipotesis previas
de las que partia el proyecto y su andlisis de las dificultades de los estudiantes de primer
curso de la licenciatura de Geologia. Este analisis se basd, entre otros datos, en la
descripcion detallada de los contenidos matematicos de la asignatura, en entrevistas a
profesores encargados de la docencia y en la elaboracion, recogida de datos y analisis de
un cuestionario administrado a los estudiantes que cursaban la asignatura. Esta
coleccion de datos empiricos nos aportara informacion, a un nivel mas detallado, de
como los profesores y los alumnos formulan lo que ellos consideran que son las
principales cuestiones problematicas relativas a la ensefianza-aprendizaje de las
matematicas. Podremos completar asi una primera presentacion de la problematica

docente en torno a la ensefianza de las matematicas a nivel universitario.

Como contrapunto a esta descripcion de la problematica docente, analizaremos un

proyecto de ensefianza que se sitia, en cierta manera, en las antipodas de la ensefianza

! Utzet (2003), Memoria del proyecto “Aula Matematica” proyecto de Mejora de la Calidad Docente 2003-2005. p. 8.
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tradicional universitaria de las matematicas. Nos referimos al programa Problem-
oriented project work que propone la universidad danesa de Roskilde desde principios
de los afios 70 dentro de un proyecto de transformacion de la docencia universitaria

tradicional.

La segunda parte del capitulo estudia el interés creciente por parte de la
comunidad investigadora en educacion matematica hacia el papel que la modelizacion
matematica puede ejercer sobre la ensefianza de las matematicas en los distintos niveles
educativos, lo que nos aportard una primera reformulacion de la problematica docente
dentro del ambito conocido como “Modelling and applications”. Antes de introducir, en
el préximo capitulo, nuestra propia propuesta para abordar dicha problematica,
presentaremos una vision panoramica de las principales investigaciones actuales en este
ambito para poder asi destacar las caracteristicas principales que las unen, las que las

diferencian e incluso, aquellas con las que se complementan.

1.1. La ensefianza de las matematicas en los primeros cursos universitarios de

Ciencias Experimentales: un estudio exploratorio

1.1.1. Vision general de los programas de matematicas para las CCEE

Partiremos de una muestra de los programas de la asignatura de matematicas que, desde
el curso 2005/06 al 2008/09, se vienen impartiendo en las licenciaturas de Biologia,
Geologia, Quimica y Ciencias Ambientales de la Universitat Autdonoma de Barcelona
(UAB) y de otras universidades espafiolas: Universitat d’Alacant (UA), Universitat de
Barcelona (UB), Universidad Complutense de Madrid (UCM), Universidad de Granada
(UDG), Universidad de Jaén (UJ), Universidad de Oviedo (UO), Universidad del Pais
Vasco (UPV/EHU), Universidad de Salamanca (US) y Universidad de Vigo (UV).

Después de comparar estos programas, se observa que todos ellos presentan una
estructura y unos contenidos muy similares. Cabe sefialar que, en el curso académico
2008/09, algunas carreras ya se han visto afectadas por la ultima reforma educativa
universitaria dirigida a la construcciéon del Espacio Europeo de Educacion Superior

(EEES) y a la conversion de las licenciaturas en grados, lo que ha provocado un cambio

? Esta muestra de programas se presenta en el Anexo 1.1.
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considerable en la formulacion de los programas en términos de “competencias”. Pero,
incluso en este caso, tanto la orientacion de las asignaturas como la descripcion de los

contenidos especificos siguen siendo bastante invariables por ahora.

En cada programa se especifican primero cuéles son los objetivos de la asignatura,
el nimero de créditos u horas de clase presencial que se le dedican y la distribucion
entre “créditos tedricos” (clases magistrales donde un profesor expone en la pizarra) y
“créditos practicos” (clases en grupos reducidos donde un profesor, generalmente
diferente al que imparte las clases magistrales, ayuda a los alumnos a resolver
problemas en clase). A esta presentacion general le sigue una descripcion de los
contenidos especificos organizados en una lista de temas o de bloques tematicos de la
asignatura y algiin comentario sobre la metodologia de la ensefianza y los dispositivos

de evaluacion.

Si nos centramos en los pequefios parrafos que indican los objetivos de cada
asignatura, encontramos que, generalmente, se justifica el disefo del programa en base a
un doble proposito: por un lado el de proporcionar a los estudiantes una formacion
matemdatica basica y, por otro, el de introducir a los estudiantes en la modelizacion
matematica aplicada a la especialidad cientifica correspondiente (biologia, geologia,
quimica o ciencias ambientales). Asi, por ejemplo, en el programa de la licenciatura de
Biologia (2005/06) de la Universidad de Salamanca (US), encontramos especificados

los objetivos siguientes:

Se pretende conseguir de manera general que el alumno se familiarice con las herramientas
matematicas basicas que va a precisar a lo largo de la carrera. En particular se busca conseguir que
el alumno comprenda los conceptos fundamentales involucrados en la Modelizacion Matematica,
fundamentalmente en los modelos basados en ecuaciones diferenciales ordinarias que tengan

aplicacion a procesos bioldgicos.

En la misma direccion, el programa de la licenciatura de Geologia (2006/07) de la UAB

propone’:

Este programa pretende un doble objetivo. El primero y mas importante es el de dar al estudiante
una formacién matematica basica, centrada en el algebra lineal y en el célculo de funciones de una

variable, que le permita comprender el lenguaje de la Ciencia. El segundo es el de introducirle en el

? Original en catalan. La traduccion es nuestra.
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campo de la Geologia, es decir en la modelizacién matematica, por medio de ejemplos sencillos que

puedan ser analizados con las herramientas matematicas introducidas previamente.

Destacamos ya, como comun denominador de la mayoria de los programas, que la parte
que hace referencia a la modelizacién matematica se plantea siempre con posterioridad
y como una consecuencia (o aplicaciéon) de lo que se presenta como la formacién
matematica basica. Con la reciente transformacion de los programas para ser adaptados
al EEES, los objetivos tienden a formularse en términos de capacidades y competencias
a desarrollar, con lo que se consigue hacer mucha mas referencia al uso de las
matemadticas dentro del estudio de cada disciplina. En el programa que presenta la

licenciatura de Geologia (2008/09) de la UB encontramos un buen ejemplo de ello:*

Competencias que se desarrollan en la asignatura:

= Capacidad de analizar e interpretar funciones matematicas de variable real que aparecen
en diferentes entornos geoldgicos,

= Capacidad para poder aplicar el concepto de integracién al célculo de areas y de
volumenes,

= Poder modelizar diferentes situaciones en tiempo discreto usando los conceptos de

sucesiones y de series.

La referencia a las “aplicaciones” queda mas explicita al examinar la estructura de los
programas en bloques tematicos y en contenidos, donde, aunque nos centremos en
analizar los programas de cursos mds recientes, a menudo se observa que la parte del
programa dedicada al estudio de modelos matematicos es pobre, cuando no inexistente.
Asi, por ejemplo, en un programa reciente (curso 2007/08) propuesto para la
licenciatura de Biologia de la UAB, podemos encontrar que €ste esta estructurado en
dos secciones. La primera se dedica a lo que se denomina “Matematica Fundamental”
con los temas de: “Funciones de una variables” (Tema 1); “Célculo integral” (Tema 2);
y “Algebra lineal” (Tema 3). La segunda seccién, con el titulo de “Biomatematica”,
integra los temas referentes a las respectivas aplicaciones: “Aplicacion del algebra lineal
al crecimiento lineal de poblaciones” (Tema 4); “Ecuaciones diferenciales y sus
aplicaciones. Ejemplos: crecimiento exponencial, desintegracion radioactiva, ecuacion
logistica” (Tema 6). Este hecho es menos explicito en el caso de la licenciatura de
Geologia de la misma universidad. Dentro del bloque de Algebra Lineal encontramos el

ultimo apartado “2.4. Aplicaciones y ejemplos” y dos menciones menos especificas de

* Original en catalan. La traduccién es nuestra.
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aplicaciones en el apartado dedicado al calculo diferencial (“Aplicaciones: problemas de
optimizaciéon™) y en el apartado de célculo integral (“4.2. Técnicas elementales de

integracion. Aplicaciones”).

Hay casos en los que las referencias a la modelizacion y aplicaciones son mas
importantes. Por ejemplo, en el programa de la universidad de Salamanca (US) aparece
todo un tema dedicado a los “Modelos Matematicos basados en E.D.O. de primer
orden” y una lista de aplicaciones en el tema de “Sistemas de Ecuaciones Diferenciales
y Aplicaciones”: “modelos de crecimiento de poblaciones para dos especies que
interaccionan”, “modelos epidemioldgicos”, etc. cuya extension contrasta con los pocos
créditos de la asignatura, s6lo 4,5. Insistimos en que, sobre el papel, el programa parece
ser demasiado extenso: s6lo 45 horas de clase presencial para 9 temas, partiendo del
estudio de funciones, limites y continuidad, calculo diferencial e integral en una variable
hasta los sistemas de ecuaciones diferenciales pasando por los espacios vectoriales, las

matrices y los determinantes, etc., lo que nos hace suponer que seguramente seran las

“aplicaciones” lo que primero se sacrificara por falta de tiempo.

Queremos mencionar finalmente, también como caso excepcional dentro de la
muestra de programas recogidos, el caso de la licenciatura de biologia de la universidad
de Jaén (cursos académicos 2005/06 y 2006/07). El programa también es bastante largo,
esta dividido en 9 temas, para una asignatura de 6 créditos (correspondiente a 60 horas
de clase presencial). En 6 de estos 9 temas se hace referencia al estudio de modelos
matematicos aplicados a la biologia. De forma bastante general, en el primer tema
dedicado al estudio y resolucion de sistemas de ecuaciones lineales aparecen las
siguientes “Aplicaciones: Programacion lineal, administracion de recursos”. En los tres
siguientes temas dedicados al algebra lineal, se incluye la aplicacion hacia “Modelos
discretos en Biologia. Cadenas de Markov. Aplicaciones en genética. Modelo de Leslie.
Explotacion racional de animales”. En el tema de estudio de funciones de una variable
se incluye el apartado de “Aplicacion hacia modelos trigonométricos: Movimientos
migratorios”; en el de derivacion el de “Depredadores y presas. Metabolismo basal”; y,
finalmente, en el tema 9 dedicado a las ecuaciones diferenciales, se incluye: “Modelos
de interaccion entre especies. Modelos continuos de crecimiento de poblaciones.
Crecimiento exponencial. Modelos logisticos. Genética de poblacion.”. El programa

mas reciente, el del curso 2007/08, conserva una estructura muy similar aunque ahora se
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distribuyen en 10 temas, en lugar de 9, con los mismos contenidos y las respectivas

aplicaciones.

Con los nuevos planes de estudio surgidos de la ultima reforma universitaria,
encontramos ya para el curso 2008/09 algunas propuestas que las diversas facultades de
ciencias empiezan a redactar cifiéndose a la nueva propuesta descriptiva de las
asignaturas en base a: competencias que se deben desarrollar, objetivos de aprendizaje,
bloques tematicos de la asignatura, metodologia y organizacioén general de la asignatura
y evaluacion acreditativa de los aprendizajes de la asignatura. Un buen ejemplo lo
presenta el programa de la asignatura “Matematiques I — Analisi 1 calcul” de la
licenciatura en Geologia de la Universitat de Barcelona (UB) en el cual encontramos
incluidos dentro del bloque de “competencias a desarrollar” algunas referentes a la
aplicacion de conceptos y a la modelizacion (nuestra traduccion): “Capacidad de
analizar e interpretar funciones matematicas de variable real que aparezcan en
diferentes entornos geologicos. Capacidad para poder aplicar el concepto de
integracion al cdlculo de areas y de volumenes. Poder modelizar diferentes situaciones

a tiempo discreto usando los conceptos de sucesion y serie”.

En general, lo que queda claro es que la organizacion habitual de los programas
no se estructura en torno a los “problemas de modelizacién” o “aplicaciones”, sino en
torno a un listado de temas o bloques tematicos de naturaleza matematica cuya
organizacion es muy estandar. Podriamos distinguir, en casi todos los programas, tres
grandes bloques tematicos o areas de contenido: dlgebra lineal, calculo diferencial e
integral en una variable y ecuaciones diferenciales. En algunos casos encontramos la
inclusion de una tercera area: probabilidad y estadistica, que aqui no consideraremos.’
Cabe destacar que la estructura detallada de los contenidos dentro de cada uno de los
bloques tematicos no aparece siempre de forma explicita y, cuando lo hace, no siempre
presenta las mismas subdivisiones. Por ejemplo, el algebra lineal puede aparecer con

esta denominacion®, o repartida en dos bloques7 0, incluso, en tres®. Y lo mismo ocurre

> Lo mas habitual es que aparezca como una asignatura distinta de la de matematicas.

6 Como es el caso de los programas de geologia y biologia de la UAB, biologia de la UGR, biologia de la UPV y
ciencias ambientales de la UJ.

" Como es el caso de biologia de la UPV “Vectores y matrices” y “Vectores y valores propios”; “Teoria de matrices.
Sistemas de ecuaciones lineales” y “Espacios vectoriales. Transformaciones lineales” en el caso de quimica de la

UGR.
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con otros bloques tematicos. La subdivision de estos bloques depende ligeramente de la
asignatura considerada: en algunos casos, se mantiene a un nivel bastante general
aunque, en otras ocasiones, puede llegar hasta niveles de concrecion bastante
detallados’. El comtn denominador de todos los programas es que los contenidos se
describen siempre haciendo referencia a una lista de conceptos matematicos clave que
aparecen de forma invariante en cada programa. Al lado de esta lista de conceptos, solo
algunos de los programas detallan ademas las “aplicaciones” y hacen cierta referencia al

tipo de cuestiones extra-matematicas que se trataran a lo largo del curso.

Esta organizacion tradicional de los contenidos de ensefianza tiene el
inconveniente de esconder las cuestiones problemdticas que constituyen la razon de ser
de los conceptos, propiedades, técnicas y teoremas que han acabado cristalizando en el
saber matematico que se pretende ensefiar. Debido a que esta organizacion situa los
contenidos matematicos (definiciones, propiedades, técnicas, teoremas, etc.) en el
origen de la actividad matematica, los tipos de problemas matematicos que los alumnos
aprenderan a resolver deberan inscribirse siempre en uno de estos temas y, por lo tanto,
mantendran un caracter relativamente “cerrado” y “aislado”. Y es muy probable que lo
mismo ocurra con las “aplicaciones”, que aparecen al final de cada tema como

ejemplificaciones especificas de cada uno de los contenidos.

1.1.2. La problematica docente en boca de profesores y estudiantes

Una vez descrita brevemente la “respuestas espontanea” de los actuales sistemas de
ensefianza a la problematica docente propuesta y para poder seguir caracterizando la
problematica docente en el primer curso de CCEE en las instituciones universitarias,
consideraremos los datos empiricos correspondientes a los resultados del estudio
realizado dentro del proyecto “Aula matematica” para la mejora de la calidad docente
universitaria (2003/05). En el desarrollo de este proyecto, se realizaron un total de 45
encuestas a estudiantes de la licenciatura de geologia que cursaban la asignatura de

matematicas (ver anexo 1.2), ademds de cuatro entrevistas a los profesores encargados

% En el programa de quimica de la UGR encontramos las divisiones en temas: “Matrices”, “Sistemas de ecuaciones” y
“Determinantes”; en el caso de quimica de la US: “Espacios vectoriales”, “Aplicaciéon a la geometria” y
“Transformaciones lineales”, al cual le sigue un ultimo tema de “Aplicacion de la teoria de matrices a las ecuaciones
diferenciales”.

? Biologia y ciencias ambientales de la UJ.
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de su docencia (ver anexo 1.3). Presentamos a continuacion, de forma bastante sintética,
los resultados obtenidos en estos dos tipos de estudio en lo que hace referencia a los

contenidos y estructura de la asignatura de matematicas que se estaba impartiendo.

Algunas de las cuestiones planteadas en el cuestionario buscaban la opinion de los
estudiantes de geologia sobre la asignatura que estaban cursando o habian cursado y el
papel de las matematicas dentro de la licenciatura de geologia. Se les preguntaba qué
relaciéon encontraban con otras asignaturas y si consideraban que era conveniente
modificar la orientacion de la asignatura. Los resultados de la encuesta fueron bastante
contundentes. Frente a la pregunta de si era necesario modificar los contenidos de la
asignatura, un 73% de los alumnos encuestados (33 de los 45) respondieron
afirmativamente. Sobre su percepcion del papel de las matematicas dentro de la
licenciatura de geologia, s6lo 17 de 45, un 38%, las consideran como un instrumento
necesario, mientras que alrededor de un 47% (21 de 45) las consideran un obstaculo que
se debe superar o incluso una asignatura prescindible (el restante 16%). Finalmente,
frente a la pregunta de qué relacion hay entre la asignatura de matematicas y el resto de
las asignaturas de la titulacion, 11 de los 45 alumnos (25%) reconocen no ver ninguna
relacion entre las matematicas estudiadas y los contenidos de las otras asignaturas, 33

(73%) ven sélo alguna relacion y solo 1 (2%) opina que hay mucha relacion.

¢ Crees que seria necesario Frecuencia % &CO?:lze:alr?:;::aeg:z:;:;:f ntro Frecuencia %
reorientar los contenidos? .
1 Si 33 73.33 1. Un instrumento necesario 17 37.78
2 No 12 26.67 2. Un obstaculo que se debe superar 21 46.67
Total 45 100% 3. Una asignatura prescindible 7 15.55
Total 45 100%
¢ Ves relacion entre los contenidos de la asignatura :
. . Frecuencia %
de matematicas y los de las otras asignaturas?

1. Ninguna 11 24.45

2. Alguna 33 73.33

3. Mucha 1 2.22

Total 45 100%

En referencia a las entrevistas a los profesores de la asignatura (ver anexo 1.3), nos

centraremos aqui en destacar algunas respuestas proporcionadas de las preguntas 2 a la
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6 que son las que hacen referencia a los contenidos de la asignatura de matematicas para
un primer curso de geologia. Resumimos brevemente a continuaciéon algunas

caracteristicas de las respuestas obtenidas:

Pregunta 2: ;Cuanto tiempo se dedica a la introduccidon de algunos temas elementales de

modelizacién matematica en la licenciatura de Geologia?

Respuestas:

= La mayoria de los profesores entrevistados estan de acuerdo en que la parte de modelizacion
matematica, aunque esté incluida en la descripcion del programa, en la practica real acaba por
no impartirse.

= Todos los profesores mencionan la desaparicién del programa del bloque mas aplicado, el de
ecuaciones diferenciales, argumentando como razén principal la falta de tiempo para su
realizacion. Nos explican también que en cursos anteriores se hacian aplicaciones y ejemplos
pero indican que actualmente han desaparecido excepto algunos casos puntuales y aislados
(nos dan ejemplos concretos como, en el bloque de algebra lineal, problemas referentes al
estudio de dinamica de poblaciones), pero nunca aplicaciones de caracter geologico.

= Alguno de ellos dice introducir ejemplos “puntuales” de modelizacion o de aplicacién con el

objetivo de “motivar” a los alumnos.

Pregunta 4. ;Por qué crees que se ha decidido ensefiar estas matematicas y no otras? ;Los
contenidos matematicos que se introducen en la asignatura de matematicas se utilizaran en otras

asignaturas de la carrera? ;Y en la futura profesién del gedlogo?

Respuestas:

= Todos estan de acuerdo en que las matematicas que actualmente se ensefian forman parte de
una formacion matematica basica o elemental para todo cientifico. Por ejemplo, el entrevistado A
afirma: “Un cientifico debe ser capaz de moverse con estas cuatro cosas basicas sea cual sea
su futuro campo. Podriamos decir que el caso de geologia es el denominador comun minimo de
toda la facultad de ciencias”-

= Reconocen que hay asignaturas en la licenciatura que requieren de matematicas muy complejas

que no se podrian cubrir en un primer y unico curso de matematicas.

Pregunta 5. Si el curso se justifica en términos de una formacion matematica basica, ;es posible
presentar en clase las cuestiones o la problematica (matematicas o extra-matematica) que dan
sentido a las nociones, a los teoremas y a las técnicas que se estudian? ;Con qué profundidad se
pueden trabajar los temas? ;Creen que seria necesario dedicar un curso completo para desarrollar

adecuadamente el programa?
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Respuestas:

= No hay mucho acuerdo entre las respuestas dadas, aunque la mayoria considera que no hay
tiempo suficiente para poder desarrollar bien el programa.

= Dos de los entrevistados consideran que dedicar un curso completo para desarrollar el programa
seria mucho mas Util, dejando asi tiempo para presentar aplicaciones, algunos ejemplos mas y

las cuestiones que dan sentido a las matematicas que se ensefan.

Pregunta 6. ;Hay tiempo y ocasion en la clase de problemas o de teoria para que los estudiantes
lleguen a dominar las principales técnicas matematicas y que puedan estudiar en profundidad algun
tipo de problemas? ; Es posible que los estudiantes lleguen a interpretar el curso como una sucesién
de técnicas aisladas e independientes?

Respuestas:

= Todos opinan que es dificil que los alumnos lleguen a dominar técnicas y profundizar en el
estudio de los problemas principalmente por cuestion de tiempo y que esto imposibilita que los
alumnos aprendan a relacionar los diversos conceptos que estudian.

= Hacen de nuevo referencia al bajo nivel con el que llegan, hecho que dificultan enormemente
poder profundizar en la materia. Asi el entrevistado B afirma: “Creo que a veces los estudiantes
deben tener la sensacidn que es un “cajon de sastre”, creo que la sensacion de unidad no la
tendran nunca. [...] Dar una vision global no es posible pero de cada una de les partes yo creo

que si.”

Frente a las respuestas obtenidas, destacamos el acuerdo que presentan los profesores
entrevistados en relacion a que los cursos que se estan impartiendo ofrecen la formacion
matematica basica e imprescindible para la formacion de todo cientifico. En relacion a
la vision global que los alumnos pueden tener del curso, la mayoria opinan que en el
transcurso de la asignatura es muy dificil dar un sentido global a las matematicas que se
ensefian. Finalmente, y como era de esperar, la parte de la asignatura que
“tedricamente” se destinaba a la introduccion de la modelizacion matematica no
representa un objetivo realista para los profesores. Estos afiaden incluso que con el paso
de los afos algunas partes esenciales de aplicacion de la matematica han ido
desapareciendo de los programas. Ni la estructura que se da a los contenidos, ni la
forma de desarrollarlos en clase permite llevar a cabo un trabajo de construccién de
modelos matematicos en relacion con el estudio de cuestiones problematicas que surgen
en ambitos cientificos cercanos a la especialidad escogida por los estudiantes. La razon
de ser (matematica o extramatematica) de los contenidos de esta formacion matematica

basica que deben adquirir los estudiantes no forma parte del programa de estudio. Y el
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tiempo destinado tampoco permite ver aplicaciones de las nociones basicas que no se
limiten a simples ilustraciones o ejemplificaciones puntuales de las diferentes técnicas

asociadas a cada tipo reducido de problema.

A pesar de que implicitamente se asume que todos los contenidos en los que se
estructura el curriculum forman parte de una organizacion matematica mas amplia, en
ningin momento se plantea el problema matematico-didactico de cémo conseguir
articular los contenidos matematicos, incluso para poderlos utilizar como instrumentos
de modelizacién en el estudio de cuestiones bioldgicas, geoldgicas o quimicas. Se
acepta implicitamente que los contenidos matematicos se articulan por ellos mismos
(aunque se ensefien y aprendan como contenidos aislados) o se tiende a aceptar que esta
articulacion ya se producira posteriormente y espontaneamente cuando los contenidos se
apliquen a problemas extra-matematicos (quimicos, bioldgicos, geoldgicos, etc.). Nunca
se pone en cuestion el dogma de la ideologia “aplicacionista”: primero aprender las
matematicas basicas y después, si es necesario y si hay tiempo, ya se aplicaran.
Tampoco se cuestionan los contenidos ni la forma de organizar el estudio de la

denominada formacion matemdtica basica.

1.2. Primera reformulacion del problema docente en torno a la ensefianza de las

matematicas en CCEE

A partir de los programas de las asignaturas de matematicas para las CCEE y de la
vision de estas asignaturas que muestran los profesores y estudiantes, podemos afirmar
que, en lineas generales, la ensefianza universitaria de las matematicas para las CCEE
en Espafia no integra de forma sistematica y normalizada el desarrollo explicito de la
actividad de modelizacion. En otras palabras, las matematicas no se ensefian a partir de
la necesidad de modelizar situaciones o cuestiones que surgen en el &mbito de las CCEE
sino que se presentan como unas herramientas basicas que el estudiante debe aprender a
manejar sin saber de antemano qué tipos de problemas estas herramientas le permitiran
resolver. En el mejor de los casos, podra ver al final del proceso de estudio (si el tiempo
lo permite), algunas “aplicaciones puntuales” de las nociones y técnicas aprendidas. No
es extrafio entonces que las matemadticas que los estudiantes deben aprender se les

acaben apareciendo como muy formales y poco Ttiles, e incluso como “un obstaculo
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que deben superar” mas que como un instrumento necesario para estudiar las demas

disciplinas de su especialidad.

El problema de las dificultades de los estudiantes universitarios para “entrar en la
actividad matematica” y superar asi el habitual “desapego” de las mismas, es un
fenémeno general que no afecta Gnicamente la ensefianza universitaria espafiola. Asi lo
indican los estudios realizados por la Comisién Internacional para la Instruccion
Matematica (ICMI), sobre la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas a nivel
universitario recogidos en el volumen especial editado en 2001 titulado “The Teaching
and Learning of Mathematics at University Level”. El investigador de Nueva Zelanda,
Derek Holton, editor del estudio, junto con el investigador danés Mogens Niss destacan,
en el documento de discusion que precedio la conferencia celebrada en Singapur en
1998 (ICMI — Bulletin No. 43, December 1997), la motivacion de la realizacion de este

estudio:

A number of changes have taken place in recent years, which have profoundly affected the
teaching of mathematics at university level. Five changes which are still having
considerable influence are (i) the increase in the number of students who are now attending
tertiary institutions; (ii) major pedagogical and curriculum changes that have place at pre-
university level; (iii) the increasing differences between secondary and tertiary mathematics
education regarding the purposes, goals, teaching approaches and methods; (iv) the rapid
development of technology; and (v) demands on university to be publicly accountable. Of
course, all these changes are general and have had their influence on other disciplines.
However, because of its pivotal position in education generally, and its compulsory nature
for many students, it could be argued that these changes have had a greater influence on
mathematics than perhaps on any other discipline. [...] As a result of the changing world
scene, ICMI feels that there is a need to examine both the current and future states of the

teaching and learning of mathematics at university level. (Niss, 1997, 1-3)

Por su parte, la didacta francesa y actual presidenta del ICMI, Miche¢le Artigue, enfatiza,
en el articulo recogido en la publicacion que surgid del citado estudio, la importancia de
la investigacion didactica en la ensefianza universitaria para ayudar a entender mejor
algunas de las dificultades y resistencias que impide un aprendizaje de las matematicas

mucho mas articulado y funcional:

For instance, for more than twenty years, research has brought out the fact that the learning

of mathematics is not a continuous process, that it necessitates reconstruction,
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reorganization, even sometimes veritable breaks with earlier knowledge and modes of
thought. [...] More and more, research shows that learning rests, in quite decisive way, on

the flexibility of mathematical functioning via articulation. (Artigue, 2001, p. 3)

Llegados a este punto, vamos a proponer una primera reformulacion del problema
docente relativo a la ensefianza de las matematicas en el primer curso de las
licenciaturas de CCEE ligado a la problematica de la pérdida de sentido y
desarticulacion de las matematicas escolares que constituye hoy una de las cuestiones

mas acuciantes en todos los niveles educativos.

PRIMERA REFORMULACION DEL PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE
LAS MATEMATICAS EN CCEE

(Como conseguir que los conocimientos matematicos que se ensefian en los primeros
cursos universitarios de CCEE no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos
y técnicas carentes de sentido, sino que aparezcan de manera funcional como

herramientas para dar respuesta a cuestiones problematicas dentro de las CCEE?

Dentro de esta problematica, se podria suponer que las facultades de CCEE deberian
formar un entorno institucional mucho mas favorable que, por ejemplo, la ensefianza
obligatoria (primaria y secundaria). En efecto, si las licenciaturas citadas incorporan en
su curriculum asignaturas de matematicas, es porque éstas representan una herramienta
de modelizacion imprescindible para la comprension, utilizacion y desarrollo de las
ciencias consideradas. Asi lo encontramos descrito, en los programas universitarios,
como uno de sus objetivos principales. Aunque también vemos como este objetivo se
mantiene muchas veces como un lejano propoésito, casi una aspiracion utdpica que

raramente llega a realizarse en las aulas.

No creemos muy exagerado afirmar que la “ideologia” imperante en la ensefianza
de las matematicas en las facultades de CCEE es la que podriamos denominar de
“aplicacion de conocimientos preestablecidos”: lo primero, y mas importante, es
aprender a manipular las herramientas matematicas y los modelos matematicos (fijados
de antemano) basicos y después ya se vera como aplicarlos en cada ambito particular de
trabajo. Los modelos matematicos se “fabrican” a partir de las nociones, propiedades y
teoremas de cada tema y, una vez construidos, de forma completamente independiente

de cualquier sistema potencialmente modelizable, se buscan las posibles aplicaciones de
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estos modelos que, por tanto, nunca pueden ser modificados (ni, aun menos, originados
y construidos) por las necesidades internas y las posibles evoluciones o ampliaciones de

los sistemas que se pretende estudiar.

No se tiene en cuenta que, en muchas ocasiones, el modelo mateméatico que se
quiere utilizar proviene de la modelizacion previa de sistemas similares al de las futuras
“aplicaciones”. Podemos decir que la actividad de modelizacion “escolar” (incluyendo
la universitaria) se reduce a una actividad rutinaria de utilizacion algoritmica de
modelos previamente construidos, sin ningin cuestionamiento relativo al origen,
pertinencia y eficacia de los modelos considerados, en relacion al tipo de cuestiones que
se quieren responder. Se ensefian conocimientos previamente matematizados, sin
atribuir ningun protagonismo a los procesos de modelizacion de los sistemas
(matematicos o extramatematicos) que han generado estos conocimientos. Y se acaba
mostrando los usos o aplicaciones de estos conocimientos al final, de forma

independiente de las problematicas que les dieron origen.

Una de las principales consecuencias de esta vision es la desaparicion de la
problematica explicita de la modelizacion matematica globalmente considerada y el
empobrecimiento de la actividad de modelizacion matematica en toda la ensefanza
universitaria espafiola. En esta institucion las matematicas continian organizandose en
base a criterios que reproducen la loégica de la construccion axiomatica de los conceptos
sin tener en cuenta las cuestiones que motivan la utilizacion de los modelos y de las

técnicas que estos conceptos permiten elaborar.

En realidad, la situacion no diverge mucho de la formacion universitaria francesa
que, hace ya algunos afios, Chevallard (1998) describia de manera un tanto radical en

los términos siguientes:

Dans une telle formation, le souci des applications pratiques et méme le simple contact
entre le mathématique et le non mathématique est a peu pres totalement absente, quand ils
ne sont pas regardés avec hauteur [...]. L’inintérét, muet ou proclamé, de la plupart des
formations universitaires de mathématiques pour I’extra mathématique fait que las notions
nécessaires pour penser mathématiquement le non mathématique n’y regoivent pas méme

un début de mathématisation [...]. (Ibid., pp. 3-4)

17



Capitulo 1 — El papel de la modelizacién en la ensefianza universitaria de las matematicas

La situaciéon que conocemos hoy en dia es el resultado de un largo proceso que
Chevallard (2001) califica de purificacion epistemologica de las matematicas,
consecuencia de la ruptura de una tradicion de muchos siglos, totalmente olvidada, de
mestizaje cultural y de hibridacion epistemologica. Esta tradicion de apertura y de
mestizaje recibio el apoyo de las llamadas matematicas mixtas. A través de los afios el
término, ya perdido, de matematicas mixtas fue reemplazado por el de matematicas

aplicadas:

A partir de 1800 environ, “mixte” est progressivement remplacé par “appliqué”. La
huitieme Edition (1853-1860) de L'Encyclopédie Britannique subdivise encore las
mathématiques en pures et mixtes; mais la neuvieme édition (1875-1889) distingue
désormais “mathématiques pures” et “mathématiques appliqués”. En 1908 encore, L'Oxford
English Dictionary mentionne 1’expression “mixed science”, mais c'est pour en dire qu'elle

est devenue obsolete, «except for mixed mathematics». (Ibid., p. 10)

Pensar en términos de matematicas mixtas es, segin este autor, sindnimo de buscar el
contacto con el mundo, no tener miedo a mezclarse, sino de buscar este mestizaje. Tal
como hemos visto en el apartado anterior, la ensefianza de las matematicas en primeros
cursos universitarios, lejos de mezclarse con las otras disciplinas ni, ain menos, con la
“realidad” en la que estas disciplinas se proponen intervenir, se centra en la logica de las
matematicas “puras” como consecuencia de una epistemologia escolar que lleva a
defenderse de posibles intrusiones. El tratamiento “monodisciplinar” de las cuestiones
tiende a ocultar las necesidades que tienen muchas disciplinas del uso de conocimientos
matematicos y, en la mayoria de ocasiones, oculta las razones de ser de estos
conocimientos. En este sentido, Chevallard (2001, p. 19) afirma que se esta cayendo en

una “infra-utilizaciéon indigena de las matematicas”.

1.3. El “proyecto Roskilde” como respuesta a la primera reformulacion del

problema docente de la ensefianza de las matematicas en CCEE

La situacion que hemos descrito anteriormente es una de las consecuencias que tiene el
“encierro disciplinar” de las matematicas sobre su ensefanza. Aunque se vean
recientemente esfuerzos por revalorizar y dar mayor visibilidad a las matematicas
“mixtas” tan necesarias como extendidas hoy dia en el mundo de la industria y del
desarrollo cientifico, la universidad espafiola sigue organizando su ensefianza sobre la

logica de las “matematicas puras”. Pero existen experiencias de reformas docentes que
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han intentado cambiar este estado. Uno de ellos lo constituye la universidad danesa de

Roskilde (RUC-Roskilde Universitetscenter).

Tal como explica el investigador Morten Blomhej de dicha universidad: “At
Roskilde University we have 35 years of experience with problem based student projects.
In particular from the two-year introductory study programme in natural science, we
have extensive experience with interdisciplinary student project setting up, analysing,

applying and criticising mathematical models. [...]” (Blomhgj, 2007, p. 1)

En los siguientes apartados describiremos con mas detalle en qué consiste esta
propuesta docente que, en contraposicion a la organizacion mads tradicional de los
primeros cursos de CCEE, persigue romper las barreras que la tradicion ha delimitado
entre las diversas disciplinas. Parte clave de su propuesta es la de basar sus estudios en
la realizacion de proyectos, el denominado “problem-oriented project work”, que
permite a los estudiantes “poner en practica” una variedad de conocimientos cientificos,
en particular, matematicos, que se introducen a los alumnos en cursos introductorios de
caracter mas tradicional. La incorporacién de cursos sobre “Modelizacion matematica
para las ciencias”, cuyo objetivo explicitamente formulado es el de “ensenar a los
estudiantes como formular una descripcion matematica de un hecho cientifico usando
ejemplos de la diversas disciplinas cientificas”, resulta ser una propuesta clave en estos
primeros cursos de CCEE para conseguir que las matematicas pasen a ensefiarse y a
usarse como herramientas de modelizacion de los situaciones cientificas que los
estudiantes deberan estudiar. Esta propuesta trae consigo muchas ventajas, pero también

algunos “inconvenientes” que Blomhgj (2007, p. 5) describe como sigue:

[...] The project work and the focus on mathematical modelling competency come with a
price: less time for teaching important and fundamental disciplines. However, in the
programme mathematical modelling together with experimentation are seen as the two
main constituents in a general introductory study programme in natural sciences — and for

good reasons we think.

En la misma direccion Niss (2001) hace un balance de lo que ha significado la reforma
propuesta por su universidad de la cual ¢l ha sido uno de los principales promotores
desde sus inicios. Aqui, en concreto, se refiere al papel que las matematicas han tomado

dentro de los proyectos a diferencia del papel que mas tradicionalmente se les asignaba:
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[...] Such projects work cannot stand alone, however. Only seldom does it seem to be an
appropriate means for the acquisition of usual, systematically organised subject matter.
For that purpose, classical courses organised and taught by academic teachers remain
relevant — which certainly does not imply that the way such that courses are taught is of
minor importance [...]. Mathematics programmes at RUC are designed to grasp the
essence of mathematics by means of a pair of pinchers, with one jaw consisting of
problem-oriented studies, cast in the form of project work, while the other consists of the
study of systematically organised subject matter, typically through participation in
courses. As was said before, this way of structuring and organising the programme has
costs [...]. However, any mathematics programme can contain only a small selection of
branches and topics of contemporary mathematics. So, a selection has to be made
anyway, and what matters at the end of the day is not so much how much food is being
served but rather the selection and quality of the food, and how much is digested and how

well. (Ibid., p. 165).

Veamos sin embargo, que la nueva organizacion docente no renuncia al estudio de
contenidos “sistematicamente” organizados que esta en la base de la ensefianza mas

tradicional.

1.3.1. El nuevo modelo docente propuesto por la universidad de Roskilde

El modelo docente universitario que propone la universidad danesa Roskilde supone un
caso excepcional en comparacion a lo que podemos considerar como modelos docentes
tradicionales que encontramos de forma bastante generalizada en las facultades de
CCEE de las universidades espaiolas y, tal como describen muchos autores (Blomhgj &
Kjeldsen (2006 y 2009), Niss'® (2001), Legge (1997), Mallow (2001), Vithal et al.
(1995), entre otros), la situacién es muy parecida en muchas de las universidades

curopceas.

La universidad de Roskilde fue fundada en 1972 con el propdsito de proponer una
alternativa a la ensefianza universitaria tradicional danesa. Pese a tener que superar
diversas dificultades politicas como reaccion a la reforma educativa que se proponia,
diez afios después la situacion dio un giro y, hoy en dia, no hay duda que la universidad

de Roskilde (RUC) es una universidad muy bien establecida que usa métodos

' Mogens Niss fue uno de los miembros del equipo fundador de la universidad Roskilde. Actualmente, es
profesor de matematicas y de educacion matematica en esta universidad en el departamento de “Science,

Systems and Models”.
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radicalmente diferentes a la ensefianza tradicional y que permite que los alumnos

desarrollen un tipo de actividad dificil de ser implementada en otros modelos docentes.

Desde sus inicios, cada una de las facultades de ciencias, humanidades y ciencias
sociales disefiaron los programas basicos de estudio de caracter interdisciplinar de 2
afios de duracion (2-year introductory study programmes) cuya superacion permite a los
estudiantes cursar entonces un curso de especializacion'' (3r afio de Bachelor). El
disefio de los programas fue, desde sus inicios hasta la actualidad, realizado en base a
cuatro principios pedagdgicos basicos: interdisciplinariedad, orientado hacia el estudio
de problemas (problem-oriented project), ejemplaridad (exemplarity) y organizado en

proyectos en grupos (participant directed) (Illeris, 1999, p. 1-3).

Mas detalladamente, Legge (1997, p. 5) nos describe que el estudio de problemas
(problem-oriented project) se sitia como eje principal para guiar a los estudiantes y
docentes en el estudio de las correspondientes disciplinas. El hecho de dar el papel
protagonista al estudio de problemas y a la busqueda de respuestas a cuestiones mas
especificamente formuladas, se sitia en contraposicion directa al modelo docente
tradicional en el que las asignaturas se organizan en torno a los contenidos conceptuales
y los ejemplos o aplicaciones se ensefian como meras ilustraciones de lo mostrado
previamente (‘“subject-oriented work™). En esta nueva orientacion, los estudiantes
desarrollan su trabajo en grupos bajo la guia de un profesor que se les asigna desde el
inicio del proyecto. Los miembros de los grupos son los responsables de tomar
decisiones colectivamente y de asumir las responsabilidades necesarias para el
desarrollo del proyecto (participant directed). El papel del profesor-tutor se aleja ahora
del papel de lider o experto de la materia que tradicionalmente se le otorga. El principio
de “ejemplaridad” (exemplarity) significa que se puede aprender una materia a través

del estudio profundo de algunos casos ejemplares. Durante el desarrollo de un proyecto,

""En la universidad RUC, todos los estudios empiezan con dos cursos de “Estudios Basicos” (Basic
Studies) en alguna de las areas: Ciencias, Humanidades o Ciencias Sociales. Por ellos solos no
proporcionan ningun titulo asi que al inicio del tercer curso los estudiantes eligen su area o areas de
especializaciéon (Specialised degree programs) de diferente duracion aunque actGan de forma
complementaria: Bachelor’s degree (3 afios en total consistiendo en los 2 afios de estudios basicos mas la
especializacién que requiere cursar una asignatura anual o bien dos asignaturas de medio afio), Master’s
degree (5 afios de duracion total, 2 afios mas después de Bachelor), Ph.D. (8 afios de duracion, 3 afios mas

de investigacion después del titulo de master).
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como ocurre con el estudio de problemas reales, se tiende facilmente a sobrepasar las
fronteras establecidas entre las diferentes disciplinas. Es por esto que el concepto
habitual de interdisciplinariedad se convierte en una realidad en la realizacion de estos

proyectos y, en definitiva, para el modelo docente de la universidad.

Durante cada uno de los cuatro semestres de los que constan los dos cursos de
estudios introductorios, los estudiantes deben completar un proyecto por semestre (15
ECTS) al mismo tiempo que deben cursar dos cursos por semestre (7.5 ECTS cada uno)
de un listado que la universidad publica antes de iniciarse el curso académico. Los
programas se disefian de forma que los estudiantes destinen el 50% de su dedicacion a
los cursos ofrecidos y el restante 50% a trabajar en el proyecto que deben finalizar

semestralmente.

Para facilitar el trabajo en los proyectos, es interesante resaltar que la universidad
organiza a los estudiantes en casas que estan equipadas con su propia secretaria, una
sala de reuniones para cada grupo de trabajo, ademds de cocina, bafios y duchas. Los
grupos tienen acceso a aulas equipadas con ordenadores y pizarras, a la sala de
actividades plenarias para los seminarios, presentaciéon de proyectos y el resto de
actividades sociales. Para supervisar los proyectos y organizar las diversas actividades
académicas, se destina un equipo de 10 a 12 profesores a cada una de las casas. Al
inicio del semestre, se forman los grupos de trabajo de entre 4 a 7 estudiantes a los que
se les asigna un profesor tutor del proyecto. La evaluacion final se hard en base a la

memoria final del proyecto completada con pruebas orales individuales.

1.3.2. La propuesta educativa de la universidad de Roskilde para las facultades de

Ciencias Experimentales

Para describir mas concretamente el caso que aqui nos interesa, el de los estudios
universitarios de CCEE, describiremos brevemente los programas introductorios de los
estudios de ciencias naturales (Nat-Bas programmes) que propone esta universidad.
Veamos a continuacion la relacion de asignaturas que se ofrece para el curso 2008-
2009. Setialemos que, de las 8 asignaturas que cada estudiante debe escoger, dos de

ellas deben ser necesariamente de matematicas o de fisica:
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Courses at the Basic Studies: The courses aim at giving the students fundamental knowledge of
theories and methods in Natural Sciences in a systematic way. The student must choose eight out of
the total number of courses available in English. The timetabled hours of courses in the Basic
Programme are 3 hours twice a week for 13 weeks. Students will probably have to prepare for 3-6
hours for each lesson. Courses are taught in classes of 20-40 students. A typical lesson will be a
mixture of lectures, problem solving work and discussions. Some courses include laboratory work or

fieldwork.

Biology A - Cell Biology The course includes structure and function of animal and plant cells with a
general view in cell biology, cellular respiration, classic and molecular genetics, evolution and cell

communication.

Biology B - Environmental biology and ecology The course covers ecological and eco-
toxicological processes and mechanisms at individual, population, community and ecosystem levels.
The students are further introduced to ecological methods related to fieldwork, experimental methods

and analysis of ecological data.

Chemistry A - General chemistry The main emphasis of the course is on structure and properties of
compounds, stochiometry, chemical equilibrium, kinetics, thermodynamics, electrochemistry and

chemical bonds.

Chemistry B - Organic chemistry The purpose of the course is to introduce the students to
fundamental organic chemistry, modern concepts of structure of organic compounds, nomenclature
and the significance of organic chemistry seen from a biological point of view. The course consists of

a theoretical part and a laboratory part.

Computer Science A Introduction to programming. Control statements, variables and data types,

data structure and objects.

Computer Science C Fundamental algorithms and data structures including sorting, searching,
stacks, queues and hash tables. Design, analysis, verification and implementation (using Java) of

further data structures and algorithms.

Environmental Studies This course presents interdisciplinary and problem-oriented approaches to
investigating environmental issues. The course introduces and applies theories and methods from the
natural sciences including field methods, experimental exercises and practice. Methods of group work

and project planning are introduced as well.

Geography A Environmental geography. Course subjects include earth science: climate, soil, water
and the impact of human activities on geological structures and cycles. Theories and methods applied
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in studies of landscape and the environmental impact of land use will be presented. The course

includes field studies, excursions and experimental work.

Mathematics A - Intermediate calculus. Course subjects include the differentiation and integration
of functions of several variables, complex numbers, and an introduction to ordinary and partial

differential equations.

Mathematics B - Linear algebra with applications Linear algebra, finite-dimensional vector spaces,

matrices and eigenvectors. Application to linear ordinary differential equations.

Mathematics Base | - Mathematical modelling in the Sciences This course is designed specifically
for international students. The mathematical prerequisites kept at a minimum, the course focuses on
teaching the student how to formulate a mathematical description of a phenomenon in science using
examples from physics, chemistry, biology and medicine. Analysis of the models by analytical

methods and computer simulation. The course is primarily taught through 3-4 large examples.

Mathematics Base Il - Mathematical modelling continued Continuation of mathematical modelling

for students who need more time to work with mathematical concepts and their applications.

Physics D - Physics for non-majors. Classical mechanics and thermodynamics. The course includes
two major exercises: a computer simulation concerning classical mechanics and a laboratory mini

project.

Website: http://www.ruc.dk/ruc_en/studying/list/bsc/nib/?print=1

La guia de estudios facilitada por esta universidad (The Basic Studies in Natural
Sciences — Study Guide 2008 — 2009) explica que, aunque la seleccion de cursos es
libre, se recomienda a los estudiantes cursar en el primer semestre los cursos de
“Mathematical Modelling 1 y el de “Environmental Studies”. La universidad supone,
tal como explica la guia de estudios, que estos cursos van a proporcionar herramientas

para que los estudiantes trabajen de forma mas adecuada con sus proyectos.

La misma guia expone las caracteristicas metodologicas y tematicas generales que
deben seguir los proyectos que cada grupo de trabajo debe realizar por semestre:
“Aplicaciones de la ciencias a la tecnologia y a la sociedad” (semestrel); “Modelos,
teorias y experimentos en ciencias” (semestre 2); “Reflexiones en ciencias y la difusion
del conocimiento cientifico en el campo de las ciencias” (semestre 3) y tematica libre

(semestre 4); mas concretamente:

24



1. La problematica docente en torno a la ensefianza de las matematicas en CCEE

Project work in Basic Studies

The project work gives students an opportunity to work with a problem of their own choice within any
field of the natural sciences. Students learn to define science projects, gather information relevant to
a problem, consider and evaluate different ways of resolving problems, and finally reach the solution

to the specific problem chosen - and to communicate the results in both written and oral form.

Project-organised work contributes to giving students competencies very similar to those required in
research jobs and problem solving assignments both in the private and the public sector. The
philosophy governing all programmes at Roskilde University is that “learning by doing” is the most
effective way to educate and prepare for the rapidly changing work conditions in modern society.
Many of the most important discoveries in modern times have been the result of interdisciplinary
studies of problems, and the project work carried out at Roskilde University benefits greatly from

project collaboration between students with different backgrounds and interests.

Students must complete four projects during their first two years in the Natural Science Basic
Programme. A group of students, typically comprising 4-6 students, will select a problem to work with,
and an advisor will be assigned to each group. The advisor assists the group in its formulation of
research questions and helps the group at every step towards finalisation of the project. The students
hand in a report of the project work. The examination is based on the common report, but each

student is evaluated individually with individual marks.

First-semester projects must illustrate how science is used to solve problems in technology or society.

They should illustrate the important role science plays in solving problems in modern-day society.

Projects prepared in the second semester must illustrate how information is obtained and discoveries

made within the scientific community and on the basis of scientific working traditions.

Projects in the third semester should reflect both the structure and cultural aspects of science or

problems related to the teaching of natural sciences.

The theme or topic for the project work in the fourth semester can be chosen freely by the students,

according to their study interests.

In connection with at least one of the four projects, students must collect and analyse their own data
material. Most students choose to do so either through laboratory experiments or by field studies. The
project-organised study form gives students an exceptional opportunity to work with and obtain
hands-on experience of matters that interest them. In addition students are able to use the theoretical

concepts covered in courses and learn to work as members of a group or team.

http://www.ruc.dk/natbas_en/
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Como explican en su trabajo Blomhgj & Kjeldsen (2009, p. 5), en el desarrollo de un
proyecto los estudiantes son los responsables de escoger y formular los problemas,
decidir la metodologia més pertinente a utilizar, buscar y estudiar las referencias mas
relevantes de acuerdo con su problematica escogida, etc.'” Todo este trabajo se realiza
bajo la supervision de los tutores cuyas principales tareas son las de ayudar a su grupo
con el estudio de la problematica escogida, ofrecerles un seguimiento continuo del
estudio y problematizar los puntos clave durante el desarrollo del proyecto, papel que
queda lejos del de liderar el grupo y controlar el estudio de la problematica. “The main
task of supervisors is not to control the project work, but to challenge the students. It is
important that the students feel they have the true responsibility for their own work. But
on the other hand, no group or individual should be left totally on its/his/her own.”

(Beyer, 1993, p. 10).

Es interesante examinar con un poco mas de detalle alguno de los proyectos
realizados. Por ejemplo, en Blomhgj & Kjeldsen (2009, pp. 6 - 13) encontramos
descritos seis casos de proyectos en los que la modelizacion matemadtica juega un papel
especial: en el bloque 1 (primer semestre): “Presencia de flior en el agua de grifo” y
“T10, yo y las clamidias”; en el bloque 2 (segundo semestre): “La implantacion de
energia renovable en el mercado eléctrico del oeste de Dinamarca” y “La gripe aviar”;
en el bloque 3 (tercer semestre): “La teoria de la evolucion versus el disefo inteligente:
(qué es una teoria cientifica?” y “La influencia de las leyes de Hubble en la constante
cosmologica”. Nos detendremos brevemente en el segundo (“Tu, yo y las clamidias”™)
que los autores mencionados destacan como un buen ejemplo de la estrecha relacion
que hay entre la matematizacion de los sistemas y el conocimiento cientifico que se

puede obtener de dicho proceso. Los autores lo presentan en los términos siguientes:

Project: You, me and Chlamydia

A newly installed health care campaign against the sexually transmitted disease caused by Chlamydia was
the theme of another first semester project made by a group of six students (Barfod et al. 2005). The
campaign focused on young people between 16 and 25, building on the fact that this part of the population in
average has a much higher sexual contact rate (number of new partners per year) than the rest of the

population. Screening by home testing was the main strategy in the campaign. The students themselves were

"2 Para mas detalles sobre las fases que sigue el desarrollo de un proyecto ver Illeris (1999) y Mallow

(2001), dos investigadores americanos interesados por el proyecto docente que propone esta universidad.
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in the target group of the campaign. They learned about the campaign when receiving, by ordinary mail
information material from the health authorities, and a kit for home testing for Chlamydia infection by means

of a urine test.

The group took the initiative to discuss with their supervisor the possibility of making a project, investigating
the epidemic spread of Chlamydia and evaluating the campaign strategy of home testing. Since it was not
possible to conduct an empirical investigation of the spread of Chlamydia within the frame of a student
project, the only possible method for evaluating different strategies against Chlamydia was to build and
analyse a mathematical model of the dynamical spread of the disease. Even though the students did not have
previous experiences with setting up mathematical models themselves, they were very enthusiastic about
using biology and mathematics to analyse a health care phenomena which was relevant for young people.

This led to the formulation of the following questions that guided the project work:

What is the best strategy for screening against Chlamydia infection? And What effects can be
expected on the prevalence of Chlamydia infections?

The group studied the biology behind Chlamydia infections. Chlamydia is a mycoplasma, which can be
transmitted only by close contact between mucous membranes and therefore is only sexually transmitted. It is
virus-like, in the sense that it infects human cells and needs the apparatus of the host cell to replicate and
spread. [...] Based on these biological characteristics, the group built a simple two-compartment model
describing the flow between the susceptible and the infectious/infected. This model can be represented by
two coupled non-linear differential equations. Using Danish data for the contact rate and data from the
literature for the recovery rate (1/(the average infectious period)), the group applied the model to the
population of 16-25 year olds in Denmark and yielded the result that the prevalence of Chlamydia decreases
towards 0 even with unrealistic high contact rates (p. 18). However, the statistics show that the prevalence
has been almost constant at 5% over the last 10 years. So the model needed to be developed further in order
to explain this phenomenon. Following the idea from a well-known model for the spread of gonorrhoea,
introduced to the students by the supervisor, the students divided the population of the model into two groups
with very different contact rates; a small group of people with a very high frequency of unprotected sexual
acts (approximate ten times the average contact rate) and a larger group with the average contact rate. Such
approach can be supported by what is known about young peoples’ sexual behaviour from interview

investigations.

Using the constancy of the two population groups, this diagram gives rise to a system of two coupled, non-
linear differential equations, which cannot be solved analytically. Three of the students had previously learned
about first order differential equations and numerical methods. However, none of the students had
experiences with systems of differential equations. Therefore, it was necessary for the supervisor to give a
short course on systems of differential equations, emphasising numerical analysis using the MatLab software,

which was already familiar to some of the students from a course on mathematical modelling.
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The students experimented with the model and showed that the model could reproduce the observed nearly
constant prevalence of 5% with realistic parameter values of the rates of efficient contacts in the two groups
and the recovery rate. So the model could in fact explain that the prevalence of Chlamydia infections was

stabilised at a high level in the Danish population before the campaign.

Hereafter, the students used their model to investigate the effects for three different health care scenarios for
reducing Chlamydia infections. The scenarios were composed by different screening methods already
installed or suggested by the authorities; namely screening by symptoms, screening of the target group in
connection with visiting the doctor for other reasons, and screening by home testing. The group represented
the scenarios in the model by means of different recovery rates, estimated from average infections periods

found in the literature and the practical specifications of the screening methods.

The scenario including all three screening methods was, of course, shown to give the largest reduction in the
prevalence of Chlamydia infections. The model results indicated that it would be possibly to reduce the
prevalence from 5% to 2.5% during a period of 4-5 years. Moreover, the model supported a campaign
strategy that focus on the small group with a very high contact rate instead of the suggested general
campaign targeting all people in the age group, 16-25 years. However, the students also indicated that there
might be some practical and ethical problems with implementing differentiated strategies for different groups

of people defined on the basis of their frequency of unprotected sexual relationship.

Blomhgj & Kjeldsen (2009, pp. 6-8)

http://www.springerlink.com/content/b288750621kv8180/fulltext.html

Senialemos para acabar que el bachelor “Nat-Bas” que acabamos de examinar con mas
detalle no parece ser el caso general de los bachelors de RUC. Los autores citados
afirman que: “The Nat-Bas programme is rather unique in this broad perspective on the
natural sciences and in its consequent use of student-guided, problem-oriented project
work.” (Blomhgj & Kjeldsen, 2009). En su trabajo aportan alguna informacién sobre las
resistencias que este tipo de organizacion de la ensefianza provoca en los profesores.
Destacan que, por ejemplo, la interdisciplinariedad de los proyectos y el hecho que el
supervisor no se sienta competente en las tematicas de algunos de los proyectos que
debe supervisar constituye un obstdculo o “dilema” (segin la terminologia de los

autores) para un desarrollo mas generalizado de la experiencia:

In general, project work as conducted in the Nat-Bas programme is heavily depending on a
group of committed and flexible supervisors. This is probably one of the main reasons why
in traditional science programmes the reform implemented project work often causes

problems.
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No se puede negar que la propuesta de la universidad de Roskilde resulta sumamente
interesante y prometedora. De todos modos, no debemos ignorar que la generalizacion a
otros centros de ensefianza de una innovacion docente de este tipo debe superar un gran
nimero de restricciones institucionales cuyo analisis estd poco presente en los
numerosos trabajos realizados sobre este proyecto docente. Volveremos mas adelante
(cap. 2 y 5) sobre el tema de las condiciones institucionales necesarias para que la
ensefanza de la modelizacion matemadtica pueda existir de forma generalizada en la

universidad.

1.4. Segunda reformulacion del problema docente en torno a la ensefianza

universitaria de las matematicas en CCEE

Como acabamos de ver, el proyecto de la universidad de Roskilde aporta una respuesta
a lo que hemos descrito y designado como la primera reformulacion del problema

docente (Cf. § 1.2) que hemos formulado en los términos siguientes:

PRIMERA REFORMULACION DEL PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE
LAS MATEMATICAS EN CCEE

(Como conseguir que los conocimientos matematicos que se ensefian en los primeros
cursos universitarios de CCEE no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos
y técnicas carentes de sentido, sino que aparezcan de manera funcional como

herramientas para dar respuesta a cuestiones problematicas dentro de las CCEE?

La propuesta docente de la universidad de Roskilde (RUC) que, de acuerdo con lo que
acabamos de examinar, apuesta por basar su modelo docente en lo que denominan
“problem-oriented project work™ propone una primera respuesta al problema docente
que hemos reformulado. Segtin Niss (2001), la apuesta de su universidad por el modelo
docente descrito ayuda a que las matematicas recuperen su papel y desarrollen las
funciones que les son propias para la ciencia, sociedad y cultura, dimensiones a las
cuales raramente se es accesible en un modelo docente tradicional. En sus propias

palabras:

Problem-oriented project work has proved to be an excellent strategic tool to help students
create a multi-faced and balanced perception of mathematics and its roles and functions in

nature, society and culture. The different types of projects students carry out provide them
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with first hand experiences of different representative dimensions of and perspectives on
mathematics which can hardly be accessed through traditional modes of teaching and study

[...]. (Ibid, p. 165)

Si nos referimos al caso de los estudios de CCEE, la propuesta docente de la RUC
asume que para ayudar al buen desarrollo de los proyectos, éstos deben complementarse
con cursos de caracter mas tradicional como pueden ser los de algebra lineal, de céalculo,
etc. complementados siempre con las asignaturas de “Modelizacion matematica para las
ciencias” cuyo objetivo explicitamente formulado es el de “ensefar a los estudiantes
como formular una descripcion matematica de un hecho cientifico usando ejemplos de
la fisica, quimica, biologia y medicina”. Es aqui donde aparece un punto importante de
inflexion que debemos subrayar: se pasa a asumir que la modelizacion matematica debe
cambiar su papel y pasar a ser ensefiada y usada como una herramienta explicita de

estudio de hechos cientificos.

Podemos proponer asi una segunda reformulacion del problema docente en torno
a la ensenanza de las matematicas en CCEE en unos términos que sitian la problematica
en el ambito de la ensefianza de la modelizacion matematica. Esta reformulacion se
fundamenta en la hipotesis, sugerida en el proyecto de Roskilde, segun la cual el uso
sistematico de la herramienta de modelizacion para el estudio de problemas cientificos
aproximaria a la solucion del problema de la desarticulacion de la matematica
enseriada y, sobre todo, permitiria mostrar la funcionalidad de ésta para responder a

situaciones problematicas que aparecen en diferentes dmbitos cientificos.

SEGUNDA REFORMULACION DEL PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE
LAS MATEMATICAS EN CCEE

En los primeros cursos universitarios de CCEE, y una vez ensefiados los contenidos
matematicos bdsicos, ;como conseguir que las matemadticas se ensefien como una
herramienta de modelizacion de situaciones o hechos cientificos, de tal forma que la
ensefianza no se organice en funcién de los contenidos matemadticos sino de los

problemas o proyectos que los estudiantes deben realizar?

Esta es precisamente una hipotesis similar a la que se formuld entre los afios 80 y 90
dentro de la evolucion del movimiento a favor de la enserianza de la resolucion de

problemas que nacié guiandose fundamentalmente de los trabajos de George Polya y de
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las investigaciones de Allan Schoenfeld. Como se muestra en el trabajo de Bosch,
Gascon & Rodriguez (2004), el movimiento introdujo, a nivel mundial, la resolucion de
problemas como un nuevo objetivo de ensefianza de las matematicas. Este movimiento,
cuyo maximo estandarte se sitia en el National Council of Teachers of Mathematics
(NCTM) de los EEUU, empez6 recomendando que la resolucion de problemas debia
incorporarse como uno de los objetivos principales de la ensefianza matematica
(“Agenda for Action” (1980)), hasta llegar a los Principles and Standards for School
Mathematics en el 2000 donde queda ya formulada la hipdtesis a la que nos referimos
sobre el papel de la resolucion de problemas como eje integrador y articulador de las

matematicas:

Solving problems is not only a goal of learning mathematics but also a major means of
doing so [...]. Problem solving is an integral part of all mathematics learning, and so it
should not be an isolated part of the mathematics program. Problem solving in mathematics

should involve all the five content areas described in these Standards (NCTM, 2000, p. 51)

Pero después de realizar un analisis de los textos oficiales espafioles posteriores de la
década de los 90, los autores citados concluyen que la resolucion de problemas juega un
papel paradojico en los curriculums y en las aulas. Por un lado, en los textos oficiales se
le atribuye un papel integrador y articulador del curriculum, mientras que su
tratamiento didactico en el aula aparece totalmente aislado del resto de actividades
matematicas, hasta el punto que acaba convirtiéndose en un nuevo contenido de
ensenanza en lugar de aparecer como el contenido comun. De aqui el fracaso de este
movimiento no so6lo a nivel espafiol sino a nivel mundial. Como indican estos mismos

autores:

Nuestra hipétesis es que la formulacion de la resolucién de problemas como objetivo
general (a nivel de la sociedad, la escuela o las matematicas) no puede concretarse en los
niveles inferiores de determinacion (areas, sectores o temas concretos) sin aparecer como
“desvirtuado” por desprovisto de su caracter general. Si ensefiar a resolver problemas, a
secas, es distinto de ensefiar a resolver problemas de este o aquél tipo, o de este o aquél
sector de las matematicas, entonces el mandato curricular no puede concretarse en ningtin
bloque de contenido concreto. De ahi su aparicion como “bloque alternativo”, ya sea al
lado de las demas areas, ya sea como un nuevo tipo de bloque, “bloque de proceso” en
oposicion a “bloque de contenido” (ejemplo de los estandares estadounidenses). En este
ultimo caso, la necesidad de incorporar una dinamica perdida debido a la ausencia de

organizaciones matematicas intermedias requiere la incorporacién de un nuevo proceso,
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las “conexiones”, como nuevo instrumento de articulacion curricular. (Bosch, Gascén &

Rodriguez, 2004, p. 128)

El paralelismo entre la ensenanza de la resolucion de problemas y la ensefianza
de la modelizacion matematica, de cumplirse, podria conducir también en este
caso a un deslizamiento semejante: del objetivo de ensenar la modelizacion
matematica como herramienta de articulacién de contenidos podria pasarse a su
incorporacion en el curriculum como un contenido mas, separado de los demas
contenidos y, por lo tanto, perdiendo su supuesta capacidad articuladora.
Veremos ahora que el tratamiento de la modelizaciéon matematica en el area de

investigacion en educacion matematica refleja bastante esta situacion.
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2. LA MODELIZACION MATEMATICA EN LA INVESTIGACION EN
EDUCACION MATEMATICA

2.1. Elimpulso reciente de la ensefianza de la modelizacion matematica

Durante muchos afos, la ensefianza de la “modelizacion y aplicaciones™ se ha limitado a
la aplicacion de conocimientos matematicos previamente introducidos a determinadas
situaciones mas o menos ‘“reales” con el objetivo de servir de motivaciéon a los
estudiantes. Como ya hemos indicado, este uso de la modelizacion sigue siendo aun el

mas extendido en los sistemas de ensefianza universitarios.

En el trabajo de tesis de Javier Garcia (2005) se pone de manifiesto que durante
los ultimos 25 o 30 afios ha aparecido un intento, por parte de la comunidad de
investigadores en Educacion Matematica y también de las sucesivas reformas
educativas en los diversos niveles, de recuperar las matematicas aplicadas o las
relaciones entre las matematicas y el mundo real. Parece imponerse asi un acuerdo
social, reforzado por programas internacionales como PISA (Programme for
International Student Assessment) a nivel preuniversitario y los desarrollos del pacto de
Bolonia para la ensefianza superior, sobre la conveniencia de introducir en todos los
niveles de ensefanza aspectos relacionados con las aplicaciones de las matematicas y

con la modelizacidn.

El interés de la comunidad investigadora en Educaciéon Matematica por este
dominio, al cual es usual referirse como “Modelizacién y aplicaciones”, ha ido en
aumento tal como se describe en diversos trabajos (ver, por ejemplo, Burkhardt, 2006).
El movimiento parece iniciarse con el estudio de la Comision Internacional para la
Instruccion Matematica (ICMI), celebrada a Kuwait el 1986, estudio que promovio el
impulso mundial para la inclusion en los curriculum de matematicas de contenidos o
temas relacionados con las aplicaciones de las matemadticas, tanto en relacién a otras
disciplinas como sus aplicaciones a la vida cotidiana. Lo reforzaron grupos de
investigacion internacionales como el ICTMA (The International Community of
Teachers of Mathematical Modelling and Applications) cuyo primer congreso bienal se

celebr6 en 1982 (www.ictma.net) y, mas recientemente, el ICMI Study 10 coordinado

por investigadores de reconocido prestigio como Mogens Niss, Werner Blum, Peter
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Galbraith y Hans-Wolfang Henn, en el que han participado un nimero muy importante
de investigadores (Blum et al., 2007). Desde 2005, la sociedad europea de investigacion
en educacion matematica ERME cre6 un grupo especifico sobre el tema liderado por la
investigadora alemana Gabriele Kaiser que, a su vez, es la editora de dos ntimeros
especiales de la revista internacional ZDM dedicados exclusivamente a este tema

(Kaiser et al., 2006a y 2006b).

Debemos destacar con especial atencion los trabajos del investigador danés
Mogens Niss que también es el precursor de introducir la nocion de competencia
matemdtica como herramienta de disefio y analisis de los actuales curriculums en todos
los niveles educativos, rompiendo asi con la descripcion “conceptualista” tradicional.
En Niss (1999), el autor introducia el término de competencia (o de ser competente) en

el dominio particular de las matematicas de la siguiente manera:

[...] Mathematical competence then means the ability to understand, judge, do, and use
mathematics in a variety of intra- and extra-mathematical context and situations in which
mathematics plays or could play a role. Necessary, but certainly not sufficient, prerequisites
for mathematical competence are lots of factual knowledge and technical skills, in the same
way as vocabulary, orthography, and grammar are necessary but not sufficient prerequisites

for literacy. (Ibid., p.7)

El mismo lideré posteriormente el proyecto danés KOM: Competences and the
Learning of Mathematics (Niss, 2003), proyecto iniciado por el ministerio de educacion
danés con el objetivo de impulsar una reforma en la ensefianza de la educacion
matematica desde primaria hasta la universidad. Sirvi6 para identificar e introducir un
total de ocho competencias para describir la actividad matemadtica, entre las cuales se
incluye la competencia de la modelizacion como una de las competencias que los

estudiantes deben desarrollar. Mas concretamente:

Modelizar matematicamente (analizando y construyendo modelos), que incluye:

= Analizar las bases y propiedades de los modelos existentes, incluyendo la evaluacién de su

dominio de validez;

= Descifrar modelos existentes, es decir, traducir e interpretar los modelos elementales en

términos de la “realidad moldeada”;

Realizar modelizacion en un contexto dado que incluya:
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=  Estructurar el campo de estudio o la situacion que se quiere moldear,

= Matematizar los diversos componentes de la realidad, traduciendo estos componentes en

estructuras matematicas,

= Trabajar con y en los modelos,

= Validar el modelo (internamente y externamente),

=  Analizar y criticar las posibles limitaciones de los modelos (en ellos mismos 0 en comparacion

a posibles alternativas),

= Comunicar hechos relativos al modelo y a sus resultados,

= Controlary dirigir el proceso global de modelizacion.

Mas alla de la reforma en los diferentes niveles educativos daneses que resultd de este
proyecto, cabe destacar el impacto e influencia que ha tenido, y sigue teniendo, en las
reformas a diversos niveles educativos europeos que es consecuencia, en parte, de haber
sido escogido como marco tedrico del Programa Internacional de Evaluacion de
Alumnos PISA (OECD, 2003a y 2003b). Por no hablar del disefio de las asignaturas de

los nuevos grados en las universidades espafiolas.

Al asumir este punto de vista, ampliamente aceptado actualmente por la sociedad
y por la comunidad investigadora en educacion matematica, el ambito de la
« ., . . : : e
modelizacion y aplicaciones” pasa a ser considerado un instrumento privilegiado para
conseguir los objetivos que la ensefianza de las matematicas se propone. En esta misma
direccion y, en cierto sentido, fortaleciendo la hipotesis que ya hemos introducido en el
anterior apartado sobre el papel privilegiado que tiene la modelizacion para hacer frente
a la problematica de la desarticulacion de la matemadtica ensefiada, lo apuntan esta vez

Muller & Burkhardt (2007):

[...] the multiple connections that are essential to robust understanding of mathematics do
not arise naturally — they require learning activities specifically designed to develop them.
Mathematical models of authentic situations do this well. They reveal more readily
than do artificial textbook problems that, to be effective, mathematics must be approached
holistically rather than as an accumulation of bits and pieces of de-contextualized
knowledge. [...] In “doing mathematics” the whole is much more than the sum of the parts.

(Ibid., pp. 268 - 269)
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En Espafia, el interés por la ensefianza de la modelizacion es mucho mas reciente y se
ha sentido desde sus inicios en los diferentes niveles educativos y, en especial, en el
nivel universitario. Como muestra de este interés, la revista de didactica de las
matematicas UNO publico en 2002 un numero especial sobre “Modelizacion y
matemdaticas”, donde encontramos textos representativos en la direccion mencionada,
por ejemplo, el trabajo de Gémez & Fortuny (2002) contribuyendo al estudio de los
procesos de modelizacion en la ensefianza de las matematicas en escuelas universitarias.
Otra muestra de dicho interés lo constituye la presentacion de la primera revista
electronica “Modelling in Science Education and Learning” que publicd su primer
volumen en 2008 cuyo objetivo es la difusion de trabajos relacionados con el uso de

7. ~ . . 1
modelos matematicos en la ensefianza de las ciencias'.

2.2. La “modelizacion como contenido” versus la “modelizacion como

instrumento”

Con el objetivo de aportar una vision panoramica de las principales investigaciones
actuales en el ambito de la “Modelizacion y aplicaciones” en Educacion Matematica,
hemos consultado un conjunto de publicaciones recientes sobre el tema: los numeros
especiales 38(2) y 38(3) de la revista ZDM — The International Journal on Mathematics
Education editados por Gabriele Kaiser, Morten Blomhgj y Bharath Sriraman; las actas
del grupo de trabajo “Modelling and Applications” de los dos ultimos congresos

europeos CERME -4 y CERME - 5 (ermeweb.free.fr); las presentaciones del ultimo

congreso del ICTMA 13 (http:/site.educ.indiana.edu/ictma-13/); y la publicacion del
ICMI Study 14 (Blum et al., 2007).

En el documento de discusion preliminar que servird después como texto
introductorio al ICMI Study 14 publicado en 2007, Blum (2002) presentan lo que ellos
consideran como el “reality espace” del campo de la “Modelizacion matematicas y
aplicaciones” estructurado segin una organizaciéon bidimensional. A partir de esta
presentacion, se pueden distinguir (siguiendo a Garcia, 2005) dos grandes lineas de
investigacion que difieren por la formulacion de la problematica que tratan. Por un lado,
encontramos aquellas que se centran en la ensefianza y aprendizaje de la modelizacion y

en la resolucion de problemas aplicados, cuyo objetivo general acaba siendo la

1 Ver http:/msel.impa.upv.es/cmsms/.
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ensefianza explicita de los procesos de modelizacion matemdtica como un contenido
mas de la materia. Y, por otro lado, encontramos la segunda gran linea de investigacion
que se centra en utilizar la modelizacion matematica como una técnica didactica, es
decir, como una herramienta de ayuda al estudio (ensehanza y aprendizaje) de las
matemdaticas. Se abren aqui dos caras diferentes del papel que puede desarrollar la
modelizacion matematica en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las
matematicas: entender la modelizacion matemdtica como un contenido mas vy,
considerar su ensefianza explicita como uno de los objetivos; o bien, entender la
modelizacion matemdtica como una herramienta de ensefianza y usarla implicitamente
en los procesos de estudio de las matematicas. Andresen (2007, p. 2042) presenta esta

distincién en los términos siguientes:

A distinction is made between: 1) modelling at functional level, which means expressive

modelling, aiming at problem solving and involving certain applications of modelling

concepts, methods, etc. [...] and 2) modelling at the level of concept formation, following
the ideas of Realistic Mathematics Education (RME) like it is described in Gravemeijer et

al. (2000).

En el mismo sentido, el investigador sudafricano Cyril Julie se referira a ello como una
concepcion de la “modelizacion como contenido” frente a la “modelizacion como

vehiculo” (en Barbosa 2006, p. 293).

La modelizacion matematica como contenido a ensenar

La cuestion fundamental que abordan las investigaciones en este ambito se centra en el
problema de la enserianza y el aprendizaje de la modelizacion o resolucion de
problemas aplicados. Dentro de esta problematica, aparecen distintos problemas de
investigacion con una orientacion mas o menos cognitiva (cuestiones centradas en las
dificultades o los procesos de aprendizaje de los estudiantes), epistemolédgica (andlisis y
descripcion del proceso general de modelizacion, caracterizacion de los problemas o
situaciones por modelizar, estudio de las matematicas activadas en el ambito laboral,
etc.) o didactica (tomas de decision por parte de los profesores, creencias de profesores

y estudiantes sobre las matematicas, dificultades en la ensefianza de la modelizacion).

Por ejemplo, dentro de la orientaciéon mas cognitiva, Borromeo (2006) aborda el

estudio de los procesos cognitivos de los estudiantes cuando realizan tareas de
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modelizacion y los factores que influyen en estos procesos. En una orientacion mas
epistemologica, aunque siempre centrados en el estudiante como objeto final de la
investigacion, Galbraith & Stillman (2006) construyen un modelo muy detallado del
proceso de modelizacion para describir el trabajo de modelizacion de los estudiantes y
Maaf3 (2007) aborda el problema de la identificacion de elementos clave en la
competencia de modelizacion matematica. Con una mayor orientacion didactica, la
misma Maaf3 (2006) se plantea en un trabajo posterior la cuestion de como ayudar a los

estudiantes con dificultades a desarrollar competencias de modelizacion, Kaiser &
Schwarz (2006) y Blemhoj & Kjeldsen (2006) presentan experiencias de ensefianza de

las matematicas mediante un uso sistematico de la modelizacion.

En todas estas investigaciones se asume que la modelizacion y los problemas
aplicados deben tener un papel central en la ensefianza de las matematicas. Con el
objetivo de dar respuesta a cuestiones del tipo jComo enseriar a los alumnos a
modelizar y a resolver problemas aplicados?, esta primera linea de investigacion se
centra en la busqueda de “buenos” sistemas a modelizar, entendiendo que estos sistemas
deben ser siempre “reales”, es decir, no-matematicos. Trata de identificar dentro del
amplio universo de sistemas y modelos extra-matematicos, aquellos que son mas
adecuados para introducir al estudiante en un “verdadero” proceso de modelizacion, lo

que investigadores como Kaiser (2006) llaman “problemas auténticos”:

According to her [Kaiser-Messmer, 1993, p. 216], the importance of mathematics can only
be shown to students by authentic problems. She considers an authentic situation to be an
outside mathematical situation embedded in a certain field dealing with phenomena and

questions which are relevant for this field and are also regarded as important by experts in

this field. (Maaf3, 2006, p. 115)

Es importante sefalar el acuerdo que existe en esta linea de investigacion en educacion
matematica sobre la importancia de la enserianza explicita de los procesos
modelizacion, con el gran componente innovador que esto supone — de ahi la expresion
de la “modelizacion como contenido” frente a la “modelizacién como vehiculo” y la
utilizacion de la terminologia de las “competencias de modelizacion” que hemos

detallado en la seccion anterior.
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Pero, dada la forma bastante habitual de interpretar la modelizacion matematica
como modelizaciéon de sistemas aislados, podria suceder que, cuando se considera (o se
utiliza) la modelizaciobn matematica como un contenido a ensefar, se la esté
identificando en realidad con un procedimiento para resolver problemas “aplicados”
(“reales”, “auténtico”, etc.) pero casi siempre aislados. Es por ello que, cuando se habla
de ensefiar explicitamente procesos de modelizacion, se podria estar intentando ensefiar
mediante la imitacion y practica, tal como proponia Pélya un “patrén de resolucion” de

problemas. De ahi el paralelismo entre modelizacion matematica y resolucion de

problemas que sefialdbamos al final del apartado anterior.

La modelizacion matematica como medio para ensefiar matematicas

Frente a la primera corriente que acabamos de describir y que, hoy dia, es claramente
dominante en el campo, se suele distinguir otro ambito de trabajos que consideran la
modelizacion como una técnica didactica (o vehiculo), asumiendo el hecho que
relacionar la actividad matematica escolar con ciertos ambitos de la realidad tiene un
efecto positivo tanto en la motivacion de los alumnos hacia las matematicas como en su
capacidad futura para utilizar estas matematicas en los problemas que surgen en la vida
cotidiana o profesional. Abordan cuestiones del tipo: ;Como podemos utilizar la
modelizacion matemadatica o los problemas aplicados para que los alumnos aprendan

ciertos contenidos matematicos prefijados?

Por ejemplo, en el trabajo de Blomhgj & Kjeldsen (2009) explican como pueden
las actividades de modelizacion matematica ayudar a los estudiantes a aprender
conceptos matematicos como, en el caso concreto que describen en este trabajo, el de

integral de una funcion.

One of the main reasons given for teaching mathematical modelling is to support students’
learning of mathematics (Niss, 1989), (Blomhgj, 2004). In this line of argument
mathematical modelling is seen as a didactic means for learning mathematics, and not as an
objective in its own right. [...] We are interested in researching modelling as a didactic tool
for learning mathematics both for a better understanding of general aspects of mathematical

learning and for developing our own teaching in mathematical modelling. (Ibid, p. 1)

En la misma direccién encontramos a Paulin Vos y Gerrit Roorda, dos investigadores de

los Paises Bajos de donde es originario el movimiento de la “Realistic Mathematical
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Education” (RME) que se proponen disefiar trayectorias diddcticas con el objetivo de
construir conocimiento matematico empezando en ciertas ‘“situaciones reales” y
siguiendo por los procesos de matematizacion. En Vos & Roorda (2007), por ejemplo,
encontramos un estudio sobre las dificultades de los estudiantes en la interpretacion de
modelos matematicos, no habituales para ellos, en los que aparecen aspectos ligados al
concepto de la derivada de una funcion. En este trabajo se muestran la complejidad de
las relaciones entre los contextos ligados al primer proceso de matematizacion utilizado
en la ensefianza del concepto y los nuevos contextos que los estudiantes deben aprender

a modelizar.

Una vez caracterizados estos dos ambitos o perspectivas, se podia hablar de una
dualidad y posible complementariedad entre ambas (la modelizacion como “contenido”
y como “vehiculo” o “instrumento”) que diversos investigadores han discutido. En este
sentido, Blum (1991) afirman que algunas veces problemas mas “artificiales” pero bien
escogidos pueden ser mas apropiados para la ensefianza que las aplicaciones genuinas a
situaciones reales. Podria interpretarse que la ensefianza de modelos preestablecidos
mediante su “aplicacion” a situaciones artificiales puede entenderse como un uso de la
modelizaciéon como “contenido” y utilizarse como un primer paso para que la
modelizacion sea finalmente una herramienta o medio para la ensefianza de las
matematicas. Asi, por ejemplo, Andresen (2007), en un estudio sobre la ensefianza de
modelos basados en ecuaciones diferenciales, apuesta por una posible funcién
precursora del trabajo exploratorio de modelos preestablecidos para el aprendizaje de la

actividad de modelizacion. La autora afirma, por ejemplo:

The two understandings of modelling are naturally linked together in the sense that
modelling at the functional level offers possibilities of modelling for concept formation.

(Ibid., p. 2044)
Y afiade mas adelante:

Sequences of explorative work may serve to support the students’ concept formation and at

the same time prepare them for expressive modelling. (/bid., p 2048)

Se debe destacar que esta deseada complementariedad a veces se produce de forma algo
involuntaria o, incluso podriamos decir, accidental. Varios investigadores en didactica

han coincidido en sefhalar que la ensefianza “a través de modelos o aplicaciones”
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conduce a la larga a una situacion “invertida” en la que los contextos o sistemas para
modelizar acaban actuando como “indicadores” de las nociones matematicas que los
alumnos deben utilizar. Asi por ejemplo, en el trabajo citado de Vos & Roorda (2007)
se llega a la conclusion que en muchas ocasiones “the original concept and context
hindered each other” y Barbosa (2006) describe la generalidad de esta situacion que él
llama “estrategia inversa”. Comenta un caso en que se pedia a los estudiantes que

plantearan y resolvieran un problema real:

The students first thought of a mathematical content, and then developed a fictional
situation around it. [...] Analysis of this case led to the hypothesis that students were
influenced by the school culture to adopt such a strategy. These findings provide clues

regarding the role of the social context in students’ cognition. (Ibid, p. 296)

La misma idea aparece mencionada por Peled (2007, p. 2140), mas relacionada con los
condicionantes que vienen impuestos por la formulacion estandar de los programas de

matematicas en términos de conceptos y no de actividades de modelizacion:

Since teachers viewed the construction of mathematical concepts as their ultimate goal,
they could accept the implementation of modelling tasks as a tool but found it hard to

accept modelling as a goal.

En otras palabras, la propia inercia del sistema condicionada por los actuales programas
de estudio y los vigentes contratos pedagdgicos, escolares y didacticos, provoca que la
ensefianza de la modelizacion matematica tienda a reducirse a una excusa o pretexto
para ensefar los conceptos matematicos con los que estan configurados los actuales
programas de estudio, por lo que pretendiendo ensefiar la modelizacioén, se acaba
utilizdndola como un medio para ensefiar los conceptos matematicos del curriculum

tradicional.

Se entiende pues la fuerza que ha tomado el movimiento reciente de las
“competencias” impulsado por Niss con el objetivo de modificar dicha inercia del
sistema educativo e introducir en el debate curricular aspectos de la actividad
matematica que no pueden expresarse facilmente en los términos ‘“conceptualistas”
habituales: contenidos, conceptos, propiedades, etc. y pasar a incluir la competencia de
la modelizacion matematica como herramienta principal o dimension de la actividad

matematica y objetivo como tal.
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En la evolucién del “Problem Solving” se observa una “dualidad” similar a la
destacada previamente. Por un lado las tendencias mas puramente modernistas (Gascon,
2001) enfatizaron la importancia central (y casi exclusiva) de aprender a resolver
problemas (“auténticos”, “reales”, “aplicados”, “olimpicos”, etc.) como un contenido
mas, normalmente afiadido como suplemento de los temas, y aqui aparecieron diversas
metodologias para ensefar reglas heuristicas de diferente tipo. Pero los programas
oficiales seguian existiendo, la epistemologia dominante seguia teniendo un caracter
“conceptualista” y las necesidades didécticas ineludibles (como, por ejemplo, la
necesidad de que los alumnos aprendan técnicas rutinarias) no habian desaparecido.
Esto obligd a intentar compaginar la resolucién de problemas (que parecia un objetivo
demasiado ambicioso quedando lejos de las posibilidades de la mayoria de los alumnos)
con el resto de las necesidades matematico-didacticas. Pero las limitaciones de las
organizaciones didacticas espontaneas no permitieron resolver adecuadamente este
dificil problema didactico. Por otro lado, aparecieron las tendencias de utilizar la
resolucion de problemas como un medio o instrumento para ensefiar matematicas. Buen
ejemplo de ello lo encontramos en los materiales de renovacion de los afios 80 en los
que la resolucion de problemas se utilizaba como “excusa” para seguir ensefiando los
conocimientos previamente establecidos que aparecian en los curriculum. Esta
tendencia también fracasd dado que, de nuevo, acabd imponiéndose y priorizandose la

ensefianza tradicional de los conceptos.

2.3. Larigidez del sistema docente: ;por qué se enseiia tan poca modelizacion?

A pesar del desarrollo del campo de investigacion sobre “Modelizacion y aplicaciones”,
junto con el impulso ya examinado de los movimientos de renovacion para incorporar
progresivamente una actividad matemdtica mas orientada hacia los problemas
profesionales y de la vida social, se constata un gran fracaso en lo que se refiere a la
difusion efectiva de las practicas de modelizacion en la escuela. Encontramos muchas
manifestaciones de este hecho. Por ejemplo, en la introduccion al estudio del ICMI,

Blum (2002, p. 150) comenta:

While applications and modelling also play a more important role in most countries’
classrooms than in the past, there still exists a substantial gap between the ideals of

educational debate and innovative curricula, on the one hand, and everyday teaching practice
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on the other hand. In particular, genuine modelling activities are still rare in mathematics

lessons.
La investigadora alemana Gabriele Kaiser escribe un comentario del mismo estilo:

Since the last decades the didactic discussion has reached the consensus that applications and
modelling must be given more meaning in mathematics teaching. [...] However international
comparative studies on mathematics teaching carried out during the last years, especially in
the PISA Study, have demonstrated that worldwide young people have significant problems
with applications and modelling task. (Kaiser, 2006, p. (3)393)

Por su parte, el investigador inglés Hugh Burkhardt ofrece una perspectiva tan optimista
de cara a los resultados de la investigacion como pesimista en lo que refiere a su

difusion en las aulas (Burkhardt, 2007, p. 2091):

We know how to teach modelling, have shown how to develop the support necessary to
enable typical teachers to handle it, and it is happening in many classrooms around the world.
The bad news? “Many” is compared with one; the proportion of classrooms where modelling

happens is close to zero.

Finalmente, Bharath Sriraman y Richard Lesh desde los Estados Unidos, en un articulo
general sobre las concepciones acerca de la modelizacion (Sriraman & Lesh, 2006, p.

247), en el apartado “The Situation Today”, describen el siguiente cuadro:

Although the situation is encouraging in comparison to the status quo of previous decades,
authentic modeling based curricula [...] have been difficult to implement at a macro level due
to the various reasons, namely systemic inertia, professional development constraints and
general societal resistance to a curriculum which goes against popular conceptions and what

constitutes school mathematics.

Debemos subrayar aqui que, en un primer momento, las investigaciones sobre la
ensefianza de la modelizacion parecian centradas principalmente en el problema de la
descripcion de la actividad de modelizacion (en términos de “competencias” o mediante
el llamado “modelling cycle” y sus multiples variantes) y su utilizacidon tanto para el
disefio de actividades de ensefianza como para el analisis de las dificultades de los
alumnos. Pero actualmente se observa una segunda fase en la que muchas
investigaciones empiezan a abordar la problematica del estudio de restricciones que
dificultan la generalizacion de la ensefianza de la modelizacion en los sistemas de

ensenanza. Los autores se refieren a estas restricciones con diferentes expresiones como
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“counter-arguments” (Blum, 1991), “dilemmas” (Blomhgj y Kjeldsen, 2006), “barriers”

(Burkhardt, 2006) o “obstacles” (Kaiser, 20006).

Se amplia asi la base problemadtica, incorporando el estudio de restricciones y
condiciones que parecen incidir tanto sobre la ensefianza como sobre el aprendizaje
escolar de la modelizacion por ejemplo, considerando las creencias de los alumnos y
profesores sobre las matematicas y la modelizacion. En esta direccion, podemos
destacar los trabajos de Blum (1991) que hace referencia a “counter-arguments” desde
el punto de vista del estudiante y desde el punto de vista del profesor, o el trabajo de

Kaiser (2006) en el que define diferentes perfiles de profesores concluyendo que:

Scheme and formalism oriented beliefs build high obstacles for applications and modelling
problems in mathematics teaching, because the nature of contextual and applied problems

are not compatible with those beliefs. (Zbid., p. (3) 399)

En los trabajos de Kaiser (2006) y Julie (2002) se llega a la conclusion, excesivamente
optimista a nuestro parecer, de que la “buena” formacion del profesorado seria una

condicidn necesaria y hasta quiza suficiente para superar este obstaculo:

In order to promote real world and modelling examples within mainstream mathematics
education, the integration of applications and modelling into teachers education at
universities and in-service-training for teachers seem to be necessary [...]. (Kaiser 2006, p.

(3)339)

Destacamos también el trabajo de Blomhej & Kjeldsen (2006) que dan un paso mas al
considerar la existencia de tres “dilemmas” interrelacionados que se deben combatir
para la ensefianza de la modelizacion matematica que en las propias palabras de los
autores describen como:

From a research point of view the in-service course already gives basis for describing and

analysing the following three interrelated dilemmas of teaching mathematical modelling.

(1) The understanding of mathematical modelling competency from a holistic point of view

or as a set of subcompetencies. [...] (2) Seeing mathematical modelling as an educational

goal in its own right or as a mean for motivating and supporting the students’ learning of

mathematics. [...] (3) The dilemma of teaching directed autonomy. (Zbid., pp. 175-176)

Situdndose a un nivel mas genérico en lo que hace referencia al analisis de restricciones,
Burkhardt (2006) destaca y discute la existencia de ciertas barreras (“barriers”) que

dificultan la inclusiéon de la modelizacion matematica en los actuales curricula como,
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por ejemplo, la inercia del sistema de ensefianza, las mal recibidas introducciones del
mundo real en algunas clases de matematicas, el desarrollo profesional limitado de los

profesores, el papel y la naturaleza de la investigacion de las practicas en el aula.

Para poder superar estas “barreras”, el autor propone ciertas “palancas” (“levers”)
(como, por ejemplo, cambios en la descripcion de los curriculum, materiales bien
disefiados para poder llevar a cabo y evaluar los cambios introducidos, inversion en la
formacion y desarrollo profesional de los ensenantes, etc.) que pueden facilitar cierto
progreso en la incorporacidon, a gran escala, de las actividades de modelizacion

matematica en las practicas escolares.

El investigador danés Claus Michelsen (2006) destaca a su vez que las fronteras
que tradicionalmente se han establecido entre las diversas disciplinas supone una clara

barrera para el desarrollo de actividades en un contexto multidisciplinar y afirma:

The challenge is to replace the current monodisciplinary approach, where knowledge is
presented as a series of static facts disassociated from time with an interdisciplinary
approach, where mathematics, science, biology, chemistry and physics are woven

continuous together. (Ibid, p. 269)

Destacamos finalmente el trabajo de Barbosa (2006) que situandose dentro de la
perspectiva socio-critica, propone una “tercera via” para analizar la practica matematica

de los estudiantes mediante el analisis de las reflexiones y discusiones.

2.4. A modo de sintesis: de la problematica docente a la problematica de

investigacion en torno a la ensefianza de la modelizacion matematica

Hemos iniciado este primer capitulo con la formulacion y descripcion de la
problemdatica docente en torno a la ensefianza de las matematicas en los primeros cursos
universitarios de ciencias. Es aqui donde hemos analizado cuéles son las matematicas
que se ensefian actualmente en estas instituciones universitarias y cudales son las
nociones ¢ ideas dominantes que encontramos en dichas instituciones en relacion a las
matematicas, a la modelizacion matematica y a su ensefianza. Esto nos ha permitido
proponer una primera reformulacion del problema docente relativo a la ensefianza de
las matematicas en el primer curso de las licenciaturas de CCEE, problematica

estrechamente relacionada con la pérdida de sentido y desarticulacion de las
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matematicas escolares que constituye hoy una de las cuestiones mas acuciantes en todos

los niveles educativos y en el universo de investigacion en educacion matematica:

(Como conseguir que los conocimientos matematicos que se ensefian en los primeros
cursos universitarios de CCEE no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos
y técnicas carentes de sentido, sino que aparezcan de manera funcional como

herramientas para dar respuesta a cuestiones problematicas dentro de las CCEE?

Después de presentar la prometedora propuesta docente de la universidad danesa de
Roskilde, ésta aporta una primera respuesta al problema planteado previamente que nos
ha permitido reformular el problema en el dmbito de la ensefianza de la modelizacion
matematica. Este salto, lejos de ser casual, se fundamenta en la hipotesis que
formulamos segun la cual el uso sistematico de la herramienta de modelizacion para el
estudio de problemas cientificos se aproximaria a la soluciéon del problema de la
desarticulacion de la matematica ensefiada y, sobre todo, permitiria mostrar la
funcionalidad de ésta para responder a situaciones problematicas que aparecen en

diferentes ambitos cientificos.

En los primeros cursos universitarios de CCEE, y una vez ensefiados los contenidos
matematicos bdsicos, ;como conseguir que las matemadticas se ensefien como una
herramienta de modelizacion de situaciones o hechos cientificos, de tal forma que la
ensefianza no se organice en funciéon de los contenidos matemadticos sino de los

problemas o proyectos que los estudiantes deben realizar?

Nos situamos asi en una problematica de gran interés para la comunidad investigadora
en Educacion Matematica al cual suele referirse como “Modelizacion y aplicaciones”.
Dicho interés ha aumentado en las ultimas décadas y ha tenido un destacable desarrollo
e impacto tanto en la comunidad de investigadores como en las actuales reformas

escolares a todo nivel educativo.

Al proponer una breve descripcion del desarrollo de este &mbito de investigacion,
hemos querido destacar la evolucion que han ido mostrando las investigaciones dentro
de este ambito. Inicialmente éstas parecian centrarse mas en el problema de la
descripcion de la actividad de modelizacion y su utilizacion tanto para el disefio de

actividades de ensefanza como para el andlisis de las dificultades de los alumnos. En
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los trabajos mas recientes, destacamos la clara extension de esta problematica hacia el
estudio de las restricciones que dificultan la generalizaciéon de la ensefianza de la
modelizacion en los sistemas de ensefianza y de las condiciones que deberian favorecer

su integracion.

En esta direccion, postulamos que es necesario y fundamental para que la
modelizacion pueda vivir con normalidad en nuestros sistemas de ensefianza,
profundizar en el estudio de las condiciones que requiere su inclusion y las restricciones
que dificultan el desarrollo de la actividad de modelizacion en las actuales instituciones
docentes. A este estudio nos vamos a referir como la problemdtica ecologica de la

modelizacidn matematica, y lo empezaremos a abordar en el proximo capitulo.
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1. Ampliacion del planteamiento clasico del problema didactico de la MM

1. AMPLIACION DEL PLANTEAMIENTO CLASICO DEL PROBLEMA
DIDACTICO EN TORNO A LA MODELIZACION MATEMATICA

Hemos iniciado el primer capitulo con la formulacién y descripcion del problema
docente en torno a la ensefianza de las matematicas en los primeros cursos universitarios
de CCEE. El desarrollo de este problema nos ha llevado a presentar dos reformulaciones
sucesivas estrechamente relacionadas entre si que finalmente nos han conducido al
problema, dentro del ambito de investigacion en Educacion Matemadtica, de la
“ensefianza de la modelizacion matematica” o, mas concretamente, del “papel de la

modelizacion en la ensernianza de las matematicas™.

Cuando dicha problematica es transportada por la noosfera' al interior de los
sistemas de ensefianza de las matematicas, ésta se vuelve a plantear como un problema
docente, esto es, vuelve a naturalizarse utilizando las nociones existentes y las ideas
dominantes en la cultura de la institucion docente considerada, por lo que su
planteamiento adolece de limitaciones importantes. Dichas limitaciones son analogas a
las que han sido descritas en trabajos anteriores en el caso de la geometria (Chevallard,
1990), del algebra elemental (Bolea, Bosch & Gascon, 2001a) y de la demostracion

matematica (Arsac, 1988).

Desde el punto de vista del Sistema de Ensefianza, es decir, si nos situamos en el
punto de vista de la institucion docente de la que el profesor-ensefiante es agente, se da
por supuesto que el profesor conoce lo que tiene por mision ensefiar. Asi el profesor se
ve llevado a considerar todo objeto de enserianza unicamente como tal objeto. De esta
forma, el profesor no se preguntard jqué es una construccion geométrica?, jqué es el
dlgebra?, ;qué es una demostracion? ni, en el caso en el que nos centramos, /qué es la
modelizacion matemdtica? sino mas bien se vera llevado a plantearse: jqué tengo que
ensefiar y como tengo que enseniar a mis alumnos a proposito o en relacion con la

modelizacion matemdtica? En otros términos, como indica Chevallard (1990, p. 4):

[...] el profesor-ensefiante, como agente de la institucion docente, no formulara cuestiones a

proposito del saber que tiene que ensefiar mas que poniendo entre paréntesis la cuestion del

! Chevallard (1985a) designa por “noosfera” la esfera “pensante” del sistema de ensefianza, formada por
politicos, matematicos y otros miembros del sistema de ensefianza (profesores en particular), refiriéndose

a todos aquellos que actiian sobre la organizacion del “conocimiento a ser ensefiado”.
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saber y de su propia relacion con el saber; o cuando menos, relativizando la cuestion: esta
cuestion no se plantea porque hay alumnos, y hay que ensefar(les) [...]. Esta manera de
reaccionar permite ignorar un problema fundamental de la ensefianza: permitiendo evitarlo,

se permite negarlo.

En muchos de los trabajos que se enmarcan en el ambito de investigacion denominado
“modelizacion y aplicaciones” se utiliza un patron mas o menos explicito de la
modelizaciéon matematica pero, a pesar de ello, se observa cierta confusion entre
aquellas cuestiones que pueden ser tratadas como “problemas docentes especificos”
formulables con las nociones de la cultura escolar y las que se pueden considerar
propiamente como “problemas de investigacion en didactica”. Asi, en trabajos como el
de Blum (2002), se pueden encontrar formulaciones de problemas docentes especificos
como: /qué aplicaciones, modelos y procesos de modelizacion deberian estar incluidos
en el curriculo?, ;es posible tratar las aplicaciones y la modelizacion como actividades
interdisciplinares?, ;puede la modelizacién ayudar a promover una concepcion de las
matematicas que incluya el papel de las matematicas como herramienta para estructurar
otras areas de conocimiento?, etc. En estas investigaciones no problematizan muchas de
las nociones que forman parte de la cultura escolar como, por ejemplo, “aplicaciones”,
“problemas aplicados” y “actividades de modelizacion”, aceptandolas como parte del
lenguaje propio del ambito de investigacion. A lo sumo, como veremos mas tarde, estas
nociones se importan directamente de la descripcion escolar de la matematica y se
refinan posteriormente, como ocurre, por ejemplo, con la nocion de “ciclo de

modelizacion” tal como la presentan Blum & Lei3 (2007) y Borromeo Ferri (2006).

De forma analoga a los tres casos antes citados (geometria, algebra y
demostracion), podemos describir las limitaciones que conlleva abordar el problema del
“papel de la modelizacion en la ensenanza de las matematicas” cuando éste se plantea
en un ambito demasiado proximo al problema docente. Estas limitaciones se pueden
resumir en dos “peligros” de simplificacion abusiva del problema, que Arsac (1988)
describio como una doble ingenuidad. En el caso de la modelizacion matematica, serian

las siguientes:

(1) La ingenuidad del punto de vista diddctico “clasico” que plantea el problema
de la ensefnanza de la modelizacion matematica sin interrogarse en profundidad

sobre su estatuto epistemologico. Esto es, no plantearse qué es la modelizacion
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matematica y cudl es su papel en relacion al modelo epistemologico general de las

matematicas.

(2) La ingenuidad del punto de vista epistemologico “clasico” que ignora el
fenomeno de la transposicion didactica y pretende deducir directamente de los
estudios epistemologicos tradicionales conclusiones aplicables a la ensefianza de

la modelizacidon matematica.

Cada una de estas “ingenuidades” consiste en considerar como transparente una de las
dimensiones fundamentales del problema. La primera evita la dimension epistemologica
del problema (qué son las matematicas que se ensefian) y la segunda no tiene en cuenta
la dimension ecologica del problema (qué condiciones se requieren para que ciertas
actividades matematicas puedan vivir con normalidad en la escuela). Para superar
ambos peligros serd preciso realizar dos ampliaciones del planteamiento clasico del
problema didactico relativo al papel de la modelizacion matematica, enfatizando estas
dos “dimensiones” de los problemas didacticos habitualmente descuidadas por los

enfoques de corte “cognitivo” (Gascon, 1998).

1.1. Integracion de la modelizacion matematica en un modelo epistemoldgico

general de las matematicas

La primera ampliacion respecto al planteamiento clésico, esto es, la inclusion de la
dimension epistemologica, va a requerir llevar a cabo un andlisis epistemologico
riguroso y preciso de la “modelizacion matemadtica”, lo que requerird situarla dentro de
un modelo epistemologico general de la actividad matematica. Este hecho nos va a
permitir reformular y, posteriormente, dar una respuesta bien fundamentada, al
problema del papel de la modelizacion matematica en el desarrollo de la actividad

matematica.

Nos vamos a situar explicitamente en la Teoria Antropolégica de lo Didactico’
(TAD) dentro del Programa Epistemologico de investigacion en didactica de las

matematicas, cuya emergencia ha provocado la necesidad de considerar la actividad

% En el Anexo 2, se encuentra una descripcion de las herramientas bésicas y principales contribuciones de
la TAD al campo de investigaciéon de la didactica de las matemadticas, cuyo origen se sitia en la

incorporacion de los fendmenos de “transposicion didactica” en el paradigma de esta disciplina.
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matemdatica institucionalizada como objeto primario de investigacion y ha supuesto la
necesidad de construir, desde la propia didactica, modelos epistemoldgicos de esta
actividad matematica institucional. Asi, tratar la problematica de la modelizacion
matematica dentro del Programa Epistemoldgico va a suponer reinterpretar y reformular
los procesos de modelizacion para situarlos dentro de un modelo epistemologico general

de la construccion y difusion institucional de los conocimientos matematicos.

Esta reinterpretacion se basa en un andlisis epistemologico del papel de la
modelizacion matemdtica en la actividad matematica y modifica dos aspectos
importantes de la forma como se utiliza habitualmente la nocion de “modelizacion

matematica” en el &mbito de la Educacion Matematica.
(a) Seincluye la modelizacion intramatematica en la nocion de “modelizacion”

Mientras que la propia denominaciéon del dominio de investigacién “modelizacion y
aplicaciones” lleva a identificar los sistemas a modelizar con los sistemas
“extramatematicos”, eliminando asi la modelizacion intramatematica (esto es, la
modelizacion matematica de sistemas “matematicos”), la TAD adopta un punto de vista
mas amplio y mas coherente con el desarrollo historico de las matematicas. Propone una
interpretacion del proceso de modelizacidon matemadtica que no s6lo puede aplicarse
indistintamente a todo tipo de sistemas (intramatematicos o extramatematicos) sino que
incluso permite cuestionar la presuntamente nitida distincion entre unos y otros puesto
que, como veremos, todo proceso de modelizacion matemadtica (aunque el sistema
inicial sea extra-matematico) acaba conteniendo etapas de modelizacion

intramatematica (Serrano, Bosch & Gascon, en prensa).

Proponemos pues una forma de interpretar la modelizacion matematica que
incluye de manera esencial la modelizacion matematica de sistemas matemadticos, esto
es, aquellos procesos que se llevan a cabo para responder a cuestiones problematicas
que surgen en un sistema matematico (como, por ejemplo, un sistema aritmético,
geométrico o topologico) y cuya resolucion requiere la construccion de un modelo
matematico (que puede ser algebraico, analitico o de cualquier otro tipo) y un trabajo en

dicho modelo.
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Dado que la modelizacion intramatematica ha constituido histéricamente (y sigue
constituyendo) un instrumento esencial del desarrollo de las propias matematicas,
parece obvio que si la integramos dentro de la nocion de “modelizacion matematica”
sera necesario utilizar explicitamente un modelo epistemologico general de la actividad
matematica y que la nueva interpretacion de lo que se entiende por “modelizacion
matematica” deberad ser compatible con dicho modelo. Ademds, un analisis
pormenorizado del ciclo de modelizacion (Serrano, Bosch & Gascon, en prensa)
muestra que, en las diferentes idas y venidas entre el sistema a estudiar y el modelo de
este sistema, aparece una matematizacion progresiva del sistema que conduce, bastante
rapidamente, a trabajar con “modelos de modelos” del sistema inicial. Se muestra asi,
como ya hemos dicho, que la modelizacion intramatematica es una etapa necesaria de
todo proceso de modelizacion matematica (aunque el sistema inicial sea

extramatematico).

Una de las consecuencias mas importantes de interpretar la modelizacion
intramatematica como un aspecto esencial de la modelizacién matematica se manifiesta
en el caracter reflexivo de ésta (el sistema puede hacer el papel de modelo de su modelo)
y la potencial recursividad de la modelizacion matematica (podemos construir un
modelo del modelo de un sistema para responder cuestiones que los modelos iniciales
no permitian responder). Aparece asi otra importante limitacion de la nocion de
modelizacion si ésta excluye los sistemas “intramatematicos”: el proceso de estudio de

un sistema extramatematico queda abortado a partir de la primera modelizacion.

Postulamos que la exclusion de la modelizacion intramatematica del ambito de
investigacion “modelizacion y aplicaciones” estd relacionada con dos motivos
aparentemente contradictorios. Por un lado estan los obstdaculos culturales que impiden
cuestionar el modelo epistemoldgico de las matematicas dominante en la institucion
“sabia”, que considera la modelizacion como “aplicacion de las matematicas a
problemas externos a ellas” y pretende distinguir nitidamente el ambito de las
“matematicas puras” del de las “matematicas aplicadas”. Por otro lado, esta la reaccion
ante el fuerte condicionante historico, por lo menos desde el auge de las matematicas
modernas, de una ensefianza de las matematicas que no toma en consideracion el
universo extramatemdtico. Dicho en otras palabras, como la modelizacion

extramatematica no forma parte de la epistemologia dominante y, ademas, como lo que
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estd claramente ausente de la ensefianza es la consideracion de sistemas
extramatematicos, aparece un rechazo hacia la posibilidad de tomar en consideracion la
modelizacién intramatematica. Este rechazo se debe a que, en el ambito de la
“modelizacion y aplicaciones”, se ha perseguido desde sus inicios el romper con el
“purismo epistemoldgico” de la matematica sabia y su desprecio a todo lo que no sea
“verdaderamente matematico”. Parece como si la consideracion de la modelizacion
intramatematica fuera una concesion a la epistemologia “purista” de la comunidad
matematica sabia y quitara prominencia al proceso de matematizacién de sistemas no

matematicos.

(b) Se interpreta la modelizacion matematica como un instrumento de articulacion de

la actividad matematica escolar

La mayor parte de los trabajos que se llevan a cabo en el dominio de investigacion
“modelizacion y aplicaciones” que hemos descrito en el anterior capitulo se centran, o
bien en un nivel puntual de las cuestiones aisladas (problemas de “aplicacion”), o bien,
consideran la modelizacion como una competencia matemadatica general situandola, por
lo tanto, en el nivel disciplinar de la matematica escolar como un todo (Niss, 2002 y
Michelsen, 2006). En cualquier caso no aparece claramente la relacion entre las
actividades de modelizacion y los temas, sectores o dreas del curriculo de matematicas”.
En otros términos: la nociéon de “modelizacion matematica” que se desprende y que se
utiliza en el citado ambito de investigacion no considera los “niveles intermedios” de la
escala de codeterminacion didactica (Chevallard, 2001, 2002a, 2002b y 2007) que
estructuran la matematica escolar, situados entre las cuestiones puntuales y la disciplina

matematica considerada como un todo.

Veremos en este capitulo como la interpretacion de la modelizacion matematica,
que incluye la modelizacion intramatematica y enfatiza el caracter simétrico y
progresivo de las sucesivas modelizaciones de un sistema, constituye un instrumento de
articulacion de la actividad matematica escolar y la integra en un modelo

epistemologico general de la actividad matematica.

* Los temas, sectores y areas constituyen los niveles especificos de la escala de codeterminacion

matematico - didactica, ver anexo 2 — Cf. § 3.5.
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1.2. Ampliacion del espacio institucional tradicionalmente reservado a la

didactica de las matematicas: las restricciones transpositivas

Uno de los objetivos esenciales de la didactica de las matematicas como disciplina
cientifica es el de aportar una vision mas clara de las restricciones que influyen sobre el
acto de ensefianza. Como explica Chevallard (1990), el estudio sistematico de dichas
restricciones es imprescindible para determinar el nivel adecuado de actuacion desde el
cual se puedan crear las condiciones necesarias a la difusion del conocimiento

matematico.

Se plantea asi una problematica ecologica de la ensefanza de la modelizacion
matematica, esto es, el estudio de las restricciones que dificultan y las condiciones que
se requieren para la integracion de la modelizacion matematica en nuestros sistemas de
ensefianza. Veremos ahora que esto requiere ampliar el espacio institucional reservado
tradicionalmente a la didactica de las matematicas, el del disefio de actividades

docentes en el aula.

Ampliar este espacio institucional va a requerir situar el problema didactico de la
modelizacion matematica en el ambito de la problematica de la transposicion didactica
para poder tomar en consideracion restricciones que surgen en las diferentes etapas del
proceso de transposicion, desde las instituciones productoras del saber hasta las
instituciones docentes. Todas ellas inciden sobre el papel que puede jugar la

“modelizacion matematica” en el estudio de la matematica escolar.

Tal como hemos descrito en el capitulo 1, algunos de los trabajos del dominio de
investigacion “modelizacion y aplicaciones” toman en consideracion ciertas
dimensiones del problema que se originan mas alla del estrecho 4mbito del aula. Esto ha
llevado ultimamente a algunos investigadores a analizar determinadas restricciones que
pesan sobre la ensefianza de la modelizacion en los sistemas de ensefanza y que
designan como: “contra argumentos” (Blum, 1991), “dilemas” (Blomhgj & Kjeldsen,
2006), “barreras” (Burkhardt, 2006) o “obstaculos” (Kaiser, 2006). Nuestro punto de
vista coincide parcialmente con esta vision pero amplia de una forma radical y

sistematica el ambito en el que se plantea:
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(a) Postulamos que todo problema didactico es, en alguna medida, un problema relativo
a las condiciones que se requieren y a las restricciones que inciden sobre la vida
institucional y sobre la difusion intrainstitucional e interinstitucional de las
organizaciones matemdaticas y diddcticas. En este sentido, decimos abreviadamente que
la problematica didactica es una “problematica ecoldgica” (o contiene, una dimension
“ecologica” esencial) puesto que plantea el problema de las condiciones de “vida” y

“difusion” de las organizaciones matematicas y didacticas en las distintas instituciones.

(b) Situamos el problema de la modelizacion matematica en el dambito de la
transposicion didactica, esto es, en relacion al estudio de las transformaciones que sufre
la modelizacion matematica a lo largo del proceso de transposicion a la escuela
(entendida en un sentido amplio que abarca cualquier institucion de ensefianza, desde la

ensefianza obligatoria hasta la universitaria).

Tomar en consideracion la transposicion didactica de la modelizacion matematica
significa asumir el principio que las matematicas son “manipuladas” y “transformadas”
para poder ser ensefiadas bajo un conjunto dado de restricciones. Partiendo del siguiente

esquema (ver Figura 1), podemos destacar que:

Saber sabio Saber aprendido,
Saber a ensefiar Saber ensefiado disponible
Instituciones [ Y Y
productoras del saber « Noosfera » Aula Comunidad de estudio

Figura 1. Etapas en el proceso de transposicion didactica (Bosch & Gascén, 2004)

- El saber que se ensena en la escuela proviene de distintas transformaciones de un
“saber sabio” que es el que legitima y justifica su difusion (o “transposicion™) a

otras instituciones.

- Dichas transformaciones se operan en instituciones intermedias como la
“noosfera”. Esta actia como membrana del sistema de ensefianza, haciéndola
permeable a ciertos objetos y protegiéndola de otros. Es en esta institucion
intermedia donde se decide, determina y describe el “saber a ensefiar”, es decir

aquellos objetos matematicos que se propone transponer en la escuela y que se
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acaban oficializando en los programas oficiales, libros de texto, recomendaciones

a profesores, materiales didacticos, etc.

- La escuela también impone restricciones (a nivel escolar, pedagogico o didactico)
para que los objetos matematicos que se van a ensefiar cumplan ciertos requisitos
que las hagan “ensefnables” de acuerdo a ciertos principios y modos de
funcionamiento histéricamente determinados. Esto provoca que el “saber
efectivamente ensefiado” no coincida con el “saber a ensefar”, aunque las
discrepancias deban mantenerse siempre relativamente ocultas o disimuladas para

que el proceso de ensefanza no pierda su legitimidad (Chevallard, 1985a).

Son estas restricciones las que llamamos propiamente “restricciones transpositivas”. En
el caso de la modelizacion matematica, el problema que nos ocupa (el problema
ecologico de la modelizacion matemdtica) hace referencia a las restricciones
transpositivas que inciden sobre las actividades de modelizacion que se pueden llevar a
cabo en la escuela teniendo en cuenta que estas restricciones provocan transformaciones
tanto de los objetos matematicos como de la forma de organizarlos y de reconstruirlos
en la escuela. Si no se toman en consideracion las “fuerzas institucionales” que provoca
el proceso de transposicion didéactica, no serd posible describir las condiciones que se
requieren para que la modelizacion matematica pueda vivir en el sistema de ensefianza
de las matematicas. Por ejemplo, la transposicion puede facilitar la entrada en el sistema
de ensefianza de ciertos objetos (los conceptos, modelos y sistemas conceptuales que
tengan una existencia clara en la institucion sabia) y dificultar la entrada de otros (en
particular de los objetos “extramatematicos” que no tengan una existencia clara en el
saber sabio). Pueden aparecer entonces rasgos de algoritmizacion de la modelizacion
que se manifiestan en la tendencia a cerrar las actividades de modelizacion
convirtiéndolas en “resolucion de problemas aplicados” relativamente aislados puesto
que no suelen dar origen al estudio de un verdadero campo de problemas si estos
problemas no estan previamente “nombrados” en el saber sabio. Y puede resultar de ello
una pérdida de sentido de la modelizacién cuando aparece independientemente de las
necesidades de estudiar realmente un sistema, esto es, cuando el sistema modelizado no
se toma realmente en serio sino que sélo sirve como “excusa” para llevar a cabo un
proceso de modelizacion cuyo ultimo objetivo seria la construcciéon de conceptos

matematicos mas acordes con el “saber sabio” y solo artificialmente “motivados”.
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En resumen, podemos destacar dos grandes limitaciones del planteamiento clasico
del problema didactico en torno a la modelizacion matematica que nuestro enfoque,
desde el marco de la Teoria Antropologica de lo Didactico (TAD), pretende superar. La
primera esta relacionada con la incapacidad para cuestionar el modelo epistemologico
dominante en las instituciones docentes. Esta incapacidad estd intimamente ligada a la
no consideracion del fenomeno de la transposicion didactica, lo que impide llevar hasta
las ultimas consecuencias el analisis epistemologico de la nociéon de “modelizacion
matematica”. La segunda limitacion proviene de la tendencia a reducir la problemdatica
didactica a la problematica del profesor centrada en su practica docente en el aula, con
la consiguiente delimitacion del ambito de actuacion de la didactica de las matematicas

(volveremos sobre este tema en el capitulo 5).

Presentamos a continuacion la interpretacion que propone la TAD de la
modelizaciéon matematica y su relacion con el modelo epistemologico general de la
actividad matematica. Mostraremos que el hecho de situar el problema didactico de la
modelizaciéon matematica en el ambito mas comprensivo de la transposicion didactica
provoca una ampliacion radical de dicho problema y parece abrir una via para abordarlo

de forma mas efectiva.
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2. LA ACTIVIDAD DE MODELIZACION MATEMATICA EN LA TAD

Situarse explicitamente en el &mbito de la Teoria Antropolédgica de lo Didéctico (TAD)
para tratar la problematica de la modelizacion matematica supone reformular los
procesos de modelizacion para interpretarlos dentro de un modelo general de la
construccion y difusion institucional de los conocimientos matematicos. Desde los
primeros trabajos de Chevallard sobre la ensefianza del algebra (Chevallard 1985b,
1989a y 1989b), la TAD sitaa la actividad de modelizaciéon matematica en el corazén de
la actividad matematica. Chevallard, Bosch & Gascon (1997, p. 51) lo formulan en los

términos siguientes:

Un aspecto esencial de la actividad matemadtica consiste en construir un modelo
(matematico) de la realidad que queremos estudiar, trabajar con dicho modelo e interpretar
los resultados obtenidos en este trabajo para contestar a las cuestiones planteadas
inicialmente. Gran parte de la actividad matemadtica puede identificarse, por lo tanto, con

una actividad de modelizacion matematica.

Aparece aqui una hipoétesis central de la TAD: la que asume que la modelizacion no es
unicamente un aspecto de las matematicas, sino que toda actividad matematica puede
ser interpretada como una actividad de modelizacion. Pero es necesario aclarar
primeramente que esta afirmacion no significa que hacer matematicas se reduzca a
llevar a cabo procesos de modelizacion de situaciones no-matematicas o extra-

matematicas. El trabajo citado anteriormente lo especifica en los siguientes términos:

Hemos caracterizado el hacer matematicas como un trabajo de modelizacion. Este trabajo
convierte el estudio de un sistema no matematico o un sistema previamente matematizado
en el estudio de problemas matematicos que se resuelven utilizando adecuadamente ciertos
modelos. Se pueden destacar tres aspectos en este trabajo: la utilizacién rutinaria de
modelos matematicos ya conocidos; el aprendizaje y, la eventual ensefianza, de modelos y
de la manera de utilizarlos; y la creacion de conocimientos matematicos, es decir de nuevas

maneras de modelizar los sistemas estudiados”. (Ibid., p. 52)

De hecho, cualquier actividad matematica se puede describir en términos de la
interrelacion entre sistemas y modelos. Esto es, en toda actividad matematica se puede
identificar un sistema en torno al cual se formulan cuestiones problemadticas que

motivan, y dan origen, a la construccion de ciertos modelos. Esta construccion va a
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tener sentido siempre que permita aportar respuestas (aunque sean parciales) a las
cuestiones problematicas que le han dado origen. Y en este proceso de busqueda de
respuestas se van a generar nuevas cuestiones, posiblemente no formulables en etapas
anteriores, que podran requerir la busqueda y construccion de nuevos modelos que
puedan hacer avanzar el proceso. De esta forma concreta de interpretar la modelizacion
matematica proviene su funcionalidad asi como su capacidad para articular las

organizaciones matematicas que progresivamente se van construyendo.

Llegados aqui se nos platean nuevas preguntas: ;Qué tipo de objetos pueden
hacer el papel de sistemas y cuales pueden hacer el papel de modelos matematicos?
(Existen diferentes tipos de modelizaciones? ;En qué consiste exactamente la actividad
de modelizacion matematica? ;Coémo describirla? En los proximos apartados vamos a
indagar sobre estas cuestiones que nos van a permitir reinterpretar y reformular los

procesos de modelizacion dentro del marco teérico de la TAD.

2.1. Los sistemas, los modelos y las fases de un proceso de modelizacion

matematica

En Chevallard (1989a) se introduce un esquema simplificado de la actividad o proceso
de modelizacion elemental en el cual intervienen esencialmente dos tipos de entidades:
un sistema matematico o extramatematico y un modelo (matematico) de este sistema.

Segun el autor, el proceso de modelizacion queda descrito en las siguientes tres etapas:

1. Definimos el sistema que queremos estudiar, precisando aquellos ‘“aspectos” del
sistema que nos proponemos estudiar y simbolizdndolos mediante un conjunto de

variables.

2. Construimos el modelo propiamente dicho estableciendo y definiendo las relaciones
entre las variables que se han tenido en cuenta en la primera etapa. El modelo del

sistema a estudiar es el conjunto de estas relaciones.

3. Se “trabaja” con el modelo obtenido, con el objetivo de producir conocimiento relativo
al sistema, conocimientos que toman la forma de nuevas relaciones entre las variables
del sistema. Esta tercera etapa es siempre una fase propiamente matematica, en tanto

que las etapas anteriores son competencia del dominio de realidad. (Ibid., p. 57)*

4 .. , .y
Original en francés. La traduccion es nuestra.
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Siguiendo el esquema que propuso Yves Chevallard, en Gascoén (2004) encontramos
una esquematizacion paralela en cuatro estadios sin necesariamente una sucesion

temporal lineal entre ellos:

Primer estadio: se caracteriza principalmente por la delimitacién del sistema’ o 4mbito
de la realidad en el que aparece una situacion problemdtica que permite plantear
preguntas y conjeturas con poca precision. Esta “construccion” del sistema comporta la
eleccion de ciertos aspectos del sistema que se simbolizan u operativizan mediante

variables, formas geométricas, etc.

Segundo estadio: se describen algunas de las posibles relaciones entre las componentes
del sistema. En este estadio, al disponer del lenguaje propio del modelo, se podran
formular con mas precision los problemas que se habian enunciado anteriormente de

forma provisional.

Tercer estadio: incluye, ademas del trabajo técnico dentro del modelo, la interpretacion
de este trabajo y de sus resultados dentro del sistema. En este estadio se decide sobre el
interés, la fecundidad y la adecuacion del modelo, en la medida en que éste permita

generar conocimiento relativo al sistema que no sea facil de producir sin el modelo.

Cuarto estadio: en este ultimo estadio se pueden enunciar problemas nuevos cuya

resolucion permitird responder cuestiones que dificilmente se podian formular sin la
elaboracion y el trabajo en el modelo. Los problemas se pueden independizar del
sistema inicial dando lugar a nuevas organizaciones matematicas, nuevas cuestiones y
nuevos modelos. En este punto aparece la recursividad de la modelizacion matematica

tal como se la considera en la TAD.

Una vez introducidas las etapas o estadios en los que se propone describir el
proceso de modelizacion matematica, mostraremos su relacion con el “ciclo de
modelizaciéon” ampliamente discutido y aceptado por la comunidad investigadora del

ambito de “modelizacion matematica”. Citamos en lo que sigue dos versiones recientes

> Se considera que un sistema modelizable matemdticamente es cualquier ambito de la realidad, sin
ningun tipo de restriccion, siempre que pueda ser aislado del resto — aunque so6lo sea hipotéticamente. En

esta nocion de “sistema” se incluyen muy especialmente los sistemas (intra)matematicos.
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de este ciclo que han tenido una amplia aceptacion en este ambito de investigacion. Nos
estamos refiriendo a los ciclos de modelizacion que se proponen en los trabajos de

Blum & Leif (2007) (Figura 2) y Blomhgj & Jensen (2003) (Figura 3) como

herramienta para una descripcion de la actividad de modelizacion matematica.

3 1 Understandihg
mathematical Constructing
real model model and 2 Simplifyirig
and problem problem Structuring
1 2 3Mathematising
real situation ,“‘. 4 Workin
| and problem Z/\\ll zﬁzxilualiun madel ” mathergatically
' 7 5 Interpreting
6 6 Validating
| mathematical 7 Exposing
real results D\—/ results
7
rest of the 5
world mathematics

Figura 2. Representacion de las fases en un proceso de modelizacién Blum & Leif3 (2007)
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(e) Interpretation/evaluation (b) Systematiziation
v
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| Data [
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(d) Mathematical analysis (c) Mathematization
Mathematical
" system

Figura 3. Representacion de las fases en un proceso de modelizacion segin Blomhgj & Jensen (2003)

Vemos que en los dos casos se establece una distincion neta entre lo matematico y “la
realidad percibida” o “el resto del mundo”. Los “estadios” o “etapas” de cada ciclo
pueden variar sensiblemente pero los dos incluyen la fase de “delimitacion del sistema”
(nuestro primer estadio): “real model and problem” en Blum & Leif} (2007) y “system”
en Blomhej & Jensen (2003). Nuestro segundo estadio corresponde a la fase de
matematizacion mientras que “el trabajo dentro del modelo” se aproximaria a las fases

de “working mathematically” o “mathematical analysis”. Finalmente, la fase del nuevo
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cuestionamiento del sistema inicial (cuarto estadio) se considera aqui como una “vuelta”

al mundo real, cerrandose asi el bucle del ciclo.

Debemos senalar algunos presupuestos de la TAD en relacion a la modelizacion
matematica que ciertamente difieren de esta interpretacion tradicionalmente aceptada y
que, en nuestro caso, vamos a incluir de forma esencial en la ampliacién de la

problematica didactica en torno a la ensefianza de la modelizacion matematica:
(@) La naturaleza de los sistemas: ampliacion de la propia nocion de modelizacion

De acuerdo con lo que hemos introducido como la primera de las ampliaciones del
planteamiento cldsico del problema didactico de la modelizacion matematica (Cf. § 1.1),
tradicionalmente, en la propia denominacion del dominio de investigacion
“modelizacion y aplicaciones” se han considerado preferentemente sistemas extra-
matematicos como candidatos a ser modelizados, eliminando asi la modelizacion
intramatemdtica (la modelizacion matemdtica de sistemas “matematicos”). En
coherencia con la propia historia de las matematicas en el que modelizacién ha
constituido uno de los principales motores del avance del saber matematico, desde la
TAD, adaptamos un punto de vista mas amplio y mas coherente proponiendo incluir la

modelizacion intramatemdatica en la propia nocion de “modelizacion”.

(b) La naturaleza de los modelos: la busqueda de respuestas y la necesidad de

cuestionar la adecuacion de los modelos

En Chevallard (1989a), se subraya que no debemos caer en la ingenuidad de pensar que
un modelo es una copia o reproduccion de la realidad, sino que éste es un ariadido a esta
realidad, una construccion artificial, puesta en relacion con la realidad de determinada
manera que se supone adecuada. Se enfatiza asi que la principal funcién del modelo no
es la de “parecerse” al sistema que modeliza, sino la de aportar conocimientos sobre él
y hacerlo de la forma mas econdmica y eficaz posible.® Para superar esta falsa
interpretacion, Chevallard propone sustituir la metafora del modelo como “imagen” del

sistema por la del modelo como “maquina”: “Un modelo de un sistema es una maquina

® La interpretacion del modelo como “representacion” o “imagen” del sistema que se quiere modelizar, es
lo que Chevallard (1992) llama ilusion representacionista asegurando que esta creencia cultural de la

imagen supone un verdadero obstaculo epistemoldgico para la construccion de conocimiento.

65



Capitulo 2 - La modelizacion matematica en el ambito de la TAD

cuyo funcionamiento permite producir conocimiento relativo al sistema modelizado.”
En este sentido, un modelo es interesante (o fecundo) cuando permite producir

conocimientos que no conseguiriamos facilmente por cualquier otra via.

Pero el proceso no acaba aqui. Un proceso de modelizaciéon no debe ser
considerado un proceso “cerrado”, en el sentido de que se parte de cuestiones que
surgen en la realidad de un sistema extramatematico para el cual se crea un modelo
matematico que permite aportar respuestas con las que finaliza el proceso. Es
importante subrayar que la problematica de la adecuacion o ajuste del modelo al
sistema supone debatir su validez y €sta es una tarea que esta claramente en el corazon
de la actividad de modelizacion. Dicha problematica nos va a llevar a realizar diversas
idas y venidas en el “ciclo de modelizacion” y construccion, estudio del ajuste y

comparacion de diferentes modelos cada vez mas complejos.

Vamos a volver sobre esta idea en el proximo apartado, pero es importante
subrayar aqui que, en un proceso de modelizacidon, aparecen generalmente diversos
sistemas y modelos. Los sistemas van siendo cada vez mas “matematizados” y los
sucesivos “modelos” progresivamente construidos e integrados en los sistemas
anteriores, van generando nuevas cuestiones problematicas y provocando la necesidad
de seguir con el proceso de modelizacion. Destacamos aqui el analisis ya citado de
Serrano, Bosch & Gascon (en prensa) en el que se muestra que, en las diferentes idas y
venidas en dicho ciclo, esto es, entre el sistema a modelizar y el modelo de este sistema,
el sistema se va matematizando progresivamente, hecho que nos conduce, bastante
rapidamente, a trabajar con “modelos de modelos” del sistema inicial. Se muestra asi
que, por un lado, la modelizacion intramatematica es una etapa necesaria de todo
proceso de modelizacion extramatematica y, por otro lado, que el proceso de
modelizacién es un proceso continuo y progresivo cuyo motor se encuentra en el
cuestionamiento constante de la adecuacion del modelo al sistema y de su capacidad
para dar respuesta tanto a las cuestiones iniciales como a las que van apareciendo a lo

largo del proceso de estudio.

No creemos muy desencaminado afirmar que sin esta manera de considerar y de

utilizar los procesos de modelizacion matematica podra haber una enserianza de los

7 Chevallard (1992, p. 13), la traduccion es nuestra.
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modelos, pero no una enserianza del proceso de modelizacion. En efecto, la ausencia de
un debate sobre la adecuacion del modelo al sistema que se propone modelizar y de una
evaluacion critica del tipo de conocimientos que los sucesivos modelos permiten
construir, convierte la enseflanza de la actividad de modelizaciéon en una ensefianza
“monumentalista” de los principales modelos utilizados y de sus formas de utilizacion.
Lo que ha sucedido histéricamente es que el proceso de escolarizacion de la
modelizacion matemdtica ha acabado haciendo parecer como naturales, como si ya
viniesen dados, la mayoria de los modelos que viven en las instituciones escolares,
contribuyendo asi a lo que algunos autores denominan el “fendmeno de la invisibilidad
institucional de los objetos matematicos” (Ruiz Higueras, 2001) e hipotecando, como

afirmaba Chevallard (2005) la “apertura de la escuela a la vida”.

2.2. La modelizacion matematica como instrumento de articulacion de la

matematica escolar

Con el objetivo de elaborar un modelo epistemoldgico explicito y contrastable de la
actividad matematica, considerada dentro del conjunto de actividades humanas que se
llevan a cabo en las diferentes instituciones sociales, Chevallard introdujo a mediados
de los afos 90 la nocion de organizacion o praxeologia matemdtica que aparece
actualmente como una de las nociones clave de la TAD (Chevallard, 1996, 1999, 2002a
y 2002b).

La nocion de praxeologia (u organizacion) matematica (OM) constituye asi una
herramienta fundamental para modelizar tanto la actividad matematica como la
actividad humana en general. Como toda obra humana, una OM surge como respuesta a
un conjunto de cuestiones y como medio para llevar a cabo, en el seno de cierta

institucion, determinadas tareas problemdticas’.

% No detallaremos aqui la nocion de praxeologia, que el lector encontraréd explicada en el Anexo 2. Pero si
seflalamos la estructura de toda organizacion praxeoldgica que puede simbolizarse como: [T, T, 6, ©]. En
toda praxeologia se puede distinguir dos aspectos inseparables: el nivel de la practica o “praxis” que
consta de los tipos de tareas problematicas (T) y de las técnicas (T) y que se identifica genéricamente con
el saber-hacer. Inseparablemente a este bloque, aparece el discurso razonado sobre la practica o “logos”
que consta de la tecnologia (0) y de la teoria (®©) que se encargan de describir, explicar y justificar,

respectivamente y a su turno, las técnicas y la tecnologia.
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En la conceptualizacion de la TAD, tanto las obras matematicas como el propio
proceso de estudio tiene una estructura praxeoldgica. En general, todo proceso de
estudio genera tipos de problemas cada vez mas amplios y complejos, el estudio de los
cuales provoca nuevas necesidades teoricas que, a la vez, permiten construir y justificar
nuevas técnicas capaces de resolver nuevos tipos de problemas e, incluso, problemas
formulados en el nivel tedrico respecto de la organizacion matematica inicial. Esta
hipotesis antropologica puede sintetizarse diciendo que el proceso de estudio de un tipo
de problemas desemboca en la reconstruccion institucional de organizaciones o

praxeologias de complejidad creciente.

Pero, ;como se relaciona esta estructura y dinamica praxeologica de la actividad
matematica con la descripcion de los procesos de modelizacion en términos de
delimitacion del sistema, construccion de modelos y trabajo del modelo? ;Coémo
articular las dos visiones de la actividad matematica (como proceso de estudio, que
requiere el uso y produccion de praxeologias y, por otro lado, como actividad de
modelizacion? ;Qué relacion hay entre los sistemas, los modelos y las praxeologias? ;Y

entre el proceso de estudio y la actividad de modelizacion?

La propuesta provisional de la TAD es la de describir los procesos de
modelizacion como procesos de reconstruccion y articulacion de organizaciones
matemdticas de complejidad creciente (puntuales, locales, regionales) que
necesariamente tienen que partir de cuestiones problemadticas que se plantea una
comunidad de estudio y para las que esta comunidad requiere respuestas. En realidad,
estas cuestiones constituyen la “razon de ser” de la construccion de las organizaciones

matematicas que va a ser necesario (re)construir.

En este sentido, siguiendo el trabajo de tesis de Garcia (2005), el andlisis de la
actividad de modelizaciéon nos conduce a considerar los sistemas y modelos como
entidades con estructura necesariamente praxeologica. En efecto, la consideracion de
una cuestion problematica inicial surge siempre en el ambito de una praxeologia
previamente disponible; la delimitacion de un sistema no es mas que la delimitacion de
esta praxeologia. La construccién de un modelo matematico de este sistema comporta,
de hecho construir una nueva praxeologia (aunque al inicio so6lo sea un germen de

praxeologia en construcciébn) que actuarda como una maquina productora de
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conocimiento del sistema considerado. Asi pues, el modelo epistemoldgico de la TAD

(13

no permite considerar la modelizacion de “conceptos” ni de “técnicas” ni de
“problemas” aislados. Dada la naturaleza dindmica de las praxeologias, y la profunda
interrelacion que hay entre sus componentes, no podemos hablar de modelizacién de un
componente de la praxeologia independientemente del resto de los elementos.
Postulamos, en consecuencia, que toda modelizacidbn matematica presupone la

modelizacion de una praxeologia en su totalidad, mediante una praxeologia

matematica. En resumen, desde el modelo epistemologico que propone la TAD:

Se amplian las nociones de modelo y sistema reconociendo su estructura

praxeologica.

- Consecuentemente, los procesos de modelizacion pasan a describirse ahora en

términos de praxeologias y de vinculos entre estas praxeologias.

- No se consideran los procesos de modelizacion independientemente del resto de
las actividades matematicas, ni como objetos para ser ensefiados, ni como medios

para la ensefianza y el aprendizaje de determinados conocimientos matematicos.

- Se situa en un primer plano, como objetivo primario, la ensefianza funcional de
las matematicas. Para ello se deberd partir de cuestiones problematicas que se
plantean en ciertos ambitos de la realidad matemadtica o extramatematica y se va a
requerir la construccion de modelos, es decir, de praxeologias matematicas para
poder aportar respuestas a dichas cuestiones. De este proceso, van a surgir nuevas
cuestiones, que requeriran seguir con el proceso de modelizacion con el objetivo
de seguir buscando respuestas a las mismas. “Seguir con este proceso de
modelizacion” supone que las praxeologias construidas hasta el momento, junto
con las cuestiones que han surgido en este proceso de estudio, puedan adoptar
también el papel de sistemas a modelizar y se proceda asi a la busqueda y
construccion de nuevas praxeologias mas amplias y completas (nuevos modelos)
integrando el proceso de construccion de sistemas y modelos previamente

construidos.

En definitiva, desde la TAD, proponemos reformular los proceso de modelizacion como

procesos de construccion y articulacion de praxeologias matematicas de complejidad y

69



Capitulo 2 - La modelizacion matematica en el ambito de la TAD

completitud crecientes (Bosch, Fonseca & Gascon, 2004) con el objetivo de dar
respuesta a ciertas cuestiones problematicas con sentido que se han planteado en cierto
ambito de la realidad matematica o extra-matematica. De este proceso de modelizacion

matematico se destaca, como ya hemos indicado, su caracter reflexivo y recursivo:

- La recurrencia del proceso de estudio significa que toda praxeologia matematica
surge como una ampliacion de una praxeologia anterior y que, a su vez, es
susceptible de admitir un modelo mas amplio en términos de una nueva

praxeologia que la complete.

- La reflexividad del proceso de modelizacion remite a la posible inversion del rol
de sistema y del rol de modelo (cuando ambos son “matematicos”), como se da,

por ejemplo, entre la geometria y el algebra lineal.

En consecuencia, la modelizacién matematica asi interpretada constituye un instrumento
de articulacion de la actividad matematica escolar. Aunque cabe subrayar dos aspectos

esenciales:

- En primer lugar, la modelizacion matematica no se considera un medio cuyo
objetivo ultimo sea el de construir praxeologias. En otras palabras, el hecho que se
pueda describir el proceso de modelizacion matemdtica en términos de
reconstruccion de praxeologias de complejidad creciente no significa que esta
construccion sea el objetivo de la modelizacion matematica. El verdadero objetivo
de toda actividad cientifica y, en particular, de la actividad matematica, es el de
resolver cuestiones problemdticas. Dicho en otras palabras, las praxeologias
(construidas a partir de un proceso de modelizacion) son interesantes y pertinentes
en la medida en que nos ayuden a dar respuestas a las cuestiones que van

surgiendo a lo largo de un proceso de estudio.

- En segundo lugar, y como consecuencia de todo ello, a partir de ahora, cuando nos
refiramos a la modelizacion matemdtica debemos entender que se trata de una
forma de interpretar cualquier tipo de actividad matematica. Podemos utilizar, por
lo tanto, la expresion “matematica como herramienta de modelizaciéon” como

equivalente a la més habitual de “modelizacién matematica”.
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3. FORMULACION DEL PROBLEMA DIDACTICO DE LA
MODELIZACION MATEMATICA

En referencia a la problemadtica docente de la ensefianza de las matematicas en los
primeros cursos universitarios de Ciencias Experimentales (CCEE) que hemos descrito
en el primer capitulo, hemos considerado una primera respuesta expresada por algunos
profesores entrevistados, y documentada por los programas, que podemos considerar la
respuesta espontanea de “la ensefanza tradicional” de las matematicas para CCEE.
Dicha respuesta se puede resumir en que primero se deben ensefiar unos conocimientos
elementales que, como tales, se dan a los estudiantes como instrumentos “ya
construidos” sin especificar con claridad ni su origen, ni su razén de ser, ni su ambito de
aplicacion para que, posteriormente, éstos puedan aprender a “utilizarlos” o, mejor, a
“aplicarlos™ a las situaciones problematicas con las que se puedan encontrar. El tipo de
adaptaciones o modificaciones que puedan requerir estos conocimientos para que
puedan ser efectivamente “aplicables” se interpreta como un problema secundario (si no
en prioridad, si en cronologia) en este nivel de ensefianza. Esta situacion refuerza una
ensefanza que prioriza el cardcter generador de los elementos teoricos (teoremas,
definiciones, etc.) de las organizaciones matematicas, restandole fecundidad productiva

a los elementos practicos (problemas, técnicas, limitaciones de las técnicas, etc.).

Como ya hemos subrayado anteriormente, uno de los principales inconvenientes
que tiene esta organizacion tradicional de los contenidos de la ensefianza es el de
esconder las cuestiones problematicas que constituyen la razon de ser de las nociones,
propiedades, técnicas y teoremas que han acabado cristalizando en el saber matematico
que se quiere ensefiar. Ademas, debido a que esta organizacidn sitiia las nociones y
teoremas en el origen de la actividad matemdtica, se tiende a construir tipos de
problemas muy “cerrados” y “aislados” para obtener aplicaciones y ejemplificaciones
interesantes de cada una de las nociones o propiedades de cada tema. Dicho en otras
palabras, se prioriza la “logica deductiva” frente a la “logica constructiva” de los
saberes matematicos. Al mismo tiempo, se relega a un segundo plano (cuando no
desaparece totalmente) el proceso de matematizacion de las cuestiones que se plantean
en las diferentes CCEE “desarraigando” asi las matematicas de las otras disciplinas y de

los problemas que aportan a muchas construcciones matematicas sus razones de ser.
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En primera instancia, hemos propuesto reformular el problema docente de la
ensefianza de las matematicas en los primeros cursos universitarios de CCEE en
términos de la pérdida de sentido y desarticulacion de las matematicas escolares:

PRIMERA REFORMULACION DEL PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS EN CCEE

(Como conseguir que los conocimientos matematicos que se ensefian en los primeros
cursos universitarios de CCEE no se reduzcan a un conjunto desarticulado de conceptos
y técnicas carentes de sentido, sino que aparezcan de manera funcional como

herramientas para dar respuesta a cuestiones problematicas dentro de las CCEE?

La respuesta a esta primera reformulacion del problema docente consiste en dar una
vision mas instrumental de las matematicas como herramienta de modelizacion
(entendiendo la modelizacion matematica en el sentido como se interpreta en el ambito
de “modelizacion y aplicaciones”), situando en el corazén del proceso de estudio la
actividad de modelizacion matematica y las cuestiones extramatematicas (de CCEE)
que la generan. Esta es la propuesta que hace la Universidad de Roskilde con la que
introduce un interesante punto de inflexion a la formulacion de la problematica
presentada hasta ahora basandose en la hipdtesis segun la cual el uso sistematico de
herramientas de modelizacién nos puede aproximar a la solucién del problema de la

desarticulacion y pérdida de sentido de la matematica ensefiada.

En el caso paradigmatico de la universidad de Roskilde, conviven en realidad dos
respuestas distintas al problema de la ensefianza tradicional en forma de asignaturas
(courses) de distinto tipo sin una clara conexion entre ellas: por un lado, seguimos
teniendo los cursos de caracter tradicional, como por ejemplo, “Intermediate calculus”,
“Linear algebra with applications” (respuesta de la ensefianza tradicional) y, por otro
lado, los cursos dedicados a la modelizacion matematica, “Mathematical modelling in
the Sciences” (que constituye la aportacion original de la respuesta de Roskilde). Por lo
tanto, a lo que se esta realmente aportando respuesta es a la segunda reformulacion del
problema:

SEGUNDA REFORMULACION DEL PROBLEMA DOCENTE DE LA ENSENANZA DE LAS
MATEMATICAS EN CCEE

En los primeros cursos universitarios de CCEE, y una vez ensenados los contenidos

matematicos basicos, ;jcomo conseguir que las matemadticas se ensefien como una
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herramienta de modelizacion de situaciones o hechos cientificos, de tal forma que la
ensefanza no se organice en funcién de los contenidos matemadticos sino de los

problemas o proyectos que los estudiantes deben realizar?

Esta respuesta “mixta”, aunque constituye un avance muy significativo en relacion a la
respuesta espontanea de la ensefianza tradicional, no resuelve de forma muy
satisfactoria el problema de la “ensefianza de contenidos”, es decir, de los recursos
matematicos necesarios para llevar a cabo el trabajo de modelizacién. Surge lo que
hemos designado como el problema de la dualidad: o bien se ensefia la modelizacién
matematica como “un contenido mas” de forma separada de la ensefianza de los
“contenidos basicos”, o bien se utiliza como un medio para la ensefanza de estos
contenidos, provocando entonces en los estudiantes lo que Barbosa (2006) designa
como la “estrategia inversa” (el problema de modelizacion no es mas que la excusa para
aprender un determinado contenido). La propia inercia del sistema condicionada por los
programas oficiales redactados de acuerdo con la “infraestructura” pedagogica vigente,
conduce a que la ensefianza de la modelizacion se reduzca a una excusa o pretexto para

seguir ensefiando los conceptos matematicos.

La concepcién de la modelizacion que propone la TAD implica que la ensefianza
de la modelizacién matemadtica se convierta en “sindbnimo” de la ensefianza funcional de
la actividad matematica. Segiin la TAD, ensefiar matematicas es ensefiar a modelizar o
no es. Por lo tanto, desde esta perspectiva, la modelizacion matemdtica debe formar
parte integrante de cualquier proceso de estudio de las matemadticas. Esta integracion
constituye un aspecto esencial de nuestro problema de investigacion en el cual deja de
tener sentido pensar en la enseflanza de la modelizacion matematica
independientemente de la ensenanza de las matematicas. El problema de la enserianza
de las matematicas (que incluye sus dos sucesivas reformulaciones) y, por lo tanto, el
del papel de la modelizacion matematica en dicha ensenianza pasa a centrarse en el
problema de la recuperacion de las razones de ser y de la funcionalidad de la

matemadtica para dar respuesta a cuestiones problemdticas.

Frente a este problema se propugna la necesidad de buscar una nueva via,
proponer una reforma en la epistemologia escolar (Chevallard, 2007) que, en

contrapunto al “monumentalismo”, deberd poner en un primer plano la relacion genuina
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entre el planteo de cuestiones problemdaticas y la busqueda de respuestas que esta en el
origen de la construccidon de todo conocimiento cientifico, en general, y de la actividad

matematica (y de la modelizacion matematica) en particular.

Como todo problema de investigacion en didactica, este problema presenta dos
caras inseparables. Por un lado, se trata de un problema de ingenieria matematica
relativo al andlisis de las organizaciones matemadticas presentes en los programas de
estudio y en la construccion de nuevas organizaciones matematicas que surjan para dar
respuesta a ciertas cuestiones problematicas. Y, por otro lado, de un problema de
ingenieria didactica relativo al analisis de las organizaciones didéacticas que hacen
posible la reconstruccion de organizaciones matematicas mds amplias y completas

permitiendo la recuperacion de sus razones de ser.

Asi, este doble problema planteado es un problema de ecologia praxeologica a la
vez matemdtica y diddctica, es decir, relativo al estudio de las condiciones necesarias y
las restricciones que se imponen sobre la “vida” de un determinado tipo de
organizaciones matematico—didacticas en el seno de determinadas instituciones y
relativo al estudio de las condiciones y restricciones que pesan sobre las organizaciones

didacticas que permiten hacer vivir y difundir el tipo de practicas en cuestion.

Llegados aqui, formularemos que lo que vamos a considerar en esta memoria
como problema didactico de la modelizacion matemdatica, después de las sucesivas
reformulaciones del problema docente. Es un problema de investigacion didactica que

incorpora de manera esencial las dimensiones epistemologica y ecologica:

EL PROBLEMA DIDACTICO DE LA MODELIZACION MATEMATICA

(Qué condiciones se requieren y qué restricciones dificultan o impiden que las
matematicas se ensefien, se aprendan, se estudien y se utilicen como herramientas de

modelizacion en los actuales sistemas de ensefianza de las matematicas para CCEE?

(En qué nivel de la escala de codeterminacion matemadtico-didactica aparecen estas
restricciones 'y en qué nivel deberiamos situarnos para poder considerarlas como

condiciones “modificables”?
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Otra posible formulacion del problema, mas concreta, se centraria en encontrar los
medios (dispositivos didacticos) que permitirdn esta ensefianza y estudiar su ecologia o

sus condiciones de vida y desarrollo:

(Qué tipo de dispositivos diddacticos posibilitarian una integracién global (mas alla de
una experimentacion local) de la modelizacion matematica (interpretada como la TAD
propone) en los citados sistemas de ensefianza? ;Cual es la ecologia de estos

dispositivos?

Para responder al problema de la ensefianza funcional de las matematicas la TAD
introduce la nocion de Recorridos de Estudio e Investigacion (REI) (Chevallard, 2004,
2005 y 2006) como referente para “pensar, describir e idear” posibles procesos de
estudio, analizar los que efectivamente existen en nuestros sistemas de ensefianza y
estudiar las “condiciones de posibilidad” de nuevos tipos de procesos. Se considera que
un REI se inicia con el estudio de una cuestion Q con fuerte poder generador, capaz de
generar numerosas cuestiones derivadas, cuyo estudio va a llevar a la (re)construccion
de un gran nimero de praxeologias matematicas que apareceran asi para dar respuesta a
las cuestiones que han requerido de su construccion, integrando en todo momento la

modelizacidn matematica como eje articulador del proceso de estudio.

Después de describir a grandes rasgos, en el proximo apartado, las caracteristicas
basicas de los REI, vamos a explicar el caso concreto del disefio y la experimentacion de
un REI en torno al estudio de la dindamica de poblaciones que se ha implementado
durante cuatro cursos académicos con estudiantes universitarios de primer curso de
ingenieria técnica quimica de la Universitat Autonoma de Barcelona. La
experimentacion “local” que hemos realizado, y que vamos a describir con detalle en los
capitulos 3 y 4 de esta memoria, nos va a proporcionar la base empirica para empezar a
analizar con cierto detalle algunas de las condiciones y restricciones que inciden sobre
la modelizacién matematica y que aparecen en distintos niveles de codeterminacion

didactica, desde los mas genéricos hasta los mas especificos.
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Civilizacion =) Sociedad mp Escuela mp Pedagogia

Niveles genéricos

Disciplina qArea m) Sector mp Tema qCuestic’)n

Niveles especificos al ambito matematico

Figura 4. Los niveles de codeterminacion didactica

Utilizaremos estos niveles de codeterminacion didactica (ver Figura 4 y, para mas

detalles, Cf. Anexo 2, § 3.5) como marco de referencia para situar y analizar el conjunto

de condiciones que, desde los niveles mas especificos de la propia disciplina (de las

cuestiones a las areas y sectores) hasta los niveles mas genéricos (de la escuela a la

sociedad y la civilizacion), condicionan la

‘vida” y el desarrollo de los REI. Una

“integracion generalizada” de los REI requerira extender este estudio ecologico a las

condiciones y restricciones que aparecen en todos los niveles que influyen y afectan a

las practicas de ensefianza y aprendizaje de las matematicas. Este tema sera tratado con

detalle en el capitulo 5.
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4. HACIA UNA NUEVA ORGANIZACION DIDACTICA: LOS
RECORRIDOS DE ESTUDIO E INVESTIGACION

Para abordar el problema didactico que hemos descrito en el apartado anterior
proponemos el disefio y la implementaciéon de un nuevo dispositivo didactico, los
Recorridos de Estudio e Investigacion (REI) introducidos por Chevallard (2004, 2005 y
2006) como referentes para el analisis y el diseno de los procesos didacticos. El

objetivo de este apartado es el de caracterizar a grandes rasgos la nocion de REL

No es nuestra intencion aqui dar una respuesta completa al problema didactico de
la modelizacion matemdtica que hemos formulado previamente. Dicha respuesta
requerira obtener y analizar diferentes conjuntos de datos empiricos (relativos a la
experimentacion de ciertos REI concretos, al analisis de materiales curriculares y a la
interpretacion de las respuestas de profesores sobre el papel de las matematicas en las
CCEE) cuya descripcion y andlisis seran desarrollados en el capitulo 4. Con la ayuda de
estos analisis, propondremos en el capitulo 5 una respuesta mas detallada al problema

didactico planteado.

En esta seccion nuestro objetivo es el de fundamentar los REI como un tipo
genérico de dispositivos diddcticos cuyo objetivo es el de integrar mecanismos que
permitan la “vida” institucionalizada de la actividad de modelizacion matematica. Mas
concretamente, mostraremos que los REI aparecen, en primera instancia, como una
posible respuesta a dos de las principales restricciones que surgen en los niveles de
codeterminacion didactica y que dificultan o incluso impiden la construccion, el
desarrollo y la utilizacion de las matematicas como instrumento de modelizacion en los
actuales sistemas de ensefianza de CCEE. En primer lugar, la incompletitud relativa de
las organizaciones matemdaticas locales escolares tal como se puso en evidencia en
Bosch, Fonseca & Gascon (2004), restriccion que surge en el nivel disciplinar. En
segundo lugar, a un nivel mas genérico, el de la sociedad-pedagogia, encontramos la
denominada pedagogia monumentalista que se manifiesta por la ausencia de las
“razones de ser” de la matematica escolar y por la consiguiente reduccion de la
ensefianza y aprendizaje de las diversas disciplinas (y, en particular, de Ilas
matematicas) a la visita de obras cristalizadas y, en cierto sentido, “muertas”

(Chevallard, 2004 y 2005).
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4.1. El problema del desarrollo y fundamentacion de las organizaciones

didacticas: respuestas admisibles en el ambito de la TAD

A lo largo de la historia podemos encontrar multiples formas de organizar la ensefianza
escolar de las matematicas. Todas ellas se apoyan, en cierta medida, en una manera
particular de interpretar las matematicas — lo que denominamos un modelo
epistemologico — y en una conceptualizaciéon concreta de lo que se entiende por
“ensefiar y aprender” matematicas en cada momento histdrico, en cada tradicion cultural
y en cada institucion — lo que podemos considerar un modelo didactico. En la medida
que los citados modelos se mantienen implicitos, a salvo de todo cuestionamiento vy,
sobre todo, en la medida en que las citadas formas de organizar la ensefianza de las
matematicas se presentan como si no necesitaran de ningun tipo de justificacion ni
fundamentacion explicita mas alla de criterios genéricos que emanan principalmente del

sentido comun, diremos que se trata de modelos docentes espontdneos.

Con la emergencia relativamente reciente del problema de la Educacion
Matematica han aumentado las criticas a las formas tradicionales de organizar la
ensefianza de las matematicas y, consiguientemente, ha resurgido la necesidad de
explicitar los principios que, presuntamente, las fundamentan o “justifican”. De esta
manera, los modelos docentes que se vienen proponiendo desde mediados del siglo
pasado (al menos en los ambitos relacionados con la innovacion y con la investigacion
educativa) son mas “deliberados” y menos “espontaneos” porque se plantean en base a

criterios mas manifiestos y potencialmente criticables.

Curiosamente la mayoria de los principios que se han esgrimido para fundamentar
las propuestas de ensefanza escolar de las matematicas, especialmente los que figuran
en los documentos curriculares oficiales, se basan en postulados de origen
psicopedagogico que no tienen suficientemente en cuenta ni la especificidad de la
actividad matematica ni, por lo tanto, el modelo epistemologico de las matematicas que

implicitamente se esta utilizando.

Desde el punto de vista de la TAD, las formas de organizar la ensefianza escolar
de las matematicas se describen en términos de praxeologias diddcticas y, como tales,
presentan una estructura compuesta por dos bloques inseparables: el bloque practico-

técnico (la praxis o “saber hacer” didactico) y el bloque tecnoldégico-tedrico (el logos o
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“saber” didactico). Como sucede en todas las actividades humanas, la praxis didactica,
constituida por las tareas y las técnicas didacticas, s6lo puede vivir con normalidad en
una institucion si en ésta hay disponible un discurso “diddctico” capaz de describirla,
generarla (producir criterios para disefiarla y gestionarla), justificarla, interpretarla y
desarrollarla. En caso contrario, dicha practica envejece rapidamente, deja de tener

sentido para los sujetos de la institucion y acaba siendo reemplazada por otra.

En el trabajo de Bosch & Gascon (en prensa), los autores explican que, para poder
abordar el problema de la génesis, el desarrollo y la fundamentacion de las prdcticas
didacticas, es imprescindible clarificar la naturaleza del discurso especificamente
“didactico” y esta necesidad comporta, a su vez, reivindicar la autonomia relativa de la
didactica de las matemadticas como disciplina cientifica. Para ello, siguiendo a los
trabajos de Chevallard, empiezan situando la Diddctica de las Matematicas en el
universo de la Antropologia Cognitiva’ y, mas concretamente, como parte nuclear de la
Antropologia de las Matemadticas, que toma como objeto primario de estudio las
diferentes formas de manipulacion social (creacion, difusion, utilizacion y transposicion

institucional) de las “matematicas”.

En la medida en que podamos cumplir este objetivo estaremos esbozando lo que
podriamos denominar un modelo antropologico general de la cognicion matemdtica. Se
trata, en definitiva, de empezar a determinar algunas condiciones necesarias para que los
seres humanos puedan “hacer matematicas” en las instituciones y, al mismo tiempo,
establecer algunas de las restricciones que dificultan, y hasta pueden llegar a impedir,
que dicha actividad se desarrolle con normalidad. La formulacion de las citadas

condiciones y restricciones (que constituyen los componentes del modelo antropologico

° En Antropologia Cognitiva se toman como nociones primitivas las de objeto, individuo, relacién personal, persona,
institucion y relacion institucional. Se postula que la relacion “personal” a un objeto cualquiera y, en particular, a una
praxeologia (la relacion personal a una praxeologia se llama a veces praxeologia personal) es el fruto de la historia de
las sujeciones institucionales pasadas y presentes de la persona en cuestion (lo que puede formularse diciendo que la
praxeologia personal emerge de una pluralidad de relaciones institucionales). Y, reciprocamente, una institucion
(tomada en un sentido amplio, no burocratico) asi como las diferentes praxeologias a las que sirve de habitat
(denominadas praxeologias institucionales), no podrian existir sin sujetos. Estos son los actores de la institucion y,
por tanto, los que permiten que las instituciones y sus praxeologias puedan continuar viviendo. Existe, en definitiva,

una dialéctica entre las instituciones, las praxeologias y las personas (Chevallard 1985ay 1992).
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general de la cognicidn matematica) dependera en gran medida de lo se entienda en la

TAD por “hacer matematicas y por “entrar en el juego de hacer matematicas”.

Multiples investigaciones anteriores en el ambito de la TAD (Bolea, Bosch &
Gascon, 2001b; Barbé, Bosch, Espinoza & Gascon, 2005; Bosch, Fonseca & Gascon,
2004; Garcia, Gascon, Ruiz & Bosch, 2006; Sierra, 2006) utilizan una hipdtesis basica y
muy fecunda del Programa Epistemoldgico: toda Organizacion Didactica (OD) que vive
en una institucion determinada estd sustentada y fuertemente condicionada por el
modelo epistemologico de las matematicas dominante en dicha institucion. Parte muy
importante de estos trabajos ha consistido en explicitar los Modelos Epistemologicos de
Referencia (MER) especificos de cada uno de los ambitos matematicos en cuestion.
Estos MER se han utilizado, en cada caso, como instrumentos imprescindibles para
describir y analizar el modelo epistemoldgico de las matematicas dominante en la
institucion y como auxiliares para caracterizar los modelos docentes espontaneos que se
sustentan en el citado modelo epistemoldgico. El MER ha sido asimismo imprescindible
para disefiar, gestionar y evaluar las nuevas organizaciones didacticas propuestas. De
hecho, tanto los “modelos epistemoldgicos ingenuos” como los MER que se han
utilizado en las investigaciones citadas, no son puramente ‘“epistemoldgicos” en el
sentido clésico del término sino que deberian considerarse “epistemologico-didacticos”
(dada la inseparabilidad entre lo “matematico” y lo “didactico”) o, simplemente

“didacticos” en la nueva forma de entender “lo didactico” que propone la TAD.

En coherencia con esta posicion, la didactica de las matematicas debe elaborar
sus propios Modelos Diddcticos de Referencia (MDR) que pueden ser considerados
como una ampliacion de los ya citados Modelos Epistemologicos de Referencia (MER).
Una de las funciones esenciales del uso de dichos modelos es la de constituir, para el
investigador en didéctica y para la propia disciplina, un instrumento de emancipacion de
la excesiva sujecion a las diferentes instituciones que forman parte de su objeto de
estudio. En particular deben servir para cuestionar, analizar y evaluar (en lugar de

aceptar acriticamente):

(a) El modelo epistemologico de las matematicas dominante en las instituciones
estudiadas y, muy especialmente el que se toma como transparente e indiscutible

en aquellas instituciones “nobles” que, por su prestigio o legitimidad social,
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aparecen como las encargadas de conformar la institucion del “saber sabio”

(pero que no por ello dejan de formar parte del objeto de estudio de la didactica).

(b) Los modelos didacticos mas o menos espontaneos que constituyen la forma
aceptada culturalmente de interpretar la ensefianza y el aprendizaje escolar de las
matematicas y que, en consecuencia, tienen una gran preponderancia en las
instituciones docentes. Para el didacta, tradicionalmente encerrado en el aula, es
dificil tomar distancia de estos modelos pero se trata de un movimiento
imprescindible dado que, de nuevo, los modelos didacticos espontaneos

constituyen una parte de su objeto de estudio.

Digamos para concluir este apartado que la teoria de los momentos didacticos (Cf.
Anexo 2, § 3.4), considerados como factores basicos o dimensiones de la actividad
matematica institucionalizada, es el instrumento privilegiado de la TAD para describir
la dindmica de las organizaciones didacticas. En esta direccion, los trabajos anteriores
de Gascon (2001), Bosch & Gascon (2004) han utilizado los momentos didacticos para
elaborar un “sistema de referencia” que permita construir ciertos tipos ideales' de

modelos docentes posibles.

4.2. Marco de analisis de las organizaciones didacticas: primeras carencias de

los modelos epistemoldgicos y didacticos dominantes

Con el objetivo de analizar los modelos docentes efectivamente existentes a lo largo de
la historia, Gascon & Bosch (2004) eligen tres dimensiones (0 momentos) que parecen
suficientes para situar los modelos docentes (casi siempre espontidneos) efectivamente

existentes a lo largo de la historia de la ensefianza escolar de las matematicas. Estas tres

' Cualquier intento de analizar la extraordinaria complejidad de las organizaciones didacticas
efectivamente existentes requiere el uso de ciertos “tipos ideales” de modelos docentes, en el sentido de
los “conceptos-tipo ideales” que introdujo Max Weber para el analisis de los fenomenos de las Ciencias
Sociales. Se trata de tipos “tedricos”, esto es, los tipos “ideales” de modelos docentes nunca han existido
en estado puro en ninguna institucion docente, pero son muy utiles para describir los modelos docentes
efectivamente existentes: “La historia de las ciencias de la vida social es y serd un permanente intento de
ordenar los hechos mediante la construccion de conceptos cientificos [0 conceptos-tipo ideales]. En las
ciencias de la cultura humana, la construccion de los conceptos depende de los problemas que se

planteen [...]. (Weber, 1922)
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dimensiones forman entonces el espacio tridimensional donde situar el resto de tipos

ideales de modelos docentes.

OD Tecnicistas

Tt
N OD Clasicas
OD Empiristas
0/0
OD Teoricistas
OD Constructivistas
Ex
OD Modernistas

Figura 5. Espacio de los tipos ideales de modelos docentes

Los tres primeros tipos ideales de modelos docentes que se consideran son los que
pueden denominarse unidimensionales porque cada uno de ellos estd caracterizado por
dar una prioridad casi absoluta a uno sélo de los momentos o dimensiones del proceso
de estudio. Tenemos asi, respectivamente, los modelos docentes teoricistas (centrados
en el momento tecnologico-teorico), tecnicistas (centrados en el momento del trabajo

de la técnica) y modernistas (centrados en el momento exploratorio).

El esquema anterior hace surgir otros tres tipos ideales de modelos docentes, en
este caso bidimensionales porque integran dos de las dimensiones o momentos del
proceso de estudio. Los han denominado respectivamente cldsicos (centrados en los
momentos tecnoldgico tedrico y del trabajo de la técnica), empiristas (cuando toman en
consideracion los momentos del trabajo de la técnica y exploratorio) y constructivistas

(cuando combinan los momentos exploratorio y tecnoldgico-teorico).

El andlisis de los modelos docentes espontaneos efectivamente existentes a lo
largo de la historia muestra que, en general, éstos acostumbran a privilegiar unicamente
dos dimensiones (0 momentos) de la actividad matematica, por lo que podrian situarse

hipotéticamente en alguno de los tres “planos coordenados” del esquema anterior.
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Aunque los factores que provocan que, en un momento histérico y en una
institucion docente determinada, se prioricen unas u otras dimensiones de la actividad
matematica son muy complejos, podemos considerar en primera instancia su clara
dependencia de la ideologia pedagogica dominante en la institucion y, en especial, del

modelo epistemologico (de las matematicas) subyacente en dicha ideologia.

De hecho, un gran numero de investigaciones dentro de la TAD han puesto de
manifiesto importantes lagunas y disfunciones de la actividad matematica que es posible
llevar a cabo en el seno de las instituciones docentes actuales, carencias que podemos
considerar en primera instancia como restricciones vinculadas a la ideologia pedagogica
dominante en la institucion y, en especial, del modelo epistemologico (de las
matematicas) y didactico subyacente en dicha ideologia. Su formulacion nos permitira
introducir el modelo diddctico de referencia que propone la TAD para el andlisis,
disefio, gestion y evaluacion de las praxeologias didacticas. Esquematicamente podemos

describir dos de estas carencias como sigue:

(a) La incompletitud relativa de las organizaciones matematicas locales escolares en
Secundaria (Fonseca, 2004 y Bosch, Fonseca & Gascon, 2004), ligada a las
restricciones escolares que impiden el desarrollo de algunos momentos diddcticos,
como el tecnoldgico-teorico, el del trabajo de la técnica y, mas parcialmente, el de
la evaluacion — muy centrada en los alumnos y que raramente afecta a las
praxeologias matematicas efectivamente construidas en el aula — o el de la
institucionalizacion — que so6lo alcanza de manera muy selectiva unos pocos

ingredientes de dichas praxeologias.

(b) El llamado “monumentalismo” de las matematicas ensefiadas (Chevallard, 2004 y
2005), que en breve vamos a explicar con mas profundidad, correlativo al “olvido”
de la razén de ser de la mayoria de praxeologias que se construyen en el aula,
olvido que se manifiesta en la ausencia escolar de las cuestiones (intramatematicas

o extramatematicas) a las que responden las matematicas ensefadas.

Podriamos considerar, en primera instancia, que las anteriores ‘‘carencias” son
esencialmente de origen epistemologico al tratarse principalmente de caracteristicas que
afectan a los componentes de las praxeologias matematicas. Pero, en realidad, los dos

fendmenos didacticos brevemente descritos hacen referencia a las condiciones de
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posibilidad y a las restricciones que dificultan, o incluso impiden, la génesis y el
desarrollo institucional de las praxeologias matematicas. En consecuencia, alcanzan
también los niveles superiores de la escuela, sociedad y civilizacion. En este sentido,
podriamos continuar diciendo que son de origen “epistemoldgico” sélo con la condicion
de aceptar la ampliacion radical de la epistemologia que propone la TAD, al situarla en
el ambito de la Antropologia Cognitiva (Chevallard, 1990 y Gascon, 1993, pp. 299 -
302).

Por lo tanto, la respuesta a las citadas disfunciones debera venir dada por una
forma de organizar las practicas didacticas institucionalizadas que tome en
consideracion criterios no solo epistemolédgicos (en el sentido restrictivo del término),
sino también otros criterios antropologicos (didacticos, pedagdgicos, escolares y
sociales) capaces a superar las restricciones que hemos citado anteriormente. Este
conjunto de criterios empezaran a conformar un discurso tecnoldgico de naturaleza
“didactica” que Bosch & Gascon (en prensa) presentan como un primer esbozo de un
modelo antropologico de la cognicion matemdtica en el sentido de modelo de las
condiciones que requiere y las restricciones que dificultan la génesis y el desarrollo de

la relacion personal de los sujetos de una institucion a las praxeologias matematicas.

En las préximas secciones, empezaremos a esbozar la estructura y la dindmica de
un nuevo tipo de dispositivos diddcticos que pretenden superar las dos grandes
restricciones que hemos descrito. Este nuevo tipo de dispositivos didacticos, cuya
completa implantacion en los actuales sistemas de ensefanza no deja de ser
problematica, contiene, en cierta forma, un modelo epistemologico de las matematicas,
un modelo de la enserianza y del aprendizaje de las matematicas y hasta un modelo
“cognitivo” en el sentido anteriormente mencionado. Empezaremos describiendo con
mas detalle el segundo de los fenémenos citados porque lo consideramos el mas
fundamental. Se trata de lo que Chevallard (2004) denomina el “monumentalismo” de
las matematicas ensefiadas, cuya superacion plantea un gran reto a nuestra sociedad: la
necesidad de introducir una epistemologia escolar renovada que luche contra esta
monumentalizacioén de los saberes y se dirija a establecer con ellos una relacion menos

“reverente” y mas funcional.
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4.3. Hacia una nueva epistemologia escolar: contra la monumentalizacion de los

saberes enseilados

Yves Chevallard (2007) subraya que cuando se examina un episodio de estudio siempre
se puede identificar un sistema diddctico en el cual podemos reconocer diversas
entidades: la comunidad de estudio e investigacion (X), la comunidad de ayuda al
estudio (Y) y, por ultimo, el proyecto comun que tienen ambas entidades que vamos a

representar por . Los sistemas didacticos quedan asi formados por sus tres
componentes principales que acabamos de describir: S(X, Y; #) y estan fuertemente
determinados por ¥ y por la forma de organizar su estudio, es decir, por la organizacion

didactica OD(#) asociada.

Una vez descritas estas condiciones, aparecen muchas cuestiones que hacen
referencia a la naturaleza de %: ;[Qué designa ¥ como corazén o motor del

funcionamiento de un sistema didactico? ;Cudles deberian ser los resultados de un

proyecto de estudio? Segin Chevallard:

L’enjeu didactique ¥ est une question Q — une question en Comment? (“Comment effectuer
mentalement la division d’un entier par un entier que 1’on sait décomposer en facteurs plus
petits que 10?”), qui appelle en réponse une technique, ou une question en Pourquoi?
(“Pourquoi peut-on “laisser tomber” les restes dans les divisions successives d’un entier par
les différents facteurs d’une décomposition donnée du diviseur?”), qui appelle une réponse

technologico-theorique. (Ibid., p. 21)

En este sentido, podemos decir que lo que vive en el corazéon de los proyectos de
estudio son todas aquellas cuestiones problematicas Oy cuyo estudio nos va a llevar a la
construccion o reconstruccion de praxeologias para poderles dar respuesta. En
coherencia con esta vision del estudio, un programa de estudios P deberia estar formado
por un cierto nimero de cuestiones, que podemos expresar como P = (Q;) 1 <;<n, CUYO
estudio nos lleva a la busqueda y construccion de respuestas R aceptables y validas para
el sistema didéctico, para la escuela, la sociedad y la cultura. Asi por ejemplo, si X es un
grupo de estudiantes de una clase e Y un profesor que se proponen estudiar una cuestion
problematica Qy, su estudio les va a llevar a la reconstruccion de una respuesta R, esto

es, S (X, ¥; Qo) — R. En este sentido, lo que deberiamos encontrar en los programas de
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estudio es un conjunto de cuestiones que constituirian la “razén de ser” y otorgarian
legitimidad a las respuestas que apareciesen, P =(Q;;R;))1<i<n. Pero

desafortunadamente esta situacion difiere mucho de la que encontramos:

Mais bient6t, par un court-circuit culturel et didactique, «étudier O» est regardé comme un
synonyme inutile d’une expression qui, institutionnellement, la supplante : «apprendre R»

[...] (Ibid., p. 21)

Entonces, estas cuestiones Q;, que han sido la motivacion de la construccion de las
respuestas R;, tienden a ser ocultadas y finalmente desaparecen de los programas de
estudio, quedando en ellos las respuestas R; de las cuales acaba por no saberse ni cudl es

su origen ni su funcion.

De esta manera, lo que en realidad encontramos en los programas es una conjunto
de respuestas, P=(?; R)) 1<i<n, que dejan de ser vistas como tales puesto que ya no
estan presentes las cuestiones Q; que les dieron origen y pasan a considerarse como
“obras de la cultura” dotadas de algin valor en o por ellas mismas. Los programas
P=(R;)1<i<n se reducen a una sucesion de obras R;, R, ..., R, a estudiar, o mejor

dicho, a “visitar”, huérfanas de su “razon de ser”.

Debemos subrayar que las respuestas R; son, en realidad, praxeologias
matematicas que se construyeron en cierto momento como respuestas a un conjunto de
cuestiones problematicas que, demasiado a menudo, parecen haber desaparecido de la
cultura escolar. Esto no quiere decir que no puedan existir nuevas cuestiones
problematicas que podrian dar a estas respuestas nuevas razones de ser ni, mucho
menos, que estas cuestiones correspondan necesariamente ni prioritariamente a las
razones historicas de creacion de estas respuestas. Este es, de hecho, uno de los
principios de funcionamiento de los procesos transpositivos cuando actualizan los
saberes a ensefiar y los dotan de nuevas condiciones para su ensefianza en la escuela.
Pero la evolucion histérica de los procesos transpositivos nos ha conducido a una
situacion en la cual cierta tradicion institucional ha llevado a considerar que los bloques

del saber S; = [6;, ©;] se motivan por ellos mismo, es decir, incluyen su propia razoén de

ser. Chevallard lo explica en los términos siguientes:

Alors que la réponse R était socialement précieuse parce que, précisément, elle répondait a

la question Q, I’ceuvre R est considérée maintenant pour elle-méme: on la visite avec
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déférence comme un monument qui a perdu sa fonctionnalité, que 1’on honore
formellement, et qui n’a plus que de rares emplois, adventices, opportunistes, minuscules.
C’est 1a une tendance que j’ai nommée la monumentalisation des savoirs (et, plus
largement, des praxéologies), qui, de la part des institutions comme des personnes, peut

aller jusqu’a une passion sombrement fétichiste. (Ibid., p. 22)

De hecho, todas las praxeologias son “artificiales”, esto es, productos o artefactos de la
cultura humana que, muy a menudo, las clasifica en praxeologias “buenas” o “malas”.
En la plenaria de apertura del CERME 6, Chevallard (2006) apuntaba muy criticamente
la necesidad de crear una nueva epistemologia escolar y luchar asi contra lo que él
mismo denomina el régimen de la epistemologia monumentalista, que tiende a
menospreciar las praxeologias como un “todo” para valorar inicamente su componente

tedrico:

The bad one is a praxeology as such, that is, an organised body of notions, ideas,
statements, justifications and explanations — the logos part — and the way of performing a
certain type of task (solving quadratic equations, blowing one’s nose, composing a fugue,
or archiving no matter what), which make up the “praxis” part. The good object is the
praxeology once we have blanked out what it was here for, that is the praxeology deprived

of its inbuilt uses. (/bid., p. 5)
Bajo esta concepcidn, las praxeologias rapidamente se convierten en monumentos,

[...] that is, things notable and great, fine and distinguished, but which, paradoxically, are
effective in helping us to forget what they stand for — what was exactly was the thing

“monumentalised”. (Ibid., p. 5)

Las praxeologias son estudiadas en el sistema de ensefianza no por lo que nos permitan
hacer o responder sino por ellas mismas. Los estudiantes son invitados a “visitar” estos
cuerpos de conocimiento (y, si es posible, a honrarlos y venerarlos). Pero ;cudl es el
modo usual de convertir una praxeologia en un monumento? El modo usual es
113 99 ’ , . . . L.

arrancar” de estas praxeologias las auténticas situaciones matematicas que /levaron o

podrian llevar a la construccion de esta praxeologia.

Es por ello que se propugna concentrar todos los esfuerzos en buscar una nueva
via, una nueva epistemologia escolar, la que, en contrapunto al “monumentalismo”,
debe poner en primer plano la busqueda de las razones de ser (Q) de las praxeologias,

esto es, las razones por las cuales las praxeologias (R) seran exploradas, estudiadas y
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correctamente utilizadas con el fin de proporcionar herramientas utiles para resolver

problemas que se plantean en la escuela y en nuestra sociedad.

4.4. Fundamentacion epistemologica de las organizaciones didacticas propuestas
en la TAD: de las Actividades de Estudio e Investigacion (AEI) a los

Recorridos de Estudio e Investigacion (REI)

4.4.1. Las Actividades de Estudio e Investigacion: ;como introducir el estudio de

organizaciones matematicas locales relativamente completas?

En contra de un punto de vista “monumentalista” que pone en primer plano el estudio o
“visita” de los saberes y que rechaza, incluso olvidando, la dialéctica (Q, R) aparece en
el punto de vista “funcional” que persigue resituar en el corazén de los procesos de
estudio el estudio de cuestiones Q y la elaboracion de respuestas R. Persiguiendo este
propdésito aparece aqui la reforma propuesta por la pedagogia de las Actividades de
Estudio e Investigacion (AEI) cuya esencia se fundamenta en la nocién de las
situaciones fundamentales propuestas en la Teoria de Situaciones Didacticas (TSD)

desarrollada por Guy Brousseau (1997).

Esta primera propuesta de luchar contra la aproximacion ‘“monumentalista”
consiste en tomar como punto de partida un programa de estudios organizado en forma
de “temas” que se pueden asociar, en la institucion escolar considerada, con
organizaciones matematicas locales (OML) més o menos interrelacionadas entre ellas
en bloques o &mbitos tematicos particulares. El problema que se plantea el profesor es el
de como ensenar, es decir como establecer, construir o “poner en marcha” en la clase la
OML considerada de tal forma que ésta aparezca como la respuesta a una cuestion
problematica que le aportard una razon de ser. La nocion AEI aparece entonces como
un nuevo dispositivo didactico para aportar respuestas efectivas a este complejo
problema del profesor y, en especial, para superar la primera de las restricciones que
hemos sefialado en el seno de las instituciones docentes actuales y que provoca
importantes disfunciones en la actividad matematica que es posible desarrollar en su
seno: nos referimos a la incompletitud relativa de las organizaciones matematicas
escolares (Bosch, Fonseca & Gascon, 2004). Asi, en cierta manera, las AEI retoman la

preocupacion de la reconstruccion funcional de los conocimientos matematicos como
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respuesta a ciertos tipos de situaciones problemadticas y sitlan las cuestiones Q en
primera linea, en el corazon de la construccion de conocimientos matematicos. Tal
como indica Chevallard (1999) toda AEI surge de una cuestion generatriz Oy que
permite hacer surgir un tipo de problemas y una técnica de resolucion, asi como una
tecnologia apropiada para justificar y comprender mejor la actividad matematica que se

esta desarrollando.

Las AEI introducen la razon de ser de la OML que se quiere construir a partir del
estudio de una “situacion del mundo” a la que se tiene que dar respuesta. No sélo supera
la estructura binaria clasica: “teoria + problemas” basada en una epistemologia
euclidiana (“aplicacionismo”) estrechamente vinculada al “monumentalismo” sino que,
ademds, promueve una epistemologia “funcionalista” que concibe las matematicas
como un instrumento para aportar respuestas a cuestiones problematicas que se plantean
“en el mundo” (y no unicamente en la escuela) y plantea como tarea del profesor el
problema de la bisqueda de una “razén de ser” de las OML curriculares y la necesidad

de considerarla como un elemento central de las organizaciones didacticas.

Asi, dada una OML a ensefiar previamente establecida, el profesor busca una
“situacion del mundo” en la que aparezca una cuestion problematica cuya resolucion
permita la reconstruccion de la OML en cuestion. Ahora, el momento del primer
encuentro, se retrotrae a la cuestion generatriz, en bruto, en lugar de iniciarse con una
tarea escolar ya depurada (caracter adidactico de la situacion). El momento exploratorio
puede estar mas o menos dirigido por el profesor pero, en todo caso, estd “guiado” por
la construccion e interaccion con un medio. Se destaca en todos estos momentos un
nuevo reparto de responsabilidades entre profesor y alumnos. Se incorpora ahora en el
topos del alumno la posibilidad de participar en la gestién de casi todos los momentos
incluidos los que complementan a los anteriormente citados: fecnologico-tedrico y

evaluacion.

Llegados a este punto debemos destacar algunas limitaciones de las AEI: dado
que el objetivo ultimo de una AEI es la construccion de una OML previamente
establecida, la cuestion generatriz es propuesta por el profesor en funcion de la OML
“objetivo”. Esta es, por lo tanto, una cuestién impuesta por necesidades didacticas y

corre el riesgo de perder sentido, de subordinarse a la OML. Debemos destacar también
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que los alumnos no participan en el planteamiento y formulacién de la cuestion; esta
responsabilidad recae en la figura del profesor que elige la cuestion generatriz en base a

una OML que considera como objetivo.

Ademas la integracion de OM puntuales que promueven las AEI no va mas alla
del nivel local y, por tanto, no permite superar del todo el “autismo tematico” del
profesor. Muchas veces las cuestiones que dan a la OML una razon de ser se hallan mas
alla del nivel local, regional, sectorial e incluso disciplinar. Por ultimo, el paso de una

AEI a otra AEI no esta “motivado” funcionalmente por la propia actividad.

La escasa presencia de AEI en los actuales sistemas de ensefianza responde a la
ausencia de una infraestructura matemdtico — didactica que la haga posible. El analisis
de esta infraestructura constituye un aspecto esencial de la dimension ecologica del
problema de la existencia de OML que sera tratado con detalle en el capitulo 5 de esta

memoria.

4.4.2. Los Recorridos de Estudio e Investigacion como propuesta de procesos de

estudio funcionales

Uno de los principales objetivos y, a la vez, caracteristicas de los REI, siguiendo a
Chevallard (2009b), es el de introducir una nueva epistemologia en la escuela cuyo
paradigma central viene a reemplazar el paradigma escolar de “inventariar” los
saberes por un paradigma de cuestionamiento del mundo con el que se da sentido al
estudio escolar de las matematicas en su conjunto, superando el autismo tematico y
transportando a la escuela una actividad de estudio de cuestiones mas cercana al &mbito

de la investigacion:

[...] en lieu et place d’une lecture inventoriante de I’univers des savoirs, donc, une lecture
questionnante du monde (y compris du monde des savoirs!). Dans ce paradigme, on va a
I’école — tel est le contrat entre société et école — non pour visiter des savoirs regardés
comme désirables en eux-mémes mais pour interroger sur le monde et interroger le monde.

(Ibid., p. 12)

La formalizacion de la situacion que acabamos de describir se puede representar como:

S(X;Y;0)—> R"
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donde el principal objetivo del “sistema didactico” (esto es, de la comunidad de estudio
e investigacion (X) que desarrolla el estudio de la cuestion problematica Q, bajo la
supervision y direccion de Y) es el de aportar una respuesta RY a Q. Toda puesta en
marcha de un proceso de estudio requiere entonces de ciertos media adecuados para la
recuperacién de respuestas preestablecidas disponible y de los medios'' para su
reconstruccion y validacion en aras a construir RY. Todos estos elementos son los que
conforman el denominado medio didactico M que se debera identificar, aprender a usar
y gestionar adecuadamente para que sea de utilidad en la busqueda y construccion de

R". Este requisito se puede formalizar como sigue:
[S(x:Y;0)> M]|->R
El “medio didactico”, M, esta formado por dos conjuntos de elementos clave:

M={R'.R}...R}.0,,,....0, }

n>Ynt1000

Un conjunto de “respuestas preestablecidas” y, en cierto sentido, “etiquetadas”,
R’,R),...,R’, que representan las respuestas previamente construidas en relacion a Q a

@)

n+12° ' m

cuales podemos tener acceso. Se compone ademads de las necesarias “obras” O

que resultan de utilidad para la “deconstrucciéon” de las respuestas R, esto es, las

herramientas necesarias para “deconstruir” las respuestas preestablecidas, respuestas
que fueron en su momento construidas para tratar cuestiones relativamente diferentes de

las que se estan ahora planteando. Estas respuestas deben ser finalmente “reconstruidas”

e incorporadas de acuerdo con las propias necesidades de R . En este sentido, cualquier

respuesta preestablecida (u obra cultural) R’va a ser “buena” para nuestro proceso de

""En francés se utilizan los términos “médias” y “milieux”. Se entiende por médias una generalizacion de
la nocion de “mass media”, en el sentido de “medios de comunicacién de masas” (asi, un libro de texto es
un média, como también lo es el curso que un profesor imparte, un programa de TV o una web
disponible). La nocion de milieu, utilizada inicialmente en la Teoria de Situaciones Didacticas
(Brousseau, 1986), se utiliza aqui para referirnos a cualquier sistema desprovisto de intencion didactica y
que, por lo tanto, en relacion a un proceso de estudio determinado se comporta como un “fragmento de
naturaleza”. Es importante subrayar la relatividad de las funciones de los médias/milieux dependiendo de
la cuestion problematica que se trate, del proceso de estudio y de la institucion en la cual este proceso se

lleve a cabo.
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estudio si nos permite producir un elemento de respuesta a R a partir de un proceso de

deconstruccion o reconstruccion esencial. En resumen, podemos formalizar la nocién de

los REI con el esquema siguiente:

[8(X:7:0,) > {R\.R}...R}.0,,....0, } | > R*

PESERLLE

A continuacion, vamos a clarificar el significado de este esquema y a describir algunas
de las propiedades generales de los REIL. Veremos que estas propiedades aparecen como
una respuesta apropiada a las carencias que estdn en el origen de algunas de las

restricciones que inciden sobre la integracion de la modelizacidn matematica.

1REL Las cuestiones generatrices son el punto de partida de los procesos de estudio

3

El punto de partida de un REI debe ser una cuestion “viva” para la comunidad de
estudio, que denotaremos por Oy y a la que llamaremos cuestion generatriz del proceso
de estudio. Esta no debe ser una cuestion impuesta por el profesor por ciertas
necesidades didacticas que éste se proponga, en otras palabras, el objetivo de plantear
Qo no es el de la construccion de cierta OM fijada de antemano sino que el objetivo de
plantear Oy es su estudio, es decir, la busqueda de respuestas a Oy se debe convertir en

un fin en si mismo.

Esta cuestion generatriz Oy debe ser “tomada en serio” por la comunidad de
estudio ya que su respuesta debe permitir actuar en algun sentido importante (vital)
durante el proceso de estudio. Esta respuesta buscada no se puede limitar a una simple
“informacion”, el estudio de Oy debe requerir la construccion de toda una organizacion
matematica como respuesta, es decir, la construccion de un conjunto de tipos de
problemas, de técnicas para resolver estos problemas, y de elementos tecnologico-
teoricos que permitan explicar y justificar el trabajo realizado (Chevallard, 1999). Nos
referiremos a ello diciendo que la cuestion Oy debe requerir una respuesta en “sentido

fuerte”.

La cuestion Qy, junto con las diversas cuestiones que se derivaran de su estudio,
van a ser en realidad el origen, motor y razon de ser de todo el proceso de estudio. Oy

debera entonces estar presente durante todo el proceso de estudio y actuar como eje
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articulador de dicho proceso. La gran derrota seria que Qo se sustituyera por alguna
cuestion alternativa (Q,’) con respuesta preestablecida y, en cierto sentido cerrada, con
el peligro de que Qo se convirtiese entonces en un simple “artefacto” decorativo y

oportunista y caer de nuevo en una “epistemologia monumentalista de los saberes”:

Lorsqu’on tente de parcourir une autre voie [différente du monumentalisme
épistémologique] en mettant les questions Q au point de départ et les réponses R au point
d’arrivée, la pesanteur du passé se traduit par la domination a peine paradoxale d’une
posture en vérité occasionnaliste. Peu importe alors, a la limite, la réponse R apportée a la
question Q, pourrait-on dire ; il suffira que son élaboration soit 1’occasion de rencontrer des

savoirs reconnus et d’amorcer des apprentissages orthodoxes ! (Chevallard, 2004, p. 5)

Un programa de estudios coherente con una ensefanza basada en los REI deberia
permitir que el conjunto de las cuestiones generatrices Oy se pudiera organizar en torno

a grandes tipos de cuestionamientos con un sentido y actualidad social.

2REIL. Los REI tienen una estructura ‘“‘arborescente” como consecuencia de la

busqueda de respuesta a las cuestiones Qy

A lo largo del REI el estudio de la cuestion generatriz Oy evoluciona y da lugar al
planteo de muchas nuevas “cuestiones derivadas™: Qi, O»,..., O, cuya pertinencia debe
ser constantemente cuestionada. En este sentido, el criterio esencial para decidir sobre la
pertinencia y buena formulacion de Q; es su capacidad de proporcionar respuestas R;

que ayuden a elaborar una respuesta a Qy.

El estudio de Oy y de sus respectivas cuestiones derivadas conduce a la busqueda
de respuestas y con ello a la construccion de un gran numero de saberes que delimita el
mapa y limites provisionales del “territorio” del proceso de estudio. Este proceso, que
podremos sintetizar como un conjunto o cadena de cuestiones y de respuestas, contendra

las posibles trayectorias a “recorrer” generadas a partir del estudio de Oy

(Qy-R) = (Q.R)— - —(Q,.R)
Q=1 (Qy.R) = (Q.R)— - (Q,.R))
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. .7 s 7 v r
Postulamos entonces que el trabajo de produccion o construccion de R™ podra
describirse como una arborescencia de cuestiones (O; y de respuestas provisionales

(R; = OM)) relacionadas entre si por un proceso de modelizacion progresiva y recursiva.

Destacamos asi la importancia del disefio matematico a priori para garantizar la
fecundidad de las cuestiones generatrices iniciales. Aunque no se debe olvidar que en el
desarrollo de un REI pueden aparecer nuevas cuestiones “cruciales” a estudiar no
previstas de antemano. Se destaca asi el cardcter abierto (no cerrado) y dinamico (no
estatico) de los REI que, en muchas ocasiones, nos puede llevar a plantear cuestiones
que traspasen los limites del marco de la propia disciplina que la tradiciéon ha

delimitado. Segun Chevallard (2004, p. 7):

Un PER (Parcours d’Etude et de Recherche) « en mathématiques » est ainsi presque
nécessairement, de par son absence de normalisation épistémologique a priori, une
affaire de mathématiques mixtes, ou des objets mathématiques, majoritaires, se

mélent a des objets relevant d’autres univers de 1’activité humaine.

3REL Los REI requieren el paso por diferentes AEI que provocan la integracion de
diferentes organizaciones matemadticas locales en estructuras mds complejas y

completas

En cierto sentido, esta caracteristica de los REI, lejos de ser independiente a las
anteriores, responde en concreto a las limitaciones previamente destacada de las AEI.
Uno de los propositos de los AEI era el de integrar diferentes OM puntuales en una OM
local, aunque hemos destacado que esta integracion no llega a traspasar el nivel local y,

ademas, el paso de una AEI a otra no estd “motivado” funcionalmente por la propia

actividad.

Podemos decir en esta direccion que, en un REI, la busqueda de la respuesta R¥
requerira el “paso” (la construccion y el estudio) por diferentes AEI. Esto nos va a llevar
a que las cuestiones que se derivan de Qy se planteen y requieran la construccion de OM
cada vez mas amplias y completas que acabaran conformando una estructura articulada
de OM de complejidad creciente. Para ello, la modelizacion matematica va a tener que
tomar un papel esencial en este proceso, situarse en el corazon de la actividad (o, mejor

dicho, ser la propia actividad matematica) permitiendo asi que se articulen las diferentes
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OM vy se integren en estructuras praxeoldgicas cada vez de mas amplias y completas
(pasando por la construccion de OM locales a la integracion de éstas en OM regionales
e incluso OM globales). Las OM son creadas con el objetivo de dar respuesta a ciertas
cuestiones problematicas que se han derivado del estudio de Oy y, a la vez, han surgido
del trabajo realizado en la construccion de OM previas con las que no se han podido dar

respuestas completas.

Una de las consecuencias de esta caracterizacion es que, en el caso concreto de
partir de estudio de cuestiones que se plantean en sistemas extramatematicos (veremos
ejemplos concretos de ello en los proximos capitulos) la primera respuesta y las
sucesivas respuestas a cuestiones que van apareciendo a lo largo del proceso, se
estructuran en términos de praxeologias. Esto significa que estas OM son constitutivas
del conocimiento cientifico. En otros términos, la posibilidad de proporcionar una
respuesta cientifica no existia antes de la construccion de la praxeologia matematica en

cuestion.

4REIL. En un REI la construccion de la respuesta deseada R" requiere que las sucesivas

€€ 0
respuestas ‘“‘externas” R,

i

aportadas por los media, se contrasten experimentalmente

con los medios O; apropiados.

Esta “dialectica de los medios y los media” hace referencia, por un lado, a la necesidad

de disponer, para la elaboracion de las sucesivas respuestas provisionales R;, de algunas

respuestas preestablecidas R’ accesibles a través de los diferentes medios de

i
comunicacion y difusion: los media. En el caso de las matematicas, estos media son
cualquier fuente de informacion como, por ejemplo, los libros de texto, tratados,
articulos de investigacion, apuntes de clase, etc. Pero, las respuestas R’ son
construcciones que se han elaborado para dar respuesta a cuestiones relativamente
diferentes a las que se pueden plantear durante el proceso de estudio y, por lo tanto,
deben ser, en cierta medida, “deconstruidas” y “reconstruidas” en funcion de las propias
necesidades. Para y por ello se van a necesitar otros tipo de medios, instrumento

indispensable para poner a prueba la validez de estas respuestas.
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Esta caracteristica de los REI es coherente con el caracter recursivo de la

modelizacién matematica. La cuestion O surge en el marco de un sistema inicial Sy que

se modeliza inicialmente con un conocimiento disponible R’. Su desarrollo y contraste
con un medio {OU} provoca la aparicion de nuevas cuestiones (; en un nuevo sistema

S| que engloba R’ y {OU}. El proceso sigue con la consideracion de nuevos sistemas

Sy, S5, etc. cada vez mas complejos y mas matematizados.

Digamos para acabar, que los procesos de estudio basados en los REI requieren no

caer en el error de defender las respuestas R*(y R') como respuestas “definitivas” e

“incuestionables” a la cuestion Q. Por el contrario, el cuestionamiento explicito y
constante de las “respuestas provisionales” que se van obteniendo debe incorporarse en
todo momento a la actividad. Este sera en realidad el motor del proceso de modelizacion

y, por lo tanto, de la estructura arborescente y articulada de los REI.

La introduccion de la nocion de los REI en los sistemas de ensefianza conduce,
como ya hemos dicho, a plantear la necesidad de (re)definir los programas de estudio en
términos de un conjunto de cuestiones “cruciales”. En el caso que el curriculo oficial
haga obligatorio el estudio de ciertas organizaciones matematicas locales (OML),
entonces se plantea el problema de “organizar” dichas cuestiones de tal forma que los

REI generados por ellas recubran las OML en cuestion.

El siguiente capitulo presenta una posible respuesta a esta situacion. Mostraremos
coémo un curriculo oficial tradicional (como el de las matematicas para un primer curso
universitario de CCEE) puede “recubrirse” mediante un pequefio conjunto de REI
basados, en nuestra propuesta, en la cuestion del estudio de la dinamica de poblaciones.
El estudio de esta cuestion conduce a la consideracion de diferentes REI segun las
propiedades del sistema que se consideren: poblaciones con generaciones separadas o

mezcladas y tiempo discreto o continuo.
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1. Propuesta descriptiva de los REI

1. PROPUESTA DESCRIPTIVA DE LOS RECORRIDOS DE ESTUDIO E
INVESTIGACION

En el capitulo anterior hemos presentado las caracteristicas basicas en las que se
fundamenta la propuesta de los Recorridos de Estudio e Investigacion (REI). En el
momento de disefiar, poner en marcha y evaluar algunos de estos REI para un primer
curso universitario de CCEE, es necesario tomar en consideracion tres niveles de
analisis. Los dos primeros corresponden a lo que llamamos niveles de ingenieria
matemdatica y diddctica, esto es, al diserio a priori de los REI, primero desde el punto de
vista de su “potencial matematico” y después especificandolos a una instituciéon docente
y unas condiciones de organizacion escolar particulares. El tercer nivel corresponde a lo
que podemos designar como el nivel empirico o experimental en el que se presenta una
descripcion completada con un andlisis a posteriori de una puesta en marcha real de los

REIL

Este capitulo se centra en el primer nivel de andlisis que corresponde a un trabajo
de ingenieria matemdtica y que incluye una presentacion de la cuestion inicial asi como
un “mapa” de posibles trayectorias a recorrer durante su estudio. Es lo que designamos
como el Modelo Epistemologico de Referencia (MER) del REI considerado. Este
analisis de un “universo de los posibles” permite, por un lado, poner en evidencia el
potencial de la cuestion inicial como cuestion generadora de un proceso largo de
estudio. Y, por otro lado, constituye un punto de referencia tanto para el disefio de los
recorridos concretos (nivel de ingenieria diddctica) como para el analisis de su puesta

en marcha (nivel experimental).

1.1. Primer nivel de analisis: mapa de posibles recorridos (nivel de ingenieria

matematica)

Toda investigacion en didactica supone que se fije, de manera explicita, una posicion
desde la cual observar e interpretar los hechos didacticos. Desde la TAD, esta
condicién va a requerir del estudio y construccion de la organizacidon matematica de
referencia o, lo que hemos introducido como Modelo Epistemologico de Referencia
(MER) que va a constituir, para el investigador y para la propia disciplina, un

instrumento de emancipacion de la excesiva sujecion a las diferentes instituciones que
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forman parte de su objeto de estudio. La construccion del MER constituye un
instrumento imprescindible para la descripcion y el analisis de las diferentes
Organizaciones Matematicas (OM) que intervienen en el proceso de transposicion

didactica (ver Figura 1):

Saber sabio Saber a ensefiar Saber aprendido,
Saber ensefiado disponible
Instituciones - Sistema educativo, ‘ ‘
productoras del saber « noosfera » Aula Comunidad de estudio

Modelos epistemoldgicos de referencia

Investigacion en Didactica de las Matematicas

Figura 1. La posicidn ‘externa’ que deben asumir los investigadores en didactica (Bosch & Gascén, 2006)

En el caso de los REI, el disefio del MER consistird en el disefio matematico a priori de
las OM que van apareciendo con el fin dar respuesta a la cuestion generatriz del proceso
de estudio Oy y a sus correspondientes cuestiones derivadas, mostrando a la vez la
relacion que hay entre las diversas OM que pueden aparecer en el proceso de estudio de
Qo y la manera como se van completando y articulando en estructuras de complejidad

creciente.

Respetando las caracteristicas de los REI, este “mapa” se formulard en términos
cuestiones y de respuestas (Q;, R;), esto es, en términos de las posibles ramificaciones
de la cuestion generatriz O, (reformulaciones de Qp y cuestiones derivadas de ella) y de
las respectivas respuestas intermedias o provisionales que la construccion de las OM
correspondientes van proporcionando. Es aqui donde se van a detectar y describir
aquellas cuestiones que van a aparecer durante o después de una “ctapa” de
modelizacion matematica, esto es, de construccion de una OM para poder dar respuesta
a las cuestiones que se hayan planteado en un sistema matematico o extra-matematico, y
que van a motivar y dar razén a un nuevo proceso de modelizacion con la construccion

de una nueva OM mas completa y articulada con la previamente construida.

En nuestro caso, partiremos de una cuestion generatriz (Qo) en torno al estudio de
la dinamica de poblaciones que servira de hilo conductor de todo el proceso de estudio.

Propondremos estudiar () mediante la construccion y manipulacion de diferentes
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modelos matematicos, para delimitar inicialmente la problematica e irla ampliando
progresivamente. En efecto, al estudiar las relaciones entre el sistema considerado y el
modelo inicial, aparecerdn nuevas cuestiones que requeriran la construccion de nuevos
modelos que, a su vez, generaran nuevas cuestiones que sélo podran ser estudiadas
mediante la construcciéon de modelos matematicos cada vez mas amplios y
comprensivos. Se originard, en definitiva, un proceso de ampliaciones sucesivas de los
modelos matematicos considerados que, postulamos, permitira recubrir y articular los

diferentes contenidos matematicos que conforman el programa de estudios considerado.

Nuestra propuesta describe los recorridos matematicos (RM) en términos de: la
formulacion de hipotesis (H;) sobre el sistema inicial X; cuestiones problemadticas (Q;)
centrales a estudiar bajo dichas hipotesis; la construccion de modelos (M1, My, ...) que
permitan dar respuesta a estas cuestiones Q;; el estudio y trabajo técnico con los
modelos M;; para la elaboracion de las sucesivas respuestas provisionales R; a las

correspondientes cuestiones Q;.

Dada la reformulacion que desde la TAD se propone de los procesos de
modelizacion en términos de integracion de praxeologias de complejidad creciente, €l
disefio del MER se analizard a su vez en términos de praxeologias matematicas,
principalmente locales', que iran integrandose las unas con las otras en estructuras cada
vez mas amplias, complejas y completas. Resultara muy importante dar nombre a estas
unidades minimas de descripcion del proceso de estudio (en términos de OM) para
poder asi sintetizar el MER propuesto como una composiciéon de estas unidades y

poderlas utilizar en los niveles posteriores de disefo, descripcion y analisis.

1.2. La cuestion generatriz de un REI sobre dinamica de poblaciones

Consideremos una poblaciéon X y sea x, su tamafio (nimero de individuos) en el

instante de tiempo ¢, valor que evoluciona con el paso del tiempo. El estudio de la

! Considerando que partimos de una cuestion generatriz Q el estudio de la cual generara diversos tipos de
problemas que requerira el uso de diferentes técnicas. La respuestas a O nos va a llevar a la construccion
o reconstrucciéon de organizaciones matemdaticas como minimo locales OM = [T}, 7;, 0, O];<;<, que
quedaran caracterizadas esencialmente por la tecnologia 6 comun a los diferentes tipos de problemas y a

las técnicas requeridas (Bosch & Gascon, 2004).
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evolucion o dinamica de la poblacion X plantea la siguiente cuestion inicial Oy que sera

la cuestion generatriz del proceso de estudio que vamos a describir en este capitulo:

Qo : Si suponemos que conocemos el tamafio de una poblacion X en algunos periodos
de tiempo, ;podemos predecir como evolucionara el tamafio de esta poblacion
después de n periodos? ;Sera siempre posible predecir la evolucion del tamafio de
X a largo plazo? ;Qué tipo de hipdtesis sobre el entorno, sobre la poblacion y
sobre su crecimiento se tienen que asumir? ;Coémo podemos hacer predicciones

sobre la evolucion del tamafio de X'y como pueden ser validadas?

Podemos suponer inicialmente que el instante de tiempo ¢ estd medido en unidades

discretas 'y que x, depende, entre otras cosas, de los d estados anteriores,

X, sX, 5s.esX,_, (0<d<t). Podemos suponer, ademas, que la poblacién X es

auténoma en el sentido que no sufre cambios debido a las condiciones externas. En esta
situacion, el estudio de la cuestion (Jy nos lleva a considerar dos grandes tipos de
modelos segun si x, s6lo depende de x, , (poblacion con generaciones separadas) o si

x, depende de las d>1 generaciones anteriores x, ,...,X,_, (poblacién con

t

generaciones mezcladas).

El primer tipo de modelos nos llevard al estudio de sucesiones recurrentes de

orden 1 del tipo x,,, = f(x,), con f funcion de variable real. El segundo tipo conducira a
considerar sucesiones recurrentes de orden d> 1 reducibles a sucesiones recurrentes
vectoriales del tipo X,,, = f(X,) donde X, =(x,,x,...,x,,) es el vector de las d
primeras generacionesy X, = (xid, Xigits o s Xiga( d—l)) el i-ésimo vector de las d
generaciones sucesivas con 0 < i <n.

Si, por otro lado, suponemos inicialmente que el tiempo ¢ estd medido en unidades
continuas, pasamos entonces a estudiar la evolucion continua de la poblacion, estudio

en el que encontramos una estructura analoga y, en cierta manera, paralela a la anterior

con modelos matematicos basados en ecuaciones diferenciales de orden 1 o superior.
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2. MODELOS DISCRETOS PARA EL ESTUDIO DE LA DINAMICA DE
POBLACIONES

2.1. Poblaciones con generaciones separadas y no estructuradas en grupos

Denotamos por x, el tamafio de la poblacién X en la generacion n. Por ahora, vamos a

suponer que todos los individuos son iguales respecto a su capacidad reproductiva y de

. . ., , . 2 .
supervivencia. La evolucion general de X quedara caracterizada” por el estudio de la

sucesion (x, )neN formada por los sucesivos tamafios de X.

La hipotesis de generaciones separadas nos lleva a considerar dos posibles

magnitudes para describir el crecimiento de X:

. Tasa absoluta de variacion entre dos generaciones consecutivas:
Ax, =x, , —x, (1.1)
. Tasa relativa de variacion entre dos generaciones consecutivas:
Ax, x. —x
_ n _ “"n+l n
r = = (1.2)
xl’l xl’l

p=-— (1.3)
‘xn
donde (1.2) y (1.3) satisfacen,
i, =1,~-1 (1.4)

A partir de aqui vamos a empezar a presentar: las hipdtesis sobre X y sobre su

crecimiento (H;), las cuestiones problematicas centrales a tratar (Q;) que se derivan de

% En adelante, consideraremos que en el valor de x (¢) corresponde al nimero de hembras de la poblacion
X. En la mayoria de especies, la cantidad de hembras es practicamente la misma que la de machos y éstas
tiene, en definitiva, el papel determinante para la reproducciéon de la especie. En caso que las cantidades
de individuos entre géneros no sean equivalentes, habria que considerar una restriccion adicional para la

construccion del modelo que por ahora no vamos a considerar.
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nuestra cuestion generatriz Qo previamente formulada, la descripcion de la construccion
de los modelos (M,), las sucesivas respuestas provisionales (R;) a las cuestiones Q; que
se van obteniendo gracias al trabajo realizado con M; y las nuevas cuestiones
problematicas que se generan a lo largo del proceso de estudio que, en muchas

ocasiones, van a requerir la construccion, estudio y uso de nuevos modelos.

2.1.1. Del modelo maltusiano al modelo logistico

Los modelos que estudian el crecimiento de poblaciones independientemente de la
densidad de dichas poblaciones, corresponden a los casos mas simples que se pueden
considerar. Empezaremos asumiendo algunas de las hipdtesis mas sencillas: (1) Todos
los individuos de la poblacion X son iguales (en lo que se refiere a la natalidad y a la
supervivencia) y (2) los recursos disponibles son ilimitados. Establecidas estas
suposiciones, vamos a formular la hipdtesis que hace referencia al crecimiento de X'y

que nos va a guiar inicialmente en el estudio de la cuestion generatriz (Qy):

H,: Suponemos que la tasa relativa de variacion de X es constante: r, =r,r e R

Q:: (Cual es la dindamica de una poblacién con r, =r, r € R ? ;Qué propiedades tiene

la evolucion de (xn) a corto y largo plazo? ;Qué factores determinan de forma

neN

mas decisiva esta evolucion?

La situacion descrita se puede modelizar mediante la siguiente relacion:

=20y reR (1.5)

que da lugar a la construccion del primer modelo (M;) conocido como “Modelo
altusiano™". i u uiv i uacio
Malt »3  Este primer modelo resulta equivalente a considerar la ecuacion

recurrente:

* Modelo cuyo nombre hace referencia al economista y demégrafo inglés, Thomas Robert Malthus (1766-
1834), conocido primordialmente por su teoria de poblaciones que fue expuesta por primera vez
anomimamente en el trabajo: An essay on the principle of population as it affects the future improvement
of society (1798). En esta obra se puso de manifiesto la contradiccion existente entre el crecimiento

exponencial de la poblacién humana y el crecimiento lineal de los recursos disponibles.
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X, =r-x, +x, =(1+r)-x,=o-x, cona=1+r (1.6)

n+1

que es una ecuacion lineal en diferencias de primer orden con coeficientes constantes

donde el parametro « se interpreta como el coeficiente de reproduccion de X.

Si suponemos que esta relacion es valida para cualquier pareja de generaciones

consecutivas, podemos usar la relacion recurrente (1.6) para todos los elementos de la

sucesion (xn )neN y obtenemos asi la expresion cerrada equivalente de M;:
—_ — n
X, =0-x, &x =0""x, (1.7)

De forma que, conociendo el tamaiio de la poblacion inicial x, =c¢ >0, podemos
calcular x, para cualquier generacion n:
—_ n
x, =o"-x,

(1.8)

Xy =

La construccion y estudio de este primer modelo, que corresponde a una poblacion X
con crecimiento geométrico, permite dar una primera respuesta R; a Q; donde se deben

diferenciar tres casos segun el valor del parémetro o (o € R):

R, : Deben ser diferenciados tres posibles casos (ver Figura 2) segtin el valor de 7 :

= Si 0O<a<1, que equivale al caso r <0, entonces la poblacion * tiende a la

extincion: limx, =0,

n—oo

= Si a=1, que equivale al caso =0, entonces la poblacién se mantiene

constante e iguala x, =c: x, =c, Vne N,

= Si a>1, que equivale al caso r>0, entonces la poblacion crece

indefinidamente: limx, = +co.
n—eo

* En adelante, utilitzaremos la palabra “poblacion” para referirnos al nimero total de individuos o tamafio

de la poblacion X.
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En la Figura 2 se ilustra la simulacién numérica de las sucesiones (x, )neN generadas al

considerar respectivamente tres valores concretos del parametro o (o, = 0.8, o, =1y

o, = 1.2) representantes de cada uno de los tres casos que acabamos de distinguir:

—— g=1.2

Figura 2. Iterados de la sucesion (x») segiin M+ con valores del parametro o> 0

A pesar de que no tiene sentido aqui considerar poblaciones con tasas de reproduccion

o negativas, vamos a incluir el estudio matematico de las sucesiones que se generan al

considerar valores del parametro ¢ < 0 donde podemos distinguir dos casos (Figura 3):

. Si -1<a<0, (x,),. decrece en valor absoluto hacia /= 0: lim |xn| =0,
n—>+oo
. Sia<-1, (x,),. crece en valor absoluto indefinidamente: lim |xn| =+oo.
n—>+oo
8-
o g < -1

6f —— -1<a<0

Figura 3. Iterados de la sucesion (x») segiin M+ con valores del parametro oz < 0

Situdndonos de nuevo en el caso realista para los sistemas considerados, rapidamente
encontramos que este primer modelo (M) presenta una clara limitacion: el hecho que la

poblacion aumente de forma geométrica, para el caso o> 1, cae en la paradoja
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biologica de suponer la existencia de recursos infinitos. De esta limitacion, conocida
como la paradoja maltusiana, surge la siguiente cuestion problematica no abordable

con Mi:

0O, ,:({Cémo podemos superar la limitacion que formula la paradoja maltusiana e

introducir la restriccion para X de no disponer de recursos infinitos?

Esta cuestion nos conduce a reformular la hipotesis H; e introducir ciertas suposiciones

que la tengan en cuenta y se propongan superarla:

H,: La tasa relativa de variacion r, varia respecto al tamafio de la poblacion x, .
Ademds x, no puede sobrepasar cierto valor maximo K que llamaremos

capacidad mdaxima del habitat en el que vive X.

Bajo esta suposicion, r, deja de suponerse constante y pasa a considerarse decreciente a

medida en que X se aproxima a su capacidad maxima K. En concreto, uno de los casos

mas sencillos a estudiar seria suponer que r, decrece linealmente en funciéon de x, .

0,: (Cudl es la evolucion de una poblacion cuya tasa relativa de variacion decrece

linealmente en funciéon de x,? ;Qué propiedades tiene la evolucion de (x a
6 n/neN

corto y largo plazo? ;Qué factores determinan de forma mas decisiva esta

evolucion?

El caso en que r, decrece linealmente equivale a considerar:

r=" "t =q—-b-x, cona>0yb>0 (1.9)

Si ademds suponemos que x, no puede sobrepasar cierto valor maximo K, se debe
cumplir que, a medida que x, se aproxime a su valor mdximo K, entonces r,, se aproxime

a cero. Esto es:

X
r, =0 cuando x, = K o, equivalentemente, cuando E" =1 (1.10)
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El modelo lineal que satisface las condiciones impuestas por H, lo encontramos

resumido en la siguiente ecuacion:

Ax
r, = ”:a—i-xnza( —ﬁj cona>0yK>0 (1.11)
X, K K
que resulta de considerar el coeficiente b = %. Operando con la ecuacion descrita en
(1.9), llegamos a la ecuacion en diferencias:
X a
x  =x +a-x -|1-L|=l+a)-x,——-x_ 1.12
n+l n n ( K) ( ) n K n ( )

que equivale a considerar el indice relativo de variacion (1.3) como:

X, a
——={I+a)——-x 1.13
x ( ) K " (1.13)

n

Mediante el cambio de variable,

N =-2x (1.14)
a+1
y definiendo el parametro or= a +1, llegamos a la expresion equivalente’:
N
NnH:oz-Nn-(l—K”j conox >0yK>0 (1.15)

conocida como la ecuacion logistica discreta o modelo de Verhulst® (My) donde el
parametro « representa el coeficiente de reproduccion de X cuando hay recursos

infinitos y el parametro K representa el nimero maximo de individuos que pueden vivir

en el habitat considerado, es decir, la capacidad maxima del habitat.

> Para seguir con la notacion utilizada hasta el momento, aunque la expresion descrita en (1.15) ha
quedado definida por la sucesion N, en adelante, seguiremos utilizando la notacion x,,.

® Hace referencia a Pierre Francois Verhulst (1804-1849) que, en el afio 1838, dio una expresion
matematica como respuesta a la paradoja maltusina en forma de ecuacion logistica. Verhulst transformo
el crecimiento geométrico o exponencial en un crecimiento limitado, imponiendo la restriccion de finitud

de recursos disponibles.
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Notemos aqui que si consideramos el cambio de variable:

-4 X
e (1.16)
y si tomamos o = a + 1, obtenemos:
Yo =0y, -(1-y,) (1.17)

Llegamos asi a la ecuacion recurrente a la que vamos a referirnos como caso

normalizado. Se observa’ que la sucesion {yn} estd definida en el intervalo [0, 1]

neN

para valores de o€ [0,4].

= Propiedades y estudio general del modelo logistico M:

Antes de seguir, es importante notar la recursividad del proceso de modelizacion
matemdatica. En realidad, podemos decir que este segundo modelo M, constituye un
“modelo de un modelo”. En efecto, M; ha quedado incluido en M, ya que corresponde al
caso particular de considerar que los recursos disponibles son ilimitados. En este sentido

M, es un modelo mas general que incluye el caso particular de M, al considerar K = co.

Otra propiedad que queremos destacar de M, es que la variacion absoluta de la
tasa r, respecto de la variacion del tamario de la poblacion x, es invariante. Si
consideramos la ecuacion descrita en (1.11) y analizamos la variacién absoluta de 7,

tenemos que:

Ar -n= a_ilxn+l_a+£"xn: _i'(‘xnﬂ_xn) = _ﬁ'Axn (118)
K K K K

n = rrH—l n

De aqui que podamos asegurar que el cociente incremental Ar, / Ax, es en realidad

constante:

Ar —a
2= — 1.19
K (1.19)

7 ) . . . .y
Mas adelante justificaremos esta restriccion.

109



Capitulo 3 — Disefio matematico de los REI

Esta propiedad nos proporciona una manera sencilla de calcular el pardmetro a en el

supuesto de disponer de un valor aproximado de K:

A
a=- g (1.20)
Ax

n

Otra de las caracteristicas a destacar es que, a diferencia del modelo maltusiano (M)), la
ecuacion logistica no admite una expresion cerrada del tipo x, = fin). La simulacion
numérica para algunos valores particulares de los parametros « y K constituye un
primer medio experimental que nos va a permitir constatar la fuerte dependencia del

comportamiento de la sucesion (x, ), respecto al parametro o (ver Figura 4).

Xn
0 L 1 ]
0 10 20 30 40 50
n
? o ® P 4 ¢ o ¢ o -
 © 9 9 9 9 o
noo"o"oooo« elelelelele ¥ o) e @ ® ol ¢
X It X i g o
n n z \ \ ¢

0O 10 20 30 40 50 0O 10 20 30 40 50
n n

Figura 4. Iterados de la sucesion (x») segun M- para diferentes valores del parametro o

La simulacion nos conduce a poder dar la siguiente respuesta provisional R, a @, que,

por ahora, queda pendiente de ser justificada:®

¥ En adelante no describiremos el caso o < 1 (equivalente a @ < 0) que corresponde al caso de extincién

de la poblacion.
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R, : Debemos diferenciar tres posibles casos (ver Figura 4) segun el valor de o :

= Sil<a<3 (equivalente a 0 < a < 2), la poblacién tiende a una situacion de

equilibrio que denotamos por /, esto es, li (xn )neN =1, [ eR. En este caso,

n—oo

podemos hallar el valor de / utilizando la ecuacion descrita en (1.15) de la que

se deduce que / debe satisfacer la ecuacion:

l
l=0-1-|1-— 1.21
= (121
equivalente a la ecuacion
o
[-](a—1)——-1|=0 1.22
(@2 a2
. oa-1
cuyas soluciones correspondena [=0 y [=—— K.
o

= Si a> 3 (equivalente a a > 2), aparecen casos dificiles de analizar. Con la
exploracion numérica se detectan casos en que la sucesién (x, )neN oscila

entre varios valores (existencia de orbitas periodicas), o bien, aparece un
comportamiento que parece aleatorio y no reproducible. En este caso la
evolucion de las poblaciones pasa a ser impredecible y dependiente de los

valores iniciales.

Se abren asi nuevas cuestiones problemadticas en referencia al comportamiento de la

sucesion (x, )neN definida a partir de M,:

0>.1: (Qué condiciones nos aseguran que la sucesion (xn )neN esté bien definida y que

converja hacia su correspondiente limite / ?

Hasta ahora lo que hemos podido responder en R,, es que a partir de la ecuacion (1.15)

podemos definir la funcion,

f(x):a-x-(l—%) (1.23)
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para hallar los candidatos a ser limite / de la sucesién (x, )neN. Esto corresponde a

encontrar los puntos fijos o puntos de equilibrio’ de esta funcién f(x). Surge entonces

una segunda cuestion relativa a la velocidad de convergencia de la sucesion:

0., : Fijado un cierto margen de error € >0, ;a partir de qué n podemos asegurar que

x,—l|<e?

Vemos entonces que, a pesar de la potencia de los modelos algebraico-numéricos que
nos han permitido estudiar la dindmica de poblaciones que satisfacen las hipotesis
formuladas en H; y H,, han aparecido aqui dindmicas muy complejas a las que, con las
herramientas matematicas hasta ahora introducidas, no es posible dar respuesta. En
particular, O»; y O»» no pueden ser tratadas con los modelos matematicos hasta ahora
considerados. Aparece, en definitiva, la necesidad de considerar un nuevo modelo que
incluya a los anteriores y permita reformular (y responder a) las cuestiones que han

quedado pendientes.

2.1.2. Un modelo funcional como generalizacion de los modelos maltusiano y

logistico

Como sintesis del trabajo que hemos realizado hasta aqui, podemos expresar los
modelos construidos en forma de ecuaciones o relaciones recurrentes del tipo

x,,, = f(x,), ecuacion autébnoma en diferencias donde f representa la relacion funcional

n+l
que hay entre dos generaciones consecutivas. En el caso particular del modelo
maltusiano M,, f es una relacion lineal y, en el caso logistico M,, una relacién

cuadratica.

Una via productiva para avanzar en nuestro estudio consiste en estudiar

directamente el modelo general x,, = f(x,) del cual el modelo maltusiano (M;) y el

n+l
modelo logistico (M,) son casos particulares. Pasamos asi a considerar un modelo
analitico-funcional general (M) formado por todas las ecuaciones recurrentes del tipo

x,., = f(x,). La cuestion general relativa al estudio de la evolucion de cierta poblacion

n+l

X se puede formular en los siguientes términos:

® Definimos x como punto fijo o punto de equilibrio de la funcion f'si es solucion de la ecuacién x = f{x)

112




2. Modelos discretos para el estudio de dinamica de poblaciones

Qs : (Cual es la dindmica de la sucesion (x,),., generada por la relacion x, ., = f(x,)

con f funcién de clase C'?

Para trabajar con este modelo funcional general (M3) es necesario presentar técnicas de
simulacion grafica que aparecen al considerar las curvas y = fix) e y = x y simular

graficamente los iterados de (x,) ., mediante, por ejemplo, el “método de la tela de

arafia”. La introduccion de esta técnica supone tomar en consideracion un nuevo medio
experimental que hasta aqui era solo de caracter numérico. Cabe destacar que la nueva

técnica introducida para el estudio de la sucesion x, ., = f(x,) serd independiente a la

n+l
naturaleza de la funcion f, hecho que provoca una considerable ampliacion del tipo de

problemas inicialmente considerados.

0s.1: (Cuales son las principales conclusiones que nos proporciona Mj si estudiamos

el caso concreto de funa funcion lineal?

Tenemos ahora un segundo método para estudiar M; y comprobar la respuesta R; que

éste proporcionaba. Este modelo equivale a considerar la ecuacion x,,, = f(x,)con f

funcion lineal del tipo f(x)=o - x.

Dado que el parametro « es la pendiente de la recta, podemos diferenciar tres
casos: (1) O<a<l, 2) a=1vy (3) a>1, los cuales tienen un punto comuin de

equilibrio en x = 0.

Escogiendo un representante de cada uno de los casos y mediante la técnica la

“tela de arafia” llegamos la conclusion que (x,),., converge hacia x = 0 en el primer

caso (si 0 <a <1) independientemente de la condicion inicial xy que se considere. El

segundo caso (a = 1) corresponde a (x,), ., constante para todo valor n e N, esto es,
para cualquier condicion inicial xo, todo elemento de la sucesion (x,),. €s un punto

fijo. Y, por ultimo, en el tercer caso (o > 1), (x,),.y crece indefinidamente.
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a=0.8 a=15

08 y

06 25

02

Figura 5. Técnica de simulacion gréafica para el estudio de la sucesion definida por xn+1 = ot Xn

Llegados a este punto, una posible ampliacion del tipo de problema tratado lo constituye

la construccion de un modelo sobre una poblacion bajo las hipotesis:

Hi1: Al caso en que el tamafo de una poblacidon X en cierta generacion es
directamente proporcional al tamafio de la poblacion en la generacion anterior le
afiadimos factores constantes de inmigracion (i) o emigracion (e) que afectan a

cada una de las generaciones.

En este caso y, considerando el caso concreto en el que interviene un factor i constante
de inmigracion, tenemos la siguiente relacion recurrente entre dos generaciones

consecutivas x,,, = f(x,) donde f'es una funcién afin del tipo

n+l

f(x,)=ax,+i cona,ieR. (1.24)
Su punto de equilibrio es ahora x = % Haciendo el cambio de variable
-«
i
v, =X, — , (1.25)
I-o

la ecuacion (1.24) se transforma en la ecuacion de M;:

Vo =0y, (1.26)

cuya solucion viene dada por (1.8), de donde finalmente resulta:
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xn+1:ﬁ+a"(xo—l_ia) (1.27)
100 — -
80 -
60 —
40 -
20 -
0= T S — 1

0 20 40 60 80 100

Figure 6. Iteracion grafica de la sucesion definida por x,+; = @ x, + i con ¢ =0.75e i =10

0s2: (Cuales son las principales conclusiones que nos proporciona Mj si estudiamos

el caso concreto de f'una funcion cuadratica?

Para tratar el caso del modelo logistico o de Verhulst que ha quedado definido por la

ecuacion (1.15)'°, tenemos que considerar las funciones y = x y la funcion cuadrética:
X
X)=0a-x-|1-—
U K

que corresponde al caso de una funcion cuadratica concava con vértice en el punto

(E %j
27 4
y con intersecciones con los ejes en los puntos (0, 0) y (K, 0). Con el objetivo de

completar el estudio de @, vamos a tratar las siguientes subcuestiones que vamos a

estudiar, por ahora, centrandonos s6lo en el caso del modelo logistico:

0>.1.1: (Podemos eliminar algan caso que no tenga sentido?

10 T . .,
Recordemos que hemos decidido seguir con la notacion x,,.
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Segun las hipdtesis formuladas en H>, los términos de la sucesion (x,),_, satisfacen que

0<x,<K, VneN. Por lo tanto, debemos restringirnos a funciones definidas en el

intervalo invariante 7 = [0, K]''. Para que f ([O, K ]) c [O, K ] , se debe satisfacer:

0<* <k
4

que equivale a considerar 0 <o < 4.

:.1.2: (Se pueden encontrar regularidades en las trayectorias de (x,),_, dependiendo

de los valores tomados por los parametros oy K?

Por simulacion grafica y utilizando la técnica de la “tela de arafia”, podemos describir

diversos casos que nos permitira dar nuevas respuestas tentativas en los proximos punto:

a=2.9

o K
Figura 7. Método de iteracion grafica para oz =2.9

a=3.2

\
0 K

Figura 8. Método de iteracion grafica para or=3.2

"' Decimos que I es un intervalo invariante para la funcién f'si f(I) < I
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a=3.5 «=3.55

Figura 9. Método de iteracion gréfica para o=3.5 Figura 10. Método de iteracion grafica para o= 3.55

a=4

Figura 11. Método de iteracion grafica para or=4

3.1.3: {Como se comporta la sucesion (x,),_, cerca de los puntos fijos?

En nuestro caso, tenemos dos puntos fijos: el punto de equilibrio trivialx, =0 y el que

. . y . rq o * o — l , . .
incluye la capacidad maxima del héabitat, x, =——- K . Solo tiene sentido el caso de
o

x, >0, condicién que equivale a pedir que o > 1. Por lo tanto, debemos distinguir dos

casos:

. Si 0<a<1, la funciéon cuadratica f(x) se encuentra por debajo de la bisectriz
y=xy sblo tiene un punto fijox, =0 que, por simulacién grafica, parece ser un

punto atractor.
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. Si o> 1, la funcidn f'(x) se sithia por encima de la bisectriz y = x, caso en el que
aparecen dos puntos fijos (x, y x, ). La simulacién gréfica sugiere que: x, es un
punto repulsor y alrededor del segundo punto fijo x,, se detectan diferentes

trayectorias que estudiaremos en la siguiente subcuestion Q ;1 4.

0>1.4: (Podemos asegurar localmente la convergencia de (x,),., hacia los puntos

fijos x, y x, ?

Para poder estudiar esta cuestion, vamos a utilizar la aproximacion local de la funcion

£(x) en torno al punto fijo x, que nos proporciona su derivada en dicho punto:

fO= () (x=x)

Se obtiene asi un modelo recurrente lineal del que, segin el estudio que hemos

desarrollado en el caso del modelo maltusiano (M), podemos concluir que:

. Si ‘ f'(x, )‘ >1, entonces la sucesion (x,), ., es divergente,
. Si0< ‘ f'(x, )‘ <1, entonces (x,),.y €s convergente.

Si evaluamos la derivada en este segundo punto fijo x, ,
oa—1
(et k)
o
unido a la informacion que nos ha proporcionado el estudio precedente con M,

obtenemos:

* La sucesion (x,),., converge hacia el punto fijo x, cuando [2-¢|<1,

equivalente a 1< o < 3 (ver Figura 7).

. Si o >3, la sucesion (x,), . es divergente con oscilaciones que, en ciertos casos,

presentan cierta periodicidad. A pesar de ser bastante mas complejo, podemos

empezar a describir este caso planteando 0 5.

118




2. Modelos discretos para el estudio de dinamica de poblaciones

Q.15 (Qué podemos decir del comportamiento de la sucesion (x,),_,, divergente en

los casos en que o > 3?

La simulacion grafica de la sucesion (x,),., para valores concretos del parametro

o > 3 permite formular diversas conjeturas:

Si 3 < o < 3.449 la sucesion describe una trayectoria con un ciclo periddico de

periodo 2 (ver Figura 8).

. Para valores de o > 3.449 los ciclos se amplian de periodo y pasan a ser de
periodo 4, hasta llegar a a=3.544 (ver Figura 9) valor en que cambia la

periodicidad.

. Si seguimos aumentando el pardmetro ¢, el ciclo de periodo 4 sigue amplidandose
hasta que (x,), ., presenta una trayectoria de periodo 8 (ver Figura 10) y sigue asi

sucesivamente. En la Figura 12 se representan el diagrama de bifurcaciones del

periodo de las trayectorias de (x,), -

. La Figura 11 nos sirve para introducir la aparicion de orbitas cadticas,
entendiendo el término “cadtico” como sensibilidad respecto a condiciones

iniciales y ausencia de periodicidad.

1.0

i

0.8 P
0.61
0.4

0.24

OO T T T T T
3.0 3.2 34 3.6 38 4.0

&

Figura 12. Diagrama de bifurcaciones

Recordemos que nos ha quedado pendiente el estudio de la cuestion (O, relativa al

problema de descubrir, en caso que la sucesion (x,),., sea convergente, cuantos
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iterados son necesarios para llegar a aproximar el limite de esta sucesion (el punto fijo

/') con cierto margen de error fijado de antemano.

0,,: Fijado un cierto margen de error £ >0, ;a partir de qué n podemos asegurar

que |xn —l| <g?

Sea M = sup(| f '(x)|) paraxel = [O,K ] Por el teorema del valor medio, tenemos

que:

xn—l|SM”-

X, —ll<e = M"-K<eg

Tomando logaritmos en la desigualdad encontrada, obtenemos un cota para n:

S In(e/ K)
In(M)

Podemos asi explicitar la técnica que nos permite tratar las cuestiones @1y Q2.2 y nos

proporciona las respuestas buscadas:

( - Calcular los puntos fijos de la funcion f'(x), en nuestro caso, f{x) funcion
cuadratica,
Ry < - Encontrar el intervalo invariante / tal que f(I)c 1,
- Determinar el subintervalo /' de 7, I’ < 1, tal que | f '(x)| <1 para todo
\ valorde xe ',
(. Calcular M = suP(|f'(x)|) con I =[0,K],
Roz < - Determinar el nimero minimo de iteraciones necesarias para encontrar
una aproximacion del limite de la sucesion (x, ), con un margen de error
\ fijado €>0.

Observemos que acabamos de describir una técnica para estudiar el comportamiento de

una sucesion recurrente del tipo x, ., = f(x,) tal como hemos planteado en la cuestion

n+l

formulada anteriormente:

Qs: (Cual es la dindmica de la sucesion (x,),., generada por la relacion x, ., = f(x,)

., 1
con funa funcion de clase C'?
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Hasta ahora nos hemos centrado en los casos concretos en que f(x) es una funcién
lineal (modelo maltusiano M;) o cuadratica (modelo logistico M), pero la técnica
empleada resulta ser independiente de la naturaleza de la funcién f mientras esté bien
definida de / y sea de clase C'. Es por ello que el trabajo realizado hasta ahora con Mj;

permite una nueva ampliacion del tipo de problemas que se puede estudiar.

R;: Generalizacion de la técnica Ry + Ry para f(x) una funcién cualquiera de clase C'

2.1.3. Sintesis del posible recorrido matematico a través de los modelos discretos

unidimensionales

Resumiendo a grades rasgos en qué ha consistido el proceso desarrollado, podemos
distinguir diversas etapas que coinciden con las descritas en el capitulo 2 (Cf.§ 2) sobre

los procesos de modelizacion matematica y sus respectivas etapas:

1) Podemos distinguir una primera etapa que se centra en la formulacion de
hipotesis y conjeturas (H;) y en la formulacion de cuestiones problemdticas (Q;)
que nos proponemos estudiar. Esta primera etapa se caracteriza por la
delimitacion del sistema o ambito de la realidad y el planteo inicial de cuestiones
problematicas a tratar, lo cual comporta una seleccion de ciertos aspectos del

sistema que se simbolizan mediante variables.

2)  En una segunda etapa, nos centramos en la construccion del modelo matematico
(M;) a través de la descripcion de las relaciones matemdaticas entre las variables
del sistema consideradas. Es usual que aparezca la reformulacion de las
cuestiones iniciales, planteadas en fases anteriores, en términos del lenguaje

propio que se haya establecido.

3) Pasamos entonces al frabajo técnico con el modelo e interpretacion de los
resultados obtenidos en relacion a las cuestiones planteadas. La obtencion de
respuestas, aunque sean parciales o provisionales, es el interés principal en esta

etapa.

4) En la ultima etapa, ligada al trabajo técnico con el modelo, aparece el
planteamiento de nuevas cuestiones problematicas que dificilmente podrian haber

sido planteadas sin la construcciéon de los modelos y cuyo estudio va a
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proporcionar nuevos conocimientos sobre el sistema. En el caso desarrollado,
hemos visto como en esta etapa aparecen nuevas cuestiones dificiles de abordar
con las herramientas construidas hasta el momento. Estas limitaciones de los
modelos iniciales constituyen el motor del proceso y requeriran la elaboracion de

modelos cada vez mas amplios y completos.

Comprobamos que el proceso descrito se puede caracterizar como un proceso de
modelizacion el cual, a nuestro entender, se puede reformular como un proceso de
reconstruccion de organizaciones matematicas de complejidad y completitud
crecientes (puntuales, locales, regionales) que necesariamente deben responder a las
razones de ser de aquellas organizaciones matematicas que deseamos (re)construir y

recubrir.

Con el siguiente esquema queremos sintetizar el disefio descrito hasta ahora,
indicando principalmente la evolucion de las cuestiones problematicas, la construccion
de los modelos matematicos y la completacion progresiva de éstos. Podemos distinguir
tres unidades principales que corresponde a las tres organizaciones matematicas locales,
cuyos elementos quedaran resumidos en las tablas que mostraremos a continuacion para

facilitar asi al lector una sintesis del proceso desarrollado.

Qo

oM logistica

OM funcional
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()
v

Generaciones separadas (Hy):

x; sOlo depende de x, _;

H :r,=r,reRyQ,

M,: Modelo maltusiano discreto

oM

I
I

I

I

I

., I
=r"-x,conx,=c |
I

I

I

I

I

! ol maltusiana
U
R,
01.1: Paradoja maltusiana
e -

oM

logistica

=
=
b
|
R
=
=.
/N
—
|
|
~—
o
=}
=
=
(=]
]
o

0,.1: Problematica de la convergencia de { xn} .

0,.,: Problematica de la velocidad de

convergencia de {x,} .
ne.

Hy:r,=g(x,)y 0,
M,:x,, = f(x,) con

|
|

|

|

|

. |

0s.1: f lineal |
|

|

|

|

|

oM

funcional
03.,: f cuadratica

0s3: f funcién cualquiera de clase C'
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UNIDAD 1 - OM maltusiana

Elaboracion de la primera respuesta a partir de la construccion y estudio del primer modelo

o matematico: el modelo maltusiano discreto.
o
5

=  Primer proceso de modelizacion matematica: formulacion de hipotesis sobre la poblacion (H;
E b
3 reformulacion de la cuestion central a tratar (Q;), construccion del modelo maltusiano discreto
wn
o . e . . o 12
> (M,), desarrollo del trabajo técnico dentro del modelo, interpretacion de los resultados en
k)
C-Q_)' relacion al sistema estudiado, redaccion de la primera respuesta provisional (R;) y

planteamiento de nuevas cuestiones problematicas a estudiar.

= Estudio de sucesiones (x ) . definidas por recurrencia, simulacion numérica y representacion
wn
@
—-— , .
S gréafica de sus iterados.
&
5 = Estudio de la convergencia de sucesiones y, en caso de convergencia, aproximacion numeérica
T

de su limite.

.

1

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Qi

H;: Suponemos que la tasa relativa de variacion de X es constante: 7, =1, r € R

0:: (Cual es la dindmica de una poblacion con r =r, re R? (Qué propiedades tiene la

evolucion de (xn) , acortoy largo plazo? ;Qué factores determinan de forma maés
ne

decisiva esta evolucion?

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo maltusiano discreto (M):

Podemos sintetizar la hipotesis realizada como:

X
r=—"——"=rrelR

relacion que equivale a considerar la ecuacion recurrente:
xn+l :(r+l).‘xn :a.xn

que admite la siguiente expresion cerrada del tipo x,, = f(n) al suponer que la anterior ecuacion

recurrente es valida para cualquier generacion:

Trabajo técnico con M

Medio experimental utilizado: Técnica de simulacion numérica de sucesiones

Respuesta R a O,: Se distinguen los siguientes casos segun el valor del parametro «:

= Si0<a<l,lapoblacion tiende a su extincion: |im x, =0.

n—eo
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Trabajo técnico con M;

= Si a=1, el tamafio de la poblacién se mantiene constante independientemente del

tiempo transcurrido: x, =x, VneN.

= Sia>1, entonces la poblacion crece indefinidamente: |im X, =+oo-

n—eo

Nuevas cuestiones a estudiar

Problematica de ajuste (Qy3): Se ajustan bien las predicciones realizadas con el modelo M, a
la evolucion de las poblaciones reales? ;Cudles son las principales diferencias que se

observan? ;Qué predicciones resultan mas alejadas de la realidad?, etc.

De las cuestiones planteadas se deriva la limitacién principal de M;:

El caso o > 1, supone la existencia de recursos infinitos, hecho que se conoce como la

“paradoja maltusiana”. Surge una nueva cuestion probleméatica no abordable con M;:

0, | : (Como podemos superar la limitacion que formula la paradoja maltusiana e introducir la

restriccion de no disponer de recursos infinitos?
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UNIDAD 2 - OM logistica

s |- Dadas las limitaciones que presenta M; y que han quedado expresadas en la cuestion Q, |,
o
= esta unidad se centra en la construccion y estudio de un nuevo modelo matematico (M,) que,
[4+] . . . . 7 oz .
° incluyendo el estudio realizado en OM p,itusiana CcONsigue, después de reformular las hipotesis
2 con H,, superar la limitaciéon de no disponer de recursos infinitos.
=
b . . . . ,
2 | * Sera muy importante estudiar las relaciones que existen entre My y M, y hasta qué punto M,
®) . S

nos permite superar las limitaciones de M.
ow | Estudio de sucesiones (x ) . definidas por recurrencia, simulacién numérica y
o]
[ .7 7 a
.ﬂé representacion grafica de sus iterados.
o . . . . . .
o | ® Estudio de la convergencia de sucesiones y, en caso de convergencia, aproximacion numérica
T

de su limite.

.

1

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Qi

Hipotesis sobre el crecimiento de X (H3): Suponemos que la razén de variacion r, (o

. Xy . o 8
= Zntl ) decrece linealmente en funcion de X, y que la poblacion X, no puede sobrepasar
X

n

un cierto valor maximo K.

Cuestiones problematicas centrales a tratar (Q,): /Cudl es la dindmica de una poblaciéon cuya

tasa relativa de variacion decrece linealmente en funcion de x,? ;(Qué propiedades tiene la

evolucion de (xn) , acortoy largo plazo? ;Qué factores son mas importantes y determinan
ne

de forma mas decisiva esta evolucion?

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo logistico discreto (M;): (resumimos aqui el caso mas sencillo)

Podemos sintetizar las hipdtesis realizadas con la relacion:

X
"_”=a_b.xn
X

n
Este modelo es equivalente a considerar la ecuacion recurrente:
X +1 :(a_b.xn).xn

n

donde, si consideramos que b = ¢/ K se obtiene el modelo denominado modelo logistico o de

Verhulst:
'xn+l = (X"xn (1 - ﬂ)
K

donde & > 0 se interpreta como el coeficiente de reproduccion de X'y K la capacidad maxima

del hébitat, esto es, el nimero maximo de individuos que pueden vivir en cierto habitat.
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Medio experimental utilizado: técnica de simulacion numérica

Respuesta R, que proporciona M, a (O, La exploracion numérica del modelo permite

distinguir los siguientes casos:

Si 1 < <3, la poblacion tiende a una situacion de equilibrio (I).

Si ov> 3 aparecen situaciones dificiles de analizar que requerirdn considerar otras
herramientas. Por ahora, se detecta que: la sucesion puede oscilar entre varios
valores (orbitas periodicas), o bien, puede presentar un comportamiento cadtico en

el que la dindmica de la poblaciéon pasa a depender completamente de las

=
5 condiciones iniciales (sensibilidad respecto de las condiciones iniciales).
(&)
8 . .
‘= i Otras cuestiones derivadas y tratadas con M:
3
2 = ;Qué relacion hay entre los dos modelos matematicos M; y M, hasta ahora
o)
i construidos?
—
= ;Qué propiedades podemos destacar de M,?
= ;Cuales son los factores o pardmetros que tienen mayor influencia en la posible
dindmica de ciertas poblaciones? ;Cual es la interpretacion de estos factores?
(Como los podemos aproximar?
= ;Se ajustan bien las predicciones (o simulaciones) realizadas con los modelos a los
datos que pueden extraerse de la evolucion de poblaciones “reales”? ;A partir de
qué modelo se generan las simulaciones mas “realistas”, las generadas por M, o por
M,?
§ 0,.1: En el caso del modelos logistico, ;qué condiciones nos aseguran que la sucesion ( X, )neN
o
@2 esté bien definida y sea convergente a cierto limite / ?
3
& 0,.: Fijado cierto margen de error £>0,
>
- o ,
= ¢a partir de qué n podemos asegurar que |x, — 1| < ¢
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UNIDAD 3 - OM funcional

9 Introduccién del modelo analitico—funcional (Mj3;) para el estudio de modelos discretos
=] 0 o <y ’ . . s 7 r
= definidos por ecuaciones recurrentes. Introduccion de técnicas de simulacion grafica.
>
fa) .. . .
o |* Aplicacion de M3 al modelo maltusiano (M;) y comprobacion de los resultados encontrados
©
§ con la construccion de OM aitusiana Y descritos en Ry.
= | * Aplicacion de M; al modelo logistico (M;), comprobacion de los resultados descritos en R,
(@]
y busqueda de respuestas a las cuestiones @51y Q»...

= Representacion grafica de funciones elementales: lineales y cuadraticas.
3
% = Me¢étodo de aproximaciéon numérica de puntos fijos, simulacion gréafica y, fijado cierto
g margen de error, determinacion del niimero de iterados necesarios para la aproximacion de
—
— .
— un punto fijo.

Estudio general de funciones de clase C'.

.

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

7

Formulacion Hiy Q i

Cuestiones problematicas centrales a tratar (Q5):

¢Cudl es la dinamica de la sucesion (x,), . generada por la relacion x ., = f(x,) conf

<y 1
una funcion de clase C ?

=  Aplicacién al modelo maltusiano (M):

0s.1: (Cudles son las principales conclusiones que nos proporciona Mj si estudiamos el

caso concreto de funa funcion lineal?

=  Aplicacién al modelo logistico (M>):

0s,: (Cudles son las principales conclusiones que nos proporciona Mj si estudiamos el
caso concreto de funa funciéon cuadratica?
0,.1: (Qué condiciones nos aseguran, en el caso concreto del modelo logistico, que la

sucesion (x, ), esté bien definida y sea convergente con cierto limite /?

0>.1.1: (Podemos eliminar algiin caso que no tenga sentido?
Q512 : (Se pueden encontrar regularidades en las trayectorias de (x,) .y
dependiendo de los valores tomados por los pardmetros 'y K?

0,.13: (Coémo se comporta la sucesion (x,), . cerca de los puntos fijos?

Q>.1.4: (Podemos asegurar localmente la convergencia de (x,) _ hacia los puntos
fijos x; y xl* ?

Q5.15: (Qué podemos decir del comportamiento de la sucesion (x,), _ divergente

en los casos en que ¢ > 3?
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2. Modelos discretos para el estudio de dinamica de poblaciones

0, Fijado un cierto margen de error £ >0, ja partir de qué n podemos asegurar que

o |x, - 1| <€?
)
T ., . .
5 =  Ampliacién del tipo de problemas a estudiar:
‘S
S
g 033: (Podemos generalizar alguno de los resultados encontrados y/o técnicas utilizadas
2 para el estudio de los casos concretos de modelos maltusiano y logistico al caso de
una funcion f'(x) cualquiera?
o
fg’ Construccion del modelo funcional (A43):
E o
TS X, = f(x,) con funa funcion de clase C'
S &
IS é Nueva técnica de simulacion de la sucesion (x, ) :
=)
g
S Técnica de simulacion grafica (método de la tela de arafia)
Respuestas proporcionadas por Mz a Q1 y 022 (R21 Y R2):
1) Calcular los puntos fijos de la funcion f{x), en nuestro caso, f{x) es una funciéon
cuadratica,
é 2) Encontrar el intervalo invariante / tal que (/) C I,
(&}
8 3) Determinar el subintervalo /' de [, I’ C [, tal que ‘ f'(x)‘ <1 para todo valor de
c
o
D
o xel',
S
© — 1 —
= 4) Calcular M = sxtg)(|f (x)|) con I =[0,K],

5) Determinar el minimo niimero de iteraciones necesarias para encontrar una

aproximacion del limite de la sucesion con un error fijado £ >0.

0 oz 2 o 0 o - .y 1
Rj;: Generalizacion de la técnica principal R, + R, con f'cualquier funcion de clase C .

129




Capitulo 3 — Disefio matematico de los REI

2.2. Poblaciones con generaciones separadas y estructuradas en grupos

Hasta aqui el proceso que hemos seguido, y el tipo de modelos que se ha requerido, han
correspondido al estudio de la dinamica de poblaciones autonomas con generaciones
separadas. El estudio de la cuestion generatriz Qp nos ha llevado a estudiar las

sucesiones recurrentes de orden 1 definidas a través de la relacion x,,, = f(x,) siendo f°

una funcidn de variable real.

Es evidente que las hipotesis bajo las que hemos construido esta primera gran
familia de modelos unidimensionales corresponde al estudio de un nimero limitado de
casos. Aparece la necesidad de ampliar nuestras hipdtesis e incluir nuevas hipotesis
como, por ejemplo, que la tasa de mortalidad aumente con la edad de los individuos o
bien que la tasa de fertilidad dependa de la edad de las hembras, etc. Nos planteamos
asi, como extension natural del proceso realizado hasta ahora, la construccion de
modelos en los que se incluyan caracteristicas particulares de los individuos que

conforman la poblacion X.

Vamos entonces a plantear cuestiones relativas a la dindmica de poblaciones en
las que se tomaran en consideracion caracteristicas particulares de los individuos de la
poblacion. Seglin estas caracteristicas, agruparemos a los individuos en grupos o clases
que supondremos homogéneas a efectos reproductivos y de supervivencia. Podemos

reformular la cuestion generatriz Oy en los términos siguientes:

(2) , . .« ~ (4
0, : (Como predecir la evolucion del tamafio de una poblacion X estructurada en

grupos, de un cierto periodo # al siguiente periodo n +1? ;y la evolucion a largo

plazo?

FEl estudio de esta cuestion nos conducird a la consideracion de sucesiones recurrentes

de orden d >1 reducibles a sucesiones recurrentes vectoriales del tipo X,,, = f(X,)

donde X, =(x,,%,...,x,,) es el vector de las d primeras generaciones y

Xl.:(xl.d,xl.dﬂ,...,xid+(d_l)) corresponde al i-ésimo vector de las d generaciones

. . . @) . . ,
sucesivas con 0 <i<n. El estudio de Q, , y de las cuestiones que se derivan de ésta,
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nos llevard a la construccion de modelos matriciales y al problema del céalculo de la

potencia n-ésima de una matriz inmersos en el universo del algebra lineal.

2.2.1. Las matrices de Leslie y el estudio de la dinamica de poblaciones

estructuradas en grupos

Vamos a suponer, como resulta muy natural, que el nimero de descendientes y la tasa
de supervivencia dependen de la edad de los individuos de cierta poblacion X. Con el
objetivo de incluir esta nueva hipoétesis, serd necesario introducir en el modelo una
agrupacion por edades que tienen asignadas diferentes tasas de fertilidad y de
supervivencia que consideraremos homogéneas dentro de un mismo grupo-clase. Para
facilitar las posibles maneras de agrupar X, vamos a clasificarla en intervalos de edad

. . 12
con la misma longitud “.

Supongamos que la edad méxima que alcanza una hembra de X sea, en promedio,
A afios y que distribuimos X en d clases de edad de amplitud A4/d afios. Obtenemos las

siguientes d clases:

1 2 d-1 d
[oé] [é %) [(d—Z)A (d—l)A) [(d—l)A A)
d d’ d d ~ d ’

d
Si suponemos, que en el instante inicial (n=0), conocemos cudl es la distribucion

inicial de la totalidad de individuos de X en cada uno de los intervalos, grupos o clases

de edad, que acabamos de definir, podemos denotar por X(0) al vector cuya
componente x,(0) corresponde al nimero de hembras que hay en este momento inicial
en el i-ésimo intervalo. Consideramos asi el vector X(0) conocido como el vector de la

distribucion inicial en clases de edad:

X(0) = (x,(0), x,(0), ..., x,(0)) 2.1)

"2 En el estudio de estas poblaciones X estructuradas en grupos seguiremos considerando, tal como hemos
hecho en la primera seccion, que cuando nos referimos a X s6lo estamos considerando el estudio de la
evolucion de la poblacion de hembras. Por lo general, el nimero de hembras y el de machos son muy
similares en la mayoria de poblaciones y si esto no se da, esta condicién supone una restriccion al modelo

que no vamos a considerar aqui.
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Para estudiar la evolucion de la poblacion X nos proponemos estudiar como evoluciona

el vector:
X(n)=(x,(n), x,(n), ..., x,(n)) (2.2)

Para ello vamos primero a formular las hipotesis bajo las cuales construiremos nuestro

modelo:

(2)
H | : Sea X una poblacion distribuida en d clases de edad que satisface las siguientes

propiedades:

- Los individuos de X no se mantienen en una misma clase en tiempos
consecutivos, cada uno cambia a la correspondiente clase de edad posterior, esto
es, el grupo de individuos que en el instante »n esta en la clase i, en el instante

n +1 estaran en la clase i +1.

- La transicion entre dos clases de orden consecutivo estan afectadas por la
correspondiente probabilidad de transicion que denotaremos por P;, probabilidad
de supervivencia de los individuos de la clase i a la clase i + 1 entre los tiempos n

yn+1.

- Denotamos por F; el total de descendientes que, en promedio, tiene una hembra

de la clase i entre los tiempos ny n + 1.

(2)
Reformulacion de la cuestion generatriz O, en O :

Si suponemos conocido el tamafio de una poblacion X, con las caracteristicas

introducidas en las hipotesis previamente formuladas, en algunos periodos de tiempo:

(Como podemos describir la evolucion del tamafio de los diferentes grupos o clases de

edad de los que se compone X ? (Ql( _21) )

(Sera siempre posible predecir qué ocurrira después de un determinado periodo de

tiempo? ;Y lo que ocurrird a largo plazo? (Ql(z )
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Vamos a empezar con el estudio de Ql(_zl) . Bajo las hipotesis formuladas previamente, el

nimero de individuos de X que hay en la primera clase en el instante de tiempo n,

x,(n), vendra dado por el total de nacimientos entre los tiempos n—1 y n. Podemos

describir asi la poblacion correspondiente a la primera clase de edad en n» como:
xn)y=F-x(n-D)+F,-x,(n—=1)+---+F,-x,(n—1)con F, 20 (2.3)

Ademas, tenemos que el numero de hembras en la clase de orden i +1 (i=1, ..., d—1)
en el instante » es igual al nimero de hembras en la clase i en tiempo n—1 afectadas
por la probabilidad de supervivencia de su clase que hemos definido por P; con

0<P<I:
X, (m)=P-x(n—1)conl<i<d-1 (2.4)

Las expresiones descritas en (2.3) y (2.4) admiten la siguiente expresion matricial:

x,(n) K FE - F, K x(n—1)
x,(n) P 0 0 O x,(n=1)
: =] o0 P 0 0 : (2.5)
X, (n) A : : X, (n—=1)
x,(n) o o0 - P, O x,(n—1)

que equivale a considerar la siguiente ecuacion matricial con L la denominada matriz de

Leslie,
X(n)=L-X(n—-1) (2.6)

Si suponemos ademds que L se mantiene invariante con el paso del tiempo, podemos

aplicar n veces la relacion (2.6) obteniendo asi la expresion equivalente,

X(n)=L"- X(0) (2.7)

donde X(0) es el vector de la distribucion inicial de los individuos en clases de edad.

De esta forma, si conocemos el vector X(0) y la matriz de Leslie (L) que
corresponda a cierta poblacion X, podemos predecir la evolucion de la distribucion de X

en sus correspondientes clases de edad, esto es, predecir la evolucion de la sucesion
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generada por {X(n)}nEN con el paso del tiempo n. Obtenemos asi un modelo para
describir la evolucion del tamafio de los diferentes grupos o clases de edad en los que se

compone X ( R:i) ).

Antes de seguir con el estudio més profundizado del modelo que acabamos de

construir y que llamaremos My etie, VEamos un primer ejemplo:

Supongamos que estamos estudiando una determinada poblacion animal en la que la edad maxima
alcanzada por las hembras es de 10 afios y que esta poblacién se divide en dos grupos de edad
iguales en intervalos de 5 afios. Inicialmente hay 100 hembras en el primero de los grupos.
Supongamos ademas que en cada periodo el 50% de la primera clase sobrevive y pasa a la segunda
clase y que el promedio del nimero de crias hembra son respectivamente de 1y de 1.5.

Para construir la matriz de Leslie necesitamos las probabilidades de supervivencia y la tasa de

fertilidad de cada una de las dos clases. Asi, la expresion matricial del modelo de Leslie (2.6) es:
-1
w1 s g p ae=bol y=| 100
x,(n) 05 0 x,(n—1) 0
y con la distribucion inicial que nos describe nuestro caso, podemos calcular las siguientes
X(1)=( 115 ][ 100 J:( 100 ]
05 0 0 50
X(2):[ 115 j( 100 ]:[ 175 ]
05 O 50 50

y asi sucesivamente podriamos seguir generando predicciones sobre la evolucion de X(n).

distribuciones futuras:

. ., 2) . .
Para pasar ahora a estudiar la cuestion Q, , , proponemos la siguiente tarea:

T,,: Dadas distintas matrices de Leslie y varias condiciones iniciales X(0),

= (Calcular algunos iterados que definen la trayectoria de {X(n)}nEN para

valores concretos de 7.
= ;Se puede destacar alguna -caracteristica general de las trayectorias

calculadas {X(n)} . ?
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Caso 2

M . X(0)

M . X(0)

M . X(0)

Vamos a simular un par de ejemplos, considerando dos casos particulares de matrices de Leslie con

diferentes distribuciones iniciales X(0):

2. Modelos discretos para el estudio de dinamica de poblaciones
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Casot: | M | _[ 1 15 x(n=1)
x,(n) 05 0 J| x,(n-1
C 9 x,(n) 0 4 3 x](n—l)
aso 2:
xm (= 05 0 0 x,(n—1)
x,(11) 0 025 0 x;(n—1)
Caso 1
X0 | X1 | X2 | X3 | X4 | x5) | Xx@®) X(7) X(8)
1 |15 100 | 100 175 250 381 569 855 1281 1922
M. X(0) = 05| 0 0 50 50 88 125 191 284 427 641
X0 | X1 | X2 | X3 | x4 | x5) | Xx@®) X(7) X(8)
1 |15 75 113 169 253 380 570 854 1281 1922
M. X(0) = 05| 0 | 25 38 56 84 127 190 285 427 641
X0 | x1) | X2 | x@ | x4 | x5) | x@®) X(7) X(8)
1 |15 200 | 200 350 500 763 1138 | 1709 | 2563 3845
M . X(0) = 05| 0 0 100 100 175 250 381 569 855 1281
X0 | X(1) | X2 | XB) | X(4) | X(5) | X(®) X(7) X(8)
1 |15 ] 100 | 250 325 513 756 1141 | 1708 | 2563 3844
M. X(0) = 05| 0 [ 100 50 125 163 256 378 570 854 1282
XO0) | X)) [ X2 | x@3) | x@) | x55) | x(6) | X(7) X(8) X(9) | x(10) | x1)
0 4 40 | 940 | 200 | 1895 | 753 | 3865 | 2216 | 8012 | 5881 | 16855 | 14766 | 35916
=]05| 0 160 | 20 | 470 | 100 | 948 | 376 | 1933 | 1108 | 4006 | 2940 | 8428 | 7383
0 | 0.25 100 | 40 5 118 25 | 237 94 483 277 1002 735 | 2107
XO0) | X)) [ X2 | x@3) | x@) | x5) | x6) | X(7) X(8) X(9) | x(10) | x1)
0 4 50 | 900 | 213 | 1819 | 763 | 3717 | 2207 | 7720 | 5808 | 16268 | 14511 | 34715
=]05| 0 150 | 25 | 450 | 106 | 909 | 381 [ 1859 | 1104 | 3860 | 2904 | 8134 | 7256
0 | 0.25 100 | 38 6 113 27 | 227 95 465 276 965 726 | 2034
XO0) | X)) [ X2 | x@3) | x@) | x5) | x6) | X(7) X(8)
0 4 80 | 1880 | 400 | 3790 | 1505 | 7730 | 4431 | 16024 | 11761
=]05| 0 320 | 40 | 940 | 200 | 1895 | 753 | 3865 | 2216 | 8012
0 | 025 200 | 80 10 | 235 | 50 | 474 | 188 966 554
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. ., , . . .. .. )
La simulaciéon numérica nos permite dar la siguiente respuesta provisional a Q,, que

resume las posibles conjeturas sobre el comportamiento a largo plazo de {X (n)}nEN :

2)
R, , : Dada cierta matriz de Leslie L, la trayectoria de la sucesion {X (n)}nEN satisface

que (ver simulaciones del caso 1 y caso 2):

= Si partimos de cierta distribucion inicial X(0), la simulaciéon numérica de los

iterados de {X(n)} _, muestra que existe cierto instante n. (tiempo de
“estabilizacion™) a partir del cual {X(n+l)zc-X(n),ceR}. Condicion

que equivalente a que para n > n, tenemos:

< 1
x(n+l)=c-x,(n) & %zc,OSiSd,neN,ceR (2.8)
x.(n

d
Si consideramos N (n) = in(n) , la propiedad anterior (2.8) equivale a:

i=1

N+l

N (2.9)

= Si partimos de distribuciones iniciales, X;(0) y X2(0), con el mismo

volumen, esto es, el mismo numero total de individuos en la poblacion, la

simulacion numérica de los iterados de {Xl(n)}nEN y {Xz(n)}nEN sugiere

que estas sucesiones acaban “estabilizdndose”, esto es, existe cierto instante

n. a partir del cual:
{X(n)=X,(n),n>n,} (2.10)

= Si consideramos distribuciones iniciales con distintos volimenes pero

proporcionales entre ellas, X (0)=C-X,(0), la simulacién numérica de los
iterados de {Xl(n)}nEN y {X2 (n)}nEN sugiere que acaban estabilizindose de

forma proporcional, esto es, que existe cierto . a partir del cual:

{X(n)=C-X,(n),n>n,} (2.11)
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Una vez descrita esta primera respuesta provisional, nos proponemos seguir con el

estudio de la cuestion que se deriva:

2) . . . . .
0,,: (Essiempre posible encontrar una constante ¢ y un instante de tiempo 7, a partir

de la cual la trayectoria de la sucesion vectorial {X(n)} _ satisface la relacion

2.8), {X(n+ D) =c-X(n),n>n,}?

Dada L una matriz de Leslie de orden d, nuestro objetivo es poder aproximar el valor de

la constante ¢ € R y del instante de tiempo #, a partir del que:

X(n+1)=c-X(n) (2.12)

Notemos que las propiedades (2.8) y (2.9), junto con la posibilidad de simular

numéricamente la sucesion {X(n)}neN, proporcionan un primer medio para dar una

primera aproximacion de los valores de ¢ y ..

Volvamos a simular el ejemplo introducido anteriormente - Caso 2 - con mas iterados para

comprobar las propiedades introducidas en (2.8) y (2.9):

x0) | x1) | x@ | x@) | x4 X(5) X(46) X(47) X(46) X(46)

0| 4 3 | 40 | 940 | 200 | 1895 | 753 3865 42876063362 | 64537384750 | 96513787103 | 145153293260

05| 0 0 [160 | 20 | 470 | 100 | 948 376 14348880506 | 21438031681 | 32268692375 | 48256893552

0 [025| o [ 100 | 40 5 118 25 237 2380620908 | 3587220127 | 5359507920 | 8067173094
Ny | 300 | 1000 | 675 | 21125 | 1725 | 4478,125 59605564776 | 89562636557 | 1,34142E+11 | 2,01477E+11
x;(n+1)/x;(n) | 021 | 948 | 040 | 5.14 1.49 1.51 1.50 1.50
x2(n+1)/x(n) | 235 | 021 | 948 | 0.40 1.51 1.49 1.51 1.50
xs(n+1)/xs(n) | 0.13 | 235 | 0.21 9.48 1.49 1.51 1.49 1.51

Fijémonos que, a partir de las simulaciones numéricas, encontramos que

x(n+l) . N+l
=lim N

lim

n—yoco _xl_(n) n—eo

=15,0<i<3

Obtenemos asi una aproximacion del valor de la constante ¢ = 1.5y de ne > 46, a partir del que

{X(n+D=15-X(n),n>n,}-
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Para calcular analiticamente (en lugar de hacerlo de forma aproximada a partir de la
simulacion numérica) el valor de ¢ para el cual se satisface la ecuacion (2.12), es

necesario resolver:
L-X(n)=c-X(n) (2.13)

Esta ecuacion equivale a tratar el problema de determinar el valor propio c asociado a la

matriz de Leslie L y su correspondiente vector propio X(n) para el que se satisface

(2.13).

Asi, para seguir con el estudio de la dindmica de una poblaciéon X sera necesario

elaborar un estudio mas detallado de la ecuacién matricial que caracteriza esta
evolucion X(n)=L"'-X(0) (2.7) y que requiere la construccion de una nueva
praxeologia entorno al estudio de la potencia n-ésima de L y de la sucesion generada por

estas potencias {L" }neN .

Pero antes de empezar con la construccion de esta nueva praxeologia, vamos a
presentar un nuevo tipo de modelos matriciales para el estudio de la evolucion de
fenomenos a largo plazo que desembocard, de nuevo, en la probleméatica que acabamos

de presentar.

2.2.2. Las matrices de transicion y el estudio de la evolucion de fenomenos a largo

plazo

<y 1 , o e qe ~ .
Sea X una poblacion'® que esta dividida en d grupos o clases cuyos tamaifios respectivos

en el periodo de tiempo n son: m,(n),...,m,(n). Suponemos ademds que conocemos
una distribucion inicial de la poblacion m(0)=(m1(0),...,md(0)) y que tenemos la

informacion referente al porcentaje de transicion (o de traspaso) de los individuos de X

de un grupo a otro grupo entre dos periodos consecutivos. Nos planteamos de nuevo el

. ., . @ . . )
estudio de la cuestion generatriz Q, introducida en el apartado anterior.

1 Notemos que aqui la nocion de poblacion no se restringe a considerar Gnicamente poblaciones de seres
vivos sind que va mas alld y propone el estudio de la evolucion de muchos otros tipos de sistemas
extramatematicos, como por ejemplo: la evolucion de fendomenos geoldgicos, de cuotas de mercado, de

valores bursatiles, etc.
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(2)
O, : Si suponemos conocido el tamafio de una poblacion X, con las caracteristicas

introducidas en las hipdtesis previamente formuladas: ;Cémo podemos
describir la evolucion del tamafo de los diferentes grupos de los que se
compone X ? ;Serd siempre posible predecir qué ocurrird después de un

determinado periodo de tiempo? ;Y lo que ocurrird a largo plazo?

Denotamos por m;(n) al nimero de individuos que hay en el instante # en la clase i. Si

suponemos que hay d clases, podemos describir mediante el vector m(n) el total de

individuos de cada uno de los grupos en que se divide X:

my(n)
mny=| "

m,(n)

Si suponemos ademas que tenemos la informacion referente a los porcentajes de
transicion entre grupos, podremos construir la denominada matriz de transicion

asociada a la poblacion X con las siguientes caracteristicas:

1) Los elementos de la matriz de transicion,

son las probabilidades de transicion entre grupos,
m; E[O,l) conl<i,j<d

Cada elemento m;; es la probabilidad de que un individuo de X que en el instante
t =n esta en la j-ésima clase, en el instante siguiente ¢ =n + 1 haya cambiado a

la i-ésima clase.

2) Los elementos de la k-ésima columna, m; con 1 < i < d, nos describen cémo se

distribuyen porcentualmente los individuos o elementos que en el instante ¢ =n
estaban en el k-ésimo grupo, entre las d clases de las que se compone X en el

instante t =n + 1.
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Asi, las columnas de la matriz M nos indican el “estado anterior”, en el sentido
de la distribucién en tiempo ¢ = n, mientras que sus filas nos dan la informacion
sobre el “estado siguiente”, esto es, como se ha distribuido la poblacién de un
mismo grupo entre los distintos grupos con el paso de una unidad de tiempo, de

t=nat=ntl.

3) Como consecuencia de las dos primeras propiedades, la suma de los elementos

de cada k-ésima columna serd igual a 1:

d
Y m,=lconl<k<d
i=1

Veamos el caso concreto de matrices de transicion de orden 2:

Sea X una poblacion estructurada en dos grupos, que denotamos por Ay B. Sea p el porcentaje de
grupo A que en el periodo posterior se mantendré en Ay q el porcentaje del grupo B que el periodo
posterior seguira estando en B. Situacién que podemos sintetizar en la siguiente tabla:

Situacion anterior

Grupo A |Grupo B
Grupo A p 1-q

Situacion
posterior

Grupo B 1-p q

La matriz de transicion M que corresponde a la situacion descrita es:
1-—
M= P q
I-p ¢

Una vez introducida la notacion necesaria con la que vamos a trabajar y las propiedades

basicas de las matrices de transicion, podemos describir la evolucion de X en periodos

de tiempo consecutivos (de r=n a t=n+1) con la siguiente ecuacién o relacion

matricial;
mn)=M -m(n—1) (2.14)

Si suponemos ademas que los porcentajes de transicion se mantiene constantes con el

paso del tiempo 7, entonces la relacion descrita equivale a la expresion:

m(n)=M"-m(0) para n >0 (2.15)
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(2)
0O, : Dada una matriz de transicion M de orden d y una distribucion inicial m(0),

(Como podemos calcular y qué caracteristicas podemos destacar de la

trayectoria de la sucesion vectorial {m(n)} _. definida por la ecuacion matricial

(2.14)y (2.15), m(n)=M -m(n—1)=M" -m(0)?

(2)
Para empezar a explorar y tratar @, , proponemos plantear el estudio de diversos casos

particulares, considerando diferentes matrices de transicion con diversas condiciones

iniciales, y describir asi las trayectorias de {m(n)}nEN que se generan. Esta exploracion

nos permitird formular nuevas hipotesis pertinentes al sistema que estamos estudiando.

T, 1: Dadas distintas matrices de transicion y varias condiciones iniciales m(0),
= Calcular algunos de los iterados que definen la trayectoria de la sucesion

{m(n)} _. para valores concretos de n.

= ;Se puede destacar alguna caracteristica general de estas trayectorias?

Puede ser de gran utilidad aqui el uso de algunos programas, como por ejemplo, la hoja

de calculo Excel que vamos a utilizar en lo que sigue:

Un estudio geoldgico sobre la transformacién de piedra en arena en periodos de 100 afios, nos
muestra lo siguiente: el 70% de la materia que es piedra después de 100 afios seguira siendo piedra
y sblo el 10% de lo que era arena se convertira en piedra. La siguiente tabla sintetiza la informacion

que ha proporcionado el estudio descrito:

Situacion anterior

Piedra | Arena
Piedra| 0.7 0.1

Arena| 0.3 09

Situacion
posterior

Si suponemos que los porcentajes de transicion se mantienen constantes, podemos determinar la

evolucion después de 100, 200,..., 800 afios, considerando las siguientes condiciones iniciales:

a.  Alinicio hay 30 toneladas de piedra y 50 de arena
b.  Alinicio hay 70 toneladas de piedra y 10 de arena
c.  Alinicio hay 40 toneladas de piedra y 40 de arena
d.  Alinicio hay 40 toneladas de piedra y 60 de arena

e.  Alinicio hay 20 toneladas de piedra y 80 de arena
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M= 0.7 0.1
0.3 0.9

Evolucion de m(n) en periodos de 100 aiios
a. Calculo de los iterados con m(0) = (30, 50)

en 100 | en 200 | en 300 | en 400 | en 500 | en 600 | en 700 | en 800
0.7 0.1 30 26 23.6 22.2 213 20.8 20.5 20.3 20.2
M . m(0) = 0.3 0.9 50 54 56.4 57.8 58.7 59.2 59.5 59.7 59.8
b. Calculo de los iterados con m (0) = (70, 10)
en 100 | en 200 | en 300 | en 400 | en 500 | en 600 | en 700 | en 800
0.7 0.1 70 50 38 30.8 26.5 23.9 223 214 20.8
M . m(0) = 0.3 0.9 10 30 42 49.2 53.5 56.1 57.7 58.6 59.2
c. Célculo de los iterados con m (0) = (40, 40)
en 100 | en 200 | en 300 | en 400 | en 500 | en 600 | en 700 | en 800
0.7 0.1 40 32 27.2 243 22.6 21.6 20.9 20.6 20.3
M . m(0) = 0.3 0.9 40 48 52.8 55.7 57.4 58.4 59.1 59.4 59.7
d. Calculo de los iterados con m (0) = (40, 60)
en 100 | en 200 | en 300 | en 400 | en 500 | en 600 | en 700 | en 800
0.7 0.1 40 34 30.4 28.2 26.9 26.2 257 254 253
M . m(0) = 0.3 0.9 60 66 69.6 71.8 73.1 73.8 74.3 74.6 74.7
e. Calculo de los iterados con m (0) = (20, 80)
en 100 | en 200 | en 300 | en 400 | en 500 | en 600 | en 700 | en 800
0.7 0.1 20 22 23.2 23.9 244 246 248 249 249
M . m(0) = 0.3 0.9 80 78 76.8 76.1 75.6 75.4 75.2 75.1 75.1

Observemos que todas las trayectorias que se han simulado parecen tender hacia una situacion o

punto de equilibrio. Los tres primeros casos tienen al mismo punto de equilibrio:

(2
™= 60

mientras que las dos siguientes tienden hacia otro punto de equilibrio:

m=| 25

7
Esto nos permite formular la siguiente conjetura: dada una matriz de transicién M, todas las
trayectorias tienden hacia un punto de equilibrio o punto fijo que parece depender del volumen inicial

de piedra y arena (Vi=a+ b) pero se mantiene independiente de la distribucién inicial concreta

m(0) = (a, b), esto es, de los valores concretos de a 'y b.
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La simulacién numérica con Excel permite dar la siguiente respuesta provisional a Q)

que resume las posibles conjeturas sobre la evolucion a largo plazo del fendmeno

estudiado:

R(;)l : Sea M una matriz de transicién y m(0) la distribucion inicial de la poblacion, la

trayectoria de la sucesion {m(n)} _, parece siempre tender a un vector fijo o

distribucion estable o de equilibrio que denotaremos por m°. Esta m® parece no
depender de las componentes de la distribucion inicial concreta de la poblacion
X sino del volumen total de esta distribucion inicial, esto es, de la suma de todos

los componentes del vector m(0).

Una vez descrita esta primera respuesta provisional, nos proponemos seguir con el

estudio de la cuestion que se deriva:

(2)
Q,, : ;Como podemos demostrar la existencia de vectores fijos m® hacia los cuales
parece tender toda trayectoria de {m(n)} _, generada por la ecuacion matricial
m(n)=M -m(n—1)=M"-m(0) con M una matriz de transiciéon? En caso que

existan, ;como podemos calcular a priori m*?

Dada M una matriz de transicién de orden d, m® es el vector fijo o distribucion de

equilibrio (o estable) de la matriz M si satisface:
M-m’=m’ (2.16)
que equivale a discutir las soluciones del sistema homogéneo:

(M-1,)-m =0 (2.17)

Volvamos al caso concreto que hemos introducido, y empezado a estudiar previamente,

M= 0.7 0.1
03 09
el calculo de los vectores fijos o distribuciones de equilibrio de M corresponde a resolver los sistemas
descrito en (2.16) equivalente a (2.17):
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m; — m;
M—Dyeme=|[ 07 OL [ 1o m =03 0.1 m | [0
03 09 0 1 m 03 -0.1 ms 0
Se trata asi de un sistema compatible indeterminado (SCI) del cual nos quedamos con una de las

dos ecuaciones que lo definen y escogemos, por ejemplo, la variable me1 como parametro libre.

Resulta asi:

03m/ -0.lm; =0 & m=A,m;=31

()

Descrita aqui la familia de soluciones correspondientes a las distribuciones estables, podemos

La solucion resulta ser entonces,

comprobar que las dos distribuciones estables que habiamos detectado anteriormente, mediante la
simulacién numérica, son soluciones particulares del sistema: m1 pertenece al espacio solucion al

considerar A =20 y ma resulta de considerar A = 25.

El ejemplo anterior nos indica que la ecuacion matricial descrita en (2.17) conduce a la

resolucion de un sistema compatible indeterminado. La generalizacion, explicacion y

justificacion de este resultado queda resumido en el siguiente resultado tecnologico que

., ) .
presentamos como respuesta a la cuestion Q,, presentada anteriormente:

2)

R,,:

Dado que la suma de todos los elementos de cada una de las columnas de la

matriz de transicion M suman 1,

d
Y m,=lconl<k<d,
i=1

entonces la suma de los elementos de cada columnas de la matriz (M —1,) es

cero, por lo que, det(M —1,)=0. Podemos afirmar entonces que el sistema

matricial planteado en (2.17) es siempre un sistema compatible indeterminado

con una familia infinita de soluciones.

Hasta ahora hemos conseguido probar que, para cualquier matriz de transicion M,

podemos hallar la familia infinita de vectores fijos o distribuciones estables (m°) que

podemos calcular a priori resolviendo las ecuaciones matriciales planteadas en (2.16) y

(2.17). En este punto podemos formular las siguientes nuevas cuestiones a indagar:
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(2)
Q,;: (Toda trayectoria de {m(n)} , converge a este vector fijo m*? ;Cual es la

dependencia entre el vector fijo m°, la matriz de transicion M y la condicion

inicial m(0)?

Para poder tratar estas cuestiones debemos pasar a estudiar directamente la sucesion

{m(n)},_, generada a partir de la relacion recurrente matricial descrita en (2.15) que nos

conduce al estudio de la potencia n-ésima de M: {M ”} . Este hecho requiere, de la

neN

misma manera que nos ha requerido el estudio desarrollado en OMyesiie, 1a construccion
de una nueva praxeologia entorno al cdlculo de potencias de matrices y, en particular, el

calculo de potencias de matrices de transicion.

2.2.3. Una segunda organizacion para el estudio del problema del calculo de

potencias de matrices

(2)
Surge aqui una nueva cuestion Q5 :

(2)
Q3 : Dada una matriz cuadrada M de orden d, nuestro objetivo es ahora el de estudiar

la sucesion generadas por las potencias n-ésima de M: {M ”} . Més en concreto,

neN

nos proponemos tratar las siguientes cuestiones:

(2)
0, : (Cudl es y como podemos determinar la expresion general de los términos

de la sucesion {M ”} ?

neN

(2)
0., : (Qué propiedades podemos destacar de {M”} N? (Como podemos

ne

describir lim{M" ? (Hay algun caso en el que podamos asegurar que
e

n—yoo ne

M" converge? En caso que sea convergente, ;podemos predecir cual sera este
neN 6

limite?

Una de las primeras tareas que se deben proponer para el estudio de Q(;) es la que,

mediante simulacion numérica, se plantee el calculo de las potencias sucesivas de
matrices de diferente naturaleza. Con la exploraciéon y simulacion numérica que se

realice, podremos introducir el siguiente resultado:
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(2)
R3.1(1) . Si D es una matriz diagonal, entonces D" sigue siendo una matriz diagonal que

se obtiene al elevar a la potencia n-ésima los elementos {(dii)}que la
diagonal principal de la matriz D.

Centrandonos en el caso de matrices diagonalizables, podemos introducir el siguiente

resultado:

(2)
R3.1(2) : Si M es una matriz diagonalizable entonces se pueden encontrar las matrices D

y K que satisfacen la siguiente relacion:
M=K -D-K”', equivalentea, D=K"'-M-K (2.18)

donde D es una matriz diagonal que contiene los valores propios (A.)

asociados a M y K la matriz de cambio de base que contiene los vectores

propios (v;) asociados a cada A, de M.

De esta forma, el problema del calculo de la potencia n-ésima de M nos lleva al

problema de encontrar las matrices D y K que satisfacen la relacién descrita en (2.18)

que, aplicando 7 veces, llegamos a la expresion equivalente para calcular M " :

M"=K-D"-K (2.19)

(2)
Podemos reformular entonces la cuestion problematica (;, en los términos siguientes

segun las propiedades (2.18) y (2.19):

(Como podemos determinar la matriz diagonal D y la matriz de cambio de base K

asociadas a M que satisfacen M =K -D-K~' y obtenerasi M"=K-D"-K™'?

Notemos que la respuesta a esta cuestion supone la elaboraciéon de una organizacion
matematica local entorno a la diagonalizacion de matrices. En esta organizacion,
quedan incluidos, entre otros elementos: el calculo del polinomio caracteristico asociado
a M, el célculo de valores y vectores propios, la construccion y justificacion de las

matrices D, Ky K.
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(2)
Relacionada con la cuestion @, relativa al estudio de la posible convergencia de

la sucesion M": , recordemos que han quedado planteadas, y pendientes de ser
neN
estudiadas, las cuestiones que han motivado y requerido la construccion de esta segunda
. . ) @) .
praxeologia matematica. Primero, vamos a estudiar Q,,; que ha surgido de la

.y , . @) .
construccion de OMyransicion para después pasar a completar el estudio de Q, ; relativa a

ey . . . . (2)
OM_ie. Fijémonos que estas cuestiones quedan incluidas en el estudio de O,

presentada al inicio de este apartado.
. El caso de las matrices de transicion:

Utilicemos las herramientas previamente descritas para acabar de estudiar el ejemplo

concreto introducido en la seccidn anterior:

Considerando el caso particular de la matriz de transicién:

M= 07 0.1
03 09
el polinomio caracteristico asociado a M es:

07-12 0.

A =
Pu=1 7037 09-2

‘=12—1.6~/'L+0.6

Los valores propios Ai que resultan de discutir las soluciones de pu(4) son 11=1y A2=0.6. Nos lleva

a plantear que,

imp' =tim| ¢ © |=[ 1O
n—oo n—soo 0 06" 0O 0

hecho que provocara que M (para n suficientemente “grandes”) esté formada por dos columnas

iguales correspondientes al vector propio asociado a A1. Tenemos asi que,

imm =kl 1 O |.g1=| 025 025
" 00 0.75 0.75
Si consideramos cualquier condicion inicial de la forma: m(0) = (a, b) cona>0y b >0, tenemos que la

distribucion en cualquier tiempo n suficientemente grande es, tiende a:

limm' ¢ = 025 0.25 a |_| 025 (a+b)
n—soo b 0.75 0.75 b 0.75
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Con este resultado probamos que la evolucion a largo plazo es independiente de las componentes a y

b de la distribucién inicial pero si dependiente del volumen total de la distribucién inicial V =a + b.

Vamos ahora a justificar los resultados que hemos observado al desarrollar nuestro
ejemplo concreto e indagar sobre otras propiedades generales de las matrices de

transicion y de las consecuencias para el estudio de la sucesion matricial {M ”} Y,

neN

consecuentemente, para la evolucion de {m(n)} _.

Centrémonos primero en estudiar el caso general de matrices de transicion de
orden 2 para, posteriormente, generalizar los resultados al caso de las matrices de

cualquier orden.

(2) . . . ey r
Q;,,: Consideramos el caso de M una matriz de transicion de orden 2, ;en qué casos
podemos asegurar que { M }  converge? En caso que sea convergente,
ne

(podemos predecir cudl sera este limite?

Sea M una matriz de transicion de orden 2,

p l—g
I-p ¢

M =

el polinomio caracteristico asociado a M es:

p,(A)= =2 -(p+q)-A+(p+qg-1)

o Q9

p—A 1-
l-p g-

Los valores propios A; que resultan de discutir las soluciones de p,, (1) son:

P OEN(P 9’ —4ptg-D) _(pr9)t((p+g)-2)
2 2

- A =1yA =p+g—1donde —1<p+qg—-1<1

Obtenemos asi que las matrices de transicion de orden 2 siempre tienen: un valor propio

A1=1 y un segundo valor propio A, tal que |/l2| <1. Esta propiedad nos permite

asegurar que,
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1 0 1 0
lim D" = lim N ES
n—oo n—»oo 0 (p+q—1) 0 0

y dado que los vectores propios asociados a casa valor propio A; y A, son:

podemos dar la expresion general de la matriz a la que tiende M " introducida en (2.19),
R B 10 1 -1 -1 1 l-q 1-¢
limM" = : —_— =
e p—1 -1 00 )2-(p+q) \ I=p q=1 | 2—(p+q) | 1-p 1-p

donde podemos observar que la suma de cada una de las columnas de M " es 1 y ademas

nos permite calcular m(n):

1 l-g 1- 1 1—
limM" -m(0)= ————- 1 71| @ ]:—. E (a+b)
o 2-(p+q) | 1=p 1=p b ) 2-(p+q) | 1-p
Si consideramos y redefinimos el caso particular o solucién particular de vector fijo:
. 1 I-q my
m =——: =
2-(p+tq) | 1-p ms
encontramos entonces la siguiente expresion equivalente:

e

n—eo €
m, m,

o omomy a | | m
IimM"-m(0)= . = . (a+Db)

. . . . (2)
(Podemos generalizar las propiedades obtenidas con el estudio de Q;,, en el caso de

considerar M matrices de transicion de orden d ?
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— Si consideramos M es una matriz de transicion de orden d, entonces ésta siempre

. . . . 14
tiene asociados un vector propio de valor propio ” A; =1, y el resto de valores

propios A; de M satisfacen que |/1,.| < 1. Observemos ademas que el vector propio

asociado al valor propio A;=1, corresponde al calculo del vector fijo o

distribucion estable: m®.

— Conociendo estas propiedades de los valores propios asociados a M, tenemos que:

1 0 0
impr=| ¢ 0 0 (2.20)
0 . e 0

- Si definimos me:(mf,mj,...,mj) como las componentes del vector propio

correspondiente al valor propio 1 o componentes del vector fijo m® de M, tal que

d
me =1, junto con (2.20), tenemos que:
i=1

ml e ml
limM" =limK-D"-K'=| "™ "™ 2.21)
e m

Con los resultados que acabamos de describir, podemos dar una respuesta a la cuestion

que habia quedado pendiente:

14 . . . . .
Notemos que esta propiedad se demuestra utilizando la propiedad de las matrices de transicion que
hemos introducido en R;z) : Dado que la suma de todos los elementos de cada una de las columnas

de la matriz de transicion M suman 1, entonces la suma de los elementos de cada una de las columnas
de la matriz (M — Id) es 0, por lo que, det(M - Id) = 0. Esto nos dice que el valor A; =1 siempre es
solucion del polinomio caracteristico de M, y, por tanto, valor propio de cualquier matriz de

transicion M.
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Q,;: (Toda trayectoria de {m(n)} , converge a este vector fijo m*? ;Cual es la

dependencia entre el vector fijo m°, la matriz de transicion M y la condicion

inicial m(0)?

q
(2)
R, ; : Dada cierta condicion inicial m(0)=| : de (2.22) tenemos que:
a,
mpooLom .
m; m; @ "
limM" -m(0)= 2 2o s = : (a,+..+a,) (2.22)
n—oo . *. .
e 4 "y
m, m,

propiedad que nos permite asegurar que, a la larga, la poblacion X siempre tiende a un

d
vector fijo o distribucion de equilibrio m°, que depende del volumen inicial V; = Zai ,

i=1
pero que es independiente de los componentes de la distribucion inicial (concreta) de los

elementos de m(0).
= FEl caso de las matrices de Leslie:

De nuevo, primero de todo, utilicemos las herramientas descritas al inicio de este

apartado para acabar de estudiar el ejemplo introducido en la seccion anterior, OM{ ejie:

Considerando el caso particular de la matriz de Leslie:

I = 1 15
05 O

con la que la expresidn matricial del modelo de Leslie quedaba expresado de la forma siguiente:

-1
X(nm) = xm o (115 )| =D
x,(n) 05 O x,(n—=1)
Para estudiar el comportamiento a largo plazo de la sucesién generada por los iterados de X(n), esto

es, para estudiar su comportamiento en el limite es necesario en primer lugar hallar las soluciones del

polinomio caracteristico, es decir, hallar los valores propios de L:

-1 15

L—A-1]=0
| =0=) 05

=0=2,=15;4,=-05
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Si calculamos los vectores propios asociados a cada uno de los valores propios de L,

Vv = l v = 1
n /3 )~ -1

nos lleva a poder dar la expresion a la que se aproxima la n — ésima potencia de L, L":

limL”zK-[(l'S)n OJ-K“=$(1.5)"( b ]

n—ree 0 0 1/3 1/3

Si consideramos como condicion inicial: X(0) = (a, b) con a=0y b >0, tenemos que la distribucién en
cualquier tiempo n suficientemente grande se aproxima a:

lim X(n)=1lim L' - X(0) = lim " ( Z ch-(l.S)" ( 1}3 }(a-ﬁ-b) conc=1/4
Donde probamos que la evolucién a largo plazo de la sucesién X(n) viene completamente determinada

por el hecho que hemos encontrado un valor propio A1=1.5 cuyo vector propio correspondiente (con

todas sus componentes positivas) “domina” el comportamiento al limite de X(n),

lim X(n) = c-(l.S)" V -(a+b)

n—oo

Esto nos indica que, de encontrarnos en este caso (una valor propio mayor que 1 con vector propio
con componentes positivas y otro valor propio menor que 1), ambos grupos de la poblacién crecen
siempre y ademas el comportamiento en el limite de cada componente de X(n) es directamente
proporcional a la n-ésima potencia del valor propio dominante multiplicada por la componente que le

corresponda del vector propio dominante y por el volumen total de la distribucién inicial a + b.

Vamos ahora a indagar sobre las posibles propiedades generales de las matrices de

Leslie y de sus consecuencias para el estudio de la sucesién matricial {L”} \A

neN

consecuentemente, para la evolucion de {X(n)} _ . Igual que en el caso de las matrices

de transicion, centrémonos primero en estudiar el caso general con matrices de Leslie
de orden 2 para, posteriormente, poder generalizar los resultados al caso de las matrices

de Leslie de orden d.

Q:;z : En el caso concreto de las matrices de Leslie (L) de orden 2, ;qué propiedades

podemos destacar de {£'} _? ;Qué forma tiene im{r'} ?

n—soo neN
(Podemos generalizar las propiedades y consecuencias en el caso de considerar

L deordend?
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En el caso de considerar L una matriz de Leslie de orden 2 y asi completar las

conclusiones del estudio desarrollado con nuestro ejemplo concreto, tenemos que:

FF
p 0

y sus valores propios se obtendran al hallar las raices del polinomio caracteristico:

F-2 F |
p=| T S - RA=Fp =0 (2.23)
1
que equivale a resolver la ecuacion g(4) = 1,
F F
q(A)= j + _/215 t=1 (2.24)

La representacion grafica de esta funcion g(A) para A >0,

104

Figura 13. Respresentacion de q (A) para F1=1, F2=2yp1=0.5

nos asegura que existe un unico valor de A, positivo, tal que g(4) = 1. Esto es, la matriz
de Leslie L, tiene un tnico valor propio A; para el cual g(4;) = 1. Ademas de que A, es

un valor propio simple, esto es, su grado de multiplicidad es 1. Si ahora calculamos el

vector propio asociado al valor propio A, resulta:

v, =[ L2 ] (2.25)
1
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cuyas coordenadas son positivas. Sobre el segundo valor propio A, lo que podemos

asegurar de la resolucion de la ecuacion planteada en (2.23) y en (2.24) es que,
A,|< 2, (2.26)

hecho que convierte al valor propio A,, y a su vector propio asociado v, , en el valor
1

propio dominante, lo que nos lleva a la conclusion que de estar trabajando con el

modelo definido a través de (2.6):
X(n)=L-X(n—-1)
0 a su expresion equivalente (2.7),
X(n)=L"-X(0)

Para n suficientemente grande y X(0) = (x1 0), x, (O)) tenemos que:

X(n)za-(/ll)n-( 1, % j-(xl(0)+x2(0)) (2.27)

En el caso de considerar L una matriz de Leslie de orden d, tenemos que:

K K Fy By

P o 0 0
L=| 0 P 0

0 0 P, 0

Fi -1 Fz Fd 1 d
P -A 0 0

pM= 0o P -~ 0 0 |=0 (2.28)
0 0 P, -2

Si desarrollamos este determinante obtenemos,
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2. Modelos discretos para el estudio de dinamica de poblaciones

A= FAT = Ep A = Fpp, A — .~ E,pip,.py =0 (2.29)

Para resolver esta ecuacion anterior, como hemos hecho en (2.23) y (2.24), es

conveniente introducir la ecuacion equivalente:

F,p, Enm+ F,pp,---p,

IE IE e

ﬂM=%+ =1 (2.30)

cuya representacion y propiedades nos indican que:

10 A

T T i
0 5 10 15
A

Figura 14. Representacion de q (1) paran=5
con Fi=F,p1=...=F5p1 p2p3 pa ps =1

. La funcion g(A) es mondtonamente decreciente y positiva para valores de 4> 0 ya

quesi: 0< A, <4, = ¢q(4,)<q(4),

= lim g(A) = +oo,

A—0"

= limg(W)=0.

Las propiedades de la funcion g(A) aseguran la existencia y unicidad de tnico valor de
A1 positivo, tal que g (A1) = 1. Esto es, la matriz de Leslie L de orden n, tiene un inico
valor propio A, para el cual g(A;) = 1. Ademas de que A, es un valor propio simple, esto
es, su grado de multiplicidad es 1. Si ahora calculamos el vector propio asociado al

valor propio A, resulta:
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P, PP Pi1PrP3---Py-i
v, = 1, -, s ceey _ 2.31
A /11 2{12 A{ld 1 ( )

cuyas componentes son todas positivas. En resumen, de las propiedades (2.28) a (2.31),

tenemos que:

(2)

R;,,,: Una matriz de Leslie L de, tiene un tUnico valor propio positivo Ai, que

obtenemos de solucionar las ecuacion presentada en (2.28) o sus expresiones

equivalente (2.29) y (2.30). Este valor propio A, es simple y tiene un vector

propio asociado v, (2.31) cuyas componentes son todas positivas.
R:Z).z(z): Si A es el tnico valor propio positivo de una matriz de Leslie L, para
cualquier otro valor propio (real o complejo) de L, tenemos que:
A< A, (2.32)

En este caso, A, sera el valor propio dominante de L.

Con los resultados que acabamos de obtener, podemos dar una respuesta a la cuestion

pendiente:

2) . . . . .
0,,: (Essiempre posible encontrar una constante ¢ y un instante de tiempo 7, a partir

de la cual la trayectoria de la sucesion vectorial {X(n)} . satisface la relacion

2.8), {X(n+ D) =c-X(n),n>n,}?

Asi, en caso que la matriz L tenga un valor propio dominante, entonces esto nos lleva a

la conclusion que, de estar trabajando con el modelo definido a través de (2.6),
X(n)=L-X(n—-1)

0 su expresion equivalente (2.7),

X(n)=L"- X(0)

Para n suficientemente grande tenemos y partiendo de cierta distribucion inicial X(0),
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. P, DD PiP2D; Py
X(my=a-(4) | 1, =+ —/1122, vy EESITAEL 2/13_1 = Ve
1 1

(2.33)

d
con aeRyV, = in(O)
i=0
que nos permite asegurar que, para n suficientemente grande, cada vector distribucion

de la sucesion vectorial {X(n)} . tiende a un multiplo escalar de la distribucion
inmediatamente anterior, {X (n+)=c-X(n),ce ]R} siendo esta constante ¢ igual al

valor propio positivo dominante A; de la matriz de Leslie L.

2.2.4. Sintesis del posible recorrido matematico a través de modelos discretos d —

dimensionales

Antes de pasar a presentar el estudio continuo de la dindmica de poblaciones y

abandonar el mundo de modelos discretos que hemos desarrollado hasta aqui, vamos a

sintetizar el trabajo desarrollado en este apartado sobre la cuestion Q(;Z). El estudio de

esta cuestion que nos ha conducido a trabajar con modelos discretos basados en
ecuaciones recurrentes de orden d>1 ha completado el estudio de la dinamica de
poblaciones a través de modelos discretos que hemos iniciado en el anterior apartado.
Con el siguiente esquema queremos distinguir las tres unidades principales cuyos

elementos quedaran resumidos en las tablas que mostraremos a continuacion.

Qo

oM oM
Leslie transicion
OM ("}
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(0. k) (0 k1) (om

OM @ @ ) @)
H'y0" - (Q1(22)’ R<2>) H,yQ, - (QM,RM) transicién

Leslie 12

) (2)
Ql 3 Q2‘3

(2)

2) (2)
Q3,1 - R3.1(1)’R3.1(2)

(2)

2) (2) (2) 2)
Q3 - (Q3.2.1 ’R3.2.1) - (QZ,S ’R2.3 )
2)
0,
2) (2) (2) 2)
(Q3.2.2 ’R3‘2.2) - (Ql.3 ’R1.3 )

OM {u}

neN
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UNIDAD 4(a) - OM Leslie

Objetivos de la unidad

Presentacion de cuestiones relativas a la dindmica de poblaciones X donde se toman en
consideracion caracteristicas particulares de los individuos de la poblacion: edad, tasa de

reproduccion y de supervivencia.

Se introduce una agrupacion por edades en “grupos” o “clases” que tienen asignadas
diferentes tasas de fertilidad y de supervivencia que consideraremos homogéneas en un
mismo grupo-clase.

oz oz o 2) oz o ° oz
Reformulacién de la cuestion generatriz ), en (), sobre la evolucion de la distribucion

de X bajo las hipdtesis formuladas en Hlm .
Construccion del modelo matricial (M egiie) con L matrices de Leslie.
Simulacién numérica de la trayectoria generada por la sucesion { X(n)}neN definida a partir

del modelo matricial M egjie.

Formulacion de nuevas cuestiones relativas a la trayectoria generada por la sucesion

{X(n)}nel\! (Ql(i) , Q:ZZ) y Q1<23> ) y de las respuestas provisionales Rl(_zl) y Rl(zz) .

Herramientas

Operaciones basicas con matrices.

Construccion e interpretacion de modelos matriciales. Ecuaciones y relaciones recurrentes

matriciales.
Construccion de las matrices de Leslie y estudio de sus propiedades.

Utilizacién de herramientas informaticas para la simulacién numérica de los iterados de la
sucesion {X(n)}, _ -

7

DESCRIPCION DE RM A PRIORI

Formulacion Hiy Q

H (12) : Sea X una poblacion distribuida en d clases de edad que satisface las siguientes
propiedades:

- Los individuos de X no se mantienen en una misma clase en tiempos consecutivos,
cada uno cambia a su correspondiente clase de edad posterior, esto es, el grupo de
individuos que en el instante n estd en la clase i y sobreviven, en instante » + 1

estaran en la clase i +1.

- La transicion entre dos clases de orden consecutivo estdn afectadas por su
correspondiente probabilidad de transicion que denotaremos por P;, probabilidad de
supervivencia de los individuos de la clase i a la clase i +1 entre los tiempos 7 y

n+1.

- Denotamos por F; el total de descendientes que, en promedio, tiene una hembra de

la clase i entre los tiempos ny n + 1.
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DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Q i

(2) . ~ .y ’ .
Q, : Si suponemos que conocemos el tamafio de una poblacion X, con las caracteristicas

introducidas en las hipotesis previamente formuladas, en algunos periodos de tiempo:

2)
0, : (Cémo podemos describir la evolucion del tamafio de los diferentes grupos o

clases de edad de los que se compone X?

(2) . . . ’ . r . .
0, , : (Sera siempre posible predecir qué ocurrira después de un determinado periodo

de tiempo? (Y lo que ocurrird a largo plazo?

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo matricial basado en matrices de Leslie (M pesie):

Bajo las hipotesis formuladas previamente, podemos describir el tamafio de la poblacién que

corresponde a la primera clase de edad en tiempo 7 de la forma siguiente:
x(n)=F-x(n-D)+F,-x,(n—1)+..+F,-x,(n—1) con F, 20
Por otro lado, el nimero de hembras en la clase de orden i +1 con i =1, ..., d-1 en el

instante » es igual al nimero de hembras de la clase de orden i en tiempo # - 1 afectado por

la probabilidad de supervivencia de su clase que hemos definido por P; con 0 < P; <1:

X, (n)=P -x(n—1)conl<i<d-1

Las expresiones anteriores pueden sintetizarse en la siguiente expresion matricial:

x,(n) F F - F_, F x(n—=1)
x,(n) FE 0 --- 0 O x,(n—1)
: = 0 P~ --- O 0 :
X, (n) X, (n=1)
x,(n) o o0 - P, O x,(n—1)

que equivale a considerar la ecuaciéon matricial con L la denominada matriz de Leslie,

X(n)=L-X(n—-1)

Si suponemos ademas que L se mantiene invariante con el paso del tiempo, podemos aplicar

esta relacion n veces obteniendo asi la expresion equivalente,

X(n)=L" - X(0)

donde X(0) es el vector de la distribucion inicial de los individuos en clases de edad. De esta
forma, si conocemos el vector X(0) y la matriz de Leslie (L) correspondiente a cierta
poblaciéon X, podemos predecir la evolucién de la distribucion de X en sus correspondientes

clases de edad. Esto es, predecir la evolucion de la sucesion generada por:

{X (n)}nEN con el paso del tiempo .

. .7 Jon . . . 2) 2)
La simulacién numérica nos permite dar la respuesta provisional R, a Q,, que resume

las posibles conjeturas sobre el comportamiento a largo plazo de { X (n)}nEN .
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DESCRIPCION DEL RM A PRIORI

Nuevas cuestiones a estudiar

(2)
Q,, : (Es siempre posible encontrar una constante ¢ y un instante de tiempo 7, a partir

de la cual la trayectoria de la sucesién vectorial {X(n)} . satisface la relacién

{X(n+)=c X(n),n>n}?

. . 2) . oy eqe .
Algunas de las propiedades descritas por R,,, junto con la posibilidad de simular
numéricamente los iterados de la sucesion estudiada, nos proporciona un primer medio para

aproximar c'y n.. Pero para calcular analiticamente el valor de ¢ sera necesario resolver:
L-X(n)=c-X(n)
que equivale a tratar el problema de determinar el valor propio ¢ asociado a la matriz de

Leslie L y su correspondiente vector propio X(n). Se requiere asi la construcciéon de una

segunda organizacion centrada en el estudio de la potencia n - ésima de L.
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UNIDAD 4(b) - OM transicion

Objetivos de la unidad

Presentacion de una poblacion X (notemos que no nos restringiremos al caso del estudio de la
dindmica de poblaciones animales, incluimos aqui el estudio de la evoluciéon de fenémenos

geologicos, genéticos, econdomicos, etc.) con generaciones separadas y dividida en grupos o clases.

Presentacion de la reformulacion de la cuestion generatriz en Q;Z) en torno al estudio de la
evolucion de la distribucion de X bajo las hipdtesis formuladas en Hzm .

Construccion de modelos matriciales para el estudio de dicha evolucion con M matrices de
transicion (M, .. )

Simulaciéon numérica de la trayectoria generada por la sucesion {m(n)}nel\] definida a partir del

modelo matricial M.

transicién *

Formulacion de las nuevas cuestiones relativas a la trayectoria seguida por {m(n)} _. (Q(;)l y
)

Q242)'

Transformacion de la problematica en torno al estudio de la dindmica de X a largo plazo a la

problematica del calculo de la potencia n-ésima de M, M ".

Herramientas

Operaciones bésicas con matrices, expresion matricial de sistemas de ecuaciones lineales y su

resolucion.

Construccion e interpretacion de modelos matriciales. Ecuaciones matriciales y relaciones

recurrentes matriciales.
Construccion de las matrices de transicion y estudio de sus propiedades.

Utilizacion de herramientas informaticas para la simulacion numérica de los iterados de {m(n)}, _ -
ne

1

DESCRIPCION DEL RM

Formulacion Hiy Qi

Hzm : Sea X una poblacion que esta dividida en d grupos o clases cuyos tamafios respectivos en el
periodo de tiempo n son: m,(n),...,m,(n). Suponemos ademds que conocemos una
distribucion inicial de la poblacion m(0) = (m,(0), ...,m,(0)) ¥ que tenemos la informacion
referente al porcentaje de transicion (o de traspaso) de los individuos de X de un grupo a otro
grupo entre dos periodos consecutivos.

) . . = oz G0 . .
Q, : Sisuponemos conocido el tamafio de una poblacion X, con las caracteristicas introducidas en

las hipotesis por Hzm : ({Como podemos describir la evolucién del tamafio de los diferentes

grupos de los que se compone X ? ;Serd siempre posible predecir qué ocurrird después de un

determinado periodo de tiempo? ;Y lo que ocurrira a largo plazo?
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DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo matricial basado en matrices de transicion ( M,

transicién )

Podemos describir la evolucién de X en periodos consecutivos (de f=n a t=n + 1) con la siguiente

relacion matricial:

mn)=M -m(n—1)

Si suponemos ademés que los porcentajes de transicion se mantiene constantes con el paso del

tiempo n, entonces la relacion descrita equivale a:

m(n)=M"-m(0) paran>0

(2) . . ., . N an o _o o 2
0Q,,: Dada una matriz de transicion M de orden d y una distribucion inicial m (0), (Coémo
podemos calcular y qué caracteristicas podemos destacar de la trayectoria de la sucesion

vectorial {m(n definida por la ecuacion matricial: m(n)=M -m(n—1)=M" -m(0) ?
( ) neN

Medio experimental utilizado: Técnica de simulacién numérica de la sucesion {m(n)} _ :

neN

R(;)l . Sea M una matriz de transicion y m(0) la distribucion inicial de la poblacion, la trayectoria

de la sucesion {m(n)}nel\] parece siempre tender a un vector fijo o distribucion estable o de

equilibrio que denotaremos por m’. Esta m® parece no depender de las componentes de la

E distribucion inicial concreta de la poblacion X sino del volumen total de esta distribucion

Q

(&)

8 inicial, esto es, de la suma de todos los componentes del vector m(0).

5

< )

}% 0,,: (Como podemos demostrar la existencia de vectores fijos m” hacia los cuales parece tender

S

= toda  trayectoria  de {m@n)} . generada por la  ecuacion  matricial

ne
m(n)=M -m(n—1)= M" -m(0) con M una matriz de transicion? En caso que existan,
;,como podemos calcular a priori m®?
(2) .
R,,: Dado que la suma de todos los elementos de cada una de las columnas de la matriz de

transicion M suman 1, nos permite asegurar que la suma de los elementos de cada una de
las columnas de la matriz (M — 1) es 0, por lo que, det (M — 1;) = 0.
Podemos afirmar entonces que el sistema matricial que define M, ...~ siempre se trata de
un sistema compatible indeterminado con familia infinita de soluciones.

(%}

(0]

S @) 5 5 e 3

3 0, (Toda trayectoria de {m(n)}nel\] converge a su vector fijo m“? ;Cual es la dependencia entre

=)

o

8 el vector fijo m®, la matriz de transicion M y la condicion inicial m(0)?

S

=
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UNIDAD 5 - OM "]

neN

El objetivo de esta unidad es el estudio de las propiedades y la posible convergencia de la

sucesion {M"} .
neN

e
S
s |- Se introducira la expresion general para el calculo de la potencia n—ésima de M, M ", en el
% caso de las matrices diagonalizables.
i)
[72] oo 2 o ° o 0 . . o
© | Se utilizardn las herramientas introducidas en esta unidad sobre la diagonalizacion de
=
2 matrices y la expresion general de M " al caso concreto de: 1) las matrices de transicion 'y 2
o) y y
(@)
. @) @) .
las matrices de Leslie. Para asi resolver las cuestiones: Q,, y @,; que han requerido la
construccion de esta unidad.
= Calculo de potencias de matrices y propiedades del calculo de la potencia de matrices
(7]
@ e
= diagonales.
Q2
@ | = Técnica de diagonalizacion de una matriz M: polinomio caracteristico asociado a M, calculo
—
[ . . .y . . 0
T de sus valores y vectores propios, determinacion de la matriz diagonal D y la matriz de

cambio de base K que satisfacen M=K - D - K ™.

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Qi

(2) . .. .
Q, : Dada una matriz cuadrada M de orden d, nuestro objetivo es ahora el de estudiar la

sucesion generadas por las potencias n-€simas de M. Mas en concreto:

) , , . o z .
0, : (Cual es y como podemos determinar la expresion general de los términos de la

sucesion { M" }nEN ?

2
Q3(2) : (Qué propiedades podemos destacar de { M”} ? (Como podemos describir
- neN

lim{ M"} . ? (Hay alglin caso en el que podamos asegurar que { M”} . converge?

n—oo ne ne

En caso que sea convergente, ;podemos predecir cudl sera este limite?

Construccion del modelo matematico

(2)

R, : Si D es una matriz diagonal, entonces D " sigue siendo una matriz diagonal que se

obtiene al elevar a la potencia n-ésima los elementos de la diagonal principal de D.

(2)

R ,,,: Si M es una matriz diagonalizable entonces se pueden encontrar las matrices D y K

que satisfacen la siguiente relacion:
M=K-D-K', equivalentea, D=K'-M -K

donde D es una matriz diagonal que contiene los valores propios (A;) asociados a My
K la matriz de cambio de base que contiene los vectores propios (v;) asociados a cada

)b[ de M.
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DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

De esta forma, el problema del célculo de la potencia n-ésima de M nos lleva al problema de
encontrar las matrices D y K que satisfacen la relacion M = K-D-K™' que aplicandola n veces,

llegamos a la expresion equivalente para calcular M ":

M"=K-D"-K )

Trabajo técnico con M ;

El caso de las matrices de transicion (OM,ansicion):

(2) . . .y r
Q3.2.1 :  Consideramos el caso de M una matriz de transicion de orden 2, jen qué casos

podemos asegurar que { M”} converge? En caso que sea convergente, ;podemos
N

ne
predecir cudl sera este limite?
(Podemos generalizar las propiedades al caso de considerar M matrices de

transicion de orden d ?
Con las respuestas obtenidas podemos finalmente responder a la cuestion que habia quedado
. @)
pendiente Q, ; :

(2)

R, ; : Dada cierta condicion inicial m(0) = (ay, ..., a,) tenemos que:
e e
m, .y ¢
% i
me “es m;
e n _ % . _ .
’lgnM -m(0) = S ) = : “(a, +...+ay)
(ld m;
e e
my m

propiedad que nos permite asegurar que, para n suficientemente grande, la poblacion X
siempre tiende a un vector fijo o distribucion de equilibrio m®, que depende del volumen

inicial, pero que es independiente de la distribucion inicial (concreta) de los elementos de X,

m(0) = (ay, ..., a).

El caso de las matrices de Leslie(OM| q;c):

(2)
Q3.2.2: En el caso concreto de las matrices de Leslie (L) de orden 2, ;qué propiedades

podemos destacar de { L”} . ? (Qué forma tiene lim{ L”} ? (Podemos generalizar
ne n—o0 neN

las propiedades y consecuencias en el caso de considerar L de orden d ?

En el caso de considerar L una matriz de Leslie de orden d, encontramos que los valores

propios se obtendran de resolver la siguiente ecuacion:
21— Eld_l - 2171)~‘1_2 - F3p]p2/ptd_3 —.—FEpp,..p, ;=0 o)

que resulta equivalente a la ecuacion:

q(l)zI‘+ if‘+ 3§;p2+...+ "p‘p;d a1 - 2
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DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Trabajo técnico con M ;

Del estudio de las propiedades de la funcion (A1) aseguran la existencia y unicidad de unico
valor de A, positivo, tal que g(4;) = 1. Ademas de que A, es un valor propio simple, esto es, su

grado de multiplicidad es 1. Y si calculamos el vector propio asociado a A,

D PP P1PyP5-Pay 3)
v, =| 1, =, ==, .., =4
A /»Ll 2’12 Ala’ 1

(2)
R3.2.2(1) : Una matriz de Leslie L de, tiene un tnico valor propio positivo 4;, que obtenemos

de solucionar las ecuacion presentada en (1) o (2). Este valor propio A, es simple y tiene un

vector propio asociado Vi, (3) cuyas componentes son todas positivas.

(2)
R3'2.2(2) : Si 4 es el unico valor propio positivo de una matriz de Leslie L, para cualquier otro

valor propio (real o complejo) de L, tenemos que: |ll.| < A, . En este caso, 4, se denomina el

valor propio dominante de L.

Con las respuestas obtenidas podemos finalmente responder a la cuestion que habia quedado
. @)

pendiente Q, , :

(2) . . .
R, ; : En caso que la matriz L tenga un valor propio dominante, entonces esto nos lleva a la

conclusion que para n suficientemente grande y cierta distribucion inicial X(0), tenemos:

P Db B P\P2Ps3---Pa
AL AT T A

Xmy=a-(4,)| 1 Vi

d
con aeRyV,, = le.(O)
i=0

Nos permite asegurar que, para n suficientemente grande, cada vector distribucion de la

sucesion vectorial { X(n)} . tiende a un multiplo escalar de la distribuciéon inmediatamente

anterior, siendo esta constante ¢ igual al valor propio positivo dominante A, de la matriz de

Leslie L.
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3. MODELOS CONTINUOS PARA EL ESTUDIO DE LA DINAMICA DE
POBLACIONES

3.1. Poblaciones simples homogéneas: del crecimiento exponencial al

crecimiento logistico

Hasta ahora hemos desarrollado el estudio de una primera gran familia de modelos, los
modelos discretos para el estudio de la dinamica de poblaciones que han aparecido de
considerar en tiempo como una magnitud discreta. En primer lugar hemos considerado
modelos basados en poblaciones con generaciones separadas y no estructuradas en
grupo lo que ha dado origen a sucesiones recurrentes de primer orden. A continuacion
hemos estudiado poblaciones con generaciones separadas pero estructuradas en grupos
apareciendo los modelos basados en sucesiones recurrentes vectoriales y el algebra

lineal.

Aqui nos vamos a centrar en desarrollar el estudio de Oy cuando consideramos
que el tiempo es una magnitud continua. Pasaremos entonces al estudio de otra segunda
gran familia de modelos, los modelos continuos para el estudio de la dindmica de
poblaciones que, con una estructura en cierto sentido paralela a la que se ha
desarrollado hasta ahora, nos va a llevar a la consideracion de modelos matematicos

basados en ecuaciones diferenciales de orden 1 o superior.

Denotamos por x(¢) el tamano de la poblacion X en el instante de tiempo ¢

(t e R). La evolucion o dindmica de esta poblacion quedara caracterizada por el estudio

de la funcidon x(¢) de variable real ¢. Situados en el mundo continuo, para describir el

crecimiento o decrecimiento del tamafio de X en el instante ¢, utilizaremos la variacion
del tamaifio de X en el instante ¢ definida mediante la derivada:

dx
x'(t)y=— (3.1)
dt
que nos permite definir la razon o tasa instantanea de variacion por individuo de la

forma siguiente,

r(t) 0

(3.2)
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que llamaremos velocidad relativa de variacion® de x(&).

Sera sobre esta velocidad relativa de variacion sobre la que iremos formulando las
diversas hipotesis que guiardn la construccion de los sucesivos modelos matematicos,
para ir respondiendo a las cuestiones que se irdn derivando de O, a lo largo del proceso

de estudio.

3.1.1. Del modelo maltusiano al modelo logistico: reformulacion continua de dos

modelos de poblaciones con generaciones separadas

Empecemos asumiendo algunas de las hipotesis mas sencillas que podemos considerar
sobre la poblacion X: (1) Todos los individuos de X son iguales (especialmente en los
que hace referencia a la natalidad y a la supervivencia), (2) Los recursos disponibles son
ilimitados y (3) X es una poblacion cerrada, en el sentido que no incluimos factores de
inmigracién o emigracion que afecten a la evolucion de x (f). Vamos a formular ahora

las hipodtesis referentes al crecimiento de X que guiardn la construccién del primer

modelo frente al estudio de Q(lz) :

H (13) : Suponemos que la velocidad relativa de variacion 7 (f) se mantiene constante con
el paso del tiempo: r(t)=r, r e R, donde  se define como la diferencia entre la

tasa de natalidad » de X'y la tasa de mortalidad m. Asi: r =n —m.

Q,’: (Cual es la dindmica de una poblacién X con r(r)=r, r € R ? ;Qué propiedades

tiene la evolucion de x(7) a corto y a largo plazo? ;Qué factores determinan de

forma mas decisiva la evolucion de x(z)?

. .y . 3 .
La situacion descrita por H,” supone considerar:

!> Notemos que la velocidad relativa de variacion, r(f), definida en los modelos continuos “equivale” a
la que, en los modelos discretos, hemos introducido como la tasa relativa de variacion de una poblacion
X entre dos generaciones consecutivas y que hemos denotado por 7,. En la realizacion efectiva de los
REI, este hecho va a ser muy importante para mostrar el paralelismo entre ambos “mundos” ya que la
construccion de los modelos continuos se derivard del estudio anterior de Q, y, en particular, de la

reformulacion de las hipdtesis sobre las propiedades de las tasas relativas de variacion de X.
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Yo _
0 r (3.3)
que equivale a,
x'(t)=r-x(1). (3.4)

., ., . . , 1 .
La ecuaciéon (3.4) es una ecuaciéon diferencial auténoma'® de primer orden, cuya

solucion queda definida por:
x(t)=C-e" (3.5)

si conocemos el tamafio inicial de la poblacion x(0) = x,, éste nos permite determinar

el valor de la constante C en la funcion solucion x(z),

x(t)=x,-€" (3.6)

1 . . (3)
Este primer modelo se conoce como el modelo maltusiano continuo (M, ) donde el

parametro = n — m se define como el coeficiente intrinseco de reproduccion de X.

La solucion hallada, que corresponde a un crecimiento exponencial de X,

. . (3) (3)
proporciona una primera respuesta R, a Q, :

3)
R, : Debemos diferenciar tres posibles casos (ver Figura 15) segun el valor del

parametro 7 :

= Si r > 0, que equivale al caso n>m, entonces la poblacién crece
indefinidamente: lim x(¢) =+ oo,
t—e0
= Sir <0, que equivale al caso n <m, entonces la poblacion tiende a la
extincion: limx(z)=0,
t—e0
= Sir=0,el caso en que n = m, entonces la poblacion X se mantiene constante

e igual al valor inicial xo: x(¢)=x,, Vi e R.

' La ecuacion x'(r)= f(x(2)) se llama ecuacion diferencial auténoma si f no mantiene ninguna

dependencia explicita respecto a la variable z.
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Caso1:r>0

,_<" Caso2:r=0

o~ Caso3:r<0

Figura 15. Soluciones de x'(f) = r.x(t) segun el valor del parametro r

. 3 . . . .
Este primer modelo M,  presenta diversas limitaciones entre las cuales se destaca el

poco realismo de considerar r (f) constante, hecho que presupone la existencia de

recursos infinitos. Con el objetivo de superar esta limitaciéon, conocida como la

. . (3) . . r . (3) r .
paradoja maltusiana (Q,, ), proponemos modificar la hipotesis H, en los términos

siguientes:

H ;) : Suponiendo la existencia limitada de recursos y de espacio, denotamos por K la

constante que describe la capacidad maxima del habitat. Suponemos ademas que
la velocidad relativa de variacion de X, r (¢), decrece en funcion del tamano de X,
x (¢). En concreto, vamos a suponer que r (f) decrece linealmente en funcion de

x (¢) y que x (¢) no puede sobrepasar a K.

3) , . ., R .
0, : (Cudl es la dindmica de una poblacion X con r (¢) una funcion lineal decreciente

dependiente de x (¢)? ;Qué propiedades tiene la evolucion de x(¢) a corto y a largo

plazo? ;Qué factores determinan de forma mas decisiva a x(¢)?

Esta suposicion da lugar a la siguiente relacion:

&:r.(l_@) (3.7)
x(1) K
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donde » y K son constantes positivas que representan respectivamente la tasa o

coeficiente intrinseco de reproduccion de X'y la capacidad méxima del hébitat"’.

La relacion descrita en (3.7) da lugar a la ecuacion diferencial autonoma:

x(1) x*(1)
) — (3.8)

x')=r-x@t)|1-—=|=r-x(t)—r
K
Ahora el crecimiento instantdneo de x(f) es una funcién cuadratica donde el término

r-x(t) representa al crecimiento exponencial (modelo maltusiano) “amortiguado” por

2
X

el término —r-—.
K

., 3 .
La resolucion de (3.8) nos conduce a un segundo modelo M, conocido como

modelo logistico continuo o de modelo de Pearl-Verhulst,

=r. (3.9)

Podremos resolver esta ecuacion diferencial, después de descomponer en suma de

fracciones simples el cociente planteado en (3.9):

—_—=—t—. 3.10
( X ) x K-—x ( )
xl1==
K
Asi, utilizando (3.10), podemos descomponer (3.9) como:
(l+ ! )dx:rdt. (3.11)
x K-x

E integrando a ambos lados (3.10):

h{LJ—ln(ﬂ) —rt (3.12)
x(0) K - x(0)

7 Vemos en efecto que r(t)=r-(1—x(t)/ K) decrece linealmente con x (f) y que r (f)=0 cuando

x(@) =K
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De donde obtenemos la forma explicita de la funcion x(#) solucion de (3.8):

K - x(0)
_ , 1
OO (K)o G139

Ahora que tenemos la funcién solucidn x(7), nos proponemos seguir respondiendo a 0»:
(Qué propiedades tiene la evolucion de x(¢) a corto y a largo plazo? ;Qué factores

determinan de forma mas decisiva a x(¢)?

. Si calculamos el comportamiento en los limites de la funcion x(7) (3.13) para

t €[0,+ o) resulta que, de forma coherente con la hipdtesis Ha:

limx(#)=x(0) y lim x(#)=K (3.14)
t—0" t—>+oo
. Para realizar el estudio de variaciones de x(f) vamos a utilizar la relacion descrita

por la ecuacion diferencial (3.8). Esta relacion nos muestra que la funcion x’(¢) es
una funcion parabdlica concava, respecto de x(¢), con interseccion en los puntos

(0,0) y (K, 0), cuyo vértice esta situado en el punto:

K rK
(E’?j (3.15)

. La representacion grafica de x(¢) (Figura 16)

nos indica que:

1. Si x(t) €(0,K), entonces x'(t)>0,

2. Si x(t)> K entonces x'(t)<O0.

Propiedad que nos indica que x(f) es creciente

mientras no supere la capacidad maxima del 2 0 M W0 W e

habitat K, momento en el que pasa a ser 200

decreciente. Figura 16. Representacién de x(f) con r= 3y K = 1000

] A partir de la expresion de x'(¢) (3.8) podemos hallar la relacion entre x"(¢) y

x(1):
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2r

x"t)y=r-x'-—-x-x' 3.16
(t) < (3.16)
donde, utilizando la expresion (3.8), se desprende que
X 2rx
x"O=r*-x-|1-=||1-== 3.17
w=rx 12 (1-2] 6.17)
de la que se deduce:

. K
3. Six(t)e 0,—2 ju(K,+oo),entonces x"(t)>0,
r

) K
4. S1 x(t) e 2—,K) entonces x"(z)<O0.
r

. . : K
Estas propiedades nos indica que para el valor de la funcion x(¢) = 5 x(¢) pasa de ser
r

una funcidn convexa a concava. La recta y = 5, contiene todos los puntos de inflexion
r

de las funciones descritas en (3.13).

En la Figura 17 encontramos el diagrama de fases de la ecuacion diferencial (3.8)
que indica la forma de la familia de funciones soluciéon descrita por (3.13) cuyas

propiedades acabamos de sintetizar:
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Figura 17. Diagrama de fases de la ecuacion (3.8) donde estan representados los vectores
(t, X (1)) tangentes a las trayectorias de las funciones solucion x(f).
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A partir de aqui vamos a indicar, aunque sin desarrollar, la introduccion de algunas
nuevas hipdtesis sobre el crecimiento de poblaciones que podria ayudar a seguir con el
estudio de la cuestion generatriz Jy y con necesaria construccion de nuevos modelos
matematicos dentro del mundo continuo que permitirian superar posibles limitaciones

de los modelos considerados hasta el momento:

. Hay muchas poblaciones que sufren de extracciones, ya sean constantes o
variables. Por ejemplo, poblaciones de marinas con una tasa constante de pesca
diaria, mensual, etc., o por arrastre que dependen siempre del tamafio de la
poblacion. Afadir estas hipdtesis a nuestro sistema conduce a la construccion y

estudio de modelos del tipo:

1.  Si suponemos que hay una extraccion instantanea constante (h) de

poblacion, nos llevaria a una ecuacion diferencial del tipo:
t
x'(t)zr-x(t)-(l—%]—h (3.18)

2. Sisuponemos un extraccion proporcional a x(¢), A(x) = cx(¢), resulta:

x'(t)zr-x(t)-(l—%)—c-x(t) (3.19)

. En muchas poblaciones encontramos que cuando el tamafo de la poblacion es
muy pequefio, entonces es mas dificil que la especie procree. Ademas, se pueden
afiadir mas restricciones del tipo que los individuos de la poblacioén requieran de
un tiempo hasta llegar a su madurez reproductiva. Queremos decir con ello, que
son casos en los que la que 7(f) varia a un ritmo mucho mas pequefio dependiendo
del tamafo de la poblacion o de las edades de sus individuos (efecto Allee). Estas
restricciones del sistema no estdn contempladas en el modelo logistico M, que
supone que r(f) decrece linecalmente para cualquier x(f) y sin contemplar
caracteristicas individuales de X. La inclusion de estas hipotesis, y consecuente
completacion de las anteriores, nos llevarian al estudio de modelos del tipo:

X ((tt)) = g(x(t)) con g(x(¢))una funcién decreciente. (3.20
X
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UNIDAD 6 - OM maltusiana continua

Introduccién de la notacion adecuada para describir el tiempo y el tamafio de la poblacion X.

Introduccion de la derivada como tasa instantanea de variacion del tamafio de .X.

T | = Busqueda de paralelismos con el “mundo discreto” para que sirva de referencia para facilitar
= la formulacion de hipdtesis sobre X y sobre su crecimiento. Aparecera aqui la dificultad de
®© . . . . L .

‘@ relacionar la que hemos introducido como tasa relativa de variacion (7, — Ver OM maltusiana

o

§ discreta) con la magnitud continua: r(¢) = x'(¢) / x(z).

3,

e}

O | = Formulacion de la primera hipotesis H Im , construccion del modelo maltusiano continuo
M :3) , estudio general del modelo considerado, formalizaciéon de la primera respuesta
provisional R]m y formulacion de las limitaciones que presenta la OM maltusiana continua.

= Resolucién de ecuaciones diferenciales autonoma de primer orden

(7]

(3]

*q&)' a(t)-x'(t)+b(t) -x(t)=0

E - y .

S | y su técnica de resolucion por variables separadas.

()

T

Representacion de la familia elemental de funciones exponenciales.

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Q

H lm : Suponemos que la velocidad relativa de variacion 7 (f) se mantiene constante con el paso
del tiempo: r(¢)=r, r e R. Donde r se define como la diferencia entre la tasa de
natalidad n de X'y la tasa de mortalidad m. Asi: r =n — m.

(3)

Q, : (Cudl es la dinamica de una poblacion con r(z)=r, r € R ? {Qué propiedades tiene la

evolucion de x(7) a corto y a largo plazo? ;Qué factores determinan de forma mas

decisiva esta evolucion?

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo maltusiano continuo ( M :3) ):

. ., . 3) .
La situacion descrita por H,  supone considerar:

x'(t)
—=r
x(t)

que equivale a considerar x'(+) =r- x(¢), cuya solucion por la técnica de variables separadas

nos lleva a:
x(t)=C-€" con CeR
si conocemos x(0) = xo nos permite determinar el valor de la constante C,
x(t)=x,-€"

Este primer modelo se conoce como el modelo maltusiano continuo donde el parametro

r=n —m se define como el coeficiente intrinseco de reproduccion de X.
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Trabajo técnico con M;

Medio experimental utilizado: Representacion de la familia elemental de funciones

exponenciales y transformaciones de éstas segun el valor de los pardmetros 7 y x,.

3)

Respuesta R, : Se distinguen los siguientes casos segun el valor del pardmetro 7:

* Sir> 0, entonces la poblacion crece indefinidamente: Jimx(¢) =+ oo,

t—e0

* Sir<0, lapoblacion tiende a la extincion: limx(z)=0,

1—o0

= Sir=0, entonces la poblaciéon X se mantiene constante igual a x,.

Nuevas cuestiones a estudiar

Limitacion principal de M lm :

El caso >0, supone la existencia de recursos infinitos, hecho que se conoce como la

paradoja maltusiana y a la formulacion de la cuestion problematica no abordable con M;:

3) , o _ o 0 . . . .
0, , : ;Como podemos superar la limitacion que formula la paradoja maltusiana e introducir

la limitacion de no disponer de recursos infinitos?
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UNIDAD 7 - OM logistica continua

Reformulacion de la hipotesis H lm en H;) con el objetivo de superar la paradoja maltusiana

3) . . .y
formulada con Q, | como limitacion de OMpaitusiana continua-

e
S
= oz 5 , - . 3 . .,
S | Construccion, estudio del modelo logistico continuo M, y formalizacion de la segunda
©
() o . (3)
° respuesta provisional R, .
n
g
@ | = Resolucion de la ecuacion diferencial logistica y estudio de las caracteristicas de sus
o)
o funciones solucion en base a la ecuacién diferencial que la define.
oz . . . . 3) . .
* Deteccion de posibles limitaciones M, y propuestas de posibles extensiones.
= Resolucion de ecuaciones diferenciales autonoma de primer orden
1 pa—
8 a()-x'(t)+b@)-x@)=0
3
‘= | y su técnica de resolucion por variables separadas.
@©
—
— . . 7 . o 13 r.:
£ | = Estudio global de funciones y su representacion a partir de su expresion implicita.

Diagrama de fases de una ecuacion diferencial autonoma.

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Q

3)
2

H Suponiendo la existencia limitada de recursos y de espacio, denotamos por K la

constante que nos describe la capacidad maxima del habitat (K > 0). Suponemos ademas
que la velocidad relativa de variacion de X, 7(¢), decrece en funcion del tamafo de X, x(?).
En concreto, vamos a suponer que 7(¢) decrece linealmente en funcion de x(7) y que no

x(¢) puede sobrepasar a K.

3) z o gz o oz °z o 0
Q, : (Cudl es la dindmica de una poblacion X con 7(¢) una funcién lineal decreciente

dependiente de x(¢)? ;Qué propiedades tiene la evolucion de x(#) a corto y a largo plazo?

(Qué factores determinan de forma mas decisiva a x(¢)?

Construccion del modelo matematico

Construccion del modelo logistico continuo ( M ;) ):

Las hipotesis formuladas en H ;) dan lugar a la siguiente relacion:

x'(t) ( x(t))

2122

x(1) K
equivalente a la ecuacion diferencial autonoma,

donde » y K son constantes positivas que representan respectivamente la fasa o coeficiente

intrinseco de reproduccion de X y la capacidad mdxima del habitat.
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E Resolviendo (1) obtenemos la forma explicita de la funcién solucion x(z):
‘g K- x(0
0 - X
: x(0)= D
£ x(0)+ (K — x(0))-e
s
o
Medio experimental utilizado: Representacion de la funcidon f{x) a partir de las relaciones
definidas por (1).
Otras cuestiones derivadas y tratadas con M ;) :
E = ;Cual es el comportamiento de x(7) en la frontera de su dominio?
s b p
o
o
% = ;Qué propiedades tiene x’(¢) definida a partir de (1) que sean utiles para el estudio
@D
5 ?
_1% de x(#)?
©
= = ;Como se interpretan los parametros que intervienen en la definiciéon de (1) y de su
funcién solucion x(£)?
= ;Como influye en la dinamica de una supuesta poblacion que sigue este modelo M,
cambios en la condicion inicial xq ? ;y cambios en K? ;y en r?
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3.2. Poblaciones en competencia

Una de las posibles extensiones de M ;) con la que trabajaremos es la de considerar una
poblacion Z en la que conviven y compiten dos especies X e Y. Denotemos por x(?) el
tamafio de la poblacion X en el instante de tiempo 7 e y(¢) el de la segunda. Sobre el
crecimiento de las poblaciones X e Y, podemos considerar las respectivas velocidades

relativas de variacion instantanea,

x'(t) y'(t)
1)=—-2 (1)=—= 4.1
r (1) s y () 0 4.1)

sobre las que podemos formular las siguientes hipodtesis cuando ambas poblaciones

viven en el mismo medio y entran en competencia:

(4) . . .
H, :Suponemos que, en ausencia de su respectivo contrincante:r,(¢) y r,(t) decrecen

linealmente dependiendo de x(f) e y(f) y que no pueden sobrepasar la
correspondiente capacidad maxima de habitat. Esto es, las dos poblaciones siguen
un modelo logistico con coeficientes a y b y capacidades maximas de habitat K, y

K, respectivamente.

Suponemos ademas que, cuando y(z) # 0, ésta influye negativamente sobre r, ()
con constante de proporcionalidad c¢. De la misma forma lo hace x(z)#0

influyendo negativamente sobre r,(z) con constante d.

0, : (Cual es la dinamica de una poblacion Z con las caracteristicas introducidas en
H,'? ;Qué propiedades tiene la evolucién de x(f) y de y(¢) a corto y a largo

plazo? ;Qué factores determinan de forma mas decisiva ambas dindmicas?

Las hipdtesis que acabamos de describir nos permiten introducir el siguiente sistema de

ecuaciones diferenciales,
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(4.2)

que resulta equivalente a,

(4.3)

Este modelo matematico, que vamos a llamar Mg gpo, introduce el sistema conocido
como modelo de Lotka — Volterra. Debemos observar que en este sistema (4.3), no sera
posible determinar explicitamente las funciones solucion x(¢) e y(f). Lo que haremos
sera desarrollar el estudio cualitativo del sistema a partir de la construccién de su
retrato fase. Este andlisis incluird, en primer lugar, el estudio del comportamiento de
x(7) y de y(f) en ausencia la una de la otra, seguido del calculo y estudio'® de los puntos
y rectas de equilibrio del sistema, para pasar finalmente a completar el estudio

cualitativo de las trayectorias de x(7) e y(%).

. Representacion de las llamadas lineas de fase que representan el comportamiento
de x(¢) en ausencia de y(¢). Y, al contrario, el comportamiento de y(#) en ausencia
de x(¢). Estas rectas formaran en realidad los ejes del plano fase. Estas son las

rectas que formaran el plano de fase.

- Caso y(t)=0: la poblacién X (en ausencia de Y) sigue un crecimiento logistico

de acuerdo con la ecuacion diferencial:

cuya solucion vamos a representar de la forma siguiente:

1 . . . .« e .y .
¥ Corresponde a estudiar las isoclinas de crecimiento nulo o también llamadas nulclinas.
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3. Modelos continuos para el estudio de la dinamica de poblaciones

0 K x(?)

Caso x(¢)=0: la poblacién Y (en ausencia de X) sigue un crecimiento logistico

de acuerdo con la ecuacion diferencial:

y
'=by|1-L

que también vamos a representar como:

I ——<«¢
0 K (0

Célculo y estudio de los puntos de equilibrio y rectas de equilibrio o nulclinas de

equilibrio definidas como las rectas sobre las cuales x'(r)=0 o y'(z)=0 vy, en el

caso de que x'(t) =y'(t) =0, se trata de los puntos de equilibrio.

- Si x'(t)=0, tenemos las rectas sobre las cuales x(¢) es constante,

{a-(l—%j—c-y]xzo = x=0;y=%-(l—%j (4.4)

- Si y'(t) =0, tenemos las rectas sobre las que la funcién y(¢) es constante:

D gx|y= —0x=2 o2
[b-[l—Kj dx}y 0 & y=0;x d[l K2] (4.5)

Por lo tanto, obtenemos un primer punto de equilibrio (0,0)y dos nulclinas:

y= a. (1 — i] con intersecciones en los puntos (0,2] y (Kl, 0) (4.6)
c c

1

b . . b
x= ’ [1 - l] con intersecciones en los puntos (5, O) y (0, Kz) 4.7)
2

que podemos representar sobre el plano de fase formado por los (x(7), y(¢)).
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Notemos que puede existir un segundo punto de equilibrio, en el caso que las dos rectas
que nos han definido las nulclinas interseccionan en el primer cuadrante. Discutiremos
este caso en el siguiente apartado al considerar diferentes casos dependiendo del valor

de los pardmetros a, b, ¢, d, K1 y Ko.

. Estudio cualitativo de las trayectorias de x (¢) y y () segun el valor de los

parametros a, b, ¢, d, K1 y K>:

- Caso 1: Yes la poblacion dominante y lleva a X a su extincion.

3

4 EE
’

: b .
Si K, < 7Y K, > 2 , las dos nulclinas
C

’

‘,‘
04

4
—'—L-—,‘——
’ 4

4

b4
£

3

H ~
KR

}

'
NI

‘

definidas en (4.6), (4.7) son paralelas. En

1 \\1. \ - &
.y . 1 =
este caso, la segunda poblacion es dominante - f\’\““ et 1
| \'\ -.‘\\‘,.
respecto la primera, y(f) afecta al posible ! PE S T
¥ ‘\\ >
crecimiento x(f) hasta el punto de llegar a i £ R
1 b p. N ~ —
L r . . . 1 1N NS €
eliminarla. Después de cierto tiempo, x() i T G
: o U O — SO ./
tiende a la extincion mientras que y(f) se | N 1N
2 A3

acaba aproximando a su capacidad maxima

de habitat K.

CH] 4 08 T3 1

Figura 18. Retrato fase del sistema (4.3) para
K1=08,K2=12ya=b=1

Caso 2: X es la poblacion dominante y lleva a Y a su extincion

: b
Si K1>E y K2<g, es el caso en que la

primera poblacion es dominante respecto la
segunda, x(¢) afecta al posible crecimiento
y(f) hasta el punto de llegar a eliminarla.
Después de una cierto tiempo, x(f) acaba
aproximandose a su capacidad maxima de
habitat K; mientas que y(f) tiende a su

extincion.
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3. Modelos continuos para el estudio de la dinamica de poblaciones

- Caso 3: Competicion débil entre X e Y, x(¢) e y(¢) tienden a un segundo punto

de equilibrio (xg, ye) conx,>0yy >0.

) b ey
Si K, <E y K, <g, los puntos de equilibrio (O,Kl) y (Kz,O) son los dos
C

inestables y las trayectorias de x(#) e y(¢) tienden a un punto de equilibrio

estable que hay en el primer cuadrante (Ver Figura 20).

- Caso 4: Extincion de una de las poblaciones dependiendo de (x,,y,).

: b . .
Si K, > ’ y K, > 4 , entonces x(¢) o y(¢) llegaran a la extincién dependiendo
C

del tamaio inicial de cada una de las poblaciones (Ver Figura 21).

it (1M e )% W12
¥in(l ok n)y Kae12

L

i

1

i

i

: 4

|

|

i

|

1

.

1 i i i

'L 02 'n‘s o6 'aii ‘I » ‘ii =
Figura 20. Retrato fase del sistema (4.3) para Figura 21. Retrato fase del sistema (4.3) para

Ki=08 Ko=08ya=h=1 Ki=12,K2=12ya=b=1
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UNIDAD 8 - OM competencia

Se presenta una poblacion en la que conviven y compiten dos especies.

.y - s . (4) . . . .
Formulacion de la hipdtesis H, referente a las velocidades relativas de crecimiento de

e
@
2 ambas poblaciones en ausencia o no de la otra poblacion y formulacion de Q;.
>
© o o o o o L. (4)
o | Introduccion de los sistemas de ecuaciones diferenciales como modelos matematicos M,
©
3 . . . )
S para el estudio de poblaciones Z que satisfacen H, .
k5
= . . . . . . . . 4)
© | = Estudio cualitativo de sistemas de ecuaciones diferenciales considerado en M, 'y
. o . (4) 4)
formalizacion de las conclusiones o respuestas R, referentes a O, .
& | = [Utilizacion e interpretacion de sistemas de ecuaciones diferenciales autonomas para el estudio
<
c
-"é’ de dinamica de poblaciones en competencia.
©
:clT:: = Estudio cualitativo de sistemas de EDO y su retrato fase.

DESCRIPCION DEL RECORRIDO MATEMATICO A PRIORI (RM)

Formulacion Hiy Q

(4) . . .
H, : Suponemos que, en ausencia de su respectivo contrincante:r,(t) y r,(f) decrecen

linealmente dependiendo de x(¢) e y(¢) respectivamente, cada una de las cuales no puede
sobrepasar su correspondiente capacidad maxima de habitat. Esto es, las dos poblaciones
siguen un modelo logistico con coeficientes a y b y capacidades méximas de habitat K; y

K, respectivamente. Suponemos ademds que, cuando y(t)#0, ésta influye
negativamente sobre 7 (f) con constante de proporcionalidad c. De la misma forma lo

hace x(¢) # 0 influyendo negativamente sobre r, (1) con constante d.

) , ., . ., , . . . )
0, : (Cudl es la dindmica de una poblacion Z con las caracteristicas introducidas en H, ?

(Qué propiedades tiene la evolucion de x(¢) y de y(¢) a corto y a largo plazo? ;Qué

factores determinan de forma mas decisiva ambas dinamicas?

Construccion del modelo matematico

Construccién del modelo:

El modelo matematico M lm queda finalmente expresado en los siguientes sistemas de EDO

equivalente conocidas como las ecuaciones o modelo de Lotka - Volterra:

x—'—a -2 ¢ x=la|1-2 —cy|-x
X K, Y K,

(=
b y y
—=b|l-——|—-dx '=|b|1-—=—|—dx |-
y ( Kz] ' [ ( sz :|)’
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3. Modelos continuos para el estudio de la dinamica de poblaciones

Trabajo técnico con M;

Se realiza entonces el estudio cualitativo del sistema definido por M lm segun el valor de los

parametros a, b, K; y K,. Este estudio nos lleva a cuatro posibles casos:

= Casol:Si K, < S v K, >% , entonces Y es la poblacion dominante y lleva a X a su
extincion,

= Caso2:Si K, > S y K, < %, entonces X es la poblacion dominante y lleva a Y a su
extincion,

= Caso3:Si K < S vK, < %, entonces hay una competicion débil entre X e Y, x(¢) e
(?) tienden a un segundo punto de equilibrio,

. b a .
. Caso4:Si K , >—y K, >—, entonces encontramos extincion de una de las
d c

poblaciones dependiendo de las condiciones iniciales.

185




Capitulo 3 — Disefio matematico de los REI

oM

maltusiana

oM logistica

¢\>

Estudio de la evolucion de

poblaciones simples homogéneas

(1) 3)

H, :r(t)=r,reRyQ,

(3) . .
M, :modelo maltusiano continuo

x(t)=x,-€"

HY :r(t)=r (1—%) r.KeRy0}

3) . .
M, :modelo logistico continuo

K -x(0)

x(t) = =
x(0)+ (K — x(0))-e™

HY :r(t)=g(x(1) y 09
C1: g constante
C2: g lineal

C3: g funcidn cualquiera
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Estudio las razones de

variacion: r. () y 7, (f)

(4) (“4)
Hl Y Ql

r(t)y=a-1-x/K))-c-y
rn®)=b-(1-y/K,)—d-x

., “)
Construccion de M|

Estudio de sistemas

de EDO

U

oM competencia



4. Sintesis y estructura del mapa de posibles recorridos

4. SINTESIS Y ESTRUCTURA DEL MAPA DE POSIBLES RECORRIDOS

A modo de resumen del disefio matematico a priori de los posibles REI sobre dindmica
de poblaciones, nos proponemos aqui introducir dos esquemas que sintetizan el mapa de

posibles trayectorias a recorrer generadas a partir del estudio de la cuestion generatriz

Qo:

Qo : Si suponemos que conocemos el tamafio de una poblacion X en algunos periodos
de tiempo, ;podemos predecir como evolucionara el tamafio de esta poblacion
después de n periodos? ;Serd siempre posible predecir la evolucion del tamafio de
X a largo plazo? ;Qué tipo de hipdtesis sobre el entorno, sobre la poblacion y
sobre su crecimiento se tienen que asumir? ;Como podemos hacer estas

predicciones sobre la evolucion del tamafio de X'y como pueden ser validadas?

El primero de los esquemas se centra en describir los elementos clave dentro del
proceso de modelizacion matematicas que han estado en todo momento en el corazon de
la actividad desarrollada y que se han usado para su descripcion: la delimitacion del
sistema, las sucesivas reformulaciones de las hipotesis sobre el sistema, la formulacion
de cuestiones problematicas que han llevado a la construccion de los modelos
matematicos mas apropiados para poder aportarles una respuesta y, en especial, aquellas
“cuestiones fronterizas” que han suscitado la construccién de nuevos modelos cada vez
mas amplios y completos. Este primer esquema pretende mostrar las relaciones que
existen entre los diferentes modelos, es decir, como se relacionan, se completan y se
complementan, a la vez, que se muestra el paralelismo existente entre las dos grandes
familias de modelos considerados, el mundo de los modelos discreto y el de los modelos

continuos.

El segundo de los esquemas indica la interpretacion de los procesos de
modelizaciéon matematica en términos de integracion de praxeologias de complejidad
creciente. Centrandonos en este ultimo esquema, proponemos dividir el mapa de
posibles recorridos en tres “esqueletos” matematicos que, debido a su caracter
relativamente autébnomo, dard lugar a tres REI diferentes. Este esquema muestra
claramente de qué manera los tres REI propuestos permiten “recubrir” el programa

tradicional de matematicas para las CCEE.
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Q) : Estudio de la dinAmica de una poblacién X

Estudio de {x

Modelos discretos

teN

Modelos continuos
telR

e

— |

Generaciones mezcladas:

Generaciones separadas:

Estudio de la evolucion de

poblaciones simples homogéneas

Estudio de la evolucion
de poblaciones en

x,depende de x;. 1 ... x;-q x; solo depende de x,_
Estudiamos la razon de variacion r,
—————————————— F———————————————— 5
* @ H :r,=r,reRyQ
H, yQ, ! !

Construccion de modelos

1

1

1

1

1

1 basados en:
1

| Sucesiones recurrentes de
1

1

orden 2 o superior

e
: xn+l = M ' xn
n+l
| M"™ x,
! 3)
| Q, : M matriz de Leslie L
1
! 3 .
1 Q M matriz de transicion
1 2
4
(2)
Q1 3
(2)
Q2.3
Fm——— o ————
@)
0,

Estudio de las propiedades de

M)

0, , : paradojamaltusiana

Q:.1: Problematica de la

convergencia de { X } .
nJne

Q:.: Problematica de la velocidad

de convergencia de { X }
nJneN

: H:r,=g(x,)y 0,
: M,:x, = f(x,) con
: 0, : flineal
1
1
1
1

Q,, : f cuadrdtica

,ir,=a—-b-x,,a,beRyQ,

M,: modelo logistico discreto

'xn
X, |1=="|con x,=c
K
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Estudio la razon instantanea de

variacion: r(r) = x'(t) / x(¢)

(3)
Ml

x(t)=

(3) 3)

H, :r@t)=r,reRyQ,

: modelo maltusiano continuo

x(t)

3)
H, :r(t)=r (1—?) r,KeRy

(3)
M2

: modelo logistico continuo

K - x(0)
x(0)+ (K — x(0))- ¢

3 3)
H; :r(t)=g(x@1) y O;
C1: g constante
C2: g lineal

C3: g funcion cualquiera

competencia

Estudio las razones de

r(=a-(1-x/K)-c-y
r@)=b-(1-y/K,)—d x

“) .,
I Q, vy construccion de

Msgpo

L Estudio de sistemas



4. Sintesis y estructura del mapa de posibles recorridos

Qo

oM OM

Leslie maltusiana
OM 0qisti OM |ogistica OM competencia

) ogistica
OM {M }nEN
Tercer REI
oM funcional
4 Segundo REI ) Modelos continuos para el estudio
Modelos matriciales para el / \ de la dinamica de poblaciones

Primer REI

estudio de la evolucion de

-

Modelos discretos

fenomenos
J para el estudio de

la dinamica de
poblaciones con
generaciones

separadas

- /
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