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INTRODUCCION

La teorfa de la conjugacién de funciones del
an&lisis convexo desempefia un papel importante en
el estudio de la dualidad en programacifn matem&-
tica. Ultimamente se han dado varias extensiones
de estas nociones que son fitiles para algunas cla=-
ses de funciones no convexas.(p.ej. en {3},{5}).

En el capitulo I se dan unas definiciones de
H-convexidad y H-conjugacidn que tienen propieda-
des idé&nticas a las de los conceptds clisicos. Me-
diante &llas se construye en el capftulo II una
teorfa de la dualidad y se estudian los lagran- ‘
gianos que se derivan.

En el capftulo IITX se ébtienen COmo casos par-
ticulares nociones de conjugacidn quasiconvexa que
coinciden en muchos aspectos con las dadas en {3}.
Aparecen las funciones denominadas " quasiafines ",
que desempefian con respecto a las quasiconvexas el
mismo papel que las afines en relacién a las conve-~
xas.

Finalmente, en el capfitulo IV se dan varias posi-
bilidades de extensién que pueden ser aplicables a
Cclases mis generales de funciones.Tambi&n se abor-

da la conjugacifn de multiaplicaciones en un marco



en que no se requiere ninguna estructura sobre los
conjuntos que intervienen,extendiéndose de esta for-

ma los resultados de {10).



NOTACION ¥ RESULTADOS: PREVIOS

El producto escalar usual sobre R se represen-
tars éor <, » y la norma euclfdea por || ||. R se-
28 Ru{te,-o},

Dado un conjunto ordenado (C,<), el conjunto de
aplicaciones de un conjunto cualquiera X en C se
considerarf a su vez ordenado por la relacidn: f<g
si f(x)<g(x) Vxe:x. Fl supremo y el Infimo de una
familia de aplicaciones de X en C se entender& con
respecto a esta relacifn de orden,

A una funcién f:R"+R se le asocian los siguien-
tes conjuntos:

el dominio, dom(f)={xeR"/f(x)<te}

el epigrafo, epl(f)={(x,N)erR™1/£(x) <)}

el hipografo, hipo(f£)={(x,A)}R"*1/f (x)>1}

los conjuntos de nivel,sk(f)ﬁlxeRn;f(x)sk},ACR

§x(f) representard el interior de S, (f). En cam-~
bio,éi(f) sers {xeR"/f(x)<A} Vieru{+ w},
| f es semicontinua inferior en xéaRn si Vl<f(xé)
existe U entorno de x_ tal que VxeU,f(x)<). Si lo

o

es en xo,onan‘diremos que es semicontinua inferior

(abreviadamente s.c.i.).

e Las siguienfes definiciones y propiedades pueden



encontrarse p.ej. en £2}: £:X+R,X convexo de R©,

es quasiconvexa si y solo si Vxl,xzcx,te[b,ﬂ ’
f((l-t)x1+tx2)5max{f(x1),f(xz)}.Es estrictamente
quasiconvexa si la desigualdad es estricta cuando
xl,xzcdom(f),te(o,l),f(xl)#f(xz). La qu;siconvexi-
dad de f es equivalente a la convexidad de todos
sus conjuntos de nivel.Tambié&n se verifica que £

es s8.c.i. si y s0lo si todos sus conjuntos de nivel
son cerrados. £ se llama quasic8ncava si Vxl,xzex,
tc[b,i),f((l-t)xirtxz)zmin{f(xl),f(xz)}.Es equiva-
lente a que los conjuntos de nivel tengan complemen-
tario convexo. Se dice que £ es &nf—coﬁpact& si to-
dos sus conjuntos de nivel son compactos.

Una funcidn f puede deducirse de la familia de
sus conjuntos de nivel a partir de la siguiente ex-
presidn: f(x)= inf{i/xes, (f)}. Reciprocamente, si
dada una familia de subconjuntos de R", {SA}AcR tal
que A<u=>8,cS, se define £ por f(x)= inf{\/xeS,},
los conjuntos de nivel de £ son Sx(f)=£DASu. Asi,
si los SA son convexos f es quasiconvexa, sl son
cerrados,es s.c.i.. Las envolventes quasiconvexa
Y quasiconvexa s.c.i. de £ (es decir, las mayores

funciones de ese tipo mayorantes de f) se obtienen



por ese procedimiento de las familias {co(S, (f))},_gp.
{EB(Sx(f))}XLR, respectivamente,entendiendo por
co(sx(f)) la envoltura convexa de Sx(f), ES(Sl(f))
la envoltura convexa cerrada de Sx(f).

Una multiaplicacién F:E<{A es una aplicacidén de
E en el conjunto de partes de A.Las siguientes de-
finicioneﬁ y propiedades se encuentran en {10}. El
grafo de F, G(F)= {(x,a)/acF(x)}. Si A es un grupo
abeliano completamente ordenado, de F se deriva la
aplicacién 1,:E+A dada por 1l (x)= inf{a/acF(x)}.La
multiaplicacibén epigr&fica una aplicacién f:E-+A es
E(f) :E<ZA tal que E(f) (x)={a/f(x)<al. SL1 E es otro
conjunto y se considera dada una aplicacién E xE-+A
denotada por [[ , },la conjugada de F es FY:E <A
tal que F (x™)= {a'ceA/acF (x)=>[x¥,x] -a-a'<0 . se
verifica que F*=E(f§), siendo f; la conjugada de
lF,definida como en el caso real utilizando [ ,]
en lugar de < , > . x* es un subgradiente de F en

X4 sl existe adsF(xo) tal que Ver, aeFP(x) se tie-

ne a-a > [x*,x] -[x*,xa .
La interseccifn y la inclusién de multiaplicacio-
nes se definen a partir de las imidgenes de los ele-

mentos del conjunto de partida,de manera natural.



CAPITULO I

NOCIONES GENERALES SOBRE H-CONVEXIDAD Y CONJUGACION

1. FUNCIONES H-CONVEXAS Y SUS SUBGRADIENTES

Sea H una familia de funciones reales a valores
en R, cerrada para el supremo puntual,es decir, tal
que H'eH=—psup{h/YieH'}eH: Una funcién £:R"»R se di-
r& que es H-convexa si puede expresarse como el su-
premo de funciones pertenecientes a ¢E='{f:Rn+§/
‘f(x)= h(<x*,x>) para algfin hcH,x*<R® . Estas funcio-
nes coinciden con las ®-convexas en el sentido de
Dolecki y Kurcyusz {5}, tomando ¢= ¢g ,81 bien en
ese articulo las funciones de ® son todas finitas.

Dada una funcidn f:R"+R se define su H-soporte,
Ly (f) mediante: Ly(f)= {fcop/¢(x)< £(x) VxcR"}. La
H-envolvente de £ es la funcién £°= sup{j/jkLH(f)}.

Proposicidn 1.1: fo es la mayor funcidén H-convexa

minorante de f.

norante de f. Sea g una funcién H-convexa minoran-

te de £, es decir, g= sup{f/jCQ'} para cierto

¢'c¢g, g<f. Para todo‘3e¢ se tiene ~f5g5f. Por tan-

to feL,(f). Es decir, ¢'c L (f). Entonces g=supi{y/ye ¢'}
< sup{y HeLy(£) }= £0
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Corolario 1.2: f es H-convexa si y solo si f= £

n

Definicién: £:R"+R se dir§ que es H-convexa en XgeR
si se verifica f(x0)= fo(xo).

Evidentemente,una funcifén es H-convexa s8i y solo
si es H-convexa en todo xoeRn.

Definicibn: x"cR"” es un H-subgradiente de £:R™R en

xoe_Rn sl y solo si existe hoeH tal que:
a) hg(<x",x>)< £(x) VxeRr®
* = ¥
b) h,(<x ,x0>) £ (xq47
El conjunto de los H-subgradientes de f en Xo Se
llamari el H-subdiferencial de £ en X, Y se represeh-
tar& por aHf(xo).

Proposicién 1.3:

a) 3Hf(x0)¢ #—=>f es H~convexa en Xq

b) f es H-convexa en x0=é8H£§x0)= anfo(xo)
Demostracién:

a) Sea xﬁsanf(xo),ho tal como en la definicién de
H-subgradiente. La funcién:fo dada por_yo(x)=h0(<x*,x>)
pertenece a LH(f), Por tanto:

£0(x)s £(xy)= ho (<x” ,x0>)= ¢ (x)s suplif (x) /feLy (£))
= £%(x,) .

b) Sea xﬂsanf(xo), ho{fo definidas como en la demos-
tracién de a). Puesto que:foeLH(f), también\foﬁfo.

Por tanto también se cumplen las condiciones de de-

finicién de H-subgradiente sustituyendo f por 9,



Reciprocamente, si xﬂeaHfo(xo), se tiene para al-

gin h€eH: h0(<£',x>)$ fo(x)sf(x) VkeRn

0
h0(<x‘,x0>)= fo(x0)= f(xo)'
es decir, x?eaHf(xo).

Proposicién 1.4: Sean szm+§, A:RT4R™ lineal, K*:Rm*Rn

la aplicacién adjunta de A. Entonces aH(foA)(xo)oAﬁaHf(Ax‘

onéRn.

h0(<y*,y>)g £(y) YyerR™ y ademss h0(<y*,Ax0>)=f(Axo).

Entonces se tiene: ho(<N”y*,xO>)= h0(<y*,Ax0>)= f(Axo)

= (f°A) (x,). Esto significa que A*y*eaﬂ(va)(xo).

Corolario 1.5: Sean f:Rn¢ﬁ, A un automorfismo de Rn.

Entonces aﬂ(foA)(x0)= K“anf(Axo)u

-1 3 (£oR) (A‘leo)cA*aH(fa Aoa™l) (Axg)= A" 3, (foR) (xy)

2. CONJUGACIQN

Dada f:R"4R, su H-conjugada ser@ £ :R"4H definida
por: £S(x*)= sup{h/heH,h(<x*,x>)<f(x) ¥YxeR"” .Inversa-
mente, dada g:RQ+H, su funcifén conjugada gc:Rn¥§ se
define mediante: ¢ (x)= sup g(x®) (<x*,x>). La funcién
gc es siempre H-convexa. gn particular, la segunda

conjugada de f, £°© es H-convexa.

Proposicién 2.1:

C_.C
a) £,s£f, £i1sf5



b) £%(x ) (ex*,x0>)s £(xg) on,x*eRn (desiqualdad de
Fenchel)
c) fCe= fOc
Demostracifn:
a) £5(x*) = sup(h/hcH, h(<x",x>)<£, (x) VxeRMs
< sup{h/heH, h(<x®,x>)sf, (x) IxcR"} = £5(x™)
b) fc(x*)(<x",xo>)-aup{hc<x*.xo>)/hcn,h(<x*,x>)sf(x)‘dx}
Sf(xo).
c) Por a), £°95 £€. para la desigualdad inversa, basta
considerar que 841 heH es tal que h(<ﬁ*,x>)$f(x)\/x,

también se verifica h({<x*®*,x>)< fo(x)Vx.

Corolario 2.2: Sea {fk}kcx una familia de funciones

R"+R. Se verifica (inf fk)cs inf fi. Si H es cerrada
ke keK
para el Infimo , se cumple la igualdad.

Demostracién: kocx, inf fks £, , de donde (inf fk)QS

““““ keK ko' keK
<f Y, en consecuencia, ( inf £ )< inf £f-.
ko kex * 7 ke X ,
Si H es cerrada para el Infimo, inf fk(x*)e.H Vx(.Rn.
ke K
Adem&s, por la prop.2.1.b), inf fﬁ(x*)(<x',x>)$1nf fk(x)
ke K k€K

para todo x. Por tanto, inf fi(x )& sup{h/heﬂ.h(<x*.x>)5
<

k<K
<inf £, (x) Yx)= (inf fk)c(x*)g inf fg(x‘).
¥z K keX keEK
Corolario 2.3: Sea {fk}kex una familia de funciones

R'+R. Se verifica (sup fk)cz sup fi.

kex keX o
Demostracién: Vk €K, f,_ £ sup f,, de donde f_ < (sup £ )c
““““““ 0 Ko~ xex X kKoo 'kex K
Y, en consecuencia, sup fo< (sup fk)c.

kek X keK
Proposgsicién 2.4: La segunda conjugada de cualquier fun-
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cidén coincida con su H-envolvente.

Demostracifn: Por definicibn, £ (x¥ )t<x*,x >)m
-='sup{h(<x*.x0>)/héH, h(<x¥*,x*)< £(x.) Vx}? Asi,fcc(xo)'
= sup{y (xq) /feLy (€)= £°(xq) .

Corolario.2.5: £:RP+R es H-convexa si y solo si coin-

cide con su segunda conjugada.

la proposicién 2.4.
Corolario 2.6: f es H—convexa¢;:>g:Rn»H/gc= f£.

Proposicién 2.7: x*ga f(x )<:>fc(x*)(<x*,xo>)=f(xo).
Demostracidn: Si la igualdad se cumple, se puede tomar

h0= £€(x*) en la definiciédn de H~-subgradiente, tenien-
do en cuenta la desigualdad de Fenchel. Reciprocamen-
te, si xﬁaanf(xo), para la funcidn ho adecuada se tie-
ne: f(x,)= h0(<x*,x0>)g sup{h(<x“,xo>)/hcﬂ,h(<x*,x>[$

< £(x) Vxd= £°(x") (<f*,x5>)s £(x()

Definicidén: H es completa en 0 si YaeRr ahac H/ha (0)= a

Proposicién 2.8: fc(O)(O)s inf £(x). Si H es completa
. X
en 0, se verifica la igualdad.

< f(x)\ax,~de donde £°(0) (0)< inf f(x). S1 H es comple-

ta en 0, sea a= inf f(x), h &H tal .que h (0)=.g= inf £(x),
x

‘es decir, h (0)< f(x) Vx. Entonces, inf f(x)= a= h (0)<

< sup{h(0)/heH,h(0)< £(x) ¥Yx}= £°(0) (0)

Corolario 2.9: Oaaﬂf(x0L=>f alcanza su minimo en Xg -
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Si H es completa en 0, el reciproco es cierto.

y 2.8'0

" Proposicifn 2.10: Sea f: R™R, A un automorfismo de

o -
R". Entonces (fon)%= £% A 1,con a” el adjunto de A.

Demostracifn: (foA)C (xt)= sup{ h/heH,h (< x*,x5)< (feR) (x) "

anRn}= sup{ h/he H,h(<x*,x>) s f (Ax) Vxe.Rn}s

= sup{h/heH,h(<x* ,A-1y> )s £(y) VyerR™}=
ut Y -1

= sup{ h/heH,h (<A o )s £(y) YyeRMp= £€ (& 7% )=

= (£22 “H "),

Corolario 2.11l: Si £ es H-convexa, el grupo de trans-

formaciones ortogonales que deja invariante £ coinci-~
de con el que deja invariante £€

= £f% A "1=£%5£° A=fSy, A deja invariante £°. Para la
implicacién reciproca,observemos previamente que si

A es ortogonal se tiene: (foA)cc(x) sug(foA) (x*) (cx*,x>)
= ,(E(f Con )(x ) (<Ax™ ,Ax> )= suB(fo A) (x*) (<AX® ,AX> )=

- sug £° (Ax¥) (<Ax™,Ax> )= s;g £€ (y*) (<y* ,Ax>)= £°°(Ax)=

= (f e A) (x) ,es decir, (fOA)cc= £€% A, Entonces, si

A deja invariante £€, f= £°%% (£ M) %= (£S -1)c=

= (faA)ccu £°% A= foA. En consecuencia, A deja invarian-

te f.

Corolario 2.1& Si ¢(x)= f(ax) Vx, con ¥ 0, entonces
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¢S (x®)= £€(1/a x¥).
siendo I el automorfismo identidad.

" Proposicién 2.13: Sea A¥ 0 tal que heHﬁ:;hst, con h,

definida por h, (t)= h(\t). Se verifica £° (0 %) ()=

= £S(xc#) (t/2) V£, x%,¢.

= sup{h, (£/X)/ hye H,h, (<x®,x>)s £(x) Vx}= £°0&) (£/2).
Proposicibébn 2.14:

a) Supongamos que H es tal que heH, k funcién constan-
te—>htkeH. Sea ¢ obtenida a partir de f por ¢(x)= f(x)¢b
para todo x. Entonces ¢S (x¥) (t)= £°(x*) (t)+b Yx*,t.
b) Supongamos que H es tal que heH, beR=h( +b)eH. En-
tonces, si ¢ se obtiene a partir de f por ¢(x)= £ (xt+z)
para todo x, ¢C(x*) (t)= £C(x®) (t+<x*,z>) Vx*,t.
c) Supongamos que H es tal gque heH,a>Q=ahcH. Sea ¢
obtenida a partir de £ por ¢(x)= af(x) Y x. Entonces
o (x*) = afC (x*) Vx*.
Demostracifn:
a) %) (£)= sup{h(t)/heH, h(<x*,x>)¢ ¢(x) ¥ x}=

= sup{h(t)/haﬂ,h(<x“,x>)5 f(x)+b Vx}=

= sup{h(t)+b/h(<x¥*,x>)s £(x) ¥ x}=£S(x%) (t) +b
b) ¢ (x*) (t)= sup{h(t)/heH,h(<x®,x>)s f(xtz) Vx}=
' = sup{h(t)/heH,h(<x®, xtz>-<x®,z>)<f (x+z) ¥ x)

= sup{h(t+<x®,z>=<x%z>)/h H,h(<x*'y>é-<x.“52>).<.f(y) Vy}
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= sup{h(t+<x¥®,25)/heH, h(<x®,y>)< £(y) Vy)=

= £C (2" (t+ex®,25).

c) ¢S (x*) (£)= sup(h(t)/heH, h{<x*,x>)< £(x) Vx}=
= sup{h(t)/heH, (1/a)h(<x*®,x>) < £(x) Vx}=
= sup{ah(t)/heH,h(<x¥,x5)< £(x) Vx}-z
= afc(k#)(t).

3. FUNCIONES A VALORES EN H. CONVEXIDAD. SUBGRADIENTES

Una funciébn ngn+H diremos que es H-convexa s8i es
la conjugada de alguna fﬁncién real, es decir,si g= £€
para alguna £:R"s>R. Como consecuencia de esta defini-
cién, la segunda conjugada de cualgquier funcién g:Rn»H,
cc

g ~, es siempre H-convexa.

Proposicifn 3.1:

¢ c
a) g9,<9, 9;< 9,
" * c N{ w on
- b) g(xo)(<xo,xo>)5 g (xO)A XgrXgER (segunda desigual~-

dad de Fenchel).

c) g< g°€

Demostracién:

a) gc(x)= sup g, (x¥) (<x¥,x>)< sup g (xﬁ3(<x*:X>)= gs (x)
1 "R 91 o 92 2

c
b) gixq) (<xF,x5>)g sig g(X‘)(<x*,xb$7=q_(xo).
c) Teniendo en cuenta b), g(xM¢ sup{fi/heH,h (<x%,x>) <

< g% (xy Yxi= ¢°C(x)).

" Corolario 3.2: g:Rn+H es H-convexaéﬁ;gccz g.

(o] o]

8¢ cumple la definicién de H-con--
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C

vexidad co f= g ..S1i g es H-convexa, sea f tal que fc=g.

Entonces se tiene: gcc_ £CCCua foc- £ g.
Corolario 3.3: gcc es la menor funcién H-convexa mayo-

rante de g.

Demostracifn: gcc es H-convexa y, en virtud de prop.3.l.c)

G G — o— Gwes

es mayorante de g. Si g, es H-convexa y mayorante de

g, se cumple g,= gicz gcc.

Corolario 3.4: Sea {g,} ke g Una familia de funciones

R7+H. Se verifica: (sup gk)c> sup gi. Si todas las fun-
ke K keK
ciones son H-convexas, se cumple la igualdad.

corolario 2.3. Si todas las gy son H-convexas,

(sup gk2c= (sup gﬁc)cs (sup gi)ccs sup gﬁ.
keK keK €K keK n
Proposiciébn 3.5: Sea g:R '+H, A un automorfismo de R,

P
A% su adjunto. Entonces (goA)c= g% A 1.

'Eegqgtgagigqi.(goA)c(x)= sug(geA)(x*)(<x*,x>)=
< .
= sup g (Ax*) (¢x¥,x>)= sup gly™) (<A_1y*,x>)-
x

-1

Y - -
sup g (y" (<y¥,a The)= BT 0= (g% aTh ().

Corolario 3.6: Si g es H-convexa, el grupo de transfor-

maciones ortogonales que deja invariante g coincide -

con el que deja invariante gc.

_%gcoA*-1= g'i—,; gco A= g%A deja invariante gc.

Reciprocamente, si A deja invariante gc, por el co-

- rolario 2.11 tambié&n deja invariante gcc= g.
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Corolario 3.7: Si Y(x)= g(ax) Vx, con a¥0 ,entonces

¥C (x*)= g% ((1/a)x¥).
Demostracifn: Como en el corolario 2.12.

De manera similar a lo que sucede en la teorfa cl&-
sica de la conjugacién {9} la teoria aqui expuesta
puede considerarse comola de las mejores desigualdades
del tipo g(x*)(<x*,x>)$ f (x) Vx,k*, donde f£:R"+R,
g:Rn+H. Sea W= {(f,g)/f:Rn4§, g:Rn+H,g(£*)(<x*,x>75f(x)
¥x,x*}. Los ''mejores'' pares (f,g)eW son aquellos pa-
ra los que la desigualdad no puede ser mejorada, es |
decir, aquellos tales que (f',qg')eW,f'<f,g'2g=2f'=f,g'=qg.

Dada f£:R"+R, se tiene:

| (£,9)eWsDg (x%) (<x*,x>) < £(x) ¥x, x>
@g(x*)e.{hen/hkx",xﬂs_ £(x) ¥ x} Vxr<ep
Q’—_,-:)g(x*)s_ sup{heH/h(<x*,x>)< £(x) Vx}Vx'd:#
< gix*)2 £9(x*) Vx> g2 £°.

An&logamenta, dada g:RV-H,

(£,9) e WE=SF (%) 2g (x*) (<x*, x>) ¥ x*, x &
@f(x)zsug g (x*) (<x¥,x>) Vx &
& f(x)2 ;C(X) Vxep £2 ¢

Por tanto, los mejores pares de W sonaquellos (f,qg)

tales que g;wfc, f= gc, es decir, aguellos en los que

f es H-convexa y g es su conjugada o, equivalentemen-

te, aquellos en que g es H-convexa y f= gc.

Definicibn: Sea g:Rn*H, xGeRn, x¢<R". se dir& que x es
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subgradiente de g en k: si g(xo)(<xg,x>)=sup g(x*)(<x*,x>).
xN
" Proposicién 3.8: x es subgradiente de g en xg si y solo

si g(x§) (<xf,x>)= g°(x).

Las proposiciones 2.7 y 3.8 caracterizan los subgra-
dientes como aquellos vectores para los que la corres-
pondiente desigualdad de Fenchel se verifica co signo
igual.

L)

El conjunto de subgradientes de g en X, 8se represen-

tar& por ag(xg).

Proposicién 3.9: xasaHf(xo)=;xoeafc(£E). Si £ es H-con-

vexa en X, hay equivalencia.
siciones 2.7, 1.3a) y 2.4 se cumple: fc(fz)(<ﬁ8,xo>)=
= f(x0)= fo(xo)= fcc(xo), luego xocafc(ig) en virtud
de prop.3.8.
Reciprocamente, si £ es H-convexa en Xq ¥ xoeafc(xz),
. £C (¥ + cc = 0 =
resulta: f (xo)(<xo,x0>)= £ (xo) £ (xo) f(xo). Por

~®
tanto, xoeanf(xol.

" Proposicidén 3.10: xoﬁag(xg)zyiﬁeangc(xo). Si g es H-con-

vexa en xﬁ (es decir, gcc(xg)= g(xﬁ)). hay equivalencia.
* ¥ cc *

2.1b) y 3.8 resulta: g(xg) (<xg,%x>)sg ~ (x7) (<xg5,%x5>)<

< gc(ig)a g(xg)(<xg,xo>). Entonces gcc(xg)(<x3,xo>)=

- gc(xo) y el resultado se sigue de prop.2.7.
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S1 g es H-convexa en xg} Y xocaﬂgc(xg), se tiene:

g(x51(<§g)xo>)= gcc(fﬁ)(<i§,xo>)= gc(xo) Basta pues
aplicar prop.3,8.

" Proposicién 3.11: Sean g:Rm+H, A:RTARM lineal,K*:Rm*Rn

la aplicacién adjunta de A. Entonces a(gaA)(xg)DA*ag(Axg)
para todo xg.

(goA)(xg)(<xg}A*y>)5 sug(goA)(x*)(<x*,A*y>)=

= sup g(Ax*)(<Ax*}y>)<xsug gly™) (<y™,y>)=

= g?Ai%)(<AxS,y>)= (goA)¥i§)(<xo,K¥y>). Laigualdad de
los dos primeros términos significa que Afyta(goA)(xo).

Corolario 3.12: Sean g:Rn*H, A un automorfismo de Rn.

Entonces 3(goR) (x§)= A¥ag(Ax}) Vx,.

— — e e G —— E—

Proposicién 3.13:’3g(x§)c?gcc(xo). S1i g es H-convexa

en x, se verifica la igualdad.
ne: xe?g(xgyzgxgeach(xk:§x€agcc(2%). Reciprocamente,
xeagcc(xg)z;xgcagc(x). Si g es B-convexa en x, esto

Gltimo implica que xeag(xa).

4 .RELACIONES ENTRE LAS DIFERENTES NOCIONES DE H-CONVEXIDAD

Proposicidén 4.1: HicnzsyToda funcién Hl-convexa es Hz-con-

‘vexa.
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Demostracién:

—— - e g wme  Gue o

¢E - {fznn*ﬁ/f(x)- h(<x¥,x>) para algGn heHl,x*an}c
1

C{f:Rn*ﬁ(f(x)- h(<x*,x>) para algfin thz,xﬁaRn)= ¢§
2.
Si f es H,-convexa, es el supremo de funciones perte-

neclentes a ¢E Y., por tanto, a ¢g ¢+ luego tambifn es
1 2 '
Hz-convexa.

Corolario 4.2: Sea F la familia de todas las funciones

h:R+R. Condicidn necesaria y suficiente para que una
funcién sea H-convexa para alguna familia H es que sea
F-convexa.

Proposicibén 4.3: Sea £:R"+R, £° 1la F-conjugada de £f.

Entonces £%(x¥) (t)= inf{f(x)/<x*,x>= t}\dx*,t.

h,<F,y dados x*,xoeRn se tiene: h0(<x*;xo>)=

= inf{f(x)/<x*,x>= <x*,x0>}$ f (x5) . Por tanto,

hos sup{h/heH, h(<x®,x>)< f(x) Vx}= £€(x¥). Por otra

parte, si <x¥,x>= t, se cumple que £¢ (x™) (t) = fc(x*)(<x“,x>)
'5 £(x), luego £S(x™ (t)< inf{f(x)/<x¥,x>= t}= hy(t),

es declir, fc(x*)g ho, de donde la igualdad.

Al ser F la familia de todas las funciones, cualquier
nimero distinto de cero verifica la hip6tesis de 1la
prop.2%» 13, Asimismo F- cumple las hipbtesis de la prop.2.14.

Si es preciéo especificar respecto de que familia

se considera la funcién conjugada, se escribiri fﬁ.
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c c
Proposicidn 4.4; Hfzﬂzzbfnis fHZ, aHlf(xo)caHZf(xo) on
" Demostracidn: Dado‘x*eRn, £< () = Sup{h/henl,h(<x*,x>)s

——————— H
1
< £(x) Vx}< sup{h/hen,, h(<x*,x>)s £(x) Vxl}= £5 (x).
2

El enunciado relativo a los subdiferenciales es eviden-
te a partir de la definicién.

Corolario 4.5: ¥H, f;(x‘“‘)(t)s_ Inflf(x)/<x*,x>= t}.

x*e3Hf(x0)=>1nf{f(x)/<x*,x>= <x“,x0>}= f(xq) .

_______ 1= Ho

H2= F vy se aplican las prop.4.3 vy 2.7.

Proposicifn 4.6: HcH,=>£fC (x*)=sup{h/hcH.,h<fS (x*)} Vx*.
1°"2> %, 2 H, -

Demostracién: En virtud de la definiciédn de fg , basta

“““““““ 1

demostrar que para heﬂl,

h< fgz(x*)é::}h(<x*,x>)s £ (x) V x.

Si heH, es tal que h< fg (x¥), entonces para todeo x
2
se verifica: h(<x*,x>)< fg (x*) (<x*,x>)< £(x). Recipro-

*

camente, si hecH; cumple h(<x™,x>)< f(x) Vx, por ger

Hf:Hz se tiene: hg sup{h/hcnz,h(<x*,x>)5 f(x)‘fx}= "

(o4
fHZ(x
Corolario 4.7: VH,fg(x") (tg)= sup{h(ty) /heH,h(t) < .

‘lk).

< inf{f(x)/<x*,x>= t} Vt).
_______ 1= H.
Hy= F, y tener en cuenta la f6rmula que da la prop.4.3.

- Proposicién 4.8: f:R"+R es F-convexa si y solo si sus

conjuntos de nivel son intersecciones de complementa-
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tarios de hiperplanos.
Esto significa que A< f(xo)= fcc(x0)= sug fc(x*)(<x*,xo>)
p
» sup Inf{f(x)/<x¥,x>= <x“,x0>). Por tanto existe x¥*
x¥
tal que inf{f(x)/<x*,x>=<x“,xo>}> A. E1 hiperplano de

ecuacidbn <x¥,x>= <x™

1 Xg> NO corta a SA(f) Yy pasa por
Xq de donde su complementario contiene a Sx(f) Yy no
a’ xq {si x*= o, se deduce S)‘(f)= ¢ vy puede tomarse cual-
quier hiperplanc que pase por xo).

ReciIprocamente, si todos los conjuntos de nivel de
f son interseccifn de complementarios de hiperplanos,
dado xoeRn, A< f(xo), por ser xogsl(f) existe ﬁB# 0
tal que el hiperplano de ecuacidn <xfj,x>= <x:}x0> no
corta a Sk(f). Entonces fcc(x0)= SUB fc(x*)(<x*,xo>)z
> fc(xg)(<xg,xo>)w inf‘[f(x)/<:<:'6'€,;»c>,---E <£€,x0>}z A. Por

tanto, fcc(xo)z f(xo)z fcc(xo) y f es F-convexa en Xq .

' Corolario 4.9: Si £:R"+R es H-convexa para alguna fa-
milia H, sus conjuntos de nivel son inte*secoiones de
complementarios de hiperplanos.

Demostracién: Se aplica el corolario 4.2 sequido de

la proposicién 4.8.
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CAPITULO IX

H-DUALIDAD EN PROGRAMACION MATEMATICA

1. PROBLEMAS DUALES

Dado un problema de programacién matem&tica, ''mi-
nimizar £(x) sujeto a xCCCRn", con f:Rn+Ru{}6},Ccdom(f),
siempre puede considerarse como un problema no restrin-
gido ''minimizar £(x)'' definiendo ?(x)-:{f_f‘fsisi‘tfc.

En la teorfa de la dualidad convexa, los problemas dua-
les se obtienen a partir del concepto de perturbacién {1}.
A cada vector chk se le asocia un problema perturbado,
''"minimizar ?;(x)" de tal manera que el problema ori-
ginal corresponde a la perturbacién 0, es decir, ?B= ?ﬁ

Su dual se obtiene considerando la funcidén conjugada de
¢, definida por ¢ (x,w)= E;(x). En este parrafo se se-
guir8 un esquema similar utilizando las funciones H-con-
jugadas introducidas rn el capitulo anterior.

La funcibén H-conjugada de ¢ es ¢c=Rank*H, dada por:
¢ (x* ,w¥) = sup{h/hcH,h(<x* ,x>+<w®,w>)< ¢ (x,W) V(x,w)CRn*k}.
En virtud de la desigualdad de Fenchel se tiene:

6 (%%, w¥) (<x* x> t<w® ,w3)< o (x,w) Vx,w, ¥ ,w¥.
Tomando X = 0, w= 0 resulta :

6 (0,w*) (0)< 6(x,0) Vax,w*.

En lo sucesivo se llamar8 primal al problema ''minimi-

zar ¢(x,0)'’', H-dual, o simplemente dual, al pyoble-
y

ma ''maximizar ¢c(0,w*)(0)".La desigualdad anterior
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puede enunciarse entonces como el siguiente teorema:

Teorema l.1l: E1l valor 6ptimo del problema primal es

menor o igual que el del primal, es decir,

sup ¢°(0,w”) (0)< inf ¢ (x,0)

W Xn "
Corolario 1.2: Si xoeR ’ woeR son tales que ¢(x0,0)=

= ¢c(0,w:)(0), entonces Xy es una solucién Sptima del
*
problema primal y W, es una solucién &Sptima del proble-

ma dual.

Definicifn: El primal se llamar& consistente si exis-

te x, tal que ¢(x1,0)<'+w. El dual se llamari consis<«
tente sl1 existe wr tal que ¢°(0,w§)(0)> -, Un proble-
ma gque no sea gonsistente se denominard inconsistente.

Corolarioc 1.3: inf ¢(x,0)= -»o=el dual es inconsistente.

X .
sup ¢°(0,w#)(0)= +o= el primal es inconsistente.
wit

Definicidén: La funcidén de perturbacién seri P:Rk+§ dada

por: P(w)= inf ¢ (x,w).

Segflin est: definicién, el valor Sptimo del proble-
ma primal coincide con el valor de la funcién de per~
turbacién en 0,

Proposicidn 1.4: ¢c(0,w*)= PC (w') .

Demostracidn:

¢c(0,w’)= sup{h/th,h(<0,x>+<w*;w>)s ¢(x,w)‘Vx,w}=
= sup{h/ﬁcH, h(<w¥,w>)< ¢ (x,w) Vx,w}=
= sup{h/heH,h (<w¥,w>)< inf ¢ (x,w) Vw}=
= sup{h/hcH, h(<w”,w>)< g(w) Vwi= € (w").
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Seglin esta proposicién el problema dual tambié&n pue-
de enunciarse '‘maximizar Pc(w¥)(0)".

Proposicibén 1.5: Los valores 6ptimos del primal y el

dual coinciden si y solo si la funcién de perturbacién

es H-convexa en 0.

x
= pC(0)= sug_Pc(w*)(<w*,0>)= sup ¢c(0,w*)(0). Basta
w w
pues tener en cuenta la definicidtn de H-convexidad en 0.

Proposicién 1.6: El conjunto de soluciones Sptimas del

problema dual coincide con el H-subdiferencial de la
H-envolvente de la funcidn de perturbacibén en 0.

P (wgy) (0)= sup P (w¥) (0)<=>P  (wp) (0)= POC(0)=>
: w
&= %% ) (0)= PO (0)e=s wge 3P0 (0) .

" Corolario 1.7:.w3gaHP(0)¢§>wo es solucién Sptima del

dual y P es H-convexa en 0, .
Demostracifni Es consecuepncia inmediata de la proposi-

cién anterior y de la prop.l.3 del capitulo I.

Teorema 1.8 (Dualidad fuerte): El problema dual tiene ' - -

alguna solucibén S6ptima y los valores Sptimos del pri-
mal y el dual coinciden si y solo si el H-subdiferen-
cial de la funcidn de prturbacidén en Q no es vacfo.

En este caso, el conjunto de soluciones duales &ptimas

es dicho H-subdiferencial.
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2. LAGRANGIANOS

Dado xe¢R", la funcién ¢x=Rk+§ seri la definida por:
¢x(W)= $(x,w).
Definicibén: El H-lagrangiano asociado a la familia de

problemas perturbados definida por ¢, serd L:Cka+§

dado por: L(x,w*)= ¢_ (w*) (0).

Proposicién 2.1: ¢(x,0)> sup L(x,wﬁ) chC. La igualdad
w'“
se verifica si y solo si ¢x es H-convexa en 0.

= cc = < L - = c " = *.
_ ¢x (0) s:a ¢x(w ) (<w™,0>) S:§=¢x(w ) (0) sgB'L(x,w )
- Corolario 2.2: P(0)> inf sup L(x,w*). Si todas las fun-

x wX
ciones ¢x son H~convexas en 0, se verifica la igualdad.

La proposicibén anterior sugiere averiguar en que
condiciones las funciones ¢x son H-convexas en O.

Dado t,c¢R, sea Sy tR+R la funcibén definida por:
0

Sy (t)= t0+t. Piremos que H es cerrada por traslacio-
0

nes sl se verifica: heH,tocR=¢hos «H (la implicacidén

t
_ 0
puede sustituirse por equivalencia ya que h= hes_ e s ) g

to %

Lema 2.3: Si H es cerrada por traslaciones,

Cr ¥ 4 (o] » * W
¢ (xT,w )os<x«'x0>s ¢, (W) Vx*,w rXgq e

' Demostracién: ¢ (x¥,w¥)o sSx*,xo>=

= sup{h/heH,h(<x* x>4<w®,w>)< ¢ (x,w) Vx,whos = <
< sup{h/heH,h(<x*:x0>*<w*'w>’$ ¢ (x4, W) Y w)o 5<x*,x2>“
Jlew*ws)e ¢, (w) Vw)=
0 0 0

~= sup{h/hcH,h(<w",w>)g ¢x01w)‘Vw}- ¢§o(w“).

= Sup{h°s<x*,x >/heﬂ'h°s<x*,x
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Proposicidn 2.4: Si H es cerrada por traslaciones,

cc cc
(8591, = (0, ) 5Vxg.
" Demostracién: Dado weRk

G e G G e one

ccC
(65,

= sup ¢ (x™,w*) (<x™, x >+<w¥, w>) =
x*,w*
= sup (¢c(x*}wﬁ)os<
X, w* c * cc
< sup ¢ (W) (cw¥,w>)= (¢ )7 (w).
w¥ “o 0
Corolario 2.5: Supongamos que H sea cerrada por tras-

(w)= ¢°C (xq,w)=

”
<w w>) <
xk'x >)( ’ ).—

laciones. S1 ¢ es H-convexa en (xo,w), entonces ¢x

0
es H=convexa en w.

Demostracidn: ¢,
0
cc cc — 0
= (¢ )xo(W)s (¢x0) (w)= (¢x0) (W)5-¢x6(W)'
Corolario 2.6: S1 H es cerrada por traslaciones y ¢

(W)= 6 (xg,w)= ¢° (x4, = 6 (xy,w)=

es H-convexa en (x,0), entonces ¢(x,0)= sug;L(x,w*).
‘ \

Corolario 2.7: Si H es cerrada por traslaciones y ¢

es H-convexa en (x,0) Vx,entonces P(0)=inf sug_L(x,ﬁ*).
De la misma manera que en los enunciagos :nteriores

'se establecen las relaciones existentes entre el lagran-

giano y la funcién objetivo del problema primal, a con-

tinvacidbn se estudiar&n las que hay entre el lagrangia-

no vy la funcién objetivo del problema dual.

" Proposicibn 2.8: ¢c(0,w*)= sup{h/heH,h<inf ¢§(w*) ‘Vw#}.

x
Si H es cerrada para el Infimo, $€(0,w*)=inf ¢§(w*).

X
" Demostracién: Por definicién, ¢c(0,w*)€H. Ademéas de

e o amn G e sam  ope

la desigualdad de Fenchel se deduce:
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¢S (0,w*) (<w*,ws)= ¢C(0,w™) (<0, x>2cw™,ws)g ¢(x,w)=¢x(w)Vk,w.
Por tanto, Vx ¢c(0,w*)£ sup{h/heH,h{<w®,w>) < ¢x(w)\/w}=

*
- ¢§(w ), de donde ¢c(0,w*)5 inf ¢§(w#). Sea h,cH tal

x
%
que hog i:f ¢§(w*).\fxo,wo se tiene:h0(<0,xo>+<w ,w0>)=
= ho(<w*}w0>)g inf ¢§(w*)(<w*}w0>)5'inf ¢, (Wgl< ¢x0(wo)-
X x

- ¢(x0,w0). Por tanto,
hog sup{h/heH,h(<0,x>+<w*,w>)5 ¢(x,w)t/x,w}= ¢c(0,w*).
S1 H es cerrada para el Infimo, dado que ¢§(w*)e_HVx,

también inf ¢§(w*haH. En consecuencia, inf ¢§(w*)=

x c c x

= sup{h/heH, hs inf ¢ (w¥)}= ¢~ (0,w™).

Corolario 2.9: ¢§(0,w*)(0)5 inf L(x,w™) Vw*E.Rk. €1 H
X

es cerrada para el Infimo, se verifica la igualdad.

Demostracién: ¢c(0,w*)(0)= sup{h(0)/hcH ,hcinf ¢;¢w )}c
x

< inf ¢§(w*)(0)= inf L(x,w*). Si H es cerrada paya el

X X
infimo, ¢<(0,w*) (0)= inf ¢§(w*)(0)= inf L(x,w%).
- . - .
" Corolario 2.10: PO(O)S sug inf L(x,w™ . Si H es cerrac
T w X

da para el Infimo, se verifica la igualdad.

Demostractsn: P°(0)= pC(0)= sup P (w™) (<w*,05)=
w

-~ su§ ¢°(o,w*)(0)£ sup inf L(x,w*). Si H es cerrada

w w¥ %

para el Infimo, la Gltima relacién puede sustituirse

por igualdad.

Proposicidn 2.11: P es H-convexa en 0=$sug-inf L(x,w*)=
\ x
= P(0). S1i H es cerrada para el fInfimo, el reciproco

. es clerto.
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sup inf L(x,w%)< inf sug_l(x,w*)s P(0). Si H es ce~-
w¥ x x
rrada para el Infimo, por el corolario 2.10 resulta:

P(O)= sup inf L(x,w*)s PO(OJ y P es H-convexa en 0.
w x

Proposicién 2.12: wOeBHP(O)=;inf L(x,wg)n P(0). S1i H
x

es carrada para el Infimo,yel reciproco es cierto.

2.2 se obtiene: P(0)= p€ (wo)(<wo,0>)= ¢°C (0,w0)(0)<-'

< inf L(x, Yo )< inf sug.L(x we )< P(0). Reciprocamente,
X x

si H es cerrada para el Infimo vy inf L (x, w0)= P(0),

X
por el cor.2.9 P{(0)= ¢ (O,WO)(O)= ) (wo)(<wo,0>), con
*—
lo que wye3,P(0).

Definicibn: (xo,w:) es un punto de silla de L si‘Vx,w

_L(xo,w*)g L(xo,wg)s L(x,wg), 0 equivalentemente si

sup L(xo,w*)= inf L(x,w ) o, tambié&n, si
w x
suB_inf L(x,w¥)= L(xo,w )= inf sqg L(x,w*).
x
Teorema 2.13: ¢(x0,0)= ¢ (0O,w )(Ok:>(xo,w ) es un pun-

to de silla de L. Si ¢x es H-convexa en 0 y H es ce-
o
rrada para el Infimo, el reciproco es cierto. Ademas,

L(xy,wo)= ¢(x,,0)= ¢°(o,w;> (0).

€ (0.w ) (0)< inf L(x, w0)< L(xopw )< sug Lxy.w < ¢(x0,0).
X

Entonces, ¢(x0,0)= ¢ (0, w0)< igf L(x, w )= sug L(xo,w >

que es la condicibén de punto de silla de L para (xo,w ).

Tambi&n se obtiene: ¢ (0,w )(0)= L(xo.wo)= ¢(x0,0).

Reciprocamente, si (xo.wo) es un punto de silla de
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L,¢x es H-convexa en 0 y H es cerrada para el Infimo,
0
por el cor.2,.,9 y la prop.2.1 se concluye que
* H, ¥
$°(0,wg) (0)= inf L(x,wg)= sup L(xg,w )= ¢ (x,0).

X ,
Corolario 2.14: Sea Xy una solucién 6ptima del proble-

ma primal. w%eBHP(O)=¢(xo,w0) es un punto de silla de L.
S1i H es cerrada para el Infimo y ¢k es H-convexa en 0,
‘ 0

el reciproco es cierto.

dualidad fuerte.

3. LAGRANGIANOS EN EL CASO DE PERTURBACIONES VERTICALES

En todo este parrafo se supondri que ¢ viene dada

por perturbaciones verticales, es decir, .

- JE(x) si g(x)2 w
¢ (x,w) {;w en caso contrario '

donde'g: Rn+Rk y la desigualdad en Rk significa compo-

' nente a componente. Supondremos ademd&s que H verifica
las siguientes condiciones:

a) Todas las funciones de H son crecientes.

b) Cualquier heH es el supremo de funciones pertenecien-
tes a H que no toman el valor +w en 0.

c) heH, k:R+R constante=3ht+keH.

Sea hg= inf{h/heH,h(0)= 0}. Esta funcién no perte-

nece necesariamente a H en el caso de gue H no sea ce-

rrada para el Infimo. No obstante, también es una fun-

cién creciente.
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" Proposicidn 3.1: Bajo las hipbtesis anteriores,
o e
L(x,w')={?(X) h0(<w yg(x)>) si w 2 0

f(x)-h (+x) siw % 0°

(Por definicidbn, h (+w)= lim l’lo(t)-= sup h (£) ).
t-hl-co t

s ¢ (w) Ywi= sup{h(O)/heH,h(<w W) < ¢ (x,w) Vw}=

= sup{h(0)/heH,h(<w™,w>)s £(x) si we< g(x)}=

= sup{h(0)/heH, sup h(<w™,w>)< f(x)}. Por a),
3§§(X)h(<w*}w>)—w§?éx;. siendo tog{?::'géxézsgicg:irgrio‘
Por b), L(x,w¥)= sup{h(O)/he.H h(0)< 4=, h(ty)< £(x)}.

Por c), L(x,w")= sup{c/h(to)&cs f(x) }para algtn heH,h(0)=0}
= sup{f(x)—h(to)/hcﬂ,h(0)= 0)}= f(x)-ho(to).

Por la condicién a), tenemos que h0(<w‘,g(x)>)$ h0(+¢»
_Vx,w*. De aqui se sigue que L(x, w*)> L(x,w*) si WIZ‘ 0,
wzz 0. Seglin esto, s:g Lix,w®)= :uEOL(x,w ).

En lo sucesivo se supondri que existe en H alguna
‘funcién h tal gque h(0)> -=», Esto, junto con las condi-
ciones b) y c) anteriofes,_garantiza que ho(0)= 0. La
hipStesis contraria carece de interé&s, pues obligaria
Ca ho a ser constante de valor 4« con lo que L tahbién
serfa constante, de valor -w«.

La siguiente proposicibédn muestra como para un pro-
blema consistente con funcién de perturbacién H-conve-
xa en 0, cada solucidén dual 6ptima caracteriza el con-

junto de soluciones Sptimas del primal.

‘PrOposiciénf3.2: Supongamos que P es H-convexa en 0.
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Sea wZi 0 una solucién dual &6ptima, y sea Xq tal que
g(xo)z 0. Entonces X, es una solucidn Sptima del pri-
mal si y solo si es el mfinimo absoluta de f(x)-ho(<wg,g(x)>)
Y adem&s_h0(<w3,g(xo)>)-’0.
' Demostracifn: Por las prop.2.1l1 y 1.5, sug‘inf L{x,w")=
w x
P(0)= ¢c(0,w;)(0). S1 x, es una solucidén Sptima del
*
primal, se tiene: f£(x4)- h0(<wo.g(x0)>)= L{xq,Wg)<
< sup L{x.,w")< 6 (x.,0)= P(0)= 6S(0,wr) (0)s inf L(x,w )<
» 0 0 0 0

v ox "> N ' x
< L(x,w0)= t(x)-h°(<w0,g(x)?) x. Ademas, para x= x

0

todas las desigualdades anteriores han de verificarse

con signo igual. De aqui se deduce qgque f(xo)-ho(<wg,g(xo)>)

= ¢(x0,0)= f(xo), con lo que ha de ser h0(<wg}g(xo)>)=0.
Reciprocamente, si Xq minimiza la expresidn

f(x)-h0(<w*}g(x-)>) y satisface h0(<w:,g(x0)>)= 0, da-

do cualquier x tal que g(x)> 0 se tiene: f(x0)=

- f(xo)—h0(<w§,g(x0)>)= inf{f(x)-h0(<w§,g(x)>)}5

< f(x)~h0(<w*}g(x)>)5 f(x?-h0(0)= f(x). Por tanto, Xq

es una solucifn Sptima del problema primal.

Proposicifn 3.3: Supongamos que h0 no toma el valor

-, Entonces, si el problema dual es consistente la

funcidn de perturbacibfn tampoco toma el valor =-«.

— w— g  —— e d— e

el dual consistente existe w:~tal que ¢c(0,w§)(0)> ~-c0 ,

Se tiene: £(xy)=h (<wh,w>)2 £(xq)=hg(<wfig(xg)>)=

. . ¥* 2
= L(xo,wz); L(xo,wt); i:f L(x,wl)z.¢c(0,w1)(0)> - ,
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siendo wy> 0. Por la hipbtesis sobre hy, £(x,)<-hg(<wy,w>)
es un n(imero real, de donde f(xo)z ¢c(0,w';) (0)+h0(<w;,w>) R
Finalmente, P(w)= inf¢ (x,w)= inf{f(x)/g(x)2 wl2

c X
> ¢ (0.w1)-(0)+h0(<w2.\v>)>-~.



32

CAPITULO III

" APLICACIONES DE LA TEORIA DE LA H-CONJUGACION

1. CONJUGACION EN ANALISIS CONVEXO

En todo este pArrafo H ser8 la familia de funciones
hb:Rﬁﬁ, con btR, hb(t)= t-b Vt. Esta familia es cerra-
da para el supremo puntual, puesto que si {bi}iQI es
una familia de elementos de R, se tiene sup{hbi/1e1}=hb,
con b= inf{bi/icI}. Qg es en este caso el conjunto de
las funciones afines Rn+§, juhto con las constantes
de valor %o, Asl pues, las funciones H-convexas son
en este caso las convexas s.c.i. propias (admitiremos
como tales las funciones constantes *=)., La nocifén de
H-subgradiente coincide en este caso con la de subgra-.
diente del an8lisis convexo, asi que los enunciados
del p&rrafo 1 del capitulo I se convierten en los cla-
'sicos. 1 .
la definicién general de H-conjugacidn proporciona:
£ (x¥)= sup{h /beR, h, (<x*,x>)4 £(x) VxerM)=
= sup{hb/beﬁ, <x¥,%x>-bg< f(x)‘chRn}n
= sup{hb/be.ﬁ," by <x*,x>-f(x) Vx RM}=
= sup{h, /beR, besup{<x”,x>~f (x)}}=
- sup{hh/bcﬁ, b> ?*lx*)}= hf*(x*)'
donde f£¥ es 1la conjugada de.f.habitual en an8llisis con-

vexo.

Dado que H se identifica con R mediante.-la biyeccidn
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b++hb, las funciones g:Rn+H pueden considerarse funcio-

nes g:Rn4§ con la identificacién hﬁ(x‘)= g(x*). De es~
~

£ £7%,

ta manera resulta: gc(x)= sup g(x®) (<x* ,x>)=

x

* - o U BN* -
= sgg hg(xﬁ)(<x s X>) szgj<x X>=g(x" ) }= g (x), es de
cir, las H-conjugadas y las conjugadas convexas coin-
ciden si se identifican las funciones a valores en H
con las funciones reales asociadas a &llas. En parti-
| cc_ &, ¥ alad
cular se tiene: £f "= (f°) = £ , o sea, que las bicon-
jugadas de £ coinciden.

La desicualdad de Fenchel establecida en la prop.2.1la)
del capftulo I puede escribirse en este caso:
<x*,xo>-fy(£f)$ f(xo), lo cual justifica el nombre.
Todos los enunciados del parrafo 2 se traducen de es-
ta manera en propiedades clésicas de la funcibn £*,

Ademfs la familia H es completa en O.

Para‘las funciones.g:Rn+H, las biconjugadas verifi-
can: g %= (g*)F= hg«;,.con loque g es H-convexa &>
<= 9= gE ot = hye> hue= hye = o> § es conve-
'xa s.c.i. propia. Asi, las propiedades del p&rrafo 3
del capitulo I se convierten tambi&n en las de la con-
jugada convexa, habida cuenta de que los subgradientes
de g coinciden con los cl&sicos de su funcidn real aso-
ciada, como puede verse ficilmente interpretando la

prop.3.8. Conviene observar que la H-conjugacién con-

serva el orden en lugar de invertirlo como la conjuga-
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da convexa. El motivo es que la identificacién de R
con H lo invierte. En cuanto a la segunda desigualdad
.de Fenchel (prop.3.1.b)); en té&rminos de la funcidn
real asociada a‘g diria: <x*,xo>—§(x*{5‘§‘(xo), que

' es otra vez la desigualdad clisica.

La funcién objetivo de nuestro problema dual es
¢c(0,w*)(0)= o-¢“<o,w*)= -¢*(0,w*), con lo que coinci-
de con la formulacién de {1}. Lo mismo sucede con el
H-lagrangiano, que es L(x,w )= ¢;(w‘)(0)= -¢§(w*)=

= —sup{<w*,w>-¢x(w)}=1nf{¢(x,w)-<w*,w>}. Todas las pro-

w w
pliedades del p&rrafo 2 del capitulo II son Integramen-

te aplicables ya que si beﬁ,.tch, se tiene que h,os, =
‘ 0
= hb-t » es decir, gue H es cerrada por traslaciones,

0
Y inf{hb /ieTI} = hb con b= sdp{bi/icI}, o sea que H es
i !

cerrada para el Infimo. Estas propiedades son asimis-
mo las habituales de la dualidad convexa.

En el caso de perturbaciones verticales, se pueden
aplicar los resultados del Gltimo pé&rrafo del capitu-
lo anterior ya que se cumplen las tres condiciones re-
queridas. La funcidn h0 es en este caso la inclusién

candnica , con lo gque el lagrangiano que resulta es

* »
el habitual: L(x,w )= {fixén<2a;g(22;t::r¥oa O, Asimis-

mo es aplicable la prop.3.3 por ser ho finita.
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2. CASO EN QUE H ES LA FAMILIA DE LAS FUNCIONES CRECIEN-

TES CONTINUAS POR LA IZQUIERDA

Esta familia es cerrada para el supremo, puesto que
el supremo de funciones crecientes es creciente, y pa-
y para tales funciones la continuidad por la izquierda
es equivalente a la semicontinuidad inferior, que tam-
bién se conserva por el paso al supremo.

En {8}, Martos define las funciones auasiménotonas
(sobre un conjunto convexo X R" ) como aquellas que
son quasiconvexas y quasic6ncavas. Este nombre queda
justificado por la siguiente proposicidn:

" Proposicién 2.1: h:R+R es mSnotona si y solo si es quasi-

monStona.
Demostracifn: Supongamos en primer lugar gue h es mo-
nStona. Sean xl,xzaR, X< Xy, ta[ﬂ,ﬂ + S1 h es crecien-
te,‘min{h(xl), h(x,)}= h(x,)< h((l—t)x1+tx2)g h(x2)=
= max{h(xi),h(xz)}. Si h es decreciente, min{h(xl),h(xz)}
- h(xz)g h((l-t)xl+tx2)5 h(x1)= max{h(xl)fh(xﬁ)},
En cualquier caso, h es quasimon&tona.

Reciprocamente, sea h guasimonbtona. Si h es cons-
tante, es mon&ftona. Supongamos que h no es constante.

Existen x,< x, tales que h(x,)# h(x,). Examinemos el

- caso de que h(x1)<'h(x2). Sea x<x'. Si x< x'< X< Xoy
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ha de ser h(x,)2 min{h(x")., h(xz)}. Por tanto h(x;)2 h(x'),
de donde h(x')< h(xz). Como tambi&n h(x')> min{h(x),h(xz)}
se obtiene h(x')2> h(x). Entonces h es creciente en la

semirrecta (—w,xi]. 81 x,< %< x'< x se tendri h(x')>

1= 2’
> min{h(xl),h(xz)}= h(x;). Ademds h(x)s max{h(xl),h(x')}=
= h(x'). Por tanto h es creciente en el intervalo [xl,xg].
Si x,< x,< x< x', se ha de cumplir h(x,)s max{h(xl),h(x)},
de donde h(x,)< h(x). Por tanto h(x)> h(x,;). Por otra
parte h(x}$ max{h(x;), h(x')}. Esto obliga a que h(x)x
< h(x'), con lo que h es también creciente en la semirrec-
ta [x,, #=). -

Se ha visto pues que h es creciente. Si fuera h(x1)>
> h(xz) se demostrarla por andlogo procedimiento que h

es decreciente.

Definicifn: f:R"+R se llamar§ quasiafin si es quasimon&6-

tona sobre todo Rn°

" Proposicibén 2.2: Los siguilentes enunciados son equivalen-
tes: |
\ n
a)j£¢H
b) Y es quasiafin s.c.i.

c)‘fAcR, Sk(f) es un semiespacio cerrado (o bien g o Rn).

Demostracién:

a)=>b)

Sea.f(x)- h(<x’,x>) con hcH, x"¢ rR". Sean Xyr X eRn, t€

2
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c[p,i]. Supongamos <x*,x1>$ <x*,x2>. Se verifica también:
<x*,x1>s <x¥, (1—t)x1+tx2>s <x*,x2>. Aplicando h resulta:
j(xl)s f((l—t)x1+tx2)s Y(x,). Por tanto y es quasiafin.
También es s.c.i. por ser composicibédn de h, que es s.c.i.,
con <x",+>, que es continua.

b)=>c)

Dado que‘f es quasiafin, cualguier conjunto de nivel SA(f)
es convexo, al igual que su complementario Rn-sx(f). Si
Sk(f) no es ¢ ni RY, tampoco lo es Rn—Sx(f); Existe pues
un hiperplano de separacidén entre Sx(j) Y R“-sx(j), es
decir, existen i*# 0, keR tales que:

chA(f)=><x*,x>s k
x&Rn—Sx(f)=¢<k“,x>z k

Como y es s.c.i., Sy ({) es cerrado, de donde Rn—SA(f)

es abilerto y tiene que estar incluido en el interior del
correspondiente semiespacio, es decir: ngn-SA(f)=;<x*}x>>
>k, © equivalentemente <x® ,x>< k:;xcsx(j).-Segﬁn esto
SA(T) es el semiespacio cerrado de ecuacién <ﬁ“,x>5 k.
c)= a)

Supongamos en primer 1lugar que'Vl Sx(f) fuera @ o rR".

Se tendrfa VxcR", Y(x)= inf{i/xeS, (f)}= inf{A/s, (§)= R"}.
Esto'significa que~f es constante. Tomando cualquier x€

e rR" y h la funcidn constante del mismo valor que f, se
expresa f en la forma requerida para los elementos de

n
¢H.
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Sea ahora AO tal que Slgy) es un semiespacio cerrado,
es decir, S, (f)- {x/<x®,x>¢ Kk, } con x%¥ 0, ky, ¢ R. Sea
0 0 0
A< Xo. Entonces S, (j') c.sxo(f) . Si Sk(f)' @# puede escri-
birse ngf)- {x/<x¥,x>< ~»}, Si S, (f) es un semiespacio
cerrado, por una aplicacién elemental del teorema de Far-
kas se ve que Sx(f)- {x/<x¥,x>< Xy} con k,< k, . Anfloga-
0
mente, si A>‘lo se deduce que ngf)- {x/<x™,x>< kx} con
n
kkg ky (kls 4o si ngf)= R).

0
Sea {ck)AcR la familia de semirrectas C,= (-, k;].

A—-
los €, cerrados la funcién h definida por h(t)= 1nf{l/tccx}

Por construccién se tiene: A< u=pk, < kusacxccu. Por ser

es gs.c.i.. Adem&s 81 t< t' se tliene: t'cCA=?t's kxﬁ>t5 kA
= teC,, luego h(t)= 1nf{A/teCA}< inf(A/t%:Cx}- h(t'), es
decir que h es creciente y en consecuencia he¢H. Finalmen-
te, Vxean(x)r- 1nf{)«/xcsx(f)}- inf{x/<x™,x>< kA}-

- 1nf{l/<x*,x>ecx}- h(<x®™,x>). Por tanto:fcég.
Proposicibén 2.3: La funcibdn conjugada de £:R™R viene

dada en este caso por:

£°(x™) (t)= inf{A/ts supl<x®, x>/xeS,(£)})

ho(t)= inf{)r/tg sup{<x*,x>/xcsx(f)}}. Se cumple para
ts t': t'< sup{<x*,x>/xcsx(f)}=$ts sup{<x*,x>/xcsx(f)},
de donde ho(t)g ho(t'). Asf pues h, es creciente. Si lla~-
mamos {DA}AaR a la familia de semirrectas cerradas

(=, sup{<x*,x>/xesx(f)il regsulta: A¢ u:;SA(f)cSu(f)ﬁ§
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3 B
=y sup{<x ,x>/chA(f) }< sup{<x ,x>/xesu(f) }=> D CDu' h

A 0
es s.c.i. por ser ho(t)a 1nf{A/thA} Vt. Tenemos pues
que hdéH.

Sea xoeRn,

Xog> £(x4), AogR. Dado que xOCSAO(f)' resul~-
ta: <x*,x0>5 sup{<x*,x>/xes

Ao(f)}, Entonces, h0(<xaixo>)=
- inf{x/<x*ix0>5 sup{<x*,x>/xesx(f)}}5 Ao+ De esto se
deduce h0(<x*,xo>)5 f(xo).
Sea ahora heH tal que h(<x*}x>)£ f(x)‘chRn. Sea tg
< sup{<x*,x>/xesl(f)}, por ser h creciente contfinua por
la izquierda h{{t)< sup{h(<x*,x>)/xesl(f)}5 sup{f(x)/xcsx(f)}
< A. Por tanto h(t)< inf{)/t< sup{<x*,x>/xesx(f)}}= ho(t).
Asi pues, h,= sup{h/heH, h(<x™,x>)< £(x) Vx}= £°(x*).

Proposicién 2.4: £:R%R es H-convexa si y solo si es quasi-

convexa s.c.i..

nes pertenecientes a og, que son quasiconvexas s.c.i.
seqgqlin la proposicién 2.2. Entonces f es quasiconvexa s.c.i..

Recripocamente, sea £:RM>R quasiconvexa s.c.i..Dado qgue

cc 0

f" "= £ ¢ £, para la H-convexidad de £ basta probar que

f< £€C, sea x eRn, 10< f(xo). Entonces xoé (f). Como

0 SAO
f es quasiconvexa s.c.i., SAo es un convexo cerrado. Por
tanto existe un hiperplano que separa estrictamente Xq
de SA (f), es decir, existe x:# 0 tal que <x;, Xp>>
> sup{<x:,x>/xesx (f)}. Se cumplira fcc(xo)-

= su fc(x*)(<x*,x >)> fc(fr)(<k* X >)="
oF 0> '2 o’ {<¥or *o
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= 1nf{x/<x:, Xg>< sup{<x;, x>/chA(f)}};

> inf{x/sup{<xy, x>/x€S, (f)}< sup{<Xg x>/x€eS, (£)}}2

)\
> inf{x/sxo(f)ﬁsl(f)}z igf{xlxos A}= Ag. De aquf se dedu-
ce fcc(xo)g f(xo), lo que concluye la demostraci6n.

Utilizando la prop. 2.7 del cap.I puede verse que
aHf(xo) coincide en este caso con Tf(xo), el tangencial
de f en Xq definido en {3}. Asimismo fc(x*)(<x*,xo>) coin-
cide con q(x*), siendo q la conjugada de f en Xp definida
en el mismo artficulo. De esta forma las propiedades esen-
clales de q y Tf(xo) dadas en {3} pueden obtenerse como
casos particulares de la teorfa general expuesta en el
capitulo I.

El cor.2.2 del cap.I no es plenamente aplicable aqui
por no ser H cerrada para el Infimo. Teniendo en cuenta
que H es completa en 0, el cor.2.9 del cap.I establece
el siguiente resultado (establecido en {3}):

0eT¢(xy)4=f alcanza su minimo en x,. Asimismo H ve-
rifica las hipStesis de las proposiciones 2.13 (para x> 0)
y 2.14 del cap.I. |

Sustituyendo en la prop.4.4 cap.X H, por la familia
de funciones qué aparece en el pirrafo anterior vy H2 por
la del p&rrafo actual se obtiene el resultado ({3}):
3L (x4)CTe(x4).

Utilizando la f&6rmula de conjugacidn (prop.2.3) se

obtiene la expresidn de la funcidn objetivo del problema
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dual:
¢c(0,w*)(0)= inf{)/0< sup{<w*.w>/(x,w)cs ($)}}=
X,W
= inf{)\/0< sup{<w yWr/d(x,w)< A}).
X,w

Esta es precisamente la funcién objetivo del problema
dual (0) definido en {2}, estudiado exhaustivamente en
ese trabajo. Las propiedades esenciales de (Q) pueden
obtenerse como casos particulares de las expuestas en
el odrrafo 1 del capitulo II.
El H-lagrangiano de un problema general esti dado pors:
L(x,w")= ¢ (w™) (0)= inf{)/0< sup{<w yW>/WeS, (¢ )}}=
= inf{\/0< sup{<w ;> /b (W) S A}}=
= inf{\/0< sup{<w w>/¢(x,w)< A}}. Como H es cerrada por
traslacioneswse pueden aplicar a L todas las propiedades
2.3 a 2.7 del capitulo IX. En cambio, para la aplicabili-
dad de los enunciados 2.8 a 2.14 de ese capitulo:. hay
que tener en cuenta que H no es cerrada para el Infimo.
En el caso de perturbaciones verticales, pueden apli-
carse los resultados del pAarrafo 3 del cap.II por cumplir
H las condiciones a), b), c) requeridas. Para la condi-
cién b) basta tener en cuenta que si heH, puede escribir-
se h= sup h,, estando h, definida por h, (t)= min{h(t),k}.
Las fuﬁggones hkeH y estln acotadas superiormente.

La funcién ho= inf{h/heH, h(0)= 0} es la dada por:

ho(t)= {Omsiit§<00’ Asf pues el H -lagrangiano es:

%* _ [f(x) si 7 Z 0 o si <w*X g(x)>> 0
Lx,w™) to 81 w2 0 y <w ,g(x);< 0
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Este es una extensifn del lagrangiano que aparece en {6}.
En cuanto a las propiedades del p&rrafo 2 del cap.II

hay que seflalar que en el caso de perturbaciones verti-

cales las funcliones ¢x son todas H-convexas (quasiconve-

xas s.c.i.) yva que sus conjuntos de nivelson:

= | {w/we g(x)} si X2 £(x)
SA(¢x) @ si A< f£(x)

que son conjuntos convexos cerrados.

La prop.3.2 cap.II establece en este caso cque si P
es H-convexa en 0, ﬁ?a 0 es una solucién dual Sptima y
X, s tal que q(xo)z 0 v es solucién &Gptima del primal,
entonces x, es también solucidn Sptima del problema (me-
nos restringido en general que el primal) “minimizar £ (x)
sujeto a <w§, g(x)>> 0". Adem&s se verifica la condicidn
de Separacién complementaria'<w§, g(x0)>= 0.

La prop.3.3 no es aplicable aqui por no cumplir ho
la condicibén requerida.

La siguiente proposicién suple en parte la no aplica-
bilidad del teorema 2.13 cap.IX.

 Proposicidén 2.5: (x,, wﬁl es punto de silla de L=5Xx, es

solucidn Sptima del primal. Ademis, ¢(x,,0)= Lixgy,wg) ¥
se verifica:

a) L(xy, Wg)< t==> el primal es consistente.

b) wgz 0=>x, es minimq absoluto de £, gixg)2 0.

Demostracién: -1

-— e G e e ane g

b) Sea woz 0, xe¢R?. De la f&rmula de L y la definicién
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de punto de silla se deduce: f(x,)= L(x,, w§)$ L(x, w:)-
= f(x), o sea que xd-és minimo absoluto de f£. Por otra
parte‘dé*z 0 se tiene: L(xo, w*)s L(xo, w?)n f(x0)< 4o,
Esto obliga a que L(xo, ﬁ¥)= f(xo) lo que, a su vez, im-
plica <w*, g(x4)>> 0. Por tanto g(x,)> 0.
a) En la demostracién de b) se ha visto que si L(xo, w:)<
< 4+ el primal es consistente. Reciprocamente, supongamos
que el primal es consistente. Si wgz 0, se tiene L(xo,wg)ﬂ
= f(x0)< 40, Si w;z 0, dado que existe X, tal que g(xl)z 0
y se ha de cumplir <w§, g(x1)>z 0, resulta: L(xo, wz)j
< L(x,, w:)= £(x,)< 4o,

Demostremos ahora la primera parte del enunciado. Si
wngo, basta considerar la parte b). Si L(xo, wg)z $oo,
por a) el primal es inconsistente y cualquier x es solu-
cisén Sptima. Solo queda por considerar el caso ng 0,
L(xo, W§)< 4o, La parte final de la demostracién de b)
muestra que g(x,)2 0. Sea x tal.que g(x)2 0. Se ha de
verificar <ﬁ§,‘g(x)>a 0, con lo que f(x0)= L(xo, w§35
< L(x,w§%= f(x). Por tanto X,y es solucidén 6ptima del pri-

mal.

3. PROPIEDADES DE LA CONJUGACION RESPECTO DE LA FAMILIA

" H DEL PARRAFO ANTERIOR.

Para simplificar la notacién, en todo este p&rrafo

se escribiré Fxﬁ(k)ﬂ sup{<x*}x>/xesl(f)}, siguiendo 1la
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notacién de {2}. De esta manera la f&6rmula de conjugacidn

resulta: £S(x™) (t)= inf{r/t< F «(A)}.

a) Continuidad de las funciones fc(x*)

En {3}, Crouzeix da la siguiente definicién:

Definicisn: Sean £: R™+R, m= inf £(x), M>m.

f es M-regular segln x*é#fVl,u tales que m¢€ A< u< M
o bien Fx#(A)= 400
© bien F #(X)< F_x{u).
f es M-regulari—= f es M-regular seéﬁn x*’Vx*? 0
f es regular seqgiGn iﬁ::>f es +®-regular segGn x')‘E
f es regular&=>f es +=-regular

Proposicién 3.1: £ es M-regular segfin x* 51 y solo si

£€ (x*) es contfnua en fc(x*)-l([-w,M)).

Demostracidn: Supongamos que f es M-regqular seg(n x*.

Sea toefc(x*)_l(t—w,M)). fc(x#) es continua por la izguier-
da, por lo que basta demostrar la continuidad por la de-
recha en to, que, por el crecimiento de fc(i*),es equi-
valente a la semicontinuidad superior. Supongamos que

Vie> t, se verifica f¢(x*)(t)z . Sea AO tal qgue fc(£¥)(to)
< A0< M. De la f£6rmula de fc(x*) se deduce Fx*(ko)z to.
1Sea Al tal que A0< 11< M. Puesto que £C (x )(to)a m, por
la M-regularidad se cumple que to< Fx*(kl). Sea te¢R tal
queﬂt0< t< FX*(AI). Por hipétesis fc(x*)(t)z a, es decir,
inf{)A/tg Fx*(k)}a a. En consecuencia, A,2 a. De aqui se

deduce on a y, por Gltimo, fc(x*)(tolz .
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Recripocamente, si f no es M-reqgular segin »x* existen
lo, TS tales que m< Ao< M o< M y adem&s Fx*(lo)- Fx*(uo)cRs
Llamemos to a este nfimero. Se tiene entonces:

'fc(x*)(to)= Inf{d/tys F a(l)}ls A< M

0
£°(x®) (t)= inf{d/ts Fu()}2 ug Veor,.
Por tanto fc(f*) no es continua por la derecha en t,¢€
e £ (x*) " ([~=,M))

Corolario 3.2: f es regular segfin x*'si y solo si fc(x*)
1

es continua.
Demostracifn: Basta tener en cuenta que si fc(k*)(to)= +eo,

f?(x*) es s.Cc.S. en tO'

b) Crecimiento estricto de las funciones fc(x*)

Observacién previa: Veer, £°5(x™) (t)= 1nf{A/Fx*(l)2 t}z
> inf{x/Fx*(A)> ~o}= m, es decir, fc(x*)-l([m, $<|)= R,
Si para algfin to se verificara fc(x*)(t0)= m, la misma
igualdad se tendria Ve to. Anflogamente, si para algGn

to fuera fc(xﬂs(to)= +0, 1o mismo sucederIa'Vt< t En

0.
ambos casos el crecimiento estricto'de fc(i*) se tendria
a lo sumo en fc(x*)-l((m, $x) ),

Proposicién 3.3: Si £ es quasiconvexa inf-compacta y ca-

rece sobre su dominio de miInimos locales no globales,

entonces Vx* fc(x*i es estrictamente creciente en

£€ (*) " ((m, =)).

~ e
m< fc(x*i(t)< doo, x*¥ 0, puesto que para x =:0 se tiene
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0 s1 A> m c
Fo(k)s {;mssi ‘e m Y+ €D consecuencia, £ (0)(t)=

m si1 t¢ O

= inf{\/t< Fy(})}= {}w o1 £> 0°

y el crecimiento de F » se deduce la siguiente implicacién:

De la férmula de fc(x‘)

x> £5(x™) ()=>F_»(N)> t, es decir,

inelF_x(A)/A> £50x™ () )2 t. sea ti<e. V2> £2(x™ (£) se
verifica Fxﬁ4l)> t'. Por tanto existe Xy tal que xkesk(f).
<x*,xx>> t'. Puesto que £ (x*) (£)> m, existe X tal que
f(x)< fc(x*)(t). Pueden darse varios casos:

1
a) <£*,§>z t'. Entonces Fx*(fc(k*)(t))z <x*

fX>2 t'.

b) <x*}§>< t'. Entonces existe Yy, en el segmento de extre-
mos 'ﬁ,.xA tal que <x*}yk>= t'. Por ser f quasiconvexa,
£(yy)< max{f (x), f(xk)}s max{fc(x*)(t), A}l= A. Por tan-
to, ;nf{f(x)/<x*} x>= t'}s fc(x*)(t).

bl) inf{f(x)/<x®, x>= t'}< £S(x ) (t). Entonces existe

% tal que <x*:‘§>= t', £ (%)< fc(x*)(t). Por tanto

F 6(£S(x™) (£))2 <™, %= e,

)

b2) inf{f(x)/<x*ﬁx>= t'}= £€(x" )y (t). Por ser f inf-com-

pacta, este Infimo se alcanza en algldn punto. Sea pues

*,Q>= t',,f(§)$ fc(x*s(t). Asf pues,

% tal que <x
F (S (x™) (£))2 <x®, %om &0,

En todos los casos se ha visto que Fx*(fc(x*)(t))z t'.
Como consecuencila se obtiene Fx#(fc(x*)(t))z t.

De la férmula de fc(x*) se deduce tambié&n:

A< f°(x*)(t)=>rx*(x)< t.

Sea xotal que f(x0)$ fc(x*i(t). Pueden darse dos casos:
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a) f(x0)< fc(x*)(t). Dado )\ tal que f(x0)< A< fc(x*)(t)

*..

se verifica <x‘, Xq>< Fx#(k)< t.

b) £(xy)= £ (x®) (). Sea t'<< x™, x.>. Como £°(x™ (t)>

0
>m, X, no es minimo global de f y, por hip&btesis, tam-

poco lo es local. Entonces existe X, tal que ||x ,=xq]|<
< (¥, x>t ) /] |x¥|], £lx )< £°90x) (£) . Sea A, tal
que f(xt.)< Apo< fc(xﬂs(t). Se cumple: <x*, Xg=Xe 1 >S

< 1= | [xg=xps | |« <x™, xg>-t', de donde <x™, x ,>> t'.

Por tanto, t»> Fx*(xt.)g <x*} Xer>> é'. De aquil se dedu-
ce que, al igual que en el caso anterior, t> <x*}x0>.

En ambos casos, Fx*(fc(x*)(t))s t. Dado que la desi-
gualdad inversa se hablfa obtenido anteriormente, tenemos:
VeesC ™ T, +=)), PacleS (™ (£))= .

S1 tye< ty, ty,
F (£ (£)))= )< ty= F x(£°(:%) (£,)), de donde
fc(k*

tzefc(k*)_l((m, +x)), se verifica:

)(t1)< fc(x*S(tz) habida cuenta del crecimiento de
Fx*.

Corolario 3.4: £ es estrictamente quasiconvexa inf-com-

pacta:?fc(x*) es creciente estrictamente en fc(x*)-l((m,+w))

para todo x*l

carece sobre su dominio de mInimos locales no globales.
En este iltimo corolario la quasiconvexidad estricta

no es necesaria, como pprueba el siguiente contraejemplo:

f: Rz-:ﬁ
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arctg(y/x) si x> O, x§+y§g

1l
TR TR e el L R
4o sl X< 0 6 X"ty > 1

f es quasiconvexa inf-compacta, carece de minimos loca-
les no globales y en cambio no es estrictamente gquasicon-
vexa como puede verse observando su comportamiento sobre
el eje vertical.

En cambio, la condicién de carecer en su dominio de
minimos locales no globales es necesaria para funciones

quasiconvexas, como se indica en la sigulente proposicién.

Proposicidén 3.5: Sea £ quasiconvexa. Si Vx* fc(x*) es

estrictamente creciente en £%(x™) 71 ((m, +=)), entonces

f carece sobre su dominio de minimos locales no globales.
de f que sea minimo local no global. m< f(x0)< 4+, Sea
C= {x/f(x)< f(xo)}. Por ser f quasiconvexa, C es conve-
Xo. Ademds no es vacfo por ser f(x0)> m. Puesto que Xx,
es minimo local de £, Xy Nno pertenece a la adherencia

de C. Por tanto existe x*?tal que sup{<x*, x>/x€C}< <x*,xo>.
Si A< f(xo), se tiene Fx#(x)s sup{<x*,x>/xeC}, ya que
Sk(fk:c' Sea t tal quevsup{<x*, %x>/xcC}l< tg <x , Xg> -
Sea )\ tal que Fx#(x)z t> sup{<x*,x>/ch}. De 1o>observa—
do al principio del p&rrafo se infiere que > f(xo). En-
tonces fc(x*)(t)- inf{x/Fx*(x)z t}> f(xo)z fc(x*5(<x*ixo>)

> fc(f*)(t). En consecuencia, f':z(x';i")(t)-'I f(x5)€(m, )
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Vee(supl<x™, x>/xec}, <x’ x0>], lo que contradice el
crecimiento estricto de £°(x™) en £S5 (x™ "1 ((m, +=)).

En la prop.3.3 y su corolario la inf-compacidad de
f no es necesaria, comopuede verse en el siguiente ejem-
plo: £ la funcifn lineal f(x} = <y#i x> con y*% 0. Para
x*= ky* con k> 0, £5(x™ (£)= Inf{A/F k(M) 2 t}= inf{A/kAzt)
= t/k. Para x*? ky*rsz o, fc(x*)(t)= inf{k/+mz t}m —oo,
Para x*; o, fc(O) solo toma los valores *=, Seqgin esto
Vx*'fc(x*) es creciente en £f<(x7) "1(R). £ es estrictamen-
te quasiconvexa s.c.i. sin ser inf-compacta.

En cambio, si esta hipbdtesis de inf-compacidad se su-
prime sin afiadir ninguna otra sustitutiva.la proposicién
Y su corolario son falsas,  como prueba el siguiente con-
traejemplo:

2

£:R“+R

max{x,-y} si x< 0, y> O-
f(x,y)= { x/1n(1+y) si x> 0, y> 0
+o g1 (x> 0, y= 0) o y< O
Los conjuntos de nivel de f son: ,
para X €0, S, (f)= {(x,y)/x<s A, y2 -1}
para A >0, S, (£)= {(x,y)/(x< 0, y> 0) o (x> 0,y>0,y2e*’ 21)
= {(x,y)/yz max{O,ex/A-l}.
Todos estos conjuntos son convexos cerrados (pafa A> O,
Sl(f) es el epigrafo de una funcién convexa contfnua).

Por tanto f es quasiconvexa s.c.i.. Adem8s, para A< 0,

§x(f)- {(x,y) /%< ),‘y> -l}= ék(f)' Para A> O, §A(f)=
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= {{x,y)/y> max{o,ex/x—l}}, por tanto éx(f)-
= gltf)u{(x,y)/xs 0, vy O}.
Sean (xl,yl), (x2'y2) tales que f(xl,y1)<f(x2,y2)<+w,

o
te(0,1). St (xl,yl)csf(x2 y (£), dado que (x,,y,)€

'Y,

) (£), ha de ser (1-t) (x,,v))4t(x,,y,)edg o ) (£)

G'Sf(xzyyz 2'y2
vy, en consecuencia, f((l-t)(xl,y1)+t(x2,y2))< f(x2'y2)‘

Si x,< 0, ;= 0Oy f(xz,y2)> 0, ha de ser- x,> o, Yo 0y

también (1-t)y1+ty2> 0. Si (1-t)x1+tx2> 0, dado que y,;=
= 0> ex‘/k—l con A= f(xz,yz) resulta que (xl,yl) perte-~

nece al interior del epigrafo de la funcidn convexa con-

x/A

tfinua h({x)= e -1. Dado que (xz,yz) pertehece a este

mismo epigrafo, (1-t)(x,,y,)+t(x,,y,) pertenece a su in-
terior, con lo que (1-t)y,+ty,> e((l’t)xx*CXz)/A_l, o
lo que es lo mismo:

£0(1-t) (x;,y,)tt(x,,y,))=(1-t) x, +tx, <A = £(xX,,¥,5).
In(1+(I-t)y,+ty.)
Esto demuestra que f es estrictamentd qugsiconvexa. Sea

A si AgO0
+o g§ A>C

con lo que £S () (t)= inf{)\/t< Fx*(l)}= {? sl £2 0 por otra

ahora x*L(I,O). F&cilmente se comprueba que Fx*(k)=

0 si t2 ©0°
parta m= -», con lo que fc(x*s no es estrictamente creciente

en £5(x®) 7 ((m,4)).

Para funciones de una sola variable el creciniento
estricto de las funciones fc(x*) es m&s facilﬁente carac-
terizable, como se indica en la siquiente proposicién.

" Proposicidn 3.6: Sea f£R4§ quasiconvexa. £ es estricta-

mentequasiconvexa si y solo si Vx* fc(x*) es estrictamen-
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te creciente en £€(x™ ~1((m,+=)).

utiliza para garantizar en el caso b2) de la demostracién
la existencia de x. Si £ es funcidn de una sola variable,
K= t'/xﬁesin necesidad de ninguna hipStesis sobre f.

Para el recliproco, teniendo en cuenta la prop.3.5,
basta observar gque si una funcifn de una sola variable
carece sobre su dominio de miInimos locales no globales,
es estrictamente quasiconvexa (supﬁésta quasiconvexa) .

En efecto, s1 £ no es estrictamente quasiconvexa existen
Xy xzeR tales que f(x1)< f(x2)< 4o, f((l-t)x1+tx2)=f(x2)
para algGn tc(O,l)‘. Para todo t'e [t,l] se tendria:
f((l—t')x1+t'x2)$ f(x2)= f((l—t)x1+tx2)$

< max{f(xl),_f((l-t')x1+t'x2)}= f((l-t')x1+t'x2)

(la iltima igualdad se debe a que f(x1)< f(xz)).Entonces
f serfa constante y finita sobre el intervalo cerrado de
extremos (1—t)x1+tx2, X,. Por tanto cualquier punto del
interior de este intervalo pertenece al dominio de £,

es minimo local de f y no es global por ser f(x1)< f(xé).

c) Convexidad de las'funciones fc(x*)

Proposiciébn 3.7: Si f es convexa, las funciones.fc(x*)

son todas convexas. Reciprocamente, si Vx*'fc(x%) es con-

vexa, la envolvente quasiconvexa s.c.i. de f es convexa.

son céncavas {2}. Sean (tl,kl), (tz,xz)'pertenecientes
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al epigrafo de £°(x*), ae(0,1). si fuera £°(x*) ((1-a)t,tat,)
> (1—a)A1+aA2, también para e€> 0 suficientemente pequefio
serfa fc(x*3((1-a)t1+at2)> (1-a)(k1+e)+a(12+e). Segidn la
fSrmula de fc(x*3 ha de ser |
F ¥((1-a) (A +e) +a (X, +e)) < (1-a) t,tat,.
Como F_x* es c6Sncava, o bien Fx*(11%€)< t, o bien Fx*(12+e)
< t,. Sea 1e{1,2} tal que para X,, t;, se verifica dicha
desigualdad. £€(x™) (t )= infli/t < F « )}z A +e> Ay,
lo gue contradice que (ti,li) sea del epigrafo de fc(x*).
Reciprocamente, dado que la envolvente quasiconvexa :

s.c.1, de f es fcc

dada por £°¢(x)= sug_fc(x*)(<x*, xX>), .
sl todas las funciones fc(x*) son consexas, al ser tam-
bi&n crecientes sus composiciones con funciones lineales
son éonvexas Yy por tanto £°C es supremo de funciones con-

vexas y, en definitiva, es convexa.

¥
d) Acotacidn de las funciones fc(x )

- Proposiciédn 3.8: Sea £f:R"™R s.c.i.. f es inf-compacta

si y solo si ninguna de las funciones fc(k*) estd acota-

da superiormente.

Demostracién: Supongamos que f es inf-compacta. Sea fﬁ:ﬁn,

keR. Sk(f) es compacto y por tanto acotado. Entonces

' c

F_«(k)< +=. Sea teR tal que F_sx(k)< t. Se tiene:f (x™)(t)=
= inf{A/t< F. (M) 12 k. Esto significa que fc(x*3 no esté&

acotada superiormente.

Reciprocamente, supongamos que todas las funciones
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fc(x*) est&in acotadas superjiormente. Sea keR. Por ser
f s.c.il. el conjunto Sk(f) es compacto y por tanto aco-
tado. Entonces Fxﬁ(k)< +o, Sea teR tal que Fx*(k)< t.
Se tiene: £°(x¥) (t)= inf{i/ts F_»(1)}> k. Esto signifi-
ca que fc(x*) no est8 acotada superiormente.
Reciprocamente, supongamos eue todas las funciones fc(i*)
estin acotadas superiormente. Sea keR. Por ser f s.c.li.
el conijunto Sk(f) es cerrado. Para cada xi‘f existe teR
tal que fc(x*)(t)> k, es decir, inf{A/ts wa4l)}z k. En
consecuencia Fx*(k)< t. Al estar todas laslfunciones 1i-
neales acotadas superiormente sobre Sk(f)mestos conjun-
tos est&n acotados, luego son compactos y f es inf-com-

pacta.

4. CASO EN OUE H ES LA FAMILIA DE TODAS LAS FUNCIONES

" CRECIENTES

"Definicibn: Un conjunto convexo se llgmar& normal cuan-
do sea interseccibén de semiespacios (abiertos o cerrados).
Puesto que un semiespacio cerrado es 1a}intersecc16h
de todos los semiespacios abiertos que lo contienen, pue-

de decirse equivalentemente que los convexos normales
son las intersecciones de semiespacios abiertos. En otras
palabras, son aquellos cénvexos C para los que se cunmple
la siguiente propiedad de separacién:

on¢c 3x*/<x*,x>< <‘x*,xo> Vxec
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Los conjuntos convexos cerrados son normales, ya que
son interseccibn de semiespacios cerrados. Todos los sub-
conjuntos convexos de R son asimismo normales. También
se tlene:

" Proposicién 4.1: Todo conjunto convexo abierto es normal.

pertenece a la adherencia de C, existe x tal que
sup{<x*, x>/x€C} ¢ <k*, X4>+ CON lo que se verifica la
ropledad de separacién caracterfstica de los convexos
ﬁormales. En caso de que Xq pertenezca a la adherencia
de C, est8 en su frontera vy existe un hiperplano que so-

3k

porta C en Xqs €S decir, para algin X # 0 se cumple:
<k*} xX>< <x*, x0> Vxec. Como C es abilerto, esti conteni-
do en el interior del semiespacio definido por la desi-
gualdad anterior, que es el correspondiente semiespacio
abierto, de donde <x*, xX>< <x*, xg> VxeC.

Como ejemplo de conjunto convexo na normal puede citar-
se la unidn de un semiespacio abierto de R" (n> 1) con un
punto (o cualquier subconjunto convexa) de su frontera;

Evidentemente 1la 1ntersecci6n‘de convexos normales
es un convexo normal. Adem&s R” es un convexo normal.

Por tanto, dado CcR" se puede considerar la "envolvente
convexa normal” de C, que representaremos por‘E} es decir,

el menor convexo normal que contiene a C, o, eguivalente-

mente, la interseccidn de todos los convexoa normales
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que lo contienen. Tambi&n es la interseccifn de todos
los semiespacios abiertos que contienen a C.

Definicibn: Una funcién f:Rn+§ cquasiconvexa se llamar$

normal cuando todos sus conjuntos de nivel sean convexos
normales.

Toda funcibén quasiconvexa s.c.i. es normal. Igualmen-
te son normales todas las funciones quasiconvexas de una
sola variable. Un ejemplo de funcién quasiconvexa no nor-
mal es la funcidn indicador de un convexo no normal.C,
es decir, Gc dada por Gc(x)=-[gms;ixigc.

El supremo de una familia de funciones quasiconvexas
normales es tambi&n normal, dado que sus conjuntos de
nivel son las intersecciones de los correspondientes a
las funciones de la familia. La funcién constante de va-
lor -« es quasiconvexa s.c.i., luego normal. En consecuen-
~cia, dada cualquier funcidbn £f:R"+R existe la envolvente -
quasiconvexa normal g de £, que es el supremo de todas
las funciones quasiconvexas normales minorantes de f'y,
por tanto, es la mayor funcidn quasiconvexa normal mayo-

rada por f.

" Proposicifn 4.2: Sea {CA}AeR una familia de subconjuntos

de R™.tal que A< u:?ckécu. Sea f:R"+R definida por: f(x)=
- 1nf{1/xecx}. Entonces, si los conjuntos CA son todos |

normales, f es quasiconvexa normal.

—————— A’



56

Proposicién 4.3: E(x)= 1nf{A/xe§x(f)}.

£,: R™>R la funcién dada por: f,(x)= inf{i/xe%,(f) . En

virtud de la prop. 4.2, fo es quasiconvexa normal. Sea

AoeR tal que f(x)< Ao. Entonces xeS, (f)dgx (f), de don-
' 0

de fo(x)= inf{k/xégx(f)}s Ao. De aqug se deduce fo(x)sf(x)
Vx, es decir, fos f v, por tanto, fos gﬁ Por otra parte

V AeR se tiene: xesx(f):$f(x)s A;:?%x)s A:>xesx(§), o sea,
Sk(f)csx(?s. Por ser £ quasiconvexa normal SA(?3 es con-
vexo normal, de donde'gl(f)csx(?3. Asf pues g(x)=

L d

= inf{3/xes, (F)}< inf(2/xE,| (£)}= £,(x) Yx. Entonces T=f.

La introducciéSn de las funciones quasiconvexas normaQ
les en este pérrafo esté justificada por la siguiente
proposicién.

" Proposicidén 4.4: Los siguientes enunciados son equivalen-

- tes:
n
a) :f"‘pH
b{yes quasiafin normal.
c)'VAER Slff) es un semiespacio abierto o cerrado (o bien
g o Rn).
la prop. 2.2. Solo se expondr&n los aspectos que ofrecen
alguna novedaqd,
a)=>b)

Basta ver que Y es normal. Sea y(x)=‘h(<x*, x>) Y x con
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heH, x‘ékn. Sea )eR, x0¢sng). Se verifica:
xe:S)‘(j)=>h(<x*, x>)= bo(x)s_ A< j’(xo)s h(<x*’,x0>)=>
=><x*' X>< <x*" xo>.

Es decir, SAQf) verifica la propiedad de separacidn ca-
racteristica de los convexos normales.

b)=c)

De las relaciones chX{f)=$<x*

$X>< k
xeRn—ngf)=><k*,x>z k

se deduce que {x/<x*;x>< k}cslgf)c{x/<x*ix>5 k}. Vamos
a ver que ngf) es uno de los dos semiespacios (el abier-~
to 0 el cerrado) entre los cuales estd comprendido. En
caso contrario existirian Xy xze‘.Rn tales que <£*,x1>=
= <x™, xy>= k, x;e8, (9), xzﬁsx(f). Por ser.f normal, Sx@f’
es convexo normal y ha de haber un semiespacio abierto .
S tal que x2¢SDSA(f). bado que {x/<x*i x>< k}cS, puede
escribirse S= {x/<x*ﬁ x>< k'} con k'> k. Por otra parte
x,£S con lo que k= <£”,x2>2 k'. As? pues, k= k* con 1o
que x1¢s, lo que es contradictorio.
c)=a) |

En el caso de existir Ao tal que SAOQY) es un semies-
pacio abierto o cerrado ,razonando con las adherencias
de los conjuntos de nivel en lugar de hacerlo con ellos
mismos se lleqa a la conclusién de que YAe¢R EA{T)=
= {x/<x*} xX>< kA} con k)‘s__ku si )< y. Entonces S;{f)”

- {x/<x*, xX>< %Q o {x/<k*},x>$kx}.



58

Sea {CR?AQR la familia de smirrectas C,= (-, kx)

si SA(T) es abierto, C,= (-o, kx] si SA{T) es cerrado.

A
Los C, son las im&genes de los ngf) por la aplicacién

A

lineal <x*,- >, Asf pues, A< u:ésxif)csugf)=$cxccu. Sea
h la funcidn definida por: h(t)= inf{x/tcCA}. Por ser
los Cx semirrectas de origen -etenemos que tg t'=>
={1/t'eC, }c{r/teC, }=>h(t)= inf{r/teC, }< inf{A/t'eC,}=
= h(t'). Por tanto heH. Finalmente chR .y(x)ainf{xlxcs QP)}

inf{A/<x ,x>€C }= h(<x™, x>), ast que je¢

Las funciones quasiafines de m&s de una variable pue-
den no ser normales. ( por ejemplo, aquellas de dos varia-
bles en las que un conjunto de nivel es la unién de un
semiplano abierto con una semirrecta de su frontera, co-
mo puede ser la funcidn indicador de un tal subconjunto).
Proposicién 4.5: La funcién conjugada de £:R"»R ests dada

en este caso por: fc(x*)(t)= 1nf{f(x)/<x*} x>> t}.

Demostracifn: Sea hg,: :R+R definida por hy(t)="

= inf{f(x)/<x*ﬁ x>> t}: ho es creciente, es decir, hoeﬂ.
Ademé&s chaRn se tiene: h0(<x* x0>)=1nf{f(x)/<x*,x>z<x*,xo>}
< f(xo).

* x>)< £(x) YxeR". Puesto

que h es creciente se.verifica:<x*}x>zt=>h(t)sh(<k*,x>)5f(x),

Sea ahora heH tal que h(<x

es decir, h(t)< inf{f(x)/<x*, x> t}= ho(t)‘Vt, o sea hg ho.

Por tanto hemos demostrado que hoasup{h/hcn,h(<£*,x>)gf(x) Vx}
= £9(x%).
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Proposicibn 4.6: £:R"+R es H-convexa si vy solo si es quasi-

convexa normal.

" Demostracién: Si f es H-convexa, es el supremo de funcio-

nes pertenecientes a ¢E, gue son quasiconvexas normales

seqin la prop.4.4. Entonces f es quasiconvexa normal.
Reciprocamente, supongamos que f es quasiconvexa nor-

mal. Basta probar que f< £°¢. sea xoeRn, AO< f(xo). En-

tonces xoésxo(f). Como f es quasiconvexa normal, SAO(f)
es un convexo normal. Por tanto existe xﬁ# 0 tal que
xesxo(f)=$<x*, x>< <x§} xo>. Se cumplira: fcc(x0)= :

= sug_fc(X*)(<x*i Xq>)2 fc(x§3(<x§} Xq
- 1§f{f(x)/<xgi x>2 <k§; xo>}z inf{f (x) /x¢S, (f)}=

s Inf{f(x)/f(x)> AO}z AO. De aqul se deduce gcc(xo)z f(xo),

>)=

lo que concluye la demostracidn.

La f6rmula de la prop.4.5 permite observar que
fc(x*)(<i*,x0>) coincide con qG(f*), la G-conjugada de
£ en x mencionada en {3}, y £ es fGG, la biconjugada
quasiconveka de f que alll se cita. Asimismo utilizando
la prop.2.7 del cap.I puede verse que BHf(xo) coincide
en este caso con a*f(xo), el guasisubgradiente de f en
Xy Las propiedades esenciales de estos conceptos pueden
deducirse como casos particulares de los enunciados del
capitulo I.

H tiene la ventaja de ser cerrada para el Infimo. Ade-

mis es completa en 0, ya que contiene a todas las funcio-
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nes constantes, Asf se obtiene también por aplicacién
del cor.2.9 cap.I: Oea*f(x0)¢=$f alcanza su minimo en Xqe
resultado que aparece en {3}. Asimismo H verifica las
hipStesis de la prop.2.l4cap.I y todo A> 0 verifica la
de la prop.2.13 cap.I.

Llamando Hy a la familia de funciones gue aparece en
los pirrafos anteriores, por aplicacién de la prop.4.4

del cap.I se llega a que fg < £€

0
vy a la inclusidn del tangencial en el quasisubgradiente,

, de donde qg(x™< q(x™,

propiedades establecidas en {3}.

Utilizando la £6rmula de conjugacibn dada por la propo-_
Ssicibén 4.5 se obtien la expresiétn de la funcién objetivo
del problema dual de un problema de programacidén matem&-
tica general: ¢c(0, Q*)(0)= inf{¢(x,w)/<w*, w>2 0}. Es-
ta es precisamente 1a-fun016:'gbjetivo del problema dual
(QG);dgfinido en {2}, cuyas propiedades esenciales pueden
obtehefse como casos particulares de las qué aparecen en -
el pirrafo 1 del capitulo IXI.

El H-lagrangliano de un problema general esA:

L (3, w) =6 (W™ (0) =1nf{s_(w) /<w®,w>20)=1nf {6 (x,w) /<w™,w>20).
Todas las propiedadZS del parrafo 2 cap?II son plenamente
aplicables en este gaso,’pues H es cerrada por traslacio-
nes y también para el Infimo.

En el caso de perturbaciones verticales, aplicando

los resultados del p&rrafo 3 cap.II se obtienen hg Y L
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exactamente iguales que en el caso de ser H la familia
de las funciones crecientes continuas por la izquierda.’
Las funciones ¢, tambi&n son aqui H-convexas, pues soOn

quasiconvexas s.c.i., luego normales.

5. PROPIEDADES DE LA CONJUGACION RESPECTO DE LA FAMILTA

" H DEIL, PARRAFO ANTERIOR.,

En todo este pirrafo Hodesignaré la familia de las
funciones crecientes contfnuas por la izquierda y H la

de todas las funciones crecientes. fg Yy £C designarén
0

respectivamente las conjugadas segfin estas familias.

"a) Continuidad de las funciones fctx*).

Proposicifén 5.1: Sean_x*éRn, ty€R. fg (x*) es contfnua
0

en to sl y solo si fc(x*) es continuva en to. En este ca=
'so las dos funciones toman el mismo valor en to.
- Demostracibfn: Supongamos que fg (x*) es continua en to-

Sea h:R+R definida por: h(t)u{g (x) (£) si ts g

ing{f (x*)(t)/t> t } si t>t0

heHo, h< fc(xﬂs. Por tanto de la prop.4.6 del cap.I se

deduce hg fH (x*); De las siguientes, rélaciones se sique

0
la continuidad de f (k*) en t, asi como la igualdad de

las conjugadas en ese punto:

fgo(x )(t )= sup{f (x*)(t)/t< t }< sup{ £ (f*)(t)/t< t }<

f (x*i(t )< 1nf{f8(x ) (t)/t> ¢ }= inf{h(t)/t> t }<
s _1nf{f30(x*) (078> £5)= £ O (eq).

1A
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*
Reciprocamente, supongamos que £€(x™) es contfnua en

to. Por ser HocH se tiene fgo(x*)(to)s fc(x*)(to). Sea

A< £2(x™ (£,). Sea 8> 0 tal que £°(x*) (£)> A Ve> t,-6.
Sea h la funcidn definida por h(t)= {;msiitgittggs. Por
0

construccibn heHo, h< fc(x*). SegGn la prop.4.6 cap.IX

h< fg (x*). Entonces f; (x*)(to)z h(t0)= A. De aqui se
© c ¥* c 0* c H;
deduce f;; (x7) (ta)= £ (x") (t,). Puesto que f; (x") es
Ho 0 0 Hy
continua por la izquierda basta demostrar la continuidad

por la derecha, que es consecuencia inmediata de las si-

guientes relaciones:

£S5 (x*) (tg) < 1nf{£S (x¥) (8) /8> t,)< inf (£5 (™) (£) /8> ¢,)=
0

- 220K (k)= £ (xH (tg) .

Corolario 5.2: £ es M-regular seqgfln x::}fc(x ) es conti-

‘nua en fc(x*5_1([rw,M)). En este caso fg (x*) coincide
S c, M -1 0
con £ (x*) sobre f (x7) ~({~=,M)).

" Demostracifdn: Es consecuencia de las proposiciones 3.1

Yy 5.1 y de que fg < £€,

0
Corolario 5.3: f es regular seglin x si y solo si fc(x*)

es contfnua. En este caso fg (x*)= fc(x*).
: 0

" b) Crecimiento estricto de las funciones fc(x*3

" Proposicién 5.4: fc(x*) es estrictamente creciente en

fc(x*)-l((m,+w)) si vy solo si f; (x*) es estrictamente
creciente en f; (x*) 1 ((m,$o)) .
0 A

'Demostracién:_Supongamos en primer lugar que fc(x*i es
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estrictamente creciente en fc(x*s-l((m,+w)). Sean tl,tze

ef; (x )_1((m,+w)), t,< tz. Sea Ee(tl,tz) v consideremos
0

la funcién!é definida por: _

£ (x7)(t) si tc t
0

£S(x™ (t) si &> E °

Por ser fg (x*3 creciente y menor que fc(i*), h es cre-
0

ciente. Ademis es continua por la izquierda por serlo

h(t)=

fg (x*i. Facilmente se comprueba que hg fc(x*). Por la
0 B

prop.4.6 cap.I h< f (x*). Por tanto:

m< f (i*)(t )< £€ (xg3(t )< f (x*i(t)w h(t,)s f (x*%(t ) <de
0

En consecuencia t1€f (x )~ ((m +»)) y de aqui se deduce

finalmente:

£o (™ (t,)< £9¢ *)(t 1< £5(M) (8)= it €S %) (t,) .
0 0
Reciprocamente, supongamos ahora fH (x*3 estrjctamen-

0 .
te creciente en f (f*) 1((m 4+x}). Sean tl, t €

cf (x*s ((g, oo)) t < t Sea h la funcién defipida por:

(t) si 2<
h(t)- . Razonando como en la pri-
f(x*)(t)sit>t e
mera parte de la démostraciéﬁ se obtiene: hg fH (x ).

0
Dg esto se deduce:

mes® (7 (€)= (£) <25 (M) (£,) 2% (%) (£,) <to.
Es decir que tzefH (x )- ((m,+o)). Sea Ee(tl,tz). Por

hipStesis £5 (x™ (t) < €S JUx (k). Por Gltimo:
c, ¥ 0 H
£°(x™) (¢))=h (t) sty (x*) (t)<f (x ) (£,)2£% () ()
Hy
Corolario 5.5: Sea £:R"™+R quasiconvexa. s1 Vx¥ £ (x™

es estrictamente creciente en £°€ (x )- ({(m,%+=)), entonces

f carece sobre su dominio de minimos locales no globales.’
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Si f es inf-compacta el reciproco es cilerto.

Demostracidn: Es consecuencia inmediata de las proposi-

ciones 5.4, 3.5 y 3.3.

Corolario 5.6: Si f es estrictamente quasiconvexa inf-.

compacta, Vx* fc(ﬁ*) es estrictamente creciente en

£€(x%) " ((m, +=)) .

— G - e e Gme g—

‘Corolario 5.7: Sea f:R*R quasiconvexa. f es estrictamen-

te quasiconvexa si y solo si Vx* fc(x*) es estrictamente
creciente en £°(x*) ((m,+=)).
Demostracidn: Por las prop.3.6 y 5.4,

c) Convexidad de las funciones fc(x*)

Proposiciébn 5.8: Si £ es convexa las funciones fc(f*)

son todas convexas. Reciprocamente, si Vx* fc(xﬂs es con-

vexa la‘envolvente quasiconvexa normal de f es convexa.

. Demostracibén: Si £ es convexa, dado x* la funcién

““““““ *
nt+1 = JE(x) st <x7, x>2 t -
*R dada por ¢(x,t)= {;w en caso contrario €8 ©°on
vexa. Basta tener en cuenta que fc(x*)(t)= inf ¢(x,t)
*. . X
) . ,

Reciprocamente, si las funciones fc(k*) son todas con-

¢:R
para ver la convexidad de fc(x

vexas, también lo son las funciones fx*-definidas por
fo*(x)= fc(x*)(<x*, x>). La envolvente quasiconvexa nor-

mal de f es £€°= shg:fx* y por tanto es convexa.
X

~d) Acotaciédn de las funciones fc(x*ﬁ

" Proposicibn 5.9: fc(x*) estf acotada superiormente si
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y solo si f; (x*) estd acotada superiormente.
0

o omme o e S Gm— a—

*

H (x*)s fc(x*). Supongamos entonces que f; (x") esta
0 : 0

acotada superiormente por k. Dado cualquier toeR, sea

h la func 62 definida por:
fp (x®) (£) si tg t,
h(t)= fc(x*)tto) si t> to‘
Razonando como otras veces se ve que hg fg (x*). Toman-
0 ..
do t> t, se obtiene: fc(x*)(to)= h(t) < f; (x™) (t)<k,con
| : 0

lo que fc(x*3 también esti acotada superiormente por k.

Corolario 5.10: Sea f:R"4R s.c.i.. f es inf-compacta si

y solo si ninguna de las funciones fc(x*) estd acotada

superiormente.

nes 3.8 y 5.93

6. FUNCIONES SEMI-REGULARES
Al igual que en el p&rrafo anterior, en este £C repre-
sentar@ la conjugada respecto de la familia de funciones

crecientes y f; la conjugada respecto de la familia de
0

las crécientes continuas por la izquierda.

La definicién de‘funcién regular (parrafo 3), intro-
ducida en {3}, esté& motivada por la obtencién de condi-
ciones que asequren la coincidencia de las conjugadas
locales utilizadas en ese articulo, q vy dg- Segln se ha

comentado en los pirrafos 2 y 4 estas conjugadas vienen
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dadas por: q(x*)= fg (2*)(<x*i x0>), qG(i*)=fc(x*3(<x*ixo>).
Asf pues su 1gualdadoes equivalente a la de fgo(i*) Y
fc(x*). La siguiente definicién de semiregularidad, co-

mo se vers mas adelante, caracteriza la coiﬁcidencia de

las conjugadas.

" Definicidén: Sea f:Rn*ﬁ, m= inf f(x), M> m.

f es M-semi-regular segfin i*%:$k&,u/m< A< p< M
o bien Fx%(l)= +o0
o bien:axugsu(f)/<x*ix>z F %))
f es M-semi~-regularsc—=f es M-semi-regﬁlar seqgun x*‘Vx*?O
£ es semi-reéular segfin xz%iyf es tw-semi-regular.seg@Gn k*
f es semi-reqular&ef es to-semi-regular.
Se ve f&cilmente que toda funcibn M-regular segfin 2*

es M-semi-regular segfin x*}

Proposicién 6.1: f es M-semi-reqular seqfin x*'si y solo

s1 £5 (x*) (t)= fc(x*) (£) Veefs (%™ "L ([-w,M)) .
Hg Hy

—_.—-—.—-—.—

x". Sea t€fH (i*) ([rm,M)). Puesto que fH (x )(t)gf (x*)(t),
0 0
basta demostrar la desigualdad inversa. Sea AO tal que

fgo(x*S(t)< Ag< M. De la f6rmula de conjugacién para Hy,

‘se deduce que gx#(lo);rﬁ- En particular, Fg*‘*o)?ufchon
lo que SAO(f)# Zgy roz'm.Sean A, p tales que me) g<A<u<M.
Por la semi-regularidad existe xucsu(f) tal que <x*,x >>

2 F k(A2 F #4A o) t. Entonces, £€ (x )(t)=inf{f(x)/<x y%>>t)}

< f(x )< e De aqui se deduce f£° (x ) (t)< Ag Y, finalmen=-



67

%
te, ££x% (01 £5 My (w).
0
Reciprocamente, sean Aor Mo tales que m< Ag< U< M.
Supongamos que Fx*(xo)< 4o, Por ser k0> m, Sxo(f; eg HO
vacfo y Fx*(xo)> -, Sea pues t= Fx*(xo)eR. Se verifica:

£S5 (x*) ()= Inf{3/t< F_x(A)}< Xy< M. Por hipbtesis £ (%™ ()=
0 .

- fg (x*)(t). Aplicando la f&rmula de £€ resulta:
0 .
Ine{£(x) fex o2 t)m £506M (0= £ (N (D€ Ag< ug-
0
Seqgln esto existe xu tal que <x*} xﬁ >> t, f(xu
- 0 0 0
es decir, x €S (f) y ademis <x#3 x »>> F *(AO), que
Ho Vo Mo X
es la definicibén de M-semi-regularidad en x*,

)< uOl

Corolario 6.2: f es semi-regular segflin xizzbfg (x*5=fc(x*)
0

&5£%(x™) es continua por la izquierds.

— mmm e e e wer e

C

prop.6.1 solo hay que considerar que si £ (i*)(t)= 4o
0

tambign £S(x%) (t)= +w.

Corolario 6.3: f es semi~-regular si y solo si fg = £€
0 B

£€(0) es contfnua por la izquierda. Ahora bien,

£°(0) (£)= inf{f(x)/0> t}= {}Zfsf(il 51 t< 0,

Corolario 6.4: Si £ es M-semi-regular las envolventes

quasiconvexas normal y s.c.i. de f coinciden sobre SM(f).
En particular, si f es semi-regular son idénticas.

Demostracidn: Esas envolventes son, respectivamente, £€€

\'4 fgc. Sean xeSM(f), x*tRn. Si x*é o, fg (0) (<0, x>)=
0 0
fc(O)(<0, x>)= inf f£(x) por ser Ho y H completas en 0
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(prop.2.8 cap.X). Si x*# 0 se verifica que fgo(x*3(<ik,x>)
< f(x)< M. Si f; (x*3(<x*; Xx>)< M, en virtud de prop.6.1

fgo(x*)(<x*, x>)g fc(x*)(<£*, x>). Si fgo(x*)(<£*. x>) =M,
la misma igualdad se obtiene a partir de (k*)(<x P X>) <

g (**)(<f*: x>) < fc(xﬂ%(<x¥i x>) . Asf pues

“(x)= sug e8 (X (¥, x0)= sup £ () (¥, ) =255 00
X X 0 * )
" Proposicidbn 6.5: Si £ es M-semi-regular segfin x° también

g f(x)gs M= ¢

lo son sus envolventes quasiconvexa, guasiconvexa normal
y quasiconvexa s.c.i..

estas envolventes tienen el mismo Infimo que £, m. Desig-
nemos por ? una cualquiere de ellas. Dado que la funcién
constante de valor m es quasiconvexa s.c.i. (y, por tan-
to,normal) se tiene mg /f\(x)s_ f(x) Vx, con lo que toman-
do Infimos se obtiene m< inf g(x)s inf f(x)= h.
Escribiremos gx*(X)- sup{<x*} x>/x¢SA(?)}; ex(f) se-
r4 la envolvente convexa, o eonvexa normal, o convexa
cerrada de Sl(f) seqln f represente-la envolvente quasi-
convexa, o quasiconvexa normal, o quasiconve»xa s.c.i.,
respectivamente, de f. Se verifica:
YA€R F LE(A)= sup{<x*i X>/X€S, (£)}= sup{<x*} x>/xcg (£)}.
También se deduce de prop.4.3 y de {3} que Sy (f)=!\ Sq (£)
VA Sean A\, u tales aque m< A< u< M. Tomemos 6 talegse‘

A< 8¢ p. Se tiene: Sl(f)CS (fk:s (f)CS (f),.de donde: .

F L) g F *(6)-: F *(u)< F Hen) . Supongamos FL#(A) ot
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A .
Si fuera Fx*(e)é 4w, también Fx*(”)= +x, por lo que ha-

_ A
brfa de existir xdssu(f) tal que <x*, xu>3 Fx*(l). En

n
caso contrario por hipbtesis existe xuesu(f) tal que
<x*} xu>z Px*(e), con lo que el enunciado se deduce de
: N

las relaciones: Su(f)csu(e), Fx(8)> Fox()).

Proposicién 6.6: Toda funcibdn inf-compacta es semi-regqular.

A> m, Sx(f)# g y ast Fx%(x)> -o, Si Fx*xx)< +o, por la

¥ =
xeSA(f) tal que <x ', xk> F*#(A).

Basta pues tener en cuenta que x*asu(f) por ser u> .

inf-compacidad existe x

En cambio las funciones inf-compactas no son necesa-
riamente regulares. La funcidn £:R">R definida por ‘-
f(x)= l{xll :i :z g es quasiconvexa inf-compacta y no
es M-regular seqgfin x*’para ningGn x* ni ningGn M.

Proposicién 6.7: Sea f:R+R. Si f es S.C.i1., es semi-re~

gular. Si1 f es quasiconvexa el reciproco es cierto.

demostracién anterior, si x*S 0 se demuestra la existen-

-

cia de xl=;sup{x/xesk(f)}. Si x'< 0, x. = inf{x/xesx(f)}.

A
Supongamos ahora que f es guasiconvexa semi-regular.

A
0
- X= inf{x/xesl (f)}. Para ver que SA (f) es cerrado bas-
0 0
tar§ con demostrar que {x, E}GRCSA (£). Supongamos que
0 .

Sea A&aR. S, (f) es convexo. Sean ®= sup{x/xesl (£)},
0

XeR. Esto implica que SA (f)# @ con lo que Aog> M. Sea
0

ﬁcsxo(f), Sean y, A tales que Ag< A< u. Por hipStesis
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f es semi-regqgular seqln 1. Entonces existe xueSﬁ(f) tal
que X > F,(\)> F,(xg)= X . Dado que xg Xg Xy POT la quasi-
convexidad de f se tiene: f (%)< max{f(X), f(xu)1{max{xo,u}
=p. Esto obliga a que f(X)< 1,, es decir, EESX (£). s1

: 0
X€ER, la semi-regularidad segfin -1 garantiza la existen-
cia de xucsu(f) tal que Tt F_, )2 F_l(xo)8 -x, es de-
cir, x> xu. Por ser §3 x> xu la demostracifn puede aca-

barse de la misma manera que para X.

" 7. EXISTENCIA DFE H-SUBGRADIENTES

En este pérrafo £€ seguliri designando la conjuygada
respecto de la familia de todas las funciones crecientes
Yy fgc la conjugada respecto la familia de las crecientes
continuas por la izquiérda.

Es un resul#ado conocido ({3}) que toda funcién con-
vgxgaposge en cada punto del interior relativo de su do-
min¥n nn Subgradiente; En particular, toda funcién con-
Qexa fini;a posee'un subgradiente en todo punto de rR".
Estos enunciadoé no pueden extenderse a las funciones
quasiconvexas, aunque sean H-convexas, y sus H-subgradien-
tes (es decir, quasi-subgfadiente y tangencial) comoc pue-
de verse mediante el siguiente contraejemplo:

f:R2+R

yZ/(x2+y2) sl x< 0, (x,y)# (0,0)
£(x,y)= {1+x si x> 0, (x,y)# (0,0)
0 si x='0, y= 0 ‘
Los conjuntos de nivel de esta funcién son:
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para A< 0, S, (f)=¢&

para 0< A< 1, Sx(f)= {tx,y)/iix+¢1~ky5 0, Jix-dl-kys o,xsd}
para A2 1, S, (f)= {(x,y)/x2 A=-1}.

Al ser todos convexos cerrados f es quasiconvexa s.c.i.
(luego normal, es decir, H-convexa). Incluso es contfnua

en todo punto distinto del origen. Sea Xq= (0,1). Sea

L

x = (¢,B). SeglGn la f£&6rmula de conjugacidn, fc(x*)(<x*

lx0>)

= inf{f(x,y) /axtBy> B)}. Si B> 0, £9(x™ (<x*, x>)< £(-B,1%a)
(140) 2/ (822 (14a) )< 1. 51 B2 0, £°(x™) (<x®,x )< £(0,0)=0<1.
Dado que f(x0)= £(0,1)= 1, £ no posee ningGn H-subgradiente er
Xq+ Como EH f(xok:aHf(xo), tampoco tiene £ ningGn H

0
0
diente en X, pese a ser guasiconvexa s.c.i. (es decir,

-subgra-

Ho-convexa).
Las siguientes proposiciones tratan sobre la existen-
cia de H-subgradientes para funciones quasiconvexas (ob-

sérvese que f(x0)= - :;BHf(xo) R).

Proposicién 7.1: Si Sf(x )(f) es un convexo normal, en-
0

tonces BHf(xo)# a.
Demostracidn: Dado que xoésf(x y (£), por hipbtesis exis-
. 0
te X*ERn tal que xesf(x )(f)=:b<x*, x>< <x*, x0>. Enton-
o’
e . .
ces <x¥, x>» <x, Xg> > XdSg (o ) (£)=F (x)2 £(x4) y, por
c,. X ] 0 a3 o
tanto, f (x") (<x , x0>)= inf{f(x)/<x, x>> <x, x0>}=f(x0),
* )

es decir, x eanf(xo).

La proposicién 7.1 sigue siendo cierta si se sustitu-

yYe H por H, siempre que f sea M-semi-reqular y f(xo)s M,
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pues de la demostracidn del corolario 6.4 se sigue que

en ese caso 3, f(x,)= 3,.f(x,). En cambio si £ no es semi-
Ho 0 H 0

regular con M> f(xo) la proposicién no puede extenderse

a Hb, como puede verse en el siguiente ejemplo:

f:R2+R

- Ixy si x< 0, y>2 O
f(x,y) ﬂéax{x,-y} en caso contrario °

Es f&cil ver que f es quasiconvexa continua. Sea Xo™ (0,1).

Sf(x )(f)— {1x,y)/x< 0, y> 0} es un convexo abierto, luego

normal Sea x =(a,8). Si a< 0, sea x,= a/ a2+8 < 0, Y,=

= 1+a/ﬂa +B > 0, 11= X,¥,< 0.
; /2 2

F *()))= sup{axiBy/f(x,¥}< A;}> ax;#8y,= BiVa 487> 8.
Si a> 0, B> 0 sea x,= —Bx 0, Y,= l+a> O, A1= x,¥4< 0.
Fx*(ll)a ax,+gy,= 8.
Si a2 0, B< 0 sea X,= BA/a +82< 0, Y,= l-a/ az+82> o,
A1= X,¥,< 0.
Fx*(xl)z_ axl"l'Bylﬂ g. |
Si a= g= 0, sea &1<0 cualquiera.
Fxo*(xl)= 0= B.
Si o> 0, B= 0, sea Ai< 0 cualquiera.
Fx*(xl)= sup{ax/xy< Ayr Xg O}= asup{x/xy< Ayr %g 0}=00=0=g.
Resumiendo, en cualquier caso resulta:

c E b

fHO(x*ikx ¢ Xg>)= Anf{)/<x™, x4>< Fx*(x)}—-inf{x/egf‘x*(x)}s
< 11< 0= f(xo). Es decir, aH f(x0)= &.

0 . K
Proposicidn 7.2:"3Hf(x0)# ¢‘Vx0ésx(fk:¢sl(f) es convexo

normal.
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tiene:
e

xeél(f):;f(x)<15£(xo)nfc(x*5(<x ,x0>)=inf{f(x)/<x*ix>z<i”}¥

=><x’*', xX>< <x*, XG>

Dado que HycH, la anterior proposicién es v&lida si se
reemplaza H por H, ya que 3, f(ko)caHf(xo).

0 .
Corolario 7.3: aHf(xo)# ¢3on¢:;sx(f) es convexo normal

VicRU{4w}.

Por lo observado después de la prop.7.1l, si £ es semi-

regular el cor.7.3 sigue siendo v&lido sustituyendo H por

Ho.

0)

Para funciones de una sola variable se tiene la siguien-

te proposicién:

. -~ ‘
Proposicifn 7.4: Sea f:R+R. Sea HC{H,HO}. Entonces f es

Ti-—convexa en Xq,&= aﬁf(xo)# &

= sugéfg(x*ﬁ(i*xo). Dado qﬁe por la prop.2.13 cap.I se

tieie para i*? 0 que

£26% ()= £50 1)) ¥xg) = £50e1) (x5 ) x ) =

= fc(tl)(:xo), resulta: - . |
£(xg)= max{£ (1) (x5), £5(-1) (=x,), £°(0)(0)}.

Entonces f(xo)= fc(f*i(k*ko) para algGn x*t{l,-l,O}, de

donde se deduce el enunciado (para el reciproco basﬁa

ver prop.l.3a) cap.I).



74

- 8. OTROS EJEMPLOS

"a) H consta de dos funciones: la identidad y =

H es evidentemente cerrada para el supremo. 02 esté
formada por las funciones lineales junto con la constan-
te -«, Por tanto las funciones H-convexas son en este
caso las convexas s.c.l. propias positivamente homogé&ne-
as y la constante -«, Las f6rmulas de conjugacién resul-

tan en este caso:

identidad si <x™, x>< f(x) VX

n, = c, ¥
para f:R'#R, £ (x )= _ "/ caso contrario

para g:R"+H, g (x)= sup{<x®™, x>/g(x*) es la identidad}l,
Las funciones g:Rn*H, al tomar dos valores, pueden iden-
tificarse con los subconjuntos de R". Diremos que g es

la funcién indicador de {x*7g(x*5 es la identidad}. Se-

glin esto sus conjugadas son precisamente las funciones

soporte de dichos subconjuntos. Si g es la funcifn indi-

i

cador de C, gcc responde a:

'cc(x-ik)= identidad si <x*, X>< sup{<x*i x>/x €C} V¥x
g9 -% en caso contraria ’

es decir, que gcc es la funci&n indicador de la envolven=-
te convexa cerrada de C, As! pues g es H-convexa si Y

so0lo si es la funcidén indicador de un convexo cerrado.

x*%anf(xo) si f(xo)= -w,'en cuyo caso BHf(xo)= Rn, o si

k*&af(xo) vy ademé&s <x*} x°>= f(xo). Para g,funcién indi-

cador de C, los subgradientes en x*'son: todos los XOERn

si C= @, o aquellos xbcc para los cuales la funcién li-

'neal asociada a X alcanza su supremo sobre C en x*}
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"b) H es la famillia de todas las funciones crecientes s.c.i.

" positivamente homogé&neas

En otros té&rminos, H={ha'b/a,b€[b,+€]}U{i“}, donde
las funciones ha,b estdn definidas mediante:
ha,b(t)= {ét zi Ef g. En el caso a= 4= se considerar&
h+w,b(0)= -,

¢g esti formada por las funciones quasiafines s.c.i.
positivamente homogéneas. Las funciones H-convexas son
en este caso las quasiconvexas s.c.1i. positivamente ho-
mog&neas , pues de la f8rmula de conjugacidn para la fa-
milia de las funciones crecientes contfnuas por la izquier-
da se deduce f&cilmente que si f es positivamente homo-~
g&nea tambi&n lo son las fc(i*E\dx*l

Las férmulas de conjugacifn son en este caso las si-

gulentes: para f= e, £C= +w. Para cualquier otra funcién:

fc(x*)= - gi inf{f(x)/<x , X>> 0}< O
hu g en caso contrario, con a, B dadas por:
4o gi 1nf{f(x)/<x ,x>“ 9}<‘%
max{0, sup(f(x)<x , X> /<X x>< 0}} en caso ‘contraria
R= 1nf{f(x)<x*§ /<x*ﬁ x>> 0}.

o=

"¢c) H es la familia de todas las funciones crecientes po-

" sitivamente homogé&neas

Ahora H= {ha'c'b/a,bcﬁ)’,i-m ,ce{-m,O,-}w}ﬁ[—a,ﬂ}U{i‘@} R

donde las funciones ha c.b estadn dadas por:
at si t<0™ '’/
h (t)=4c si t= 0 .
a,c,b bt si t>0

Anilogamente a lo que sucede en el caso anterior ¢§ es-

t& formado por las funciones quasiafines normales posi-
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tivamente homogé&éneas y las H-convexas son las quasicon-
vexas normales positivamente homogé&neas.
Las f6rmulas de conjugacién resultan: para f£= +~,fcs+w.

Para cualquier otra funcién:

fc(x*)= - si inf{f(x)/<x*, x>> 0}< 0
hcl vy, g ©n caso contrario, con a, vy, B dadas por:

’ ’
%*

8= 1nf{f(x)<x*i x>-1/<x , X>> 0}

y= max{c/ce{-=,0,+2}, c< B, c< inf{f(x)/<x*§ x>= 0}}

- 4o gi Y= = - s
o {;ax{o,sup{f(x)<x*i x> 1/<x*‘, x>< 0}) si v> =o,
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CAPITULO IV

DIVERSAS EXTENSIONES

1, EXTENSION A FORMAS NO BILINEALES

la proposicifn 4.9 del capitulo I establece una limi-
tacidén importante en la aplicabilidad de la teorfa de
la H-convexidad. E1l origen de esta limitacifn reside en
la utilizacién de la forma bilineal <x*, x> en todos los
conceptos esenciales de la teoria,

En {5} Dolecki y Kurcyusz han extendido las nociones
clisicas de convexidad y conjugacién a partir de una fa-
milia de funciones reales finitas ¢, de la siguiente ma-
nera: f:R"+R es ®-convexa si es el supremo de funciones
'pertenecientes a ¢; ccr” es d-convexo si es interseccién
dé conjuntos de nivel de funciones de ¢. Las envolventes
$~-convexa de una funcién £ y de un conjunto A son, res-
pectivamente, la mayor funcidn &-convexa mayorada por £
Y la interseccifn de todos los conjuntos ®-convexos que
contienen a A, La conjﬁgada de f:R"4R es fﬂi¢+§ dada por:
fﬁ%j)= Supn{f(x)-f(x)}. La de g:%+R es g*ﬂRn*ﬁ'dada_port
g¥(x)= zgg{f(x)—g(f)}. f es ¢-convexa en x, si f(x0)=f**ixo).
| fe¢ es subgradiente de f en Xq si-fs fy j%xo)= f(xo).
Resulta pues natural la siguiente definicién:

" Definicién: f:R"+R es $-quasiconvexa si todos sus conjun-

tos de nivel son ¢-convexos.

- De esta definicifn se deduce ficilmente que toda fun-
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cién d-convexa es ¢-quasiconvexa y que el supremo de una
familia de funciones ¢-quasiconvexas es también ¢-quasi-
convexa, pof lo que cabe considerar la envolvente ¢-quasi-
convexa de una funcidn cualquiera ya que, adem&s, la fun-
ci6n constante de valor -« es $-quasiconvexa.

Siendo H, como de costumbre, una familia de funciones
de variable real a valores en R, cerrada para el supremo,

consideremos ¢H={h:f/heH,:fc¢}. Dada f:Rn4§, su ¢ _ -sopor-

H
te ser4 L¢H(f)= {hiYC¢H/hy>5 f}. £ se dirs ¢ -convexa si

es el supremo de funciones pertenecientes a ¢H'
0

o
palabras, si f= f = sup{h:f/h:f€L¢H(f)}. £~ es la & -en-

en otras

volvente de £, o sea, la mayor funcidn ¢H-convexa mino-
rante de f. f es ¢, ,-convexa en xocRn si f(x0)= fo(xo).
f€¢ es un ¢, -subgradiente de f en x, si existe hH tal
que hoﬂfs fy hosf(xo))= £(xg).

Las nociones adecuadas de conjugacifn son en este ca-
so las siguientes:
para £:R'+R, £S:¢-H, £°(f)= sup{h/heH, heps £}
para g:%+H, g®:R"+R, g%= sup g(f)if.
Con estas definiciones gc Y, en particular, £°¢ son siem-
pre ¢H-convexas. g:¢+H‘es H-convexa si existe f:R§4§ tal
gue £C= g. X es un subgradiente de g en‘yo si
(g (fo)ofo) (x)= s;p'(gff)'f) (x).

Todas las proposiciones del capitulo I y sus corola-

- rios siguen siendo v&lidos si se sustituyern'"enellos los
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coceptos de H-convexa y H-envolvente por los de dy—con=
vexa y ¢H-envolvente respectivamente, aHg(xo) por ag(xo)-
= {Ye¢[f es un ¢H-subgradiente de f en xo}, ag(x25 por
ag{yo)= {x¢rR"/x es un subgradiente de g en‘yo}, x*%por

f Yy <x*2 x> poerX), excepto las proposiciones 1.4, 2.8,
2.10, 2.14b), 3.5 y 3.11 y sus corolarios, en las cuales
la linealidad es esencial. En las prop.4.8 y 4.9 hay que
interpretar los hiperplanos como las clases de la rela-
cién de equivalencia inducida pordf sobre Rn, es decir,
X0 X DP(x, )= Pix,) .

Dado el problema de programacidn matemdtica "minimi-
zar ¢(x,0)", donde ¢:Rank+§, a partir de la familia ¢
de funciones reales finitas sobre Rk construimos
P= {Y:Rank-»‘ﬁ/Hjttb, f(x,w)= f(w) Vi, wy,
es decir, la familia de composiciones de funciones de

¢ con la proyeccibn de Rank

sobre su segunda componen=--
te. De esta manera surge el problema dual "maximizar
-~
¢c{f)(f(0))“. Este problema se llamar& consistente si
c, -~ '
existe.flcﬁ tal que ¢ (]1)(f1(0))> -w, Todos los resul-

tados del pdrrafo sobre problemas duales son completamen-

te v&lidos con las correspondientes adaptaciones de voca-

)

por ¢<(f) vy $°(0,w") (0) por ¢5’()'o7) (f(om. El lagrangia-

bulario y notacién (w*'debe sustituirse por.y, ¢c(0,w

no debe ahora definirse por: L(x,y)= ¢§£f7€foY)J (xbﬁfE)
es punto de silla de L si L(x,f)g L‘*ozfo’ﬁ L(thb)
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x Rn, 36¢. Todos los enunciados del pirrafo sobre lagran=-
gianos son aplicables aquf. En la proposicién 2.4 y sus
corolarios puede suprimirse de ser H cerrada por trasla-
ciones aplicando el siguiente lema, sustitutivo del 2.3.

c,¥ c
Lema: ¢7(f)< oy (f) VY, x4-

o~/
Demostraci®fn: Sea heH tal aue htfs.¢. Dado weRk se tie-

ne: (hep) (w)= h(y(w))= h(Flxg,w )= (hef) (x5, W) b(xq,w)=

= ¢x0(w), es declr, hﬁfi ¢x0

< sup{h/heH, hep< ¢ }= (¢x0)°(j?).
0

El hecho de que en este marco mé&s general el lagran-

. Entonces ¢c(§3=suP(h/hCHrhfF£¢

gliano goce de propiedades m&s fuertes es solo aparente.

Se debe a que wH Yy °H son esencialmente la misma familia.

En cambio en el caso lineal QE*k incluye estrictamente a

ok,

Los resultados relativos a lagrangianos de problemas
con perturbaciones verticales no son extensibles direc-
tamente al caso actual,

En el caso de tomar H la familia de funciones hb con
hh(t)é t-b, beR, las conjugadas resultan equivalentes
a las que aparecén en {5} en el mismo sentido que se ha
expuesto‘al tratar la conjugacidn en andlisis convexo.

S1 H representa la familia de funciones crecientes
contfnuas por la izquierda, de manera similar a lo que

sucede en el caso lineal, la f&6rmula de conjugacidn pa-

ra £:R™+R resulta:chf)(t)=inf{k/t5 sup{f(x)éggﬁx(ff}}ﬁ
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Yy la @H—convexidad es equivalente a la ¢-quasiconvexidad.
En {5} la nocién de ¢-convexidad resulta Gtil al to-
mar ¢ la familia de fynciones del tipo ¢(x)= =p||x-z|]| Vx

con p> O, zeRn, para la interpretacifn del lagrangiano
aumentado de Buys y Rockafellar. Al intentar aplicar a
esta familia 1la conjugacién que da lugar a la ¢-quasicon-
vexidad solo se obtienen resultados triviales en cuanto

a dualidad, infitiles en la pré&ctica.

2. OTRAS GENERALIZACIONES

Siguiendo las ideas del p&rrafo anteriof pueden con-
siderarse familias ¢ de funciones y:Rn+C, con C un con-
junto arbitrario. Ahora H debe ser una familia de funcio-
nes h:C+R cerrada para el supremo. Las nociones y propie-
dades generales se mantienen en este caso.

Por iltimo, teniendo en cuenta que en el contexto an-
terior la composicién de funciones solo desémpeﬁa el pa-
pel de transformar funciones a valores en C en funciones
reales, puede darse tambi&n la siguiente generalizacibn,
que engloba a todas las anteriores: ¢ es un conjunto ar-
bitrario, H una familia de aplicaciones de ¢ en el con-
junto de las funciones de R" en R, cerrada para el supre-

mo puntual. Todo sigue siendo valido escribiendo h(y) en
lugar de h-y.
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3. CONJUGACION DE MULTIAPLICACIONES

En {10} Volle da una nocién de multiaplicacién conju-
gada de una multiaplicacib6n de un conjunto en un grupo
abeliano ordenado completo. Esta nocifn resulta @itil en
el caso de multiaplicaciones epigr&ficas, dado que la
conjugada de una multiaplicacién cualquiera resulta ser
siempre una multiaplicacibn epigré&fica. En este p&rrafo
daremos un concepto de conjugacibdn de multiaplicaciones
que incluye al anterior como caso particular y es apli-
cable en contextos més generales. Ademds no requiere nin-
guna estructura algebraica ni de orden sobre los conjun-

tos que intervienen.

E, E*; T, A serin conjuntos arbitrarios. Considerare-

mos dada una aplicacién E:%E-—+T* . H serd8 una familia
(x™, x)—K™, 4
de multiaplicaciones de T en A cerrada para la intersec=
cién, es decir, tal que higH'VicI=;f\ higH.
iex
Una multiaplicacién F:E<JA diremos que es H-convexa
si puede expresarse como interseccifn de multiaplicacio-
nes jD'del tipo y(x)= h([_x*, x]) para algfin x*é E*, heH.
Obviamente la interseccifén de multiaplicaciones H-conve-

xas es H-convexa. La H-envolvente de F seri FO

, la inter-
seccibn de todas las multiaplicaclones H-convexas que

la contienen.
' Definicidn: Dada F:E<A, su conjugada serd FC:E—H defi-
nida por: F°(x®=[\{h/heH, Flx)ch([x* ) Vx}.
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Dada G:E*aﬂ, su conjuqgada seri FczEdih definida por:
6 x)= N 6 (x") ([x", )
X

" Proposicifén 3.1: La sequnda conjuaqada de cualquier mul-

tiaplicacién coincide con su H-envolvente,

x¥*
Dado que F¢ (x )GH FSC es H-convexa. Adem&s de la férmu-

la para F¢ se deduce que F(x)cFC (x7) ([x*, x) ) Vx , con
lo que F(x)cfhf (x )([x ’ iﬂ)ﬂ Fcc(x), ¢8 decir, FepP®
Y, por tanto, PQ:P . Sea xer, af? (x ). Existen hcH,
%-E tales aque ath([xo, xo'_]), P(x)ch([xo, x’_]) Vx. De
aauf, a¢f (ig)([}o, x&]), con lo que a(Fcc(xo) y se de-
duce F(x,)= Fcc(xo).

Corolaric.3.2: F:E<’A es H-convexa’=F= FCC,

Definicibn: FI1E<]A diremos que es H-convexa en x,€E 81

se verifica F(x,)= Fcc(xo).
xg%E* se dir& gue es un H-subgradiente de F:E-<SA en xogE
si existe hoeﬂ tal que F(x)cho([x#‘, i]) Vx, F(xo)- ho([x*,xo']

El H~subdiferencial de F en xo

= {x*Yx* es H-subgradiente de F en xo).

ser§ aHP(xD)-

Proposicibén 3,3:

a) aHF(xo)# @=>F es H-convexa en Xq
cc
b) F es H-convexa en xq=3,F(xy)= 3, F ~(x4)

e) x¥ea, F (xgle=F® () (%, x D)= Fix)

" Demostracifn:

a) Sea x*zaHF(xo), h€H tal como en la definicién dgsH-sub~
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M
gradiente. Se tiene: Pcc(xo)- Fo(xo)cho([y ' xd])- F(x,lc
= (x4) -
* He
b) Sea x'eaHF(xo), hoeﬂ tal que P(xk:ho([x ’ x]) Vx, Fixo)-
- ho([}*i xo]). De la inclusién se deduce Fcc(xk:ho([;*,ﬁ])
cc +*
Vx Y, por hipbtesis, P (xo)- F(xo)- ho([? ' xd}). Enton-
#* cc
ces x €3.F (xo).
ﬁ%aHFcc(xo). Para alq@n hOEH se=

rs: Fcc(x)ChO([x*, x]) Vx, Fcc(xo)n ho([x’l, xo]). Dado

Reciprocamente, sea x

aue F(x)cF®C (x) V& Y que P(xo)- Fcc(xo), se obtiene que
x*%aHF(xo).
c) si Pc(xﬂ3([3*} xd])- F(xo), dado que F(x)ch(x*)(Yy*ix]),
basta tomar ho- Pc(x*). Reciprocamente, si x*EBHF(xo), para
alain hyeH se tiene: F(xo)ch(x*‘) ([x*, XO])-
"ﬂ{h([x*. xo1) /hed, F(x)ch([x¥, x)) Vx}Cho([x*, Xq) ) =F (x4) .
Como se ve, con este esaquema se conservan las propiedades
esenciales que aparecieron en el capitulo I. Vamos a ver
ahora acue en un caso particular se obtienen unas conju-
gadas equivalentes a las de (10}.
Supongamos que A= T es un grupo abeliano c¢ompletamen-~
te ordenado y H es la familia de multiaplicaciones de T
en T del tipo h,, con beT= Tv{:w)}, dadas por: hy (t)=
= {t'/t'> t-b}. H es cerrada para la interseccién pues-
to que para {bi}iEI familia de T se verifica:{Z}hbi(t)=
= {t'/t'> t-b,:VieI}= {t'/t's t-inf b, }=

h . En es-
leT i0f g7
te caso mediante alqunos c8lculos se puede vervla rela-

-



85

c16n de FS con F*, la conjugada que aparece en{l0}:

P° *)(t)- th (t) /beT, F(x)Chy ([3 , X1) V)=
= {t'/t'> t=-b VbeT tal que zeF(x) z> [x*, x]-b}-
= {t'/t'2 t-inf{b/1 ()2 [ x]-b}}=

* ¥
= {t'/t'> t-(l ) (x") )= h (t).
(lpﬁ)(x )

Asi que a partir de F * se obtiene F° por- F (x*)-h(l ) ( *)

#,
Por otra parte ch( )(t)= t=-(1 #)(x ), de donde (1 *)(x )=
= t-1 c( )(t) y se tiene:

* # 1 1 -1 =
FXH) = E(lph (xF)= {£'/t'2 t-1c % (E)}= hy (g (€) Y.

F (x )
Esta filtima expresifén da F* a partir de FS. En cuanto a las

biconjugadas, F FCC( (\.Fc(i*)([x*i x]) r\P(l ) (x )([ﬁ ,i]
= (t'/t'> [3 , g] (1 *)(x ) Vx¥l= {(t'/e'2 Q1 #)*(x)}=

= {¢'/t'2 (lF#*)(x)}= E (1p%%) (x)= F*¥(x) .

Todo esto permite pues afirmar que las conjugadas son

en cierto sentido equivalentes. No obstanta los subgra-
dientes en general no coinciden. Un H-subgradiente es

siempre un subgradiente en el sentido de Volle, pero el
reciproco no es cierto en general (si lo es para multia-
plicaciones epigr&ficas). Con la definicién de Volle no

se verifica el enunciado an8logo al de la prop.3.3a).

La H-conjugacifn de funciones y las nociones relati-
vas pueden obtenerse a partir de esta nocién de conjuga-
cién de multiaplicaciones considerando las multiaplica-
ciones epigré&ficas. Incluso la conjugacién céncava pues .

de derivarse de esta teorfa utilizando las multiaplica-
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ciones hipogré&ficas.
Fuera de este contexto tambié&n puede ser aplicable
la teorfa de conjugacidn de multiaplicaciones dada en
este p&rrafo, como puede verse en el siguiente ejemplo:
E= R", E'= BT, @*, %)= <x¥, x>, 7= R, A= RP, H sers
la familia de multiaplicaciones del tipo hf(t)= S-t(f)'
donde f es cualquier aplicacidn RP+R convexa s.c.i. pro-
pia (incluyendo entre ellas las'funciones constantes i«),
Esta familia es cerrada para la interseccifn, ya que se
verifica=1:}hfi(t)={:;s_t(fi)= S_e(sup £,)= hi&? fi(t)‘Vt.
Puede verse facilmente gue en este caso las multiaplica-
ciones H-convexas son aquellas que son cerradas ({6}) y

n
cuyo grafo es convexo en R *P

. En cuanto a los H-subgra-

dientes puede comprocbarse lo siguiente:

a) Flxy)= RP=23 F(x )= R"

b) si F(xo)# Rp, x*# 0, se tiene: _

k*tBHF(xo)ézéac convexo cerr;do de Rn+p/G(F)cC,‘VyoeRp
{x/(xo,y)CC} es un semiespacio del tipo
{x/<x*ﬁ x>< k} con k< 4=, {§/(x0,y)ec}= F(x,) .

c) 0¢9 . F(x,)&>F(x,) es convexo cerrado, F(x )=(J F(x).
H 0 0 ' 0 <eR"
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