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1 Introduccid

Fa més de dos-cents anys que els mestres i els seus coneixements sén objecte d’estudi i
analisi. En el transcurs de tot aquest temps, el centre d’interes en les avaluacions dels
mestres ha variat (Hill, Sleep, Lewis 1 Ball, 2007). A finals del segle XIX, es donava
preferencia al coneixement del contingut, mentre que, un segle més tard, es prioritzaven els

procediments d’ensenyament més que no pas el contingut a ensenyar (Shulman, 1986).

L’establiment que fa Shulman (1986) de la dimensi6 del coneixement didactic del contingut,
que relaciona el coneixement de la disciplina amb la practica de ’ensenyament, ajuda a
redrecar aquesta absencia d’interes en el contingut a ensenyar i és un punt d’inflexié en les
recerques sobre els coneixements dels mestres. En les ultimes décades, molts estudis han
proposat models per caracteritzar el coneixement necessari per a I'ensenyament (Shulman,
1986, 1987; Grossman, 1990; Marks, 1990; Hashweh, 2005, 2013).

Algunes recerques han plantejat com definir aquest coneixement més especific per ensenyar
matematiques i, en algun cas, també han volgut establir models per explicar els
coneixements involucrats en 'ensenyament de les matematiques (Ball, Thames 1 Phelps,
2008; Fennema 1 Franke, 1992; Ma, 1999; Petrou i Goulding, 2011; Turner i Rowland,
2011).

El model Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) (Ball et al., 2008) [“coneixement
matematic per a 'ensenyament”] és un dels models actualment més rellevants en que es
concreta la categoria del coneixement especialitzat del contingut, el qual fa referéncia al

coneixement i ’habilitat matematica necessaris per a 'ensenyament.

A banda dels estudis sobre els mestres en exercici, en els darrers anys es detecta el creixent
interes a millorar la formacié inicial dels mestres respecte a I'ensenyament de les
matematiques, un fet que es pot deduir de les nombroses investigacions en aquest camp.
Algunes d’aquestes investigacions es poden consultar en la publicacié The International
Handbook of Mathematics Teacher Education (Sullivan 1 Wood, 2008).

La majoria de les recerques dedicades a I'estudi dels coneixements de les matematiques dels
futurs mestres examinen els coneixements que tenen sobre un contingut especific d’aquesta
disciplina o més d’un. Sén nombrosos els treballs que concreten I'estudi dels coneixements
dels mestres en el contingut de les fraccions (Lamon, 2012; Olanoff, Lo i Tobias, 2014).
Aquesta concrecié és rellevant per diversos motius. Les fraccions sén un contingut
fonamental per entendre conceptes més complexos de I'educacié secundaria, alhora que
esdevenen un dels més dificils de les matematiques que s’ensenyen a I'etapa d’educacio
primaria (Ma, 1999) i respecte al qual els estudiants de mestre presenten, d’una banda,

dificultats 1, de l'altra, uns coneixements molt procedimentals (Ball, 1990a, 1990b).
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En el marc exposat, la tesi que es presenta se centra en I'estudi dels coneixements dels
estudiants de primer curs del grau de mestre d’educaci6 primaria sobre les fraccions i el seu
ensenyament. Tal com es veura al llarg del treball, no solament és molt important
identificar els coneixements dels estudiants de mestre sobre les fraccions, siné que també

ho és detectar quins coneixements tenen sobre com ensenyar aquest contingut.

Aquesta tesi s’ha estructurat en set capitols, al marge de la present introducci6. Per
comencar, en el segon capitol es presenta el problema 1 els objectius de la recerca. En el
tercer capitol s’exposa el marc teoric de referéncia en el qual s’ha fonamentat Iestudi.
Aquest marc teoric s’ha centrat en els coneixements dels mestres per ensenyar, en els
coneixements concrets per ensenyar matematiques, en el contingut de les fraccions i en les
diverses recerques sobre els coneixements dels estudiants de mestre en relacié amb les
fraccions. El capitol quatre conté els aspectes metodologics que han permes analitzar els
coneixements dels estudiants de mestre d’educacié primaria sobre les fraccions i el seu

ensenyament des d’un punt de vista qualitatiu i seguint el metode de I'estudi de cas.

L’analisi de dades es desenvolupa en els tres capitols seglients: en el capitol cinc s’analitzen
els coneixements dels estudiants de mestre sobre les fraccions; en el capitol sis, els
coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament de les fraccions, 1 en el sete
capitol, les relacions entre els coneixements de fraccions i els coneixements de
I'ensenyament de fraccions. En el segiient capitol, el vuite, s’exposen les conclusions i
implicacions educatives que s’han extret d’aquest treball, contrastant els resultats obtinguts
en l'analisi de dades amb el marc teoric de referéncia. Aquesta memoria es completa amb la

bibliografia i 'index de taules i figures.
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2 Plantejament del problema i objectius de la recerca

2.1 Presentaci6 del problema de recerca i la seva justificacio

Massa sovint es considera que els bons mestres tenen una habilitat innata per ensenyar i
que de fer de mestre no se n’apren. Aquesta idea és falsa, ja que per ensenyar
adequadament no n’hi ha prou que els mestres siguin intel-ligents 1 provin de manera
intuitiva que funciona i qué no (Ball 1 Forzani, 2011). Aprendre a ensenyar i fer la feina de

mestre no ¢s una tasca natural (Ball i Forzani, 2009).

En les ultimes décades molts estudis han orientat la recerca cap als coneixements que han
de tenir els mestres per ensenyar d’'una manera efectiva i han proposat models per
caracteritzar el coneixement necessari per a lensenyament (Shulman, 1986, 1987,
Grossman, 1990; Marks, 1990; Segall, 2004; Hashweh, 2005, 2013). L’establiment de la
dimensi6 del coneixement didactic del contingut (Shulman, 1986), que relaciona el
coneixement de la disciplina amb la practica de 'ensenyament, és un punt d’inflexio en les
recerques sobre els coneixements dels mestres 1 implica la concrecié d’aquests

coneixements per ensenyar en el marc de les didactiques especifiques.

En el cas de les matematiques, sén molts els autors que investiguen quins coneixements
han de tenir els mestres per ensenyar-les (Marks, 1990; Meredith, 1993, 1995; Ball et al,,
2008; Blanco i Contreras, 2012; Van den Kieboom, 2013). A hores d’ara, el model
Mathematical Knowledge for Teaching presentat per Ball i els seus col'legues (2008) és
molt rellevant i s’hi s’estableixen els dominis per a 'ensenyament de les matematiques.
L’interes d’aquest model és la diferenciacié que fa del coneixement del contingut en tres
subapartats: coneixement comu del contingut (common content knowledge, CCK), coneixement
especialitzat del contingut (specialized content knowledge, SCK) i coneixement de 'horitz6

matematic (horizon content knowledge).

L’interes del coneixement especialitzat del contingut rau en el fet que és un coneixement
especific del mestre i no és necessari en altres professions en qué no s’ensenyen
matematiques (Ball et al., 2008). Aixo significa que, per aprendre a ensenyar matematiques,
els futurs mestres han de tenir uns coneixements especifics. En tot cas, per aconseguir que
els estudiants’” assoleixin aquests coneixements, els formadors han de partir dels

coneixements amb que arriben a la Facultat d’Educacio.

Una font que condiciona el coneixement dels mestres és la formacié academica en la
disciplina a ensenyar (Shulman, 1987; Grossman, 1990). Els estudiants de mestre han estat,
pel cap baix, tretze anys aprenent matematiques, alguns d’ells amb moltes dificultats en

Iaprenentatge d’aquesta area, tal com mostra estudi de Montes et al. (2015) 1 tal com

1 . . N . . . ., N

En aquesta tesi, “estudiant” es fara servir per denominar els estudiants de mestre d’educacié primaria. El
terme “alumne” denota els estudiants d’educacié primaria.
2 X . . . . .

En aquesta recerca es fara servir el terme “els estudiants” per referir-nos tant a nois com a noies.
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l'autora d’aquesta tesi ha pogut constatar després d’impartir els cursos de didactica de les
matematiques a primer curs dels estudis de mestre. Els coneixements de matematiques que
tinguin en iniciar els estudis condicionaran 'aprenentatge del coneixement didactic de les
matematiques i, com a consequencia, el o ensenyaran matematiques quan esdevinguin
mestres (Ministerio de Educacién, Cultura y Deporte [MECD], 2012; p. 6). Es important,
doncs, identificar els coneixements dels estudiants de mestre en relacié amb els continguts

matematics.

D’altra banda, els mestres repeteixen experiencies viscudes en letapa d’alumne i
adquireixen algunes idees sobre com s’ha d’ensenyar a partir de Pobservacié dels mestres
que els van formar (Grossman, 1990). Podem inferir d’aquest fet que els estudiants de
primer curs de mestre inicien els estudis amb una idea preconcebuda de qué vol dir
ensenyar, pel fet que fa quinze anys o més que observen com ensenyen altres mestres.
Interessa, per tant, identificar els coneixements dels estudiants de mestre en relacié6 amb

I'ensenyament de les matematiques.

En els darrers anys s’ha mostrat molt d’intercés a millorar la formaci inicial del professorat
respecte a 'ensenyament de les matematiques, un fet que es pot deduir de les nombroses
investigacions en aquest camp. Algunes d’aquestes investigacions es poden consultar en la
publicacié The International Handbook of Mathematics Teacher Education (Sullivan 1 Wood, 2008),
en que es veu exposat clarament com aquests estudis han permes elaborar noves propostes

per a la formaci6 inicial.

El marc presentat fa que es tingui interés a centrar la recerca en la formacié inicial.
L’objectiu general d’aquesta és investigar quins coneixements de matematiques i sobre
I'ensenyament de les matematiques tenen els estudiants de primer curs del grau de mestre
d’educaci6 primaria. Es primordial concretar estudi en un contingut de matematiques, per
la qual cosa s’ha escollit el contingut de les fraccions, perqué apareix als diferents cicles del
curriculum actual d’educacié primaria, si bé té més presencia als cicles mitja i superior.
També, perque les fraccions sén un dels continguts més complexos de les matematiques
que s’ensenyen a l'etapa d’educacio primaria (Ma, 1999). A més, és un contingut basic per
entendre conceptes més complexos de I'educacié secundaria. S’ha pogut constatar, a les
diferents classes que hem impartit a primer curs de mestre, que les dificultats que presenten
els estudiants en relacié6 amb les matematiques s’intensifiquen especialment en el contingut
de les fraccions i, tal com mostren algunes recerques (Ball, 1990a, 1990b; Harvey, 2012;
Kajander i Holm, 2011; McAllister i Beaver, 2012), gran part dels estudiants de mestre

presenten uns coneixements dels continguts de fraccions molt procedimentals.

Sén nombrosos els estudis que s’ocupen dels coneixements dels futurs mestres sobre
Iensenyament i aprenentatge d’aspectes propis de les fraccions (Ball, 1990a, 1990b;
Caglayan 1 Olive, 2011; Domoney, 2002; Isiksal i Cakiroglu, 2010; Li 1 Smith, 2008; Lin,
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Becker, Byun, Yang i Huang, 2013; Newton, 2008; Tirosh, 2000; Tobias, 2013) i que
revelen la manca de coneixements dels estudiants de mestre sobre les fraccions i el seu
ensenyament. Tot i que hi ha recerques espanyoles en relacié amb als coneixements dels
mestres sobre les matematiques (Climent i Carrillo, 2002; Contreras 1 Blanco, 2001; Montes
et al., 2015), la majoria d’investigacions sobre els coneixements dels mestres en 'ambit de

les fraccions s’han dut a terme a ’estranger, moltes als Estats Units.

En la revisié de la literatura que fa referéncia als coneixements dels mestres sobre les
fraccions, s’observa que gran part dels treballs se centren només en I'estudi d’un contingut
de fraccions, com per exemple la divisi6. Per aixo, creiem necessari fer un estudi més ampli

dels coneixements dels estudiants de mestre, que englobi més continguts de fraccions.

Draltra banda, la majoria d’estudis revisats focalitzen 'atencié en els coneixements dels
estudiants de mestre sobre un contingut de fraccions o més, perd no en els coneixements
dels estudiants sobre com ensenyar aquests continguts. Considerem que és molt important
identificar els coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament dels continguts
de fraccions, ates que, tal com s’ha dit més amunt, comencen els estudis de mestre amb una
idea preconcebuda de qu¢ vol dir ensenyar i, en concret, de que vol dir ensenyar

matematiques.
2.2 Obijectius de la recerca

Recapitulant, la present recerca té per objectiu general descriure, analitzar i interpretar els
coneixements dels estudiants de primer curs del Gran de Mestre d’Educacid Primaria sobre les fraccions i

sobre lensenyament de les fraccions.
Per tal d’assolir I'objectiu general exposat, es volen contestar les preguntes seglients:

» Quins son els coneixements sobre fraccions dels estudiants de primer curs del Grau
de Mestre d’Educaci6 Primaria?

» Quins son els coneixements sobre ensenyament de les fraccions dels estudiants de
primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria?

» Quines relacions es poden evidenciar entre els coneixements que tenen els
estudiants de primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre fraccions i

sobre com ensenyar-les?

Amb la finalitat de contestar aquestes preguntes, s’han definit uns objectius especifics a

abastar:

» Objectiu 1: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre les fraccions.
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» Objectiu 2: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de
primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre I'ensenyament de les
fraccions.

» Objectiu 3: Descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre
les fraccions 1 els coneixements sobre 'ensenyament de les fraccions dels estudiants

de primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria.

En la figura 2.1 es mostra un esquema amb I'objectiu general i els objectius especifics.

/Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de primer curs (D
Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre les fraccions i sobre I’ensenyament de les

Objectiu 1 Objectiu 2
Objectiu 3

<:| [ Establir relacions ] |::>

N

Figura 2.1. Objectius de la recerca i la seva relacié.

)
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3 Marc teoric

En aquest capitol es presenten els antecedents 1 les bases teoriques que fonamenten aquesta
recerca. S’ha estructurat en quatre apartats. En el primer, es parla de la caracteritzacié del
coneixement professional del professorat, fent un ¢émfasi especial en la categoria del

coneixement didactic del contingut definida per Shulman (1986, 1987).

El segon centra 'atencié en el coneixement del professorat per ensenyar matematiques.
Primerament, s’explica el model Mathematical Knowledge for Teaching de Ball et al. (2008)
com un dels models més rellevants 1 utilitzats per identificar els coneixements matematics
dels mestres. A continuacio, s’exposen altres models del coneixement del professorat en
Iensenyament de les matematiques. Finalment, es presenten estudis que mesuren el

coneixement dels mestres per ensenyar matematiques.

El tercer apartat fa referéncia a les fraccions, perque I'estudi que es fa dels coneixements
dels estudiants de mestre s’ha realitzat sobre aquest contingut; per tant, s’ha considerat
necessari aprofundir en aquest tema abans de parlar dels coneixements dels estudiants de

mestre sobre les fraccions i sobre el seu ensenyament.

En el quart i darrer apartat s’entra de ple en el centre d’estudi d’aquesta recerca, els
coneixements dels estudiants de mestre sobre fraccions. Concretament, es presenten
diverses investigacions en relacié amb els coneixements que tenen sobre el significat de
fraccio, I'equivaléncia de fraccions, la comparacié i ordenacié de fraccions, les operacions

amb fraccions i la densitat i infinitud dels nombres racionals.
3.1 El coneixement professional del professorat

Dificilment trobarem un estudi sobre el coneixement dels professors que no faci referencia
a les categories que proposa Shulman (1986, 1987) sobre aquest coneixement. Tenint aixo
present, iniciem aquest apartat fent esment d’alguns dels estudis d’aquest autor que més
empremtes han deixat en relacié amb la caracteritzacié del coneixement professional del

professorat.

Si a finals del segle XIX es donava preferencia al coneixement del contingut en les
avaluacions dels professors, un segle més tard, emfasitzant la idea del professor efectiu
(teacher effectiveness), es priotitzaven els procediments d’ensenyament més que no pas el
contingut a ensenyar. Aquesta manera d’avaluar de finals del segle XX venia determinada
per les recerques creixents destinades a estudiar quins comportaments dels mestres eren
necessaris per millorar 'aprenentatge dels alumnes. En aquestes recerques se simplificava la
complexitat de 'ensenyament sense tenir-ne en compte un aspecte fonamental: el contingut

que s’ensenyava (the subject matter) (Shulman, 1980).
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Shulman (1986) anomena ““wissing paradigm problen?’ aquesta abséncia d’interés en el
contingut a ensenyar en les recerques sobre l'estudi de I'ensenyament. Segons l'autor,
aquesta desestimaci6 del contingut és greu pel fet que aquestes investigacions condicionen
els programes d’avaluacié 1 certificacié dels mestres. Des de les politiques educatives es
tenen en compte aquestes recerques que no fan referencia al contingut a ensenyar i, com a

conseqiiencia, tampoc es fa referéncia al contingut en els estandards d’ensenyament.

Per redrecar aquesta situacid, Shulman (1986) i els seus collegues implementen el
programa de recerca “Knowledge Growth in Teaching” per estudiar com els professors
aprenen a ensenyar. L’objecte d’estudi es concreta en quines son les fonts del coneixement
dels professors, que sap un professor i quan ho sap, com s’adquireixen els nous
coneixements, com es recuperen els antics i com es combinen aquests coneixements per
formar un coneixement base. Focalitzen aquesta recerca en el desenvolupament de

professors de secundaria d’angles, de biologia, de matematiques i de ciéncies socials.

Coincidint amb les reformes per la professionalitzacié de I'ensenyament, Shulman (1987)
participa en el projecte de dissenyar una comissié nacional per ensenyament en qué es
volen definir uns estandards ben fonamentats per poder acreditar els professors. Tot 1 que
els partidaris de la reforma professional afirmen també que existeix un coneixement base
per a 'ensenyament, segons Shulman (1987), quan es fa referéncia a aquest coneixement
base no se n’especifica el caracter. Per aixo, aquest autor el vol caracteritzar i identificar les
fonts d’aquest coneixement per a l'ensenyament, els termes en que es poden
conceptualitzar aquestes fonts i quines sén les implicacions per a les politiques docents i la
reforma educativa. A més, vol identificar els processos de raonament i accié didactica dins

dels quals els professors utilitzen el coneixement.

La realitzacié dels dos projectes esmentats permet a Shulman (1986, 1987) definir les

categories del coneixement base que es mostren a la figura 3.1.

>  Coneixement del contingut (Content knowledge)

» Coneixement didactic general, referint-nos especialment a aquells principis i estratégies de gestié i
organitzacié d’aula que van més enlla de I'assignatura (General pedagogical knowledge)

»  Coneixement del cutticulum, amb un domini especial dels materials i progtames que setveixen com a “eina
de lofici” del docent (Curriculum knowledge)

» Coneixement didactic del contingut, ’especial amalgama entre el contingut i la pedagogia que és propia
dels docents, la seva manera especial de comprensi6 professional (Pedagogical content knowledge)

Coneixement dels alumnes i de les seves caracteristiques (Knowledge of learners and their characteristics)

» Coneixement dels contextos educatius, que van des del funcionament del grup o aula i la gesti6 i
financament dels districtes escolars fins al caracter de les comunitats i cultures (Knowledge of educational
contexts)

>  Coneixement dels objectius, les finalitats i els valors, i els seus fonaments filosofics i histotics (Knowledge of
edncational ends, purposes, and values, and their philosophical and historical grounds)

Figura 3.1. Categories del coneixement base segons Shulman. Extret de “Knowledge and Teaching:
Foundations of the New Reform”, de L. S. Shulman, 1987, Harvard Educational Review, 57(1), p. 8.
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D’aquestes set categories, tres fan referéncia a aspectes especifics del contingut a ensenyar:
coneixement del contingut, coneixement del curriculum i coneixement didactic del
contingut. Segons Shulman (19806), el coneixement del contingut “es refereix a la quantitat i
Porganitzacié del coneixement per se en la ment dels docents. [..] En les diferents
disciplines, les maneres d’examinar Pestructura del contingut sén diferents” (p. 9). Per
Shulman, pensar correctament en el contingut vol dir entendre les estructures de la
disciplina en la linia en qué la va definir Joseph Schwab.” Es a dir, “les estructures
substantives son la varietat de maneres en qué s’organitzen els conceptes basics i els
principis de la disciplina per incorporar-s’hi com a fets. Les estructures sintactiques d’una
disciplina sén les normes que estableixen veritat o falsedat” (Shulman, 1986; p. 9). S’inclou
també en aquest domini el coneixement de quins topics son centrals i quins sén més

periferics.

El coneixement didactic del contingut fa referéncia al coneixement del contingut per a
Iensenyament 1, per tant, va més enlla del contingut per si mateix. En aquest domini,
Shulman (1986), per als temes que s’ensenyen en una disciplina, hi inclou “les formes més
utils de representacié d’aquestes idees, les analogies més potents, il-lustracions, exemples,
explicacions i demostracions; en poques paraules, les maneres de representar i formular el
contingut per fer-lo comprensible als altres” (p. 9). A més, inclou que fa que un contingut

sigui facil o dificil d’aprendre i quines son les idees dels alumnes a les diferents edats.

El coneixement del curriculum “és representat per I'amplia gamma dels programes
dissenyats per a 'ensenyament de continguts 1 els temes especifics en un nivell determinat,
la varietat de materials didactics disponibles en relacié amb aquests programes” (Shulman,
1986; p. 10). A més, inclou les caracteristiques per decidir quins curriculums o materials

concrets convé utilitzar i en quines situacions cal utilitzar-los.

D’enca que Shulman (1986) va presentar el coneixement didactic del contingut, sén
diversos els autors que fan una revisié6 de diferents investigacions sobre aquest terme
(Segall, 2004; Hashweh, 2005, 2013; Ball et al., 2008; Graeber 1 Tirosh, 2008; Blanco i
Contreras, 2012; Kleickmann et al, 2012; Van Driel 1 Berry, 2012). L’interes pel
coneixement didactic del contingut continua vigent pel fet de ser una categoria que
relaciona el contingut a ensenyar i la practica educativa. De fet, els articles Those Who
Understand: Knowledge Growth in Teaching (Shulman, 19806) 1 Knowledge and Teaching: Foundations
of the New Reform (Shulman, 1987), on s’exposa la categoria del coneixement didactic del
contingut, han estat citats en més de 1.200 revistes d’investigacié durant les dues decades
posteriors a la seva publicacié (Ball et al., 2008). Fins al moment actual, 'article de 1986 de
Shulman ha estat citat unes 7.400 vegades i el de 1987, unes 7.500 (Hashweh, 2013).

% VVegeu-ne més informacié a Shulman, 1986.
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Tanmateix, aquesta nova categoria del coneixement didactic del contingut que proposa
Shulman (1986, 1987) ha estat criticada per alguns autors que no estan d’acord amb la seva
definicié6 (McEwan i Bull, 1991; Segall, 2004). McEwan i Bull (1991), si bé argumenten que
els estudis de Shulman han contribuit en gran mesura a comprendre 'ensenyament, no
estan d’acord a distingir el coneixement del contingut i el coneixement didactic del

contingut i proposen I'alternativa que tot coneixement té una dimensié pedagogica:

Ens preocupa, aixd6 no obstant, que la distincié que fa entre coneixement del contingut i
coneixement didactic del contingut introdueixi una complicacié innecessaria i insostenible dins del
marc conceptual en el qual es basa aquesta recerca. [...] La distincié de Shulman no té prou base,
perque tot el coneixement del contingut, tant si el tenen experts com si el tenen professors, té una

dimensi6 pedagogica. (p. 318)

En la mateixa linia dels autors esmentats, Segall (2004), amb interés per com ha de ser la

formacio6 dels mestres, proposa examinar la naturalesa educativa del contingut:

L’enfocament de la formaci6é del professorat respecte al coneixement didactic del contingut ha
d'anar més enlla de la idea d'ensenyar als estudiants a «pedagogitzaty («pedagogizer) contingut
pedagogicament lliure i els ha d'ajudar a reconéixer la naturalesa inherentment pedagogica dels

continguts i les seves implicacions per a 'ensenyament i en 'ensenyament. (p. 1)

Marks (1990), com a resultat d’un estudi mitjancant entrevistes a mestres de cinque de
primaria sobre lensenyament de I'equivaléncia de fraccions, suggereix modificar la
descripcié del coneixement didactic del contingut de Shulman (1986, 1987); en concret,
estableix que el coneixement didactic del contingut en matematiques esta compost per
quatre grans arees: la disciplina per a finalitats educatives, comprensié de la disciplina per
part dels estudiants, mitjans per ensenyar la disciplina (textos 1 materials) 1 processos

d’ensenyament de la disciplina.

Aquest mateix autor (Marks, 1990) explica que “el punt de vista més acceptat sobre el
coneixement didactic del contingut és una adaptacié del coneixement de la materia amb
finalitats pedagogiques” (p. 7). Assenyala, pero, que hi ha un altre punt de vista:
“L’aplicaci6 de principis pedagogics generals a contextos particulars d’'una area de

coneixement” (p. 7).

Aglutinant les dues visions anteriors, el coneixement didactic del contingut es podria
generar de tres maneres diferents: interpretacid, especificacié i sintesi. El procés
d’interpretacié es donaria quan el coneixement didactic del contingut s’obté fent una
interpretaci6 del contingut. El procés d’especificacié es dona quan s’apliquen coneixements
gencrics a un context concret. El procés de sintesi es porta a terme quan s’obté el
coneixement didactic del contingut com a sintesi del contingut i de coneixements

pedagogics generals (Marks, 1990).
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Marks (1990) exposa algunes ambigiitats a ’hora de definir el coneixement didactic del
contingut, ja que costa saber on comencen i on acaben el coneixement didactic del
contingut, el coneixement del contingut i el coneixement pedagogic general; tot depen d’on
centrem l’atencié. Pero per aquest autor, tot i la dificultat de definir teoricament el
coneixement didactic del contingut, és un coneixement indispensable per a la feina de

mestre.

Grossman (1990), en Pestudi amb professors d’anglés de secundaria, proposa quatre
categories en el seu model de coneixement dels mestres: coneixement de la materia,
coneixement didactic general, coneixement didactic del contingut i coneixement del
context. Inclou en el coneixement didactic general la categoria de coneixement dels
alumnes i de les seves caracteristiques que proposa Shulman (1986). I les categories de
coneixement del curriculum i coneixement dels objectius, les finalitats 1 els valors, les inclou
a la seva categoria del coneixement didactic del contingut. D’aquesta manera, segons
Grossman (1990), la categoria de coneixement didactic del contingut queda formada per
quatre components: concepcions de les finalitats de I'ensenyament de la materia,
coneixement de la comprensié dels estudiants, coneixement del curriculum i coneixement

d’estrategies d’ensenyament.

Comparant els models dels coneixements per ensenyar de Shulman (1986, 1987) i
Grossman (1990), es pot veure que el que canvia sén les categories generals, perd
globalment tots dos inclouen els mateixos apartats. Grossman amplia la idea de
coneixement didactic del contingut incloent-hi categories que Shulman (1986, 1987)
considerava a banda del coneixement didactic del contingut: el coneixement del curriculum

1 el coneixement dels objectius, les finalitats i els valors.

Un aspecte que cal mencionar de estudi de Grossman (1990) és la caracteritzacié que fa de
les fonts a partir de les quals els mestres construeixen el coneixement didactic del
contingut: aprenentatge de l'observacio, antecedents disciplinaris, cursos professionals i
aprenentatge de I'experiencia. Dins de I'aprenentatge de 'observacié, Grossman (1990) hi
considera “com els mestres repeteixen les experiencies que ells van experimentar com a
estudiants” (p. 10), com els futurs mestres “se serveixen del que recorden dels seus
interessos 1 habilitats en una materia concreta per formar-se un coneixement de la
comprensi6 dels estudiants en aquella area” (p. 11) i com escullen els continguts curriculars
segons la seva experiencia. En els antecedents disciplinaris, 'autora hi inclou el
coneixement de la disciplina com a aspecte que condiciona la decisié de quins sén els
continguts importants i com sequienciar-los. En referencia a aprenentatge de I'experiéncia,
segons Grossman (1990), els mestres “adquireixen coneixement didactic del contingut a

partir de 'experiencia de l'aula” (p. 15).
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Hashweh (2013) conceptualitza el coneixement didactic del contingut com una recopilacié
de construccions professionals del docent (collection of teacher professional constructions), és a dir:
“El coneixement didactic del contingut és el conjunt del repertori personal 1 privat de
contingut especific basat en esdeveniments generals, aixi com les construccions basades en
histories pedagogiques que el mestre amb experiencia ha desenvolupat com a resultat de la
planificacié repetida, l'ensenyament i la reflexié sobre l'ensenyament dels temes que ha
ensenyat més habitualment” (p. 120-121). Una de les fonts principals per al
desenvolupament de les construccions professionals del docent és l'experiencia. Els
mestres construeixen i acumulen coneixement quan planifiquen les sessions d’un tema
determinat. Per portar a terme aquesta planificacié necessiten altres fonts: “Les més
importants d’aquestes fonts son les altres categories del coneixement i les creences dels
mestres: coneixement de la materia, dels estudiants, de I'avaluacié 1 altres categories”
(Hashweh, 2005; p. 278).

Pel que fa a 'adquisicié del coneixement base per a 'ensenyament, Shulman (1987) apunta
quatre fonts: la formacié academica en la disciplina a ensenyar, les estructures i els materials
didactics, la literatura educativa especialitzada i la saviesa adquirida amb la practica. Tant
Shulman (1987) com Grossman (1990) 1 Hashweh (2013) fan referéncia a experiencia com
a aspecte clau per al coneixement didactic del contingut. Concixer les fonts del
coneixement didactic del contingut dels mestres és basic per dissenyar els programes de

formaci6 inicial i millorar el desenvolupament professional dels docents.

Després d’examinar diversos estudis sobre el coneixement didactic del contingut definit per
Shulman (1986), es pot concloure de manera plausible que aquest concepte ha canviat la
perspectiva de les recerques sobre els coneixements que han de tenir els mestres per
ensenyar una disciplina. Aixo no significa que el coneixement didactic del contingut sigui
un concepte estatic; més aviat és una idea que ha generat tant critiques com reformulacions
1 ampliacions. El model de Shulman, cal tenir-lo en compte com a punt de partida en la
formaci6 de professors, pero, tanmateix, té un abast excessivament general en relacié amb
quin ha de ser el coneixement dels mestres que ensenyen matematiques a primaria. A banda
d’aixo, els estudis de Shulman (1986, 1987) es focalitzen en professors de secundaria i,
malgrat que el mateix Shulman opina que els resultats poden traslladar-se a mestres
d’educaci6é primaria, no ho afirma de forma taxativa. En I'apartat seglient ens centrarem en
recerques relatives al model necessari per ensenyar matematiques 1 ens aproximarem més al

centre d’estudi d’aquest treball.
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3.2 El coneixement del professorat per ensenyar matematiques

En Pensenyament de les matematiques hi ha tres motius principals per dissenyar sistemes
d’avaluaci6 dels coneixements matematics dels mestres. Primerament, Ientorn politic
exigeix que els mestres estiguin altament qualificats per ensenyar matematiques. El segon
motiu neix de la necessitat d’establir evidéncies entre els efectes de la formacié dels mestres
en els seus coneixements i habilitats 1 en Paprenentatge dels seus alumnes. El tercer motiu
passa per la necessitat de caracteritzar el coneixement professional dels mestres (Hill et al.,
2007). Hill et al. (2007) fan una revisié historica dels examens per a la certificacié dels
mestres als Estats Units i la relacionen amb I’avaluacié del coneixement matematic dels

mestres:

Tant els primers examens de certificacié com els estudis academics es van construir en absencia
d’una teoria elaborada sobre els elements del coneixement matematic per a 'ensenyament, un fet que

va conduir a importants limitacions a ’hora d’interpretar aquests primers treballs. (p. 112)

La introduccié de la categoria de coneixement didactic del contingut en els estudis de
Shulman (1986, 1987) exposats en I'apartat 3.1 d’aquest capitol, que posa en evidéncia que
els mestres han de tenir un coneixement de la disciplina diferent del que necessiten els
professionals que no sén mestres, és una base important dels estudis sobre la mesura dels
coneixements matematics dels mestres i del disseny dels models sobre els coneixements
matematics per a Pensenyament. Alguns estudis han fet propostes de com definir aquest
coneixement més especific per ensenyar matematiques i, en algun cas, també definir models
per explicar els coneixements involucrats en ensenyament de les matematiques (Ball et al.,
2008; Fennema i Franke, 1992; Ma, 1999; Petrou i Goulding, 2011; Turner 1 Rowland,
2011).

El model Mathematical Knowledge for Teaching (MKT) (Ball et al., 2008) és un dels
models actualment més rellevants i s’ha utilitzat tant per identificar els coneixements
matematics dels mestres com per dissenyar nous models del coneixement matematic dels

mestres a partir de fer-ne modificacions (Blanco i Contreras, 2012; Kleickmann et al., 2012;
Tatto i Senk, 2011; Van den Kieboom, 2013).

3.2.1 El model Mathematical Knowledge for Teaching

Ball et al. (2008) fan un pas endavant a ’hora de definir que s’entén per coneixement del
contingut (content knowledge) 1 coneixement didactic del contingut (pedagogical content knowledge)
en el cas de T'ensenyament de les matematiques. A aquest efecte, porten a terme dos
projectes: “Mathematics Teaching and Learning to Teach” 1 “Learning Mathematics for
Teaching”. En el primer projecte, estudien practiques d’ensenyament per tal d’analitzar les
necessitats matematiques de I'ensenyament; en el segon, pretenen mesurar el coneixement

del contingut per a I’ensenyament de les matematiques. “Les mesures van proporcionar un
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cam{ per investigar la naturalesa, el rol 1 la importancia dels diferents tipus de coneixement

matematic per a ensenyament” (Ball et al., 2008; p. 390).

Ambdoés projectes volen estudiar quin és el coneixement matematic necessari per a
I'ensenyament, tal com diu el nom del seu model, entenent aquest coneixement com el
coneixement matematic per portar a terme la tasca d’ensenyar matematiques. Aixo significa
que no focalitzen les investigacions només en els temes del curriculum escolar que volem
que els nens aprenguin, siné que les dirigeixen a estudiar quin és el coneixement que

necessiten els mestres per ensenyar de manera efectiva:

Com que sembla obvi que els professors han de conéixer els temes i procediments que ensenyen —
primers, fraccions equivalents, funcions, translacions i rotacions, factoritzacid, etc.—, hem decidit
centrar-nos en la manera com els professors han de conéixer aquest contingut. A més a més, volem
determinar qué més han de saber sobre matematiques i com i on podrien utilitzar aquest

coneixement matematic a la practica. (Ball et al., 2008; p. 395)

Des d’aquesta perspectiva, el subjecte d’aquests estudis no és el mestre, sind la “tasca
d’ensenyament” (work of feaching), un concepte utilitzat per Ball, Hill i Bass (2005) i Ball et al.
(2008) en el sentit que apareix en els estudis de Ball i Lampert (citats a Ball et al., 2005), els

quals analitzen que fan els mestres quan ensenyen matematiques.

Per ensenyament, Ball et al. (2005) entenen “totes les coses que fan els mestres per donar
suport a la instruccié dels alumnes” (p. 17) o, dit d’altra manera, “totes les coses que els
mestres han de fer per donar suport a 'aprenentatge dels alumnes” (Ball et al., 2008; p.
395). Es refereixen tant a la feina d’ensenyar llicons a I'aula com a altres tasques presents
durant el curs: planificar classes, avaluar la feina dels alumnes, parlar amb els pares,
preparar els deures, atendre la diversitat, etc. Segons Kilpatrick, Swafford i Findell (citat a
Ball et al., 2005; p. 17), “cadascuna d’aquestes tasques implica un coneixement de les idees
matematiques, habilitats de raonament 1 comunicacié matematica, agilitat amb exemples i

termes i consideraci6 sobre la naturalesa del domini matematic”.

Un altre concepte que guia les investigacions de Ball i els seus col‘legues a ’hora de definir
el coneixement matematic necessari per a 'ensenyament i també les de Shulman per definir
el concepte de coneixement didactic del contingut és el de “psicologitzacié” de la disciplina
(“psychologizing” the subject matter) de Dewey (Ball et al., 2005; Ball et al., 2008). Aquest mateix
autor precisa: “«psicologitzacié» del contingut veient les estructures de la disciplina mentre
s’aprén i no només en la seva forma logica acabada” (Ball et al., 2005; p. 21). Es en aquest
sentit que els mestres haurien de ser capagos d’ajudar els alumnes a entendre una idea i no
només saber contestar les preguntes amb contingut matematic, 1 aqui pren importancia el

discurs dels mestres per provocar comprensio en els alumnes i per no potenciar les idees
erronies (Ball et al., 2005).
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Basant-se en diferents estudis qualitatius de ensenyament 1 dels resultats de “Study of
Instructional Improvement”, Ball et al. (2008) desenvolupen i validen com mesurar el
coneixement matematic per a I’ensenyament i arriben a la conclusié que el coneixement
matematic necessari per a 'ensenyament és multidimensional. Hill et al. (citat a Ball et al,,
2008) ho defineixen aixi: “L’habilitat matematica general no és suficient per al coneixement
1 les habilitats que s’impliquen en ensenyament de les matematiques” (p.396). En el marc
presentat, Ball et al. (2008) defineixen lestructura del coneixement matematic per a

I'ensenyament (Mathematical Knowledge for Teaching) a partir de sis categories:

-El coneixement comu del contingut (common content knowledge, CCK) fa referencia al
coneixement matematic i les técniques que s’utilitzen en ambits diferents de 'ensenyament.
“Els mestres necessiten saber allo que ensenyen; saber reconéixer quan els alumnes donen
respostes incorrectes o quan els llibres de text donen definicions inexactes. [...] En resum,
han de ser capacos de fer la feina que assignen als alumnes” (p. 399). El terme comzi no vol
dir que tothom Tutilitzi; vol dir que es fa servir en altres ambits i que, per tant, no és

especific de 'ensenyament.

-El coneixement especialitzat del contingut (specialized content knowledge, SCK) “és el
coneixement i ’habilitat matematica unics per a I'ensenyament” (p. 400). Els mestres han
de ser capagos de descomprimir el coneixement matematic de manera que els alumnes el
comprenguin 1 puguin després utilitzar idees i procediments matematics més complexos.
Alguns exemples de maneres com els mestres descomprimeixen el coneixement matematic
els trobem quan fan servir el llenguatge matematic correctament, escullen i utilitzen les

representacions efectivament i expliquen 1 justifiquen idees matematiques.

De fet, un dels resultats més importants de Ball et al. (2008) és que I'ensenyament de les

matematiques requereix aquesta forma especialitzada de coneixement “pur” del contingut:

Potser el més interessant per nosaltres ha estat 'evidencia que 'ensenyament requereix una forma
especialitzada del coneixement pur de la disciplina: «pura» perqué no esta barrejada amb el
coneixement dels alumnes o de pedagogia i és, per tant, diferent del coneixement didactic del
contingut identificat per Shulman i els seus col-legues, i «especialitzada» perque no s’utilitza en
ambits diferents de I'ensenyament de les matematiques. Aquesta singularitat és el que fa especial

aquest coneixement del contingut. (p. 396)

(194

-El coneixement del contingut i dels alumnes (&nowledge of content and students, KCS) “és un
coneixement que combina coneixement sobre els alumnes i coneixement sobre les
matematiques. Els mestres haurien d’anticipar que és probable que pensin els alumnes 1 que
els confondra” (p. 401). Els mestres cal que sapiguen anticipar quins exemples interessaran
als alumnes i els motivaran, quines tasques trobaran facils o dificils 1 interpretar els seus
pensaments. En resum, “és central per a aquestes tasques coneixer les concepcions i idees

erronies habituals en els alumnes sobre un contingut matematic determinat” (p. 401).
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-El coneixement del contingut 1 de 'ensenyament (knowledge of content and teaching, KCT)
“combina coneixement sobre I’ensenyament i coneixement sobre les matematiques. [...] Es
una amalgama que mescla una idea o un procediment matematic especific i la familiaritat
amb els principis pedagogics per a Pensenyament d’aquest contingut concret” (p. 402). El
coneixement del contingut 1 de ’ensenyament, per exemple, requereix saber quins exemples
escollir perque els alumnes aprofundeixin en la comprensié d’un contingut, avaluar quina
representacié és més adequada per ensenyar una idea concreta o quina tasca triar en funcié

del que es vol ensenyar.

-El coneixement del contingut i del curticulum (knowledge of content and curriculum) fa

referéncia a la categoria de curriculum de Shulman (19806), explicada en I’apartat anterior.

-El coneixement de l'horitz6 del contingut matematic (horigon content knowledge o horizon
knowledge) és el que fa referéncia a les relacions entre els temes matematics. Per exemple, un
mestre ha de saber les relacions que hi ha entre els continguts que estan aprenent els seus

alumnes en un curs i els que aprendran en els cursos seguents.

Ball et al. (2008) consideren les categories de coneixement comu del contingut (CCK),
coneixement especialitzat del contingut (SCK) i coneixement de l'horitz6é del contingut
matematic (borigon content knowledge) dins del coneixement de la disciplina (subject matter
knowledge), mentre que les categories de coneixement del contingut i dels alumnes (IKKCS),
coneixement del contingut i de ensenyament (KCT) i coneixement del contingut i del
curriculum, les engloben en el coneixement didactic del contingut definit per Shulman
(1986, 1987).

Tal com proposa Grossman (1990), la categoria de coneixement del contingut i del
curticulum s’ha considerat, si bé provisionalment, dins del coneixement didactic del
contingut, perd no és clar si es tracta d’una categoria a part, si forma part de la categoria de
coneixement del contingut i de 'ensenyament o bé si podria coincidir amb altres categories
(Ball et al., 2008).

Passa el mateix amb la categoria de coneixement de I’horitzé del contingut. Ball et al.
(2008) no estan segurs que formi part del coneixement de la disciplina, ja que podria ser
una categoria que coincidis amb d’altres. Fernandez, Figueiras, Deulofeu i Martinez (2011)
refinen el concepte d’horitzé del contingut matematic avancant en la linia de definir el

paper d’aquest coneixement en esquema del coneixement matematic per a 'ensenyament

(MKT).

A la figura 3.2 es mostra Iestructura del coneixement matematic per a I'ensenyament
proposat per Ball et al., (2008) que classifica les sis categories explicades més amunt en

coneixement de la disciplina i coneixement didactic del contingut.
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Figura 3.2. Esquema dels dominis del coneixement matematic per a I'ensenyament (MKT). Extret de
“Content Knowledge for Teaching: What Makes It Special?”, de D. L. Ball et al., 2008, Journal of Teacher
Education, 59(5), p. 403.

Ball et al. (2008) concreten molt més el model de Shulman (1987) en el cas de
Iensenyament de les matematiques. Aquesta concrecié pot ajudar a ’hora d’'implementar
tant programes de desenvolupament professional dels mestres en exercici com programes

de formacid inicial.

Tot i la concrecié d’aquest model respecte als dominis del coneixement matematic per a
Iensenyament, es fan necessaries més revisions, ja que els mateixos autors hi detecten
problemes. El primer rau en el fet que el model s’emmarca en la practica dels mestres. En
situacions d’ensenyament en que els mestres han de fer us de les matematiques, pot passar
que aquestes situacions es puguin gestionar utilitzant tipus de coneixement diferents: un
mestre pot fer servir el coneixement especialitzat i un altre, el coneixement del contingut i
dels alumnes (Ball et al., 2008).

Un problema derivat de Panterior resulta de com mesurar el coneixement en el context en
que s’utilitza per poder estudiar amb més detall el paper d’aquestes categories de

coneixement en els cursos d’ensenyament (Ball et al., 2008).

També és un problema relacionat amb l'anterior el fet de delimitar les categories: “No
sempre ¢és facil discernir on se separa una de les nostres categories de la segiient, i aixo
afecta la precisio (o la manca de precisio) de les nostres definicions” (Ball et al, 2008; p.
403). Hi ha temes matematics en que¢ no és facil diferenciar quin coneixement és

coneixement comu del contingut o bé coneixement especialitzat del contingut.

Malgrat aquesta manca de definici6 per diferenciar totalment els coneixements que fan
referéncia a una categoria o una altra del model MKT, podem dir que, encara avui, és un

model en que s’esta treballant.
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3.2.2 Altres models del coneixement del professorat en P’ensenyament de les

matematiques

El grup d’'investigaci6 de la Universitat de Huelva presenta el model Mathematics Teacher’s
Specialized Knowledge (MTSK) [“coneixement especialitzat del professor de
matematiques”| com a refinament del model MKT de Ball i els seus col‘legues (Montes et
al., 2015). Bs destacable el fet que els autors parlen de coneixement especialitzat del
professor de matematiques en comptes de coneixement del contingut especialitzat, tal com
apareix en el model MKT. En el seu model, presenten tres subdominis corresponents a la
categoria de coneixement de la disciplina de Shulman i tres més a la categoria de

coneixement didactic del contingut.

Els tres subdominis que formen part del coneixement de la matéria, anomenada pels autors
coneixement de les matematiques, son: coneixement dels temes (KOT), coneixement de
Pestructura de les matematiques (KSM) i coneixement de les practiques matematiques
(KPM). La categoria de coneixement didactic del contingut conté els subdominis segiients:
coneixement de l'ensenyament de les matematiques (KMT), coneixement de les
caracteristiques de I'aprenentatge de les matematiques (KFLM) i1 coneixement dels

estandards d’aprenentatge en matematiques (KMLS).

El coneixement dels temes (KOT) fa referencia als continguts matematics i als seus
significats, com també a les definicions i representacions del contingut. El coneixement de
Pestructura de les matematiques (KSM) es refereix a les relacions matematiques podent
tractar la matematica elemental des d’una perspectiva avancada o, a la inversa, abordar
matematiques avancades de forma elemental. El coneixement de les practiques
matematiques (KPM) conté el coneixement sobre com es construeix la matematica, com

ara coneixer els tipus de demostracié o raonament matematic.

El coneixement de I'ensenyament de les matematiques (KMT) inclou el coneixement de
diferents estrategies, materials, recursos o ajudes. El coneixement de les caracteristiques de
I'aprenentatge de les matematiques (KFLM) engloba els coneixements sobre 'aprenentatge
del contingut per part dels alumnes, com ara el coneixement de les dificultats, els errors i
els obstacles dels alumnes o les concepcions 1 idees previes. El coneixement dels estandards
d’aprenentatge en matematiques (KMLS) es refereix a les guies i els documents que poden

ajudar a sequenciar els continguts, incloent-hi el curriculum.

Investigadors de la Universitat Autonoma de Barcelona (Fernandez et al., 2011), estudiant
la transicié de primaria a secundaria i focalitzant la recerca en els professors i en el seu
coneixement matematic, perfilen la categoria d’horitz6 del contingut matematic definit per
Ball et al. (2008) i també el paper de les categories del model de Ball et al. (2008).
Inicialment, interpreten el model MKT sense incloure-hi la categoria d’horitzé del

contingut matematic. Distingeixen les categories del model MKT que s’expressen durant la
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practica docent i les que no hi estan vinculades necessariament. Fernandez et al. (2011)
consideren que les categories de coneixement especialitzat del contingut (SCK),
coneixement del contingut i dels alumnes (KCS) i coneixement del contingut i de
Iensenyament (KCT) intervenen directament en la practica docent i, per tant, sén de
naturalesa e accid, mentre que les categories de coneixement comu del contingut (CCK) 1
coneixement del contingut 1 del curriculum (KCC) no hi estan relacionades 1, per aixo, els

autors esmentats les consideren coneixement fonamental (vegeu figura 3.3).

% IN-ACTION KNOWLEDGE

Knowledge of content Knowledge of content

Specialized content

and teaching (KCT)

and students (KCS) knowledge (SCK)

Common content Knowledge of content

knowledge (CCK) and curriculum (KCC)

\FOUNDATION KNOWLEDGE

Figura 3.3. Categories del coneixement matematic per a Iensenyament sense lhoritzé del contingut
matematic. Extret de “Re-defining HCK to Approach Transition”, de S. Ferndndez et al., 2011, dins M.
Pytlak, T. Rowland, E. Swoboda (ed.), Actas del CERME 7, (p. 2644). Rzeszow, Polonia: ERME.

La categoria d’horitzé del contingut matematic (HCK), segons Fernandez et al. (2011), no
té la mateixa naturalesa que les altres. Aquesta categoria engloba coneixement tant
matematic com pedagogic 1 influencia els coneixements de les categories KCT, KCS 1 SCK.
A més, sense aquestes categories no pot aparcixer el coneixement de I’horitzé del contingut
matematic. Tals idees expliquen per qué els autors no consideren la categoria d’horitzé
matematic una categoria a part del model MKT. Si que la consideren una categoria
necessaria per a la perspectiva longitudinal dels mestres en l'ensenyament de les
matematiques. Amb aquestes premisses, doncs, proposen un nou marc del coneixement
per ensenyar matematiques incloent-hi la categoria d’horitzé del contingut matematic

(vegeu figura 3.4)
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interrelacié dels tres components del coneixement en combinacié amb les creences crearan

un unic conjunt de coneixements per a aquest context.

Beliefs
X
\d
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of Context knowledge
specific
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!

Knowledge of learners’

cognitions

in mathematics

Figura 3.5. El concixement dels mestres: Desenvolupament en el seu context. Extret de “Teachers’
Knowledge and its Impact”, d’E. Fennema i M. L. Franke, 1992, dins D. A. Grouws (ed.), Handbook of
Research on Mathematics Teaching and Learning, (p. 162). Nova York: Macmillan.

Draltra banda, el Knowledge Quartet [“quartet de coneixement”] és un altre model que
posa de manifest la importancia d’examinar el coneixement del contingut matematic dels
mestres durant la practica de 'ensenyament (Rowland, 2008). Aquest és un model obtingut
de I'analisi de la practica. Per obtenir les quatre categories d’aquest model, es van observar i
analitzar unes gravacions de sessions portades a terme per futurs mestres del Regne Unit
que seguien el curs per obtenir el certificat del postgrau en educacié (PGCE): futurs
mestres de 3 a 8 anys (early_years) i futurs mestres de 7 a 11 anys (primary years) (Rowland,
2008; Turner i Rowland, 2011). Les categories del quartet de coneixement sén: fonaments

(foundation), transformacid (transformation), connexid (connection) i contingencia (contingency).

A la categoria de fonaments, s’hi inclou la base teorica i les creences del mestre que ha
adquirit fins al moment, des de la seva escolaritzaci6 fins a la formacié de mestre. Aquesta

categoria és la base per a les altres tres. Forma part d’aquesta categoria:

El coneixement i la comprensié de les matematiques per si mateixes; el coneixement dels tractats
significatius de la literatura i el pensament que ha resultat de la investigacié sistematica en
Iensenyament i I'aprenentatge de les matematiques; el sistema de creences sobre matematiques,
incloent-hi les creences sobre per qué i com s’aprenen les matematiques. (Turner i Rowland, 2011; p.
200)
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Dins la categoria de transformacid, s’hi contemplen les maneres i els contextos en que el
coneixement influencia la preparacid i la realitzacié de 'ensenyament. S’hi considera el
coneixement en accio, tant per la planificacié com pel fet d’ensenyar. En aquesta categoria
els alumnes sén el punt de mira. Aquesta categoria “inclou I"as d’exemples per ajudar a
adquirir un concepte i per mostrar procediments, i la seleccié d’exemples d’exercicis per a

'activitat de Palumne” (Turner i Rowland, 2011; p. 201).

La categoria de connexi6 fa referéncia a la cohereéncia de la planificacié o de 'ensenyament
en una activitat o una sequéncia d’activitats. Per tal que hi hagi aquesta coheréncia cal
sequenciar temes tenint en compte l'ordenacié d’activitats. Per dur a terme aquesta
sequenciaci6, a més de les connexions en les matematiques en si mateixes, cal ser conscient

de les demandes cognitives de cada tema i tasca (Turner 1 Rowland, 2011).

La quarta i ultima categoria del model Knowledge Quartet s’anomena contingencia 1 fa
referéncia a les respostes i decisions que pren el mestre mentre ensenya en situacions que
no estaven planificades, com per exemple que fer segons les intervencions dels alumnes

que no es poden planificar (Turner 1 Rowland, 2011).

Petrou i Goulding (2011) presenten un model del coneixement matematic del mestre com a
sintesi dels models de Shulman (1986, 1987), Ball et al. (2008), Fennema 1 Franke (1992) i
Rowland (2008). Proposen tres categories interrelacionades: coneixement del contingut,
coneixement didactic del contingut i coneixement del curriculum. El coneixement del
contingut el troben necessari per poder desenvolupar el coneixement didactic del
contingut. El coneixement del curriculum, aspecte que consideren central, també esta
relacionat amb les altres dues categories (vegeu figura 3.6). El coneixement del contingut i
el coneixement didactic del contingut determinen com els mestres interpreten i utilitzen el
curriculum i, d’altra banda, segons Ball i Cohen o Petrou (citats a Petrou i Goulding, 2011;
p. 22), la interpretaci6 dels materials curriculars condicionara la manera com els mestres fan

servir aquests materials en 'ensenyament.

En la linia de Fennema i Franke (1992), en aquest model el coneixement s’entén en el
context i “el context en que treballen els mestres és Testructura que defineix els
components del coneixement central per a 'ensenyament de les matematiques” (Petrou 1
Goulding, 2011; p. 21). Petrou 1 Goulding (2011) inclouen en aquest “context” el sistema
educatiu, els objectius de 'educacié matematica, el curriculum i materials associats (com ara

llibres de text) i el sistema d’avaluacio.
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(substantive, < KCS) (transformation,
syntactic, beliefs) connection,
(foundation) contingency)

Figura 3.6. Sintesi dels models del coneixement matematic dels professors. Extret de “Conceptualising
Teachers’ Mathematical Knowledge in Teaching”, de M. Petrou i M. Goulding, 2011, dins T. Rowland i K.
Ruthven (ed.), Mathematical Knowledge in Teaching, (p. 21). Londres: Springer.

Ma (1999) estudia les diferéncies entre els coneixements de matematiques per a
I'ensenyament de vint-i-tres mestres dels Estats Units 1 de setanta-dos mestres de la Xina i
com la manera com comprenen els mestres xinesos les matematiques i el seu ensenyament
condiciona l’exit dels alumnes. En aquesta recerca també es mostren factors que expliquen
la comprensié que tenen els mestres xinesos dels coneixements matematics i les dificultats
que s’hi troben els mestres dels Estats Units. La investigacié es focalitza en quatre temes
concrets: resta, multiplicacid, divisié de fraccions i la relacié entre I’area i el perimetre. Per a
cada tema es presenta als mestres de la recerca una situacié d’aula on intervé una de les
quatre tasques d’ensenyament: ensenyar un tema, respondre a un error d’un estudiant,
generar una representacié d’un tema determinat i respondre a una idea nova plantejada per
un alumne. Els mestres dels Estats Units es van centrar sobretot en els procediments i van
demostrar que dominaven la competéncia algoritmica de la resta i la multiplicacié i que
tenien dificultats en la divisié de fraccions 1 la relacié del perimetre i 'area, mentre que la
majoria dels mestres xinesos van demostrar competeéncia algoritmica i comprensié

conceptual en els quatre temes.

Els mestres xinesos de la recerca de Ma (1999), a diferencia dels mestres dels Estats Units,
eren capagos d’explicar el perque dels passos d’un algoritme, justificar les explicacions
segons propietats matematiques, trobar diferents maneres de resoldre un calcul o connectar
diferents conceptes matematics, com ara les operacions basiques. De fet, Ma va concloure
que un grup d’aquests mestres xinesos tenia una comprensié profunda de les matematiques
tonamentals (profound understanding of fundamental mathematics, PUFM) 1 que I’havien
desenvolupat durant la seva carrera docent. Aquesta comprensié6 profunda de les
matematiques manifesta les quatre propietats seguents: connectivitat (connectedness),

perspectives multiples  (multiple  perspectives), idees basiques (basic ideas) 1 coheréncia
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longitudinal (longitudinal coberence). Connectivitat fa referéncia a les connexions que estableix
el mestre entre conceptes i procediments matematics. Perspectives multiples inclou el fet
de veure una mateixa idea des de diferents punts de vista o d’arribar a una solucié de
diferents maneres. Per tant, doncs, “els mestres poden conduir els alumnes a la comprensié
flexible de la disciplina” (p. 122). Idees basiques fa referencia al fet de tenir present les idees
1 els principis basics en matematiques. Coheréncia longitudinal vol dir entendre tot el
curriculum de primaria, i no només els continguts del curs que s’imparteix, de manera que
un mestre amb aquesta propietat pot ajudar un alumne a repassar conceptes apresos
previament 1 saber qué haura d’aprendre més endavant per oferir-li oportunitats d’assolir-
ho. La coherencia longitudinal coincideix amb la categoria d’horitzé matematic definit per
Ball et al. (2008).

Examinant els diferents models dels coneixements dels mestres per ensenyar matematiques,
s’aprecia que no hi ha un unic model consensuat pels investigadors. L’existencia de tal
varietat de models es pot deure a les diferencies significatives a ’hora d’entendre el
coneixement del contingut (CK) i el coneixement didactic del contingut (PCK) (Askew,
2014). Fins i tot, tal com argumenta Huillet (citat a Askew, 2014), hi ha poca coherencia per

part d’alguns autors a ’hora de definir els mateixos termes en diferents estudis.

El model de Petrou i Goulding (2011) intenta aglutinar aspectes essencials dels altres
models (Shulman, 1986, 1987; Ball et al., 2008; Fennema i Franke, 1992, i Turner i
Rowland, 2011) 1 relacionar les categories de cada model. Té en compte el coneixement
dels mestres en el context, element essencial en els models de Fennema i Franke (1992), del
Knowledge Quartet i del Mathematical Knowledge for Teaching. Les categories
proposades per Petrou i Goulding (2011) son les tres categories de Shulman (1986) que fan
referencia al contingut (coneixement del curriculum, coneixement del contingut i
coneixement didactic del contingut), pero emfasitzant les interrelacions entre aquestes. Per
Fennema i Franke (1992), aquestes interrelacions culminen en un conjunt de coneixements
per ensenyar en un context determinat. Les creences es tenen en compte en tots els models

presentats a excepci6 del de Ball et al. (2008).

En un sentit o en un altre, tots aquests models fan refereéncia al coneixement del contingut,
al coneixement didactic del contingut, al coneixement del curriculum, al coneixement de les
idees dels alumnes i a les estratégies d’ensenyament, tot i que cada model els distribueix,
concreta i relaciona de manera diferent en categories diferents. Algunes categories, pero,
presenten forca semblances: per exemple, la categoria de connexié del Knowledge Quartet

té relacié amb la caracteristica del model de Ma anomenada connectivitat.

Els mateixos autors que exposen el model Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge
(MTSK) (Montes et al., 2015) expliquen que la categoria de coneixement matematic del

professor de matematiques (MK), dividida en els tres subdominis coneixement dels temes
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(KOT), coneixement de lestructura de les matematiques (KSM) i coneixement de les
practiques matematiques (KSM), esta estretament relacionada amb les propietats de la
comprensi6 profunda de la matematica fonamental definida per Ma (1999). Concretament,
relacionen el coneixement dels temes (KOT) 1 de I'estructura de les matematiques (KSM)
amb les propietats de connectivitat i idees basiques de Ma (1999); el coneixement dels
temes (KOT) el relacionen també amb les multiples perspectives, i el coneixement

curricular, amb la coherencia longitudinal.

El model Mathematics Teacher’s Specialized Knowledge (MTSK) del grup d’investigadors
de Huelva també coincideix amb el model MKT de Ball et al. (2008) en la manera de dividir
els coneixements que han tenir els mestres per a Pensenyament de les matematiques en
dues grans categories, 'una referida al coneixement de la materia i I'altra al coneixement
didactic del contingut. L.a divisi6 en subcategories del coneixement didactic del contingut té
més semblances en els dos models que no pas la divisié en categories del coneixement de la
disciplina. Tots dos models consideren una categoria que fa referéncia als alumnes 1 al
contingut, una altra a lensenyament 1 una tercera al coneixement dels documents

curriculars.

En els diferents models, a part de la concrecié de cada categoria, també canvia la relacié
entre aquestes. El model de Ball (2008) pensem que és aquell en que es perceben menys les
relacions entre les diferents categories, pero, en canvi, és el que perfila millor el
coneixement matematic amb la distincié entre coneixement comu i coneixement

especialitzat del contingut.

Malgrat la diversitat de models per als coneixements dels mestres, segons Van Driel,
Verloop i De Vos (citat a Askew, 2014), hi ha dos aspectes del coneixement didactic del
contingut que els autors consideren essencials: “(2) coneixement de concepcions
especifiques i dificultats d’aprenentatge pel que fa a un contingut determinat i (b)
coneixement de representacions i estrategies d’ensenyament pel que fa a un contingut
concret” (p. 8). Aquestes idees reforcen lexisténcia d’un coneixement especific de la

disciplina per a 'ensenyament que és diferent del coneixement de la disciplina.

3.2.3 El model Mathematical Knowledge for Teaching i els estudis que mesuren

els coneixements dels mestres

Si bé no hi ha evidéncies que vinculin de forma clara el coneixement del contingut
matematic amb els resultats d’aprenentatge dels alumnes, el coneixement matematic per a
Iensenyament dels mestres si que condiciona com es porten a terme les sessions
d’ensenyament (Askew, 2014). Aquest fet justifica la necessitat de mesurar els coneixements

per ensenyar matematiques dels mestres i també el fet de voler-ne determinar la naturalesa.
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1. Conelxement comii del contingut
Tasques d'ensenyament:
-Conéixer les mmatematiques que shan d'ensenyar
Usar termes i notacions correctament
Icentificar errors dels alumnes
-ldentificar definicions incxactes dels llibros de
text
-Enlzndre l2s malermnaligues del curriculum

LRI

3. Coneixement del continguti els alumnes
Tasquesd’'ensenyament:
-ldentificar qué és probable que pensin cls
estudiants
-Pradir qué Uobaran inleressanl els alumnzs
-Anticipar que podan fer els estudiants amb na
tasca

Escoltar i interpretar el pensomentdels alumnes
-Londixor les concopeicnsi els concoptes crronis
-Anticipar el nivell de dificultat d'una tasca

2. Caneixement especialitzat del conting
Tasques d'ensenyament:

-Presentaridees matematigues

-Recondixer of gue osta involucrat en una
representacid

-Seleccionar representacions per a fins particulars
-Donar explicaclons matematiques

-Fscolliri desenvolipar definicions utilitrablas
-Crllacar representacio

Coneixemen( malemiatic per a

4. Coneixement del continguti de
I'ensenyament

Tasques d'ensenyament:

-Saber dissenyar 'ansenyament

-Saber seylienddr l'ensenyament
-Fscollirtasmques pels ahjectius d'ansenyament
-Tdertificar qué ofereixen diferents métodes
d'instruccio

-Nwaluar evantatgesi desavantstges d'usar
representacions especifiques




que és factible utilitzar el model de Ball et al. (2008) per analitzar els coneixements dels

mestres.

Blanco i Contreras (2012) proposen la resolucié de tasques/problemes/situacions
didactiques i professionals als estudiants de mestre amb I'objectiu que construeixin el seu
propi coneixement matematic especialitzat i el seu coneixement didactic de les
matematiques. El procés de resolucié d’aquestes activitats ha de permetre als estudiants de
mestre reflexionar al voltant de les categories proposades en el model del coneixement
matematic per a ensenyament de Ball et al. (2008). Concretament, examinen les categories
esmentades a partir d’una tasca didactica sobre el concepte d’altura, de circumcentre d’un
triangle 1 de construccié de punts notables d’un triangle proposada a mestres d’educacié
primaria i de secundaria en formacié. Els mateixos autors esmenten el model del
coneixement matematic per a 'ensenyament de Ball et al. (2008) com un model util en els

processos de formaci6 de mestres.

Un altre estudi en que es mesura el coneixement dels mestres és el de Kleickmann et al.
(2012). Investiga el coneixement del contingut i el coneixement didactic del contingut
d’estudiants de mestre 1 professors de matematiques a Alemanya en diferents moments de
la seva formacié. Es basa en quatre mostres: 117 estudiants de mestre de primer curs, 126
estudiants de mestre de tercer curs, 539 estudiants de professor al final de la fase de
practiques 1 198 professors experimentats en exercici. Pel que fa als estudiants, n’hi ha que
segueixen un itinerari académic (durant els primers anys se centren en el coneixement del
contingut de dues arees) i n’hi ha que no segueixen cap itinerari (se centren en el

coneixement didactic del contingut i en pedagogia).

Per avaluar el coneixement del contingut, es passa als participants un test de vint-i-tres
preguntes sobre aritmetica, algebra, geometria i funcions. Les preguntes estan dissenyades
per avaluar la comprensié conceptual dels continguts del curriculum de matematiques de
secundaria. El test del coneixement didactic del contingut avalua aspectes dels alumnes, de
I'ensenyament i de les tasques inclosos respectivament a les categories de coneixement del
contingut i dels alumnes, de coneixement del contingut i de lensenyament 1 de
coneixement especialitzat del contingut, categories del coneixement matematic per a

Iensenyament de Ball et al. (2008).

En aquesta recerca, Kleickmann et al. (2012) consideren la categoria de coneixement
especialitzat del contingut dins del coneixement didactic del contingut, mentre que Ball et
al. (2008) el col'loquen dins del coneixement de la disciplina. En la linia de Kleickmann et
al. (2012), Petrou i Goulding (2011) argumenten que no es distingeix prou clarament el
terme coneixement especialitzat del contingut del terme coneixement didactic del

contingut.
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Una conclusi6 rellevant que extreuen Kleickmann et al. (2012) d’aquesta investigacio és que
el coneixement del contingut i el coneixement didactic del contingut es desenvolupen més
durant la formacié inicial a la universitat 1 a les practiques que durant la formacio
permanent. Una altra conclusio, en funcié de si els estudiants de mestre segueixen un
itinerari academic o no, és que els estudiants que segueixen un itinerari tenen un
coneixement del contingut i un coneixement didactic del contingut més elevat que els que

no el segueixen.

En el terreny d’estudis internacionals, cal destacar el que ha portat a terme I’Associacié
Internacional per a I’Avaluacié del Rendiment Educatiu (IEA) sobre formacié inicial del
professorat de matematiques (TEDS-M) amb l'objectiu d’analitzar les diferéncies dels
programes de formacié entre paisos i quin impacte tenen en la formacié inicial. “L’estudi
TEDS-M ¢és el primer estudi comparatiu en ambit internacional 1 a gran escala sobre
educaci6 superior, centrat en la formacié inicial dels professors de matematiques d’educacio

primaria i primers cursos d’educacié secundaria” (MECD, 2012; p. 06).

L’estudi TEDS-M, portat a terme del 2006 al 2012, analitza les interrelacions entre tres
subestudis: el subestudi I se centra en les politiques educatives sobre la formacié del
professorat en matematiques 1 el context cultural i social a fi d’examinar les politiques
dirigides al professorat de matematiques, tenint-ne en compte la preparacio, la certificacio,
la selecci6 i la contractaci6. El subestudi II esta focalitzat en P'analisi dels curriculums i
programes de formacié inicial del professorat de matematiques amb 'objectiu d’examinar el
curriculum de formacié del professorat de matematiques. El subestudi 111 se centra en el
coneixement matematic i didactic que adquireixen els futurs professors de matematiques
per tal d’examinar els resultats pretesos i els adquirits en la formacié de professors (MECD,
2012).

Per avaluar els coneixements de matematiques, dins el subestudi 11, els investigadors de
TEDS-M es basen en el marc conceptual elaborat per a les proves TIMSS 2007 (Estudi
internacional de tendencies en matematiques 1 ciencies), mentre que equip de direccié del
TEDS-M 1 altres investigadors utilitzen preguntes dels estudis de Hill i Ball o Schmidt,
Blomeke 1 Tatto (citats a MECD, 2012; p. 79) per crear les preguntes que han d’avaluar els

coneixements de didactica de la matematica dels futurs mestres.

Per analitzar els coneixements de matematiques i de didactica de la matematica, s’han tingut
en compte aspectes del subestudi II, com ara els programes de formacié de cada pais. La
comparacié de resultats entre paisos no ha estat senzilla, ja que només hi han participat
disset pafsos, pero s’han obtingut sis grups de programes diferents. Una conclusié que se
n’extreu és que la puntuacié mitjana tant dels coneixements de matematiques com de la
didactica de la matematica dels futurs mestres que van seguir programes de formacié de

mestres especialistes en matematiques és més alta que la dels que van seguir programes
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generalistes, amb I'excepcié de la Xina-Taipei i Singapur, que van obtenir resultats molt alts
tot 1 seguir programes generalistes. Cal assenyalar que Espanya se situa en la mitjana
internacional. Una dada que convé destacar és que van obtenir més bons resultats els futurs

mestres que havien estudiat matematiques a Batxillerat (MECD, 2012).

L’informe TEDS-M és rellevant perque és el primer estudi comparatiu i a gran escala que
se centra en la formacié inicial del professorat de matematiques de primaria i secundaria,
perd no només ho és per aixo, siné també perque indica que, tot i que els futurs mestres
cursin els estudis de formacié inicial per aprendre a ensenyar matematiques, els seus
coneixements de matematiques i de didactica de les matematiques estan condicionats, entre
altres aspectes, pels seus antecedents académics i els programes de formacié inicial que
segueixin. Amb aquests resultats, es percep la importancia d’avaluar els coneixements de
matematiques dels futurs mestres al primer curs del grau de mestre, ja que els coneixements
de matematiques que tinguin en iniciar els estudis de magisteri podrien condicionar els
coneixements amb que¢ acabaran la seva formacio inicial si no es fa una formacié prou

adequada.
3.3 Ensenyament i aprenentatge de les fraccions

L’ensenyament de les fraccions és fonamental a etapa d’educacié primaria. Les fraccions
son la base per entendre, en aquesta etapa 1 en etapes posteriors, els nombres racionals.
Comprendre alguns conceptes relacionats amb les fraccions no resulta simple, ja que
algunes propietats que es compleixen per als nombres enters no es compleixen en les
fraccions. A més, en algunes aules de primaria 'ensenyament de les fraccions queda
focalitzat en ’ensenyament d’interpretacions concretes de la fraccié, com ara la comparacié
part—tot, en detriment d’altres, igual d’importants i necessaries per relacionar conceptes,
com poden ser la fracci6 com a mesura, com a operador o com a divisi6é. Cal entendre
molts conceptes relacionats amb les fraccions, per tenir-ne un coneixement complert:
concepte d’unitat, particid, densitat dels nombres racionals, etc. Per aquest motiu, s’ha
cregut convenient aprofundir en els aspectes referents al concepte de fraccid i al seu

ensenyament i aprenentatge.

En aquest apartat, en primer lloc s’explica que s’entén per fraccid, aixi com la diferencia
entre fraccié 1 nombre racional. A continuacié s’exposa el paper de les representacions en
Iensenyament de les fraccions. El seglient apartat fa referencia a les diferents
interpretacions de fraccio i les representacions de les fraccions segons cada interpretacio.
Seguidament s’expliquen aspectes rellevants per entendre les fraccions, en concret el paper
de la unitat, la importancia de les particions 1 la nocié6 de magnitud. Tot seguit
s'introdueixen explicacions referents a la comparacié i1 ordenacié de fraccions, a les
fraccions equivalents, a les operacions amb fraccions i a la densitat i infinitud de les

fraccions.
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3.3.1 Que son les fraccions?

Quan els alumnes aprenen conceptes relacionats amb les fraccions necessiten més
abstraccié6 que quan aprenen conceptes només amb nombres enters. “Entendre les
fraccions és el pas més critic en la comprensié dels nombres racionals 1 en la preparacié per

a I’algebra. Per aprendre fraccions, els alumnes han de saber que és una fraccié” (Wu, 2009;

p. 8).

Segons LLamon (2007, 2012), 1a fracci6 s’utilitza en dos sentits diferents, com un numeral i

com un nombre:

* La fraccié com a numeral s’entén com un simbol per escriure nombres, com un sistema
., a
de notacio: =

* La fracci6 com a nombre s’entén com un nombre racional no negatiu. El nombre de
sobre s’anomena numerador i, el de sota, denominador. El numerador i el

denominador sén nombres enters no negatius. L’ordre d’aquests dos nombres és
. , .3 4 .. .
important; no és el mateix 2 due 2. El zero pot aparcixer al numerador, pero no al

denominador.

4 mateixa autora puntualitza que hi ha un seguit de n s que es poden escriure en
L tel t tualitz hi h it de nombres que es pod ur
., . R , . -3 w4 -12.2
forma de fracci6 (fraction form) perd que no soén fraccions: Yy~ ey
a fraccid com a nombre es refereix al subjacent nombre racional i no tant a la forma en
La fracci br refereix al sub t bre racional i no tant a la for
que s'escriu aquest nombre. El centre d’atencié és aleshores la quantitat relativa que

transmeten les dues parts en la fraccié escrita. Per exemple, no és tan important si escrivim

1 4 3 . .
— o — com la relacié que es transmet amb aquests simbols De totes maneres, quan

416 12
s’ensenyen fraccions i es connecten amb representacions grafiques, si que és rellevant

connectar el nom de la fraccié amb el dibuix (Lamon, 2012).

Wu (2009) també defineix la fraccié com un nombre. Argumenta que “les fraccions han de
ser nombres perque hi sumarem, restarem, multiplicarem i dividirem” (p. 8). Segons aquest
autor, la representacié sobre la recta numerica és el que pot mostrar millor als alumnes que
és una fraccio, ja que és un punt de referéncia natural per a les fraccions. Les fraccions, per
tant, son punts en la recta numerica. Un aspecte important que cal tenir en compte és que
el segment [0,1] no és la unitat, perque la fraccié és un nombre i no una figura geometrica.

Concretament, la unitat és la longitud d’aquest segment [0,1]. Quan es divideix aquest
. . 12.3 .
segment en tres parts, per exemple, per obtenir les fraccions palpen realitat cal que la

longitud dels segments obtinguts entre 0 1 1 sigui la mateixa.
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El terme fraccié s’utilitza tant col-loquialment com matematicament i no sempre amb el

mateix significat. A fora de laula, pot significar una part petita o menys que el total.
Aquestes interpretacions no es poden aplicar a la fraccié - pel fet que aquesta fraccio fa

referéncia a més d’una unitat. Matematicament també hi ha confusions; s’utilitzen de la
mateixa manera les paraules fraccié i nombre racional i1 s’utilitza la paraula fraccié per
referir-se només a la interpretacié de la fraccié com a comparaci6 part—tot (Lamon, 2007,
2012). En aquest sentit, Wu (2009) argumenta que s’utilitzen exemples concrets per
explicar que és una fraccid, com pot ser un tros de pizza o una part d’'un tot. Segons aquest

autor, aquestes analogies no son suficients per explicar qué és una fraccio.

Encara que es fan servir els termes nombres racionals i fraccions indistintament, soén
conjunts diferents. Segons Lamon (2007; p. 635, 2012; p. 29), les distincions més

importants entre fraccions i nombres racionals son:

. . ., 3 A& -
=  Tots els nombres racionals es poden escriute en forma de fraccié. 3 (generalment escrit 5),

2.1 . Bl g . BE. . . .
= (generalment escrit E) 14 (generalment escrit ?) son tot fraccions i nombres racionals.
) a

="  No tots els nombres escrits en forma de fraccié son racionals. E no és un nombre racional i esta
escrit en forma de fraccié.

=  Cada fracci6 no correspon a un nombre racional diferent. No hi ha un nombre racional diferent

. 2610
per a cada una de les fraccions T3

> o [...] Darrere de totes les formes equivalents d’una fraccié

només hi ha un nombre racional.
= Els nombres racionals es poden escriure en forma de fraccio, pero també es poden escriure

d’altres maneres.

Els decimals limitats sén nombres racionals. Els decimals periodics sén nombres racionals. Els
percentatges s6n nombres racionals. Els decimals infinits i no periodics no sén nombres

racionals. Les raons i taxes sén nombres racionals.

Al llarg del temps s’ha anat parlant de diferents tipus de fraccions (Lamon, 2012):

. o . 11
» Fraccions unitaries: fraccions inverses dels nombres enters (E’ =% )
* Fraccions “vulgars™: fraccions comunes que s’utilitzen habitualment.

. . ; . N . ; < i :
* TFraccions decimals: son les fraccions en que el denominador és una potencia de 10 ( e

2 |1 . . . . .
e ...). Els nombres decimals es poden escriure mitjancant fraccions decimals:
1 1 oy
1.345=1+3(=) + 4(—) + 5(—)
10 100 1000

, . N . , 75 40
" Percentatges: son les fraccions en que el denominador és 100 (ﬁ’ P

. RN . ., A .
En el present treball es diferenciara entre els nombres escrits en forma de fraccié (3) 1les

fraccions (nombres racionals no negatius) en el sentit que ho defineix Lamon (2007, 2012).
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3.3.2 Les representacions en ’ensenyament de les fraccions

Segons Goldin i Shteingold (2001), “una representacié és, tipicament, un signe o una
configuracié de signes, caracters o objectes” (p. 3). L'NCTM (2000) argumenta que la
representacié es refereix tant al procés (el fet d’entendre un concepte matematic) com al
resultat (a la forma en si mateixa). Les representacions poden ser externes o internes. Les
representacions externes poden incloure tant els simbols convencionals matematics com els
materials manipulatius, mentre que les internes fan referéncia als processos en les ments
dels alumnes (Goldin i Shteingold, 2001; NCTM, 2000).

Les representacions tenen un paper fonamental en I'aprenentatge de les matematiques, ja
que el fet d’entendre les idees matematiques depen de com es representen (NCTM, 2000).
En el mateix curriculum de matematiques de I'etapa d’educacié primaria es proposa
desenvolupar la capacitat seglient fent referéncia a la representacié: “Crear 1 utilitzar
representacions per organitzar, registrar i comunicar les idees 1 els processos matematics,
aixi com interpretar i usar el llenguatge matematic, com ara xifres, signes, dibuixos
geometrics, taules 1 grafics per a descriure fenomens habituals” (Generalitat de Catalunya,
2007; p. 43).

En l'ensenyament de les fraccions generalment s’utilitzen representacions, pero no sempre
son prou variades per comprendre bé els conceptes que s’hi relacionen. Per exemple, en el
cas de la interpretacié de la fraccié com a part—tot, molts nens tenen experiencies amb
exemples que representen una unitat continua, perd no en tenen tantes amb grups
d’objectes (Feikes, Schwingendorf 1 Gregg, 2009). Els mateixos autors esmenten que “els
nens desenvoluparan una comprensié conceptual més profunda de les fraccions utilitzant
multiples maneres de representacio: pictorica, manipulativa, verbal, context real i simbolica.
L’émfasi també s’ha de basar en I'"ds de multiples models fisics i la connexié entre ells”
(Feikes et al., 2009; p. 105). En la mateixa linia, Goldin i Shteingold (2001) fan ¢émfasi en els
sistemes de representacié per aprendre matematiques, uns sistemes que presenten una
estructura que propicia que les representacions dins el sistema estiguin relacionades: “Una
representacié matematica no es pot entendre de manera aillada |[...] té sentit només com a

part d’un sisterza més ampli dins el qual s’han establert significats i convencions” (p. 1).

En aquest sentit, el model de traduccié de Lesh (The Lesh Translation Model) proposa cinc
maneres diferents de representar les idees matematiques elementals: manipulativa, pictorica,

contextos reals, simbols verbals i simbols escrits (vegeu figura 3.8) (Lesh, citat a Cramer,
2003).
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En la mateixa linia, Lamon (2012) argumenta que I’ensenyament tradicional de les fraccions

ha fracassat per culpa d’una utilitzacié incorrecta dels models:

®  Molts models de fraccions sén utilitzats més enlla de les seves possibilitats.

=  No es pregunten idees i qiiestions importants.

= Satribueix un poder “magic” a aquests materials. [...] Que siguin de colors i divertits i que
ocupin les mans no vol dir que ocupin les ments.

® Cada model s’adapta a un nombre limitat de denominadors fraccionaris. (p. 149)

Aquestes afirmacions indiquen que els mestres haurien de tenir un coneixement profund
dels diferents models per ensenyar fraccions a fi que els alumnes puguin generalitzar

conceptes relacionats amb les fraccions.

El mestre té un paper important a ’hora de triar i fer servir els models per tal d’ajudar els
alumnes a desenvolupar comprensié matematica (Ball, 1993). S’esculli el model que
s’esculli, cal tenir en compte que les idees matematiques son més amplies que el model triat.
Per exemple, el model d’area, com ara un model circular de 1/2, representa només una
interpretacié de les moltes que poden tenir les fraccions (Ohlsson, citat a Ball, 1993). Amb
aix0, volem destacar que no hi ha un model que serveixi per a totes les interpretacions de

fraccio.

En fer referencia als models, no només pren emfasi el que el mestre proposa als alumnes,
sin6 que cal que els alumnes aprenguin a construir-ne. Hi ha idees matematiques sobre les
fraccions, com ara el concepte d’unitat, que queden “difuminades” quan s’utilitzen models
fisics 1, en canvi, s’expliciten 1 s’entenen millor si els mateixos alumnes creen el model (Ball,

1993).

Als segiients subapartats es parara atencio a diverses representacions de diferents conceptes

relacionats amb les fraccions.
3.3.3 Diferents interpretacions de les fraccions

Es produeixen moltes situacions diferents que donen significat a les fraccions, perd no
totes s’utilitzen per ensenyar-les: “Entendre els nombres racionals implica coordinar moltes
idees 1 interpretacions diferents pero interconnectades. Malauradament, 'ensenyament de
les fraccions s’ha centrat tradicionalment en una sola interpretacié dels nombres racionals,

la de comparacions part—tot” (Lamon, 2012; p. 32).

Lamon (2007, 2012) proposa cinc interpretacions diferents dels nombres racionals i les

formes que es poden abordar quan s’ensenyen fraccions (taula 3.1).
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Taula 3.1. Diferents interpretacions dels nombres racionals.

Interpretacions de 5 Significat Activitats de classe
4 seleccionades
Comparacié part—tot amb 5 significa tres parts de cada Dividir quantitats en parts per
divisions de la unitat B . . produir fraccions equivalents i
quatre parts iguals de la unitat.
“3 parts de cada 4 parts iguals” . comparar fraccions.
Respecte  a  les  fraccions
equivalents, considerar les parts
en termes de trossos més grans 9
meés petits.
3 12 1 1
= pastissos = — (= de pastis) = -
2 P 16 (7 depastis) =5
(parell de pastissos)*
Mesurz éﬁigniﬁca una distancia de 3 (4| Successives particions de la recta
o i
«y L ; s . “|| numerica; lectura de metres i
3 ( — unitats) d'unitat) des de 0 a la recta ’
) i ) mesuradors
numerica o 3 (; d’unitat) d’una
area determinada.
arc: N . . N
Operador 5 Ona una regla que explica com Maquines,  papiroflexia, fer
o= €
3 4 f N .
3 5 5 . otocopies Xeroxin
i d'alguna cosa operar sobre una unitat (o sobre p ( 9,
, L descomptes, models d’area per a
el resultat d’una operacié previa);
. N a multiplicacié 1 la divisié.
1 Itipl lad
multiplicar per 3 i dividir el
resultat per 4 o dividir per 4 i
multiplicar el resultat per 3. Aixo
es tradueix en multiples significats
B s 2.5
peraz: 3 (I d’unitat), 1 (I d’unitat)
L
iz unitats) *
. T Z T K .. .
Quocient 55 la quantitat que cada persona Particions, repartiments
“3 dividit per 4” *
rep  quan 4  persones  es
reparteixen un paquet de 3
d’alguna cosa*
aons 4 és una relacié en la qual es ctivitats amb fitxes bicolor
R 3:4 1 la qual Activitats amb fitxes bicol
“3ad”’ comparen 3 A, en un sentit
multiplicador més que additiu,
amb 4 B.

Nota. Extret de “Teaching Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and
Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 257. Nova York, NY: Taylor & Francis.
*Notaci6 explicada al subapartat 3.3.4.1.

Altres autors (Clarke, Roche i Mitchell, 2008, 2011; Feikes et al., 2009; Van de Walle et al.,
2010) proposen els mateixos significats de fracci6 que Lamon (2007, 2012): part—tot,
mesura, operador, divisié i rad. Ball (1993), fent referencia a diferents estudis sobre els
nombres racionals, exposa que hi ha un cert consens en el fet que les fraccions es poden
interpretar com a part—tot, com un nombre en la recta numeérica, com un operador, com un

quocient de dos enters, com una raé o com una taxa.
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Tanmateix, hi ha autors que fan altres distincions o matisacions a les interpretacions de
fracci6 de Lamon (2012). Nesher (citat a Ball, 1993), per exemple, afegeix a les
interpretacions de Lamon la fraccié com a representacié de probabilitats. En canvi,
Haylock (2010) assenyala que les fraccions es podrien utilitzar com a minim de quatre
maneres diferents: com una part d’un tot o d’una unitat, com una part d’'un conjunt, com a
model d’'un problema de divisi6é i com una rad. No inclou, per tant, la interpretacié de

fraccié com a operador ni com a mesura.

Schwartz (2008) també proposa quatre manifestacions de les fraccions: parts fraccionaries
d’un tot numeéric, parts fraccionaries d’un tot geometric, les accions de dividir i els
problemes de raons i taxes. La interpretacié de les parts fraccionaries d’un tot numeric
coincideix amb la interpretacié de fraccié6 com a operador que proposa Lamon (2012),
mentre que les parts fraccionaries d’un tot geometric coincideix amb la interpretacié de

patt—tot.

A Tlestudi de Behr, Wachsmuth, Post i Lesh (1984) es fa referéncia als subconceptes de
nombre racional segiients: part—tot, mesura, quocient, decimal i rad. Porten a terme un
projecte per desenvolupar materials d’ensenyament 1 avaluaci6 referents a I'aprenentatge
d’aquests subconceptes. Respecte a les interpretacions de Lamon (2012), Behr et al. no
tenen en compte la fraccié com a operador, pero, en canvi, hi afegeixen els nombres

decimals.
3.3.3.1 Fracci6é com a comparaci6é part—tot

Segons Lamon (2012), una comparacié part—tot fa referéncia a un nombre de parts iguals
del total de parts iguals en qué s’ha dividit la unitat: “Aqui, igual significa el mateix en
quantitat, o el mateix en longitud, o el mateix en area, etc., depenent de la naturalesa de la
unitat sencera, és a dir, si es tracta d’'un recompte, d’una longitud o d’una area” (p. 145).
Feikes et al. (2009) consideren que la fraccié com a part d'un tot té dues formes: una

fraccié d’un tot (continu) o una fraccié d’un conjunt (discret).

A continuacié s’expliquen algunes caracteristiques de les fraccions interpretades com a

part—tot segons Lamon (2012):

a . . . . . .
= Kl simbol — significa 2 parts de b parts iguals. Perd una part no significa el mateix que una
b 318 p p g p g q

porcié. [...] Per exemple, la unitat pot ser un conjunt de 18 cromos de beisbol. Aleshores, é

significa una part de sis parts iguals, on una part esta formada per 3 cromos.

= La quantitat d’una part depen de les parts iguals que es tinguin. Si s’augmenta el nombre de
parts, disminueix la quantitat de cada part. Com menys parts hi ha, més quantitat hi ha en cada
part.

=  Molts noms fraccionaris diferents designen la mateixa quantitat. Dues fraccions diferents que

representen la mateixa quantitat relativa s’anomenen fraccions equivalents.
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® En cada problema de fraccions és important identificar la unitat i interpretar cada fraccié en
termes d’aquesta unitat. No es poden comparar fraccions basades en unitats diferents. Quan es

fan calculs abstractes [...] no cal preocupat-se de les unitats.(p. 145)

Per explicar la interpretacié part—tot, no tots els autors es basen en la idea presentada per
Lamon (2012) “d’agafar un nombre de parts iguals del total de parts en que s’ha dividit la
unitat”. Siebert i Gaskin (2006) proposen explicar el concepte part—tot utilitzant la iteracié 1

la partici6. Les fraccions unitaries es podrien obtenir tant per mitja de la iteracié com de la

., ., 1 . . .,
partici6. Per exemple, la fraccié 5 ©s pot obtenir tal com es mostra a continuacio:

“-Particio: < és la quantitat que obtenim mitjan¢ant una unitat, dividint-la en 8 parts iguals i

prenent-ne 1.

-Iteracio: 3 s la quantitat tal que 8 copies d’aquesta quantitat, posades juntes, fan una

unitat” (Siebert 1 Gaskin, 2006; p. 395).

Els mateixos autors expliquen com obtenir totes les fraccions, no només les unitaries, a
partir de la partici6 o de la iteracio. Per exemple, la fracci6 < es pot obtenir de les maneres

segients:

., Bl . : . . .. . .1
“-Particio: 5 €s 5 vuitens, on 5 €s la quantitat que obtenim mitjan¢ant una unitat, dividint-la

en 8 parts iguals i prenent-ne una.

., B, . | I . <. .
-Iteracié: = és 5 un vuitens, on ~ és la quantitat tal que 8 copies d’aquesta quantitat, posades
8 8

juntes, fan una unitat” (Siebert i Gaskin, 2006; p. 397).

Aquesta interpretacié de Siebert 1 Gaskin (2006) de la fraccié part—tot explicada mitjancant
la partici6 1 la iteraci6 (s’entén que 5 ¢s cinc un vuitens) va més enlla de considerar la fracci6

com “tantes parts de les parts totals” (de 8 parts se n’agafen 5), on el numerador i el

denominador no sé6n més que nombres enters.
3.3.3.2 Representacions de la fracci6 part—tot

Petit et al. (2010) presenten les caracteristiques de dos models per a I'ensenyament de
fraccions com a comparacié part—tot: models d’area (regions) i models de grup (conjunts
d’objectes). Concretament, expliquen com es defineix la unitat, com es defineixen les “parts

iguals” i que indica la fraccié (vegeu taula 3.2).
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Taula 3.2. Caracteristiques dels models d’area i de grup.

La unitat “Les parts iguals” sén | El que indica la
definides per fraccié
Model d’area La unitat esta | Area igual La part coberta de tota
determinada per I'area l'area de la unitat
d’una regi6 definida
Model de grup La unitat esta | Nombre  d’objectes | El recompte
determinada per la | iguals d’objectes  en el
definici6 del que hi ha subconjunt del
en el conjunt conjunt d’objectes
definit

Nota. Adaptat de “A Focus on Fractions. Bringing Research to the Classroom”, de M. M. Petit et al., 2010, p.
9. Nova York, NY: Taylor & Francis.

Model d’area

En aquest model, el tot o unitat es defineix com una area o regi6é. Cada part té la mateixa
area, encara que no ha de tenir la mateixa forma. La fraccio fa referencia a la part que es
considera de la unitat. Sutilitzen tant representacions grafiques (cercles, rectangles,
pentagons, dibuixos en paper quadriculat,..) com materials manipulatius (regions
rectangulars, geoplans, blocs de patrons, papiroflexia). FEls models de peces de fraccio
circular sén els que es fan servir més habitualment. “Un avantatge de les regions circulars
és que emfasitzen el concepte part—tot de fraccié i el significat de la mida relativa d’una part
al tot” (Cramer, Wyberg i Leavitt, citat a Van de Walle, 2010; p. 288).

Sén diversos els autors que esmenten o expliquen les caracteristiques d’aquests materials
com a model d’area en I'ensenyament de la interpretacié de la fraccié com a part—tot
(Feikes et al., 2009; Lamon, 2012; Petit et al., 2010; Van de Walle et al., 2010).

Model de grup

En el model de grup, la unitat esta determinada per un conjunt d’objectes, 1 cada part en
que es divideix la unitat té la mateixa quantitat d’objectes independentment d’altres
caracteristiques (forma, mida, color,..). Com a models de grup, es poden utilitzar
representacions grafiques (dibuixos d’objectes) o materials manipulatius (monedes, fitxes de

colors, pedres,...).
3.3.3.3 Fraccié com a operador

La fraccié com a operador es pot entendre com una funcié que actua sobre una quantitat o
regi6 1 li assigna una altra quantitat o regi6. Els nombres racionals poden operar reduint i

ampliant, contraient i expandint o multiplicant 1 dividint. Per tant, poden allargar o escurcar
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segments, incrementar o disminuir el nombre d’elements dun conjunt d’objectes o

empetitir o fer més gran una figura geometrica mantenint-ne la forma (Lamon, 2012).

“Un operador és un conjunt d’instruccions per dur a terme un procés. Per exemple, 2 de és
un operador que t'indica que cal multiplicar per 2 i dividir el resultat per 3” (Lamon, 2012;
p. 191). Pero l'operador 2 es pot interpretar com una operacié d’una quantitat QQ, com la
multiplicacié per 2 del resultat de la divisié Q : 3 o com la divisi6 per 3 del resultat de la

multiplicacié 2 x Q.

La interpretaci6 dels nombres racionals com a operador és molt diferent de la interpretacio

com a part—tot. I’operador defineix la relacio entre la quantitat que resulta de 'operacié i la

quantitat que surt

quantitat inicial: . Per exemple, 12 1 18 llaminadures estan relacionades

quantitat que entra
2 . .
com a dos-tres: 'operador § de quan actua sobre 18 llaminadures en produeix 12 (Lamon,

2012).
3.3.3.4 Representacions de la fraccié6 com a operador
Model de grup

Utilitzar objectes discrets permet representar com actua la fracci6 com a operador en

aquest conjunt d’objectes. Lamon (2012) presenta els dos exemples segiients:

* Per calcular 9/2 de 4, es pot representar amb dues operacions sobre 4 objectes. La
primera operacié transforma 4 objectes en 2 dividint per 2, i la segona operacio és la
multiplicacié per 9 dels 2 objectes que s’han obtingut després de la primera operacié

(vegeu figura 3.10).

KRR KKK
KR KK > YK > TR KR KK
Dividir per 2 Multiplicar * * * * **

per 9

Figura 3.10. Representacié de 9/2 de 4 estrelles. Adaptat de “Teaching Fractions and Ratios for
Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon,
2012, p. 192. Nova York, NY: Taylor & Francis.

* Per calcular 3/8 de 24, es pot representar agafant un grup de 24 objectes, fent-ne 8

parts iguals i, a continuacid, agafar 3 parts d’aquestes 8 parts (vegeu figura 3.11).
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Figura 3.11. Representacié de 3/8 de 24 cors. Adaptat de “Teaching Fractions and Ratios for Undetstanding.
Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 193. Nova
York, NY: Taylor & Francis.

Model d’area o longitud

Un operador també pot actuar sobre una longitud o una area. La relacié entre la figura

inicial i la final es pot representar mitjangant imatges (vegeu figura 3.12).

[ ]

Area A

&=

&[0

. . 1.9 . .
Figura 3.12. Representaci6 de com els operadors 7 17 actuen sobre una area A. Adaptat de “Teaching

Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for

Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 193. Nova York, NY: Taylor & Francis
Model de canvi

Loperador es pot relacionar amb les funcions; es pot utilitzar la representacié d’una taula

amb els valors d’entrada i sortida i 'operador relaciona aquests valors (Lamon, 2012). Per

exemple, 'operador % relaciona els valors de la taula 3.3.

., , 2 . 2
Taula 3.3. Representacié d’una taula de valors on 'operador és 7 sortida = 3 entrada.

Entrada | 6 | 9 | 60 | 150

Sortida | 4 | 6 | 40 | 100

Nota. Adaptat de “Teaching Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and
Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 194. Nova York, NY: Taylor & Francis.

Les funcions d’entrada i sortida es poden representar amb una maquina. De fet, es poden
utilitzar els models de maquines intercanviadores, en les quals hi entra un valor i en surt un
altre (figura 3.13) (Lamon, 2012). Per exemple, uns nens estan d’acord a bescanviar 3

xocolatines per 4 paquets de xiclets. Ens podem preguntar que si un dels nens té 42
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xocolatines, quants paquets de xiclets li haura de donar Ialtre nen. L’operador, en aquest
, *, . .. 4 .
cas, €s 7, 1 les 42 xocolatines les bescanviarien per 3 42 = 56 paquets de xiclets (Lamon,

2012).

. .. . . ., W 1 , 5
Figura 3.13. Maquina d’intercanvi, entra la fraccid — 1 surt la fraccié —. L’operador és =. Adaptat de
g q > 36 5 p = p

“Teaching Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies

for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 195. Nova York, NY: Taylor & Francis.
3.3.3.5 Fraccio com a mesura

Lamon (2012) es refereix a la fraccié com a mesura en el sentit que els nombres racionals
positius mesuren la distancia de 0 a alguns punts segons una unitat de mesura. Els nombres
racionals s’associen a aquests punts, pero, de fet, son mesures de distancia. “Sota la
interpretacié de mesura, una fracci6é és, en general, la mesura assignada a un interval o
regio, depenent de si estem utilitzant un model unidimensional o bidimensional” (Lamon,
2012; p. 210). Considerant un espai unidimensional, la fraccié mesura la distancia de 0 a un

punt de la recta numerica. Si es té un interval de longitud 1 1 el dividim en 4 subintervals, la
., a g . , P S .

raccié — com a mesura voldra dir 4 intervals de longitud —. En un espai bidimensional, la

fi - Idra d tervals de longitud - E pai bid 11

fraccid mesura larea.

El procés de particié és present en totes les interpretacions de fraccid; en aquest cas, pero,
és dinamic. En la fraccié com a mesura, es van realitzant successives particions de la unitat,
a diferencia, per exemple, de la fraccié com a part—tot, en que es comparen les parts iguals

que s’agafen amb les parts fixades en que s’ha dividit la unitat (Lamon, 2012).
3.3.3.6 Representacions de la fraccié6 com a mesura
Model de longitud

El model de longitud s’utilitza en I'ensenyament de les fraccions com a mesura. Van de
Walle et al. (2010) proposen com a model de longitud tant rectes numeriques com materials
fisics que es comparen tenint-ne en compte la longitud (tires de fraccions, tires de paper o
els reglets de Cuisenaire). Altres autors, en la interpretacié de la fraccié com a mesura,

suggereixen basicament com a model la recta numerica (Lamon, 2012; Petit et al., 2010).
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“La recta numerica és significativament un model de mesura més sofisticat” (Bright, Behr,
Post 1 Wachsmuth, citat a Van de Walle et al., 2010; p. 290).

Petit et al. (2010) expliquen les caracteristiques del model de recta numerica: com es

defineix la unitat, com es defineixen les “parts iguals” i qué indica la fraccié (vegeu taula
3.4).

Taula 3.4. Caracteristiques de la recta numerica.

La unitat “Les parts iguals” sén | E1 que indica la

definides per fraccié
Recta numeérica Unitat de distancia o | Distancia igual La localitzaci6 d’un
longitud (continu) punt en relacié amb la

distancia de  zero
respecte a la unitat
definida

Nota. Adaptat de “A Focus on Fractions. Bringing Research to the Classroom”, de M. M. Petit et al., 2010, p.
9. Nova York, NY: Taylor & Francis.

“Utilitzar la recta numeérica implica pensar en la distancia recorreguda en una linia o la
localitzacié d’un punt en les rectes numeriques, regles o altres eines de mesura” (Petit et al.,
2010; p. 7). Les unitats es defineixen amb nombres, séon continues i estan connectades, a
diferencia de les unitats del model d’area, que estan fisicament separades. Es tenen
iteracions continues de la unitat i cada unitat es divideix amb continues subdivisions (Petit
et al., 2010). El model de la recta numerica pot ajudar a entendre que la fraccié és un
nombre i la seva grandaria respecte a altres nombres, a la vegada que pot reforcar la idea
que, entre dues fraccions, sempre es pot trobar una altra fraccié (Van de Walle et al., 2010).
Sén molts els autors que creuen que aquest model és essencial en 'ensenyament de les
fraccions i que s’hauria de potenciar més (Clarke et al., 2008; Flores, Samson i Yanik, 2000;
Middleton, Van den Heuvel-Panhuizen i Shew, 1998; Usiskin, 2007; Watanabe, 20006, citats
a Van de Walle et al., 2010).

3.3.3.7 Fracci6 com a quocient

Un nombre racional es pot veure com un quocient, com el resultat d’una divisié. Dit de
manera molt simple, es pot interpretar com la quantitat de pastis que tocara a cada persona
si repartim uns pastissos entre un grup de persones; de manera més complexa, el nombre
racional com a quocient es pot interpretar com un camp quocient. Per comprendre la
fracci6 com a quocient, és essencial la particié com a procés de dividir un objecte o
diversos en un nombre de parts disjuntes i exhaustives (Lamon, 2012). A I'apartat 3.3.4.2

s’expliquen alguns aspectes que cal tenir en compte quan es porten a terme particions.

59




3.3.3.8 Representacions de la fraccié com a quocient
Model d’area

El model d’area és adequat en les representacions de la fracci6 com a quocient. Els
contextos que permeten fer una particié per fer un repartiment solen ser aquells en que es
demana subdividir una area (pastissos, pizzes, xocolatines, etc.) (Van de Walle et al., 2010).
Per poder representar les particions, es poden utilitzar tant imatges com objectes fisics. Fs
adequat fer servir unitats on hi hagi marques, com ara linies, que indiquin com fer les
possibles particions (per exemple, segells o xocolatines) (Lamon, 2012). Segons la mateixa
autora, és important que els alumnes intentin, primer, resoldre els problemes visualment i
s’imaginin com fer la particié. Per facilitar aquesta visualitzacié del repartiment, es poden
mostrar imatges, com ara el dibuix de tres cercles que representin tres pizzes i sis
“ninotets” que representin sis persones, 1 preguntar com es poden repartir tres pizzes entre

sis persones.
3.3.3.9 Fraccié com a rad

Segons LLamon (2012), la rad és una comparacié entre dues quantitats i permet transmetre
idees que no es poden explicar amb un sol nombre. Les raons poden comparar mesures

tant de la mateixa magnitud com de tipologies diferents.

Els dos tipus de ra6 que comparen mesures del mateix tipus sén: comparacions part—tot i
comparacions part—part. “Les comparacions part—tot sén raons que comparen la mesura de
la part d’'un conjunt amb la mesura del conjunt sencer. Les comparacions part—part
comparen la mesura d’'una part del conjunt amb la mesura d’una altra part del conjunt”
(Lamon, 2012; p. 225).

Sila ra6 compara mesures de tipus diferents 1 es pot aplicar a moltes situacions, esdevé una
taxa. Les taxes es poden considerar extensions de les raons i, en concret, descriuen com les
quantitats varien en el temps. Se sol utilitzar la paraula “per” quan es diu una taxa i es
poden reduir obtenint la relacié6 entre una quantitat i una unitat d’'una altra quantitat.
Aquesta unitat s’anomena unitat de la taxa. Alguns exemples de taxa son “el cotxe anava a

30 quilometres per hora” o “el cor bategava a 70 pulsacions per minut” (Lamon, 2012).

Les raons tenen algunes caracteristiques especifiques 1 diferents de les altres interpretacions

de nombre racional (Lamon, 2012):

. . a
* Una rad de a coses a b coses es pot escriure de moltes maneres: 50 a/b, a=2b, a:b. En
canvi, les fraccions part—tot, operador, mesura i quocient s’esctiuen generalment amb la

a
forma —.
b
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Les raons no sempre séon nombres racionals, a diferéncia de les fraccions part—tot,
operador, mesura i quocient, que sempre ho son. Es pot veure amb I'exemple de la ra6
entre la longitud de la circumferéncia i el seu diametre, que és el nombre 7, 1 7T no és un
nombre racional.

El segon component de les raons pot ser 0; en canvi, el denominador de les fraccions
no pot ser 0. Per exemple, la ra6 d’homes 1 dones en una trobada on hi ha 10 homes i
cap dona, es pot escriure 10:0.

Una fraccio E és un parell ordenat en que, si canvies 'ordre d’a 1 b, obtens una fraccié
diferent. Amb les raons també passa, que és diferent (4 nois : 3 noies 1 3 noies : 4 nois),
pero totes dues donen la mateixa informacié de la situacié.

L’aritmeética de les raons pot ser diferent de l'aritmetica de les fraccions. Per exemple,
ahir la Maria va encertar 3 llancaments amb el bat de 5 intents, i avui n’ha encertat 2
dels 6 que ha fet. La raé d’encerts dels dos dies és 3:5 * 2:6 = (3+2):(5+6)=5:11, és a

dir, 5 encerts d’11 llangaments. Aquesta operacid, que es podtia interpretar com una

, . . 2 2
suma de raons, és clarament diferent a la suma de fraccions 2 + &

3.3.3.10 Representacions de la fraccié com a ra6

Model d’area i model de grup

A Tetapa d’educacié primaria, la rad es pot iniciar amb representacions grafiques de regions

continues i de grups d’objectes (Lamon, 2012). Per exemple, es pot representar la rad 2:3

tal com es mostra a la figura 3.14.

0000 l

Figura 3.14. Representacié de la ra6 2:3. Extret de “Teaching Fractions and Ratios for Understanding.

Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 228. Nova
York, NY: Taylor & Francis.

3.3.4 Aspectes unificadors

Tot i les diferents interpretacions dels nombres racionals, hi ha alguns aspectes unificadors

que permeten fer connexions entre aquestes interpretacions. Aquests aspectes unificadors

son el concepte d’unitat, el procés de partici6 i la nocié de quantitat (Carpenter, Fennema i
Romberg, 1993).
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Un tercer element que cal tenir en compte és que no hi ha un unic simbol per referir-se a la

. 12.6 . . . .
part d’una unitat: 2 3 L33 d’una mateixa unitat representen la mateixa quantitat (Lamon,

4 12
2012).

Lligat al concepte d’unitat, cal patlar dels diferents tipus d’unitats amb els quals es poden
ensenyar fraccions. La dificultat d’un problema pot variar depenent del tipus d’unitat que hi

apareix. Lamon (2012) esmenta els segiients:

* Un element continu (com un pastis)

®  Més d’un element continu (com tres pastissos)

* Un o més elements continus en que hi ha les marques d’una particié (com una
xocolatina)

*  Objectes discrets (com un grup de caramels)

*  Objectes discrets que normalment estan col'locats d’'una manera especial (com ous en
una ouera)

* Unitats compostes (com un paquet de xiclets)

Schwartz (2008), en canvi, diferencia dos tipus d’unitats de les quals es poden fer parts
fraccionaries: un tot numeric (quantitats) i un tot geometric (formes). Schwartz diu que,
depenent de la situacio, es té el tot numeric o geométric, encara que poden haver-hi

situacions en que la unitat es pot interpretar de totes dues maneres. Per exemple, si es
1 . . .
demana calcular 5 part d’una hora, tant es pot pensar en la unitat com a 60 minuts (unitat

numeérica) com en un cercle (unitat geometrica).

En cada situacié cal saber com referir-se a les fraccions que s’obtenen segons el tipus
d’unitat que es té. Per exemple, es pot tenir una pizza o un grup de tres pizzes. En el
primer cas, que la unitat és una pizza, quan ens referim a tres pizzes direm que tenim 3
(pizzes); en el segon cas, que la unitat és un grup de tres pizzes, direm que tenim 1 (paquet
de tres pizzes) (Lamon, 2012). De fet, un mateix conjunt d’objectes o una unitat continua
es pot imaginar de maneres diferents; Lamon utilitza el terme wnitizing per referir-se al
“procés mental de construccié de parts per pensar en una quantitat donada” (p. 104). Per
exemple, si es tenen 24 llaunes, es poden pensar com a 2 paquets de 12 llaunes, 4 paquets
de 6 llaunes o un sol paquet de 24 llaunes. Lamon utilitza la notacié segiient per fer
referéncia a com un s’imagina un conjunt d’objectes: # de parts (mida de les parts), on #
vol dir cardinal. Amb aquesta notacid, 'exemple anterior de les llaunes s’escriu aixi: 24
llaunes = 2 (paquets de 12) = 4 (paquets de 6) = 1 (paquet de 24).

Quan es té una unitat continua també es pot pensar com dividir la unitat de maneres
diferents, un procés fonamental per entendre Iequivaléncia de fraccions (vegeu apartat

3.3.6).
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A Thora de resoldre problemes de fraccions, pero, és important que la unitat estigui
definida, sigui de forma explicita o implicita. En alguns textos tradicionals, sembla que la
unitat no sigui important o que sigui una questi6 de gust personal, la qual cosa pot

confondre els alumnes (Lamon, 2012).
3.3.4.2 El procés de particid

“El procés de particié és 'accié de dividir” (Petit et al., 2010; p. 59) o, sent més precisos,
“en matematiques, el procés de particio és l'accié de dividir un conjunt o una unitat en
parts que no se superposen i que no soétn buides” (Lamon, 2012; p. 49). En I'ambit de les
fraccions, segons Lamon, quan s’utilitza el terme particid, és necessari que les parts tinguin
la mateixa area. Es un concepte fonamental per entendre conceptes relacionats amb les
fraccions, com ara comparar i ordenar fraccions, operar amb fraccions, trobar repartiments
justos, fer entendre la densitat dels nombres racionals, localitzar fraccions a la recta
numerica o trobar fraccions equivalents (Lamon, 2012; Petit et al, 2010). No és estrany que
nombrosos autors expliquin que s’entén pel procés de particid i quin paper té en
laprenentatge de les fraccions (Carpenter et al., 1993; Feikes et al., 2009; Lamon, 2012;
Petit et al., 2010; Pothier 1 Sawada, 1983; Schwartz, 2008; Tipps, Johnson 1 Kennedy, 2011;
Van de Walle et al., 2010).

El procés de particié de la unitat és diferent segons la interpretacié de nombre racional. En
el cas de la interpretacié com a mesura, els nombres racionals s’obtenen per particions de la
unitat de mesura; en canvi, la fraccié com a quocient es representa amb la particié de la
quantitat que es vol repartir (numerador) en les parts en que s’ha de repartir (denominador)
(Carpenter et al., 1993).

Lamon (2012), en la linia de guiar ’ensenyament de les particions, quan es fan repartiments
segons la interpretacié de fraccié com a quocient, si bé esmenta que els nens poden trobar
estrategies intuitives adequades, comenta que cal recordar als alumnes les regles basiques

segients:

®  La unitat s’ha de dividir en parts iguals.

=  Siuna unitat esta formada per més d’un element, els elements han de ser de la mateixa mida.

=  Igual significa igual en quantitat, pero les parts no sempre tenen el mateix nombre de trossos.

®  Les parts iguals no han de tenir necessariament la mateixa forma.

®  Quan escollim una forma per utilitzar, per exemple, en la representacié d’una coca, anticipem el
nombre de trossos que necessitarem per triar la forma en consequencia. A vegades és més facil

utilitzar una coca rectangular en comptes d’una de circular. (p. 173)

Segons Pothier i Sawada (1983), el progrés en I'aprenentatge del concepte de particié per
part dels alumnes, observat a partir d’un estudi amb quaranta-tres nens de parvulari a tercer
de primaria, segueix cinc nivells. Quatre d’aquests cinc nivells que proposen es detecten en

les dades i el cinque és hipotetic, el dedueixen com a conseqiiencia logica dels altres nivells.
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Per a cada nivell, expliquen el concepte clau, I'algoritme o procés seguit per dur a terme la

particié 1 el domini de les habilitats de particié. El resum dels nivells de la recerca de

Pothier i Sawada (1983) és el seglient:

(a)

©)

(d)

Partici6 (nivell I): en aquest nivell apareixen les idees clau de trencament, repartiment i
divisi6 per la meitat. El procés que se segueix és I’assignacio de trossos i el domini sén
entorns socials 1 comptar nombres. En situacions de la vida quotidiana els nens aprenen
a dividir objectes en meitats. Aprenen a tragar una linia en una regi6 i obtenir dues parts
iguals, tot i que encara els falta sentit numeric. De fet, poden dir que han dividit un
objecte per la meitat i obtenir-ne quatre trossos. En aquest nivell els nens donen més
importancia al nombre de trossos que obtenen, a I'assignacié de trossos, que no pas a la

mida de cada tros.

Algoritme per fer meitats (nivell II): la idea clau d’aquesta fase és la particié sistematica
en dos sense la nocié d’igualtat. El procés que segueixen els nens és repetir dicotomies.
El domini s6n un mig i altres fraccions unitaries en que el denominador és una potencia
de dos. En aquest nivell aprenen a dividir un rectangle o un cercle en un nombre de
parts igual a una poteéncia de dos: dues, quatre, vuit o setze parts. Aquest procés de
dividir en meitats per obtenir el nombre de parts a vegades no l'utilitzen correctament,
la unitat els pot quedar dividida en tres o cinc parts. Encara no es fixen en la igualtat de

les parts.

Restricci6 als parells (nivell III): en aquest nivell les idees clau son igualtat, congruencia
1 el fet que les dicotomies repetides prenen significat. L’algoritme present en aquest
nivell és P'algoritme per fer meitats i les transformacions geométriques. El domini sén
fraccions unitaries amb denominadors parells. En aquest nivell els nens tenen en
compte si la reparticié és justa o no, és a dir, si les parts que han obtingut tenen la

mateixa mida. Encara no sén capagos d’obtenir tercos ni cinquens.

Senars (nivell IV): Les idees clau d’aquest nivell tenen a veure amb els nombres parells i
senars, amb buscar un primer moviment i amb transformacions geomeétriques. Els
procediments o algoritmes que utilitzen els nens que han assolit aquest nivell sén les
mesures exploratories, I’assaig 1 error i comptar per repartir un per un els trossos. El
domini sén totes les fraccions unitaries. Eis en aquest nivell que els nens s’adonen que
l'algoritme de fer meitats no sempre funciona, com ara quan volen repartir un cercle en
un nombre senar de parts. De fet, els sembla que no és possible repartir una regié en

un nombre de parts senar.

Composici6 (nivell V): En aquest nivell els nens s’adonen que el metode de repartir
comptant d’un en un és ineficient quan es vol dividir una unitat en molts trossos, com

nou o quinze. Utllitzarien, en aquest cas, un algoritme multiplicatiu: per exemple, per
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aconseguir quinze trossos, podrien primer dividir la regié en cinc parts i, després, cada

una en tres parts. Aquest nivell, pero, és teoric, ja que no s’ha observat de les dades.

En la recerca de Pothier i Sawada (1983) es mostra com I'aprenentatge del procés de
. ) ) ) ) ) e 1
particié segueix successivament cinc subconjunts de les fraccions unitaries: “La fraccié >

fraccions amb denominadors que sén potencies de 2, fraccions amb denominadors parells,
fraccions amb denominadors senars i fraccions amb denominadors compostos” (p. 316).
Aquest resultat pot guiar I'ensenyament dels conceptes relacionats amb el procés de

partici6 de la unitat.
3.3.4.3 Lanoci6 de quantitat

La nocié de quantitat té relaci6 amb el concepte explicat en el subapartat anterior, el
concepte de particié de la unitat. Quan es porta a terme una particid, s’obtenen parts que es
poden comptar, cosa que fa que els alumnes tractin aquestes parts com a quantitats
discretes. Per tant, “per entendre el concepte de nombre racional, cal entendre que la
particié deriva en una quantitat que és representada per un nou tipus de nombre. La

pregunta passa de ser «quants?» a «quant?»” (Carpenter et al., 1993; p. 3-4).

Lamon (2012), en aquest sentit, diu que quan es resolen problemes de fraccions no es
poden acceptar nombres. Per exemple, si es proposa un problema en qué intervé una pizza,
no es podria considerar acceptable la resposta “2 trossos”. Com a resposta que contesti a la

pregunta “quanta pizza?” o “quina part de la pizza?”, es vol una fraccio.
3.3.5 Comparacio, ordenaci6 i equivaleéncia de fraccions

Els alumnes de l'etapa d’educacié primaria “haurien de desenvolupar estratéegies per
ordenar i comparar fraccions, utilitzant sovint referents com 5l 1 [...], veure relacions entre

elles, incloent-hi Pequivaléencia” (NCTM, 2000; p. 154). En el curriculum de Catalunya de
I'etapa d’educacié primaria també s’esmenten aquests continguts: “Reconeixement 1 cerca
de fraccions equivalents seguint camins diversos. [...] Us de diferents models per comparar i
ordenar fraccions i decimals” (Generalitat de Catalunya, 2007; p. 47). L’ordenaci6 i
equivalencia de fraccions sén basiques per comprendre altres continguts, son conceptes
fonamentals i molt importants per entendre les operacions de fraccions i decimals (Post et
al., 1993). A Petapa d’educacié primaria 'equivalencia és un concepte critic (Van de Walle
et al., 2010), i concretament, ’equivalencia de fraccions és un concepte matematic molt

important (Feikes et al., 2009).

“Comparar dues fraccions implica determinar la magnitud relativa de les dues fraccions; és

a dir, si es tenen dues fraccions, son iguals (=) entre si, o una fraccié és més petita (<) o és

més gran (>) que laltra?” (Petit et al., 2010; p. 83). En aquesta definicié s’assumeix que les
g q ) p q q

fraccions que es comparen s’associen a unitats de la mateixa mida. Comparar fraccions
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permet realitzar ordenacions de fraccions: “Ordenar fraccions implica posar un conjunt de
fraccions en ordre, de la més petita a la més gran o de la més gran a la més petita” (Petit et
al., 2010; p. 83).

En la recerca de Behr et al. (1984) es diferencia la comparacié de fraccions segons si els
numeradors o els denominadors soén iguals o diferents entre si, i s’obtenen d’aquesta

manera les comparacions entre:

®»  Fraccions amb els mateixos numeradots
®»  Fraccions amb els mateixos denominadors

=  Fraccions amb numeradors i denominadors diferents

El cas de la comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents és el que
esta més relacionat amb els coneixements de fraccié equivalent i no equivalent (Behr et al.,
1984). Quan es comparen fraccions que tenen els mateixos numeradors o els mateixos

denominadors, si les dues fraccions sén equivalents és perque son la mateixa fraccio.

En relaci6 amb I'equivaléncia de fraccions, Petit et al. (2010) esmenten que hi ha dues

propietats centrals:

®= Dir que dues fraccions sén equivalents és dir que les dues fraccions sén denominacions
(simbols) pel mateix nombre.
® El nombre de denominacions diferents per a una fraccié donada és infinit. Per exemple, la
2 3 4 5

fraccié% es pot expressar per qualsevol dels noms (simbols) % = 1= 555" 1o Cte (- 134)

A Pescola, pero, no només s’ensenya la definicié conceptual de 'equivaléncia de fraccions,

sin6 que la comprensié de 'equivaléncia molt sovint es basa en un algoritme:

=  Concepte: dues fraccions sén equivalents si son representacions de la mateixa quantitat, si séon
el mateix nombre.
=  Algoritme: per obtenir una fraccié equivalent, multiplica (o divideix) els nombres superior i

inferior pel mateix nombre diferent de zero. (Van de Walle et al., 2010; p. 302)

A diferencia d’alguns autors esmentats (Feikes et al., 2009; Petit et al., 2010, 1 Van de Walle
et al., 2010), Musser, Burger i Peterson (2011) diferencien els termes “igual” i “equivalent”.
El terme “igual” es refereix a les fraccions com a nombres, mentre que “equivalent” fa

referéncia a les fraccions com a numerals.

Musser et al. (2011) defineixen igualtat de fraccions a partir d’un algoritme: “Siguin % 1 ﬁ

si 1 només si ad = bc” (Musser et al,, p. 221).

aln

. a
fraccions qualssevol. Aleshores, =

Aquesta “regla de multiplicar en creu” per comprovar que dues fraccions son iguals és la

que se sol utilitzar a la majotia d’escoles. Segons els mateixos autors, d’aquesta definicié es

. . . . a ., . .
pot deduir el teorema segtient: “Sigui 5 una fracci6é qualsevol i, 7, un nombre enter diferent
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a __an _ na,, . Cag .
de zero. Llavors, ke (Musser et al., p. 221). Es un teorema que coincideix amb la

comprensié de lequivalencia de fraccions a partir de lalgoritme que s’ha explicat

anteriorment (Van de Walle et al.,, 2010). Musser et al. (2011) argumenten que “des que

a an e, . . . .
L= bt n=1,2,3..., cada fracci6 té un nombre infinit de representacions (numerals) [...] i

que el terme equivalent es refereix a les fraccions com a numerals” (p. 222). Concretament,
diuen que “dues fraccions que representen la mateixa quantitat relativa es diuen fraccions
equivalents” (p. 220).

~ . .14 . ., a an ., an
El teorema anterior es pot utilitzar tant per canviar la fraccié 5 per —com la fraccié o per

a

a . ., an . . : - ., an
> Quan es canvia la fraccid oy, per 3 es diu que se simplifica la fraccié = El terme

simplificar pot ser enganyos, ja que les fraccions no es redueixen en mida (la quantitat
relativa que representen), siné només en complexitat (els numeradors 1 els denominadors

s6n més petits)” (Musser et al. 2011; p. 221).

En el present treball s’entendra I'equivaléncia de fraccions en el sentit que ho han definit
Petit et al. (2010) 1 Van de Walle et al. (2010): dues fraccions sén equivalents si sén

representacions de la mateixa quantitat, si sébn el mateix nombre.

3.3.6 Representacions per a l’ensenyament de la comparacié, ordenacié i

equivaléncia de fraccions

Els materials 1 contextos adequats per entendre el concepte d’equivaléncia de fraccions han
de permetre trobar diferents noms per a una fraccié6 (Van de Walle et al, 2010). Per
comparar i ordenar fraccions, es poden fer servir les mateixes representacions que per
entendre equivaléncia de fraccions. De fet, 'equivaléncia de fraccions és un concepte molt
important a ’hora de comparar i ordenar fraccions, sobretot en cas que els denominadors 1
els numeradors siguin diferents. A més, depenent de la interpretacio de fraccié que es tingui
en compte, es poden utilitzar diferents representacions per ensenyar els conceptes de

comparacid, ordenacio i equivaléncia de fraccions.
Model d’area

Lamon (2012) relaciona el concepte d’equivaléncia de fraccions amb el procés mental de
separaci6 de la unitat en parts (unitizing): “Mirant una imatge donada, digues com es pot
veure una fraccié determinada 1 utilitza #nitizing (fragmentacié mental de I'area en trossos

de diferent mida) per anomenar fraccions equivalents” (p. 135). Als quadrats de la figura
. ., 1 , 3 .

3.17 es pot veure com la mateixa regié es pot anomenar e bé o0 depenent de la mida

dels trossos en que es divideix el quadrat. Si es considera que cada part és mitja fila,

aleshores la part acolorida de la figura 3.17 és 1—12 perque hi ha 12 parts. En canvi, si es
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a) Fraccions amb numeradors iguals

El cas més simple és quan es tenen fraccions unitaries. Aleshores es pot veure, utilitzant un
model d’area, que la fraccié amb el denominador més petit és la fraccié més gran, ja que vol
dir que la unitat s’ha dividit amb menys parts i, per tant, les parts sén més grans (vegeu
figura 3.19) (Petit et al., 2010).

Wik A=

. - . s .
Figura 3.19. Representaci6 a partir d’un model d’area de les fraccions Jigper poder-les comparar.

Quan els numeradors son iguals pero diferents de la unitat, es pot utilitzar el que s’acaba de

presentar sobre la comparacié de fraccions unitaries. Si es volen comparar les fraccions P

2 .. . . . ,

3 com que totes dues indiquen que s’agafen dues parts, sabent quina unitat te les parts més
. z, . 2 L1, . 1

grans n’hi ha prou. Per tant, 3 ¢s més gran que 7 perqué 7 és més gran que 7 (vegeu figura

3.20).

WIN BN

. - . X . 2.2
Figura 3.20. Representaci6 a partir d’'un model d’area de les fraccions 713 per poder-les comparar.

b) Fraccions amb denominadors iguals

Si es tenen denominadors iguals, vol dir que la unitat s’ha dividit en les mateixes parts; per
tant, fent la representaci6, es veu clar que la fracci6 amb numerador més gran ¢és la fraccié

més gran (vegeu imatge 3.21).

Blw AN

. ., . N . 28
Figura 3.21. Representacié a partir d’'un model d’area de les fraccions = i = per poder-les comparar.
g p p ZL1z Perp p
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¢) Fraccions amb numeradors i denominadors diferents

El cas de la comparaci6 de dues fraccions amb els numeradors i els denominadors diferents
és el més dificil dels tres casos possibles. Pero utilitzar representacions pot ajudar a veure

quina de les dues fraccions és més gran o més petita (vegeu figura 3.22).

NI, WIN

. - . . . 2z
Figura 3.22. Representaci6 a partir d'un model d’area de les fraccions Jigper poder-les comparar. Extret de

“Teaching Fractions and Ratios for Understanding”, de S. J. Lamon, 2012, p. 151. Nova York, NY: Taylor &

Francis.

Lamon (2012) proposa fer aquesta activitat més productiva demanant “com de més gran”

) ., 2 51 - . ,
és la fraccio 3 que la fracci6 2. En aquest cas, es pot dividir la unitat en més parts per buscar

. ) 2, 2, Lo, 1
fraccions equivalents a g1 poder observar que 3 Cs = més gran que - (vegeu figura 3.23).

N = w| N
N W o

Figura 3.23. Divisi6 de la unitat en sis parts per comparar § 1 % i veure que g és é part més gran que %
Adaptat de “Teaching Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and
Instructional Strategies for Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 151. Nova York, NY: Taylor & Francis.

Model de grup

Quan es representen fraccions a partir del model de grup (interpretacié part—tot), també es
pot representar I'equivaléncia mitjancant el concepte de dividir un grup d’objectes en

diferents parts (unitizing). A la figura 3.24 es pot veure la representacié de fraccions
. . 16 , . 4. 2
equivalents amb peces grogues i vermelles: concretament, 22 S8 equivalent a glagl la

.8 . . 2i1
fraccié — és equivalenta —1-.
24 6 3
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Figura 3.24. Exemples de fraccions equivalents mitjancant el model de grup. Extret i adaptat de “Elementary
and Middle School Mathematics. Teaching Developmentally”, de Van de Walle et al., 2010, p. 303. Boston,
MA: Pearson Education.

Aquest mateix model de grup també permet comparar 1 ordenar fraccions. El mateix que

s’ha explicat en el model d’area es pot utilitzar amb aquest model, pero cada part estara

. 3.5 .,

formada per un element o més. Per exemple, per comparar 2 1y e pot buscar una fraccié
. 3 ) 6 3.,

equivalent a 7 amb denominador 8, la fracci6 ¢. D’aquesta manera es veu que o és més gran

que g (vegeu figura 3.25).

<JeJele cees

= =ces vermelles & reces vermelles
P 5 F

. ., .3 6 L 5 c . .
Figura 3.25. Representacié de 5 com = per veure que és més gran que . Adaptat de “Teaching Fractions and

Ratios for Understanding. Essentral Content Knowledge and Instructioral Strategies for Teachers”, de S. J.
Lamon, 2012, p. 153. Nova York, NY: Taylor & Francis.

Model de longitud

El concepte d’equivalencia es pot comprendre utilitzant la recta numerica, “perque totes les
fraccions equivalents tenen el mateix valor, es col-loquen al mateix punt de la recta
numerica” (Petit et al., 2010; p. 134). La fraccié que es col‘loca a la recta numeérica mesura
la distancia que hi ha de O fins on hi ha col‘locada la fraccié. Aquesta distancia es mesura
en funcié de la mida de les subunitats en que s’ha dividit el segment [0,1]. Com més petita
¢s la mida de la subunitat, més subunitats s’hauran d’agafar. “Quan s’utilitzen dues
subunitats diferents per cobrir la mateixa distancia, en resulten fraccions amb noms
diferents. Hi ha només un nombre racional associat a una distancia especifica de zero, 1 les

dues fraccions sén noms equivalents per aquesta distancia” (Lamon, 2012; p. 214). Per
. 8 4.1 | . . U
exemple, les fraccions e gLz 800 equivalents, representen la mateixa distancia de 0 al

mateix punt de la recta numerica (vegeu figura 3.20).
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Figura 3.26. Exemples de fraccions equivalents mitjancant la recta numerica. Extret de “Teaching Fractions
and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S.
J. Lamon, 2012, p. 214. Nova York, NY: Taylor & Francis.

La recta numeérica també és una representacié que permet comparar i ordenar fraccions
(Lamon, 2012). Donades dues fraccions o més, es poden col-locar a la recta numerica per
veure quina és més gran o més petita. En cas que les fraccions tinguin els denominadors

diferents, per col'locar-les a la recta numerica, es poden utilitzar els conceptes

) I . . 2.5 . 5
d’equivalencia de fraccions. Per exemple, per comparar les fraccions 3 17, es pot utilitzar -

_15.2 14

=gl oo (vegeu figura 3.27).
1 2
3 3
v v
<11 | | | | | | || || [ S
D I I ) Y I g
0 1

NCY NG

. ‘. . 2.5 .. | . .
Figura 3.27. Comparaci6 de les fraccions 3 17 mitjangant la recta numeérica. Adaptat de “Teaching Fractions

and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S.
J. Lamon, 2012, p. 215. Nova York, NY: Taylor & Francis.

3.3.7 Operacions amb fraccions

El curriculum de matematiques de 'educacié primaria fa referéncia al contingut de cicle
mitja segient: “Realitzacié de sumes i restes amb fraccions senzilles acompanyades de
diferents formes de representacié grafica” (Generalitat de Catalunya, 2007; p. 45). En el
mateix curriculum per a cicle superior s’esmenta la comprensié i ds de la suma i la resta de
fraccions mitjangant representacions aritmetiques, a més de les representacions grafiques.
Aixi mateix, per a aquest cicle, s’hi considera el “desenvolupament d’estrategies de calcul

mental amb nombres naturals, fraccionaris i decimals. Estimacié raonable dels resultats de
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les operacions amb nombres naturals, decimals i fraccionaris. Descripcié coherent del

procés d’estimacié” (Generalitat de Catalunya, 2007; p. 47).

En els continguts referents al calcul de fraccions presents al curriculum, s’aprecia la
importancia de I'estimacié dels resultats de les operacions amb fraccions, a banda de
realitzar les operacions mateixes. Per realitzar operacions amb fraccions, és basic
desenvolupar el sentit numeric i, en concret, el concepte d’estimacié dels calculs de
fraccions (Van de Walle et al., 2010).

3.3.7.1 Suma i resta de fraccions

Les sumes 1 les restes de fraccions es poden portar a terme tant amb estrategies inventades
com amb algoritmes (Van de Walle et al., 2010). En el cas de les estrateégies inventades, cal
tenir cert domini de la comparacié i 'equivalencia de fraccions i de la relacié entre
fraccions. Per utilitzar Ialgoritme per sumar i restar fraccions, també cal comprendre
I’equivaléncia de fraccions: “La capacitat de rebatejar fraccions utilitzant termes equivalents
és, naturalment, I’habilitat fonamental que necessitem per tal de sumar i restar fraccions

amb denominadors diferents” (Schwartz, 2008; p. 95).

Quan es fa referencia a 'algoritme per sumar i restar fraccions normalment es diferencia
entre les fraccions amb denominadors iguals i denominadors diferents (Beckmann, 2011;
Musser et al., 2011; Tipps et al., 2011; Van de Walle et al., 2010):

* Fraccions amb denominadors iguals: es manté el denominador 1 se sumen o resten els
nombres dels numeradors, depenent de si es fa una resta o una suma.
* Fraccions amb denominadors diferents: cal buscar fraccions equivalents a les fraccions

donades pero que tinguin el mateix denominador.

Per exemple, Musser et al. (2011), després d’haver treballat amb models per entendre la

suma, proposen I'algoritme segtient:

* “Suma de fraccions amb denominadors iguals: siguin — 1 o fraccions qualssevol.

ol

Aleshotes, = + £ = 257 (p. 233),

. : . .. a.c :
" “Suma de fraccions amb denominadors diferents: siguin gl fraccions qualssevol.

a , ¢ _ adtbc,,
Aleshores i) ko (2 234).
Haylock (2010) proposa els passos segiients per sumar o restar fraccions sense diferenciar

si les fraccions tenen igual o diferent denominador:

(a) Canvia una o dues de les fraccions a fraccions equivalents, de manera que acabin tenint el
mateix denominador; el millor és utilitzar el minim comd multiple d’aquests.
(b) Suma o resta els numeradors.

(¢) Si és possible, simplifica fins a una fracci6 equivalent. (p. 215)
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Tot i que els algoritmes presentats condueixen a la solucié correcta de la suma o la resta,
per als alumnes no és el mateix resoldre la suma o la resta amb un dels algoritmes que els
ensenya el mestre que inventant ells mateixos els procediments per trobar la solucié.
Utilitzar un algoritme estandard ja d’entrada no assegura que els alumnes aprenguin a

sumar o restar fraccions amb comprensio.

En l'ensenyament dels continguts de suma i resta de fraccions, sha de considerar
I’estimacié de calculs amb fraccions com a procés important. Tal com s’ha dit més amunt,
en el curriculum de primaria hi ha inclos el contingut de I'estimacié raonable de resultats de
les operacions amb fraccions 1 la descripcié del procés d’estimacié. Musser et al. (2011)
defineix I'estimacié d’un calcul com “el procés de trobar una resposta aproximada (una
estimacié) per a un calcul, sovint utilitzant el calcul mental” (p. 138) i apunta que

P’estimaci6 és una habilitat essencial quan es fan calculs amb la calculadora.
3.3.7.2 Representaci6 de la suma i la resta de fraccions

Els conceptes d’equivaléncia de fraccions, d’estimacié 1 I'as de representacions sén utils per
resoldre sumes i restes de fraccions. Les representacions ajuden els estudiants a pensar com
es pot dividir la unitat per poder fer la suma o la resta (Petit et al., 2010; Van de Walle et al.,
2010).

Model d’area

El model d’area permet representar les dues fraccions que es volen sumar o restar i,

visualment, trobar amb més facilitat el resultat de la suma o la resta. En alguns casos, es pot

. . o i . 1,1
arribar al resultat sense fer cap calcul, només veient la representacio; si es representa sl

.. . , 3 N ;
utilitzant els cercles de fraccions, es pot veure que el resultat és - A vegades, pero, a simple

vista no es visualitza el resultat i, mitjancant el que s’ha explicat a l'apartat de les
representacions per a I'equivalencia de fraccions, es busquen fraccions equivalents a les
donades que tinguin els mateixos denominadors per poder resoldre la suma o la resta. Els

models que es podran utilitzar, per tant, sén els mateixos que s’han explicat per representar
T . . 4
Iequivaléncia de fraccions. A la figura 3.28 es pot veure un exemple de com sumar i B

representant la unitat amb un rectangle i buscant fraccions equivalents per obtenir els

mateixos denominadors.

wlw

selmateix que & | s _ aa l::

e

3
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5 10 1o 1
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=
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Figura 3.28. Suma de les fraccions g i % mitjancant el model d’area. Adaptat de “Elementary and Middle

School Mathematics. Teaching Developmentally”, de J. A. Van de Walle et al., 2012, p. 316. Boston, MA:

Pearson Education.

Model de grup

El mateix plantejament que s’ha fet en el cas del model d’area es pot fer per al model de
grup. Poden haver-hi fraccions que, quan s’utilitza un model de grup, ja es visualitza el
resultat directament i, en canvi, n’hi pot haver d’altres en que cal buscar fraccions
equivalents amb els mateixos denominadors per poder fer la suma o la resta. A la figura

3, 2 .
3.29 es pot veure un exemple de com sumar L 13 representant la unitat amb el model de

grup i buscant fraccions equivalents per obtenir els mateixos denominadors.

®@® ®O o® @@ oo @@ e @@
®@e® @O o @ oo 9o @ O OO
®@e® ® O O O OO oo @9 OO OO
L ] LA ] et
3 z o
a a ¥
§+_—f;'c-.f el mateix que%+%_%

Figura 3.29. Suma de les fraccions % i g mitjancant el model de grup. Adaptat de “Elementary and Middle

School Mathematics. Teaching Developmentally”, de J. A. Van de Walle et al., 2012, p. 316. Boston, MA:

Pearson Education.

Model de longitud

La recta numerica també és una representacidé que permet sumar i restar fraccions. Es pot

utilitzar el procés de particié successiva per trobar denominadors comuns de les fraccions

que se sumen o es resten i trobar aixi el resultat (Lamon, 2012). A la figura 3.30 es pot
2l L . . ., .

veure un exemple de com sumar 3 15 mitjangant la representaci6 de les fraccions a la recta

numerica.

A

\ 4

)
w| N T
—_

L N | | L.

] i | | |
0 1 1

4

] | ! > | e
0 1

P I I

~ ] | | | | | | | | | | I | g
0 g !

12

76



. . 2t . . . . .
Figura 3.30. Suma de les fraccions 5 17 mitjangant la recta numerica. Extret i adaptat de “Teaching Fractions

and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for Teachers”, de S.
J. Lamon, 2012, p. 217. Nova York, NY: Taylor & Francis.

3.3.7.3 Multiplicaci6 i divisié de fraccions

Segons Petit et al. (2010), la multiplicacio6 1 la divisié de fraccions és un dels conceptes més
complicats d’entendre per als alumnes d’educacié primaria. Aquests mateixos autors
argumenten que algunes propietats de les operacions amb nombres enters es mantenen per

a les operacions amb fraccions:

"  “Propietat d’identitat de la multiplicaci6é”: quan es multiplica per 1, s’obté el mateix

1

1
nombre. Per exemple, =x 1 =~
2 2

» “Propietat d’identitat de la divisi6”: quan es divideix un nombre entre 1, s’obté el
. 1 1

mateix nombre. Per exemple, o+ 1 ==

» “Propietat zero de la multiplicaci6”: quan es multiplica per 0, el resultat és 0. Per
1

exemple, P 0=0.
* La multiplicacié i la divisi6 sén operacions inverses. Per exemple, 2 + i 414x i 2
En canvi, altres propietats de les operacions amb nombres enters no es mantenen en les
operacions amb fraccions. Es el cas de la propietat que “quan es multipliquen nombres
enters, el producte és més gran que els factors, llevat que un dels factors sigui 0 o 17, que és
certa per als nombres enters perd no sempre es compleix quan es multipliquen fraccions.
Per tal que aquesta propietat sigui certa per a la multiplicacié de fraccions, cal modificar-la
de la manera segiient: “Quan es multipliquen dos nombres, el producte és més gran que els
factors, llevat que un dels factors sigui 0 o 1 o que una fraccié sigui més petita que 17
(Burns, 2003; p. xi).

Quan es pensa en el procés per calcular la multiplicacié de fraccions, normalment es pensa
en lalgoritme de multiplicar el numerador pel numerador i el denominador pel

denominador. Musser et al. (2011) defineixen la multiplicaci6 de fraccions amb aquest

algoritme: “Siguin % 1 ﬁ qualssevol fraccions. Aleshores = %” (p. 245). Els mateixos

a . c
b d
autors, per deduir 1 entendre P'algoritme presentat, proposen estudiar tres casos diferents

segons els nombres que intervenen en la multiplicacio:

* Un nombre enter multiplicat per una fraccid. Aquesta multiplicacié es pot entendre
1 3

. 1_1,1
com una suma iterada. Per exemple, xSk Sk o= &
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* Una fracci6 per un nombre enter. En aquest cas, per exemple, si es multiplica 3= 0, no
. 1 .
es pot interpretar que es fa una suma repetida 5 del 6. Per tant, una possibilitat és que,

. . 1 1 . .
per la propietat commutativa, = 6=06x 7 1 es pot aplicar el que s’ha dit en el cas 1.

Una altra interpretacio, pero, podria ser entendre que es vol agafar la meitat de 6 1, per

tant, el resultat és 3.

., -, 1 5 1 5
* Una fraccié d’'una fraccié. En aquest cas, per exemple, 3 X  representa Ede 5 Es pot

. . ., 5
interpretar com el fet d’agafar una part de tres parts iguals de la fraccid =

La interpretacié d’aquest ultim cas de Musser et al. (2011), en que es multiplica una fraccié
per una altra fraccid, coincideix amb la interpretacié que fan Siebert i Gaskin (2006) per

explicar la multiplicacié de fraccions a partir de la particié 1 iteracid. Per explicar la

T ., 3 2 . .- . ‘s 3
multiplicacié = x =, proposen primer utilitzar la interpretacio de — com 3 un quart. Per tant
475 4 >

- 1 2 R 2
primer cal calcular > de 5 Per aixo cal fer quatre parts de o> Ja quees vol una quarta patt de

, 1 2., 3 , 1 3 2.,
S’obté que P de il v, Ara només cal agafar 3 vegades P Per tant, el resultat de R

El‘” vl e

Lamon (2012) també proposa aquest enfocament quan les fraccions s’interpreten com a

comparacié part—tot, pero, a mé,s explica que la multiplicacié es pot interpretar com una
L - 273\ . . 2. ¥ . S,
composicié d’operadors: “Per exemple, = (=) significa «prendre = de = d’una unitat» i és
3 \4 3 4

equivalent a prendre <<% 0 % de la unitat»y” (p. 198).

Per explicar la divisié6 de fraccions, cal fer referéncia als dos significats de la divisio:
partitiva i quotativa (guotative). En els problemes de divisié partitiva es té una quantitat que
es vol repartir entre un nombre de grups i cal trobar quants elements hi ha en cada grup
(Lamon, 2012; Van de Walle et al., 2010). Un exemple amb nombres enters podria ser: “Es
reparteixen 30 caramels entre 5 nens. Quants caramels tocaran a cada nen?”. Es pot

connectat aquesta interpretacio amb les fraccions demanant quina part dels caramels tocara
a cada nen. La resposta és 30°¢ La divisi6 partitiva és la divisié que es basa en la particio

o el repartiment just” (Lamon, 2010; p. 156). En els problemes de divisié6 quotativa es té
una quantitat d’objectes 1 se’n dona una quantitat a cada persona, i cal trobar a quanta gent
se li pot haver donat objectes (Lamon, 2012; Van de Walle et al., 2010). Un exemple pot
ser: “Es reparteixen 30 caramels a uns nens i a cada nen se li donen 5 caramels. A quants
nens se li podran donar caramels?”. Quan el divisor és un nombre enter, el problema es pot
connectar amb les taxes. En el problema de I'exemple, toquen 5 caramels per persona.
Quan el divisor és una fraccid, cal veure quantes vegades es pot restar el divisor del

dividend. La divisié6 quotativa també s’anomena divisié de mesura o divisié substractiva,
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perque es dona una mesura que es va traient del dividend (Lamon, 2012; Van de Walle et

al., 2010). Per exemple, la divisié 2+ 3 ©s pot interpretar en termes de divisié quotativa i,

1 .
per tant, trobar quantes vegades es pot treure 3 de 2. El resultat és 6.

Una altra interpretacié que proposa Lamon (2012) és la divisié entesa com una composicié

d’operadors. Cal remarcar, tal com diu la mateixa autora, que la divisié és una operacié en

que el resultat no es diu en funcié de la unitat escollida per representar les fraccions, sind

en termes del divisor.

En relacié amb els algoritmes per resoldre la divisié de fraccions, Musser et al. (2011)

proposen tres maneres equivalents d’entendre aquesta divisio 1 deduir els algoritmes:

I’enfocament del denominador comu. Quan les fraccions tenen els denominadors

iguals, la divisi6 de fraccions es pot interpretar com una extensié de la divisié de

6 2 L B

nombres enters. Per exemple, > & 5 es pot resoldre pensant quants grups de mida . hi
6 L . o @ . C

ha en = Aquest enfocament porta a la definicié segiient: “Siguin 215 qualssevol

fraccions amb ¢#0, aleshores, E+§ = %” (p- 249). Aquest enfocament es pot

generalitzar a fraccions que no tinguin els denominadors iguals; per utilitzar-lo, només
caldra buscar fraccions equivalents a les que es divideixen amb els denominadors iguals.
I’enfocament de dividir els numeradors i els denominadors. Quan es divideixen dues
fraccions en qué el numerador i el denominador del dividend son miultiples del

numerador 1 el denominador del divisor respectivament, es pot resoldre la divisio
dividint els numeradors i els denominadors. Per exemple, i—; = g = ﬁ = %

L’enfocament d’invertir el divisor i multiplicar. Els dos enfocaments anteriors es poden
generalitzar a qualsevol fraccid, 1 s’obté aixi que es pot calcular la divisié6 de dues
fraccions multiplicant el dividend per I'invers del divisor. Si es generalitza 'enfocament

del denominador comu per a qualsevol parell de fraccions, es té 'enfocament d’invertir

- — = — == alitzant Penfocament de dividir
2+ 8 Seg e Ses Generalit oca di

numeradors 1 denominadors, s’obté també aquest enfocament de multiplicar per
21 6 _ 21x6x11 _ 6

Iinvers del divisor per resoldre la divisi; per exemple, — + — = ——— + — =
40 ~ 11 40x6x11 11

.. . .. a c ad bc ad
el divisor 1 multiplicar: = +

21X6X11)+6 21x11 . . .. .1 .
( i R . Aquest mateix enfocament d’invertir i multiplicar es pot deduir
(40x6x11)+11  40x6

. e, 1 .,
des d’una altra perspectiva: la divisié 3 + 7 €8 pot pensar com la solucié de quants
A . ) . .
grups de mida F hi ha en el 3. Cada unitat té dues meitats; com que es tenen 3 unitats,

obtenim que 3 + o 3 x 2 = 6. Aquest exemple també es pot generalitzar a la divisi6

de qualsevol parell de fraccions.
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Van de Walle et al. (2010) expliquen només dos d’aquests algoritmes per dividir fraccions,
l'algoritme del denominador comu i I'algoritme d’invertir 1 multiplicar; a més, proposen
deduir-los de manera semblant a com ho plantegen Musser et al. (2011). Tant Van de Walle
et al. com Musser et al. proposen utilitzar la interpretacié de la divisié quotativa per deduir

lalgoritme d’invertir i multiplicar.

Dels algoritmes presentats, el d’invertir 1 multiplicar per dividir fraccions és un dels que

més s’utilitza a Pescola, si bé no tots els mestres entenen per que es fa d’aquesta manera

(Van de Walle et al., 2010). Pero entendre que dividir per % és el mateix que multiplicar per

2 i que multiplicar per - ¢és el mateix que dividir per 2 és un aspecte important de la

multiplicacié i la divisié de fraccions (Petit et al., 2010).
3.3.7.4 Representaci6 de la multiplicacio6 i la divisié de fraccions

A Thora de resoldre multiplicacions 1 divisions de fraccions, es poden utilitzar
representacions diferents que poden ajudar a comprendre aquestes operacions i també a

deduir els algoritmes presentats al subapartat anterior.
Representacié de la multiplicacié de fraccions

En aquest subapartat es veura que, depenent de la interpretacié de fraccié que es tingui en

compte, es poden fer servir representacions diferents per ensenyar a multiplicar fraccions.
Model d’area

Hi ha diversos autors (Lamon, 2012; Musser et al., 2011; Petit et al., 2010; Flores 1
Torralbo, 2011; Siebert i Gaskin, 2006; Van de Walle et al., 2010) que proposen el model

d’area com un dels models per representar la multiplicacié de fraccions.

Van de Walle et al. (2010) argumenten que aquest model és adequat perque és menys avorrit que fer
particions d’una longitud, permet observar visualment que el resultat de multiplicar dues fraccions
pot ser més petit que les dues fraccions i és un bon model per representar I’algoritme estandard de la
multiplicacié de fraccions. Lamon (2012) diu fins i tot que “els models d’area, tal com una area

rectangular, sén els millors per introduir la multiplicacié de fraccions” (p. 155).

No tots els autors aposten per aquest model per ensenyar la multiplicacié de fraccions.
Segons Wu (2009), quan els alumnes operen amb nombres enters, tenen com a referéncia
I’as dels dits; amb les fraccions, en canvi, es fa servir com a model la pizza o el pastis. Pero,
per aquest autor, per a les fraccions més grans que 1 o per a les operacions amb fraccions,

aquest model és poc adequat.

A la figura 3.31 es presenta un exemple d’aquesta representacio per calcular la multiplicacié
2 9 . ., 9 . ,
e o Primer, es representa la fracci6 1o €0 un rectangle 1, després, de les nou desenes

parts se’n marquen les dues terceres parts.
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Figura 3.31. Multiplicacié de les fraccions 2 il—gomiljan(;ant el model d’area. Adaptat de “Elementary and

Middle School Mathematics. Teaching Developmentally”, de J. A. Van de Walle et al., 2012, p. 319. Boston,
MA: Pearson Education.

A vegades cal utilitzar els processos de particio i iteracié per poder resoldre la multiplicacié
de fraccions (Siebert i Gaskin, 2000), ja que directament no es poden agafar les parts de la

primera fracci6. Un exemple d’aquest cas es mostra a la figura 3.32. Primer es representa la
., 2 3 2 . . . ‘ .
raccié — en un rectangle. Cal agafar — parts de =, pero, segons la interpretacié de Siebert i
f - tangle. Cal agaf: ; Parts de 7, pero, segons la interpret de Siebert
. B, 1 2 N T
askin, = és 3 vegades —. Per tant, cal prendre una quarta part de -. Per aixo, cal dividir les
Gk1,4 3gd4Ptt,l d quart tdSP , cal dividir 1

dues cinquenes parts en quatre parts iguals. D’aquestes quatre parts, se n’agafen tres i s’obté

.. ., 3
el resultat de la multiplicacio: .

Figura 3.32. Multiplicaci6 de les fraccions 5 | £ mitjancant el model d’area i utilitzant el procés de particio.

Adaptat de “Creating, Naming, and Justifying Fractions”, de D. Siebert i N. Gaskin, 2006, Teaching Children
Mathematics, April, p. 399.

En la interpretacio de la multiplicacié de fraccions com una composicié d’operadors també

es pot utilitzar el model d’area presentat en els exemples anteriors (Lamon, 2012).
Model de grup

El model de grup també es pot utilitzar per representar la multiplicacié de fraccions, tot i
que cal tenir en compte com ha de ser la unitat, quants objectes s’han de considerar (Van

de Walle et al., 2010). Es pot seguir el mateix procés que quan s’utilitza el model d’area,
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Es pot dividir cada quart en tres parts i

@ s’obté aix{ 15 dotzenes parts.
Les 15 dotzenes parts s’han de repartir

en 3 grups. Podra dedicar % patts d’una

Vvvvv Vvvvv Vvvvv hora a fer cada treball,



. L. 2 5 ..
A la figura 3.35 es mostra un exemple de la representaci6 de la divisi6 27 + ¢ mitjancant el

model d’area 1 la interpretacié quotativa de la divisio.

Es comenga representant 2
=

Se subdivideix 1da unitat per obtenir sisens i poder
=

5 2
veure quants - hl haen 25.

L pot veure que en 2% j 1 ha 3 vegades 5 i qie queda
(5]

1, 1 .. MG o1
5 Pero cal expressar 7 respecte al divisor sésa dir, 5

NNNANN
NNNXA

N
"\.'\.'\.t".

¢és una cinquena part de < Bl resultat de la divisi6 és

3=,
5

Figura 3.35. Representacié de la divisio 2§ +§ mitjancant el model d’area. Extret i adaptat de “Teaching

Fractions and Ratios for Understanding. Essential Content Knowledge and Instructional Strategies for
Teachers”, de S. J. Lamon, 2012, p. 158. Nova York, NY: Taylor & Francis.

En la interpretacié de la divisié de fraccions com una composicié d’operadors també es pot

utilitzar el model d’area presentat en els exemples anteriors (Lamon, 2012).
Model de grup

El model de grup també es pot utilitzar per representar la divisié de fraccions (Van de
Walle et al., 2010). Es pot seguir el mateix procés que quan s’utilitza el model d’area pero

amb un conjunt discret d’objectes.

A la figura 3.36 es mostra un exemple de la representaci6 de la divisio li -3 mitjancant el
model de grup i la interpretacié partitiva de la divisi6. El problema proposat ¢s el mateix
que s’ha presentat en 'exemple del model d’area: un alumne disposa de 1& hotes per

realitzar tres treballs. Vol dedicar el mateix temps a fer cada treball. De quant temps

disposara per fer cada un dels treballs?.

e e e e Es representa la fraccié 1, in 1, W ha 15 fitxes, es poden posar 5
ee® e oo o v v 1 .
@ @ o0 o fitxes a cada un dels tres grups. Cada fitxa és G d’1 hora o 5 minuts.
0 @ O O O

Per tant, la divisié l]; +3= 15—2 d’ 1 hora.

Figura 3.36. Representacié de la divisié 1& + 3 mitjancant el model de grup. Adaptat de “Elementary and

Middle School Mathematics. Teaching Developmentally”, de J. A. Van de Walle et al., 2012, p. 322. Boston,
MA: Pearson Education.
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Model de longitud

La recta numerica també es pot utilitzar per representar la interpretacié partitiva de la
divisi6. El mateix exemple de la divisié l; +3 representat amb els models d’area i de grup

es pot observar a la figura 3.37 mitjan¢ant la recta numerica.

15 parts o dotzens que shan de repartir
5

4 p—
en 3 grups, per tant 15 +3= =

Figura 3.37. Representacié de la divisié 11; =+ 3 mitjangant el model de longitud. Adaptat de “Elementary and

Middle School Mathematics. Teaching Developmentally”, de J. A. Van de Walle et al., 2012, p. 322. Boston,
MA: Pearson Education.

La recta numeérica també és una representacio per la interpretacié quotativa de la divisié. Es

., By i 1
pot veure 'exemple de com representar la divisié e la figura 3.38. S cap 6 vegades en

3

>

A
v

AN
—
N W T

Figura 3.38. Representaci6 de la divisi6 % - i

Drara endavant, quan en aquest treball es parli de model, s’entendra que es fa referéncia a

una representacié amb objectes, imatges o contextos reals simulats.
3.3.8 Infinitud i densitat de les fraccions

La propietat de la densitat de les fraccions és molt diferent de les propietats que puguin
tenir els nombres enters. Aquesta propietat es refereix al fet que “entre dues fraccions hi ha
un nombre infinit de fraccions” (Petit et al., 2010; p. 119). Es un concepte que planteja
dificultats als alumnes a ’hora de comprendre’l 1 aplicar-lo (Orton et al., citat a Petit et al.,
2010).
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Petit et al. (2010) demostren aquesta propietat a partir de calcular la mitjana de les dues
fraccions entre les quals volem provar que n’hi ha una altra, ja que, donats dos nombres, la

mitjana d’aquests sempre sera un nombre que hi haura entremig.

La propietat de la densitat dels nombres racionals esta directament relacionada amb la
interpretacié de fraccié com a mesura. Quan es mesura una magnitud, el mesurament es
pot fer més precis si es van fent subdivisions cada vegada més petites de la unitat. Aquesta
aproximacié cada cop més precisa és possible gracies a la densitat dels nombres racionals
(Lamon, 2012).

Segons Lamon (2012), els alumnes entenen la interpretacié com a mesura quan “(z) estan
comodes amb particions successives; (b)) son capagos de trobar qualsevol quantitat de
fraccions entre dues fraccions donades, i (¢) sén capacos de comparar qualsevol parell de
fraccions” (p. 214). S’evidencia, per tant, la relaci6 entre la interpretacié de la fraccié com a

mesura i la propietat de la densitat dels nombres racionals.

En el cas de la infinitud, quan els nens sén petits ja hi tenen interés i mostren intuicions en
relacié amb aquest concepte (Wheeler, citat a Pehkonen, Hannula, Maijala i Soro, 2000), tot

1 que no sempre es tracta a 'etapa d’educacidé primaria.

Pehkonen et al. (2000) diferencien entre linfinit actual i Iinfinit potencial. L’infinit
potencial fa referéncia als processos que no tenen final: per exemple, el procés de comptar,
que no s’acaba mai. Aquests processos s'anomenen potencialment infinits i sén els primers
exemples d’infinitud amb qué es troben els nens. En canvi, I'infinit actual fa referéncia a
I'infinit com a una “cosa” acabada, com ara quan diem que el conjunt de tots els nombres
naturals és infinit. En aquesta situacid, es conceptualitza el procés potencialment infinit de
comptar més 1 més nombres com si estigués d’alguna manera acabat (Pehkonen et al.,
2000).

3.3.9 Representacions per a Pensenyament de la infinitud i la densitat de les

fraccions

Les representacions utilitzades per ensenyar la densitat han de permetre entendre que la
mitjana entre dos nombres esta entre aquests dos nombres. I que es poden anar trobant
“mitjanes successives”, amb la qual cosa es compren que entre dos nombres hi haura
infinits nombres. Petit et al. (2010) proposen mostrar aquest procés, primerament, amb

nombres enters i, a continuacio, amb fraccions.
Model de longitud

Dins del model de longitud, la recta numerica permet mostrar el procés de trobar un
nombre entre dos nombres mitjancant el calcul de la mitjana dels dos nombres (vegeu

figura 3.39). “Els investigadors indiquen que fer servir rectes numeriques té potencial per
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Segons la literatura revisada, s’observa que en la majoria de les recerques els participants
son estudiants de mestre dels Estats Units (Ball, 1990a, 1990b; Caglayan i Olive, 2011; Li 1
Smith, 2007; Lin, 2010; Luo, 2009; McAllister i Beaver, 2012; Meel, 2002; Newton, 2008;
Noh i Sabey, 2014; Rosli et al,, 2011; Tobias, 2013; Utley i Reeder, 2011; Whitacre i
Nickerson, 2011), tot i que en algunes s’analitzen els coneixements de futurs mestres de
Nova Zelanda (Harvey, 2012), Gran Bretanya (Domoney, 2002), Turquia (Isik i Kar, 2012;
Isiksal i Cakiroglu, 2011), Israel (Tirosh, 2000), Canada (Kajander i Holm, 2011), Australia
(Ho 1 Lai, 2012; Rizvi i Lawson, 2007) o Espanya (Montes et al., 2015). Alguns dels estudis
son recerques comparatives entre estudiants o mestres de dos paisos, com els Estats Units i
la Xina (Lin et al., 2013; Luo, Lo 1 Leu, 2011; Ma, 1999), i en l'estudi TEDS-M s’analitzen
els coneixements en matematiques i en didactica de la matematica d’estudiants de disset
paisos (MECD, 2012).

Aixi com hi ha diversitat en I'origen dels participants, no totes les recerques se centren a
analitzar els coneixements dels futurs mestres sobre els mateixos continguts de fraccions.
N’hi ha que analitzen els coneixements dels estudiants de mestre sobre el concepte d’unitat,
les interpretacions de fraccid, el significat de fraccio, el procés mental de separar una
quantitat en parts (wnitizing), la representacié de fraccions, I'equivaléncia, comparacié i
ordenaci6 de fraccions, les operacions amb fraccions, la densitat dels nombres racionals o
la capacitat de proposar problemes a partir d’una expressié numerica amb fraccions. El
contingut més analitzat és el de les operacions amb fraccions i, concretament, el de divisi6

de fraccions. Més endavant s’explicaran aquestes recerques amb més detall.

Hi ha estudis que analitzen els coneixements sobre fraccions, mentre que d’altres analitzen
els coneixements per a ensenyament. En el treball d’Olanoff et al. (2014), es fa una revisi6
de les investigacions en relacié amb el coneixement matematic dels estudiants de mestre en
el contingut de fraccions. En aquest treball, presenten els resultats d’una quarantena
d’estudis organitzats en tres periodes de temps: abans del 1998, entre el 1998 i el 2011 i
entre el 2011 1 el 2013. D’aquestes recerques examinen els resultats sobre els coneixements
de fraccions dels estudiants de mestre respecte al coneixement comu del contingut, al
coneixement especialitzat del contingut i al coneixement del contingut i dels alumnes. A
partir dels estudis revisats, els autors conclouen que, en general, els estudiants mostren molt
més domini en I'aplicaci6 dels procediments que no pas en el sentit numeric en el contingut
de fraccions, tot i que no comprenen prou el significat d’aquests procediments ni per a que

s’utilitzen.

Olanoff et al. (2014), en vista dels estudis revisats, també determinen que els estudiants es
basen sobretot en la interpretacié de fracci6 com a comparacidé part—tot, mentre que

mostren problemes amb altres interpretacions, com la d’operador o de mesura.
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Les dificultats que presenten els estudiants de mestre en el contingut de fraccions en la
literatura revisada per Olanoff et al. (2014) so6n diverses, des de no saber triar el model
adequat per representar multiplicacions i divisions, confondre el nombre d’objectes amb les
parts fraccionaries quan la unitat correspon a un grup d’objectes o tenir dificultats per

interpretar els algoritmes no estandards.

A continuacié es mostren amb detall les recerques revisades sobre els coneixements dels
estudiants de mestre en relacié amb les fraccions 1 el seu ensenyament, organitzades segons
el contingut a que fan referencia: significat de fraccid, equivaléncia, comparacié i sentit

numeric, operacions amb fraccions 1 densitat dels nombres racionals.
Significat de fraccid

Segons la literatura revisada a I'apartat 3.3, el significat de fraccié és complex pel fet que la
fraccié és un nombre que pot tenir diferents interpretacions. Per exemple, Lamon (2012)
en proposa cinc: comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i ra6. En 'ensenyament
de les matematiques a I’etapa d’educacié primaria, la més present és la de comparacié part—

tot en detriment de les altres. Aquest fet no ajuda a comprendre el significat de fraccio.

D’altra banda, tal com s’ha presentat també a lapartat 3.3, hi ha tres aspectes que so6n
essencials per poder connectar les diferents interpretacions de fraccio: el concepte d’unitat,

el procés de particio 1la nocié de quantitat (Carpenter et al., 1993).

Un aspecte essencial en I'aprenentatge de les matematiques son les representacions, ja que
comprendre les idees matematiques depen de com es presenten (NCTM, 2000). En el cas
de Pensenyament de les fraccions, les representacions també sén fonamentals, tot 1 que no

sempre s’utilitzen de la manera adequada (Feikes et al., 2009).

Interessa, per tant, estudiar quins sén els coneixements dels mestres sobre les
interpretacions i representacions de les fraccions i quins els coneixements sobre el concepte
d’unitat. En la literatura revisada que parla d’estudiants de mestre i fraccions, hi ha alguns
estudis que analitzen els coneixements dels futurs mestres sobre el concepte d’unitat
(Domoney, 2002; Montes et al., 2015; Rosli et al., 2011; Tobias, 2013), a la vegada que
alguns també examinen els coneixements dels mestres en relacié amb com els estudiants
interpreten les fraccions (Domoney, 2002), com utilitzen el llenguatge en la definicié del
concepte d’unitat (Tobias, 2013) o com entenen el concepte de separar una quantitat en
parts (unitizing) (Rosli et al, 2011). A continuacié s’expliquen amb més detall aquests

estudis.

L’estudi de Domoney (2002) mostra com la interpretaci6 de nombre racional com a
comparacié part—tot entre els estudiants de mestre domina sobre el significat de fraccié
com a nombre per si mateix. Domoney entrevista quatre estudiants de mestre que

comencen un curs sobre fraccions en queé es tracta com ensenyar fraccions a letapa

88



d’educaci6 primaria 1 també els aspectes numerics de les fraccions. Els estudiants han de
respondre a cinc preguntes: dir com explicarien que son les fraccions a algi que no ho sap,
explicar que s’imaginen quan senten “un quart”, justificar com han ordenat fraccions, situar
els nombres tres cinquens 1 un i un cinque a la recta numerica de 0 a 5, amb els enters de 0

a 3 marcats, 1 identificar parells de nombres que sumen 5.

Els estudiants d’aquesta recerca, quan expliquen que és una fraccio, st bé en algun moment
poden fer referencia a les fraccions com a nombre, acaben referint-se tots a les fraccions
des de la interpretacié comparacié part—tot. Per exemple, un dels estudiants defineix fraccié
aixi: “Bs un nombre: es pot representar de diferents maneres i es considera una part d’un
tot” (Domoney, 2002; p. 60). Aquest estudiant, encara que primer diu que la fraccié és un
nombre, després fa referéncia a la interpretacié comparacié part—tot. Els altres tres
estudiants només se centren en la interpretacié part—tot. El més interessant d’aquestes
respostes ¢s que els estudiants havien parlat de les fraccions com a nombres en el curs de
fraccions 1, tot i aixo, defineixen fraccié segons la interpretacié de fraccié part—tot; ells
mateixos deien que havien explicat que son les fraccions partint dels seus “coneixements

anteriors” al curs.

<

A Thora d’explicar com s’imaginen “un quart”, dos estudiants diuen que pensen en el
numeral, mentre que els altres dos patlen de quarts de pastissos o galetes. En la qliestié en
que han d’ordenar fraccions, hi ha més diversitat en les respostes, malgrat que sembla que
també preval la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot. Un estudiant escriu les
fraccions en decimals, i un altre diu que s’imagina la recta numerica, pero, segons l'autor,
podria ser que entengués les parts d’un total representat per la recta numerica. El tercer
estudiant ordena les fraccions representant-les en rectangles i, 'tltim, representant-les en

petrcentatges.

La pregunta en que han de situar la fraccid tres cinquens a la recta numerica que té una
longitud de 5 unitats i on hi ha marcat del 0 al 3, també comporta dificultats. Un estudiant
marca correctament la fraccié tres cinquens, pero els altres tres situen aquesta fraccié a la
posicié del nombre 3, si bé després son conscients que s’han equivocat. Amb aquest error,
Domoney (2002) argumenta que els estudiants interpreten la recta numeérica com una unitat
dividida en parts 1 segurament Ierror també esta condicionat per demanar de situar una

fraccié amb denominador cinc en una recta on hi ha marcades les unitats fins a cinc.

Amb els resultats de I'estudi de Domoney (2002), queda constancia de “la for¢a” de la
interpretacié de la fraccié com a comparacié part—tot i la persistencia d’aquest model. I tot i
que “la preferéncia pels metodes part—tot no implica per si mateixa la manca de
comprensio6 en els constructes numerics” (Domoney, 2002; p. 63), si que mostra una manca

de flexibilitat entre els diferents significats de fraccio.
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hem menjat si ens mengem dos vuitens d’una pizza petita i tres vuitens d’una pizza mitjana.
Dos futurs mestres detecten que no es poden sumar aquestes fraccions perque les unitats
s6n diferents. El tercer dona com a resultat la fraccié 5/16. Pel que fa a diferenciar quants
(how many) 1 quant (how much), els tres mestres tenen clara la diferéncia entre un terme 1

Paltre.

Referent a Ihabilitat per analitzar les respostes dels alumnes (KCS), els tres estudiants
identifiquen els errors que fan els nens en funcié dels que ells també havien comes. Pel que
fa a les estrategies per ensenyar les fraccions (KCT), s’observa que els estudiants de mestre
sén capagos de proposar activitats amb materials, amb aplicacions a la vida real i
representacions varies com una pizza o un pastis. Diuen, pero, que cal ensenyar

correctament el concepte d’unitat.

Soén interessants les conclusions de Rosli et al. (2011) a partir dels resultats anteriors. Per
una banda, afirmen que “el coneixement dels participants (SCK, KCS 1 KCT) sobre
Iensenyament de les unitats i de unmitizing [“procés mental de separar en parts una
quantitat”] de fraccions és limitat” (p. 1688) 1, per l'altra, que “els resultats demostren que el
coneixement dels estudiants de mestre sobre les unitats 1 #nitizing (SCK) podrien tenir
efecte sobre com entenien el KCS i el KCT” (p. 1688).

L’estudi del significat de la unitat en el contingut de fraccions també és present en la
recerca espanyola per determinar les debilitats i fortaleses dels coneixements dels futurs
mestres en aritmetica (Montes et al., 2015). En aquesta investigaci6, hi participen 737
estudiants de mestre de Huelva i Sevilla que encara no han cursat cap assignatura de
didactica de la matematica. Se’ls passa un questionari amb disset preguntes tancades amb
quatre opcions possibles i només una de correcta. Les preguntes fan referéncia a significat
de fraccié (part—tot), definicié de fraccié i paper de la unitat, fraccié impropia, nombre
racional, nombre decimal, sentit del valor posicional, densitat dels nombres racionals,
jerarquia de les operacions amb fraccions i decimals 1 ordenacié6 de nombres racionals. En
totes les preguntes cal comprendre expressions en diferents registres dels nombres

racionals o irracionals.

En el questionari hi ha dues preguntes en que els estudiants han de decidir quina fraccié hi
ha representada graficament; en una, la representacio esta contextualitzada i, en altra, no
(figures 3.42 1 3.43). Per resoldre-les, els estudiants han de decidir quina és la unitat i
comprendre la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot. En totes dues preguntes
els resultats sén molt negatius: un 91,99 % s’equivoca en contestar la pregunta 1 i gairebé

un 70 % respon una opcié equivocada en la pregunta 13.

92



o

nanm

|e
[ =§=]



Equivaléncia, comparaci6 i ordenacié de fraccions

La literatura revisada (Harvey, 2012; Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i Reeder, 2011)
mostra un interés profund a detectar i desenvolupar el sentit numeric dels estudiants de
mestre en relacié amb les fraccions i, concretament, amb el contingut de comparaci6 i
equivalencia de fraccions. En aquests estudis, s’evidencia un predomini de I'is dels
algoritmes per part dels estudiants de mestre per comparar fraccions i trobar fraccions
equivalents. Després d’una proposta didactica dissenyada pels investigadors, es conclou que
els estudiants milloren I'as i la comprensié d’altres estrategies per comparar fraccions que

requereixen sentit numeéric, com ara utilitzar nombres de referéncia.

Harvey (2012) investiga el coneixement dels estudiants de mestre sobre el contingut de
fraccions i també I’habilitat per aplicar aquest coneixement en una situacié nova. Es van
seleccionar per a l'estudi tretze estudiants de Nova Zelanda que consideraven que tenien
poc coneixement del contingut de fraccions. Dels tretze participants de lestudi, cinc
estaven a 1altim mes del curs de formacié docent i havien acabat el curs d’educacié
matematica cinc mesos abans. Els altres vuit estaven al primer mes del curs de formacio
docent sense haver comencat el curs d’educacié matematica, tot i que participaven en un
curs opcional de contingut matematic per a l'ensenyament a primaria impartit pels
investigadors. Es va passar un questionari als estudiants, els quals van participar en un
experiment que consistia en un seguit d’activitats sobre ordenacié i equivaléncia de
fraccions utilitzant una goma elastica. En aquesta recerca, els autors conclouen que I'ds
d’una goma elastica va ajudar a millorar els coneixements dels estudiants sobre equivalencia

i ordenaci6 de fraccions.

En la investigacié de Harvey (2012) es presenten alguns dels errors que els estudiants van
cometre en el qliestionari pel que fa als continguts d’equivalencia i ordenacié de fraccions.
Un estudiant va utilitzar el criteri de comparar el numerador i el denominador de cada
fracci6 per decidir com ordenar-les. Va considerar que la fraccié més petita era aquella en
que hi havia més diferencia entre el numerador i el denominador. Entrevistant I’estudiant,
van adonar-se que aquest error es devia a una generalitzacié incorrecta d’un exemple per
comparar fraccions unitaries que havia donat un company de classe, sumada a no relacionar

les fraccions a una representacio visual.

Un altre estudiant també va tenir dificultats per ordenar fraccions amb numeradors iguals i
fraccions amb numeradors i denominadors diferents mitjangant dibuixos, tot i que ho va
entendre en representar les fraccions amb la goma elastica. Els estudiants amb més
coneixements de matematiques per ordenar fraccions convertien les fraccions a nombres
decimals, a percentatges o a fraccions amb els denominadors iguals, perod no utilitzaven
nombres de referencia per portar a terme ordenacio. Fent servir la goma elastica, van ser

capacos d’utilitzar nombres de referéncia en 'ordenacié de fraccions.
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En el contingut d’equivaléncia de fraccions, diversos estudiants aplicaven el metode de
trobar fraccions equivalents buscant el doble del numerador i del denominador de la fraccié
previa. Aquesta manera de fer-ho pot comportar dificultats quan es busca una fraccid

equivalent que es trobaria multiplicant per 3 el numerador i el denominador.

Whitacre 1 Nickerson (2011), en la linia també de veure una millora en els coneixements de
comparacié de fraccions dels estudiants de mestre, duen a terme una recerca en una
universitat del sud-oest dels Estats Units. Efectuen entrevistes pre/post a set estudiants
que fan el primer curs de contingut matematic d’una scrie de quatre cursos. Els plantegen
que comparin nou parells de fraccions abans i després de les sessions d’ensenyament i
classifiquen les estratégies que utilitzen seguint les categories que Smith (1995)* proposa i
que anomena perspectives: conversiéd (#ransform), parts (parts), punt de referéncia (reference
poinf) 1 components (components). Les estrategies de comparar fraccions convertint les
fraccions a fraccions amb el mateix denominador o bé a decimals pertanyen a la perspectiva
conversié. La perspectiva parts inclou les estratégies en que les fraccions s’interpreten com
a comparacié part—tot 1 funciona en casos simples, com quan es comparen fraccions amb
els mateixos denominadors o els mateixos numeradors. En la perspectiva punt de
referéncia, s’hi consideren les estratégies que involucren raonaments en relacié amb
nombres de referéncia. L'dltima perspectiva, la de components, integra les estratégies en

que es fan comparacions multiplicatives de numeradors i denominadors.

En la recerca de Whitacre i Nickerson (2011), s’evidencia que, d’entrada, els estudiants
utilitzen basicament estrategies de les perspectives conversié i parts; majoritariament
redueixen les fraccions a denominador comu, per comparar-les. Després de les sessions de
formaci6, els estudiants ja en fan servir més, amb un augment de les estrategies de les
perspectives punt de referéncia i components, i augmenta el sentit numéric en els nombres

racionals.

En un altre estudi pre/post (Utley i Reeder, 2011), amb quaranta-dos estudiants de mestre
dels Estats Units, s’examina com aquests estudiants desenvolupen el sentit numeric en les
fraccions durant un curs de metodes matematics (graus 5-8). En les sessions del curs porten
a terme activitats amb materials manipulatius, com ara cercles o barres de fraccions, i la
lectura de textos sobre Iensenyament i aprenentatge de fraccions. En aquesta recerca,
evidencien que els estudiants milloren minimament en la comparacié de fraccions utilitzant
nombres de referencia. A més, els autors conclouen que la majoria d’estudiants acaben els
cursos amb la idea que quan a dues fraccions els falta un tros, son la mateixa fraccio; és a

dir, quan el numerador és un nombre menys que el denominador, les fraccions sén iguals.

Per incrementar aquest sentit numeéric dels estudiants de mestre en els continguts

d’ordenaci6é, comparacié 1 també en les operacions amb fraccions, els investigadors

4 Vegeu-ne més informacié a Whitacre i Nickerson, 2011.
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potencien I"ds de materials com gomes elastiques (Harvey, 2012) o altres materials

manipulatius, com ara cercles o barres de fraccions (Utley i Reeder, 2011).

En les recerques esmentades, es veu com els estudiants de mestre cometen alguns errors
iguals, com ara el fet de mirar la diferéncia entre el numerador i el denominador de cada
fracci6 per comparar-les (Harvey, 2012; Utley i Reeder, 2011), i mostren poc sentit numeric
a I'hora de comparar fraccions utilitzant nombres de referéncia i altres estrategies no
procedimentals (Harvey, 2012; Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i Reeder, 2011).

Coincidim amb Utley i Reeder (2011) quan proposen dissenyar cursos de formacié en que
es potencii el sentit numeric en les fraccions. Amb els seus resultats, revelen que en un
semestre ¢s dificil obtenir grans millores, ja que “el desenvolupament del sentit numeric és

gradual i cal temps per desenvolupar-lo” (Utley i Reeder, 2011; p. 1153).
Operacions amb fraccions

Revisant la literatura en relaci6 amb els coneixements dels futurs mestres sobre les
operacions amb fraccions, s’observa que algunes recerques se centren en les quatre
operacions (Caglayan i Olive, 2011; Lin, 2010; Lin et al., 2013; McAllister 1 Beaver, 2012;
Newton, 2008), d’altres en dues (Montes et al,, 2015) i d’altres només en una. Son
nombrosos els estudis que es fixen en els coneixements dels estudiants de mestre sobre la
multiplicacié de fraccions (Ho i Lai, 2012; Isiksal i Cakiroglu, 2011; Luo, 2009; Noh i
Sabey, 2014) i encara sébn més presents a la literatura les recerques sobre els estudiants de
mestre 1 la divisi6 de fraccions (Ball, 1990a, 1990b; Isik 1 Kar, 2012; Kajander 1 Holm, 2011;
Li i Smith, 2007; Li i Kulm, 2008; Meel, 2002; Rizvi i Lawson, 2007; Simon, 1993; Tirosh,
2000).

Consultant la literatura sobre els coneixements dels mestres de les operacions amb
fraccions, es nota que hi ha menys estudis que investiguen els coneixements dels estudiants
sobre la suma i la resta que sobre la multiplicacié i la divisié. Aquest interes en els
coneixements sobre la multiplicacio i la divisi6 es pot deure al fet que aprendre el significat
d’aquestes dues operacions comporta més dificultats per als estudiants de mestre que no

aprendre el significat de suma i resta.

A continuaci6 s’expliquen recerques que versen sobre els coneixements dels estudiants de
mestre sobre les quatre operacions, després es mostren treballs sobre la multiplicacié de

fraccions i, finalment, sobre la divisié de fraccions.
Suma, resta, multiplicaci6 i divisié de fraccions

Molts estudis, a I’nora d’examinar els coneixements dels futurs mestres respecte a les
fraccions, s’han centrat en una sola operacié, majoritariament la divisid; tanmateix,

investigar sobre les quatre operacions ajuda a comprendre millor el coneixement dels futurs
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mestres (Newton, 2008). En aquest sentit, Newton (2008), en una recerca amb vuitanta-
cinc futurs mestres dels Estats Units, analitza els coneixements d’aquests estudiants a I'inici
1 al final d’un curs dissenyat per millorar la comprensié en matematiques. En el test es
proposa resoldre sumes, restes, multiplicacions 1 divisions sense contextualitzar 1 problemes

verbals rutinaris 1 no rutinaris.

Els resultats de la recerca de Newton (2008) evidencien que, en comencar el curs, els
estudiants tenen un coneixement de les fraccions limitat i fragmentat, mentre que, en
acabar la formacio, milloren els coneixements relacionant els conceptes i els procediments
corresponents a les fraccions 1 fins i tot els errors sén d’una altra naturalesa. Tant en el pre-
test com en el post-test, hi ha més estudiants que resolen correctament les sumes i les restes
de fraccions que no estudiants que resolen bé les multiplicacions i les divisions. Fs
destacable que els estudiants milloren molt amb el curs en totes les operacions excepte en
la multiplicaci6. Tot i que sorprén que millorin menys en Poperacié de la multiplicacié que
en la de la divisio, aquesta diferéncia té una explicacié: segons Newton, els estudiants, quan
multipliquen fraccions amb denominadors iguals, es basen en els algoritmes de la suma i la
resta de fraccions i multipliquen els numeradors, mentre que deixen el denominador comad

com a denominador de la fraccié que es déna com a resultat.

A T'hora de sumar fraccions, els estudiants de la recerca de Newton (2008) cometen errors
com ara sumar els numeradors i els denominadors de les fraccions per obtenir el resultat de
la suma, sobretot quan els denominadors sén diferents. Alguns també fan aquest error
quan resten fraccions, ja que obtenen el resultat restant numeradors i denominadors. En
canvi, error que fan alguns en creure que la resta és commutativa és un error propi de
Poperacié de resta. En el cas de la multiplicacié de fraccions, alguns estudiants multipliquen
en creu; la confusiod, segons 'autora, es dona perqué quan es comprova que dues fraccions
son equivalents també es multiplica en creu. En aquesta mateixa operacid, condicionats per
com se sumen i resten fraccions amb denominadors diferents, alguns estudiants busquen el
denominador comu i després multipliquen els numeradors. En la divisié de fraccions, n’hi
ha que també deixen el mateix denominador i divideixen els numeradors. Alguns
estudiants, en comptes d’invertir el divisor, inverteixen el dividend i després multipliquen
les fraccions a ’hora d’aplicar 'algoritme d’“invertir 1 multiplicar”. També n’hi ha que, en

comptes de multiplicar en creu, divideixen en creu.

Cal destacar que alguns estudiants s’equivoquen a I’hora de multiplicar fraccions i, en canvi,
resolen correctament les divisions de fraccions. Segons Newton (2008), aixo es deu al fet
que els algoritmes de la multiplicaci6 i la divisié de fraccions séon diferents; a més, alguns
estudiants fan errors quan multipliquen nombres enters, com ara 15x15, i aixo fa que el

resultat de la multiplicacié sigui incorrecte.

97



Una altra recerca centrada en els coneixements dels mestres sobre les quatre operacions
amb fraccions és la de McAllister 1 Beaver (2012). En aquest estudi, s’analitzen els tipus
d’errors que cometen els estudiants de mestre en resoldre operacions amb fraccions i
proposar problemes verbals donada una operacié. En la primera part de la recerca, hi
participen més de cent estudiants inscrits en cursos de contingut matematic de dues
universitats dels Estats Units. Se’ls demana que resolguin vuit operacions amb fraccions
(dues sumes, dues restes, dues multiplicacions 1 dues divisions) 1 que proposin un problema
verbal que es resolgui amb aquestes operacions. En la segona part de la recerca, hi
participen setanta-dos estudiants de mestre classificats en quatre grups. Els estudiants de
tres dels quatre grups estan matriculats en un curs en que es tracten continguts de
fraccions. El quart grup fa un curs de geometria i alguns estudiants d’aquest curs ja havien

realitzat el curs que inclou fraccions.

Els estudiants de la recerca de McAllister 1 Beaver (2012) se’n surten millor a ’hora de fer
els calculs que no pas a ’hora de proposar problemes i, com en la recerca de Newton
(2008), el percentatge d’estudiants que resolen correctament sumes i restes de fraccions
(79,2 %917 %) és més alt que els que resolen bé multiplicacions i divisions (51,4 %—63,9
%). Quan es tracta de proposar problemes, aquesta diferéncia entre les sumes i les restes i
les multiplicacions i les divisions encara és més notoria. El percentatge d’encerts en escriure
problemes verbals de suma 1 de resta amb fraccions mixtes esta entre el 55,6 % i el 66,7 %o;
en canvi, el percentatge d’encerts en proposar problemes de multiplicacié i divisié va del
0,0 % al 15,3 %.

McAllister i Beaver (2012) també detecten errors generals, com ara la manca de comprensioé
del concepte d’unitat o bé del significat de la multiplicacié i la divisié de fraccions a causa
de I'émfasi que es posa a interpretar la fracci6 com una comparacié part—tot i la
multiplicacié de fraccions com a suma repetida. Aquests resultats coincideixen amb els dels
estudis que fan referencia al coneixement dels mestres sobre el significat de fraccié i que
s’han explicat anteriorment (Domoney, 2002; Montes et al., 2015; Rosli et al., 2011; Tobias,
2013). Com a conclusio, els autors de la recerca afirmen que “aquest estudi revela alguns
malentesos especifics 1 una manca general de comprensié de les fraccions” (McAllister i
Beaver, 2012; p. 97). De fet, només un estudiant no va fer cap error en escriure els

problemes verbals.

La recerca de Caglayan i Olive (2011), en que els participants sén deu estudiants de mestre
dels Estats Units inscrits en un curs d’algebra per a mestres, se centra en el paper de les
representacions visuals de les operacions utilitzant els quatre blocs principals de patrons
(four main pattern blocks). No tots els estudiants d’aquest treball, quan cal representar
graficament sumes i restes de fraccions, fan esment de la unitat de referencia. A més, no
tots representen la idea de denominador comu en les representacions de les sumes de

fraccions (vegeu figura 3.44).
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Els resultats indiquen que els estudiants de Taiwan se’n surten millor que els dels Estats
Units, tant en els coneixements procedimentals com en els conceptuals. En els
coneixements procedimentals, els estudiants de la Xina obtenen millors resultats en les
quatre operacions; 'operacié en que hi ha més diferencia és la divisié de fraccions. En
I'analisi dels coneixements conceptuals, els resultats dels estudiants de Taiwan també son
millors, pero sobretot en les operacions de suma, resta i multiplicacid, no tant en la divisio.
En la comprensié de la divisi6 de fraccions, els estudiants dels dos paisos obtenen uns

resultats molt baixos.

El mateix test que utilitzen Lin et al. (2013) havia fet servir Lin (2010) tres anys abans per
analitzar la millora en els coneixements conceptuals 1 procedimentals d’estudiants de mestre
dels Estats Units matriculats en un curs de contingut matematic i de metodes (The
Mathematics Content and Methods for the Elementary School). A Testudi es comparen els resultats
de vint-i-quatre mestres que segueixen el curs de formacié basat en activitats en un web
(web-based instruction, WBI) 1 els de vint-i-quatre mestres que segueixen el curs en un format
tradicional, sense utilitzar cap ordinador. En el pre-test s’observa que, en els dos grups, els
resultats inicials sén molt semblants i que, en tots dos, els coneixements procedimentals
sén més alts que els conceptuals. No s’observen diferéncies significatives entre els dos
grups en la millora dels coneixements procedimentals, pero si que es detecta una millora

més important en els coneixements conceptuals en el grup que segueix el metode WBIL

En Iestudi de Montes et al. (2015), explicat anteriorment, s’analitzen els coneixements dels
futurs mestres sobre les quatre operacions amb una pregunta tancada amb que es vol
analitzar la capacitat de sumar i restar fraccions, la jerarquia de les operacions i

I'equivaléncia de fraccions (vegeu figura 3.45).

17. Selecciona el resultat de operacié segtient:

2/10 — [1/4+3/2+(-8-1/5)]=

Q) 133/20
b) 1197/180
o 117/20

d) aibson correctes

Figura 3.45. Pregunta 17 del questionari. Extret i adaptat de “Conocimiento de aritmética de futuros
maestros. Debilidades y fortalezas”, de M. A. Montes et al., 2015, Revista de educacidn, 367, p. 54.

Gairebé un 75 % dels futurs mestres s’equivoca en contestar aquesta pregunta, cosa que
demostra que “l'obtencié de fraccions equivalents i la jerarquia de les operacions séon
debilitats destacables” (Montes et al., 2015; p. 57).

En les recerques esmentades, s’observa com els estudiants de mestre tenen més dificultats

en les operacions de multiplicacié i divisié6 que en les de suma i resta, pel que fa tant a la

100



representacié d’aquestes operacions i les seves propietats (Caglayan i Olive, 2011) com als
calculs de les operacions o a I’elaboracié de problemes a partir d’una operacié (Lin et al.,
2013; McAllister 1 Beaver, 2012; Newton, 2008). En alguns d’aquests estudis, es fa palesa la
importancia del concepte d’unitat, sobretot quan cal representar les operacions 1 proposar
problemes verbals a partir d’'una operacié amb fraccions (McAllister i Beaver, 2012;
Newton, 2008).

Multiplicacié de fraccions

En el contingut de multiplicacié de fraccions, els estudiants de mestre mostren una manca
de coneixement especialitzat i un coneixement d’aquesta operacié molt centrat en
lalgoritme (Isiksal i Cakiroglu, 2011; Ho i Lai, 2012). En recerques en que¢ s’analitza
I'habilitat dels estudiants de mestre per proposar problemes verbals donada una
multiplicacié de fraccions, es detecta que cometen diferents errors en definir els problemes,
1 demostren, per tant, una habilitat insuficient per plantejar problemes d’aquest contingut i
un coneixement limitat de les interpretacions i unitats de mesura de la multiplicaci6 de
fraccions (Luo, 2009; Noh 1 Sabey, 2014).

Isiksal 1 Cakiroglu (2011) investiguen els coneixements que tenen disset estudiants de
mestre de Turquia, en I'altim any del seu programa, en relacié amb les concepcions i idees
erronies d’alumnes de sise i sete grau sobre la multiplicacié de fraccions. En aquesta recerca
¢és interessant el fet que no només s’investiguen els coneixements dels futurs mestres, sind
que s’identifica el coneixement didactic respecte a la multiplicacié de fraccions. Els autors
de Testudi classifiquen en cinc categories les idees erronies que els estudiants de mestre
proposen: errors basats en algoritmes, errors basats en la intuicid, errors basats en
coneixements formals de les operacions de fraccions, confusions en els simbols de les
fraccions i confusions en el problema. A més, en la primera categoria dels errors basats en
algoritmes, els estudiants de mestre manifesten que la memoritzacié podria ser la causa
d’aquests errors. El coneixement memoristic dels estudiants de mestre sobre el procés de
multiplicar fraccions per davant del conceptual condiciona les respostes que han donat

sobre els errors dels alumnes.

Quan es demana als estudiants de 'estudi de Isiksal i Cakiroglu (2011) que diguin com
ajudarien els alumnes de sis¢ 1 set¢ a solucionar les idees erronies, proposen estratégies
basades en meétodes d’ensenyament, estrategies basades en coneixement formal de les

fraccions 1 estratégies basades en constructes psicologics.

En les estratégies basades en metodes d’ensenyament, els estudiants plantegen utilitzar
multiples representacions a partir de materials, exemples o contextos de la vida diaria per
millorar la comprensié del contingut de multiplicaci6 de fraccions. Es interessant el fet que
consideren important que els mestres ensenyin estratégies perque els alumnes entenguin el

significat de les operacions abans de resoldre-les de manera procedimental. En les
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estrategies basades en el coneixement formal de les fraccions, els estudiants proposen que
el mestre expliqui el concepte de fraccié i1 després la relacié logica entre les operacions. En
el tercer grup d’estrategies, hi ha les que fan referéncia a millorar la relacié amb les
matematiques. Els estudiants que han suggerit estrategies en aquest grup volen
desenvolupar actituds positives envers les matematiques, ja que creuen que els alumnes

poden resoldre operacions incorrectament a causa d’'un elevat grau d’ansietat.

En la linia d’identificar el coneixement necessari per a ensenyament, Ho 1 Lai (2012)
examinen el coneixement especialitzat del contingut (SCK) en la multiplicacié de fraccions
de noranta-dos estudiants de primer curs de mestre d’Australia. Arriben a la conclusié que
els estudiants de mestre tenen més domini procedimental de les operacions que
comprensi6é conceptual. Ho 1 Lai (2012) proposen un problema als estudiants que es resol
amb la multiplicaci6 1/3 x %. Un 82,6 % el resol bé i, d’aquests estudiants, només un 46,1
% justifica completament la resposta. Un 67,1 % dels que responen correctament explica
només el procediment de la multiplicaci6 de fraccions. Tan sols trenta-cinc estudiants dona

explicacions en un context quotidia 1 proposa representacions amb imatges.

Tant en la recerca de Isiksal i Cakiroglu (2011) com en la de Ho i Lai (2012), es detecta en
els estudiants de mestre una manca de coneixement especialitzat del contingut en la
multiplicacié de fraccions 1 un predomini dels coneixements del procés de multiplicar

fraccions a partir d’un algoritme en detriment dels coneixements conceptuals.

A Thora d’analitzar els coneixements dels estudiants de mestre sobre la multiplicacié de
fraccions, hi ha estudis que examinen els problemes proposats pels estudiants (Noh i Sabey,
2014; Luo, 2009). Aixo té sentit si tenim en compte que la qualitat del coneixement dels
estudiants de mestre respecte a la multiplicacié de fraccions es pot explorar identificant
’habilitat que tenen per proposar problemes que es resolguin amb una multiplicacié de
fraccions (Luo, 2009).

Noh i Sabey (2014), en una recerca duta a terme amb cent seixanta-quatre estudiants de
mestre d’educacié primaria dels Estats Units, examinen la comprensié de la multiplicacié
de fraccions quan aquests estudiants han d’escriure problemes 1 interpretar models pictorics
per il'lustrar expressions simboliques de la multiplicacié de fraccions. Es van escollir
seixanta-cinc estudiants de mestre que feien un curs inicial dels estudis i els altres noranta-
nou estaven inscrits en un curs del final de la formacié. Els resultats d’aquesta investigacio
mostren una scrie d’errors que els estudiants van cometre en proposar els problemes i
interpretar les representacions grafiques. Alguns van incloure nombres enters en I'enunciat
dels problemes proposats, amb la qual cosa obtenien un problema amb una soluci6 diferent
de la que se’ls demanava. Segons els autors de ’estudi, aixo es podria deure al fet que els
estudiants se senten més comodes utilitzant nombres enters que fraccions o que tenen més

bon sentit numeric amb els nombres enters que amb els nombres racionals. D’altres van
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proposar un problema en qué no quedava definida la unitat a que les fraccions feien
referéncia. Fis destacable que no tots els estudiants que van saber proposar un problema
segons la interpretacio de la multiplicacié de fraccions com a part d’una part, van relacionar
la representacié pictorica amb I'expressié de la multiplicacié de fraccions amb aquesta

mateixa interpretacio.

En la recerca de Luo (2009), duta a terme amb cent vint-i-set estudiants de mestre dels

Estats Units, s’investiga 'habilitat d’aquests estudiants per traduir expressions simboliques

de multiplicacié de fraccions en paraules. Concretament, se’ls demana que representin en
. . 1 1 .. 2 .

paraules les expressions seglients: SXx3=rilgx4=> Els resultats del rendiment general

a ’hora d’escriure els problemes verbals mostra que un 58,3 % dels estudiants ha plantejat

., 2 ,
“bons” problemes verbals per representar I'expressio 1 gm 4= ¢, mentre que només un

1 1 . .
27,6 % ha proposat “bons” problemes verbals per representar i ?. S’evidencia que els

resultats son millors quan es multiplica una fraccié per un nombre enter que quan es

multipliquen dues fraccions.

Es remarcable que un 56,7 % dels estudiants s’equivoca quan planteja problemes verbals

. 11 . .
que representin expressio 7 X3 = % Ja que proposa un enunciat que no es pot resoldre
o1 1 .. . . . .
amb l'operacid SEa El problema segiient és un exemple d’enunciat que no és adequat, ja

que es resol amb la suma % + i: “Bobby té la meitat d’un pastis de pasta de full. Marla té

una tercera part del pastis de pasta de full. Quant en tenen en total entre tots dos?” (Luo,
2009; p. 89).

Luo (2009) analitza també les estructures semantiques dels problemes proposats pels
. ., 2 . .
estudiants. En el cas de l'expressié 1 3% 4 = ?, la majoria, un 86,6 %, construeix un
problema de “suma repetida”, i només un 3,9 % planteja un problema de “comparacié

també hi ha pocs estudiants que proposin

b

e 11
multiplicativa”. Per a 'expressio gEg= 7

problemes de “comparacié multiplicativa”, un 1,6 %. Un 15 % enuncia problemes de

b
“repartiment d’una fraccié” i un 28,3 % de “part d’una fracci6”. Cap estudiant proposa
problemes amb Iestructura de “producte de mesures” o problemes aplicats als conceptes

de probabilitat.

Quant a les unitats de mesura, els estudiants de la recerca de Luo (2009) suggereixen
principalment “pizza”, “pastissos”, “galetes”, “altres menjars” 1 “recipients” (llaunes,
tasses,...). Algun estudiant també proposa “terra”; “cinta” o “temps de lectura”. Totes les

unitats son unitats de mesura unidimensionals.

Luo (2009) conclou amb aquests resultats que els estudiants de mestre no tenen una

habilitat adequada per proposar problemes verbals donada una expressié simbolica en que
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confusions en el cas de la divisié de fraccions: s’entén quan es diu quantes vegades podem
restar el 4 del 48, pero per als alumnes es fa més estrany resoldre la divisié 1/3 = 1/2 amb

aquesta interpretacio, ja que Y2 és més gran que 1/3.

Tenint tot aixo present, no pot estranyar que també sigui un contingut dificil per als
estudiants de mestre (Ball, 1990b; Simon, 1993; Tirosh, 2000) quan s’ha detectat que és
complicat tant per als mestres novells com per als experimentats (Ma, 1999). En diferents
recerques, s’observa aquesta manca de coneixement dels estudiants de mestre sobre el
significat de la divisié de fraccions, aixi com un coneixement d’aquest contingut molt
centrat en Ialgoritme, com en el cas de la multiplicacié de fraccions (Ball, 1990a, 1990b;
Kajander 1 Holm, 2011; Li i Smith, 2007; Li i Kulm, 2008). En alguns estudis, a més, es
detecten dificultats per part dels estudiants de mestre a ’hora de proposar problemes
verbals de divisié de fraccions i/o de resoldre problemes d’aquest contingut (Ball, 1990a,
1990b; Isik 1 Kar, 2012; Li 1 Smith, 2007; Rizvi i Lawson, 2007). De la literatura revisada,
només en la recerca de Meel (2002) es conclou que gairebé tres quartes parts dels estudiants

saben trobar una situacié raonable donada una divisié de fraccions.

En la recerca de Ball (1990b), de fa 25 anys, s’entrevista deu estudiants de mestre de
primaria a punt de matricular-se al primer curs d’educacié 1 també nou futurs mestres de
secundaria. Per valorar el coneixement dels futurs mestres sobre la divisio, utilitza tres
propostes: divisié6 amb fraccions, divisié per zero i divisié amb equacions algebraiques. La
majoria de preguntes s’analitzen des de diverses dimensions: comprensié de la disciplina,
idees sobre I'ensenyament, aprenentatge i rol del mestre i idees o actituds sobre les

matematiques, els alumnes o ells mateixos.

Pel que fa a la divisi6 amb fraccions, en la recerca esmentada, Ball (1990b) demana als
futurs mestres com solucionarien la divisié 1 %4 + V2 1 també que trobin una representacid
d’aquesta divisi6. Els estudiants de mestre van mostrar dificultats per trobar situacions de la
vida real que representessin la divisié 1 %4 =+ 2. De fet, tot i que disset dels dinou estudiants
resolen la divisi6 correctament, només cinc en fan una representacié adequada. D’aquests
cinc, cap era estudiant de mestre; tots ells eren futurs mestres de secundaria. I.’autora de
Pestudi conclou que els estudiants de mestre 1 els futurs professors de secundaria revelen
una dificultat remarcable en el significat de la divisié6 amb fraccions. Ball (1990b) argumenta
que, a I'escola, la divisié amb fraccions no se sol ensenyar conceptualment: els estudiants
poden resoldre bé la divisi6 mitjancant un procediment, perd no saben trobar

representacions de la situacio.

La mateixa autora presenta un altre estudi durant el mateix any centrat també en el tema de
la divisié de fraccions, perdo amb molts més participants: 252 futurs mestres de primaria o

futurs professors de secundaria. Concretament, en estudi de Ball (1990a), hi participen 217
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estudiants de mestre d’educacié primaria i 35 futurs professors de secundaria, que inicien

els estudis en cinc centres diferents dels Estats Units.

Ball (1990a) passa un questionari als futurs mestres 1 els fa una entrevista. En el qliestionari
hi ha preguntes en que els estudiants han de triar quin problema dels proposats representa
la divisi6 1 % + 2. Només un 30 % tria el problema correcte que representa la divisio
donada, i encara alguns d’aquests estudiants trien també altres opcions incorrectes. En
Ientrevista, feta a vint-i-cinc estudiants de mestre de primaria i deu futurs mestres de
secundaria, se’ls demana que trobin representacions adients per a la divisié 1 % = V2. En
aquesta part, els futurs estudiants de mestre de primaria mostren més dificultats. Malgrat
que tots els estudiants saben calcular la divisio, cap futur mestre d’educacié primaria genera
un problema adequat per representar la divisié 1 % + 2. Dels vint-i-cinc estudiants, deu
donen representacions inapropiades 1 quinze no en proposen cap. Dels deu estudiants de
professor, quatre proposen problemes adequats, dos d’inadequats i quatre més no en saben

suggerir cap.

A partir de les dues recerques de Ball (1990a, 1990b), es pot concloure que els estudiants
tenen més domini de les regles per dividir fraccions que no pas coneixement del significat
de la divisi6 de fraccions i mostren una dificultat significativa per trobar representacions

adequades de la divisi6 de fraccions.

En un altre estudi més actual, s’examinen els coneixements dels mestres de Canada a ’hora
de resoldre la divisio 1 %4 + V2, operacid proposada també a les recerques de Ball (1990a,
1990b). Kajander i Holm (2011) demanen durant cinc anys a més de sis-cents futurs
mestres dels graus 4 a 10, a l'inici i al final d’un curs de métodes matematics, que resolguin
la divisié 1 %4 =+ V2 1 que justifiquin la solucié. En el pre-test, la comprensié conceptual dels
estudiants és molt pobra o gairebé inexistent: resolen la divisié utilitzant algoritmes
estandards i molts d’ells no saben donar cap explicacio, justificacié o model per explicar el
procés de resolucié. Aquests resultats coincideixen amb els de Ball (1990a, 1990b), que
indiquen la dificultat dels estudiants per trobar representacions per a la divisio 1 %4 + V2. Al

final del curs, el coneixement conceptual augmenta considerablement.

En un estudi que també examina les representacions en relacié amb la divisié de fraccions
dut a terme a Australia, amb disset estudiants de mestre d’educaci6 primaria 1 de professors
de secundaria (Rizvi i Lawson, 2007), s’observa que aquests futurs professors també tenen
dificultats per representar la divisié de fraccions. En aquesta recerca, s’arriba a la conclusié
que els estudiants tenen aquestes dificultats a causa de la dependéncia dels models de
“repartit” i “resta iterada” de la divisié. Quan s’introdueix el model “rad/taxa” per millorar
el coneixement multiplicatiu dels futurs professors, el seu coneixement en relacié amb la
representaci6 de la divisié de fraccions augmenta. En iniciar la recerca, cap dels participants

és capac de proposar un problema verbal per a les expressions 4 +1/3,1/3+1/51 Y4 + 2.
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Després de la intervencio, tots els estudiants proposen un enunciat com a minim en un cas:
onze en proposen per a les tres divisions, cinc per a dues i només un estudiant només

planteja un problema per a una de les divisions.

Li 1 Smith (2007) investiguen, a més dels coneixements matematics i pedagogics per a
I'ensenyament de la divisié de fraccions, les percepcions dels futurs mestres respecte als
propis coneixements en matematiques i pedagogia per a 'ensenyament. Després de revisar
la literatura sobre el coneixement 1 les dificultats dels mestres en la divisié 1 també en la
divisié de fraccions, resumeixen aquestes dificultats en cinc tipus per perfilar un marc

general i poder examinar les dificultats dels futurs mestres:

(@Com explicar el procediment de calcul per a la “divisi6 de fraccions” amb diferents

representacions (p. e., Contreras, 1997; Ma, 1999).
(h)Com explicar per que “invertir i multiplicar” (p.e., Borko et al., 1992; Tzur i Timmerman, 1997).

(9Relacions matematiques entre la divisi6 de fraccié i altres coneixements matematics (p. e.,

concepte de fraccid, suma, resta i multiplicaci6 de fraccions) (p.e., Ma, 1999; Tirosh, 2000).

(d)Conceptes erronis relacionats (p. e., no es pot dividir un nombre petit per un nombre gran, la

divisi6 sempre dona un nombre més petit) (p.e., Greer, 1992).
(¢)La resoluci6 de problemes que involucren la divisié de fraccions (p.e., Greer, 1992). (p. 186)

L’estudi de Li i Smith (2007) es porta a terme amb quaranta-sis estudiants de mestre inscrits
en un programa de formaci6é docent interdisciplinari de matematiques i ciencies dels Estats
Units 1 durant 1"altima etapa del programa. Els resultats del treball de Li i Smith sobre els
coneixements matematics d’aquests estudiants no coincideixen amb la percepcié que tenen
ells dels propis coneixements en matematiques. Per una banda, estan satisfets amb la
preparacié que han rebut en matematiques i pedagogia de cara al seu futur com a mestres,
pero per Paltra, es detecta que el coneixement que tenen per a 'ensenyament de fraccions
és procedimental 1 que el coneixement conceptual és pobre. Més concretament, un 93 %
dels estudiants de mestre resolen correctament la divisié 7/9 + 2/3, mentre que només un
52 % respon de manera encertada a la pregunta “Quants %2 hi ha en 1/3?”. De fet, molts

estudiants responen que cap o 0.

En Pestudi esmentat, els futurs mestres també mostren dificultats per resoldre problemes
de diversos passos, aixi com per explicar calculs de divisié de fraccions. Per exemple,
només un 26 % utilitza representacions amb imatges per justificar per que 2/3+2=1/3 0
2/3+1/6 = 4. Un 22 % explica el calcul amb “gira i multiplica” i un 46 % s’equivoca en
Pexplicacié de les dues divisions. Es destacable que cap estudiant prova d’explicar la regla

d*“invertir i multiplicar”.

En presentar la divisié d’una altra manera, com a/b + ¢/d = (a+c)/(b+d), només dos dels

quaranta-sis estudiants diuen que aquest procediment és correcte. En vista dels resultats, tal
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com diuen els autors, “aquests mestres tenen una comprensié procedimental molt limitada
de la divisi6 de fraccions, especialment quan es relaciona amb altres coneixements
matematics” (p. 190). De fet, Li 1 Smith (2007) conclouen que els estudiants de mestre
mostren tenir dificultats dels cinc tipus que abans s’han especificat i que sén el seu marc

d’estudi.

Aquest estudi de Li i Smith (2007) té dos aspectes que convé comentar. En primer lloc, el
fet que els participants en la recerca han cursat totes les assignatures matematiques dels
seus estudis 1, aix{ 1 tot, mostren un coneixement conceptual molt pobre sobre el significat
de la divisié de fraccions. En segon lloc, la poca relacié que hi ha entre la confianga que
tenen els estudiants en la seva capacitat per ensenyar la divisié6 de fraccions i el poc
coneixement que revelen d’aquest contingut. Tal com diuen els mateixos autors,
segurament aquesta confianca té a veure amb el poc coneixement que tenen de les

matematiques 1 la pedagogia.

En la recerca de Isik 1 Kar (2012), també s’examinen els errors dels estudiants de mestre en
la divisié de fraccions, pero, en aquest cas, quan se’ls demana que proposin un problema a
partir d’'una expressié simbolica en qué¢ hi ha una divisié6 de fraccions. A Testudi, hi
participen seixanta-quatre mestres que estan en 'dltim any de formacié en una universitat
de Turquia. Se’ls proposa quatre items (? +1/4 = 16/5,7/8 +? =3 ',% +2/5=7211/8
+ Y2 = ?) 1 per a cada item han de plantejar un problema. A partir de I'analisi de les
respostes, es determinen set categories d’errors: confondre les unitats, assignar el significat
de nombre natural a les fraccions, plantejar problemes utilitzant rab—proporcid, no saber
establir relacions part—tot, dividir amb el denominador del divisor, fer servir operaci6 de la
multiplicacié en lloc de la divisi6 1 proposar problemes mitjangant invertir i multiplicar la
fracci6 divisor. Els investigadors conclouen “que les habilitats per plantejar problemes que
tenen els estudiants de mestre sén baixes pel que fa a la divisi6é de fraccions” (p. 2307). A
més, en els problemes proposats de divisié de fraccions es percep que els estudiants de

mestre ignoren la dimensié conceptual de Poperacié de la divisié en general.

Una altra recerca interessant que cal comentar pel fet que déna resultats més positius que la
resta és la de Meel (2002), que porta a terme amb vint-i-tres estudiants de mestre examinant
els efectes de la lectura d’articles de recerca. Concretament, ’autor valora les reaccions
d’aquests estudiants després de llegir un article de Borko et al. (citat a Meel, 2002). També

els demana que expliquin per qu¢ funciona lalgoritme d™*‘invertir i multiplicar” i que
15

exposin una situacié de la vida real que correspongui a la situacié de calcul 2 /4. En algunes
4

reaccions dels estudiants després de llegir Tarticle de Borko, es detecten respostes

emocionals que en alguns casos es relacionen amb la identificacié personal amb el
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contingut de larticle. A Thora d’explicar per qué funciona lalgoritme d*invertir i
multiplicar”, Pautor classifica les respostes dels estudiants en tres categories: basada en
conceptes (conceptually-based) (deu estudiants), basada en procediments (procedurally-based)
(dotze estudiants) i idealista (idealic) (un estudiant). Les explicacions de la categoria basada
en conceptes justifiquen per que la regla d**“invertir i multiplicar” funciona, mentre que les
de la categoria basada en procediments no comenten el perque de la regla i només se
centren a explicar el procediment d*invertir i multiplicar”. L’estudiant que va donar
arguments de la categoria idealista va explicar les tecniques pedagogiques que faria servir

sense fer referencia a la base conceptual del procediment concret d*““invertir i multiplicar”.

15

Quan es tracta de proposar una situacié de context real per al calcul 2 /4 , setze estudiants
4

suggereixen una situacié raonable, sis en plantegen una que no és raonable 1 només un no

¢és capag de donar-ne cap.

Els resultats de la recerca de Meel (2002), tal com observa el mateix autor, no coincideixen
amb els de les recerques de Ball (1990b) i Ma (1999), esmentades en aquest mateix capitol.
En Pestudi de Ball (1990b), només cinc dels dinou estudiants (26,32 %) proposen
situacions adequades per representar una divisié de fraccions; en canvi, en la recerca de
Meel (2002), setze dels vint-i-tres estudiants (69,57 %) plantegen una situacié raonable. A
I’hora d’analitzar aquests resultats, cal tenir en compte que en la recerca de Ball (1990b) els
estudiants estaven en letapa inicial dels estudis, mentre que en la de Meel estaven
completant el curs d’especialitzacié de contingut matematic per a la certificacié K-8 o per a

la certificacié Pre-kindergarten.
Infinitud 1 densitat dels nombres racionals

Segons la literatura revisada al subapartat 3.3.8, els significats d’infinitud i densitat dels
nombres racionals plantegen dificultats als alumnes a ’hora de comprendre’ls i aplicar-los.

A més, son continguts poc tractats en I'etapa d’educacié primaria.

Aquestes dificultats dels alumnes de primaria 1 secundaria per entendre la densitat i la
infinitud es posen de rellevancia en I'estudi de Pehkonen et al. (2006). En aquesta recerca hi
participen 1.154 alumnes que han acabat el grau 5 (d’11 a 12 anys) i 1.902 alumnes que han
acabat el grau 7 (de 13 a 14 anys). En el qliestionari que es passa als alumnes hi ha tres

preguntes que fan referéncia a la densitat i la infinitud dels nombres racionals.

En relacié amb la densitat, se’ls pregunta quants nombres decimals hi ha entre 0,8 1 1,1. Al
voltant d’un 65 % dels alumnes, tant de grau 5 com de grau 7, responen una quantitat finita
de nombres. Menys del 5 % dels alumnes dels dos cursos déna una resposta que es pot

considerar de l'infinit potencial, per exemple, 9999.... Només un 2 % dels alumnes de grau
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5 déna respostes relacionades amb linfinit actual: diu que hi ha infinits nombres entre el
0,811'1,1. En canvi, de grau 7 hi ha un 10 % dels alumnes que consideren que hi ha infinits
nombres entre aquests dos nombres decimals. Tot i que hi ha més alumnes de grau 7 que
de grau 5 que fan referéncia a l'infinit actual, el percentatge d’alumnes que es refereix a

aquest infinit és relativament baix.

Per examinar els coneixements dels alumnes sobre la infinitud dels nombres, els
investigadors de l'estudi de Pehkonen et al. (2000) els demanen el nombre més gran que
coneixen. Aproximadament un 7 % dels alumnes de grau 5 i un 12 % dels de grau 7 diuen
que aquest nombre no existeix, fent referéncia d’aquesta manera a I'infinit actual. Dins de la
categoria de P'infinit actual 1 que donen infinit o %, hi ha les respostes d’'un 15 % dels
alumnes de grau 5 i d’'un 22 % dels alumnes de grau 7. Menys estudiants responen en
referéncia a l'infinit potencial: un 9 % dels alumnes de grau 5 1 un 14 % dels alumnes de
grau 7. Per contra, els percentatges augmenten si es consideren les respostes dels alumnes
que han contestat un nombre finit. Gairebé un 60 % dels alumnes de grau 5 i un 40 % dels
alumnes de grau 7 donen com a resposta un nombre finit. Com en el contingut de la
densitat, entre els alumnes de grau 7 hi ha més respostes que fan refereéncia a I'infinit que

entre els alumnes de grau 5.

Els resultats d’estudis en els quals s’examinen els coneixements dels mestres en relacié amb
la densitat (MECD, 2012; Tirosh, Fischbein, Graeber i Wilson, 1998) no sén gaire millors
que els de la recerca de Pehkonen et al. (2006). En 'estudi de Tirosh et al. (1998) es volen
determinar els coneixements dels futurs mestres sobre els nombres racionals. Dels cent
quaranta-set estudiants de mestre que participen en la recerca i que fan el primer curs de
formaci6, vint-i-sis s’especialitzaran en matematiques, mentre que els altres han escollit

altres arees de coneixement (biologia, musica, angles, etc.).

Es passa un qiiestionari als estudiants per examinar la comprensié formal, algoritmica i
intuitiva dels nombres racionals. .a comprensio algoritmica fa referéncia als procediments i
a les normes i inclou, també, la capacitat per explicar els passos dels algoritmes estandards.
La dimensi6 intuitiva compren les propies idees i creences sobre els continguts matematics,
aixi com els models mentals que intervenen a l’hora de representar els conceptes
matematics. Aquest coneixement s’utilitza amb tota confianga, sense necessitat de
demostrar-lo. La dimensié formal considera les definicions dels conceptes, operacions,
estructures 1 teoremes. L.a manca de relacié entre els coneixements formal, intuitiu i
procedimental podria ser una causa de les dificultats dels estudiants per comprendre

continguts matematics (Tirosh et al., 1998).

En la dimensi6 formal s’han examinat els coneixements dels estudiants de mestre en relacid
amb la densitat. L’estudi d’aquests continguts s’ha dut a terme durant el segon any de la

investigaci6. Només un 24 % dels estudiants de mestre ha considerat que entre 1/51 ¥4 hi
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ha infinits nombres. Un 43 % ha afirmat que no hi ha nombres entre aquestes dues

fraccions i un 30 % ha contestat que 4 és el nombre segtient de 1/5.

Aquestes mancances dels estudiants de mestre respecte al contingut de la densitat dels
nombres racionals també es posen de manifest en I'estudi TEDS-M (MECD, 2012),
presentat en el segon apartat d’aquest mateix capitol. En aquest treball s’evidencia que els
futurs mestres, en I'altim curs de formacio, presenten dificultats per entendre que entre dos

nombres donats hi ha un nombre infinit de nombres decimals.
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4 Metodologia de la recerca

Per explicar el disseny i la descripcié metodologica d’aquesta recerca, s’ha organitzat aquest
capitol en cinc apartats. En el primer, es definira el tipus de metodologia. En el segon, es
descriura la poblacié i el context de 'estudi. En el tercer apartat explicarem el procés que
s’ha seguit per elaborar els instruments utilitzats per obtenir les dades de la investigacio. A
continuaci6, dediquem un apartat a explicar 'administracié dels instruments per obtenir les
dades. Finalment, explicarem com s’ha dut a terme el procés d’analisi de les dades

obtingudes amb els diferents instruments.
4.1 Perspectiva metodologica

La metodologia de la recerca fa referencia a la manera d’enfocar la realitat que es vol
investigar, “constitueix un marc conceptual de referéncia i coherencia logica per descriure,
explicar 1 justificar el cami que es vol recérrer amb els principis i metodes més adequats per
a un projecte d’investigacié particular” (Sabariego, 2004; p. 80). En aquesta recerca,
I'enfocament metodologic és qualitatiu 1 ens basem, doncs, en un paradigma interpretatiu

amb I'objectiu de comprendre i interpretar la situacié estudiada.

A banda de la metodologia, cal determinar el métode d’investigacio, que ha de permetre fer
efectiu el desenvolupament de la recerca. L’estudi de cas és el métode en qué ens recolzem
en aquesta investigacid. Segons Sabariego, Massot 1 Dorio (2004), els casos soén “aquelles
Situacions o entitats socials iniques que mereixen interes en investigacié” (p. 311). El cas
d’aquesta recerca son els coneixements dels estudiants de mestre de primer curs del Grau

de Mestre d’Educacié Primaria.

Hi ha tres tipologies diferents d’estudis de casos: descriptiu, interpretatiu i valoratiu
(Merrian, citat a Sabariego et al., 2004). L’estudi de cas descriptiu presenta un informe
detallat basicament descriptiu, sense fonamentacié teorica ni hipotesis previes. Fa
referéncia habitualment a practiques innovadores (Merrian, citat a Sabariego et al., 2004).
En Testudi de cas interpretatiu, les descripcions sén més profundes per tal d’interpretar i
teoritzar sobre el cas i el “model d’analisi és inductiu per desenvolupar categories
conceptuals que il'lustrin, ratifiquin o desafiin suposits teorics difusos abans d’obtenir la
informacié” (Merrian, citat a Sabariego et al., 2004; p. 315). El tercer tipus d’estudi de cas,
el valoratiu, també descriu i explica, pero, a més, es fan judicis de valor com a base per

prendre decisions (Merrian, citat a Sabariego et al., 2004).

En aquesta recerca, I'estudi de cas és interpretatiu, ja que s’elaboraran descripcions
detallades amb l'objectiu de trobar categories a partir de Ianalisi inductiva, les quals
permetran fer interpretacions del cas estudiat (els coneixements dels estudiants de mestre), 1

es podran comparar amb els referents teorics presentats en el treball.
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» Objectiu 1: Desctiure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre les fraccions.

» Objectiu 2: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de
primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria sobre 'ensenyament de les

fraccions.

» Objectiu 3: Descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre
fraccions 1 sobre 'ensenyament de les fraccions dels estudiants de primer curs del

Grau de Mestre.

Per aconseguir aquests objectius, s’han obtingut dades a partir de dos instruments diferents:
un questionari sobre fraccions i I'elaboracié d’una seqiéncia d’activitats, també sobre
fraccions. Per obtenir les dades per assolir 'objectiu 1, s’ha utilitzat especificament el
questionari de fraccions. De la sequiencia d’activitats s’han extret les dades per assolir
lobjectiu 2. Per a P'objectiu 3, s’han fet servir les dades tant del qliestionari com de la

seqiiencia d’activitats.
4.3.1 Disseny del qiiestionari de fraccions

Per tal d’identificar els coneixements sobre les fraccions dels estudiants de primer curs del
Grau de Mestre d’Educacié Primaria (objectiu 1) i estudiar la relaci6 d’aquests
coneixements amb els de I'ensenyament de les fraccions (objectiu 3), s’ha elaborat un
questionari amb trenta preguntes relacionades amb el contingut de les fraccions (vegeu

annex 1).

Per dissenyar aquest qliestionari, s’han decidit, en primer lloc, els continguts de fraccions
que es volien estudiar. D’entrada, s’ha consultat el curriculum d’educacié primaria per

determinar quins continguts s’esmenten en relacié amb les fraccions (vegeu taula 4.1).

Taula 4.1. Continguts de fraccions en el curriculum d’educacié primaria organitzats per cicles (Generalitat de

Catalunya, 2007).

Cicles Continguts
Cicle inicial Us de les fraccions un mig i un quart en contextos significatius (p. 44)
Cicle mitja Reconeixement de la fraccié com a part d’una unitat i d’una col-leccié (p. 45)

Us de diferents models de representacié de les fraccions. Situacié dels nombres naturals i
fraccionaris més comuns (1/2, 1/3, V/4) sobre la recta numérica. Arrodoniment de nombres
en context (p. 45)

Us i relaci6 dels decimals i fraccions com a nombres que aproximen més la mesura (p. 45)

Realitzaci6é de sumes i restes amb fraccions senzilles acompanyades de diferents formes de
representaci6 grafica (p. 45)

Cicle superior | Us i comprensié de les fraccions i dels decimals per mesurar quantitats continues en
contextos significatius. Descripci6 oral, grafica i escrita dels processos de comprensi6 dels
diferents conjunts numerics i del calcul (p. 47)
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Reconeixement i s de les relacions entre fraccions, decimals i percentatges en casos
senzills (0,5, Y2, 50%; 0,25, V4, 25%; 0,1, 1/10, 10%). Analogia entre el sistema de
numeraci6 decimal i el sistema internacional de mesura (p. 47)

Us i contrast de diferents models per representar les relacions entre decimals, fraccions i
percentatges (p. 47)

Reconeixement i cerca de fraccions equivalents seguint camins diversos (p. 47)

Relaci6 dels nombres fraccionaris amb el calcul de probabilitats (p. 47)

Us de diferents models per comparar i ordenar fraccions i decimals (p. 47)

Situacié dels nombres decimals, fraccionaris i percentatges sobre la recta numerica (p. 47)

Aproximacié dels nombres decimals. Comprensio i us dels nombres decimals i fraccionaris
en I'aproximaci6 de la mesura (p. 47)

Interpretacié dels nombres naturals, decimals i fraccionaris en taules i grafics. Elaboracio
de grafics i taules a partir del comptatge 1 la mesura. Creaci6 de codis numerics (p. 47)

Comprensi6 i us de la suma i la resta de fraccions mitjancant representacions grafiques i
aritmetiques (p. 47)

Desenvolupament d’estrateégies de calcul mental amb nombres naturals, fraccionaris i
decimals (p. 22)

Estimacié raonable dels resultats de les operacions amb nombres naturals, decimals i
fraccionaris. Descripcié coherent del procés d’estimacié (p. 22)

Us dels nombres decimals i fraccionaris en I’aproximaci6 de la mesura (p. 24)

Relaci6 dels nombres fraccionaris amb el calcul de probabilitats (p. 206)

Dels continguts sobre fraccions que s’esmenten en el curriculum d’educacié primaria, s’han
escollit els que s’han considerat prioritaris en 'aprenentatge de les fraccions: significat de
fraccid, fraccions equivalents, comparacié i ordenaci6 de fraccions, operacions amb

fraccions i densitat i infinitud dels nombres racionals.

El llibre Connecting Mathematics for Elementary Teachers (Feikes et al., 2009) ha estat una
referéncia per justificar la importancia de cada tema escollit, ja que assenyala quins sén els
conceptes centrals relacionats amb les fraccions que cal aprendre a Ietapa d’educacié
primaria exposant estudis sobre com els nens d’aquesta etapa els aprenen, a la vegada que

mostra els errors principals que cometen els alumnes quan aprenen aquests continguts.

S’ha elaborat la taula 4.2 per mostrar a quins continguts fa referéncia cada pregunta. Es pot
comprovar que algunes preguntes s’orienten directament a un contingut pero que també

tenen a veure amb altres continguts de fraccions, si bé indirectament.
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Taula 4.2. Continguts de fraccions als quals fa referéncia cada pregunta.

Concepte  de | Fraccions Comparacié i | Operacions amb | Infinitud i
fraccié equivalents ordenacio de | fraccions densitat  dels
fraccions nombres
racionals

Nota: Les caselles amb un color més fort indiquen que la pregunta fa referencia directament al contingut en qiestio i, les
caselles amb un color més clar, que hi fa referéncia indirectament.

Algunes de les preguntes del questionari de fraccions s’han extret o modificat de preguntes
del llibre de Feikes et al. (2009). D’altres sén de creacié propia per acabar de completar el

questionari.

El qlestionari esta constituit per preguntes obertes i d’opcié mdltiple (en algunes es
demana explicar 'opcié o opcions escollides). A les preguntes obertes, en algun cas, es
demana una explicacié o justificacié i, en d’altres, resoldre una situacié o fer una

representaci6 grafica.
A continuacid, es presenten les preguntes del qliestionari organitzades per contingut. De

cada una, se’n justifica la tria, les caracteristiques, la valoraci6 i les fonts d’on s’ha extret en

cas que no sigui inventada.
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Significat de fraccio

El significat de fracci6 és un aspecte central en aquest estudi. Es vol con¢ixer que saben els

estudiants de primer curs del Grau d’Educacié Primaria sobre els continguts relacionats

amb el significat de fracci6. Aquest coneixement és basic perque el significat de fraccié esta

relacionat amb tots els altres continguts sobre fraccions: fraccions equivalents, comparaci6 i

ordenacié de fraccions, operacions amb fraccions 1 infinitud i densitat dels nombres

racionals. A la taula 4.3 es mostren les preguntes que fan referéncia a diferents continguts

relacionats amb el significat de fraccié ila font de cada pregunta.

Taula 4.3. Preguntes del questionati sobre el significat de fraccié i font de cada pregunta.

Preguntes del qiiestionari sobre els significats del concepte de fraccié

Font

1.Que és una fracci6é?

Creacié propia

2.Matca 'opci6 o opcions que consideres correctes:
[ Una fraccié és un nombre.
]  Una fraccié sén dos nombres.
[]  Una fracci6 és una relaci6 entre dos nombres.

Creaci6 a partir de
Feikes et al. (2009, p.
109)

4.Digues quines de les imatges segiients representen %. Explica per que ho representen o
per qué no:

(b) © @

Modificacié d’una
activitat proposada a
les proves NAEP del
2003 i extreta de
Feikes et al. (2009, p.
114)

5.Repartim 3 pizzes entre 4 persones, cada persona tindra: (Marca 'opcié o opcions que
consideres correctes)

1 % d’una pizza

O Y de cada pizza

L1 % de tres pizzes

| Y4 de totes les pizzes
[1  Cap de les anteriors

Creaci6 a partir de
Feikes et al. (2009, p.
109)

7.Com explicaries a un nen que no es pot sumar "2 de pizza gran amb 2 de pizza petita?

Creaci6 a partir de
Feikes et al. (2009, p.
120)

8.Assenyala les 2/5 parts d’aquest conjunt.

OO0 OO0 OCOOOOO

Creaci6 propia

9.Col'loca la fracci6 12/5 a la recta numérica segient:

0 12

Creaci6 propia

10.Col‘loca 9/24 a la recta numerica seguient i digues quina fracci6 és la que hi ha a la
ratlla de la dreta de la fraccié 9/24.

0 1/4

Creaci6 propia

11.Digues quines de les segiients situacions es poden representar amb una fraccié i, en
aquest cas, quina fraccié correspon a la situacié:
a. La Maria i en Martf fan Poperacié segiient: 8 + 3.

Creaci6 propia
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Tinc 3 monedes i me n’han donat 2 més.

La Marta diu que es menjara cinc sisens dels 36 caramels que té.
D’aqui tres quarts d’hora hem d’anar a dinat.

M’he comprat uns pantalons que els han rebaixat un 25%.

A la meva classe hi ha 13 nens i 12 nenes.

g.  He tret un 6,7 de 'examen de matematiques.

mo a0 T

15.Quina fraccié representa una quantitat més gran? Explica-ho.

. m Creacié propia

Acivitat de Feikes et

18.Fes un dibuix per representar 12/5. al. (2009, p. 114)

19.Digues quina fraccié hi ha representada a la imatge segiient. Digues qué representa el | Creacié a partir de
numerador i el denominador: Feikes et al. (2009, p.

OD

A continuacié es caracteritza, es justifica i es valora cada una de les preguntes del

questionari referents al significat de fraccié.
V' Pregunta 1

La pregunta 1, Qué és una fraccid?, esta col-locada en primer lloc perque els estudiants de
mestre la contestin sense estar condicionats per les altres preguntes del qiiestionari. Aixo
explica també que sigui una pregunta oberta, perque puguin expressar la idea que tenen de

que és una fraccio.
V' Pregunta 2

La pregunta 2 té relacié amb la pregunta 1; de fet, 'objectiu s’aproxima al de la pregunta 1,
saber quina idea tenen de queé és una fraccié. El que canvia entre la pregunta 1 ila 2 és el
format: la pregunta 2 és d’opcié multiple i, en conseqiiencia, els estudiants han d’escollir

entre una de les tres opcions.

Amb aquesta pregunta es pretén determinar si els estudiants tenen les mateixes dificultats
que habitualment mostren els nens quan aprenen el significat de fraccié per entendre que,
per exemple, I'1 i el 2 de la fraccié 1/2 representen les patts que agafem de les parts iguals
que es tenen i a la vegada representen un altre nombre, 1/2 (Bezuk, citat a Feikes et al.,
2009). Aixi doncs, una fraccid es pot entendre “com un nombre, o com una relacié entre
dos nombres, o de les dues maneres. Una idea clau és que una fraccié és un nombre, no
dos nombres, i aquest nombre pot ser sumat, restat, multiplicat, dividit, etc.” (Feikes et al.,

2009; p. 109).

Aixi, la primera opcié (Una fraccié és un nombre) 1 la tercera (Una fraccié és una relacié
entre dos nombres) es consideren respostes correctes, mentre que la segona opcié (Una
fraccié sén dos nombres) es considera incorrecta. Els estudiants que responguin la segona

opcié demostraran, basant-nos en el que s’ha comentat, que no tenen clar el concepte de
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fraccié. Smith (citat a Feikes et al., 2009; p. 103) argumenta que “per entendre el concepte
de fraccid, és basica la idea que les fraccions indiquen la relacié entre les parts i el toti no la
mida de la totalitat o la mida de les peces”, la qual cosa corrobora la tercera resposta com a

opcid correcta.
V' Pregunta 4

Amb aquesta pregunta es pretén identificar els coneixements dels estudiants sobre el
significat de la fraccié com a comparaci6 part—tot i també sobre les particions de la unitat,
¢s a dir, sobre que vol dir que una unitat estigui dividida en parts iguals. Sha partit de la
interpretacié de la fraccié com a comparacié part—tot i s’ha representat graficament la
fraccié6 3/4 a partir del model d’area, amb rectangles. Els estudiants han d’escollir les
opcions que considerin correctes i justificar aquesta tria. I’explicacié ha de permetre tenir
més informacié del coneixement que tenen els estudiants de que és una fraccid interpretada
com a part—tot. Les opcions correctes son la (a), la (b) 1la (d). A T’hora de decidir les imatges
s’ha tingut en compte que hi hagués una representacié de la fraccié 3/4 on les quatre parts
en que s’ha dividit la regié fossin de la mateixa area i la mateixa forma (opcié 4) i on les
quatre parts fossin de la mateixa area pero de diferent forma (opcions a1 d). Aquestes tres
opcions permetran veure si els alumnes tenen clar que, tot 1 que les parts en que s’ha dividit
la regi6 tenen forma diferent, si les parts tenen la mateixa area s’obté la representacié de la
fraccié %4. Per acabar de refinar la identificacié dels coneixements dels estudiants, s’ha
inclos 'opcid (¢), que mostra la divisio de la regié en quatre parts de la mateixa forma pero
d’arees diferents. Aixi es podra veure clarament qui té clar que 'essencial, a I’hora de
representar una fraccid, és que les parts en que es divideix una regié tinguin la mateixa area

sigui quina sigui la forma.

Aquesta pregunta és semblant a una qiiestié proposada a les proves NAEP del 2003, en
que els alumnes de quart de primaria havien d’escollir la regié que representava la fraccio
4. B1 83 % dels alumnes va identificar la resposta correctament (Feikes et al., 2009; p. 118).
Malgrat que la pregunta és diferent de la que s’ha proposat al qiiestionari, cal veure si el

percentatge d’estudiants de mestre que encerten la pregunta és el mateix.
v’ Pregunta 5

La pregunta 5, d’opcié mdltiple, es basa en la interpretacié de fracci6 com a quocient
(repartiment) en el sentit que Lamon (2012) explica aquesta interpretacid. Aquesta pregunta
esta formulada a partir de les respostes que solen donar els alumnes quan se’ls proposa que
resolguin el problema de repartir tres pizzes entre quatre persones: 1/4 d’una pizza, 1/4 de
cada pizza, 3/4 de tres pizzes i 1/4 de totes les pizzes. Les respostes incorrectes poden ser
degudes a la dificultat dels nens per entendre la unitat a que fa referencia la fraccié (Feikes

et al., 2009). A les respostes anteriors hi hem afegit opcié de Cap de les anteriors. Les
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respostes correctes sén: 1/4 de cada pizza i 1/4 de totes les pizzes. Segons la resposta que

els estudiants triin, s’apreciara si entenen a quina unitat es refereix cada fraccio.
v’ Pregunta 7

La pregunta oberta numero 7 també esta relacionada amb la unitat que es pren com a
referéncia per definir la fraccid, alhora que té a veure amb la idea que no es poden sumar
fraccions si aquestes no estan representades en unitats de la mateixa area. En aquesta
pregunta la fraccié s’interpreta com a comparacié part—tot. L’explicacié dels estudiants
hauria de fer esment del fet que no es poden sumar aquestes dues fraccions perque les
regions no so6n de la mateixa mida: en un cas tenim una pizza gran i, en laltre, una pizza

petita.
V' Pregunta 8

La pregunta 8 ha de servir per identificar la comprensié dels alumnes del significat de
fraccié d’una col‘leccié d’objectes. Aquest contingut no és més dificil que el de la fraccié
d’una regi6, pero els alumnes tenen poques experiencies amb fraccions de grups (Feikes et
al.,, 2009). Les respostes dels estudiants de mestre permetran detectar si tenen més
dificultats amb el concepte de fracci6 d’un grup o amb el de fraccié6 duna regié. La
resposta correcta ¢és assenyalar 6 cercles. Aquesta pregunta només admet una resposta
correcta. Els estudiants poden interpretar la fracci6 com a comparacié part—tot, com a

operador i també com a raé.
V' Pregunta 9

Un altre aspecte rellevant de la comprensié de fraccions és la capacitat per situar una
fracci6 a la recta numerica. A la pregunta 9 els estudiants han de col'locar la fraccié 12/5 a
la recta numerica, en que la longitud de cada segment representa una unitat. Hi ha la
dificultat afegida que 12/5 és una fraccié més gran que 1. Els estudiants disposen de
diferents opcions per sabet com collocar la fraccié 12/5 a la recta: poden fer la divisi6 de
12 entre 5 i col'locar el nombre 2,4 a la recta utilitzant el que saben de nombres decimals, o
bé escriure 12/5 com a nombre mixt, 2 i 2/5. L’opcié cotrecta és situar el 12/5 a la recta

numerica tal com es mostra a la figura 4.2.

12/5

Figura 4.2. Exemple de com situar la fraccié 12/5 a la recta numerica.

V' Pregunta 10

A la pregunta 10 apareix el contingut de situar una fraccié a la recta numerica i el contingut

d’equivalencia de fraccions. Per poder situar la fraccié 9/24, poden servit-se del fet que 1/4
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és equivalent a la fraccié 6/24 o bé que 9/24 és equivalent a la fraccié 3/8 i V4 és equivalent
a la fracci6 2/8. Per poder resoldre correctament lactivitat, cal que entenguin que la
longitud de cada segment representa tres vint-i-quatrens. Per identificar millor si ho
entenen, es demana que diguin quina fraccié hi ha a la ratlla de la dreta de la fraccié 9/24.
Per resoldre correctament la pregunta, han de situar el 9/24 a la ratlla de la dreta de la
fraccié 1/4 i dir que, a la ratlla de la dreta de 9/24, hi hautia la fraccié 12/24 o qualsevol

fraccié equivalent a aquesta (vegeu figura 4.3).

l) 1|/4 $ i‘\l

9/24 12/24=1/2

Figura 4.3. Exemple de com situar la fraccié 9/24 a la recta numerica.
V' Pregunta 11

La pregunta 11 és important per aprofundir en la comprensié dels estudiants sobre el
significat de fraccié. Han d’identificar quines situacions es poden representar amb una

fracci6 i, si escau, escriure la fraccié. A continuacié hi ha el comentari de cada opcié:
a. La Maria i en Marti fan 'operaci6 segient: 8 + 3.

La divisi6 8+3 es pot representar amb la fraccié 8/3.
b. Tinc 3 monedes i me n’han donat 2 més.

Aquesta opcid no es representa amb una fraccié directament, ja que la situacié es pot

representar coma 3 + 2.
c. La Marta diu que es menjara cinc sisens dels 36 caramels que té.

La situaci6 es pot representar com a 5/6 de 36, que déna 30. En el resultat final no cal

escriure una fraccid, pero si quan es calcula les 5/6 parts de 36.
d. D’aqui tres quarts d’hora hem d’anar a dinar.

Aquesta situacio si que es pot representar amb una fracci6: %a.
e. M’he comprat uns pantalons que els han rebaixat un 25%.

En aquest cas, també el 25% es pot representar com a 25/100.

f. A lamevaclasse hi ha 13 nens i 12 nenes.
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Es pot entendre la fraccié com a raé i dir les fraccions 13/25 i 12/25 com a relacié
entre nens i nenes i el total de nens de la classe respectivament, o bé la fraccié 13/12 o

12/13 com a fraccié que representa la relacié entre nens i nenes.
g. He tret un 6,7 de Pexamen de matematiques.

La nota 6,7 pot expressar la fraccié 67/100.
V' Pregunta 15

La pregunta 15 és una pregunta oberta amb la qual es vol identificar si els estudiants saben
que no es poden comparar dues fraccions si la unitat de referéncia no és la mateixa. St
només es tinguessin les fraccions 1/4 i 1/3 numericament, sense tenir les representacions
grafiques de cada fraccid, si que es podria dir que 1/3 és més gran que 1/4, pero no en
aquesta pregunta tal com esta formulada. Tot i que apareix el contingut de comparacié de
fraccions, el contingut prioritari és el de significat de fraccio i, en concret, el significat de la

unitat.
V' Pregunta 18

L’objectiu de la pregunta 18 és identificar els coneixements sobre la representacié grafica
del concepte de fraccié més gran que un 1 i, per tant, també sobre el significat de la unitat.
“Per a molts, la paraula fraccié significa menys que 1”7 (Feikes et al., 2009; p. 100), i, en
conseqtiencia, el significat de fraccié més gran que una unitat pot ser un concepte confus i
que pot suposar certes dificultats. La resposta correcta és qualsevol representacié grafica en
que es vegi representada la fraccié 12/5. Si s’interpreta la fraccié 12/5 com a mesura, els
estudiants poden representar aquesta fraccié a la recta numerica. En el cas de la
interpretacié de fracci6 com a comparacié part—tot, es poden dibuixar dues regions

ombrejades i una altra amb les 2/5 parts ombrejades. Per exemple:

Figura 4.4. Exemple de com representar graficament la fraccié 12/5.

V' Pregunta 19

La pregunta 19 incideix, com la 18, en el significat de fraccié més gran que 1 i en el
significat de la unitat, aquesta vegada, pero, de manera inversa: es demana quina fraccié hi
ha representada a la imatge. La resposta correcta d’aquesta pregunta pot ser 5/2 (211/2) o
bé 5/6, depenent de que es consideri com a unitat. Si es considera que un cercle és una
unitat, la resposta correcta és 5/2, mentre que si es consideren els tres cetcles com a unitat,
aleshores la resposta correcta és 5/6. Amb les respostes dels estudiants es veura com

interpreten la unitat 1 si presenten dificultats per identificar la fracci6 representada.
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Equivalencia de fraccions

El significat d’equivaléncia de fraccions és un contingut important per poder comprendre
bé les fraccions; també resulta basic per entendre la comparacié de fraccions. A la taula 4.4
es mostren les preguntes que fan referéncia al contingut d’equivaléncia de fraccions i la font

de cada pregunta.

Taula 4.4. Preguntes del qliestionari sobre 'equivalencia de fraccions i font de cada pregunta.

Preguntes del qiiestionari sobre equivaléncia de fraccions Font
6.Les imatges seglients representen la mateixa fraccié? Si [ No [ Modificacié d’una
Explica per que sf o per que no. activitat de Feikes et

al. (2009, p. 116)

16.Que vol dir que dues fraccions sén equivalents? Posa’n un exemple. S
Creaci6 propia

Creaci6 a partir de

17.Com pots explicar amb un dibuix que 4/816/12 s6n equivalents? Feikes et al. (2009, p.

106)

A continuacié es caracteritza, es justifica 1 es valora cada una de les preguntes del

questionari referents a 'equivaléncia de fraccions.
V' Pregunta 6

L’objectiu de la pregunta 6 és detectar la comprensié de Pequivaléncia de fraccions dels
estudiants observant si identifiquen que les dues imatges representen la mateixa fraccio,
encara que les parts de la segona imatge estiguin “separades”. Fis una pregunta amb dues
opcions de resposta en que cal que els estudiants justifiquin la resposta. Tals justificacions

ajudaran a entendre quina comprensié tenen de equivaléncia de fraccions.
V' Pregunta 16

A la pregunta 16 es demana directament que vol dir que dues fraccions sén equivalents;
d’aquesta manera, mitjancant una pregunta oberta, es podra veure quina idea tenen els
estudiants de qué vol dir l'equivalencia de fraccions. L’exemple que es demana

complementa I'explicacio, i pot ser tant un exemple numeric com grafic.
V' Pregunta 17

La idea que “una manera d’examinar si els nens comprenen equivaléncia de fraccions és
demanar-los que facin un diagrama” (Smith, citat a Feikes et al., 2009; p. 106) pot ser

traslladada als estudiants del Grau de Mestre d’Educacié Primaria. Per aixo, a la pregunta
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17 se’ls demana que expliquin amb un dibuix que dues fraccions sén equivalents. Aquesta
pregunta complementa les dues anteriors a ’hora d’identificar els coneixements dels
estudiants del grau de mestre sobre I'equivaléncia de fraccions, ja que es podran analitzar
les representacions grafiques que utilitzen per explicar que les fraccions 4/8 i 6/12 sén

equivalents.
Comparacio i ordenacié de fraccions

El contingut de comparacio 1 ordenacié de fraccions és un contingut del qual també s’han
volgut identificar els coneixements dels estudiants del grau de mestre, ja que és un concepte

prou important dins 'ambit de les fraccions i, en general, de les matematiques.

A la taula 4.5 es mostren les preguntes que fan referencia al concepte de comparacio i

ordenaci6 de fraccions i la font de cada pregunta.

Taula 4.5. Preguntes del qliestionari sobre la compatacié i ordenacié de fraccions i font de cada pregunta.

Preguntes del qiiestionari sobre la comparacio6 i ordenacié de fraccions Font

Creaci6 a partir de
Feikes et al. (2009, p.
108)

12.Digues quina opcié és correcta:
1 1/3>1/2 perqué....

O 1/3<1/2petqué....

13.Sense utilitzar el mem (minim comd maltiple), explica com saber quina fraccié és més

gran: 5/7 0 7/9?

Activitat de Feikes et
al. (2009, p. 114)

14.Els estudiants de la classe de la srta. Johnson havien d’explicar per queé 4/5 és més gran
que 2/3. Quina et sembla que és la millor raé?

L1 Kelly va dir: “ Perqueé 4 és més gran que 2”.

[ Keri va dit: “Perqué 5 és més gran que 3”.

Activitat proposada a
les proves NAEP del
1990 1 extreta de
Feikes et al. (2009, p.

0 Kim va dir: “Perque 4/5 és més proper a 1 que 2/3”. 130)
] Kevin va dir: “Perqué 4+5 és més que 2+3”.

A continuacié es caracteritza, es justifica i es valora cada una de les preguntes del

questionari referents a la comparacié i ordenaci6 de fraccions.
V' Preguntes 127 14

Algunes de les dificultats en relacié amb la comparaci6 i ordenacié de fraccions es donen
perque s’apliquen les regles dels nombres enters a les fraccions. “Per exemple, els nens
poden creure que 1/3 > 1/2 perque 3 > 2 7 (Feikes et al., 2009; p. 108). Les preguntes 12 i
14 s’han inclos al qliestionari per identificar si els estudiants del grau de mestre es basen en

aquestes idees erronies o si, per contra, tenen coneixements clars sobre la comparacié de
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fraccions. A la pregunta 12 han d’escollir una de les dues opcions que es proposen i

justificar-ne la tria. La resposta cotrecta és la segona opcid: 1/3 és més petit que 1/2.

La resposta 14 és d’opcié multiple, cal escollir una de les quatre opcions possibles. En
aquest cas, no es demana justificaci, ja que esta inclosa en la resposta que triin. La
dificultat de la pregunta 14 respecte a la 12 és que en la pregunta 14 es comparen dues
fraccions en que els denominadors i els numeradors son diferents. En canvi, a la pregunta
12 els numeradors son iguals. Com a exemple de la dificultat que podria suposar resoldre
aquesta pregunta, cal dir que només un 35 % dels nens de quart d’educaci6é primaria va
identificar correctament la resposta del problema 14, la tercera opcié (Feikes et al., 2009; p.
130). S’espera que els resultats dels estudiants d’aquesta recerca siguin millors que els dels

nens de quart.
V' Preguntes 13

A vegades els estudiants, per resoldre algunes situacions, fan servir procediments mecanics
sense entendre’ls prou, com és el cas dutilitzar el minim comu multiple per comparar
fraccions. La pregunta oberta numero 13 esta formulada amb l'objectiu d’identificar els
coneixements de que se serveixen els estudiants per comparar fraccions sense utilitzar el
minim comu multiple i observar quina comprensié en tenen més enlla d’utilitzar

procediments mecanics.
Operacions amb fraccions

Les operacions amb fraccions sén un contingut central en el tema de les fraccions, del qual

es vol determinar quin grau de comprensié en tenen els estudiants de mestre.

A la taula 4.6 es mostren les preguntes que fan referéncia a les operacions amb fraccions 1

la font de cada pregunta.

Taula 4.6. Preguntes del quiestionati sobre operacions amb fraccions i font de cada pregunta.

Preguntes del qiiestionari sobre operacions amb fraccions

Font

20.Fes una estimacié de 12/13 + 7/8, matca 'opcié que considetes cotrecta i explica com
ho has fet:

a1

a2

O 19

0 21

Activitat proposada a
les proves NAEP i
extreta de Feikes et al.

(2009, p. 107)

21.Calcula 1/3 + 2/5 i representa-ho graficament.

Creaci6 propia

22.Calcula 2/5 x % i representa-ho graficament.

Creaci6 propia
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23.Calcula 4/5+2/3.

Creaci6 a partir de
Feikes et al. (2009, p.
124)

24.Un alumne diu que 1/3 + 2/5 és 3/8. Es correcta aquesta resposta? Explica per qué si
o per qué no.

Modificacié d’una
activitat extreta de
Feikes et al. (2009, p.
121)

25.Quin és el valor de 4/5 -1/3 -1/15?

Activitat proposada a
les proves TIMSS del

O 1/5 1999 i extreta de

O 2/5 Feikes et al. (2009, p.

O % 122)

] 4/5

Activitat proposada a

26.Calcula 3/5 +3/10x4/15 = les proves TIMSS del

O 3/51 2003 1 extreta de

O 1/6 Feikes et al.(2009, p.

O 6/25 127)

I 11/25

O 17/25

27.1La divisi6 de dues fraccions és una fracci6 amb numerador 4. Quines poden ser
aquestes fraccions?

Creaci6 propia

28.Quin és el nombre que falta perqué es compleixi la igualtat segiient: 2/? X 6 = 4.

Creaci6 propia

A continuacié es caracteritza, es justifica 1 es valora cada una de les preguntes del

questionari referents a les operacions amb fraccions.
V' Pregunta 20

Per assegurar la comprensio sobre les operacions de fraccions no n’hi ha prou de veure que
els estudiants saben calcular operacions seguint un procediment mecanic, és necessati que
tinguin sentit numeric per poder fer estimacions del resultat. Per aquest motiu, s’ha inclos
al quiestionari la pregunta 20, per identificar quins coneixements tenen els estudiants sobre
I'estimaci6 de la suma de fraccions i, indirectament, sobre el significat de fraccio. Es una
pregunta d’opcié mualtiple, hi ha quatre opcions possibles i la resposta correcta és la segona.
El 2 és lestimacié de la suma de 12/13 i 7/8, ja que tant 12/13 com 7/8 es poden
aproximar a 1 i, per tant, la suma s’aproxima a 2. Fis remarcable que, a les proves NAEP,
un 55 % dels estudiants de 13 anys va escollir 'opcié del 19 o del 21 (Feikes et al., 2009; p.
107). En aquest cas, tornaria a donar-se el que s’ha esmentat anteriorment, que els
estudiants apliquen propietats dels nombres naturals a les fraccions i sumen els numeradors

o els denominadors per obtenir el resultat.

V' Preguntes 21 22
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A les preguntes 21 i 22 es demana que calculin una suma i una multiplicacié de dues
fraccions respectivament. Es volen determinar els coneixements dels estudiants de mestre a
I’hora d’operar amb fraccions. Les operacions amb fraccions se solen aprendre
mecanicament i sense entendre-les, quan s’oblida la regla costa trobar el resultat (Feikes et
al., 2009; p. 118). Per aquest motiu, en aquestes preguntes també es demana que
representin graficament la suma i la multiplicacié respectivament, per veure el nivell de
comprensié dels estudiants d’aquestes operacions. El resultat de I'operacié 1/3 + 2/ 5 és
11/15, i el de la multiplicaci6 2/5 x ¥4 és 3/10.

V' Pregunta 23

En aquesta pregunta es demana calcular la divisi6 4/5 + 2/3, amb la qual es volen
determinar els coneixements dels estudiants a 'hora de dividir fraccions. El resultat de
Poperaci6 és 6/5. Analitzant els procediments emprats pels estudiants, es podra determinar
quins algoritmes fan servir i també els possibles errors que fan en dur a terme aquests

procediments.
V' Pregunta 24

A la pregunta 24 es vol veure si els estudiants apliquen, tal com s’ha comentat abans,
propietats dels nombres enters per resoldre la suma de fraccions 1 per explicar la resposta.
Si responen la pregunta correctament, haurien de dir que la resposta és incorrecta, ja que
1/3 + 2/5 no déna 3/8, sin6 11/15. També es demana que justifiquin la resposta per veure
quins raonaments utilitzen, tant si han respost correctament com si no. En aquest sentit,
podrien explicar que no és correcta perque, en un cas, sumem ter¢os i, en Ialtre, cinquens i
no té sentit sumar els denominadors i els numeradors. T¢ sentit sumar els numeradors quan
tenim els mateixos denominadors, ja que aleshores sumem parts amb mateixa area. Es
podra determinar, per tant, com els estudiants justifiquen la resposta, si només diuen que la
suma ¢s incorrecta 1 quin és el resultat o si, per contra, expliquen correctament per qué no

es pot fer la suma, tal com es proposa a enunciat de la pregunta.
V' Preguntes 25 26

A les preguntes 25 i 26 hi intervenen tres fraccions en comptes de dues com a les anteriors
1 també es proposen per determinar els coneixements dels estudiants a ’hora de calcular
amb fraccions. Totes dues sén d’opcié multiple. A la namero 26, per resoldre-la
correctament, s’ha de tenir en compte la prioritat de les operacions. Les dues preguntes
formen part de les proves TIMSS i, per tant, se’n tenen els resultats. La pregunta 25, als
Estats Units, la van respondre correctament un 55 % dels estudiants de grau 8, i la pregunta
26, també als Estats Units, la van encertar un 36,2 %. La resposta correcta de la pregunta
25 és la segona opcid, 2/5, i la resposta correcta de la pregunta 26 és I'dltima opcid, 17/25
(Feikes et al., 2009).
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V' Pregunta 27

En aquesta pregunta els estudiants han de trobar dues fraccions de manera que la seva
divisié doni una fraccié amb numerador 4. Hi ha tres opcions: 1/B + C/4,2/B+C/2,4/B
+ C/1 (amb B i C nombres qualssevol diferents de 0). Aqui s’analitzaran els coneixements
dels estudiants a I’hora de resoldre una situacié amb diverses opcions 1 sense un resultat
determinat, ja que pot tenir moltes solucions. Cal veure si els estudiants donen fraccions
concretes o, per contra, saben generalitzar 1 donar la soluci6 tenint en compte totes les

solucions possibles.
V' Pregunta 28

A diferencia de I'anterior, en aquesta pregunta, perque es compleixi 'equacio, només hi ha
una solucio, el nimero 3. Quan s’analitzin les respostes, es podra veure si els estudiants
resolen la pregunta mitjancant la multiplicacié de fraccions o bé a partir de la interpretaci6

de la fraccié com a operador d’'un nombre.
Infinitud i densitat dels nombres racionals

La propietat que assenyala que entre dues fraccions sempre n’hi ha una altra és un concepte
important en matematiques i del qual normalment a primaria no es parla (Feikes et al.,
2009). El significat de la infinitud també és un concepte poc tractat a 'educacié primaria.
S’han inclos tres preguntes al qiiestionari sobre aquests dos continguts per tal de veure
quines idees en tenen els estudiants de mestre. A la taula 4.7 es mostren les preguntes que

fan referencia a infinitud 1 densitat dels nombres racionals 1 la font de cada pregunta.

Taula 4.7. Preguntes del quiestionari sobre la infinitud i la densitat dels nombres racionals i font de cada

pregunta.
Preguntes del qiiestionari sobre la infinitud i la densitat Font
Activitat de Feikes,
3.(a) Quina és la fraccié més gran que coneixes? Schwingendorf 1
(h) Quina és la més petita? Gregg (2009, p. 110)
Creaci6 a partir de
29.Quantes fraccions hi ha entre 2/5 i 4/5? Explica-ho. Feikes, Schwingendorf
i Gregg (2009, p. 129)
Creaci6 a partir de
30.Pots trobat una fraccié entre 1/7 i 1/8? Explica-ho. Feikes, Schwingendorf
i Gregg (2009, p. 129)

A continuacié es caracteritza, es justifica 1 es valora cada una de les preguntes del

questionari referents a la infinitud i la densitat dels nombres racionals.
V' Pregunta 3

Les dues opcions de la pregunta 3 haurien de donar informacié de com comprenen els

estudiants de mestre la infinitud dels nombres racionals, a la vegada que també es
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comprovara el coneixement que tenen sobre 'equivaleéncia de fraccions i la comparaci6 de
fraccions. Alguns estudiants de quart d’educaci6 primaria van respondre que la fraccié6 més
gran que coneixien era 1/2, 1/1, 12/12, 99/100, 100/100, 999.999.999/999.999.999 i, la
fracci6 més petita, 1/2, 1/1, 0/0, 3/4. Altres estudiants van dir que la més petita era 1/1 i,
la més gran, 100/100. Un estudiant va dir que 1/2 era la més gran i 3/4 la més petita
(Feikes et al., 2009; p. 117). En alguns casos, diuen fraccions equivalents a 1 pero amb
numeradors i denominadors més grans que 1 (12/12, 100/100 1 999.999.999/999.999.999),
cosa que manifesta poca comprensio de les fraccions equivalents. La fraccié 99/100 és més
petita que 1; que diguin que és la més gran demostra mancances de comparacié de
fraccions. La conclusio és la mateixa per a 'alumne que diu que la fraccié més gran és 2 i
la més petita és 4. En totes les situacions, pero, s’evidencia una manca de comprensi6 de
les propietats dels nombres racionals. Cal comprovar si, en el cas dels estudiants del grau de
mestre, apareixen les mateixes dificultats. L.a resposta correcta de lopcié a) és que no
existeix una fraccié que sigui més gran que totes les altres. En el cas de l'opcié b), la
resposta depén de si consideren els racionals, els racionals positius o els racionals positius
més el zero. En el cas dels racionals positius, no hi ha una fraccié més petita que les altres.
En canvi, en el cas dels racionals positius més el zero, la resposta seria 0/2 amb « diferent
de 0.

V' Preguntes 29 i 30

Tant la pregunta 29 com la 30 fan referéncia a la densitat dels nombres racionals, és a dir, al
fet que entre dues fraccions hi ha infinites fraccions. A la pregunta 29 es demana la
quantitat de fraccions que hi ha entre 2/514/5. S’ha escollit el mateix denominador perque
pot set que els estudiants tinguin clar que n’hi ha una, que és 3/5, petd que no s’adonin que
n’hi ha més. En canvi, a la pregunta 30, s’ha triat un numerador igual i denominadors
consecutius. En totes dues es demana que justifiquin la resposta per tenir més informaciod

dels coneixements que tenen en relacié amb aquest tema.
4.3.2 Elaboracié d’una seqii¢ncia d’activitats

Per tal d’identificar els coneixements sobre 'ensenyament de les fraccions dels estudiants
de primer curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria (objectiu 2) 1 estudiar la relacié
d’aquests coneixements amb els de les fraccions (objectiu 3), s’ha dissenyat una pauta per

elaborar una seqiiéncia d’activitats® (vegeu figura 4.5).

A partir d’aquesta pauta, els estudiants han de dissenyar una sequencia d’activitats d’un
contingut concret de fraccions dirigida a un curs d’educaci6 primaria. Per elaborar-la, no hi

ha ni minim ni maxim d’extensio.

5 A partir d’ara, ens referirem a aquest instrument com a seqiiencia d’activitats.
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ELABORACIO D'UNA SEQUENCIA D’ACTIVITATS

Es tracta d’elaborar una sequiencia d'activitats sobre fraccions dirigida a un determinat curs de primaria.
La sequiencia ha de contenir:

Titol de la seqgiiencia.

El curs al qual es dirigira la seqiiéncia d'activitats.

Objectius i competéncies.

Continguts (Conceptes, Procediments i Actituds).

Idees matematiques que es pretenen treballar (formulades en forma de frases que expressin

idees i no com a simple llista de conceptes).

6. Criteris metodologics (principis didactics que es tindran en compte per elaborar la seqiencia
d'activitats, tant els de caracter més general com els més vinculats a la didactica de les
matematiques: paper de I'alumnat, del professorat, dels recursos, dels espais, del temps,...).

7. Activitats

a. Numero d'ordre

b. Objectiu de I'activitat: Amb aquesta activitat es pretén que....

c. Descripcio de I'activitat concretant al maxim: explicar quée es fara i com es fara (rol dels
nens i nenes, rol del mestre, materials, espais, fitxes d'observacié, preguntes que es
faran, explicacions tedriques, material que es donara als alumnes, etc.).

8. Avaluaci6 de la sequéncia (qué s'avaluara, com s'avaluara, quant s'avaluara i amb quins
instruments).

9. Fonts d’informaci6 consultades.

gkrwNPRE

Figura 4.5. Pauta per elaborar la seqiiéncia d’activitats de fraccions.

La pauta presentada conté apartats dels quals, en aquest treball, no s’han analitzat les dades
obtingudes, pero es van demanar perque era una de les tasques que es van tenir en compte
per avaluar I'aprenentatge dels estudiants de I'assignatura de Didactica de la Matematica 1.
En el marc d’aquesta assignatura, els estudiants van presentar una primera versié de la
sequencia d’activitats i, durant el semestre, van anar fent canvis en aquesta primera versié
en funcié del que s’anava treballant a ’assignatura. El procés de millora i la versi6 final que
van lliurar sén els dos aspectes que es van considerar per avaluar els aprenentatges dels

estudiants.

En aquest estudi, tal com s’explicara en el subapartat 4.5.2, ens hem basat principalment a
analitzar les explicacions teoriques i els exemples proposats en les activitats de la seqiiéncia

(vegeu apartat 7 de la figura 4.5).
4.4 Obtenci6 de dades

Tal com s’ha comentat en I'apartat 4.2, els participants en ’estudi eren estudiants de primer
curs del Grau de Mestre d’Educacié Primaria que encara no havien cursat cap assignatura

de didactica de la matematica.

Durant la primera sessi6 de classe de 'assignatura de Didactica de la Matematica I, després
de la presentacid, es va explicar la pauta per elaborar la seqiéncia d’activitats que s’ha
presentat a apartat anterior i es va especificar quins eren els objectius d’aquest treball. Els

estudiants van tenir quinze dies per elaborar la seqiiencia d’activitats en hores de treball
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personal. Tal com s’ha comentat, aquest treball era una tasca avaluable dins I’assignatura de

Didactica de la Matematica 1.

Pel que fa al qliestionari, es va passar també en comengar I'assignatura de Didactica de la
Matematica I, el segon dia de classe. Es van explicar quins eren els objectius del qiiestionari
1 es va deixar tota una sessio de classe (una hora i mitja) per contestar-lo amb tranquil-litat.
Es va informar els estudiants que respondre el qlestionari era un acte totalment lliure i
voluntari; aquesta tasca no s’avaluava dins I'assignatura de Didactica de la Matematica 1.
Durant tot el procés d’elaboracié de la recerca s’ha mantingut la confidencialitat de cada

estudiant.

Tant la seqliencia d’activitats com el qliestionari es van presentar en iniciar I’assignatura, de
manera que encara no haguéssim impartit continguts de didactica de les matematiques i, per
tant, poguéssim descriure, analitzar i interpretar els coneixements sobre les fraccions i el
seu ensenyament que tenen quan comencen els estudis del grau de mestre sense

interferéncies de cap assignatura de didactica de la matematica.
4.5 El procés d’analisi de dades

En aquest apartat s’explicara amb detall quin ha estat el procés que s’ha dut a terme per
analitzar les dades obtingudes a partir del qiiestionari i de la seqiiéncia d’activitats. També
s’explicara com s’han relacionat les dades que s’han obtingut del qiestionari amb les de la
sequencia d’activitats. Primerament, s’exposara com s’han analitzat les dades obtingudes
amb el qiiestionari; a continuacié, el procés d’analisi de les dades obtingudes amb la
seqiiencia d’activitats, i, finalment, el procés d’analisi per comparar les dades obtingudes

amb el quiestionari 1 amb la seqliencia d’activitats.
4.5.1 El procés d’analisi del qliestionari

Per dur a terme el procés d’analisi de les respostes del qiiestionari, primerament s’han
escanejat les que contenen alguna representacié grafica o esquema, per tal de facilitar-ne
P'accessibilitat. A continuacié s’han organitzat les respostes amb el suport del programa
Microsoft Access. S’ha elaborat una base de dades mitjan¢ant una taula de doble entrada on
cada columna conté totes les respostes d’una pregunta del questionari i, cada fila, les
respostes d’un estudiant. Per introduir les respostes a la taula, s’ha assignat un codi a cada

estudiant per tal de mantenir-ne la confidencialitat.

Amb el mateix programa Microsoft Access, s’ha dissenyat un informe individual per a cada
pregunta que en conté totes les respostes. A 'annex 2 es mostren els informes de totes les
preguntes i, per tant, totes les respostes dels questionaris per facilitar la transparencia

d’aquesta recerca.
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S’ha realitzat un buidat de les dades dels informes a un arxiu creat amb el programa
Microsoft Excel per tal de facilitar el tractament de la informacié. Per a cada pregunta s’ha

creat una taula en que s’inclouen les respostes.

A partir de la lectura dels informes fets amb I’Access i de les respostes organitzades a
I’Excel, s’han anat buscant aspectes en comu en les respostes per poder crear les categories.
En aquest procés s’han tingut en compte referents del marc teoric, aixi com procediments
de caracter inductiu a partir de les dades. En el full de calcul creat s’han reorganitzat les
dades sistematicament fins a trobar les categories definitives (vegeu annex 3). La validacié

de les categories s’ha realitzat per mitja d’una triangulacié de les dades amb dos experts.

A banda de la descripcié concreta de les categories de cada pregunta, s’han elaborat taules
de contingéncia amb el recompte i percentatge d’estudiants que fan referéncia a cada
categoria (vegeu capitol 5). En el capitol 5 s’explicara com s’ha pres la decisi6é de col'locar

cada estudiant en una categoria o una altra i també la discussié d’aquests resultats.

Finalment, s’elaboren les conclusions a partir d’interpretar les idees fonamentals obtingudes

en tot aquest procés d’analisi de dades 1 comparar-les amb el marc teoric.
4.5.2 El procés d’analisi de la seqiiéncia d’activitats

Per dur a terme el procés d’analisi de la seqiiencia d’activitats, primerament s’han escanejat
totes les seqiiencies elaborades pels estudiants per tal de facilitar-ne ’accessibilitat (vegeu
annex 4). A continuaci6 s’han organitzat amb el suport del programa informatic d’analisi de
dades qualitativa Atlas.ti. A cada sequéncia se li ha assignat un codi, el mateix que s’ha
assignat a cada estudiant en analitzar-ne el questionari. Les sequéncies s’han considerat

documents primaris en el programa Atlas.ti.

Tal com s’ha explicat en el subapartat 4.3.2, de tots els apartats que s’ha demanat als
estudiants en la pauta d’elaboracié de la seqiiencia, I'analisi només s’ha centrat en I'apartat 7
(vegeu figura 4.5), en que els estudiants expliquen les activitats. Per coheréncia amb els
objectius d’aquesta recerca, s’ha decidit analitzar en les activitats de la seqiiencia els
mateixos continguts que s’analitzen en el questionari: significat de fraccid, equivaléncia de
fraccions, comparacié 1 ordenacié de fraccions, operacions amb fraccions i infinitud i

densitat dels nombres racionals.

Per obtenir una visi6 global de les activitats proposades pels estudiants, se n’han fet
diverses lectures a fi de familiaritzar-nos-hi. En aquesta primera aproximaci6 a les dades,
s’ha detectat que els estudiants, en les seves activitats, donen explicacions teoriques i/o
exemples relacionats amb les explicacions, aixi com també propostes d’exercicis i
problemes dels continguts que han escollit tractar. S’ha decidit analitzar en les activitats de
la sequéncia, per a cada un dels continguts de fraccions esmentats, les explicacions i els

exemples que els estudiants han donat. Creiem que les explicacions i els exemples de les
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activitats de la seqiiencia permetran observar més a fons els coneixements dels estudiants
de mestre sobre 'ensenyament de fraccions, aixi com relacionar aquests coneixements amb
els del qiiestionari. En efecte, els estudiants, en les explicacions teoriques de la seqiiencia,
donen definicions de continguts matematics, expliquen procediments de calcul, suggereixen
exemples, etc.; és a dir, proposen una serie d’informacions de tipologia semblant a les que
s’han demanat en les preguntes del quiestionari, la qual cosa hauria de facilitar la relacio

entre les dades obtingudes amb el questionari i les que s’han obtingut amb la seqtencia.

En les explicacions i els exemples que els estudiants han donat en relaci6 amb els
continguts de fraccions, s’han analitzat les mateixes explicacions sobre aquests continguts,
la tipologia dels exemples donats i la interpretacié de fraccié en que s’han basat els
estudiants. En algun contingut en concret, quan s’han analitzat les explicacions, aquestes
s’han relacionat amb els exemples proposats. Aquestes particularitats en l'analisi de les
explicacions i els exemples es concretaran molt més en el capitol 6, quan s’exposi 'analisi

de dades de la sequencia.

A banda de considerar les explicacions 1 els exemples dels continguts de fraccions tractats
en aquesta recerca, s’ha decidit també analitzar totes les representacions grafiques que s’han
proposat en la sequencia, tant en les explicacions i els exemples com en els exercicis 1 els

problemes que els estudiants han plantejat en les activitats de la seqtiencia.

El segtent pas del procés d’analisi de la seqiiencia ha estat marcar els fragments de les
activitats en qué els estudiants han fet explicacions i/o han suggerit exemples per ensenyar
els diferents continguts de fraccions tractats en aquest estudi, 1 s’han considerat citacions
dins de ’Atlas.ti. A continuacié s’han codificat aquestes citacions per facilitar-ne la cerca i
I'organitzacié segons diferents criteris. Per exemple, per codificar les citacions referents al

contingut de I'equivaléncia de fraccions, s’han utilitzat els codis segiients:

» Codis aplicats a les citacions que inclouen explicacions teoriques sobre equivalencia de
fraccions:
- Definici6: fraccié equivalent
* Codis aplicats a les citacions que inclouen elements que donen informacié sobre la
interpretaci6 de fraccio:
- Interpretacio fraccié equivalent: comparaci6 part—tot
- Interpretacio fraccié equivalent: quocient
- Interpretacio fraccié equivalent: ra6
- Interpretacio fraccié equivalent: mesura
- Interpretacio fraccié equivalent: operador
* Codis aplicats a les citacions que inclouen exemples per explicar I'equivaléencia de
fraccions:

- Exemple fracci6 equivalent: context real simulat
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- Exemple fracci6 equivalent: imatge
- Exemple fracci6 equivalent: simbol matematic
- Exemple fracci6 equivalent: expressié verbal

- Exemple fracci6 equivalent: objecte

Per codificar les citacions dels altres continguts de fraccions, s’han emprat els mateixos
codis que els que s’han presentat per al contingut de l'equivaléncia de fraccions, pero
canviant fraccié equivalent pel contingut que es codifica. Per exemple, per codificar els
fragments on apareixen exemples amb imatges de la comparacié de fraccions, s’ha fet servir
el codi Exemple comparacié de fraccions: imatge. En codificar les citacions referents al
significat de fraccid, a més del codi Definicioé: fraccid, també s’ha utilitzat el codi Definicio:

numerador 1 Definicio: denominador.

En el cas de la codificacié de les representacions grafiques, en totes les activitats de la
seqiiencia s’han utilitzat codis diferents que els de la codificacié de les explicacions i els

exemples. Concretament, s’han emprat els codis segtients:

* Codis aplicats a les citacions amb representacions grafiques, diferenciant si la unitat esta
dividida en parts iguals i forma igual o en parts iguals i forma diferent:
-Representacio: area igual i forma igual
-Representacié: area igual i forma diferent
-Representacio: area diferent
» Codis aplicats a les citacions amb representacions grafiques segons el model utilitzat:
-Representacié: model d’area
-Representacié: model de grup
-Representacié: model de longitud
* Codis aplicats a les citacions amb representacions grafiques segons la imatge utilitzada:
-Representacié: quadrat
-Representacio: rectangle
-Representacié: cercle
-Representacio: hexagon
-Representacio: imatges reals

-Representacio: altres

A Thora de codificar les explicacions, els exemples i les representacions grafiques de totes
les activitats, s’ha considerat un codi anomenat Error per marcar els errors que s’han comes

a la seqiiencia.

En finalitzar la codificacié de les citacions que contenen explicacions, exemples o

representacions grafiques amb el suport de I’Atlas.ti, aquestes citacions s’han introduit en
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un full de calcul elaborat amb el programa Microsoft Excel per tal de comencar el procés

de categoritzaci6 (vegeu annex 5).

Tant les explicacions teoriques i els exemples com les representacions grafiques s’han
organitzat en categories tenint en compte els elements comuns que hi apareixen. Aquestes
categories s’explicaran amb més detall al capitol 6. La validacié de les categories s’ha

realitzat per mitja d’una triangulaci6 de les dades amb dos experts.

S’han elaborat taules de contingéncia amb el recompte 1 percentatge d’estudiants que han
fet referencia a cada categoria (vegeu capitol 6). En el capitol 6 s’explicara com es va
prendre la decisié de col'locar cada estudiant en una categoria o en una altra, aix{ com la

discussié d’aquests resultats.

Finalment, s’elaboren les conclusions a partir d’interpretar les idees fonamentals obtingudes

en tot aquest procés d’analisi de dades 1 comparar-les amb el marc teoric.
4.5.3 El procés d’analisi de la relacié entre el qliestionari i la seqiiéncia

Per dur a terme el procés d’analisi de la relacié entre els coneixements sobre fraccions i els
coneixements sobre ’ensenyament de fraccions, s’ha partit de les categories obtingudes en
analitzar el questionari i la seqiiéncia d’activitats. Només s’han relacionat les dades del
questionari amb les de la seqiiencia que fan referéncia als continguts de significat de fraccio,
comparaci6 1 ordenaci6 de fraccions i equivalencia de fraccions. S’han seleccionat aquests
continguts perque, tal com s’ha vist en el marc teoric, sén essencials per entendre els altres

continguts de les fraccions, com ara les operacions amb fraccions.

Per a cada contingut de fraccions, s’ha observat quins estudiants han donat explicacions i/o
exemples a la sequéncia i s’han tingut en compte les respostes del questionari d’aquests
mateixos estudiants. Aleshores, s’han organitzat les dades que s’han extret de la seqiiencia i

del qliestionari en un mateix full de calcul per poder relacionar-les (vegeu annex 0).

En Tanalisi de la relacié entre el questionari 1 la sequéncia, s’ha intentat detectar quins
elements de les respostes del qliestionari es mantenen en les explicacions de la sequéncia i
quins canvien i, en aquest cas, de quina manera canvien. Com que cada contingut de
fraccions analitzat té caracteristiques diferents, també hi ha diferéncies en l'analisi de la
relaci6 entre questionari 1 seqiiencia. Per aixo, I’analisi d’aquesta relacié s’explicara amb més

detall en el moment de fer-la, en el capitol 7.
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5 Analisi de dades del qiiestionari

En aquest capitol es presenta 'analisi de dades en relacié amb el primer objectiu d’aquesta
recerca: descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre

les fraccions. Aquest objectiu es concreta en cinc d’especifics:

Objectiu 1.1: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre el significat de fraccio.

Objectiu 1.2: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'equivaléncia de fraccions.

Objectiu 1.3: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre la comparaci6 i ordenacié de fraccions.

Objectiu 1.4: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre les operacions amb fraccions.

Objectiu 1.5: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre la infinitud i densitat dels nombres racionals.

Aquest capitol s’organitza en cinc apartats, i en cada un s’expliquen els resultats dels
objectius especifics que s’han esmentat. Aquests resultats s’obtenen de l'analisi de les
preguntes del questionari que s’han agrupat segons el contingut al que fan referéncia:
significat de fraccio, fraccions equivalents, comparacio i ordenacié de fraccions, operacions
amb fraccions i infinitud i densitat dels nombres racionals. De cada pregunta s’expliquen
quines categories s’han obtingut a partir de I'analisi de dades a la vegada que es presenten

els resultats i la discussié d’aquests.
5.1 Analisi de dades del qiiestionari en relacié amb el significat de fraccio

En aquest apartat es presenta I'analisi de dades de les preguntes del qiiestionari que fan

referencia al significat de fraccio.
5.1.1 Analisi de dades de la pregunta 1

A la figura 5.1 es mostra la pregunta 1 on els estudiants de mestre han hagut d’explicar el

que és una fraccio.

1.Queé és una fraccio?

Figura 5.1. Pregunta 1 del questionari de fraccions

Un unic estudiant no ha contestat aquesta pregunta. Les respostes dels estudiants que han

contestat la pregunta 1 estan distribuides en set categories segons I’explicacié de fraccid que
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han elaborat: Part o parts d’una unitat (SI1), Proporcié (SI2), Nombre (SI3), Repartiment
(S14), Divisi6 de dues quantitats (SI5), Operaci6 (SI16) 1 Relacié entre dos nombres (SI7).

Hi ha estudiants que han donat explicacions en una unica categoria, mentre d’altres n’han
donat en dues o tres. A la taula 5.1 es mostra la quantitat d’estudiants que han elaborat

respostes en cada una o més d’una de les categories.

Taula 5.1. Classificacié de les respostes segons la categoritzaci6 de les definicions de fraccié.

Codi Categoria Quantitat

d’estudiants
S11 Part o parts d’una unitat 21
S12 Proporcié 2
SI3 Nombre 4
S14 Repartiment 2
S15 Divisi6 de dues quantitats 3
SI6 Operacié 1
S17 Relaci6 entre dos nombres 4
SI1iSI3 | Part o parts d’'una unitat i Nombre 6
8121 SI3 | Proporcié i Nombre 1
SI13, SI4 | Nombre, Repartiment i Operacié 1
i SI6

A continuaci6 s’expliquen les caracteristiques que defineixen cada categoria a la vegada que
es presenten exemples determinats de les respostes d’estudiants que formen part d’una

categoria o de més d’una.
Part o parts d’una unitat (SI1)

Aquesta categoria ¢és la més nombrosa, conté les respostes dels vint estudiants que han
definit el que és una fraccio fent referéncia a una part o més d’una part d’'una unitat. Amb
aquesta definicié interpreten la fraccié com a comparacié part-tot. Les respostes s’han
classificat en dues subcategories: part d’una unitat 1 parts d’'una unitat. A continuacio

s’expliquen les respostes de cada subcategoria.
Part d’una unitat (SI1.1)

En aquest grup hi ha els nou estudiants que han expressat que una fraccié és una part d’una
unitat, d’unitats, d’'un tot o d’un total. Quatre estudiants han dit que la fraccié és una part
d’una unitat, un estudiant que és la part d’un total o unitat, un altre estudiant que és una
part d’'una unitat o unitats, un tnic estudiant que és una part d’un tot o unitat i per ultim un
estudiant que és una part d’un total. Un estudiant explica erroniament que “son dos nombres
que marquen la porcio de la part de baix que determina el total”’. Entenem que volia explicar que

s’agafa una part de les parts en que s’ha dividit la unitat segons el denominador.
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Tres d’aquests vuit estudiants expliquen que una fraccié esta composada pel numerador i el
denominador 1 un d’aquests tres s’equivoca en referir-se al terme denominador,

anomenant-lo “nominador”’.

Un altre estudiant d’aquest grup comet un error quan pretén explicar que la unitat es pot
dividir de diverses maneres dient que es pot dividir en diverses fraccions, concretament
explica que “Es la part d'una unitat. La unitat pot dividir-se en diverses fraccions i expressar-se per

escrit diferent”.

Parts d’una unitat (SI11.2)

Dotze estudiants han explicat el que és una fraccié fent referéncia a les parts que s’agafen
de les parts amb que s’ha dividit una unitat. Cinc estudiants han dit que una fraccié és una
relacié entre dos nombres que indica les parts que s’agafen de les parts amb qué s’ha dividit
la unitat, dos estudiants en comptes de dir que és una relacié entre dos nombres, han dit
que és una divisié de dos nombres, un unic estudiant, que és una unitat matematica i els
quatre estudiants restants només han parlat del nombre de parts que s’agafen de les que es
tenen. Un dnic estudiant ha posat un exemple, ha dibuixat un rectangle dividit en cinc parts

i n’ha marcat quatre per representar la fraccié 4/5.

Un estudiant d’aquest grup ha confés el numerador i el denominador afirmant que “Fs ma

relacid entre nombres. Ens indica quantes parts del numerador estan seleccionades per el denominador’.
Proporcio6 (SI2)

Els dos estudiants que formen part d’aquesta categoria han explicat que una fraccié és una

proporcid. Un dels estudiants diu directament que “Es wna proporcid entre dos nombres” mentre

que Paltre afegeix que és una relacié de dos nombres, concretament diu que “Es #na relacid

de dos nombres qgue representen una proporcid”’. Ambdos pero, deixen clar que es tracta d’una
b

proporcio.
Nombre (SI3)

Les respostes dels estudiants d’aquesta categoria sén diverses, tot i que coincideixen en
explicar que una fracci6 és un nombre. Per exemple, un estudiant afirma que una fracci6 és
“Un nombre que podem representar de moltes maneres (decimal, grafic, percentatge...)’, mentre que un
altre explica que “Una fraccid és una operacid matematica que consta de dos nombres pero determinen un
sol resultat, un sol nombre’. Totes les definicions d’aquesta categoria deixen clar que una
fraccié és una manera d’expressar o representar un nombre i dues de les definicions fan

referéncia concretament als nombres decimals.
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Un estudiant explica que la fraccié és “La relacid entre dos nombres reals per definir un nomtbre en
concref”, 1 per tant, comet un error en considerar que el numerador 1 el denominador sén

nombres reals en comptes de nombres naturals.
Repartiment (SI4)

Dos estudiants expliquen que una fraccié és un repartiment. Un dels dos explica
directament que una fraccié és una forma de representar un repartiment mentre que I’altre
ho fa a través d’un exemple: “Es dividir un nombre en parts ignals, per exemple dividir nna pizza en
4 parts entre 4 persones de manera que a cada persona li toca 1/4”. En els dos exemples s’interpreta

la fraccié com a quocient.
Divisié de dues quantitats (SI5)

Tres estudiants expliquen que una fraccié consisteix en dividir una quantitat en una altra
quantitat sense afegir res més. Aquests estudiants fan referencia al fet que en el numerador
hi ha un nombre que es pot dividir pel denominador. Un dels dos comet lerror de
confondre el numerador amb el denominador: “Una fraccid consisteix en dividir una quantitat (el

denominador) en una altra quantitat (numerador)”.
Operacio (SI16)

En aquesta categoria només s’ha considerat un sol estudiant. Es Ianic que concreta que
fonamentalment la fraccié és una operacio, dient que “Una fraccid és una operacio, +, -, X, .
La paranla ja ho din, fraccid, fraccionar. 1.0bjectin de la fraccid és intentar fraccionar-la al maxim,
simplificar i donar un nombre. Ex: 20/10 =10/5=2". Aquesta definici6 no és prou correcta ja
que no s’entén que vol dir amb que “una fraccid és una operacio +, -, X, =.”, no s’entén com és

que parla de les quatre operacions, suma, resta, multiplicacié i divisio.
La relacid entre dos nombres (SI17)

Quatre estudiants expliquen que una fraccié és una relacié entre dos nombres. Dos
estudiants unicament diuen que és una relacié entre dos nombres. Un d’aquests dos
estudiants diu que és “wna relacid entre dos nombres enters” en comptes d’una relacié entre dos
nombres naturals. Els altres dos estudiants fan referéncia al numerador i al denominador:
“Una fraccio és la relacid entre dos nombres formats per un numerador i un denominador que es
complementen”, “Una expressid matematica que relaciona un numerador amb un denominador i pot ser
calenlada sumant, restant, dividint i multiplicant”’. En la primera definicié no queda prou clar que
vol dir que el numerador 1 el denominador es complementen. En la segona definicié
tampoc queda prou clar el que es vol dir quan s’explica que es pot calcular sumant, restant,

dividint 1 multiplicant.
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Part o parts d’una unitat (SI1) i Nombre (SI3)

En aquest grup hi ha els sis estudiants que han utilitzat explicacions de la categoria SI1 i
també de la categoria SI3. Tots diuen que una fraccié és un nombre pero també fan

referencia a la part o parts que s’agafen de la unitat.
Proporcié (S12) i Nombre (SI3)

L’estudiant d’aquesta categoria combina també explicacions de la categoria SI2 1 de la
categoria SI3, diu que la fraccié és un nombre 1 que és una proporcio: “Es un nombre que ens
indica una proporcio. Tots els nombres es poden transformar en fraccions sempre i tota fraccid es pot

transformar en qualsevol nombre”.
Nombre (SI3), Repartiment (SI4) i Operacio6 (SI6)

Un sol estudiant forma part d’aquesta categoria i diu que la fraccié es pot interpretar de
varies maneres: “Una fraccid es pot interpretar de varies maneres: com una divisio, com un percentatge,
com un repartiment’. S’ha considerat que ha interpretat que la fraccié és una operacié perque
diu que és “com una divisic’, és un nombre quan diu que pot ser un “percentatge’ i un

repartiment, perque diu directament que és un “repartiment”.
5.1.2 Analisi de dades de la pregunta 2

A la figura 5.2 es mostra la pregunta 2 on els estudiants de mestre han hagut de marcar
quines opcions consideren correctes en relacié a si una fraccié és un nombre, dos nombres

o una relacié entre dos nombres.

2.Matca 'opci6 o opcions que consideres cortrectes:
L] Una fraccié és un nombre.
L] Una fraccié sén dos nombres.

[]  Una fracci6 és una relaci6 entre dos nombres.

Figura 5.2. Pregunta 2 del qiestionari de fraccions.

La quantitat i percentatge d’estudiants que ha escollit cada opcié o opcions de la pregunta 2
es mostren al grafic de la figura 5.3. Dels quaranta-sis estudiants no n’hi ha cap que hagi
escollit I'opcié que una fraccié6 sén dos nombres. Aquesta opcidé és Iinica que és
incorrecte, per tant, tots els estudiants han marcat opcions correctes. Vuit estudiants
(17,39%) han dit que una fraccié és un nombre i vint-i-nou (63,04%) que una fracci6 és
una relacié entre dos nombres. Hi ha hagut nou estudiants (19,57%) que han escollit les
dues opcions, que una fraccié6 és un nombre i que és una relacié entre dos nombres.
L’opcié més triada de totes les possibles respostes d’aquesta pregunta ha estat que una

fraccio és una relacio entre dos nombres.
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Respostes de la pregunta 2
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Respostes de la
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fraccié 3/4
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Taula 5.6. Quantitat de respostes correctes de cada apartat.

Forma de les X Quantitat de Percentatge de
Area de les parts
Apartat parts del respostes respostes
del rectangle
rectangle correctes correctes
Apartat (a) Diferent Igual 13 28,26%
Apartat (b) Igual Igual 46 100%
Apartat (¢) Diferent Diferent 44 95,65%
Apartat (d) Diferent Igual 25 54,35%

Els apartats que més estudiants han resolt correctament son els apartats (b)) 1 (¢) 1
precisament son els apartats en que forma i area de les parts és igual o forma i area de les
parts és diferent. En I'apartat (4) hi ha quatre rectangles congruents (mateixa area i mateixa
forma) i tots els estudiants I’han contestat correctament. En D'apartat (/) hi ha quatre
rectangles que no tenen la mateixa area ni la mateixa forma i només dos estudiants s’han

equivocat en contestar aquest apartat.

En els apartats (a) 1 (d) és on els estudiants han comés més errors. En aquests apartats és on
les parts del rectangle no tenen la mateixa forma tot i tenir la mateixa area. L’apartat (a) és
en el que més s’han equivocat i és el que la forma de les parts varia més ja que hi ha

rectangles 1 triangles mentre que en el (d) totes les parts son triangles.

Observant només si la forma de les parts és igual o diferent, I"anic apartat que tots els

estudiants han resolt correctament és quan la forma de les parts és igual: 'apartat (4).

Els estudiants han comeés més errors quan el rectangle s’ha dividit en quatre parts amb la
mateixa area pero amb forma diferent i menys errors quan el rectangle s’ha dividit en parts
congruents o parts amb area i forma diferent. Es a dir, els estudiants han fet menys errors

quan 'area i la forma de les parts son iguals o totes dues son diferents.

A més d’observar els resultats correctes 1 incorrectes per apartat s’han realitzat grups segons
el nombre d’apartats que han respost erroniament (vegeu figura 5.10). Com es pot observar
en el grafic de la figura 5.10 hi ha vint estudiants que només s’han equivocat en un sol
apartat (a4, ¢ 1 d), divuit que s’han equivocat en dos apartats (2 1 d) i vuit que no s’han
equivocat en cap apartat. Es pot veure que no hi ha cap estudiant que s’hagi equivocat en

tres o quatre apartats.
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Repostes de la pregunta 4 (2)

Justificacions T unitat esta dividida en parts iguals
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1 % de tres pizzes
L1 V4 de totes les pizzes
1 Cap de les anteriors
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5.1.5 Analisi de dades de la pregunta 7

A la figura 5.13 es mostra la pregunta 7 on els estudiants de mestre han hagut de dir com

explicarien a un nen que no es pot sumar 1/2 pizza gran amb 1/2 pizza petita.

7. Com explicaries a un nen que no es pot sumar %2 de pizza gran amb 2 de pizza petita?

Figura 5.13. Pregunta 7 del questionari de fraccions

Les respostes d’aquesta pregunta s’han analitzat des de dues perspectives. En primer lloc,
s’han analitzat segons el raonament que utilitzen els estudiants per explicar que no es pot
sumar mitja pizza gran amb mitja pizza petita, i després, s’analitzen segons les
representacions que els estudiants han dit que utilitzarien a fi de que els alumnes

entenguessin que no €s pOt realitzar aquesta suma.

Analisi de les respostes segons el raonament que utilitzen els estudiants per

explicar que no es pot sumar mitja pizza gran amb mitja pizza petita

Les respostes dels estudiants segons el raonament que utilitzen per explicar que no es pot
realitzar la suma de les mitges pizzes s’han agrupat en tres categories: Unitats de “mida”
diferent (A), Parts de “mida” diferent (B) 1 Altres (C) (vegeu taula 5.8). Hi ha estudiants que
han donat explicacions en una unica categoria, mentre d’altres n’han donat en dues. A la
taula 5.8 es mostra la quantitat d’estudiants que han elaborat respostes en cada una o més

d’una de les categories.

Taula 5.8. Classificacié en categories de les respostes de la pregunta 7 segons els raonaments dels estudiants.

Codi Categories Quantitat

d’estudiants

A Unitats de “mida” diferent 19
B Parts de “mida” diferent 16
C Altres

AiB Unitats de “mida” diferent i Parts de “mida” diferent

A continuaci6 s’exposen les caracteristiques que defineixen cada categoria a la vegada que
es presenten exemples determinats de les respostes d’estudiants que formen part d’'una

categoria o de més d’una.
Unitats de “mida” diferent (A)

En aquesta categoria s’han considerat les respostes de dinou estudiants que han fet
referencia al “tamany”, a la “mida” o a la “superficie” de les dues pizzes. Tots els estudiants
d’aquesta categoria han dit que les mitges pizzes no es poden sumar perque les pizzes tenen

mides diferents. Només dos estudiants han parlat d’unitats per referir-se a les pizzes, els
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demés parlen directament de les pizzes. Hi ha dos d’aquests dinou estudiants que afegeixen
que les fraccions no soén equivalents. Aquesta explicacié no és correcta ja que si s’agafen
unitats de la mateixa mida aleshores es poden sumar fraccions representades en aquestes

unitats encara que no siguin equivalents.
Parts de “mida” diferent (B)

En aquesta categoria es contemplen les respostes dels setze estudiants que han explicat que
no es pot realitzar la suma perque les parts que se sumen no tenen el mateix “tamany” o no
tenen la mateixa “mida”. Tres d’aquests setze estudiants han explicat, a més, que si ajuntes
la meitat de la pizza petita amb la meitat de la pizza gran no obtens una pizza sencera “ben
feta”. Hi ha tres estudiants que també han explicat que no es pot realitzar la suma perque
no es poden sumar diferents proporcions i un estudiant que diu que les parts no sén

equivalents.
Altres (C)

Les respostes de tres estudiants s’han inclos en aquesta categoria pel fet que no compleixen
els criteris per estar a les altres tres categories. Un estudiant ha contestat que si que es
poden sumar les dues mitges pizzes. El segon estudiant ha comentat que no es pot sumar la
meitat d’una pizza gran amb una meitat de pizza petita perdo no doéna cap justificacié
respecte a la mida de la unitat ni a la mida de les parts, siné que diu que tenen diferents
denominadors. Aquesta resposta no és correcta ja que precisament les dues meitats tenen
iguals denominadors. El tercer estudiant diu que no podem sumar la meitat de pizza gran

amb la meitat de pizza petita perque no podriem dir que hem menjat una pizza.
Unitats de “mida” diferent (A) i Parts de “mida” diferent (B)

Vuit estudiants formen part d’aquesta categoria, en les seves respostes han explicat que no
es pot sumar mitja pizza gran amb mitja pizza petita perque les pizzes no son de la mateixa
“mida” o “tamany” i les parts tampoc. Un d’aquests estudiants ha fet referéncia a que les
unitats no son iguals. Un altre estudiant com en la categoria anterior patla de proporcions,
en aquest cas diu que en proporcid, a la pizza gran sempre hi hauria més pizza que a la
petita. En aquesta categoria hi ha un estudiant que realitza una explicacié incorrecta dient
que “la possibilitat és fer el men’ després de comentar que no es poden sumar perque les

pizzes i les parts tenen “mida” diferent.

Analisi de les respostes segons les representacions emprades pels estudiants per

explicar que no es pot sumar mitja pizza gran amb mitja pizza petita

En les respostes dels estudiants es donen diferents representacions perque I'alumne
entengui perqué no es pot sumar mitja pizza gran amb mitja pizza petita. En totes les

respostes es proposen explicacions teoriques, en algunes respostes es parla de fer alguna
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representacié grafica, d’utilitzar exemples en contextos reals (diferents de les pizzes) o bé
d’utilitzar objectes. Les respostes de la pregunta 7 s’han classificat en diverses categories
segons la manera que els estudiants han proposat per explicar que no es pot fer la suma de
Ienunciat de la pregunta 7. Shan enumerat les categories en funcié de la quantitat de
representacions que els estudiants han dit que utilitzarien i segons si proposen o no

explicacions verbals (vegeu taula 5.9).

Taula 5.9. Categories de les tespostes de la pregunta 7 segons les representacions que proposen els estudiants

. 1 . 1 . .
per explicar a un nen que no es pot sumar — de pizza gran amb 3 de pizza petita.

Explicacions | Representacions | Contextos Objectes Quantitat

verbals grafiques reals d’estudiants

Categoria 1

Categoria 2

Categoria 3

Categoria 4

Categoria 5

Categoria 6

Nota: En aquesta taula no s’ha inclos estudiant que ha dit que es poden sumar les meitats de les pizzes
Explicacions verbals (Categoria 1)

Aquesta categoria contempla les vint-i-dues respostes dels estudiants que només expliquen
o diuen que explicarien que no es pot fer la suma de 1/2 pizza gran amb 1/2 pizza petita.
Es la categoria que inclou més respostes i inica on en les respostes no es fa mencié de cap
representacié grafica, ni context real ni tampoc I'is d’objectes. Els estudiants només ho
explicarien a partir d’explicacions teoriques. Dos dels vint-i-dos estudiants d’aquesta
categoria a més de fer explicacions proposen fer preguntes per fer adonar als alumnes que
no es menja la mateixa quantitat de pizza amb mitja pizza gran que amb mitja pizza petita.
Un dels dos estudiants, concretament preguntaria “s creuen que menjaran la mateixa quantitat de
pizza si mengessin 1/2 pizza gran i 1/2 de la petita”. 1 el segon estudiant proposa que ens
repartim 1/2 pizza gran i 1/2 pizza petita cadasc i “guan la mare ens pregunta arribant a casa
quanta pizza hem menjat, que li diriem? 1/2 pizza gran i 1/2 pizza petita, perqué no podriem dir que
hem menjat 1 pizza. Si diguéssim de quina mida li diriem, de la gran o de la petita si no seria cap de les

mides que hem menjat?’
Explicacions i representacions grafiques (Categoria 2)

En aquesta categoria s’han inclos les setze respostes que a més d’explicar perque no es pot
fer la suma de 1/2 pizza gran amb 1/2 pizza petita han fet alguna representacié grafica o
han dit que ho explicarien fent una representacié grafica. Es la segona categoria amb més
respostes. Dels setze estudiants d’aquesta categoria, onze han fet representacions que s’han

agrupat en tres grups (vegeu taula 5.10).
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Representacio

7
N

Explicacié de la representacio
Es representa la pizza gran i la pizza petita

dividida en meitats.

Es representa la meitat de la pizza gran i la meitat
de la pizza petita i es col'loquen de costat per

veure que no s’obté una pizza sencera.

Hi ha les dues representacions anteriors, la pizza
gran i la pizza petita dividida en meitats i la meitat

de pizza gran i de pizza petita posades de costat.

Quantitat d’estudiants
9



8.Assenyala les 2/5 parts d’aquest conjunt?
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Interpretacio6 de la fraccié com a comparacié part-tot (PRO2)

Per assenyalar les 2/5 parts dels quinze cercles els onze estudiants d’aquesta categoria es
basen en la interpretacié de fraccié6 com a comparacié part-tot amb un grup d’objectes, en
aquest cas cercles. Hi ha dos processos diferents que els estudiants han seguit (vegeu taula
5.11), deu estudiants fan cinc grups amb els quinze cercles i obtenen grups de tres cercles.
Com que cal assenyalar les 2/5 parts, pinten dos grups de tres cercles. L’altre estudiant fa
tres grups de cinc cercles i pinta les 2/5 patts de cada grup de cinc cercles, és a dir dos
cercles de cada grup. En el primer cas es divideix el 15 entre 5 des del significat de la divisié

partitiva 1 en el segon des del significat de la divisié quotativa.
Interpretacio6 de la fraccié com a operador (PRO3)

Dos estudiants han interpretat la fraccié 2/5 com a operador, multipliquen el 15 per 2
obtenint 30 i després el divideixen per 5 o bé divideixen el 15 entre 5, i el 3 que s’obté el
multipliquen per 2. Aquest dos estudiants primer han realitzat el calcul i un cop han

obtingut el 6 ho han representat.
Interpretacio6 de la fraccié com a ra6é (PRO4)

Només dos estudiants han interpretat la fraccié 2/5 com a rad per calcular les 2/5 parts
dels quinze cercles. Un dels dos estudiants ha buscat la fraccié equivalent a 2/5 amb
denominador 15. I’altre estudiant ha anat buscant relacions amb la mateixa rad 2:5 pero en

comptes de 5 amb el 15 obtenint 6:15 (vegeu taula 5.11).
5.1.7 Analisi de dades de la pregunta 9

A la figura 5.17 es mostra la pregunta 9 on els estudiants de mestre han hagut de situar la

fraccié 12/5 a la recta numérica on hi ha situats el Oiel 12.

9.Col'loca la fracci6 12/5 a la seglient recta numeérica:

| | | | | | | | | | | | |
I [ I | [ I I | | [ I I |
0 12

Figura 5.17. Pregunta 9 del questionari de fraccions.

La quantitat de respostes correctes, incorrectes i no contestades de la pregunta 9 es
mostren al grafic de la figura 5.18. Es pot apreciar com vint estudiants (43,48%), una mica
menys de la meitat del grup, han col‘locat correctament la fraccié 12/5 a la recta numerica,
setze estudiants (34,78%) han col-locat incorrectament la fraccié 12/5 i deu estudiants

(21,74%) no han contestat la pregunta.
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10.Col‘loca 9/24 a la recta numerica seguent i digues quina fracci6 és la que hi ha a la ratlla de la dreta de la
fraccio 9/24.

|
| I I I I I | I I | I | I
0 1/4
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Situar la fraccié 9/24 a 'l (Resposta 4)

Només hi ha un estudiant que ha col-locat la fraccié 9/24 a I'1. L’ha collocat ditectament i
per tant no es pot saber quin procés ha seguit. Tampoc diu quina és la fraccié de la ratlla de
la dreta de la fraccié 9/24.

Situar la fraccié 9/24 en el 9/8 (Resposta 5)

En aquest cas també només hi ha un estudiant. Tot i que marca la fraccié directament
sembla que ha considerat cada marca de la recta, és a dir cada vuite com 1/24. Aquest

estudiant tampoc diu quina és la fraccié de la ratlla de la dreta de la fraccié 9/24.
Errors comesos en situar la fraccio 9/24 a la recta numeérica

Els estudiants que s’han equivocat en situar la fraccié 9/24 a la recta numeérica han realitzat

errors de diferent naturalesa:

» Interpretar incorrectament les unitats de la recta numerica (Resposta 1, Resposta 3 i
Resposta 5): Hi ha estudiants que han interpretat la meitat del segment marcat com a
1/24 en comptes de 1/16 i el segment de mida 1/8 com 1/24. Hi ha un estudiant que

ha considerat que cada segment marcat té un valor de 0,1 en comptes de 0,125.

» Ordenar incorrectament fraccions (Resposta 2): Hi ha hagut un estudiant que ha situat
la fraccié 1/8 després de la fraccié 1/4 tot i ser més petita que aquesta fraccié. Amb
aquest fet, aquest estudiant demostra manca de sentit numeric i dificultats per ordenar

fraccions i per situar nombres a la recta numerica.

» No trobar el nombre decimal cotrecte (Resposta 3): Hi ha un estudiant que diu que 1/4
= 0,2 en comptes de 0,25 1 que 3/8 = 0, 37 en comptes de 0,375. Aquest error pot set
degut a realitzar errors en dividir nombres enters amb resultats decimals 1 realitzar els

calculs sense calculadora.
5.1.9 Analisi de dades de la relaci6 entre la pregunta 9 i la pregunta 10

En demanar a la pregunta 9 i 10 que se situin fraccions a la recta numerica es poden

analitzar les relacions entre les dades d’aquestes dues preguntes.

Hi ha alguns errors que es repeteixen tant en les respostes de la pregunta 9 com de la
pregunta 10: no dividir correctament nombres enters amb resultat decimal, interpretar
incorrectament la unitat en la recta numeérica i ordenar incorrectament fraccions a la recta
numerica. Aquest fet té sentit ja que en les dues preguntes s’havien de situar fraccions a la

recta numerica.

Hi ha estrategies que s’han utilitzat en les dues preguntes com ara utilitzar la

correspondeéncia de les fraccions amb els nombres decimals. En canvi, el fet d’utilitzar
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fraccions equivalents només s’ha utilitzat en la pregunta 10, aquest fet és degut a com s’ha
donat cada recta numerica, en la pregunta 9 la longitud de cada segment representa una

unitat i a la pregunta 10 s’ha situat la fraccié 1/4 al segon segment.

Hi ha més estudiants que no han contestat la pregunta 10, un 54,35% d’estudiants, respecte

el 21,74% que no han contestat la pregunta 9. Gairebé hi ha el doble d’estudiants que han
. ., 12 .
situat la fraccio s la recta correctament (un 43,48%) que els que han situat correctament

la fraccié 9/24 (21,74%). En canvi hi ha més estudiants que s’han equivocat en col'locar la
fracci6 12/5 que en col'locar la fraccié 9/24. Aixo pot ser degut al fet que hi ha més
estudiants de la pregunta 10 que no han situat la fraccié 9/24, en no col‘locar-la no s’han

pogut equivocar.
5.1.10 Analisi de dades i resultats de la pregunta 11

A la figura 5.29 es mostra la pregunta 11 on es presenten un seguit de situacions que els
estudiants han de decidir st es poden representar amb una fraccio i si és que si, dir amb

quina fraccio.

11.Digues quines de les seglients situacions es poden representar amb una fraccié i en aquest cas, quina
fracci6 correspon a la situacio:

La Maria i en Marti fan 'operaci6 segtient: 8 + 3.

Tinc 3 monedes i me n’han donat 2 més.

La Marta diu que es menjara cinc sisens dels 36 caramels que té.

D’aqui tres quarts d’hora hem d’anar a dinar.

M’he comprat uns pantalons que els han rebaixat un 25%.

A la meva classe hi ha 13 nens i 12 nenes.

He tret un 6,7 de 'examen de matematiques.

pgrrT

Figura 5.29. Pregunta 11 del qiiestionari de fraccions

Les respostes d’aquesta pregunta es mostraran per apartats analitzant en cada situacio les

fraccions proposades.
Analisi de dades de I’apartat (a)

La situacié proposada en aquest apartat és “La Maria i en Marti fan Poperaci6 segiient: 8 +
3”. La quantitat d’estudiants que han contestat si, no, o que no han respost aquest apartat
es mostra al grafic de la figura 5.30. Poc més d’un 50% dels estudiants (vint-i-sis estudiants)
han contestat que si, que la situacié es pot representar amb una fraccié, dinou estudiants
(41,30%) han dit que no, mentre que només un estudiant ha deixat aquest apartat sense

contestar.
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proposat els altres 41 estudiants s’han classificat en grups (vegeu taula 5.17). A continuacié

s’expliquen els exemples de cada grup amb més detall.

Taula 5.17. Classificaci6 de les respostes dels quaranta-un estudiants que han dit que si i que han proposat un

exemple.

Codi Grups Quantitat d’estudiants
Grup d1 1/4 1

Grup d2 Fraccions equivalents a 3/4 40
1/4(Grup d1)

Un sol estudiant ha proposat com a exemple la fraccié 1/4. Potser 'estudiant ha proposat
la fraccié 1/4 perqué un quart d’hora més tres quarts d’hora fan una hora, pero aixd no ho
sabem del cert. Com que aquesta fraccié no representa directament enunciat de I'apartat

(d), no es considera correcta.
. . 3 e
Fraccions equivalents a = (Grup d2)
4

La majoria d’estudiants d’aquest grup, trenta-dos de quaranta, han proposat unicament la
fraccié 3/4. La resposta és correcta ja que aquesta fraccié representa els tres quarts que es
proposen a Ienunciat. D’aquests trenta-dos n’hi ha un que dibuixa un cercle dividit en
quarts 1 on n’hi ha tres de pintats. Hi ha cinc estudiants que realitzen una resposta més
complerta i proposen 3/4 d’una hora o 3/4 de 60 minuts. Els tres estudiants restants
proposen la fraccié 45/60 i un d’ells proposa les dues fraccions, 45/60 = 3/4. Totes les
opcions que s’han proposat es consideren correctes perque representen la situacid

proposada a I'apartat 11 (d).
Analisi de dades de I’apartat (€)

La situacié proposada en aquest apartat és “M’he comprat uns pantalons que els han
rebaixat un 25%7”. La quantitat d’estudiants que han contestat si, no, o que no han respost
aquest apartat es mostra al grafic de la figura 5.35. Trenta-tres estudiants (71,74%) han dit
que la situacié proposada a I’enunciat es pot representar amb una fraccié, dotze estudiants

(26,09%) han dit que no i només un estudiants ha deixat la pregunta sense contestar.

Els dotze estudiants que han respost que no, no han fet cap explicacio. Les respostes dels
trenta-tres estudiants s’han classificat en grups segons la fraccié que han proposat (vegeu

taula 5.18). A continuaci6 s’expliquen els exemples de cada grup amb més detall.
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Taula 5.19. Classificacié de les respostes dels vint-i-nou estudiants que han dit que si.

Codi Grups Quantitat d’estudiants
Grup gl 67/10 4
Grup g2 Fraccions amb valor 0,67 21
Grup ¢3 Fraccions amb valor 0,067 1
Grup g4 -_:_% i 1

67/10 (Grup gl)

Només quatre estudiants han proposat la fraccié 67/10. Aquesta fraccié és correcta i

correspon a la situacié que s’ha proposat a 'enunciat de 'apartat.
Fraccions amb valor 0,67 (Grup g2)

Vint-i-un estudiants han proposat nombres amb resultat igual a 0,67. Quatre d’aquests vint-

i-un estudiants han proposat la fraccié 67/100 que en comptes de ser igual a 6,7 és igual a

0,67. Quinze estudiants han proposat el nombre %? que també és igual a 0,67. I els dos

. . 67 _ 67 ,
estudiants restants han proposat les dues fraccions Too ~ 10° Lotes aquestes respostes son

. . , . , 6,7 .., .,
incorrectes perque no séon iguals a 6,7. A més, els nombres To Segons la definici6 de fraccid

de Lamon (2012) no seria una fraccié perque el numerador no €s un nombre natural.

Fraccions amb valor 0,067 (Grup ¢3)

. 6,7 . o
Un estudiant ha proposat Tog Som 2 fracci6 que representa la situacié de lapartat (g).
Aquest nombre és igual a 0,067 1 per tant no és igual a 6,7. A més, com en algunes
6,7 ] - . -
respostes del grup 2, Tog NO ¢és una fraccié perqué no hi ha un nombre natural en el

numerador.

134
= (Grup g4)

L anic estudiant d’aquest grup ha buscat dos nombres que dividits donen 6,7, el 13,4 1 el 2.
, 134 , . . .
La resposta que proposa és —= que ¢és igual a 6,7 perd que no esta expressada com una

fraccié ja que el numerador no és un nombre natural.
5.1.11 Analisi de dades de la pregunta 15

A la figura 5.38 es mostra la pregunta 15 on es demana quina fraccié de les que s’han

dibuixat representa una quantitat més gran.
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Taula 5.20. Classificaci6 en categories de les justificacions dels estudiants que han escollit la fraccié 1/3.

Quantitat
Codi Categoria .

d’estudiants
UNI1 Nombres decimals 5
UNI2 Aproximaci6 a la unitat 6
UNI3 Aproximacio6 a 1 2
UNI4 Parts de la unitat 9
UNI5 Denominadors 4
UNI6 Quantitat més gran 2
UNI7 Comparacié de regions 3
UNIS8 No ho justifica 2

Nombres decimals (UNI1)

En aquesta categoria s’han considerat els cinc estudiants que han dividit el numerador entre

el denominador de les fraccions 1/3 i 1/4 per trobar la representacié en nombres decimals.
Tots cinc han calculat que 1/4 = 0,25 i quatre d’ells que 1/3 = 0,33, el cinqué ha calculat
2/3 =0,6. Quatre dels estudiants per tant, han comparat els nombres decimals 0,25 i 0,33
per decidir quina fraccié és més gran sense tenir en compte la representacié grafica de les

fraccions de 'enunciat. El cinque estudiant ha comparat 0,25 1 0,6, no sabem perque.
Aproximaci6 a la unitat (UNI2)

Sis estudiants han dit que la fracci6é 1/3 representa una quantitat més gran perque la fraccié
1/3 s’acosta més a la unitat sencera o bé al total de la unitat. Han justificat de diferents
maneres que la fraccié 1/3 s’acosta més a la unitat sencera: 'area pintada s’acosta més a
tota la unitat (dos estudiants), la regié que representa la fraccié 1/3 esta dividida en menys
parts (dos estudiants), el denominador de 1/3 és més petit que el de la fracciéo 1/4 (un
estudiant) i la regié on s’ha representat la fraccié 1/3 és més petita que la regié on s’ha

representat la fraccié 1/4 (un estudiant).
Aproximaci6 a 1 (UNI3)

Dos estudiants formen part d’aquesta categoria. Els dos estudiants diuen que “7/3 é miés
q g q
propera 1 gue 1/4”. Un dels dos estudiants a més diu que “/a segona perqueé si dividissim el mateix
quadrat en 4 parts i agaféssim només 1 veuriem que és mes petita”. Aquest estudiant esta comparant
les fraccions 1/3 1 1/4 sense tenir en compte la representacié grafica de les fraccions 1/3 i
p P g

1/4 que es proposa a 'enunciat.
Parts de la unitat (UNI4)

Aquesta categoria ¢és la més nombrosa, conté els nou estudiants que han justificat que la

fraccié 1/3 és més gran que la fraccié 1/4 fent referencia a les parts amb que s’ha dividit la
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unitat. Tots nou estudiants han dit que com que la regi6é que representa la fraccié 1/3 s’ha

dividit en menys parts que la regié que representa la fraccié 1/4, les parts son més grans.
Denominadors (UNI5)

En aquesta categoria hi ha quatre estudiants, sén els que han justificat que la fraccié 1/3 és
més gran que 1/4 fent referéncia als denominadors. Dos estudiants han dit que si el
denominador és més gran la fraccié és més petita i els altres dos han dit que si el
denominador és més petit la fraccié és més gran. Dos estudiants d’aquesta categoria han
esmentat que es poden comparar els denominadors perque els numeradors son iguals. Els
estudiants d’aquesta categoria no han tingut en compte com s’han representat graficament

les fraccions 1/3 1 1/4 a ’enunciat.
Quantitat més gran (UNIO)

Els dos estudiants d’aquesta categoria han justificat que la fraccié 1/3 és més gran perque
amb 1/3 s’agafa una quantitat major. En aquest cas tampoc han tingut en compte les

representacions que es proposen a ’enunciat.
Comparaci6 de regions (UNI7)

En aquesta categoria hi ha tres estudiants, sén els que han fet referéncia a les
representacions grafiques de 1/3 1 1/4 per decidir que la fraccié 1/3 és més gran que 1/4.
Dos estudiants fan referencia a les representacions de 'enunciat i argumenten que en la
representacié de 1/3 hi ha més tros pintat. El tercer estudiant no se centra en les
representacions de I’enunciat, dibuixa dos rectangles de la mateixa mida i hi representa les
fraccions 1/3 1 1/4, en aquest cas quan s’agafa la mateixa regi6 diu que la fraccié més gran

és la fraccié 1/3.
No ho justifica (UNIS8)

Dos estudiants no han justificat eleccié de la fraccié 1/3. Un estudiant només ha proposat
la fracci6 1/3 sense explicar res més. L altre estudiant ha proposat la fraccié 1/3 pero
Pexplicacié que realitza no justifica perque ha escollit aquesta fraccio, diu: “éds més gran

aquesta fignra perqué és 1/ 3, en canvi l'altra, tot i ser la fignra més gran, és 1/4, que el fa ser més petit”.
Analisi de les justificacions dels estudiants que han escollit la fraccié 1/4

Les onze respostes dels estudiants que han dit que la fracci6 més gran és 1/4 s’han
classificat en tres de les vuit categories utilitzades per classificar les respostes dels estudiants
que han dit que la fraccié més gran és 1/3 (vegeu taula 5.21). A continuacié s’expliquen

amb detall les respostes de cada categoria.
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Taula 5.21. Classificacié en categories de les justificacions dels estudiants que han escollit la fracci6 1/4.

. . Quantitat
Codi Categoria .
d’estudiants
UNI3 Aproximacio a 1 1
UNI4 Parts de la unitat 5
UNI7 Comparaci6 de regions 5

Aproximaci6 a 1 (UNI3)

Un dnic estudiant forma part d’aquesta categoria. Aquest estudiant argumenta que la
fraccié 1/4 és més propera a 1 dient que “/a primera fraccid representa una quantitat més gran
perqué si calculem el sen resultat quedara més proper al niimero 1”. Aquest estudiant no té en
compte la representacio grafica de 'enunciat perque parla de calcular el resultat, pero en
aquest cas, si es mira “el resultat”, la fraccié 1/4 és més petita que la fraccié 1/3 i no més

gran com diu I'estudiant.
Parts de la unitat (UNI4)

Cinc estudiants han utilitzat la justificacié del nombre de parts amb que s’ha dividit la unitat
per decidir que la fraccié més gran és 1/4. A diferencia dels estudiants que han escollit la
fraccié 1/3 els estudiants d’aquesta categoria han explicat que la fraccié 1/4 és més gran
perque ha estat dividida en més parts. Aquesta justificacié és incorrecta perque si una unitat

es divideix en més parts cada part és més petita.
Comparaci6 de regions (UNI7)

Cinc estudiants formen part d’aquesta categotia, justifiquen que la fraccié 1/4 és més gran
que la fraccié 1/3 fent referéncia a la comparacié d’arees. Quatre estudiants expliquen que
la part pintada que representa 1/4 és més gran que la part pintada que representa 1/3.

Aquests quatre estudiants utilitzen una justificacié correcta.

El cinque estudiant d’aquesta categoria també compara arees pero en comptes de comparar
la part pintada de cada regié compara I’area de les unitats 1 explica que “aguesta és més gran ja
que la dimensio del total, o la unitat, és més gran”. 1’estudiant que ha realitzat aquesta explicacié
va ben encaminat perque la representacié de 1/4 és més gran que la representacié de 1/3

perque la unitat on s’ha representat la fraccié 1/4 és més gran.
Analisi de les justificacions dels estudiants que han dit que potser1/3 01/4

Només dos estudiants han explicat que depenent de la justificaci6 la fraccié més gran pot
set 1/3 o 1/4. Els dos estudiants han explicat que si es consideren les fraccions sense tenir

en compte les representacions, la fraccié més gran és 1/3, mentre que si es consideren les
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18.Fes un dibuix per representar 12/5.
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Representacio Categoria Quantitat d’estudiants

Unitats dividides en cinquens

. 14
(Representaci6 1)
s Nombre decimal situat a la
2 ! .
sy S s . recta numérica 6

(Representacio 2)

Ex1: Rectangles dividits Ex2: Rectangles dividits Ex3: Cercles dividits en
en cinquens en cinquens cinquens
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Categoria
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(Representacié 3)
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(Representaci6 4)

Nombre decimal i regié

(Representaci6 5)
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(Representaci6 06)
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Representacions Explicaci6 de la representacio )
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¥l dividit en cinc parts
|
Dibuix 1
“Representa el 2,4” en un cercle dividit .

en cinc parts

Dibuix 2




Explicaci6 de la

Representacions
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lll——— i numeros de 1’1 al 151

marca fins el nombre

Dibuix 2 12, marcant 11 parts.

Quantitat

d’estudiants



rectangles a més de no quedar clar quina unitat considera. Es dificil saber en qué s’ha basat

per fer aquest dibuix.

Errors comesos en representar graficament la fraccié 12/5

Poc més d’una quarta part dels estudiants (28,26%) han representat de forma incorrecte la

fraccié 12/5 . Els errors que s’han detectat son:

>

Interpretacié erronia del denominador en una fracci6 més gran que la unitat
(Representacié 3): vuit estudiants han interpretat el 5 de la fraccié 12/5 com a cinc
unitats en comptes d’entendre que es refereix a cinquens i que per tant, és la unitat

escollida que s’ha de dividir en cinquens.

Partici6 de la unitat en un nombre de parts sense un criteri clar (Representacié 3): sis
estudiants de la categoria Representacié 3 que han realitzat 'error anterior han realitzat
també aquest error, han dividit la unitat en 3 parts o bé en 4 parts quant aquests dos
nombres no sembla que tinguin cap relacié amb la fraccié 12/5. No sabem com és que

han realitzat aquesta particio.

Representaci6 de la fraccié 5/12 en comptes de la fraccié 12/5 (Representacié 4): Un
unic estudiant ha representat una altra fraccié de la demanada, canviant ordre del
numerador i el denominador ha obtingut una fraccié més petita que la unitat 1 que ha

sabut dibuixar.

Error en representar un nombre decimal en un model d’area (Representacié 5): Dos
estudiants han representat el nombre decimal 2,4 en un model d’area de forma erronia
doncs han interpretat cada part de la unitat com una unitat sencera. Aquesta
representacié mostra una confusié entre la representacié de nombres decimals a la recta
numerica (interpretacié de fraccié com a mesura) 1 la representacié de fraccions en

models d’area (interpretaci6 de fraccié com a comparacio part-tot).

Comprensié i representacié de la fraccié com a operador de forma incorrecta
(Representacié 6): Un estudiant per representar la fraccié 12/5 ha partit de la
interpretaci6é de la fraccié6 12/5 com a operador, concretament ha volgut representar
12/5 de 5. En comptes de representar cinc unitats ha representat una unitat dividida en

cinc parts, aixo fa pensar que potser no té prou comprensié del que vol dir 12/5 de 5.

Errors en les expressions matematiques (Representacié 06): L’estudiant que ha
interpretat la fraccié com a operador ha escrit “72/5 de 5 = 17, després ja ha agafat 12

vegades I'1, pero la igualtat que ha escrit no és correcta, ja que 12/5 de 5 és igual a 12.
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» Parts de la unitat de diferent area (Representacions 1, 3 i 5) Els estudiants que han
utilitzat models d’area, concretament cercles, no han dibuixat les parts de la mateixa

mida quan s’han dividit els cercles en 3 o 5 parts.

» En les representacions de la fraccio 12/5 a partir de rectangles dins dels models d’area,
shan dividit les unitats en parts que soén més iguals entre elles que en les
representacions a partir de cercles. I quan els cercles s’han dividit en quarts s’ha fet

d’una forma més adequada que quan s’ha dividit en cinquens o tercos.

» Tots els estudiants que han dibuixat de forma erronia la fraccié 12/5 evidencien una
manca de sentit numeric i de la nocié de la magnitud. Cinc estudiants han representat la
fraccié 12/5 com a 3 unitats pintades i un estudiant com a 4 unitats senceres perd no
han fet cap comentari pel fet que aquest resultat no és possible. Dos estudiants han
dibuixat més unitats de les que eren necessaries per representar la fraccié 12/5. Els
altres cinc estudiants de les categories amb respostes erronies han representat la fraccid
12/5 com una part més petita que una unitat. Aquest dibuix no és possible perque la

fraccié 12/5 és més gran que la unitat.
5.1.13 Analisi de dades de la pregunta 19

A la figura 5.46 es mostra la pregunta 19 on els estudiants han hagut de dir quina fracci6 hi
ha representada a la imatge de l'enunciat 1 també dir que representa el numerador i el

denominador.

19.Digues quina fraccié hi ha representada a la imatge segiient. Digues qué representa el numerador i el
denominador:

Figura 5.46. Pregunta 19 del qiiestionari de fraccions.

La quantitat d’estudiants que han dit respostes correctes, incorrectes 1 no contestades es
mostra al grafic de la figura 5.47. Tots els estudiants menys un han contestat la pregunta.
Més de tres quartes parts dels estudiants (78,26%) ha dit una fracci6 correcta i prop d’una
cinquena part dels estudiants (19,57%) s’ha equivocat en expressar la fraccié que hi ha

representada a la imatge.

Els estudiants que han contestat la pregunta 19 han realitzat sis tipus de respostes diferents:
5/2,5/6,2/2 2/2 1/2,1/2,5/115/3. D’aquestes respostes només dues son correctes,
5/215/6, les altres sén incotrectes o no contesten el que es demana a enunciat. Una mica
més d’una quarta part dels estudiants (28,26%) ha contestat que la imatge representa la
fraccié 5/2 1 exactament la meitat dels estudiants ha esctit la fraccié 5/6 com a tesposta a la

pregunta. Les respostes incorrectes les han dit pocs estudiants: tres estudiants han dit les
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Amb aquestes explicacions s’entén que la unitat que es considera és un cercle. I quan es
diu que la fraccié que es representa és 5/2 es consideren dues unitats senceres i mitja
unitat. La resposta de 5/2 i Pexplicacié del qué representa el numerador i denominador sén

correctes.
La imatge representa la fraccié 5/6 (Resposta 2)

Hi ha vint-i-tres estudiants que han dit que la fraccié que tepresenta la imatge és 5/6.
D’aquests vint-i-tres, quatre estudiants no expliquen que representa el numerador i el

denominador. Els altres dinou han explicat sobre el numerador i el denominador que:
-El numerador: representa les 5 meitats pintades.
-El denominador: representa les 6 meitats en total.

Amb aquestes explicacions, la unitat que es considera és el conjunt dels tres cercles. Per
aixo, la fraccié que s’obté son les 5/6 parts dels 3 cercles. La resposta de 5/6 i I'explicacié

del qué representa el numerador i denominador sén correctes.
La imatge representa la fraccié 2/2 2/2 1/2 (Resposta 3)

Dels tres estudiants que han realitzat aquesta resposta, un estudiant no explica que
representa el numerador 1 el denominador mentre que els altres dos en relacié al numerador

1 denominador expliquen que:
-El numerador: representa les meitats pintades.
-El denominador: representa les meitats en que esta dividit el cercle

Aquestes explicacions son similars a les que han fet els estudiants que han dit la fraccié
5/2. La diferéncia és que els estudiants d’aquest grup es refereixen a cada cercle per separat
i els que han dit la fraccié 5/2 quan expliquen el numerador es refereixen a les parts dels

tres cercles.

De fet, els estudiants que han fet la resposta 2/2 2/2 1/2 no han dit la fracci6 representada

en la imatge, han dit quina fracci6 hi ha representada a cada cercle.
La imatge representa la fraccié 1/2 (Resposta 4)

L*anic estudiant que ha dit aquesta fraccié no explica com ha deduit el numerador ni el
denominador per tant, no podem saber exactament com ho ha resolt, pero si que podem
suposar que s’ha fixat en el tercer cercle, el que té una meitat pintada 1 Ialtra no.

Segurament, per aixo ha escrit la fraccié 1/2. Aquesta resposta no és correcta.
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La imatge representa la fraccié 5/1 (Resposta 5)

Com en la fracci6 1/2, estudiant que ha dit 5/1 no explica qué representa el numerador ni
el denominador. Podria ser que I'estudiant hagués considerat el 5 del numerador perque hi
ha cinc parts pintades i 'l del denominador perque hi ha una part per pintar. Pero, aixo son
suposicions que no es poden comprovar. De totes maneres, aquesta resposta no és

correcta.
La imatge representa la fraccié 5/3 (Resposta 6)

Els quatre estudiants que han dit que la imatge representa la fraccié 5/3 han realitzat tots la

mateixa explicaci6 sobre el denominador i el numerador:
-El numerador: representa les 5 meitats pintades.
-El denominador: representa els 3 cercles

En aquesta explicacio, si el denominador consideren que son 3 cercles, aleshores la unitat
son els 3 cercles 1 voldria dir que els hem dividit en tres parts, i cada ter¢ seria un cercle
sencer. Quan diuen que és la fraccié 5/3 voldria dir que es tenen 5 tercos i per tant, 5

cercles sencers pintats, i aquesta no és la representacié que hi ha a enunciat.

Si partim del numerador i considerem que s’agafen 5 meitats pintades, perque el
denominador sigui 3 i sigui correcta, cal que la unitat sigui un cercle i la meitat d’un altre.
Probablement els estudiants quan han decidit que els 3 cercles indicaven el nombre del
denominador no han reflexionat sobre quina era la unitat. Per tant, com que no sabem

quina unitat han tingut en compte, considerem les respostes incorrectes.

5.2 Analisi de dades del qiiestionari en relaci6 amb I’equivaléncia de

fraccions

En aquest apartat es presenta I'analisi de dades de les preguntes del qiiestionari que fan

referencia a 'equivaléncia de fraccions.
5.2.1 Analisi de dades de la pregunta 6

A la figura 5.49 es mostra la pregunta 6 on es demana si les dues imatges representen la

mateixa fracci6 i la justificacié de perque si o perque no.

6.Les segiients imatges representen la mateixa fraccié? Si [ No [
Explica perque si o perqué no.

Figura 5.49. Pregunta 6 del qliestionari de fraccions
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A continuaci6 s’expliquen les caracteristiques que defineixen cada categoria a la vegada que
es presenten exemples determinats de les respostes d’estudiants que formen part d’'una

categoria o de més d’una.
Explicacié conceptual (JUST1)

En aquesta categoria hi ha dotze respostes corresponents a les dels estudiants que per
explicar que les representacions son les mateixes, han dit directament que les fraccions sén
equivalents i/o que 1/4 = 2/8. Hi ha dos estudiants que a més de dir que les fraccions sén
equivalents han dit que les fraccions tenen el mateix resultat. Un d’aquests dos estudiants a

més diu que si es divideix 1+4 1 2+8 s’obté 0,25, és a dir, el mateix resultat.
Procediment de calcul (JUST2)

En aquesta categoria hi ha les deu respostes dels estudiants que han justificat que les
representacions representen la mateixa fraccié a partir de comprovar que la fraccié 1/4 i
2/8 sén fraccions equivalents simplificant la fraccié 2/8 i/o bé multiplicant per 2 el

numerador i el denominador de la fracci6 1/4. (vegeu taula 5.28).

Taula 5.28. Respostes de la categoria Procediment de calcul (JUST?2).

Justificacions Quantitat d’estudiants
2/8 simplificada és 1/4 6
Multiplicant per 2 numerador i denominador de 1/4 s’obté la fracci6 2/8 3

Multiplicant per 2 numerador i denominador de 1/4 s’obté la fraccié 2/8 i
a la inversa s’obté 1/4 de 2/8

Hi ha sis estudiants que han dit que 2/8 simplificada és la fraccié 1/4 i només tres que han
explicat que la fraccié 2/8 es pot obtenir a partir de la fraccié 1/4. Només hi ha un sol

estudiant que ha fet referencia al procés de simplificar i al procés invers.
Comparaci6 de regions (JUST3)

En aquesta categoria hi ha les respostes dels estudiants que han utilitzat criteris grafics fent
referéncia a la imatge presentada a 'enunciat de la pregunta 6. Els vuit estudiants d’aquesta
categoria han dit de diverses maneres que les regions marcades ocupen el mateix espai de la
figura encara que les regions estiguin dividides en parts diferents. D’aquests vuit estudiants

només dos han expressat que les fraccions sén equivalents o proporcionals.
Explicacié conceptual (JUST1) i Procediment de calcul (JUST2)

Hi ha set estudiants que combinen explicacions de la categoria Explicacié conceptual
(JUST1) i Procediment de calcul (JUST2). Tots set diuen que les dues fraccions séon

fraccions equivalents i ho justifiquen a partit de comprovar que la fraccié 1/4 1 2/8 sén
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fraccions equivalents simplificant la fraccié 2/8 i/o bé multiplicant per 2 el numerador i el

denominador de la fracci6 1/4 (vegeu taula 5.29).

Taula 5.29. Respostes que combinen arguments de les categories Explicacié conceptual (JUSTT) i
Procediment de calcul (JUST2).

Justificacions Quantitat d’estudiants
] 2/8 simplificada és 1/4 6
Les fraccions sé6n — - -
: Multiplicant per 2 numerador i denominador de
equivalents ) N 1
1/4 s’obté la fraccié 2/8

Hi ha sis estudiants que han dit que 2/8 simplificada és la fraccié 1/4 i només un que ha
explicat que la fraccié 2/8 es pot obtenir a partir de la fraccié 1/4. No hi ha cap estudiant

que hagi fet referéncia al procés de simplificar i al procés invers.
Procediment de calcul (JUST2) i Comparacié de regions (JUST3)

Hi ha tres respostes que es podrien col'locar per una banda a la categoria JUST3 1 per l'altra
a la categoria JUST2, és a dir, fan referencia a I’espai que ocupa la regié ombrejada 1 també
al procés que simplificant 2/8 s’obté 1/4 o que multiplicant per 2 el numerador i el

denominador de la fracci6 1/4 s’obté la fracci6 2/8 (vegeu taula 5.30).

Taula 5.30. Respostes que combinen arguments de les categories Procediment de calcul (JUST2) 1

Comparaci6 de regions (JUST3).

Justificacions Quantitat d’estudiants
) 2/8 simplificat és 1/4 2
Les regions marcades - . .
. i Multiplicat per 2 el numerador i denominador de
ocupen el mateix espai . ) 1
la fraccié 1/4 s’obté la fracci6 2/8

Errors comesos en la pregunta 6

Uns quants estudiants han comes errors a ’hora de justificar que les fraccions 2/8 i 1/4
séon equivalents. Vuit estudiants de la categoria Procediment de calcul (JUST2) han comes
errors a ’hora d’explicar el procediment seguit per simplificar la fraccié 2/8 o bé per

explicar que les fraccions 2/8 i 1/4 so6n equivalents (vegeu taula 5.31).

Els errors que hem classificat com error 1 sén el que han fet cinc estudiants per explicar la
relacio que hi ha entre les fraccions 2/8 i 1/4. Han explicat que la fraccié 2/8 és el doble o

multiple de 1/4 o que la fraccié 1/4 es troba dividint per 2 la fraccié 2/8.
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Taula 5.31. Errors d’alguns estudiants a ’hora de justificar que les fraccions 2/8 i 1/4 sén equivalents.

. . L Quantitat
Codi Errors dels estudiants en justificar la pregunta 6 .
d’estudiants
“2/8:2 =1/4” 2
“simplifiquem la fraccid 2/8, la dividim per 2, s'obté la fraccid .
1/4”.
Error1
“la fraccid 2/ 8 és el doble de 1/4”. 2
“la fraccid 2/ 8 és miiltiple de 1/4”. 1
“multiplicar per la 2 la primera fraccid (1/4) i déna 2/8” 1
E ) “Perque si multipliquem la primera fraccid (1/4) pel mateix .
rror
numerador i denominador (2) ens déna la segona fraccid (2/8)”.

L’error 2 es deu a lexplicaci6 incorrecta del procés de veure que 2/8 és equivalent a 1/4
multiplicant per el mateix nombre, el 2, el numerador i denominador de la fraccié 1/4. En
comptes de multiplicar pel mateix nombre 'estudiant ha dit “multiplicar pel mateix numerador i
denominador” tot 1 que entre paréntesis posa un 2. Per tant, Pestudiant ha sabut comprovar si

les fraccions 1/412/8 so6n equivalents pero no ho ha sabut explicar.

Analisi de les respostes dels estudiants que han argumentat que les imatges no

representen la mateixa fraccio

Les respostes dels estudiants que han explicat que les imatges no representen la mateixa
fraccid, s’han classificat en dues categories segons les justificacions donades: fraccions

diferents 1 una fraccié és més petita que l'altra (vegeu taula 5.32).

Taula 5.32. Classificacié en categories de les justificacions dels estudiants que han argumentat que les imatges

no representen la mateixa fraccié.

Codi Categories Quantitat d’estudiants
JusT4 Fraccions diferents 5
JUSTS5 Una fraccié és més petita que I'altra 1

Fraccions diferents (JUST 4)

En aquesta categoria s’han considerat les cinc respostes d’estudiants que han explicat que
les imatges no representen la mateixa fraccié tot i que no ho justifiquen d’una tnica
manera. Hi ha tres grups diferents de resposta segons I'explicacié que han fet (vegeu taula
5.33). Un estudiant ha explicat que el resultat és el mateix tot i que els numeradors i
denominadors de les fraccions 1/4 i 2/8 sén diferents. Dos estudiants han justificat la
resposta dient que les regions estan dividides en un nombre diferent de parts, una regié en
4 parts i Ialtra en 8, i per tant, en un cas la fraccié és 1/4 i en Ialtra és 2/8. Els altres dos

estudiants només han dit que una imatge representa la fraccié 1/4 i l'altra la fraccié 2/8, en
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aquesta cas, no han explicat res més. Aquestes justificacions, matematicament, es poden

considerar erronies.

Taula 5.33. Respostes de la categoria fraccions diferents (JUST4).

Explicacions dels estudiants de la categoria Fraccions diferents (JUST4) Quantitat d’estudiants
El resultat és el mateix pero el numerador i denominador sén diferents 1
Les regions estan dividides en diferent nombre de parts 2
Una imatge representa 1/4 1 l’altra 2/8 2

Una fracci6 és més petita que P'altra (JUSTS)

En aquesta categoria només hi ha un estudiant que diu que les fraccions “no son iguals, la
primera fraccid és més petita que l'altra”. Aquesta explicacio és erronia ja que no és cert que una

fraccio sigui més petita que altra.
5.2.2 Analisi de dades de la pregunta 16

A la figura 5.51 es mostra la pregunta 16 on es demana als estudiants que vol dir que dues

fraccions siguin equivalents 1 també que posin un exemple.

16.Que vol dir que dues fraccions sén equivalents? Posa un exemple.

Figura 5.51. Pregunta 16 del qliestionari de fraccions.

Primerament s’analitzaran les explicacions que els estudiants han realitzat per explicar que
vol dir que dues fraccions siguin equivalents i a continuacié s’analitzaran els exemples

proposats.
Analisi de les explicacions de la pregunta 16

Per explicar que vol dir que dues fraccions sén equivalents els estudiants han utilitzat
explicacions conceptuals, procediments de calcul o comparacié de regions. Algunes
respostes combinen els diferents tipus d’explicacions esmentades. En el grafic de la figura
5.52 es mostra la quantitat d’estudiants que han realitzat cada tipus d’explicacié. El grup
més nombrods és el dels estudiants que han realitzat explicacions conceptuals (39,16%)
seguit del grup que ha explicat procediments de calcul (23,91%). Només dos estudiants
(4,35%) comparen regions. La resta d’estudiants combinen diferents explicacions, set
estudiants (15,22%) combinen explicacions conceptuals i procediments de calcul, quatre
estudiants (8,70%) fan explicacions conceptuals i comparacié6 de regions i només un
estudiant realitza una explicacié a partir d’'un procediment de calcul i de la comparacié de

fraccions. Tres estudiants (6,52%) no han respost la questio.
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Explicacié conceptual (EQ1)

Les vint-i-nou respostes d’aquesta categoria per explicar que vol dir que dues fraccions son
equivalents fan referéncia a que les fraccions representen el mateix resultat i/o la mateixa
proporcio. Les respostes d’aquests estudiants es poden agrupar en tres grups segons
Iexplicacio: representen el mateix resultat, representen la mateixa proporci6 i representen el

mateix resultat i la mateixa proporcio.

Vint-i-un estudiants, la majoria d’estudiants d’aquesta categoria, afirmen que el resultat de
les dues fraccions és el mateix. Aquests estudiants han dit que les fraccions representen el
mateix de diverses maneres: representen el mateix resultat, la mateixa quantitat, el mateix
nombre, el mateix 1 son iguals, el mateix valor 1 sén la mateixa fraccié. En aquest grup de
vint-i-un estudiants, s’ha detectat un error a ’hora d’explicar que vol dir que dues fraccions
siguin equivalents. Un estudiant ha dit que “dues fraccions sin equivalents quan representen la
mateixa unitat, és a dir, quan el resultat és el mateix”. La utilitzacié del terme unitat no és
correcta, 'estudiant sembla que utilitza la paraula “unitat” per referir-se a la quantitat que
representa cada fraccié 1 no a la unitat que s’agafa de referéncia per representar les

fraccions.

Hi ha cinc estudiants que han elaborat explicacions que fan referéncia a la proporcié o bé a
la relaci6 entre el numerador 1 denominador de cada fraccié. En una de les respostes dels
cinc estudiants s’ha detectat un error a ’hora d’explicar que vol dir que les fraccions siguin
equivalents: “dues fraccions son equivalents quan aquestes dues indigquen la mateixa proporcid, pero en
diferent nombre”’. La primera part on 'estudiant diu que /es dues indiquen la mateixa proporcid és
correcta pero no és correcta dir en diferent nombre. Entenem que volia dir que indiquen la

mateixa proporci6 pero estan representades de diferent manera.

Hi ha tres estudiants que han explicat que les fraccions representen el mateix resultat i la
mateixa proporcid. En aquest grup de tres estudiants hi ha un estudiant que ha dit que el

resultat de dividir el numerador i el denominador sera el mateix.
Procediment de calcul (EQ2)

Les dinou respostes d’aquesta categoria per explicar que vol dir que dues fraccions sén
equivalents fan referéncia a procediments de calcul per trobar una de les fraccions a partir
de laltra o per trobar la relacié entre els numeradors i els denominadors de les dues
fraccions. Aquestes respostes s’han agrupat en tres subcategories: Multiplicant en creu
(EQ2.1), multiplicar i/o dividit numerador i denominador (EQ2.2), i Comprovant si els
numeradors 1 denominadors sén proporcionals (EQ2.3) (vegeu taula 5.34). A continuaci6

s’expliquen les respostes de cada subcategoria en detall.
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Subcategories de la

Categoria 2

Multiplicar en creu (EQ2.1)

Multiplicar i/o dividir
numerador i denominador

(EQ2.2)

Comprovar si els
numeradors i
denominadors sén

proporcionals (EQ2.3)

Procediment de calcul (EQ2)
Explicacié de la resposta

“Multiplicant en creu” s’obté una fraccié amb el
numerador i denominador iguals.

Una fraccié es troba dividint pel mateix nombre
el numerador i denominador de Paltra fraccio .
Una fraccié es troba multiplicant dividint pel
mateix nombre el numerador i denominador de
Paltra fraccio.

Una fraccié6 es troba dividint o multiplicant
dividint pel mateix nombre el numerador i
denominador de I’altra fraccio.

Simplificant una fraccié s’obté I'altra fraccié.

Les dues fraccions estan simplificades o
“amplificades”.

Els numeradors i denominadors de les dues
fraccions sén mdltiples entre si o bé son

proporcionals.
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Codi Errors dels estudiants de la subcategoria EQ2.2 .
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“Podem dir que dues fraccions sin equivalents guan al simplificar- .
les es pot fer o dividir amb el mateix nombre”
“Dues fraccions sin equivalents quan multiplicant-les per un
Error 1 1
mateix nombre obtenim el mateix resultal’
“Per tant si una la multipliquem o dividim per un niimero 5
aconseguim l'altra”
Error 2 “Estan amplificades o simplificades” 1
[ g .
. Dy e . 2.(x2)
- —



Representacio 1 Representaci6 2

L/ o, ii% 9@
0o ®

Representacié 5

» Representacié 6
Representaci6 4



fraccions equivalents al nombre 1 i un estudiant ha proposat un exemple de fraccions

equivalents a 2. Un sol estudiant ha proposat fraccions equivalents a 1/3 i un altre a 2/3.

Dels trenta-vuit estudiants, trenta-cinc han proposat fraccions amb els denominadors
parells. Els dos estudiants del grup 3 que han proposat fraccions equivalents a 1 han dit
totes les fraccions amb denominadors parells excepte la fraccié 1/1 que té per
denominador el nombre 1. El tercer estudiant que no ha proposat totes les fraccions amb
denominadors parells ha estat el del grup 6 que ha proposat dues fraccions equivalents a
2/3, ha proposat 2/314/6.

Trenta dels trenta-vuit estudiants que han proposat fraccions amb denominadors que sén
potencies de 2, han proposat els denominadors 1, 2, 4, 8 1 16. Els altres vuit han proposat

els denominadors 3, 6, 10, 12, 18 1 24 que no sén potencies de 2.

Tots trenta-vuit estudiants excepte tres han donat fraccions equivalents on el numerador
d’una de les fraccions és maltiple del numerador de Ialtra o altres fraccions donades i el
denominador d’una de les fraccions és mualtiple del denominador de Ialtra o altres fraccions
donades. Ttes estudiants han dit les fraccions 4/8 1 6/12 on el 6 no és multiple de 4 ni el 12
de 8.

Hi ha només tres estudiants del grup 2 que han proposat fraccions equivalents a la fraccié

1/2 que diuen que les fraccions proposades son iguals a 0,5.

Taula 5.36. Classificacié dels exemples correctes de fraccions equivalents.

Numerador i

denominador d’una

. Denominadors . . .
Denominadors o fraccio multiples del Quantitat
Grup Exemples poténcies de 2 . .
parells o senars numerador i d’estudiants
0 no

denominador de la

fraccié equivalent

Grup 1:

Ble

Grup 2:

B | =

28
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Nota: Les cel'les acolorides assenyalen que les fraccions tenen els denominadors parells, que els
denominadors sén poténcies de 2 o bé que el numerador i el denominador d’una fraccié sén multiples del

numerador i denominador de la fraccié equivalent.

Analisi dels exemples incorrectes de fraccions equivalents

Només dos estudiants, els del grup 7 (Exemples incorrectes), han escrit exemples
incorrectes de fraccions equivalents. Un dels estudiants ha dit tres fraccions, 1/2,2/414/6,
les dues primeres sén equivalents, petd 4/6 no és equivalent a 1/2. En comptes de la

fraccié 4/6 havia d’escriure la fraccié 4/8 o 3/6.

L’altre estudiant ha dit 8/6 1 3/4 com a fraccions equivalents. Aquestes fraccions no sén
equivalents, a més la fraccié 8/6 és més gran que una unitat mentre que la fraccié 3/4 és
més petita. Aquest estudiant ha volgut aplicar el procediment de multiplicar en creu per
comprovar que dues fraccions sén equivalents pero s’ha confés i ha multiplicat els

numeradors entre ells 1 els denominadors entre ells obtenint la fraccié 24/24.
5.2.3 Analisi de dades de la pregunta 17

A la figura 5.61 es mostra la pregunta 17 on es demana que els estudiants expliquin amb un
dibuix que 4/8 1 6/12 sén equivalents.

17.Com pots explicar amb un dibuix que 4/816/12 s6n equivalents?

Figura 5.61. Pregunta 17 del qliestionari de fraccions.

Hi ha sis estudiants que no han contestat aquesta pregunta. Les respostes dels quaranta
estudiants que han contestat la pregunta s’han distribuit en quatre categories: Comparant la
'area pintada de cada unitat (CO1), Comparant el nombre de parts iguals de cada unitat
(CO2), Situant les fraccions a la recta numerica (CO3), No sén equivalents (CO4) (vegeu

taula 5.37). A continuaci6 s’explica cada categoria amb detall.
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Analisi segons la interpretacié de fraccid

En els dibuixos de totes les respostes d’aquesta categoria s’ha interpretat les fraccions 4/8 i

6/12 com a compatracié part-tot.
Analisi segons la regi6 (model d’area) utilitzada

Tots els estudiants d’aquesta categoria han utilitzat el model d’area per representar les
fraccions amb dibuixos. Han dibuixat les unitats mitjancant rectangles i/o cetcles. Vint-i-
cinc dels trenta-cinc estudiants (vegeu els dibuixos 1, 2, 3, 4, 5, 6 1 7 de la taula 5.38) han
dibuixat rectangles per representar cada fraccid, nou estudiants (vegeu els dibuixos 91 10 de
la taula 5.38) han utilitzat els cercles com a representaci6 de les dues fraccions i només un
estudiant (vegeu el dibuix 8 de la taula 5.38 ) ha representat la fraccié 4/8 en un cercle i la

fracci6é 6/12 en un rectangle.
Analisi segons la quantitat de regions utilitzades per representar cada unitat

Trenta-tres dels trenta-cinc estudiants han representat cada fraccié en una unitat (cercle o
rectangle) (vegeu dibuixos 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 91 10 de la taula 5.38). En canvi, dos estudiants
han representat cada unitat mitjancant dos rectangles (vegeu dibuix 1 de la taula 5.38). En
aquest cas, quan han representat les fraccions 4/8 1 6/12 en aquestes unitats, ha quedat un
rectangle pintat i I'altre sense pintar ja que les fraccions 4/8 i 6/12 sén equivalents a la
fraccié 1/2.

Comparant el nombre de parts iguals de cada unitat (COZ2)

Un unic estudiant forma part d’aquesta categoria i ha dibuixat dos rectangles. De la
mateixa manera com ho han fet els estudiants de la categoria CO1, ha interpretat les
fraccions com a comparacié part-tot (vegeu taula 5.37). Cada unitat esta representada per
una sola regio, un sol rectangle. A diferencia dels estudiants de la categoria CO1 aquest
estudiant divideix els dos rectangles en el mateix nombre de parts, en 96 quadradets.
Dibuixa dos rectangles de 8 files i 12 columnes. En un dels rectangles pinta les sis dotzenes
parts pintant 6 de les 12 columnes i en l'altra rectangle pinta les quatre vuitenes parts
pintant 4 de les 8 files. A continuacié, compara els quadradets (48) que han quedat pintats

en cada rectangle. D’aquesta manera es veu que les dues fraccions son equivalents.
Situant les fraccions a la recta numerica (CO3)

Un unic estudiant dels quaranta-sis ha dibuixat una recta numerica i hi ha situat la fraccié
1/21el 0,5 (vegeu taula 5.37). Al costat del dibuix ha escrit que les fraccions 4/816/12 sén

igual a 0,5. Aquest estudiant ha partit de la interpretacié de fraccié com a mesura.
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Les fraccions no so6n equivalents (CO4)

Hi ha tres estudiants que tot i que 'enunciat demana com explicar amb un dibuix que les
fraccions 4/8 i 6/12 s6n equivalents, expliquen que les fraccions anteriors no sén
equivalents. Un dels tres estudiants ha representat les fraccions 4/8 i 6/12 en un cercle

cada una correctament (vegeu taula 5.37), pero dividint el numerador i denominador de les
fraccions 4/8 1 6/12 per 2 i per 3 respectivament, s’obté la fraccié 5 A continuacié diu que

“No son equivalents perque no mantenen la proporcionalita”. Aquest estudiant demostra que no té

prou coneixement del concepte de fraccié equivalent.

Els altres dos estudiants d’aquesta categoria han volgut comprovar si les fraccions 4/8 i
6/12 eren equivalents amb el procediment de multiplicar en creu (4 x 12 =481 8 x 6 = 48),
pero en comptes d’aixo han multiplicat el numerador d’una fraccié pel numerador de laltra
i el denominador d’una fraccié pel denominador de Ialtra obtenint la fraccié 24/96. Com
que han aplicat el procediment incorrectament han obtingut que les fraccions 4/8 1 6/12 no

son equivalents.

5.3 Analisi de dades del qiiestionari en relaci6 amb la comparacié i

Pordenacio de fraccions

En aquest apartat es presenta I'analisi de dades de les preguntes del qiiestionari que fan

referéncia a la comparaci6 i ordenaci6 de fraccions.
5.3.1 Analisi de dades de la pregunta 12

A la figura 5.62 es mostra la pregunta 12 on es demana si la fraccié 1/3 és més gran o més

petita que la fraccié 1/2 i justificar eleccio.

12.Digues quina opci6 és correcta:
1 1/3>1/2 perqué....

O 1/3<1/2petrque....

Figura 5.62. Pregunta 12 del qiiestionari de fraccions.

El nombre de respostes correctes, incorrectes 1 no contestades a ’hora de dir si la fraccié
1/3 és més gran o més petita que la fraccié 1/2 es mostren al grafic de la figura 5.63. Més
de les tres quartes parts dels estudiants han resolt correctament aquesta pregunta,
concretament trenta-vuit estudiants (un 82,61%) han marcat P'opcié “1/3 < 1/2”. Set
estudiants han escollit equivocadament altra opcié, que ”1/2 < 1/3* i només un estudiant

ha deixat per contestar aquesta pregunta.
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Representacions grafiques 8
Nombres decimals 7
Fraccions equivalents 2
Denominadors 12
Fet conegut 2
Parts de la particié 13
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Parts de la partici6 (NUG)

Les tretze respostes d’aquesta categoria sén les que fan referencia a les parts amb que s’ha
dividit la unitat. Hi ha cinc estudiants que per explicar que la fraccié 1/3 és més petita que
la fraccié 1/2 han fet referencia a les parts amb qué s’ha dividit la unitat. Per exemple, han
dit que “dividim la unitat més vegades” o bé que “la unitat esta dividida en menys parts” referint-se a

1/31a1/2 respectivament. Cap d’aquests estudiants ha fet referéncia a ’area de les parts.

Els altres vuit estudiants d’aquesta categoria, a més de referir-se a les parts amb que esta
dividida la unitat han explicat que si es divideix en més parts, aquestes son més petites. Les
explicacions d’aquest vuit estudiants son similars a les que ha fet un estudiant quan diu que
“el total (la unitat) esta dividida en tres, llavors les porcions que et surten son mes petites que si ho dividim
en 2”. Hi ha un estudiant que per explicar que les parts séon més petites si es divideix la
unitat en 3 parts que si es fa en 2 parts, ha posat 'exemple de repartir alguna cosa entre 3
persones o entre 2 persones. Aquestes justificacions estan més ben elaborades que les que

no fan referéncia a 'area de la parts.
No ho justifica (NU7)

Hi ha només un estudiant dels quaranta-sis del grup que no ha fet cap explicacié, només ha

dit “pergué s°. No es pot saber en aquest cas perque ha escollit aquesta opcio.

Analisi de les justificacions de les respostes incorrectes: “1/3 > 1/2”

Les respostes per justificar que la fraccio i és més gran que la fraccié % estan agrupades en
cinc de les vuit categories proposades (vegeu taula 5.40). A diferéncia d’alguns estudiants
que han escollit 'opcié 1/3 < 1/2, els que han escollit 'opcié 1/3 > 1/2 només fan un

“tipus” de justificaci6 i per tant cada estudiant esta en una sola categoria.

Taula 5.40. Classificacié en categories de les justificacions dels estudiants que han escollit 'opcié 1/3 >

1/2.

. . Quantitat
Codi Categoria .
d’estudiants
NU1 Representacions grafiques 1
NU3 Fraccions equivalents 1
NU5 Fet conegut 1
NU6 Parts de la partici6 3
NUS8 Comparacié 1

Representacions grafiques (NU1)

Com s’ha explicat anteriorment, en aquesta categoria hi ha les respostes dels estudiants que

han utilitzat alguna representacié grafica per justificar I'eleccié de la resposta. L’estudiant
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que la fraccié 1/3: “partir quelcom per la meitat és repartir-ho en major quantitat’. Aquest fet fa
pensar que s’ha equivocat en la interpretaci6 del signe “>”" entenent-lo com que el que hi

ha la seva esquerra és més petit que el que hi ha a la dreta.

Els altres dos estudiants d’aquesta categoria han justificat que 1/3 és més gran que 1/2
perque la unitat esta dividida en més parts: “zres parts d’un pastis és més que la meitat d’un pastis”
1 2 parts son menys que 3 parts”. Aquests estudiants comparen la quantitat de parts de la

unitat en lloc de fer-ho comparant I’area de les parts.
Comparaci6 (UNS)

L’estudiant d’aquesta categoria utilitza la justificacié de quina fraccié s’acosta més a la
unitat, pero s’equivoca en dir que és la fraccié 1/3. La justificacié que utilitza podria ser

correcta per decidir quina fraccié és més gran, pero no l'utilitza correctament.
5.3.2 Analisi de dades de la pregunta 13

A la figura 5.68 es mostra la pregunta 13 on els estudiants han d’explicar com comparar les

fraccions 5/717/9 sense utilitzar el minim comd maltiple.

13.Sense utilitzar el mem (minim comu multiple), explica com saber quina fraccié és més gran: 5/7 o 7/9.

Figura 5.68. Pregunta 13 del qiiestionari de fraccions.

Entre tots quaranta-sis estudiants s’han comptabilitzat cinquanta respostes perque hi ha
quatre estudiants que han dit dues maneres diferents d’explicar com comparar les fraccions
de I'enunciat. Les respostes sense contestar també s’han inclos dins d” aquestes cinquanta.
El nombre de respostes correctes, incorrectes i no contestades d’aquesta pregunta es
mostren al grafic de la figura 5.69. Els percentatges de respostes correctes, incorrectes i
sense contestar s’han calculat sobre les cinquanta respostes i no sobre els quaranta-sis
estudiants. Del total de cinquanta respostes, vint-i-tres han estat elaborades de forma

correcta (46%), catorze de forma incorrecte (28%) 1 tretze sense contestar (26%).

Les respostes contestades s’han distribuit en vuit categories diferents segons I'explicacié
que els estudiants han realitzat: Multiplicar en creu (DE1), Representar les fraccions a la
recta numerica (DE2), Buscar la fraccié que s’acosta més a 1 (DE3), Dividir per trobar els
nombres decimals (DE4), Representar graficament les fraccions (DE5), Comparar
numeradors 1 denominadors (DEG), Fer calculs amb els numeradors i denominadors
(DE7), i finalment, Les dues fraccions son iguals (DES). Primer s’explicaran les categories
que inclouen les respostes correctes (vegeu taula 5.41) 1 a continuacié les que inclouen les

respostes incorrectes (vegeu taula 5.42).
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Respostes de la pregunta 13
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DE4 Dividir per trobar els nombres decimals

DES5 Representar graficament les fraccions (correcte)

Quantitat de respostes
1
1
1
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Buscar la fraccié que s’acosta més a 1 (DE3)

De la mateixa manera que les DE1 1 DE2, aquesta categoria només conté una resposta, la
de lestudiant que ha dit que la fraccié “7/9 és més gran pergué s'acosta més a 1”°. Aquesta
estratégia també és correcte, tot i que s’hauria de veure quin raonament s’utilitza per veure

que una fraccié s’acosta més a 1.
Dividir per trobar els nombres decimals (DE4)

Es la categoria que conté més respostes, dotze en total. Hi ha respostes que només
expliquen que cal dividir numerador i denominador per saber els nombres decimals i
després comparat-los i d’altres que a més han fet la divisié i han observat que 7/9 és més

gran que 5/7. Aquest procediment també és correcte.
Representar graficament les fraccions (DE5)

Vuit respostes contenen representacions grafiques per tal de comparar les dues fraccions i
veute que 7/9 és més gran que 5/7. De les vuit respostes, en set s’han representat les
fraccions 7/9 1 5/7 en rectangles i en I'altra s’han representat les fraccions en cetcles (vegeu
figura 5.70). Tot i que en algunes respostes les unitats no s’han dibuixat exactament amb les

mateixes dimensions, el procediment és correcte.
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Figura 5.70. Exemples de representacié grafiques de les fraccions 7/9 1 5/7 en rectangles i en cercles a fi de

comparar-les.
Analisi de les respostes incorrectes a ’hora de comparar les fraccions 5/717/9

Les respostes per justificar que la fraccié 7/9 és més petita que la fraccié 5/7 estan

agrupades en quatre de les vuit categories proposades (vegeu taula 5.42).

Taula 5.42. Classificaci6 en categories de les respostes incorrectes de la pregunta 13.

Codi Categories Quantitat de respostes
DES5 Representar graficament les fraccions 2
DEo6 Comparar numeradors i denominadors 9
DE7 Fer calculs amb els numeradors i denominadors 1
DES Les dues fraccions sén iguals 2
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14.Els estudiants de la classe de la Stta. Johnson havien d’explicar perque 4/5 és més gran que 2/3. Quina et
sembla que és la millor ra6?

Kelly va dir: “ Perque 4 és més gran que 2”

Keri va dir: “Perque 5 és més gran que 3”

Kim va dit: “Perque 4/5 és més propet a 1 que 2/3”

Kevin va dir: “Perqué 4+5 és més que 2+3”

Ooon



45
40
35
30
25
20
15
10

Quantitat d'estudiants

S u

Respostes de la pregunta 14 (1)

73,91 %

23,91 %

2,17 %
1

Resposta correcta  Resposta incorrecta No contestada




Respostes de la pregunta 14 (2)
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20.Fes una estimaci6 de 12/13 + 7/8, marca 'opcié que considetes cotrecte i explica com ho has fet:




Pregunta 20
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entenem que l'estudiant volia escriure “7,5 < x < 27 i s’Tha confés amb el signe “>".

Segons el tipus de justificacié es poden classificar en dos grups:
La suma de les fraccions 12/ 13 7/ 8 esta entre 1 i 2 (Grup 10)

En aquest grup hi ha dos dels tres estudiants que donen com a resposta “entre 17 27, fan la
suma de les fraccions obtenint el 187/104. Segons aquest resultat diuen que el resultat esta

entre 1 1 2. L’estudiant que s’ha equivocat amb I’escriptura del signe “>” esta en aquest

grup-

Les fraccions 12/ 13 i 7/ 8 no sén unitats senceres i la suma esta entre 17 2 (Grup 11)

Només 1 estudiant esta en aquest grup, diu que cap de les dues fraccions és una unitat

sencera 1 per aixo la suma estaria entre 11 2.
Analisi de les respostes que no marquen cap opcid

Hi ha vint estudiants que no han marcat cap de les opcions. Es poden classificar en dos

grups.

La suma 12/ 13 + 7/8 sense interpretar (Grup 12)

Els dos estudiants d’aquest grup han calculat la suma 12/13 + 7/8 pero de forma
equivocada, un obté 200/104 i l'altre 177/104. Tots dos han sabut calcular el minim comu
multiple per trobar el denominador comu, pero s’han equivocat fent les multiplicacions per
trobar la fracci6 equivalent a 7/8. Aquests dos estudiants una vegada obtingut el resultat de

la suma no ’han sabut interpretar.
Sense contestar (Grup 13)

En aquest grup hi ha divuit dels vint estudiants que no han escollit cap opci6 i que han
deixat la pregunta en blanc i no han explicat res. D’aquests divuit hi ha un estudiant que

especifica que no el sap fer.
Analisi de les respostes segons la justificacio realitzada

Les respostes dels tretze grups obtinguts a partir de I'opcié triada es poden agrupar en
quatre categories segons el tipus de justificaci6 amb la que s’han recolzat: Raonament
conceptual (ESTI1), Procediment de calcul (ESTI2), Representaci6 grafica (ESTI3) i Sense
justificacié (ESTI4) (vegeu taula 5.43).

El percentatge d’estudiants de la categoria Raonament conceptual (ESTI1) que ha encertat
I'opcié correcte (81,25%) és el doble que el d’estudiants de la categoria Procediment de
calcul (ESTI2) que ha triat 'opcié correcte. A continuacié s’explica amb més detall cada

categoria.
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Taula 5.43. Classificacié de les respostes de la pregunta 20 segons la justificacié realitzada. En verd les

respostes correctes i en lila les incorrectes o sense contestar.

. Quantitat
» Quantitat .
. Opci6 de . d’estudian
Categoria Grup ) d’estudiants
Penunciat ts per
per grup .
categotia
Grup 1: 12/1317/8 s’aproximen a 1 ila suma a 2 13
Grup 6: 12/1317/8 s’aproximen a 1 ila sumaa 1 1
Raonament
conceptual Grup 9: 12/13 s’aproxima a 131 7/8 a 8 ila suma a | 16
(ESTT1) 21
Grup 11: Les fraccions 12/13 1 7/8 no sén unitats .
senceres ila suma esta entre 112
Grup 2: La suma de les fraccions12/1317/8 5
s’aproxima a 2
Grup 3: Suma dels nombres decimals 2
Grup 7: La suma de les fraccions 12/1317/8
Procediment | ) 1
s’aproxima a 1
de calcul 10
(ESTI2) Grup 8: La suma de les fraccions 12/1317/8 .
s’aproxima a 19
Grup 10: La suma de les fraccions 12/1317/8 esta 5
entre 112
Grup 12: La suma 12/13 + 7/8 sense intetpretar 2
Representaci
6 grafica Grup 4: Representaci6 grafica de 12/1317/8 1 1
(ESTI3)
Sense Grup 5: No explica I'eleccié 1
justificacié 19
(ESTI4) Grup 13: Sense contestar 18

Raonament conceptual (ESTI1)

En aquesta categoria s’han inclos grups on les seves respostes justifiquen leleccié de

P'opci6 sigui quina sigui a partir de raonaments conceptuals. En total hi ha setze estudiants

que han respost tres opcions diferents de I'enunciat i la que s’ha afegit, “entre 11 2”. De les

setze respostes d’aquesta categoria n’hi ha tretze de correctes.

Procediment de calcul (ESTI2)

Deu estudiants formen part d’aquesta categoria, sén els que han calculat la suma de les

fraccions 12/13i7/8 per decidir I'estimacié d’aquesta suma. Només quatre respostes de les

deu d’aquesta categoria son correctes.
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21.Calcula 1/3 + 2/5 i representa-ho graficament.

Respostes de la pregunta 21
45

86,96 %

40
35

30
25

20

15
10

10,86 % 217 %

Quantitat d'estudiants

1

[enlNOa]

Correcte Incorrecte No contesta




Analisi de les respostes segons la part del procés de la suma que s’ha representat

Els estudiants s’han classificat en diferents categories en funcié de si han calculat

cotrectament la suma 1/3 + 2/5 i de la representacié del procés de la suma que han

realitzat. Les respostes correctes s’han agrupat en quatre categories tenint en compte si

Pestudiant no ha realitzat cap representacid, només ha realitzat la representacié del resultat,

la representacié d’una part del procés o bé la representacié de tots els passos de la suma.

Per classificar les respostes incorrectes s’ha seguit el mateix procés, perd en aquest cas

només s’han obtingut dues categories. En el grup de respostes incorrectes no hi ha cap

resposta sense representacioé ni cap que representi tot el procés de la suma, per aix6 no hi

ha aquestes categories (vegeu taula 5.44). A continuacié s’exposen amb detall les diferents

categories.

Taula 5.44. Classificaci en categories de les respostes correctes i incorrectes de la pregunta 21.

Interpretaci6 .
Calcul de . . Quantitat
Categoria de les Representaci6 .
1/3+2/5 . d’estudiants
fraccions
Sense cap representacio 5
(SUMAL1)
Grup d’objectes 1
) Comparacié Hexagon 1
Representacié del resultat
part-tot Rectangle 18
(11/15) (SUMAZ2)
Cercle 1
Mesura Recta numeérica 7
Correcte
Representacié d’una part del
procés de la suma (1/3,2/51 Comparacié
) Rectangle 5
11/15;5/15,6/15111/15) part-tot
(SUMA3)
Representacié de tot el procés .
Comparacié
de la suma (1/3,2/5,5/15, Rectangle 2
art-tot
6/151 11/15) (SUMA4) P
Representaci6 del resultat (3/8;
P ¢/ Comparaci6 Rectangle 2
10/15) (SUMA 5)
part-tot Cercle 1
Representacié d’una part del .
Incorrecte ] Comparacié
procés de la suma (1/3,2/51 arttor Rectangle 1
3/8;1/3,2/511/3 + 2/5) P
(SUMAOG) .
Mesura Recta numerica 1

Sense cap representacié (SUMAT1)

Hi ha cinc estudiants que han realitzat el procediment correcte de la suma 1/3 + 2/5 perd

que no han realitzat cap representacio. Per a resoldre la suma quatre estudiants han realitzat
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22.Calcula 2/5 x 3/4 i tepresenta-ho graficament.



Respostes de la pregunta 22

45
0,
é 40 89,13 %
& 35
E 30
325
T 20
s
= 15
<)
E] 1(5) 217 % 87 %
1
0 , .
Correcte Incorrecte No contesta
Calcul de Resposta Interpretacié de
z 3 Categoria )
5X1 les fraccions
Sense cap 6/20
representacio
(MULTT1) 3/10
6/20
Comparaci6 part-tot
Correcte
. 3/10
Representacio del /
resultat (%, 1—3;) o 6/20
0,3) MULTIZ)
3/10 Mesura
0,3

Representaci6

Rectangle

Recta numerica

Quantitat
d’estudiants

6

11

5

9

12

3 28

1



Representacio
d’una part del

procés de la

i3 6/20 Comparaci6 part-tot Rectangle 2 2
multiplicacié (E’ = i
LR
200 MULTI3)
Representacié del
Incorrecte | resultat (%) 8/15 Comparaci6 part-tot Hexagon 1 1

(MULTI4)

Sense cap representacio (MULTIT)

Hi ha onze estudiants (23,91% dels quaranta-sis estudiants) que han realitzat el
procediment correcte de la multiplicacié 2/5 x 3/4 pero no han realitzat cap representacio.
Sis estudiants han calculat la multiplicacié 2/5 x 3/4 = 6/20 i no han simplificat el resultat
de la multiplicacio, els altres cinc estudiants han simplificat la fraccié 6/20 obtenint la
fraccié 3/10.

Representacié del resultat (6/20 o 3/10) (MULTI2)

Vint-i-vuit estudiants formen part d’aquesta categoria (60,87% dels quaranta-sis estudiants),
és la categoria amb més estudiants. Dotze estudiants han resolt la multiplicacié dient com a
resultat la fraccié 6/20, tretze han simplificat la fraccié 6/20 i han donat com a resultat la
fraccié 3/10 i tres han donat com a resultat el 0,3. Tots els estudiants d’aquesta categoria
han representat només el resultat de la multiplicacid, sigui 6/20, 3/10 o 0,3 i no han

representat cap altra fraccié que intervé en la multiplicacio.

Vint-i-un estudiants d’aquesta categoria han interpretat la fraccié com a comparacid part-
tot i la resta com a mesura. Tots els vint-i-un estudiants que han interpretat la fraccié com a
comparacié part-tot han utilitzat un model d’area per representar el resultat de la
multiplicacié 1 han dibuixat rectangles. Els set estudiants que han interpretat la fraccié com

a mesura han representat el resultat a la recta numerica.
Representacié d’una part del procés de la multiplicacié (2/5, 3/4 1 6/20) (MULTI3)

Només dos estudiants han representat a més de la fraccié 6/20 les fraccions que es
proposen per a realitzar la multiplicacid, 2/5 i 3/4. Tots dos estudiants han representat les
fraccions 2/5, 3/4 en unitats de diferent superficie que la unitat que han utilitzat per

representar la fraccié 6/20 (vegeu figura 5.95).
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23.Calcula 4/5 + 2/3.

Quantitat d'estudiants

45
40
35
30
25
20
15
10

S D

Respostes de la pregunta 23

82,61 %

4,35 % 13.04 %

B

Cotrecte Incorrecte No contesten
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24. Un alumne diu que 1/3 + 2/5 és 3/8. Es correcte aquesta resposta? Explica per qué si o per qué no.

Respostes de la pregunta 24

45 9130 %
40

35
30
25
20
15
10

435 % 435 %
& &

Cotrecte Incorrecte No contesten

Quantitat d'estudiants

S »




Justificacio

centrada en
Resposta cotrecta

. el resultat o Categoria Quantitat d’estudiants
o incorrecta
en el
procediment
Se centtenen  El resultat és 11/15 i no és equivalent a ;
el resultat 3/8 (EXPLIT)
Respostes .
No se sumen  numeradors 1 42
correctes ) ) 5
Se centren en  denominadors directament (EXPLI2)
el Cal fer un altre procediment (EXPLI3) 30
Respostes procediment  Se sumen numeradors i denominadors ) )
incorrectes directament (EXPLI4)

z_'—-_""l.-.‘ _L "l\ "l \ 1___1 Ct“""'l\{- )




equivalents. Per exemple, les fraccions 4/8 i 6/12 sén equivalents i el 12 no és multiple de
8.

No se sumen numeradors i denominadors directament (EXPLI2)

Els cinc estudiants d’aquesta categoria s’han centrat en el procediment seguit a ’hora de
resoldre la suma 1/3 + 2/5 = 3/8, perd només han dit el que no és correcte sense explicar
perque no ho és i sense proposar cap alternativa explicant el que s’havia de fer per resoldre
la suma correctament. Tots cinc estudiants han dit que la suma de fraccions no es resol

sumant els numeradors i els denominadors.
Cal fer un altre procediment (EXPLI3)

La categoria EXPLI3 és la més nombrosa de les respostes correctes i consta de trenta
estudiants. Tots els estudiants d’aquesta categoria han fet referéncia al procediment seguit a
I’hora de resoldre la suma 1/3 + 2/5 = 3/8, han manifestat que no és correcta i han

proposat alternatives de com s’hauria de resoldre.

Hi ha tres tipus de resposta diferent a I’hora de justificar perque no és correcta la suma de
Penunciat. Vint dels trenta estudiants d’aquesta categoria diuen que no es poden sumar
directament els numeradors i els denominadors ja que cal calcular el minim comd multiple.
El grau de detall de les respostes ha estat diferent entre aquests estudiants: alguns només
han dit que cal fer el minim comd multiple, mentre que altres han explicat com s’hauria de
portar a terme el procés. Dels vint estudiants només sis expliquen el procés per sumar
fraccions utilitzant el minim comu multiple, d’aquests sis estudiants tres no expliquen de
forma prou correcta el procediment mentre que els altres tres 'expliquen de forma

correcta.

Nou estudiants formen el segon grup dins d’aquesta categoria i s6n els que han dit que per
poder sumar aquestes fraccions cal tenir denominadors comuns o bé que la “mida” de les

parts ha de ser la mateixa.

El tercer grup de respostes esta format per una sola resposta i és un estudiant que explica

que per aconseguir els denominadors iguals cal multiplicar-los.

En tots tres grups de respostes d’aquesta categoria hi ha hagut respostes amb alguna
explicacié que no ha estat elaborada de forma prou correcta. Concretament cinc estudiants
s’han equivocat en lexplicacié, no han explicat correctament el procés de sumar les
fraccions amb denominadors diferents o bé utilitzen termes de forma incorrecta (vegeu
taula 5.47).
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Explicacié de Perror

No expliquen correctament
el procés de sumar fraccions

amb denominadors diferents

Utilitza un terme de forma

incotrecta

Resposta dels estudiants

“No, perqué quan el denominador és diferent s’ha de buscar

el minim comdi miiltiple i després sumar els numeradors”.

“E/ que s’ha de fer és buscar el m.c.m. dels denominadors i
lavors  multiplicar pel mateix valor els numeradors i
[finalment sumar-los”.

“Pergue has de fer el mem de 3 i 5. Després el 15 has de
multiplicar per el numerador i sumar-ho”.

“No, es sumen els numeradors pero els denominadors es
multipliquen”.

“No és correcte perqué l'alumne ba sumat els denominadors

en comptes de buscar el sen denominador comii miltiple” .

Quantitat

d’estudiants



25.Quin és el valor de 4/5 -1/3 -1/15?
1/5
2/5
3/4
4/5

goonO

Respostes de la pregunta 25
45

86,96 %

40
35

30
25

20

15

10

4,35 %

8,70 %

Quantitat d'estudiants

contesten




26.Calcula 3/5 + 3/10x 4/15 =

Oooodo

3/51
1/6
6/25
11/25
17/25

Quantitat d'estudiants

45
40
35
30
25
20
15
10

Respostes de la pregunta 26

36,96 %

28,26 % 28,26 %

I 6,52 %

3/51

T

1/6 6/25 11/25 17/25

T

contesten




Analisi de les respostes que han escollit 'opci6 incorrecta 6/25

Els tretze estudiants d’aquesta categoria deduim que s’han equivocat per no tenir en
compte la prioritat de les operacions. Primer han realitzat la suma 3/5 + 3/10 = 9/10 i
després pot ser que hagin portat a terme la multiplicacié 9/10 x 4/15 = 36/150. Si es
simplifica la fraccié 36/150 s’obté la fraccidé 6/25. Aquests estudiants han hagut de buscar
fraccions amb denominadors comuns, sumar i multiplicar i simplificar fraccions. Per tant,
Idnic error que segurament han comes ha estat no tenir en compte lordre de les

operacions.
Analisi de les respostes que han escollit Popci6 incorrecta 11/25

Només tres estudiants han escollit aquesta opcid i en aquest cas, és més dificil deduir que
poden haver realitzat aquests tres estudiants per escollir aquesta opcié incorrecta. No hem

estat capacos d’interpretar aquest resultat.
5.4.8 Analisi de dades de la pregunta 27

A la figura 5.116 es mostra la pregunta 27 on cal trobar dues fraccions que quan es

divideixen s’obté una fraccié amb denominador 4.

27.La divisi6 de dues fraccions és una fraccié amb numerador 4. Quines poden ser aquestes fraccions?

Figura 5.116. Pregunta 27 del qiiestionari de fraccions.

La quantitat de respostes correctes, incorrectes i no contestades es mostra al grafic de la
figura 5.117. Vint-i-vuit estudiants (60,87%) han proposat una divisi6 o més d’'una que
compleixen el que es demana a I'enunciat. Sis estudiants (13,04%) han proposat fraccions
que quan es divideixen no s’obté una fraccié6 amb el numerador 4. Més d’una quarta part
dels estudiants, dotze concretament (26,09%) no ha contestat la pregunta i per tant no han

proposat cap fraccio.

En funcié de les fraccions que han proposat els estudiants s’han classificat les respostes en
sis categories (vegeu taula 5.48). Cinc categories contenen les respostes correctes 1 només
s’ha proposat una categoria per les respostes incorrectes. A continuacié s’analitzen les

respostes de cada categoria amb més detall.
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Respostes de la pregunta 27

45
40

35

60,87 %

30
25

20

15
10

26,09 %

Quantitat d'estudiants

S w»

Correcte Incorrecte No contesten

Resposta correcta

o0 incorrecta

Respostes

correctes

Respostes

incorrectes

cate zc 1es 1€

Categoria
Proposen T —- £ grt g—_ = E ((JENE1)
Proposen g—: g—%:_. = ((JENEZ)
Proposen g—: 5—2—2 i ((JENE?))
Proposen % - § ««oENE4)

Proposen altres fraccions (GENED5)

Proposen fraccions incorrectes

(GENEG)

nert

les ategor es GEI [E1

1 c
L= =)
B 1

le fric 1on- ¢ ‘ere t

Quantitat d’estudiants

3 28
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Explicacié de Perror

Procés de dividir erroni (Error 1)

L’enunciat no s’ha compres (Error
2)

Confusié entre els termes

numerador i denominador (Error 3)

LCC1OMs 1+ D1IC!

. 4
Zi- o]
2 B

Error 1a

Error 1b

Error 2a

Error 2b

Error 3a

Resposta dels estudiants

TR

Quantitat

d’estudiants
1
2
1
1
2
1
2 2
siot
1.
i

3

o

-

W |~



GENEI1 que han proposat totes les possibles divisions no han dit fraccions en concret, tots
c 2 C.4 c

.1
han proposat les divisions T epTIiET Y
El procediment de multiplicar en creu és el que més ha permés de generalitzar. Els

estudiants que han utilitzat altres procediments han proposat fraccions concretes.

Deu estudiants dels vint-i-vuit que han donat respostes correctes proposen divisions de
fraccions on el resultat de la divisié de fraccions o les mateixes fraccions que proposen sén

nombres enters. La meitat d’aquests deu estudiants han proposat divisions que de fet s6n

4 44 _ 2 42 8 2 16 . 2 16 _
1

L. 1 .
divisions de nombres enters: = + — = - = +-= 44—t =4,
1 1 42 1 AR T

4 4’2

u Bt
B
En les respostes dels estudiants s’han detectat alguns errors de diferent tipologia:

» Etror en Pescriptura d’igualtats: un estudiant que ha escrit una divisié de forma correcta
s’ha equivocat en escriure les igualtats. No ha tingut en compte el significat del signe

igual i no té el mateix valor el que ha escrit a cada costat del signe igual.

» Etrror en el procés de dividir: dos estudiants no han sabut dividir correctament, han
utilitzat procediments incorrectes per a realitzar el calcul de la divisi6. Aixo ha fet que la
divisi6 que proposessin fos incorrecte. Els dos estudiants sembla que volien utilitzar el

procediment de multiplicar en creu.

» Etror en la comprensié de Penunciat: dos estudiants no han entés 'enunciat de forma

correcta 1 aixo ha fet que hagin donat una resposta incorrecta.

» Etrror en confondre el numerador i el denominador: un estudiant ha confés el terme
numerador i denominador i aixo ha fet que busqués divisions de fraccions que el

resultat fos una fraccié amb denominador 4 en comptes de numerador 4.

» Etrror en confondre el numerador i el denominador i en el procés de dividir: un
estudiant ha realitzat dos errors a la vegada, confondre el numerador 1 denominador i

no dividir d’una forma cotrrecta.
5.4.9 Analisi de dades de la pregunta 28

A la figura 5.124 es mostra la pregunta 28 en la que els estudiants han de trobar el nombre

que falta perque es compleixi la igualtat: % x6=4.

28.Quin és el nombre que falta perque es compleixi la seglient igualtat: 2 < 6 = 4

Figura 5.124. Pregunta 28 del qiiestionari de fraccions
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Respostes de la pregunta 28
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Fraccié com a operador IGU2) 4
Respostes correctes o ) 30

Multiplicacié de fraccions IGU3)
Directament el resultat IGU4) 10

Respostes incorrectes  Resultat o procés incorrecte (IGUD5) 5 5
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5.5.1 Analisi de dades de la pregunta 3

A la figura 5.131 es mostra la pregunta 3 on els estudiants han de dir quina és la fraccié més

gran i la fraccié més petita que coneixen.

3.(a) Quina és la fraccié més gran que coneixes?
(b) Quina és la més petita?

Figura 5.131. Pregunta 3 del qiiestionari de fraccions.

Les respostes d’aquesta pregunta es mostraran primerament per apartats i després es

relacionaran les dades dels dos apartats.
Analisi de dades de I’apartat (a)

Vuit estudiants han deixat aquest apartat sense contestar. Les respostes dels trenta-vuit
estudiants que han contestat la pregunta s’han classificat en cinc categories segons la fraccié
que han proposat i I'explicacié que han realitzat (vegeu taula 5.51). De les cinc categories
només una contempla respostes correctes, concretament conté sis respostes. A continuacio

s’expliquen les respostes de cada categoria amb més detall.

Taula 5.51. Classificacié en categories de les respostes correctes i incorrectes de la pregunta 3 ().

Resposta )
. Quantitat
correcta o Categoria .
. d’estudiants
incorrecta
Cotrectes No hi ha aquesta fraccié (INFI1) 6
Infinit al numerador i/o al denominador (INFI2) 21
Fraccions concretes (INFI3) 8
Incorrectes -
Depen de la unitat (INFI4)
Depen del numerador i del denominador (INFI5) 2

No hi ha aquesta fraccié (INFI1)

Només sis estudiants formen part d’aquesta categoria i soén els dnics que han realitzat una
resposta que es pot considerar correcta dient que no és possible trobar la fraccié6 més gran.
Els estudiants d’aquesta categoria donen una de les tres explicacions segiients: les fraccions
son infinites, sempre es pot trobar un nombre més gran i una resposta que no justifiquen.
Concretament, dos estudiants han justificat que no es pot trobar una fraccié que sigui la
més gran perque hi ha infinites fraccions. També, dos expliquen que sempre es pot trobar
un nombre més gran. Un d’ells dius que “No #'hi ha. Pot arribar a © 7, entenem que si diu

que pot arribar a infinit, sempre es pot trobar una fraccié més gran que la que es tingui. Els
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altres dos estudiants d’aquesta categoria no justifiquen que no hi ha fracci6 més gran,

només diuen que no n’hi ha sense afegir res més.
Infinit al numerador i/0 al denominador (INFI2)

Aquesta categoria és la més nombrosa, vint-i-un estudiants han realitzat respostes que s’hi
han inclos. Les respostes d’aquesta categoria son incorrectes, en totes es proposa una

fraccié amb 0 al numerador i/o al denominador, s’han classificat en quatre subcategroies:
-DIO (INFI2.1A), é (INFI2.2A), § (INFI2.3A) i +oo (IINFI2.4A). A continuaci6 s’explica

cada subcategoria més detalladament.
= (INFI2.14)

. oo ., ’ .
Onze estudiants han proposat la resposta T com a fracci6 més gran i1 un ha proposat la

. . . , P .
mateixa fracci6 amb un signe més davant de linfinit, e Deu estudiants d’aquesta
subcategoria només proposen aquesta fraccié i no justifiquen la resposta. Els altres dos a
., 0o . . . . ;. o
més de proposar la fraccié — realitzen les explicacions segiients: “ds infinitament gran, sempre
1

> ¢

n'hi haura de més grans”, “no la podem calcular numericament perque és infinita”. Sembla que tenen
clar que donada una fraccié sempre se’n pot trobar una de més gran, pero la resposta

d’aquests estudiants s’ha considerat en aquesta categoria i aquesta subcategoria perque tot i

Pexplicacié proposen la fraccid -Of

;[

o (INFI2.2A4)

Dos estudiants han proposat la fraccié é com a fraccié més gran. No han realitzat cap altra
explicaci6 justificant la resposta.

= (INFI2.3A4)

. . ., 0o, . ., .
Cinc estudiants han proposat la fracci6 — 1un ha proposat la mateixa fraccié amb el signe

, P : . o
més davant de cada infinit: P Aquest mateix estudiant ha posat que aquesta fraccié és

igual a + 0o, Cap d’aquests sis estudiants ha realitzat explicacions.
+oo (INFI2.4A)

Un sol estudiant ha proposat com a resultat +00, i ha respost que “wna fraccid pot ser + 0.
Es Idnic estudiant dels que proposen resultats amb infinits que no ha proposat una

expressio en forma de fraccio, amb el numerador i el denominador.
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Fraccions concretes (INFI3)

En aquesta categoria hi ha els vuit estudiants que han proposat fraccions concretes com a
fraccié més gran i han proposat les fraccions 1/0, 1/1, 1/2 i 3/4. Dos estudiants han
proposat la fraccié 1/2, un sol estudiant la fraccié 3/4, un altre estudiant la fraccié 1/0 i
quatre estudiants han dit la fraccié 1/1. Un estudiant dels quatre que han proposat 1/1
com a fraccié6 més gran a més ha realitzat la segiient explicacid: “quan el denominador i el

numerador son ignals”. En aquesta categoria cap estudiant ha justificat la resposta.
Depen de la unitat (INFI4)

Un unic estudiant dels quaranta-sis ha respost a la fraccié més gran “un total’. Com que a
Papartat (/) on es demana la fraccié més petita ha dit “res”, se suposa que amb un total es

refereix a tota la unitat.
Depen del numerador i del denominador (INFI5)

Aquesta categoria consta de dos estudiants. Per explicar quina és la fraccié més gran fan,
els dos fan referéncia a com ha de ser el numerador 1 denominador d’aquesta fraccié. Un
d’ells explica que “/a que #é el numerador més gran i el denominador més petif” 1 altre que ”poden ser
moltes, depén de com combinem numerador i denominador”. 1.”explicacié del primer estudiant dona
més informacié de com obtenir una fraccié més gran, com més gran ¢és el numerador i més
petit el denominador més gran sera la fracci6é. Pero cap dels dos diu que no és possible

trobar aquesta fraccid, per tant, les respostes son incorrectes.
Analisi de dades de I’apartat (b)

Vuit estudiants han deixat aquest apartat sense contestar. Les respostes dels trenta-vuit
estudiants que han contestat la pregunta 3 (b)) s’han classificat en les mateixes cinc
categories que a 'apartat (2) (vegeu taula 5.52) i per tant també de les cinc categories només
una contempla respostes correctes. A continuacié s’expliquen les respostes de cada

categoria amb més detall.

Taula 5.52. Classificacié en categories de les respostes correctes i incorrectes de la pregunta 3 (b).

Resposta .
. Quantitat
correcta o Categoria .
. d’estudiants
incorrecta
Correctes No hi ha aquesta fraccié (INFI1) 3
Infinit al numerador i/0 al denominador (INFI2) 17
Fraccions concretes (INFI3) 14
Incorrectes -
Depen de la unitat (INFI4) 1
Depen del numerador i del denominador (INFI5) 3
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No hi ha aquesta fraccié (INFI1)

Unicament tres estudiants s’han considerat en aquesta categoria i sén els que han realitzat
una resposta dient que no és possible trobar la fraccié més petita. Els tres estudiants fan
referencia al fet que sempre es pot trobar una fraccié més petita que la que haguem trobat.
Un dels estudiants explica que la més petita és la que té el resultat més petit en dividir
numerador i denominador pero després afegeix que sempre es pot trobar un nombre més
petit: “la que tingui el nombre més petit en dividir numerador i denominador. Sempre hi haura un nombre
miés petif’. Per aquest motiu s’ha col-locat en aquesta categoria, entenem que vol dir que no

hi haura la una fraccié que sigui la més petita.

Laltre estudiant diu que “lz fraccid més petita no es pot calenlar perqué podem utilitzar infinits
nombres de numerador i denominador per aproximar-nos al maxim a 0. No t¢ sentit 0/0”. També
s’entén que sempre es podra trobar una fraccié que s’aproximi més a 0 1 que sigui més
petita que la que tinguem. Aquest estudiant diu que no té sentit 0/0, pero pet aproximat-se
a 0 no cal que el numerador i el denominador s’aproximin a zero, de fet, com més gran és
el denominador 1 més petit el numerador més petita sera la fraccié. Dient que no té sentit
0/0 s’entén que interpreta que la fraccié sera més petita si el numerador i denominador sén

més petits.

El tercer estudiant d’aquesta categoria diu que “No #'hi ha, perqué pot ser negativa fins a ©”. Es
correcte quan diu que no n’hi ha, per aixo s’ha considerat dins aquesta categoria, perd no és
correcte el fet que diu que pot ser negativa fins a 9. En aquest cas es consideren fraccions
negatives, pero com s’ha explicat en el marc teoric, Lamon (2012) considera que el

numerador i denominador d’una fraccié sén enteres positius.
Infinit al numerador i/o al denominador (INFI2)

Aquesta categoria és la que conté més respostes incorrectes, disset estudiants han proposat

fraccions amb @ al numerador i/o al denominador, s’han classificat en cinc subcategories:

Z (INFI2.1B), — (INFI2.2B), —— (INFI2.3B), —00 (INFI2.4B) i — (INFI2.5B).
1 =] [oe] [}
= (INFI2.1B)

Un sol estudiant ha proposat la fraccié < com a fracci6 més petita que coneix. Aquest

estudiant no fa cap altra explicacio.
;[
= (INFI2.2B)

. ., A ., , . .
Deu estudiants han proposat la fracci6 — com a fraccié més petita. Vuit d’aquests deu

estudiants no han realitzat cap justificacio de perque han proposat aquesta fraccié. Un

d’aquests estudiants ha posat un signe més davant de I'infinit. Un altre estudiant d’aquests
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(13 "

1
— i
oo

: , 1 ., .
vuit 2 més de proposar — ha proposat una altra fraccié i punts suspensius: o0

S’entén que com més gran sigui el denominador més petita sera la fraccio.

1
Els altres dos estudiants d’aquest grup a més de proposar la fracci6 — proposen
q grup prop & BEOp
. . .. 1 -, . . . N , . .
explicacions complementaries: “—. Es infinitament petita, sempre n'hi hanrd de més petites” i “no la

S R T [T . N ,
podem calenlar numericament perque és infinita. — 7. Tot 1 dir que sempre n’hi haura de més
o0
petites hem col‘locat aquests estudiants en aquest grup 1 aquesta categotia perque proposen

la fraccio i.
[+e]
- (INFI2.3B)

Només dos estudiants han proposat la fraccio amb un infinit al numerador i un al

. co . +00 . .
denominador. Concretament, un ha proposat —— i Ialtre —- En les dues fraccions hi ha

un signe menys, en una davant de la fracci6 1 en P'altra en el dertominador, en aquest cas
potser per considerar que el denominador ha de ser com més petit possible i el numerador

el més gran que es pugui. Aquests dos estudiants no han realitzat cap altra explicacio.
—oo (INFI2.4)

En aquest grup s’ha considerat unicament una resposta que fa referéncia al menys infinit a
I'’hora d’explicar quina fraccié és la més petita. L’estudiant d’aquesta categoria diu que

“Lonalment pot ser - ©”, diu igualment perque a I'apartat (a) diu que la fraccié més gran és +o0.
S (.
—— (INFI2.5B)

Tres estudiants formen part d’aquesta categoria, son els estudiants que han dit una fraccié

negativa amb un nimero 1 al numerador i un infinit al denominador. Dos estudiants han
. 1 :
proposat la fraccié —— i I'altre ha proposat —. Tots tres estudiants no han fet cap altra
(=] — 00

explicacié.
Fraccions concretes (INFI3)

Catorze estudiants han proposat fraccions concretes com a fracci6 més petita, han
proposat les fraccions 1/1, a/a, 0/0, 0/1, 1, 1/4, 1/2 1 —1/0. Les fraccions que més
estudiants han proposat han estat 1/1 i 1/4, tres estudiants han proposat cada una
d’aquestes fraccions. Les segtients més proposades han estat 0/0 i 0/1, cadascuna ha estat
proposada per dos estudiants. La resta de fraccions, a/a, 1, 1/2 1 —1/0 només les ha
proposat un sol estudiant cada una. Cal destacar que I'l no esta escrit en forma de fraccié.
La fraccié a/a I’ha proposat un estudiant que ha dit “gualsevol fraccid amb el mateix nominador

[sic| 7 denominador”. En aquesta categoria cap estudiant ha justificat la resposta.
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Depén de la unitat (INFI4)

Un tnic estudiant dels quaranta-sis ha respost a la fraccié més petita “7es””. Amb aquesta
resposta s’ha suposat que volia dir que no s’agafava cap part de la unitat, ja que a I'apartat
(@) diu que la fraccié més gran és “un total’. S’ha interpretat que parla de la unitat quan diu

“un total’.
Depén del numerador i del denominador (INIFI5)

Tres estudiants s’han inclos dins aquesta categoria. Per explicar quina és la fraccié més
petita els tres fan referéncia a com ha de ser el numerador i denominador d’aquesta fraccioé.
Un d’ells explica que “la que # el numerador més petit i el denominador més gran”. Aquesta
explicacié fa referéncia a com obtenir una fraccié més petita segons el numerador i
denominador que es tingui, com més petit és el numerador i més gran és el denominador
més petita sera la fracci6. Laltre estudiant diu que “Zambé depen del numerador i denominador que
relacionis, seria la que s'apropés + a 07 i el tercer estudiant afirma que “depén del denominador gue
es posi, i com a numerador 1. Pero cap dels tres diu que no és possible trobar aquesta fraccio,

per tant, les respostes son incorrectes.
Resultats globals de la pregunta 3
Resultats de P'apartat (a)

Vuit estudiants han proposat fraccions concretes com a fraccié més gran: 1/0, 1/1, 1/2 i
3/4. Els estudiants que han proposat les fraccions 1/1, 1/2 1 3/4 mostren poc coneixement
del significat de les fraccions i de la densitat dels nombres racionals. La fraccié 1/1 és igual
a 1 1iles fraccions 1/2 1 3/4 sén fraccions més petita que 1, per tant, les fraccions que
proposen s6n nombres molt petits 1 molt allunyats de ser “la fraccié més gran”. L’estudiant

que proposa la fraccié 1/0 no té clar que el denominador d’una fraccié ha de ser diferent
. . 1

de zero, probablement recorda que quan es resolen limits el resultat del limit lim,_,n— =
> P que q x-0

0. Totes aquestes respostes son incorrectes.

Un sol estudiant ha respost com a fraccié més gran “un fotal’, possiblement es referia a tota
la unitat. Aquesta resposta és incorrecta i també mostra com aquest estudiant no té clar que

no es pot trobar la fraccié més gran.

Dos estudiants no concreten cap fraccié ni diuen que no es pot trobar i expliquen que
depen del numerador i del denominador. Aquests expliquen com trobar fraccions més

grans a una fraccié donada perd no responen la pregunta contestant quina és la fraccié més

gran.

. oo co - , ’ .,
Tot 1 que les respostes —, — 1 +0 no sén correctes, en algun cas s’apropen més a la solucié
1" o

que les respostes que altres estudiants han realitzat com ara 1/1,1/213/4.
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Resultats de I'apartat (b)

Només tres estudiants han dit correctament que no es pot trobar la fraccié més petita. Es
un nombre molt reduit d’estudiants i demostra les mancances que presenten els estudiants

en relacio a la densitat dels nombres racionals 1 a la comprensio del significat de fraccio.

Catorze estudiants han proposat fraccions concretes com a fraccié més petita i han
proposat les fraccions 1/1, a/a, 0/0,0/1,1,1/4,1/21 —1/0. Com els estudiants que han
proposat fraccions concretes de I'apartat (@), aquests estudiants mostren poc coneixement

del significat de les fraccions i de la densitat dels nombres racionals.

Un sol estudiant ha respost “7es” com a fraccié més petita. Hem suposat que volia dir que
no s’agafa cap part de la unitat ja que en lapartat (@) ha proposat “un fotal” com a fraccid
més gran. Aquesta resposta és incorrecta 1 també mostra com aquest estudiant no té clar

que no es pot trobar la fraccié més petita.

Tres estudiants no concreten cap fraccié ni diuen que no es pot trobar la fraccié més petita,
expliquen que depen del numerador i del denominador. Aquests estudiants expliquen com
trobar fraccions més petites a una fraccié6 donada pero no responen la pregunta contestant

quina és la fraccié més petita.

. 1 . : ,
Tot i que la resposta — no és correcta “s’aproxima” més a la resposta correcta que les

respostes on s’han proposat fraccions concretes com 1/1, a/a,0/0,0/1, 1, 1/4, Y-.
Resultats globals

Analitzant les respostes dels dos apartats de la pregunta 3 es pot deduir que aquesta és una
de les preguntes que més estudiants han resolt incorrectament, fet que demostra les
dificultats dels estudiants en relaci6 a la densitat dels nombres racionals i a la comprensié
del significat de fracci6. Només dos estudiants han resolt correctament els dos apartats de

la pregunta 3. Es una proporcié molt petita d’estudiants.

La “tipologia” de resposta i justificacié ha estat molt semblant en els dos apartats. En tots
dos apartats s’han proposat fraccions amb infinit al numerador i/o al denominador,
fraccions concretes 1 explicacions dient que la fraccié més gran o més petita depen del

numerador i del denominadot.

En lapartat (2) s’han proposat menys fraccions concretes (1/0, 1/1, 1/2 i 3/4) que en
lapartat (b)) (1/1, a/a, 0/0, 0/1, 1, 1/4, 1/2 1 —1/0) tot i que en tots dos apartats s’han
proposat les fraccions 1/1 1 1/2. La fraccié 1/0 també s’ha proposat en els dos apartats,
pero quan es demana la fracci6 més petita s’ha proposat amb un signe menys al davant:

—1/0.
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5.5.2 Analisi de dades de la pregunta 29

A la figura 5.132 es mostra la pregunta 29 on els estudiants han d’explicar quantes fraccions

creuen que hi ha entre les fraccions 2/5 1 4/5.

29.Quantes fraccions hi ha entre 2/5 i 4/5? Explica-ho.

Figura 5.132. Pregunta 29 del qliestionati de fraccions

Les respostes diferents que han realitzat els estudiants 1 la quantitat de respostes es mostra a
la taula 5.53. Dotze estudiants (26,09%) no han contestat la pregunta i I’han deixat en
blanc. Els estudiants que han contestat la pregunta han realitzat cinc respostes diferents:
Infinites fraccions (DENSI1), 36 fraccions (DENSI2), 4 fraccions (DENSI3), La fracci6
3/5 (DENSI4) i No conctreta la quantitat de fraccions (DENSI5). Les respostes més
proposades han estat Infinites fraccions (28,26%) i La fracci6é 3/5 (30,43%). Només cinc
estudiants (10,87 %) han dit moltes o tantes fraccions pero sense concretar quantes
(DENSI5). Les respostes de 36 fraccions i 4 fraccions ’ha realitzat un estudiant en cada
cas. Unicament han contestat de forma correcta els estudiants que han dit que hi ha
infinites fraccions entre les fraccions 2/5 1 4/5. A continuacié s’analitzen les explicacions

dels estudiants segons la resposta que han realitzat.

Taula 5.53. Classificacié en categories de les respostes correctes i incorrectes de la pregunta 29.

Resposta .
. Quantitat

correcta o Categoria .
. d’estudiants
incorrecta
Correctes | Infinites fraccions (DENSIT) 13

36 fraccions (DENSI 2) 1

4 fraccions (DENSI3) 1
Incorrectes T

La fracci6 = ;DENSI4) 14

No concreta la quantitat de fraccions (DENSI5) 5

Infinites fraccions (DENSI1)

Hi ha tretze estudiants que han dit que entre les fraccions 2/5 i 4/5 hi ha infinites
fraccions. Les respostes dels estudiants s’han classificat en tres subcategories segons les
explicacions que han realitzat: Infinits nombres entre 2/5 i 4/5 (DENSIL.1), Infinits
nombres al numerador i/o denominador (DENSI1.2) i Hi ha altres fraccions (DENSI1.3).

Infinits nombres entre 2/514/5 (DENSI1.1)

Set estudiants han dit que hi ha infinites fraccions entre 2/5 i 4/5. Quatre estudiants dels

set estudiants del Grup 1 han explicat que hi haura infinites fraccions perque hi ha infinits
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nombres decimals entre les fraccions 2/5 1 4/5 o bé perqué hi ha tantes fraccions com
nombres decimals hi hagi entre 0,4 1 0,8, és a dir, infinites. Els altres tres estudiants han dit
que entre 2/5 i 4/5 hi ha infinites fraccions perque hi ha moltes combinacions que el
resultat dona entre 2/5 i 4/5 o perqué cada punt que hi ha entre dues fraccions es pot

expressar amb una altra.
Infinits nombres al numerador i/o denominador (DENSI1.2)

En aquest grup hi ha les respostes de quatre estudiants que han fet referéncia al fet que els
nombres del numerador i/o denominador poden ser infinits. Tres estudiants han fet
referéncia als numeradors de les fraccions per justificar que entre les fraccions 2/5 1 4/5 hi
ha infinites fraccions. Han dit que “infinits perque hi ha infinits nsimeros. Els nsimeros naturals son
infinits (numerador)”, que “infinits, perqué entre el 2 i el 4 hi ha infinits nombres” 1 que ““al numerador
poden haver-hi tots els niimeros reals (enters, decimals, ...) i aquests son infinits”. Tots tres estudiants
han tingut en compte només el numerador sense fer esment del denominador. Tot i que és
cert que hi ha infinits nombres naturals i infinits nombres reals la justificacié no és prou
complerta ja que s’hauria de tenir en compte el denominador o bé fer referéncia als

decimals que hi ha entre les fraccions 2/5 i 4/5.

L’altre estudiant d’aquest grup no patla del numerador ni del denominador pero s’entén
que fa referéncia a un dels dos o a tots dos, diu que “infinites, perqué a les fraccions hi poden

haver tots els nombres naturals”.
Hi ha altres fraccions (DENSI1.3)

En aquest grup només hi ha dos estudiants 1 sén els que justifiquen que hi ha infinites
fraccions entre 2/5 i 4/5 perqué es poden considerar les fraccions amb decimals al
numerador. Un dels estudiants fa referéncia a les fraccions equivalents i és I"anic estudiants

de tots quaranta-sis que en parla. Els dos estudiants d’aquest grup diuen: “infinites, pergue no

, 3 ., . . . . . Lo
només podem usar < Sind fraccions amb decimals, centenes...” 1 “IN’hi ha infinites ja que podem trobar les

. i 2,5 . . .
equivalents, els decimals (ex ) per tant n’hi poden haver moltes”. Tots dos estudiants consideren

fraccions on al numerador hi ha un nombre decimal, ja que entre el 2 1 el 4 només hi pot
haver un nombre natural, el 3. El que proposen aquests estudiants sén nombres expressats

en forma de fraccid, pero no fraccions.
36 fraccions (DENSI2)

Un sol estudiant ha dit que entre les fraccions 2/5 i 4/5 hi ha 36 fraccions. Veient la
resoluci6 d’aquest estudiant (vegeu figura 5.134) es pot deduir que ha comptat 36 nombres
decimals entre el 2 1 el 4,5. Tot 1 que no queda prou clar quins s6n exactament els nombres
decimals que ha considerat, és important tenir en compte que déna un nombre finit de

decimals, mostrant no tenir clar la propietat de la densitat dels nombres racionals.
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30.Pots trobat una fraccié entre 1/7 i 1/8? Explica-ho.

Figura 5.136. Pregunta 30 del qiiestionari de fraccions.

Aquesta pregunta és la que més estudiants han deixat en blanc, vint-i-dos estudiants
(47,82%) no I’han contestat. Les vint-i-quatre respostes d’aquesta pregunta s’han classificat
en nou categories segons el que ha respost cada estudiant (vegeu taula 5.54). Només hi ha
deu estudiants (categories ENTRE1, ENTRE2 i ENTRE3) que han realitzat respostes que
es poden considerar correctes, tot i que d’aquests deu només un estudiant ha trobat una
fraccié entre 1/811/7, la fraccié 15/112. Els catorze estudiants que han realitzat respostes
incorrectes s’han classificat en cinc categories (categories ENTRE4, ENTRE5, ENTREG,
ENTRE7 1 ENTRES). A continuacié s’expliquen les respostes de cada categoria amb
detall.

Taula 5.54. Classificacié en categories de les respostes correctes i incorrectes de la pregunta 30.

Resposta )
. Quantitat

correcta o Categoria .
. d’estudiants
incorrecta

Infinites fraccions (ENTRE1) 4
Correctes | La fraccié 15/112 (ENTRE2)

Sense concretar les fraccions (ENTRE3) 5

Fraccions amb nombres decimals al numerador o al denominador p

(ENTRE4)

La fracci6é 1/9 (ENTRE5) 1
Incorrectes .

Les fraccions 2/7,3/7, ..., 9/7 (ENTREOG) 2

18 fraccions (ENTRE7) 1

No hi ha fraccions entre 1/811/7 (ENTRES) 5

Infinites fraccions (ENTRE1)

Hi ha quatre estudiants que han dit que entre les fraccions 1/8 i 1/7 hi ha infinites
fraccions. Les respostes dels estudiants s’han classificat en dues subcategroies segons les
explicacions que han realitzat: Infinits nombres entre 1/8 i 1/7 (ENTRE1L.1)i Infinits
nombres al numerador i/o denominador (ENTRE1.2). Aquestes subcategoties s6n similars

a les que s’havien definit a la pregunta 29 dins de la mateixa categoria d’infinites fraccions.
Infinits nombres entre 1/811/7 (ENTRE1.1)

Dos estudiants han dit que hi ha infinites fraccions entre 1/8 i 1/7. Un estudiant ha
explicat que hi ha infinites fraccions “perqué hi ha infinits nombres decimals” 1 Valtre “infinits,

perqueé podem trobar tants nombres com vulgnens”.
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volia explicar que calia buscar fraccions equivalents amb els numeradors i denominadors

més grans que els que hi ha a les fraccions 1/811/7.
Fraccions amb nombres decimals al numerador o al denominador (ENTRE4)

En aquesta categoria s’han considerat les respostes de cinc estudiants que han proposat
fraccions en les que al numerador o al denominador hi ha nombres decimals. S’han
classificat en dues subcategories segons si proposen els decimals al numerador o al
denominador: Fraccions amb decimals al denominador (ENTRE4.1) i Fraccions amb
decimals al numerador (ENTREA4.2).

Fraccions amb decimals al denominador (ENTRE4.1)

Quatre estudiants han proposat fraccions que consideren que estan entre les fraccions 1/8 i

1/7 amb nombres decimals al denominador. Tres d’aquests quatre estudiants han proposat

., 1. . . i1, 4
com a exemple la fraccié — 1 el quart estudiant ha proposat dues fraccions, — 1 ————.
7,5 7,1 7,000001

. ., 1 . , . .
Un dels estudiants que ha proposat la fraccid o explica a més que al denominador hi

]

podria haver infinits nombres reals.

Els quatre estudiants d’aquest grup han proposat fraccions que en dividir el numerador i el
denominador s’obté un nombre entre les fraccions 1/8 1 1/7. Aquest fet és cotrecte, perod
no ho és com han expressat les fraccions. Segons la definicié de Lamon (2012) presentada

al subapartat 3.3.1 el numerador 1 denominador d’una fraccié s6n nombres enters positius.

2

) 1
Podrien haver expressat -5 com .

Fraccions amb decimals al numerador (ENTREA4.2)

En aquest grup hi ha un sol estudiant que realitza una explicacié correcta perd que

Iexemple que proposa no ho és: “Tantes com nombres hi hagin entre el valor numeéric de 1/8 i 1/ 7.
1,1 . ,
Per excemple, 3 L’exemple que proposa aquest estudiant no és correcte, de fet proposant

una fracci6 amb numerador més gran que 1 1 el mateix denominador 7 esta proposant
fraccions més grans que 1/7. Com els estudiants del grup 1 proposa un nombre escrit en
forma de fraccié pero no una fraccié ja que com s’ha esmentat anteriorment en la definicié
de Lamon (2012) es diu que el numerador i denominador han de ser nombres enters

positius.
La fraccié 1/9 (ENTRED5)

Un sol estudiant ha dit que la fraccié 1/9 esta entre les fraccions 1/8 i 1/7. Ha calculat el
valor en decimals de cada fraccio, pero de les fraccions 1/8 i 1/7 ’ha calculat de forma
equivocada (vegeu figura 5.138). La fraccié que proposa aquest estudiant és incorrecte ja

que no esta entre les fraccions 1/8 1 1/7, de fet, és més petita que la fraccié 1/8. Potser ’ha
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6 Analisi de dades de la seqiiéncia d’activitats

En aquest capitol es presenta I'analisi de dades en relacié amb el segon objectiu d’aquesta
recerca: descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre

I'ensenyament de fraccions. Aquest objectiu es concreta en nou d’especifics:

Objectiu 2.1: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre ’ensenyament del significat de fraccio.

Objectiu 2.2: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de ’equivaléncia de fraccions.

Objectiu 2.3: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre I'ensenyament de la comparacio i ordenacié de fraccions.

Objectiu 2.4: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de la suma de fraccions.

Objectiu 2.5: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de la resta de fraccions.

Objectiu 2.6: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de la multiplicaci6 de fraccions.

Objectiu 2.7: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de la divisié de fraccions.

Objectiu 2.8: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de

mestre sobre 'ensenyament de la infinitud i densitat dels nombres racionals.

Objectiu 2.9: Descriure, analitzar 1 interpretar les representacions grafiques que els
estudiants de mestre elaboren en una seqiiencia d’activitats per ensenyar continguts de

fraccions.

Aquest capitol s’organitza en nou apartats, i en cada un s’expliquen els resultats dels
objectius especifics que s’han esmentat. Els vuit primers segueixen la mateixa estructura;
I'dltim, en que s’analitzen resultats de caracteristiques diferents que en els altres, segueix

una altra linia.

6.1 Analisi de dades de la seqii¢ncia d’activitats en relacié amb el significat

de fraccié

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb I'objectiu: descriure,
analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament del

significat de fraccié. Uns quants estudiants de mestre han proposat activitats en la
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OBJECTIU 2.1: Descriure, analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre 'ensenyament del significat de fraccié




Definicio de fraccié

De les explicacions dels estudiants per ensenyar el significat de fraccié s’han seleccionat les
que fan referéncia a la definicié del terme. Aquestes definicions s’han classificat en les
mateixes categories utilitzades per analitzar les respostes de la pregunta 1 del qliestionari de

fraccions (vegeu taula 6.1).

Taula 6.1. Categoritzacié de les explicacions dels estudiants per definir fraccio.

Codi Categoria ‘ Exemples
S11 Part o parts d’una unitat
SI1.1 Part d’una unitat “Una fraccid é una part d'una nnitat”’. E16
SI1.2 | Parts d’una unitat “Una fraccid indica que la unitat esta dividida en parts iguals i que s'ha pres una o
diverses d'aquestes parts”. E17
S12 Proporcid “Sdn expressions que ens permeten representar una proporeid”. Bl
S13 Nombre “Es un nombre format pel numerador i el denominador”. E31
S14 Repartiment “Quan repartin una cosa diem que estem fent una fraccid”. E19
S15 Divisi6  de  dues | “Es u#na divisid de dos niimeros”. E46
quantitats
SI6 Operacid ---
S17 Relacié  entre dos | “Es la relacid de dos nombres separats per una petita ratlla, |...] per exemple 2/4. El
nombres ntimero de sobre es diu numerador i el de sota denominador”. E39

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

Definicio de numerador i denominador

De les explicacions dels estudiants per ensenyar el significat de fraccié s’han seleccionat les
que fan referéncia a la definici6 de numerador i denominador i s’han classificat en

categories (vegeu taula 6.2).

Taula 6.2. Categoritzaci6 de les explicacions dels estudiants per definir numerador i denominador.

Codi | Categoria Exemples

ND1 | Parts seleccionades | “E/ numerador serd el que indica el nombre de parts que agafem de la pizza, és a
de les patts en que | dir els talls que ja us heu menjat, en aquest cas 2. I el denominador indica el nombre de
s’ha  dividit la | parts fguals en qué dividim Ia unitat, és a dir, la nostra pizza, que estd tallada en

unitat 4 trossos”’. EG

ND2 | Repartiment “Els repartiré una poma i un ganivet per cada dos [...11/2 vol dir una meitat. El nombre
de baix és la quantitat de talls en gue hem dividit la poma i es din DIVIDEND. En
Aguest cas és 2 perque hem fraccionat la poma en dues parts. El nombre de dalt son els talls
que es queda cadascil. La poma esta partida en dos talls pero cada membre de la parella en
16 nomeés 1. EI nombre de dalt es din DIVISOR”. E3

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

Relacio entre les definicions de fraccio i les de numerador i denominador

A la taula 6.3 es mostra la relacié entre les categories de les definicions de fraccio i les
categories de les definicions de numerador 1 denominador.
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Taula 6.3. Relaci6 entte les categories de les definicions de fraccié i les de les definicions de numerador i denominador.

Categotia Categoria  "definici6  de Exemples
] "definicio de | T numerador i de . . Definicié de numerador i denominador
Q . Q . Definicié de fraccié
O | fraccié" o denominador"
s N e Fleﬁmt G | “Una fraccid é una part d'una unitat”’. E16
Part o parts d’una denominador
11 itat s i - . “ . ‘ tat. nador:
S unita ND1 Parts ?el’ecmo.nsjtd.es de 1§s parts “Eis uma part de la wnitat”. F22 .Numemdor \pam‘ J({/({M@ﬂﬂdw.de,’/ﬂ unitat. Denominador: parts
en que s’ha dividit la unitat iguals amb qué hem dividit la unitat”. E22
S12 5 ND1 Parts seleccionades de les parts E/ mestre o /a. mestra explicara qué son  les (Que.ex el .ﬂ%ﬁf\é‘?”'ddw” (zndm'z el nom'bre'de parts que s’han agafal de
Una proporcié o g1 . Sfraccions (Expressions que permeten representar una | la unitat) i qué és el denominador (indica el nombre de parts ignals
en que s’ha dividit la unitat . . .
proporeid)”. E9 gue dividim una unitat)”. E9
S14 ND2 “Els alumnes es posaran en parelles i els repartiré | “El nombre de baix és la quantitat de talls en que hem dividit la
una poma i un ganivet per cada dos |...|. Com que | poma i es diu DIVIDEND. En Aquest cas és 2 perqué hem
Un repartiment Repartiment només tenin una poma per 2 persones cal que la | fraccionat la poma en dues parts. El nombre de dalt son els talls gue
p p repartin de manera justa. Quantes parts o fraccions | es queda cadasci. La poma estd partida en dos talls pero cada
de poma teniu?... Aquesta relacid de nombres es din | membre de la parella en té només 1. El nombre de dalt es din
fraccid” E3 DIVISOR” . E3
SI5 S ND1 . “Es una divisid de dos niimeros”. E46 “E/ denominador indica el nimero de parts ignals en qué es divideix
La divisié de dues Parts seleccionades de les parts . . o h ,
. o 1 . la unitat. El numerador indica el nimero de parts que s'agafen
quantitats en queé s’ha dividit la unitat 7 o
aquella nnital”. E46
ND1 “Es la relacid de dos nombres separats per una | “El denominador...vol dir les parts iguals que hem de fer o que hem
., . petita ratlla. Aquests dos nombres, un estd a sobre i | de dividir alguna cosa. 1 el numerador..vol indicar quantes d'aqguestes
s17 | La relaci6 entre dos Parts seleccionades de les parts \ . ; ,
nombres en qué s'ha dividit la unitat Laltre a sota amb la ratlla al mig, per exemple 2/ 4. | parts hem d'agafar”’. E39
que s v E/ niimero de sobre es din numerador i el de sota
denominador”’. E39
sﬂ Part o parts d’una NDI Parts seleccionades de les parts “Es un nombre format pel numerador i el Numeradon' Z.ﬂdlfﬂ e{ }10.777/97“6’ de parts guals J.e/ecfzomdef \de fa
i L o 1 . . , unitat. Denominador: indica el nombre de parts iguals en qué hem
g[3 | unitatiun nombre en queé s’ha dividit la unitat denominador”. E31 dividit Ia wnita?”. B31
No han definit ND1 Parts seleccionades de les parts E/ ﬂ.ﬂmemdar indica el ﬂamhr'e de parts e .m.mzderem. i ,f/
> o g1 . denominador el nombre de parts jguals en qué dividim la unitat”.
fraccio en que s’ha dividit la unitat

E38

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.
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6.1.1.2 Resultats i discussid

Vint-i-sis estudiants han definit fraccié i/o numerador i denominador en les activitats de la
sequencia. Setze estudiants han proposat una definicié per a fraccié i, d’aquests, quinze
també han definit el numerador i el denominador. Deu estudiants han definit numerador i

denominadori, en canvi, no han definit explicitament que és una fraccié (vegeu taula 6.4).

Taula 6.4. Classificacié dels estudiants segons la definicié que proposen: fraccié i/o numerador i

denominadot.
Quantitat Definicio de fraccio Definicio de | Definicié de
d’estudiants numerador denominador

1

15

10

A continuacié s’exposen els resultats i la discussié de les explicacions d’aquests vint-i-sis
estudiants segons les categories descrites a I'apartat 6.1.1.1. Primerament, s’analitzen les
definicions de fraccio, després les de numerador 1 denominador i, finalment, la relacié entre

els dos grups de definicions.
Definicio de fraccio

Tot seguit es mostren els resultats i la discussio de les explicacions dels setze estudiants que
han proposat una definicié de fraccié. Tot i que hi ha setze estudiants, s’han classificat vint
definicions, perqué hi ha quatre estudiants que han donat explicacions en més d’una
categoria. Aquestes definicions estan distribuides en sis categories: Part o parts d’una unitat
(SI1), Proporcié (S12), Nombre (SI3), Repartiment (SI4), Divisié de dues quantitats (SI5) i

Relaci6 entre dos nombres (SI7) (vegeu taula 6.5).

Taula 6.5. Classificacié de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les definicions de

fraccié.

Codi Categoria Quantitat d’explicacions

S |Patopasdumawni 0 | 0% |

SI1.1 Part d’una unitat 4

SI1.2 Parts d’una unitat

Nota: La suma d’explicacions és de 20 perqué hi ha quatre dels setze estudiants que han donat explicacions en

dues categories.
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Les explicacions més nombroses son les que defineixen la fraccié com a part o parts d’una
unitat (nou explicacions), seguides de les que fan referéncia a la fracci6 com un nombre
(quatre explicacions). En tres explicacions es diu que les fraccions permeten representar
una proporcié. Només hi ha dues explicacions en que¢ es mostra la fracci6 com a
repartiment. En les dues categories restants hi ha una sola explicacié en cada una: Divisi6

de dues quantitats (SI5) i Relaci6 entre dos nombres (S17).

Les definicions de la categoria Part o parts d’una unitat (SI1) estan repartides en dues
subcategories: Part d’una unitat (SI1.1) i Parts d’una unitat (SI1.2). En la subcategoria SI1.1
els estudiants han definit la fracci6 com a part d’una unitat, d'una cosa o d’un grup i hi
comptem quatre estudiants, mentre que les definicions de la subcategoria SI1.2 fan
referencia a les parts que es consideren d’una unitat, un objecte o una totalitat que estan

dividits en parts iguals.

Els tres estudiants de la categoria Proporcié (SI2) han definit tots tres la fraccié exactament
de la mateixa manera: “Sén expressions que ens permeten representar una proporcio”. Dos
d’aquests tres estudiants citen a la bibliografia una pagina web on hi ha un document que
conté exactament aquesta definicié de fraccié. El tercer estudiant cita alguns llibres de text

d’on segurament ha extret la definicié. Per aquest motiu les definicions sén exactament

iguals.

Els quatre estudiants que fan explicacions incloses a la categoria Nombre (SI3) diuen que la

fraccid és un nombre o un valor numeéric.

Alguns estudiants només han donat explicacions en una de les sis categories, mentre que
d’altres combinen explicacions de més d’una categoria (vegeu taula 6.6). No hi ha cap
estudiant que hagi definit unicament la fraccié com un nombre. Els quatre estudiants que
diuen que la fraccié és un nombre combinen aquesta definici6 amb explicacions de la
categoria Part o parts d’una unitat (SI1). La categoria amb més estudiants és la de Part o
parts d’una unitat (SI1), seguida de la combinacié d’aquesta categoria amb la de Nombre
(SI1 1 SI3).

Tenint en compte tots aquests resultats, constatem que la definicié de fraccié com a part o
parts d’una unitat és la idea més present entre els estudiants: una mica més de la meitat han

optat per aquest tipus d’explicacio.

280



Taula 6.6. Classificaci6 dels estudiants segons la categoritzaci6 de les definicions de fraccio.

. Quantitat
Categoria .
d’estudiants

Patoparsdunawnit | 8 |

SI1.1 Part d’una unitat

SI1.2 Parts d’una unitat

SI1.11SI3 Part d’una unitat i Nombre

SI1.2 1 SI3 Parts d’una unitat i Nombre 3

Definiciéo de numerador i denominador

A continuacié s’exposen els resultats i la discussié de les explicacions dels vint-i-cinc
estudiants que han definit el numerador i el denominador d’una fraccié. Aquestes
definicions estan distribuides en dues categories: Parts seleccionades de les parts en qué
s’ha dividit la unitat (ND1) i Repartiment (NDZ2) (vegeu taula 6.7).

Taula 6.7. Classificaci6 dels estudiants segons la categoritzacié de les definicions de numerador i

denominador.

Codi ‘ Categoria ‘ Quantitat d’estudiants

La majoria d’estudiants formen part de la categoria Parts seleccionades de les parts en que
s’ha dividit la unitat (ND1): vint-i-tres dels vint-i-cinc estudiants que han definit numerador
i denominador. Només dos estudiants han definit el numerador i el denominador des del

punt de vista de repartiment.

Els vint-i-tres estudiants de la categoria ND1 han definit el denominador com les parts en
que s’ha dividit la unitat, i el numerador, com les parts seleccionades de les parts en que
s’ha dividit la unitat. Tot i que s’evidencia que tots vint-i-tres al-ludeixen a la mateixa idea,
les explicacions han estat diverses. Per definir el denominador, han fet referéncia a les parts
en que s’ha dividit la figura, la cosa, la unitat o la col'leccid; el que canvia en aquestes
definicions és com es refereixen a la unitat. Per definir el numerador, ho expliquen com les
parts pintades, parts que s’agafen, parts seleccionades, parts que es volen indicar, comptar o

representar o parts que tenim. En tots els casos es fa referéncia a les parts que es
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Quant estaveu de dos en dos, tenieu una barra de plastilina i la varem trencar
en dues parts.

Del la cosa o objecte que tenim inicialment en direm DENOMINADOR, i
I'escriurem a sota una barra:

1

Del nombre de parts que fem d'aquesta cosa que tenim en direm
NUMERADOR, i I'escriurem a sobre la barra:
2

A

(2> Nombre de parts en qué hem dividit la barra de plastilina
(1)>—» Objecte o part que hem repartit; una (1) barra de plastilina



de maneres diferents, pero tots han definit el numerador 1 el denominador de la mateixa

manera.

Taula 6.8. Classificacié dels estudiants segons la categoria de la definicié de fracci6 i de la definicié de

numerador i denominador a que pertanyen.

: . . . ., Codi | Categoria "definici6 de Quantitat
Codi " ' s g
Categoria "definici6 de fraccio numeradori de denominador" d’estudiants
No ha definit numerador i 1
Part o parts d’una unitat denormnadgr
SI1 ND1 Parts seleccionades de les parts en 4
que s’ha dividit la unitat
SI2 | Proporcié ND1 Pat.:ts,selec.clhor.lades d.e les parts en 3
que s’ha dividit la unitat
SI4 | Repartiment ND2 | Repartiment 2
SI5 | Divisi6 de dues quantitats ND1 Pat.:ts,seleciclior.lades d.e les parts en 1
que s’ha dividit la unitat
SI7 | Relacié entre dos nombres ND1 Pat{ts,selec'cl'or?ades d.e les parts en 1
que s’ha dividit la unitat
SI1i Part o parts duna unitat i Nombre ND1 | Parts seleccionades de les parts en 4
SI3 parts cunau qué s'ha dividit la unitat
No han definit fraccio ND1 Par\ts ,selec'a'or.lades de les parts en 10
que s’ha dividit la unitat

Els dos estudiants que han definit la fraccié basant-se en un repartiment també han definit
el numerador 1 el denominador a partir de la mateixa idea. Aquests dos estudiants han
definit fraccid, numerador i denominador des de la mateixa interpretacid, com a

repartiment.

Amb aquestes dades es detecta que la majoria d’estudiants, independentment de com han
definit la fraccid, han definit el denominador com les parts iguals en les quals es divideix
una unitat, i el numerador, com les parts que es consideren de les parts en que s’ha dividit
la unitat. Amb aquesta definicié del numerador i del denominador es veu clarament que els
estudiants han interpretat la fraccié com una comparacié part—tot, i que la definicié de
fracci6 no condiciona directament la definici6 de numerador i denominador que han

proposat.

El fet que alguns estudiants només hagin definit numerador i denominador indica que
consideren que es pot explicar qué és una fraccié a partir de Pexplicacié de que és el
numerador i el denominador, o bé que és més simple definir fracci6 a partir de la definicid

de numerador i de denominadot.

6.1.2 Analisi de les representacions en les explicacions i els exemples per ensenyar

el significat de fraccio

A més de les explicacions teoriques, interessa determinar les representacions que els

estudiants realitzen en les seves propostes. Les representacions tenen un paper fonamental
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en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depen de com es representen (NCTM, 2000).

Tal com s’ha explicat en el marc teoric, en ensenyament de les fraccions generalment
s'utilitzen representacions, perdo no sempre soén prou variades per comprendre bé els
conceptes que s’hi relacionen. El model de traducci6 de Lesh (The Lesh Translation
Model) proposa cinc maneres diferents per representar les idees matematiques elementals:
materials manipulatius, imatges, contextos reals, simbols verbals 1 simbols escrits (Cramer,
2003). Aquest model emfasitza que representar les idees matematiques de diferents
maneres 1 connectar i traduir aquestes representacions potencia que les idees siguin

significatives per als alumnes (Cramer, 2003).

Prenent com a referéncia el model de Lesh, per analitzar les representacions de les
sequencies d’activitats sobre els continguts de fraccions, es consideren cinc maneres de
representar els exemples: simbol matematic, imatge, expressio verbal, context real simulat i
objecte. Aixi, els estudiants poden exemplificar una explicacié a partir d’un exemple fent
servir una de les representacions esmentades: simbol matematic (1/2), imatge (vegeu figura
0.3), expressio verbal (una meitat), context real simulat (la meitat d’un pastis) i objecte (la

meitat d’una poma).

Figura 6.3. Representacié amb una imatge de la fraccié 2.

En P'analisi de les representacions de fraccid per a cada un dels objectius especifics d’aquest

capitol s’utilitzara com a base el model presentat en aquest apartat.

A Tlapartat 3.3.3 s’han presentat diferents representacions per ensenyar el significat de
fraccié depenent de la interpretacié de fraccié que es tingui en compte. Prenent com a base
aquestes recerques i les representacions del model de Lesh explicat a I'inici del capitol, en
aquest subapartat s’analitzen les representacions que els estudiants plantegen en les

propostes per ensenyar el significat de fraccio.
6.1.2.1 Les categories definides

Alguns estudiants que han donat explicacions i exemples per ensenyar el significat de
fraccié han proposat una o més representacions; en canvi, d’altres no n’han suggerit cap.
Les representacions s’analitzen segons ladaptacié de les cinc maneres diferents de
representar idees matematiques del model de Lesh (Cramer, 2003) i s’han analitzat
conjuntament les representacions proposades en les definicions de fraccid, numerador i
denominador. A la taula 6.9 es mostren les categories de les representacions dels estudiants

que fan referéncia al significat de fraccié.
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-3 -
= s
] -
= = g
8 Q0 o
< s 7]
Codi Categoria & :; §
= 9 8 %
s & &
E § & ¢
w L= &3} @)
Cap
representacié
SIREQ
SIRE1 1 representaciod
SIRE1.1
SIRE1.2
2
SIRE2 representacio
ns diferents
SIRE3 3 representacions diferents
SIRE3.1
SIRE3.2

Objecte

Exemples

“E/ mestre o la mestra explicard qué sén les fraccions
(Expressions que permeten representar una proporcid) |...].
Qe és el numerador (indica el nombre de parts que s’han
agafat de la nnitat) i gue és el denominador (indica el

nombre de parts iguals que dividim una unital)”. E9

“1/2 és una fraccid. El 2 és el denominador i assenyala que
la unitat s’ha dividit en 2 parts. 1.’1 és el numerador i ens

indica que d'aquestes 4 parts n’agafem una”’. E21

“E professor explicara que el numerador son les parts que
agafent del denominador i el denominador sén les parts
dguals que agafem de tota la unitat. |...]. Un cop dibuixada
la pizza, la dividirem en guatre trossos i un el separarem de
la resta, simulant que ens el mengem”. E32

“Una fraccid é una divisid de dos niimeros. E/
denominador indica el niimero de parts ignals en queé es
divideix la unitat. El numerador indica el nimero de parts
que §'agafen d'aquella
unital”. E46

1 +— numerador

f3 4— deanminador

“Una fraccid és una part d’una unitat. En aquest moment
podem dibuixar a la pissarra pastissos i quadrats amb
subdivisions i marcar alguna part per introduir les fraccions
miés facils i principals:1/2 un mig, 1/3 un terg, Vs un
guart.”. E16

“La fraccid és la relacid de niimeros que representa part
d’una cosa (un pastis, una fignra. ..). T¢ dos componenets: el
numerador, a la part superior, i que indica la part gue
agafen: de la cosa, i el denominador, a la part inferior, que
indica les parts en qué esta dividida la cosa. Per exemple:

tenim un pastis i el tallem en 4 parts i gnals i me’n menjo

3. E28 T
g

3 rurmerador

& genomirador



SIRE4

SIREA4.1

SIRE4.2

4 representacions diferents

“E/ numerador son les parts que agafem, o pintem, i el
denominador le sparts iguals en que dividim alguna cosa, per
excemple un pastis. Per exemple, queé vol dir
la meitat de la classe? St som 24 nens en
total la meitat seran ...12, que és 24 entre
2”. E10

“Els repartiré una poma i un ganivet per cada dos [...). 1/2
vol dir una meitat. El nombre de baix és la quantitat de
talls en que bhem dividit la poma i es din DIVIDEND.
En Aguest cas és 2 perqué hem fraccionat la poma en dues
parts. El nombre de dalt sén els talls que es queda cadasci.
La poma esta partida en dos talls pero cada menbre de la
parella en 16 només 1. El nombre de dalt es din
DIVISOR.” E3



Taula 6.10. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar el

significat de fraccié.

5
-2 - g
B
IEIE
Codi Categoria = ; E Quantitat d’estudiants
= =
Elel %] gl
- = - 0
E|E| &| 8|2
Cap
SIRE0 y 8
representacio
SIRE1 1 representacié 3
SIRE1.1 1
SIRE1.2 2
2
SIRE2 representacio 4
ns diferents
SIRE3 3 representacions diferents 6
SIRE3.1 1
SIRE3.2 5
SIRE4 4 representacions diferents 5
SIRE4.1 4
SIRE4.2 1

Segons aquests resultats, les representacions més utilitzades han estat els simbols
matematics, les imatges i els contextos reals simulats. Molt pocs estudiants han escrit el
nom de les fraccions en paraules i només un ha proposat utilitzar objectes en la definici6. A

continuaci6 s’expliquen els exemples de manera més detallada.
Representacions amb simbols matematics

Setze estudiants han proposat com a minim una fracci6 escrita amb simbols com a exemple

11111111134562432

1
de fraccio. Les fraccions utilitzades han estat: =, =, =, =, =, =, =, =, —, —, =, =, =, =5 = =, — .
P PP T8I0 I P58 P88 1

Alguns estudiants n’han donat més d’una i d’altres només una; un sol estudiant ha proposat
catorze dels divuit exemples diferents. Tots els exemples correctes de fraccid escrita de

forma simbolica sén fraccions més petites que la unitat.

., 2 . , .
La fraccio T correspon a un exemple incorrecte: és el que ha proposat I'estudiant de la
categoria ND2 a ’hora de definir numerador i denominador a partir d’un repartiment. En

. . . 1
realitat, segons I'explicacié que en fa, volia proposar I'exemple =
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Quantitat d'estudiants

25
20
15
10

Representacions amb imatges

I I

Cercles Rectangles  Imatges Grup de
d'objectes  rectangles
reals




1/2 un mig 3/4 tres quarts
1/3 un terg 4/5 quatre cinquens
1/4 un quart 518 cinc vuitens
1/5 un cingue 6/9 sis novens
1/6 un sisé
17 un setd
1/8 un vuité
1/2 un nové
1/10 un desé
1/11 un onzé




Codi
SII1

SII2

SII3

Codi
SII1
SII2

SII3

Categoria

Interpretacié comparacié part—tot

Interpretacié quocient

(repartiment)

Interpretacié operador

Categoria

Interpretacié comparacié part—tot
Interpretacié quocient
(repartiment)

Interpretacié operador

Exemples

“Una fraccid indica que la unitat estd dividida en parts ignals i
que s'ha pres una o diverses d'aguestes parts |...|. En aquest cas
tenim vuit trossets de pastis

perd nomiés hem agafat tres, els

trossets que estan pintats”.

E17

“Els repartiré una poma i un ganivet per cada dos |...]. 1/2 vol
dir una meitat. El nombre de baix és la quantitat de talls en que
bhem dividit la poma i es din DIVIDEND. En Aquest cas és 2
perqué hem fraccionat la poma en dues parts. El nombre de dalt
son els talls que es queda cadasci. La poma estd partida en dos
talls pero cada membre de la parella en té només 1. El nombre de
dalt es din DIVISOR.” . E3

“Per excemple, que vol dir la meitat de la classe? Si som 24 nens

en total la meitat seran ...12, que és 24 entre 2”. E10

Quantitat d’estudiants
24

2



Els vint-i-sis estudiants que fan explicacions per ensenyar el significat de fraccié en les
activitats de la seqiiencia s’han basat en tres de les cinc interpretacions que proposa Lamon

(2012): comparaci6 part—tot, repartiment i operador.

Vint-i-quatre dels vint-i-sis estudiants han interpretat la fraccié6 com una comparaci6 part—
tot. Aquests estudiants han considerat en 'explicacié de fraccié i/o en la de numerador i de
denominador que la fraccid és una unitat que es pot dividir en parts iguals i que, d’aquestes
parts, se n’agafen una o diverses. Alguns d’aquests estudiants, a més, han proposat
exemples en quée es divideixen pastissos, pizzes o altres objectes en parts i es consideren
una o més d’una d’aquestes parts. Només un d’aquests vint-i-quatre estudiants ha proposat

un exemple segons la interpretacié d’operador.

Només dos estudiants interpreten la fraccié com un quocient, és a dir, com un repartiment.
Un dels dos estudiants proposa dividir una poma entre dos alumnes i, a partir d’aquest
exemple, vol que els alumnes entenguin el que és una fraccid. La interpretacié de Daltre
estudiant també és molt clara, ja que defineix la fraccié com a repartiment: “Quan repartim
una cosa diem que estem fent una fracci6”, i proposa exemples en que cal repartir un
objecte, un entrepa i una barra de plastilina. Encara que aquest estudiant s’equivoca en
definir el numerador 1 el denominador, en la definicié d’aquests conceptes es veu clarament

que pensa a repartir alguna cosa (vegeu figura 6.2).

Amb aquests resultats, s’aprecia que la majoria d’estudiants ha interpretat la fraccié com el
fet d’agafar una unitat, dividir-la en parts iguals i considerar una o més d’una d’aquestes
parts. Molt pocs estudiants han partit de la interpretacié6 de fraccié com a quocient
(repartiment) i hi ha tres interpretacions en que no s’ha basat cap estudiant: mesura, rad i

operador.

6.2 Analisi de dades de la seqiiencia d’activitats en relaci6 amb

Pequivaléncia de fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb I'objectiu: descriure,
analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre I'ensenyament de
I'equivaléncia de fraccions. Uns quants estudiants de mestre han proposat activitats en la
seqiiencia a fi d’ensenyar 'equivaléncia de fraccions. S’ha analitzat com aquests estudiants
plantegen ensenyar aquest concepte a partir de les explicacions i els exemples de les
activitats de la sequéncia. Concretament, s’analitzen les explicacions sobre I'equivaléncia de
fraccions, les representacions utilitzades en els exemples i la interpretacié de fraccié en les
explicacions en quée s’ha pogut detectar. La informacié s’ha organitzat en tres subapartats

(vegeu figura 6.0).
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OBJECTIU 2.2: Descriure, analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre 'ensenyament de l'equivalencia de fraccions

EQ1

EQ2
EQ2.1

EQ2.2

Categoria

Explicacié conceptual

Procediment de calcul

Multiplicar en creu

Multiplicar  i/o dividir

numerador i denominador

Exemples
“Dues fraccions sén equivalents quan tenen el numerador i denominador

diferents i representen la mateixa quantitat”. E27

“Multiplicant en creu, si dona el mateix resultat vol dir que son
equivalents”. E41
“S7 multipliquem el numerador i el denominador d'nna fraccid pel mateix

nombre, la fraccid que resulta és equivalent a la que tenin?”. E21



EQ3 Comparaci6 de regions “Entre tots compararan els diferents dibuixos i se

n'adonaran de que tot i ser de diferents colors i

estar partides de tres maneres diferents, tot és el

mateix arribant aixi a la fraccid equivalent”’. E14

. Quantitat
Categoria

d’explicacions




Només una explicaci6 i, per tant, un sol estudiant fa referéncia a la comparacié de regions

dient que les fraccions equivalents ocupen la mateixa area quan es representen graficament.

Alguns estudiants només han donat explicacions en una de les tres categories, mentre que
d’altres combinen explicacions de més d’una categoria (vegeu taula 6.15). No hi ha cap
estudiant que hagi donat Gnicament explicacions conceptuals ni tampoc de comparacié de
regions. En canvi, n’hi ha tres que només s’han referit a procediments de calcul. Els altres
tres combinen explicacions de més d’una categoria: dos estudiants ho expliquen a partir de
procediments de calcul i explicacions conceptuals, i el tercer, a partir de procediments de

calcul i comparacié de regions.

Taula 6.15. Classificacié en categories de les definicions d’equivalencia de fraccions en les seqiiencies

d’activitats.

Codi Categoria ’ Quant.itat
d’estudiants

EQ1 Explicacié conceptual 0
EQ2 Procediment de calcul 3

EQ2.1 Multiplicar en creu

EQ2.2 Multiplicar i/o dividit numerador i denominador 2
EQ3 Comparaci6 de regions 0
EQ1i EQ2 Explicaci6 conceptual i Procediment de calcul

EQ1iEQ2.2 | Explicaci6 conceptual i Procediment de calcul (Multiplicar i/o dividit 1

numerador i denominador)

EQ1, EQ2.1 i | Explicaci6 conceptual i Procediment de calcul (Multiplicar i/o dividit 1

EQ2.2 numerador i denominador i Multiplicar en creu)
EQ2iEQ3 Procediment de calcul i Comparacié de regions 1

Es significatiu que tots els estudiants han proposat explicacions a partir de procediments de
calcul. A més, la meitat d’aquests estudiants Gnicament ha plantejat aquests procediments,
sense fer cap explicacié6 de tipus conceptual per ensenyar que si dues fraccions son

equivalents, vol dir que representen la mateixa quantitat.

Es destacable que un estudiant que ha combinat explicacions de les categories EQ1 i EQ2
comenta dos procediments diferents per comprovar que dues fraccions siguin equivalents:
multiplicar en creu i multiplicar o dividir pel mateix nombre el numerador i el

denominador.

I’anic estudiant que ha proposat explicacions a partir de la comparacié de regions i que
també dona explicacions procedimentals, no explica de manera prou clara com comprovar
que dues fraccions sén equivalents a partir del procediment de calcul, només diu “fer la
multiplicaci6 per demostrar que sén equivalents”. Es anic que no ha explicat correctament

aquest procediment; els altres estudiants, en canvi, el tenen molt clar.
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Tenint en compte tots els resultats, constatem que aquests estudiants prioritzen els
procediments de calcul davant dels conceptuals a l’hora d’explicar I'equivaléncia de

fraccions en les activitats de les seqiiencies.

6.2.2 Analisi de les representacions en les explicacions i els exemples per ensenyar

I'equivalencia de fraccions

Tal com s’ha comentat al subapartat 6.1.2, les representacions tenen un paper fonamental
en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depen de com es representen (NCTM, 2000).

Al subapartat 3.3.6 s’han presentat diferents representacions per ensenyar I’equivaléncia de
fraccions depenent de la interpretacié de fraccié que es tingui en compte. Prenent com a
base aquestes representacions i les exposades a I'apartat 6.1.2 a partir de 'adaptacié de les
representacions del model de Lesh (Cramer, 2003), en aquest subapartat s’analitzen les
representacions que els estudiants proposen en les explicacions i els exemples per ensenyar

I'equivalencia de fraccions.
6.2.2.1 Les categories definides

Alguns estudiants que han donat explicacions 1 exemples per ensenyar 'equivalencia de
fraccions han proposat una o més representacions; en canvi, d’altres no n’han suggerit cap.
A la taula 6.16 es mostren les categories de les representacions dels estudiants que fan
referéncia a 'equivaléncia de fraccions segons les cinc maneres diferents de representar
idees matematiques obtingudes de I'adaptacié del model de Lesh (Cramer, 2003): simbol

matematic, imatge, expressié verbal, context real simulat i objecte.

Taula 6.16. Categoritzacié de les representacions en les explicacions i els exemples dels estudiants per

ensenyar I’equivaléncia de fraccions.

-
=
-2 — E
< S
1EIE
Codi Categoria s > = Exemples
g 9| &
=l el 8| %] &
IR AR AN
S| & g| &
ElE|XAIG|B
Cap “S7 mnltipliquem el numerador i el denominador d'una
EQRE0 representacié fraccid pel mateix nombre, la fraccid que resulta és
equivalent a la que tenin/’. B21
1 “Podem dir que dues fraccions son equivalents quan
representacié representen el mateix nombre. 2/3 = 0,6 i4/6 = 0,6
EQRE1 (s'0bté de la divisid del numerador pel denominador). Si es
compleixc que el producte encreuat de denominadors és ignal.
a/ b és equivalent a ¢/ d si i només si a.d=b.c. Per obtenir
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EQRE2 2 representacions diferents

EQRE2.1

EQRE2.2

3
EQRE3 representacio

ns diferents

[fraccions equivalents a una donada podem simplificar
[fraccions o amplificar-la. Simplificar vol dir dividir e/
numerador i el denominador pel mateix nombre. Amplificar
vol dir multiplicar el numerador i el denominador pel mateix
nombre’. E31

“La mestra pot introduir el concepte de parts iguals, a més
de les equivalencies comparant dues pigzes que poden estar
partides de manera diferent. Quan els pares dinen que volen
3/6 04/8 iens dinen que son ignals , nosaltres dubtem, 0i?
Com pot ser? |...] Us diré una técnica que no falla mai i és
molt rapid. A la pissarra posteriorment la mestra anuncia
que multiplicant en creu i si els dona el mateix resultat, son
equivalents”. E41

“Entre tots compararan els diferents dibuixos 7 se

n'adonaran de gue tot i ser de diferents colors 7 estar partides

a d
[ f

. . L ., \ N 7
mateix arribant aixi a la fraccid S S S

de tres maneres diferents, tot és el

equivalen?”’. E14
“El primer nen vol Va de pastis, el segon nen vol 2/8. Va i
2/ 8 son equivalents? Per que?2Amb quines operacions es
comprova? Amb aquesta activitat es preten que els alumnes
siguin capagos d'identificar i fer fraccions
equivalents multiplicant o dividint el

numerador i el denominador per un mateix

ntimero”. E4



representacions diferents. Tampoc hi ha cap estudiant que representi les fraccions amb una

expressi6 verbal o dient que utilitzaria objectes.

Taula 6.17. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar

I’equivalencia de fraccions.

Codi Categoria = Quantitat
o & d’estudiants
= g
b @ R
— (5] @ X = -
S EE R
ESIE|F58 £l
» E|lS|H 2|0 3|0
EQREO Cap representacio 1
EQRE1 1 representacio
EQRE2 2 representacions diferents 3
REIRE2.1 1
REIRE2.2 2
EQRE3 3 representacions diferents - 1

Observant la taula 6.17, es veu com la representacié més utilitzada sén els simbols
matematics: tots els estudiants que han fet alguna representacié han considerat els simbols
matematics. Tres dels cinc estudiants han fet dibuixos i dos han donat explicacions a partir

de contextos reals. A continuacio s’analitzen les representacions de manera més detallada.
Representacions amb simbols matematics

Els exemples de fraccions equivalents utilitzant simbols matematics s’han organitzat segons

la fracci6 itreductible a la qual les fraccions proposades son equivalents (vegeu taula 6.18).
2 4.16

-1 —

Els estudiants han plantejat fraccions equivalents a les fraccions irreductibles P b

La fraccio irreductible de la qual més estudiants han proposat fraccions equivalents és la

., 1 .- . .
fraccié ~» concretament I’han utilitzat quatre dels cinc estudiants que han donat exemples

de fraccions equivalents amb simbols matematics. Els altres exemples només han estat
proposats per un sol estudiant. Hi ha tres estudiants que només han donat un exemple, un

que n’ha proposat dos i també un unic estudiant ha plantejat tres exemples diferents.

Dels cinc estudiants, quatre han donat només fraccions amb els denominadors parells. Tres
estudiants han proposat fraccions amb denominadors que sén potencies de 2: han utilitzat
els denominadors 2, 4, 8 1 16; els altres dos han proposat els denominadors 3, 6, 7, 15, 21,

30142, que no sé6n potencies de 2.

Quatre estudiants han dit fraccions equivalents en que el numerador d’una és multiple del

numerador de l'altra o de les altres fraccions proposades i el denominador d’una és multiple
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del denominador de laltra o de les altres fraccions donades. Un estudiant ha dit les

fraccions % 1 g, en que el 8 no és multiple de 6 ni el 4 de 3.

Tres de les cinc fraccions irreductibles equivalents dels exemples proposats sén més petites
que la unitat i dues s6n més grans. Quatre estudiants proposen fraccions més petites que la

unitat i un de sol en planteja de més petites que la unitat i de més grans.

Taula 6.18. Classificaci6 dels exemples de fraccions equivalents representats amb simbols matematics.

Grup Exemples Denominador | Denominadors Numerador i Quantitat

s parells potencies de dos denominador d’'una | d’estudiants

fraccié multiples del
numerador i

denominador de la

fraccié equivalent

e
#l=
I
I‘|UIN

nl-u| . |

K|

1 -
2 2
ie
1T - -
e 1
.
2 =z
= z2_+ 06
3 E
4 3 o
= 4 20 _ a0
3 3 15 &0
16 Ed = J_:J_
— L L
7 az =21 7

Nota: Les cel'les acolorides assenyalen que les fraccions tenen els denominadors parells, que els
denominadors sén poténcies de 2 o bé que el numerador i el denominador d’una fraccié sén multiples del

numerador i denominador de la fraccié equivalent.
Representacions amb imatges

Només tres estudiants han realitzat algun dibuix per tal d’exemplificar amb una imatge que
vol dir que dues fraccions o més sén equivalents. Un estudiant ha dibuixat cercles dividits
de diferents maneres (vegeu imatge 2 de la figura 6.7), un altre ha dibuixat un cercle dividit
en setze parts (vegeu imatge 1 de la figura 6.7) i el tercer ha dibuixat un rectangle dividit en
16 parts. Tots tres, per tant, han proposat exemples de model d’area (cercles i rectangle).
Només en un dels tres exemples, pero, es representa I'equivaléncia de fraccions (vegeu

imatge 2).

Totes les regions de les representacions s’han dividit en parts congruents (igual forma i
igual area) i totes s’han elaborat per representar fraccions més petites que la unitat. En la
imatge 1 de la figura 6.7 no s’ha representat cap fraccié, pero I'estudiant explica que es

podtia comprovar que les fraccions Y4 1 2/8 s6n equivalents.

298




Imatge 1 Imatge 2 Imatge 3

Codi Categoria Exemples
EQIl “S7 multipliquem el numerador i el denominador d'una fraccid pel
Sense interpretacié mateix nombre, la fraccid que resulta és equivalent a la que

tenin?”’. E21

EQI2 “Entre tots compararan els diferents dibuixos i se n’adonaran de
g g que tot i ser de diferents colors i estar partides de tres maneres

Interpretacié comparacid part—tot difirents, 1ot és ol mateix: arribant o

aixi a la fraccid equivalent”. E14




6.2.3.2 Resultats i discussi6

A continuacié s’exposen els resultats 1 la discussié de les interpretacions de fraccié en les
explicacions 1 els exemples per ensenyar I'equivaléncia de fraccions segons les categories

descrites a 'apartat 6.2.3.1.

Les explicacions 1 els exemples dels estudiants que proposen ensenyar I'equivalencia de
fraccions estan distribuits en dues categories segons si es basen en alguna interpretacio i, en
cas que sigui aixi, segons la interpretaci6 de la qual parteixen: Sense interpretacié (EQI1) i

Interpretacié comparaci6 part—tot (EQI2) (vegeu taula 6.20).

Taula 6.20. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar I’equivaléncia de fraccions.

Codi Categoria Quantitat d’estudiants
EQI1 Sense interpretacié 2
EQI2 Interpretacié comparacié part—tot 4

En les explicacions de dos dels sis estudiants que han proposat ensenyar I'equivaleéncia de
fraccions no s’utilitza cap interpretacié. Tenint en compte, pero, els exemples donats a
partir de representacions grafiques o de context real, sTha pogut observar que quatre

estudiants han interpretat la fraccié com a comparacié part—tot.

El fet d’interpretar la fraccié d’una determinada manera depen de com els estudiants han
plantejat representacions amb dibuixos o de context real. En les explicacions en qué no han
proposat exemples o només n’han proposat amb simbols matematics s’ha constatat que no

s’han basat en cap interpretacio.

6.3 Analisi de dades de la seqiiencia d’activitats en relaci6 amb la

comparacio i ordenacio6 de fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb l'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament de la
comparacié 1 ordenacié de fraccions. Uns quants estudiants de mestre han proposat
activitats en la sequiéncia sobre comparacié i ordenacié de fraccions. S’ha analitzat com
plantegen ensenyar aquests conceptes a partir de les explicacions i els exemples donats. Cap
estudiant, pero, ha donat explicacions per ensenyar I'ordenacié de fraccions; per aixo
només s’analitzen les explicacions sobre comparacié de fraccions, les representacions
utilitzades i la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples en que s’ha pogut

detectar. La informaci6 s’ha organitzat en tres subapartats (vegeu figura 6.8).
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OBJECTIU 2.3: Descriure, analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre 'ensenyament de la comparacio 1 ordenacié de fraccions




Codi
COID1

COID2
COID2.1

COID2.2

COID3

COID4

Codi
COIN1

Categoria
Explicacié (comparar els

numeradors)

Exemples
“Si dues fraccions tenen el mateix denominador, la fraccid que t¢ el

numerador més gran és la fraccid més gran”. E23

Explicacié (comparar els numeradors) seguida d’exemples

Explicacié (comparar els
numeradors) + Exemple

(simbols matematics)

Explicacié (comparar els
numeradors) + Exemples
(simbols  matematics i

context real simulat)

Explicacié (comparar els
numeradors o comparar
els decimals amb la unitat)
+ Exemples (simbols

matematics 1 imatges)

Exemples (context real,
imatge, simbols
matematics 1 expressions

verbals)

Categoria
Explicacié (comparar els

denominadors)

“Quan volem comparar les fraccions per saber quina é més gran o més
petita ens bem de fixar que tinguin el mateix denominador. Hem de
miirar quins fenen el mateix denominador. Una vegada els tenim només
ens fixarem en el numerador. Quan el denominador signi més petit que el
numerador la fraccid és més gran. Ex: 4/3. Quan el numerador és més
petit gue el denominador la fraccid és més petita. Ex: 1/3”. E17

“Quan comparem fraccions amb el mateix denominador, la fraccid més
gran és la que 1€ el numerador més gran. Per exemple: Una truita tallada
en vuit trossos i ens en mengem 3=3/8. Una truita tallada en vuit
trossos i ens en mengem 2: 2/ 8. 3/8>2/8". E6

“Eis més gran la fraccid de Pesquerre perqué la divisid de vuit entre dotze
dona 0,6 en canvi la divisid tres entre dotze dona 0,25. El niimero més

proper a u, és a dir a la unitat , és el 0,6.

Resposta: a: 8/12 b: 3/12

La fraccid més gran és la de la dreta perque té el numerador més gran”.
E24

\,(;\,

A g
LA < “)*I 5/9(Bsquerra) - 8/9drela)

“Si partinm una mandarina sencera que t¢ 8 grills i en Pan se’n menja la
primera porcid i la Lawra la segona porcid, qui ha menjat més
mandarina?

PAU LAURA

La Laura ha menjat més grills de

mandarina que en Pau. 1/8

&) e

<3/8. Un vuite és més gran [sic|

gue tres vuitens”. B43

Exemples
“S7 dues fraccions tenen el mateix numerador, la fraccid que t¢ el

denominador més petit és la fraccid més gran”. E23



Codi
CODNDI1
CODND1.1

CODND1.2

CODND1.3

Codi
COU1

cou2

Categoria

Exemples

Explicaci6 seguida d’exemples

Explicacié (Comparar els
resultats obtinguts quan es
calcula cada fraccié de la

déna la
dels  dos

denominadors) + Exemple

quantitat que

multiplicacié

(Simbols matematics)
Explicaci6 (Comparar els
resultats obtinguts quan es

calcula cada fraccié de la

quantitat que déna la
multiplicaci6  dels  dos
denominadors) +
Exemples (simbols

matematics i expressions
verbals)

Explicacié (Comparar les
representacions grafiques)
+  Exemples (simbols

matematics 1 imatge)

Categoria

Explicacié (Comparar el

numerador amb el
denominador) seguida
d’exemples (Simbols
matematics)

Exemple (imatge) seguit

d’una explicacio

“Comparar els resultats que s’obtenen quan calenlem cada fraccid de la
quantitat que ens dina la  multiplicacid dels dos denominadors.
Numeéricament:

4/7i5/8 de 7x8 =56

4/7 de 56 =(56:7) xc 4 =8x4=32

5/8 de 56 = (56:8) x 5 = 7x5 = 35

35>32, per tant, 5/8 > 4/7”. E31

“Comencem multiplicant els dos denominadors: 7x 8 = 56. Tot seguim
agafent una de les fraccions, en aquest cas quatre setens, seran de 56. 4/7
de 56=2 Per saber-ho el que caldra fer és dividir el 56 que hem obtingut
al principi entre el denominador. Seguidament, multiplicarem el resultat
obtingut pel nominador [sic|. (57:7)x4=32. Tot seguit, farem el mateix
amb la segona fraccio: 5/8 de 56=(56:8)x5=7x5=35. 5/8>4/7".
E6

“Comparar la seva representacid grafica, amb la mateixa unitat’. E31

Graficament:

Exemples

“Ens hem de fixar amb el numerador i el denominador. Fraccid més
petita que la unitat, el numerador és més petit que el denominador. 2/6
< 1. Fraccio més gran que la unitat, el numerador és més gran que el
denominador. 8/6 > 1. Fraccid igual que la nnitat, el numerador i
denominador sén el mateix nombre. 6/6 = 17. E31

“Buscar la representacid de la



Quantitat

d’estudiants

D= = s

(Compatar el numerador fracid 5/4 perqué comprovin que esta per sobre de I'n. Aixi arribarem a

amb el denominador)

Comparacio de
fraccions amb igual

denominador

descobrir que si el numerador és = —t—t
0 14 34 1

miés gran que el denominador el g‘;;
resultat sera més gran que 17. ;::i T '
E10
Comparaci6 de Comparaci6 de Comparacié de
fraccions amb fraccions amb fraccions amb la
igual numerador denominador unitat

diferent i

numerador

diferent



amb numeradors i denominadors diferents i, finalment, les de comparacié de fraccions amb

la unitat.
Comparacio6 de fraccions amb denominadors iguals

Set estudiants han plantejat explicacions en relacié6 amb la comparacié de fraccions amb
denominadors iguals. Les explicacions d’aquests estudiants estan distribuides en quatre
categories: Explicacié (comparar els numeradors) (COID1), Explicacié (comparar els
numeradors) seguida d’exemples (COID2), Explicacié (comparar els numeradors o
comparar els decimals amb la unitat) seguida d’exemples (COID3) i Exemples (COID4)
(vegeu taula 6.20).

Taula 6.26. Classificacié de les explicacions dels estudiants segons la categoritzaci6 de les explicacions i els

exemples per ensenyar la comparacié de fraccions amb denominadors iguals.

. . Quantitat
Codi Categoria .
d’estudiants

COID2.1 | Explicacié6 (comparar els numeradors) + Exemple (simbols 2
matematics)
COID2.2 | Explicacié (comparar els numeradors) + Exemple (simbols matematics 1

i context real)

Unicament dos estudiants expliquen directament com comparar fraccions amb

denominadors iguals a partir de la consigha que la fraccié més gran és la que té el
numerador més gran. Aquests estudiants no proposen exemples en cap moment de

I'explicacio.

Els tres estudiants de la categoria Explicacié (comparar els numeradors) seguida d’exemples
(COID2) també expliquen que la fraccié més gran és la que té el numerador més gran, pero
a diferencia dels estudiants de la categoria COID1, aquests proposen un o dos exemples

per exemplificar Pexplicacio.

Un sol estudiant proposa dues explicacions diferents per mostrar com es comparen
fraccions: la comparacié dels numeradors i la comparacié dels nombres decimals amb la

unitat. Aquest estudiant, de la categoria COID3, també dona exemples en I'explicacio.

L’estudiant de la categoria COID4 és I"anic que explica la comparacié de fraccions a partir

d’exemples: una situacié de context real simulat, una imatge, simbols matematics i
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expressions verbals (un vuite, tres vuitens). Aquest estudiant s’equivoca a I’hora de dir
quina ¢és la fraccié més gran, pero segurament ha estat un error d’escriptura i no conceptual,
ja que, a partir de exemple amb imatges pictoric, mostra de manera molt clara quina és la

fraccié més gran (vegeu taula 6.21).

Sis estudiants fan referéncia al numerador per saber quina fraccid és més gran; és
Pexplicaci6 més repetida en les propostes per ensenyar la comparacié de fraccions. Un
d’aquests sis estudiants fa una explicacié per comparar fraccions a partir dels numeradors
que no és prou clara, sembla que vulgui comparar fraccions amb igual denominador, pero a
continuacié compara fraccions amb la unitat perque¢ compara el numerador amb el

denominador per a cada fracci6 (vegeu resposta de I'estudiant E17 de la taula 6.21).

Es destacable que el procediment proposat en les explicacions sigui quasi exclusivament la
comparacié de numeradors, cap utilitza altres explicacions més conceptuals. Només un
estudiant proposa comparar els nombres decimals que s’obtenen quan es divideix el

numerador entre el denominador de cada fraccio.

S’evidencia també l'ensenyament de la comparacié de fraccions mitjangant explicacions
teoriques amb exemples o sense. De fet, només un sol estudiant intenta explicar la

comparaci6 de fraccions mitjangant un exemple.
Comparacié de fraccions amb numeradors iguals

Un unic estudiant explica com comparar fraccions que tenen el mateix numerador: forma

part de la categoria Explicacié (comparar els denominadors) (COINT).

L’estudiant d’aquesta categoria explica directament que, quan dues fraccions tenen el
mateix numerador, la més gran és la que té el denominador més petit. No proposa cap
exemple, ni tampoc cap justificacié de I'explicacié que fa. Per explicar la comparacié de
fraccions amb el mateix denominador, tampoc ha proposat cap exemple i també ha

formulat Pexplicacié com una regla que cal seguir sense explicar per que s’utilitza.
Comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents

Només dos estudiants han explicat com comparar fraccions amb denominador diferent.
Les explicacions d’aquests estudiants formen part de la mateixa categoria: Explicacio
seguida d’exemples (CONDDI1) (vegeu taula 6.27).

Els dos estudiants parteixen d’una explicacié que després exemplifiquen mitjangant una o
dues representacions. Un dels estudiants ha fet una sola proposta per comparar fraccions,
mentre que laltre ho explica de dues maneres diferents. Tots dos fan servir el mateix

procediment de calcul 1 un dels dos afegeix com comparar les fraccions graficament.
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Taula 6.27. Classificaci6 de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents.

Categoria Quantitat

d’explicacions
CODND1 Explicaci6 seguida d’exemples

CODNDI1.1 | Explicacié6 (Comparar els resultats obtinguts quan es calcula
cada fracci6 de la quantitat que dona la multiplicacié dels dos 1

denominadors) + Exemple (Simbols matematics)

CODND1.2 | Explicacié6 (Comparar els resultats obtinguts quan es calcula

cada fracci6 de la quantitat que dona la multiplicacié dels dos

1
denominadors) + Exemple (Simbols matematics i expressions
verbals)
CODND1.3 | Explicaci6 (Compatar les reptresentacions grafiques) seguida 1

d’exemple (Simbols matematics i imatge)

L’explicacié del procediment de calcul proposada és multiplicar els dos denominadors de
les fraccions 1 calcular cada fraccié6 d’aquest resultat. Aleshores s’han de comparar els
resultats obtinguts 1 el que sigui més gran indica quina és la fraccié més gran (vegeu
estudiant E31 de la taula 6.23). Tots dos ho expliquen com una regla que s’aplica i prou. En
realitat, parteixen de la interpretacié de fraccié com a operador: la fraccié més gran és la
que, quan s’aplica al mateix nombre, déna el resultat més gran. El fet de multiplicar els dos
denominadors serveix perque es pugui calcular la fraccié d’'un nombre i s’obtingui un
resultat enter. Tots aquests aspectes, pero, no els expliquen. Els dos estudiants proposen el
mateix exemple i el mateix metode 1 tots dos posen el mateix llibre de text a la bibliografia

consultada; possiblement és d’on han extret 'exemple.

L’estudiant que planteja comparar les fraccions graficament explica que cal representar les
fraccions en un dibuix i comparar-ne la representacié (vegeu estudiant E31 de la taula 6.23).
Es interessant el fet que diu que cal “comparar la seva representaci6 grafica, amb la mateixa
unitat” i, per tant, t¢ en compte que les fraccions s’han de representar en la mateixa unitat.
Aquest procediment pot ser més facil d’entendre per als alumnes, ja que visualment es veu
que una de les regions representades té menys area que l'altra. De totes maneres, depenent

de quines fraccions es comparen de forma grafica, tampoc es veura tan clarament.
Comparacié de fraccions amb la unitat

Tres estudiants han donat explicacions en relacié6 amb la comparacié de fraccions amb la
unitat. Les explicacions d’aquests estudiants estan distribuides en dues categories:
Explicacié seguida d’exemples (COU1) i Exemple seguit d’una explicacié (COU2) (vegeu
taula 6.28).
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Taula 6.28. Classificaci6 de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la comparacié de fraccions amb la unitat.

C Categoria Quantitat

Explicaci6 (Comparar el numerador amb el denominador) seguida 5
d’exemples (Simbols matematics)

COU2 Exemple (imatge) seguit d’una explicacié (Comparar el numerador amb 1
el denominador)

Tres estudiants expliquen com comparar fraccions amb la unitat. Els dos estudiants de la
categoria Explicaci6 seguida d’exemples (COU1) ho fan mitjangant una explicacié seguida
d’un exemple, mentre que I'anic estudiant de la categoria Exemple seguit d’una explicacié

(COU2) parteix de 'exemple per deduir que la fraccié és més gran que la unitat.

Els dos estudiants de la categoria COU1 sén els dos estudiants que han comparat fraccions
amb diferents denominadors. Com en I'explicacié dels denominadors diferents, en aquest
cas, també han donat la mateixa explicacié i fins i tot proposen els mateixos exemples,
possiblement perqué ho han tret del mateix llibre de text. Diuen que cal comparar el
numerador i el denominador i, si el numerador és més gran que el denominador, la fraccié
és més gran que la unitat; si és més petit, la fraccié6 és més petita que la unitat, 1 si el

numerador i el denominador sén iguals, aleshores la fraccié és igual a la unitat.

. . ., 5 N
L’estudiant de la categoria COU2 proposa representar la fraccié 22 la recta numerica i que

els alumnes vegin que és més gran que 1. D’aquesta manera, vol que descobreixin que “si el
numerador és més gran que el denominador, el resultat sera més gran que 17. Es
interessant el fet que parteixi de 'exemple i intenti que els alumnes dedueixin la regla per

decidir si una fraccié és més gran, igual o més petita que la unitat.

6.3.2 Analisi de les respostes en les explicacions i els exemples per ensenyar la

comparacio6 de fraccions

Tal com s’ha comentat al subapartat 6.1.2, les representacions tenen un paper fonamental
en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depén de com es representen (NCTM, 2000).

Al subapartat 3.3.6 s’han mostrat diferents representacions per ensenyar la comparacié de
fraccions depenent de la interpretacié de fraccié que es tingui en compte. Prenent com a
base aquestes representacions 1 les exposades a I'apartat 6.1.2 a partir de 'adaptacié de les
representacions del model de Lesh (Cramer, 2003), en aquest subapartat s’analitzen les
representacions que els estudiants proposen en les explicacions i els exemples per ensenyar

la comparaci6 de fraccions.
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Cap
COIDREO  representaci
6
1
representaci
COIDRE!1 )
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COIDRE2 2 representacions diferents

COIDREZ2.1

COIDRE2.2

Context real simulat

Objecte

Exemples

“Si dues fraccions tenen el mateix denominador, la fracci

que 1€ el numerador meés gran és la fraccid més gran”. E23

“Sabem que una fraccid és més gran gue una altra si ens

Sfexcenr en el numerador, el Jesmésgraque? 403

denominador tindra el mateix 4 famgsgranque 2 4 =

it

nimere”. E20 7 7

“Ounan comparem fraccions amb el mateix denominador, la
fraccid més gran és la que 1€ el numerador més gran. Per
exemple: Una truita tallada en vuit trossos i ens en mengem
3=3/8. Una truita tallada en vuit trossos i ens en mengem
2:2/8.3/8>2/8". E6

“Eis més gran la fraccié de lesquerre perqué la divisid de

vuit entre dotze déna 0,6 en canvi

la divisid tres entre dotze dina ’—-v
o

0,25. El niimero més proper a u, . EEENy

és a dir a la unitat , és el 0,6. Resposta: a: 8/12 bi 3/12
La fraccid més gran és la de la dreta perque té el numerador

miés gran”. E24



4 l . . . “Si partim una mandarina sencera que 1€ 8 grills i en Pau

representaci se’n menja la primera porcid i la Laura la segona porcid, qui
ons ha menjat més mandarina?
diferents La Lanra ha menjat
COIDREA4 o
miés grills de
mandarina que en .
Pau. 1/8 <3/8.
Un vuité és més gran que tres vuitens [sic]”. E43
-
=
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Codi Categoria & > 3 Exemples
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COINREO  representaci ) . o o
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6
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. Categori @ g
Codi S > s Exemples
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CODNDRE2 2 representacions diferents

“Comencem multiplicant els dos denominadors: 7x 8 = 56.
CODNDRE2.1

Tot seguim agafem una de les fraccions, en aquest cas quatre



CODNDRE2.2
Codi Categoria
1
representaci
COURE1
2
representac
COURE2 )
ions
diferents

Simbol matematic

Imatge

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

setens, seran de 56. 4/ 7 de 56=2 Per saber-ho el que
caldra fer és dividir el 56 que hem obtingut al principi entre
el denominador. Seguidament, multiplicarem el resultat
obtingut pel nominador [sic|. (57:7)x4=32. Tot seguit,
Sfaren el mateixc amb la segona fraccid: 5/ 8 de
56=(56:8)x5=7x5=35.5/8>4/7". E6

“Comparar la seva representacid grafica, amb la mateixa
unita?”. B31

Graficament:

\ [ I [ [ [ ]
bl -
\ | | I [ I \

&i8

Exemples

“Ens hem de fixar amb el numerador i el denoninador.
Fraccid més petita que la unitat, el numerador és més petit
gue el denominador. 2/ 6 < 1. Fraccid més gran que la
unitat, el numerador és més gran que el denominador. 8/6
> 1. Fraccid ignal que la unitat, el numerador i
denominador sén el mateix nombre. 6/6 = 1. E31
“Buscar la representacid de la fraccid 5/4 pergué comprovin
que esta per sobre de 'n. Aixi arribarem a descobrir que si

el numerador és més gran que el denominador el resultat sera

més gran que 17°. e T,

0 14 24 1 s5/=
E10 1,25
1/2= '
2/4



exemples per ensenyar a comparar fraccions segons les categories descrites a l'apartat
0.3.2.1. Primerament, s’analitzen les explicacions de comparacié de fraccions amb
denominadors iguals, després, amb numeradors iguals, a continuacio, les de comparacié
amb numeradors i denominadors diferents i, finalment, les de comparacié de fraccions

respecte a la unitat.
Comparacié de fraccions amb denominadors iguals

Set estudiants han donat explicacions en relacié amb la comparacié de fraccions amb igual
denominador. D’aquests set, n’hi ha que han fet representacions per ensenyar aquest

concepte i d’altres que no han utilitzat cap representacio.

Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen ensenyar la comparacié de
fraccions amb denominadors iguals estan distribuits en quatre categories segons la quantitat
de representacions diferents que proposen: Cap representacié (COIDREO), 1 representacio
(COIDRET1), 2 representacions diferents (COIDRE2) i 4 representacions diferents
(COIDRE#4) (vegeu taula 6.33).

Taula 6.33. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar la

comparaci6 de fraccions amb denominadors iguals.

S
g =
= R
£ | B
Codi Categoria & 2= Quantitat d’estudiants
g ©| &
IR IRAR:
SRR
% o)
5| E|&|38|0
Cap
COIDRE0 » 2
representacié
COID RE1 | 1 representacié
COIDRE2 2 representacions diferents
COIDRE2.1 1
COIDRE2.2 1
4
COIDRE4 | representacion 1
s diferents

Dos estudiants no han proposat cap representacié. Els altres cinc han donat una, dues o
quatre representacions diferents: dos han plantejat una representacié i també dos n’han
suggerit dues de diferents, mentre que un unic estudiant ha fet quatre representacions de
tipus diferents. No hi ha cap estudiant que hagi proposat tres o cinc representacions
diferents. Tampoc hi ha cap estudiant que representi les fraccions dient que utilitzaria

objectes.
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Observant la taula 6.33, es detecta que la representacié més utilitzada sén els simbols
matematics: tots els que han proposat representacions n’han fet d’aquest tipus. Dos
estudiants han fet dibuixos en les seves explicacions i també dos han proposat exemples
amb contextos reals simulats. En canvi, un sol estudiant ha anomenat les fraccions amb
paraules, amb expressions verbals. A continuaci6 s’analitzen amb més detall les

representacions dels estudiants.
Representacions amb simbols matematics

Cinc dels set estudiants que han explicat la comparacié de fraccions amb igual

denominador han proposat exemples amb simbols matematics, concretament han donat

4.1 4.2 5.8 8.3 1.3. L3, 2 4
-1-= ,—= 1=, —1—,=1=1també = 1 =. Totes
3 37 7°9 912 12’8 8 8 8

- —-i-

fraccions amb denominadors iguals:

aquestes fraccions son més petites que la unitat.
Representacions amb imatges

Només dos dels set estudiants han proposat alguna imatge per tal d’exemplificar com
comparar fraccions. Tots dos han utilitzat exemples de model d’area (triangles, rectangles i

imatges d’objectes reals) (vegeu taula 6.29).

Les regions proposades en les representacions dels models d’area s’han dividit totes en
parts congruents (igual forma i igual area) 1 totes representen fraccions més petites que la
unitat. A més, per comparar les fraccions, els dos estudiants han representat cada fraccié en

la mateixa unitat.
Representacions amb contextos reals simulats

Dos estudiants han proposat situacions reals per exemplificar les explicacions de
comparacié de fraccions. Un planteja comparar qui menja més mandarina si una persona

en menja un vuite i, altra, tres vuitens, 1 el segon estudiant proposa comparar els trossos

2

. I
de truita quc ens mengem: E 1 E

Representacions amb expressions verbals

Només un estudiant ha escrit el nom de les fraccions en les explicacions i els exemples
proposats sobre la comparacié de fraccions amb denominadors iguals. Ha escrit “un vuite i

tres vuitens”.
Comparacié de fraccions amb numeradors iguals

Només un estudiant ha donat explicacions en relacié amb la comparaci6 de fraccions amb
numeradors iguals. Les explicacions i els exemples d’aquest estudiant formen part d’una

sola categoria: Cap representacié (COINREO).
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L’estudiant d’aquesta categoria no ha utilitzat cap exemple per il-lustrar 'explicacié. Només
ha fet una explicaci6 de la regla per comparar fraccions (vegeu taula 6.22). Aquest estudiant
també ha explicat la comparacié de fraccions amb denominadors iguals i, en aquest cas,

tampoc ha proposat cap exemple (vegeu taula 6.21).
Comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents

Dos estudiants han donat explicacions en relacié amb la comparacié de fraccions amb els
numeradors i els denominadors diferents. Tots dos han fet representacions per ensenyar
aquest concepte i tots dos formen part de la categoria 2 representacions diferents
(CODNDRE2) (vegeu taula 6.34).

Taula 6.34. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar la

comparaci6 de fraccions amb numeradors i denominadors diferents.

g
g - g
P
Ne B
. Categori § 51 2
Codi = s Exemples
a g R =
= | @ % % 8
AR
ElE| 5| 3|3
CODNDRE2 | 2 representacions diferents
CODNDRE2.1 1
CODNDRE2.2 1

Tots dos estudiants han proposat simbols matematics en els seus exemples, pero un, a més,
ha fet un dibuix, mentre que I'altre també ha escrit les fraccions amb expressions verbals. A

continuaci6 s’analitzen amb més detall les representacions dels estudiants.
Representacions amb simbols matematics

Els dos estudiants que han explicat com comparar fraccions amb diferent denominador
. , 4.5 . .
han proposat els mateixos exemples amb simbols: sig Aquestes dues fraccions també son

més petites que la unitat.
Representacions amb expressions verbals

Només un estudiant ha escrit el nom de les fraccions en les explicacions i els exemples
proposats sobre la comparacié de fraccions amb denominadors diferents. Ha escrit “quatre

setens”.
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Comparacioé de fraccions amb la unitat

Tres estudiants han donat explicacions en relacié6 amb la comparacié de fraccions amb la
unitat. Tots tres han fet representacions per ensenyar aquest concepte 1 estan distribuits en
dues categories segons la quantitat de representacions diferents que proposen: 1
representacié (COURELN) 1 2 representacions diferents (COURE2) (vegeu taula 6.35).

Taula 6.35. Classificacié dels estudiants segons la categortitzacié de les representacions per ensenyar la

comparaci6 de fraccions amb la unitat.

-
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COURE1 representaci 2
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2
representac
COURE2 ) 1
ions
diferents

Dos estudiants només han fet una representacié amb simbols matematics 1 el tercer n’ha fet
dues: simbols matematics 1 una imatge. Tots tres han plantejat simbols matematics. A

continuaci6 s’analitzen amb més detall les representacions dels estudiants.
Representacié amb simbols matematics

Els tres estudiants que han explicat com comparar fraccions amb la unitat han proposat

exemples amb simbols matematics. Un ha proposat la fraccié L com a exemple de fraccio

més gran que la unitat i els altres dos han suggerit les fraccions segients com a exemples de
6

., , . , .. . 2 8 .
fraccié més petita, més gran i igual que la unitat: =5 1, =2 1i == 1.

Representacions amb imatges

Només un estudiant ha fet servir una representacié amb una imatge. Ha utilitzat la recta

numeérica com a model de longitud (vegeu resposta de I'estudiant E10 de la taula 6.32).
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6.3.3 Analisi de la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples per

ensenyar la comparacié de fraccions

Tal com s’ha explicat a 'apartat 6.1.3 i d’acord amb les diferents interpretacions de fraccid
que proposa Lamon (2012) (comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad), en
aquest subapartat s’analitzen les interpretacions de fraccié utilitzades en les explicacions i

els exemples per ensenyar la comparaci6 de fraccions.
6.3.3.1 Les categories definides

Segons les explicacions i els exemples dels estudiants per explicar la comparacié de
fraccions, es pot deduir o no la interpretacié de fraccié en que s’han basat. Aquestes
interpretacions s’analitzen segons les interpretacions de fraccié que proposa Lamon (2012):
comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad. SThan analitzat per separat les
interpretacions en les explicacions i els exemples de comparacié de fraccions amb
denominadors iguals, de fraccions amb numeradors iguals, de fraccions amb numeradors i

denominadors diferents i de fraccions respecte a la unitat.
Comparacié de fraccions amb denominadors iguals

A la taula 6.36 es mostren les categories de les interpretacions de fraccid en les explicacions

1 els exemples per ensenyar a comparar fraccions amb denominadors iguals.

Taula 6.36. Categoritzacié de les interpretacions de fraccié en les explicacions i els exemples dels estudiants

per ensenyar la comparaci6 de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Exemples

COIDI1 ) » “S7 dues fraccions tenen el mateix denomzinador, la fraccid gue #¢ el
Sense interpretacié ) ) o )
numerador més gran és la fraccid més gran”. E23

COIDI2 “Ounan comparem fraccions amb el mateix denominador, la fraccid més
Interpretacié comparacié gran és la que 1¢ el numerador més gran. Per exemple: Una truita tallada
part—tot en vuit trossos i ens en mengem 3=3/8. Una truita tallada en vuit

trossos i ens en mengem 2: 2/ 8. 3/8>2/8". E6

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

Comparacio6 de fraccions amb numeradors iguals

A la taula 6.37 es mostren les categories de les interpretacions de fraccid en les explicacions

1 els exemples per ensenyar a comparar fraccions amb numeradors iguals.

Taula 6.37. Categoritzacié de les interpretacions de fraccié en les explicacions i els exemples dels estudiants

per ensenyar la comparaci6 de fraccions amb numeradors iguals.

Codi Categoria Exemples

COINI1 ) » “S7 dues fraccions tenen el mateix numerador, la fraccid que 1€ el
Sense interpretacié . o o )
denominador més petit és la fraccid més gran”. E23

Nota: ’exemple de la taula és una reproduccio textual de la resposta de I'estudiant.
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Codi Categoria

CODNDI1
Interpretacié comparacié part—tot
CODNDI2
Interpretaci6é operador
Codi Categoria
coun
Sense interpretacié
COUI2

Interpretacié mesura

Exemples
“Comparar la seva representacid grdfica, amb la mateixa
)

unitat’. E31

Graficament:

4l

E ! | \ I [ [ ]

&8
“Comencem multiplicant els dos denominadors: 7x 8§ = 56. Tot

segnim agafem una de les fraccions, en aquest cas quatre setens,
seran de 56. 4/7 de 56=2 Per saber-ho el gue caldra fer és
dividir el 56 que hem obtingut al principi entre el denominador.
Seguidament, multiplicarem el resultat obtingut pel nominador
[sicl. (57:7)x4=32. Tot seguit, farem el mateix amb la segona
Sraccid: 5/ 8 de 56=(56:8)x5=7x5=35. 5/8>4/ 7. E6

Exemples

“Ens hem de fixar amb el numerador i el denominador. Fraccid
meés petita que la unitat, el numerador és més petit que el
denominador. 2/ 6 < 1. Fraccid més gran que la unitat, e/
numerador és més gran que el denominador. 8/6 > 1. Fraccid
dgual que la unitat, el numerador i denominador son el mateix
nombre. 6/6 = 17. E31

“Buscar la representacid de la fraccid 5/4 pergué comprovin que

esta per sobre de 'n. Aixi arribarem a descobrir que si el

numerador és més gran T ' T
D 14 34 1 5mM=
qgue el denominador el 125
N 1/2=
resultat serd més gran que 2/4

77. E10



6.3.3.2 Resultats i discussi6

A continuacié s’exposen els resultats 1 la discussié de les interpretacions de fraccié en les
explicacions i els exemples per ensenyar a comparar fraccions segons les categories
descrites a 'apartat 6.3.3.1. S’han analitzat per separat les interpretacions en les explicacions
1 els exemples de comparacié de fraccions amb denominadors iguals, de fraccions amb
numeradors iguals, de fraccions amb numeradors i denominadors diferents 1 de fraccions

respecte a la unitat.
Comparacioé de fraccions amb denominadors iguals

Set estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la comparacié de fraccions amb
denominadors iguals. Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen ensenyar
aquest contingut estan distribuits en dues categories: Sense interpretacié (COIDIT) i

Interpretacié comparaci6 part—tot (COIDI2) (vegeu taula 6.40).

Taula 6.40. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar la comparacié de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Quantitat d’estudiants
COIDI1 Sense interpretaci6 4
COIDI2 Interpretacié comparacié part—tot 3

Quatre estudiants no es basen en cap interpretacio de fraccié per explicar la comparacié de
fraccions amb denominadors iguals. A partir de les representacions que han utilitzat els
altres tres estudiants, es dedueix que han interpretat les fraccions com a comparacié part—

tot.
Comparacié de fraccions amb numeradors iguals

L*anic estudiant que ha donat explicacions sobre com comparar els numeradors iguals
forma part de la categoria COINI1. Aquest estudiant no s’ha basat en cap interpretacié de
fraccié per explicar la comparacié de fraccions. No ha proposat cap representacio, només

comenta una regla en funcié del denominador.
Comparacioé de fraccions amb numeradors i denominadors diferents

Dos estudiants han donat explicacions en relacié amb la comparacié de fraccions amb
numeradors 1 denominadors diferents. Les explicacions i els exemples dels estudiants que
proposen ensenyar aquest contingut estan distribuits en dues categories: Interpretacio

comparaci6 part—tot (CODNDI1) i Interpretacié operador (COIDI2) (vegeu taula 6.41).
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Taula 6.41. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar la comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents.

Codi Categoria Quantitat d’explicacions

CODNDI1 | Interpretacié comparacié part—tot

CODNDI2 | Interpretacié operador 2

Un dels estudiants ha interpretat la fraccié en les seves explicacions només com a operador.

L’altre ha explicat dues maneres diferents de comparar fraccions amb diferents

denominadors: en cada una d’aquestes explicacions s’ha basat en una interpretacié diferent,
. ) e 1 >

en un cas com a operador i, en I'altre, com a comparacié part—tot. Els dos estudiants s’han

basat en la interpretacié com a operador. Les explicacions de tots dos sén molt semblants i,

tal com s’ha dit abans, sembla que han consultat el mateix llibre per fer les activitats.
Comparacioé de fraccions amb la unitat

Tres estudiants han donat explicacions en relacié6 amb la comparacié de fraccions amb la
unitat. Les explicacions 1 els exemples dels estudiants que proposen ensenyar aquest
contingut estan distribuits en dues categories: Sense interpretacié (COUIL) i Interpretacio
mesura (COUI2) (vegeu taula 6.42).

Taula 6.42. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar la comparacié de fraccions amb la unitat.

Codi Categoria Quantitat d’estudiants
coun Sense interpretaci6 2
COoUuI2 Interpretacié mesura

Dos estudiants no han fet cap interpretacié a ’hora d’explicar la comparacié de fraccions
amb la unitat, mentre que el tercer ha explicat aquest contingut a partir de la interpretacio

de fraccié com a mesura.

6.4 Analisi de dades de la seqii¢ncia d’activitats en relacié6 amb la suma de

fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb I'objectiu: descriure,
analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament de la
suma de fraccions. Uns quants estudiants de mestre han proposat activitats en la seqiieéncia
amb lobjectiu d’ensenyar la suma de fraccions. S’ha analitzat com plantegen ensenyar
aquest concepte a partir de les explicacions 1 els exemples en les activitats de la seqiiencia.
Concretament, s’analitzen les explicacions sobre la suma de fraccions, les representacions
utilitzades en els exemples i la interpretaci6 de fraccid en les explicacions en que s’ha pogut

detectar. La informaci6 s’ha organitzat en tres subapartats (vegeu figura 6.9).
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OBJECTIU 2.4: Descriure, analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre ’ensenyament de la suma de fraccions




Codi
SUI1

SUI2

SUI2.1

SUI2.2

SUI2.3

SUI3
SUI3.1

SUI3.2

SUI3.3

Categoria

Explicacié d’un
algoritme  per  sumar
fraccions

Exemples
“El mestre fa una bren explicacid de la suma i la resta amb mateixos
denominadors, explicant que el denominador es deixa ignal i se sumen els

numeradors”’. B4

Explicacié d’un algoritme per sumar fraccions seguida d’exemples

Explicaci6 + Exemple

amb simbols matematics

Explicaci6 + Exemple
amb simbols matematics

i amb una imatge

Explicaci6 + Exemple
amb simbols matematics,
amb una imatge i amb un

context real simulat

“Hem de tenir en compte només el numerador
perqué el denominador sera ignal. Només hem de
sumiar o restar, segons calgui, els dos numeradors ~ —
per obtenir la tercera fraccid”. E20 -
“Per sumar o restar fraccions amb el

FTE[e=] ]
R |
el lw] T

15 18

mateix denominador, sumem o restem

ga 1l - .
els numeradors i deixem el mateix a— i —
denominador”’. E28

“Shan de sumar els numeradors de les fraccions i deixar el mateix
denominador. Per exemple, tenim dos pastissos dividits en quatre parts i
agafem dues parts de cada pastis, per sumar aquestes dues fraccions nomes

S’han de sumar els numeradors (2) i deixar el denominador (4)”. E40

2 -
i EFLs
4

Fo

Exemples seguits d’una explicaci6 per sumar fraccions

Exemple amb un context

real 1 amb  simbols

matematics + Explicacié

Exemple amb un context
real simulat i amb una

imatge + Explicacié

Exemple amb un context
real simulat, amb simbols
matematics i amb una

imatge + Explicacié

“Explicar a partir de la representacid d’un pastis del qual agafem primer Vs i
després 2/4, quants guarts tindrem?. Aixi arribarem a saber que per sumar
Sfraccions amb  denominador comii lhinic que hem de fer és sumar els
numeradors, sense variar el denominador: Va+2/4 = %4’. E10

“E professor intentara que entenguin com sumar i perque es sumen aquestes
[fraccions, per tant, en comptes de comengar directament pels nombres , el que
Sard sera sumar diferents porcions d'objectes reals |...| Utilitzaré 'exemple de
la pizza dibuixada en un paper |...| Per explicar-ho el professor pot fer una
explicacid teorica: Quan tenim fraccions on el denominador és igual, liinic que
hem de fer és sumar els numeradors de
cada una d'elles, com si d’una senzilla

suma es tractés’. E32

“Per tant, podem dir que si 1 litre = 5/5 i, aquest és ignal a : =
1/5+1/5+1/5+1/5+1/5. 1 també que 1/5+1/5=2/5. Per £, 'I
tant, si Lampolla d'aigna ¢ 5/50 li restem 2/5/ |...] En %
conclusid, les sumes i les restes afectarien nomiés el nominador
[sic]”. E6



Codi
SUD1

SUD2
SUD2.1

SUD2.2

Categoria

Explicaci6 dun algoritme per
sumar fraccions: trobar fraccions
equivalents amb igual denominador

(mcm) i sumar les fraccions

Exemples

“Quan s'han de sumar fraccions es fa servir el minim comii
milltiple  (mem). S°ha de trobar el mem del  denominador.
Primerament s'escriu la suma. Es busca un denominador comii.
Un cop tenim el denominador es multipliquen els numeradors pel
mateix  nombre que sha  multiplicat els  denominadors.

Seguidament es sumen els numeradors i es deixa el mateix
denominador”’. E42

Explicacié d’un algoritme per sumar fraccions seguida d’un exemple amb simbols matematics

Explicacié (trobar fraccions
equivalents —mcm— i sumar les

fraccions) + Exemple amb simbols

matematics

Explicacié (trobar fraccions
equivalents —multiplicant
denominadors—, sumar les

fraccions 1 simplificar, si es pot) +

Exemple amb simbols matematics

“Les reduim primer a comi denominador i després sumem o

restem els numeradors”’. E28

Ay Buzguem el mem des dencminacors ger reduir les fracciens a comi
denomnadar.

o 2= g, &1 12,12 ..
m.con.8= 0, 501005, 20,

mem=10
G) O 10:2= S ial Sx3= 13
El103:5= 2 i gl 2x4- &
“Per sumar i restar fraccions de diferent denominador s'ha de
reduir a comii denominador, o multiplicar tots els denominadors
no repetits, el nilmero resultant sera el denominador de cada
fraccid. Una vegada ja s'ha sumat la fraccid, s'ha de reduir a
[fraceid irveductible. Exemple: 2/4 +3/9 = 18/36 + 12/36 =
30/36 =15/18=5/6". E27



Primerament, s’analitzen les explicacions de la suma de fraccions amb denominadors iguals

1, a continuacio, les de la suma amb denominadors diferents.
Suma de fraccions amb denominadors iguals

Catorze estudiants han donat explicacions en relacié amb la suma de fraccions amb
denominadors iguals. Dos estudiants d’aquests catorze també han explicat com sumar

fraccions amb denominadors diferents.

Les explicacions dels catorze estudiants que volen ensenyar la suma de fraccions amb
denominadors iguals estan distribuides en tres categories: Explicacié d’un algoritme per
sumar fraccions (SUI1), Explicacié d’un algoritme per sumar fraccions seguida d’exemples

(SUI2) i Exemples seguits d’una explicacié per sumar fraccions (SUI3) (vegeu taula 6.45).

Taula 6.45. Classificaci6 de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la suma de fraccions amb denominadors iguals.

_ . Quantitat
Codi Categoria .
d’estudiants

Explicaci6é d’un algoritme per sumar fraccions

SUI2 Explicaci6é d’un algoritme per sumar fraccions seguida d’exemples 4
SUI2.1 | Explicacié + Exemple amb simbols matematics
SUI2.2 | Explicacié + Exemple amb simbols matematics i amb una imatge 2
SUI2.3 | Explicacié + Exemple amb simbols matematics, amb una imatge i amb 1
un context real simulat
SUI3 Exemples seguits d’una explicacié per sumar fraccions 3
SUI3.1 | Exemple amb un context real simulat i amb simbols matematics + ]
Explicacié
SUI3.2 | Exemple amb un context real i amb una imatge + Explicaci6 1

SUI3.3 | Exemple amb un context real, amb simbols matematics i amb una

imatge + Explicacio

La meitat dels catorze estudiants expliquen directament com sumar fraccions amb
denominadors iguals a partir de l'algoritme segiient: es deixa el denominador igual i se
sumen els numeradors. Aquests estudiants no proposen cap exemple abans de I'explicacié
de l'algoritme ni tampoc després, només plantegen I'explicacié de com sumar com si fos

una regla que els alumnes s’han d’aprendre i seguir.

En aquesta categoria, un estudiant fa un esquema en que proposa sumar els denominadors
entre si i sumar els numeradors per obtenir el denominador i1 el numerador, respectivament,
de la fraccié resultant. Aquest estudiant s’equivoca en explicar I'algoritme de “deixar el

mateix denominador i sumar els numeradors”.
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Un altre estudiant d’aquesta categoria comet un error diferent: diu que “deixem el mateix
numerador” i “sumem els numeradors”. En aquest cas, sembla més un error de distraccio,

ja que es nota que esta copiat d’un llibre.

Quatre estudiants expliquen també d’entrada Dalgoritme de sumar fraccions amb
denominadors iguals dient que cal deixar el denominador igual i sumar els numeradors,
pero, a diferencia dels estudiants de la categoria SUI1, proposen un, dos o tres exemples
amb representacions diferents després de lexplicacié per exemplificar el procés. Un
estudiant planteja una suma amb simbols com a exemple, dos estudiants donen, a més d’un
exemple amb simbols, un exemple de suma de fraccions a partir d’imatges i, per dltim, un
unic estudiant proposa, després de explicacié de com sumar fraccions amb denominadors
iguals, un exemple de context real, un amb imatges i també un amb simbols matematics.
Aquest estudiant és el que exemplifica de manera més completa la suma de fraccions dels

estudiants de la categoria SUI2.

Només tres estudiants expliquen que, per sumar fraccions, cal sumar els numeradors i
deixar igual el denominador després de proposar un exemple de context real. Aquests
estudiants diuen que comengarien amb un exemple abans d’arribar a veure com se sumen
les fraccions amb denominadors iguals. En un cas, parteixen de sumar "4 de pastis amb 2/4
de pastis, en l'altre, de la suma de parts de pizzes i, en el tercer, de la suma de cinquens de
litre. Les representacions que es mostren en aquests exemples son diferents en cada cas: un
estudiant només proposa simbols matematics, 'altre déna una imatge i, el tercer, simbols
matematics 1 també imatges. Pero tots tres tenen la intencié que els alumnes indueixin el

procés de sumar fraccions i tots tres ho proposen a partir d’un exemple de context real.

Observant la quantitat d’estudiants de cada categoria, es detecta que la majoria han tendit a
donar propostes per ensenyar la suma de fraccions directament a partir d’un algoritme i
sense necessitat de fer entendre per que aquest algoritme és el que és, ja que, de catorze
estudiants, onze fan aquesta proposta. Els quatre estudiants que, després de presentar el
procés de sumar, mostren algun exemple ho fan amb la intencié d’exemplificar el procés,
pero no amb la intencié de deduir I'algoritme. De fet, aquests onze estudiants presenten el
procés de sumar fraccions com una regla que cal transmetre directament per saber sumar
fraccions. Possiblement a ells també els el van ensenyar aixi, fins i tot hi ha un estudiant

que comenta “farem les sumes i restes de la manera que ens han ensenyat sempre”.

Encara que sén pocs, és interessant que tres estudiants hagin intentat ensenyar la suma
induint-la a partir d’exemples. Aquests estudiants, pero, han proposat I'exemple i, a
continuacid, ja han explicat el procediment per sumar suposant que, de 'exemple, se’n

dedueix I'algoritme directament.
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La meitat dels estudiants que han plantejat exemples ho han fet per mostrar 'algoritme
acabat d’explicar o bé per poder induir el procés de la suma. Cal dir, pero, que la

representacié més utilitzada en els exemples ha estat a partir de simbols matematics.
Suma de fraccions amb denominadors diferents

Tres estudiants han explicat com se sumen fraccions amb denominadors diferents. Dos

d’aquests estudiants també han explicat la suma de fraccions amb denominadors iguals.

Les explicacions dels tres estudiants que volen ensenyar la suma de fraccions amb
denominadors diferents estan distribuides en dues categories: Explicacié d’un algoritme per
sumar fraccions (SUD1) 1 Explicacié d’'un algoritme per sumar fraccions seguida d’un

exemple amb simbols matematics (SUD2) (vegeu taula 6.46).

Taula 6.46. Classificaci6 de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la suma de fraccions amb denominadors diferents.

. . Quantitat
Codi Categoria .
d’estudiants

Explicaci6é d’un algoritme per sumar fraccions: trobar fraccions

equivalents amb igual denominador (mcm) i sumar les fraccions

SUD2 Explicaci6é d’un algoritme per sumar fraccions seguida d’un exemple

amb simbols matematics

SUD2.1 | Explicaci6 (trobar fraccions equivalents —mcm— i sumar les fraccions)

+ Exemple amb simbols matematics

SUD2.2 | Explicaci6 (trobar fraccions equivalents (multiplicant denominadors),
sumar les fraccions i simplificar, si es pot) + Exemple amb simbols 1

matematics

Tots tres estudiants comencen explicant un algoritme sobre com se sumen fraccions amb
denominadors diferents. D’aquests tres estudiants, dos proposen un exemple amb simbols
matematics després de l'explicacio 1 un es limita a presentar I’algoritme. En aquest cas, no
hi ha cap estudiant que parteixi d’'un exemple amb la intencié de deduir l'algoritme per

calcular la suma de fraccions amb denominadors diferents.

L’estudiant que explica unicament el procés per sumar fraccions i no proposa cap exemple,
només té en compte dos dels passos que Haylock (2010) estableix per a la suma de
fraccions: trobar fraccions equivalents amb igual denominador i sumar les fraccions (vegeu
taula 6.44). Aquest estudiant no preveu que el resultat de la suma es pot simplificar; en
canvi, detalla forca el procés per trobar les fraccions equivalents amb el mateix
denominador. Proposa utilitzar el minim comd multiple per trobar un denominador comu
i, a continuacid, “multiplicar els numeradors pel mateix nombre que s’ha multiplicat els
denominadors”. En Ddltim pas planteja sumar els numeradors deixant el mateix

denominador.
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Els dos estudiants que pertanyen a la categoria SUD2 no especifiquen igual el procés de
sumar fraccions amb denominadors diferents. I’estudiant de la subcategoria SUD2.1 també
proposa els dos primers passos de Haylock (2010), trobar fraccions equivalents 1 sumar les
fraccions. Suggereix reduir a comu denominador fent el minim comu multiple dels
denominadors, pero per trobar les fraccions equivalents, parteix d’un exemple amb simbols
sense explicar res més. Afegeix que només cal sumar els numeradors. L’altre estudiant de la
categoria SUD2, que esta inclos a la categoria SUD2.2, té en compte les tres fases, tot i que
en la primera, quan cal trobar les fraccions equivalents a les fraccions que se sumen, només
explica com reduir a comu denominador, i no com trobar els numeradors de les fraccions
equivalents. Aquest estudiant, per trobar el denominador comu, proposa multiplicar tots els

denominadors no repetits i, per tant, no utilitza el minim comu multiple.

No tots tres estudiants fan servir el mateix metode per reduir a denominador comu i trobar
les fraccions equivalents a les que se sumen: dos proposen fer-ho trobant el minim comu

multiple i, el tercer, multiplicant els denominadors no repetits.

Dels tres estudiants, només un, el de la categoria SUD1, explica com trobar els numeradors
de les fraccions equivalents a les inicials una vegada s’obté el denominador comu. Els altres

dos no expliquen aquest procés.

6.4.2 Analisi de les representacions en les explicacions i els exemples per ensenyar

la suma de fraccions

Tal com s’ha comentat al subapartat 6.1.2, les representacions tenen un paper fonamental
en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depen de com es representen (NCTM, 2000).

Les representacions ajuden els estudiants a pensar com es pot dividir la unitat per poder
realitzar la suma o la resta (Petit et al., 2010; Van de Walle et al., 2010). Prenent com a base
aquestes recerques 1 les exposades a lapartat 6.1.2 a partir de Padaptacié de les
representacions del model de Lesh (Cramer, 2003), en aquest subapartat s’analitzen les
representacions que els estudiants proposen en les explicacions i els exemples per ensenyar

la suma de fraccions.
6.4.2.1 Les categories definides

Alguns estudiants que han donat explicacions i exemples per ensenyar la suma de fraccions
han proposat una o més representacions; en canvi, d’altres no n’han proposat cap. S’han
considerat per separat les representacions en les explicacions i els exemples de sumes amb

denominadors iguals i les de sumes amb denominadors diferents.
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Codi Categoria ‘g
— )
A &
Cap
SUIREO representacio
1
representacio
SUIRE1
SUIRE2 2 representacions diferents
SUIRE2.1
SUIRE2.2
SUIRE2.3

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

Exemples

“Per sumar o restar fraccions amb el mateix denominador
cal posar per numerador la suma o resta dels numeradors i
per denominador cal posar-bi el mateix’”. E26

“Hem de tenir en compte només el numerador ja que el
denominador sera ignal. Només bem de sumar o restar,

segons calgui, els dos fri=d

. I + 1 - 4
numeradors per obtenir la s gk

tercera fraccid”. E20

“Explicar a partir de la representacid d’un pastis del qual
agafem primer Vs i després2 /4, quants tindrem? Aixi
arribarem a saber que per sumar fraccions amb denominador
comidi, [tinic que hem de fer és sumar els numeradors, sense
variar el denominador: Vs + 2/4 = %7, E10
“Per sumar o restar amb el mateix denominador, sumem o
restem els numeradors i
deixcemn el mateix @ A J '§?

. - u

denominador. Per

15 it 1%

exemple?”. E28
“E professor intentara que entenguin com sumar i perqué es
sumen aquestes fraccions, per tant, en comptes de comengar
directament pels nombres , el que fara sera sumar diferents
porcions d'objectes reals |...] utilitzaré lexemple de la pizza
dibuixada en un paper [...] per explicar-ho el professor pot
Jfer una excplicacid teorica: Quan tenim fraccions on el
denominador és ignal, 'iinic que hem de fer és sumar els
numeradors de cada
una d’elles, com si
d'una senzilla suma es

tractés”. E32




SUIRE3

Codi

SUDREO

SUDRE1

3
representacio

ns diferents

Categoria

Cap

representacio

1

representacio

Simbol matematic

Imatge

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

< Per tant, podem dir que si 1 litre = 5/ 5 i, aquest és ignal
a:1/5+1/5+1/5+1/5+1/5. 1 també =

gue 1/5+1/5=2/5. Per tant, si l'ampolla e

daigna 16 5/ 511 restem 2/ 51(..] En

conclusid, les sumes i les restes afectarien -

i

i | }r

només el nominador [sic]”. E6

Exemples

“Quan s’han de sumar fraccions es fa servir el niinim comii
maiiltiple (mem). Sha de trobar el mem del denominador.
Primerament s’escriu la suma. Es busca un denominador
comidi. Un cop tenim el denominador es multipliquen els
numeradors pel mateix nombre que s’ha multiplicat els
denominadors. Seguidament es sumen els numeradors i es
deixca el mateix denominador”. EA2
“S°ha de reduir a comii denominador, o multiplicar fots els
denominadors no repetits, el niimero resultant sera el
denominador de cada fraccid. Una vegada ja s’ha sumat la
fraccid, s’ha de reduir a fraccid irveductible. Excemple: 2/4
+3/9=18/36 + 12/36 = 30/36 =15/18=5/6".
E27



Suma de fraccions amb denominadors iguals

Catorze estudiants han donat explicacions en relacié amb la suma de fraccions amb igual
denominador. D’aquests catorze, n’hi ha que han fet representacions per ensenyar la suma

de fraccions amb denominadors iguals i d’altres que no n’han realitzat cap.

Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen ensenyar la suma de fraccions
amb denominadors iguals estan distribuits en quatre categories segons la quantitat de
representacions diferents que proposen: Cap representacié (SUIREOQ), 1 representacio
(SUIREL1), 2 representacions diferents (SUIRE2) i1 3 representacions diferents (SUIRE3)
(vegeu taula 6.49).

Taula 6.49. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions pet ensenyar la suma

de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Quantitat
s d’estudiants
.9 3
s i =
: £ |4
: S-S - I
- 9] 7] bS] =1
2 | &g | g |8
e Z | &5 |2
s | £ & |S | o
SUIREO Cap representacio 7
SUIRE1 1 representacio6
SUIRE2 2 representacions diferents 4
SUIRE2.1 1
SUIRE2.2 2
SUIRE2.3 1
SUIRE3 3 representacions diferents - - 2

La meitat dels catorze estudiants no ha proposat cap representacié. Els altres set n’han
plantejat una, dues o tres de diferents. La categoria més nombrosa és la de 2
representacions diferents, amb quatre estudiants. Dos n’han utilitzat tres 1 un unic estudiant
ha fet un sol tipus de representacié. No hi ha cap estudiant que hagi proposat quatre o cinc
representacions diferents. Tampoc n’hi ha cap que representi les fraccions de forma verbal

(meitat, un terg,...) o dient que s’utilitzaria objectes.

Observant la taula 6.49, es detecta que la representacié més utilitzada sén els simbols
matematics (1/2, Y4,...) amb sis estudiants dels set que han proposat tepresentacions. Cinc
s’han servit d’imatges en les explicacions i quatre donen explicacions partint de contextos

reals. A continuaci6 s’analitzen amb més detall les representacions dels estudiants.
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En les preguntes relacionades amb I'exemple contextualitzat en una situacié real, un dels
estudiants exposa preguntes en que no cal utilitzar fraccions per resoldre-les: “Si sumem les
porcions que hi ha a cada pizza, quants talls de pizza tenim?”, tot 1 que també en planteja
d’altres en que sf que cal utilitzar fraccions: “Quina fraccié de pizza ens hem menjat? Quina

fracci6 de pizza queda?”.
Suma de fraccions amb denominadors diferents

Tres estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la suma de fraccions amb
denominadors diferents. D’aquests tres, n’hi ha que han fet representacions per ensenyar la

suma de fraccions amb denominadors diferents i d’altres que no n’han realitzat cap.

Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen ensenyar la suma de fraccions
amb denominadors diferents estan distribuits en dues categories segons la quantitat de
representacions diferents que proposen: Cap representacié (SUDREOQ) i 1 representaci6
(SUDREL1) (vegeu taula 6.50).

Taula 6.50. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar la suma

de fraccions amb denominadors diferents.

Codi Categoria Quantitat

d’estudiants

Simbol matematic
Expressio verbal
Context real simulat

Imatge
Objecte

SUDREO Cap representaciod

SUDREL1 1 representacio 2

Dos estudiants fan representacions a partir de simbols per complementar les explicacions
de com sumar fraccions amb denominadors diferents. En canvi, el tercer no en doéna cap.
Cap dels estudiants proposa representar la suma de fraccions a partir d’imatges, expressions
verbals, objectes ni situacions de contextos reals. Com en el cas de la suma de fraccions
amb denominadors iguals, la representacié amb simbols matematics és la que més

predomina en les explicacions.

Un dels estudiants de la categoria 1 representacié (SUDRET) també ha explicat com sumar
fraccions amb denominadors iguals, perdo en aquest cas, esta a la categoria 2
representacions diferents (SUIRE2): utilitza simbols matematics 1 imatges per exemplificar
el procés de la suma amb denominadors iguals. Aquest estudiant fa servir imatges i simbols
matematics en la suma de fraccions amb denominadors iguals 1, en canvi, només simbols

matematics quan els denominadors son diferents.
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Tot 1 que hi ha molt pocs estudiants que han donat explicacions per ensenyar a sumar
fraccions amb denominadors diferents, molts menys que els que han proposat sumar
fraccions amb denominadors iguals, és destacable que no hi ha cap estudiant que hagi
proposat representacions a partir d’imatges. Una possible explicacié pot ser el fet que és
més dificil representar la suma de fraccions amb denominadors diferents que representar la
suma amb denominadors iguals i, una altra, que es consideri que les imatges no sén una

ajuda rellevant per fer la suma.

A continuacié s’analitzen amb més detall les representacions amb simbols de la categoria
SUDREL.

Representacions amb simbols matematics

Els dos estudiants que han proposat exemples a partir de simbols matematics han escrit les

.. . . 2, 3.3 4 .
sumes seguents amb denominadors diferents: P En el primer exemple, se sumen

fraccions més petites que la unitat i el resultat tambe és més petit que la unitat; en el segon

cas, una de les fraccions és més gran que la unitat i el resultat també és més gran.

6.4.3 Analisi de la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples per

ensenyar la suma de fraccions

Tal com s’ha explicat a apartat 6.1.3 1 d’acord amb les diferents interpretacions de fraccié
que proposa Lamon (2012) (comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad), en
aquest subapartat s’analitzen les interpretacions de fracci6 utilitzades en les explicacions i

els exemples per ensenyar la suma de fraccions.
6.4.3.1 Les categories definides

Segons les explicacions 1 els exemples dels estudiants per explicar la suma de fraccions, es
pot deduir o no la interpretacié de fraccié en qué s’han basat. Aquestes interpretacions
s’analitzen segons les interpretacions de fraccié que proposa Lamon (2012): comparacié
part—tot, mesura, operador, quocient 1 rad. S’han considerat per separat les interpretacions
en les explicacions i els exemples de sumes amb denominadors iguals i les de sumes amb

denominadors diferents.
Suma de fraccions amb denominadors iguals

A la taula 6.51 es mostren les categories de les interpretacions de fraccié en les explicacions

1 els exemples per ensenyar a sumar fraccions amb denominadors iguals.
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Codi Categoria

SUII1
Sense interpretacié
SUII2
Interpretacié comparacié part—tot
Codi Categoria
SUDI1

Sense interpretacié

Exemples
“Per sumar o restar fraccions amb el mateix denominador cal
posar per numerador la suma o resta dels numeradors i per
denominador cal posar-hi el mateix”’. E26

“Per sumar o restar amb el mateix denominador, sumen o restem
els numeradors i deixem el
mateix denominador. Per
exenmple: . E28

Exemples

“Quan s’han de sumar fraccions es fa servir el minim comii
milltiple  (mem). S°ha de trobar el muem del  denominador.
Primerament s'escriu la suma. Es busca un denominador comil.
Un cop tenim el denominador es multipliquen els numeradors pel
mateix nombre que sha  multiplicat els  denominadors.
Seguidament es sumen els numeradors i es deixa el mateix
denominador”’. EA2



Taula 6.53. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar la suma de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Quantitat d’estudiants
SUII1 Sense interpretaci6 8
SUII2 Interpretacié comparacié part—tot 6

En més de la meitat de les catorze explicacions, vuit concretament, no s’utilitza cap
interpretacié. En canvi, en sis explicacions si que s’utilitza. Aquests sis estudiants s’han
basat tots en la mateixa interpretacié: comparacié part—tot. No n’hi ha cap que s’hagi

plantejat alguna altra interpretacié de fraccid, com ara mesura, quocient, rad o operador.

El fet de poder deduir la interpretacié depen de si els estudiants han proposat alguna
representacié amb imatges o de context real. En les explicacions en qué no han donat
exemples o només n’han suggerit amb simbols matematics, s’ha constatat que no s’han

basat en cap interpretacio.
Suma de fraccions amb denominadors diferents

Tres estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la suma de fraccions amb
denominadors diferents. Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen
ensenyar la suma de fraccions amb denominadors diferents formen part d’una sola

categoria: Sense Interpretacié (SUDIT).

Cap estudiant ha proposat representacions amb imatges ni a partir de contextos reals

simulats, per la qual cosa es constata que no s’han basat en cap interpretacio.

Un dels estudiants d’aquesta categoria també ha proposat explicacions per ensenyar la suma
amb fraccions amb denominadors iguals; en aquest cas, s’ha basat en la interpretacié de

fracci6 com a comparacié part—tot.

6.5 Analisi de dades de la seqiiencia d’activitats en relacié6 amb la resta de

fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb 'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre 'ensenyament de la
resta de fraccions. Tot 1 que algunes explicacions d’aquest apartat son molt semblants a les
que s’han presentat a I'apartat 6.4 per a la suma de fraccions, s’ha optat per separar els dos
continguts, suma 1 resta de fraccions, perque hi ha menys estudiants que han explicat la

resta de fraccions que no que han explicat la suma de fraccions.

Alguns estudiants de mestre han proposat activitats en la sequéncia amb I'objectiu

d’ensenyar la resta de fraccions. S’ha analitzat com aquests estudiants plantegen ensenyar
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OBJECTIU 2.5: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre 'ensenyament de la resta de fraccions




Codi
REI1

REI2
REI2.1

REI2.2

REI2.3

REI3

Categoria

Explicacié d’un
algoritme  per  restar
fraccions

Exemples
“S7 sabeu sumar fraccions, restar-les us semblara d’allo més facil. Només s’ha

de deixcar el denominador i restar els numeradors”. E21

Explicacié d’un algoritme per restar fraccions seguida d’exemples

Explicaci6 + Exemple

amb simbols matematics

Explicaci6 + Exemple
amb simbols matematics

iamb una imatge

Explicaci6 + Exemple
amb simbols matematics
i amb un context real

simulat

Exemples context

(de

real, amb simbols

matematics i amb una

imatge) seguits d’una

explicacié

“Hem de tenir en compte només el numerador

perqué el denominador sera ignal. Només hem

3 : 1 = 2
de sumar o restar, segons calgui, els dos  — = =
. . 3 5
numeradors per obtenir la tercera fraccid”.
E20
“Per sumar o restar fraccions amb el
. . s B T - n:ﬁ |
mateix denominador, sumem o rester |lEE===s ﬁ |
els numeradors i deixem el mateix 3 1 - 2
3 3 3

denominador”’. E28

“Com sera la resta? Si a la suma sumem els numeradors, que farem a la
resta? Restarem numeradors i deixarem el mateix denominador. Tornem a
Lexcemple del pastis per veure que si de quatre parts en traiem una i després

dues ens quedara /7. E10
“Per tant, podem dir que si 1 litre = 5/5 i, aquest és ignal a -
)51/ 541/ 5+1/5+1/5. T també que 1/5+1/5=2/5. &

DPer tant, si Lampolla d'aigna t¢ 5/ 51 li restem 2/51[...] En  ~

-

conclusid, les sumes i les restes afectarien només el nominador
[sic]”. E6



Codi
RED1
REDI1.1

RED1.2

Categoria

Exemples

Explicacié d’un algoritme per restar fraccions

Explicacié (trobar fraccions

equivalents —mcm— 1 restar les

fraccions)
Explicacié (trobar fraccions
equivalents —multiplicant

denominadors—, restar les fraccions

i simplificar, si es pot)

“Les reduim primer a comii denominador i després sumem o

restem els numeradors’. E28
Ay Buzguem el mem des dencminacors ger reduir les fracciens a comi

denomnadar.

m.con 2=C, 2, 4,8, 8000 12, 12

m.em.g=0, 5.@3’/5.53..

m.em=10

Gy Ol 10:2= 5 i el Sx3=13

El10:5=2ial2x4- B

“Per sumar i restar fraccions de diferent denominador s'ha de
reduir a comdi denominador, o multiplicar tots els denominadors
no repetits, el niimero resultant serd el denominador de cada
Sfraccid. Una vegada ja s'ha sumat la fraccio, s'ha de reduir a
fraccid irreductible . E27



Taula 6.56. Classificacié de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la resta de fraccions amb denominadors iguals.

Quantitat

Categoria .
d’estudiants

Explicaci6é d’un algoritme per restar fraccions

REI2 Explicaci6é d’un algoritme per restar fraccions seguida d’exemples 4

REI2.1 | Explicaci6 + Exemple amb simbols matematics 2

REI2.2 | Explicacié + Exemple amb simbols matematics i amb una imatge

REI2.3 | Explicacié + Exemple amb simbols matematics i amb un context real

simulat

REI3 Exemples (context real, simbols matematics i imatge) seguits d’una
I3 > ge) segui

explicacio6 per restar fraccions

La meitat dels catorze estudiants expliquen directament com restar fraccions amb
denominadors iguals a partir de l'algoritme segiient: es deixa el denominador igual 1 es
resten els numeradors. Aquests estudiants no proposen cap exemple abans de I'explicacié
de l'algoritme ni tampoc després, només exposen I'explicacié de com restar com si fos una
regla que els alumnes s’han d’aprendre i seguir. Dels set estudiants, n’hi ha un que, en
Pexplicaci6 de la resta, fa referéncia al fet de saber sumar dient que “si sabeu sumar
fraccions, restar-les us semblara d’allo més facil”. Després, explica 'algoritme de deixar el
mateix denominador 1 restar els numeradors. Amb aquesta explicacié sembla que s’intenti
que els alumnes aprenguin o memoritzin la regla pensant en la de la suma pero canviant la
suma de numeradors per la resta. Sembla una explicacié per facilitar la memoritzacié de

algoritme per sumar fraccions.

En aquesta categoria, el mateix estudiant que en la suma fa un esquema en que proposa
sumar els denominadors entre si 1 sumar els numeradors per obtenir la fraccié resultant, en
la resta també s’equivoca quan suggereix restar els numeradors i també els denominadors.
Aquest estudiant s’equivoca en explicar 'algoritme de “deixar el mateix denominador i

restar els numeradors™.

Quatre estudiants expliquen també d’entrada Dalgoritme de restar fraccions amb
denominadors iguals dient que cal deixar el denominador igual i restar els numeradors,
pero, a diferencia dels estudiants de la categoria REI1, proposen un o dos exemples amb
representacions diferents després de I'explicacié per exemplificar el procés. Dos estudiants
donen d’exemple una resta amb simbols, un proposa, a més d’'un exemple amb simbols, un
de resta de fraccions a partir d’imatges 1, per ultim, un unic estudiant exposa, després de
Iexplicacié de com restar fraccions amb denominadors iguals, un exemple de context real i

també un amb simbols.

De la mateixa manera que un estudiant de la categoria REI1, un estudiant de la categoria

Explicacié d’un algoritme per restar fraccions seguida d’exemples (REI2) també ha partit
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del fet d’haver explicat la suma de fraccions. Argumenta que, si quan se sumen fraccions se
sumen els numeradors, en la resta s’hauran de restar. Aquest estudiant, quan ha explicat la
suma ha partit d’un exemple de context real per deduir 'algoritme; en canvi, en explicar la
resta, exposa directament I’algoritme. Sembla com si, pel fet d’haver apres a sumar, ja es

pot dir d’entrada I’algoritme de la resta.

Només un estudiant explica que, per restar fraccions, cal restar els numeradors 1 deixar
igual el denominador després de proposar un exemple de context real, amb simbols 1 fent
una imatge. Aquest estudiant proposa una situacié en que cal restar cinquens de litre, i
després de Pexemple conclou que les restes només afecten el numerador. Sembla que

vulgui que els estudiants entenguin ’algoritme en comptes d’explicar-lo directament.

Observant la quantitat d’estudiants de cada categoria, es detecta que gairebé tots han tendit
a donar propostes per ensenyar la resta de fraccions directament a partir d’un algoritme,
sense necessitat de fer entendre per que aquest algoritme és el que és, ja que, de dotze
estudiants, onze fan aquesta proposta. Els quatre estudiants que, després de presentar el
procés de restar, mostren algun exemple ho fan amb la intencié d’exemplificar el procés,
pero no amb la intencié de deduir I'algoritme. De fet, aquests onze estudiants, com en la
suma de fraccions, presenten el procés de restar fraccions com una regla que cal transmetre
directament per saber restar fraccions. Fs destacable que dels dotze estudiants només un
intenta que els alumnes dedueixin I'algoritme. I, tot 1 que és interessant que no hagi
comengat amb Texplicacié teorica, sembla que a partir de 'exemple ja s’hagi de deduir

algoritme.

Es positiu que alguns estudiants hagin mostrat diferents representacions, encara que només
sigui per exemplificar I'algoritme. Tots els estudiants que han proposat exemples han

utilitzat la representacio a partir de simbols matematics.
Resta de fraccions amb denominadors diferents

Dos estudiants han explicat com es resten fraccions amb denominadors diferents. Aquests

dos estudiants també han explicat la resta de fraccions amb denominadors iguals.

Les explicacions dels dos estudiants que volen ensenyar la resta de fraccions amb
denominadors diferents formen part d’una sola categoria: Explicacié d’un algoritme per

restar fraccions (RED1) (vegeu taula 6.57).

Els dos estudiants que consideren ensenyar la resta de fraccions amb denominadors
diferents en les activitats de la seqiiéncia ho fan només mitjancant Iexplicacié d’un

algoritme 1 sense proposar cap exemple.
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Taula 6.57. Classificaci6 de les explicacions dels estudiants segons la categoritzacié de les explicacions i els

exemples per ensenyar la resta de fraccions amb denominadors diferents.

Quantitat

Categoria .
d’estudiants

Explicaci6é d’un algoritme per restar fraccions

RED1.1 | Explicaci6 (trobar fraccions equivalents —mem-— i restar les fraccions) 1

RED1.2 | Explicaci6 (trobar fraccions equivalents —multiplicant denominadors—,

restar les fraccions i simplificar, si es pot)

Un dels dos estudiants, el de la subcategoria RED1.1, només té en compte dos dels passos
que Haylock (2010) estableix per restar fraccions: trobar fraccions equivalents amb igual
denominador i restar les fraccions (vegeu taula 6.57). Aquest estudiant no considera el
tercer pas, el de simplificar el resultat de la resta. Proposa reduir a comu denominador fent
el minim comu multiple per poder restar les fraccions, pero no explica ni exemplifica com
trobar els numeradors per trobar les fraccions equivalents a les que es resten. En el cas de

la suma, aquest estudiant havia proposat un exemple amb simbols matematics.

Laltre estudiant, el de la categoria RED1.2; si que té en compte els tres passos de Haylock
(2010), pero tampoc detalla com trobar els numeradors de les fraccions equivalents amb el
mateix denominador (vegeu taula 6.57). En el cas de la suma, aquest estudiant tampoc ho

havia detallat.

Els dos estudiants proposen procediments diferents per reduir a un denominador comu i
trobar fraccions equivalents a les que resten. L’estudiant de la subcategoria RED1.1
suggereix calcular el minim comu multiple dels denominadors, mentre que P'estudiant de la
subcategoria RED1.2 planteja multiplicar els denominadors no repetits. Cap dels dos
explica com trobar els numeradors per trobar les fraccions equivalents amb el mateix

denominador.

6.5.2 Analisi de les representacions en les explicacions i els exemples per ensenyar

la resta de fraccions

Tal com s’ha comentat al subapartat 6.1.2, les representacions tenen un paper fonamental
en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depén de com es representen (NCTM, 2000).

Les representacions ajuden els estudiants a pensar com es pot dividir la unitat per poder
realitzar la suma o la resta (Petit et al., 2010; Van de Walle et al., 2010). Prenent com a base
aquestes recerques 1 les exposades a lapartat 6.1.2 a partir de Padaptacié de les
representacions del model de Lesh (Cramer, 2003), en aquest subapartat s’analitzen les
representacions que els estudiants proposen en les explicacions i els exemples per ensenyar

la resta de fraccions.
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Codi Categoria

Simbol matematic

Imatge

Cap
REIREO representacio

1

representacio

REIRE1

REIRE2 2 representacions diferents

REIRE2.1

REIRE2.2

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

Exemples

“Per sumar o restar fraccions amb el mateix denominador
cal posar per numerador la suma o resta dels numeradors i
per denominador cal posar-bi el mateix’”. E26

. .

Hem de tenir en compte 3-1=2

només el numerador ja que

3

1
el denominador serd ignal. - —
5 5

w

Només hem de sumar o
restar, segons calgui, els dos numeradors per obtenir la

tercera fraccid”. B20

“Com serd la resta? Si a la suma sumem els numeradors,
que farem a la resta? Restarem numeradors i deixcarem el
mateix denominador. Tornem a lexemple del pastis per
veure que si de quatre parts en traiem una i després dues ens
guedara &’ . E10

“Per sumar o restar amb el mateix denominador, sumen o
restem els numeradors i deixem el mateix denominador. Per

exemple?”. E28

| P e
] - = |
o T
3 1 = 2



REIRE3

Codi

REDREO

3
representacio

ns diferents

Categoria

Cap

representacio

Simbol matematic

Imatge

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

“Per tant, podem dir que si 1 litre = 5/5 i, aguest és ignal
a:1/5+1/5+1/5+1/5+1/5. 1 també =

gue 1/5+1/5=2/5. Per tant, si l'ampolla =, -
daigna 16 5/50li rstem 2/ 51 (5/5-2/5 = &

3/51). En conclusid, les sumes i les restes -

i

[ - -

qH

afectarien només el nominador [sic]”. EG

Exemples

“Per sumar i restar fraccions de diferent denominador s’ha
de reduir a comil denominador, o multiplicar fots els
denominadors no  repetits, el niimero resultant serd el
denominador de cada fraccid. Una vegada ja s’ha sumat la

fraccid, s’ha de reduir a fraccid irreductible”. E27



representacions diferents que utilitzen: Cap representaci6 (REIREO), 1 representacio
(REIREL1), 2 representacions diferents (REIRE2) i 3 representacions diferents (REIRE3)
(vegeu taula 6.60).

Taula 6.60. Classificacié dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar la resta

de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Quantitat
9 -L; d’estudiants
b = g
& T |
g > |3
E 2l E |,
- 9] 7] b =1
2 | &g | g |8
e Z | & |5 |2
5 £ |& | S |
REIREO Cap representaciod
REIRE1 1 representacio
REIRE2 2 representacions diferents
REIRE2.1 1
REIRE2.2 1
REIRE3 3 representacions diferents - - 1

Set dels dotze estudiants no han proposat cap representacio. Els altres cinc n’han proposat
una, dues o tres. A les categories 1 representacié (REIRE1) i 2 representacions diferents
(REIRE2) hi ha dos estudiants en cadascuna. El cinque estudiant ha fet tres
representacions diferents. Com en el cas de la suma, no hi ha cap estudiant que hagi
proposat quatre o cinc representacions diferents. Tampoc n’hi ha cap que representi les

fraccions de forma verbal o dient que utilitzaria objectes.

Observant la taula 6.60, es veu com la representaci6 més utilitzada sén els simbols
matematics. Tots els estudiants que han fet alguna representacié han considerat els simbols
matematics. Dos dels cinc estudiants han fet imatges i també dos han donat explicacions a
partir de contextos reals. A continuacié s’analitzen amb més detall les representacions dels

estudiants.
Representacions amb simbols matematics

Els cinc estudiants que han proposat exemples en les explicacions sobre la resta de

fraccions han utilitzat simbols matematics. Tres han plantejat fraccions amb denominador
5 2 33 1 1

2 . . 3 2 .
5 (z-===,=-==2), un ha donat fraccions amb denominador 3 (< - = = =). Un estudiant
5 5 88 5 & 3 3 3
no ha escrit en simbols tota la resta, només el resultat de la situacio, que de quatre parts
. , . , 1 . ,
se’n treu una i després dues i s’obté - bBn tots els exemples s’han restat fraccions més
petites que la unitat o iguals. El denominador més present en els exemples de restes amb

simbols matematics és el 5.
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Representacions amb imatges

Només dos estudiants s’han servit d’alguna imatge per tal d’exemplificar com restar

fraccions graficament. Tots dos han utilitzat un model d’area (rectangle i imatge d’objecte

, 3 1. 2...
real) (vegeu taula 6.58). Un estudiant ha representat la resta 3 3 — 3 Mitjangant la

representaci6 grafica de cada fraccid en un rectangle (vegeu estudiant E28 de la taula 6.58) 1
'altre ha representat cinquens mitjangant una ampolla d’aigua (vegeu estudiant E6 de la
taula 0.58). Les regions proposades en les representacions s’han dividit totes en parts
congruents (igual forma i igual area) i totes representen fraccions més petites que la unitat o

iguals. Només en una de les dues representacions es representa les fraccions que es resten i

, , 3 1. 2
també el resultat; és el cas de la resta s 8

Representacions amb contextos reals simulats

Dos estudiants han proposat situacions reals per exemplificar les explicacions de la resta de
fraccions. Un estudiant ha suggerit restar dues cinquenes parts de cinc cinquenes parts d’un

litre i I’altre explica que, de quatre parts d’un pastis, en traiem una i després dues i s’obté la

1
fraccio —.
4

Resta de fraccions amb denominadors diferents

Dos estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la resta de fraccions amb
denominadors diferents pero sense fer cap representacid. Per aixo, les explicacions

d’aquests dos estudiants formen part només de la categoria Cap representacié (REDRED).

Aquests dos mateixos estudiants també han explicat la suma de fraccions amb
denominadors diferents; en aquest cas, tots dos han donat exemples de sumes amb
simbols. En canvi, en el cas de la resta no n’han proposat de cap tipus. Podria ser que no
ho haguessin considerat necessari perque ja han posat exemples en la suma i han pensat

que la resta ja s’entendria sense exemples.

Tots dos també han utilitzat representacions en la resta de fraccions amb denominadors
iguals, 'un amb simbols 1 l'altre amb simbols matematics i imatges. Com s’ha dit en el cas
de la suma, podria ser que els estudiants trobin més dificil posar exemples en les restes amb

denominadors diferents que en les restes amb denominadors iguals.

6.5.3 Analisi de la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples per

ensenyar la resta de fraccions

Tal com s’ha explicat a I'apartat 6.1.3 1 d’acord amb les diferents interpretacions de fraccié

que proposa Lamon (2012) (comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad), en
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Codi Categoria

REII1
Sense interpretacié
REII2
Interpretacié comparacié part-tot
Codi Categoria
REDI1

Sense interpretacié

Exemples

“Per sumar o restar fraccions amb el mateix denominador cal
posar per numerador la suma o resta dels numeradors i per
denominador cal posar-hi el mateix”’. E26

“Per sumar o restar amb el mateix denominador, sumenm o restem

els numeradors i deixcem el ) e
) ) I
mateix denominador. Per
a 1 = z
exemple”’. E28 P 3 3
Exemples

“Per sumar i restar fraccions de diferent denominador s'ha de
reduir a comii denominador, o multiplicar tots els denominadors
no repetits, el nilmero resultant sera el denominador de cada
fraccid. Una vegada ja s'ha sumat la fraccid, s'ha de reduir a
fraccid irveductible”. E277



6.5.3.2 Resultats i discussi6

A continuacié s’exposen els resultats 1 la discussié de les interpretacions de fraccié en les
explicacions i els exemples per ensenyar a restar fraccions segons les categories descrites a
Iapartat 6.5.3.1. Primerament, s’analitzen les interpretacions en la resta de fraccions amb

denominadors iguals i, a continuacié, en la resta amb denominadors diferents.
Resta de fraccions amb denominadors iguals

Dotze estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la resta de fraccions amb
denominadors iguals. Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen ensenyar
la resta de fraccions amb denominadors iguals estan distribuits en dues categories segons si
es basen en alguna interpretacio i, en cas que sigui aixi, segons la interpretacié de la qual
parteixen: Sense interpretacié (REII1) i Interpretacié comparacié part—tot (REII2) (vegeu
taula 6.63).

Taula 6.63. Classificacié de les explicacions i els exemples dels estudiants segons la categoritzacié de les

interpretacions per ensenyar la resta de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Quantitat d’estudiants
REII1 Sense interpretaci6 9
REII2 Interpretacié comparacié part—tot 3

En nou dels dotze casos en que¢ s’ha proposat ensenyar a restar fraccions amb
denominadors iguals, els estudiants no es basen en cap interpretacié de fraccié. En tres
explicacions, pero, si que es pot deduir la interpretacié. Aquests tres estudiants s’han basat
tots en la mateixa interpretacié: comparacié part—tot. No hi ha cap estudiant que s’hagi

basat en una altra interpretaci6 de fraccié, com ara mesura, quocient, raé o operador.

El fet d’interpretar la fraccié d’una determinada manera depen de si els estudiants han
utilitzat alguna representacié amb imatges o de context real. En les explicacions en que no
han donat exemples o només han fet servir simbols matematics s’ha constatat que no s’han

basat en cap interpretacio.
Resta de fraccions amb denominadors diferents

Dos estudiants han donat explicacions en relaci6 amb la resta de fraccions amb
denominadors diferents. Les explicacions i els exemples dels estudiants que proposen
ensenyar la resta de fraccions amb denominadors diferents formen part duna sola

categoria: Sense interpretacié (REDI1).

En les explicacions dels estudiants que han proposat ensenyar la resta amb denominadors
diferents no s’utilitza cap interpretacié. Cap ha plantejat representacions amb imatges ni a

partir de contextos reals simulats, per la qual cosa no s’han basat en cap interpretacio.
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OBJECTIU 2.6: Descriure, analitzar 1 interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre 'ensenyament de la multiplicacié de fraccions




Codi
MU1

Categoria
Explicacié d’un
algoritme per multiplicar

fraccions

Explicacié d’un

algoritme per multiplicar

fraccions seguida
d’exemples (simbols
matematics)

Exemples

“Per fer-ho els alumnes hanran de dibuixar un petit esquema on es representi
el procés que s’ha de seguir per multiplicar fraccions i un altre petit esquema
per les divisions després d’haver escoltat lexplicacid de la mestra. Aquest
exercici 1€ com a objectin que els alumnes no facin les operacions
antomaticament, sind que pensin el procés que han de fer per solncionar-les’.

E15 Breomple:
iba—r-g_

-.;——l-x

O LO=0

-

“El producte de dues o miés fraccions és una altra fraccio que t per numerador
el producte dels numeradors i per denominador el producte dels denominadors.
Exemple: 1/3 -4/5 = (1-4)/(3-5)". E27

Categoria

Quantitat
estudlants




la categoria MU2 ho explica amb tot detall; en canvi, 'estudiant de la categoria MU1 ho
mostra a partir d’un esquema (vegeu taula 6.64). Cap dels dos planteja que es pugui deduir
el procediment de multiplicar a partir d’exemples, tal com ha proposat algun estudiant en la

suma i la resta de fraccions.

L’estudiant de la categoria MU1, a més, explica 'objectiu de lactivitat: “Que els alumnes no
facin operacions automaticament, siné que pensin en el procés que han de fer per
solucionar-les”. Amb aquesta explicacié sembla que es refereixi a aprendre correctament el
procés de multiplicar fraccions i no tant a descobrir per que es pot multiplicar d’aquesta

manera.

Només un dels dos estudiants exposa un exemple després de lexplicacié de com
multiplicar fraccions. Tot i aixi, en les explicacions de tots dos estudiants es nota que
proposen el procés de multiplicar fraccions com una regla que cal seguir, sense necessitat

de fer entendre per que se segueix aquest procés.

6.6.2 Analisi de les representacions en les explicacions i els exemples per ensenyar

la multiplicacié de fraccions

Tal com s’ha comentat al subapartat 6.1.2, les representacions tenen un paper fonamental
en laprenentatge de les matematiques, ja que el fet d’entendre les idees matematiques
depén de com es representen (NCTM, 2000).

Al subapartat 3.3.7.4 s’han mostrat diferents representacions per ensenyar la multiplicacié
de fraccions. Prenent com a base aquestes representacions i les exposades a apartat 6.1.2 a
partir de I'adaptacié de les representacions del model de Lesh (Cramer, 2003), en aquest
subapartat s’analitzen les representacions que els estudiants proposen en les explicacions i

els exemples per ensenyar la multiplicacié de fraccions.
6.6.2.1 Les categories definides

Dels dos estudiants que han explicat la multiplicacié de fraccions, només un ha donat un
exemple utilitzant una representacié. A la taula 6.66 es mostren les categories de les

representacions dels estudiants que fan referéncia a com multiplicar fraccions.

349



-3
=
§
Codi Categoria ‘g’
— o
& &
Cap
representacio
MUREO
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MURE1
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MUREO Cap representacio

MUREI1 1 representacio

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

Exemples

“Per fer-ho els alummnes hanran de dibuixar un petit
esquema on es representi el procés que s’ha de seguir per
multiplicar fraccions i un altre petit esquema per les divisions
després d’haver escoltat ['explicacid de la mestra. Aquest
excercici 1€ com a objectin que els alumnes no facin les

operacions automaticament, sind Bremple:
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proposat un exemple a partir de simbols matematics. A continuacié s’analitza amb més

detall aquesta representacio.
Representacions amb simbols matematics

Un unic estudiant ha donat com a exemple una representacié amb simbols matematics. Ha

.y 1 4 _ (14 4 . e .
utilitzat il % = Aquest estudiant ha proposat la multiplicacié de dues fraccions

més petites que la unitat i ha calculat la multiplicacié a partir de I'algoritme que ha explicat,

multiplicar el numerador pel numerador i el denominador pel denominador.

6.6.3 Analisi de la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples per

ensenyar la multiplicacié de fraccions

Tal com s’ha explicat a 'apartat 6.1.3 i d’acord amb les diferents interpretacions de fraccié
que proposa Lamon (2012) (comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad), en
aquest subapartat s’analitzen les interpretacions de fraccié utilitzades en les explicacions i

els exemples per ensenyar la multiplicaci6 de fraccions.
6.6.3.1 Les categories definides, resultats i discussio

Segons les explicacions i els exemples dels estudiants per explicar la multiplicacié de
fraccions, es pot deduir o no la interpretacié de fraccié en que s’han basat. Cap dels dos
estudiants ha proposat cap exemple a partir d’una imatge o d’una situacié en un context
real simulat. Aixo fa que no s’hagin basat en cap interpretacié de fraccid. Per aixo, tots dos

formen part de la mateixa categoria: Sense interpretaci6 (vegeu taula 6.68).

Taula 6.68. Categoritzacié de les interpretacions de fraccié en les explicacions i els exemples dels estudiants

per ensenyar la multiplicaci6 de fraccions amb denominadors iguals.

Codi Categoria Exemples Quantitat

d’estudiants

MUIl “E/ producte de dues o més fraccions és una altra fraccid que
) » 1 per numerador el producte dels numeradors i per
Sense interpretacié ) . 2
denominador el producte dels denominadors. Exemple: 1/3

4/5 = (1-4)/(3-5). E27

Nota: ’exemple de la taula és una reproducci6 textual de la resposta d’un estudiant.

6.7 Analisi de dades de la seqiiencia d’activitats en relacié amb la divisi6 de

fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb 'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre ensenyament de la
divisi6 de fraccions. Uns quants estudiants de mestre han proposat activitats en la
sequencia amb Pobjectiu d’ensenyar la divisié de fraccions. S’ha analitzat com aquests

estudiants plantegen ensenyar aquest concepte a partir de les explicacions i els exemples en
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OBJECTIU 2.7: Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de
mestre sobre ’ensenyament de la divisi6 de fraccions

Categoria
Explicacié
algoritme

fraccions

pet

dun

dividir

Exemples

“Per fer-ho els alumnes hauran de dibuixar un petit esquema on es representi
el procés que s’ha de seguir per multiplicar fraccions i un altre petit esquema
per les divisions després d’haver escoltat explicacid de la mestra. Aquest
exercici 1€ com a objectin que els alumnes no facin les operacions

antomaticament, sind que pensin el procés gue han de fer per solucionar-les”.
E15



g%
DI2 Explicacié dun  “Dividir per una fraccio és el mateix que multiplicar per la fraccid inversa.

algoritme  per  dividit  Per obtenir la fraccid inversa intercanviem el numerador i el denominador

fraccions seguida  Exemple: 3/5:2/3=3/5 - 3/2 =9/10”. E27
d’exemples (simbols
matematics)

Quantitat
Categoria
d’estudiants




Codi

DIREO

DIRE1

Categoria

Cap

representacio

1

Simbol matematic

Imatge

Expressio verbal

Context real simulat

Objecte

Exemples

“Per fer-ho els alummnes hanran de dibuisar un petit
esquema on es representi el procés que s’ha de seguir per
multiplicar fraccions i un altre petit esquema per les divisions
després d’haver escoltat ['explicacid de la mestra. Aquest

excercici 1 com a objectin

que els alummes no facin ﬂ U AN |
. B —

Jes operacions Q , 5

automaticament, Sind que

pensin el procés que han de fer per solucionar-les”. E15

“Dividir per una fraccid és el mateix que multiplicar per la



representacio fraccid inversa. Per obtenir la fraccid inversa intercanviem el
numerador i el denominador Exemple: 3/5:2/3=3/5 -
3/2=9/10".E27

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

6.7.2.2 Resultats i discussi6

Dels dos estudiants que han explicat com dividir fraccions, només un ha proposat un
exemple amb simbols matematics. A la taula 6.72 es mostra que només hi ha un estudiant

en cadascuna de les categories descrites a 'apartat 6.7.2.1.

Taula 6.72. Classificaci6 dels estudiants segons la categoritzacié de les representacions per ensenyar la divisié

de fraccions.

Codi Categoria Quantitat
-
o = d’estudiants
-2 — =
B < g
Q o
£ = %
Q v —
g > | 3
£ 2 | &
= v ? ¥ 8
=] an 9] (] Q
£ = = =1 o
g S g = =
k=) g % 1) 2
DIREO Cap representaciod 1
DIRE1 1 representacio 1

Dels dos estudiants que han explicat la divisié de fraccions, cap ha utilitzat imatges,
expressions verbals, situacions en contextos reals ni objectes. Només un dels dos ha donat
un exemple a partir de simbols matematics. A continuacié s’analitza amb més detall aquesta

representacio.
Representacions amb simbols matematics

Un unic estudiant ha posat com a exemple una representacié amb simbols matematics. Ha
2 .3 3

. 3 9 . .., . ,

fet servir — : == = x = = —. Aquest estudiant ha proposat la divisié de dues fraccions més
53 52 109 prop

petites que la unitat 1 ha calculat la divisi6 a partir de I'algoritme que ha explicat, multiplicar

per la fracci6 inversa.

6.7.3 Analisi de la interpretacié de fraccié en les explicacions i els exemples per

ensenyar la divisi6 de fraccions

Tal com s’ha explicat a apartat 6.1.3 i d’acord amb les diferents interpretacions de fraccid
que proposa Lamon (2012) (comparacié part—tot, mesura, operador, quocient i rad), en
aquest subapartat s’analitzen les interpretacions de fracci6 utilitzades en les explicacions i

els exemples per ensenyar la divisié de fraccions.
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6.7.3.1 Les categories definides, resultats i discussio

Segons les explicacions i els exemples dels estudiants per explicar la divisié de fraccions, es
pot deduir o no la interpretacié de fraccié en que s’han basat. Cap dels dos estudiants ha
proposat cap exemple a partir d’'una imatge o d’una situacié en un context real simulat.
Aixo fa que no s’hagin basat en cap interpretacio de fraccié. Per aixo, tots dos formen part

de la mateixa categoria: Sense interpretaciod (vegeu taula 6.73).

Taula 6.73. Categoritzacié de les interpretacions de fraccié en les explicacions i els exemples dels estudiants

per ensenyar la divisié.

Codi Categoria Exemples Quantitat

d’estudiants

DII1 “Dividir per una fraccid és el mateix que multiplicar per la
fraccid inversa. Per obtenir la fraccid inversa intercanviem el
numerador i el denominador Exemple: 3/5:2/3=3/5 -
3/2=29/10". E27

Sense interpretacié

Nota: I’exemple de la taula és una reproducci6 textual de la resposta d’un estudiant.

6.8 Analisi de dades de la seqiiéncia d’activitats en relacié amb la infinitud i

la densitat dels nombres racionals

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relacié amb l'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de mestre sobre I'ensenyament de la
infinitud 1 densitat dels nombres racionals. Cap estudiant ha plantejat explicacions per
ensenyar les propietats de la infinitud i la densitat dels nombres racionals i per aquest motiu

no s’ha pogut analitzar cap explicacié relacionada amb aquestes propietats.

6.9 Analisi de dades de la seqiiéncia d’activitats en relacié amb les

representacions grafiques de fraccions

En aquest apartat es presenten els resultats obtinguts en relaci6 amb Tobjectiu 2.9:
descriure, analitzar i interpretar les representacions grafiques que els estudiants de mestre
elaboren en una seqiiencia d’activitats per ensenyar continguts de fraccions. Trenta-set dels
quaranta-sis estudiants han donat imatges en les activitats de la seqiiéncia, tant per il-lustrar
explicacions com per proposar exercicis o problemes per ensenyar determinats continguts.
Els estudiants han utilitzat diferents models a ’hora de representar les fraccions: model
d’area, model de grup i model de longitud (figura 6.14). A continuacié s’expliquen les

representacions grafiques de cada model amb més detall.
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Objectiu 2.9: Descriure, analitzar 1 interpretar les representacions grafiques que els
estudiants de mestre elaboren en una seqiiencia d’activitats per ensenyar continguts de
fraccions

Dibuixos (model d'area)
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Si representem la fraccié impropia 3/2, tenim:

a) Fraccio impropia: Fraccid mixta:
b) Fraccid imprépia: Fraccié mixta:

Quz seria el mateix que dir 1 ¥a.

] Bl |







IDENTIFICAR LES FRACCIONS:

2. Esonu les fraccions gue en als obj
B = O C)
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Per exemple: que vol dir la meitat de la classe? Demanar als alumnes, Si som 24
nen/es en total la meitat seran...12, que és 24 dividit entre dos, perqué:

Dividim la classe entre dues parts i agafem una, obtenim una part de duss, és a dir
la meitat, .

Fraccié d'una quantitat:

2/3 dels barrets sdn blaus, Quants barrets hi ha? 2/3 de 18 barrets que hi ha en total.

o 2/3de18= 2x18=36;36+ 3=12

FEERETEETRERET [ [ 111

s 3jdde 24=
« 2/7de2t=
« 4/9de 18=
+ 3/5de10=
s 5/8de 8=
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Tot 1 que aquest estudiant ha representat un rectangle, I’'hem considerat com a model de
grup 1 no model d’area perque el que té en compte és la quantitat de quadradets i no la part

que es té en compte respecte la unitat.

. . . . . . 2
Aquest estudiant ha realitzat un error en escriure la primera igualtat, ha escrit que 5 de 18 =

2 x 18 = 30, aquesta igualtat no és correcta.

6.9.2.3 Analisi de les representacions grafiques segons els objectes que es

consideren a cada part de les que s’ha dividit la unitat

Dels quatre estudiants que han interpretat la fracci6 com a comparacié part-tot, excepte
Iestudiant que ha mostrat la imatge de les maduixes i no concreta quina seria la fraccid
representada, tots han proposat un grup d’objectes i uns quants de marcats. No han
realitzat cap tipus d’agrupament dels objectes, és a dir, en tots els casos, les parts de la

unitat estan formades per un sol objecte.

Dels tres estudiants que han interpretat la fraccié com a operador, un estudiant mostra 18
barrets pero sense cap agrupacio, l'altre mostra un rectangle dividit en 18 quadradets i 12
quadradets pintats perd no mostra el procés de calcular 2/3 de 18 doncs representa el
resultat directament. El tercer estudiant és "anic que representa com dividir els objectes en
grups amb el mateix nombre d’objectes. Aquest estudiant proposa 24 objectes agrupats en

dos grups de 12 objectes (vegeu figura 6.27).

6.9.2.3 Analisi de les representacions grafiques segons si les fraccions

representades s6n més grans, més petites o iguals que 1

Tres dels quatre estudiants que han interpretat la fraccié com a comparacié part-tot han
representat fraccions més petites que 1. No queda clara la fraccié que vol representar

I'estudiant que ha proposat la imatge de les maduixes.

Els tres estudiants que han interpretat la fraccié com a operador i que proposen calcular

fraccions de nombres, en tots els casos han proposat una fraccié més petita que 1.
6.9.3 Analisi de les representacions grafiques a partir del model de longitud

Només cinc estudiants dels trenta-set que han proposat representacions grafiques, n’han
realitzat alguna a partir d’una recta numerica. Aquestes representacions s’analitzaran des de
diferents perspectives: segons l'activitat en la que s’han proposat, segons la interpretacié de
fraccid, 1 segons si les fraccions representades séon més grans, més petites o iguals que 1.
Les representacions a partir de les rectes numeriques s’han analitzat des de perspectives
diferents de les que s’han analitzat les del model d’area i de grup, donat que per les

caracteristiques del model de longitud, calia saber el context de Iactivitat.
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6.9.3.2 Analisi de les representacions grafiques segons la interpretaci6 de fraccio

Pel fet d’haver utilitzat la recta numeérica com a representacié de les fraccions, sembla que
els estudiants s’haurien de recolzar en la interpretacié de fraccié com a mesura, tal com la
defineix Lamon (2012). Pero, donat alguns errors que els estudiants han comes 1 que s’han
explicat més amunt, no es pot assegurar que tots aquests estudiants s’hagin basat en la
interpretacié de fraccié com a mesura. Els estudiants del Grup 3 possiblement han
interpretat la fracci6 com a comparacié part-tot donat que divideixen un segment en un
nombre de parts en funcié del numero del denominador de la fraccié que es vol

representar, en comptes de representar correctament la unitat.

6.9.3.3 Analisi de les representacions grafiques segons si les fraccions

representades s6n més grans, més petites o iguals que 1

Dels cinc estudiants només un representa o proposa representar fraccions més grans que la
unitat (5/4 1 4/3), la resta d’estudiants només proposen fraccions més petites o iguals que
una unitat (1/10, 2/10, 4/10, 2/5, 5/10, 6/10, 3/5,2/3, 8/10, 4/5, 2/2).
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7 Analisi de dades de la relaci6 entre el qliestionari i la seqiiéncia
d’activitats

En aquest capitol es presenten els resultats obtinguts en relacié al tercer objectiu d’aquesta
recerca: descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre les fraccions
1 els coneixements sobre ensenyament de les fraccions dels estudiants de mestre. Aquest

objectiu es concreta en tres objectius especifics:

Objectiu 3.1: Descriure, analitzar 1 interpretar les relacions entre els coneixements
sobre el significat de fraccio i els coneixements sobre 'ensenyament del significat de fraccié

dels estudiants de mestre.

Objectiu 3.2: Descriure, analitzar 1 interpretar les relacions entre els coneixements
sobre I'equivaléncia de fraccions i els coneixements sobre 'ensenyament de I'equivaléncia

de fraccions dels estudiants de mestre.

Objectiu 3.3: Descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements
sobre la comparacié de fraccions i els coneixements sobre ’ensenyament de la comparacié

de fraccions dels estudiants de mestre.

7.1 Analisi de dades de la relaci6 entre el qiiestionari i la seqiiéncia

d’activitats pel que fa al significat de fraccio

En aquest subapartat es presenten els resultats obtinguts en relacié a 'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar les relacions entre els coneixements sobre el significat de fraccié i els
coneixements sobre ensenyament del significat de fraccié dels estudiants de mestre. En
aquest cas s’estudia la relacié entre les explicacions que realitzen els estudiants en la
pregunta 1 del questionari sobre qué és una fraccié i les explicacions que els estudiants

realitzen a les sequiéncies també en relacié al significat de fraccié (vegeu figura 7.1).

Quiestionari

1.Que és una fraccié?

Figura 7.1. Esquema de les explicacions que s’analitzen sobre el significat de fraccié

7.1.1 Les relacions definides

Per a l'analisi de les relacions entre les explicacions sobre el significat de fraccid en el
questionari i en la seqiiencia es parteix de les categories segons les quals s’han classificat les
definicions de fraccid en la pregunta 1 i les definicions de fraccié en la seqliencia aixi com
de les categories amb les que s’han classificat les definicions de numerador i denominador

també a la sequiéncia.
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D’entrada s’analitzen les relacions de les categories de la pregunta 1 amb les categories de
les definicions de fraccié i després s’analitzen les categories de la pregunta 1 amb les de les

definicions de numerador i denominador.

Relaci6 entre les definicions de fracci6 en el qiiestionari i les definicions de fraccié

en la seqiiéncia

Per a Planalisi de les relacions entre les definicions de fraccidé en el questionari 1 en la
seqiiencia s’han estudiat els canvis entre les categories a les que pertanyen les respostes dels
estudiants en la pregunta 1 del qlestionari i les categories de les explicacions en la
sequencia. S’ha tingut en compte si els estudiants han realitzat explicacions dins la mateixa
categoria en el questionari 1 en la seqiiencia o bé si han fet explicacions en d’altres

categories. Les relacions que s’han obtingut es mostren a la taula 7.1.

Relacié entre les definicions de fraccié en el qiiestionari i les definicions de

numerador i denominador en la seqiiéncia

Per a I'analisi de les relacions entre les definicions de fracci6 en el qliestionari i la definicié
de numerador i denominador en la sequ¢ncia s’han estudiat les categories a les que
pertanyen les respostes dels estudiants en la pregunta 1 del questionari 1 les categories de les

explicacions en la sequéncia.

Taula 7.1. Relacions definides entre les definicions de fraccié en el qiiestionari i les definicions de fraccié en

la seqiiéncia.

| Relacions Categoria Categoria Exemples
Codi | definides al ala o .
qilestionari | seqiiéncia Qiiestionari Seqiiencia
Al Es Part o parts | Part o parts | “Es una manera  d’indicar | “Una fraccid és una part d’una
mantenen | d’'una unitat | d’una unitat | guantes parts agafes del total”. | unitat’. E16
les (SI1) (SI1) El6
categories
A2 Es canvia de categoria
Part o parts | Proporcid “La fraccid és una part dun | “Son  expressions que  ens
d’una unitat | (SI2) total o wunital, que a partir | permeten  representar  una
(SI1) d'aqui, escrivint  una  fraccid | proporcid”. E1
A2.1 comentes la part “agafada” o
“pintada” d'una unitat. Esta
composta  per  numerador i
denominador. (n/d)”. E1
Part o parts | Relacié “Una fraccié és una relacié | “Es la relacid de dos nombres
d’una unitat | entre  dos | entre dos nombres i ens indica | separats per una petita ratlla.
(SI1) nombres les parts en que es divideixc un | Agquests dos nombres un esta a
(817) objecte i les parts que en volem. | sobre i laltre a sota amb la
A2.2 Ens serveix per designar un cas | ratlla al mig, per exemple 2/4.
qgue no és l'nnitat de objecte, de | El niimero de  sobre es din
manera  detallada i precisa”. | numerador i el de  sota
E39 denominador”. E39
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Proporcié Repartiment | “Fs una proporcid entre dos | “Quan repartim una cosa diem
A2.3 (S12) (S14) nombres”. E19 que estem fent una fraccid”.
E19
Nombre Divisi6  de | “Una fraccid é una operacid | “Es una divisi6  de  dos
A24 (SI3) dues matematica que consta de dos | nimeros”. E46
' quantitats nombres pero determinen un sol
(S15) resultat, un sol nombre”. E46
Divisi6  de | Part o parts | “La divisic d'un nimero per | “Una fraccid indica que la
A25 dues d’una unitat | una totalitat”. E17 unitat esta dividida en parts
’ quantitats (SI1) dguals i que s'ha pres una o
(SI5) diverses d'aquestes parts”. E17
Relacio Part o parts | “Fs la  relacid  entre dos | “La relacid de nimeros que
A2G entte dos | d’una unitat | nombres,  sind  no  pots | representen part d'una cosa”.
' nombres (S11) fraccionar”. E28 E28
(SI7)

A3 Es perd | Part o parts | Part o parts | “Una fraccid és un nombre que
una d’una unitat | d’una unitat | sob# de dividir nna totalitat en | “Es una part de la nnitaf”.
categoria | i Nombre ( | (SI1) parts jgnals”. E22 E22

SI1 i SI3)

A4 S’afegeix | Part o parts | Part o parts | “Una fraccid és la relacid entre | “La fraccid és un nombre que
una d’una unitat | d’una unitat | uz fot i les parts jguals en que | obtenim  quan  dividim  un
categoria | (SI1) i Nombre ( | estd dividit aquest tor”. E40 objecte en parts jgnals”. E40

SI1iSI3)

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

S’ha tingut en compte en quines categories fan explicacions en el qiiestionari 1 en quines

categories fan explicacions en la seqiiencia. Les relacions que s’han obtingut es mostren a la
taula 7.2.

Taula 7.2. Relacions definides entre les definicions de fracci6 en el qiiestionari i les definicions de numerador

i denominador en la seqtiéncia.

Categoria Categoria | Categoria a Exemples
Codi de les al la
relacions | qiiestionari | seqiiéncia Qiiestionari Seqiiencia
B1 Canvien a la | Proporcié “Eis una relacid de | “Els repartiré una poma i un ganivet
categoria (SI2) dos nombres que | per cada dos [...] 1/2 vol dir wna
Repartiment representen  una | meitat. Bl nombre de baix és la
proporcid”. B3 quantitat de talls en que bem dividit la
poma i es din DIVIDEND. En
Repartiment Agquest cas és 2 perqueé hem fraccionat
(ND2) la poma en dues parts. El nombre de
dalt sén els talls que es queda cadasci.
La poma esta partida en dos talls pero
cada membre de la parella en t¢ només
1. El nombre de dalt es din
DIVISOR.”. E3
B2 Canvien a la categoria Parts seleccionades de les parts amb que s’ha dividit Ia unitat
Part o patts “Bs  una  part | “Per escriure-les utilitzem dos nombres
d’una unitat d’una unitat”. | naturals  separats  per una  linia
(SI1) Parts EA42 horitzontal. El que §escrin sota de la
seleccionades linia s’anomena denominador, i ens din
B21 de les parts les parts en qué s’ha dividit la unitat.

amb que s’ha
dividit la
unitat (ND1)

El de dalt s’anomena numerador, i ens
assenyala les parts de la unitat que es
volen indicar, comptar o representar”
BALAUX, Artur, 2003, p.42).
E42
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B2.2

Nombre
(SI3)

“Una  fraccid  é
una operacid
matematica  que
consta  de  dos
nombres pero
determinen un sol
resultat, un  sol
nombre”. EAG

“El denominador indica el nimero de
parts ignals en que es divideix la unitat.
E/ numerador indica el niimero de parts
qgue s'agafen d'aguella unital”’. E46

B2.3

Divisi6  de
dues
quantitats
(SI5)

“Una fraccid
consisteix: en
dividir una
quantitat (el
denominador)  en
una altra
quantitat
(numerador)”.

E21

“1/2 és una fraccid. El 2 és ¢l
denominador i assenyala que la unitat
Sha dividit en 2 parts. 1’1 é5 el
numerador i ens indica gue d’aguestes 4
parts n’agafem una”. E21

B2.4

Relacio
entre  dos
nombres
(SI7)

“Bs la  relacié
entre dos nombres,
sind  no  pots
fraccionar.” E21

“T¢ dos componenets: el numerador, a la
part superior, i que indica la part que

3 numerador ‘&
£ denomirador @W

agafem de la cosa, i el denominador, a la
part inferior, que indica les parts en que
esta dividida la cosa. Per exemple: tenim
un pastis i el tallem en 4 parts i gnals i
me’n menjo 3. E28

B2.5

Part o parts
d’una unitat
i Nombre
(SI1 i SI3)

Es  un  nombre
racional format per
un  denominador i
numerador — que
representen  una
unitat. E/
denominador és el
nombre de parts en
gue  dividim  la

“El numerador indica el nombre de
parts que considerem i el denominador el
nombre de parts iguals en gué dividim la
unitat’. E38

B2.6

Nombre,
repartiment
1 operacio
(813, SI4 i
SI6)

unitat i el

numerador Jes

parts que tenim en

compte. B38

“Una fraccid es pot | “Recordem que el denominador ens
interpretar de | indica el nombre de parts iguals en que

vdries  maneres:
com una  divisio,
com un percentarge,
com un
repartiment.”.

E27

hem partit la unitat o la col*leccid. El
numerador ens indica el nombre de parts
gue n'agafen”. E27




Taula 7.3. Classificaci6 dels estudiants segons les definicions realitzades en el qlestionari i la seqiiencia.

Definicio de

Quantitat Definici6 de fraccio en la Definici6 de fraccio numerador i
d’estudiants pregunta 1 del qiiestionari en la seqiiencia denominador en la
seqiiéncia
1
15
9
1

A continuaci6 s’exposen els resultats i la discussi6 de les relacions entre les categories de les
respostes de la pregunta 1 i les categories de les explicacions sobre el significat de fracci6 en
la sequencia segons les categories descrites a I'apartat 7.1.1.En primer lloc s’exposen els
resultats i la discussié de les relacions de les categories de la pregunta 1 amb les categories
de les definicions de fraccid, i a continuacié es presenten els resultats i discussid de les
relacions de les categories de la pregunta 1 amb les categories de les definicions de

numerador i denominador.

Relaci6 entre les definicions de fracci6 en el qiiestionari i les definicions de fraccié

en la seqiiencia

Setze estudiants han proposat definicions de fraccié en alguna activitat de la seqiiencia i
també han respost la pregunta 1 del questionari. S’han analitzat els canvis en les
explicacions d’aquests setze estudiants en el qliestionari i en les seqiiencies segons les
relacions descrites a I’apartat anterior (vegeu taula 7.4).

Taula 7.4. Classificacié dels estudiants segons les relacions definides entre les definicions de fraccié en el
questionari i les explicacions i els exemples per ensenyar el significat de fracci6 en la seqiiencia.

Codi | Relacions Categoria al qiiestionari Categoria a la seqiiéncia Quantitat

definides d’estudiants

A2.1 Part o parts ’una unitat (SI1) | Proporcié (S12)
A22 Part o parts d’una unitat (SI1) Relaci6 entre dos nombres 1
(SI7)
A23 Proporci6 (S12) Repartiment (S14) 2
A2.4 Nombre (SI3) Divisi6 de dues quantitats (S15) 1
A25 Divisi6 de dues quantitats (SI5) | Part o parts d’una unitat (SI1) 1
A6 Relaci6 entre dos nombres | Part o parts d’una unitat (SI1) |
(S17)
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Només hi ha dos estudiants que realitzen respostes en el qiestionari en les mateixes
categories que en la seqiiencia, formen part, per tant, de la relaci6 Es mantenen les
categories (Al). Tots dos han definit fraccié en la categoria Part o parts d’una unitat (SI1)

tant en la pregunta 1 del questionari com en les activitats de la seqiiéncia.

Els altres estudiants no es mantenen en la mateixa categoria, és a dir, o canvien de
categoria, o afegeixen comentaris en una altra categoria o bé deixen de fer comentaris en

una de les dues categories on n’han fet.

Concretament, nou estudiants fan explicacions en la pregunta 1 en una categoria i
defineixen fracci6 a la seqiiencia en una altra categoria. No hi ha una relacié clara entre els
canvis que han introduit entre les respostes de la pregunta 1 i les explicacions a la sequiéncia

per definir fraccio.

L’estudiant que pertany a la relacié A3 (Es perd una categoria) per respondre a la pregunta
1 realitza explicacions de les categories Part o parts d’una unitat i Nombre (SI1 i SI3)
mentre que en la seqiéncia per definir fraccié només fa referéncia a explicacions de la
categoria Part o parts d’una unitat (SI1). Per tant, en la seqiiéncia no esmenta que la fraccié

és un nombre.

En canvi, els quatre estudiants de la relacié A4 (S’afegeix una categoria), en la pregunta 1
només fan referéncia a explicacions en la categoria Part o parts d’una unitat (SI1) mentre

que en la seqiiencia fan explicacions en les categories Part o parts d’una unitat i Nombre
(SI1 1 SI3).

Els estudiants que han fet explicacions en les categories A3 1 A4 fan sempre referencia a la
fracci6 com a part o parts d’una unitat pero no sempre a que la fraccié és un nombre. Uns
consideren que és un nombre en la pregunta 11 en la seqiiéncia no i els altres en la pregunta

1 no diuen que és un nombre pero si a la seqliencia.

Es destacable el fet que hi ha set dels setze estudiants que tant en el qiiestionari com en les

seqiiencies mantenen explicacions de fraccié en la categoria Part o parts d’una unitat (SI1).

Els estudiants no tenen una idea prou clara de com definir una fraccié: nou estudiants fan
explicacions de categories diferents en el questionari i en les seqiiencies. Els altres cinc
estudiants no es mantenen en la mateixa categoria, afegeixen o deixen de fer explicacions
d’altres categories i només dos estudiants mantenen la mateixa definici6 de fraccid. Aixo es
pot explicar d’'una banda per la fragilitat de les definicions donades al questionari, i de
altra, pel fet que en el questionari els estudiants van contestar sense buscar cap altra
informacié mentre que en la seqiiencia van poder consultar bibliografia. Alguns han
suggerit definicions de fracci6 molt diferents de les que van proposar inicialment al

questionari.
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Relaci6 entre les definicions de fracci6 en el qiiestionari i les definicions de

numerador i denominador en la seqii¢ncia

Vint-i-quatre estudiants han realitzat definicions de numerador i denominador en alguna
activitat de la seqiiéncia i també han respost la pregunta 1 del qliestionari. S’han analitzat els
canvis en les explicacions d’aquests vint-i-quatre estudiants en el qiiestionari i en les

sequiencies segons les relacions descrites a ’apartat anterior (vegeu taula 7.5).

Taula 7.5. Classificaci6 dels estudiants segons les relacions definides entre les definicions de fraccié en el

questionari i les explicacions i els exemples per ensenyar el significat de numerador i denominador en la

sequencia.

. Relacions ' . _ ' . Quantitat
Codi Categoria al qiiestionari Categoria a la seqiiencia
definides d’estudiants
B1 Canvien a la | Proporcié (S12)
categoria Repartiment (ND2) 2
Repartiment
B2 Canvien a la categoria Parts seleccionades de les parts amb que s’ha dividit Ia =
unitat
B2.1 Part o parts d’una unitat (SI1) 12
B2.2 Nombre (SI3)
B2.3 Divisi6 de dues quantitats (SI5) :
- Parts seleccionades de les
B2.4 Relaci6 entre dos nombres (SI17) L 1
S patts amb que s’ha dividit la
Part o parts d’una unitat i Nombre .
B2.5 unitat (ND1) 4
(SI118I3)
Nombre, repartiment i operacié
B2.6 1

(SI3, ST4 i SI6)

Només dos estudiants han realitzat explicacions en la categoria Repartiment (ND2) a ’hora
de definir el numerador i el denominador d’una fraccié. Ambdoés fan aquestes explicacions
en la categoria Proporcié (SI2) a ’hora de definir fraccié en la pregunta 1 del qiiestionari.
Soén els estudiants que formen part de la relacié B1 (Canvien a la categoria Repartiment). La
interpretacié de fraccié en les dues categories és ben diferent, doncs en el qiestionari han
interpretat la fraccié com a raé mentre que en la seqiiencia l'interpreten com a quocient

(repartiment).

Els altres vint-i-dos estudiants que han realitzat definicions de numerador i denominador
en alguna activitat de la sequencia i també han respost la pregunta 1 del qiiestionari, han
definit numerador i denominador en la seqiiencia amb explicacions que corresponen a la
categoria Parts seleccionades de les parts amb que s’ha dividit la unitat (ND1). Aquests
estudiants, en la pregunta 1 han realitzat explicacions que es consideren a les categories:
Part o parts d’una unitat (SI1) (dotze estudiants), Nombre (SI3) (dos estudiants), Divisi6 de
dues quantitats (SI5) (dos estudiants), Relacié entre dos nombres (S17) (un estudiant), Part
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o parts d’'una unitat i Nombre (SI1 i SI3) (quatre estudiants) i Nombre, repartiment i
operacio (SI3, SI4 1 SI16) (un estudiant). Tot 1 que en la seqliencia realitzen explicacions en la

mateixa categoria, en el qliestionari no tots defineixen fraccié dins la mateixa categoria.

Setze dels vint-i-dos estudiants es basen en la interpretacié de fraccié com a comparacid
part-tot en la definicié de fraccid en el qliestionari i també en la definicié6 de numerador 1
denominador en la seqiiencia. Els altres 6 no s’han recolzat en aquesta interpretacio en la

definicié de fraccié de la pregunta 1 pero si que ho han fet en la seqiiéncia.

Es interessant constatar el fet que la majoria d’estudiants (vint-i-dos dels vint-i-quatre
estudiants) han definit el numerador i denominador des de la mateixa perspectiva i han
interpretat la fraccié com a comparacié part-tot en la seqiiencia, independentment de com
han definit fraccié en el qlestionari. Es constata, per tant, que la majoria d’estudiants
consideren la interpretacié de fraccié com a comparacié part-tot quan proposen activitats
per ensenyar que és el numerador i el denominador d’una fraccié. Aquestes definicions de
numerador i denominador en les activitats que proposen, no depenen directament de com
els estudiants defineixen fracci6 en el qliestionari. De totes maneres, forca estudiants (setze
dels vint-i-dos) prenen com a base la interpretacié de fraccié com a comparacié part-tot,
tant en la seva definicié en el qiiestionari com en lexplicacié que fan quan proposen

ensenyar el concepte de numerador i denominador.

El mateix succeeix amb els dos estudiants que han definit en la seqiéncia numerador i
denominador com a repartiment, basant-se en la interpretacié de fraccié com a quocient.
En aquest cas, la definicié no depén de com han definit fraccié al questionari, ja que

ambdés han definit la fraccié com una proporcio.

A la vista de tot aix0 es constata que els estudiants que han definit fraccié en el questionari
basant-se en la interpretacié de fraccié com a comparacié part-tot han mantingut aquesta
interpretaci6 en les definicions de numerador i denominador en les seqiiencies. A més, la
majoria d’estudiants que no han considerat aquesta interpretacié en el questionari ’han

considerat a la sequiencia.

7.2 Analisi de dades de la relaci6 entre el qiiestionari i la seqiiencia

d’activitats pel que fa a Pequivaléncia de fraccions

En aquest subapartat es mostren els resultats obtinguts en relacié a 'objectiu: descriure,
analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre 'equivaléncia de fraccions i els
coneixements sobre 'ensenyament de 'equivalencia de fraccions dels estudiants de mestre.
En aquest cas, s’estudia la relacié entre les explicacions que realitzen els estudiants en la
pregunta 16 del qliestionari sobre que vol dir que dues fraccions sén equivalents 1 les
explicacions que els estudiants realitzen a les sequiéncies en relacié també a 'equivaléncia de

fraccions (vegeu figura 7.2).
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Figura 7.2. Esquema de les explicacions que s’analitzen sobre I'equivaléncia de fraccions.

7.21

Relacions definides

Per a Panalisi de les relacions entre les explicacions sobre fraccions equivalents en el

questionari i en la seqiiencia es parteix de les categories definides a la pregunta 16 i

utilitzades també a la seqiiéncia. Shan estudiat els canvis entre les categories a les que

pertanyen les respostes dels estudiants en la pregunta 16 del qiiestionari i les categories de

les explicacions en la seqiiencia. Les relacions que s’han obtingut es mostren a la taula 7.6.

Taula 7.6. Relacions definides entre les definicions d’equivalencia de fraccions en el qlestionari i les

definicions d’equivaléncia de fraccions en la seqiiencia.

Relacions
entre les Exemples
categories Categoria | Categoria a
Cod 8 Subcod & 8
i del i al la
quiestionar quiestionari | seqiiéncia Qiiestionari Seqiiéncia
iidela
seqiiéncia
Procedimen | Procedimen | ‘“Quan es | i multipliquem el
t de calcul t de calcul divideix el | numerador i el denominador
RE11 numerador i el | d'una  fraccid  pel  mateix
' denominador - pel | nombre, la fraccid que resulta
mateix nombre”. | é equivalent a la que tenim”.
E21 E21
Explicacié Explicacié “Dues  fraccions | “Dues fraccions son
Es conceptual i | conceptual i | sdn  equivalents | equivalents quan tenen el
mantenen Procedimen | Procedimen | guan el resultat és | numerador i  denominador
RE1 les t de calcul t de calcul e/ mateix. Per | diferents i representen  la
. excemple: 2/4 és | mateixa quantitat [...] Si
categories ) o o
el materx  que | multipliguem o dividim el
RE1.2 4/8, perqué hem | numerador i el denominador
mnltiplicat a dalt | d'una fraccid per un mateix
i a baix pel | nombre, la fraccid resultant és
mateix nombre (2 | equivalent a la primera. E27
en aquest cas) i és
el mateix: dir 2/4
i4/8”. E27
Explicacié Procedimen | “Dues  fraccions | “Identificar i fer fraccions
conceptual | tde calcul son  equivalents | equivalents  multiplicant o
. perqueé  tenen el | dividint el numerador i el
Es canvia . . )
mateix valor | denominador per un mateix
RE2 | de ”
. encara gue | nombre”. B4
categoria .
visualment
semblen diferent”.
E4
RE3 Es perd Explicacié Procedimen | “Dues  fraccions | “Multiplicant en cren, si dina
una conceptual i | tde calcul son_ equivalents | el mateix resultat vol dir que
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categoria Procedimen quan  aquestes  son equivalents”. B41
t de calcul dues indiquen la
mateixa
proporcid, pero en
diferent  nombre.
Per excemple: 4/8
= 6/12 -->
48/48 = déna el
mateix
nominador [sic| 7
denominador.”
E41
Procedimen  Procedimen  “Dues  fraccions — =~ =
t de calcul t de calcul i sdn  equivalents \\ §
Comparacié  guan ‘\Q\ /’ 9
de regions multiplicant-les g e S 3
per un  mateix {7 Y 5 S
nombre obtenim el “.. entre tots compararan els
mateix resultat”.  diferents dibuixos realitzats i
RE41 E14 se n’aé.iomzmn de que tot 7 ser
de diferents colors i estar
Safegeix ib;n‘z'dex de ztm‘ maneres
RE4 una zfe.reﬂfx, tot és el matez?c/
categoria am{mm‘ a la fm\mo
equivalent. Cada un fara la
multiplicacid corresponent per
tal de demostrar que sin
equivalents”. E14
Explicacié Explicacié “Oue representen  “Podem dir que dues fraccions
conceptual conceptual i /a mateixa  son equivalents qutan
RE4.2 Procedimen  quantitat”. E31  representen el mateix
’ t de calcul nombre [...] Si es compleix
gue el producte encrenat de
denominadors és ignal”. E31
Relacions entre les
. categories del . Categoria al Categoria ala Quantitat
Codi Subcodi
qiiestionari i de la qiiestionari seqiiencia d’estudiants
seqiiéncia
RE1.1 Procediment de calcul Procediment de calcul 1
Es mantenen les S . S .
RE1 categories RE12 Explicacié conceptual i Explicacié conceptual i 1
' Procediment de calcul Procediment de calcul
RE2 Es canv.ia de Explicacié conceptual Procediment de calcul 1
categoria
RE3  Es perd una Explicacié conceptual i Procediment de calcul 1




categoria Procediment de calcul
Procediment de calcul Procediment de calcul i | 1
. RE4.1 - X
RE4 S’afegeix una Comparacié de regions
categoria Explicacié conceptual Explicacié conceptual i | 1
RE4.2 . N
Procediment de calcul

Hi ha dos estudiants que donen respostes dins el qliestionari en les mateixes categories que
en la seqiiencia, formen part per tant de la relaci6 RE1 (Es mantenen les categories). Un
d’aquests estudiants manté les respostes en la categoria Procediment de calcul i altre en el
questionari 1 en la seqiéncia desenvolupa explicacions en la categoria Explicacié conceptual

i també en Procediment de calcul.

L’estudiant de la relaci6 RE2 (Es canvia de categoria) passa de realitzar explicacions
conceptuals en el qliestionari a proposar explicacions a partir de procediments de calcul en

una activitat de la sequéncia.

També un sol estudiant esta inclos en la relaci6 RE3 (Es perd una categoria). En el
questionari realitza respostes en les categories Explicacié conceptual i Procediment de

calcul i en la seqiiencia només realitza explicacions en la categoria Procediment de calcul.

Els dos estudiants considerats en la relaci6 RE4 (S’afegeix una categoria), mantenen la
categoria inicial del questionari i afegeixen explicacions d’una altra categoria. En un cas,
parteixen d’una resposta en la categoria Procediment de calcul en el qiiestionari i afegeixen
explicacions de la categoria Comparacio de regions en la seqiiencia. L altre estudiant realitza
una explicacié en la categoria Explicacié conceptual i afegeix explicacions a partir de

procediments de calcul en la seqiiencia.

En aquestes relacions s’observa que no tots sis estudiants en la pregunta 16 del qiiestionari
realitzen respostes en la categoria Procediment de calcul mentre que en la seqiiencia tots
realitzen alguna explicacié en aquesta categoria. A més, tots els estudiants que inicialment,
en el qiiestionari han proposat respostes mitjan¢ant procediments de calcul, continuen
realitzant explicacions a partir de procediments de calcul en les seqiiencia. Aquest fet no ha
passat amb les respostes de la categoria Explicacié conceptual que algun estudiant les ha

proposat al qiiestionari i les ha deixat de proposar en la seqiiencia.

No hi ha cap estudiant que no hagi realitzat respostes de la categoria Explicacié conceptual
en el qiestionari i n’hagi proposat a la seqiiencia. Els dos estudiants que han afegit
explicacions de categories noves, les han afegit de les categories Procediment de calcul o

Comparaci6 de regions.

Amb aix0, s’observa que en les seqiiencies hi ha un predomini important de les
explicacions procedimentals enfront de les conceptuals. Els estudiants, quan han proposat
activitats a les sequencies ho han fet tots amb alguna explicacié basada en procediments

per comprovar si dues fraccions sén equivalents, ja sigui multiplicant el numerador 1 el
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denominador pel mateix nombre o bé multiplicant en creu. A més, en les activitats de les
sequencies només un dels estudiants ha proposat una explicacié que fa referencia al
concepte de fraccions equivalents, mentre que en el qliestionari n’hi ha quatre que ho han
explicat. S’aprecia doncs com els estudiants, encara que tinguin una idea del significat de
fraccions equivalents, no prioritzen explicar-la quan es tracta de planificar les activitats en la
sequencia. A T’hora d’explicar a alumnes de primaria aspectes sobre les fraccions
equivalents prioritzen els procediments per comprovar quan dues fraccions ho sén enfront
del significat d’aquest concepte. En canvi, quan se’ls demana que significa que dues
fraccions siguin equivalents en el questionari, llavors si que tenen en compte les

explicacions conceptuals, malgrat que també tinguin en compte les procedimentals.

Es pot comprovar doncs com el tipus d’explicacié que aquests sis estudiants han realitzat
sobre que vol dir que dues fraccions sén equivalents és diferent quan contesten la pregunta
16 del qliestionari o quan realitzen una explicacié contextualitzada en una seqiéncia
d’activitats per alumnes de primaria. La diferéncia fonamental en les explicacions dels
estudiants rau en I'augment i la preséncia d’explicacions de caracter procedimental en la
sequencia per tal de comprovar que dues fraccions sén equivalents, en detriment de les

explicacions conceptuals per intentar explicar que son les fraccions equivalents.

7.3 Analisi de dades de la relaci6 entre el qiiestionari i la seqiiencia

d’activitats pel que fa a la comparaci6 de fraccions

En aquest darrer subapartat es presenten els resultats obtinguts en relacié a I'objectiu:
descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre la comparacié de
fraccions i els coneixements sobre l'ensenyament de la comparacié de fraccions dels
estudiants de mestre. Concretament, s’estudia la relaci6 entre les respostes dels estudiants
de les preguntes 12, 13 i 14 del questionari i les explicacions que els estudiants realitzen a

les seqiiencies respecte a la comparaci6 de fraccions (vegeu figura 7.3).

Figura 7.3. Esquema de les explicacions que s’analitzen sobre la comparacié de fraccions.
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7.3.1

Relacions definides, resultats i discussio

Per a Danalisi i discussié de les relacions entre les explicacions sobre comparacié de

fraccions en el questionari i en la seqliencia es relacionen les categories definides a les

preguntes 12, 13 1 14 i les categories definides a la seqiiéncia de les explicacions sobre

comparaci6 de fraccions.

S’han analitzat separadament les explicacions dels estudiants segons les fraccions que

proposen comparar en les seqiiencies. Primerament s’analitzen les relacions de les respostes

i explicacions dels estudiants que només han proposat la comparacié de fraccions amb

denominadors iguals, després les dels que proposen la comparacié de fraccions amb

denominadors iguals i també la comparacié de fraccions numeradors iguals; a continuacié

les dels estudiants que proposen comparar fraccions amb la unitat i finalment les

explicacions dels estudiants que han explicat la comparacié de fraccions amb denominadors

iguals, amb denominadors diferents i la comparacié de fraccions amb la unitat.

Comparacié6 de fraccions amb denominadors iguals

Hi ha quatre estudiants que han donat explicacions a la seqiiéncia per explicar la

comparaci6 de fraccions. A partir de la taula 7.8 s’analitzen les relacions entre les respostes

de les preguntes del questionari 1 les explicacions de la seqiiencia.

Taula 7.8. Respostes de les preguntes del qliestionati i explicacions a la seqiiencia sobre la comparacié de

fraccions amb denominadors iguals.

E24

E17

Cate

yories en el qiiestionari

Categories en la seqiiéncia

Categoria
pregunta 12

Categoria
pregunta 13

Categoria
pregunta 14
(4/5 és més

gran que 2/3)

Comparacié de fraccions amb
denominador igual

“Es més gran la fraccid de lesquerre perqué
la divisid de vuit entre dotze dina 0,6 en
canvi la divisid tres entre dotze déna 0,25.
E/ niimero més proper a u, é a dir a la
unitat , és el 0,6.

La fraccid més gran és la de la dreta perque
7 el numerador més gran”.
COID3:Explicacié (comparar els
numeradors o comparar els decimals
amb la unitat) + Exemples

“Quan volem comparar les fraccions per
saber quina és més gran o més petita ens hem
de fixar que tinguin el mateix denominador.
[...] Quan el denominador sigui més petit que
el numerador la fraccid és més gran. Ex:

4/ 3. Quan el numerador és més petit que el
denominador la fraccid és més petita. Ex:
1/3 [sic]”

COID2.1: Explicacié (comparar els
numeradors) + Exemple ERROR
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grills i en Pan se'n menja la primera porcid i
la Laura la segona porcid, qui ha menjat més
mandarina? La Lanra ha menjat més grills
de mandarina gue en Pan. 1/8 <3/8. Un
vuite és més gran [sic| que tres vuitens”.
COID4: Exemples

E20 - - “Sabem que una fraccid és més gran que una
altra si ens fixem en el numerador, el
5/7. La fraccié de denominador ) i
. 4 és més gren que 2 4=
denominador 9 és tindrd el
més gran perqué el mateix: Hminieiid, Ar 8
niimero”. 7 LA
COID2.1:Explicaci6 (comparar els
numeradors) + Exemple
fraccions (DE5)
E43 _ “S7 partim una mandarina sencera que t¢ 8
perqué bi bha més
denominadors
(OE6)



denominadors iguals i sembla que finalitzi 'explicacié comparant fraccions amb la unitat.
Aquest estudiant també compara els denominadors per decidir que la fraccié 1/2 > 1/3 per

respondre la pregunta 12.

Es detecta doncs, que encara que els estudiants hagin comes errors en les preguntes de
comparacié de fraccions en el qiestionari, han proposat activitats on cal comparar
fraccions amb denominadors iguals a la sequéncia. De fet, tal com és d’esperar s’han
equivocat molt més en les preguntes de comparacié de fraccions amb denominadors

diferents que no en la pregunta 12 on es demana comparar fraccions amb el numerador

igual.

Es destacable com en la majoria d’explicacions per comparar fraccions tant en la sequiéncia
com en el qiiestionari fan referéncia a la comparacié dels numeradors, dels denominadors o
dels numeradors i denominadors. En el cas de fraccions amb denominadors i numeradots

diferents, aquests critetis, pero, no sén cotrrectes.

Comparacié de fraccions amb denominadors iguals i comparaci6 de fraccions amb

numeradors iguals

Només un estudiant ha donat explicacions a la seqiiéncia per comparar fraccions amb
denominadors iguals i comparar fraccions amb numeradors iguals. A partir de la taula 7.9
s’analitzen les relacions entre les respostes de les preguntes del qiiestionari i les explicacions

de la seqtiencia.

Taula 7.9. Respostes de les preguntes del qliestionati i explicacions a la seqiiencia sobre la comparacié de

fraccions amb denominadors iguals i la comparacié de fraccions amb numeradors iguals.

Categories al qiiestionari Categories a la seqiiéncia
Categoria Categoria Categoria Comparacié de | Comparacio6 de
pregunta 12 pregunta 13 pregunta 14 fraccions amb fraccions amb
(4/5 és més denominadots numeradors
ran que 2/3) | iguals iguals
E23 “S7 dues fraccions “S7 dues fraccions
tenen el mateix tenen el mateix
denominador, la numerador, la fraccid
fraccid que 1€ el que 1€ el denominador
numerador més gran | més petit és la fraccid
és la fraccid més més gran”. COINT:
gran”. COID1: Explicacié
Explicacié (comparar els
(comparar els denominadors)
numeradors)

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

Aquest estudiant realitza correctament les preguntes 12 i 14, i en canvi deixa sense
contestar la pregunta 13. Per resoldre la pregunta 12 compara els denominadors
correctament, procediment que segueix també a la seqiiéncia per comparar fraccions amb

numeradors iguals.
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E10

Categoria
pregunta 12

Categories quiestionari

Categoria pregunta
13

Categoria
pregunta 14 (4/5
és més gran que

2/3)

Seqiiencia

Comparaci6 de fraccions
amb la unitat

Buscar la representacid de la fraccid

0 14 34 1 sm=
1,25

1/2=

244

5/4 pergué comprovin que esta per
sobre de ['u. Aixi arribarem a
descobrir que si el numerador és més
gran que el denominador el resultat
sera més gran que 1°. COU2:
Exemple (dibuix) seguit d’una
explicacié (Comparar el
numerador amb el
denominador)



— @O Estudiant

es!

[@)}

Categories al qiiestionari

Categoria
pregunta
12

\JJ‘—
£l

II ;

M|
3

Catego
ria
pregun
ta 13

Catego
ria

pregun
ta 14

Comparaci6 de
fraccions amb
denominador
igual

“Qunan comparem
fraccions amb el
mateix denominador,
la_fraccid més gran és
la que t¢ el numerador
més gran’.

COID1: Explicacié
(comparar els
numeradors)

“Quan comparem
fraccions amb el
mateix denominador,
la fraccid més gran és
la que 1¢ el numerador
més gran. Per exemple:
Una truita tallada en
VUit 1rossos i ens en
mengem 3=3/8. Una
truita tallada en vuit
trossos i ens en
mengem 2: 2/ 8.
3/8>2/8.
COID2.2:Explicaci

Comparacié de
fraccions amb
numerador i
denominador
diferents

“Comparar els resultats
gue  Sobtenen  quan
calculent cada fraccid de la
quantitat que ens dona la
multiplicacio  dels  dos
denominadors.

CODND1.1:Explicaci
6  (Comparar els
resultats obtinguts
quan es calcula cada
fraccié de la quantitat

que déna la
multiplicacié dels dos
denominadors) +
Exemple

CODND1.3:Explicaci
6 (Comparar les
representacions
grafiques) + Exemples

“Comencem multiplicant
els dos denominadors: 7x
8 = 56. Tot seguim
agafem una de les
fraccions, en aquest cas
quatre setens, seran de 56.
4/7 de 56=2 Per saber-
ho el que caldra fer és
dividir el 56 que bem
obtingut al principi entre el
denominador.
Seguidament,
nultiplicarem el resultat
obtingut pel nominador

Comparaci6 de
fraccions amb la
unitat

“Ens hem de fixar
amb el numerador i el
denominador. Fraccid
mieés petita que la
unitat, el numerador és
mieés petit que el
denominador. 2/6 <
1. Fraccid més gran
gue la unitat, el
numerador és més gran
que el denominador.
8/6 > 1. Fraccid ignal
que la unitat, el
numerador i
denominador son el
mateix nombre. 6/6 =
7.
COU1:Explicacié
(Comparar el
numerador amb el
denominador)
seguida d’exemples
“2/6 és una fraccio
mieés petita que la unitat
perqué el numerador és
< que el denominador,
per tant, 2/6 < 1.
6/8 és una fraccid més
gran que la unitat,
perqué el numerador és
> que el denominador,
per tant, 8/6 > 1.
6/6 és una fraccid
igual que la unitat
perqué el numerador és
= que el denominador,



6 (comparar els [sic|. (57:7)x4=32. Tot | pertant, 6/6 = 1”.

numeradors) + seguit, farem el mateix COU1:Explicacié
Exemples amb la segona fraccid: 5/8 | (Comparar el
de numerador amb el
56=(56:8)x5=7x5=35. | denominador)
5/8>4/7". seguida d’exemples

CODND1.2:Explicaci
6 (Comparar els
resultats obtinguts
quan es calcula cada
fracci6 de la quantitat
que déna la
multiplicaci6 dels dos
denominadors) +
Exemples

Nota: Els exemples de la taula sén reproduccions textuals de les respostes dels estudiants.

Els dos estudiants que han proposat explicacions per explicar la comparacié amb
denominadors iguals, amb numeradors iguals 1 comparacié amb la unitat també s’han
equivocat en les respostes de les preguntes de comparaci6 del qliestionari. Un dels dos

estudiants s’ha equivocat en la pregunta 13 i I'altre a més de la 13 ha contesta erroniament
la 12.

Tots dos realitzen procediments incorrectes per respondre la pregunta 14. Un dels dos
compara els numeradors per afirmar que la fraccié més gran és 5/7 mentre que laltre
estudiant, que multiplica el numerador i denominador de cada fraccié pel mateix numero,

diu que el resultat més gran és la fraccié més gran.

Aquests estudiants responen correctament a la pregunta 14. Es remarcable el fet que en el
questionari no han sabut comparar fraccions amb denominadors diferents pero en canvi en
la seqiiencia han proposat explicacions i activitats per comparar-ne. L’explicacié que donen
a la seqiiencia és correcta tot 1 que I'expressen com una regla sense explicar el perque
funciona. Podria ser que aquests estudiants haguessin obtingut les explicacions d’algun

llibre que han consultat.

Per comparar fraccions amb igual denominador fan referéncia a la comparacié dels
numeradors. Per comparar les fraccions amb la unitat proposen la comparacié del
numerador amb el denominador, també ho expliquen com una regla que cal seguir pero

sense saber el perque.

n totes les respostes tant del questionari com de la sequéncia es pot observar un
En totes | tes tant del qiesti de la seq t ob
predomini de I'ds de la regla de comparar els numeradors i/o denominadors per decidir

quina fracci6 és més gran.
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8 Conclusions, implicacions educatives i limitacions de la recerca

En aquest capitol s’exposen les conclusions que s’han extret dels resultats presentats en els
tres capitols anteriors. El capitol s’ha estructurat en tres apartats. En el primer, es presenten
les conclusions relacionades amb els tres objectius especifics d’aquesta recerca 1 les
conclusions generals relacionades amb 'objectiu general. El segon centra I'atencié en les
implicacions educatives que resulten de la realitzacié d’aquesta tesi. En el tercer i darrer

apartat s’expliquen les limitacions d’aquest treball i es proposen futures recerques.
8.1 Conclusions

Aquesta recerca té per objectiu general descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels
estudiants de primer curs del Grau de Mestre d’Educacid Primaria sobre les fraccions i sobre 'ensenyament
de les fraccions. Aquest objectiu s’ha concretat en tres objectius especifics. En aquest apartat
s’expliquen les conclusions relacionades amb cadascun d’ells i les conclusions relacionades
amb D'objectiu general; a aquest efecte, I'apartat s’ha organitzat en quatre subapartats: els
tres primers, dedicats a les conclusions de cada objectiu especific i, el darrer, a les

conclusions generals.

8.1.1 Conclusions respecte als coneixements dels estudiants de mestre sobre les

fraccions

El primer objectiu especific d’aquesta tesi és:

Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de primer curs del Grau

de Mestre d’Educacié Primaria sobre les fraccions

Aquesta recerca ens ha permes de determinar un conjunt de conclusions que fan referéncia
a diferents aspectes del coneixement sobre les fraccions dels estudiants de mestre. Cada
conclusié abasta un contingut o més dels continguts sobre fraccions que es tracten en

aquesta recerca. Concretament, s’han extret conclusions sobre:

El significat de fraccié

» Lainterpretaci6 de la fraccié (conclusié 1)

» [l significat de particié (conclusio 2)

» [l significat d’unitat (conclusions 3, 4, 719)

» La representacio grafica de fraccions (conclusions 5 i 8)

* La relaci6 de les fraccions amb les situacions quotidianes (conclusi6 06)

L’equivaléncia de fraccions

" Les definicions d’equivaléncia de fraccions (conclusié 10)
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» Lainterpretaci6 de la fraccié en equivalencia de fraccions (conclusié 14)
* FEls procediments de calcul per comprovar que dues fraccions séon equivalents i els
errors comesos en I'explicacié d’aquests procediments (conclusions 11 1 12)

» FEls exemples de fraccions equivalents (conclusi6 13)

La comparacié de fraccions

" Les estratégies per comparar fraccions (conclusié 16)

* Les dificultats i els errors comesos en la comparacié de fraccions (conclusions 151 17)

Les operacions amb fraccions

* TJestimaci6 de la suma de fraccions (conclusions 181 19)

* Els procediments de calcul per resoldre operacions amb fraccions (conclusi6 20)
» La representacio grafica de la suma 1 la multiplicaci6 de fraccions (conclusié 21)
» La prioritat de les operacions en els calculs amb fraccions (conclusié 22)

* Els errors en les operacions de calcul de fraccions (conclusié 23)
La densitat i la infinitud dels nombres racionals

* La infinitud dels nombres racionals (conclusié 24)

* La densitat dels nombres racionals (conclusio 25)
A continuaci6 s’exposa cadascuna de les conclusions explicada amb detall.

1) Gairebé la meitat dels estudiants de mestre interpreta la fraccié com a

comparaci6 part—tot sense tenir en compte que la fracci6é és un nombre.

En explicar qué és una fraccid, vint estudiants d’'un total de quaranta-sis s’han basat
unicament en la interpretacié de fracci6 com a comparacié part—tot entesa tal com la
presenta Lamon (2012), com el fet d’agafar un nombre de parts iguals del total de parts en
que s’ha dividit la unitat, i no com Iexpliquen Siebert 1 Gaskin (2000), a partir de la particié
1 la iteracié. Molt pocs estudiants han contestat que la fraccié és un nombre 1 només uns
quants han comentat que la fraccié és un nombre pero també una part d’un total. Amb
aixo, s’observa que més de la meitat del grup ha considerat que la fraccié és una part o

parts d’un tot.

Aix{ mateix, quan els estudiants han hagut d’escollir entre tres opcions per definir que és
una fraccid, si un nombre, una relacié entre dos nombres o dos nombres, més de la meitat
s’han decantat per “una relacié entre dos nombres”, mentre que un grup reduit
d’estudiants, vuit en concret, han triat opcié que la fraccié és un nombre. Tot 1 que
valorem positivament que cap estudiant hagi escollit P'opcié que la fraccié sén dos

nombres, els resultats mostren que pocs estudiants identifiquen la fraccié com un nombre.
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Aquesta persistencia de la interpretacié part—tot també s’ha observat quan s’ha demanat als
estudiants de marcar les 2/5 parts de 15 cercles. La majoria d’estudiants que han mostrat el
procés de resolucié s’han basat en aquesta interpretacio, mentre que molt pocs han partit

de la interpretacié d’operador o de rad.

Aquests resultats coincideixen amb els que presenten Olanoff et al. (2014) arran de la
revisié que fan d’una quarantena d’estudis sobre els coneixements dels estudiants de mestre
en el contingut de fraccions. Segons aquesta revisio, els estudiants de mestre es basen
sobretot en la interpretacié de fraccié com a comparacid part—tot i revelen problemes amb
altres interpretacions, com ara la d’operador o la de mesura. En la recerca de Domoney
(2002) es detecta també que la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot en que
es basen els estudiants de mestre domina sobre el significat de fraccié6 com a nombre per si
mateix. Aquesta interpretacié és tan persistent que, després de fer un curs en que es va
parlar de la fraccié6 com a nombre, els estudiants continuaven fent referéncia a la fraccié
com a part o parts d’un tot, encara que també diguessin que és un nombre. De fet, en el
nostre estudi, com en el de Domoney, hi ha cinc estudiants que diuen que la fracci6 és un

nombre i també una part d’un tot.

D’acord amb el que s’ha exposat, es referma la idea de Lamon (2012) quan afirma que
“malauradament, 'ensenyament de les fraccions s’ha centrat tradicionalment en una sola
interpretacié dels nombres racionals, la de comparacié part—tot” (p. 32). El fet que més de
la meitat dels estudiants s’hagin basat en aquesta interpretacié significa que és la que tenen
més present i, si bé, tal com argumenta Domoney (2002), no vol dir que no entenguin els
constructes numerics, si que mostra una manca de flexibilitat entre els diferents significats
de fraccié. Fins i tot quan se’ls ha presentat una situacié amb un grup d’objectes del qual
calia trobar una fraccid, els estudiants s’han basat, majoritariament, en la interpretacié com
a comparacié part—tot, deixant de banda altres interpretacions, com la d’operador, que

també pot ser util per resoldre la quiestio.

2) Tots els estudiants consideren que una unitat esta dividida en parts iguals quan
les parts s6n congruents (mateixa area i mateixa forma), pero només la meitat dels
estudiants considera que una unitat també pot estar dividida en parts iguals quan

les parts tenen la mateixa area pero no la mateixa forma.

Tots els estudiants han identificat la fraccié 3/4 en una representacié grafica on la unitat és
una regi6 dividida en parts congruents. La majoria d’estudiants també han vist
correctament que un rectangle dividit en quatre parts d’arees diferents no representa la
fraccié 3/4, ja que les patrts no tenen la mateixa area. Per contra, gairebé la meitat
d’estudiants han respost que un rectangle dividit en quatre parts amb tres d’ombrejades no
representa la fraccié 3/4 perqué les parts no tenen la mateixa forma, tot i tenir la mateixa

area. Amb aix0, es detecta que, per a la meitat dels estudiants de mestre, una regié esta
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dividida en parts iguals quan les parts tenen la mateixa forma i la mateixa area. En aquest
sentit, considerem que la meitat dels estudiants de mestre tenen un coneixement limitat de

que vol dir dividir en parts iguals una unitat, és a dir, del procés de realitzar una particio.

El procés de particid, precisament, és un concepte fonamental per entendre conceptes
relacionats amb les fraccions (Lamon, 2012; Petit et al., 2010) i, tal com s’ha comentat en el
marc teoric, son nombrosos els autors que expliquen aquest concepte i el seu paper en
Iaprenentatge de continguts sobre fraccions (Carpenter et al., 1993; Feikes et al., 2009;
Lamon, 2012; Petit et al., 2010; Pothier i Sawada, 1983; Schwartz, 2008; Tipps, Johnson i
Kennedy, 2011; Van de Walle et al., 2010). De fet, segons Carpenter et al. (1993), el procés
de particié és un dels tres aspectes unificadors que permeten establir connexions entre les
diferents interpretacions de fraccié. En resum, la meitat dels estudiants tenen mancances a
I’hora de comprendre que vol dir dividir una unitat en parts iguals i, considerant la
importancia d’aquest procés, tal com s’explica en les recerques esmentades, aquestes
mancances poden contribuir a altres limitacions en els coneixements sobre els continguts

de fraccions.

3) Els estudiants de mestre mostren dificultats per interpretar la unitat quan

aquesta es pot referir a una regi6é o a més d’una.

En la situacié en que els estudiants han d’interpretar el problema de repartir tres pizzes
entre quatre persones, molts més dels que han interpretat correctament, han donat la
soluci6 considerant que la unitat és una sola pizza. En aquest cas, han dit que la solucio és
1/4 de cada pizza. Els estudiants que han considerat la unitat com el grup de tres pizzes i
han respost de manera correcta a la pregunta, han donat la solucié de 1/4 de totes les
pizzes. Tanmateix, un grup destacable d’estudiants (45,65 %) no ha sabut interpretar
correctament la situacid; la majoria dels estudiants que s’han equivocat han interpretat
incotrectament les unitats. Aixi doncs, han donat com a solucié 3/4 de tres pizzes,
considerant que les tres pizzes eren la unitat. Si es calculen les 3/4 parts de les tres pizzes,

s’obtenen dues pizzes i un quart, i aquest resultat no és la quarta part de les tres pizzes.

Els estudiants que s’han equivocat revelen no tenir prou coneixement sobre la unitat i com
expressar el resultat d’'un repartiment en funcié de la unitat escollida. En aquest sentit,
aquests estudiants tenen dificultats per entendre les diferencies entre els termes “de cada”,
“d’una”, “de totes” i “de les tres”. Aquestes dificultats en relaci6 amb el llenguatge per
expressar les fraccions també es van detectar en un grup d’estudiants de mestre que
participaven en una recerca de Tobias (2013). En l'estudi de Tobias, per millorar la
comprensi6 del llenguatge utilitzat per definir la unitat, els estudiants van compartir tres
idees que calia comprendre: les fraccions depenen d’un grup o d’un tot, la definici6é de “de

que” i el desenvolupament del llenguatge en termes del que representa el denominador.
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Els resultats de I'estudi de Montes et al. (2015), en que els estudiants de mestre han de dir
quina part de rajola de xocolata ens hem menjat en una representacié grafica on hi ha dues
rajoles representades 1 una part de les rajoles ombrejades (figura 3.42), sé6n molt més
negatius que els de la nostra recerca. Un 92 % dels estudiants s’equivoquen en contestar la
pregunta, perque no saben identificar la rajola com a unitat. Per resoldre aquesta pregunta,
a més de comprendre el significat d’unitat, els estudiants també havien d’utilitzar continguts

d’equivaléncia de fraccions.

El concepte d’unitat és un dels tres aspectes unificadors que Carpenter et al. (1993)
presenten per entendre el significat de fraccio, 1 és un concepte realment important, ja que
el significat de fraccié esta relacionat amb el concepte d’unitat. Una fracci6é s’interpreta
segons la unitat especificada (Petit et al., 2010). En aquesta recerca, pero, gairebé la meitat
dels estudiants ha presentat dificultats per expressar el resultat d’un repartiment de tres
pizzes entre quatre persones i, en la majoria dels casos, s’ha degut a no comprendre bé els

tres aspectes esmentats de la recerca de Tobias (2013).

4) Gairebé tots els estudiants de mestre saben que no es poden sumar fraccions si

estan representades en unitats de diferent area.

Tots els estudiants, excepte un, han explicat per qué no es pot sumar mitja pizza petita amb
mitja pizza gran, tot i que alguns d’ells han comes errors a 'hora d’explicar per qué no es
pot fer aquesta suma. La majoria ha justificat que no es pot fer perque la “mida” de les
pizzes o la “mida” de les parts no sén iguals. Amb aixo, mostren que tenen clar que no es
poden sumar aquestes fraccions perque les unitats son diferents. Aquests resultats
concorden amb els de la recerca de Rosli et al. (2011), en que es va demanar a tres
estudiants de mestre el resultat de sumar la quantitat de pizza que hem menjat si ens
mengem dos vuitens d’una pizza petita i tres vuitens d’una pizza mitjana. Dos dels tres
estudiants de mestre detectaven correctament que no es poden sumar aquestes fraccions i
el tercer donava com a resultat la fraccié 5/16. Poc després de donar el resultat es va

adonar de lerror.

5) Bona part dels estudiants de mestre presenten dificultats per situar fraccions a la

recta numerica.

Un 43,48 % dels estudiants de mestre situen correctament la fraccié 12/5 en una recta
numerica que té una longitud de 12 unitats i on només hi ha el 0, el 12 1 una ratlleta que
marca cada unitat. Els resultats encara sén més negatius quan es demana de situar la fraccié
9/24 en una recta on només hi ha senyalats els nimeros 0 i 1/4 i cada ratlla marcada a la
recta representa un vuit¢ de la unitat. En aquesta pregunta, només un 21,74 % ha sabut
situar la fraccié 9/24 a la recta; és a dir, la meitat dels estudiants que han col-locat

cotrectament la fraccié 12/5 a la recta numerica de longitud 12 unitats.
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En les respostes dels estudiants de les preguntes anteriors, s’ha detectat un error comu:
interpretar la unitat incorrectament. En la recta de longitud 12, uns quants estudiants han
pensat, per exemple, que on hi ha la primera marca de la recta numerica és on es col-locaria
1/5 o fins i tot 1/12, considerant, en aquest cas, que on hi ha el 12 és la unitat. En la recta
numerica on es demanava de situar la fraccié 9/24, també hi ha estudiants que han

interpretat incorrectament la unitat.

Aquests resultats coincideixen amb els de la recerca de Domoney (2002), en que els
estudiants també tenen dificultats per identificar qué representa cada segment. De fet,
segons Domoney, interpreten la recta numerica com una unitat dividida en parts.
Possiblement, el fet que la majoria d’estudiants de mestre no hagin considerat la fraccié
com un nombre fa que els costi més d’interpretar la unitat en la representacié de la recta
numerica. Hi pot influenciar el fet que molts interpreten la fraccié com a comparaci6 part—
tot, tal com s’ha vist a la conclusi6 1. Si fos aixi, haurien interpretat un segment com una
unitat i no com Wu (2009) defineix la unitat a la recta numeérica, com la longitud del
segment [0,1]. A més de la dificultat per interpretar la unitat 1 situar una fracci6 a la recta
numerica, s’hi afegeix la dificultat que una de les fraccions que es demana situar és la

fraccié 12/5, que és més gran que una unitat.

6) La majoria d’estudiants ha sabut expressar amb una fraccié una situaci6 que feia
referéencia a la fraccié d’un nombre, perd molts menys han interpretat amb una

fracci6 una situacié expressada com un percentatge, un nombre decimal o una ra6.

En presentar diferents situacions als estudiants 1 demanar-los quines es podrien interpretar
amb una fraccid, s’ha observat que la majoria n’han sabut expressar algunes amb una
fraccid, per exemple, “tres quarts d’una hora” o “les 5/6 parts de 36 caramels”. En canvi,
altres situacions han suposat més dificultats per a alguns estudiants. Fs destacable que
dotze estudiants hagin afirmat que el “25 %” no es pot representar amb una fraccid, cosa

que demostra una mancanga en la relacié entre percentatge i fraccio.

Passa el mateix en la situacié “he tret un 6,7 de l'examen de matematiques™ setze
estudiants han respost que no es pot expressar com una fraccié. La majoria d’estudiants
que diuen que si que es pot representar com una fraccié donen fraccions com ara 6,7/10 i
67/100. Concretament, vint-i-un estudiants proposen una de les dues fraccions antetiors.
Una possible explicacié és que interpretin aquestes fraccions com la rad respecte al valor
total de ’examen, és a dir, un 6,7 sobre 10 o un 67 sobre 100. En tot cas, és sorprenent que

setze estudiants no sapiguen relacionar el 6,7 amb la fraccié 67/10.

Una altra situacié en que¢ una part considerable dels estudiants ha dit que no es pot
representar amb una fracci6, malgrat que si que es pot, és “A la meva classe hi ha 13 nens 1

12 nenes”. Vint estudiants han contestat que aquesta situacié no es pot representar amb
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una fracci6. De tota manera, si que una mica més de la meitat dels estudiants del grup ha

sabut explicar la situacié mitjan¢ant la interpretacio de fraccié com a raé.

Algunes recerques sobre els coneixements dels estudiants de mestre en relaci6 amb les
fraccions revelen la dificultat dels estudiants per inventar una situacié que representi una
multiplicacié o una divisié amb fraccions (Ball, 1990a, 1990b; Noh 1 Sabey, 2014; Luo,
2009), pero a partir dels resultats anteriors, considerem que forca estudiants també mostren

dificultats per trobar la fraccié que pot expressar una situacié donada.

7) En la comparacio de les fraccions 1/3 i 1/4 representades graficament en unitats
de diferent area, la majoria dels estudiants no ha tingut en compte aquestes

representacions a ’hora de comparar-les.

Quan s’ha demanat de comparar la representacié grafica de la fraccié 1/3 amb la
representacié grafica de la fraccié 1/4, representades en unitats de diferent area, bona part
dels estudiants ha comparat les fraccions numericament. En efecte, un 71,74 % dels
estudiants afirma que la fraccié més gran és 1/3, tot i que l'area que representa la fraccié
1/4 en el rectangle és més gran que 'area de la fraccié 1/3. Aquests estudiants no han
tingut en compte que no es poden comparar fraccions numericament si la unitat de
referéncia no és la mateixa. Només set estudiants han contestat correctament a aquesta

pregunta.

Aquests resultats no concorden amb els que s’han presentat a la conclusié 4, en que s’ha
mostrat que la majoria dels estudiants ha justificat que no es pot sumar mitja pizza petita
amb mitja pizza gran perque les unitats sén de diferent area. Possiblement, la formulacié de
la pregunta de la suma de les mitges pizzes ha ajudat a resoldre-la correctament, perque en

I’enunciat ja es diu que no es poden sumar.

8) Més de la meitat d’estudiants ha presentat dificultats per representar graficament

una fraccié més gran que la unitat.

Més de la meitat dels estudiants ha revelat dificultats per representar graficament una
fracci6 més gran que la unitat. De fet, hi ha més estudiants que no contesten la pregunta
(28,26 %) que no pas que s’equivoquen (23,91 %). Bona part dels que han plantejat una
representacié correcta s’han basat en la de comparacié part—tot i, uns quants, en la
interpretaci6 com a mesura. El fet de tractar-se d’una fracci6 més gran que la unitat
possiblement ha comportat més dificultats que si s’hagués demanat de representar una
fraccié més petita que la unitat, perqué han hagut de representar més d’una unitat 1 decidir
en quantes parts dividir cada una. A més, s’hi suma la dificultat explicada per Lamon

(2012): que la mateixa quantitat pot tenir un nom diferent en funcié de la unitat escollida.

Aquestes dificultats s’han manifestat en els errors que han comes els estudiants que han

elaborat una representaci6 incorrecta de la fraccié 12/5, és a dir, poc més de la quarta part
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dels estudiants del grup. Sis han representat cinc regions, amb la qual cosa confonien el 5
del denominador amb el nombre d’unitats. A més, alguns han dividit cadascuna d’aquestes
unitats en tres parts, d’altres en cinc i també alguns en sis. A continuacié han marcat 12
parts. Un altre estudiant ha representat la fraccié 5/12 en lloc de la fracci6é 12/5, cosa que
mostra no entendre les fraccions més grans que la unitat. Dos estudiants han utilitzat un
model semblant a una recta numerica pero amb la interpretacié de comparacié part—tot:
han ombrejat onze quadradets d’un rectangle on n’hi ha catorze, pero hi han posat els
nombres de 1’1 al 15, com si es tractés d’una recta numeérica. Dos estudiants han comeés un
error greu en confondre el model d’area i el model de longitud: han representat en un
cercle o un rectangle dividit en cinc parts iguals el numero decimal 2,4, considerant que el 2
significa que s’agafen dues parts, mentre que el 0,4 ’han representat com un “trosset”

d’una altra part.

Aquests resultats mostren que hi ha un grup considerable d’estudiants, concretament tretze,
que no comprenen prou el significat d’unitat, el significat de les particions, el significat de
les fraccions més grans que la unitat 1, en general, el significat de les fraccions. Aquests
resultats coincideixen amb els d’algunes recerques (Montes et al., 2015; Tobias, 2013) que

revelen les dificultats dels estudiants en relacié amb el significat d’unitat.

9) A Phora d’identificar una fraccié més gran que la unitat representada graficament
a partir d>un model d’area, hi ha molts més estudiants que consideren la unitat com

un grup que els que consideren la unitat com una sola regio.

En presentar tres cercles dividits en meitats, amb dos cercles totalment ombrejats i la
meitat del tercer també ombrejada, i demanar als estudiants quina fracci6 hi ha
representada, s’obtenen respostes diferents. Aproximadament tres quartes parts dels
estudiants han donat una fraccié adequada que es pot representar amb la imatge
presentada: 5/2 o 5/6. La fraccié 5/6 és la que han donat més estudiants, la meitat del
grup. En aquest cas, quan proposen aquesta fraccié, la unitat soén els tres cercles. Molts
menys estudiants, per contra, han donat la fraccié 5/2. En aquest cas, la unitat és un sol
cercle. Aquests resultats no coincideixen amb els de la recerca de Tobias (2013) quan
presenten als estudiants dos cercles dividits en quarts, on un cercle esta totalment ombrejat
1 laltre té les tres quartes parts pintades. Els estudiants de I'estudi de Tobias tenen més
dificultats per identificar que la imatge pot representar la fraccié 7/8, quan es consideren
els dos cercles com a unitat, que no pas per identificar que la fraccié pot ser 1 %4 quan la

unitat és un cercle.

El fet que els estudiants d’aquesta recerca hagin respost que la representacié pot ser la
fraccié 5/6 no vol dit que tots tinguin clar que la unitat que es considera son els tres
cercles. Possiblement, alguns han dit 5/6 perqué han vist que, de sis parts, n’hi ha cinc de

pintades. De fet, alguns estudiants que han dit 5/6 no han sabut representar la fraccié 12/5
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considerant la unitat de forma adequada, tal com s’ha explicat a la conclusié anterior. Si
haguéssim demanat que ens diguessin com s’interpretava la unitat en cada cas, els resultats

segurament haurien sortit més semblants a la recerca de Tobias (2013).

10) Per explicar que son les fraccions equivalents i també per comprovar que dues
fraccions so6n equivalents, els estudiants de mestre han utilitzat explicacions
conceptuals, explicacions procedimentals i, en menor quantitat, representacions

amb imatges.

Els estudiants de mestre d’aquesta recerca han emprat tres tipus diferents d’explicacions
per expressar que significa que dues fraccions son equivalents i també per comprovar que
dues fraccions sén equivalents: explicacions conceptuals, explicacions procedimentals i
representacions amb imatges. Les explicacions més habituals han estat les conceptuals 1 les
procedimentals i, en menor mesura, la representacié amb imatges. Alguns estudiants han

combinat diferents tipus d’explicacions, mentre que d’altres només n’han donat d’un tipus.

Els percentatges entre els tipus d’explicacions varien segons si els estudiants expliquen que
vol dir que dues fraccions sén equivalents o bé si comproven que dues fraccions ho sén.
Quan expliquen que vol dir que dues fraccions sén equivalents, ho fan de manera més
conceptual (50 % del total) que procedimental (32,76 %). En canvi, quan comproven que
dues fraccions sén equivalents, hi ha més estudiants que ho fan a partir d’explicacions

procedimentals (46,51 %) que de conceptuals (27,9 %).

Les explicacions conceptuals sén més habituals en el cas d’explicar que vol dir que dues
fraccions sén equivalents perque els estudiants, en aquesta categoria, comenten
principalment que les dues fraccions representen el mateix nombre, cosa que coincideix
amb la definici6 de fraccions equivalents que donen alguns autors (Petit et al., 2010; Van de
Walle et al., 2010), petd quan han de comprovar que dues fraccions concretes (1/4 1 2/8)
son equivalents, no utilitzen coneixements conceptuals, llevat d’un estudiant que divideix
els numeradors entre els denominadors per comparar els nombres decimals. En canvi, si
que revelen més coneixements procedimentals per comprovar que dues fraccions concretes
son equivalents. Aquests resultats coincideixen amb els d’altres recerques que analitzen els
coneixements de comparacio 1 equivaléncia de fraccions dels estudiants de mestre (Harvey,
2012; Whitacre 1 Nickerson, 2011; Utley i Reeder, 2011) i que mostren un predomini de 1'as
dels algoritmes procedimentals per trobar fraccions equivalents. No és estrany que els
estudiants de les recerques esmentades i d’aquesta recerca mostrin un coneixement més
procedimental per comprovar que dues fraccions soén equivalents, ja que, tal com diuen
Van de Walle et al. (2010), la comprensié de 'equivaléncia molt sovint es basa en un

algoritme.

Pocs estudiants han donat explicacions basant-se en les representacions grafiques de les

fraccions per explicar-ne equivaléncia. Si no es demana de manera directa que representin
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les fraccions graficament, els estudiants tenen més tendencia a explicar 'equivaleéncia de

fraccions a partir d’explicacions conceptuals o procedimentals.

11) Els estudiants proposen dos algoritmes dins dels procediments de calcul per
comprovar que dues fraccions sén equivalents i per definir Pequivaléncia de
fraccions. La majoria dels estudiants proposa I’algoritme de “multiplicar i/o dividir
el numerador i el denominador per un mateix nombre” i pocs expliquen I’algoritme

de “multiplicar en creu”.

Els estudiants que expliquen un procediment de calcul per definir que vol dir I’equivaléncia
de fraccions ho fan Gnicament a pattir de I'algoritme “multiplicar i/o dividir el numerador i
el denominador per un mateix nombre”, mentre que els estudiants que expliquen un
procediment de calcul per comprovar que dues fraccions concretes son equivalents ho fan
majoritariament a partir de lalgoritme “multiplicar i/o dividit el numerador i el
denominador per un mateix nombre” i, en menys quantitat, a partir de l'algoritme de
“multiplicar en creu”. Aquests resultats mostren que l'algoritme “multiplicar i/o dividir el
numerador i1 el denominador per un mateix nombre” s’utilitza molt més que el de
“multiplicar en creu”, contrariament al que diuen Musser et al. (2011) quan argumenten que
el procediment de “multiplicar en creu” és el que se sol fer servir a la majoria d’escoles. De
fet, Musser et al. expliquen que lalgoritme de “multiplicar i/o dividir el numerador i el
denominador per un mateix nombre” es pot deduir del procediment de “multiplicar en

creu”.

Malgrat que sembla indiferent basar-se en un algoritme o en l'altre, utilitzar I'algoritme de
“multiplicar i/o dividir el numerador i el denominador per un mateix nombre” pot no set
gaire util per comprovar 'equivaléncia d’algunes fraccions equivalents quan el numerador 1
el denominador d’una de les fraccions no és multiple del numerador i del denominador de
Ialtra, com podtia ser el cas de 4/6 1 6/9. En aquest sentit, en la recerca de Harvey (2012)
també s’exposen algunes dificultats que es poden derivar de fer servir Ialgoritme de
“multiplicar i/o dividit el numerador i el denominador per un mateix nombre”,
concretament quan els estudiants de mestre empren Ialgoritme de trobar fraccions
equivalents buscant el doble del numerador i del denominador de la fraccié previa. Les
dificultats poden augmentar quan busquin una fraccié equivalent que es trobaria

multiplicant per 3, o un altre nombre, el numerador i el denominador.

12) Alguns estudiants han comés errors en explicar P’algoritme de “multiplicar i/o
dividir el numerador i el denominador per un mateix nombre” tant per comprovar
que dues fraccions sén equivalents com per definir ’equivaléncia de fraccions.
També s’han equivocat en explicar I’algoritme de “multiplicar en creu” per definir

Pequivaléncia de fraccions.
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Nou estudiants s’han equivocat quan han volgut explicar I'algoritme de “multiplicar i/o
dividir el numerador i el denominador per un mateix nombre”, ja que I’han explicat
malament. Els estudiants han dit que dues fraccions sén equivalents quan “si es multiplica
o es divideix per un nombre una de les dues fraccions, s’obté I’altra”. En realitat, volien dir
“si es multiplica o es divideix el numerador 1 el denominador d’una fraccié per un mateix

nombre, s’obté I'altra fraccid™.

Aquest error és rellevant, ja que, tot i que entenem que volien dir una altra cosa, el que han
dit és matematicament diferent del que volien dir. Multiplicar per 2 la fraccié 1/4 és molt
diferent de multiplicar per 2 el numerador i el denominador de la fraccié 1/4. De fet, quan
es multiplica per 2 la fraccié 1/4, no s’obté una fraccié equivalent a 1/4. Aquesta
equivocaci6 implica una manca de coneixement del significat de fraccid, a banda de mostrar

poca habilitat per comunicar idees matematiques.

Un estudiant ha comés un error en aplicar Ialgoritme de “multiplicar en creu” ha
multiplicat els numeradors entre si i també els denominadors entre si, en comptes de
multiplicar els numeradors pels denominadors. Aquest estudiant no ha sabut explicar el
procediment. Dos estudiants més tampoc han sabut explicar correctament aquests

procediments.

Aquests resultats revelen que, encara que els estudiants de mestre utilitzin procediments per
comprovar si dues fraccions sén equivalents, alguns d’ells no sén capagos d’explicar-los

correctament, cosa que mostra poca habilitat per comunicar aquestes idees matematiques.

13) En demanar als estudiants un exemple de fraccions equivalents, gairebé tots
han proposat fraccions equivalents en qué el numerador i el denominador d’una de
les fraccions s6n multiples del numerador i del denominador de I’altra fraccié. Aixi

mateix, la majoria dels estudiants han donat fraccions equivalents a la fracci6
irreductible 1/2.

Dels trenta-vuit estudiants que han donat un exemple correcte de fraccions equivalents,
trenta-cinc han proposat fraccions equivalents en que el numerador i el denominador d’una
de les fraccions és multiple del numerador i del denominador de 'altra. Aquests resultats
estan relacionats amb el fet d’utilitzar I'algoritme “multiplicar i/o dividir el numerador i el
denominador per un mateix nombre”, l'algoritme emprat majoritariament pels estudiants
per comprovar que dues fraccions sén equivalents, tal com s’ha explicat a la conclusi6 11
d’aquest mateix subapartat. A més, la majoria dels estudiants han trobat les fraccions
equivalents buscant el doble del numerador i1 del denominador de la fraccié previa. Aquests
resultats coincideixen amb els de la recerca de Harvey (2012), en que diversos estudiants
van fer servir aquest procediment de doblar el numerador i1 el denominador per trobar

fraccions equivalents a una de donada.
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Hi ha una altra coincidéncia rellevant en els exemples donats: gairebé tres quartes parts dels
estudiants han proposat dues fraccions equivalents a la fraccié 1/2, potser perque és una
fracci6 amb que estan més familiaritzats i de la qual han vist més exemples a I’hora
d’aprendre continguts sobre fraccions. De fet, no només els estudiants de mestre posen
exemples de fraccions equivalents a la fraccié 1/2, siné que també diversos autors
proposen, entre d’altres exemples, fraccions equivalents a la fraccié 1/2 (Musser et al., 2011;
Petit et al., 2010; Van de Walle et al., 2010).

14) Gairebé tots els estudiants de mestre, quan representen amb imatges que dues
fraccions s6n equivalents, es basen en la interpretacié de fraccié com a comparacio

part—tot, dibuixant un model d’area i prenent com a unitat una sola regio.

Gairebé tots els estudiants, en representar graficament que les fraccions 4/8 i 6/12 sén
equivalents, s’han basat en la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot i, dins
d’aquesta interpretacio, s’han basat en el model d’area 1 en la representacié de la unitat com
una sola regi6. De fet, només un estudiant ha representat que les fraccions 4/8 1 6/12 sén

equivalents mitjangant la recta numerica.

En representar majoritariament aquestes fraccions segons la interpretacié de comparacid
part—tot, es constata que aquesta interpretacié és la més present a les aules de primaria i
secundaria. Aixi mateix, Lamon (2012) argumenta que s’utilitza la paraula fraccié per
referir-se només a la interpretacié de la fracci6 com a comparacié part—tot. En aquest
sentit, en 'estudi de Domoney (2002) es mostra que aquesta interpretacié de comparacid

part—tot és la que domina entre els estudiants de mestre.

Per representar la fraccié quan s’interpreta com a comparacié part—tot, se solen utilitzar
dos models, el d’area i el de grup (Feikes et al., 2009; Lamon, 2012; Petit et al., 2010; Van
de Walle et al., 2010), i aquests dos models son els que proposen també alguns autors per
representar I'equivalencia de fraccions (Lamon, 2012; Petit et al., 2010; Van de Walle et al.,
2010). Els estudiants d’aquesta recerca que han interpretat les fraccions com a comparacié
part—tot, pero, s’han basat tots en el model d’area per representar que dues fraccions sén
equivalents. Possiblement els ha estat més facil utilitzar aquesta representacié que no pas la
del model de grup per la dificultat d’entendre el concepte #nitizing i el fet que una unitat es
pot referir tant a un sol objecte com a un grup d’objectes (Lamon, 2012). Aixi mateix, que
els estudiants, en el model d’area, hagin considerat una regié com a unitat per representar
cada fraccio, pot tenir a veure amb la dificultat per definir fraccions quan la unitat sé6n dues

regions o més. Aquestes dificultats es detecten a 'estudi de Tobias (2013).

15) Els estudiants presenten menys dificultats en comparar fraccions amb els
numeradors iguals que en comparar fraccions amb numeradors i denominadors

diferents.
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Una mica més de les tres quartes parts dels estudiants han donat respostes correctes a
I’hora de comparar fraccions amb numeradors iguals (1/2 1 1/3), mentre que menys de la
meitat han respost cotrectament en comparar fraccions amb denominadors diferents (5/7 i
7/9). En canvi, gairebé les tres quartes parts dels estudiants han contestat cortectament a la
pregunta de per qué 4/5 és més gran que 2/3 en una pregunta tancada en que es donen
diverses respostes possibles. La diferéncia de la quantitat de respostes correctes entre
comparar fraccions amb numeradors iguals 1 comparar fraccions amb numeradors i
denominadors diferents és forca gran quan les preguntes sén obertes i no es donen
opcions. Per contra, no n’hi ha tanta quan es demana comparar fraccions amb numeradors
iguals 1 fraccions amb numeradors i denominadors diferents en una pregunta tancada amb

diferents possibilitats.

Aproximadament la meitat dels estudiants que no han sabut comparar les fraccions 5/7 i
7/9 s’han equivocat en el raonament utilitzat, mentre que l’altra meitat no ha contestat la
pregunta. Aquests resultats mostren les dificultats de bona part dels estudiants per
respondre aquesta pregunta. El fet que la quantitat d’estudiants que han comparat
cotrectament les fraccions 5/7 i 7/9 no artibi al 50 % pot tenir més d’una causa. Per una
banda, en I'enunciat de la pregunta es demanava que comparessin les fraccions 5/7 i 7/9
sense fer servir el minim comu multiple. Aixo fa que els estudiants que només sabessin
aquest procediment per comparar fraccions amb denominadors diferents no puguin
contestar. Per laltra, forca estudiants s’han equivocat en comparar numeradors i/o
denominadors, cosa que posa de manifest que no saben prou bé que aquesta estrategia, tal
com expliquen Whitacre i Nickerson (2011), només funciona quan es comparen fraccions

amb els mateixos denominadors o els mateixos numeradors.

Precisament en la recerca de Whitacre i Nickerson (2011) hi destaca que els participants,
abans de fer cap curs de matematiques, per comparar fraccions utilitzen estrategies de
reduir a denominador comu i de comparar els numeradors i/o els denominadors. Aquests
resultats reforcen les explicacions sobre els resultats de la nostra recerca, ja que justament
els estudiants de mestre de la nostra investigacié no han pogut reduir a denominador comu
i han emprat, equivocadament, lestrategia de comparar els numeradors i/o els

denominadors en fraccions amb numeradors i denominadors diferents.

16) Els estudiants s’han basat principalment en tres estrategies per comparar
fraccions: representar graficament les fraccions, representar en nombres decimals

les fraccions i comparar els numeradors i/o els denominadors de les fraccions.

En les dues preguntes obertes en qué els estudiants han hagut de comparar les fraccions
1/21 1/3, fraccions amb els numeradors iguals, i les fraccions 5/7 i 7/9, fraccions amb

numeradors 1 denominadors diferents, s’han utilitzat principalment tres estratégies:
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representar graficament les fraccions, representar les fraccions en nombres decimals i

comparar els numeradors i/o els denominadors de les fraccions.

L’estratégia de comparar les fraccions 5/7 i 7/9 comparant els numeradors i/o els
denominadors ha provocat que nou estudiants comparessin de manera incorrecta aquestes
dues fraccions. De fet, tal com s’ha dit anteriorment, aquesta estrategia ¢és la que també
utilitzen els estudiants de la recerca de Whitacre i Nickerson (2011), juntament amb la de
reduir a denominador comu, que en la nostra recerca, a ’'hora de comparar fraccions amb
numeradors i denominadors diferents, no s’ha emprat perque s’ha demanat explicitament a
Penunciat de la pregunta. Pero tampoc s’ha utlitzat gaire per comparar les fraccions 1/2 i

1/3: només dos estudiants ’han fet servir.

Es rellevant que, malgrat que gairebé una tercera part dels estudiants que han respost
cotrectament a la pregunta de comparar les fraccions 1/2 i 1/3 ho han fet comparant els
denominadors, molt pocs han justificat explicacié dient que quan el denominador és més
gran, la fraccié és més petita. De fet, la majoria ha donat aquesta explicacié com una regla,
cosa que pot explicar per que forca estudiants ’han utilitzat erroniament quan les fraccions
tenen numeradors i denominadors diferents; possiblement ’han aplicat com una regla,

sense comprendre per que en uns casos funciona i en d’altres no.

Es destacable que dotze estudiants hagin representat en nombres decimals les fraccions 5/7
i7/9 per podet-les comparar i que set ho hagin dut a terme amb les fraccions 1/211/3. El
fet d’utilitzar aquesta estrategia pot indicar que 'estudiant s’acosta més a comprendre la
fracci6 com a nombre. En la recerca de Harvey (2012) els estudiants amb més
coneixements matematics per ordenar fraccions convertien les fraccions a nombres
decimals, tot i que no utilitzaven nombres de referéncia per ordenar-les. En la nostra
recerca gairebé cap estudiant ha fet servir aquesta estratégia d’emprar nombres de
referéncia. Aquests resultats també coincideixen amb els de diverses recerques (Harvey,
2012; Utley i1 Reeder; 2011; Whitacre 1 Nickerson, 2011) en que es mostra que es compren
poc la idea de comparar fraccions a partir d’estratégies que requereixen més sentit numeric,

com ara la dels nombres de referéncia.

17) Uns quants estudiants han comes errors en comparar fraccions, tant en el cas de
fraccions amb numeradors iguals com en el de fraccions amb denominadors
diferents. Els dos errors més freqiients han estat comparar les fraccions tenint en
compte el nombre de parts en que s’ha dividit la unitat en comptes de la mida de
les parts i comparar els numeradors i els denominadors quan les fraccions tenen

numeradors i denominadors diferents.

Una quarta part dels estudiants que han respost la pregunta en que es demanava comparar
les fraccions 5/7 i 7/9 han comes errors, mentre que, en la comparacié de les fraccions 1/2

i 1/3, han fet etrors una cinquena patt dels estudiants.
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L’error més freqiient ha estat utilitzar Pestrategia de comparar els numeradors 1 els
denominadors en la comparacié de les fraccions 5/7 1 7/9; concretament, nou estudiants
han fet aquest error. El segiient error més repetit ha estat considerar el nombre de les parts
en que s’ha dividit la unitat en comptes de I’area de les parts. Aquest error s’ha comes tant

comparant les fraccions 1/211/3 com comparant les fraccions 5/717/9.

En el cas de comparar les fraccions amb igual numerador, dos estudiants han considerat
que 1/3 és més gran perque la unitat esta dividida en més parts i un ha explicat que 1/3 és
més gran perque, en les fraccions 4/8 1 4/12 (equivalents a 1/2 i 1/3), la fraccié 4/12
indica que la unitat s’ha dividit en més parts. En canvi, per comparar fraccions amb
numeradors i denominadors diferents, s’ha utilitzat el criteti que les fraccions 5/717/9 sén
iguals perque totes dues indiquen que falten dues parts per tenir la unitat sencera. Aquest
error coincideix amb el que fan la majoria d’estudiants de la recerca de Utley 1 Reeder
(2011): quan, en dues fraccions, el numerador és un nombre menys que el denominador,
consideren que les dues fraccions sén iguals. Aixi mateix, un estudiant de la recerca de
Harvey (2012) també comet un error similar, ja que decideix que la fraccié més petita és

aquella en que hi ha més diferencia entre el numerador i el denominador.

Dos estudiants s’equivoquen quan diuen que la fraccié 1/3 és més gran que la fracci6 1/2.
Un estudiant ho exposa com a fet conegut, mentre que altre, per justificar-ho, diu que la
fraccié 1/3 s’acosta més a la unitat. En la comparaci6 de fraccions amb numeradors iguals,
un estudiant no arriba al resultat correcte perque representa graficament les fraccions 1/2 i
1/3 petd en unitats de diferent area. Aquesta resolucié revela entendre poc el concepte
d’unitat 1 la comparacié de fraccions utilitzant representacions grafiques. En la mateixa
recerca de Harvey (2012) es mostra que alguns estudiants van tenir dificultats per comparar

fraccions a partir de dibuixos.

Un estudiant, quan compara les fraccions 5/7 1 7/9, duu a terme un procediment de calcul
incorrecte: multiplica el numerador i el denominador de cada fraccié per un mateix
nombre. Possiblement es confon amb el procediment de trobar fraccions equivalents

multiplicant el numerador i el denominador pel mateix nombre.

Tres estudiants cometen errors matematics que no son del contingut de fraccions. Un

confon el simbol “ < ” (més petit que), un altre obté com a resultat de la fraccié 1/3 el

numero 0,3 en comptes del 0,3 i l'altre es refereix al denominador com a dividend.

Aquests estudiants mostren tenir poca comprensié d’alguns aspectes dels continguts de
fraccié, com ara el significat de fraccid, les nocions d’unitat i de particio, la representacid
grafica de fraccions, la relacié entre el nombre de parts en que s’ha dividit una unitat i ’area

d’aquestes parts i, per tant, també la comparacié de fraccions.
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18) Menys de la meitat dels estudiants ha sabut donar una estimacié correcta d’una

suma de fraccions.

Més de la meitat dels estudiants d’aquesta recerca ha mostrat tenir dificultats en el procés
d’estimacié d’una suma de fraccions. De fet, molts d’aquests estudiants no han donat cap
resposta quan se’ls ha demanat quina és 'estimaci6 de la suma 12/13 + 7/8, tot i haver-hi
quatre opcions de resposta a Penunciat: 1, 2, 19 i 21, mentre que uns pocs han donat un

resultat equivocat, triant una de les tres opcions incorrectes.

Aquests resultats no estan tan allunyats dels que es van obtenir a les proves NAEP, en que
un 55 % dels estudiants de 13 anys es van equivocar marcant 'opcié de 19 o 21 (Feikes et
al., 2009; p. 107). En la nostra recerca només un estudiant ha escollit el 19 com a soluci6 de
I'estimaci6é de la suma i un altre ha optat pel 21, pero, encara que en els resultats de les
proves NAEP fossin més els estudiants que contestessin aquestes dues opcions, els
resultats mostren igualment que un grup nombrds d’estudiants de mestre de la nostra
recerca no ha contestat correctament la pregunta, cosa que revela que no tenen assolits els
continguts relacionats amb lestimacié de fraccions. Amb aixo, es detecta que aquests
estudiants no tenen assolit un contingut del curriculum de primaria (Generalitat de
Catalunya, 2007) que és molt important en el bloc de continguts de calcul (Musser et al.,
2011).

19) Els estudiants mostren molt més coneixement a ’hora de sumar fraccions amb
denominadors diferents que a I’hora de fer estimacions de sumes amb fraccions

amb denominadors diferents.

A la conclusi6 anterior s’ha explicat que més de la meitat d’estudiants no han contestat
correctament la pregunta en que es demanava fer una estimacié de la suma de fraccions
12/13 + 7/8; concretament, un 43,48 % d’estudiants no ha contestat la pregunta i un 8,69
% ha triat una resposta equivocada; per tant, un 47,82 % ha escollit 'opcié correcta. Per
contra, un 86,96 % dels estudiants ha contestat correctament la pregunta en que havien de

sumar les fraccions 1/3 + 2/5.

Aquests resultats mostren que els estudiants tenen més habilitat per sumar fraccions amb
diferent denominador que no pas per donar una estimacié d’una suma de fraccions també
amb denominadors diferents, i concorden amb els resultats d’altres recerques en que
s’evidencia que els estudiants de mestre tenen poc coneixement conceptual 1 més domini en
els procediments (Lin, 2010; Lin et al.,, 2013; Newton, 2008). En efecte, per resoldre la
suma de fraccions 1/3 + 2/5, la majoria dels estudiants ha utilitzat el minim comd multiple
1, per tant, un procediment de calcul. En canvi, fer I'estimaci6 requereix altres continguts
conceptuals, com ara raonar que 12/13 s’aproxima a 1, 7/8 també i, en consequiéncia, la

suma s’aproxima a 2.
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20) La majoria dels estudiants domina els procediments de calcul a ’hora de sumat,

restar, multiplicar i dividir fraccions.

Els estudiants de mestre revelen tenir un bon domini dels algoritmes per calcular sumes,
restes, multiplicacions 1 divisions de fraccions. Cada un dels calculs amb fraccions segtients,
1/3+2/5,4/5-1/3 -1/15,2/5x3/414/5 + 2/3, ha estat realitzat correctament per
més d’un 82 % dels estudiants. L.a multiplicacié és Poperacié amb més exit, amb un 89,13
% dels estudiants. A continuacid, la suma i la resta, amb un 86,96 %, i finalment, la divisio,

amb un 82,61 % de resultats correctes.

Aquests resultats coincideixen amb els de les recerques en que es mostra un domini
procedimental de les operacions (Ball, 1990a, 1990b; Ho i Lai, 2012; Kajander i Holm,
2011; Li i Smith, 2007; Li i Kulm, 2008; McAllister i Beaver, 2012), perd no coincideixen
del tot amb els resultats de la recerca de Newton (2008). En el treball de Newton també es
detecta que els estudiants tenen més domini procedimental que conceptual, pero hi ha més
estudiants que resolen correctament les sumes i les restes de fraccions que estudiants que
resolen bé les multiplicacions i les divisions de fraccions. En la nostra recerca, en canvi,
I'operacié amb més respostes correctes és la multiplicacié. De fet, en la recerca de Newton
uns quants estudiants cometen 'error de deixar el mateix denominador quan multipliquen
fraccions, confonent-se amb lalgoritme de la suma, pero en la multiplicacié que s’ha
proposat en aquesta recerca les fraccions tenen els denominadors diferents, la qual cosa no

condueix a cometre 'error esmentat.

Si es té en compte quants estudiants s’han equivocat en les operacions, la suma és
l'operacié en que més estudiants han fet errors; en concret, cinc estudiants han arribat a un
resultat erroni, mentre que en les altres operacions només s’han equivocat un o dos
estudiants. En canvi, en les operacions de resta, multiplicacio 1 divisié hi ha entre quatre 1
sis estudiants que no les han contestat, 1 només un estudiant ha deixat per contestar la suma
1/3 +2/5.

Encara que molt pocs estudiants s’han equivocat en resoldre aquestes operacions, ho
considerem un fet preocupant, ja que aquests estudiants mostren molt poc coneixement de

les operacions de fraccions.

21) Els estudiants de mestre presenten dificultats per representar graficament el
procés de les sumes i les multiplicacions de fraccions. Molt pocs estudiants han
representat graficament una suma de fraccions i cap ha representat graficament

una multiplicaci6 de fraccions.

Els estudiants de mestre, tot i saber calcular una suma i una multiplicacié de fraccions de
manera procedimental, tal com s’ha explicat a la conclusi6 anterior, han mostrat dificultats

per representar graficament el procés que se segueix en aquestes operacions. Només dos
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estudiants han representat graficament tots els passos de la suma 1/3 + 2/5, mentre que
cap ha sabut representar graficament la multiplicacié 2/5 x 3/4. En Poperaci6 de la suma,
bona part dels estudiants han fet representacions grafiques amb la intencié de representar la
suma, pero, excepte dos, només han representat les fraccions 1/3, 2/5 i el resultat final,
11/15. En el cas de la multiplicacié, només dos estudiants han representat les fraccions
inicials, 2/5 i 3/4 i també el resultat final, 3/10; la resta d’estudiants que han fet

representacions grafiques només han representat el resultat final.

En la recerca de Caglayan i Olive (2011), es mostra que els estudiants de mestre tenen
dificultats per representar la idea de denominador comi quan representen sumes
graficament, de la mateixa manera que els estudiants d’aquesta recerca. A més, també
coincidim amb la de Caglayan 1 Olive en el fet que els estudiants dominen els procediments
estandard de les operacions de suma i multiplicacié, perd mostren mancances en la

interpretaci6 del procés de la multiplicacio i la suma de fraccions a partir de dibuixos.

Amb aquests resultats, constatem que els estudiants d’aquesta recerca no tenen
coneixements de com representar la multiplicacié de fraccions a partir de diferents
interpretacions, com les que s’han presentat a apartat 3.3.7.4 d’aquest treball, ni de com

representar sumes de fraccions a partir de les representacions explicades a I'apartat 3.3.7.2.

22) Forga estudiants no tenen prou coneixement de la prioritat de les operacions.
Aquest fet provoca que s’equivoquin en resoldre calculs en qué s’ha de tenir en

compte la prioritat de les operacions.

A la conclusié 20 s’ha explicat que els estudiants de mestre dominen el procés de resoldre
sumes, restes, multiplicacions i divisions amb fraccions, pero, en canvi, no ho demostren
quan fan calculs amb fraccions i han de tenir en compte la jerarquia de les operacions.
Aquest fet ’hem constatat en analitzar les respostes de la pregunta en que es demanava
calcular 3/5 + 3/10 x 4/15. Contrariament als resultats presentats a la conclusié 20, només
tretze estudiants (un 28,26 %) han calculat correctament aquestes operacions. Un nombre
elevat d’estudiants, disset (36,96 %), no ha contestat la pregunta i la resta, setze estudiants
(34,79 %), ha donat un resultat incorrecte, principalment per no tenir en compte la

jerarquia de les operacions.

Altres recerques també conclouen que els estudiants de mestre tenen mancances en relacié
amb la jerarquia de les operacions, com la de Montes et al. (2015), en la qual un 75 %
s’equivoca en contestar una pregunta que cal respondre tenint en compte la prioritat de les
operacions. Aquest percentatge no s’allunya gaire del que s’ha obtingut en la nostra recerca,
en qué un 71,75 % dels estudiants no ha donat la solucié correcta, sigui perque s’han
equivocat en el resultat o perqué no han contestat la pregunta. Es rellevant el fet que
aquesta pregunta, que forma part de les proves TIMSS, als Estats Units, la van respondre

correctament un 36 % dels estudiants de grau 8; és a dir, hi ha més alumnes de secundaria
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que la van saber respondre que estudiants de mestre. Estem d’acord, per tant, que la
jerarquia de les operacions ¢és una de les debilitats destacables dels estudiants de mestre, tal

com afirmen Montes et al. (2015).

23) Els estudiants han comeés un seguit d’errors que s’han anat repetint en algunes
de les preguntes d’operacions amb fraccions, alguns relacionats amb les fraccions i
d’altres no. En la pregunta d’estimaci6é d’una suma i en la de suma de fraccions, és

on s’ha detectat més diversitat d’errors.

En les preguntes sobre les operacions de fraccions s’han detectat tant errors relacionats
amb els continguts de fraccions com altres errors matematics que no sé6n propiament de
fraccions, tot 1 que hi poden tenir relacid, com ara interpretar el simbol “ < de manera
erronia, errors en multiplicar 13 x 7, errors en calcular el minim comd mdltiple, no saber
descompondre el 13 per després buscar el minim comu multiple, escriure igualtats
incorrectament, no saber generalitzar en resoldre un problema amb infinites solucions i no
comprendre enunciat d’'un problema. Encara que hi ha molts errors diversos, cadascun

d’aquests ’han comes tan sols un o dos estudiants.

Respecte als errors relacionats amb les fraccions, també n’hi ha de diferent tipologia. Uns
quants estudiants han fet errors relacionats amb els algoritmes de les operacions. En el cas
de la suma, tres estudiants han sumat 1/3 + 2/5 sumant els numeradors i sumant els
denominadors. En el treball de Newton (2008) hi ha estudiants que també han comes
aquest error. En la multiplicacié, un estudiant ha multiplicat en creu en comptes de
multiplicar els numeradors i els denominadors, un error que, tal com s’ha explicat de la
suma, també es detecta a la recerca de Newton. En la divisi6, un estudiant ha multiplicat els
numeradors 1 els denominadors en comptes de multiplicar en creu o d’invertir i multiplicar.

Aquest error en relacié amb la divisié de fraccions també es detecta a la recerca de Isik i
Kar (2012).

Un altre tipus d’error és el que han comes set estudiants en situar nombres a la recta
numerica. Aquests estudiants no han sabut especificar que representa la unitat en la recta,
una dificultat que també s’evidencia en la recerca de Domoney (2002). Relacionat amb les
representacions grafiques, hi ha un estudiant que representa les fraccions 12/13 1 7/8 i
argumenta que, com que només falta una part per tenir la unitat, les fraccions 12/1317/8
son iguals. Aquest error, com hem dit anteriorment, també s’ha fet en les preguntes de
comparar fraccions, i, tal com s’ha explicat a la conclusié 17, coincideix amb els errors que
s’observen a les recerques de Harvey (2012) i Utley 1 Reeder (2011). En aquesta mateixa
pregunta en que es demanava l'estimacié de la suma 12/13 + 7/8, un estudiant ha confds
la quantitat de les parts en que s’ha dividit la unitat amb la unitat. Considerem greu 'error
de dir que 12/13 s’acosta a 131 7/8 s’acosta a 8, ja que mostra que no es comprén prou el

significat de fraccio.
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24) Gairebé tots els estudiants de mestre presenten mancances en relacié6 amb la

infinitud dels nombres racionals.

En preguntar als estudiants quina fraccié és la més gran que coneixen, només sis diuen que
aquesta fraccié no existeix. Aquest resultat és el que considerem correcte. Aixo vol dir que
hi ha quaranta estudiants (86,86 %) que no han sabut respondre correctament la pregunta.
Aixi i tot, n’hi ha dotze que donen com a fracci6 més gran ©/1, i un que déna + o,
respostes que s’acosten a la idea que no hi ha una fraccié6 més gran que totes. Cal destacar,
doncs, que hi ha més d’'un 40 % d’estudiants que han donat respostes incorrectes. N’hi ha
vuit que diuen que la fraccié més gran és 1/2, 3/4, 1/0 i 1/1, vuit més donen el resultat
1/ 0 o0/, i fins i tot dos estudiants fan referéncia als numeradors i denominadors per
trobar la fraccié més gran. També es considera greu la resposta de I'estudiant que, a més de
donar la fracci6é 1/1, afegeix que “quan el denominador i el numerador sén iguals”. Amb
aquesta resposta es detecta que, a més d’entendre poc el significat de I'infinit, es compren

molt poc el significat de les fraccions.

Aquests resultats no s’allunyen gaire dels de la recerca de Pehkonen et al. (20006). El
percentatge d’estudiants de mestre que afirmen que la fraccié més gran no existeix és molt
semblant al percentatge d’alumnes de grau 7 (de 13 a 14 anys) que contesten que no existeix
el nombre més gran. La diferéncia principal entre els resultats del treball de Pehkonen i els
de la nostra recerca és que hi ha més alumnes de grau 5 (d’11 a 12 anys) i grau 7 que donen
la resposta de nombres finits que no estudiants de mestre, i que, contrariament, hi ha
menys respostes relacionades amb % entre els alumnes de grau 5 i grau 7 que entre els
estudiants de mestre. En tot cas, els estudiants de mestre de la nostra recerca no demostren

que comprenguin molt millor el significat de I'infinit que els alumnes de grau 51 7.

Els resultats de la pregunta sobre quina és la fraccié més petita segons els estudiants de
mestre no séon millors que els resultats relacionats amb la fraccié més gran. De fet, només
hi ha tres estudiants que afirmen que aquesta fraccio no existeix. Com en el cas de la fraccio
més gran, hi ha estudiants que anomenen fraccions amb l'infinit en el numerador i/o el
denominador, pero alguns d’ells afegeixen el signe negatiu al davant; també n’hi ha que
donen respostes concretes, com ara 1/1,a/a, 0/0,0/1, 1, %4, V2, -1/0, o que afirmen que la
fraccié6 més petita depen del numerador i del denominador. El que varia entre les respostes
de la fracci6 més gran i la més petita és que, en la pregunta de la fraccié més petita, hi ha
més estudiants que donen resultats concrets i menys que proposen fraccions amb la

presencia de 1’00,

Aquests resultats no només presenten semblances amb els de Pehkonen et al. (20006), siné
que també coincideixen en part amb les respostes que donen alumnes de quart d’educacié
primaria quan se’ls demana que diguin la fraccié més gran i més petita que coneixen, tal

com s’explica a Feikes et al. (2009). Alguns estudiants de quart d’educacié primaria van
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respondre que la fraccié més gran era 1/2, 1/1, 12/12, 99/100, 100/100,
999.999.999/999.999.999 i, la fraccié més petita, 1/2, 1/1, 0/0, 3/4. D’altres van dir que la
més petita era 1/1 i, la més gran, 100/100. Un va contestar que 1/2 era la més gran i 3/4 la
més petita. Com veiem, algunes d’aquestes fraccions que van donar alumnes de quart

d’educaci6 primaria també les han donat els estudiants de mestre de la nostra recerca.

Tenint en compte aquests resultats, considerem que els estudiants de mestre d’aquest estudi
presenten molt poca comprensi6 del significat d’infinit i, en concret, de la infinitud dels
nombres racionals, ja que molt pocs han afirmat que no existeix la fraccié més petita ni la

fraccié més gran, i fins i tot uns quants han dit fraccions com 1/213/4 .

25) Molts estudiants de mestre presenten mancances en relacié amb la densitat dels

nombres racionals.

Aproximadament un 70 % dels estudiants revelen dificultats per explicar quantes fraccions
hi ha entre 2/51 4/5 i prop del 80 % en tenen per explicar com trobatr una fraccié entre
1/811/7. A més, molts estudiants han deixat sense contestat totes dues preguntes; gairebé
la meitat no ha contestat la pregunta en qué cal trobar una fraccié entre 1/8 1 1/7 i una
mica més d’una quarta part no ha respost la pregunta en qué es demana quantes fraccions
hi ha entre 2/514/5. Només tretze estudiants diuen que hi ha infinites fraccions entre 2/5

14/5 1 tan sols un déna una fraccié correcta entre 1/811/7, la fraccié 15/112.

Un grup considerable d’estudiants (34,78 %) ha afirmat que, entre les fraccions 2/5 i 4/5,
hi ha un nombre finit de fraccions. D’aquest grup, la majoria diuen que només hi ha la
fraccié 3/5, un altre respon que hi ha 36 fraccions i encara un altre que n’hi ha 4 en
considerar els decimals de 0,4 a 0,8. En intentar donar una fraccié entre 1/8 1 1/7, també hi
ha uns quants estudiants que diuen que hi ha un nombre finit de fraccions entre aquestes
dues. Un diu que n’hi ha 18, un altre que hi ha les fraccions 2/7, 3/7, ..., 9/7, i fins i tot
que hi ha la fraccié 1’1/7. També hi ha un estudiant que afirma que entre 1/8 1 1/7 no hi

ha cap fraccié.

Amb aquests resultats, es detecta que molts estudiants de mestre d’aquesta recerca tenen
molt poca comprensié de la densitat dels nombres racionals, ja no només perqué molts
d’ells han deixat sense contestar aquestes preguntes, sind pel tipus de respostes equivocades
que donen. Tot 1 que el percentatge d’estudiants de mestre que afirmen que entre dues
fraccions hi ha infinites fraccions és una mica més elevat que el percentatge dels alumnes de
grau 51 grau 7 de la recerca de Pehkonen et al. (2006) que diuen que entre els nombres 0,8 1

1,1 hi ha infinites fraccions, els resultats no sén gaire millors.

En resum, amb aquests resultats constatem que el contingut de la densitat dels nombres
decimals és un contingut no assolit pels estudiants de mestre i que la comprensié que en

tenen no és gaire més gran que la que mostren alguns alumnes de primaria o secundaria.
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8.1.2 Conclusions respecte als coneixements dels estudiants de mestre sobre

Pensenyament de les fraccions

El segon objectiu especific d’aquesta tesi és:

Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de primer curs del Grau

de Mestre d’Educacié Primaria sobre ensenyament de les fraccions.

Aquesta recerca ens ha permes de determinar un conjunt de conclusions que fan referencia
a diferents aspectes del coneixement sobre I'ensenyament de fraccions que tenen els
estudiants de mestre. Algunes conclusions sé6n més generals i inclouen aspectes de
I'ensenyament de tots els continguts de fraccions tractats en aquest treball, mentre que

d’altres abasten un sol contingut. Concretament, s’han extret conclusions sobre:

La tria dels continguts

* La tria dels continguts de fraccions en les explicacions teoriques i els exemples de la

sequiencia d’activitats (conclusio 1).

Les explicacions teoriques i els exemples

* Les explicacions i els exemples en les propostes per ensenyar ’equivaléncia de fraccions
(conclusioé 2), la comparacié de fraccions (conclusié 3), la suma 1 la resta de fraccions
(conclusi6 4) i la multiplicacié i la divisié de fraccions (conclusi6 5).

" Les explicacions i els exemples en les propostes per ensenyar els diferents continguts de
fraccions (conclusions 61 7).

* Els errors en les explicacions i els exemples en les propostes per ensenyar els diferents

continguts de fraccions (conclusi6 8).

La interpretacié de fraccié en les explicacions teoriques i els exemples

* Les interpretacions de fracci6 en les explicacions i els exemples per ensenyar el
significat de fraccié (conclusio 9).
* Les interpretacions de fraccid en les explicacions teoriques i els exemples en les

propostes per ensenyar els diferents continguts de fraccions (conclusié 10).

Les representacions dels exemples en les explicacions teoriques

* La tipologia de les representacions dels exemples en les propostes per ensenyar els
diferents continguts de fraccions (conclusi6 11).
» Ja representacio grafica del procés d’operar amb fraccions en les explicacions teoriques

1 els exemples per ensenyar les operacions de fraccions (conclusié 12).
Les representacions grafiques i els models utilitzats en totes les activitats de la seqiiéncia
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» Ja tipologia dels models utilitzats en les representacions grafiques de tota la seqliencia
(conclusi6 13).

" Les caracteristiques dels models d’area donats en tota la seqiiencia (conclusié 14).

* La comparacié amb la unitat de les fraccions representades graficament a la sequéncia
(conclusio6 15).

» FEls errors relacionats amb les representacions grafiques de la sequiencia (conclusié 16).
A continuaci6 s’exposa cadascuna de les conclusions explicada amb detall.

1) La dificultat dels continguts de fraccions és un aspecte que condiciona la tria
dels continguts presentats a la seqiiéncia. Les explicacions teoriques presents en les
sequéncies s’han centrat, principalment, en I’objectiu d’ensenyar el significat de
fraccié i també en la suma i la resta de fraccions. Molt poques explicacions, en
canvi, s’han proposat per ensenyar I’equivaléncia, la comparacié de fraccions i la

multiplicaci6 i la divisi6 de fraccions.

Els estudiants de mestre participants en aquesta recerca podien escollir el contingut, dins de
I'ambit de les fraccions, sobre el qual volien plantejar activitats per ensenyar-lo a alumnes
de primaria. Els continguts dels quals han donat més explicacions i exemples en les
activitats han estat el significat de fraccio, la suma de fraccions i la resta de fraccions. Els
continguts que menys apareixen en les explicacions i els exemples sén els de comparacio,
equivaléncia i multiplicaci6 i divisié de fraccions. Es destacable que cap estudiant hagi
plantejat activitats per ensenyar la densitat dels nombres racionals i, en conseqiiencia,
tampoc n’hi ha cap que hagi donat explicacions ni exemples per ensenyar aquestes

propietats.

El fet que més de les tres quartes parts dels estudiants hagin donat explicacions i exemples
per definir que és una fraccié, que molts menys n’hagin donat per ensenyar la comparacio,
I'equivaléncia, la multiplicacié o la divisié de fraccions 1 cap per ensenyar la densitat dels
nombres racionals, té diverses explicacions. Per una banda, possiblement els estudiants
estan condicionats pels records que tenen de com van aprendre fraccions en la seva etapa
d’alumnes d’educacié primaria 1 d’educacié secundaria. I, per Taltra, també pot haver

condicionat la tria el coneixement que tenen sobre els continguts de fraccions.

Grossman (1990) caracteritza les fonts a partir de les quals els mestres construeixen
coneixement didactic del contingut: aprenentatge de l'observacié (experiéncia com a
alumnes), antecedents sobre la disciplina, cursos professionals i aprenentatge de
Iexperiencia com a mestres. D’acord amb Grossman, els estudiants de la nostra recerca
només s’han pogut basar en dues de les fonts esmentades: 'aprenentatge de 'observacio i
els antecedents sobre la disciplina, ja que en el moment d’elaborar la seqiiencia no havien
fet cursos de didactica de les matematiques ni tenien experiencia a 'aula com a mestres. A

més, Grossman apunta que el coneixement de la disciplina és un aspecte que condiciona la
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decisi6 de quins soén els continguts importants i com sequenciar-los. Possiblement, els
estudiants també han consultat el curriculum d’educacié primaria o altres materials

curriculars per triar els continguts.

Considerant el coneixement de la disciplina, la dificultat dels continguts pot haver-ne
condicionat la tria per part dels estudiants de mestre. Per exemple, la multiplicaci6 1 la
divisi6 de fraccions és un dels conceptes més complicats d’entendre pels alumnes
d’educacié primaria (Ma, 1999; Petit et al., 2010; Tirosh, 2000), i en les activitats de la
sequencia hi ha una diferéncia considerable entre la quantitat d’estudiants de la present
recerca que plantegen la suma 1 la resta de fraccions i la quantitat d’estudiants que proposen
la multiplicacié i la divisié6 de fraccions. Aquest resultat concorda amb els dels articles
revisats sobre els coneixements dels mestres de les operacions amb fraccions, que exposen
que els estudiants de mestre revelen més dificultats en les operacions de multiplicacié i
divisié6 que en les de suma i resta (Caglayan i Olive, 2011; Lin et al.,, 2013; McAllister i
Beaver, 2012; Newton, 2008).

Remarquem que, en el contingut de les sumes i les restes, també hi ha diferencia en la
quantitat d’estudiants que han plantejat explicacions i exemples per ensenyar la suma i la
resta de fraccions amb denominadors iguals o sumes i restes de fraccions amb
denominadors diferents. Tots els estudiants dels quinze que han donat explicacions per
ensenyar la suma de fraccions, excepte un, ho han fet considerant la suma de fraccions amb
igual denominador, mentre que només tres estudiants expliquen les sumes amb
denominadors diferents. Passa el mateix amb les restes: tots els estudiants dels dotze que
proposen ensenyar a restar expliquen la resta de fraccions amb denominadors iguals,
mentre que només dos ho fan amb restes amb denominadors diferents. Aquests resultats
indiquen que, possiblement, molts menys estudiants plantegen la suma i la resta de
fraccions amb denominadors diferents que els que plantegen la suma i la resta amb
denominadors iguals perqué sumar i restar fraccions amb denominadors diferents és un
contingut més dificil, per al qual cal tenir coneixements d’equivalencia de fraccions
(Schwartz, 2008; Van de Walle et al., 2010).

Pel que fa a la densitat dels nombres racionals, els estudiants no han plantejat cap activitat
per ensenyar aquest contingut i, com en la multiplicaci6 1 la divisié de fraccions, hi ha
recerques que n’exposen la dificultat (Feikes et al., 2009; Pehkonen et al., 2006). La
propietat que assenyala que entre dues fraccions sempre n’hi ha una altra és un concepte
del qual normalment a primaria no es parla (Feikes et al., 2009). Segurament els estudiants
de la nostra recerca no han considerat aquests continguts en les seqiiéncies perqué no
recorden haver-los aprés a ’escola i perque fer propostes d’ensenyament sobre la densitat
de fraccions comporta certa dificultat, sobretot tenint en compte la manca de coneixement
sobre aquest contingut que han mostrat els estudiants de mestre en les respostes del

questionari.
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El significat de fraccio, tot i que és un contingut complex que comporta relacionar diferents
interpretacions aixi com diverses representacions (Lamon, 2012; Petit et al, 2010), és un
dels que més han proposat els estudiants de mestre en la seqiiencia. La majoria dels
estudiants que han donat explicacions en la seqliencia han comentat que és una fraccio.
Aixo es pot deure al fet que la majoria han partit d’una sola interpretacié de fraccio, la
comparacié part—tot, que segurament no consideren que tingui gaire dificultat i molt
probablement és la que tenen més present de la seva escolaritzacié. Independentment de la
dificultat del concepte de fraccié, sembla plausible que, si s’ensenyen continguts de
fraccions, els estudiants intueixin que, primerament, cal ensenyar que és una fraccié. Tant si
han escollit explicar el significat de fraccié per la seva experiencia com a alumnes com si
I’han triat per la poca dificultat que té (des del seu punt de vista), els estudiants de mestre
van encaminats en la linia del que Wu (2009) proposa: “Per aprendre fraccions, els alumnes

necessiten saber que és una fraccié” (p. 8).

Pocs estudiants han plantejat activitats amb explicacions sobre la comparacié i equivalencia,
tot 1 que aquests continguts sén fonamentals 1 molt importants per entendre altres
continguts de fraccions (Post et al., 1993). El fet que només un 25 % dels estudiants que
han donat explicacions ho hagin fet per ensenyar la comparacié i només un 18,75 %
n’hagin donat per ensenyar 'equivalencia també pot tenir a veure amb la dificultat d’aquests
continguts. De fet, hi ha recerques que mostren el poc sentit numeric dels estudiants de
mestre en la comparacié de fraccions (Harvey, 2012; Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i
Reeder, 2011) i els errors que fan alguns en relaci6 amb aquest contingut (Harvey, 2012;
Utley 1 Reeder, 2011). Com en la suma 1 la resta de fraccions, tots els estudiants que volen
ensenyar la comparacié de fraccions donen explicacions per comparar fraccions amb
denominadors iguals, mentre que molt pocs proposen ensenyar la comparacié de fraccions

amb denominadors diferents.

2) Les explicacions dels estudiants de mestre per ensenyar I’equivaléncia de

fraccions es recolzen de manera predominant en procediments de calcul.

L’equivaléncia de fraccions és un concepte molt important (Feikes et al., 2009) 1 fonamental
per entendre el concepte de fraccid 1 les operacions de fraccions i decimals (Post et al.,
1993) i es pot ensenyar de manera conceptual o procedimental, tot i que a I'escola la

comprensi6é d’aquest concepte es basa en I'algoritme (Van de Walle et al., 2010).

Tots els estudiants del nostre estudi prioritzen els procediments de calcul en detriment dels
conceptuals quan expliquen aquest concepte, ja que tots sis estudiants que proposen aquest
tema expliquen un procediment de calcul. La meitat d’aquests estudiants, a més, no fa cap
altre tipus d’explicacié. Dos complementen el procediment de calcul amb una explicacié

conceptual 1 un tercer ho fa a partir d’un dibuix.
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Els estudiants de la recerca, tal com s’ha explicat anteriorment, no havien fet encara cap
sessi6 de didactica de la matematica en els estudis de magisteri. Aixo vol dir que les idees
que mostren en relacié amb I'ensenyament de 'equivaléncia de fraccions, les han adquirit a
partir de les seves experiencies a I’etapa d’educacié primaria, secundaria i batxillerat els que
I’han cursat. La manera com haurien apres aquest contingut coincideix amb el que diu Van
de Walle et al. (2010) de com se sol ensenyar I'equivaléncia a I'escola, a partir d’un

algoritme.

Els procediments que els estudiants de mestre proposen en les explicacions per ensenyar
I'equivalencia de fraccions sén “multiplicar en creu” i “multiplicar o dividir el numerador i
el denominador per un mateix nombre”. Fins i tot hi ha un estudiant que explica els dos
procediments per comprovar que dues fraccions soén equivalents. Aquests algoritmes
s’ensenyen a ’escola quan s’explica 'equivaléncia de fraccions (Musser et al., 2011; Van de
Walle et al., 2010). Sembla, doncs, que proposen ensenyar-ho tal com ho van aprendre ells
durant la seva escolaritzacio. L’experiencia com a alumne és una de les fonts a partir de les
quals Grossman (1990) estableix que els mestres construeixen el coneixement didactic del
contingut. Encara que els estudiants de la nostra recerca no sén mestres, també utilitzen
aquesta font, i també poden haver consultat materials curriculars per prendre idees de com
fer propostes sobre lequivaléncia de fraccions. Shulman (1987) també considera els
materials curriculars com una font per a la construccié del coneixement didactic del

contingut.

3) Les explicacions dels estudiants de mestre per ensenyar la comparacié de
fraccions es basen en regles quan proposen comparar fraccions amb denominadors
o numeradors iguals o comparar fraccions amb la unitat i en procediments de

calcul quan comparen fraccions amb denominadors diferents.

Els estudiants d’aquesta recerca, com els de I'estudi de Behr et al. (1984), diferencien la
comparacié de fraccions segons si els numeradors o els denominadors sén iguals o
diferents entre si. En les explicacions de les activitats esmenten si ensenyen a comparar
fraccions amb denominadors iguals, amb numeradors iguals o amb numeradors i
denominadors diferents i també proposen la comparacié de fraccions amb la unitat. Sembla
que aquests estudiants tenen clar que en cada cas s’explicara una regla o un procediment

diferent 1 que, per aixo, s’han de diferenciar.

Quan els estudiants han plantejat explicacions per ensenyar a comparar fraccions amb
denominadors iguals, tots menys un han proposat la regla de comparar els numeradors: “la
fracci6 amb el numerador més gran és la fracci6 més gran”. L’estudiant que compara
fraccions amb numeradors iguals també proposa comparar els denominadors; en aquest
cas, esmenta la regla de “la fraccié més gran és la que té el denominador més petit”. Quan

donen explicacions per comparar fraccions amb la unitat també introdueixen a les
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sequencies la regla de “si el numerador és més gran que el denominador, la fraccié sera més
gran que la unitat; si és més petit, la fraccié6 sera més petita, i si el numerador i el

denominador sén iguals, la fraccié sera igual a la unitat”.

Per ensenyar la comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents,
proposen un procediment de calcul per decidir quina fraccié és més gran: “Comparar els
resultats obtinguts quan es calcula cada fraccié de la quantitat que déna la multiplicaci6 dels

dos denominadors™.

Aquests estudiants no plantegen activitats per desenvolupar estratégies per comparar
fraccions tal com 'NCTM (2000) recomana que haurien de fer els alumnes de T'etapa
d’educacié primaria. Presentant directament les regles no ajudarien que els alumnes
desenvolupessin diferents estratégies per comparar fraccions, ni tampoc que miressin

d’entendre quin significat té comparar fraccions.

Les recerques en relaci6 amb els coneixements dels estudiants de mestre sobre la
comparaci6 i ordenacié de fraccions (Harvey, 2012; Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i
Reeder, 2011) mostren que els estudiants de mestre tenen poc sentit numeric a ’hora de
comparar fraccions utilitzant nombres de referéncia i altres estratégies no procedimentals.
En la recerca de Utley i Reeder (2011), en qué investiguen la millora en la comparacié de
fraccions a partir d’un curs de formacio, fins i tot afirmen que cal temps per desenvolupar
aquest sentit numeric 1 que, en un semestre de formacid, els estudiants van millorar

minimament a ’hora de comparar fraccions utilitzant nombres de referéncia.

D’acord amb aquestes recerques, s’entenen els resultats que hem obtingut en les propostes
dels estudiants de mestre sobre la comparacié de fraccions. Ateés que tenen poc
coneixement de la comparacié de fraccions a partir d’estrategies diferents de les regles o els
procediments de calcul, dificilment proposaran activitats en qué s’ensenyin aquestes altres

estratégies, com ara comparar fraccions a partir de nombres de referéncia.

4) Les propostes dels estudiants de mestre per ensenyar la suma o la resta de
fraccions amb denominadors iguals s’han centrat a explicar el procediment de
“deixar el mateix denominador i sumar o restar els numeradors”, i les propostes per
ensenyar la suma o la resta de fraccions amb denominadors diferents s’han centrat
a explicar P’algoritme de “trobar fraccions equivalents a les inicials i sumar les

fraccions”.

Segons Van de Walle et al. (2010), les sumes i les restes de fraccions es poden fer a partir
d’estrategies inventades i també a partir d’algoritmes, tot i que, per utilitzar estrategies
inventades, cal dominar la comparaci6 i 'equivaléncia de fraccions, aixi com la relacié entre

fraccions. Els quinze estudiants que han participat en la nostra recerca i que han proposat
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activitats per ensenyar a sumar fraccions ho han fet explicant algoritmes, tant per sumar

fraccions amb denominadors iguals com per sumar fraccions amb denominadors diferents.

S’evidencia, per tant, que els estudiants es basen en la idea que, per ensenyar a sumar o
restar fraccions, cal explicar els procediments que s’han de seguir, sense utilitzar relacions
entre fraccions ni coneixements relacionats amb I'equivaléncia de fraccions, a diferéncia del
que Van de Walle et al. (2010) diuen que és necessari. De fet, fins i tot quan expliquen la
suma de fraccions amb denominadors diferents i diuen que cal trobar les fraccions
equivalents a les fraccions donades, expliquen el procediment de calcul per trobar aquestes
fraccions equivalents a partir del minim comu multiple o multiplicant els denominadors. En
cap cas proposen trobar les fraccions equivalents a partir de les relacions entre fraccions.
Aquest fet no pot estranyar, ja que alguns d’aquests estudiants també han realitzat activitats

per ensenyar I’equivaléncia de fraccions i sempre basant-se en procediments de calcul.

A banda de presentar 'algoritme per sumar o restar fraccions sense fer propostes que
potenciin el sentit numeric, la majoria d’estudiants expliquen directament I'algoritme sense
fomentar la induccié d’aquests algoritmes o la comprensié de per que s’apliquen. Només
tres estudiants en les propostes per ensenyar a sumar fraccions amb denominadors iguals 1
un en les de la resta de fraccions també amb denominadors iguals, intenten fer que els
alumnes indueixin Palgoritme. De totes maneres, proposen un exemple i, a continuacio,
expliquen directament I'algoritme de la suma. Es destacable que, en les explicacions de la
suma o la resta de fraccions amb denominadors diferents, cap estudiant hagi donat

explicacions per induir I'algoritme.

Molt pocs estudiants han posat exemples després d’explicar I'algoritme per sumar o restar

fraccions, 1 aquest exemple sembla proposat per exemplificar I’algoritme en un cas concret.

Amb les seves propostes, els estudiants revelen tenir present que, en la suma de fraccions
amb denominadors iguals, 'algoritme que s’utilitza és diferent del que s’empra per ensenyar
la suma o la resta de fraccions amb denominadors diferents. Aquesta diferenciaci6é també és
contemplada per diferents autors (Beckmann, 2011; Musser et al., 2011; Tipps et al., 2011;
Van de Walle et al., 2010).

Sembla, doncs, que els estudiants de mestre del nostre estudi que han fet propostes per
ensenyar la suma 1 la resta, tenen molt presents els coneixements dels aspectes
procedimentals de la suma i la resta, els quals consideren que sén els necessaris per
aprendre aquestes operacions. Aquest fet fa pensar que els estudiants van aprendre a sumar
1 restar fraccions de manera totalment mecanica i basant-se en els procediments de calcul;
fins i tot un estudiant diu que “farem les sumes i les restes de la manera que ens han
ensenyat sempre”. Si algun estudiant ho va aprendre amb comprensié no ha considerat que
sigui la manera com s’haurien d’ensenyar aquestes operacions; en efecte, els estudiants no

han fet cap proposta en aquesta linia.
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Aquests resultats coincideixen amb els de les recerques revisades sobre els coneixements
dels mestres en relacié amb la suma 1 la resta (Caglayan 1 Olive, 2011; McAllister 1 Beaver,
2012). En aquests estudis es detecta que els estudiants se’n surten millor fent els calculs que
proposant problemes que es resolguin amb sumes i representant el procés de sumar. El fet
que dominin més els procediments de suma 1 resta de fraccions que no que comprenguin
aquestes operacions no impedeix que facin errors en aplicar els algoritmes. En la recerca de
Newton (2008) es detecta que hi ha estudiants que sumen o resten els numeradors i els
denominadors quan sumen o resten fraccions amb denominadors diferents. En la nostra
recerca també s’ha observat que un dels estudiants ha comes aquest error. Possiblement, el
fet d’haver aprés aquests algoritmes de memoria sense haver-los entés prou provoca que

apareguin aquests errors.

En tot cas, amb els resultats de les propostes dels estudiants per ensenyar a sumar 1 restar
fraccions, sembla que podem concloure que els coneixements sobre I'ensenyament de la
suma i la resta de fraccions estan molt fonamentats en els procediments algoritmics i molt
poc en la comprensié d’aquests processos. A més, les explicacions van encaminades a
transmetre els algoritmes directament, sense potenciar el descobriment per part dels

alumnes dels passos necessaris per sumar 1 restar fraccions.

5) Les propostes dels estudiants de mestre per ensenyar la multiplicacié6 s’han
centrat a explicar DPalgoritme de “multiplicar numeradors i multiplicar
denominadors” i, per ensenyar la divisi6 de fraccions, s’han centrat a explicar els

algoritmes de “multiplicar en creu” o d’“invertir i multiplicar”.

Els dos estudiants que han fet propostes per ensenyar la multiplicacié i la divisi6 de
fraccions ho han fet presentant algoritmes. En el cas de la multiplicacié de fraccions, han
plantejat I'algoritme de multiplicar els numeradors 1 els denominadors i, en la divisi6, un
estudiant ha explicat la divisié multiplicant en creu (de manera erronia) i altre s’ha centrat
en Ialgoritme “d’invertir 1 multiplicar”. S’evidencia que aquests estudiants s’han basat en la
idea que, per ensenyar a multiplicar i dividir fraccions, només cal explicar aquests

procediments.

Tant en Pensenyament de la multiplicacié de fraccions com en 'ensenyament de la divisié
de fraccions, els resultats presentats coincideixen amb el d’algunes recerques que estudien
els coneixements dels estudiants de mestre sobre la multiplicacié de fraccions (Isiksal i
Cakiroglu, 2011; Ho i Lai, 2012) i d’algunes que observen els coneixements dels estudiants
de mestre sobre la divisi6 de fraccions (Ball, 1990a, 1990b; Kajander i Holm, 2011; Li i
Smith, 2007; Li i Kulm, 2008), les quals mostren que el coneixement dels estudiants de
mestre esta molt centrat en lalgoritme. En aquest sentit, és dificil que els estudiants de
mestre, sense tenir prou coneixement conceptual d’un contingut, puguin planificar com

ensenyar-lo de manera conceptual.
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Es destacable que en la recerca de i i Smith (2007), en qué els participants han cursat totes
les assignatures de didactica de les matematiques de la seva formacid, es detecti que tenen
un coneixement conceptual molt pobre sobre el significat de la divisié de fraccions. A més,
cap estudiant de la recerca de Li i Smith (2007) prova d’explicar la regla d*invertir i
multiplicar” quan se li demana per que 2/3 +2 =1/3 0 2/3 +1/6 = 4. Els resultats de la
recerca de Li i Smith (2007) fan comprensibles els resultats de la nostra, perqué si un grup
d’estudiants de mestre, després d’haver cursat les assignatures de didactica de les
matematiques, mostren tenir un coneixement per a l’ensenyament de fraccions molt
procedimental, s’entén que els estudiants de la recerca present revelin també un
coneixement per ensenyar fraccions molt procedimental, ja que encara no han cursat cap

assignatura de didactica de la matematica.

Tot i que els dos estudiants tinguin uns coneixements de 'ensenyament de la divisié de
fraccions molt procedimental, un dels dos s’equivoca en mostrar el procés de dividir a
partir d’un algoritme. En comptes de multiplicar en creu, divideix en creu. Aquest mateix

error el cometen estudiants de mestre de la recerca de Newton (2008).

Cap dels dos estudiants s’ha basat en cap interpretacié de la multiplicacié i la divisié de les
que s’han explicat a I'apartat 3.3.6.2 del marc teoric, 1 el fet d’explicar directament els
algoritmes d’aquestes operacions ens fa pensar que no consideren necessari o bé no saben
que és important induir aquests algoritmes, tal com proposen alguns autors (Musser et al.,
2011; Van de Walle et al., 2010). Aixo es pot deure al fet que ells també van aprendre els
algoritmes directament, sense haver apres com es dedueixen ni haver vist cap interpretacid
d’aquestes operacions amb fraccions. De fet, en algunes recerques que examinen els
coneixements dels estudiants de mestre sobre la multiplicacié de fraccions (Noh i Sabey,
2014; Luo, 2009) es detecta que mostren un coneixement molt limitat de les interpretacions

de la multiplicacié de fraccions.

Els resultats de la nostra recerca i els de les presentades en aquesta conclusié no concorden
amb els de la recerca de Meel (2002), en que la majoria d’estudiants de mestre participants
en Pestudi saben proposar una situacié raonable que representi una divisié de fraccions,
poc menys de la meitat expliquen de manera conceptual lalgoritme d*invertir i
multiplicar” i aproximadament la meitat ho plantegen de manera procedimental. A
diferéncia dels estudiants de la nostra recerca, forca estudiants de la recerca de Meel (2002)
es basen en explicacions conceptuals. S’ha de tenir en compte que els participants de la
recerca de Meel estaven completant el curs d’especialitzacié de contingut matematic per a la

certificacié K-8 o per a la certificacié Pre-kindergarten.
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6) Els estudiants, en les activitats de la seqiiencia, plantegen ensenyar els
continguts de comparacio, equivaleéncia, suma, resta, multiplicacié i divisié de
fraccions a partir de ’explicacié de regles i procediments de calcul sense potenciar

la induccié d’aquestes regles o procediments de calcul.

D’acord amb les quatre conclusions anteriors, els estudiants plantegen ensenyar els
continguts de comparacid, equivalencia, suma, resta, multiplicacié 1 divisié6 de fraccions
mitjangant regles i procediments de calcul. Cap d’ells déna explicacions adequades per
induir aquestes regles i procediments. L.a majoria les expliquen directament i molt pocs
enceten 'explicacié amb un exemple o una situacié. En el cas de la multiplicaci6 i la divisié
de fraccions, els estudiants no s’han basat en cap de les interpretacions d’aquestes
operacions que proposen diferents autors (Lamon, 2012; Musser et al., 2011; Siebert i
Gaskin, 2006; Van de Walle et al., 2010) i que s’han presentat al subapartat 3.3.6.2, en les
quals s’haurien d’haver basat per induir els algoritmes (Musser et al., 2011; Van de Walle et
al., 2010).

Aquests resultats mostren que els estudiants de mestre, en iniciar els estudis, presenten un
coneixement de les matematiques per a 'ensenyament molt limitat, ja que principalment
planifiquen ensenyar continguts de fraccions a partir de regles i procediments, sense
potenciar-ne la induccié ni tampoc la comprensié. Sembla que aquest coneixement
procedimental els estudiants de mestre el tenen molt interioritzat, ja que, concretament
sobre el contingut de la divisi6 de fraccions, la recerca de Li 1 Smith (2007) mostra que els
estudiants de mestre participants a ’estudi revelen un coneixement per a 'ensenyament de
fraccions molt procedimental, tot i haver cursat totes les assighatures de matematiques per
ensenyar. A més, en la recerca de Li 1 Smith, (2007) de la mateixa manera que en aquesta,

cap estudiant va provar d’explicar la regla d’invertir i multiplicar”.

La persistencia a planificar ensenyament de les operacions de fraccions mitjangant
algoritmes continua present en els mestres, tal com es mostra a la recerca de Ma (1999), en
que mestres dels Estats Units tenen dificultats per explicar la divisié de fraccions més enlla
d’ensenyar-ne l'algoritme 1 presenten limitacions per trobar situacions que donin significat a

aquesta operacio.

D’acord amb Shulman (1987) i Grossman (1990), aquesta incidéncia en ensenyament de
continguts de fraccions a partir de procediments de calcul per part dels estudiants d’aquesta
recerca pot tenir diverses causes: I'experiencia com a alumnes de primaria i secundaria, els
materials curriculars consultats i el coneixement de la disciplina. No considerem, en canvi,
la formacié inicial ni 'experiéncia a I'aula perqué aquests estudiants no havien cursat cap
assignatura de didactica de la matematica en el moment de plantejar les activitats ni tampoc

havien fet practiques en una aula.
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Tal com s’ha dit en conclusions anteriors, és probable que els estudiants de mestre hagin
aprés aquests continguts a partir de procediments, tant a primaria com a secundaria, ja que
en aquestes etapes se solen ensenyar d’aquesta manera (Van de Walle et al., 2010). Aquesta
idea de planificar activitats per ensenyar fraccions molt centrada en les regles i els
procediments es pot haver potenciat encara més en el cas dels estudiants que han consultat
materials curriculars que expliquen aquests procediments sense mirar d’induir-los o ajudar a
comprendre’ls. D’altra banda, el coneixement dels continguts de fraccions també pot haver
influenciat a ’hora de donar explicacions basades principalment en regles i algoritmes en les
sequencies; encara que els estudiants de mestre mostrin coneixements conceptuals d’algun
contingut, tenen més domini dels procediments, un aspecte que coincideix amb els resultats
d’algunes recerques (Ball, 1990a, 1990b; Ho 1 Lai, 2012; Isiksal i Cakiroglu, 2011; Kajander i
Holm, 2011; Li i Kulm, 2008; Li i Smith, 2007; Lin et al., 2013; Ma, 1999; McAllister i
Beaver, 2012; Utley 1 Reeder, 2011; Whitacre i Nickerson, 2011).

7) Alguns estudiants de mestre han proposat exemples per il-lustrar les explicacions

teoriques sobre els continguts de fraccions.

En més de la meitat d’explicacions per ensenyar el significat de fraccid, comparacio,
equivaléncia, suma, resta, multiplicacié o divisié de fraccions, els estudiants de mestre han
proposat un exemple o més d’aquests continguts. Es interessant que hagin posat aquests
exemples, tot i que la majoria de vegades s’han incorporat a lactivitat després de
Pexplicacié d’una regla o un procediment per il-lustrar-la i en molt pocs casos s’ha donat

I'exemple amb I'objectiu de descobrir la regla o el procediment.

En aquest sentit, els estudiants de la recerca d’Isiksal i Cakiroglu (2011), per tal d’ajudar els
alumnes de sise 1 sete a superar idees erronies sobre la multiplicacié de fraccions, proposen
utilitzar maltiples representacions a partir de materials, exemples o contextos de la vida
diaria per millorar la comprensié del contingut. A diferéncia dels estudiants de la nostra
recerca, els de la d’Isiksal 1 Cakiroglu (2011) estan cursant 'dltim any del seu programa i,

per tant, és comprensible que plantegin utilitzar multiples representacions.

8) Els estudiants de mestre han comeés pocs errors en les explicacions tedriques i els

exemples de la seqiiéncia.

Els estudiants de mestre han comes pocs errors en les explicacions i els exemples que han
donat a la sequéncia. Aixo es pot deure al fet que, basicament, expliquen regles i
procediments de calcul, posen exemples molt elementals, es basen en la interpretacié de
fracci6 com a part—tot i utilitzen el model d’area en les representacions. També hi pot
influir que hagin consultat en materials curriculars els exemples 1 procediments que
exposen, tenint en compte que, tal com s’ha explicat en les conclusions de I'apartat 8.1.1,

els estudiants de mestre han fet for¢ca més errors en respondre les preguntes del questionari.
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Tanmateix, en donar les explicacions i els exemples de la seqtiéncia, encara en fan algun,
com ara el que comet Iestudiant que explica com repartir una barra de plastilina entre dues
persones. Al denominador hi posa un 1 1 explica que el denominador és I"“objecte o part
que hem repartit: una (1) barra de plastilina” i al numerador hi escriu un 2 i el defineix com
el “nombre de parts en que hem dividit la barra de plastilina”. Aixi doncs, obté que cada
persona hautia de tenir 2/1 de plastilina en comptes d’obtenir la fraccié 1/2, que és la que
s’obté quan es reparteix un objecte entre dues persones. Un altre estudiant explica

incorrectament Ialgoritme de la suma, de la resta i de la divisio.

En canvi, s{ que s’equivoquen més en les representacions grafiques proposades en diferents
activitats de la seqiiencia. Aquests errors s’expliquen a la conclusié 16 amb més detall, en
que es fa referéncia als errors de les representacions grafiques de tota la seqiiencia i no

només de les explicacions i els exemples.

9) A P’hora de definir fraccié en les seqiiencies d’activitats, els estudiants de mestre
es basen majoritariament en la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot,

sense explicar que la fracci6é és un nombre.

En les seqiiencies d’activitats més de la meitat dels estudiants han definit la fraccié com a
part o parts d’una unitat, és a dir, s’han basat en la interpretacié de fraccié com a part—tot. I
gairebé tots els estudiants (vint-i-tres de vint-i-cinc) que han definit numerador i
denominador ho han fet també a partir de la interpretacié de fraccié com a comparacio
part—tot. Expliquen que el denominador soén les parts en que s’ha dividit la unitat i, el
numerador, les parts que es consideren de les parts en que s’ha dividit la unitat. Molt pocs

estudiants han fet referéncia a altres interpretacions, com ara la fraccié com a repartiment.

A més, la majoria d’estudiants, independentment de com hagin definit la fraccié, han
definit el numerador i el denominador a partir de la interpretacié part—tot. Amb les dades
recollides en aquest treball, podem concloure que la majoria d’estudiants de mestre
d’aquesta recerca, quan inicien els estudis de magisteri 1 expliquen que és una fraccid, fan
referéncia a la interpretacié de la fraccié com a comparacid part—tot, una limitacié explicada
també per Lamon (2007, 2012).

Pocs estudiants expliquen que la fraccié és un nombre, i, com en la recerca de Domoney
(2002), els que ho han comentat també han explicat que és una part o parts d’una unitat, la
qual cosa mostra que interpreten la fraccié com a comparacié part—tot per sobre del
significat de fraccié com a nombre. Es destacable que els resultats de la nostra recerca i la
de Domoney (2002) siguin tan semblants, sobretot perque els estudiants d’aquesta recerca
no havien fet cap assignatura de didactica de la matematica en el moment de recollir les
dades, mentre que els de I'estudi de Domoney (2002) ja havien treballat la fraccié com a

nombre en un curs de fraccions.
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Es percep, per tant, en les activitats que proposen, la dificultat dels estudiants per
considerar la fraccié com un nombre 1 per tenir en compte altres interpretacions de fraccié
diferents de la comparacié part—tot, com alguna de les que proposa Lamon (2012): rad,
quocient, operador i mesura. Aquest fet també es detecta quan alguns estudiants expliquen
que és una fraccié definint només el numerador 1 el denominador. Segurament aixo passa
perque no comprenen prou el significat de fraccié més enlla de la interpretacié com a

comparacié part—tot.

Una de les causes d’aquesta insisténcia a interpretar la fraccié com una comparacié part—
tot, aix{ com la poca consideracié de la fraccié6 com a nombre, pot ser que, tal com diu Wu
(2009), s’utilitzen exemples concrets per explicar qué és una fraccid, com ara un tros de
pizza o una part d’un tot, sense que aquests siguin suficients per entendre el significat, ja

que es limiten a uns casos concrets no generalitzables.

10) En les explicacions i els exemples per ensenyar continguts de fraccions, els
estudiants o bé s’han basat en la interpretaci6 de fracci6 com a comparacié part—tot
o bé no s’han basat en cap interpretacié. Gairebé no s’han tingut en compte les
interpretacions de fracci6 com a repartiment, operador o mesura i no s’ha

considerat gens la interpretacié com a rao.

En les explicacions i els exemples que els estudiants de mestre han proposat amb I'objectiu
d’ensenyar continguts de fraccid, principalment han interpretat les fraccions com a
comparacié part—tot o bé no s’han basat en cap interpretacié. Es destacable que,
aproximadament en la meitat de les explicacions 1 els exemples, es presenti la interpretacio
de fraccié6 com a comparacié part—tot 1 que, en gairebé un 42 % de les explicacions i els
exemples, no es detecti cap interpretacioé de fraccié. Les explicacions i els exemples en que
es presenta la interpretacié de fraccié com a repartiment, com a operador i com a mesura
s’acosten al 7,5 % del total d’explicacions i d’exemples conjuntament. En cap cas s’ha

interpretat la fraccié com a raé’.

A més, la majoria d’explicacions i d’exemples que presenten la interpretacié de fraccié com
a comparacié part—tot son per ensenyar el significat de fraccié, la comparacié i
I'equivalencia de fraccions, mentre que, en les explicacions per ensenyar les operacions amb
fraccions, disminueix la interpretaci6 com a comparacié part—tot i augmenten les
explicacions sense cap interpretacié de fraccid. Tal com s’ha comentat a la conclusié 6, les
explicacions dels estudiants s’han recolzat principalment en regles 1 procediments de calcul,
1 més encara en les propostes per ensenyar les operacions de fraccions, en que en molts
casos no han proposat cap exemple, la qual cosa propicia que no es presenti cap

interpretaci6 de fraccio.

6 Vegeu el calcul dels percentatges a I’Annex 7.
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El fet que les explicacions 1 els exemples mostrin principalment la interpretacié de
comparacié part—tot, quan se’n detecta alguna, coincideix amb el fet que a I'escola sigui la
principal interpretacié de fraccié que s’ensenya (Lamon, 2012). No és estrany, doncs, tenint
en compte que aquesta interpretacié és la que més se’ls ha presentat a escola i també a
Iinstitut, que sigui la que els estudiants de mestre mostrin més en les propostes
d’ensenyament, que segurament estan molt condicionades per la seva experiencia com a
alumnes, d’acord amb Grossman (1990), i també pels materials curriculars consultats, tal

com apunta Shulman (1987).

Aquesta presencia de la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot s’identifica en
diverses recerques (Domoney, 2002; McAllister i Beaver, 2012). En la recerca de Domoney
(2002), tot i que els estudiants han comengat un curs sobre fraccions i el seu ensenyament,
es revela la persistencia d’aquesta interpretacié quan se’ls demana com ensenyarien qué és
una fraccio. Els estudiants de la recerca de McAllister i Beaver (2012) presenten una manca
de comprensié del significat de la multiplicacio i la divisi6 de fraccions, i els autors apunten

com una de les causes ’émfasi en la interpretacio de la fraccié com a comparacid part—tot.

11) La representacié més utilitzada en els exemples proposats pels estudiants per
ensenyar els continguts de fraccions és el simbol matematic, seguit de la imatge i
del context real. Gairebé no hi ha exemples representats a partir d’un simbol verbal

ni d’un objecte.

Els estudiants de mestre d’aquesta recerca, per ensenyar els continguts de fraccions
(significat de fraccid, comparacid, equivaléencia, suma, resta, multiplicacié i divisiéo de
fraccions), principalment proposen exemples a partir de simbols matematics. Un 44,23 %
dels exemples sén simbols matematics; en canvi, només un 25,96 % soén imatges 1 un 22,12
% son situacions de context real simulat. Molt pocs estudiants posen exemples a partir
d’expressions verbals, com ara “una meitat”, 1 només un diu que portaria objectes a classe

per introduir que és una fraccio.

Encara que alguns estudiants de mestre donen diferents representacions, el simbol
matematic és la representacié que té més presencia en els exemples de les sequencies.
Aquests resultats revelen que els estudiants de mestre no tenen prou coneixement de la
importancia d’utilitzar diverses representacions perque els alumnes aprenguin els continguts
de fraccions amb comprensio, tal com assenyalen alguns autors (Cramer, 2003; Feikes et al.,
2009; Petit et al., 2010; Post et al., 1993; Van de Walle et al., 2010) i el mateix curriculum de

matematiques d’educacié primaria.

El coneixement per escollir i utilitzar representacions de manera adequada esta inclos en el
coneixement especialitzat del contingut segons que I'han definit Ball et al. (2008). Basant-
nos en el model del coneixement de les matematiques per a 'ensenyament, els estudiants de

la nostra recerca no tenen un coneixement especialitzat del contingut prou desenvolupat.
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De tota manera, aquests resultats en relacié amb la utilitzacié de les representacions sén
comprensibles, perque els estudiants de la recerca no havien cursat assignatures de didactica
de la matematica i, tal com s’ha comentat anteriorment, les influencies que poden
determinar els coneixements de les matematiques per a 'ensenyament poden venir de la
seva experiencia d’alumnes, del coneixement de la disciplina 1 dels materials curriculars que
han consultat (Grossman, 1990; Shulman, 1987). Possiblement, aquests estudiants han
tingut poques experiencies en que hagin vist diverses representacions, ja que, tal com
alguns autors observen (Feikes et al., 2009; Lamon, 2012), en 'ensenyament dels continguts
de fraccions, tot i que s’empren representacions, no sempre sé6n prou variades per

comprendre adequadament els conceptes que s’hi relacionen.

En aquest sentit, en algunes recerques amb estudiants de mestre (Harvey, 2012; Caglayan i
Olive, 2011) es detecten dificultats en relaci6 amb la representacié grafica en algun
contingut de fraccions. En la recerca de Harvey (2012) es veu que alguns errors que fan els
estudiants de mestre en ordenar fraccions es deu, entre altres motius, a no relacionar les
fraccions amb una representacié visual. En I'estudi de Caglayan i Olive (2011), es mostren
algunes dificultats en la interpretacié del procés de la multiplicacié o la divisié a partir de
dibuixos o materials, tot i que alguns estudiants saben com multiplicar fraccions
multiplicant numeradors i denominadors 1 també com dividir fraccions utilitzant I’algoritme
d*“invertir 1 multiplicar”. Aixo fa pensar que, en alguns continguts, els estudiants de mestre
se’n surten millor representant les fraccions i els procediments amb simbols matematics
que no pas amb representacions grafiques. Aquests resultats concorden amb els de la
nostra recerca: els estudiants han proposat molts més exemples amb simbols matematics

que amb imatges.

12) Molt pocs estudiants han representat graficament (amb imatges) tot el procés
de les operacions amb fraccions en les propostes per ensenyar a operar amb

fraccions.

Molt pocs estudiants han representat graficament tot el procés d’operar amb fraccions en
les activitats de la seqliencia. Les tuniques operacions de les quals s’ha representat tot el
procés han estat la suma i la resta de fraccions i només quan la suma o la resta s’ha plantejat
amb denominadors iguals. Cap estudiant ha representat graficament el procés de sumar o
restar fraccions amb denominadors diferents ni el de multiplicar o dividir fraccions, tot i
que alguns autors proposen diferents representacions grafiques d’aquestes operacions per
entendre’n el procés (Lamon, 2012; Musser et al., 2011; Petit et al., 2010; Segovia i Rico,
2011; Siebert 1 Gaskin, 2006; Van de Walle et al., 2010).

Aquests resultats en relacié amb la manca de representacions del procés de les operacions

concorden amb els d’algunes recerques que revelen les limitacions dels estudiants de mestre
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a 'hora de representar graficament les operacions de fraccions (Caglayan i Olive, 2011; Ho
i Lai, 2012; Li i Smith, 2007; Noh i Sabey, 2014).

Que en la nostra investigacié cap estudiant hagi representat graficament sumes o restes
amb denominadors diferents pero si la suma 1 la resta de fraccions amb denominadors
iguals, es pot deure a la dificultat que tenen per representar la idea del denominador comd,
tal com evidencien els resultats de la recerca de Caglayan 1 Olive (2011). En la mateixa
recerca, es mostra que els estudiants de mestre tenen més dificultats per representar la
multiplicacié i la divisi6é de fraccions que per representar la suma i la resta. Concretament,
en la multiplicacié de fraccions, alguns estudiants no tenen clares les relacions entre
multiplicador, multiplicant i producte i la unitat de referéncia d’aquests components. Els
estudis de Ho 1 Lai (2012) i Noh 1 Sabey (2014) també revelen les mancances dels
estudiants de mestre a 'hora de representar graficament la multiplicacié de fraccions. En la
recerca de Ho i Lai (2012), eren estudiants de primer curs i, a més, com en la nostra
recerca, s’analitzava el coneixement per a 'ensenyament en la multiplicacié de fraccions.
Alguns dels estudiants de la recerca de Noh 1 Sabey (2014) també eren estudiants d’un curs

inicial de la seva preparacio.

Les limitacions dels estudiants de mestre per representar graficament les operacions de
fraccions també es presenten en la divisio, tal com s’observa en els resultats de la recerca de
Li i Smith (2007), tot 1 que aqui els estudiants estan en I'ultima etapa del programa de
formaci6. Perd si, en acabar la formacid, els estudiants presenten aquestes mancances,

encara és més probable que les revelin en iniciar els estudis.

Els resultats de les recerques esmentades fan pensar que els estudiants de mestre d’aquesta
recerca no han representat graficament ni la multiplicacié ni la divisié de fraccions perque

representar aquestes dues operacions els comporta més dificultats.

13) El model d’area és present en les seqiiéncies de tots els estudiants que han fet
representacions grafiques, mentre que els models de grup i de longitud gairebé no

s’han tingut en compte.

Els trenta-set estudiants que han fet representacions grafiques en les activitats de la
sequencia, tant si les han donat per complementar explicacions com en un enunciat d’un
exercici o en un problema, han representat una fraccié o més d’una a partir del model
d’area. En canvi, només set han fet representacions a partir d’'un model de grup, i

unicament cinc han utilitzat un model de longitud.

La presencia repetida del model d’area en les activitats dels estudiants de mestre pot tenir a
veure amb la interpretacié de fraccié en que es basen quan proposen ensenyar continguts
de fraccions. A la conclusié 11, s’ha vist com els estudiants s’han basat en la interpretacié

de fracci6 com a comparacié part—tot en les explicacions i els exemples que han proposat.
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Alguns autors (Feikes et al., 2009; Lamon, 2012; Petit et al., 2010; Van de Walle et al., 2010)
fan referencia al model d’area o al model de grup en I'ensenyament de la interpretacié de la

fracci6 com a comparacié part—tot.

Malgrat que els dos models, el d’area i el de grup, serveixen per ensenyar la interpretacié de
fracci6 com a part—tot, els estudiants de la nostra recerca han representat les fraccions
principalment a partir del model d’area. Aixo es pot deure a la dificultat d’entendre que una
unitat es pot referir tant a un sol objecte com a un grup d’objectes (Lamon, 2012). S’arriba
als mateixos resultats en la recerca de Tobias (2013), en que els estudiants de mestre
d’entrada van mostrar dificultats per definir fraccions quan la unitat sén dues regions, com
ara dues pizzes. Passa el mateix en la recerca de Rosli et al. (2011), en queé futurs estudiants
de mestre tenen dificultats per comprendre que un grup d’items es pot considerar una
unitat. Possiblement és per aquest motiu que els estudiants de la nostra recerca tenen més

dificultats per presentar el model de grup que el d’area.

Si bé alguns autors (Clarke et al., 2008; Flores et al., 2006; Middleton et al., 1998; Usiskin,
2007; Watanabe, 2000, citats a Van de Walle et al., 2010) proposen potenciar I'as del model
de longitud i, en concret, de la recta numerica en 'ensenyament de les fraccions, els
estudiants de la nostra recerca gairebé no ’han plantejat en les activitats de la sequencia. Els
models de longitud es proposen en la interpretacié de la fraccié com a mesura (Lamon,
2012; Petit et al, 2010; Van de Walle et al,, 2010) i precisament els estudiants han
interpretat poc les fraccions com a mesura en les seves propostes. Segons Wu (2009), les
fraccions son punts a la recta numerica, és a dir nombres, pero els estudiants del nostre
estudi, tal com s’ha vist a la primera conclusié, han considerat la fraccié com a comparacié

part—tot i no tant com un nombre, en fer les propostes per ensenyar que és una fraccio.

D’altra banda, situar fraccions a la recta numerica pot comportar més dificultats que
identificar fraccions a partir del model d’area amb la interpretacié part—tot, ja que la recta
numerica té unes caracteristiques diferents (Petit et al., 2010). Aquestes dificultats per situar
fraccions a la recta numerica s’han detectat en la nostra recerca (conclusions 5 1 23 de

I'objectiu 1 1 conclusié 16 de 'objectiu 2) i també en la de Domoney (2002).

14) Tots els estudiants que han utilitzat el model d’area per representar fraccions
graficament en activitats de la seqiiéncia ho han fet a partir d’unitats representades

per una sola regi6 i dividides en parts de la mateixa forma i la mateixa area.

A Thora de dividir la unitat en parts iguals, en el model d’area, tots els estudiants han dividit
una unitat o totes en parts que tenen la mateixa forma 1 la mateixa area. Només un
estudiant ha presentat una unitat dividida en parts iguals en que les parts tenen diferent
forma. Lamon (2012) argumenta que, en el procés de particid, 'accié de dividir un conjunt
O unitat en parts que no se superposen ni sén buides, concretament en el contingut de

fraccions, cal que les parts tinguin la mateixa area. D’acord amb aquesta definicio, les parts
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no han de tenir la mateixa forma. Els estudiants d’aquesta recerca, pero, han considerat
unitats dividides en parts de la mateixa forma i la mateixa area en les activitats de la

seqiiencia.

Els estudiants, a més, sempre han representat cada unitat com una sola regio; en cap cas
s’ha considerat la unitat com un grup de regions, com ara dos cercles o dos rectangles. Tot 1
que el concepte d’unitat és molt important en ensenyament de les fraccions perque en
condiciona tant la interpretacié com el significat (Carpenter et al., 1993; Lamon, 2012; Petit
et al,, 2010), els estudiants de mestre d’aquesta recerca revelen un coneixement molt limitat
de I'ensenyament del concepte d’unitat en mostrar que la unitat només es pot representar

com una sola regio.

Aquests resultats indiquen una limitaci6 en els coneixements dels estudiants de mestre per
ensenyar continguts de fraccions, concretament sobre el significat de la unitat i del procés
de partici6é quan utilitzen models d’area. Els estudiants tenen molt present que una unitat es
representa amb una regio 1 esta dividida en parts iguals quan les parts tenen la mateixa area i
la mateixa forma i, tot 1 que aixo no vol dir que no sapiguen que una unitat també pot estar
dividida en parts iguals quan les parts no tenen la mateixa forma pero si la mateixa area, ni
que una unitat no es pugui representar amb més d’una regio, segons les conclusions 2 1 8 de
I'objectiu 1, en aquesta recerca també s’evidencia que mostren mancances a ’hora de
comprendre el procés de particio i el significat de les unitats, i no només en 'ensenyament

d’aquests continguts.

Aquesta relacié entre els coneixements 1 el seu ensenyament té molt sentit, ja que si els
estudiants de mestre no saben prou bé que vol dir que una unitat esta dividida en parts
iguals, dificilment podran ensenyar aquest contingut d’una manera adequada; el mateix

serveix per al significat de la unitat i el seu ensenyament.

15) La majoria d’estudiants han representat graficament fraccions més petites que
la unitat, tant si han utilitzat el model d’area com el model de grup o el model de

longitud.

Gairebé tots els estudiants d’aquesta recerca han representat graficament fraccions més
petites que la unitat. Aquest fet mostra que els estudiants de mestre gairebé no s’han
plantejat ensenyar la representacié de fraccions més grans que la unitat, possiblement
perque, com a alumnes de primaria i secundaria, han tingut poques experiéncies amb
aquesta representaci6. Tant a fora de 'aula com matematicament parlant, es té la idea que la
fracci6 és la part petita d’alguna cosa, com pot ser un tros de pizza o una part d’un tot,
interpretacions que no es poden aplicar a fraccions més grans que la unitat (Wu, 2009). A
partir dels resultats del questionari i de la seqiiéncia, s’ha evidenciat que els estudiants

d’aquesta recerca han interpretat principalment la fraccié com a comparacié part—tot, una
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interpretacié que possiblement els ha limitat a representar fraccions més petites que la

unitat.

El concepte d’unitat també és important en la representacié de fraccions: tindrem una
fraccié o una altra segons la unitat que triem (Lamon, 2012). Forca estudiants de la nostra
recerca han tingut dificultats en el qliestionati a ’hora de representar la fraccié 12/5, amb la
qual cosa han revelat que els costava escollir la unitat adequada. Aquestes dificultats per
representar fraccions més grans que la unitat també poden haver condicionat que els
estudiants no n’hagin representat a les activitats de la seqiéncia. En la recerca de Tobias
(2013) també es mostren les dificultats dels estudiants de mestre en relacié amb la

comprensi6 de la unitat i de la identificacié de fraccions segons com es consideri la unitat.

16) Els errors que han fet alguns estudiants relacionats amb les representacions
grafiques de la seqiiéncia es poden classificar en tres grups: no dividir la unitat en
parts iguals, demanar ''quants'" en comptes de la part que representa i no
representar correctament fraccions a la recta numeérica. Aixi mateix, els estudiants

han comés alguns errors que no formen part del contingut de fraccions.

Només s’han detectat errors en poc menys d’'un 10 % de les representacions grafiques que
s’han plantejat en totes les activitats de la seqiiéncia. Segons el model proposat (area, grup o

longitud), s’ha fet una tipologia d’error o una altra.

En les representacions grafiques a partir del model d’area, 'error ha consistit a no dividir la
unitat en parts iguals, ja que s’ha dividit la unitat en parts de diferent area. Dels estudiants
que han fet aquest error, hi ha un grup de tres estudiants que I’han comes en proposar
cercles dividits en tres i cinc parts. Aquests estudiants no han tingut en compte una de les
regles que Lamon (2012) suggereix que els mestres recomanin als alumnes a ’hora de fer
particions: “Quan escollim una forma per utilitzar, per exemple, en la representacié d’una
coca, anticipem el nombre de trossos que necessitarem per triar la forma en consequiéncia.

A vegades és més facil utilitzar una coca rectangular en comptes d’una de circular” (p. 173).

Aixi doncs, alguns estudiants de mestre de la nostra recerca presenten un coneixement molt
intuitiu a ’hora de fer les particions que els mena a cometre 'error de dividir cercles en
parts que no son iguals. En la recerca de Pothier i Sawada (1983), duta a terme amb nens de
parvulari a tercer de primaria, s’observa que I'aprenentatge del procés de particié segueix de
manera successiva cinc nivells, quatre dels quals es dedueixen com a conseqiiencia logica
dels altres. Amb els resultats de la recerca de Pothier i Sawada (1983) a la ma, es dedueix
que Paprenentatge del procés de particié no és trivial i que potser alguns estudiants de
mestre que s’han equivocat en dividir la unitat en parts iguals no tenen prou coneixement
d’aquest contingut. Aixo pot haver condicionat que fessin representacions grafiques

incorrectes en la seqiiencia.
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En les representacions grafiques a partir del model de grup, I'error ha consistit a fer una
pregunta equivocada: s’ha demanat “quants” en comptes de “quina part”. Només dos
estudiants han fet aquesta tipologia d’error, un d’ells interpretant la fracci6 com a
comparaci6 part—tot i, 'altre, com a operador. En el primer cas, donat un grup d’objectes
de dos colors, I'estudiant de mestre demana quants objectes hi ha d’un dels colors en lloc
de quina part del total representen els objectes d’'un color determinat. L’estudiant que ha
interpretat la fracci6 com a operador també fa aquest mateix error: mostra la imatge d’un
grup de bartets i exposa que “2/3 dels bartrets sén blaus”. A continuacié pregunta: “Quants
barrets hi ha?””. No cal utilitzar fraccions per resoldre aquest problema; simplement n’hi ha

prou comptant els barrets de la imatge.

Aquesta dificultat per diferenciar “quina part” de “quants” també s’observa entre els
estudiants de I’estudi de Tobias (2013), tot i que no la tenen els tres estudiants de mestre de
la recerca de Rosli et al. (2011). En tot cas, la diferenciacié entre “quina part” 1 “quants” és
un aspecte que Carpenter et al. (1993) consideren necessari per entendre el concepte de
nombre racional. De la mateixa manera, Lamon (2012) argumenta que quan es fan
preguntes en els problemes de fraccions es vol que la resposta sigui “quina part de la pizza”
1 no “2 trossos”. Els dos estudiants que han comes aquest error demostren no tenir clara

aquesta diferenciacio.

En les representacions grafiques a partir del model de longitud, dos estudiants no han sabut
representar correctament la recta numeérica amb I'objectiu de situar-hi fraccions. Un dels
dos estudiants planteja una activitat en queé cal situar la fracci6 2/5 i per aixo mostra la recta
numerica amb un 1iun 51 les marques entre 115, una per a cada nombre natural entre I'1 i
el 5. L altre estudiant proposa una activitat en que cal situar fraccions amb denominador 10
1 per aixo dibuixa una recta numeérica marcant els numeros 1 1 10. Aquests estudiants
revelen no tenir prou coneixement de la interpretacié de la fraccié com a mesura ni tampoc
de les caracteristiques de la recta numerica: com es defineix la unitat, com es defineixen les
“parts iguals” i que indica la fraccié. Segons Petit et al. (2010), la unitat és una unitat de
distancia o longitud, les parts iguals tenen una distancia igual i la fraccié indica la

localitzacié d’un punt en relacié amb la distancia de zero respecte la unitat definida.

Aquest error en localitzar una fraccié a la recta numerica també el cometen tres dels quatre
mestres de la recerca de Domoney (2002). Es mostra una recta que té una longitud de 5
unitats i en la qual hi ha marcats els nombres del 0 al 3. Es demana als quatre estudiants
que situin la fracci6é 3/5 a la recta i tres d’ells marquen la posicié del nombre 3 interpretant

que la recta numerica esta dividida en parts.

Domoney (2002) argumenta que aquest error pot estar condicionat per demanar de situar
una fraccié amb denominador 5 en una recta on hi ha marcades les unitats fins a cinc. Pero

la coincidéncia amb els resultats de la nostra recerca fa pensar que es deu a les mancances
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dels estudiants de mestre de la recerca de Domoney per entendre les caracteristiques de la
recta numerica, ja que els dos estudiants de la nostra recerca han dibuixat la recta ells
mateixos i precisament també ’han dibuixat de longitud 5 i 10. Possiblement els errors dels
estudiants de mestre en situar fraccions a la recta numerica vénen més condicionades per la
dificultat d’entendre que les unitats es defineixen amb nombres, sén continues i estan
connectades, a diferencia de les unitats del model d’area, que estan fisicament separades. Es
tenen continues iteracions de la unitat 1 cada unitat es divideix en continues subdivisions
(Petit et al., 2010).

Volem destacar que no tots els estudiants que han fet errors en les representacions de la
sequencia s’han equivocat en el contingut de fraccions. Un estudiant que ha dibuixat un
rectangle en una activitat ’ha identificat erroniament com un quadrat, i un altre estudiant
que interpreta i representa la fraccié d’'un nombre escriu el procés de calcul en una igualtat
de manera incorrecta, ja que el que hi ha a cada costat de la igualtat no té el mateix valor. Si
bé aquests errors no sén de fraccions, cal tenir-los presents, perque aquests estudiants,
quan siguin mestres, hauran d’ensenyar tots els continguts de matematiques del curriculum

de primaria, i no només els que fan referencia al tema de les fraccions.

8.1.3 Conclusions respecte a les relacions entre els coneixements sobre fraccions i
els coneixements sobre I’ensenyament de les fraccions dels estudiants de

mestre

El tercer objectiu especific d’aquesta test és:

Descriure, analitzar i interpretar relacions entre els coneixements sobre les fraccions i els
coneixements sobre ensenyament de les fraccions dels estudiants de primer curs del

Grau de Mestre d’Educacio Primaria.

Aquesta recerca ens ha permeés de determinar un conjunt de conclusions que fan referéncia
a diferents aspectes de la relacié entre els coneixements sobre fraccions i sobre
I'ensenyament de fraccions dels estudiants de mestre. Algunes conclusions fan referéncia a
un sol contingut de fraccions, mentre que d’altres abasten més dun contingut.

Concretament, s’han extret conclusions sobre:

La relaci6 entre el significat de fraccié en les respostes del qiiestionari i la seqiiencia
d’activitats

» Ta relaci6 entre la definicié de fraccié en les respostes del questionari i la definicié de
fracci6 en les explicacions teoriques de la seqiiencia (conclusio 1).
» Ja relaci6 entre la definicié de fraccié en les respostes del qiiestionari i la definicié de

numerador i denominador en les explicacions teoriques de la seqiiéncia (conclusio 2).
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La relaci6 entre la definicié d’equivaléncia de fraccions en les respostes del qliestionari i la

sequiencia d’activitats

» La relaci6 entre la definici6 de fraccions equivalents en les respostes del qliestionari i les

explicacions teoriques sobre equivaléncia de fraccions en la seqiiencia (conclusions 3 i

4).

La relaci6 entre les respostes del qiiestionari sobre comparacié de fraccions i les

explicacions teoriques sobre comparacié de fraccions en la seqiencia d’activitats

» Ja relaci6 entre els errors comesos en les respostes de les preguntes sobre comparacid
de fraccions del qliestionari i les explicacions teoriques sobre comparacié de fraccions
en la seqiiencia (conclusié 5).

* La relaci6 entre els procediments utilitzats per resoldre les preguntes sobre comparacié
de fraccions amb denominadors diferents del qiiestionari i els procediments proposats
en les explicacions teoriques sobre comparacié de fraccions amb denominadors

diferents en la seqtiencia (conclusi6 6).
A continuaci6 s’exposa cadascuna de les conclusions explicada amb detall.

1) No s’evidencien relacions de dependéncia entre com els estudiants defineixen
fraccié6 en respondre un qiiestionari o com defineixen fraccié6 en plantejar una

seqiiéncia d’activitat d’ensenyament.

La majoria dels estudiants que han donat explicacions teoriques a la sequiéncia per definir
fraccié, I’'han definit de manera diferent que en el qiestionari. Només dos dels setze
estudiants han mantingut la mateixa definici6 en el qliestionari i en la sequiéncia; han definit
la fraccié com a part d’una unitat. Els altres hi han afegit explicacions o n’han deixat de fer,
com per exemple comentar o deixar de dir que la fraccié és un nombre, o bé han modificat
totalment la definicié, com en el cas d’explicar en el questionari que la fraccié és una

proporcio i, en la seqiiencia, que és un repartiment.

Aquests resultats ens permeten dir que la manera com els estudiants de mestre defineixen
fraccié en la seqiiencia, amb 'objectiu d’ensenyar-ne el significat, no ve determinada per la
manera com defineixen fraccié en respondre el qliestionari. En efecte, no mobilitzen els
mateixos coneixements sobre el significat de fraccié en una situacié de planificacié
d’ensenyament del significat de fraccié que quan se’ls demana aquest significat en un

questionari de coneixements.

Des del nostre punt de vista, les causes d’aquestes diferencies entre les definicions donades
en respondre el qliestionari i les que donen en les explicacions de la sequiéncia, poden ser
diverses. Per una banda, la poca comprensié del significat de fraccié que tenen els

estudiants no ajuda a mantenir la mateixa definicié en el qiiestionari i en la seqiiéncia. Per
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Ialtra, el fet d’haver pogut consultar documents complementaris, com el curriculum o
llibres de text, per proposar la seqiiéncia perd no per contestar el qiiestionari, pot haver

propiciat que definissin fraccié de manera diferent en el quiestionari 1 en la seqiiencia.

En aquest sentit, s’evidenciaria la rellevancia dels materials curriculars per als estudiants de
mestre en la planificacié d’activitats per ensenyar continguts de fraccions. De fet, Shulman
(1987) apunta als materials curriculars com a font de construccié del coneixement didactic
dels mestres. En la nostra recerca, els materials curriculars encara poden tenir més
protagonisme, perque els estudiants encara no havien fet cap assignatura de didactica de la
matematica i presentaven uns coneixements poc aprofundits dels continguts de fraccions i

del seu ensenyament.

No només la consulta dels materials curriculars pot ser un condicionant de la definicié de
fraccio a la seqiiencia, sin6 que el record dels estudiants de quan eren alumnes de primaria
o secundaria també pot haver influit a I’hora de donar la definicié6 en la seqiéncia.
L’experiencia de quan s’és alumne (aprenentatge de 'observacid) també és una de les fonts

de construccié del coneixement didactic dels mestres, tal com observa Grossman (1990).

En resum, sigui quina en sigui la causa, els estudiants de mestre del nostre treball han
plantejat definicions de fraccié en les activitats d’ensenyament diferents de les que han
donat en respondre el questionari. Aixi doncs, que defineixin fracci6 d’una determinada

manera en un qiestionari de coneixements no vol dir que plantegin ensenyar-ho igual.

2) Els estudiants de mestre han plantejat ensenyar el significat de numerador i de
denominador a la seqii¢ncia basant-se en les interpretacions de fraccié com a
comparacié part—tot i com a repartiment, independentment de com han definit

fracci6 en el qiiestionari.

Tots els estudiants que han definit que és el numerador i que és el denominador a la
seqiiencia ho han fet a partir de dues interpretacions de fraccid, comparacié part—tot i
repartiment, independentment de com havien definit fraccié6 en el questionari. De fet,
gairebé la meitat d’estudiants que han definit el numerador i el denominador a partir de la
interpretacié de fraccié part—tot en la seqiiencia, han definit fraccié de manera diferent en

el qliestionari i també en la seqiiencia.

Amb aixo, veiem que els estudiants presenten la idea d’ensenyar la definicié del numerador
1 del denominador com a comparacié part—tot, coincidint amb la interpretacié de fraccio
que se sol ensenyar a 'escola (Lamon, 2012). Possiblement proposen ensenyar que és el
numerador i el denominador amb aquesta interpretacié condicionats pel record de com van
veure-ho ensenyar en les etapes d’escolaritzacid, ja que, a més, no coincideix en com els

mateixos estudiants defineixen fraccié en el qiiestionari ni tampoc en la seqiiencia.
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Aquesta idea de considerar I'experiencia dels alumnes com a font del coneixement didactic
del contingut, com ja hem dit anteriorment, I’exposa Grossman (1990) en el col'lectiu dels
mestres, pero creiem que també és valida entre els estudiants de mestre. D’altra banda, tal
com s’ha comentat a la conclusié 1 d’aquest mateix objectiu, els materials curriculars també
poden haver influenciat en la proposta de la definicié de numerador i de denominador en la

sequencia.

Els resultats d’aquest estudi revelen que els estudiants de mestre tenen un coneixement
molt limitat del significat de fracci6 i del seu ensenyament, i emfasitzen la interpretaci6 de
fracci6 com a comparacié part—tot quan defineixen numerador i denominador en una
proposta d’ensenyament, condicionats per Iexperiéncia com a alumnes i els materials
curriculars consultats, pero independentment de com hagin definit fraccié per mostrar els

coneixements que tenen d’aquest contingut.

3) S’aprecien diferéncies en les explicacions d’equivaléncia de fraccions en funcié
de si els estudiants de mestre les plantegen en una activitat d’ensenyament o en un

qiiestionari per mostrar els seus coneixements.

Dels sis estudiants que han donat explicacions teoriques i exemples sobre equivaléncia de
fraccions en les activitats de la seqiiencia, només dos mantenen en la seqii¢ncia el mateix
tipus d’explicaci6 que donen en definir l'equivalencia de fraccions en respondre el
questionari. Arran d’aixo, es detecta que, per planificar les activitats de la seqiiencia, dues
terceres parts dels estudiants no han mobilitzat unicament els coneixements sobre
equivalencia de fraccions que revelen al questionari. De fet, alguns han canviat totalment el
tipus d’explicacié a I’hora d’elaborar les activitats de la seqiéncia, com és el cas dels
estudiants que al questionari han definit equivaléncia de fraccions a partir d’explicacions

conceptuals, mentre que a la seqiiéncia ’han explicat a partir de procediments de calcul.

Aquests resultats indiquen que, per una banda, els estudiants de mestre tenen uns
coneixements determinats sobre 'equivalencia de fraccions i, per I’altra, en tenen uns altres
sobre com s’ensenya aquest contingut. Es a dir, es diferencia el coneixement del contingut
del coneixement per ensenyar aquest contingut. En el marc del coneixement matematic per
a 'ensenyament (MKT) de Ball et al. (2008), aixo es tradueix en la diferenciaci6 entre el
coneixement comu del contingut i el coneixement especialitzat del contingut o, en termes
més generals, segons Shulman (1987), a diferenciar el coneixement del contingut i el

coneixement didactic del contingut.

D’aquest treball es despren, d’acord amb Grossman (1990), tal com hem comentat
anteriorment, la importancia de I'experiéncia d’observar com els mestres ensenyen en les
etapes de primaria i secundaria i, d’acord amb Shulman (1987), la rellevancia dels materials
curriculars consultats, per construir els coneixements per a 'ensenyament. Considerem que

aquestes dues fonts per al disseny de les activitats d’ensenyament sén presents en la nostra
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recerca pel fet que els estudiants no havien fet cap assignatura de didactica de la

matematica.

Tenint aixo en compte, no podem afirmar que els coneixements sobre equivaléncia de
fraccions que tenen els estudiants no condicionin en cap sentit els coneixements sobre
I'ensenyament d’aquest contingut, pero si que creiem que els coneixements dels estudiants
sobre I'ensenyament de I'equivaléncia de fraccions son diferents del coneixement sobre
equivalencia de fraccions que es mostra en una situacié que no es contextualitza en
I'ensenyament i té altres condicionants, com ara I'experiencia com a alumnes de primaria i

secundaria i també els materials didactics consultats.

4) En les activitats de la seqiiencia per ensenyar ’equivaléncia de fraccions,
s’observa un augment de les explicacions procedimentals i una disminuci6 de les
conceptuals en relaciéo amb les explicacions que es donen per definir Pequivaléncia
de fraccions en el qiiestionari. Aixi mateix, els estudiants han prioritzat les
explicacions  procedimentals per explicar Iequivaléncia de fraccions

independentment de com han definit Pequivaléncia de fraccions en el qiiestionari.

Tal com hem dit a la conclusié anterior, els estudiants han explicat de manera diferent
I'equivalencia de fraccions en planificar una activitat per ensenyar aquest contingut que en
respondre una pregunta en un questionari per mostrar els coneixements que en tenen.
Draltra banda, la diferéncia principal entre les explicacions en el qiiestionari 1 en la
seqiiencia és que, en aquesta, els estudiants han recolzat les explicacions per ensenyar
Pequivaléncia de fraccions en procediments de calcul. Es a dir, en la seqiiencia hi ha un
augment de les explicacions a partir de procediments de calcul i una disminucié de les
explicacions conceptuals respecte a les que es donen en el questionari. De fet, tots els
estudiants expliquen en la seqiiencia procediments de calcul, si bé també alguns n’expliquen

de conceptuals.

A la conclusi6 anterior s’ha explicat la diferéncia entre els coneixements sobre
I'equivalencia de fraccions i els coneixements sobre 'ensenyament d’aquest contingut d’uns
quants estudiants de mestre d’aquest estudi. En aquesta conclusio, volem emfasitzar que
una diferencia principal entre aquests coneixements ¢és el fet que els estudiants plantegen
ensenyar Iequivalencia de fraccions de manera procedimental, encara que tinguin alguns

coneixements d’aquest contingut de tipus conceptual.

Els estudiants de mestre d’aquesta recerca, tot 1 que utilitzen algoritmes procedimentals per
definir fraccions equivalents en el qlestionari, també donen algunes explicacions
conceptuals. El més rellevant és que en el disseny de les activitats per ensenyar
I'equivalencia de fraccions no mantenen aquestes explicacions conceptuals. Les propostes
procedimentals poden estar influenciades per la seva experiencia com a alumnes

(Grossman, 1990), a partir de I'observacié de 'ensenyament d’aquest contingut de manera
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procedimental per part dels seus mestres i professors de primaria i secundaria. D’acord
amb el que s’ha exposat al marc teoric, hem vist que s’evidencia un predomini de I'as dels
algoritmes procedimentals entre els estudiants de mestre per trobar fraccions equivalents
(Harvey, 2012; Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i Reeder, 2011). Aixo fa pensar que els
estudiants, per aprendre aquests continguts procedimentals, deuen haver vist en primera

persona I'ensenyament de I'equivaléncia mitjangant Ids de procediments de calcul.

A més, el fet que presentin coneixements conceptuals en el qiiestionari no vol dir que els
expliquin a la seqiéncia, pel fet que potser no saben que sén importants per ensenyar
I'equivalencia de fraccions, ja que a l'escola habitualment s’han transmes de manera

procedimental, tal com apunten alguns autors (Van de Walle et al., 2010).

Els resultats de I'analisi de la relacié entre els coneixements sobre Pequivaléncia de
fraccions i el seu ensenyament ens han permeés constatar que els estudiants de mestre no
tenen prou coneixement de com ensenyar 'equivaléncia de fraccions de manera conceptual,

tot i que en tenen alguns coneixements conceptuals.

5) Els estudiants que han plantejat explicacions per ensenyar la comparacié de
fraccions en la seqiiéncia han comeés errors en les respostes a les preguntes del

qiiestionari sobre comparacio de fraccions.

Els set estudiants que han explicat la comparacié de fraccions amb denominadors iguals
i/o denominadors diferents en la seqiencia han comes etrors en les respostes a les
preguntes del questionari sobre aquest contingut. Tots s’han equivocat en explicar com
comparar dues fraccions sense utilitzar el minim comt multiple. Tal com s’ha explicat
anteriorment a la conclusié 16 de lapartat 8.1.1, aquests estudiants presenten poc sentit
numeric en relacié amb la comparacié de fraccions, ja que, quan no han pogut utilitzar

coneixements procedimentals, no han sabut com resoldre la pregunta.

Es necessari subratllar que, malgrat que aquests estudiants han comeés diversos errors en les
respostes de les preguntes de comparacié de fraccions del questionari, han plantejat
activitats a la seqiiencia per explicar aquest contingut. Aquesta poca relacié entre el fet de
plantejar activitats sobre comparacié de fraccions i el poc coneixement que tenen del
contingut pot tenir dues explicacions: per una banda, aquest poc coneixement és el que
permet tenir prou confianga per plantejar activitats d’ensenyament d’aquest contingut, en la
linia del que mostra la recerca de Li i Smith (2007), en que els estudiants se senten més
preparats per ensenyar del que realment estan. Per Ialtra, els errors comesos en el
questionari tenen a veure principalment amb I"ds de continguts no procedimentals, mentre
que, a la seqiiencia, els estudiants es recolzen en procediments de calcul. Aixo fa pensar que
no tenir prou coneixements conceptuals sobre la comparacié de fraccions no impedeix que
els estudiants proposin ensenyar el contingut de manera procedimental i, per tant, no els és

un fre per plantejar-se ensenyar-lo, encara que sigui d’'una manera limitada 1 poc adequada.
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6) Els estudiants expliquen de manera diferent la comparacié de fraccions amb
denominadors diferents a la seqiiéncia i al qiiestionari, tot i que es mantenen en el

nivell procedimental.

Els dos estudiants que han proposat explicar la comparacié de fraccions amb
denominadors diferents a la seqiiencia ho fan a partir del procediment de “comparar els
resultats obtinguts quan es calcula cada fraccié de la quantitat que dona la multiplicaci6 dels
dos denominadors”. Un dels dos estudiants, a més, explica com comparar fraccions a partir
de comparar-ne les representacions grafiques. En canvi, en respondre la pregunta del
questionari en qué es demana comparar fraccions amb denominadors diferents sense
utilitzar el minim comu mdaltiple, tots dos cometen errors 1 utilitzen procediments diferents
que el que proposen a la seqiiencia. Aixi doncs, aquests dos estudiants han explicat de
manera diferent la comparacié de fraccions amb denominadors diferents en planificar una
activitat per ensenyar aquest contingut que en respondre una pregunta en un qiestionari

per mostrar els coneixements que en tenen.

Tenint en compte que han resolt de manera erronia la pregunta de comparacié de fraccions
amb denominadors diferents del quiestionari, possiblement s’han basat en algun material
curricular per proposar lactivitat de la sequencia. De nou, els resultats mostren la
importancia dels materials didactics en la planificacié d’activitats per ensenyar continguts de
fraccions. Com ja hem dit anteriorment, Shulman (1987) els considera una font de

construccio del coneixement didactic dels mestres.

Malgrat que els estudiants no tenen prou coneixements sobre la comparacié de fraccions,
tal com es detecta en les respostes del questionari, sén capagos d’explicar aquest contingut
en una activitat de la seqiiéncia perque es limiten a reproduir un procediment de calcul que
potser, com s’ha dit, han extret d'un material curricular que han consultat. Si haguessin
volgut explicar com comparar fraccions utilitzant altres estrategies que requereixen sentit
numeric, com ara I'"ds de nombres de referencia, possiblement haurien tingut més
dificultats. Aquestes mancances dels estudiants de mestre per comparar fraccions emprant
estrateégies diferents de les procedimentals es detecten en diferents recerques (Harvey, 2012;
Whitacre i Nickerson, 2011; Utley i Reeder, 2011).

Com també s’ha comentat anteriorment en el cas d’altres continouts de fraccions, la
bl

proposta per ensenyar la comparacié a partir de procediments de calcul també pot estar

condicionada per experiencia com a alumnes. Aquesta experiéncia és una de les fonts que

Grossman (1990) considera per a la construccié del coneixement didactic del contingut.
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8.1.4 Conclusions generals

Aquesta tesi té per objectiu general:

Descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels estudiants de primer curs del Grau
de Mestre d’Educaci6 Primaria sobre les fraccions i sobre 'ensenyament de les fraccions.

A continuaci6 s’explicaran les conclusions generals que s’han pogut extreure en relacié amb
els coneixements dels estudiants de mestre sobre les fraccions i sobre 'ensenyament de les
fraccions, aixi com les conclusions a qué s’ha arribat de la relacié entre els coneixements
sobre les fraccions i els coneixements sobre ensenyament de les fraccions dels estudiants

de mestre.
Coneixements dels estudiants de mestre sobre fraccions

Els resultats i les conclusions, exposats en els apartats i capitols anteriors, mostren algunes
caracteristiques dels coneixements sobre fraccions dels futurs mestres que han participat en
aquesta recerca. Per una banda, la majoria d’estudiants presenten un conjunt d’idees
estereotipades respecte a les fraccions, com ara la interpretacié de fraccié en que es basen,
els exemples de fraccions equivalents que donen, les estrategies utilitzades per explicar
I'equivalencia o la comparacié de fraccions o els algoritmes que empren per comprovar que
dues fraccions soén equivalents. En analitzar les idees que es repeteixen entre els estudiants,
s’observa que aquests tenen un coneixement molt limitat en alguns continguts de fraccions,

com en el cas de les interpretacions de fraccié diferents de la de comparaci6 part—tot.

Hi ha alguns continguts concrets en els quals la majoria d’estudiants han mostrat dificultats:
particié en parts iguals de la unitat, concepte d’unitat, representacié de nombres a la recta
numerica, comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents, estimacio
de suma de fraccions i també dificultats especialment importants en la densitat i infinitat

dels nombres racionals.

A banda de les dificultats anteriors, uns quants estudiants han comes errors en relacié amb
les fraccions: explicar erroniament els algoritmes per comprovar 'equivaléncia de fraccions,
utilitzar de manera incorrecta regles per comparar fraccions, comparar el nombre de parts
en comptes de I'area de les parts a ’hora de comparar fraccions i equivocar-se en els

algoritmes per sumar, restar, multiplicar i dividir fraccions.

Es rellevant que sén molts menys els continguts que la majoria d’estudiants dominen que
aquells en que presenten dificultats. Per exemple, han sabut explicar per que no es poden
sumar dues fraccions representades en unitats de diferent area i identificar una fraccié més

gran que la unitat representada graficament a partir d’un model d’area. Es destacable que
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els estudiants tenen un coneixement adequat dels procediments de calcul, ja que la majoria

dominen els algoritmes de calcul.
Idees estereotipades

Els estudiants de mestre presenten un seguit d’estereotips en relacié amb les fraccions. De
les cinc interpretacions de fraccié que Lamon (2012) defineix, la més present entre els
estudiants és la de comparacié part—tot. Fins i tot en explicar graficament que dues
fraccions son equivalents, es basen en aquesta interpretacié. En definir qué és una fraccio, a

més, fan poques referencies a les fraccions com a nombres.

Quant a la definicié de I'equivalencia de fraccions i la comprovacié que dues fraccions sén
equivalents, els estudiants han donat principalment explicacions conceptuals i
procedimentals 1 gairebé no s’han basat en representacions grafiques. Pel que fa a les
explicacions conceptuals, han definit les fraccions equivalents dient de manera majoritaria
que les fraccions sén el mateix nombre. Els estudiants que es recolzen en explicacions
procedimentals han utilitzat basicament ’algoritme de “multiplicar i/o dividir el numerador
1 el denominador per un mateix nombre” i en pocs casos han fet referéncia a ’algoritme de

“multiplicar en creu”.

En donar exemples de fraccions equivalents, els estudiants s’han referit a fraccions
equivalents a la fraccié 1/2 i al fet que el numerador i el denominador d’una de les

fraccions sén multiples del numerador i el denominador de Ialtra, respectivament.

Per comparar fraccions, els estudiants de mestre, com en el contingut d’equivaléncia, també
shan basat en explicacions conceptuals 1 procedimentals 1 en la comparacié de
representacions grafiques. En aquest contingut, pero, en les explicacions conceptuals han

comparat els nombres decimals que representen les fraccions que es comparen.
Dificultats

La majoria d’estudiants presenten dificultats en determinats continguts de fraccions. En
relacié6 amb la particié de la unitat, tots els estudiants consideren que una unitat esta
dividida en parts iguals quan les parts son congruents, pero, en canvi, la meitat afirma que
si les parts no tenen la mateixa forma encara que tinguin la mateixa area, la unitat no esta
dividida en parts iguals. Es a dir, tenen la idea que dividir una unitat en parts iguals significa

dividir-la en parts de la mateixa area i la mateixa forma.

Respecte a la unitat, els estudiants tenen dificultats per interpretar-la en situacions en que es
pot referir a una regié6 o a més d’una. També presenten dificultats, derivades d’una poca
comprensio del concepte d’unitat, en la comparacié de fraccions representades en unitats
de diferent area. En aquest contingut, els futurs mestres no han tingut en compte que les

representacions de les fraccions s’han realitzat en unitats d’arees diferents. No comprendre
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bé el concepte d’unitat també pot ser una causa per la qual més de la meitat dels estudiants

han revelat dificultats per representar una fraccié més gran que la unitat.

Tot 1 que la representaci6 sobre la recta numerica és el que pot mostrar millor als alumnes
que és una fraccié (Wu, 2009), bona part dels estudiants de mestre presenten dificultats per

situar-hi fraccions.

En relacié amb la comparacié de fraccions, els estudiants presenten menys dificultats quan
es tracta de fraccions amb els numeradors iguals que quan cal comparar fraccions amb els

numeradors i els denominadors diferents.

Forca estudiants no han sabut plasmar amb una fraccié una situacié expressada amb un
percentatge, un nombre decimal o una raé. Es rellevant aquesta dificultat que tenen alguns
estudiants per expressar un percentatge o un nombre decimal en fraccions, ja que son
continguts presents en situacions de la vida quotidiana. Entenem que el cas de la ra6 és més

dificil 1 que probablement hi han tingut menys experiencies.

Pel que fa a les dificultats respecte al calcul amb fraccions, més de la meitat dels estudiants
no han sabut donar una estimacié correcta d’'una suma de fraccions; de fet, mostren més
coneixement a l’hora de sumar fraccions amb denominadors diferents que per fer
estimacions de sumes també amb denominadors diferents. Els estudiants també han revelat
pocs coneixements en representar graficament el procés d’una suma de fraccions i cap ha
sabut representar graficament una multiplicacié de fraccions. Relacionat amb el calcul,

forca estudiants han mostrat no tenir prou coneixement de la prioritat de les operacions.

La densitat i la infinitud dels nombres racionals sén dos dels continguts respecte als quals
més estudiants han mostrat mancances. Molts no han contestat correctament quan se’ls ha
preguntat quina és la fraccié més gran i quina és la fraccié més petita que coneixen. També
han revelat dificultats considerables per dir quantes fraccions hi ha entre dues fraccions i,

concretament, per trobar una fracci6 entre dues fraccions donades.
Errors

Uns quants estudiants han comes errors en I'equivaléncia, en la comparaci6 1 també en les
operacions amb fraccions. En el contingut d’equivaléncia, uns quants s’han equivocat en
explicar I'algoritme de “multiplicar i/o dividir el numerador i el denominador per un mateix

nombre” 1 també en presentar I'algoritme de “multiplicar en creu”.

En la comparacié de fraccions, han tingut en compte el nombre de parts en que s’ha dividit
la unitat en comptes de I'area. En comparar fraccions amb numeradors i denominadors
diferents, alguns estudiants han utilitzat la regla de comparar els numeradors i els

denominadors, fet que els ha portat a una comparacié erronia.
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Alguns dels errors relacionats amb les operacions amb fraccions han tingut a veure amb la
realitzacié erronia dels algoritmes de calcul, com ara sumar numeradors i denominadors per
calcular una suma de fraccions. En multiplicar fraccions, un estudiant ha multiplicat en

creu. En la divisio, un altre ha multiplicat els numeradors i els denominadors.

Hi ha uns quants errors que no tenen res a veure amb les fraccions, pero que cal tenir en
compte perque son errors, igualment, de contingut matematic. Alguns exemples d’aquests
errors son interpretar el signe “ < “ de manera erronia, multiplicar 13 x 7 malament o no

saber descompondre el nombre 13 en factors primers.
Punt forts

Es important destacar els continguts que la majoria dels estudiants de mestre han mostrat
que dominen, tot 1 que sé6n molts menys que aquells en qué han comes errors o han

presentat dificultats.

Per exemple, han sabut explicar que no es poden sumar fraccions si estan representades en
unitats de diferent area. Aixi com no han tingut en compte 'area de la unitat en comparar
fraccions representades en unitats de diferent area, si que ho han sabut interpretar

correctament en la suma de fraccions representades en unitats d’arees diferents.

A Thora d’identificar una fraccié més gran que la unitat representada graficament a partir
d’un model d’area, hi ha més estudiants que consideren la unitat com un grup que els que la
consideren com una sola regi6. Tot 1 que han sabut identificar la fraccid correcta, no

podem determinar si saben que la resposta que donen vol dir que han considerat la unitat

com un grup.

La majoria dels estudiants ha sabut expressar amb una fraccidé una situacié que feia
referéncia a una fraccié d’un nombre. I, sobretot, cal esmentar que la majoria domina els

procediments de calcul per sumar, restar, multiplicar i dividir fraccions.
Coneixements dels estudiants de mestre sobre ’ensenyament de les fraccions

Els resultats i les conclusions, exposats en els apartats i capitols anteriors, mostren algunes
caracteristiques dels coneixements dels futurs mestres que han participat en aquesta recerca
en relaci6 amb Pensenyament de les fraccions. Els participants del nostre estudi no havien
cursat cap assignatura de didactica de la matematica en el moment de plantejar les activitats
per ensenyar fraccions i, tot 1 aixi, tots els estudiants van proposar activitats, encara que no
sempre prou adequades. Segurament, tal com diu Grossman (1990), van partir de la seva
experiencia com a estudiants a ’hora de triar els continguts de la seqtiencia i plantejar les

activitats i es van basar també en els materials curriculars consultats.
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De la mateixa manera que en el cas dels coneixements dels estudiants sobre fraccions que
acabem de veure, en lensenyament de les fraccions, la majoria presenten un seguit
d’estereotips sobre que ensenyar i com ensenyar-ho. Uns quants estudiants també han

comes errors en la planificacié de les activitats per ensenyar continguts de fraccions.
Idees estereotipades

Els estudiants de mestre d’aquesta recerca han escollit principalment tres continguts per
plantejar les activitats de la sequiéncia: significat de fraccid, suma i resta de fraccions. En
canvi, pocs han donat explicacions per ensenyar equivaléncia, comparacié o multiplicacio i
divisi6 de fraccions. Creiem que aquesta tendencia a ’hora de triar els continguts té a veure

amb la dificultat que comporten.

En definir fracci6 en la sequiencia d’activitats, els estudiants es basen majoritariament en la
interpretacié de la fraccié com a comparacié part—tot, sense explicar que la fraccié és un
nombre. En les explicacions dels altres continguts de fraccions, els estudiants o bé s’han
basat també en la interpretacié part—tot o bé no s’han basat en cap; per tant, gairebé no
s’han tingut en compte les interpretacions de fraccié com a repartiment, operador o

mesura. En cap cas s’ha partit de la interpretacié com a raé.

Els estudiants plantegen ensenyar els continguts de comparacio, equivaléncia, suma, resta,
multiplicacié 1 divisi6 de fraccions a partir de regles i procediments de calcul sense

potenciar la inducci6é d’aquestes regles o procediments de calcul.

En el contingut de 'equivaléncia, es recolzen de manera predominant en procediments de
calcul. En lexplicaci6é de la comparacié de fraccions, a I’hora de comparar fraccions amb
denominadors iguals o numeradors iguals o quan comparen fraccions amb la unitat, es
basen en regles com ara comparar els numeradors o els denominadors. En el cas de
I'ensenyament de la comparacié de fraccions amb numeradors i denominadors diferents,
proposen un procediment de calcul per decidir quina fraccié és més gran: “Comparar els
resultats obtinguts quan es calcula cada fracci6 de la quantitat que dona la multiplicaci6 dels

dos denominadors™.

Les propostes dels estudiants de mestre per ensenyar la suma o la resta de fraccions amb
denominadors iguals s’han centrat a explicar el procediment de “deixar el mateix

denominador i sumar o restar els numeradors”, i les propostes per ensenyar a sumar o

>
restar fraccions amb denominadors diferents s’han centrat a presentar l'algoritme de
“trobar fraccions equivalents a les inicials i sumar les fraccions”. En el contingut de la
multiplicacié, els estudiants també han basat les seves explicacions en un algoritme,
“multiplicar numeradors i multiplicar denominadors”. De manera analoga, en la divisié

s’han centrat a explicar els algoritmes de “multiplicar en creu” o d’‘invertir i multiplicar”.
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St bé no tots, for¢a estudiants han proposat exemples per il-lustrar les explicacions
teoriques sobre els continguts de fraccions. En aquests exemples també es detecten
coincidencies. La representacié més utilitzada ha estat el simbol matematic, seguida de la
imatge i del context real. Es pot dir que no hi ha representacions a partir d’una expressio
verbal ni d’un objecte. Quant als exemples que s’han proposat per explicar les operacions
amb fraccions, molt pocs estudiants han representat graficament el procés de les

operacions.

Fixant 'atencié en les representacions grafiques que han fet els estudiants en totes les
activitats de la seqii¢ncia, s’observa que el model d’area és present en totes les seqiiéncies.
En canvi, els models de grup i de longitud gairebé no s’han tingut en compte. Tots els
estudiants que han utilitzat el model d’area per representar fraccions graficament, han
donat unitats representades per una sola regi6 i dividides en parts de la mateixa forma i la
mateixa area. A més, les fraccions que s’han representat eren principalment fraccions més

petites que la unitat.
Errors

Els estudiants de mestre han comés pocs errors en les explicacions i els exemples que han
donat a la sequéncia, possiblement perque expliquen regles 1 procediments de calcul, posen
exemples molt elementals, es basen en la interpretacié de fraccié com a part—tot i utilitzen
el model d’area en les representacions. També es pot deure al fet que poden haver consultat

els exemples i procediments que exposen en materials curriculars.

Tampoc s’ha detectat un nombre gaire elevat d’errors relacionats amb les representacions
grafiques de la seqiiencia. Els errors que han fet uns quants estudiants es poden classificar
en tres grups: no dividir la unitat en parts iguals, demanar "quants" en comptes de la part

que representa i no representar correctament fraccions a la recta numerica.

Malgrat que sén pocs, uns quants estudiants han comes errors que no formen part del
contingut de fraccions. Aquests errors també s’han de tenir en compte pel fet que tenen a
veure amb altres continguts de matematiques que aquests estudiants hauran d’ensenyar

quan siguin mestres.

Relacions entre els coneixements sobre fraccions i els coneixements sobre

Pensenyament de les fraccions dels estudiants de mestre

Lanalisi de les relacions entre els coneixements sobre significat de fraccid, comparacio i
equivalencia de fraccions i els coneixements sobre ’ensenyament d’aquests continguts que
tenen els estudiants de mestre mostra que hi ha diferéncies entre aquests coneixements

quan es contesta el qliestionari o quan es proposa una activitat d’ensenyament.
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La majoria dels estudiants ha explicat de diferent manera el significat de fraccio,
Iequivaléncia 1 la comparacié de fraccions en el qlestionari 1 en la seqiencia. Sobre els
continguts d’equivaléncia i comparacié de fraccions, els estudiants de mestre d’aquesta
recerca han fet explicacions en la seqiiéncia recolzant-se en els procediments. En
Iequivaléncia, augmenten les explicacions procedimentals en la seqiiencia respecte al
questionari i, en la comparacié, es mantenen les explicacions procedimentals en el

questionari i en la seqiiéncia, tot 1 que es proposen procediments diferents.

Pel que fa al significat de fraccid, la majoria d’estudiants defineixen fraccié de manera
diferent en el qliestionari i en la sequéncia, mentre que, en la sequéncia, defineixen
numerador i denominador basant-se en la interpretacié part—tot, independentment de la
manera com han definit fraccié en el qiiestionari. Aquests resultats ens permeten constatar
la importancia de considerar el coneixement del contingut de manera separada del
coneixement didactic del contingut, en termes de Shulman (1987), o el coneixement comu
del contingut de manera separada del coneixement especialitzat del contingut, prenent el
marc de referencia de Ball et al. (2008). A més, que els estudiants tinguin un determinat

coneixement sobre un contingut no vol dir que el mobilitzin quan proposen ensenyar-lo.

El fet que gairebé tots els estudiants hagin plantejat explicacions teoriques molt semblants
en cada un dels continguts (significat de fraccié, comparaci6 i equivalencia de fraccions),
tot i que en el questionari hagin donat respostes diferents, pot tenir diverses causes
entrellacades. Per una banda, encara que defineixin alguns continguts de manera
conceptual, com en el cas de l'equivaléncia de fraccions, possiblement no tenen un
coneixement conceptual prou complet per explicar aquests conceptes des d’aquest punt de

vista.

Per Ialtra, de manera general, el coneixement conceptual que han mostrat en el qliestionari
no el mobilitzen en les sequiencies; a més, gairebé tots els estudiants han donat explicacions
molt semblants en les activitats de la sequiencia en relacié amb aquests continguts. Aixi
doncs, creiem que, a banda dels coneixements propis, hi ha altres aspectes que condicionen
la manera com els estudiants han explicat aquests continguts: ’experiéncia com a alumnes
de primaria i secundaria i la consulta dels materials curriculars. El plantejament dels
continguts en la seqtiencia ens fa pensar que el record de com els van aprendre ha portat els
estudiants a tenir uns determinats coneixements sobre com s’ensenyen: en el cas de
I'equivalencia i la comparacié, de manera procedimental, i en el cas del significat de fraccio,
a partir de la interpretacié de fraccié com a comparacié part—tot. Aixi mateix, els materials
curriculars també poden haver condicionat la decisié de com plantejar aquests continguts

en les sequiencies.

Autors com Shulman (1987) han considerat els materials curriculars, entre altres aspectes,

com a font de construccié del coneixement didactic dels mestres. Aixi mateix, ens basem
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en Grossman (1990) per assenyalar I'experiencia com a font de construccié d’aquest
coneixement didactic del contingut. Tant Shulman (1987) com Grossman(1990) o
Hashweh (2013) fan referéncia a altres fonts importants per al coneixement didactic del
contingut, com ara el coneixement que els mestres adquireixen a partir de la practica o dels
cursos de formacié. En la nostra recerca, aquestes fonts no es poden tenir en compte
perque els estudiants no havien cursat cap assignatura de didactica de la matematica ni

tampoc tenien experiéncia ensenyant en una aula com a mestres.
8.2 Implicacions educatives

Al llarg d’aquesta tesi, s’han tractat diversos aspectes que poden convertir-se en
recomanacions per als formadors dels futurs mestres. Si bé aquesta recerca és un estudi de
cas, en veure la coincidéncia dels resultats del nostre treball amb els d’altres estudis, és
possible que les conclusions i implicacions educatives d’aquesta recerca puguin ser
considerades en altres grups d’estudiants amb caracteristiques semblants al nostre. Dels

resultats i les conclusions se’n deriven les implicacions segtients:

En dissenyar els programes de les assignatures de didactica de la matematica del
Grau de Mestre d’Educacié Primaria, cal tenir en compte que els estudiants
comencen els estudis a la Facultat d’Educacié amb unes idees estereotipades sobre

els conceptes relacionats amb les fraccions.

Els estudiants comencen el Grau de Mestre d’Educacié Primaria amb un seguit de
coneixements sobre les fraccions. En alguns casos, aquests coneixements sén molt limitats,
, , o .

s’orienten només cap a algun aspecte concret de les fraccions i es deixen de banda altres
aspectes rellevants. Per exemple, principalment fan referéncia a la fracci6 com a
comparacid part—tot i no es tenen en compte les altres interpretacions presentades al llarg
del treball. A més, no consideren la fraccié com un nombre, un aspecte important, com

s’ha vist, per entendre els nombres racionals a finals de primaria 1 a 'etapa de secundaria.

Altres idees estereotipades al-ludeixen als procediments que utilitzen per comprovar que
dues fraccions son equivalents o bé per comparar fraccions. Es repeteix també la mateixa

tipologia d’exemples o de representacions grafiques.

Tal com s’ha explicat en les conclusions de I'objectiu 3 1 en les conclusions generals, els
estudiants no sempre mobilitzen en les activitats d’ensenyament de fraccions els
coneixements que mostren en els qiiestionaris, pero és poc probable que puguin mobilitzar
els que no tenen. I si parteixen dels que tenen i aquests son insuficients o erronis, soén els
que transmetran als alumnes quan siguin mestres. Per tant, cal que els mestres tinguin un
bon domini dels continguts matematics i, en concret, dels relacionats amb les fraccions i, en

aquest sentit, cal tenir en compte quines idees presenten en comengar el grau.
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En dissenyar els programes de les assignatures de didactica de la matematica del
Grau de Mestre d’Educacié Primaria, cal tenir en compte que els estudiants
comencen els estudis a la Facultat d’Educacié amb determinades dificultats en

relacié amb els continguts de fraccions.

Malgrat que els estudiants de mestre, com s’ha vist en les conclusions, dominen alguns
continguts concrets de les fraccions, forca estudiants presenten certes dificultats en d’altres,
com poden ser el concepte d’unitat, representar nombres a la recta numerica, fer
estimacions, etc., i mostren dificultats greus en la densitat 1 la infinitat dels nombres. Com
en la implicacié anterior, cal dissenyar els programes docents de les assignatures amb

I'objectiu que els estudiants superin aquestes dificultats.

En dissenyar els programes de les assignatures de didactica de la matematica del
Grau de Mestre d’Educacié Primaria, cal tenir en compte que els estudiants
comencen els estudis a la Facultat d’Educacié amb unes idees estereotipades sobre

com s’ensenyen els continguts relacionats amb les fraccions.

En relacié amb els coneixements de les fraccions, els estudiants presenten també un seguit
d’idees estereotipades sobre com s’ensenyen. L.a majoria dels estudiants s’ha basat en la
interpretacié de comparacié part—tot en les activitats de la seqiiencia i plantegen ensenyar
els continguts de comparacio, equivaléncia, suma, resta, multiplicacio 1 divisié de fraccions
a partir de regles i procediments de calcul, sense potenciar la induccié d’aquestes regles o

procediments de calcul.

Es necessari, per tant, en les assignatures de didactica de la matematica del grau, tenir clar
que, encara que els estudiants no hagin assistit a cap sessié d’aquesta materia, tenen unes
idees preconcebudes de com s’ensenyen els continguts de fraccions. De fet, han pogut
dissenyar una sequéncia d’activitats abans de comengcar lassignatura en que haurien
d’aprendre a elaborar-les. Aixo vol dir que no només han d’aprendre a ensenyar
matematiques, siné que han d’aprendre a ensenyar matematiques modificant els
coneixements sobre ensenyament que presenten en iniciar els estudis de magisteri, ja que

en alguns casos no séon prou adequats.

En les assignatures de didactica de la matematica, s’hauria de considerar la
planificaci6 de seqiiencies d’activitats de fraccions com una activitat indispensable,
tant per avaluar els coneixements dels estudiants sobre Pensenyament de les
fraccions com per ajudar a millorar els coneixements dels estudiants de mestre

sobre les fraccions i el seu ensenyament.

En les sequencies d’activitats, s’ha vist quins continguts trien i quins coneixements de
fraccions mobilitzen a I’hora de planificar-les. En aquesta recerca, la seqiiencia s’ha

demanat als estudiants abans de cursar l'assignatura de didactica de la matematica, pero
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durant aquestes assignatures caldria realitzar tasques d’aquest tipus, tant per avaluar els
coneixements dels estudiants sobre 'ensenyament de fraccions com perque els estudiants

aprenguessin a dissenyar activitats adequades.

La sequéncia d’activitats és una tasca adient per millorar els coneixements sobre
Iensenyament de les fraccions i, per tant, per augmentar el coneixement especialitzat

d’aquest contingut 1 perque els estudiants millorin els seus coneixements de fraccions.

Seria desitjable que els estudiants, en comengar els estudis del grau de mestre,
presentessin menys dificultats en alguns continguts de les fraccions i no hi

tinguessin tantes limitacions.

Tot i que s’ha vist que els estudiants d’aquesta recerca no sempre mobilitzen els
coneixements que tenen sobre les fraccions en plantejar una activitat d’ensenyament
d’aquest contingut, com més coneixements tinguin de les fraccions i menys dificultats
presentin, millor, ja que si tenen moltes mancances en un contingut determinat, aquestes
limitacions poden condicionar-los quan siguin mestres a ’hora d’escollir els continguts a

ensenyar, de decidir d’on extreuen les activitats o d’ensenyar aquests continguts.
8.3 Limitacions i continuitat de la recerca

El temps de realitzacié d’una recerca és limitat i, per tant, sempre hi ha aspectes que es
podrien millorar. Els objectius i la metodologia de la investigacié han condicionat un seguit
de decisions preses en aquesta tesi que, un cop duta a terme, suggereixen millores que

caldria tenir presents en recerques futures.

Per una banda, considerar tots els continguts que s’han tingut en compte en el qliestionari
per descriure, analitzar i interpretar els coneixements dels mestres sobre aquests continguts
de fraccions, dona informacié més amplia i diversa sobre els coneixements dels mestres en
relacié amb les fraccions. Pero, per I’altra, estudiar tants continguts diferents fa que I’analisi
de dades sigui més complexa, perque cada contingut implica un estil d’analisi diferent

d’acord amb les caracteristiques del contingut.

Passa el mateix amb la sequéncia d’activitats. Demanar als estudiants una seqiiéncia
d’activitats tan oberta facilita que es puguin examinar aspectes que, altrament, no s’haurien
pogut analitzar, com ara la tria dels continguts per part dels estudiants o si plantegen
explicacions teoriques o no. Pero, sent tan oberta, també fa que no es puguin anticipar les
dades que se n’obtindran i, per tant, que hi hagi continguts dels quals s’extreguin menys

dades i, en conseqiiencia, menys informacio.

De les activitats que els estudiants van proposar a la seqiiencia es van analitzar només les
explicacions, els exemples per ensenyar continguts de fraccions i les representacions

grafiques. S’hauria de considerar la possibilitat d’analitzar més elements de la seqiiéncia per
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relacionar-los amb els resultats que s’han obtingut. Per exemple, es podria analitzar la
tipologia d’activitats, les preguntes, els principis didactics, la quantitat de continguts

diferents que es tracten, la tipologia d’activitats d’avaluacio, etc.

Precisament pel que s’acaba de dir més amunt, en plantejar una sequéencia oberta hi ha
continguts dels quals molt pocs estudiants han donat explicacions. Aix0 provoca que
s’hagin tingut poques dades dels coneixements dels mestres sobre 'ensenyament de les
fraccions en algun contingut concret i, per tant, que l’analisi de la relaci6 entre els
coneixements sobre les fraccions i els coneixements sobre I'ensenyament de les fraccions
només s’hagi pogut centrar en uns quants estudiants. Si es demanés com ensenyar un
contingut determinat, es tindrien les respostes de tots els estudiants del grup en relacié amb
I'ensenyament d’aquest contingut i, per tant, es podria veure si els resultats serien més

representatius del grup estudiat.

Hauria estat interessant fer entrevistes als estudiants per preguntar-los per que han donat
un tipus de resposta o un altre. D’aquesta manera s’hauria obtingut més informacié de les
motivacions que els han condicionat a fer determinades explicacions en el qliestionari i en

la sequiencia.

La realitzacié d’aquesta recerca obre interrogants per continuar investigant en relacié amb

els coneixements dels estudiants de mestre sobre les matematiques 1 el seu ensenyament.

Seria interessant investigar com els formadors ajuden els estudiants a superar algunes
limitacions en determinats continguts de fraccions. Per exemple, com ajudar a millorar els
coneixements dels futurs mestres respecte a les interpretacions de fraccid, per tal de superar
la idea tan persistent que les fraccions s’interpreten només com a comparacié part—tot,

sense tenir en compte que sébn nombres.

Una altra recerca relacionada amb aquesta tesi és la que es podria dur a terme amb
estudiants que ja haguessin fet totes les assignatures de didactica de la matematica. Es
podrien analitzar els coneixements sobre fraccions i els coneixements sobre 'ensenyament

de les fraccions dels estudiants de I'altim curs del grau.

Es planteja encara una altra possibilitat com a continuitat de la nostra recerca. Aquesta tesi
dona informaci6 dels coneixements dels estudiants sobre les fraccions i el seu ensenyament
sense que hagin cursat cap assignatura de didactica. Seria interessant analitzar els
coneixements en finalitzar I’assignatura de didactica i relacionar-los amb els coneixements

inicials.
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Annex

En el CD adjunt a aquesta tesi es poden trobar els documents segiients:

Annex 1. Questionari de fraccions.

Annex 2. Informes que contenen les respostes de tots els estudiants per cada pregunta del
questionari de fraccions.

Annex 3. Dades del qliestionari organitzades en taules per poder trobar les categories de
cada pregunta.

Annex 4. Exemples de seqliencies d’activitats realitzades pels estudiants.

Annex 5. Dades de la seqliencia organitzades en taules per poder trobar les categories de
cada aspecte analitzat.

Annex 6. Dades del quiestionari i de la seqiiencia organitzades en taules per poder-les

relacionar.

Annex 7. Calcul dels percentatges de les diferents interpretacions de fraccié i dels tipus de
representacions en la sequiencia.
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