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Capitulo 1 : Introduccién y Objetivos —-1-

CAPITULO 1

INTRODUCCION Y OBJETIVOS

1.1 INTRODUCCION

El gran avance tecnolégico de las tltimas décadas en el campo de los
ordenadores digitales, junto con el desarrollo de los métodos numéricos han
conducido a la extensiva utilizacién del ordenador para resolver cualquier tipo
de problema matematico.

Dentro del 4rea del andlisis estructural, las técnicas de resolucién por
el Método de los Elementos Finitos se han impuesto como las mas potentes,
versatiles y flexibles. Por ello, dichas técnicas son ya de uso comin para realizar
calculos de cualquier tipo relacionados con la mecénica estructural. El hecho
de que la capacidad y rapidez de los ordenadores, en especial los personales,
haya experimentado un fuerte aumento en los tiltimos anos, ha posibilitado que
hasta las mds pequefias empresas relacionadas con el mundo de la ingenieria
puedan abordar dichos célculos. Esta herramienta ha descargado al ingeniero
de la pesada tarea de realizar manualmente, y mediante fuertes simplificaciones,
los calculos relacionados con el anglisis de estructuras.

Otra herramienta, fundamental en el mundo de la ingenieria, y también
facilitada por los ordenadores, es el disefio asistido por ordenador. Mediante ésta
es posible visualizar rdpidamente la forma de los distintos disefios concebidos
por el ingeniero. Ademads, dicha herramienta permite confeccionar planos y
otras definiciones geométricas aliviando, de nuevo, al ingeniero de la realizacién
directa de los mismos.

Gracias a todo ello, el coste y el tiempo necesario para llevar a cabo los
procesos de diseno ha decrecido considerablemente en los tltimos anos, y la
labor del disefiador puede concentrarse en la toma de decisiones para conseguir
el mejor diseno posible. Sin embargo, la utilizacién de técnicas numéricas que
incidan directamente sobre dichas decisiones no ha experimentado un desarrollo
tan espectacular. Estas técnicas estdn encaminadas a proporcionar al ingeniero
informacién sobre las consecuencias derivadas de cada cambio realizado sobre un
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diseno, e incluso automatizar la toma de decisiones que conduzca a la obtencién
de un disefio éptimo bajo un determinado criterio.

El hecho de que el disefio éptimo asistido por ordenador no haya
experimentado el desarrollo esperado es debido no tanto al hecho de que sus
necesidades computacionales son importantes, como a que el desarrollo de
herramientas eficaces en este campo requiere la utilizacién de técnicas numéricas
muy diversas que generan una abundante problemética.

Por otro lado, no existe ningiin programa comercial de optimizacién
estructural que sea utilizable para cualquier tipologia estructural. Esto
es debido a la dificultad de generar una metodologia capaz de abordar el
problema de optimizacién relativo a cualquier tipologia. Esta carencia se refleja
principalmente en tres etapas distintas del proceso de optimizacién estructural:
la parametrizacién de los disefios, la generacién de mallas de elementos finitos
y la resolucién del problema matematico de optimizacién.

La parametrizacién de disefios consiste en la definicién completa de cada
uno de ellos a partir de una serie de variables que se denominan “variables de
disefio”. El proceso de optimizacién estructural trata, precisamente, de hallar
los valores de dichas variables que hagan minima una cierta funcién llamada
“funcién objetivo”. Dicha funcién es la expresién matematica del criterio que
se utilice para decidir cuando un disefio es mejor que otro. El problema de
optimizacién consta ademas de una serie de “restricciones” que son expresiones
en forma de igualdad o desigualdad y constituyen una serie de requisitos
que debe cumplir el disefio 6ptimo. Los posibilidades de parametrizacién de
los programas de optimizacidén estructural existentes en la actualidad estan
restringidas a ciertas familias de tipologias, por lo que su utilizacién es muy
limitada.

Durante el proceso de optimizacion estructural es preciso calcular el
comportamiento mecanico de cada disenio obtenido y las sensibilidades del
mismo respecto a los cambios de cada variable de disefio. Para ello se puede
utilizar el método de los elementos finitos, convenientemente desarrollado, para
proporcionar el calculo de sensibilidades. Por tanto, para cada disefio serd
necesario generar una malla de elementos finitos adecuada a la geometria del
mismo. Actualmente existen muy pocas técnicas de generacién de mallas que
sean capaces de llevar a cabo el mallado de cualquier geometria sin una fuerte
intervencion del usuario. Por otro lado, la utilizacién de una malla estructurada
que se mueva junto con el disefio durante todo el proceso de optimizacién puede
producir errores apreciables en el cdlculo debido a la no idoneidad de la misma
para las geometrias utilizadas.

A pesar del gran desarrollo que han experimentado los métodos de calculo
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por elementos finitos, no existe un uso generalizado de las técnicas de estimacién
de error para conocer el grado de precisién obtenido en un cilculo. Por ello,
en la inmensa mayoria de los casos, el calculista no conoce si la malla utilizada,
en un cierto cdlculo ha sido suficientemente adecuada para proporcionar unos
resultados con la precisién requerida. Tampoco son de uso generalizado las
técnicas de refinamiento o de remallado tendentes a proporcionar resultados
con una precision predeterminada, a base de realizar mejoras sobre las mallas
utilizadas. Hasta el momento, la generacién de las mallas de elementos finitos
utilizadas en los célculos se basa en la intuicién y la experiencia previa del
ingeniero calculista, pero sin la utilizacién de criterios objetivos que facilitan
dicha labor. Ademds, la mayoria de los algoritmos de generacién de mallas
no permiten un control muy directo de la forma y el tamafio de los elementos
generados. Este es el caso de los generadores de mallas estructurados que,
debido a su rigidez funcional, son incapaces de proporcionar unas prestaciones
suficientemente flexibles para el usuario.

Finalmente, a pesar de la gran cantidad de algoritmos existentes para
resolver el problema matematico de optimizacién [44F, la mayoria de ellos no
estdn especialmente adaptados a los problemas derivados de la optimizacién
estructural. Esto es debido, principalmente, a que dichos algoritmos se han
desarrollado en 4reas de conocimiento lejanas al calculo estuctural, y por
ello su comportamiento es adecuado a problemas en los cuales el caricter de
las funciones utilizadas es muy distinto al de las existentes en la mecinica
estructural.

1.2 OBJETIVOS

Los objetivos de este trabajo han consistido en realizar una serie de
aportaciones para solucionar las problematicas expuestas anteriormente. Para
ello se han llevado a cabo investigaciones en campos muy diversos: la estimacién
de errores, la generacién de mallas y la optimizacién estructural. Todo ello
ha conducido, finalmante, a la creacién de una metodologia para los procesos
de optimizacién estructural, en la cual estdn incluidas todas las aportaciones
realizadas en cada uno de los campos mencionados.

El primer objetivo ha sido el realizar una extensa recopilacién bibliogréfica
sobre el tema de la estimacién del error, y confeccionar un estado del arte que
pueda ser utilizado como referencia para esta y futuras investigaciones. En
esta recopilacién se han destacado los aspectos relativos. a la aplicacién de las
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técnicas de estimacién del error en los procesos de correcciéon automatica del
mismo. Estos procesos se llevan a cabo mediante refinamientos o remallados
automaticos que proporcionan, finalmente, soluciones con el grado de precisién
requerido.

Los procesos de remallado automitico precisan de la utilizacién de
potentes algoritmos de generacién de mallas capaces de funcionar sobre
cualquier tipo de geometria y que permitan, ademads, controlar el tamafio de
los elementos generados en cada zona de la misma. El segundo objetivo de este
trabajo ha sido el llevar a cabo una extensa labor de documentacion bibliografica
sobre los diversos algoritmos existentes para la generacion de mallas. Se ha
confeccionado un estado del arte sobre dicho tema que muestra el abanico de
técnicas de generacién existente en la actualidad.

Asimismo, se ha puesto un especial interés en la definicién de las
geometrias sobre las que se realizardn los calculos por elementos finitos. Se
ha desarrollado una metodologia que permita una definicién totalmente general
de las mismas utilizando un volumen de informacién lo més reducido posible.

A partir de la labor anterior se ha realizado realizacién de un programa de
ordenador para la generacién automéatica de mallas. Se ha pretendido que este
programa sea de uso general y pueda ser utilizado para mallar geometrias de
cualquier tipo, controlando la forma y el tamafio de los elementos utilizados. Se
ha puesto un énfasis especial en dotar a dicho programa de una gran versatilidad
en cuanto a las posibilidades para definir las geometrias a mallar. Este programa
se ha disefado para poder ser utilizado en dreas tan distintas como la dindmica
de fluidos o la mecanica estructural.

El tercer objetivo de este trabajo ha sido utilizar los conocimientos
adquiridos en los puntos anteriores para desarrollar una metodologia de calculo
por elementos finitos, utilizando procesos de remallados autométicos. En la
realizacién de dicha metodologia, se ha hecho especial hincapié en facilitar al
maximo la labor de entrada de los datos necesarios para definir cada proceso
de calculo. Mediante esa metodologia, y utilizando un volumen de informacién
muy reducido por parte del usuario, es posible definir un proceso de remallados
automdticos que proporciona una solucién final al problema planteado, cuyo
nivel de error asociado es inferior a una cota dada.

La metodologia anterior se ha plasmado en la realizacién de un programa
de cdlculo llamado 2DMOP. Mediante este programa se han resuelto una serie
de casos tipo que han permitido comprobar el buen funcionamiento de la
metodologia presentada, asi como comparar las aportaciones realizadas en este
trabajo con las técnicas ya existentes previamente.
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El cuarto objetivo de este trabajo ha sido la implementacién de todo el
desarrollo anterior dentro de los procesos de optimizacién estructural. Para
ello se ha desarrollado una nueva metodologia para dichos procesos que permite
solucionar la mayoria de los problemas comentados en el apartado 1.1. La
utilizacién de un volumen de informacién reducido para definir cada proceso
de optimizacién ha permitido parametrizar de forma muy general todos los
disefios a optimizar. Por ello, mediante la metodologia propuesta es posible
aplicar las técnicas de optimizacién estructural a una gran variedad de tipologias
facilitando mucho la labor del usuario de la misma.

La integraciéon de los procesos de remallado automatico, desarrollados
previamente, junto con las técnicas de estimacién de error y el cdlculo de
sus sensibilidades dentro de la optimizacién estructural ha permitido que la
metodologia propuesta precise de un volumen de informacién muy reducido
para la definicién de los problemas de optimizacién planteados.

Asimismo, la utilizacién de las técnicas de estimacién de error dentro
de la metodologia propuesta asegura que los disefios finales obtenidos estaran
calculados con un error asociado inferior a una cota suministrada por el usuario.
De esta forma se asegura que un nuevo ciculo mas preciso del mismo no revele
que alguna de las restricciones impuestas ha sido violada.

La metodologia propuesta se ha implementado en un programa de
ordenador, llamado SAMOP, que ha permitido comprobar la potencia de la
misma. Mediante dicho programa se han resuelto una serie de problemas
de optimizacién estructural de tipologia y grado de dificultado muy diverso
sin tener que realizar ninguna modificacién sobre el mismo para cada caso.

Todo ello ha servido para comprobar el buen funcionamiento de la metodologia
presentada.

1.3 CONTENIDO DE LA TESIS

Este trabajo se ha estructurado en 7 capitulos de forma que en cada uno
de ellos se desarrolla alguno de los puntos comentados en el apartado 1.2.

En el Capitulo 2. se presenta un estado del arte sobre las diversas
técnicas existentes para la estimacién de la magnitud del error asociado a unos
resultados. Se describe ademas la aplicacién de dichas técnicas a procesos en
los cuales se mejoran las soluciones obtenidas hasta que su error asociado es
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inferior a un determinado valor. En particular, se describen con detalle los
procesos de refinamientos jerarquicos y los de remallados automaticos. Para
este 1ltimo grupo de procesos se presenta una aportacién importante de este
trabajo que consiste en un nuevo criterio de optimalidad para la distribucién
del error dentro de las mallas. Al final del capitulo se presenta un ejemplo de
utilizacién de una de las técnicas de estimacién de error.

En el Capitulo 3. se presenta un estado del arte sobre las técnicas
existentes para la generacién de mallas. Dichas técnicas pueden dividirse en dos
grupos claramente diferenciados que son los generadores de mallas estructuradas
y los generadores de mallas no estructuradas. Dentro de este dltimo grupo
se encuentran los algoritmos mds potentes de generacién y, en especial, los
utilizados en este trabajo. Asimismo, en este capitulo se descibe la utilizacién
de B-splines para definir la geometria de los dominios sobre los cuales se pretende
generar una malla. La utilizacién de los mismos se profundiza en el Anexo A.
Al final de este capitulo se describe la confeccién del programa de generacién
de mallas 2DUMG y se presentan una serie de ejemplos de utilizacién.

En el Capitulo 4 se presenta una metodologia para llevar a cabo los
procesos de remallado automatico. Dichos procesos se llevan a cabo mediante
la utilizacién conjunta de un generador de mallas no estructuradas junto con
un estimador de error. Se describe también la estructura de un programa de
calculo que utilice la metodologia presentada y, en particular, la del programa
2DMOP. Mediante este programa se han resuelto una serie de problemas
cuyos resultados se presentan para comprobar el buen funcionamiento de
los algoritmos presentados y realizar diversas comparaciones entre el criterio
de optimalidad aportado en este trabajo, en el Capitulo 2, y los existentes
previamente.

En el Capitulo 5 se describe con detalle la metodologia propuesta para los
procesos de optimizacién estructural. En este capitulo se presenta el calculo de
las sensibilidades de las mallas generadas, asi como las del estimador de error
utilizado. En particular, se destaca la integracién de los procesos de remallados
automaticos dentro de la optimizacién estructural a través del cilculo de sus
sensibilidades. Ciertos detalles computacionales se presentan en los anexos B y

C.

En el Capitulo 6 se presenta la resolucién de una serie de problemas de
optimizacion estructural mediante el programa SAMOP desarrollado en este
trabajo. Dichos problemas son de un grado de complejidad muy variable y dan
una idea del amplio abanico de posibilidades que ofrece la metodologia que se
propone en este trabajo.

Por ultimo, en el Capitulo 7 se presentan las conclusiones que se pueden
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sacar de todo el trabajo realizado. Asimismo, también se destacan cuales han
sido las aportaciones que se han hecho dentro de cada uno de los campos
estudiados y cuales pueden ser las futuras lineas de investigacidn relacionadas
con los aspectos desarrollados en esta tesis.
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CAPITULO 2

LA ESTIMACION Y LA CORRECCION
DEL ERROR EN EL ANALISIS ESTRUCTURAL
POR EL MEF. ESTADO DEL ARTE

2.1 INTRODUCCION

El método de los elementos finitos no proporciona una indicacién directa
acerca de la exactitud de las aproximaciones que se realizan. Aunque dicho
método ha sido adoptado como una herramienta muy eficaz para la resolucién,
tanto de problemas estructurales como de mecanica de medios continuos en
general, solo a partir de tiempos relativamente recientes se han propuesto
expresiones para la estimacién de errores a posteriori.

Evidentemente, la evaluacién exacta del error existente en una
determinada aproximacién a la solucién de un problema es imposible sin conocer
la solucién exacta del mismo. Sin embargo en este capitulo se presentarin
diversas técnicas para estimar dicho error de manera muy razonable, con las
que es posible obtener una solucién a un determinando problema, por elementos
finitos, cuyo error esté por debajo de una determinada tolerancia.

En los ultimos anos se han desarrollado diversas técnicas para resolver el
problema de la estimacién y la correccién del error. De hecho, la mayoria de
los avances que se han realizado dentro del campo de los elementos finitos se
pueden entender como formas distintas de minimizar el error existente en las
soluciones.

En este capitulo se hablaréd sobre dos técnicas distintas para la correccién
de errores:

- Técnicas de refinamiento: se definen como tales aquellas en las que a una
malla utilizada previamente se le afiaden nuevos grados de libertad para
obtener una solucién mejorada sobre la anterior.

- Técnicas de remallado: se definen como tales aquellas en las que a partir
de la informacién obtenida con una determinada malla se genera otra
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malla totalmente nueva y mas adecuada para obtener unos resultados con
la precisién requerida.

A pesar de la existencia de las diversas técnicas que se presentaran en este
capitulo no hay que olvidar el importante papel que deben jugar la experiencia
y la intuicién del ingeniero a la hora de juzgar la bondad de unos resultados
obtenidos con ordenador. Sin embargo, el crecimiento del coste de la mano de
obra cualificada y el descenso del coste del tiempo de ordenador hacen que se
tienda cada vez mds a que sea este tltimo el que haga la mayor parte posible
del trabajo. Ello implica que los programas de ordenador se deben disefiar
para precisar de un nimero minimo de datos, para minimizar el trabajo de
definicién del problema (geometria, condiciones de contorno y cargas), y de
una tolerancia prescrita en cuanto a errores. Un algoritmo automético debe ser
capaz de obtener la mejor malla y los mejores resultados a un coste razonable.
Ademis debe tener una gran robustez teniendo en cuenta que muchas veces los
usuarios de los programas no son expertos en las formulaciones ‘matematicas
que éstos utilizan.

En este capitulo se presenta primero un desarrollo histérico de los primeros
intentos llevados a cabo por algunos investigadores en busca de expresiones que
permitieran conocer, al menos de forma aproximada, el nivel de error existente
en unos resultados obtenidos por el MEF.

A continuacién se expone la formulacién jerarquica de las funciones
de forma por ser una herramienta necesaria y muy util en los procesos de
refinamiento de mallas. Posteriormente se presenta un pequefio desarrollo
matematico para clarificar el significado de los errores existentes en las
soluciones obtenidas por el MEF, asi como diversas alternativas para medirlo.

En los ultimos apartados de este capitulo se exponen diversas técnicas de
estimacion e indicacion de errores asi como comentarios criticos sobre algunos de
ellos desde el punto de vista de su utilizacién practica. Finalmente se presenta
un nuevo criterio de optimalidad que proporciona la manera de distribuir el error
obtenido sobre todo el dominio del problema. Este nuevo criterio se compara
con otros ya existentes y se demuestra su mayor adecuacién al contexto de los
métodos de resolucién por elementos finitos.



Capitulo 2 : La estimacién del error —-11-

2.2 DESARROLLO HISTORICO

El articulo de McNeice y Marcal [42] publicado en 1971 parece ser el
primero en el cual se consider6 el problema de distribuir los nodos de una malla
para obtener los mejores resultados. La técnica utilizada para ello consistié en
minimizar la energia potencial total, dada por

0= 3 Lu| / BTDBd0u® — PTu (2.2.1)
P™ &g Q o

e=1

con respecto a las variable nodales y a las coordenadas nodales. En la
ecuacién (2.2.1) n es el nimero total de elementos de la malla necesaria para
discretizar la estructura, D es la matriz de constantes eldsticas, B es la matriz
de transformacién de desplazamientos a deformaciones, u® es el vector de
desplazamientos asociado al elemento e, u y P son los vectores globales de

desplazamientos y cargas aplicadas y (2 es el volumen ocupado por el elemento
e.

Si denotamos por ¢ el vector de coordenadas nodales, la condicién para
que la energia potencial sea minima es:

oy

5u. =" (2.2.2)
e 2.2.3
3e; (2:2.3)

donde ¢ y j varian sobre el nimero de grados de libertad y de coordenadas
nodales respectivamente. La ecuacién (2.2.2) conduce a la ya familiar expresién

Ku—P=0 (2.2.4)

donde

n
K=Y / BTDB4Q (2.2.5)
e=1 Q1
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y la ecuacién (2.2.3) conduce a

—u =0 (2.2.6)

La expresion (2.2.4) son las conocidas expresiénes de las ecuaciones de
equilibrio discretizadas mientras que el problema de la localizacién éptima de
los nodos de la malla estd gobernada por la ecuacién (2.2.6). Esta dltima es

un conjunto de ecuaciones no lineales que depende de la posicién inicial de los
nodos.

Se han aplicado diversas técnicas de minimizacién para resolver este
problema. Carrol et al. (13] utilizaron el método del gradiente conjugado, Turcke
McNeice [62] usaron la técnica de la busqueda directa de Rosenbrock, y Felippa

21][22] comparo los anteriores dos métodos con el método de Powell concluyendo
que este ultimo era el mads eficaz.

No obstante, todos las publicaciones sobre las posibles técnicas para
solucionar las ecuaciénes (2.2.6) muestran que el grado de no linealidad
de las mismas es tan alto que resulta impracticable tanto numérica como
econdmicamente el intentar resolverlas en situaciones fuera del ambito
académico. Felippa muestra que el coste de la resolucién de las mismas crece
con un factor entre la tercera y la cuarta potencia del nimero de grados de
libertad del modelo discreto.

Oliveira en 1971 [46] sugirio que la configuracién éptima de una malla
depende de la orientacién de las isolineas de igual energia de deformacién. Por
ello, propuso el colocar las coordenadas de los elementos siguiendo esas isolineas
que deberian obtenerse mediante un andlisis previo. Sin embargo no se daban
indicaciones sobre como generar dicha nueva malla.

Después de verificar la no viabilidad de los métodos de minimizacién
debido al esfuerzo computacional necesario para ello, Turcke y McNeice [621
desarrollaron la idea de Oliveira dando una serie de directrices para su
implementacion practica. Turcke [63] mostré en 1976 que en un proceso iterativo
en el cual los nodos de la malla se posicionan a lo largo de las lineas de isoenergia
obtenidas en las soluciénes previas, las posiciones de las mismas convergen
modificindose cada vez menos. De esta forma se llegaria a la que seria la
malla éptima para un ndmero fijado de grados de libertad.

Los trabajos mencionados trataban de mejorar una malla con un nimero
de grados de libertad determinado. Sin embargo no estimaban en ningin
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momento cual era el error existente en unos resultados. Tampoco abordaban el
problema de intentar conocer como cambiarian los resultados afiadiendo nuevos
grados de libertad, o cambiando el tipo de elemento.

Un avance importante se produjo cuando Melosh y Killian [40] abordaron
en 1977 el problema de mejorar la malla anadiendo nuevos grados de libertad en
contraste con el movimiento de los nodos de los trabajos anteriores. Para ello
analizaron el cambio que se producia en la energia potencial total al anadir un
nuevo nodo suponiendo que la posiciéon de los nodos ya existentes no variaba.

Una técnica similar fue propuesta por Peano et al. [49) en 1978 al
introducir la adaptabilidad asociada a una formulaciéon jerarquica de las
funciones de forma de los elementos.

Tanto el método de Melosh y Killian como el de Peano intentan estimar la
diferencia en energia entre la solucién obtenida y la que se obtendria al anadir
un determinado nodo. Entonces el refinamiento se realiza en funcién de estas
estimaciones.

Aunque las bases de ambos métodos son las mismas las técnicas
para realizar la estimacién son distintas. Melosh y Killian sostienen un
comportamiento a priori de la energia de deformacién de la forma

le||% = AeBP (2.2.7)

donde ||e||2E es el error en la energia, D es el numero de grados de libertad
del analisis y A y B son constantes a determinar a partir de dos soluciones
sucesivas. El principal problema de este método es que en general no existe
ninguna evidencia de que el error se comporte de forma exponencial.

Peano evita este tipo de aproximaciones al basar su indicador de
refinamiento en la extensién que sufre la matriz de rigidez K al anadir un
nuevo grado de libertad de forma jerarquica. Si representamos las ecuaciones
de equilibrio correspondientes al problema a resolver por

K11u1 = Pl (2.2.8)

entonces las nuevas ecuaciones de equilibrio asociadas a un refinamiento
jerarquico introduciendo un conjunto adicional de variables ug se pueden escribir
como:



—-14— Capitulo 2 : La estimacion del error

[ﬁi; ﬁ;;] [:;] - [11;;] (2.2.9)

Si la ecuacién (2.2.9) se resuelve mediante un esquema de Gauss-Seidel se
obtiene:

Kijul = P; — Klz‘ug'—l (2.2.10)

Kzgug = P2 - Kzlu?_l (2.2.11)

Como u; es conocido partir de una solucién previa, u; se puede
estimar y tomar en consideracién los valores mas significativos después de una
normalizacién en la energia. Este método tiene no obstante dos dificultades:

- Se requiere el célculo de términos de la matriz de rigidez de alto orden.

- La convergencia hacia la energia exacta del proceso no es adeuada para
determinar concentraciones de tensiones.

El primer inconveniente se solucioné con la introduccién de la formulacién
jerarquica de las funciones de forma. La utilizacién de las mismas se desarrollara
en el apartado siguiente ya que son la base de un grupo importante de métodos

de refinamiento automatico. Por ello no van a ser comentadas con detalle en
este apartado.

La técnica desrrollada en el articulo de Peano tiene su origen en otro
trabajo de Melosh y Marcal [41] publicado en 1977 en el cual la decisién
sobre cuales son los nuevos grados de libertad que mejoran sensiblemente los
resultados se toma en funcién de la sensibilidad de la energia potencial total
respecto a la introduccién de un nuevo nodo §;:

o, oul
26, ~ 06, Kt 3Y 35" a5

u (2.2.12)

Ello introduce una forma alternativa para decidir cuales son los grados de
libertad a anadir a la malla.

A pesar de los avances descritos seguia sin existir una forma de estimar la
magnitud del error que existia en cada una de las soluciones obtenidas. Babuska
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y sus colaboradores 3] sustituyeron para ello las soluciones aproximadas
obtenidas por el FEM en las ecuaciones diferenciales que definian el problema.
Debido a la aproximacién realizada, aparecen al hacer esta sustitucién unos
residuos que Babuska interpreté de una forma energética para conseguir un
estimador de error a posteriori.

Con el trabajo de Babuska y sus colaboradores, el problema de la
estimacion de errores y la adaptabilidad para un problema general de elementos
finitos se aborda por primera vez desde un punto de visa matematico. Asi
Babuska y Rheinboldt [4] relacionan en 1978 la estimacién del error con unas
cantidades localizadas 7; que se pueden calcular de forma aproximada. El
teorema en que se basa el proceso muestra que esas cantidades conducen a
una estimacion del error que es éptima en el sentido de que con unas constantes
multiplicativas se pueden obtener cotas superiores e inferiores al error, siendo

172 = Z 7;22 (2.2.13)

el error total estimado. Entonces

Kin < |lellg < Kan (2.2.14)

donde K y Ky son constantes independientes de la malla y de la solucién.

Babuska y colaboradores desarrollaron esa teoria y la aplicaron a la
solucion de diversos problemas 5], Incluso realizaron una extensién a problemas
no lineales. No obstante un defecto inicial de esta teoria es que sdlo afectaba a
elementos lineales.

En tiempos mas recientes han aparecido diversos desarrollos de estas
técnicas que se describiran en apartados posteriores.
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2.3 FORMULACION JERARQUICA DE LAS FUNCIONES DE
FORMA

En el método de los elementos finitos la solucién u a un problema de
contorno se aproxima mediante expresiones del tipo:

n
U U= Z N;a; (2.3.1)
=1

donde N; es la funcién de forma correspondiente al i-ésimo grado de libertad,
y a; es el valor de la variable nodal correspondiente al mismo. Para hacer
mas sencillas las explicaciones, en este apartado se supondra que cada funcién
de forma multiplica a un solo coeficiente a;, es decir, cada una de ellas
representara un solo grado de libertad. Ademas se supondra que la funcién
u es unidimensional.

Este tipo de aproximaciones es comin con otros muchos métodos de
resolucién de ecuaciones diferenciales, en especial con todos aquellos que
expresan la solucién mediante un desarrollo en serie. Este es el caso de los
desarrollos en serie de Fourier, polinomios de Legendre, funciones de Bessel,
etc.

En las formulaciones cldsicas de elementos finitos la definicién de las
funciones de forma N; cambia totalmente al aumentar el nimero de grados
de libertad. Por tanto, una vez determinada una solucién utilizando n; grados
de libertad y obteniendo por tanto nj coeficientes a; de la expresién (2.3.1) si
se quiere refinar la misma utilizando un nimero mayor de grados de libertad
ng es preciso recalcular de nuevo los coeficientes a; correspondientes a todos los
grados de libertad. Por ello el refinar una determinada malla obliga a repetir
todos los calculos realizados previamente.

En otros tipos de aproximacién como los comentados desarrollos en serie,
el realizar un refinamiento de una solucién previa requiere solamente el calculo
de términos de mayor orden del desarrollo, pero el valor de los términos ya
calculados no varia.

Para evitar este tipo de problemas Zienkiewicz et al. [68] propusieron ya
en 1970 una expresion jerarquica de las funciones de forma N;. Se dice que una
aproximacion a una funcién u es jerarquica si al incrementar de n an + 1 el
numero de funciones N; las n primeras no alteran su expresion.
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2.3.1 Funciones de forma jerarquicas

Se definen los elementos finitos jerarquicos como aquellos en los cuales
los refinamientos sucesivos son aditivos de forma similar a las series de Fourier.
Con ello se consigue que la matriz de rigidez de un elemento correspondiente a
un cierto nivel de refinamiento sea una submatriz de la que le corresponderia
para un nivel mds alto.

Para consequir que las funciones de forma N; que aparecen en (2.3.1) no
varien al aumentar el grado de refinamiento debe abandonarse la idea tradicional
de que los coeficientes a; corresponden a los desplazamientos de cada nodo de la
malla, ya que no se van a obtener directamente como resultados los movimientos
de cada uno de ellos. Los coeficientes mencionados sirven para realizar la
combinacién lineal (2.3.1) de las funciones de forma pero sin el significado al
que se estd acostumbrado normalmente. Ocurre algo similar al interpolar la
geometria de los elementos isoparamétricos mediante las funciones de forma,
donde las constantes que multiplican a cada una de ellas, que usualmente son
las coordenadas de los nodos, pierden su significado geométrico.

Existen dos versiones distintas de las formulaciones jerarquicas que se
diferencian entre si en la forma en que las funciones de forma se van refinando
al aumentar el nimero de grados de libertad de un elemento. Dichas versiones
son las llamadas p y h. En la versién p la aproximacién de la solucion (2.3.1) se
mejora con la introduccién de funciones de forma N; formadas por polinomios de
orden p cada vez mds alto, mientras que en la versién h lo que se introduce son
funciones de forma formadas por polinomios que son siempre del mismo orden
pero que estan definidas sobre recintos de tamafio h cada vez mas pequeiio.

En una dimensién, la version p del MEF trae consigo la adicién de
funciones de forma cuadratica, cibica, etc. al elemento lineal, tal como se
muestra en la figura 2.1.

Si se expresa las funciones de forma en funcién de la coordenada
isoparamétrica con —1 < § < 1 se pueden obtener las funciones de forma que
se presentan a continuacion. Para los términos lineales:

No= £
N, — 13 (2.3.2)

Para el término cuadréatico se escoge una parabola que se anule en los
puntos { = —1y £ =1 de forma que no interfiera con los coeficientes ag y aq.
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FIGURA 2.1 Elementos jerdrquicos unidimensionales para la
version p del método de los elementos finitos.
Por tanto:
Ny = (€~ 1)(€+1) (2.3.3)

Para los términos cibicos y de mayor orden la tinica condicién es que las

funciones de forma se anulen para £ = —1 y £ = 1. Entonces para el término
de orden p se puede escribir:

Np=(£-1)(¢+1)P7%,  p>2 (2.3.4)
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Existen expresiones alternativas a las anteriores; una de ellas es la
propuesta por Peano [49],

Np

P—b = i
_ 13 {b 1 sipespar (2.3.5)

p! b=¢ sipesimpar

donde p > 2 es el orden del polinomio.

En este caso, el significado de las variables asociadas a; es el de derivadas
de 4, esto es

a,p+1 = —(Tf; (236)

En general la forma éptima de las funciones de forma sera aquella que
haga diagonal la matriz de rigidez. Si la ecuacion diferencial a considerar es

—u'+¢=0 (2.3.7)
la mejor expresion coincide con las integrales de los polinomios de Legendre:

1 1 dr?
C(p—1)t 2r2 dgpR

Np (1 —¢2yp-1 (2.3.8)

Esta ultima expresion fue introducida por Zienkiewicz et al. 68] 1a
ventaja de esta iltima formulacién es que para problemas unidimensionales no
existe acoplamiento entre los grados de libertad de orden mayor a 2 y por ello
las matrices de rigidez sélo presentan valores no nulos en su diagonal para dichos
grados de libertad. Ello es debido a que estas funciones de forma son ortogonales
con respecto al producto escalar energético que se definira mas adelante.

En el caso de que la ecuacién diferencial a resolver sea distinta dela (2.3.7)
se pueden hallar expresiones analogas a la (2.3.8) con sus mismas propiedades.

Para la versién h del MEF también existe un numero infinito de
posibilidades para definir los refinamientos jerarquicos correspondientes a
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subdivisiones del elemento inicial en partes iguales o desiguales. Si se considera

un refinamiento jerirquico como el representado en la figura 2.2 las funciones
de forma serdn:

(2.3.9)

5
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Viendo la figura 2.2 es obvio que el significado fisico de las variables lineales
jerarquicas es el de desplazamientos relativos.

Una vez que se han establecido las férmulas unidimensionales de
interpolacién, la generacién de las funciones de forma jerarquicas para elementos
bidimensionales se realiza siguiendo las siguientes premisas:

- las funciones correspondientes a nodos esquina son productos bilineales.

- las funciones jerarquicas adicionales a las anteriores son siempre nulas en
las esquinas.

Las funciones de forma de orden superior para elementos bidimensionales
se pueden obtener mediante productos de las expresiones unidimensionales. Sin
embargo, al pasar a problemas con més de una dimensién se pierden en general
las propiedades de ortogonalidad mencionadas anteriormente.

El caso tridimensional, asi como el de los elementos triangulares son
simplemente casos especiales de los conceptos presentados anteriormente.

En las figuras 2.3 y 2.4 puede verse para el caso bidimensional las funciones
de forma clasicas y jerdrquicas en las versiones p y h.

En el caso de definiciones de tipo p puede observarse que las funciones
de forma estan jerarquizadas en el sentido de que para las de segundo orden
existen unas funciones cuadriticas que se superponen con otras lineales. De
la misma forma, para conseguir un elemento ciibico se superpondrian a las
anteriores unas nuevas funciones definidas por polinomios de un orden superior
y asi sucesivamente. Con definiciones de tipo h sucede algo parecido, aunque
lo que se superpone en cada refinamiento son funciones lineales definidas sobre
recintos cada vez mds pequenos.

En el presente contexto, el niimero de grados de libertad de una malla no
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FIGURA 2.2 Elementos jerarquicos unidimensionales para la
version h del método de los elementos finitos.

es el numero total de nodos multiplicado por el nimero de grados de libertad
de cada uno de ellos sino que se entiende por ello el niimero total de funciones
N; empleadas para aproximar el campo de desplazamientos. Esta idea también
existe en la formulacién clésica de las funciones de forma si bien la idea de

grado de libertad se asocia de forma tradicional con la del movimiento de un
determinado nodo.

Un punto importante es que los campos de corrimientos generados por las
formulaciones cldsica y jerdrquica son exactamente los mismos. La diferencia
estriba en que en un caso y otro éstos estan expresados como combinacién lineal
de funciones distintas. Las funciones de forma casicas y las jerdrquicas son,
respectivamente, dos conjuntos de polinomios cuya combinacién lineal genera
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Version P Version H

4".'_:‘;';‘!:;~.
7 ‘%’;, 5
&
74
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8/12 6/10 8 6

FIGURA 2.3 Formulacién clisica de las funciones de forma
bidimensionales para las versiones p y h.
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el mismo espacio vectorial. Asi, para un mismo tipo de elemento, existen dos
formulaciones equivalentes, una césica y otra jerarquica, mediante las cuales
puden obtenerse los mismos estados de deformacién.

Existe por ello una correspondencia biunivoca entre los coeficientes de
las dos descripciones, y por ello después de haber obtenido un campo de
desplazamientos mediante la formulacién jerarquica se pueden calcular los
coeficientes del mismo para la descripcidn clasica recuperando el significado
tradicional de los mismos. Esta operacién es en realidad un cambio de base
dentro del espacio vectorial de funciones al que pertenecen los campos de
desplazamientos. La idea general es que las funciones de forma clisicas y
jerarquicas son dos sistemas de generadores distintos que generan el mismo
subespacio vectorial. De esta manera ambos tipos de funciones generan los
mismos campos polindmicos para la solucién del problema planteado.

Si se denotan las variables jerdrquicas como # mediante una barra y las
clasicas mediante un gorro se puede escribir:
@ = Nju; = Nju; (2.3.10)
Si se escribe la transformacién como
Uj = Tju; (2.3.11)
sustituyendo (2.3.11) en (2.3.10) se debe cumplir
Nju; = Nju; = Njrju; (2.3.12)
para cualquier valor de ;. En consecuencia:

Dada que la solucién obtenida mediante la dos formulaciones es la misma,
la energia disipada por ambas debe ser también la misma y, por tanto, debe

cumplirse:
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Versidon P Version H

FIGURA 2.4 Formulacién jerarquica de las funciones de forma
bidimensionales para las versiones p y h.
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uiK’ijuj = ﬁzkzjﬁj
= Tikup Ky Tjiu (2.3.14)
= ukTikKij'rjlul

Lo cual da la transformacién de la matriz de rigidez para pasar de la
formulacién clésica a la jerdrquica y viceversa.

Kkl = ikkij‘rjl (2315)

2.3.2 Estructura de las ecuaciones

Consideremos las ecuaciones del problema de contoino que se quiere
resolver por el método de los elementos finitos:

{ Lu—-q=0 en Q (dominio)

Mu—s=0 enTI (contorno) (2.3.16)

donde L y M son operadores diferenciales lineales. El caso de elasticidad lineal
es uno de los ejemplos mas comunes de lo anterior donde L es un operador lineal
de segundo orden y M suele ser de primer orden.

El método de los elementos finitos aproxima la solucién de la forma ya

clasica:

n
uxd=) N =Na™ (2.3.17)
1=1

donde a(™) es el vector de las incégnitas a determinar, a@; son los coeficientes
que corresponden a cada una de las funciones de forma N;, N; son matrices
cuadradas de dimensién igual al nimero de coeficientes (grados de libertad) a
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que multiplica cada una de ellas estando formadas por las funciones N; en su
diagonal y n es el niimero total de funciones N; utilizadas en la malla. Dichas
funciones pueden estar expresadas mediante cualquier tipo de formulacién, ya
sea la clasica o la jerdrquica.

Si se utilizan las matrices N, al aplicar el método de Galerkin [301(76] ge
obtiene:

T (n) T —
/Q NTL(Na™)dq + /ﬂ NTgdt +b5=0 (2.3.18)

donde b depende de las condiciones de contorno [161(301(76],

De la expresién anterior se obtiene, tras integrar convenientemente por
partes, la conocida ecuacién matricial:

K(yal™ = 57 (2.3.19)

donde K,,) es la llamada matriz de rigidez y f el vector de fuerzas nodales.

Los detalles del proceso se pueden ver en cualquier texto sobre el método de los
elementos finitos [16][301(76]

Cuando la malla se refina y se anaden m nuevos grados de libertad, el
numero de incognitas crece hasta a(ntm) y el proceso de discretizaciéon conduce
a

K (n+m)a("'+"‘) = flntm) (2.3.20)

Si el refinamiento se hace de forma jerarquica las funciones de forma
utilizadas previamente se mantienen. Por ello los coeficientes de la ecuacién
(2.3.19) se conservan y lo que se hace es calcular los términos correspondientes
a los nuevos grados de libertad, por ello se puede reescribir (2.3.20) utilizando
los términos previamente calculados y anadiendo las nuevas filas y columnas
correspondientes a los nuevos grados de libertad:

[K(m n) nm)] [ (m)‘ [f((;] (2.3.21)
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De esta forma la matriz K,y permanece invariable pudiendo ahorrarse
con ello un considerable tiempo de calculo. Esto por si solo ya es una ventaja
importante. Ademas, después de la resolucién de (2.3.19) se puede obtener
una primera aproximacién a la solucién de (2.3.21) que se puede utilizar como
solucién inicial de un proceso iterativo de resolucién. Esta primera aproximacién
a(™* se obtiene mediante las siguientes expresiones:

a™* = (K ()1 f™ (2.3.22)

a(m)* — (K(m))_l(f(m) _ K(m,n)a(n)*) (2323)

También puede utilizarse la forma triangulada de K(n para, a partir de
ella, obtener la de K (n+m) Para una resolucion directa del sistema de ecuaciones.

Aunque los refinamientos se hagan de forma jerdrquica los valores de
las primeras n incégnitas varian. Esto es debido a que las nuevas funciones
de forma que se afiaden a la malla no estdn totalmente desacopladas de las
anteriores. Como se ha comentado en el apartado anterior, sélo en problemas
unidimensionales es posible expresar las funciones de forma de manera que eso
no ocurra. En dos o mas dimensiones ello hay que recalcular todas las incégnitas
y no solo las m afiadidas. No es posible en esos casos el conseguir expresar
las funciones N; de manera que formen una base ortonormal en el-sentido del
producto escalar energético definido como:

<ab>= /QaTLbdQ (2.3.24)
Es decir:

/Q NTLN,dQ # 6, (2.3.25)

Por otro lado, al anadir los nuevos grados de libertad se puede destruir
la estructura en banda de la matriz de rigidez ya que su numeracién no sera
en general la optima si se considera toda la malla en conjunto. Si se realiza
una renumeracion de la misma entonces se debe volver a ensamblar toda la
matriz y se pierde la posibilidad de aprovechar la forma triangulada de K(n)
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para calculos posteriores. En caso contrario, la adicién de nuevas filas y
columnas a continuacién de las ya existentes puede producir una matriz muy
vacia desaprovechando la memoria del ordenador y su tiempo de calculo al
invertir la matriz o al utilizar métodos iterativos de resolucién. Es por todo ello
que el aspecto practico del refinamiento en lo que se refiere a la construccién de
la nueva matriz X (n+m) 10 es tan sencillo como los parrafos anteriores podrian
parecer indicar.

Otro aspecto que hay que tratar con cuidado en refinamientos de tipo p es
el de las cuadraturas utilizadas al integrar las matrices de rigidez. Cada vez que
se incrementa un orden el grado de los polinomios que forman las funciones N;
debe utilizarse también una cuadratura de mas alto orden. Por ello, cuando al
finalizar el proceso se quiere evaluar el valor de ciertas derivadas de la funcién
incdgnita w, como pueden ser las deformaciones en un problema de elasticidad
lineal, éstas deben calcularse en los puntos de integracién de las cuadraturas
de m4s alto orden utilizadas en virtud de que en ellos se obtienen los mejores
valores. Pero debido a que antes de cada refinamiento las cuadraturas empleadas
son de un orden inferior, los productos de las matrices DB que usualmente se
almacenan al calcular las matrices de rigidez elementales, no sirven al cambiar
de cuadratura. Por ello deben recalcularse esos productos en los nuevos puntos
de integraciéon para todos los grados de libertad. En el caso de refinamientos
de tipo h el problema es similar aunque en vez de incrementar el orden de las
cuadraturas lo que varia son los recintos de integracién en cada refinamiento.

2.3.3 Propiedades de las funciones de forma jerarquicas

Las funciones de forma jerdrquicas reunen una serie de propiedades que
las hacen atractivas para su utilizacién. A saber:

1) Utilizacidn de cdlculos y soluciones previas a cada refinamiento.

2) Generacién de un esquema simple de iteracién al resolver el problema para
los sucesivos refinamientos.

3) Mejora del condicionamiento de la matriz de rigidez. Esta propiedad
es debida a que los grados de libertad jerirquicos son perturbaciones
anadidas a las soluciones obtenidas con funciones de forma de mas bajo
orden. Por ello la matriz de rigidez resultante es mas diagonal dominante
que la que se obtendria utilizando una formulacién clasica. Gracias a ello,
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4)

la diferencia entre el méximo y el minimo autovalor de la matriz de rigidez

t[as ]r[ne]nor en una formulacién jerarquica que en una formulacién cldsica
16][71][76)

Proporciona una medida del error. Esta capacidad serd comentada mis
adelante.

En contraposicién a lo anterior, la utilizacién de funciones de forma

jerarquicas presenta algunas dificultades que hacen que su implementacién en
un programa de ordenador no sea sencilla. Es mas, una mala utilizacién de las
mismas puede eliminar las ventajas enumeradas en los puntos anteriores. Los
principales problemas que se presentan son:

1)

3)

Necesidad de utilizar reglas especiales de integracién debido al orden

creciente de los polinomios que definen las funciones de forma en cada
refinamiento.

Pérdida de la identificacién de cada variable con el movimiento de
un determinado nodo. Ello obliga a una transformacién previa a la
interpretacién de los resultados.

Mala numeracién de los grados de libertad anadidos en cada refinamiento.
Ello puede provocar que resulte en ocasiones més rentable repetir todos los
calculos con una nueva numeracién de los nodos que intentar aprovechar
los antiguos, desperdiciando tiempo y memoria de ordenador al trabajar
con la nueva matriz.

Necesidad de recalcular los productos DB en los puntos de integracién de
cada nueva cuadratura utilizada para el cdlculo de deformaciones. Ello
representa mas de un 50% del esfuerzo necesario para calcular una nueva
matriz de rigidez.

A partir de los razonamientos anteriores se pueden extraer una serie de

conclusiones:

Dejando aparte el tema de los refinamientos, la utilizaciéon de las
formulaciones jerarquicas para las funciones de forma es siempre
recomendable para conseguir mejoras en el condicionamiento de la matriz
de rigidez. En este caso la unica dificultad que ello representa es la pérdida
de la identificacion de cada variable con el movimiento de cada nudo.

La utilizacién practica de las formulaciones jerdrquicas en procesos de
refinamiento es muy compleja debido a las dificultades comentadas en los
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puntos anteriores. Este hecho hace que el atractivo teérico que presenta la
utilizacién de estas formulaciones desaparezca al tratar de solucionar los
problemas que aparecen al implementarlas en un programa de ordenador.
Esta idea, que en principio parece acertada, puede quedar totalmente
desvirtuada a no ser que su implementacién sea muy cuidadosa.
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2.4 ANALISIS DEL ERROR

Las ecuaciones de equilibrio que se emplean dentro del campo de la
mecanica de estructuras son siempre ecuaciones diferenciales de segundo orden.

Ejemplos clasicos de ecuaciones de este tipo son las ecuaciones de Laplace,
Poisson o Navier [16](30](76]

Las ecuaciones que gobiernan el correspondiente problema de contorno
son:

Mu—-t=0 enly (2.4.1)

{Lu—qzo en )
u=u en'p

Donde L es un operador diferencial eliptico de segundo orden, u es la
solucion que se trata de aproximar y ¢ el término de fuerzas. Las dos ultimas
ecuaciones representan las condiciones de contorno. El contorno del dominio T
se considera dividido en dos partes ' = ' pUT" )y donde se especifican condiciones
de Dirichlet y Neuman respectivamente. Debe ocurrir que I'p # 0 para que la
solucién sea tnica.

La solucién uw se aproxima de la forma descrita en (2.3.17) con un
determinado conjunto de funciones de forma N; y con unos coeficientes a; que
se determinan mediante las ecuaciones (2.3.18).

El hecho de que % sea una aproximacién y no la solucién exacta a las
ecuaciones (2.4.1) hace que si se sustituye en (2.4.1) aparezcan unos residuos

royrr.

{Lﬁ—qzrn en ()

Mu—t=rp enl (24.2)

Como se vera mas adelante estos residuos proporcionan estimaciones sobre
el error local y global en una solucién y sobre la mejor manera de reducirlo.

El ambito de este trabajo se reduce principalmente al caso de problemas
de elasticidad lineal. La expresion (2.4.1) se particulariza en este caso a:
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STDSu—q=0 en
GDSu—t=0 enly (2.4.3)

u=4=% enI'p
donde se ha utilizado el operador matricial § que define las deformaciones
€= Su (2.4.4)
y la matriz eldstica D que define las tensiones como
o = De (2.4.5)

A partir de las expresiones anteriores se pueden identificar L = STDS
y M = GDS. A su vez ¢ representa las fuerzas de volumen y ¢ las tensiones

prescritas sobre parte del contorno. n representa el vector normal al contorno
en I'y.

La matriz B presentada en (2.2.1) resulta ser el producto:
B=SN (2.4.6)

Al sustituir la solucién aproximada @ en las ecuaciones (2.4.3) aparecen
los residuos como:

{STDSﬁ—q:rQ en )

2.4.7
GDSﬁ—tZPI‘ enI‘N ( )

Asimismo, el producto escalar energético definida en (2.3.24) se convierte
para este caso particular en:

<a,b>= /Q a7 ST DSbN (2.4.8)
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Puede verse de forma casi inmediata que con este producto escalar, la
norma del campo u coincide con el trabajo realizado por las fuerzas de volumen.

<u,u>= /QuTSTDSudQ

(2.4.9)
= / ulqd0
Q

2.4.1 Normas de medicién de error

La resolucion de un problema de contorno mediante el método de los
elementos finitos consiste fundamentalmente en una minimizacién de algin
tipo de “energia”, es decir, una solucién obtenida por el MEF es 6ptima en
un sentido “energético”. En el caso de problemas de elasticidad esta “energia”
coincide con la energia real que constituye el funcional a minimizar. En este
trabajo se utilizara la norma energética como base del anélisis del error ya que
es la norma “natural” a considerar.

Para definir el error en la energia se debe definir primero el error asociado
a la solucién aproximada % como la diferencia entre ésta y la solucién exacta.

e=u—14u (2.4.10)

Asimismo conviene definir el error en tensiones e, como la diferencia entre
las tensiones de la solucién exacta o y las obtenidas a partir de la solucién
aproximada &

Q

€ =0 — (2.4.11)

La medida del error local definida en (2.4.10) y (2.4.11) no es en general
muy conveniente ya que ademas de ser dificilmente estimable da en ocasiones
informaciones confusas. Por ejemplo, bajo cargas puntuales tanto los errores
en desplazamientos como en tensiones pueden ser localmente infinitos pero las
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soluciones globales pueden ser muy aceptables. Casos similares pueden darse en
puntos como entallas o esquinas donde existen singularidades en las tensiones
y fuertes concentraciones y gradientes de las mismas. Por ello se introducen
'normas’ con forma de integral para representar medidas globales de error.

La forma mas extendida de definir la norma del error es la que utiliza el
producto escalar ya definido en (2.3.24) [69]170][71](73][76],

<a,b>= /QaTLbdn (2.4.12)

La llamada “energia” del error o norma energética del error vendra dada
entonces por:

||e||2E =<e,e>= /;l el Led( (2.4.13)

Particularizando al caso de la elasticidad lineal la norma anterior se puede
expresar como:

lel% =< e,e >= /ﬂ e ST DSed (2.4.14)

Esta norma se puede relacionar con los residuos rq y rr definidos en
(2.4.2) y (2.4.7). Utilizando (2.4.3) y (2.4.7) se tiene en el dominio §2:

STDSe = STDSu — STDSa
=q— (rﬂ + q) (2.4.15)
frved _rﬂ

Asimismo, usando la parte definida en el contorno de las mencionadas
ecuaciones se tiene en ['jy:

GDSe = GDSu — GDS14
—t—(rp+1) (2.4.16)
= —fI\
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y de (2.4.14) y (2.4.15) se puede concluir:
lel%, = —/QeTerQ (2.4.17)

De esta manera se puede identificar la energia del error como un producto
interno de los residuos no equilibrados por el error e éexistente en la solucién.

Ademas, se puede demostrar que para el caso 'y = 0 esta norma
energética del error coincide con la diferencia existente entre la energia de las
soluciones exacta y aproximada. Para ello se debe comenzar por probar que:

<8, >=<u,i> (2.4.18)

De (2.4.7):

<d@,E>= /Q a7 ST DSud0

(2.4.19)
= [ (g +ra)d0

El residuo rq es ortogonal a las funciones de forma segin el producto
escalar (2.3.24). Si no existiese dicha ortogonalidad, la aplicacién del residuo
como fuerza externa produciria un vector de fuerzas nodales equivalentes
no nulo, y entonces se podria hallar un campo de desplazzmientos que lo
equilibrase. El hecho de que la existencia de rg no se refleje en los vectores
de fuerzas que se utilizan para hallar los valores de los desplazamientos hace
que las soluciones obtenidas no puedan equilibrarlo.

Teniendo en cuenta la ortogonalidad comentada y el hecho de que la
solucion @ es una combinacién lineal de las funciones de forma, se cumplira
que:

/QﬁTerQ —0 (2.4.20)

Por lo tanto la expresién (2.4.18) puede reducirse a:
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<@ >= /Q aTqd0 (2.4.21)
y a partir de la propia definicién del problema (2.4.3):

<@ u>= /n &7 ST DSudQ

- fn alqdQ (2.4.22)

=< u,% >

Ahora se puede demostrar que la energia del error coincide con el error

en la energia para esta clase de problemas y para el caso I'y = 0. De (2.4.3) y
(2.4.4) se puede escribir:

2 _ _ T oT
le||E =<e,e>= /Qe S DSedQ
- /9 (u—a)TSTDS(u — 4)d0
- / w?'STDSudQ + / aTST DSadQ — 2 / aTSTDSudq
Q Q Q
=<uu>+<ad4>-2<iu>

(2.4.23)

En el desarrollo anterior se ha hecho uso de la propiedad conmutativa del
producto escalar definido en (2.3.24), debido a la simetria de la matriz eldstica

D.

A partir de (2.4.22) y (2.4.23) se puede ver que:

||e||§_,7 =<%,u>+ <8%,4%>-2<4,u>
—<uu>— <dé> (2.4.24)

2 12
= [lulE - lldll%

que es la condicién que se queria demostrar. Aunque la demostracién anterior

solo es valida para I'y = 0, la expresién (2.4.24) también se suele aplicar a los
casos en que ello no se cumpla.
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Desde el punto de vista ingenieril la norma energética no es completamente
satisfactoria. Un ingeniero preferiria tener una estimacién del error en cada
punto del dominio, tanto para las variables principales (desplazamientos), como
para sus derivadas (tensiones) que en definitiva son las variables sobre las que
se basa el disefio de estructuras. No obstante, no hay que olvidar que el método
de los elementos finitos es un método global de aproximacién y que por tanto la
convergencia local de sus resultados estd supeditada a una convergencia global
de los mismos.

Existen otras posibilidades para definir la norma o forma de medir el
error. Una generalizacién a (2.4.13) utilizada por Gago [27] consiste en incluir
un término correspondiente al incumplimiento de las ecuaciones (2.4.3) en I'y.

lel|%, = /ﬂ 7 STDSed + /r _eTGDSedn (2.4.25)

En este caso se puede ver que la norma de la solucién u coincide con la
energia de deformacién elastica disipada por el sélido. Para ello hay que hacer
uso del teorema de Clapeyron:

2 T oT T
)% —/Qu S DSudQ+/FNu GDSudQ

= / ul'qdQ + / ultdT (2.4.26)
Q Tn
= / eLad)
Q
Zienkiewicz (4] propone la utilizacion de la norma Lo tanto en

desplazamientos como en tensiones:

leull?, = /Q (u— @)T(u — @)d02 (2.4.27)

leo|2, = /Q (0 — )T (o — &)d (2.4.28)

Estas normas permiten concretar el error sobre las magnitudes de mayor
interés del problema tales como los desplazamientos o las tensiones, de esta
forma se pierde la necesidad de tener que medir el error sobre algo tan ’abstracto’
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como la energia. No obstante, con estas normas se pierde una cierta ’elegancia’
matematica por no ser tan coherentes con el &mbito general del MEF [16][30](7e]

Asimismo Zienkiewicz también propone utilizar valores medios del error
obtenidos de la forma:

2\ 1/2
|Ad| = (”—c%) (2.4.29)

Todas las normas anteriores se pueden evaluar sobre todo el dominio,
sobre subdominios e incluso sobre elementos individuales; de forma que:

n
lell2 =" llell? (2.4.30)
i=1

Otras posibilidades comentadas en [27) son:

lel|zp = /ﬂ(e”dﬂ)l/? 1<p< oo (2.4.31)

llellr,, = mazle] =,y € Q (2.4.32)

2.4.2 Velocidad de convergencia

Una vez definida la magnitud que caracterizara al error asociado a una
determinada solucién % es necesario conocer la forma en que se va a intentar
evaluar. Para ello existen dos grandes familias de estimadores de error, los
denominados “a priori” y los “a posteriori”.

Los estimadores de error a posteriori reciben su nombre del hecho de que
su calculo precisa de la resolucién previa del problema mediante la malla de
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elementos finitos que se utilice. Es a partir de los resultados en desplazamientos,
deformaciones y tensiones obtenidas con esa malla con los que se calcula,
mediante diversas expresiones, una estimacién del error asociada a la misma.
Este tipo de estimador proporciona, pues, la informacién una vez realizado ya
todo el proceso de calculo.

Los estimadores de error a priori dan una idea de como crece o decrece
el error al variar la malla que se emplee sin necesidad de un cdlculo sobre la
misma. La expresion mas completa es quizas la dada por Babuska y Dorr [71.

lellp < CRmin(em—1)p=(m=D)+e . (2.4.33)

donde h es el mayor didmetro de los elementos empleados, p es el grado de los
polinomios que describen las funciones de forma, m es una medida del orden de
singularidad del problema y C es una constante que depende del problema.

En la expresi6n (2.4.33) se observa como el error tiende a cero (se converge
hacia la solucién exacta), tanto al disminuir el tamaifio de los elementos como
al aumentar el grado de los polinomios.

Zienkiewicz y Craig [73] muestran que si las singularidades del problema
se encuentran en el contorno, una expresién inversa a la anterior dice que
refinamientos de tipo p convergen hacia la solucién exacta dos veces mas rapido
que los refinamientos de tipo k. En ese y otros trabajos se comprueba mediante
ejemplos que con el aumento del nimero de grados de libertad el error decrece
mas rapidamente si se aumenta el orden p de los polinomios que si se disminuye
el tamafo de los elementos. Es por ello que los refinamientos jerarquicos suelen
ser de tipo p, pues su convergencia hacia la solucién exacta es mas rapida.

De lo anterior se desprende, que si se comparan dos mallas con igual
nimero de grados de libertad pero utilizando en una de ellas polinomios de mas
alto orden y en la otra elementos més pequeiios, los resultados obtenidos con la
primera seran, en general, mejores que con la segunda. No obstante, hay que
tener en cuenta que el ancho de banda de la matriz de rigidez obtenida en el
primer caso sera mayor que en el segundo al tener sus elementos més grados de
libertad. Si se tiene en cuenta que el coste de la inversién o triangulacién de
la matriz de rigidez crece aproximadamente con el cuadrado de su semiancho
de banda, se comprende que el coste de la resolucién en el primer caso puede
ser bastante mayor que en el segundo. Por ello, si los resultados se comparan
en funcion de su coste de obtencién ya no es tan evidente la ventaja de los
refinamientos de tipo p.
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La expresién (2.4.33) y similares no pueden utilizarse directamente para
estimar el error cometido con una cierta malla ya que en general no se conoce
el valor de C. Si se reescribe dicha expresién haciéndola depender del nimero
n de grados de libertad de la malla se obtiene una nueva estimacién del tipo [61.

lel g < Cin™ (2.4.34)

donde C; y « son funciones de p, h, m, y la topologia de la malla. No
obstante estos dos valores tienden a ser constantes al ir aumentando los niveles
de refinamiento y ello conduce a la llamada extrapolacién de Richardson (53]
para predecir la solucién exacta a partir de dos o mas resoluciones previas.

Un dltimo punto a tener en cuenta es el hecho conocido de que el uso
de funciones de forma de orden p alto tiende a producir grandes oscilaciones
de sus derivadas (tensiones y deformaciones) en las proximidades de los puntos
singulares tales como cargas puntuales o puntos angulosos del contorno. Sucede
algo parecido al intentar aproximar mediante un desarrollo en serie de Fourier
una funcién de tipo escalén donde los términos con frecuencias altas también
producen oscilaciones (ver figura 2.5).

Por ello la mayoria de los autores aconsejan no emplear polinomios de
orden mayor que 3 en los refinamientos. Esta limitacién obliga a partir
inicialmente de mallas no demasiado groseras de forma que no sean necesarios
mas de uno o dos niveles de refinamiento de tipo p para conseguir resultados
aceptables. En particular, es aconsejable comenzar con mallas que ya dispongan
de elementos pequeiios en las zonas préximas a los puntos singulares.

Los condicionantes anteriores hacen que no sea posible iniciar un proceso
iterativo de refinamientos de tipo p partiendo de una malla en la cual sélo se
hayan tenido en cuenta criterios de tipo geométrico para modelar el contorno
de la estructura ya que puede ocurrir que una malla de este tipo sea demasiado
grosera para obtener con ella buenos resultados con un nimero pequeiio de
niveles de refinamiento. Por ello muchos autores recomiendan combinar los dos
métodos, p y h, para superar esta limitacién. Se trataria primero de conseguir
un cierto nivel de exactitud a base de refinamientos de tipo h para proseguir
después con los de tipo p. Esta forma de actuar es mucho mas compleja que el
utilizar uno solo de los dos procedimientos por lo que hasta la fecha no se conoce
ninguna metodologia general para llevarlo a cabo, aunque se estd de acuerdo
en que seria la forma mas eficaz y segura de refinar jerarquicamente cualquier
tipo de malla.

En este sentido, Zienkiewicz, Zhu y Gong [75] presentan un procedimiento
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FIGURA 2.5 Aproximacién de una funcién escalén mediante un
desarrollo en serie de Fourier.

mediante el cual poder alcanzar niveles de error tan bajos como se quiera. Para
ello proponen reducir el nivel de error obtenido mediante una primera malla a
través de dos etapas sucesivas en cada una de las cuales se utiliza un método
diferente. Por ejemplo, para conseguir una malla con un nivel de error inferior
al 1% el proceso seria el siguiente:

1. Utilizacién de remallados autométicos hasta conseguir un nivel de
precisién de un 5%.

2. Realizaciéon de un refinamiento jerarquico de tipo p uniforme hasta
alcanzar el nivel de error deseado del 1%.

También se presenta la alternativa inversa que consiste en realizar primero
refinamientos jerarquicos de tipo p y, a continuacién, remallados automaticos.
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2.4.3 Estimadores e indicadores de error

Al obtener una solucién mediante el MEF es conveniente conocer no sélo
la magnitud del error asociado a la misma sino también la forma mas eficaz
de mejorarla en caso de que no sea satisfactoria. Por ello existen dos tipos de
informacion: los indicadores y los estimadores del error.

Un indicador de error proporciona informacién sobre donde refinar una
cierta malla, mientras que un estimador de error da una aproximacién a la
medida del error global existente en un determinado elemento o regién.

La utilizacién de indicadores de error es basica para realizar refinamientos
jerarquicos a partir de una malla inicial pues su informacién permite escoger
cuales son los grados de libertad que anadidos a la misma permiten mejorar la
solucion de la forma mds econémica hasta llegar a un nivel de precisién dado.
La necesidad de estos indicadores viene dada por el hecho de que los estimadores
de error proporcionan informacién acerca del error existente en una solucién,
pero no sobre la forma de disminuirlo. Es por ello que la utilizacién de los
indicadores de error es necesaria para los procesos de refinamiento jerarquico.

En el caso de que la estrategia a utilizar sea de remallado y no de
refinamiento lo que se precisa es informacién acerca del error existente sobre
cada elemento por lo cual si se dispone de un estimador de error que la
proporcione no es necesaria la utilizacién de un indicador de error.
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2.5 INDICADORES DE ERROR

Como ya se ha comentado anteriomente, los indicadores de error se utilizan
en los procesos de refinamientos'jerarquicos. Es por ello que en su desarrollo
intervienen las formulaciones jerdrquicas de las funciones de forma.

Basicamente lo ;:1ue hace un indicador es informar sobre cuales son los
grados de libertad que anadidos a una malla previa permitirdn reducir el
error de la forma mas eficaz. Para obtener su expresidon se debe considerar
la introduccién jerdrquica de un conjunto de coeficientes @, 1 que multiplicaria
a una nueva funcién de forma N, teniendo en cuenta que ésta puede afectar
a varios grados de libertad. Si e supone que ya se tiene un sistema con n
funciones de forma para el cual ya se ha determinado la solucién ﬁ("), con ello
se obtendria una nueva solucién &("*1). Se trata de aproximar la parte del
error que se corregiria con la introduccién del nuevo conjunto de variables para
utilizar ese valor como indicador de error.

Para ello se define el campo e, ] como la diferencia entre los dos campos
de desplazamientos &(™ y a(nt1),

ent1 = 6"t — g (2.5.1)

El indicador de error que se estd buscando 7,41 es una aproximacién a
la norma energética del campo e, 1. En otras palabras, el indicador de error
Nn+1 intenta aproximar cual seria la variacion de la norma energética del campo
@ al anadir al sistema una nueva funcién de forma. En virtud de (2.4.24) puede
considerarse que esa variacion coincide con la norma energética del campo e, 1.

2 2
lent+1llE = nat1 (2.5.2)

A partir de la expresién (2.3.23) se puede aproximar el valor de las nuevas
variables a1 por:

Gni1 ~ a:H—l = K(_rll_{_l,n+1)(f(n+l) - K(n+1,n)a’(n)) (2'5'3)

siendo como es usual:
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Knpin = [ NE . STDSN, 140 (2.5.4)

FHD) /9 NT, 1qd0 (2.5.5)

Si se considera despreciable la variacién que sufririan los n primeros
valores @&;, la correccién que se efectuaria en el campo de desplazamientos seria
1) P
aproximable por:

ent1 ~® Nyj1anyy =~ Nyjan g (2.5.6)

A partir de ello se puede efectuar el siguiente razonamiento:

n
Fot) _ K(ni1nyat™ = - /QNqudQ - Z(/Q N7 ;15" DSN;dQ)a;
=1

~ [, ¥%il-g— S (STDSN )aijan

1=1

— /n NT, . [-g~ STDSN a™]d0

. /ﬂ NT, rodQ
(2.5.7)
con lo cual:
f(n+1) - K(n+1,n)“(n) == ./QN£+1"QdQ (2.5.8)
Utilizando las expresiones (2.4.17) y (2.5.2) se puede escribir:
Maar ~ — [ ehyirqd® (2.5.9)

Incluyendo (2.5.5) en (2.5.9) se tiene:
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2= —a:;H/QNZHerQ (2.5.10)

Y con la aproximacién (2.5.3) y con (2.5.7) se puede concluir con:

2 -1 T 2
77n+1 = K(n+1’n+1)(/;l Nn+1rﬂdﬂ) (2.5.11)
o bien con
1 = K(—nl+1,n+1)(f(n+1) - K(n+1,n)“(n))2 (2.5.12)

La expresion (2.5.12) ya presentada por Peano [50] parece mas directa que
la (2.5.11) utilizada por Zienkiewicz et al., sin embargo la expresién (2.5.11) no
precisa del calculo de los nuevos términos de la matriz de rigidez K (n+1,n) ¥

si en cambio el del residuo ry. Algunos autores [69]

ultima es de utilizacién mas econdmica.

afirman que por ello esta

La evaluacién del residuo rp en la expresién (2.5.11) no presenta
dificultades si las funciones de forma son de tal grado de continuidad que el
valor STDSN; i=1,...,n es evaluable en todos los puntos del dominio. No
obstante, en general las funciones de forma son de continuidad C° mientras que
el operador formado por la conjuncién de STDS tiene normalmente términos
en derivadas segundas, por ello el residuo puede tomar valores infinitos en las
interfaces entre los elementos de la malla. Para superar esta dificultad se divide
el dominio €2 en subdominios interiores a los elementos 2¢ y zonas de interface
entre ellos I de espesor § tal como se muestra en la figura 2.6.

En los interfaces entre elementos, cuyo espesor é se supone tendiendo a 0,

se puede escribir:
?

T 6 T .
/Im rndnzfrfo NTrqdndl i=1,..n (2.5.13)

donde n es la direccién normal a la interface y I' es la directriz de la misma.

Los términos infinitos de v vendran definidos por derivadas segundas de
los desplazamientos por lo que se puede expresar:
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FIGURA 2.6 Zonas interiores a los elementos 2 e interfaces é entre
ellos.

§ %4  dulb

0 dn2  dn

i=1,.,n (2.5.14)

o

lo cual es simplemente el salto del gradiente de % que ocurre entre dos elementos
adyacentes.

Si se denota

)
/0 rodn=J (2.5.15)

J se podra expresar en funcién de las componentes de (2.5.14). En particular,
J coincide con el vector cuyos valores son la discontinnidad de tensiones entre
elementos adyacentes.

Si se acepta que la variaciéon de N lT es despreciable al atravesar el pequeno
espesor 4 se puede reescribir el término del lado derecho de la expresion (2.5.11)
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como:

[RARUNCESY | Niared+ Y [ NE, gar (2.5.16)
0 o= Ja, 2= Jr.

donde los sumatorios se extienden sobre todos los elementos y sobre todos los
interfaces entre ellos. La segunda de las integrales se extiende sobre dominios
que son de una dimensién menor que los de la primera.

Las expresiones anteriores se han deducido suponiendo que los
refinamientos jerdrquicos se realizan de forma que al afiadir una nueva funcién
de forma Np,; se afiaden todos los grados de libertad a los que ésta puede
afectar. Es decir, para cada nueva funcién de forma se anade un grado de
libertad por cada una de las variables nodales que tiene el problema. Por tanto,
en elasticidad tridimensional, la adicién de una nueva funcién afectara a los
desplazamientos en z, en y y en z; y representara la adicién de tres nuevos

grados de libertad.

Los refinamientos también se pueden realizar afiadiendo los grados de
libertad uno a uno, de forma que cada una de las nuevas f-nciones de forma
no multiplicard necesariamente a todas las variables nodales posibles. Para
ello es preciso expresar los indicadores de error para cada uno de los grados
de libertad por separado. Dichas expresiones se pueden obtener reemplazando
las matrices N,, ;1 por otras lvn+1 de la misma dimensién pero que sélo tienen
un solo término no nulo, situado en la diagonal y en la fila correspondiente
al grado de libertad del cual se estd calculando el indicador. Su valor serd
precisamente el de la funcién de forma N,,; 1. Hay que tener en cuenta también
que para cada grado de libertad, los que se afiade a la matriz de rigidez K es
una sola ecuacién y no un conjunto de ellas. Las expresiones (2.5.11) y (2.5.12)
se convierten entonces respecivamente en:

T
2 (JaNpyird)?
Tin41 =

= (2.5.17)
K (n+1,n41)

(f(n+1) - K(n-{—l,n)a(nl)z

K(n+l,n+1)

2

siendo en este caso K(n41,n41) €l término de la diagonal de K(i1,n41)
correspondiente al grado de libertad del cual se esta calculando el indicador.
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Asimismo, los términos de K (n+1,n) SON los correspondientes a la ecuacién para
° ?

el grado de libertad correspondiene. El término F("*1) ge calcula en este caso
utilizando la matriz N, .
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2.6 ESTIMADORES DE ERROR

En este apartado, y siguiendo el orden de su aparicién cronoldgica, se
van a presentar una serie de estimadores de error. Todos ellos pretenden
evaluar la norma energética del mismo mediante expresiones que provienen de
razonamientos, mas o menos rigurosos.

Esta presentaciéon no pretende ser exhaustiva sino que lo que se intenta es
dar una visién general de los distintos enfoques que se han dado al problema de
la estimacion de error. Como se vera, existen muy diversas alternativas cada
una de ellas con sus ventajas e inconvenientes. Hasta el momento no existe
ninguin estimador de error que cumpla todos los requisitos que serian deseables
y por ello este es un campo en continuo desarrollo.

Aparte de los estimadores que se van a comentar existen otros muchos
que no se incluyen debido a su menor interés desde el punto de vista de este
trabajo, o bien a que todavia no se han manifestado como suficientemente tiles.
Existen otras familias de estimadores de error que son de amplia aplicacién en

campos muy distintos al que nos ocupa, como puede ser la dindmica de fluidos
[51]

Asi como la utilizacién de los indicadores de error esta limitada a los
procesos de refinamientos jerarquicos, el uso de los estimadores de error es
valido para cualquier tipo de algoritmo de correccién de errores. Por ello, las
formulaciones de los estimadores que se describen a continuacién no se limitan,
salvo indicacién de lo contrario, a formulaciones jerarquicas sino que son de
uso general tanto para procesos de refinamiento jerarquico como de remallado
automatico.

Podrian establecerse una serie de requisitos exigibles a un buen estimador
de error con el fin de asegurar su utilidad en analisis practicos. Estos son:

1. Ser determinado a posteriori (a partir de la informacién recibida del
programa de calculo).

2. Si se define un indice de efectividad @ como el cociente entre la estimacién
de la norma energética del error y la norma energética exacta del error,
entonces deberia ocurrir que § > 1 para cualquier malla y ademas 6 ~ 1.
Con ello se pretende conseguir que los valores estimados queden del lado
de la seguridad ademas de ser suficientemente aproximados.

3. Un estimador debe converger hacia un valor exacto de forma asintética.
Es decir, § — 0 al tender el numero de grados de libertad a infinito.
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4. Un estimador deberfa dar una idea del grado de error en tensiones
existente en una determinada solucién.

5. Un estimador deberia dar algin tipo de indicacién local sobre cuales son
las zonas que requieren un mayor grado de refinamiento.

Los estimadores de error que se van a presentar tienden a cumplir los

requisitos anteriores. Aunque es muy dificil el conseguir que todos ellos se
cumplan de forma simultinea.

2.6.1 Estimador de Babuska, Rheinboldt, Zienkiewicz, Kelly y Gago

Este estimador aparecié por primera vez [°/ con una justificacion
matematica detallada a cargo de Babuska y Rheinboldt. Mis tarde,
Zienkiewicz, Kelly y Gago (69] propusieron otra justificacién, mas
sencilla aunque menos matematica, a la misma expresién para problemas
unidimensionales extrapolando sus razonamientos a dos dimensiones. Se
presentard aqui esta segunda posibilidad ya que los requerimientos matematicos
de la primera exceden de los planteamientos de este trabajo.

El primer aspecto a considerar es que el error e definido en (2.4.10) cumple
las siguientes condiciones:

{ STDSC + rg = 0 en () (2.61)

GDSe+rr=0 enly

donde rq y rr han sido previamente definidas en (2.4.7). La justificacién de
(2.6.1) es inmediata al sustituir la definicién de e en (2.4.3) y teniendo en cuenta
(2.4.7). De esta forma el campo e se puede considerar como los desplazamientos
que sufriria el dominio en estudio sometido a unas cargas volumétricas rq y unas
cargas de contorno rp.

Consideremos primero un caso particular de las ecuaciones (2.4.1) en una
sola dimension:

2
_Z ~4+q=0 en [0,I] con u(0)=u(L)=0 (2.6.2)
. .
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Consideremos una discretizacién lineal, a partir de unos puntos nodales
z;, y €l correspondiente error e (en este caso escalar). A partir de (2.6.1) se
puede escribir:

d?%e
_m +rq = 0 con e(O) = e(L) =0 (263)

Ademads se puede demostrar que en este caso particular (ver ref. [27])
e(z;) = 0, por lo que e se puede determinar sobre cada intervalo I; = (z;_1,;).

Si se supone que el residuo tiene la formarg = 7sin’ entonces la ecuacién

(2.6.3) es facil de resolver presuponiendo que e tiene la forma e = &sin’f
obteniéndose:
N

Adema3s sobre el dominio (2 se tendra:

L L2 (L
2 _ _ 2
el = —/0 erqdzr = ﬁ/o rqde (2.6.5)

Si se considera el caso més general en que el residuo tenga la forma de un
desarrollo en serie de Fourier

rq = Zrisin% (2.6.6)
1

el error tendra la forma
L\?2 '
e = — Z (—) risin—”;c (2.6.7)

Sustituyendo lo anterior en (2.6.5) se obtiene:
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||e||2E=/ [Zr,sinﬂ][z( )27',.<sz"nE de (2.6.8)

Debido a la ortogonalidad de las funciones seno se cumple:

e
/0 sin?sin . %2 4o = 6 (2.6.9)

Y, en consecuencia, de (2.6.8) y (2.6.9):

L? /L r; . wrz]?
2 i
== Zein2| d
lely = 27 Jy [ Foin T e
L2 L ; 2
<) [Z'risin?] do (2.6.10)
L? (L
== r%dm

Si se aplica la desigualdad anterior a cada intervalo I; se obtendra:
2 Til
lelf < — Zmﬂ —ei) [ e (2.6.11)

Para elementos suficientemente pequenos y q suave se ha comprobado que
el residuo rq es también suave [27] y reemplazando el término 72 por 12 la cota
superior se convierte aproximadamente en el valor exacto de la norma del error.
Si se denomina h; a la longitud de cada elemento se obtiene que la expresién

del estimador de error para problemas unidimensionales con elementos lineales
es:

1 Tit1

2 2

lels = o5 3o A3 / rddz (2.6.12)
1 1

En el caso de dos o tres dimensiones aparecen dos términos de error, uno
regular en el interior de cada elemento rq, y otro singular repartido en las
interfaces entre ellos rp.
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Si se considera primero la parte regular del residuo rgq, y se supone que
ésta se reparte a partes iguales en las distintas direcciones de los ejes cartesianos,
una primera parte del error se puede estimar como:

lel%, = 2[11—2 > hf/0<'2—“) 2dﬂ] (2.6.13)

1

2 2 2

lell, = 57 2-h /andﬂ (2.6.14)
1

Para tener en cuenta el término singular se aproxima el residuo en las
interfaces por:

>~

ro ~ (2.6.15)

Esta aproximacién se justifica en virtud de (2.5.15) si se considera pequeinia
la variacion de rq alo largo de la interface. Sustituyendo ese término en (2.6.14)
se obtiene que en los contornos de los elementos:

1

2 2

= — h; / dl’ 2.6.16
”e”Ez 24 ZL: 1 r J ( )
Al término anterior debe anadirsele un factor 1/2 al efectuar la suma sobre

todos los elementos pues cada interface aparece dos veces.

La expresion final mds general y mds utilizada para este estimador en la
que se ha incluido el efecto del orden p de los polinomios que aparecen en las
funciones de forma es:

h2 . h

2 2 2

< E —_— dQl + —/ Jedl 2.6.17
llel| & < 24kp/;2, o ;241910 T. (2.6.17)

Donde h es el tamaino de cada elemento, p el grado de los polinomio
de las funciones de forma y k una constante dependiente del problema (k =
conductividad en problemas térmicos, E/(1 — v) en tensién plana, etc.).
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Normalmente los valores obtenidos con este estimador son ligeramente
inseguros en el sentido de que son inferiores al valor exacto del error. Ademés

el hecho de necesitar una constante dependiente del tipo de problema hace que
sea poco generalizable.

Szabo y Dunavant [57] presentan una expresion algo mas compleja que
permite tener en cuenta factores tales como la desigualdad del orden de los
polinomios entre dos elementos contiguos.

2.6.2 Estimadores derivados de los indicadores de error

Dado que los indicadores de error intentan aproximar la modificacién de la
energia de deformacién que se obtiene al afadir cada nuevo grado de libertad, la
suma de todos ellos calculados para todos los grados de libertad que podrian ser
anadidos a la malla deberia dar una medida relativamente exacta de la norma
del error. No obstante, al hablar de todos los posibles grados de libertad debe
entenderse los infinitos grados de libertad necesarios para llegar a la solucién

exacta. Estos pueden estar asociados a funciones de forma de grado muy alto
y desconocido a priori.

Cuando se calcula el valor de los indicadores de error se estidn teniendo
en cuenta unicamente los grados de libertad asociados a funciones de forma
uno o dos o6rdenes superiores a las empleadas hasta ese momento. Dado que
ésta es solo una parte de los posibles grados de libertad a afiadir a la malla la
suma de esos indicadores sera siempre inferior o igual al valor correcto de la
norma energética del error. Por ello hay que hacer alguna transformacién en
los indicadores para obtener un estimador de error que no proporcione valores
inferiores a los reales.

A partir de la expresién (2.5.11) se puede observar que en ocasiones
el residuo rn puede ser ortogonal o casi ortogonal a las funciones de forma
candidatas al proximo nivel de refinamiento. En ese caso, el valor de la
integral que aparece en la expresién mencionada sera muy pequefio para todos
los posibles nuevos grados de libertad. Entonces, la correccién del campo de
desplazamientos debe hacerse con funciones de mds alto orden ya que son los
grados de libertad asociados a éstas los que se verian afectados por la aplicacion
de las cargas correspondientes al residuo rq. Si en un caso donde se produjese
ese efecto se efectuase la suma de los indicadores correspondientes a las funciones
de forma casi ortogonales al residuo el resultado seria un valor demasiado bajo
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para la estimacién del error. Una forma de evitar este efecto es intentar buscar
una cota superior a la suma de los indicadores que intente aproximarse mas
al valor real de la norma energética del error. Para ello puede utilizarse la
inecuacién de Cauchy-Schwarz:

(f ¥%i1rqd0)” < [ N2,1d0 [ +2do (26.18)

La utilizacién de la anterior desigualdad permite conseguir valores més
del lado de la seguridad para la estimacién del error. Si a lo anterior se afiade
el razonamiento realizado para la obtencién de (2.5.16) se puede escribir:

lelE < &Y (Z(gj Jo NEaa [, rhao+ ; J, Wiar [ gar)) (2.6.9)

donde el subindice 7 se extiende sobre todas las posibles nuevas funciones de
forma que se puedan afadir en el préximo refinamiento.

La experiencia obtenida con este estimador (73] muestra que da valores
por encima de los reales con factor de aproximadamente /2 por lo que suele
dividirse la expresién anterior por ese valor.

Tanto este estimador como el anterior presentan el inconveniente de que
en sus expresiones intervienen integrales definidas sobre el contorno de todos
los elementos. Los programas usuales de elementos finitos no estan preparados
para calcular integrales de ese tipo ya que carecen de la informacién topoldgica
para ello, por esa razén su implementacién puede ser laboriosa.

2.6.3 Estimador local de error de Specht

Specht [56] presenta un nuevo tipo de estimador de error cuya justificacion
es bastante distinta a la de los anteriores. La principal caracteristica de éste es la
discretizacion del residuo mediante unas funciones que tienen unas propiedades
de interpolacién especiales.
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En un problema de elasticidad lineal como el definido en (2.4.3) el error
existente en la solucién % obtenida por elementos finitos se manifiesta en las
condiciones de equilibrio para las tensiones i; produciéndose unos residuos
tanto en el interior del dominio del problema como en su contorno. Para cada
elemento e las componentes de estos residuos tendran la siguiente forma:

96
T&izzj"a%j'—‘h' en Q.
TP = Xjnjoi; — 1 enl'eNCy (2.6.20)

—1l5. e fof
rf‘i - 2'2_1 njafj + n] U‘ij en I‘e N Pf

donde r) es el residuo en el interior del elemento, r$ es el residuo en el contorno
del mismo, n es la normal al contorno en cada punto y ¢ la tensién prescrita en
una parte del mismo I'y C T'. Los indices 4,j se mueven entre 1 y la dimensién
del dominio. En las interfaces entre elementos [, N T f se ha repartido el salto
de tensiones entre los dos elementos conectados.

Para discretizar el residuo se utilizan una funciones de forma 7, cuya forma
se vera mas adelante. Con ello se obtienen unas fuerzas discretas equivalentes
Tig que en realidad son tensiones residuales ponderadas de la siguiente forma:

e = /;z > g&(aij — 645)d (2.6.21)
e Z;

Si se integra por partes la expresién anterior se obtiene:

Ona ) h
/9 2 gj(% — Gij)dQ = /r na(zjj Gijnj —t;)dT + /ﬂ e ,,a(;

€3

a:cj - quQ

(2.6.22)

La integral volumétrica obtenida contiene el término definido en (2.6.20).
La integral de superficie contiene un término cuyo valor sélo se conoce en el
contorno I'y donde se han prescrito tensiones, siendo desconocido en el resto.
No obstante parece logico introducir el término definido en I'yy en ella como
una aproximacién. Con ello se obtiene la siguiente expresion:

Tie & o Narf;dl + /;z ] Narp; A (2.6.23)
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La cuestion primordial es el tipo de funciones 7, utilizables para definir
el error. En el caso de seleccionar para ello las mismas funciones de forma que
se han utilizado para discretizar el campo de desplazamientos las fuerzas r;, se
anularan idénticamente. Specht propone para evitar este efecto la utilizacién
de unas funciones que cumplen unas condiciones de interpolacién especiales en
forma de integrales ponderadas:

Jr. Yomadl = 845 (b=1,...,n7)
_ (b=n1+1,..,n) (2.6.24)
Ja, PynadQl = 64 { (a=1,..,n)

Las funciones 73 y ¢ deben ser capaces de representar los defectos en
forma de combinaciones lineales:

{1-51. =Yy en e, (b=1,..,n1) (2.6.25)

Tf‘i = Zb YpTip €N Fe, (b =n;+1, ,n)

Si se insertan estas ecuaciones en (2.6.23) y se tiene en cuenta las
propiedades (2.6.24) se observa que los valores discretos rf, coinciden con las
fuerzas discretas equivalentes.

Para determinar las expresiones de las funciones 7, a partir de v, y ¢,
puede partirse de una base de polinomios:

Zq = {1,21,29,23,23,...} (2.6.26)

resolviendo un sistema de ecuaciones lineales para hallar los coeficientes de cada
Na-

Las funciones -y, deben ser no nulas sélo en el contorno del dominio pues
en su interior no tienen ningun significado.

Las funciones 74 se pueden utilizar para crear una nueva matriz de rigidez
asociada a ellas cuyos coeficientes K, tienen la siguiente expresién:

K= /Q L ST DSy, d0 (2.6.27)
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donde 7,4, y 1, son matrices con las funciones 7, y 7; en su diagonal.

Esta nueva matriz de rigidez es la correspondiente a las nuevas funciones
de forma 74 y sus coeficientes son los que corresponderian a la ampliacién de
la matriz K inicial con los grados de libertad asociados a las nuevas funciones
de forma. Las fuerzas nodales equivalentes correspondientes a esos grados de

libertad estdn definidas en (2.6.23).

Si se supone que el desplazamiento que produce la aplicacién de cada

componente de la fuerza nodal elemental 7, se puede aproximar por ¢,/ f{ga a

iy , . . € sy
donde K¢, ; es el término de la diagonal de K, entonces la norma energética
b}
del error existente en el elemento e se podra aproximar por:

(Te )2

ia

R'e

aa,d

lell%, ~ 3=

i,a

(2.6.28)

En realidad lo que se estd haciendo es similar a lo visto en un apartado
anterior para la justificacién de la expresién de los indicadores de error. La
diferencia estd en que en esta ocasidn se considera la introduccién de unas nuevas
funciones de forma que en vez de ser jerarquicas estin caracterizadas por las
expresiones (2.6.24). Se considera que los nuevos grados de libertad anadidos
son los necesarios para llegar a la solucién exacta, y que por tanto la energia
de deformacién que producen los desplazamientos asociados a ellos coincide
con la norma energética del error correspondiente a la primera resolucién del
problema.

Para calcular la expresién (2.6.27) Specht [56] propone utilizar las mismas
cuadraturas que para la obtencién de la matriz de rigidez de la malla, ya que
éstas producen una integracion reducida de la misma por ser las funciones 7, de
mayor orden que las funciones de forma N;. Ello se traduce en valores mayores
para el estimador y por tanto una tendencia hacia el lado de la seguridad.

Los términos r{, del vector vy se obtienen de la expresién:
re = F° _ /Q L ST 540 (2.6.29)

donde F viene definida por las condiciones de contorno del problema:
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F=/ Tdn/ Tgdl 2.6.
= Jo T L M (2.6.30)

Specht [56] presenta la obtencién de las funciones 7, correspondientes a
los elementos planos de 4 y 8 nodos y su aplicacién a un caso sencillo.

El algoritmo para el cdlculo del estimador de error (2.6.28) es atractivo,
sin embargo hay que hacer una serie de consideraciones:

- Para el cédlculo de (2.6.27) se precisa repetir el calculo de la matriz de
rigidez empleando las funciones de forma 7,. Esto representa un elevado
coste en términos de tiempo de calculo.

- Para aplicar este estimador a cualquier tipo de elemento es preciso el
calculo previo de la expresién de las funciones 74 correspondientes. Este
proceso no parece muy caro pues para cada uno de los elementos usuales
solo debe realizarse una vez. Sin embargo, si se estd efectuando un
refinamiento jeridrquico de una determinada malla aparecen elementos de
diversos tipos que pueden incluir o no diversas funciones de forma segin
el grado de refinamiento alcanzado. El hecho de que a partir de la malla
inicial se vayan introduciendo de forma selectiva nuevas funciones de forma
a cada elemento hace que en cada paso las funciones 7, deban cambiar
de forma no predecible a priori y sea necesario calcularlas para cada una
de las nuevas tipologias de elemento que puedan ir apareciendo. Por
ello la implementacién de este estimador en un proceso de refinamientos
jerarquicos puede ser cara y complicada y su utilizacién parece mas
indicada en procesos donde en cada paso se efectie un remallado total
de la malla conservando siempre el mismo tipo de elemento.

2.6.4 Estimador de Zienkiewicz y Zhu

En la resolucién por elementos finitos de las ecuaciénes (2.4.3) se utilizan
normalmente funciones de forma de continuidad C?, lo cual se traduce en una
aproximacion discontinua a las tensiones ¢. Ademas es muy conocido el hecho
de que la evaluacién de las mismas en puntos que no sean los correspondientes
a la cuadratura de integracién utilizada produce muy malos resultados. Para
obtener resultados aceptables en cualquier punto de la malla se suele hacer un
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promediado o alisado de las tensiones mismas de forma que el campo resultante
o* se interpola con las mismas funciones de forma que los desplazamientos.
Para un sistema con 7 nodos se define

n
o =3 Nt = NTa (2.6.31)
1=1

donde &} son las tensiones alisadas nodales correspondientes al nodo i-ésimo, N
es un vector columna formado por las n funciones de forma correspondientes a
cada uno de los nodos utilizados y * es una matriz en la cual la fila i-ésima est4
formada por las tensiones alisadas nodales ;. Zienkiewicz y Zhu [74] utilizan
estas tensiones alisadas para construir con ellas un estimador de error.

En un proceso de alisamiento global la condicién que se impone al campo
de tensiones alisadas es:

/ﬂNi(a'* ~8)dQ =0 i=1,..n (2.6.32)

Esta expresién es equivalente a minimizar por minimos cuadrados la
diferencia entre las tensiones o* y &. También puede interpretarse la anterior
expresion como una proyeccién de las tensiones & sobre las funciones de forma.
La expresion resultante para hallar los valores de &* es:

= M1 / NTsd0

o (2.6.33)

M= / NNTdq
Q

donde M tiene la misma forma que las matrices de masas que normalmente
se emplean para el andlisis dindmico de estructuras [15], y &% es el vector de
tensiones nodales alisadas.

La expresion anterior es muy sencilla de calcular, sobre todo si se utiliza
una forma condensada de la matriz M, aunque esto altimo suele producir malos
resultados para la estimacién de errores. Por otro lado los valores de M para
cada una de las componentes del vector de tensiones son iguales y por lo tanto
se puede formar la matriz como si este vector tuviese una sola componente y
aplicarla de forma reiterada a cada una de ellas. Con ello se consigue disminuir
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el tamafio de la memoria y el tiempo de cdlculo necesarios para invertirla.
El nimero de filas y columnas de M sera por tanto la mitad que el de la
matriz de rigidez K en un problema plano, y la tercera parte en un problema
tridimensional.

La evaluacién de las integrales (2.6.33) requiere la utilizacién de
cuadraturas un orden superior a las utilizadas para calcular la matriz K. Ello es
debido a que al calcular la matriz M dentro de la integral aparecen las funciones
de forma, mientras que al calcular K lo que aparece son términos expresados
en funcién de sus derivadas, que seran de un orden menor.

Las tensiones obtenidas mediante alisados no estdn, generalmente, en
equilibrio sino que necesitan unas fuerzas residuales para ser equilibradas. Se
pueden generar esquemas iterativos para minimizar esas fuerzas residuales (ver

ref. [72]) pero en general son de convergencia lenta e insegura. No obstante, la
magnitud de esas fuerzas residuales decrece al ir refinando la malla con lo que
al ir disminuyendo la norma del error también disminuyen éstas.

También existe la posibilidad de utilizar métodos mixtos en tensiones y
desplazamientos (ver ref. [76]) para obtener campos de tensiones continuos
y en equilibrio, pero no tiene sentido, por razones de coste, el resolver un
nuevo problema de elementos finitos aumentado en su nimero de incégnitas
y complejidad para estimar el error cometido en un célculo previo. Ademis,
en esta nueva resolucion se obtendria un nuevo campo de tensiones de mayor
calidad que el anterior por lo que este tltimo seria el que se aceptaria como
correcto perdiendo interés el anterior.

Es razonable suponer que las tensiones alisadas ¢* son una mejor
aproximacion a la solucién exacta del problema que las obtenidas directamente
de los desplazamientos &. Hay dos razones que avalan esta hipétesis:

- En el proceso de alisado se eliminan las discontinuidades del campo de
tensiones que existen en las caras de contacto entre elementos. Dado que
de la solucién exacta se espera que sea continua, es razonable suponer que
el campo de tensiones alisado es mas cercano a aquella.

- Asimismo, mediante el alisado se consigue una distribucién de tensiones
mas uniforme dentro del dominio, de forma que la evaluacién de dichas
tensiones es posible en cualquier punto con buenos resultados. Ello no es
posible en el campo de tensiones inicial donde éstas sélo pueden evaluarse
correctamente en los puntos de integracién utilizados. Por ello puede
decirse que el campo de tensiones alisadas tiene un nivel mas alto de
precision.
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Los experimentos numéricos confirman, efectivamente, la obtencién de
mejores resultados en tensiones después de un proceso de alisado.

En virtud de lo que se acaba de comentar se puede estimar el error en
tensiones como:
e ot — & (2.6.34)

y estimar con ello la norma energética del error mediante:

lel} ~ [ (¢* - )TD 1 (o" - 8)d0 (2.6.35)

La expresion anterior es la que proponen Zienkiewicz y Zhu [74] como
estimador del error. Es facil ver que la integral anterior se puede realizar sobre
cada elemento obteniendo asi un valor local del error para cada uno de ellos.

La aproximacién (2.6.34) converge hacia un valor exacto y nulo a medida
que se va refinando la malla ya que ambos campos de tensiones se acercan cada
vez mas a la solucién exacta del problema. Por ello el el estimador tenderd
también a producir valores mas correctos durante dicho proceso.

En este trabajo se ha deducido una expresién equivalente a la expresién
(2.6.35) que viene proporcionada por el producto entre el vector de fuerzas
residuales de las tensiones alisadas y los desplazamientos nodales:

1

lel% ~ Yo7 ( [ N7 - &)dﬂ) | (2.6.36)

Para demostrar dicha equivalencia hay que demostrar previamente la
siguiente igualdad:

/Q o*’TD Y& —o*)d = 0 (2.6.37)

Para ello se desarrolla la expresién (2.6.37) de la siguiente manera:
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s T'py—1/a & — —+Taan—1a _x
/;]a' D™ (¢ —a")d /Qo' ND (¢ —o™)d0
n

Z (%) /ND_I(a o )dY;

rr / N;D (& — o*)dQ (2.6.38)

q

);D~1 /N(o' o*)dQ2
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El término (3*); denota el vector fila formado por las sucesivas i-ésimas
componentes de las tensiones alisadas nodales. La matriz D~! se puede sacar
fuera de la integral por ser constante asi como las tensiones (*);. La expresién
anterior se anula en virtud de la condicién (2.6.32) que deben cumplir las
tensiones alisadas.

Por otro lado la expresién (2.6.36) se puede desarrollar de la siguiente

forma: , -
’7// 5 /\/l>
<=8 ="

;a;!’ ( | NTST (0" - &)dﬂ)i - Xi:a,T ( J(NTsT(o - &)dQ)

_ - T ot — &
=/ 3 (SNie)(o" - 5)d0 26.39)

—/ (0% — &)dQ)

- /ﬂ 6TD (" — §)d0

Las expresiones (2.6.35) y (2.6.39) se diferencian unicamente en el término
de (2.6.37), pero por ser este tltimo nulo se comprueba la realidad de la
igualdad de las dos expresiones para el estimador de error. La expresién (2.6.39)
representa ademas una tercera alternativa para el calculo del estimador de error
cbtenida en este trabajo.

Hay cuatro razones que hacen atractiva la utilizacién de estas expresiones:

1.- La sencillez de su calculo y su facilidad para ser incorporadas a cualquier
programa de elementos finitos.
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2.- El hecho de que precisa del calculo previo de unas tensiones alisadas no
representa muchas veces un coste adicional, pues muchos programas ya lo
realizan durante su normal funcionamiento.

3.- La circunstancia, no comentada hasta ahora, de que este tipo de estimador
es matemdticamente equivalente al presentado en la seccién 2.6.1, al menos
para los elementos bilineales, de forma que los estudios matemdticos
realizados por Babuska sobre el mismo le son también aplicables. Esta
equivalencia puede profundizarse en las referencias (74,

4.- El hecho de que el error estimado corresponde al campo de tensiones
obtenido de forma directa a partir de los desplazamientos y no al campo
de tensiones alisadas. Si se acepta que estas tltimas son méas exactas,
su error sera menor que el de las anteriores. Dado que el error estimado
mediante la expresién (2.6.35) es el correspondiente a las tensiones no
alisadas, se tendrd la casi total seguridad de que éste es una cota superior
al que existe en el campo de tensiones alisadas.

En la expresién de este estimador se supone que las tensiones o* son
exactas y por tanto se estima el error en tensiones a partir de (2.6.34). En
realidad lo que ocurre es que se acepta que las tensiones &* son una mejor
aproximacién a las existentes en la solucién exacta de (2.4.3) que las obtenidas
directamente a partir de §. La exactitud de los resultados obtenidos con este
estimador dependerda por tanto de la exactitud de las tensiones o*. Estas
ultimas se obtienen mediante un simple alisado de tensiones, sin embargo
pueden desarrollarse procedimientos mas complejos para conseguir campos de
tensiones todavia mejores. La tnica limitacidén a estos procesos es su coste, ya
que no se considera aceptable que el cdlculo del estimador de error suponga
un coste superior al de la resolucién de las mismas ecuaciones (2.4.3). Algunas
posibilidades para mejorar el campo de tensiones alisadas podrian ser:

- Obtencién de un campo de tensiones alisadas cuyas fuerzas residuales
nodales sean nulas. Como ya se ha comentado existen procedimientos
iterativos para ello pero en general no son muy robustos. El hecho de que
un campo de tensiones alisadas esté eo equilibrio es, evidentemente, una
mejora importante.

- Aplicaciéon de las condiciones de contorno especificadas en I'yy al campo
de tensiones alisadas. De esta forma se obtendria un campo de tensiones
mejorado en el sentido de que cumpliria exactamente las condiciones de
contorno del problema. Sin embargo, el coste de este proceso seria muy
alto ya que en general las condiciones se especificarian sobre tensiones
en direcciones arbitrarias. Debido a ello ya no seria posible desacoplar el
alisado de cada componente por separado creciendo el tamaiio de la matriz
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de masas M por encima incluso del de la matriz de rigidez. Ademads, este
procedimiento podria producir problemas en puntos con discontinuidades
de tensiones (interfaces entre materiales distintos, puntos de aplicacién
de cargas puntuales, fronteras entre zonas cargadas y zonas descargadas,
puntos singulares, etc).

Ainsworth, Zhu, Craig y Zienkiewicz (1] presentan un analisis matematico
de las propiedades de este estimador de error. Este se sittia dentro de una familia
mas amplia de estimadores en los cuales se efectiia algan tipo de proyeccién de
las tensiones & sobre una familia de funciones que en este caso son las funciones
de forma. Se incluyen también en esta familia los estimadores en los cuales se
realiza un alisado de deformaciones y no de tensiones. Estos parecen poseer
algunas virtudes adicionales desde el punto de vista matematico.

2.6.5 Estimador de error de Roberti y Melkanoff

Roberti y Melkanoff [55] proponen un nuevo estimador de error,
valido para elementos lineales en una dimensién, y elementos triangulares y
tetraédricos, también lineales, en dos y tres dimensiones respectivamente. La
justificacion de la expresién que presentan se basa en que si los elementos
son suficientemente pequefios se pueden considerar como ciertas las siguientes
proposiciones:

- La solucién exacta para las tensiones & se puede considerar lineal en el

interior de cada uno de los elementos.
#

- El valor exacto de las tensiones & coincide con el obtenido del clculo por
elementos finitos & en el centroide de cada elemento. -

En estas condiciones, los autores mencionados proponen, para refinar una
determinada malla A4, una estrategia a base de subdividir los elementos tal
como se senala en la figura 2.7 para el caso de tridngulos planos. De esta forma
cada uno de los elementos de la malla A queda subdividido en cuatro nuevos
elementos de una nueva malla B. A partir de las diferencias de tensiones entre
las dos mallas se puede estimar el error de las mismas en la malla B.

De una forma muy resumida se puede decir que después de refinar el
tridngulo A para obtener los cuatro nuevos de B, el maximo error en tensiones
de estos ultimos se puede obtener a partir de la méxima diferencia de las mismas



—66— Capitulo 2 : La estimacion del error

=4

FIGURA 2.7 Subdivision de los elementos.

b £

entre las obtenidas en el centroide del elemento P y las obtenidas en el de Hj,
H, y Hs. En la referencia [55] se justifica la anterior afirmacién para el caso de
una y dos dimensiones y se razona su rango de validez para una dimensién. Los
razonamientos empleados para ello son puramente geométricos tomando como
premisas las proposiciones ya mencionadas. Los tridngulos donde el error exceda
de un determinado limite prefijado se refinan repitiendo el proceso anterior.
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La estimacion del error propuesta es muy simple pero adolece de las
siguientes limitaciones:

Solo es vélida para elementos triangulares o tetraédricos lineales no siendo
extrapolable, por el momento, a otros tipos de elementos.

- Precisa del refinamiento de una malla inicial con lo que sélo puede
estimarse el error tras un primer refinamiento y, por tanto, después de
haber empleado, al menos, dos mallas.

- No queda necesariamente del lado de la seguridad en sus estimaciones
pudiendo ser en ocasiones inseguro.

- Los refinamientos deben realizarse de la forma mostrada en la figura 2.7
y por ello no es posible realizar refinamientos jerarquicos ni remallados
automaticos no estructurados.

2.6.6 Estimador de Kelly, Mills, Reizes y Miller

Este estimador introducido por Kelly [34] y perfeccionado por él mismo y
sus colaboradores Mills, Reizes y Miller [35][36], proporciona unas cotas superior
e inferior para la norma del error de una solucién obtenida por cualquier método
numerico. Este estimador estd desarrollado para un caso particular de (2.4.1)
que es el siguiente:

Viu=—f en (0

%%:g en 'y

u=20 en I'p (2.6.40)
I'yul'p="Tr

FyNnTp =0

Asimismo, el producto escalar que se define para calcular la magnitud del
error viene definido, en un espacio bidimensional, por la expresion:

_ [ (Gudv  Oulv 2.6.41
Swes /(l(8z8z+6y3y)dﬂ ( )
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Como se puede ver, las ecuaciones anteriores no corresponden a problemas
de elasticidad lineal sino mds bien a problemas de flujo, torsién o membranas.
No obstante, el desarrollo del estimador de error parece extrapolable al primer
tipo de problema mencionado si bien éste es un trabajo todavia no realizado.

Kelly y sus colaboradores presentan unas expresiones de las que se puede
obtener cotas superior e inferior a la norma del campo u solucién de la ecuacién
diferencial (2.6.40) a partir de resultados obtenidos ya sea por elementos finitos,
diferencias finitas o elementos de contorno. En el primer caso la norma de la
solucién % obtenida por el célculo resulta ser una cota inferior de la norma de
u por lo que todo el problema se centra en hallar una cota superior.

<#,%></<u,u> (2.6.42)

Para ello el primer paso consiste en ver que el error en desplazamientos e
definido en (2.4.10) cumple las siguientes condiciones:

Vie=r . en{}
g% —aq— %!7% en Iy (2.6.43)
e= enI'p

donde r es el residuo definido por:
r =V + f (2.6.44)

A continuacién, Kelly propone repartir las discontinuidades que existen en
las derivadas del campo 4 en cada interface entre cada dos elementos contiguos
de forma que sobre cada elemento exista un equilibrio entre el residuo r y las
partes correspondientes de las discontinuidades mencionadas. A partir de ello
se construye un campo de derivadas @z, Qy que cumple las ecuaciénes (2.6.43)
y esta autoequilibrado con lo que la cota superior a la norma de u se puede
obtener con la expresién:

lelly < [ [(@2) +(Qy))an (2.6.45)

los detalles para la obtencién de Qg y @y se pueden obtener en las referencias



Capitulo 2 : La estimacién del error —69—

[34]

Este estimador presenta algunas deficiencias graves que quizds sean
’
subsanables en un futuro desarrollo més completo. Estas son:

- Su no aplicabilidad, con el desarrollo actual, a problemas de elasticidad

lineal.

- El hecho de que para obtener las funciones Q y Qy solo existe una
construccién, aplicable unicamente a elementos bilineales y con mallas
cartesianas, es decir, con mallas cuyo contorno siga la direccién de los ejes
coordenados.
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2.7 ESTRATEGIAS PARA LA CORRECCION DE ERRORES

Tras la obtencién de unos resultados con una cierta malla y haber estimado
el correspondiente error, puede ocurrir que dicho error esté por encima de
una determinada tolerancia. En ese caso existen una serie de estrategias para
intentar conseguir unos nuevos resultados cuyo error no sobrepase esa tolerancia.
Estas estategias se pueden clasificar en dos grandes grupos:

- Refinamientos de la malla utilizada previamente. En este caso se utiliza la
malla anterior afiadiendo nuevos grados de libertad. Estos nuevos grados
de libertad se pueden obtener subdividiendo elementos de la malla original
para obtener otros mas pequeiios, o bien afiadiéndolos de forma jerarquica.
Ambas posibilidades se comentaran mas ampliamente a continuacién.

- Remallados automadticos o adaptables. En este caso se utiliza la
informacién procedente del estimador de error para generar una malla
completamente nueva y mis adecuada con la cual se repetira el célculo.
La forma en que se utiliza la informacién de los estimadores de error se
explicard en un apartado posterior. Las herramientas para generar la
nueva malla se comentan en el Capitulo 3.

En los apartados siguientes se describirdn con detalle ambas estrategias.

Como ya se ha comentado anteriormente, los estimadores de error pueden
dar una idea bastante aproximada de la magnitud de la norma energética del

error. Esta magnitud es la que se pretende que quede por debajo de una cierta
tolerancia.

Dado que la norma energética del error estd muy relacionada con alguna
forma de error en la energia, parece légico establecer como tolerancia un cierto
porcentaje de la energia total de deformacién del sélido objeto de estudio. Por
ello lo que se suele hacer es limitar la norma energética del error a un cierto
porcentaje de la energia de deformacién obtenida del cilculo. Esta energia E
es facilmente calculable a partir de unos resultados utilizando una de las dos
siguientes expresiones:

E= /ﬂ eT5d0 = /Q aT BT DBadn (2.7.1)

E=4TKa - (27.2)
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Ambas expresiones, perfectamente equivalentes, proporcionan una
estimacion a la energia de deformacion exacta del problema. Ademas, las dos se
pueden calcular elemento por elemento por lo que puede estimarse asi la energfa
correspondiente a cada uno de ellos.

2.7.1 Estrategias para los refinamientos no jerarquicos

Este tipo de refinamientos consiste en subdividir en varias partes los
elementos situados en las zonas donde el error sea mayor que el admisible. Para
ello es necesario utilizar un estimador de error que estime el error en la energia
para cada elemento, y calcular también para cada uno de ellos las expresiones
(2.7.1) o (2.7.2). Los elementos que deberan ser refinados son aquellos cuyo
cociente entre el error estimado y su energia de deformacién sea mayor que un
porcentaje predeterminado como tolerancia maxima. La forma en que se puede
definir este porcentaje se describe en el apartado 2.7.3.1.

Una vez decidido cuales son los elementos que se van a refinar existe la
posibilidad de que al realizar particiones sobre los mismos aparezcan nuevos
nodos o grados de libertad a través de los cuales se pierda la continuidad del
campo de desplazamientos. Esto es lo que sucede por ejemplo en la figura 2.8
en la cual los nodos 10 y 17 pertenecientes a los elementos B y C no tienen
contrapartida en el elemento A. Por ello si se asignan valores arbitrarios a
los desplazamientos de estos nodos, el campo obtenido sera discontinuo en la
interface entre el elemento A y los elementos B y C. A los nodos como el 10 o
el 17 se les llamard nodos no conformes.

Existen diversas técnicas para evitar los problemas mencionados, algunas
de las cuales se enumeran a continuacién:

- Prolongar todas las subdivisiones entre elementos a través de toda la
malla anadiendo todos los elementos y grados de libertad que hagan
falta para ello. Para ello, alli donde aparezca un nodo no conforme se
parte el elemento contiguo para conseguir que éste también tenga el nodo
correspondiente. Este procedimiento es muy caro ya que obliga a refinar
no solo los elementos en que ello sea necesario, sino ademas todos aquellos
situados sobre las lineas con las que se subdivide cada uno de ellos.

- Utilizar alguna técnica de subdivisién de la malla que evite el problema
anterior.
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FIGURA 2.8 Refinamiento no conforme.

Rivara [54] y Roberti y Melkanoff [55] presentan de forma independiente
algoritmos mediante los cuales los elementos situados alrededor de los que
precisan ser refinados se subdividen a su vez para mantener la continuidad.
El atractivo de estos algoritmos es que su aplicacién sucesiva no produce
mallas con elementos distorsionados sino que se obtienen mallas muy
bien graduadas con elementos bien proporcionados. La desventaja de
los mismos es que sélo sirven para mallas con elementos triangulares. Los
algoritmos propuestos consisten bésicamente en cortar por la bisectriz
correspondiente al lado mayor cada uno de los elementos en contacto con
un nodo no conforme. La aplicacidn reiterada de este proceso elimina los
nodos no conformes.

Para mallas de elementos cuadrangulares pueden utilizarse elementos de
transicion tal como propone Irons 30],

Utilizar alguna técnica para imponer que los desplazamientos de los
nodos no conformes sean tales que se mantenga la continuidad de los
desplazamientos a través de las interfaces entre elementos. Para ello Fortin
y Tanguy (23] proponen una técnica muy simple y efectiva, valida para
problemas tanto lineales como no lineales, que consiste a grandes rasgos
en efectuar alteraciones en las funciones de forma de los elementos que
contengan nodos no conformes. Esta técnica parece especialmente util
por ser aplicable a todo tipo de elementos realizando cambios minimos en



Capfltulo 2 : La estimacién del error —73—

los programas.

Dado que para recuperar la continuidad, el desplazamiento de los nodos no
conformes debe ser igual al de los puntos correspondientes pertenecientes
a los elementos contiguos, la técnica propuesa consiste en imponer esa
restriccion a la matriz de rigidez. La forma de imponer esta restriccién
consiste basicamente en alterar las funciones de forma de los elementos
con nodos no conformes de forma que ésta se cumpla de forma implicita.

Aunque las técnicas anteriores permiten utilizar los refinamientos no
jerarquicos de forma préctica, hay que tener en cuenta el hecho de que el partir
de una malla inicial demasiado grosera obliga a muchos ciclos de refinamiento
hasta llegar a una solucién satisfactoria. Las mallas obtenidas, si bien cumpliran
los requisitos exigidos en cuanto a la magnitud del error, requeriran para ello
un numero de elementos superior, en general, a las que se obtendrian mediante
procesos de remallados adaptables en los cuales se genera de forma directa la
malla adecuada controlando el tamaiio y la forma de cada elemento.

2.7.2 Estrategias para los refinamientos jerarquicos

El primer paso para realizar un refinamiento de este tipo es el calcular el
valor de los indicadores de error correspondientes a todas las posibles funciones
de forma candidatas a ser incluidas en la malla. Para ello puede hacerse uso
de las expresiones (2.5.11) o (2.5.12). Una vez conocidos los valores de los
indicadores puede optarse por seguir una de las siguientes estrategias:

1) Anadir siempre una proporcién fija de todas las funciones de forma
disponibles escogiendo aquellas que tengan valores mas altos para los
indicadores. Esta estrategia tiene el defecto de que, en caso de ser
necesarios varios refinamientos sucesivos, puede refinar poco la malla al
principio del proceso iterativo de refinamiento y mucho al final.

2) Decidir a priori un valor del indicador 77 de forma que todas las funciones
de forma que produzcan valores mayores para el indicador seran anadidas.
Este procedimiento también resulta ser muy rigido y es dificil la eleccién

de 7.

3) Una alternativa mas flexible, a medio camino entre las dos anteriores, es
definir un pardmetro v tal que 0 < v < 1 y anadir todas las funciones de
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forma correspondientes a valores del indicador 7 tales que 1 > Y7maz. El
pardmetro v controla entonces la velocidad de convergencia: si v es nulo
se afiaden todas las posibles funciones de forma, mientras que si v vale 1
no se afiade ninguna. De esta forma las funciones de forma que se afiaden

son una proporcion variable del total que depende de los valores de los
indicadores de error.

La alternativa utilizada mds comunmente es la tercera ya que permite
un mayor control sobre el proceso de refinamiento. Ademads se ha comprobado
experimentalmente (73] que valores de 4 bajos, del orden de 0.1, son los que
conducen a procesos iterativos de refinamiento mas econémicos tanto por el
nimero relativamente pequeno de funciones de forma que se afiaden a la malla
como por la rapidez de convergencia hacia una solucién con la deseada precisién.

Ello es debido a que por regla general son pocos los elementos que precisan de
refinamiento.

Una vez decidido cuales van a ser las funciones de forma que se van
a anadir a la malla, su inclusién se realiza utilizando las propiedades de las
formulaciones jerarquicas, es decir, puede aprovecharse la matriz de rigidez
calculada anteriormente y afadir a ella los términos correspondientes a los
nuevos grados de libertad de orden mads alto. Después del nuevo cilculo debe
volverse a estimar el error cometido con la malla refinada y, en caso de ser
necesario, puede realizarse un nuevo refinamiento repitiendo de forma iterativa
todo el proceso comentado.

Los refinamientos jerarquicos pueden realizarse también afiadiendo uno
por uno todos los grados de libertad que pueden verse afectados por la inclusién
de una nueva funcién de forma. De esta manera se es mucho mas selectivo en
cuanto al numero total de grados de libertad que se anaden en cada refinamiento.
En ese caso, para calcular el valor de los indicadores de error se utilizan en vez
de las expresiones mencionadas las (2.5.17) 0 (2.5.18). La estrategia para decidir
cuales van a ser los nuevos grados de libertad es idéntica al caso anterior.

En todos los procesos de refinamiento se obtiene, después de varios pasos,
una situacion en la cual los valores de los indicadores son casi constantes (si
el proceso se inicia a partir de una malla mdis densa ese estado se alcanzara
con menos iteraciones que si se comienza con una mas grosera). Por ello se
dice que una malla es optima cuando se alcanza una distribucién uniforme de
los indicadores de error. Parece razonable suponer que en ese caso los grados
de libertad estan colocados de forma que en funcién de su colocacién el error
energético es minimo. No obstante, no existe una demostracién analitica que
asegure la equivalencia entre la minimizacién del error respecto a la colocacién
de los grados de libertad y la distribucién uniforme de los indicadores.
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Otra caracteristica importante es que los estimadores de error en general
alcanzan sus cotas mds altas de precisién cuando se llega al estado de malla
6ptima, y es en ese momento cuando se alcanzan las velocidades de convergencia
hacia la solucién exacta predichas por los estimadores de error a priori, incluso
cuando existen puntos singulares.

Los refinamientos jerarquicos no presentan los problemas que se han
comentado en el apartado anterior referentes a la aparicién de nodos no
conformes. Ello es debido a que durante este proceso lo que se afiade a una
determinada malla no son nuevos nodos o elementos sino nuevas funciones de
forma que se afiaden a las anteriores de forma jerarquica. Esta adicién es ya
conforme pues cada nueva funcién de forma es continua y afecta para ello a
todos los elementos que sea necesario.

2.7.3 Estrategias para los remallados automadticos

Ya se ha comentado anteriormente que una alternativa a los refinamientos,
en los cuales se conserva la estructura inicial de la malla durante todo el proceso,
es el generar en cada paso una nueva malla partiendo de la informacién obtenida
con otra anterior. Para llevar a cabo este proceso se precisa de un programa
de generacién de mallas que sea capaz de funcionar dentro del dominio del
problema ajustandose a los tamanos de elemento marcados en cada zona por
la estimacion de los errores obtenidos con una malla previa. De esta forma se
trabaja con un sistema de tres etapas que se repite hasta llegar a una malla
optima:

1. Generacién de la malla.
2. Calculo de la solucién al problema sobre la malla generada.
3. Estimacion del error cometido con la malla utilizada.

Frente a la posibilidad de aprovechar calculos previos que se atribuye a los
refinamientos jerarquicos (aspecto que se ha criticado en apartados anteriores)
se contrapone la simplicidad del proceso que se presenta en este apartado donde
cada una de las etapas es independiente de las otras dos y, por tanto, mas
comoda de programar. En particular, un programa de calculo por elementos
finitos no necesita sufrir ninguna modificaciéon para ser incorporado a un sistema



—76— Capitulo 2 : La estimacién del error

de este tipo. Simplemente hay que conectarlo con un programa de generacién
de mallas y con otro de estimacién de errores a partir de sus resultados.

El hecho de que en cada momento se genere una malla totalmente nueva
hace que el resultado final no dependa de la malla inicial con la que se comienza
el proceso de refinamiento. No ocurre asi en los refinamientos jerArquicos donde
esa independencia es un objetivo todavia no alcanzado y para llegar al cual ya
se habla de refinamientos combinados de tipo p y h conduciendo todo ello hacia
una complejidad todavia mayor en su programacién.

Frente a la alta velocidad de convergencia que se atribuye a los
refinamientos de tipo p se puede objetar que ello es a costa de generar matrices
de rigidez con grandes anchos de banda y por tanto costosas de invertir.
Los refinamientos no jerirquicos conducirdn a mallas que quizas precisaran
de mds grados de libertad, pero su ancho de banda sera mucho menor y, en
consecuencia, el coste de su inversién también.

Un generador de mallas eficaz serd aquel que sea capaz de funcionar
con la unica informacién de la forma del contorno y el tamafio maximo de
elemento definido en cada subregién. Con estos datos el programa debe
ser capaz de llenar de elementos el dominio del problema. Generadores de
este tipo son los desarrollados por Peraire [51][52], Lohner [39] y Frey [25] que
utilizan elementos triangulares planos. La ventaja de los elementos triangulares
para los generadores de este tipo es que con ellos es mas ficil ajustarse a
cualquier tipo de contorno que con elementos cuadrangulares y por ello son los
preferidos para procesos de generacién. Ello no constituye ninguna limitaciéon
pues los elementos cuadraticos de este tipo funcionan de forma, cuanto menos,

comparable a los planos de 8 6 9 nodos. Generadores de este tipo seran descritos
en el Capitulo 3.

2.7.3.1 Definicion del remallado

La estrategia de remallado dependeréd del tipo de criterio que se utilice
para decidir cuando unos resultados son suficientemente exactos. Basicamente,
lo que se pretende es que a partir de los resultados obtenidos con una cierta
malla, y de la estimacién de su error, determinar cual deberia ser el tamano
de cada elemento para obtener una malla que produjese resultados con un
nivel de error acotado a un cierto valor y que ademads fuese “6ptima” segin
un determinado criterio.
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Como ya se ha comentado, un forma muy usual de limitar la norma

energética del error es fijar un cierto porcentaje v de la energia total de
deformacién.

v
lellz < Togllulle (2.7.3)

La forma en que se pretende que se distribuya el error sobre todos los
elementos de la malla depende del criterio de optimalidad que se utilice para
considerar que una malla es éptima. Existen dos criterios distintos para ello
que se comentaran en el siguiente subapartado.

A partir del criterio utilizado y del valor v adoptado se puede averiguar
cual deberia ser el valor del error obtenido sobre cada uno de los elementos e de
la malla. La forma de obtener este valor se explicara al comentar los distintos
criterios de optimalidad en el apartado 2.7.3.2. Este valor se podra expresar
también como un cierto porcentaje v, para cada elemento. Si se denomina por
le"|| £, a la norma del error requerida para cada elemento, entonces se puede
expresar:

7
€715, = 5 |ullE, (2.7.4)

A partir de la expresién (2.4.33) se puede ver que si el orden p de
los polinomios usados en las funciones de forma se mantiene constante, la
dependencia del error respecto al tamaiio de los elementos se puede aproximar
por:

lell g < CHP (2.7.5)

Si en la zona ocupada por un cierto elemento de tamafio he el error
energético calculado vale ||e| g, a partir de (2.7.5) se puede ver que el tamafio
que en esa zona deberia tener la malla de elementos finitos para obtener un
error de valor ve|lu| g, /100 vendrd dado por la expresién:

he

h= 0
(4

(2.7.6)
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siendo

_ lleliz, _ 100[le]| &,
€e =

Clellz, vellullg,

(2.7.7)

En caso de que se utilice una norma del error distinta de la energética,
tal como las que se definen en las expresiones (2.4.25) a (2.4.32), la ley de
evolucién del error respecto del tamano de elemento que se toma es la misma
que en (2.7.5). Aunque esta expresion estd justificada unicamente para el caso

de la norma energética del error parece que su utilizacién con otras normas es
satisfactoria.

La expresién (2.7.6) es valida para los elementos que no estén en contacto
con una singularidad. Para mejorar el remallado en las zonas donde existen
puntos singulares Zienkiewicz [67](75](76] propone sustituir, para los elementos
en contacto con singularidades, la expresién (2.7.6) por:

he
h= 17 (2.7.8)
€

donde el valor de A depende del tipo de singularidad con la que se esté tratando.
Por razones de tipo practico se suele tomar A = 0.5 ya que en la mayoria de los
casos este valor oscila entre 0.5 y 1.

Mediante las expresiones (2.7.6) a (2.7.8) se puede estimar cuales deberian
ser los tamafios de cada elemento para que la malla fuese 6ptima. Utilizando
esta informacién es posible generar una malla completamente nueva que cumpla
estos requerimientos y para ello es necesario utilizar un generador de mallas que
tenga la capacidad de controlar el tamafio de cada elemento generado.
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2.7.3.2 Criterios de optimalidad de la malla

El criterio de optimalidad mas comunmente utilizado considera que una
malla es 6ptima cuando la norma del error es la misma para todos los elementos.
Es decir, en el caso mds usual en que se utilice la norma energética del error,
una malla serd éptima, para un cierto nivel de error, cuando ocurra que |le|| g,
sea igual para todos los elementos.

Para una malla formada por n elementos que cumpla el anterior criterio
de optimalidad se cumplird, en virtud de la propiedad aditiva de las integrales
extendidas sobre subdominios, que:

n
el =3 llelik, = nlel%, (2.7.9)
e=1

Si ademas el error se acota mediante una expresién como la (2.7.3) debe
ocurrir que:

2 2 Y 2
lellz = nllellE, = Tooz vl (2.7.10)

Normalmente la expresién anterior no se cumplird a no ser que se esté
trabajando con una malla que ya sea 6ptima. En caso contrario dicha expresién
se puede utilizar para determinar cual seria el error requerido para cada
elemento. Si se denota dicho error como ||€7| g,, ello conduce a la siguiente
expresion:

r v g
= - 2.7.11
”e ”Ee 100 \/?—1‘ ( )

Mediante la expresién anterior se puede definir el valor de v, utilizado en
(2.7.4) para el caso particular de este criterio de optimalidad y se obtiene:

UiP (2.7.12)

")/ g
¢ n ||lull g,

52
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Dado que, como se ha comentado en el apartado 2.4.1, la norma
energética del error se puede interpretar como un aproximacion al error existente

en la energia de deformacién, de acuerdo con la ecuacién (2.4.24) se puede
escribir:

2 a2
lwlZ = l6]% + llell% (2.7.13)

La demostracién de (2.7.13) se ha deducido unicamente para los casos
en que 'y = 0. No obstante se considera que dicha expresién es una buena
aproximacion en el resto de los casos.

Mediante (2.7.13) se puede averiguar cual seria el error “6ptimo” para
cada elemento y para este criterio en particular:

Mal2 1 a2
r v (llallg + llellg
= 2.7.14
le"]l 2., 100\/ - ( )

Y por lo tanto se podrd aproximar también:

(Tl + el
= 2.7.15
" = Tl n (2.7.15)

Normalmente se acepta [31[76] que dado un determinado nivel de error
global, como el definido por (2.7.3), de todas las posibles mallas que produzcan
resultados con ese nivel de error la que cumpla el criterio de optimalidad
comentado es la que estara formada por un menor nimero de elementos. Es
decir, esa malla serd 6ptima en el sentido de que producird un cierto nivel
exigido de error a un coste minimo.

No existe hasta el momento una demostracion solida para la afirmacién
anterior, pero si hay diversas justificaciones para casos particulares que indican
que la misma es razonable. Una justificacidn interesante de esta idea realizada
por Babuska y Rheinboldt puede verse en BIEs1[78],

Por otra parte, hay dos problemas relacionados con la utilizacién de este
criterio:



1.

Capitulo 2 : La estimacién del error —81-—

Produce mallas en las cuales el error en la energia de deformacién es el
mismo para todos los elementos. Normalmente el interés del ingeniero
radica principalmente en las zonas donde se producen concentraciones de
tensiones e incluso puntos singulares, ya que es ahi donde se produciran las
méximas tensiones que son las que debe comprobarse que estén por debajo
de un determinado limite. Por otro lado es en esas zonas donde, debido
a las bruscas variaciones de tensién, serdn necesarias mayores densidades
de elementos para acotar el error cometido. Dado que en esas zonas se
localizardn més elementos que en el resto y que el error que se produce
en cada uno de ellos serd el mismo entonces resulta que el error a su vez
se acumulara en las zonas con mayor densidad de elementos.

En vista de lo anterior resulta que el error se concentra, aunque de una
forma controlada, en las zonas de mayor interés para la interpretacién de
resultados por parte de un ingeniero y por ello, desde su punto de vista,
esa malla no sera tan éptima como este criterio puede indicar. Visto de
otra manera, este criterio de optimalidad tiene en cuenta unicamente el
coste necesario para alcanzar un cierto nivel global de precisién y no la
calidad de los resultados en cuanto a su interpretacién.

La utilizacién de este criterio juntamente con la técnica de remallado
presentada en el apartado 2.7.3.1 no conduce necesaria.nente a una malla
“6ptima”. Dada una malla inicial con la cual se produce un cierto nivel
de error, las expresiones (2.7.6) y (2.7.8) proporcionan los tamafios h de
elemento que serian necesarios para obtener el nivel de error requerido en
las zona cubiertas por cada una de los elementos de esa malla inicial. Ello
no significa que cada uno de los nuevos elementos generados en una nueva
malla con esos tamafios proporcione el mismo nivel de error local.

En efecto, supongamos que en la malla inicial existen dos elementos A y
B para los cuales los tamafios de elemento que proporciona la expresién
(2.7.6) resultan ser hy y hg respectivamente (ver fig 2.9). Un remallado
con estos tamanos producira una nueva malla en la cual la zona cubierta
por el anterior elemento A estara ahora cubierta por n, nuevos elementos,
y la zona del elemento B lo estard por ny elementos. Si se acepta que la
expresion (2.7.5) se cumple resultard que con la nueva malla el nivel de
error obtenido en las zonas anteriormente ocupadas por los elementos A y
B sera el mismo y valdra ||e"||g. Sin embargo, si se acepta que ese error se
reparte uniformemente entre los nuevos elementos que ocupan esas zonas
se tendra que para los elementos de la zona A:

lel|% = nallellE, (2.7.16)
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lellz,, = L1z (2.7.17)
81 nl
Mientras que para los elementos de la zona B ocurrira:
lle"ll &
= 2.7.18
lelz,, = 1%L (27.18)

Como se ve, el nivel de error de los elementos pertenecientes a una y otra
zona no va a ser el mismo tal como exigiria el criterio de optimalidad.
De alguna manera, el algoritmo de regeneracién lo que proporciona son
mallas que cumplen que el nivel de error existente en la zona ocupada por
cada una de los elementos de la malla anterior es el mismo. Pero eso no
es lo que se toma como criterio de optimalidad. Luego en este aspecto
aparece una contradiccion entre el criterio de optimalidad y el algoritmo
de regeneracién de mallas.

El algoritmo de regeneracién proporcionara mallas mdas cercanas al
cumplimiento del criterio de optimalidad cuanto mdas cercanas estén a
ello las mallas iniciales.

Para evitar los dos inconvenientes comentados se presenta en este trabajo
un nuevo criterio de optimalidad. Este consiste en considerar que una malla es
6ptima cuando el error se reparte de forma uniforme a través de todo el volumen
1 independientemente de la forma y tamano de los elementos.

Si se acepta de nuevo una limitacién del tipo (2.7.3) lo que este criterio
exige a una malla “6ptima” es que se cumpla

2 2
el _ lell _

Qe ()

(2.7.19)

siendo a una constante.

Mediante este criterio el error requerido en cada uno de los elementos de
una malla previa valdra:
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AN

MALLA INICIAL

n, elementos

______ n; elementos

MALLA FINAL

FIGURA 2.9 Refinamiento de dos elementos distintos A y B.
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{le

ez, = llellzy/ o (2.7.20)
Q

Y por tanto utilizando las expresiones (2.7.3), (2.7.4) y (2.7.17) se puede

obtener en este caso:
lulle [
Ve =Yi—t] — (2.7.21)
T g, VO

La expresién anterior es la que se emplearia en este caso para definir el

valor . de (2.7.4).

Con este criterio se define un error por unidad de volumen a que se
distribuye de forma uniforme a través de todo el espacio Q. Por ello los
resultados obtenidos presentardn el mismo nivel de error para cualquier zona
en observacién independientemente del nimero de elementos que exista en
ella. Con ello se obtiene un criterio mas ingenieril que permite una mejor
interpretacion de resultados solucionando el primer problema del criterio clasico.

Ademas, se puede ver que la utilizacién conjunta de la técmica de
regeneracion automatica con este criterio si conduce a mallas “éptimas”. En
efecto, volviendo a la figura anterior se puede ver que la aplicacién de este
criterio conducira a una nueva malla donde la zona ocupada por el antiguo
elemento A proporcionard un error de valor:

lell, = a2y (2.7.22)

El cual a su vez sera la suma de los errores de los n] elementos que ocupan
la zona. Si se supone que en esos nuevos elementos va a cumplirse el criterio de
optimalidad resultara que:

lel%, =3 llel%, = 3 Qea = afty (2.7.23)
e=1

e=1

El ultimo razonamiento confirma que la utilizacién de este criterio si es
compatible con la técnica de regeneraciéon automatica por lo que su utilizaciéon
conjunta parece mas razonable que en el caso anterior.
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El criterio propuesto conducird a mallas con mayor niimero de elementos
que el criterio cldsico ya que no garantiza que este nimero sea minimo para
un determinado nivel de error global. Sin embargo su utilizacién estd mas de
acuerdo con lo que un ingeniero espera de unos resultados y presenta menos
problemas de coherencia algoritmica.
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2.8 EJEMPLO DE UTILIZACION DE UN ESTIMADOR DE
ERROR

En este trabajo se ha escogido la expresién (2.6.35), propuesta por
Zienkiewicz y Zhu [74], para ser utilizada como estimador de error. Dicha
elecciéon se basa en las propiedades enumeradas en el apartado 2.6.4 al describir
dicho estimador de error. Basicamente estas propiedades se refieren a la sencillez
de su implementacién en un programa de elementos finitos y a su equivalencia
formal con otros tipos de estimadores.

Para comprobar la bondad de los resultados que se pueden obtener
al utilizar la expresién (2.6.35) se han preparado dos ejemplos. Ambos
corresponden al caso de una ménsula discretizada con mallas de distinta
densidad y sometida a dos tipos de carga distintos. En la figura 2.10 se presenta
la ménsula con los casos de carga considerados. El primero de ellos corresponde
a un ejemplo presentado por Zienkiewicz y Zhu [74] a1 presentar la expresion de
su estimador de error.

Las caracteristicas mecanicas del material que forma la ménsula son
E =10° y v = 0.3. No se especifica ningun sistema de unidades por ser
los resultados independientes de ellos.

Para cada caso de carga se han utilizado tres mallas distintas con
elementos bilineales de 4 nodos. Dichas mallas se presentan en la figura 2.11.

Los resultados de cada caso se presentan en forma de tablas. En cada una
de ellas se pueden observar las siguientes cantidades:

G.D.L. Numero de grados de libertad de la malla utilizada.
|#|| Energia de deformacién exacta.
|&|| Energia de deformacién obtenida.
|le|| Error exacto en la energia.
||€]| Error en la energia obtenido.
n Porcentaje exacto de error.

7 Porcentaje de error obtenido.
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FIGURA 2.10 Definiciéon de ménsula y casos de carga

9 Indice de efectividad ([ell/]le]])-

Los valores exactos de la energia se han obtenido a partir de la teoria de
vigas. Si bien dicha teoria es s6lo una aproximacion, se puede considerar que
en este caso sus valores son exactos en comparacion con los obtenidos mediante
las mallas utilizadas.

Los valores obtenidos se presentan en las tablas 2.1 y 2.2.

Como se puede apreciar en las tablas, la evolucién de las diversas
cantidades es muy similar en los dos casos. A la vista de las mismas se pueden
extraer las siguientes conclusiones:

- La energia de deformacién obtenida ||4|| va convergiendo hacia su valor
exacto ||u|| a medida que se incrementa el numero de grados de libertad
utilizado. Dicha evolucién es, sin embargo, bastante lenta por lo que
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FIGURA 2.11 Mallas utilizadas para el calculo de la ménsula

seria necesario utilizar un nimero de elementos realmente muy alto para
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GD.L.| [lw| | fla] | [lell | flel | = U] 0

40 0.201 | 0.165 | 0.114 | 0.080 | 57.1 43.8 | 0.701
120 | 0.201 | 0.189 | 0.066 | 0.059 | 33.4 29.8 | 0.888
400 | 0.201 | 0.198 | 0.035 | 0.033 | 17.9 16.5 | 0.943
1440 | 0.201 | 0.200 | 0.018 | 0.017 9.0 8.6 0.959

TABLA 2.1 Valores obtenidos con carga en el extremo de la ménsula

GD.L.| flull | [l | lell | lél | = 1 0

40 0.781 | 0.643 | 0.443 | 0.301 | 56.8 42.4 | 0.678
120 | 0.781 | 0.736 | 0.260 | 0.225 | 33.3 29.3 | 0.865
400 | 0.781 | 0.758 | 0.138 | 0.128 | 17.7 16.4 | 0.922
1440 | 0.781 | 0.778 | 0.072 | 0.067 9.2 8.6 0.938

TABLA 2.2 Valores obtenidos con carga repartida superior.

conseguir porcentajes pequenos de error.

- La estimacién del error es tanto mds exacta cuanto mas exacta sea la
solucién obtenida. Tanto la norma del error como su porcentaje van
convergiendo hacia sus valores exactos a medida que se va refinando la
malla. También se puede observar como el indice de efectividad 6 va
convergiendo hacia 1.0.

Estos resultados confirman la convergencia asintética del estimador hacia
valores exactos a medida que se va refinando la solucién.

Para mallas muy groseras el valor del estimador es suficientemente alto
como para detectar que la solucién es bastante inexacta aunque el valor del
estimador mismo lo sea también. A medida que se va refinando la malla para
conseguir buenos resultados la exactitud del estimador es suficiente como para
dar una buena idea del grado de error obtenido.

Los anteriores comentarios confirman el buen comportamiento del
estimador de error y justifican su utilizacién.
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CAPITULO 3

TECNICAS PARA LA GENERACION
AUTOMATICA DE MALLAS.
ESTADO DEL ARTE

3.1 INTRODUCCION

Dentro de los procesos de anilisis por elementos finitos, una de las tareas
mas laboriosas y menos automatizadas que existen es la de generacion de mallas.
Esta tarea es quizas, aparte de la interpretacién de resultados, la que mds tiempo
consume por parte de los analistas o ingenieros que utilizan los programas de
cilculo. El hecho de que el coste de la hora de trabajo del personal especializado
sea cada vez mayor en relacién al coste del tiempo de CPU utilizado en un
ordenador, hace que sea cada vez mds necesario el disponer de programas para
la generacién automdatica de mallas que permitan trasladar al ordenador la
mayor parte del esfuerzo.

Al hablar de generacién de mallas debe pensarse no sélo en la construccién
de las mismas sino también en la aplicacién, sobre determinados puntos y
elementos, de cargas y coacciones. En muchas ocasiones, una vez generada
la malla, el averiguar la numeracién de los puntos sobre los cuales se aplican
las cargas o coacciones es un trabajo lento y pesado por lo que deberia ser el
propio programa de generacién de mallas el encargado de hacerlo.

Hoy en dia existen, disponibles para cualquier usuario, una gran vartedad
de programas de cdlculo entre los cuales se puede escoger el mas apropiado
para un determinado caso. El hecho de que con programas de estructura muy
similar se puedan resolver mediante el método de los elementos finitos problemas
muy distintos hace que existan c6digos apropiados para casi todos los tipos de
aplicaciones. Ademds, siempre es posible modificar estos cédigos para resolver
problemas no previstos en el momento de su confeccién.

Sin embargo, la variedad existente de generadores de mallas es mucho mas
restringida y para muchas aplicaciones no existe ninguno que se adapte a los
requerimientos de muchos de los problemas que pueden surgir. Esta limitacién
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es, en parte, debida a que existe una gran variedad de tipologias distintas en

cuanto a geometria y los programas apropiados para algunas de ellas no lo son
para las otras.

Por otro lado, los generadores de mallas existentes no permiten en muchos
casos controlar de forma suficiente el tamafio de los elementos generados. En
la mayoria de las ocasiones se trata de generadores de mallas “estructuradas”,
las cuales son muy poco flexibles al intentar fijar los tamafios de los elementos
generados en cada zona.

Al utilizar procesos de remallado automdtico como los descritos en el
Capitulo 2. surge la necesidad de disponer de programas de generacién de
mallas donde en cada punto se pueda controlar el tamaifio de elemento generado,
el cual vendra fijado por las técnicas comentadas en el apartado 2.7.3. Procesos
de este tipo no se pueden llevar a cabo mediante los generadores de mallas
estandar existentes hasta el momento por lo que aparece la necesidad de
desarrollar nuevas técnicas mas apropiadas para ello.

Debido a las anteriores consideraciones surge la necesidad de desarrollar
una nueva metodologia para su aplicacién prictica tanto en procesos de
generaciéon de mallas como de remallados automaticos. Esta metodologia
se aplicara también en un capitulo posterior a procesos de optimizacién
estructural.

Al hablar de generacién de mallas es preciso distinguir entre mallas
“estructuradas” y mallas “no estructuradas”. La utilizacién de mallas
estructuradas proviene de los métodos de resolucién por diferencias finitas en
los cuales los nodos estan situados en las intersecciones de dos (o tres) familias
de curvas que definen un sistema de coordenadas curvilineas. Las mallas no
estructuradas son mucho mds flexibles por el hecho de no estar sometidas a
ninglin posicionamiento especial de sus nudos. Los algoritmos para generacién
de mallas no estructuradas han sufrido un fuerte desarrollo en los 1ltimos
tiempos [25][39][51][52], sin embargo la utilizacién de mallas estructuradas esta
quizas mas extendida debido a que su empleo proviene de mas antiguo.

Un paso previo a la generacién de mallas consiste en la definicién de la
forma que tiene el dominio que se pretende mallar. En muchas ocasiones son
necesarias técnicas de CAD para definir objetos de forma complicada y los
programas de generacién de mallas deben adaptarse para ser capaces de recibir
informacion de los programas de CAD utilizados.

En este capitulo se hablard, salvo mencién especifica, de problemas

bidimensionales. La mayor parte de las veces, aunque los conceptos sean
})

generalizables a tres dimensiones los costes tanto de programacién como de
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computacién necesarios crecen de forma desproporcionada al pasar al espacio
tridimensional siendo necesarias técnicas adicionales de programacién para
intentar contenerlo.

En primer lugar se comenta una metodologia para definir geometrias en
dos dimensiones. El tipo de curva utilizado en este trabajo es el B-spline por
ser quizds el que admite mds posibilidades en cuanto a su definicién. Esta
metodologia se describe con detalle en el Anexo A. de este capitulo.

A continuacién se hace una clasificacién y descripcién de diversos
algoritmos para la generacién de mallas estructuradas. Posteriormente se
describen las dos técnicas mdas utilizadas para la generacién de mallas no
estructuradas y se analizan sus virtudes frente a la utilizacién de mallas
estructuradas.

Asimismo, se presenta un caso practico con la realizacién de un programa
de ordenador capaz de tratar con multitud de geometrias distintas. Este es el
primer paso para la construccién de un programa de regeneracién automatica de
mallas, el cual incorpora tanto las técnicas de estimacién de errores descritas en
el capitulo anterior como las de generacién de mallas que se presentan en este.
Asimismo las herramientas obtenidas con la construccién de estos programas
se han utilizado para incorporar estas técnicas en procesos de optimizacién
estructural.

En este ultimo apartado se presentan también ejemplos de utilizacién del
generador de mallas construido.
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3.2 DEFINICION DE CONTORNOS. B-SPLINES

El primer paso de un proceso de generacién de una malla de elementos
finitos consiste en definir la forma del contorno del dominio que contiene a la
misma. Para ello hay que modelar mediante algin tipo de curva la geometria
del objeto que se desea calcular.

En muchas ocasiones la informacién de que se dispone acerca de la forma
del objeto sobre el cual se desea generar una malla, consiste en la definicién
de una serie de puntos situados sobre su contorno de los cuales se conocen
sus coordenadas. En esas ocasiones debe utilizarse algin tipo de curva para
interpolar la geometria del contorno entre esos puntos llamados “de definicién”.

En otras ocasiones el contorno ya viene definido de forma analitica por
lo que en ese caso la interpolacién de puntos dentro del mismo no requiere
la utilizacion de herramientas especiales para la interpolacién. No obstante
es importante el utilizar tipos de curvas estandar, como las utilizadas por
los programas de CAD, para definir las geometrias pues los programas de
generacion estaran normalmente preparados para trabajar con ese tipo de
curvas.

En el siguiente apartado se describe la utilizacién de los B-splines
paramétricos (descritos en el Anexo A) para la definicién de contornos.

3.2.1 Utilizacién de los B-splines paramétricos para definir contornos

Los B-splines pueden utilizarse para ajustar curvas de cualquier tipo. En
particular se pueden utilizar para representar los contornos de las superficies
sobre las cuales se quiera generar una malla de elementos finitos. El proceso
normal es definir una serie de puntos por los cuales se quiere que pase la
curva y definir ademas una serie de condiciones adicionales sobre continuidades,
pendientes, etc. Ademads de contornos también se pueden definir mediante este
tipo de curva agujeros interiores, interfaces de separacién entre materiales, lineas
de aplicacién de cargas, etc.

Dado un conjunto de puntos por los cuales se pretende que pase un
B-spline, hay que hallar los vectores que forman su poligono de definicién. Cabe
Ja posibilidad de que en algiin punto se quiera rebajar el grado de continuidad
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de la curva. Este seria el caso de tangencias entre circulo y recta o puntos
angulosos. En esos casos habria que afiadir una condicién adicional por cada
grado en que se desee disminuir la continuidad en esos puntos. Asi, para cada
punto doble se tendrd que afadir una condicién adicional, para cada punto
triple dos condiciones adicionales, etc. Estas condiciones adicionales suelen
fijar caracteristicas tales como la pendiente o la curvatura de la curva en los
puntos donde el grado de continuidad se ha disminuido. Ademds, en el caso en
que la curva sea abierta hay que afiadir una condicién adicional en cada extremo
referente a su pendiente o a su curvatura.

Una vez definido el niimero de puntos por el cual se desea que pase la
curva y en cuales de ellos se quiere disminuir el grado de continuidad lo primero
que debe hacerse es definir el conjunto de puntos expandido. Para ello debe
tenerse en cuenta que los puntos de derivada segunda discontinua serdn puntos
dobles, los de derivada primera discontinua serdn puntos triples y los puntos de
discontinuidad seran puntos cuidruples. Por ejemplo, si se tiene un conjunto
de 9 puntos de definicién, numerados del 0 al 8, para una curva abierta con las
siguientes caracteristicas.

- El punto niumero 2 es de curvatura discontinua.
- El punto numero 4 es de pendiente y curvatura discontinuas.

el conjunto de puntos expandido sera:
0,0,0,0,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,8,8,8,8 (3.2.1)

Como puede verse el punto niimero 2 es doble y el punto niimera 4 es
triple. Asimismo los puntos extremos 0 y 8 también son cuadruples. Los
distintos B-splines normalizados definidos mediante este conjunto de puntos
se pueden ver en la figura 3.1.

En (3.2.1) se puede ver que existen 14 posibles grupos de 4 intervalos
consecutivos. Dado que sobre cada uno de ellos se podra definir un B-spline
existiran pues 14 B-splines distintos, tal como aparecen en la figura 3.1.

Cada uno de esos 14 B-splines vendra multiplicado por su correspondiente
vector £; que tendrd tantas componentes como dimensiones tenga el espacio de
trabajo. Cada componente de los vectores se puede hallar por separado de
forma que el proceso es como hallar una combinacién de B-splines para cada
una de las dimensiones del espacio. Asi para el caso bidimensional primero
se hallaria la curva z(¢) obteniendo las componentes = de los vectores r,y
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FIGURA 3.1 B-splines normalizados definidos sobre el conjunto de
puntos (3.2.1).

luego se hallaria y(t) para las componentes y. Los valores de t correspondientes
a cada punto de definicién son enteros y son el mismo que su numeracion.
Las condiciones necesarias para obtener,por ejemplo, las componentes = de la
primera combinacién de B-splines seran:

z(t;) = =(z) = z;, 1 =0,1,...,,8. Son las 9 condiciones necesarias para
que la curva pase por los 9 puntos definidos.

Una condicién sobre la curvatura o la pendiente en el punto 2.

Dos condiciones sobre curvatura o pendiente en el punto 4.

Una condicién adicional para cada uno de los extremos de la curva acerca
de su curvatura o de su pendiente.
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El nimero total de condiciones es igual a 14, lo cual coincide con el nimero
total de coeficientes a determinar. Para las componentes en la direccién y las
condiciones son completamente anilogas a las anteriores.

Las condiciones necesarias para que la curva pase por los puntos de
definicién se imponen de forma aniloga a la expresién (A.10) pero teniendo
en cuenta que los B-splines son normalizados y que se esta trabajando con una
definicién paramétrica de la curva. El hecho de que existan puntos dobles y
triples hace que los B-splines que son no nulos para un cierto t; no sean como
en (4.10)los i+1,i+2y ¢+ 3 sino que serdnlos i+ b+1,i+b+2yi+b+3
siendo b para cada t; el nimero total de érdenes de continuidad que se han
relajado en los puntos previos. Asi en el ejemplo propuesto, para ¢t; = 0,1,2
b= 0, parat; = 3,4 b = 1 ya que se ha relajado un orden de continuidad en
el punto 2 y para t; = 5,6,7,8 b = 3 ya que se han relajado dos érdenes de
continuidad mas en el punto 4. Por tanto la condicién para las coordenadas z
sera del tipo:

Ti = Titht1, N4,i+b+1(ti) tritbro, N4,i+b+2(ti) tTrirbt3, N4,i+b+3(ti) (3.2.2)

y para las coordenadas y sera:

Yi = Pitb1, Nairbs1(8) +rigpyo, Nairpia(ts) + ritbr3, Vaiter3(ti) (3.2.3)

En puntos como el 2 o el 4 hay que afiadir condiciénes adicionales sobre
pendientes o curvaturas. Estas condiciones se pueden especificar sobre la parte
de la curva inmediatamente anterior al punto o sobre la parte posterior. Las
condiciones se referirin a uno u otro lado segin se escojan los B-splines con
derivadas no nulas a uno u otro lado.

La forma de imponer una cierta pendiente p en un punto de pardmetro
t consiste en hacer z'(t) = f * sen(p) y y'(t) = f * cos(p). La curva tendra
esa pendiente en ese punto para cualquier valor de f utilizado. El efecto que
producen las variaciones del factor f se pueden ver en la figura 3.2. En ella se
esquematiza un caso en el cual existen dos puntos ¢; y ;1 pertenecientes a una
curva dada siendo el punto ¢; de pendiente prefijada. Se puede ver el efecto de
la eleccién del factor f de forma que el arco de la curva aumenta al aumentar
éste. En general es recomendable utilizar valores pequefios de f para evitar la
aparicion inesperada de bucles.



—98— Capitulo 3 : Generacién automdtica de mallas

FIGURA 3.2 Efecto de la variacién del factor f.

Una forma de imponer que la curvatura sea nula en un determinado punto
es obligar que se cumpla:

2" (t) — hz'(t) = 0

(3.2.4)
y'(t) — hy'(t) = 0
De este modo, para cualquier valor de h se cumplira que
z'(t)y" (t) — 2" (t)y' () = 0 (3.2.5)

que es la condicidon de curvatura nula. Normalmente se suele tomar h = 0 ya
que el efecto de su variacién afecta muy poco a la forma global de ia curva.
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Las condiciones mencionadas aplicadas a la curva en la parte anterior a
un punto ¢; seran pues para el caso de la pendiente prefijada:

Pitbt 1, Vi a1 (6) + 7o, Nipipia(ti) + Pigpys, Ng;ip43(ti) = fsen(p)
Pitbi1y NVaipnr1(8) + ivnra, Noig o(te) +rigpys Ni iy (i) = feos(p)
(3.2.6)

Y para el caso de curvatura nula serén:

n n
Pitb 1o Va i b11(8) + Pipoy0, N iy ot

)+ i3, N s (ti)—
h("i+b+12Ni,i+b+1(ti) +rivb2, N ivora(ti) + Pitpya, N!l,i+b+3(ti)) =0
Pitbi1, Vg ipy1(t) + Pith+2, Ve ippia(ts) + Titb+3, Vo ipppa(ti)—
h(riybet, Nosyapa(t) + Pirbr2, Vo igora(t) +riphis, Nogypya(ts) (= 0 |
3.2.7

Si se denomina c al nimero de grados que se ha disminuido la continuidad

en el punto ¢; (1 0 2), y se denota d = b+c, entonces las condiciones mencionadas
aplicadas a la parte posterior se convierten en

Pirdi 1,V irdrt(t) + rivayo, Vo ivara(t) + rivars, Ny itays(ts) = fsen(p)
1
Tivd+1, Vairar1(ti) +riparo Nyigya(t) + Tivd+3, Nairars(ti) = feos(p)
(3.2.8)

para el caso de pendiente prefijada, y en

"i+d+1,Na’1’,i+d+1(ti) t+ritdio, Ntll',i+d+2(ti) T Pitdi3, Nllil,i+d+3(ti)_
h("i+d+l;Nti,i+d+1(ti) +Pivdr2, Nairapa(ts) + ri+d+32N"1,i+d+3(ti)) =0
Pitdt1, Vi ivar1(t) + Fivaeo, Vi ivara(ts) + Titdt+3, Ve irara(t)—
h("i+d+1yN<l1,i+d+1(ti) +Pivdr2, Naitara(ti) + ri+d+3yN"1,i+d+3(ti)) (: 0 |
3.2.9

para el caso de curvatura nula.
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Para puntos como el 2, ¢ = 1 mientras que para puntos como el 4, ¢ = 2.

Mediante las expresiones anteriores pueden imponerse condiciones como
las correspondientes a los puntos de tangencia entre circulo y recta. En esos
puntos puede imponerse que la curvatura sea nula o bien en un lado o bien en
el otro. En el caso de puntos angulosos se puede controlar la pendiente en las
dos vertientes de la curva, o bien la curvatura, o bien la pendiente a un lado y
la curvatura en el otro o viceversa. En la figura 3.3 se pueden ver algunos de
los casos mencionados.

K=0
Wt ti

.

FIGURA 3.3 Posibilidades para la imposicién de condiciones segiin
el orden de continuidad de las curvas.

Mediante las condiciones expuestas puede modelarse cualquier tipo de
tipologia de curva. Asimismo estas expresiones sirven también para imponer
las condiciones necesarias en los extremos de la curva teniendo en cuenta que
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para el primer punto tg = 0 serda b= 0 y ¢ = 0 y para el iiltimo punto bastara
con considerar que se estd imponiendo la condicién en la parte anterior de la
curva correspondiente al ultimo valor de t.

La imposicién de todas las anteriores condiciones conduce a un sistema
de ecuaciones lineales cuya resolucién proporciona los puntos del poligono de
definicion de la curva. Al imponer por separado las condiciones anteriores a
cada una de las componentes de los vectores r se obtienen tantos sistemas de
ecuaciones como numero de componentes tengan éstos. Sin embargo todos
los sistemas tienen las mismas matrices cambiando entre ellos unicamente los
términos independientes. Ademds en el caso de curvas abiertas estas matrices
se pueden organizar de forma que sean tridiagonales por lo que su resolucién es
muy sencilla.

En el caso de que se quieran generar curvas cerradas hay que afadir
al conjunto de puntos expandido un nuevo intervalo que una el dltimo punto
definido con el primero. Ademas hay que controlar el orden de continuidad
existente en el primer punto al cerrar la curva sobre si misma. Por ejemplo, en
el caso anterior definido con 9 puntos distintos hay que afadir al final un décimo
punto que equivalga al punto nimero 0 para crear un nuevo intervalo que serd
el que une los puntos 8 y 0. A continuacién hay que expandir el conjunto de
puntos por ambos lados pero de forma que los puntos 0 y 9 sean simples y no
cuadruples como ocurria en el caso de una curva abierta. El conjunto de puntos
expandido que resulta es:

-3,-2,-1,0,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,8,9,10,11, 12 (3.2.10)

Los B-splines generados mediante ese conjunto se pueden ver en la figura
3.4. En ella se ve que el punto nimero 9 equivale al nimero 0 y que si se enrolla
la curva sobre si misma de forma que los puntos 9 y 0 se unan los B-splines
definidos son perfectamente continuos. Por ello los B-splines Ny, Nya, Na3
y Ny 12 estan definidos sobre el intervalo que une los puntos 8 y 0 que es el
que cierra la curva. Los valores —3,—2,—1 y 9,10,11,12 sirven unicamente a
efectos de definir los B-splines a utilizar pero no corresponden a ningin punto
de los que definen la curva. Lo que se hace en realidad es afiadir un décimo
punto que tiene las mismas coordenadas que el punto 0 y montar el conjunto
de puntos expandido de forma que los B-splines existentes en los extremos sean
una prolongacion continua los unos de los otros.

En este caso se han definido 12 B-splines y por tanto habra que imponer 12
condiciones para hallar los coeficientes de su combinacién. En el caso de curvas
cerradas no es necesario imponer condiciones en los extremos de las mismas



—-102— Capitulo 3 : Generacién automdtica de mallas

10

Nasg

0.5

0.0

FIGURA 3.4 B-splines generados mediante el conjunto de puntos
(3.2.10).

ya que en realidad no existen extremos. Estas condiciones ya se imponen de
forma implicita al obligar a que la curva se cierre. Por ello las condiciones a
imponer seran exactamente las mismas que en el caso abierto pero eliminando
las correspondientes a los extremos del intervalo. Si en el caso anterior existian

14 condiciones, eliminando las de los extremos quedardn 12 que son las que se
necesitan en este caso.

Es posible definir tanto el punto 0 como el 8 como dobles o triples para
rebajar el orden de continuidad de la curva sobre ellos. Para hacer que el punto
0 sea doble o triple bastara con hacer que tanto éste como el 9 aparezcan como
dobles o triples en el conjunto de puntos expandido. Por ejemplo si se quiere
que el punto 0 sea doble el conjunto de puntos expandidos sera:
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~2,-1,0,0,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,8,9,9,10,11 (3.2.11)

Y si se quiere que sea triple bastara con hacer:

-1,0,0,0,1,2,2,3,4,4,4,5,6,7,8,9,9,9,10 (3.2.12)

Los B-splines correspondientes a esos dos casos se pueden ver en las figuras

3.5y 3.6.

FIGURA 3.5 B-splines generados mediante el conjunto de puntos
(3.2.11).
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1.0

Nusg

FIGURA 3.6 B-splines generados mediante el conjunto de puntos
(3.2.12).

Para hacer que el punto 8 sea doble o triple bastard con repetirlo una
vez o dos en el conjunto de puntos expandido. Tanto en este caso como en los
anteriores las condiciones sobre esos puntos se imponen de la misma forma que
en el caso de curva abierta teniendo en cuanta que el intervalo 9—10 corresponde
al tramo de la curva anterior al punto 0.

En el caso de las curvas cerradas los sistemas de ecuaciones que se obtienen
al hallar el poligono de definicién ya no son tridiagonales sino que aparecen
unos pocos términos en la parte inferior izquierda de la matriz que son los
correspondientes a los coeficientes de los B-splines que cierran la curva. Si bien
se pueden utilizar algoritmos parar matrices llenas para resolver esos sistemas
de eucaciones también se pueden idear algoritmos especiales adecuados para
esta estructura particular de matriz.
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3.3 TECNICAS DE GENERACION DE MALLAS
ESTRUCTURADAS

Las mallas estructuradas se distinguen de las no estructuradas por tener
los nodos colocados en las intersecciones de varias familias de curvas que forman
un sistema de coordenadas curvilineas. Los generadores de mallas estructuradas

proporcionan precisamente la forma de esas familias de curvas sobre las cuales
se colocardn los nodos.

Existen varios tipos de procedimientos para la generacién de mallas
estructuradas. Una primera clasificacién podria ser:

- Resolucién de ecuaciones en derivadas parciales.

Realizacién de transformaciones conformes.
- Técnicas de interpolacién.
- Técnicas de utilizacién de multibloques.

En los siguientes apartados se describen con cierto detalle las técnicas
mencionadas. Estas se han desarrollado en muchas ocasiones dentro el
contexto de los métodos de resolucién por diferencias finitas y por ello los
algoritmos datan de cuando la utilizacién de estos métodos estaba en su apogeo.
Descripciones mds detalladas de estas técnicas se pueden encontrar en [6%],

3.3.1 Generacién de mallas mediante resolucién de ecuaciones en
derivadas parciales

Este tipo de técnicas consiste basicamente en resolver un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales cuya solucién proporcionara la localizacién
de los nodos de la malla. En principio no parece légico sugerir que antes de
resolver un problema mediante el método de los elementos finitos se resuelva un
sistema de ecuaciones en derivadas parciales para generar la malla necesaria.
Este tipo de técnica, sin embargo, no sélo es viable sino que se ha convertido
en una de las mas utilizadas. Las propiedades de las mallas obtenidas con este
tipo de algoritmo estdn muy relacionadas con las propiedades de las ecuaciones
en derivadas parciales que se utilicen para su generacion.
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Normalmente se utilizan ecuaciones de tipo eliptico para los fines de
generacion. La razén principal para ello es que este tipo de ecuaciones tiene
la propiedad de alisar,dentro del dominio, las condiciones impuestas en el
contorno. Ello hace que sus soluciones presenten gradientes e isolineas que
pueden utilizarse para generar una malla.

Las ecuaciones elipticas que se plantean normalmente son del tipo:

€zz + §yy = P(&ﬂl)

3.3.1
Nex + Nyy = Q(€,7) ( )
siendo las funciones
€= 5("«‘,3/) (3_3'2)
n=n(z,y)

En estas ecuaciones z e y se tratan como variables dependientes de forma
que en la solucién a (3.3.1) las curvas £ = cte. y n = cte. proporcionaran
las familias de curvas que generaran la malla. Asimismo, de esta forma es
posible imponer las condiciones de contorno en z e y las cuales, en general,
seran los valores de las coordenadas de los puntos pertenecientes al contorno.
Las funciones P y ) se pueden denominar como funciones “fuente” y permiten
controlar la forma de la malla.

Diferenciando las ecuaciones (3.3.2) respecto a £ y n respectivamente se
obtiene:

fzzf + Eyyf =1
fz‘l‘n + §yyn =0
Nexe +yye =0
NeZy + Myyn = 1

(3.3.3)

Y resolviendo para ¢z, {y, 7z ¥ 7y se obtiene:

{c = J_lym §y = —J*lmn, Nz = —J_lyg, My = J_lzf (3.3.4)
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siendo el jacobiano de la transformacién (3.3.2)

J =mzeyn — Tye

Derivando ahora (3.3.3) se llega a:

bz = —J " 2ynde + T 2 (yentm — yomye)
Eyy = J"Z:any - J_Z("’nnl‘f — Tpey)
Moo = I 2yede — I 2 (ygeyn — Yenye)
Myy = —J Pegdy + T (zgqzg — zgen)

siendo

Iy = Jeby + Jnmy

Je = Zeeyn + Teyen — TenYe — Tnygs
In = zenyn + ZTeYnmn — TimYe — Tnley

—-107—-

(3.3.5)

(3.3.6)

(3.3.7)

(3.3.8)

Introduciendo estas tltimas relaciones en (3.3.1) se llega a un sistema de

ecuaciones no lineales acopladas en z e y de la forma:

azge — 2Baey + Yany = —J " H(z¢ P + 29 Q)
aYge — 2By + Vv = ~J (4P + 1Q)

siendo

a=(c7+y2), B=(zean+ veyn), v =(2f +f)

(3.3.9)

(3.3.10)

Las ecuaciones (3.3.9) y (3.3.10) que fueron obtenidas por primera vez

por Thompson, Thames y Mastin [59] son las ecuaciones de la transformacién
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entre ({,1) y («,y). Estas ecuaciones, sujetas a las condiciones de contorno
aplicadas, forman el sistema para la generacién de mallas. Hay que hacer notar
que «, B y v son los coeficientes de la métrica de dicha. transformacién y que
si # =0 en todo el dominio entonces la malla obenida sera ortogonal. A pesar
de esto ultimo no es suficiente con hacer 8 = 0 en (3.3.9) para conseguir la
ortogonalidad y de hecho ello puede generar efectos extranos a lo largo del

contorno [65].

La solucién del sistema de ecuaciones (3.3.9) se puede obtener utilizando
una linealizacion apropiada y un esquema en diferencias centrales para las
derivadas. Para P = @ = 0 el residuo sobre una malla cuadrada con ¢ = th,
(¢=0,1,2,...,m —1,m), n = jh, (j =0,1,2,....,n — 1,n) se puede representar
como:

T, —a: (™ n n
R} j =ajj(uliy; —2ul; +ulg;)—
Y o n n n
2Bi,5 (w1 541 T 81 1 T UG o1 Fui 1)t (3.3.11)
n n n
Yij (w1 — 2ul; +ul;_q)

siendo

2 2
@i = (2041 — ®ij—1)” + (¥hj+1 — ¥ij—1)
Bij = (23415 — zi1,) (@01 — 205-1) + (Wi — ¥i1,) 541 — ¥ij-1)

2 2
Tig = (@1, — @1,)" + (W — vin1,4)
(3.3.12)

. . n .
En los esquemas anteriores u = (z,y) y v representan las incognitas en

el punto (z,5) en la iteracién nimero n. La solucién a las ecuaciones (3.3.9) se
puede obtener utilizando un esquema de tipo:

uit! —ul; + wRY; (3.3.13)

donde w es un parametro de relajacion cuyo valor debe ser 1 < w < 2. Es
importante resaltar el hecho de que el esquema en diferencias finitas comz=ntado
se resuelve sobre un cuadrado sobre el cual el generar la malla de diferencias
finitas es una tarea trivial. Por ello, el procedimiento es muy generalizable
y el unico punto que dependera de la geometria del contorno que se quiera
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mallar para que la malla generada se ajuste a su forma ser4 la aplicacién de las
condiciones de contorno al esquema de diferencias finitas.

El proceso normal de generacién de una malla mediante esta técnica
constard entonces de los siguientes pasos:

1. Generar una malla dentro del espacio (¢,7) en el cuadrado unidad 0 < E<
1,0 <75 <1 para resolver el sistema de ecuaciones en derivadas parciales
(3.3.9) mediante el método de las diferencias finitas. Cada punto de esa
malla corresponderd a un nodo en la malla de elementos finitos obtenida

al final.

2. Resolver las ecuaciones (3.3.9) mediante el esquema en diferencias finitas
(3.3.13) aplicando las condiciones de contorno convenientes, de forma que
para los valores de ¢ y de 5 correspondientes a los lados del cuadrado
unidad se obtenga la solucién (z,y) correspondiente a las coordenadas del
contorno del dominio que se desea mallar.

Un procedimiento similar se puede utilizar para incluir las funciones fuente
Py Q. Estas funciones, llamadas a menudo funciones de control de la malla, se
pueden disenar para conseguir la flexibilidad que en ocasiones se requiere para
controlar el espaciamiento entre los puntos de las mallas generadas. Efectos
tipicos de como actiian las funciones P y Q se pueden ver en la figura 3.7.

FIGURA 3.7 Efectos de la utilizacién de las funciones fuente P y
Q.
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Valores negativos de Q hacen que las lineas coordenadas de 7 tiendan a
moverse en la direccién de sus valores decrecientes. Asimismo, valores negativos
de P hacen que las lineas coordenadas de ¢ tiendan a moverse también en su
direccién decreciente. Thompson et al (6% desarrollaron una serie de funciones

que se pueden usar para atraer o repeler la malla hacia lineas o puntos. Una
funcién tipica es

P(¢n) = - Zaisign(f — gi)e_cdf—fil

3.3.14
— Y bisign(€ — §i)e—di((€—&)2+(n—ﬂj)2)1/2 ( )

La forma para @ seria muy similar. El efecto de la amplitud de a; es atraer
las lineas coordenadas de ¢ hacia la linea de ¢;, mientras que el efecto de b; es

atraer dichas lineas hacia el punto (¢;, nj)- Estos efectos se pueden observar en
la figura 3.8.

FIGURA 3.8 Efectos de la magnitud de los coeficientes a; y b en
la expresién (3.3.14).

El mayor problema para la generacién automatica mediante estas técnicas
es la eleccion de las funciones de control y de los pardametros asociados con ellas.
Se han desarrollado métodos automdticos para ello y quizas el mas potente
sea el propuesto por Thomas y Middlecoff (58], La idea bésica es utilizar la
distribucién de puntos sobre el contorno para calcular las funciones de control
las cuales se interpolan después dentro del dominio. Usando ecuaciones elipticas

K f K y g
.- N
3 ~{_| =
' — __-_\"‘“—-\____
/-.—_ [~
/7 S

3
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y suponiendo que las derivadas segundas de = y de y respecto a £ y a 7 son
nulas a través del contorno estos autores proponen utilizar sobre el mismo:

+
P=- zfzég y§y££ a lo largo del contorno 7 = cte.
g + Yg

(3.3.15)

Q = —En®m + YnYmm

a lo largo del contorno ¢ = cte.
:c,27 + y,27 8

Entonces, dada una distribucién de puntos sobre el contorno, las funciones
de control se pueden calcular para reflejar esa distribucién en el interior del
dominio.

Todos los pasos de la técnica descrita se pueden extrapolar al caso
tridimensional sin més que afiadir una nueva dimensién.

También es posible utilizar ecuaciones de tipo parabdlico o bien
hiperbédlico para generar las lineas coordenadas de la malla si bien su empleo
esta menos generalizado que en el caso eliptico.

La utilizacién de técnicas de este tipo puede servir para generar mallas
sobre dominios de forma relativamente compleja. Sin embargo su utilizacién es
practicamente imposible cuando dentro de esos dominios aparecen agujeros, o
bien interfaces entre diversos materiales, sobre los cuales se pretende que exista
una linea de nudos. La tnica forma de tratar con ese tipo de dominios para
generar mallas estructuradas es, como se verd mas adelante, la utilizacién de
multibloques.

3.3.2 Generacién de mallas mediante transformaciones conformes

El problema de generar una malla sobre un dominio geométricamente
complicado se puede trasladar, mediante algin tipo de transformacién, a
generar una malla sobre otro dominio de forma mucho mas simple. Quizas
la técnica mas sencilla y extendida para hacer este tipo de transformaciones es
la utilizacién de las transformaciones de los elementos finitos isoparamétricos
entre el espacio real (z,y,z) y el espacio isoparamétrico (¢,7,(). Esta técnica
consiste en subdividir el dominio del problema en uno o mas macroelementos,
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cada uno de los cuales es a su vez transformado en un cuadrado o un cubo
unidad en el espacio isoparamétrico. En dicho espacio la generacién de una
malla es trivial y deshaciendo la transformacién se puede obtener una malla en
el espacio real.

En muchas ocasiones una técnica tan simple no es suficiente y se utilizan
otros tipos de transformacién como las transformaciones conformes de variable
compleja. Por ejemplo, si el contorno de un cierto dominio se transforma en
un circulo centrado en el origen del plano complejo z = peio, la lineas p = cte.
y 0 = cte. formaran una malla ortogonal al deshacer la transformaciéon. Dada
una geometria particular, el problema estriba en hallar la transformacién que
la convierta en un dominio sencillo sobre el cual se pueda construir facilmente
una malla.

En muchas ocasiones es importante conseguir que la malla obtenida sea
mas o menos ortogonal, es decir, que los lados de los elementos se corten
perpendicularmente en los nudos. Esta caracteristica es mas deseable para
resolver problemas mediante en esquemas de diferencias finitas que mediante el
método de los elementos finitos. No obstante, con ello se consigue controlar la
forma de los elementos evitando asi su distorsién. Los métodos de generacién
mediante transformaciones conformes permiten crear mallas ortogonales. Mas
informacion sobre este tema puede encontrarse en las referencias 65],

El concepto principal de una tansformacién es definir una relacién entre
un dominio D, definido en el plano (z,y), y un dominio rectangular R sobre el
plano (¢,7). La definicién geométrica de esa relacién entre D y R vendra dada
por las componentes del tensor de métrico g;; (¢,7 = 1,2). De la definicién de

transformacién conforme (19 se deduce que las componentes del mencionado
tensor deben cumplir:

{911 = g22

912 = ga1 = 0 (3.3.16)

Ademads las relaciones de la transformacién z(¢,7) e y(€,7) deben cumplir
las condiciones de Cauchy-Riemann en el dominio R

zf — y-’,
{”n oy (3.3.17)

y la condiciéon de integrabilidad obliga a que se cumpla:



Capitulo 3 : Generacion automética de mallas —-113-

Vie=Vi =0 (3.3.18)

Esta técnica de generacién consiste en buscar expresiones que transformen
el dominio D en otro mucho mis simple R y que admas cumplan las condiciones
(3.3.16) — (3.3.18). En el caso de que exista una transformacién de este
tipo cualquier malla ortogonal generada sobre el dominio R mantendrd su
ortogonalidad al deshacer la transformacién y pasar a D.

Las condiciones (3.3.17) imposibilitan el fijar de forma simultdnea z e Yy
en el contorno de R para solucionar las ecuaciones (3.3.18). Una posibilidad es
fijar en las caras £ = cte. del rectiangulo R el valor de la funcién = y por tanto
el valor de la derivada Ye¢, mientras que en las caras n = cte. se fija la funcién y
y las derivadas ..

En el caso de transformaciones conformes no es posible especificar la
distribucién de los puntos de la malla debido a las restricciones que deben
cumplir las componentes del tensor de la métrica g1 y g22. Una técnica algo
mas flexible consiste en relajar la condicién g1; = ggo de forma que se convierta
en:

911 = FX(&,n)g22, 912 =921 =0 (3.3.19)

La funcién F llamada a veces funcién de dilatacién permite una cierta
flexibilidad sin la pérdida de ortogonalidad. Las transformaciones conformes
son un caso particular de (3.3.19) en el cual F = 1. Las ecuaciones analogas a
(3.3.17) y (3.3.18) se convierten entonces en:

{ Foe =un (3.3.20)

& +
0¢ On
(3.3.21)
(3 o(be)
o€ dn

Esta técnica es todavia restrictiva en lo que se refiere a la imposicién
de la forma del contorno y ademés requiere de una definicién adecuada de la
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funcién F. En [61] se describe una informacién més detallada sobre este tipo de
transformaciones.

Existen una serie de transformaciones ya clisicas que permiten trabajar
de forma sencilla con ciertas tipologias. Asi por ejemplo Baldwin y Schreyer
presentan en [11] yna transformacién que permite convertir cualquier dominio
limitado por un contorno poligonal de n lados en un poligono regular de igual
numero de lados en el plano complejo. La generacién de una malla sobre este

ultimo permite, al deshacer la transformacién, generar una malla en el dominio
original.

Otra transformacién ya cldsica en el campo de la dindmica de fluidos es la
de Joukowski [31], la cual convierte toda una familia de perfiles de ala de avién
en un circulo en el plano complejo.

Estas técnicas no son directamente extrapolables al espacio tridimensional
pues su fundamento estriba en realizar transformaciones entre el plano complejo
y el plano real siendo ambos bidimensionales. No obstante existen trabajos en
este sentido para trabajar con una tercera dimensiéon [10],

3.3.3 Generacién de mallas mediante esquemas de interpolacién

Las técnicas de generacion mediante esquemas de interpolacion
permiten establecer descripciones para las transformaciones entre el dominio
computacional y el dominio fisico. El método mas clasico es quizds el
de las transformaciones conformes, descrito en el apartado anterior, el
cual proporciona expresiones para transformar ciertos tipos de geometria
proporcionando mallas ortogonales. No obstante estos métodos no permiten
en muchas ocasiones especificar la posiciéon de los puntos del contorno y estan
ademas limitados a dominios bidimensionales.

Para solventar las anteriores restricciones se han desarrollado una serie de
técnicas que se basan en la interpolacién de geometrias entre contornos. Estas
técnicas se denominan también en muchas ocasiones técnicas de generacién
algebraicas.

Fl caso mas sencillo es el de la interpolacién unidireccional. Este caso seria
aquel en el cual la generacion de mallas se puede ver como una interpolaciéon
de curvas entre puntos pertenecientes a contornos opuestos. Por ejemplo, en
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la figura 3.9 dados dos contornos opuestos cuya expresién sea Rj(€) y Ry(¢)
la expresién de la funcién R(¢,7m) que proporcionaria para cada 7 = cte. una
linea de interpolacién entre dos puntos pertenecientes cada uno de ellos a un
contorno seria:

Rz(g),'ﬂ=1

R1(§),T]=O

FIGURA 3.9 Interpolacién de curvas entre contornos opuestos.

R(¢,n) = Ry(€) +n(Ra(€) — Ry(€)) (3.3.22)

Para n = 0 se recupera el contorno R; y para 7 = 1 se recupera Rj.

Si en cada linea de interpolacién se pretende introducir puntos adicionales
la expresién (3.3.22) puede expandirse utilizando para ello las técnicas de
interpolacién de los polinomios de Lagrange.

Si ademas de fijar puntos sobre el contorno se requiere fijar
informacién sobre las derivadas deben utilizarse también polinomios de orden
suficientemente alto como para poder imponer todas las condiciones. Si se quiere
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especificar el valor de las derivadas las interpolaciones dejan de basarse en los
polinomios de Lagrange para pasar a hacerlo en los polinomios de Legendre.
Dados los gradientes y los puntos sobre dos caras opuestas del contorno, la
expresion de la interpolacién seria:

R(¢,m) =(1 — 30 + 20> )Ry(€) + (3 — 2n) Ry(€)+

OR R (3.3.23)
(1 - 77)26—771 +n%(n - 1)8—172

Para 7 = 0 se recupera, al igual que anteriormente, la expresién de Ry y
paran = 1 se recupera Ry. Asimismo, paran = 0 la expresién de 8R/In resulta
ser igual a OR;/07n y para n =1 es igual a Ry/87, con lo cual se cumplen las
condiciones impuestas en el contorno. La dificultad del método anterior suele
ser la especificacién de los gradientes en el contorno.

En muchas ocasiones no es suficiente especificar los datos del contorno
unicamente sobre dos caras opuestas. En estos casos lo que se tiene es
informacién sobre 4 caras en dos dimensiones o sobre 6 en tres dimensiones. En
estos casos los esquemas de interpolacién deben preservar toda la informacién
existente sobre todo el contorno. Si en el caso bidimensional se expresan las dos
posibles interpolaciones unidireccionales se obtienen:

Ra(fﬂ?) = (1 - £)R(0a77) + ER(I, 77)

Ry(¢,m) = (1 — n)R(&,0) + nR(E,1) (3.3.24)

Sin embargo la suma de ambas interpolaciones R, + Rp no cumple las
condiciones en el contorno. Por ejemplo para n = 0:

Ro(€,0) + Ry(¢,0) = (1 — £)R(0,0) + (R(1,0) + R(¢,0) # R(¢,0)  (3.3.25)

En el resto de los contorno se presenta el mismo problema. Para solucionar
lo anterior se afiade un tercer término R, a la combinacién anterior cuya
expresion es:

Rc(€,m) =(1 - &)(1 —n)R(0,0) + £(1 — n)R(L,0)+

(1 - mR(0,1) + EnR(L,1) (3.3.:26)
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Entonces la férmula de interpolacién obtenida serd R = Ry + Ry,—R.y
su expresidn completa se podra expresar como:

R =[(1—6) €] [gg‘l’:”;] +IREO) RED)|T T -

a-o alzre sl

(3.3.27)

Este tipo de interpolacién se denomina en ocasiones interpolacién

transfinita y a las funciones ¢, (1 - ¢), ny (1 — 7) se les llama funciones de
combinacién.

Las ideas anteriores se pueden extender para incluir también informacién
sobre las pendientes deseadas sobre el contorno. En ese caso, la interpolacién
entre caras de { = cte. se escribe como:

fo=FEnmen® + | aye)+ flen mas(e)

9 l(e1,m) ay(€) (3.3.28)

L of
9 l(e1,m)

y la interpolacién entre caras de 7 = cte. como:

_ of of
Fo = f(&,m)Bi(n) + 3 (ml)ﬂz(ﬂ) + £(&,m2)B3(n) + an (6’772)@1(71) (3.3.29)

A partir de las expresiones anteriores se puede escribir la interpolacién dentro
de todo el dominio como:

f:fa+fb_fafb (3330)

donde f = (z,y) es la funcién que proporciona las coordenadas del espacio real,
y las funciones a; deben cumplir que:

a1(é1) =1 e1(é2) =0 o(61) =0 of(&)=0

a2(€1) =0 a2(§2) =0 03(51) =1 a’2(€2) =0 (3 3 31)
a3(§1) =0 a3(éf2) =1 oj(€1) =0 of(&)=0 o
aq4(€1) =0 ag(€2) =0 oy(€1)=0 (&) =1
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Las funciones §3; deben cumplir condiciones analogas a las anteriores. En
este caso las funciones de combinacién seran las a; y las B; que son las que
combinan de forma adecuada la informacién que se conoce acerca del contorno.

Si en (3.3.30) se sustituyen respectivamente los valores £ = 0, £ = 1,
n =0y n =1 se recuperaran las expresiones de la funcién f definidos sobre

. . . . . 5} d
esos contornos. Asimismo, si se sustituyen esos valores en las derivadas 7;{ Y B

se recuperaran también los valores definidos para esas derivadas en el contorno.

Esta formulacién es facilmente extrapolable a tres dimensiones. Mis

Eie']c[all]es sobre la misma se pueden consultar en Gordon y Hall [28] y en Eriksson
18][19

Una vez hallada la expresién de la funcién f, la generacién de la malla
consiste unicamente en construir una reticula sobre el cuadrado unidad 0 <
£ < 1,0 < n <1y mediante la expresién (3.3.30) hallar las coordenadas
(z,y) correspondientes a cada punto de la reticula de coordenadas (¢,7). Esas
coordenadas seran las de los nodos que formaran la malla. Asimismo, los lados
de los elementos serdn las lineas del espacio (z,y) correspondientes a las lineas
£ = cte. y p = cte. del cuadrado unidad.

El éxito de esta técnica reside en una eleccién adecuada de las funciones
de combinacién a y 3 y de las derivadas en los contornos. El posicionamiento de
los puntos dentro de la malla se puede controlar también mediante las funciones
mencionadas.

Un ejemplo bastante simple se puede observar en la figura 3.10.

- En el caso a) las lineas verticales de la malla son oblicuas al contorno.
En este caso se ha utilizado una simple interpolacién lineal comoda de
(3.3.27) sin ningin control sobre las pendientes.

- En el caso b) se presenta una malla sobre la misma geometria pero se ha
generado con la inclusién de los valores de las pendientes en el contorno.
En este caso se ha utilizado la formulacién descrita en (3.3.28) — (3.3.31).
Los valores de las pendientes se determinan a partir de la direccién de la
normal en cada punto del contorno. Las funciones de combinacién que se
usan para casos como este son de la forma:
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FIGURA 3.10 Ejemplos de la elecciéon de las funciones de
combinacién « y 8.
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a1 = (-2(1 - €)* + 3(1 - £)?)e %

ay = (—(1 -6 + (1 - &) %

ag = (2(1 - £)* - 3(1 - £)2 4+ 1)e~o(1=8)"
ag=(—(1-€)° +2(1 - £)2 — (1 — )21

(3.3.32)

donde 0 < ¢ < 1. Para S las expresiones son idénticas cambiando ¢ por 7.

En la figura 3.11 estdn esquematizadas el significado de las derivadas %g
y %g y el rango de variacién de las variables ¢ y 7.

Los valores de las pendientes de las lineas de la malla en el contorno se
pueden calcular analiticamente si se tiene la definicién analitica del mismo. En
caso contrario se pueden aproximar mediante algin tipo de técnica numérica.

3.3.4 Generacién de mallas utilizando multibloques

En los apartados anteriores se han comentado las técnicas mas usuales
para la generacién de mallas estructuradas. Cualquiera de estas técnicas
conduce a la obtencién de un sistema de coordenadas curvilineas que permite
la transformacién de un dominio fisico en otro dominio “computacional” de
geometria mas sencilla sobre el cual el trabajo de la generacién de una red
cartesiana es trivial. Una malla cartesiana en este tltimo dominio conduce,
al deshacer la transformacién, a una malla de cuadriliteros no necesariamente
regulares. La malla resultante consiste en una red formada por las intersecciones
de dos familias de curvas que son las correspondientes a las lineas que forman
la red en el dominio computacional. En este sentido las mallas estructuradas
poseen un sistema general de coordenadas curvilineas. Esta propiedad contrasta
con la filosofia de las mallas no estructuradas en las cuales cada elemento se
construye de forma local sin tener en cuenta ninguna estructura global.

La propiedad de tener un sistema “global” de coordenadas curvilineas hace
que la generacidén de mallas estructuradas esté de alguna forma limitada cuando
se pretende aplicarla a geometrias complicadas. La generacién “local” de las
mallas no estructuradas hace que estas 1ltimas estén especialmente indicadas
para estos casos.
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FIGURA 3.11 Significado de las derivadas %{ y %{, y del rango de
variacién de £ y 7.

La idea principal de la utilizacién de multibloques es que no se utiliza un
solo sistema de coordenadas curvilineas para todo el dominio fisico sino que se
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utilizan varios de ellos que a su vez se conectan de forma adecuada. El dominio
fisico se subdivide en varios bloques y dentro de cada uno de ellos se construye
un sistema de coordenadas curvilineas. La subdivisién en bloques produce la
flexibilidad necesaria para trabajar con geometrias complicadas. Esta técnica
constituye un compromiso entre una malla globalmente estructurada y otra
completamente no estucturada. Limitando el nimero de bloques a uno solo
se recupera una malla totalmente estructurada mientras que si se utiliza un
numero ilimitado de ellos, dentro de cada uno de los cuales se genera un solo
elemento, se produce una malla no estructurada.

La disposicién de los miltiples bloques determina como se conectan los
distintos sistemas de coordenadas curvilineas y esa conexién define la topologia
de la malla. Para una geometria dada esa topologia no es tinica y dependera de
como se haga la subdivisién en bloques del dominio fisico. Esta subdivisién se
puede hacer de forma que las mallas resultantes sean adecuadas para resolver
las ecuaciones planteadas dentro del dominio fisico.

El concepto de multibloque no se restringe a ninguna técnica particular
de generacién de mallas. La construccién de las mismas dentro de cada uno de
los bloques se puede realizar mediante cualquiera de los métodos descritos en
los apartados anteriores.

Al establecer la subdivisién en bloques del dominio fisico hay que definir
el nimero de ellos y sus interconexiones. Una forma de organizar la informacién
referente a cada bloque es definir para cada una de sus caras los siguientes datos:

- Si esa cara pertenece al contorno del dominio fisico o bien si estd conectada
con otro bloque Si pertenece al contorno se debe definir sobre ella la forma
del mismo. En caso contrario son necesarios los datos siguientes.

- El nimero del bloque ayacente.

- La cara del bloque adyacente en contacto con el bloque del cual se
esta organizando la informacién.

- La orientacién del sistema de coordenadas curvilineas del bloque
adyacente relativo al del bloque en cuestién.

La informacion anterior es facilmente visualizable y en la figura 3.12 se
describe un ejemplo. En esta figura se presenta un caso en el cual se pretende
constuir una malla alrededor del perfil de un ala de avién. La geometria se ha
descompuesto en tres bloques de los cuales se ha representado su interconexién.
Asimismo también se han definido cuales de sus lados corresponden al contorno
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del dominio, ya sea al propio perfil o bien al limite de la zona en estudio.

Para generar la malla sobre todo el dominio se tendra que hacer un bucle
sobre todos los bloques definidos. Para cada uno de ellos se tendra que generar
un sistema de coordenadas curvilineas mediante alguna de las técnicas de los
subapartados anteriores. Cualquiera de estas técnicas es capaz de generar una
malla en el interior de un bloque a partir de los puntos situados en el contorno.
En principio, para cada bucle se deberian conocer a priori la posicién de los
puntos situados sobre los contornos de cada bloque y es a partir de ellos como
se generaria la malla en el interior.

Los puntos situados sobre interfaces comunes a dos bloques deben cumplir
una condicion esencial que es la de mantener la continuidad de la malla a través
de ellas. Es decir, dados dos bloques con una cara en comiin, cada punto situado
en esa cara y perteneciente a uno de los bloques debe tener su homélogo en el
otro bloque y sobre la misma cara. Esta condicién, aunque obvia, es muy
importante de cara a organizar todo el proceso de generacién.

La condicién anterior obliga a que las lineas coordenadas sean continuas
al pasar de un bloque al contiguo. Esa continuidad debe ser al menos de orden
CY, sin embargo existen tratamientos para elevar ese grado de contiuidad. Las
formas mds comunes de aumentar esa continuidad son las siguientes:

- Continuidad de orden C! en las interfaces entre bloques. Una vez fijada la
posicion de los puntos sobre las caras de los bloques es posible generar las
mallas en su interior. Sin embargo no existird ningin control ni sobre los
angulos que formardn las lineas coordenadas con el contorno del dominio
fisico, ni sobre los angulos que formaran entre si las propias lineas al pasar
de un bloque a otro.

Las técnicas de generacion mediante esquemas de interpolacién permiten,
mediante las expresiones (3.3.28) — (3.3.31), controlar esos angulos de
forma que las lineas coordenadas mantengan una continuidad de orden
C1 en las interfaces entre bloques. Asimismo también permiten controlar
los angulos de esas lineas con el contorno.

Las técnicas de generacién mediante la resolucién de un sistema de
ecuaciones en derivadas parciales también permiten controlar ese grado
de continuidad mediante la manipulacién de las funciones de control que
anteriormente se han denominado P y Q.

- Continuidad completa en las interfaces entre bloques. Cualquiera de las
técnicas de generacion de mallas estructuradas producen mallas que son
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continuas hasta un determinado nivel. Asi, por ejemplo, las ecuaciones
elipticas (3.3.9) — (3.3.10) producen mallas de continuidad C? en el
interior del dominio y los esquemas de interpolacién también producen
mallas que son continuas hasta un determinado nivel que depende de las
expresiones que se utilicen. Continuidad completa en las interfaces entre
bloques significa que las lineas coordenadas tengan el mismo grado de
continuidad en esas interfaces que en el interior de los bloques. Estos
grados de continuidad se consiguen normalmente a costa de no poder
controlar la posicién de los puntos sobre las caras de los bloques ya que
el posicionamiento de los mismos formara parte del proceso global de
generacion. En este caso el proceso de generacién no se limita a ana

generacion bloque por bloque sino que la malla sobre todos ellos se genera
a la vez.

Para conseguir la condicién anterior, los datos necesarios para generar la
posicion de un punto sobre un contorno y otro en el interior de un bloque
deben ser del mismo tipo. En el caso de la resolucién de un sistema de
ecuaciones elipticas, la posicién de un punto interior requiere informacién
de sus vecinos directos. En este caso la posicién de un punto situado sobre
el contorno de un bloque requerira informacién de los puntos situados
inmediatamente a su alrededor pero que estaran en bloques distintos. Para
puntos situados sobre una cara se requerira informacién provinente de
dos bloques distintos, mientras que para puntos esquina esa informacién
vendra de tres bloques distintos. Para asegurar una continuidad completa
la informacién referente a un bloque se debe aumentar con la informacién
de los bloques adyacentes. Esta informacién se referira a los puntos de
esos bloques que forman una corona alrededor del primero.

En la figura 3.13 se puede ver los puntos de los cuales se precisa
informacién alrededor de un determinado bloque. El tamano de
la informacién necesaria para cada bloque crece en dos filas y dos
columnas lo cual produce un aumento de la capacidad necesaria para
su almacenamiento. Los esquemas en diferencias finitas se deben utilizar
sobre todos los bloques a la vez actualizando en cada ciclo la informacién
sobre la corona de cada bloque.

Como ya se ha comentado, en los nodos situados dentro de cada bloque
se cruzan dos familias de lineas coordenadas. Estas dos familias corresponden
a las coordenadas £ y 1 del espacio computacional. Al utilizar las técnicas de
multibloque pueden aparecer puntos en los cuales se crucen mas de dos familias
de curvas. Asimismo también pueden aparecer puntos donde sélo pase una curva
perteneciente a una de las familias. Estos puntos se denominan “singulares” y
estaran siempre situados en los vértices de los bloques. El orden de singularidad
se puede definir como (n —8)/2 donde n es el nimero de caras del poligono que
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FIGURA 3.13 Puntos de informacién alrededor de un bloque.

forma la unién de los bloques situados alrededor del punto en cuestion. En la
figura 3.14 se pueden ver casos tipicos de singularidad y su clasificacion.

La denominacién de singulares aplicada a estos puntos proviene del hecho
de que al utilizar técnicas en diferencias finitas no se puede definir en ellos
la expresion de las derivadas parciales. Para solventar este problema hay
que aplicar alguna estrategia especifica en estos puntos. En el contexto de
los métodos de resolucién por el método de los elementos finitos la presencia
de nodos de este tipo no supone ninguna dificultad adicional por lo que la
denominacién de singular no afecta en este caso ni a las técnicas de resolucién
ni a la solucién obtenida en esos puntos. En este ultimo caso la anica propiedad
que los caracterizard sera el hecho de que el numero de elementos que conectan
no sera igual a cuatro.

Los conceptos anteriores se pueden ampliar facilmente a espacios
tridimensionales sin mas que tener en cuenta la presencia de otra dimensién. En
ese caso la definicidn de las superficies que delimitan el dominio fisico se puede
realizar utilizando herramientas propias del CAD. En la referencia (65] se puede
ver la descripcién de un sistema para generacién de mallas tridimensionales
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FIGURA 3.14 Clasificacién de los puntos singulares.

utilizando las técnicas descritas.
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3.4 TECNICAS DE GENERACION DE MALLAS NO
ESTRUCTURADAS

Como ya se ha comentado anteriormente las mallas no estructuradas son
aquellas que no presentan ningin tipo de estructura global. Este hecho las
contrapone a las mallas estructuradas anteriormente descritas, en las cuales
existe una estructuracion global de la disposicién de los nodos y elementos. En
este sentido también se dice que las mallas no estructuradas son mallas locales
ya que cada nodo y elemento se generan localmente.

El desarrollo de las técnicas de generacion de mallas no estructuradas ha
avanzado de forma casi totalmente independiente del trabajo realizado referente
a las mallas estructuradas. Este hecho es en gran parte debido a que los
métodos de resolucién por diferencias finitas conducen a la utilizacién de mallas
estructuradas mientras que las mallas no estructuradas se han utilizado siempre
con el método de los elementos finitos. Solo a partir de tiempos recientes existe
una cierta compenetracion entre métodos de ambos tipos para conseguir técnicas
hibridas que aprovechen las ventajas de ambos métodos.

Las técnicas de generacion de mallas no estructuradas se pueden clasificar
en dos grandes grupos:

- Generacion stmultinea de nodos y elementos. Los algoritmos de este
grupo generan a la vez los nodos y los elementos de forma que cada vez
que se genera un nuevo punto éste se conecta inmediatamente al resto de
la malla. El método mas utilizado dentro de este grupo es el del avance

frontal [39](51](52],

- Generacion de nodos y elementos en fases distintas. Estas técnicas
utilizan primero alguna forma de generacién de puntos para obtener una
distribucién de los nodos de la malla. A continuacién llevan a cabo lo que
se llama una triangulacién de la malla para formar los elementos mediante
la conexién de los nodos ya existentes. La técnica de triangulacion mas
utilizada es la de Delaunay [25],

Ambos grupos de algoritmos producen mallas de elementos triangulares.
No existen todavia algoritmos de generacién de mallas no estructuradas
formadas por elementos cuadrangulares debido a que la interconexiéon de
elementos de este tipo es mas dificil de encajar en una geometria cualquiera
que la de los elementos triangulares.

Si existen, en cambio, algoritmos de generacién de mallas no estructuradas
tridimensionales. En este caso el tipo de elemento empleado es el tetraedro. En
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este capitulo se van a describir unicamente los algoritmos de generacién en
dos dimensiones. Sin embargo su extrapolacién a tres dimensiones no presenta
grandes dificultades desde el punto de vista conceptual, aunque si desde el punto
de vista del coste del tiempo de computacién.

Todos los generadores de mallas no estructuradas precisan de la utilizacién
de algin algoritmo de renumeracién para disminuir los anchos de banda, o de
frente, de las mallas obtenidas. La propia naturaleza de estos generadores hace
que sea imposible controlar dichos anchos durante el proceso de generacién. Por
ello, es muy recomendable la utilizacién de alglin algoritmo de renumeracién al
finalizar el mismo.

3.4.1 Definicién de las caracteristicas de la malla

Dado el caricter local de los algoritmos de generacién de mallas no
estructuradas éstos permiten controlar el tamafio Y en ocasiones incluso la forma
de cada uno de los elementos generados. Para aprovechar esta circunstancia es
necesario definir de alguna manera las caracteristicas que se desea que tengan
los elementos generados en cada zona del dominio.

Una técnica muy usual desarrollada por Peraire et al. B951][52] ¢oneiste
en utilizar una malla previa, llamada de base o de referencia, y definir sobre
los nodos o los elementos de la misma las caracteristicas esperadas en la nueva
malla a generar. El tnico requerimiento que debe cumplir esta malla base es
que cubra todo el dominio del problema en estudio. En cada etapa del proceso
de generacién de un nuevo punto o elemento situados sobre una determinada
zona, se buscard en la malla de referencia que tamano y forma estan definidos
en esa zona.

En el caso de que las caracteristicas de la malla a generar estén definidas
sobre los elementos de la malla de base entonces las caracteristicas del elemento
a generar sobre cada punto seran las definidas sobre el elemento de la malla de
referencia en el que est4 incluido.

En el caso de que esas caracteristicas estén definidas sobre los nodos de
la malla de base entonces las caracteristicas del elemento a generar sobre cada
punto se podran obtener interpolando en ese punto los valores nodales definidos
en los nodos del elemento en el que esta incluido. Esta interpolacién se puede
realizar mediante las propias funciones de forma de los elementos triangulares.
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Esta forma de definir las variables que controlaran la forma de la nueva
malla se adapta de forma muy “natural” a los procesos de refinamiento
automatico a partir de los valores del error obtenidos mediante un estimador.
Tal como se ha visto en el Capitulo 2., a partir de los valores del estimador de
error obtenidos sobre cada elemento se puede predecir cuales deberian ser los
nuevos tamanos de elemento a utilizar sobre las zonas ocupadas por cada uno
de ellos para obtener un nivel de precisién dado. De esta manera queda definido
sobre cada elemento un nuevo tamafno que serd el que debera tener en cuenta
el generador para construir la nueva malla.

De esta manera, la malla empleada en un célculo previo pasa a utilizarse
como malla de base para la generacién de la siguiente. Los tamafios de los
elementos también pueden definirse sobre los nodos realizando un alisado de los
valores definidos sobre los elementos. De esta forma, se consiguen mallas con
variaciones mas graduales de los tamanos de elemento.

Las técnicas de remallado automatico utilizando la malla anterior como
malla de referencia comenzaron su desarrollo en el campo de la dinamica de
fluidos [BOIB1B2,  En ese campo los estimadores de error, distintos de los
descritos en el capitulo anterior, proporcionan directamente los valores de los
tamanos de elemento en los nodos de la malla de base, por lo que en ese caso
no es necesario el proceso de alisado.

3.4.2 Método del avance frontal

Este método de generacién permite no sélo controlar el tamano de los
elementos generados sino también su forma. Con esta técnica se pueden generar
elementos “alargados” en una determinada direccién y para ello hay que definir
los parametros necesarios para controlar ese alargamiento. En la figura 3.15
se puede ver el significado de los parametros tamafio §, alargamiento s, y
orientacién & que definen la forma de un tridngulo alargado. Estos son los

’ ’ . .
parametros que se tenddn que definir en la malla de referencia.

En el 4mbito de la mecénica de sélidos no estd todavia muy extendida
la utilizacién-de elementos alargados controlando los valores de s y a. Ello es
debido a que todavia no esta claro como determinar el valor de esos parametros
a partir de los estimadores de error existentes. En cambio, la utilizacién de
alargamientos si estd muy difundida dentro del campo de la dindmica de fluidos
donde los estimadores de error utilizados ya dan informacién para generar mallas
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X2

IR

X1

FIGURA 3.15 Significado de los pardametros §, s, a.

con elementos alargados. Este tipo de elementos se utiliza normalmente para
localizar ondas de choque [39)(51](52],

El método del avance frontal recibe su nombre del hecho de que en cada
etapa del proceso existe un frente de generacién formado por todos los posibles
lados sobre los cuales se va a generar un nuevo tridangulo. De forma repetitiva
el proceso consta de una etapa de generacién de un triangulo y de otra etapa de
actualizacién del frente, teniendo en cuenta la existencia del nuevo triangulo.

Este método produce una malla de tridngulos que pueden ser utilizados
como elementos lineales, cuadréticos o de mas alto orden sin més que generar
posteriormente los nodos intermedios necesarios.

3.4.2.1 Generacion de puntos sobre el contorno

Antes de comenzar a generar elementos dentro del dominio existe una
etapa previa que es la de generar puntos sobre el contorno para, a continuacién,
crear el frente de generacion inicial que serd el que contendra la informacién
acerca de todas las caras del contorno sobre las que se podri generar un
triangulo.
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El contorno del dominio estara formado por la combinacién de una serie de
curvas cerradas que limitardn el dominio tanto exterior, como interiormente en
caso de que existan huecos. Asimismo, también podran existir curvas interiores
al dominio que separen materiales distintos o bien sean lineas de aplicacién de
cargas. Cada una de esas curvas estard definida mediante la interpolacién de
una serie de puntos definidos como datos. Dicha interpolacién se puede realizar
mediante expresiones como las descritas en el apartado 3.2.

Las curvas cerradas que delimiten exteriormente el dominio se orientarian
en sentido contrario a las agujas de un reloj mientras que las que lo delimiten
interiormente lo estaran al revés. En las curvas interiores no importara la
orientacion ya que en ellas se generardn elementos sobre sus dos lados. Estas
orientaciones se pueden ver en la figura 3.16. La orientacién de las curvas vendra
dada por el orden en que se listan los puntos que las definen.

i—

=

==
— - @ — —  — = = —
- e e —  a—  —

FIGURA 3.16 Orientacién de las curvas de definicién del contorno.

Preservando esta orientacién, el programa generara puntos intermedios
a los de definicion satisfaciendo la condiciéon del espaciamiento entre puntos §
definido en la malla de referencia. Todos los segmentos formados por los puntos
situados sobre las curvas del contorno seran caras de tridngulos al final del
proceso de generacion.

La generacion de puntos intermedios entre dos puntos de definicién de
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cada curva se realiza como sigue:

1

2.

Se calcula la longitud ! del tramo de curva situado entre los dos puntos.

Se interpolan los pardmetros definidos en la malla base, sobre una serie
de puntos del segmento en cuestién (por ejemplo cada 1/100). En el caso
de que exista alargamiento de elementos el valor del espaciamiento en la
direccién de la curva . se calcularad teniendo en cuenta este hecho. La
forma de calcularlo se describe en el apartado 3.4.2.4.

El nimero de caras N5 que se deberan colocar en el intervalo de curva se
calculard mediante la siguiente expresién:

1
A =/ —dl 34.1
* 7 Jo &, ( )

Se tomara Ns como el entero mas cercano a A; de forma que Ng > A;.

Se colocaran los puntos intermedios de manera que los valores del arco I;
para cada uno de ellos deberd cumplir la condicién de que:

N L1
— = —dl 3.4.2
Ag /é be¢ ( )

En ocasiones apareceran tramos de curva con curvaturas x muy altas.

En ese caso es conveniente limitar el tamafio de las distancias entre los puntos
generados mediante criterios geométricos en lugar de lo marcade por la malla de
referencia. En esas ocasiones se puede escoger la distancia entre dos puntos como
el minimo entre la definida por (3.4.2) y la limitada por x(I; —l;_1) < ¢, siendo
¢ el valor maximo del dngulo que puede girar la curva entre esos dos puntos.
Limitando dicho dngulo a 20° se consigue, por ejemplo, que el angulo que gire la
curva entre dos puntos consecutivos sea menor que ese valor consiguiéndose asi
que la malla tenga una buena representacién de curvas con grandes curvaturas.
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3.4.2.2 Construccion del frente de generacion inicial

La siguiente operacién consiste en la construccién del frente de generacién
inicial. Dicho frente estara formado por dos vectores de variables enteras que
tienen tantas componentes como caras activas haya en cada momento. Una cara
se llamard “activa” cuando sobre ella sea posible construir un nuevo tridngulo.
En un vector se guarda el niimero del primer nodo de cada cara mientras que el
del segundo nodo se guarda en el segundo vector. Las caras no necesitan estar
almacenadas en ningiin orden especial.

En virtud de la orientacién de las curvas definida en la figura 3.16, el
dominio sobre el cual se deberd generar la malla estara siempre situado a la
izquierda de todas las lineas que conectan dos puntos del contorno consecutivos.
En el caso de las curvas interiores cada segmento aparecera dos veces pero con
distintas orientaciones. De esta forma se generarin elementos sobre sus dos
lados.

FIGURA 3.17 Actualizacién del frente.

Al principio del proceso de triangulacién, el frente de generacién sera
exactamente igual al conjunto de segmentos situados sobre las curvas definidas
para modelar los contornos y el interior del dominio. Después de la generacién
de cada triangulo, apoyado sobre uno de los lados del frente, este ultimo debera
ser actualizado para eliminar las caras que hayan dejado de ser activas y anadir
las del elemento recién generado que hayan pasado a serlo.
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El frente de generacién cambia durante el proceso de generacién y al
finalizar el mismo, el niimero de segmentos que contiene debe ser nulo. Después
de la generacién de cada tridngulo sus caras se afiaden al frente de generacion.
A continuacién todas las caras que aparezcan dos veces y en sentidos distintos
se eliminan del frente (ver figura 3.17).

3.4.2.3 Generacion de los elementos triangulares

El algoritmo que se presenta a continuacién es una de las muchas variantes
que existen sobre la técnica de avance frontal. En las referencias [39){51](52](65]

se pueden encontrar otras variantes aunque el resultado de todas ellas es muy
similar.

El proceso de generacién de cada tridngulo constard de los siguientes
pasos:

1. Eleccién del segmento del frente de generacién que se usara como base del
nuevo triangulo. Si se esta generando una malla con grandes variaciones
en el tamaiio de los elementos es conveniente comenzar generando los mas
pequenos. Por ello se escogera el mas pequerio de todos los segmentos del
frente. Los nodos del segmento escogido se pueden denominar por 4 y B

ver figura 3.18).
g

2. Obtencién del valor del espaciamiento é§ obtenido de la malla de referencia
correspondiente al punto M situado en la mitad del segmento AB.

3. Determinacién del punto C; a una distancia §; de 4 y B. §; se escoge a

partir de las siguientes expresiones [51]{52].
6 si 0.55 |[AB| < 6§ < 2 |AB|
61 = { 0.55 |AB| si0.55 |AB|>§ (3.4.3)

2 |AB|  sié>2|AB|

4. Determinacién de los puntos C3, C3, C4, Cs, Cg que estaran
equiespaciados en el segmento que unird los puntos C; y M.

5. Determinacion de los nodos pertenecientes al frente de generacion actual
que estén situados dentro de un circulo de radio r = 3 |AB| y centro
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FIGURA 3.18 Determinacién de los puntos Cy, ..., Cs.

C1. De estos nodos se escogen los que estén situados en el semiplano
delimitado por la recta que une los puntos A y B y que contiene al punto
C1. Estos nodos se ordenan de acuerdo con su distancia al punto C de
forma que el primero de la lista sera el mas cercano. Sea m el niumero de
nodos (a;; ¢ = 1,...,m) contenidos en la lista.

6. Colocacién de los puntos Cq,...,C¢ en la lista. Su colocacion se
realizard teniendo en cuenta su verdadera distancia al punto '; mas una
penalizacién de valor é;.

7. Determinacién del punto de conexién a;. Este se toma como el primer
nodo de la lista que satisfaga las siguientes dos condiciones:

A. El interior del tridngulo ABa; no contiene ninguno de los restantes
nodos de la lista (a excepcién de los C;).

B. El segmento a¢; M no corta ninguna de las caras existentes en ese
momento en el frente de generacion.

8. Formacién y almacenamiento del nuevo elemento. Si se ha escogido como
punto de conexién alguno de los C; entonces se habra creado también un
nuevo nudo.
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9. Actualizacién del frente de generacién. Deberin eliminarse del frente
aquellas caras del contorno que ya pertenezcan a un elemento y aquellas
caras interiores que pertenezcan a dos elementos. Deberan incluirse en
el frente aquellas caras pertenecientes al nuevo elemento recién generado
que no pertenezcan previamente a otro elemento.

3.4.2.4 Introduccion del alargamiento

La inclusién del alargamiento se consigue mediante una transformacién
local que relaciona el plano real, en el cual se desea un alargamiento, con
un plano ficticio en el cual los tridngulos que satisfagan las condiciones
de alargamiento especificadas (s y a) aparecerdn como equilateros. Esta
transformacién consiste en una rotacién de los ejes de forma que a coincida
con el eje z, un escalado con un factor de s del eje = y una rotacién inversa
para devolver al eje z a su posicién original. Los valores de a y s se interpolan
de la malla de referencia al mismo tiempo que el valor de §. Todos los puntos
relevantes para la generacién de un tridngulo se transforman a ese nuevo espacio.
La matriz de transformacién T para este cambio tendra la siguiente expresién:

T ( sal +ao2  (s— l)alaz)

4.4
(s = Dajag a% + sa% (3.44)

Para generar el punto C; del proceso anterior se transformaran los puntos
Ay B al nuevo espacio mediante la matriz T' y después se realizara el punto 3 del
algoritmo descrito anteriormente. Una vez generado el punto C; en ese nuevo
espacio se deshara la transformacién mediante la matriz T y se conseguira
la posicién del punto C; en el espacio real. A partir de ello se seguira con los
puntos 4-9 del algoritmo de generacién.

Para la obtencién del espaciamiento §. utilizado en la generacién de los
puntos sobre el contorno se utiliza el siguiente algoritmo:

1. Interpolacién de la malla de base de los valores §, s y a.

2. Transformacién del vector unitario tangente a la curva ¢ al espacio de
generacion mediante la matriz T (v = T#).
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3. Cilculo en el nuevo espacio del vector unitario ¢ en la direccién de v.

4. Aplicacién de la transformacién inversa al vector # para hallar un nuevo
vector ¢ (r = T1#).

5. Calculo del valor de é. mediante la expresion §. = é|r|.

A partir del valor de §. para cada punto se pueden calcular las integrales
que aparecen en las expresiones (3.4.1) y (3.4.2). En el caso en que no exista
alargamiento (s = 1) ocurrird que . = 4.

3.4.2.5 Estructura de la informacion

La implementacion eficaz del algoritmo para generacion de mallas descrito,
presenta problemas desde el punto de vista del tratamiento de la informacion.
Operaciones tales como buscar las caras del frente situadas dentro de una cierta
region, insertar y borrar datos de una lista o simplemente buscar el segmento
mds pequeiio situado en el frente son operaciones que se realizan muchas veces
y consumen un tiempo de CPU en ocasiones inaceptable. La proporcion que
tiene el coste de estas operaciones frente al coste total de la generacion es tanto
mayor cuanto mayores sean las mallas que se estdn generando. Por ello puede
ocurrir que los programas de generacion lleguen a ser inoperantes para generar
mallas muy densas.

Las operaciones que potencialmente pueden consumir mas tiempo de
calculo son la siguientes:

- Interpolacién de los parametros de la malla a partir de la malla de
referencia. Esta interpolacién puede ser muy costosa si la malla de
base tiene muchos elementos ya que hay que localizar previamente a
que elemento pertenece un punto dado. Con mallas de referencia del
orden de unos miles de elementos este proceso llega a ser de los mas
costosos. Hay que pensar que en un proceso de refinamiento automatico
cada malla puede servir de referencia para la generacién posterior y de ahi
la posibilidad de que aparezcan mallas muy densas como mallas de base.

- Buscar, borrar e insertar caras en el frente de generacién. Si el frente tiene
muchas caras las tareas anteriores pueden ser muy costosas. Al generar
mallas del orden de unos miles de elementos los frentes de generacion
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existentes en cada momento son lo suficientemente grandes como para
que estas operaciones sean casi inabordables.

Peraire et al. [52] proponen utilizar una estructura de datos especial
llamada “arbol digital alternado” para almacenar los elementos de la malla
de referencia y las caras del frente de generacién. Con esta estructura de datos
el coste de generacién resulta ser del orden de Nlog(N) donde N es el nimero
de elementos generado.

La utilizacién de estructuras de este tipo estd muy justificada para
programas de generacion de mallas tridimensionales ya que en ese caso los costes
de generacién crecen enormemente. Actualmente se estin generando, dentro del
campo de la dindmica de fluidos, mallas del orden de unos cientos de miles de
elementos por lo que el coste de su generacién es muy alto. En programas
bidimensionales el coste es significativamente menor y normalmente no es
necesario recurrir a estructuras de datos tan sofisticadas. En este ltimo caso

suele ser suficiente con utilizar buenos algoritmos de biisqueda y de ordenacién
(ver referencia [51]),

Un algoritmo interesante para buscar a que elemento de la malla de base
pertenece un punto P consiste en utilizar las coordenadas de 4rea de P respecto
a un tridngulo. Asi, si los valores de las tres coordenadas de irea con respecto
a un determinado elemento triangular estdn entre 0 y 1 el punto estara situado
en el interior del mismo. En caso contrario la biisqueda se contintia con el
elemento conectado a la cara opuesta al nodo respecto al cual la coordenada de
drea es menor. Este proceso permite recorrer la malla desde el primer elemento
observado hasta el que contiene el punto P mediante un recorrido practicamente
rectilineo a través de la malla, y evita tener que hacer bucles sobre todos los
elementos de la misma para localizar aquel que contiene al punto P. Este
proceso es muy rapido si para cada elemento se almacena, para cada una de sus
caras, con que otros elementos esta conectado.

3.4.2.6 Operaciones de “cosmética”

Después de generar la malla es recomendable efectuar una serie de
operaciones tendentes a mejorar la misma. La finalidad de estas operaciones es
mejorar no solo el aspecto estético de la malla sino también su funcionalidad.
Esta funcionalidad intenta mejorarse a través del cumplimiento de dos objetivos:
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1. Que cada nodo interior al dominio esté conectado a 6 elementos. Este
seria el caso en que todos los tridngulos fuesen perfectamente equildteros
y su acoplamiento seria similar al de las celdas de un panal de abejas. Los
seis elementos unidos a cada punto formarfan un hexidgono perfecto. Ain
en el caso en que se usen elementos alargados es conveniente mantener
este objetivo ya que en el espacio resultante después de realizar la
transformacion (3.4.4) los elementos deberian tener también un aspecto
similar al de las celdas de un panal de abeja. Mediante este objetivo se
consigue evitar la aparicién de nodos con un nimero o bien muy pequefio
o bien excesivo de conexiones. El nimero ideal de conexiones de los nodos
situados en el contorno serd el valor del entero mas préximo a 3%16 donde «
es el angulo que forman los dos lados que confluyen en ese nodo y forman
parte del contorno.

2. Que la variacién de tamafios y de formas de los elementos a lo largo
del dominio sea lo mds gradual posible intentando evitar contactos entre
elementos con tamano y forma muy dispares.

Existen una serie de operaciones que intentan que la malla obtenida
cumpla los requisitos mencionados, las cuales se describen a continuacién:

Eliminacién de los nodos interiores conectados a sélo 3 elementos.

En la figura 3.19 se puede ver un caso de este tipo en el cual existe un
punto P que estd unicamente conectado a 3 elementos. Dado que este niimero
de conectividades estd bastante alejado del ideal que es de 6 lo que se suele
hacer es eliminar el nodo en cuestién y sustituir los tres elementos conectados
en ese nodo por uno solo que unird los tres nudos exteriores de la figura A, B
y C. De esta forma se eliminan los nodos con mala conectividad sin alterar de
forma significativa el tamafo de los elementos.

Eliminacién de los nodos interiores conectados a sdlo 4 elementos.

En estos casos, como el de la figura 3.20, lo que ocurre es que existe un
punto P conectado unicamente a 4 elementos. De este nodo parten por tanto
4 lados que son los lados comunes, dos a dos, a los 4 elementos.

Para mejorar el niimero de conectividades lo que se hace en estos casos
es eliminar 2 de los 4 lados que convergen en P y dejar que los dos restantes
formen un solo lado nuevo eliminando por tanto el propio nodo P. Los dos
lados eliminados seran siempre lados opuestos. De esta forma se eliminan los 4
elementos anteriores y se forman dos nuevos.
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FIGURA 3.19 Eliminacién de los nodos interiores conectados a sélo
3 elementos.

La eleccién de los lados que se eliminan se hace en funcién de las
conectividades remanentes de los nodos A, B, C y D. Se elimina el par de
lados que hace que las conectividades de estos puntos esté lo mas cerca posible
al nimero ideal.

Se puede tomar como indice de conectividad la suma de los valores
absolutos de las diferencias entre el ntumero real de conectividades de cada
nodo y el nimero ideal. Los cambios en la malla se hardn de manera que el
valor de dicho indice sea minimo.

Permutacién de diagonales

En la figura 3.21 se puede observar una caso en el cual cambiando la
posicion de los lados se mejora de forma ostensible el niimero de conectividades
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FIGURA 3.20 Eliminacién de los nodos interiores conectados a sélo
4 elementos.

de los nodos. Esta técnica consiste en comprobar para cada lado si el hecho de
permutarlo mejora el nimero de conectividades de los cuatro nodos que tiene
alrededor. En caso afirmativo se realiza el cambio.

La permutacién de una diagonal se hard siempre que el valor del indice
de conectividad disminuya.
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FIGURA 3.21 Permutacién de diagonales.

Alisado de la malla.

Al final de todo el proceso se suele aplicar un alisado de la malla que en
ocasiones se denomina alisado de Laplace [14]25], Dicho nombre proviene del
hecho de que la férmula de reposicionamiento utilizada se puede obtener como
una aproximacion por diferencias finitas a la ecuacién de Laplace.

La aplicacion del alisado consiste en colocar cada nodo interior en el
centroide de los nodos con los que estd conectado. Esta recolocacién se hace
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para todos los nodos interiores de forma que se crea un lazo sobre todos esos
nodos.

La aplicacién reiterada de este lazo sobre todos los puntos produce mallas
en las cuales las variaciones de los tamafos de elemento son muy graduales.
Con ello se intenta alcanzar el segundo de los objetivos indicados.

El coste de computacién necesario para realizar todas las operaciones de
cosmética es muy pequefio en comparacién al coste total de la generacién de la
malla. Gracias a ello se pueden conseguir mejoras importantes en la forma de
la misma a un coste muy razonable.

En la figura 3.22 se puede observar como cambia el aspecto de una
malla después de aplicar sobre ella las técnicas de cosmética descritas. Puede
observarse que el aspecto de la misma mejora sensiblemente.

3.4.3 Método de triangulacién de Delaunay

Los métodos de triangulacién se utilizan para conectar entre si una serie de
puntos conocidos de antemano. Aunque cualquier persona es capaz de realizar
una tarea de este tipo con un esfuerzo minimo, sin mas que trazar sobre un papel
una serie de lineas que unan esos puntos, resulta realmente complejo desarrollar
algoritmos para realizar esta labor que sean apropiados para su utilizacién en un
programa de ordenador. Estos algoritmos son todavia mas complejos si ademas
se exige que la malla generada cumpla unos requisitos minimos en cuanto a la
forma y la no excesiva distorsién de los elementos.

Los algoritmos de este tipo no permiten, en general, controlar la forma
de los elementos generados. Debido a ello no es posible utilizarlos si se quieren
obtener mallas con elementos alargados, tal como se puede hacer con las técnicas
de avance frontal. Este hecho hace que los métodos de triangulacién sean algo
menos versatiles, en cuanto al control que se puede ejercer sobre la forma de
los elementos, si los comparamos con los anteriormente descritos. No obstante,
en el caso de querer generar mallas con elementos equilateros la utilizaciéon de
esta técnica no presenta ninguna limitacién.

Los tamanos de los elementos generados dependeran de la separacién
existente entre los puntos generados previamente. Por ello la capacidad de
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FIGURA 3.22a Malla obtenida previamente a las operaciones de
cosmética.
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FIGURA 3.22b Malla obtenida después de las operaciones de

cosmética.
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controlar este tamafio vendra dada por el algoritmo de generacién previa de los
nodos y no por la técnica de triangulacién.

3.4.3.1 Generacidn previa de los nodos

La generacién de los nodos suele comenzar sobre el contorno. La razén es
que esos puntos seran los que definan la forma del mismo y ademads es sencillo
controlar el espaciado que habra entre ellos. Para realizar esta primera etapa se
puede utilizar la misma técnica descrita en el apartado anterior al hablar de la
creacién del frente de generacién inicial pero sin tener en cuenta la posibilidad
de obtener elementos alargados.

Frey [25] presenta un algoritmo alternativo para la colocacién de los puntos
en el contorno del dominio. Dicho algoritmo calcula primero el nimero de
puntos a disponer en un cierto tramo mediante una expresién idéntica a la
(3.4.1) y a continuacién posiciona estos puntos de forma equiespaciada dentro
del intervalo. A continuacién, y mediante un proceso iterativo, va moviendo
todos los puntos hasta conseguir que sus posiciones converjan. Este proceso
iterativo calcula de forma consecutiva las nuevas posiciones de cada punto
mediante la expresién:

6(m;) — 8(miaq)
8(m;) + &6(miy1)

1 1
l; = 5(li+1 +11)+ E(li-g-l — 1) (3.4.5)

dondei=1,2,...,N,—1ym; = Loitl

El algoritmo anterior converge hacia una situacién en la cual se cumple
que la longitud del intervalo entre cada dos puntos consecutivos es proporcional
al espaciamiento especificado en su punto medio siendo esa constante ¢ la misma
para todos los intervalos. Es decir:

s;i—s;—1 =cb(m;), 1=1,2,..., N, (3.4.6)

La convergencia de este algoritmo es muy lenta e incluso incierta si la
funcién que define el espaciamiento § varia de manera muy brusca dentro del
intervalo.
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Existen diversas formas de generar distribuciones de puntos en el interior
de un dominio de forma que su espaciamiento responda a algtin tipo de criterio.
Fukuda y Suhara [26] y Cavendish (14 desarrollaron un algoritmo que genera
nodos en el interior del dominio utilizando para ello una malla uniforme de
elementos cuadrados cuyos lados tenian una longitud igual al espaciamiento
6 y que debia cubrir todo el dominio. De forma consecutiva se generaba un
nodo dentro de cada cuadrado cuya posicién se determinaba de forma aleatoria
y cumpliendo siempre que la distancia entre éste y todos los nodos generados
con anterioridad fuese superior a §. En el caso de que hubiesen zonas con
espaciamientos § distintos el proceso anterior se realizaba utilizando una malla
cuadrada distinta para cada zona. En la figura 3.23 se puede observar un
ejemplo de aplicacién de esta técnica para el caso en que el espaciamiento § sea
constante.

o

ope | ©
O ./“\(5 \ (o]
N /

FIGURA 3.23 Algoritmo para la generacién de puntos de Fukuda,
Suhara y Cavendish.

El cardcter aleatorio del posicionamiento de los nodos dentro de cada
cuadrado de la malla anterior hace que la forma de los elementos obtenidos no
sea controlable pudiéndose obtener tridngulos con formas muy dispares. Para
mejorar este problema S.H. Lo propone en [38] sustituir la malla de cuadrados
mencionada anteriormente por otra de rectidngulos cuyos lados tuviesen unas
longitudes en relacién 2 ay/3. De esta forma generando un punto en el centro
de cada rectangulo y uniéndolos se obtiene una malla de elementos triangulares
equilateros tal como se puede ver en la figura 3.24.
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FIGURA 3.24 Algoritmo para la generacién de puntos de Lo.

Cualquiera de las dos técnicas mencionadas presenta muchos problemas
si se quiere utilizar una distribucién de espaciamientos variables especificada
mediante una malla de referencia. Ello obligaria a utilizar reticulas distintas
sobre cada elemento de la malla de base, que a su vez pueden ser muy numerosos
y tener tamanos muy dispares. Estos métodos son mas adecuados para casos
en los que el dominio esté dividido en unas pocas zonas grandes en cada una de
las cuales el espaciamiento sea constante.

Una técnica para la generacién de los nodos interiores mas flexible que
las anteriores fue ideada en principio por Yerry y Shepard [66] y consiste en
utilizar una estructura jerdrquica de cuadradados que se van subdividiendo
hasta alcanzar los tamafios del espaciamiento definidos en cada punto.

El algoritmo comienza por gemerar un cuadrado que cubre todo el
dominio y que serd la raiz de todo el arbol jerarquico de cuadrados que se
generara posteriormente. A continuacién este cuadrado se subdivide en cuatro
cuadrantes y cada uno de los cuales se subdivide a su vez en otros cuatro si el
espaciamiento definido en algin punto de su interior es inferior a la longitud
de su lado. Este proceso se repite para todos los nuevos cuadrantes generados
hasta que ya no sea necesario hacer nuevas particiones por ser los espaciamientos
definidos en cada punto mayores o iguales a las longitudes de los lados de los
cuadrados en que estdn incluidos. Asimismo se controla también el hecho de
que cada cuadrado no esté en contacto con otro que esté mas de dos peldafios
por encima en el arbol de generacién. Esto dltimo controla que al final del
proceso no hayan saltos bruscos en el espaciamiento de los nodos generados.
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Al final de todo el proceso se obtiene una estructura jerarquica de
cuadrados de manera que dentro de cada uno de ellos el espaciamiento definido
no es inferior a la longitud de su lado. A partir de ello se puede optar por
utilizar los vértices de esos cuadrados que sean interiores al dominio, como
los nodos interiores sobre los cuales se efectuara una triangulacién, o bien por
generar de forma aleatoria un nodo dentro de cada uno de ellos. En la figura
3.25 se puede ver un esquema de la generacién de una estructura jerarquica
de cuadrados. En este ejemplo se ha procurado conseguir una distribucion de
espaciamientos pequefios en los puntos cercanos al contorno y mayores en el
interior del dominio.
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7
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FIGURA 3.25 Estructura jerdrquicos de cuadrados para la
generacién de puntos.

Otra técnica presentada por Frey 25] consiste en realizar una primera
triangulacién utilizando unicamente los puntos generados sobre el contorno. A
continuacion se examina cada elemento generado para ver si en su interior es o
no necesario generar un nuevo punto. En caso afirmativo este punto se genera y
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se afiade a la triangulacién. Los nuevos puntos generados se colocan siempre en
el centro del circulo circunscrito al tridangulo dentro del cual el nodo es generado.

Esta dltima técnica es similar a la anterior pero lo que se subdivide en
cada etapa son tridngulos y no cuadrados. Ademds en cada etapa del proceso y
con la adicién de cada nuevo punto se actualiza la malla ya generada. Por ello
este proceso se puede utilizar también para ralizar refinamientos de mallas ya
utilizadas en un célculo previo. Después de la adicién de cada nuevo punto éste
se conecta a los anteriores mediante una triangulacién de Delaunay ya que como
se vera a continuacién esta técnica permite ir incluyendo los nuevos puntos uno
por uno.

Las dos Wltimas técnicas descritas parecen las mas potentes y a la vez
flexibles para realizar procesos de remallados automaticos. Sin embargo ninguna
de ellas ofrece la comodidad de los métodos de generacion por avance frontal.

3.4.3.2 Triangulacidon de Delaunay

Dirichlet {17] propuso en 1850 un método mediante el cual un dominio
dado se podia descomponer en un conjunto de poligonos convexos. Dado un
conjunto de puntos en el plano, la teselacién de Dirichlet es la construccién
que asigna a cada punto una zona que es el area del plano mas cercana a ese
punto que a cualquier otro. Esta teselacién en un dominio cerrado produce
un conjunto de poligonos convexos no solapados, llamados regiones de Voronoi,
que lo cubren totalmente. Esta definicién se puede extrapolar facilmente a un
nimero superior de dimensiones.

Esta idea bdsica ha sido posteriormente redescubierta por varios
investigadores en diferentes campos, y las regiones de Dirichlet se han descrito
bajo una variedad de nombres: regiones de Theissen (meteorologia), células
de Wigner-Seitz (fisica de estado s6lido), y diagramas de Voronoi (geometria
computacional). Una extensa discusién sobre la aplicacién de los diagramas de
Voronoi se puede encontrar en la publicacién de Green y Sibson [29].

Si un conjunto de puntos se denomina por {P;}, entonces la regién de
Voronoi {V;} se puede definir como:

Vit ={p:IP- Pl <[P~ Pj|), ¥i#j} (3.4.7)
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Es decir, la regién de Voronoi {V;} es el conjunto de todos los puntos p
que estdn mds cercanos a P; que a cualquier otro punto. La suma de todos los
puntos p forma un poligono de Voronoi.

De la anterior definicién se desprende que, en dos dimensiones, las lineas
que forman las caras de un poligono de Voronoi son las medianas entre los dos
puntos que ésta separa y por tanto son segmentos de la recta perpendicular por
su punto medio a la linea que une ese par de puntos. Si todos los puntos que
tienen en comiun alguna cara de los poligonos de Voronoi se unen el resultado
es una triangulacién de la regién convexa formadada por la unién de todos los
puntos P;. Esta triangulacién se conoce como la triangulacién de Delaunay del
conjunto de puntos {F;}.

Para cada tridngulo existe un vértice del diagrama de Voronoi asociado, el
cual estd situado en el circuncentro de los tres puntos que forman el tridangulo.
En otras palabras, cada tridngulo de Delaunay contiene un dnico vértice del
diagrama de Voronoi, y ningin otro punto de la triangulacién estd situado
dentro del circuncirculo de ese tridngulo. La figura 3.26 muestra un esquema
de un diagrama de Voronoi y la triangulacién de Dealunay asociada para un
pequeno conjunto de puntos. En tres dimensiones cada regién de Voronoi
es un poliedro convexo y cada vértice de la estructura de Voronoi estid en
el circuncentro de una esfera definida por los cuatro puntos que definen un
tetraedro de Delaunay.

FIGURA 3.26 Diagrama de Voronoi y triangulacién de Delaunay
asociada.
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En la publicacién de Green y Sibson (29 se pueden ver varios métodos
para construir los diagramas de Voronoi y las triangulaciones de Delaunay.
Otros articulos que describen otros algoritmos eficaces son los de Watson [64},
Bowyer (12] y Fortune [24], 1 algoritmo que aqui se va a comentar est4 basado
en el trabajo de Bowyer.

Es posible describir completamente la estructura de un diagrama de
Voronoi y la triangulacién de Delaunay construyendo dos listas para cada vértice
de Voronoi: una formada por los puntos que forman el vértice de Voronoi (esos
puntos son los que forman un tridngulo de Delaunay); y otra formada por lo
vértices mas inmediatos. En n dimensiones cada vértice tiene n + 1 puntos de
formacién y n + 1 vértices inmediatos. La tabla 3.1 contiene la informacidn
correspondiente a la figura 3.26.

VERTICE | PUNTOS DE FORMACION VERTICES INMEDIATOS

00 ~I O UU i W N
OO A =7 N
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Q0 0O 00 =J Ut Wi o KN
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TABLA 3.1 Estructura de datos para la triangulacién mostrada en
la figura 3.26.

El algoritmo de Delaunay es un proceso secuencial. Cada nuevo punto se
introduce en la estructura ya existente, la cual se rompe y se reconecta para
formar una nueva triangulacién de Delaunay.

Los detalles del algoritmo se presentan paso a paso para el caso
bidimensional.

1. Definir un poligono convexo que contendra todos los puntos. Especificar
cuatro puntos junto con su diagrama de Voronoi asociado. La figura 3.27
presenta un comienzo tipico de este algoritmo junto con la estructura de
Voronoi asociada y la tabla 3.2 describe la correspondiente estructura de
datos. Los vértices 1, 2, 3 y 4 no estdn estrictamente definidos ya que
estdn situados en el exterior del poligono inicial y por ello no tienen ni
tres puntos de formacién ni tres puntos inmediantamente cercanos. Para
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FIGURA 3.27 Triangulacién inicial.

VERTICE | PUNTOS DE FORMACION | VERTICES INMEDIATOS
1 -10 1 3 -10 -10 5
2 -10 3 4 -10 -10 6
3 -10 2 4 -10 -10 6
4 -10 1 2 -10 -10 5
) 1 2 3 1 4 6
6 4 2 3 5 2 3

TABLA 3.2 Estructura de datos para la triangulacién mostrada en
la figura 3.27.

esos valores no determinados se ha utilizado un -10.

2. Introducir un nuevo punto dentro del poligono convexo formado por

{1,2,3,4}.

3. Determinar todos los vértices del diagrama de Voronoi que serdn
eliminados. Todos los vértices cuyo circuncirculo asociado contenga el
nuevo punto anadido sera eliminado. Este paso es necesario para cumplir
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la condicién anteriormente mencionada acerca de la no existencia de
ningin punto dentro del circuncirculo de cada triangulo. Para realizar
esta operacién es muy conveniente tener almacenadas la posicién de cada
vértice y el radio de su circuncirculo asociado.

Determinar cuales son los puntos de formacién de los vértices de Voronoi
a eliminar. Estos puntos serdn los que se uniran al punto recién afiadido
para formar nuevos tridngulos y rehacer la triangulacién. La unién de
cada uno de estos puntos con el nuevo punto formari cada una de las
nuevas caras de los nuevos tridngulos.

Determinar los vértices de Voronoi inmediatos a los vértices que van
a ser eliminados que a su vez no sean eliminables. Esta informacién
serd importante para determinar las combinaciones validas de vértices
contiguos que se construiran en el paso 7.

Determinar los puntos de formacién de los nuevos vértices de Voronoi. Los
puntos de formacién de cada nuevo vértice estaran formados por el nuevo
punto afiadido junto con dos puntos més que serin contiguos entre si y
formaran parte de alguno de los tridngulos ya existentes. Estos dos puntos
adicionales para formar cada tridngulo seran siempre de los determinados
en el paso 4.

Determinar los vértices de Voronoi inmediatos a los nuevos vértices.
Después del paso 6. se habran calculado cuales son los puntos de formacién
de todos los nuevos vértices de Voronoi. Para cada nuevo vértice se
hace una busqueda sobre los puntos de formacién de todos los vértices
inmediatos hallados en el paso 5. En el caso de que un par de puntos de
formacién coincida para un nuevo vértice y para otro de los hallados en
9. entonces estos dos vértices pasan a tener una conexién inmediata.

Reordenar la estructura de datos eliminando las filas correspondientes a
los vértices eliminados

Repetir los pasos 2. a 8. para cada nuevo punto.

Siguiendo esta descripcién, después de la adicién de cada nuevo punto se

obtendra una nueva triangulacién de Delaunay y su correspondiente diagrama
de Voronoi. A efectos de facilitar la comprensién del funcionamiento del proceso
se puede decir que todos los pasos anteriores para la adicién de un nuevo punto
P a una triangulacién ya existente se pueden resumir en dos:

1.

Eliminar todos aquellos tridngulos cuyo circuncirculo contenga al nuevo
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punto P. Después de dicha eliminacién quedara una zona del dominio que
no estara triangulada.

2. Conectar todos los vértices de la linea que delimita la zona no triangulada
con el nuevo punto P. De esta forma se construye una nueva triangulacién.

Esta dltima descripcién muestra claramente cual es la filosofia del método.
Sin embargo, para poder programar sobre un ordenador el algoritmo de
triangulaciéon de Delaunay es conveniente seguir todas las etapas detalladas
al principio.

En la figura 3.28 se puede ver una situacién general en la que a una
triangulacién ya realizada se afiade un nuevo punto P. En la primera figura
estan marcados los tridngulos cuyo circuncirculo contiene al nuevo punto
anadido. Los vértices correspondientes a estos tridngulos, marcados con un “o”,
seran los eliminados. Tal como se ve al pasar a la segunda figura los puntos
de formacién de los vértices eliminados se unen al nuevo punto para formar la
nueva triangulacién.

Los vértices almacenados en el paso 5. son los correspondientes a los
triangulos adyacentes a los que estdn marcados para eliminar, éstos estan
marcados con un “o”. Estos vértices se unen en la segunda figura a los de
los nuevos triangulos contiguos.

En la figura 3.28 se puede ver también las dos etapas en que se puede
resumir todo el proceso. En el primer dibujo se ha rayado la zona ocupado por
los elementos cuyo circuncirculo contiene al nuevo punto P. Estos elementos se
eliminan y los vértices del contorno de la zona que queda vacia se reconectan
con el nuevo punto P tal como muestra el segundo dibujo.

La especificacién de los cuatro puntos iniciales que definen el primer
poligono convexo, en el cual deben estar incluidos todos los puntos, no
representa en la practica ninguna restricciéon. Estos puntos se pueden escoger
de forma que el poligono que formen sea lo suficientemente grande como para
acoger todos los puntos interires. En ese caso no se tendra ninguna restriccién
al generar la malla.

Al efectuar una triangulacién de este tipo pueden aparecer problemas de
tres tipos:

a) Dos puntos coinciden en el plano.

b) Tres puntos de un posible tridngulo estan situados sobre una recta.
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FIGURA 3.28 Adicién de un nuevo punto P a una triangulacién
previa.
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c¢) Cuatro o mas puntos estdn situados sobre un circulo.

Los problemas del primer tipo se pueden evitar facilmente exigiendo que

cada nuevo punto esté a mas de una distancia minima antes de ser admitido en
el paso 2.

El segundo de los problemas implica que el circuncentro de los tres puntos
esta en el infinito. Esta posicién es facilmente detectable y en ese caso el nuevo
punto que causa el problema se puede rechazar o mover una pequena distancia
antes de ser incluido.

El tercero de los problemas es de naturaleza mas sutil que los anteriores.
En este caso dos o mas vértices coinciden y dan lugar a puntos en los cuales
se encuentran mas de tres poligonos de Voronoi. En tales situaciones la
triangulacion resultante no es tnica, pero ello no es en si mismo un problema.
El proceso de triangulacién es todavia vélido para estos casos. No obstante esta
degeneracion se puede manifestar en una fase posterior del proceso cuando al
introducir un nuevo punto se debe eliminar uno de los vértices pero no el otro.
En ese caso puede surgir una inconsistencia en la estructura de datos que puede
colapsar el proceso. Los problemas de este tipo ocurren en muchas ocasiones
debido a los errores de redondeo.

La triangulacion de Delaunay proporciona una forma sistematica de
construir un conjunto de tridngulos cubriendo un conjunto de puntos. Al aplicar
esta técnica a la generacién de mallas de elementos finitos hay que controlar dos
aspectos: que la triangulacidon se ajuste a la forma del contorno del dominio;
y que la malla tenga una variacion de tamafos tan regular y suave como sea
posible. Una propiedad de la triangulacién de Delaunay es la maximizacion de
la “suavidad” de los tridngulos formados para cualquier conjunto de puntos.
Una distribucién regular de los puntos contribuye ademads a mejorar este ultimo
aspecto. La primera de las condiciones es, no obstante, algo mas dificil de
conseguir.

La triangulacién de un conjunto de puntos, que incluye puntos de los
contornos exterior e interiores (agujeros), cubrird todo el poligono convexo que
se haya formado en el paso 1. Es necesario, al final del proceso de triangulacion,
eliminar los tridngulos interiores a los agujeros y exteriores al contorno y segurar
que las superficies de la malla coincidan con las del objeto en cuestién. En
general, para una forma dada y un conjunto de puntos arbitrario no sera posible
obtener, sin técnicas adicionales, una malla valida. Ello sera debido a que el
contorno no estara formado por caras conectadas ya que algunos de los lados
de los tridngulos cruzaran ese contorno.

Se han propuesto diversos métodos para asegurar la obtencion de mallas
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validas (03], La mayoria siguen los mismos procedimientos generales pero varian
en los detalles. En general la generacién de mallas utilizando el algoritmo de
Delaunay sigue los siguientes pasos:

1.

2.

3.

Formacién de un poligono inicial que contenga todos los puntos. Este
poligono es igual al precisado al principio del proceso de triangulacién
anteriormente descrito.

Utilizacion del algoritmo de Delaunay, tal como se ha descrito
previamente, para triangular los puntos pertenecientes a los contornos
tanto exteriores como interiores. Es importante el tener clasificados los
puntos segin estén sobre un contorno exterior, interior o fuera de él.

Identificacién de los tridngulos exteriores al dominio, es decir, que se
salgan fuera del dominio tanto por fuera como por dentro en el caso de
que haya agujeros. Este proceso, que puede ser trivial en dos dimensiones,
es algo mas complejo en un espacio tridimensional.

Comprobacién de que los contornos estin completos. Si los contornos
no estan completos o bien algunos de los circuncirculos son demasiado
grandes se anaden nuevos puntos sobre el contorno hasta conseguirlo.

Los contornos deben estar correctamente definidos de forma que ninguna
cara penetre dentro del dominio. Es decir, un contorno debe estar
definido por caras existentes en la triangulacién (ver figura 3.29). Es
facil comprobar si cada punto del contorno estéd conectado por dos caras
de dos tridngulos que no estén marcados como pertenecientes al exterior
del dominio. Si esta condicién no se cumple es sencillo anadir un nuevo
punto sobre ese contorno y retriangular. En la figura 3.29 una cara que
conecta los puntos U y W penetra el contorno y la cara C'D no existe en
la triangulacién. No obstante si se afiade un punto adicional F la nueva
triangulacién produce las caras CF y FD que hacen que el contorno sea
conforme. Este proceso se termina hasta que es contorno esté completo.

Identificacion y marca de todos los tridngulos exteriores al dominio. Si
todos los contornos son conformes entonces una repeticién del paso 3.
identifica todos los tridngulos exteriores. Estos tridngulos se marcan ya
que se deben proteger ante la introduccién de nuevos puntos. Es decir, los
puntos que al ser introducidos podrian romper alguno de los tridngulos
marcados son rechazados. De esta forma es posible asegurar que los lados
del contorno permanecen intactos.

Este proceso de rechazo de puntos puede conducir a la eliminacién de un
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FIGURA 3.29 Adicién de un nuevo punto para modelar
correctamente el contorno.

nimero importante de los mismos que estén cercanos a los contornos. Ya
que en general es importante tener un gran nimero de ellos cerca de los
contornos esta estrategia no siempre es adecuada. Para prevenir estos
casos Baker [81[°] sugiere chequear el circulo de Delaunay asociado a cada
nodo del contorno y si su radio excede un valor maximo se afiaden nuevos
puntos para reducirlo. El efecto de estas actuaciones es reducir el tamano
de las regiones protegidas donde no es posible anadir nuevos puntos, y
por ello, facilitar la colocacién de puntos mas cercanos a los contornos.

6. Adicién de todos los puntos interiores al dominio. Todos los puntos que
al ser introducidos intenten modificar alguno de los triangulos marcados
se eliminan.

7. Eliminacién de todos los tridngulos marcados.

8. Comprobacién de la calidad de la malla. Para mejorar la misma se pueden
utilizar las técnicas de cosmética descritas anteriormente.

La naturaleza aditiva punto por punto de este algoritmo permite que
después de haber realizado un calculo introducir mdas puntos dentro de la malla
para relizar un refinamiento. Es por ello que Frey [25 propone el chequear los
elementos dentro de los cuales es necesario introducir nuevos puntos y colocar,
en caso afirmativo, un nuevo punto en su circuncentro.

Las técnicas como la descrita son realmente potentes para efectuar la
triangulacién de un conjunto de puntos. Sin embargo, no estd tan bien resuelto
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el aspecto de la generacién de los propios puntos que marcarin totalmente las
propiedades de la triangulacién posterior. Ademis hay que recordar que estas
técnicas generan elementos lo mais equildteros posible no permitiendo por tanto
el uso de elementos alargados. '
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3.5 ADAPTABILIDAD DE LAS MALLAS. METODOS
HIBRIDOS

Los requerimientos que pueden establecerse para las mallas de elementos
finitos son de dos tipos:

- Que sean capaces de representar la geometria del dominio con la adecuada
resolucion.

- Que proporcionen buenos resultados al ser utilizadas en algiin célculo por
elementos finitos.

Estos requerimientos son comunes a todos los contextos en que estas
mallas pueden ser utilizadas, desde la mecanica de sélidos hasta la dinamica
de fluidos pasando por los problemas térmicos, electromagnéticos, etc.

El primero de los requerimientos se cumple sin mas que observar si la
representacion del contorno en la malla es lo suficientemente precisa como para
considerar que su geometria coincide con la del dominio en estudio.

Para el segundo requerimiento serd preciso en general utilizar alguna
técnica de adaptabilidad para conseguir una malla que proporcione resultados
con la adecuada precisiéon. Dada la imposibilidad de generar una malla adecuada
sin conocer a priori ni siquiera una aproximaciéon a la solucién del problema
planteado, resulta imposible construir la misma sin recurrir a soluciones previas.
Es por ello que la construcciéon de mallas adecuadas es un proceso iterativo
donde las mismas se van adaptando a los requerimientos del problema.

El tipo de generacién de mallas empleado (estructuradas o no
estructuradas) facilita la utilizacién de una u otra técnica de adaptabilidad.
Los algoritmos de refinamientos jerarquicos son quizds los mas independientes
del tipo de generador empleado para construir la malla de base. Es decir, estas
técnicas de adaptabilidad se pueden emplear a partir de cualquier tipo de malla.
Por ejemplo Zienckiewicz, Zhu y Gong [75] presentan una técnica mixta en la
cual utilizan primero un algoritmo de remallados automaticos no estructurados
hasta alcanzar un cierto nivel de precision y a continuacion terminan el proceso
de adaptabilidad mediante un proceso de refinamiento de tipo p.

Si se trabaja con mallas estructuradas las técnicas existentes para efectuar
procesos de adaptabilidad son:

1. Refinamientos jerdrquicos.
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2.

Refinamientos no jerdrquicos. Esta técnica consiste en introducir nuevos
nodos en la malla pero teniendo cuidado de no alterar la conformidad dela
misma. Esta introduccién, no obstante, puede llegar a destruir la propia
estructura de la malla alterando por tanto sus propiedades. Detalles de
procesos de este tipo se han descrito en el capitulo anterior.

Redistribucidn de nodos. La forma de llevar a cabo este proceso se ha
descrito en el apartado 2.2. En estos casos el nimero de nodos es fijo
y lo que se hace es optimizar la posicién de los mismos minimizando la
estimacién del error.

La utilizacién de mallas no estructuradas es mucho mas flexible en cuanto

al uso de técnicas de adaptabilidad. Todas las técnicas recién mencionadas se
pueden utilizar también en este caso sin temor ademis a perder ningin tipo de
estructura. Sin embargo, la gran flexibilidad de este tipo de mallas hace que los
algoritmos que mejor se adaptan a las mismas sean los siguientes:

1.

Refinamientos no jerdrquicos. Estos refinamientos se pueden efectuar
de diversas maneras. Dadas las posibilidades de reconexién de nuevos
elementos que proporcionan estas mallas se pueden llevar a cabo
refinamientos locales como los esquematizados en la figura 3.30. Ademais,
si se estd utilizando un algoritmo de triangulacién de Delaunay, se puede
realizar una nueva triangulacién después de la adicién de cada nuevo punto
sin mas que alterar la malla localmente.

Remallados automdticos. Estos son los procesos asociados, por excelencia,
con los generadores de mallas no estructuradas ya que es de esta forma
como se saca mas partido de sus posibilidades. Las técnicas de este tipo
explotan la capacidad que tienen estos generadores de controlar en cada
punto el tamano de los elementos generados. Por tanto, en vez de efectuar
refinamientos o modificaciones locales sobre una malla previa lo que se
hace es construir otra malla completamente nueva y hecha exactamente a
la medida de las necesidades del problema. Para este proceso se utiliza una
distribucién de espaciamientos obtenida a partir de la utilizacién de un
estimador de error sobre unos resultados obtenidos con una malla previa
que a su vez podra utilizarse como malla de referencia. Como ya se ha
comentado los procesos de este tipo actian de una forma muy elegante
y “natural” de forma que todas las secuencias del mismo se encadenan
formando un flujo ciclico de informacién como el de la figura 3.31.

Los algoritmos de este tipo producen mallas cuya calidad es totalmente
independiente de lo buenas o lo malas que hayan sido las mallas utilizadas
previamente.
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FIGURA 3.30 Refinamiento local no jerarquico.

calculo por elementos finitos | &———
Y

estimacién de error

U

calculo de espaciamientos

U

generacién de mallas

FIGURA 3.31 Flujo ciclico de la informacién en los remallados
automaticos.

En un intento por conseguir aunar las virtudes de los dos grandes tipos
de generadores de mallas han surgido las técnicas hibridas de generacién. Estas
técnicas descomponen los dominios en bloques de forma que dentro de cada
uno de ellos sea sencillo generar una malla estructurada. A continuacién estos
bloques se unen utilizando algoritmos de mallas no estructuradas. Algoritmos
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de este tipo resultan especialmente 1itiles cuando hay que tratar con dominios
que a su vez estan formados por varias partes claramente diferenciadas.
Asimismo, este tipo de técnicas permiten hacer refinamientos locales de las
zonas estructuradas mediante técnicas propias de mallas no estructuradas. Mis
informacién sobre este tipo de generacién se puede encontrar en la publicacién

de Weatherill [65],
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3.6 METODOLOGIA PARA LA CONSTRUCCION DE UN
GENERADOR DE MALLAS. PROGRAMA 2DUMG.

Al realizar un programa de generacién de mallas hay que pensar no sélo
en la creacién de las mismas sino también en la generacién de todos los datos
necesarios para formar el input de un programa de célculo por elementos finitos.
Ello significa que, ademds de generar la informacién necesaria para describir la
malla, también serd necesario generar informacién para describir las cargas y
las coacciones que actuaran sobre ella.

Un programa de generacién de mallas debe, por tanto, ser capaz de aceptar
informacién acerca de como se distribuyen las cargas y coacciones en el contorno
y producir informacién sobre cuales son los elementos y nodos de la malla
afectados por ellas. De esta forma se evita que, una vez generada la malla,
el usuario tenga que identificar sobre ella los elementos y nodos que definen la
aplicacién de una determinada carga o coaccién.

Para comprobar la capacidad de alguna de las técnicas de generacién
descritas, se ha confeccionado un programa de ordenador llamado 2DUMG que
presenta todas las posibilidades mencionadas. Este programa utiliza B-splines
para definir las curvas que definen el dominio. Asimismo utiliza el método de
generacion por avance frontal, comentado en el apartado 3.4.2 y usa una malla
de referencia para indicar las caracteristicas de la malla a generar.

En los siguientes apartados se describe la informacién necesaria para
alimentar este programa de generacién, lo cual da una idea de cuales son
sus posibilidades. Asimismo también se presenta la forma de los resultados
y algunos ejemplos de aplicacién.

3.6.1 Informacién necesaria para el programa de generacién

La informaciéon necesaria para alimentar el programa de generacion se
puede dividir en tres partes:

- Informacién sobre la forma del dominio.

- Informacién sobre la localizacion y valor de las cargas y coacciones
definidas sobre el dominio.
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- Informacién sobre la malla de referencia.

3.6.1.1 Informacidn sobre la forma del dominio

Para definir la forma del dominio se utilizan B-splines los cuales pueden

formar curvas abiertas o cerradas que a su vez pueden ser interiores o de
contorno.

Las curvas de contorno son aquellas que formaran la frontera del dominio
en estudio y por tanto el algoritmo de generacién de mallas construira elementos
unicamente sobre uno de sus lados. Estas curvas pueden formar no solo el
contorno exterior de un objeto sino también agujeros interiores. El dominio
debe estar totalmente delimitado por curvas de este tipo.

Las curvas interiores son aquellas que no forman parte del contorno
del dominio. El algoritmo de generacién formard elementos sobre los dos
lados de estas curvas. Estas curvas se pueden utilizar para modelar diversas
caracteristicas como pueden ser:

- Lineas de separacién entre materiales distintos.

Lineas de aplicacién de cargas, ya sean repartidas o puntuales.

- Lineas de aplicacién de coacciones.

Lineas de generacién de lados de elementos para conseguir nodos situados
sobre una determinada curva.

Las curvas unicamente pueden cruzarse sobre los puntos que se utilice
para definirlas.

En todos los puntos utilizados para definir las curvas se puede utilizar las
capacidades de los B-splines para controlar su grado de continuidad. Para ello
se hace uso de los conceptos explicados en el apartado 3.2.3.

Para definir las curvas necesarias, el primer dato debe ser el nimero de
curvas y el nimero de puntos necesarios para definir todas ellas. A continuacién
se deben suministrar las coordenadas de todos los puntos que se utilicen
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para definirlas. Para cada una de las curvas se debe suministrar la siguiente
informacién.

- Numero de puntos que definen esa curva.
- Indicador sobre si la curva es abierta o cerrada.

- Indicador sobre si la curva es interior o de contorno. En este tltimo
caso debe tenerse en cuenta que los elementos se generaran sobre el lado

derecho de la misma segin el sentido de recorrido de los puntos que la
definen.

- Tipo de material de los elementos situados a la derecha de la curva. En el
caso de las curvas interiores también debe especificarse el tipo de material
a la izquierda de la misma.

- Numero y caracteristicas de los puntos de definicién de la curva. Las
caracteristicas de los puntos se refieren al grado de continuidad de la curva
sobre los mismos. En cada punto en que la curva no sea de derivada
segunda continua se deben imponer tantas condiciones como grados de
continuidad se rebajen. Estas condiciones afectan a las pendientes y
curvaturas de la curva en ese punto y se deben suministrar los parametros
P, f y/o h descritos en el subapartado 3.2.3.

El programa acepta también las caracteristicas mecanicas de cada tipo de
material con ojeto de que éstas puedan ser escritas en un archivo de datos que
puede sea utilizable directamente como input del programa de calculo.

3.6.1.2 Informacion sobre cargas y coacciones

Las cargas y coacciones se tratan de la misma manera identificando sobre
las curvas definidas las zonas en que éstas actiian.

Se pueden definir varios conjuntos de coacciones, pero de manera que
los nodos afectados sean siempre los mismos cambiando entre ellos los valores
impuestos. De esta forma todos los conjuntos de coacciones definidos se pueden
resolver con el mismo ensamblaje de la matriz de rigidez.
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Tanto las cargas como las coacciones pueden ser puntuales o estar referidas
a tramos de las curvas definidas. Por ello lo primero que hay que definir es
cuantas de ellas son puntuales y cuantas son repartidas. A continuacién se
debe introducir informacién sobre cada una de ellas.

Las cargas o coacciones puntuales solo pueden estar definidas sobre puntos
de los utilizados para definir las curvas. En ese caso la informacién necesaria

para definirlas es el nimero del punto, el grado de libertad a que afecta la carga
0 coaccién y su valor,

Las cargas o coacciones repartidas deben estar definidas sobre tramos de
curva limitados por puntos de definicién. Los datos necesarios para definirlas
son:

- Ntimero de la curva.
- Nimero de grado de libertad coartado o cargado.

- Numero del punto en el cual comienza, el tramo coartado o cargado.

Nimero del punto en el cual acaba el tramo coartado o cargado.

Valor de la coaccién o carga sobre el primer punto del tramo.

Valor de la coaccién o carga sobre el dltimo punto del tramo.

Los valores de las cargas y coacciones se interpolan linealmente con la
longitud del tramo definido. Ademis la, Curva se recorrera siempre en el sentido
en que ha sido definida para ir desde el primer punto del tramo hasta el 4ltimo.

3.6.1.3 Informacidn sobre la malla de referencia

Para definir la malla de referencia es necesario conocer las coordenadas de
los nodos que la forman y las conexiones nodales de cada elemento. Para ello hay
que especificar el nimero de nodos y elementos, y sus vectores de coordenadas
¥ conexiones nodales.

Ademads hay que definir los parametros necesarios para generar la malla
utilizando el algoritmo de avance frontal. Como ya se ha comentado en el



—170—- Capitulo 3 : Generacion automética de mallas

subapartado 3.4.1 estos pardmetros se pueden definir sobre los elementos o
bien sobre los nodos de la malla de base. En cualquiera de los dos casos estos
parametros son:

- Espaciamiento §.

- Alargamiento s. En caso de que no se quiera generar una malla con
elementos alargados se debe hacer s = 1.

- Vector que define la direccién del alargamiento a.

Un paso previo importante antes de comenzar el proceso de generacién de
puntos sobre el contorno es realizar una expansién de la malla de referencia.
Dado que un programa de generacién como el que se estd describiendo se
puede utilizar dentro de un proceso de refinamientos automaticos, ocurrirg en
muchas ocasiones que las mallas de referencia seran mallas utilizadas en célculos
previos. En estos casos, debido a que la discretizacién del contorno es solo una
aproximacion al mismo, puede ocurrir que haya puntos situados sobre las curvas
de los contornos que estén fuera de la malla de base. Si se pretende hallar los
parametros de generacién correspondientes a esos puntos ocurrird que no es
posible hallar sobre que elementos de la malla de referencia estén situados, y
por tanto, no se podran conocer esos valores. Un esquema de esta problematica
se puede ver en la figura 3.32 donde el punto P no pertenece a ninguno de los
elementos de la malla de base.

El problema anterior se subsana realizando una expansién de la malla de
referencia. Esta expansién se realiza mediante dos etapas:

1. Adicién de nuevos elementos a la malla de base para conseguir una malla
convexa en caso de que no lo sea. Esta etapa es necesaria ya que de
esta forma para realizar la expansién sera necesario mover solo los puntos
situados sobre el contorno de la malla convexa. En caso contrario se
tendrian que mover también los puntos situados sobre contornos interiores
pudiendo ocurrir que algunos elementos se introdujesen dentro de otros.

Para conseguir una malla convexa se puede utilizar el mismo algoritmo
de generacion por avance frontal del apartado 3.4.2 generando un frente
con los segmentos del contorno que no formen parte del poligono convexo
y uniéndolos con puntos ya existentes en el contorno.

2. Expansion de la malla. Para ello hay que detectar los nodos situados sobre
el poligono convexo formado y moverlos una pequena distancia hacia el
exterior del mismo.
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FIGURA 3.32 Punto del contorno P situado fuera de la malla de
referencia.

3.6.2 Salida de los resultados del proceso de generacién

Es muy conveniente que un programa de generacién de mallas pueda
volcar sus resultados de diversas maneras. En el caso del programa 2DUMG se
pueden obtener las siguientes salidas:

- Salida alfanumérica con la informacién necesaria para definir la malla
generada y las cargas y coacciones definidas sobre ella. Esta salida puede
ser utilizada directamente como archivo de entrada de datos para un
programa de calculo.

- Salida en cédigo binario sobre la malla generada. Esta salida es apropiada
s1 se quiere utilizar un programa de postproceso para ver las caracteristicas
de la malla generada.

- Salida grifica de los diversos pasos del proceso de generacién. Esta
salida proporciona una representacién grafica, ya sea sobre una terminal,
impresora, plotter, etc. de las siguientes informaciones:

- Curvas de definicién del dominio. Con esta representacién se puede
comprobar que su definicién ha sido correcta.

- Malla de referencia. También se puede asi comprobar que su
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definicién ha sido correcta.
- Puntos generados sobre el contorno.

- Proceso de generacién. El programa va dibujando uno a uno todos
los elementos a medida que los va generando. Esta representacién
es una herramienta muy 1til para testear el correcto funcionamiento
del algoritmo de generacién.

- Malla final. Al final de todo el proceso de generacién y cosmética el
programa dibuja la malla generada.

3.6.3 Ejemplos de generacién de mallas

En este apartado se van a presentar una serie de mallas generadas
con el programa 2DUMG. Para su construccién se han utilizado todas las
posibilidades comentadas anteriormente de forma que a la vista de los mismos

se puede comprobar la gran capacidad y versatilidad que puede llegar a tener
un programa de este tipo.

Todos los ejemplos que se presentan a continuacién corresponden a
trabajos llevados a cabo en el Departamento de Resistencia de Materiales y
Estructuras en la Ingenieria de la Universidad Politécnica de Cataluna siguiendo
varias de sus lineas de investigacién. En todos ellos se han utilizado las
técnicas de generacién de mallas descritas en este capitulo y concretamente el
programa 2DUMG. Estas lineas de investigacién abarcan campos diversos que
van desde la mecanica de sélidos hasta la dindmica de fluidos. Esta diversidad
permite apreciar que la aplicacion de un generador de este tipo es muy amplia,

incluyendo todos aquellos &mbitos en que se utilice el método de los elementos
finitos. ’

En uno de los ejemplos presentados se ha hecho uso de las técnicas de
remallado automatico dentro del ambito de la dindmica de fluidos. En él se
presentan una sucesion de mallas obtenida a través de diversos remallados y
utilizando un estimador de error propio de ese contexto y, por tanto, distinto
de los descritos en el capitulo 2.
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3.6.3.1 Ejemplo n2 1. Espécimen de laboratorio

En este primer ejemplo se presentan las mallas utilizadas en un trabajo
de investigacién cuyos resultados estin publicados en un articulo escrito por
Oliver, Cervera, Oller y Lubliner 47148], Rl objeto de este estudio es tratar de
modelar los resultados experimentales conseguidos en el ensayo de fractura de
un espécimen de laboratorio que tiene la forma de la figura 3.33. Para ello se
comparan dos ecuaciones constitutivas distintas para modelar el hormigén. El
tipo de elemento utilizado es el lineal de 3 nodos. El contorno de la pieza es un

cuadrado de 45.7 cm. de lado.

Ademds del estudio sobre ecuaciones constitutivas realizado se ha
intentado ver cual es la dependencia de los resultados obtenidos respecto a
posibles direccionalidades de la malla. Para ello, utilizando las posibilidades del
programa de generacion, se han construido varias mallas virtualmente idénticas
con la diferencia de que en cada una de ellas hay unas direcciones de elementos
prefijadas a partir del punto donde comienza la fisuracién. Estas direcciones
provocan que la fisuracién vaya avanzando siguiendo una linea quebrada. Las
cargas a que se somete el espécimen son dos fuerzas puntuales aplicadas en los
dos extremos del didmetro horizontal del agujero circular que tiene la pieza.

En las figuras 3.33-3.47 se puede ver la sucesién de definiciones de
dominio mallas de referencia y mallas generadas para diversas inclinaciones de la
direccién prefijada de la malla. La definicién de los contornos se ha conseguido
utilizando las siguientes curvas:

- Contorno exterior que sigue la forma del agujero circular y la entalladura.
Para los puntos angulosos se ha utilizado la capacidad de los B-splines de
producir en ellos curvas con pendiente discontinua y curvatura nula.

- Dos lineas rectas que definen un cuadrado interior que constituye una
zona de especial interés en el estudio realizado.

- Dos lineas rectas que parten de la entalladura, donde comienza la
fisuracion, y se prolongan hasta el contorno con una direccién prefijada.

En la malla de referencia se han especificado en los nudos los siguientes
tamanos de elemento:

- 0.6 cm. en el punto situado sobre la entalladura.

- 3.0 cm. en el punto situado sobre el otro extremo de la linea que marca
la direccionalidad de la fisura.
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- 5.0 cm. sobre los puntos situados sobre los vértices del cuadrado interior
que delimita la zona de especial interés en el estudio.

- 12.0 cm. en el resto de los puntos.

Como puede apreciarse en las figuras, las rectas interiores marcan siempre
la direccién de una cadena de lados de elementos lo cual se utiliza en este caso
para provocar la direccionalidad deseada. Ademads el tamano de los elementos
es minimo alrededor de la entalladura y siguiendo las lineas que salen de ella
para crecer a medida que se acercan al contorno.

3.6.3.2 Ejemplo n* 2. Viga entallada

Este segundo ejemplo se ha utilizado en un estudio muy similar al anterior.
Se trata en este caso de estudiar la direccionalidad de la malla para el calculo
con un modelo de fisuracién de una viga biapoyada con una entalla en su parte
inferior. El tipo de elemento utilizado es también en este caso el lineal de 3
nodos. Las dimensiones de la viga son de 100x450 cm.

El objeto de este estudio ha sido el observar la dependencia de la
propagacién de la fisuracién con respecto a la direccionalidad de los elementos.
Para ello se han marcado en la malla unas direcciones con inclinacion diversa a
partir del punto de la entalla.

En las figuras 3.48-3.51 se puede ver para cada caso la definicidn del
dominio, la malla de referencia y la malla generada.

Al igual que en el caso anterior se ha delimitado una zona cuadrada
justamente por encima de la entalla que constituye un area de especial interés
por ser la zona por donde avanza la fisuracién. Dentro de este drea se han
definido unas lineas rectas que marcan la direccién de los elementos generados.
Para delimitar el contorno se han utilizado, al igual que en el caso anterior,
puntos con pendiente discontinua y curvatura nula.

Los tamanos de los elementos se han definido sobre los nudos de la malla
de referencia y son:

- 6.0 cm. en los puntos situados en el cuadrado interior.
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- 50.0 cm. en los puntos situados sobre el borde inferior de la viga.
- 120.0 cm. en los dos vértices extremos del borde superior de la viga.

En este caso se puede apreciar también la versatilidad del programa
utilizado pudiéndose generar, con un minimo esfuerzo, varias mallas
equivalentes que se diferencian unicamente en las direcciones preferentes de
los lados de los elementos situados en la zona de estudio.

3.6.3.3 Ejemplo n® 3. Perfil de ala de avidn

Este ejemplo corresponde al caso del perfil de un ala de avién tipo
NACAQ012 y corresponde a un trabajo realizado por Miquel, Ofate y Quintana
[43], Se trata, en este caso, de estudiar el flujo del aire alrededor del mencionado
perfil tanto a velocidades subsénicas como supersénicas utilizando las ecuaciones

de Euler.

La malla utilizada discretiza el dominio por donde circula el aire que
estd situado entre el perfil y un contorno suficientemente lejano como para que
las condiciones de contorno aplicadas sobre él no afecten negativamente a la
solucién. Por razones de presentacién, en las figuras se ha situado el contorno

mucho mas cercano al perfil de lo que en realidad lo est4 en las mallas utilizadas
para el calculo.

En la figura 3.52 se representa la definicién de los contornos utilizados. Se
ha situado una linea horizontal que parte del extremo del borde de ataque del
perfil y sobre la cual se desea que esté situada una linea de nudos. Esta sucesién
de nudos se utiliza para representar la variacién de las variables del problema
a medida que se acercan al borde del perfil. El punto situado en el extremo del
borde de salida es un punto con pendiente discontinua y curvatura nula.

En la figura 3.53 estd representada la malla obtenida. En este caso la
malla de referencia utilizada estd compuesta de un solo elemento que cubre
todo el dominio y que marca una variacién lineal del tamaiio de elemento.

En esta malla se puede apreciar una gran densidad de elementos situada
Justo sobre el extremo del borde de ataque. Esta densidad esta provocada por
la necesidad de representar con la suficiente exactitud la forma del contorno en
esa zona en la cual existe una alta curvatura.
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3.6.3.4 Ejemplo n> 4. Morro de avién a velocidad supersdnica

Este ejemplo se utiliza en los trabajos realizados por Miquel Oiiate y
Quintana [43], " Estos trabajos estin englobados dentro del contexto de la
dindmica de fluidos a velocidades supersénicas e hipersénicas. En ellos se

utilizan las ecuaciones de Euler para modelar el comportamiento de fluidos
alrededor de un objeto dado.

En este tipo de cilculos es muy importante el disponer de la posibilidad
de realizar remallados a partir de soluciones previas. El disponer o no de una
buena malla puede representar la diferencia no sélo entre obtener buenos o
malos resultados sino también que las técnicas de resolucién de las ecuaciones
converjan o no.

Es en este area donde se comenzaron a utilizar los procesos de remallado

automatico 51, En el presente contexto se utiliza ademds la posibilidad de
alargar los elementos generados.

La dificultad de la resolucién de las ecuaciones de Euler para este tipo
de problemas proviene de la aparicién en la solucién de ondas de choque
a través de las cuales la variacién de las diversas magnitudes del flujo es
discontinua. Dado que con las técnicas de resolucién existentes no es posible
ajustar funciones discontinuas es necesaria alguna forma de modelar estas
discontinuidades mediante cambios bruscos en la solucién.

Para conseguir esta ultima propiedad es necesario el concentrar una
gran cantidad de elementos en las zonas por donde pasa la mencionada onda
de choque. De esta forma se puede conseguir una buena modelizacién de
las discontinuidades existentes. Es preciso, por tanto, disponer de una gran
cantidad de elementos en la direccién perpendicular a la onda de choque. Sin
embargo, en la direccién de dicha onda esta necesidad no existe, por lo que
colocando elementos alargados con su longitud mayor en la direccién de la onda
se puede conseguir una ahorro importante en el nimero de elementos necesario,
y por tanto en el coste de resolucién, sin menoscabo de la calidad de la solucién
obtenida.

Los estimadores de error que normalmente se utilizan en este contexto,
son expresiones en las que intervienen las derivadas segundas de alguna de
las variables nodales utilizadas (velocidades, presién, temperatura, etc.). Las
bruscas variaciones de éstas a través de las ondas de choque hace que sus
derivadas tengan valores muy altos, hecho éste que se aprovecha para detectar
su posicion y refinar la malla en esas zonas. Las direcciones principales de la
matriz formada por dichas derivadas segundas marcan ademas las direcciones
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en que se pueden disponer los alargamientos de los elementos.

En este caso se ha estudiado el flujo del aire alrededor del morro de un
avion que circula a una velocidad de Match 8.15. El flujo incide por la parte
inferior del morro con una inclinacién de 30°.

La forma del morro del avién se ha modelado mediante dos arcos de dos
elipses prolongéndose por detrds mediante dos rectas. La forma del mismo
se puede observar en la figura 3.54 en la cual se puede ver también como se
ha delimitado el dominio exteriormente. Se ha dispuesto ademads una recta
horizontal a partir del vértice de una de las elipses para estudiar la variacién
de las variables a través de los nodos generados sobre ella.

La primera malla utilizada se ha obtenido con una malla de base de 14
elementos y 12 nodos. La forma de la misma puede verse en la figura 3.55. En
esta figura aparece solamente la parte de dicha malla que cubre el dominio de
interés ya que el resto no afecta la generacién de la nueva malla. Los valores para
los tamafios de los elementos se han especificado de manera que ya aparezca
una pequena densificacién de elementos sobre la zona donde se espera que
aparezca, de manera aproximada, la onda de choque. Esta primera densificacién
es importante para facilitar la convergencia del proceso de resolucién en esta
primera etapa. En la figura 3.56 se puede ver la primera malla obtenida con
2047 elementos y 1071 nudos.

Utilizando esta primera malla como malla de referencia y un estimador
de error del tipo mencionado se ha construido una segunda malla que se puede
contemplar en la figura 3.57. En este caso se han utilizado elementos alargados
con un alargamiento maximo de 4. Esta segunda malla est4 formada por 3920
elementos y 2017 nodos. Como puede observarse, aparece claramente marcada
una onde de choque que estd alrededor de la parte frontal del avion. Existe
ademds una pequefia densificacién en la zona del vértice donde intersectan
las dos elipses debido a la aparicién en ella de una pequena onda de choque
adicional.

La utilizacién de esta segunda malla mejora muy sensiblemente la calidad
de los resultados obtenidos. No obstante se ha conseguido mejorar esa calidad
todavia mas repitiendo el proceso y generando una tercera malla, que se puede
contemplar en la figura 3.58. Como se puede observar, la zona de actuacién
de la onda de choque estd todavia mas marcada hasta el extremo de que los
elementos situados sobre ella no se distinguen debido a su pequeno tamaiio.
Esta dltima malla estd compuesta por 5228 elementos y 2660 nodos.

Esta es un ejemplo tipico en el que se pueden apreciar las grandes
posibilidades de los procesos de remallado automético. Observando la dltima
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malla generada es posible comprender la tipologia del flujo existente sin
practicamente necesidad de ver los resultados numéricos del analisis.

Es innegable que las técnicas de remallado automatico permiten obtener
soluciones con una calidad que de otra forma seria imposible alcanzar. Estos
resultados son, en ocasiones como esta, realmente espectaculares y dan una idea
de la gran capacidad de dichas técnicas.
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FIGURA 3.33 Espécimen de laboratorio. Lineas de definicién para
la malla con direccién prefijada a 90°.
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FIGURA 3.34 Espécimen de laboratorio. Malla de referencia para
la malla con direccién prefijada a 90°.
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FIGURA 3.35 Espécimen de laboratorio. Malla obtenida con

direccién prefijada a 90°. n elementos=825,
n< puntos=448
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FIGURA 3.36 Espécimen de laboratorio. Lineas de definicién para
la malla con direccién prefijada a 80°.
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FIGURA 3.37 Espécimen de laboratorio. Malla de referencia para
la malla con direccién prefijada a 80°.
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FIGURA 3.38 Espécimen de laboratorio. = Malla obtenida con
direccién prefijada a 80°. nZ elementos=911,
n puntos=492
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FIGURA 3.39 Espécimen de laboratorio. Lineas de definicién para
la malla con direccién prefijada a 70°.
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FIGURA 3.40 Espécimen de laboratorio. Malla de referencia para
la malla con direccién prefijada a 70°.
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FIGURA 3.41 Espécimen de laboratorio. Malla obtenida con
direccién prefijada a 70°, n2 elementos=891,
n% puntos=482
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FIGURA 3.42 Espécimen de laboratorio. Lineas de definicién para
la malla con direccién prefijada a 60°.
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FIGURA 3.43 Espécimen de laboratorio. Malla de referencia para
la malla con direccién prefijada a 60°.
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FIGURA 3.44 Espécimen de laboratorio. = Malla obtenida con
direccién prefijada a 60°. n< elementos=900,
n¢ puntos=487
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FIGURA 3.45 Espécimen de laboratorio. Lineas de definicién para
‘ "~ la malla con direccién prefijada a 50°.
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FIGURA 3.46 Espécimen de laboratorio. Malla de referencia para
la malla con direccién prefijada a 50°.
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FIGURA 3.47 Espécimen de laboratorio. ~Malla obtenida con
direccién prefijada a 50°. n? elementos=834,
n® puntos=453
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FIGURA 3.48 Viga entallada. Definicién del dominio, malla de
referencia y malla obtenida con direccién prefijada
a 90°. n2 elementos=750, nZ puntos=405
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FIGURA 3.49 Viga entallada. Definicién del dominio, malla de
referencia y malla obtenida con direccién prefijada
a 85°. n2 elementos=694, n& puntos=377
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FIGURA 3.50 Viga entallada. Definicién del dominio, malla de
referencia y malla obtenida con direccién prefijada
a 80°. n2 elementos=690, n< puntos=375
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FIGURA 3.51 Viga entallada. Definicién del dominio, malla de
referencia y malla obtenida con direccién prefijada
a 70°. n2 elementos=696, n> puntos=378
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FIGURA 3.52 Perfil de ala de avién. Representacién de la definicién
del dominio.
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FIGURA 3.53 Perfil de ala de avién. Malla obtenida.
n2 elementos=1548, n puntos=817



—200—- Capitulo 3 : Generacién automdtica de mallas

FIGURA 3.54 Petfil del morro de un avién. Modelacién mediante
dos arcos de elipse.
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FIGURA 3.55 Perfil del morro de un avién. Representacién del
dominio y de la malla de referencia.
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FIGURA 3.56 Perfil del morro de un avién. Primera malla
obtenida. n% elementos=2047, n% puntos=1071
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FIGURA 3.57 Perfil del morro de un avién. Segunda malla
obtenida. n® elementos=3920, n puntos=2017
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FIGURA 3.58 Perfil del morro de un avién. Tercera malla obtenida.
n¢ elementos=5228, n% puntos=2660
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(carituto 3) ANEXO A

DESCRIPCION DE LOS B-SPLINES

A.1 SPLINES POLINOMICOS

Dada una serie de puntos existen diversos tipos de curva para interpolar
la geometria entre ellos. La forma maés sencilla de realizar esta interpolacién
son los polinomios de Lagrange. Esta técnica consiste en hallar el polinomio
de grado n que pase por n + 1 puntos dados (zg,yg),(z1,¥1);--s(Zn,yn). De
esta forma se consigue una funcién continua que interpola la geometria entre los
puntos definidos. El problema de esta técnica es que conduce a la utilizacién de
polinomios de grado muy alto lo cual produce grandes oscilaciones en las curvas
obtenidas.

Una mejora muy importante respecto de lo anterior consiste en

la utilizacién de splines. Estos permiten utilizar polinomios de bajo
orden eliminando los problemas de oscilacién comentados. Para ver sus
caracteristicas se considera un conjunto de puntos (zg,¥0),(Z1,¥1), -+ (Zn,¥Yn)

siendo g < ] < ... < zn y se pretende interpolarlos mediante una funcién
compuesta ¢(z) que cumpla las siguientes propiedades.

- Sobre cada subintervalo z;_; < z < z;, ¢ = 1,2,..,n, ¢(z) es un
polinomio cubico.

- ¢(z) y sus derivadas primera y segunda son continuas en los puntos de
definicién.

La curva resultante de aplicar las anteriores condiciones se denomina
spline cubico. Es posible definir splines de mayor orden definiendo continuidades
sobre derivadas de tercer orden, y mayores, en los puntos de definicién. Se puede
demostrar que el spline es la curva que, pasando For los puntos definidos, hace
minima la integral del cuadrado de su curvatura 20],

Para calcular los coeficientes de los polinomios que forman los splines es
necesario utilizar las coordenadas de los n + 1 puntos especificados més dos
condiciones adicionales en los extremos. Estas condiciones pueden ser:
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- Extremos libres: esta condicién especifica que las curvaturas deben ser
nulas en los extremos del intervalo, es decir, ¢"(z9) = ¢"(xn) = 0. Este
caso es el denominado como spline natural.

- Pendientes prefijadas en los extremos. ¢' (z0) = po, ¢'(zn) = pn.
- Curvaturas prefijadas en los extremos.

El nombre de spline aplicado a este tipo de curvas procede de la utiﬁzacién,
por parte de los delineantes, de reglas flexibles de metal o madera flexible
que en inglés reciben ese nombre. La traduccién literal del inglés para
spline es junquillo que es precisamente una planta que proporciona un tallo
extremadamente flexible que puede utilizarse para ser adaptada de forma que
la curva que forme pase por una serie dada de puntos. En realidad esto wltimo es
lo que se hace con los splines polinémicos, tomando un conjunto de polinomios
de un cierto grado y haciéndolos pasar por una serie de puntos.

Los splines cibicos constituyen un tipo muy flexible de curva que tiene
la gran ventaja de proporcionar continuidades de segundo orden (curvatura
continua) utilizando una informacién muy simple como es la de las coordenadas
de una serie de puntos. No obstante presentan una sere de limitaciones.

1. La modificacién de uno solo de los puntos de definicién altera la forma
de todo el spline. Esto es un inconveniente grave si este tipo de curva
se utiliza en procesos de disefio, ya que pequenias modificaciones en una
parte de la curva provocan alteraciones en todo el disefio.

2. Un spline, tal como se ha definido hasta ahora, no puede proporcionar
en ningin punto una tangente vertical. Ello es debido a su definicién

polindmica que le impide tomar valores infinitos para sus primeras
derivadas,

3. Se pueden producir problemas de oscilaciones al intentar aproximar una
curva que tenga una discontinuidad en la derivada segunda. Este es el
caso, por ejemplo, del punto de tangencia entre una recta y un circulo
que no se puede modelar mediante una curva que se ha definido como de
derivada segunda continua.

El segundo punto se puede solucionar mediante la utilizacién de splines
paramétricos, lo cual mejora ademds su comportamiento frente a problemas
como los del tercer punto. Este tipo de splines se describird a continuacién.
Por otro lado, el primer punto se puede solucionar mediante la utilizacién de
B-splines, los cuales se describiran en el apartado A.3. Asimismo, la utilizacién
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de B-splines paramétricos permite resolver los tres anteriores problemas de
forma simulténea.

A.2 SPLINES PARAMETRICOS

La utilizacién de los splines paramétricos es muy similar a la de los splines
polinémicos. La principal diferencia es que existe un spline polinémico para cada
una de las direcciones cartesianas del espacio bidimensional en que se trabaje.
La extension a un espacio tridimensional es inmediata. Asi, dado un conjunto de
puntos (z9,v0),(Z1,¥1), -, (Zn, ¥n) lo que se hace es generar dos splines cibicos
por separado en términos de un parametro ¢, = z(t) y y = y(t). Al igual que
anteriormente se precisa de condiciones adicionales en los extremos para cada
uno de los splines. Cada uno de los ellos pasaré respectivamente por los puntos

(tO’ 2!0), (tl’ zl)a "')(t’n, (l!n) y (t07y0)7 (tl,zl)v orey (tn’ zn)-

La utilizacion de splines paramétricos produce también curvas con
curvatura continua y que ademas pueden tener pendientes verticales e incluso
generar curvas cerradas o con lazos.

La forma ma&s adecuada de escoger el pardmetro ¢ es hacerlo de forma
que la diferencia entre los valores correspondientes a dos puntos de definicién
consecutivos corresponda a la distancia, en linea recta, entre ellos. Esto es:

tiv1 =t + (2ip1 — )% + (wig1 — v)?)/? (A4.1)

También pueden asignarse a ¢t valores enteros consecutivos para cada punto
de definicién pero esto puede producir problemas si el espaciamiento entre los
puntos de definicién presenta grandes diferencias entre cada par.

A.3 B-SPLINES

En el apartado anterior se ha descrito como se puede construir un spline
sobre n intervalos formados por n + 1 puntos de definicién. Los tnicos datos
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necesarios para ello son los valores a interpolar en los n + 1 puntos y dos

condiciones adicionales en los extremos, todo lo cual forma un total de n + 3
datos.

Supongamos ahora que se pretende construir un spline cibico ¢(z) con
las condiciones ¢(z) = ¢'(z) = ¢"(z) = 0 en cada extremo. Estos seis datos
deberian ser suficientes para definir un spline sobre 3 intervalos, pero en este
caso este spline seria idénticamente nulo. En el caso de que las condiciones
anteriores se aplicasen a un spline definido sobre cuatro intervalos seria necesaria
una condicién adicional acerca de las coordenadas de un cierto punto (z,y) por
donde deberia pasar, y entonces se obtendria un spline no nulo. La forma general
de una curva de este tipo se puede ver en la figura A.1. En ese diagrama el
spline se ha extendido a partir de sus extremos z;_4 y z; mediante rectas que
corren a lo largo del eje horizontal. El resultado es un spline ciibico definido
sobre un numero indefinido de intervalos pero que unicamente es no nulo sobre
cuatro de ellos. Una funcién de este tipo se denomina un “B-spline” (o spline

fundamental) de orden 4 (o grado 3).

I
i
]
|
|
|
|
I
] |
I
i
|
|
|
|
I

e

Xi-5  Xj_4 Xi_3 Xi_2 Xi-1 Xi Xi.1

FIGURA A.1 B-spline de orden 4.

Un B-spline cubico estd completamente determinado por el conjunto de
puntos sobre los que estd definido y por un valor de (z,y) especificado. También
se puede decir que un B-spline M, ;(z) de orden m sobre un conjunto de puntos
es nulo en todos los intervalos a excepciéon de los m sucesivos que cumplen
;_m < = < z;. Es usual eliminar la condicién de tener que definir un valor
de (z,y) mediante una normalizacién definiendo los B-splines normalizados de
manera que en lugar de esa condicién cumplan:
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Y Npi(z)dz =m™? (4.2)

Li—m

La importancia practica de los B-splines proviene del hecho de que
cualquier spline de orden m definido sobre un conjunto de puntos zg, 1, ...,zn
se puede expresar como una combinacién lineal de B-splines definidos sobre
el mismo conjunto de puntos extendido con m — 1 puntos adicionales en cada
extremo que se pueden escoger de forma arbitraria: z_,,11,Z—mt2,..., 21 ¥

Tn+1+Tntm—1-

En el conjunto expandido de puntos existen m + n — 1 grupos formados
por m intervalos consecutivos cada uno, por ello serd posible construir m+n—1
B-splines sucesivos sobre ese conjunto, cada uno de los cuales serd no nulo sobre
uno de los grupos de m intervalos constitutivos. Se puede escribir entonces:

m+n—1

(z) = D ciMpy (=) (A.3)

1=1

donde ¢(z) puede ser cualquier spline de grado m — 1 definido sobre el conjunto
original de puntos y M,, ;(x) es el B-spline del conjunto expandido de puntos
que es no nulo en el intervalo z;_,, < ¢ < z;. Los ¢; son los coeficientes de la
combinacion lineal.

El resultado anterior es muy significativo ya que los B-splines son no nulos
unicamente de forma local. Si un spline de grado m — 1 se expresa como una
combinacién de B-splines, cambiando el coeficiente ¢; de uno de ellos se altera
la curva unicamente sobre m intervalos. Ello significa que, a diferencia con los
splines, los B-splines permilen realizar modificaciones locales de las curvas sin
afectar al resto. Es por todo ello que la utilizacién de B-splines soluciona el
primero de los tres problemas comentados en el apartado A.1. ’

La generacidén de los B-splines se suele hacer mediante la siguiente relacién
recurrente:

(z ~ 3i—m)Mm—1,i—1($) + (=i — z)Mm—l,i(‘c)

L —Ti—m

Mm,i(z) = (A4)

La anterior relacién permite por ejemplo calcular los valores para My ;(z)
mediante la utilizacién del siguiente arbol de dependencia:
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My ;_3(z)
M ;_o(z)
My ;_s(x) M;s;_1(z)
M, ;_1(z) M, ;(z) (A.5)
My i_1(z) Mj (=)
M, i(z)
M i(z)

En el anterior esquema las columnas contienen respectivamente splines
de orden 1 (constantes), de orden 2 (lineales), de orden 3 (cuadraticos) y de
orden 4 (cibicos). Tal como se ha definido un B-spline de orden 1 serd no nulo
unicamente sobre un intervalo donde su valor serd constante. Si se estandariza
de la forma comentada sera:

e )1 . .
Ml,j(z)={((f’ Ko B (4.6)

, en el resto

En la practica, el drbol de dependencia anterior se puede simplificar ya
que esta ultima expresién muestra que algunos de sus elementos son nulos. Por
ejemplo, si se quiere averiguar el valor de My i(z) paraz;_9 < z < z;_; bastard
con calcular los siguientes términos:

M3 ;i 1(z) M, i(z)
My;1(z) Mj i(z) (4.7)
M, i(z)

La relacion que existe entre estos B-splines definidos y los normalizados
definidos en (A.2) es, para m > 2:

Nm,i(z) = (25 — Ti—m) M i(2) (A.8)

Dado que en la expresién (A.6) se producen valores siempre mayores o
iguales a 0 y que en (A.7) lo que se hace es sumarlos puede verse que los
B-splines son siempre positivos dentro del intervalo en el que dejan de anularse.

Para resolver el problema de la interpolacién de una funcién definida en
los puntos zg, 1, ..., z, utilizando B-splines ciibicos deben anadirse tres puntos
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adicionales en cada extremo para obtener el conjunto expandido de puntos de
definicién. A continuacién, mediante el método comentado, se calcula sobre
cada punto de definicién z¢,z1,...,zn €l valor de cada uno de los tres B-splines
no nulos sobre él. Por ejemplo, en el punto z; los B-splines no nulos serdn
los My i1, Myiioy My;y3 (ver figura A.2). Sus valores para z; se pueden
encontrar utilizando el siguiente arbol de dependencia:

0
0
0 0
0 My iy1(z)
0 Ms 41(z)
My,i1(z) My iy2() (4.9)
My i11(=) M3 ;12(z)
M2 i1a2(z) My y3(=)
0 M3 i 3(z)
0
0

FIGURA A.2 B-splines no nulos sobre el punto z;.

Si el valor a ser interpolado en z; es y; entonces se tiene de (A.3):

Yi = d(z;) = cip1 My ip1(2;) + cipaMyipo(z;) + cip3My ;13(2;)  (A.10)
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donde los valores de los coeficientes ¢ son incégnitas. Existird una ecuacién
como la (4.10) para cada uno de los puntos de definicién 9, Z1,.--, &n, PETO
existen n + 3 B-splines sobre el conjunto expandido de puntos y por lo tanto
n + 3 coeficientes ¢y, cy,...,¢y43 a determinar. Por ello se precisa, al igual que
en el caso de los splines, de dos datos adicionales para determinar #(z). Estos
se suelen referir a las derivadas en los extremos y sus ecuaciones se obtienen
derivando la ecuacién (A.10) respecto a = e imponiendo esas condiciones.

Una vez que todos los coeficientes ¢ se han determinado, la combinacién
lineal de B-splines se puede evaluar en cualquier punto para obtener los
resultados de la interpolacién.

Para resolver el segundo de los tres problemas que presentaba la utilizacién
de splines se debe utilizar también en este caso una formulacién paramétrica.
En este caso se suelen utilizar los B-splines normalizados que en el caso ciibico se
denominaran de la forma N4 i(t). Estos B-splines se definen sobre un conjunto
de puntos ¢; = ¢, ¢ = 0,1,...,n y seran no nulos para t;_4 < ¢ < t;. Debe
ocurrir que n > 3. La forma méas natural de extender el conjunto de puntos
es haciendo t_3 =t o =t_; =0y tnt1 = thy2 = the3 = n. Entonces los
intervalos extra afadidos tienen longitud nula y los puntos inicial y final se
convierten en “puntos miltiples” cuya multiplicidad en este caso es 4.

El efecto de introducir un punto multiple es decrecer el orden de
continuidad del spline en ese punto. Asi, mientras un spline ctibico es continuo
hasta su segunda derivada en un punto simple, sera discontinuo en esa segunda
derivada en un punto doble, discontinuo también en la primera derivada
en un punto triple y discontinuo en un punto cuddruple. Estos efectos se
ilustran en la figura A.3. en la cual se presenta el conjunto completo de
B-splines normalizados que se pueden construir sobre el conjunto expandido de
puntos 0,0,0,0,1,2,3,4,5,5,5,5. Nétese que N"i',3(0), N"i',z(O), N«i,z(o), N,i"l(O),
N"I'I(O) y N,;,l(O) son no nulos y que algo equivalente sucede en el otro extremo.
Con la introduccién de puntos miiltiples pueden ajustarse curvas que presenten
discontinuidades en una cierta derivada. De esta forma se soluciona el tercer
problema de los comentados en el subapartado anterior al hablar de los splines.

A partir de (A.3) se puede ver que cualquier spline ciibico ¢ definido sobre
el conjunto de puntos 0,1,2,...,n se puede expresar en términos de los B-splines
cubicos mediante

n+3

$(z) = D ciNyg(t) (A.11)

=1
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FIGURA A.3 B-splines normalizados sobre el intervalo 0 < t<5.

donde los ¢; son coeficientes escalares. El hecho de introducir puntos multiples
no altera este resultado. Si se tiene un conjunto de vectores 0, 1s.--sTn SE
puede construir una ecuacién analoga a la anterior pero definiendo una curva
en el espacio.

r(t) = Xn: rilNgit1(t) (A.12)
1=0

Al tener n + 1 coeficientes vectoriales se necesitaran n + 1 B-splines, los
cuales se definiran sobre un conjunto de puntos expandido 0,0,0,0,1,2,...,(n—
3), (n - 2)’ (n - 2), (n - 2))(” - 2)'

Para 0 < ¢t < n -2 (A.12) es la ecuacién de un B-spline cibico en el
espacio del cual se dice que los puntos cuyo vector de posicién son los vectores
r; forman su poligono de definicién. Este nombre proviene del hecho de que el
poligono formado por la unién de los puntos cuyos vectores de posicidn son los
r; sigue de forma aproximada la trayectoria de la curva definida.

Finalmente, cabe mencionar la siguiente interesante propiedad que
cumplen los B-splines normalizados:

n
> Naaga(t) =1, 0<t<n—2 (A.13)
1=0

Mas informacion sobre este tema se puede encontrar en la referencia (291,
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CAPITULO 4

PROCESOS DE REMALLADO AUTOMATICO
CON CONTROL DE ERRORES.
METODOLOGIA Y EJEMPLOS DE
APLICACION.

4.1 INTRODUCCION

En los Capitulos 2. y 3. ya se ha hablado de los procesos de remallado
automatico. Estos tienen como objetivo el conseguir unos resultados cuyo nivel
de error esté por debajo de un cierto umbral a partir de resultados obtenidos
en analisis previos y generando mallas adecuadas para ello.

La utilidad de procesos de este tipo es evidente ya que gracias a los
mismos es posible obtener resultados con niveles de error por debajo de un valor
prefijado. La utilizacién de un estimador de error de forma aislada proporciona
unicamente informacién acerca del nivel de error asociado a unos resultados,
pero por si misma no es suficiente para corregir dicho error. Esta correccién debe
realizarse mediante alguna de las técnicas de correccién de errores descritas en el
Capitulo 2. Sin embargo, si dichas técnicas no se incorporan a un programa de
ordenador que las utilice de forma automatica, son practicamente inoperativas,
ya que la magnitud del trabajo que supone su aplicacién sélo esta al alcance
de los ordenadores. Es por todo ello que las herramientas para estimacién de
errores y generacion de mallas debe utilizarse de forma conjunta y automatica
sin que representen trabajo adicional para el usuario.

Los procesos de remallado automatico utilizan las técnicas de estimacién
de error y generacién automdatica de mallas descritas en los Capitulos 2. y
3. Dichas técnicas se agrupan dentro de un solo proceso encadenado como el
descrito en el apartado 3.5, de forma que se establece un flujo de informacién
entre las distintas etapas que forman el proceso.

En este capitulo se presenta una metodologia general, desarrollada a
lo largo de esta investigacién, para este tipo de procesos. resultados de un
cierto calculo por elementos finitos. La presentacién de este desarrollo se puede
descomponer en varios puntos:



—216— Capitulo 4 : Procesos de remallado automdtico

- Definicién del dominio del problema y de las cargas y coacciones definidos
sobre éste.

Generacién de la malla de elementos finitos.

Realizacion del célculo por elementos finitos y estimacién del error.

Definicién del remallado.

Cada uno de los puntos mencionados se describe con detalle en su
correspondiente apartado.

El desarrollo de esta metodologia se ha llevado a cabo de forma que
permita, no sélo llevar a cabo procesos de remallado automitico, sino que
ademads facilite al maximo la entrada de datos requerida por un programa de
calculo por elementos finitos. Un programa que utilice las técnicas presentadas
precisa unicamente de la definicién general del dominio de estudio siendo capaz
de generar a partir de ello las mallas necesarias para el calculo y todo el proceso
subsiguiente.

Utilizando esta metodologfa se ha confeccionado el programa de ordenador
2DMOP con el cual se han realizado una serie de experimentos numéricos para
comprobar la capacidad de las técnicas presentadas. En el tltimo apartado
de este capitulo se presentan algunos ejemplos de utilizacién del programa que
permiten extraer conclusiones tanto sobre el funcionamiento de los procesos
de remallado automditico como sobre la utilizacién de los dos criterios de
optimalidad presentados en el Capitulo 2.



Capitulo 4 : Procesos de remallado automdtico -217-

4.2 DEFINICION DEL PROBLEMA

La utilizacién de un programa de elementos finitos requiere la confeccién
de un archivo de datos en el cual deben estar definidas todas las caracteristicas
tanto de la malla empleada como de los materiales, cargas, coacciones, etc.
Toda esta informacién es necesaria para definir el problema que se pretende
estudiar.

La entrada de datos de un programa clasico de elementos finitos utilizando
un modelo de material eldstico y lineal requiere la siguientes informacién:

1. Coordenadas de todos los nodos de la malla a utilizar.

2. Conexiones nodales de todos los elementos de la malla.

3. Definicién de las propiedades del material de cada elemento.
4. Lista de nodos con desplazamientos prescritos.

5. Lista de nodos con cargas puntuales.

6. Lista de caras de elementos con cargas repartidas.

7. Lista de elementos con fuerzas de volumen.

La generacion de toda esta informacién es un trabajo arduo y pesado y
en la mayoria de las ocasiones requiere la utilizaciéon de algin tipo de programa
para generacion de mallas. Como ya se ha mencionado en el Capitulo 3, un
programa de este tipo debe generar no sélo la informacién para los puntos 1. y
2. sino también para todos los demds, ya que aunque la generacién de la malla
sea un proceso tedioso, también lo es el identificar los nodos y elementos para
definir las cargas, coacciones y tipos de material.

Un programa capaz de llevar a cabo remallados automaticos precisa de
informacion mdés general que la mencionada anteriormente. La razén es que los
datos que requiere no tienen por objeto la generacién de una malla concreta,
sino la generacién de las sucesivas mallas y la aplicacidn, sobre cada una de
ellas, de las cargas y coacciones. Es por ello que lo que se debe definir en estos
casos es la forma y estructura del dominio y como se aplican sobre éste las
cargas y coacciones. Esta informacién es mds general que la anterior y es la
estrictamente necesaria para definir el problema que se quiere estudiar.
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La metodologia que se propone para definir el dominio y las cargas y
coacciones que actian sobre éste es la misma que la presentada en el apartado
3.6.1 al hablar de la informacién necesaria para un programa de generacién.
Dicha informacién es la que el programa necesita para definir la malla y, al
mismo tiempo, imponer las cargas y coacciones sobre ella.

Tal como se ha visto en los ejemplos presentados en el Capitulo 3,
una definicion de este tipo permite modelar cualquier tipo de dominio. Esta
capacidad es debida a las grandes posibilidades que proporciona el uso de los
B-splines para interpolar cualquier tipo de geometria.

Al igual que en el caso del programa para generacién de mallas 2DUMG el
dominio del problema se puede definir mediante diversas curvas que pueden ser
interiores o de contorno, y a su vez abiertas o cerradas. Este tipo de definicién
permite definir a posteriori las zonas con distinto material, y la localizacién
y valor de las cargas y coacciones. La forma de definir dichas curvas y la
informacién necesaria para ello ya se ha descrito en el apartado 3.6.1.1.

Para la definicion de las cargas y las coacciones se recomienda una
metodologia algo mas general que la definida en el Capitulo 3 para el generador
de mallas. Recordemos que, en este caso, la informacién generada va a ser
utilizada directamente por un médulo de calculo sin pasar por la escritura
de archivos intermedios para almacenar la misma. Por ello la estructura de
la informacién debe se lo mds clara posible de cara a generar la informacién
para el médulo de calculo. La metodologia presentada consiste basicamente en
definir unas cargas y unas coacciones “tipo” que a continuacién se combinan
linealmente para definir cada caso de carga.

El primer paso para definir las cargas es definir una serie de “tipos” de
manera que cada una de ellos esté formado por cargas pertenecientes todas ellas
a uno solo de los siguientes grupos:

Cargas puntuales.

Cargas repartidas.

Cargas gravitatorias.
- Cargas centrifugas (para sélidos de revolucién).

Asi, por ejemplo, se puede tener un tipo de carga compuesto por una
serie de cargas puntuales, otro compuesto por varias cargas repartidas, etc.
El objetivo de esta definicidn es agrupar las distintas cargas que pueden actuar
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sobre una estructura en conjuntos separados. De esta forma, cada caso de carga
se podra definir como una cierta combinacién lineal de estos conjuntos o tipos.
En el caso de que alguno de los tipos esté presente en varios casos de carga no
sera necesario el repetir su definicién para cada uno de ellos.

Para el caso de las coacciones también se definen una serie de “tipos” pero
con un sentido algo distinto. Todos los tipos de coaccién afectaran a los mismos
grados de libertad y lo que puede variar entre ellos es el valor de las coacciones
impuestas. Asi, un determinado tipo puede corresponder a desplazamientos
nulos para todos los grados de libertad coartados mientras que el resto de los
tipos pueden corresponder a valores no nulos para distintos conjuntos de puntos
coartados. Combinando linealmente todos los tipos de coacciones se pueden
imponer desplazamientos no nulos sobre cualquier combinacién de puntos y con
cualquier combinacién de valores.

A partir de las cargas y coacciones tipo se puede formar cada “caso” de
carga. Cada uno de ellos se construird mediante una combinacién lineal tanto de
cargas tipo como de coacciones tipo. Estos casos de carga son los que realmente
se aplican sobre el dominio estudiado.

Esta forma de definir las cargas y coacciones permite una gran
flexibilidad para definir distintos casos de carga que sean combinacién de varias
solicitaciones. Por ejemplo, en muchas ocasiones se tienen obras de ingenieria
en las cuales siempre actuara el peso propio. Ademas en cada caso de carga
pueden actuar otras solicitaciones afiadidas que pueden ser cargas puntuales,
cargas repartidas, descensos de apoyo, etc. Mediante esta metodologia se podra
combinar el peso propio con cualquier combinacién adicional de cargas sin
mas que tener que definir cada tipo una sola vez y definir para cada caso los
coeficientes que los combinan.

Una organizacién de este tipo puede ser realmente 1itil para calcular una
estructura en régimen de servicio siguiendo la norma espafola sobre estructuras
de hormigon. En ese caso se pueden introducir en conjuntos o tipos distintos
las cargas permanentes y cada uno de los distintos tipos de sobrecargas de uso.
A continuacién resulta muy sencillo el combinar cada tipo de carga, mediante
los coeficientes de seguridad que dicta la norma, para formar los distintos casos
de carga que deben calcularse.

Desde el punto de vista de la programacién la metodologia expuesta
resulta muy comoda. La forma de proceder viene descrita en los siguientes
pasos:

- Almacenar los valores de cargas y coacciones correspondientes a los nodos
generados sobre cada una de las curvas utilizadas para definir el contorno.



—220— Capltulo 4 : Procesos de remallado automé&tico

- Calcular, una vez generada totalmente la malla, el vector de cargas nodales
equivalentes correspondiente a cada tipo de carga y almacenarlo.

- En el momento de resolver el sistema de ecuaciones formado por los
desplazamientos y la matriz de rigidez, el vector de cargas correspondiente
a cada caso de carga serd la correspondiente combinacién lineal de los
vectores anteriormente calculados y almacenados para cada tipo de carga.

De esta manera, una vez definidos los vectores de cargas iniciales, resulta
trivial el efectuar combinaciones sobre ellos. Una ventaja importante es que el
vector de cargas nodales equivalentes correspondiente a cada tipo de carga se
calcula y ensambla una sola vez, independientemente del nimero de casos de
carga en que éste pueda aparecer.

Para el caso de las coacciones el proceso es muy similar sin mas que
combinar para cada caso de carga los vectores de coacciones correspondientes
a cada tipo.

La definicion de cada tipo de carga o de coaccién se hace de la forma
presentada en el subapartado 3.6.1.2. La informacién requerida para ello es la
definicién de las zonas de las curvas sobre las que actuaran cada tipo de carga
o coaccidn y sus valores.

A partir de todo lo anterior puede catalogarse toda la informacién que
precisa un programa que utilice la presente metodologia. Sera por tanto
necesario definir la informacién referente a los siguientes aspectos:

- Curvas de definicién del dominio mediante las cuales se modela tanto
el contorno del mismo, como las zonas de separacién entre materiales
distintos.

- Propiedades de cada material.
- Caracteristicas de cada tipo de carga.
- Caracteristicas de cada tipo de coaccidn.

- Coeficientes de la combinacién de los tipos de carga y coaccién para cada
caso de carga.

- Numero y posicién de los puntos singulares existentes sobre el dominio.

Utilizando un esquema como el propuesto el trabajo necesario para
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preparar esta informacién es minimo ya que se deja en manos del programa
la realizacién de casi todo el trabajo. Es por ello que esta metodologia es muy
atractiva, no sélo por la flexibilidad que tiene para definir cualquier tipo de
problema sino ademés por la gran comodidad que representa para el usuario el
preparar la minima cantidad de informacién necesaria.

Todos los pasos descritos en esta metodologia se pueden extrapolar para
problemas tridimensionales. En este caso el dominio se debera definir mediante
la utilizacién de curvas y superficies en el espacio. Para homologar una
definicion de este tipo con los trabajos de disenio que se realizan en el mundo de
la industria es importante el utilizar tipos de curvas y superficies estandar dentro
del mundo del CAD. Dentro del campo de la programacidn, la dificultad surge
al construir un programa de generacién de mallas con las mismas prestaciones
que el descrito en el capitulo anterior pero capaz de generar mallas en el espacio.

La definicién de los puntos singulares se puede realizar facilmente si éstos
se utilizan como puntos de definicién del contorno. De esta forma sélo hay que
indicar el numero de puntos singulares existentes, y la numeracié de cada uno
de ellos dentro de la lista de puntos de definicién. Esta informacién se utiliza
después de cada cédlculo para calcular los tamafios de los elementos de la nueva

malla.
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4.3 GENERACION DE LAS MALLAS DE ELEMENTOS
FINITOS

Para generar la malla de elementos finitos es necesario disponer de la
informacién descrita en el apartado anterior para definir la forma del dominio y
las cargas y coacciones que actuaran sobre éste. Ademads, también es necesaria
la definicién de una malla de referencia.

Durante cada etapa del proceso iterativo de remallado automatico se
genera una nueva malla utilizando como malla de base la utilizada en la etapa
inmediatamente anterior. Por ello la malla de referencia queda definida de
forma automdtica a partir de célculos previos. De esta forma, manteniendo
las definiciones descritas en el apartado anterior y cambiando en cada etapa la
malla de base se obtendrd una sucesién de mallas mejoradas. En cada etapa, la
definicién de los pardmetros de generacién definidos sobre la malla de referencia
se realizara a partir de los resultados de un estimador de error.

Sin embargo, para iniciar el proceso iterativo y generar la primera malla
es necesaria la introduccién por parte del usuario de una primera malla de
referencia. Si no se tiene una idea clara de como va a ser la solucién al
problema planteado se puede construir esa primera malla con un solo elemento
suficientemente grande para cubrir todo el dominio y definir sobre éste un
tamartio de elemento uniforme. En el caso de que ya se tenga una idea general de
como va a ser la solucion del problema se puede construir una malla de base algo
mas compleja definiendo entonces tamanos mas pequeiios en las zonas donde se
prevea que existan concentraciones de tensiones.

El proceso de generacién de las mallas engloba también la definicién de
los nodos y elementos cargados, y la de los nodos coartados. Ademas hay que
almacenar también la numeracién de los nodos de la malla que corresponden
con alguno de los puntos sigulares definidos.

La informacién generada en esta fase pasara directamente al médulo de
calculo por elementos finitos.



Capitulo 4 : Procesos de remallado automdtico —223—

4.4 CALCULO Y ESTIMACION DEL ERROR

A partir de la informacion generada utilizando la metodologia expuesta
en los apartados anteriores es posible realizar el cdlculo por elementos finitos del
problema planteado. Esta etapa utiliza las herramientas que normalmente se
emplean en la mayoria de los programas de elementos finitos y se puede utilizar
para ello cualquier médulo de calculo ya existente. La tinica peculiaridad que se
debe tener en cuenta es que el vector de fuerzas nodales equivalentes utilizado
para cada caso de carga se obtiene como combinacién lineal de los vectores
generados previamente para cada tipo de carga.

La informacién que proporciona el médulo de célculo sera la que utilizaran
los diversos estimadores de error. Dicha informacién debe ser, por tanto,
almacenada, o bien direccionada directamente hacia las subrutinas que realizan
este calculo.

Entre los estimadores de error existentes en la actualidad se ha prestado
especial atencidn al desarrollado por Zienkiewicz y Zhu. Tal como se ha visto

en el ejemplo del apartado 2.8, este estimador proporciona resultados muy
aceptables.

Ademas de la buena aproximacién que proporciona el estimador de
Zienkiewicz y Zhu, hay que valorar también la facilidad con la que éste se puede
incorporar a cualquier programa de uso general. Muchos de los programas ya
existentes realizan alisados de las tensiones para presentar sus valores en los
nodos a efectos de facilitar la labor de postproceso. Estas tensiones alisadas
se pueden aprovechar directamente para ser introducidas en la expresién del
estimador de error de Zienkiewicz y Zhu. Aunque esta expresién se ha
presentado para ser utilizada con unas tensiones obtenidas a partir de un
alisamiento consistente (con una matriz de masas M global y consistente), se
pueden conseguir también buenos resultados utilizando alisamientos de otro
tipo como los que ya puede llevar incorporado cualquier programa ya existente.

La facilidad de implementacién de este estimador es debida a que todas
las operaciones necesarias para ello se realizan a nivel de elemento por lo que la
estructura de la informacién necesaria para llevarlas a cabo es la misma que la
normalmente utilizada en un programa de elementos finitos. No ocurre asi con
las expresiones de otros estimadores de error en las cuales es necesario realizar
integrales en las interfaces entre elementos, o generar nuevas funciones de forma,
o comparar dos mallas distintas. Ninguna de las operaciones anteriores se puede

implementar facilmente en un programa cualquiera sin alterar sustancialmente
su estructura.
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Dado que el error global en toda la estructura se obtiene como la suma de
los errores existentes sobre cada elemento resulta posible y ademas conveniente
el conocer no sélo el nivel de ese error sino también las zonas en las que éste
es maximo y minimo. Otro dato interesante puede ser también el conocer
el porcentaje del volumen del dominio sobre el cual el error es mayor que el
admisible.

Los datos mencionados pueden ser itiles en el momento de juzgar cuando
unos resultados son suficientemente buenos. Por ejemplo, en ocasiones puede
ser necesario admitir como vélidos resultados en los cuales exista un alto
nivel de error concentrado sobre un area muy pequefia. Casos como este
ocurrirdn siempre que exista algin punto singular, pues el error estimado en sus
alrededores no sélo no disminuira al ir refinando la malla sino que aumentara
debido a que la precisién del estimador ird aumentando. Lo que se conseguira en
ese caso al ir refinando la malla es ir concentrando el error en los alrededores del
punto singular. Sin embargo el estimador de error crecer en esa zona no porque
la solucién sea peor sino porque éste detectard cada vez con més precisién la
existencia de una singularidad.

Es muy conveniente presentar la magnitud del error estimado, tanto a
nivel local como a nivel global, como un porcentaje de la energia total de
deformacién obtenida del calculo. De esta forma se puede tener una idea de la
magnitud relativa del error existente tanto a nivel local elemental como a nivel

global.



Capitulo 4 : Procesos de remallado automadtico —225—

4.5 DEFINICION DEL REMALLADO

A partir de la informacion proporcionada por el estimador de error, es

posible generar los pardmetros necesarios para definir la generacién de una
nueva malla.

Utilizando la técnica descrita en el capitulo anterior en el apartado 2.7.3.1
y uno de los criterios de optimalidad descritos en el apartado 2.7.3.2 es posible
definir los nuevos tamanos de elemento sobre cada uno de los elementos ya
utilizados en la malla anterior. Esta definicién se realiza elemento por elemento
a partir del error obtenido en el cédlculo previo y el error requerido por el criterio
de optimalidad escogido. Mediante este proceso se define el tamafno que deberan
tener los elementos de la malla siguiente sobre la zona ocupada previamente por
cada uno de los elementos de la malla anterior.

En el momento de calcular los tamanos de los elementos de la nueva malla
es conveniente saber cuales de ellos estan en contacto con algiun punto singular.
Para ello, si el generador de mallas proporciona la informacién necesaria para
saber que nodos de la malla corresponden a puntos singulares lo Gnico que hay
que hacer para cada elemento es comprobar si éste estd en contacto con algun
punto singular antes de calcular el nuevo tamano.

Los valores de los nuevos tamanos que estan definidos como un valor sobre
cada elemento de la malla ya utilizada constituyen una ley de tamafos a lo largo
de todo el dominio que es discontinua por ser constante dentro de cada uno de
los elementos. Si estas discontinuidades son muy grandes se pueden producir
variaciones de tamano demasiado bruscas en la nueva malla. Para evitar este
inconveniente se puede realizar un alisado de los tamanos definidos para obtener
una nueva ley que estara entonces definida sobre los nodos de la nueva malla.
Entonces, en el interior de cada elemento, el tamano definido sobre cada punto
se interpolara mediante las funciones de forma a partir de sus valores nodales.

Un alisado de este tipo se puede efectuar utilizando la matriz de masas M
ya calculada y factorizada previamente para realizar el alisado de las tensiones.
En ese caso el coste de realizar un alisado global de los tamafios definidos
para los elementos sera minimo. No obstante, desde el punto de vista practico
no existe ninguna garantia de que al alisar un campo de valores positivos no
aparezca algun valor negativo definido sobre alguno de los nodos. De hecho
esto ocurre con cierta frecuencia cuando existen variaciones bruscas del tamano
de elemento. No tiene sentido el definir un valor negativo para el tamano
de elemento sobre ningun punto, y de hecho ello puede provocar un fallo en
el programa de generacion. Por ello se recomienda que, en lugar de realizar
un alisado global, se realice un simple promediado en cada nodo del tamano
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definido sobre los elementos que le rodean. De esta forma la media de una serie
de valores positivos si sera siempre otro valor positivo.

La informacién generada en este punto seri la que se utilizard para la
generacion de una nueva malla cerrandose asi el proceso iterativo de remallados
automaticos. Para esta nueva generacién se utilizara la nueva distribucién de
tamafios de elemento definida sobre la malla anterior juntamente con los datos
para la definicién del problema expuesos en el primero de los puntos descritos.

4.6 EJEMPLOS DE APLICACION

En este apartado se presentan varios ejemplos de aplicacion de las técnicas
de remallados automaticos. Estos ejemplos se han realizado con el programa de
ordenador 2DMOP confeccionado especialmente para llevar a cabo procesos de
este tipo. Este programa incorpora todos los detalles descritos en los apartados
previos de este Capitulo lo cual permite comprobar la utilidad de los mismos.

Los ejemplos que se presentan a continuacién corresponden a geometrias
sencillas sometidas a un solo tipo de carga. Se han utilizado geometrias con
y sin puntos singulares para comprobar la convergencia de los algoritmos en
cada caso. Asimismo, se han utilizado también los dos criterios de optimalidad
descritos en el Capitulo 2 para poder realizar comparaciones sobre los resultados
obtenidos con cada uno de ellos. Por tltimo todos los ejemplos se han
resuelto utilizando elementos de 3 y de 6 nodos para poder comprobar el buen
funcionamiento de estas técnicas en ambos casos.

Estos ejemplos han sido utilizados en varias publicaciones [74](75] para
comprobar el buen funcionamiento de los procesos de remallado automitico.
Su empleo resulta especialmente util debido a que, a pesar de su sencillez,
permiten extraer interesantes conclusiones. !

En cada ejemplo se ha solicitado al programa la produccién de resultados
con un determinado nivel de error. En la mayoria de los casos este nivel de
error se ha conseguido de forma global al realizar el primer remallado y sélo
en unas pocas ocasiones se ha tenido que recurrir a un segundo remallado. Sin
embargo, en todos los casos se han utilizado hasta cinco mallas para comprobar
la evolucién de la distribucién del error a lo ancho de todo el dominio en funcién
del criterio de optimalidad utilizado. Ello ha permitido ver cual es la evolucién
de estos procesos en funcién del criterio de optimalidad utilizado.



Capitulo 4 : Procesos de remallado automético —227—-

Para cada malla se presentan una serie de magnitudes que pretenden

mostrar la bondad de los resultados obtenidos con las mismas. Estas magnitudes

SOI:

N Malla:
NELEM:

NPOIN:

o .
[lal:

l1€l}:

: Porcentaje de error estimado. 7 = HﬁH:PHéHz

% area:

Min. &e:

Max. &e:

Numero de la malla utilizada dentro del proceso iterativo.
Numero de elementos de la malla.
Numero de nodos de la malla.

Energia de deformacién estimada mediante el calculo por elementos
finitos.

Error estimado en la energia de deformacién.

Porcentaje del drea del dominio respecto al drea total en la cual el error
obtenido es superior al error requerido segin el criterio de optimalidad
utilizado en cada caso.

Minimo cociente entre el error obtenido y el error requerido para cada
elemento. Dicho cociente esta definido en (2.7.7).

Maximo cociente entre el error obtenido y el error requerido para cada
elemento.

Las magnitudes anteriores permiten observar la evolucion de los resultados

obtenidos a través de toda la secuencia de mallas. Estas magnitudes se
presentan, para cada caso, en forma de tabla.

Para cada malla utilizada se presenta ademas una figura en la cual se

pueden observar cuatro representaciones:

. Malla utilizada.

Lineas de igual tensién principal maxima.

Lineas de igual cociente £, obtenidas siguiendo el criterio de optimalidad
de error equidistribuido sobre los elementos.

Lineas de igual cociente £, obtenidas siguiendo el criterio de error por
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unidad de area constante.

Las tensiones presentadas corresponden al campo alisado de las mismas
obtenido mediante la expresién (2.6.33).

La obtencién de los coeficientes ¢, que se utiliza en cada caso depende
de cual sea el criterio de optimalidad considerado. Sin embargo, en las figuras
se presentan los coeficientes correspondientes a los dos criterios para poder ver
como se reparte el error sobre todo el dominio.

En ocasiones los valores maximo y minimo de ¢, presentados en las figuras
difieren ligeramente de los presentados en las tablas correspondientes. Ello es
debido a que los valores presentados en las tablas corresponden a los elementos
en que estos cocientes alcanzan sus valores extremos mientras que en las figuras
lo que se representa son los valores obtenidos a partir de un alisado de los
anteriores. Este alisado se realiza para poder obtener un campo continuo de
cocientes y poder representar sobre éste sus isolineas. Mediante el alisado se
obtienen unos valores nodales de ¢ que se pueden interpolar dentro de los
elementos mediante las funciones de forma.

En las figuras que presentan mallas con elementos de 6 nodos, las isolineas
presentadas aparecen como quebradas dando la impresién de que los resultados
obtenidos son peores que los que proporcionan los elementos de 3 nodos. La
razén de este hecho es que el programa de postproceso utilizado interpola
las variables de forma lineal dentro del elemento tanto si éste es lineal como
cuadratico. Por ello, aunque en el caso de los elementos cuadraticos el campo
alisado de tensiones sea cuadratico, sus isolineas se dibujan como si fuese lineal
dando la impresién, por tanto, de que su calidad es inferior a la real. Con los
elementos lineales este efecto no se nota debido al gran numero de elementos
que normalmente se utiliza.

Para simplificar los comentarios sobre la comparacién entre los dos
criterios de optimalidad definidos en el Capitulo 2. se denominara:

- Criterio de optimalidad A o primer criterio: al correspondiente a la
distribucién del error en partes iguales sobre todos los elementos. El
error 6ptimo para cada elemento, obtenido mediante este criterio, es el
definido por la expresién (2.7.14).

- Criterio de optimalidad B o segundo criterio: al correspondiente a hacer
constante la magnitud del error por unidad de area. El error éptimo
para cada elemento, obtenido mediante este criterio, es el definido por la
expresion (2.7.20).



Capitulo 4 : Procesos de remallado automatico —229—

4.6.1 Ejemplo n® 1. Tuberia gruesa sometida a presién interior

Este ejemplo corresponde al célculo de una tuberia gruesa sometida a una
presion en su interior. Dada la simetria del problema el estudio se ha limitado a
un cuadrante de la misma coartando los desplazamientos de los puntos situados
sobre los cortes realizados, en la direccién perpendicular a los ejes de simetria.

La geometria utilizada, asi como la carga externa aplicada y las coacciones
se pueden ver en la figura 4.1. Para definir la geometria se han utilizado
unicamente los cuatro puntos esquina especificando condiciones de curvatura
nula o pendiente fijada segin el caso.

El modelo de calculo utilizado es un modelo bidimensional de deformacién
plana y las propiedades del material son E = 1.0-10° y v = 0.3.

Este ejemplo se ha calculado utilizando los dos posibles criterios de
optimalidad y elementos tanto lineales como cuadraticos.

En una primera etapa se han utilizado elementos lineales de 3 nodos
exigiendo un nivel maximo de error de un 5%. En las figuras 4.2-4.6 se pueden
ver los resultados obtenidos al utilizar el criterio de optimalidad A, mientras que
en las figuras 4.7-4.11 se presentan los resultados obtenidos con el criterio de
optimalidad B. Asimismo, en las tablas 4.1 y 4.2 se presentan respectivamente
los valores caracteristicos correspondientes a cada malla.

En ambos casos, para la primera malla se ha especificado un tamaifio de
elemento uniforme de 2.0.

N2 Malla [NELEM [NNODE| |4 || €]l 7 % area |[Min. €. |Max. €
1 200 119 0.0228 [0.00482 | 20.7 49.0 0.26 19.7
2 2806 1457 | 0.0237 | 0.00105 4.4 78.5 0.13 5.7
3 2558 1345 | 0.0237 | 0.00107 4.5 13.0 0.09 3.2
4 2554 1329 0.0237 | 0.00105 4.4 78.0 0.17 4.4
5 2335 1226 0.0237 | 0.00104 4.4 12.9 0.12 2.8

TABLA 4.1 Valores obtenidos para la tuberia con presién interior.
Elementos lineales de 3 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad A.

En los dos casos se observa que se consiguen resultados con un error global
inferior al 5% ya con el primer remallado. Es decir, se alcanza un nivel de error
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NS Malla [NELEM|NNODE| [[4]] IEl A | % area |Min. €, |Max. £
1 200 119 | 0.0228 [0.00482| 20.7 | 47.9 | 0.20 | 240
2 3052 | 1582 | 0.0237 |0.00107| 4.5 26.7 | 040 | 2.7
3 6563 | 3369 | 0.0237 |0.00094| 4.0 11.0 | 0.38 1.4
4 6101 | 3136 | 0.0237 |0.00094 | 3.9 11.7 | 038 1.7
5 5826 | 3001 | 0.0237 [0.00095| 4.0 11.3 | 0.40 1.6

TABLA 4.2 Valores obtenidos para la tuberia con presién interior.
Elementos lineales de 3 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad B.

global inferior al requerido con la segunda malla del proceso.

En las mallas obtenidas con el criterio de optimalidad A se pueden
observar las siguientes caracteristicas:

- El porcentaje de error global se mantiene alrededor del 4.5% a partir de
la segunda malla.

- Se observa un comportamiento oscilatorio del porcentaje de area con
error superior al admisible y del maximo cociente £,. Mirando las mallas
obtenidas se observa que existe una sucesién en la que se alternan mallas
mas o menos uniformes con otras en las que existe una fuerte variacién
en el tamano de los elementos.

- Los cocientes {. obtenidos a lo ancho de todo el dominio oscilan, en la
ultima malla, entre valores de 0.1 y 2.8.

En cambio las mallas obtenidas con el criterio de optimalidad B
proporcionan los siguientes puntos a destacar:

- El porcentaje de error es de un 4.5 % en la segunda malla y luego se
mantiene alrededor del 4.0%.

- No se observa ningin comportamiento oscilatorio. Los valores del
porcentaje del area y los cocientes £, descienden y luego se mantienen
estables.

- Los cocientes {. obtenidos a lo largo de todo el dominio se estabilizan a
valores que oscilan entre 0.0 y 1.7.

Después de haber obtenido los resultados anteriores, se ha repetido el
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proceso pero utilizando elementos de 6 nodos y requiriendo en este caso un
error maximo de un 1%. La calidad de los resultados obtenidos con elementos
cuadraticos es claramente superior a la de los elementos lineales por lo que es
posible pedir un nivel de precisién mayor para este caso. En realidad, el exigir
un porcentaje de error de un 5% no es ninguna restriccién para los elementos de
6 nodos ya que ese nivel de precision se alcanza utilizando muy pocos elementos.
Por ello, para testear el funcionamiento de estos algoritmos, se ha requerido el
bajar hasta un 1% de error. El tamano de elemento especificado para la primera
malla ha sido uniforme y de un valor de 10.

Los resultados obtenidos con los elementos cuadraticos se representan en
las figuras 4.12-4.16 para el criterio de optimalidad A, y en las figuras 4.17-4.21
para el criterio de optimalidad B. Asimismo, los valores caracteristicos obtenidos
se presentan en las tablas 4.3 y 4.4.

N2 Malla [INELEM|NNODE| |4 ll€ll 7 % area |Min. £, |Max. &
1 24 61 0.0236 | 0.00151 6.4 100. 1.80 11.2
2 119 264 0.0237 | 0.00026 1.1 19.6 0.21 3.0
3 167 362 0.0237 | 0.00018 0.8 22.2 0.24 1.9
4 160 351 0.0237 | 0.00018 0.8 14.0 0.20 1.5
5 148 327 0.0237 | 0.00019 0.8 5.3 0.27 1.3
TABLA 4.3 Valores obtenidos para la tuberia con presién interior.
Elementos lineales de 6 nodos. Error requerido 1%.
Criterio de optimalidad A.
NS Malla [NELEM |[NNODE| ||4|| IE 7 % area |Min. € |Max.
1 24 61 0.0236 | 0.00151 6.4 100. 1.30 20.2
2 135 298 0.0237 | 0.00021 0.9 14.3 0.22 3.4
3 213 458 0.0237 | 0.00013 0.6 3.7 0.27 1.5
4 226 485 0.0237 | 0.00014 0.6 2.6 0.28 1.5
5 230 495 0.0237 | 0.00013 0.6 3.4 0.23 1.3

TABLA 4.4 Valores obtenidos para la tuberia con presién interior.
Elementos lineales de 6 nodos. Error requerido 1%.
Criterio de optimalidad B.

Con la utilizacién del criterio de optimalidad A no se alcanza un error
global inferior al requerido hasta la tercera malla, si bien ya con la segunda




—232— Capitulo 4 : Procesos de remallado automéatico

malla los resultados contienen sélo un 1.1% de error. El criterio B proporciona
resultados con un error inferior al especificado ya con la segunda malla.

La evolucién de las distintas magnitudes presentadas en las tablas 4.3
y 4.4 es mas uniforme, para ambos criterios, que en el caso de los elementos
lineales. Sin embargo, la utilizacién del criterio B proporciona siempre valores
inferiores tanto para el porcentaje de drea con mayor error al admisible como
para el méximo valor de {.

A partir de los resultados obtenidos con este ejemplo se pueden efectuar
las siguientes comparaciones entre los dos criterios de optimalidad:

- El criterio de optimalidad B proporciona niveles globales de error
ligeramente inferiores a los del criterio A.

- Asimismo, el maximo valor de £, también es siempre ligeramente menor
al utilizar el criterio B.

- El criterio A proporciona, en ocasiones, un comportamiento oscilatorio
alternando mallas con fuertes variaciones en el tamafio de los elementos
con otras mucho mas uniformes. El criterio B no presenta, hasta ahora,
comportamientos de este tipo.

- El criterio B es mucho més exigente con el nivel de error existente en los
elementos pequefios que el criterio A. Ello es debido a que al obligar a
que el nivel de error por unidad de irea sea constante se requiere que los
elementos de area pequefia contengan poco error mientras que los de area
grande podran contener més error.

- La utilizacién del criterio B proporciona mallas con muchos mas nodos y
elementos que el criterio A. El niimero de elementos generados con este
criterio puede ser de mas del doble que con el criterio A.

A primera vista, el iltimo punto de las anteriores comparaciones podria
hacer deshechar la utilizacién del criterio de optimalidad B porque ello supone
un coste adicional muy grande respecto del criterio A. Sin embargo hay que
tener en cuenta los comentarios hechos al respecto en el subapartado 2.7.3.2
respecto a la mejor distribucién del error en este ultimo caso, y respecto a
la mejor convergencia hacia la malla éptima. En efecto, se puede ver que
con este segundo criterio siempre se llega antes a una configuracién estable
en la cual tanto el porcentaje de area con error mayor al admisible como el
rango de valores en que se mueve . a lo ancho de todo el dominio permanecen
practicamente constantes. En este sentido, la utilizacién del criterio A produce
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peores convergencias hacia una situacién estable y ademas produce siempre
valores mayores para £.

Hay que tener en cuenta, ademds, que el hecho de que el criterio de
optimalidad B sea mas exigente en las zonas donde los elementos son pequenos
hace que la precisién en ellas sea mayor que con el criterio A. El hecho de que
el interés del calculo esté siempre centrado en ese tipo de zonas hace que este

criterio proporcione resultados mucho més adecuados para su interpretacién
ingenieril.

Si se compara el nimero de elementos necesario para alcanzar un
cierto nivel global de error, es evidente que el segundo criterio resulta muy
desfavorable, pues requiere un ntimero de elementos mucho mayor. Sin embargo,
la precisién alcanzada en las zonas dificiles con este criterio sélo es alcanzable
con el criterio A utilizando niveles mucho més bajos de error global. Para
justificar la afirmacién afirmacién hay que realizar los siguientes razonamientos:

- Si se centra la atencién en la zona del dominio donde se producen los
mayores gradientes de tensiones, resultara que el tamano de elemento
necesario para alcanzar un cierto nivel de error en la misma sera
independiente del criterio de optimalidad que se esté utilizando. Nos
estamos refiriendo en este caso al tamafno de elemento necesario para que
el valor de la integral (2.4.14), extendida sobre el subdominio mencionado,
alcance un valor dado.

- Sidicho tamano de elemento se consigue mediante la utilizacién del criterio
de optimalidad B, se habrd generado un malla en la cual el nivel de error
existente en el volumen cubierto por cada elemento sera proporcional
al tamano del mismo. Por ello, fuera del subdominio mencionado, los
elementos seran mayores, y el nivel de error asociado a cada uno de ellos
sera mayor que el de los existentes en dicho subdominio.

- Por otro lado, si el nivel de error local mencionado al principio se alcanza
mediante la utilizacion del criterio de optimalidad A, resultara que en la
zona exterior al subdominio de interés los elementos deberan contener el
mismo nivel de error que en el interior del mismo.

- A partir de lo anterior se puede deducir que: a igualdad de error local en
las zonas comprometidas del estudio, el criterio A es mas exigente con el
error existente en cada elemento situado en el exterior de las mismas que
el criterio B. Por ello, a igualdad de error local, el criterio A proporcionara
mallas con menor error global que el criterio B.
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En virtud de los razonamientos anteriores, si la comparacién se efectia
en funcién del nimero de elementos necesario para alcanzar un cierto nivel de

error local en las zonas de mayor interés, entonces el criterio de optimalidad B
resulta ser el mds econémico.

Dicho de otra manera, si lo que se pretende es conseguir resultados
en los cuales exista un determinado nivel de error en las zonas dificiles con
concentracidnes de tensiones, se tendra que utilizar un nivel de error global
mucho menor si se utiliza el criterio A que si se utiliza el segundo. Por ello
lo que hay que comparar es el nimero de elementos necesarios para conseguir
un cierto nivel de error en una determinada zona de interés utilizando los dos
criterios. Si se realiza esta comparacién, la utilizacién del criterio B resulta
favorable en cuanto a coste, y ademas aparece como la més recomendable por
su facilidad de convergencia. Por otro lado, aigualdad de error local en las zonas
donde el tamaiio de los elementos es menor, el criterio A serd mis restrictivo
con los elementos mayores que el criterio B, ya que este ultimo permitird la
existencia de mayor error en los elementos grandes. Por ello, en estos casos la
utilizacién del criterio B producira mallas con menor ntimero de elementos.

Desde el punto de vista ingenieril los comentarios anteriores justifican el
que cuando se utilice el criterio de optimalidad B, se puedan exigir niveles de
error mas altos que cuando se utilice el criterio A.

4.6.2 Ejemplo n® 2. Tuberia gruesa sometida a carga repartida
diametral.

En este segundo ejemplo se ha utilizado la misma tuberia del caso anterior
pero cambiando la carga aplicada. Esta consiste ahora en una presion aplicada
en dos pequeiias zonas diametralmente opuestas. La geometria y la carga
aplicada se pueden observar en la figura 4.22. Para definir la geometria de
este caso ha sido necesario afiadir un quinto punto a la definicién del ejemplo
anterior para poder definir la zona de actuacién de la carga repartida. Este
nuevo punto es el situado en la interseccién del radio que forma un angulo de
10° con la vertical y el circulo exterior.

En este ejemplo se provoca la aparicién de un punto singular situado en
el extremo de la carga repartida. Este punto es singular porque sobre el mismo
aparece una discontinuidad del campo de tensiones. Esta discontinuidad aparece
porque las condiciones de contorno son discontinuas. Asimismo, también se
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produce una fuerte concentracién de tensiones en la parte interior de la tuberia,
especialmente en la zona del didmetro cargado.

Aligual que en el ejemplo anterior se ha comenzado por utilizar elementos
lineales requiriendo un error maximo de un 5% y utilizando los dos posibles
criterios de optimalidad. Para la malla inicial se ha especificado un tamafo de
elemento uniforme de valor 2.

Los resultados obtenidos con la utilizacién del criterio A se presentan en
las figuras 4.23-4.27 y en la tabla 4.5 mientras que los del criterio B se presentan
el las figuras 4.28-4.31 y en la tabla 4.6.

IN= Malla NELEM|NNODE| |4 €l N % area |Min. €. |[Max. &
1 201 120 0.0198 | 0.00363 | 18.1 88.7 0.64 13.0
2 2719 1428 0.0203 | 0.00106 5.2 72.9 0.17 4.8
3 3564 1872 | 0.0203 | 0.00090| 4.4 19.2 0.17 3.3
4 3363 1762 0.0203 | 0.00096 4.7 65.7 0.18 3.1
5 3603 1886 0.0203 | 0.00089 4.4 18.7 0.20 4.0

TABLA 4.5 Valores obtenidos para la tuberia con carga repartida
diametral. Elementos lineales de 3 nodos. Error
requerido 5%. Criterio de optimalidad A.

NS Malla [ NELEM |[NNODE| |4 ||l ] % area [Min. £, |Max. &
1 201 120 0.0198 | 0.00363 | 18.1 86.6 0.64 12.6
2 2890 1515 0.0203 | 0.00105 5.2 35.0 0.53 9.5
3 7306 3786 | 0.0203 | 0.00089 4.4 19.7 0.41 9.8
4 10569 5452 0.0203 | 0.00093 4.6 23.8 0.41 9.3
5 >12500 | >6500

TABLA 4.6 Valores obtenidos para la tuberia con carga repartida
diametral. Elementos lineales de 3 nodos. Error
requerido 5%. Criterio de optimalidad B.

Al generar la quinta de las mallas utilizando el criterio de optimalidad B,
se tuvo que detener el proceso porque el numero de nodos y elementos generados
sobrepasé los limites permitidos. Aun asi, con las cuatro mallas obtenidas ya
es posible observar una serie de puntos:
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- El nivel de error requerido se alcanza en los dos casos con la tercera malla
utilizada, si bien, ya con la segunda malla el nivel es casi aceptable. De
hecho, la evolucién de los niveles globales de error es casi idéntica para
los dos criterios de optimalidad utilizados.

- Al utilizar el criterio de optimalidad A vuelve a repetirse el
comportamiento oscilatorio detectado en el ejemplo anterior.

- La utilizacion del criterio B produce mallas con un ntmero de elementos y
nodos cada vez mayor hasta llegar a colapsar el programa de generacién.

Dado que sobre un punto singular no es posible alcanzar el nivel de
precision exigido el proceso intenta remallar esa zona indefinidamente. Este
efecto es mucho mds acusado al intentar distribuir el error uniformemente sobre
todo el area del dominio ya que se intenta que en los elementos que estdn
alrededor del punto singular, que son los de menor tamaiio, el error sea muy
pequenio. Por ello el nimero de elementos generados va creciendo de forma
indefinida hasta sobrepasar las capacidades del programa. Ademés, puede

comprobarse que en todos los casos los valores mas altos de £, estan situados
en la zona del punto singular.

Del comentario anterior puede extraerse la conclusién de que en el caso
de que exista algin punto singular en el dominio hay que controlar que el
numero de elementos generados no crezca demasiado. Ademas, la calidad de
la solucién no mejora a partir de la tercera malla por lo que no es necesario
realizar mas refinamientos. Se puede decir como regla general que cuando se
utilicen elementos lineales y se quiera utilizar el criterio B, no conviene realizar
mas de dos o tres remallados.

Para observar la diferencia existente entre las soluciones finales obtenidas
con cada criterio de optimalidad se han representado graficamente las maximas
tensiones principales a lo largo del contorno exterior de la tuberia. En la figura
4.32 se representan dichas tensiones obtenidas mediante el criterio A, mientras
que en la figura 4.33 se representan las obtenidas con el criterio B. En ambos
casos se aprecia el salto existente sobre el punto extremo de la carga repartida
aplicada. El valor de dichas tensiones deberia pasar de ser -1.0, en la zona
sometida a dicha carga, a 0.0 en la zona inmediatamente colindante. Este salto
se aprecia claramente en las dos figuras. Asimismo, en ambas figuras se aprecian
unas pequenas oscilaciones en la zona situada alrededor del salto de tensiones.

La amplitud de dichas oscilaciones es algo menor en la figura correspondiente
al criterio de optimalidad B.

Al igual que en el ejemplo anterior, en este caso también se ha repetido
todo el proceso pero utilizando elementos cuadraticos de 6 nodos e imponiendo
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un porcentaje requerido de error de un 1%. Los resultados obtenidos con el
primer criterio de optimalidad se presentan en las figuras 4.34-4.38 y en la tabla
4.7, y los obtenidos con el segundo criterio en las figuras 4.39-4.43 y en la tabla
4.8. Para la malla inicial se ha especificado un tamafio de elemento uniforme

de valor 10.

® Malla [NELEM|NNODE| ]| B 4 | % area |Min. €, |Max. G
1 25 64 | 0.0199 [0.00201| 10.1 | 100. | 1.62 | 253
2 599 | 1262 | 0.0203 [0.00029 | 1.4 | 49.0 | 0.00 | 115
3 422 | 897 |0.0203 {0.00015| 0.7 | 200 | 004 | 3.4
4 324 | 697 | 0.0203 [0.00015| 0.7 75 | 008 | 2.3
5 294 | 635 | 0.0203 [0.00019| 0.9 | 294 | 017 | 26

TABLA 4.7 Valores obtenidos para la tuberia con carga repartida
diametral. Elementos lineales de 6 nodos. Error
requerido 1%. Criterio de optimalidad A.

NS Malla [NELEM|NNODE| [[g]] el A | % area |Min. & |Max. .
1 25 64 | 0.0199 |0.00201| 10.1 | 100. | 1.09 | 23.9
2 622 | 1309 | 0.0237 |0.00027| 1.3 9.5 | 0.00 | 16.4
3 516 | 1087 | 0.0237 |0.00015| 0.7 9.7 | 015 | 18.0
4 611 | 1286 | 0.0237 |0.00014| 0.7 57 | 013 | 19.6
5 706 | 1483 | 0.0237 |0.00012| 0.6 79 | 011 | 19.2

TABLA 4.8 Valores obtenidos para la tuberia con carga repartida
diametral. Elementos lineales de 6 nodos. Error
requerido 1%. Criterio de optimalidad B.

Se puede observar que en esta ocasién el error global requerido no se
alcanza hasta la tercera malla y su evolucién es muy similar en los dos casos.

En la secuencia obtenida con el criterio A se pueden hacer las siguientes
observaciones:

- El mayor nimero de elementos corresponde a la segunda malla y a partir
de ella éste va disminuyendo.

- El porcentaje de drea con error mayor al admisible desciende hasta la
cuarta malla pero luego vuelve a crecer de golpe en la quinta. Este
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efecto recuerda el comportamiento oscilatorio obtenido con este criterio y
utilizando elementos lineales.

- El valor maximo de £, desciende hasta valores alrededor de 2.5 y parece
estabilizarse en las dos 1ltimas mallas.

Las observaciones correspondientes hechas sobre la secuencia obtenida con
el criterio B son:

- El niimero de elementos utilizados llega a ser de 706 en la quinta malla.
En las figuras correspondientes se puede ver que la mayoria de ellos se
concentra alrededor del punto singular.

- El porcentaje de area con error mayor al admisible desciente hasta un
5.7% para luego ascender ligeramente hasta un 7.9%.

- Los valores maximos de £, crecen hasta valores superiores a 19. En este
caso, al decrecer el tamaiio de los elementos alrededor del punto singular
la precision del estimador de error aumenta y se detecta por tanto la
necesidad de tender a tamafos de elemento infinitesimales para poder
obtener un nivel reducido de error en esa zona. El cociente entre el error
obtenido y el requerido aumenta no porque el error obtenido sea mayor
sino porque crece la sensibilidad del estimador de error. Lo que crece en
realidad es el valor estimador de error, pero no su valor real.

De nuevo vuelven a obtenerse mallas mas densas con la utilizacién del
segundo criterio siendo éste mucho mas exigente en la zona alrededor del punto
singular. Sin embargo, con los elementos cuadraticos el coste de la resolucién
es asequible en todos los casos ya que el niimero total de elementos generados,
aunque mayor con el segundo criterio, no es exagerado.

Al igual que en la resolucién anterior, también se han representado
graficamente las tensiones principales obtenidas a lo largo del contorno exterior
de la tuberia. Dichas tensiones se representan en la figura 4.44 para el criterio
A y en la figura 4.45 para el criterio B. En este caso también son aplicables
los comentarios realizados en el caso anterior respecto a las oscilaciones de las
tensiones obtenidas alrededor de la singularidad. En esta ocasién, las tensiones
obtenidas mediante el criterio B vuelven a ser ligeramente mejores que las del
criterio A, ya que la amplitud de sus oscilaciones es menor.
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4.6.3 Ejemplo n° 3. Pieza en forma de L.

En este tercer ejemplo se ha estudiado el comportamiento de los procesos
de remallado automdtico al calcular un dominio en forma de L coartado y
cargado tal como se muestra en la figura 4.46. Este problema presenta un
punto singular en la esquina interna de la L y es ahi donde se espera que se
produzcan grandes concentaciones de tensiones y, por tanto, de elementos.

El modelo de calculo utilizado es un modelo bidimensional de deformacién
plana y las propiedades del material utilizadas son E = 1.0-10° y v = 0.3.

Para definir la geometria se ha definido unicamente la posicién de los 6
puntos esquina especificando en todos los casos condiciones de curvatura nula.

Aligual que en los casos anteriores se ha comenzado por utilizar elementos
lineales de 3 nodos y requiriendo un error global de un 5%. Los resultados
obtenidos con el primer criterio de optimalidad se muestran en las figuras 4.47-

4.51 y la tabla 4.9 y los resultados con el segundo criterio se pueden ver en las
figuras 4.52-4.54 y la tabla 4.10.

El tamano de elemento definido para la primera malla ha sido de 20.

N® Malla NELEM |[NNODE| |4l |l€]| 7 % area [Min. £, |Max. £
1 50 37 0.4997 | 0.1428 27.5 96.1 0.64 11.3
2 1906 1012 | 0.5310 | 0.0338 6.3 74.3 0.14 9.8
3 3513 1845 0.5317 | 0.0241 4.5 32.4 0.09 3.3
4 3476 1819 0.5317 | 0.0237 4.4 44.1 0.25 3.3
5 3308 1741 0.5317 | 0.0243 4.6 33.4 0.17 2.7

TABLA 4.9 Valores obtenidos para el dominio en forma de L.
Elementos lineales de 3 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad A.

De nuevo en este caso el generador de mallas se ha visto colapsado al
intentar generar la cuarta malla utilizando el criterio de optimalidad B. El

programa fallé6 después de haber generado mas de 32300 elementos y 16800
nodos.

En ambos casos no se alcanza un error global inferior al requerido hasta
la tercera malla y los valores obtenidos hasta ese momento son muy similares
en los dos casos.
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NS Malla [NELEM|NNODE| 4| €] 5 | % area |Min. & |Max. £

50 37 0.4997 | 0.1428 | 27.5 96.1 0.71 11.4
1918 (. 1019 | 0.5310 | 0.0343 6.4 67.6 0.20 35.4
6891 3556 | 0.5317 | 0.0233 4.4 17.0 0.35 120.

>32300 | >16800

B W N =

TABLA 4.10 Valores obtenidos para el dominio en forma de L.
Elementos lineales de 3 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad B.

La utilizacién de los dos criterios de optimalidad producen en ambos casos
comportamientos muy similares a los obtenidos en el ejemplo anterior donde
también existia un punto singular. Se concentra una gran cantidad de elementos
alrededor del punto singular y en el caso del segundo criterio el nimero de

elementos generados crece indefinidamente. También crecen en este tltimo caso
los valores maximos de £.

Los calculos se han repetido también utilizando elementos cuadraticos de
6 nodos y exigiendo un nivel global de error inferior en esta ocasién a un 5%.
El tamafno de elemento definido inicialmente ha sido de 40. Los resultados
obtenidos se muestran en las figuras 4.55-4.59 y en la tabla 4.11 para el primer

criterio de optimalidad, y en las figuras 4.60-4.64 y en la tabla 4.12 para el
segundo.

N2 Malla [NELEM|NNODE]| || llell 7 % area |Min. £ |Max. &
1 12 39 | 0.5211 | 0.0592 | 11.3 61.7 0.35 4.7
2 94 211 | 0.5313 | 0.0214 | 4.0 6.2 0.07 4.0
3 79 178 | 0.5316 | 0.0178 | 3.3 14.7 0.11 2.3
4 76 171 | 0.5316 | 0.0176 | 3.3 0.4 0.14 2.6
5 57 132 | 0.5314 | 0.0209 | 3.9 0.7 0.16 2.7

TABLA 4.11 Valores obtenidos para el dominio en forma de L.
Elementos lineales de 6 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad A.

En este caso se alcanza un nivel global de error inferior al requerido ya
con la segunda malla. Este nivel desciende hasta un 3.3% con el primer criterio
y hasta un 2.1% con el segundo.

El exigir un nivel global de error inferior a un 5% no representa un esfuerzo
demasiado grande con este tipo de elementos. Sin embargo a este nivel se puede
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IN= Malla [NELEM [NNODE| |4 Il n % area |Min. € |Max. &
1 12 39 0.5211 | 0.0592 11.3 66.2 0.49 4.7
2 72 167 0.5310 | 0.0239 4.5 5.1 0.01 8.0
3 94 207 0.5317 | 0.0169 3.2 1.4 0.11 11.1
4 123 268 0.5319 | 0.0126 2.4 0.5 0.13 21.3
5 201 428 0.5319 | 0.0113 2.1 0.0 0.01 41.3

TABLA 4.12 Valores obtenidos para el dominio en forma de L.
Elementos lineales de 6 nodos. Error requerido 5%.
Criterio de optimalidad B.

ver que la utilizacién del segundo criterio de optimalidad ya produce mallas con
concentraciones de elementos alrededor del punto singular (ver figura 4.64),
mientras que con el primer criterio esto no ocurre (ver figura 4.59). Este nivel
de error es todavia grosero para que el primer criterio detecte la existencia de
un punto singular mientras que el segundo si lo hace. Este hecho confirma lo
mencionado anteriormente acerca de que a igualdad de error global el segundo de
los criterios proporciona mas precisién en las zonas con grandes concentraciones
de tensiones y en los puntos singulares.

Para ver la evolucion de la méxima tensién principal obtenida en el punto
singular se ha representado en la figura 4.65 el valor de la misma obtenida para
cada iteracién y para cada criterio. Como puede observarse, la solucién obtenida
mediante el criterio A no mejora a partir de la tercera iteracién, mientras que
la correspondiente al criterio B crece de forma cada vez mas rapida intentado
legar a un valor infinito que es el correspondiente para dicho punto.

4.6.4 Conclusiones

De los resultados obtenidos con los ejemplos anteriores se pueden extraer
las siguientes conclusiones:

- La utilizacién de los procesos de remallados automaticos permite alcanzar
niveles de error inferiores a los especificados en una o dos iteraciones. Esta
afirmacién es valida independientemente del criterio de optimalidad que
se utilice.

- El criterio de optimalidad B produce mejoras en cuanto al
comportamiento del proceso iterativo si se le compara con la
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equidistribucién del error sobre los elementos. Estas mejoras son
previsibles teniendo en cuenta la mayor coherencia algoritmica que
presenta este criterio.

- El criterio de optimalidad B produce resultados con mayor precisién en
las zonas con mayores gradientes de tensiones y en los puntos singulares.
Esta mayor precisién se consigue mediante la utilizacién de mallas con un
numero de elementos mucho mayor que las que produce el otro criterio.

- A igualdad de error global, el coste que representa la utilizacién del
criterio B resulta ser superior a la del criterio A. Sin embargo, si lo que
se observa es el nivel de error local alcanzado en las zonas con mayores

concentraciones de tensiones la comparacién anterior resulta ser favorable
al criterio de optimalidad B.

- Los dos criterios utilizados tienden a refinar indefinidamente las zonas
situadas alrededor de los puntos singulares. Ello es debido a que las
singularidades existentes no son modelables mediante la utilizacién de
técnicas estandar de elementos finitos. Por ello, parece necesaria la
utilizaciéon de elementos especiales en dichas zonas.
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FIGURA 4.1 Tuberia gruesa con presién interior. Descripcién de
geometria y cargas.
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nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad
B. 12 malla.
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FIGURA 4.9 Tuberia gruesa con presién interior. Elementos de 3
nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad
B. 32 malla.
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FIGURA 4.21 Tuberia gruesa con presién interior. Elementos de 6
nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad
B. 5% malla.
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FIGURA 4.22 Tuberia gruesa con carga dimetral. Descripcién de
geometria y cargas.
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FIGURA 4.23 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

A. 12 malla.
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FIGURA 4.24 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

A. 2% malla.
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FIGURA 4.26 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

A. 4% malla.
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FIGURA 4.27 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3
A. 52 malla.
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FIGURA 4.28 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

B. 1% malla.
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FIGURA 4.29 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

B. 2% malla.
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FIGURA 4.30 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad
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FIGURA 4.31 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3

nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad

B. 42 malla.
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FIGURA 4.32 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3
nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad
A. Tensiones obtenidas en contorno exterior.
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FIGURA 4.33 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 3
nodos. Error requerido 5%. Criterio de optimalidad
B. Tensiones obtenidas en contorno exterior.
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FIGURA 4.34 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

. 12 malla.
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FIGURA 4.35 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

A. 22 malla.
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FIGURA 4.36 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6
A. 3% malla.
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FIGURA 4.37 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad
A. 4% malla.
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FIGURA 4.38 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6
A. 5% malla.
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FIGURA 4.39 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

. 12 malla.
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FIGURA 4.40 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad
B. 2% malla.
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FIGURA 4.41 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

B. 32 malla.






—325—

Capitulo 4 : Procesos de remallado automatico

(7) 4O¥y3 3 ALNFIDOD TvNO1 5d SVANIT

9TTC = XV

(1) ¥OWAd A3d ALNFIO0D TVNOI 2d SVANIT

THS60S =NIN ¥H0't = XVIN

SI0'1-

= NIW

VINIXVI TVIONI¥d NOISNAL TVNOI A SVANI'T

06" = XV

SOLINIA SOLNIWHTH 3d VTIVIA

0" I MATAWTA/NADNT:T

FIGURA 4.42 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

B. 42 malla.
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FIGURA 4.43 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6

nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad

B. 5% malla.
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FIGURA 4.44 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6
nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad
A. Tensiones obtenidas en contorno exterior.
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FIGURA 4.45 Tuberia gruesa con carga diametral. Elementos de 6
nodos. Error requerido 1%. Criterio de optimalidad
B. Tensiones obtenidas en contorno exterior.
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FIGURA 4.46 Dominio en forma de L. Descripcién de geometria y

cargas.
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FIGURA 4.47 Dominio en forma de L. Elementos de 3 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 1% malla.
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FIGURA 4.48 Dom

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 2% malla.
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forma de L. Elementos de 3 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 3% malla.
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forma de L. Elementos de 3 nodos. Error
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requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 5% malla.






-345—

Procesos de remallado automético

Capitulo 4

6Zzy

= NIN

(2) HOW¥H Ad ALNHIO0D TvNOI 3d SYANI'T

EEIl =XVIN

S8LE

(1) YOW¥H 3d AINAIO0D TvNOI B SYENI'T

=NIN 601 =XV

VIIXVI TVdIONRId NOISNAL TVNOI 3d SYHNI'T

SOLINIJ SOLNIWHTH Hd VTIVIA

0'T MATAWHA/NTHOWHA
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FIGURA 4.53 Dominio en forma de L. Elementos de 3 nodos. Error

do 5%. Criterio de optimalidad B. 2% malla.
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FIGURA 4.56 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 2% malla.
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FIGURA 4.57 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 3% malla.
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FIGURA 4.58 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 4% malla.
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FIGURA 4.59 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad A. 5% malla.
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FIGURA 4.60 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad B. 1% malla.
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FIGURA 4.61 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad B. 22 malla.
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FIGURA 4.62 Dominio en forma de L. Elementos de 6 nodos. Error

requerido 5%. Criterio de optimalidad B. 3% malla.
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requerido 5%. Criterio de optimalidad B. 4% malla.
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CAPITULO 5

UTILIZACION DE LA ESTIMACION
DE ERRORES Y DE LA GENERACION
AUTOMATICA DE MALLAS EN
PROCESOS DE OPTIMIZACION
ESTRUCTURAL

5.1 INTRODUCCION

Las técnicas descritas en los capitulos anteriores son aplicables a
problemas en los cuales se pretende conocer el comportamiento de una cierta
estructura sometida a una serie de solicitaciones. La definicién de un problema
de este tipo se realizard en funcién de la geometria de la misma, las propiedades
de los materiales, sus condiciones de vinculacién y las cargas a las que se la
somete. Toda esta informacién debe ser conocida de antemano en el momento de
realizar el calculo y por tanto el disefio de la estructura ya debe estar totalmente
definido en este momento.

En los procesos de optimizacién estructural se da un paso mas y lo
que se pretende es no sélo calcular una determinada estructura, sino también
realizar ciertos cambios sobre ella de forma que se consigan mejoras segin un
determinado criterio. De esta forma el grado de dificultad que presenta la
resolucién de este tipo de problemas es un grado mayor que los anteriores ya
que ademas de realizar los calculos convencionales hay que averigiiar de que
manera se puede modificar un determinado diseno para mejorarlo.

Debido a su mayor complejidad, la optimizacion estructural no se ha
desarrollado al mismo ritmo que el calculo de estructuras por ordenador. Si
bien la utilizacién de programas de calculo por elementos finitos ha llegado
a ser relativamente corriente dentro del mundo de la ingenieria, la difusion
de las técnicas de optimizacién estructural todavia no ha recibido el impulso
suficiente para llegar a ser de uso cotidiano. La razén basica de esta menor
difusién es la dificultad tanto tedrica como funcional que presentan los procesos
de optimizacién estructural.

La optimizacién estructural se basa en la descripcion de cada disefio en
funcién de una serie de variables a las que se suele denominar variables de diseno.
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Estas suelen estar directamente relacionadas con propiedades geométricas de la
estructura (forma, dimensiones, etc.) o bien con propiedades de los materiales
empleados (resistencia, caracteristicas mecanicas, etc.).

Para tener una medida de la calidad de un determinado disefio es necesario
definir una funcién objetivo. Esta permite comparar varios disefios distintos
de forma que el mejor serd aquel que proporcione un valor menor para dicha
funcién. De esta manera el problema de optimizacién se convierte en un
problema matemaético de minimizacién [44. En los problemas de optimizacién
estructural se utilizan funciones objetivo directamente relacionadas con el
coste de la estructura. En el caso mas sencillo se suele tomar dicha funcién
proporcional al peso total de cada disefio.

Es necesario definir ademds una serie de restricciones que debe cumplir
el disefio final. Estas restricciones pueden obedecer tanto a razones

de resistencia (tensiones y desplazamientos maximos) como constructivas
(espesores minimos).

Tanto la funcién objetivo como las restricciones se pueden expresar,
mediante relaciones, mdas o menos complejas, en funcién de las variables de
diseno. La derivacién de estas relaciones constituye el llamado calculo de

?ex]lsibilidades a partir del cual se pueden utilizar los algoritmos de optimizacién
44

Navarrina [44] presenta una metodologia general para la optimizacién
estructural en el disefio asistido por ordenador, basada en la utilizacién del
método de los elementos finitos. En ella se presentan una serie de médulos
entre los cuales se reparte todo el trabajo computacional. En este trabajo se
presenta una extension a dicha metodologia que resuelve algunos de los puntos
que quedaron pendientes en su definicion inicial. Para ello se ha incorporado
la utilizacion de una serie de técnicas que permiten una utilizacién mas general
de los procesos de optimizacion estructural. Las aportaciones que se han hecho
en este trabajo dentro de la metodologia general son las siguientes:

- Una parametrizacion de disefios suficientemente general para no tener que
realizar cambios en un programa de optimizacién al cambiar la tipologia
de la estructura. En esta extensidn se utiliza la descripcién de problemas
presentada en el Capitulo 4 para, a continuacién, definir sobre ella cuales
son las variables de disefno, la funcién objetivo y las restricciones.

- Un generador de mallas capaz de generarlas dentro de los dominios
definidos segun la descripcién anterior. La utilizacién del mismo evita
la necesidad de definir para cada tipologia la construccién de una malla
estructurada que se va moviendo a medida que avanza el proceso de
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optimizacién. De esta forma se puede generar, ademas, la malla adecuada
para cada disenio evitando de esta forma el problema de que una malla

definida para calcular un disefio inicial puede no ser apropiada para
calcular el diseno final.

- Utilizacién de un estimador de error para controlar el mismo al calcular
cada uno de los disenos obtenidos durante el proceso de optimizacion
estructural. Para ello es necesario el cédlculo de las sensibilidades del
estimador de error con respecto a las variables de diseno.

En el apartado 5.2 de este capitulo se describen una serie de conceptos
y definiciones generales necesarios para definir el problema matematico de
minimizacién. En el apartado 5.3 se describe una metodologia general para
llevar a cabo procesos de optimizacion estructural mediante formulaciones
totalmente genéricas. Esta descripcion sigue las lineas generales presentadas
en 44, En el apartado 5.4 se particulariza la metodologia general propuesta
a un caso basado en el método de los elementos finitos. Es en este apartado
donde se presentan las mayores aportaciones de este trabajo que completan la
concepcion original presentada en [44],

En un dltimo apartado se presentan diversos ejemplos de la utilizacion de
esta metodologia para la resolucién de una serie de problemas de optimizacién
estructural.

Por 1ltimo, se presentan en los anexos B. y C. la obtencién general de
las expresiones necesarias para efectuar el cilculo de las sensibilidades de las
funciones que controlan el funcionamiento del proceso.

No se ha considerado necesario incluir en este capitulo la confeccion de
un estado del arte sobre la optimizacion estructural y los algoritmos existentes
para llevarla a cabo, por existir el trabajo muy reciente de Navarrina (4] donde
ya estan descritos de una forma magistral.
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5.2 ASPECTOS GENERALES Y DEFINICIONES

La optimizacién estructural se puede plantear como un problema
matematico de minimizacién de una funcién real de varias variables con
restricciones. Este tipo de problemas suele recibir la denominacién de problemas
de programacién matemaética [#4. En el caso que nos ocupa se puede describir
el problema general de la optimizacién estructural como:

minimizar : f(z) ;2 ={z;};t=1,..,n
dados : 9(z) = {gj(=)} i7=1,...,m
h(z) = {hi (= ik=1,..,
< veri ficando : gj((az) S{O = ;7 =1, ,p (5-2.1)
hi(z) =0 sk=1,..,p
L a; <z;<b; it=1,...,n

El conjunto de variables z; constituyen lo que antes se ha definido como
variables de disefio y las funciones g; y hj, constituye el conjunto de restricciones
que pueden ser de igualdad o en desigualdad. La funcién f(z) constituye,
evidentemente, la funcién objetivo a minimizar.

Se denomina “espacio de disefio” al espacio n-dimensional formado por las
n variables de diseno. Las inecuaciones g; reciben el nombre de “restricciones
en desigualdad”, y las ecuaciones h; se denominan “restricciones en igualdad”.
Las desigualdades que forman el ultimo conjunto de condiciones de la ecuacién
(5.2.1) reciben el nombre de “restricciones laterales”.

Un punto cualquiera z del espacio de disenio se dice “factible” si en él se
verifican todas las restricciones impuestas y “no factible” en caso contrario. Se
llama “region factible” al subconjunto de puntos factibles dentro del espacio de
diseno. Asimismo, al disefio definido por el punto z se le llamara también
factible o no factible en funcion de si cumple o no todas las restricciones
impuestas sobre él en (5.2.1).

Una restriccién en desigualdad no violada en un punto 2 se dice activa si
se cumple estrictamente la relaciéon de igualdad, e inactiva en caso contrario.
En el caso de que el punto & sea no factible a las restricciones que no se cumplan
se les llama “violadas”.

Una variable de disenio z; se dice “libre” si su valor se encuentra dentro del
rango de variacién admitido en las dltimas condiciones de (5.2.1). Por contra, la
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variable se dice “fija” si su valor coincide estrictamente con uno de los extremos
del intervalo de variacién.

Una restriccién en igualdad se puede convertir en un conjunto equivalente
de dos restricciones en desigualdad. Para ello basta hacer la conversion:

INIA

(5.2.2)

Mediante la expresién anterior puede convertirse el problema definido en
(5.2.1) en otro totalmente equivalente donde unicamente existiran restricciones

en desigualdad. Ese nuevo problema se podra definir utilizando el siguiente
grupo de expresiones:

mintmizar : f(z) sz ={z;};i=1,..,n

dados : z g ;7=1,...,m
9(@) = {9;(=)} . (5.2.3)

verificando : g;(®) <0 0 =1,..,m

a; < z; < b =1,.,n

Un punto factible se dird “minimo local” o “minimo relativo” del problema
general planteado en (5.2.1) o en (5.2.3) si en un cierto entorno alrededor del
mismo la funcién objetivo alcanza su valor minimo en dicho punto. Ademais,
un minimo local serd ademas un “minimo global” u “6ptimo” si en él la funcién
objetivo toma un valor inferior al de cualquier otro punto factible.

En general no es sencillo probar la existencia y unicidad de la solucién
para un problema como el de las expresiones (5.2.1) o (5.2.3). Normalmente
es preciso utilizar métodos iterativos para abordar el calculo de la misma y, en
general, este tipo de procedimientos sélo proporcionan minimos locales. Por ello
siempre existe la incertidumbre de si la solucién obtenida constituye realmente
la solucién al problema planteado o unicamente un minimo local.

Se han desarrollado numerosos algoritmos para la resolucion de las
expresiones descritas la mayor parte de los cuales basan su funcionamiento
sobre ciertas hipétesis acerca de la “convexidad” del problema planteado [44],
El problema de optimizacién se dice convexo si se cumple que la region factible
es convexa y ademas la funcién objetivo también lo es. La convexidad tanto de
un conjunto como de una funcién se definen como sigue:

- Un conjunto A C R™ se dice convexo si se verifica:
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Vab c AyVi e [0,1] se cumple:

X={z | z=(1—-tla+th} CA (5:24)

- Una funcién f(z) se dice convexa en un conjunto convexo A si se verifica:

Vab e AyVit e [0,1 se cumple:
f(2) < (1 —-1t)f(a) +1£(b) (5.2.5)
donde :z = (1 — t)a + tb

El concepto de convexidad adquiere una importancia fundamental en el
ambito de la programacién matematica ya que las demostraciones de existencia
y unicidad de la solucién para los problemas planteados, asi como los algoritmos

utilizables para obtenerla son, en la mayor parte de los casos, validos para
problemas exclusivamente convexos 44,

La descripcion de los algoritmos existentes en la actualidad para resolver
los problemas de programacién matemdtica excede del planteamiento de este
trabajo. Para una extensa informacién sobre este tema se recomienda acudir a
la referencia [44]. No obstante, en el apartado 5.4.4. se describe en detalle el
algoritmo que se ha utilizado en este trabajo.
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5.3 ESTRUCTURACION DEL PROCESO DE DISENO OPTIMO

Un proceso general de optimizacién esta formado por una serie de etapas
que se suceden hasta llegar a un resultado final. Estas etapas son siempre las
mismas sea cual sea el procedimiento de optimizacién, tanto si éste se realiza
con la ayuda de un ordenador como si se realiza por otros métodos.

Desde un punto de vista operativo los procesos de disefio éptimo se pueden
estructurar en cinco niveles diferenciados:

1. Formulacion técnica de objetivos.

2. Modelado y parametrizacién de disenos.

3. Calculo.

4. Mejora del diseno.

5. Descripcion del disefio y de su comportamiento.

A continuacién se describe el cometido de cada uno de los cinco niveles
mencionados.

5.3.1 Formulacién técnica de objetivos

Esta fase del proceso ocurre después de un analisis previo en el cual se
ha detectado la necesidad de disponer de un determinado objeto. Esta fase
corresponde a la definicién de los objetivos que debe cumplir el objeto a disenar
y de los requisitos que debe satisfacer. En esta fase se definen los cometidos
que debe cumplir el disenio y cual debe ser su respuesta frente a una serie de
solicitaciones para cumplir con los objetivos propuestos.

Es en este nivel cuando se definen exactamente los criterios de preferencia
que decidiran cual es el diseno éptimo. Dichos criterios, expresados en forma
matematica, son lo que previamente se ha denominado como funcién objetivo.
Los criterios mencionados pueden ser de indole muy diversa y su planteamiento
puede corresponder a aspectos tanto econémicos como estéticos, sociales, etc.
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La formulacién de estos criterios u objetivos a satisfacer se realizara en funcién
de una serie de variables de control (dimensiones, volumen, peso, coste,
tensiones, deformaciones, desplazamientos, temperaturas, etc.) que serdn los
indicadores del funcionamiento de cada diseno.

Asimismo también deben definirse en esta fase los requisitos que debe
cumplir el objeto a disenar. Estos pueden ser de tipo geométrico, constructivo,
tensional, deformacional, etc. La formulacién de los mismos se hard también
en funcidon de las variables de control mencionadas en el parrafo anterior y
constituiran las restricciones aplicadas al problema de optimizacién.

5.3.2 Modelado y parametrizaciéon del diseno

Este nivel consiste en la elaboracién de un modelo de diseno. Para ello se
genera lo que se denomina un modelo de parametrizacién el cual esta formado
por una serie de parametros que serdn las constantes y las variables de disefio.
Mediante el modelo de parametrizacion serd posible definir totalmente las
caracteristicas de cada disefio (geometria, propiedades de materiales, acciones
externas, etc.) a partir de los valores de dichos parametros. La adopcién de un
cierto valor para una de las variables de diseno se traducira, por tanto, en la
generacion de un determinado disefo.

Las constantes de disefio se utilizan unicamente a efectos de definir la
parametrizacion del diseno, pero su valor no se alterara durante todo el proceso
de optimizacion. Si cambiardn, en cambio, los valores de las variables de disefio
y el proceso de optimizacidon consistira precisamente en hallar el conjunto de
valores de las mismas que produzcan el mejor de los disenos posibles segin los
criterios mencionados en la formulacién de objetivos.

5.3.3 Calculo

A partir de la definicidon del disefio obtenida con el modelo de
parametrizacion es posible generar un modelo de cilculo para determinar su
comportamiento. En este nivel se realiza un analisis para determinar el valor
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de las variables de control. Estas son las que se utilizaran para comprobar la
bondad de cada disefio en funcién de los criterios definidos en el primer nivel. La
realizacién del cédlculo es necesaria para comprobar si una cierta configuracién
es o no admisible y hasta que punto es satisfactoria.

Este nivel se encarga también de proporcionar la informaciéon necesaria
para tomar posteriormente decisiones sobre como modificar un disefio para
mejorarlo. Desde un punto de vista matemadtico, esto constituye el llamado

calculo de sensibilidades.

5.3.4 Mejora del diseno

El cuarto nivel utiliza la informacién obtenida mediante el analisis de
sensibilidad para realizar una toma de decisiones que permitira, ya sea modificar
la configuracion del disefio de forma que se produzcan mejoras, o bien finalizar
el proceso. Este terminara cuando se haya obtenido un disefio suficientemente
satisfactorio en funcion de los criterios definidos, en cuyo caso se pasara a
efectuar las operaciones involucradas en el dltimo nivel.

En ocasiones ocurrirda que no es posible obtener un diseno que satisfaga
simultanemente todas las condiciones impuestas. En este iltimo caso el proceso
finalizara sin proporcionar una solucion adecuada a los requisitos exigidos.

5.3.5 Descripcién del diseno y su comportamiento

Este nivel corresponde a la descripcion tanto del diseno final como de su
comportamiento. Esta descripcion debe servir, no solo para que el disenador
conozca cuales son las caracteristicas del disefio obtenido, sino también para
generar a partir de ella todos los elementos necesarios para su construccién.

En ocasiones, a la vista del resultado final del proceso puede ocurrir
que éste no sea totalmente satisfactorio debido a que los criterios y requisitos
empleados en su elaboracion no sean totalmente adecuados. En ese caso se
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deben tomar decisiones acerca de su modificacién para repetir el proceso y
obtener un mejor resultado final.

Todos los niveles anteriores necesitan normalmente de la interaccién con
el disenador el cual serd quien, en dltimo término, aceptara o no los resultados
generados en cada uno de ellos. Aunque el desarrollo de los métodos numéricos
permiten automatizar en gran medida todo el proceso de optimizacién debe ser
el ingeniero quien, a partir de su experiencia y de sus conocimientos técnicos,
determine si el resultado final del mismo cumple con todas las expectativas
depositadas sobre el proyecto que se esta realizando.
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5.4 METODOLOGIA PROPUESTA PARA PROCESOS DE OPTI-
MIZACION ESTRUCTURAL UTILIZANDO LAS TECNICAS
DE GENERACION AUTOMATICA DE MALLAS Y CON-
TROL DE ERRORES

En el apartado 5.3 se ha descrito una estructura general para los procesos
de optimizacién que es valida sean cuales sean el objeto a disenar y las técnicas
utilizadas para ello. En este apartado se va a concretar la estructuracion anterior
al caso en que el objeto a optimizar sea una estructura de tipo continuo (pieza
mecanica simple, componente estructural o estructura completa) y ademas el
calculo de la respuesta estructural se realice por el método de los elementos
finitos.

La elecciéon del método de los elementos finitos como modelo numérico
para resolver este tipo de problemas responde a la necesidad de poder abarcar
el mayor numero posible de situaciones. Dicho método permite el cilculo de

estructuras con tipologias muy diversas por lo que su ambito de aplicacién es
enorme [16](30176],

El disefio de las estructuras se hace normalmente para que éstas cumplan
una serie de requisitos en régimen de servicio. Una vez que éste esta ya
totalmente definido se realiza una comprobacién a rotura para preveer cual
seria el comportamiento del mismo frente a situaciones extraordinarias. Dado
que los niveles de tensién y deformacién que se dan en régimen de servicio
son relativamente bajos, su comportamiento se puede modelar con bastante
exactitud suponiendo que el material es eldstico y lineal. Por ello éste es el
modelo de calculo que se ha adoptado en este trabajo.

Dada la magnitud del cdlculo, todo el proceso de optimizacién se basara
en la utilizacién de programas de ordenador que permitan realizar todas las
funciones correspondientes a los cinco niveles anteriormente descritos. A cada
uno de ellos correspondera un médulo de programacion.

Ademds de los médulos correspondientes a cada nivel sera necesario un
médulo de control para controlar el flujo de informaciéon entre todos ellos y
el funcionamiento coordinado de los mismos. Por tanto, la estructura de un

proceso de disefio de este tipo se puede describir a partir de los mddulos
siguientes:

- Médulo de Definicién de Objetivos y Restricciones.

- Médulo de Parametrizacion.
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Moédulo de Calculo.

Moébdulo de Decisién.

Moédulo de Postproceso.

Moédulo de Control del Sistema.

Ademas de los mdédulos anteriores serda necesario disponer de una serie
de interfaces para transportar informacién entre ellos. Esta interfaces estaran
también controladas por el Médulo de Control.

A continuacion se hace una descripcién detallada del cometido de cada
uno de estos médulos.

5.4.1 Mdédulo de Definicién de Objetivos y Restricciones

En este modulo se calculan los valores tanto de la funcién objetivo como
de las restricciones impuestas sobre los disefios. Todas estas funciones estaran
definidas sobre una serie de variables de control cuyo valor se calculara a partir
de la informacién que proporciona el Mddulo de Calculo a través de una interface
de definicién.

Las restricciones que normalmente se imponen en los procesos de
optimizacién estructural pueden clasificarse en los siguientes grupos:

Restricciones sobre las variables de diseno.

Restricciones geométricas.

Restricciones sobre el estado deformacional.

Restricciones sobre el estado tensional.

Restricciones sobre las condiciones de vinculacidn.

Las funciones objetivo que se pueden utilizar pueden ser de indole muy
diversa aunque normalmente estan relacionadas con el coste de la estructura.
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Asi, es muy frecuente utilizar un criterio de minimo peso ya que éste constituye
en muchas ocasiones un claro indicador del coste de cada disefio 44, También
es usual utilizar una funcién de coste que puede obtenerse multiplicando el
volumen de cada componente de la estuctura por su precio unitario.

Otros criterios menos extendidos son aquellos en que se intenta minimizar
el valor méximo que alcanza una tensién de comparacién (Von Mises, Tresca,
etc.) en todos los puntos de la estructura o bien minimizar la concentracién de
tensiones en secciones fuertemente solicitadas de las estructuras.

No existe hasta el momento ninguna forma general de expresar
matematicamente criterios tales como la estética o el interés social de una
determinada estructura. Por ello es muy dificil incluir los mismos dentro de
la definicién matematica de los procesos de optimizacién estructural y no se
conocen trabajos sobre ello.

Las restricciones sobre las variables de diseno constituyen lo que en el
apartado 5.2 se define como restricciones laterales y simplemente limitan los
valores maximo y minimo de dichas variables.

Las restricciones geométricas seran funciones sencillas de las variables de
disefio. Ejemplos tipicos de este tipo de restricciones pueden ser limitaciones
sobre ciertas dimensiones como el ancho, el alto, el espesor, la distancia entre

dos puntos, etc. Estas expresiones estaran determinadas por el Mddulo de
Parametrizacion.

Las restricciones sobre el estado deformacional estaran definidas
normalmente sobre los desplazamientos de una serie de puntos de la estructura
bajo ciertos estados de carga.

Las restricciones sobre el estado tensional se expresaran en funcién de las
componentes del tensor de tensiones o de sus invariantes. Es normal imponer
condiciones sobre las tensiones principales, tensiones en una determinada
direccién o tensiones de comparacién correspondientes a diversos criterios
de rotura (Tresca, Von Mises, etc.). En cualquiera de estos casos las
expresiones de las restricciones serdn funciones sencillas de las componentes
del tensor de tensiones y por tanto la evaluacién de las mismas asi como la
de sus sensibilidades se realizara respectivamente a partir de las mencionadas
componentes y sus sensibilidades obtenidas mediante el Médulo de Célculo.

Al utilizar el método de los elementos finitos los valores més aproximados
de las tensiones se obtienen en los puntos de integracién de una cuadratura de
Gauss (161B30[76], Por otro lado, es un hecho conocido que los valores maximos
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de las tensiones suelen producirse en puntos situados sobre el contorno de
las estructuras por lo que resulta conveniente imponer restricciones sobre las
mismas en dichos puntos. Para obtener valores tensionales en puntos que
no sean los de integracion es necesario realizar previamente un alisado de las
tensiones para extrapolar sus valores a puntos del contorno.

La imposicién de restricciones sobre las tensiones en puntos del contorno
representa por tanto no sélo el cilculo de unas tensiones alisadas sino también
el de la sensibilidad del alisamiento. Aunque este cilculo representa un pequeno
coste adicional hay que tener en cuenta que la informaciéon que se obtiene
de él se aplicard también en la evaluacién del estimador de error, aspecto
que se comentara en el apartado 5.4.3, y en las tareas de postproceso. Por
ello este pequeiio sobreprecio queda ampliamente compensado por las nuevas
posibilidades de utilizacién que se obtienen. El cilculo de la sensibilidad del
alisamiento se describird en el apartado 5.4.3, al comentar la introduccién de
la estimacién de errores dentro de estos procesos.

En la metodologia que se esta describiendo se utiliza un generador de
mallas no estructuradas para construir una malla apropiada para cada diseno.
Esto significa que la topologia y la forma de la misma ser4 distinta para cada uno
de ellos y por lo tanto la posicién de los puntos de integracion utilizados en una
malla no se corresponderd con los de la siguiente. Si se imponen restricciones en
dichos puntos ocurrird que sobre cada disefio se habran impuesto condiciones
distintas ya que éstas afectardn a puntos diferentes en cada caso. Este problema
puede afectar gravemente al proceso de optimizacién ya que las restricciones
no estaran definidas de forma rigurosa y afectardn en cada caso a puntos
distintos. Esto es otra razén adicional para imponer las restricciones sobre
puntos del contorno ya que entonces la definicién podra ser univoca evitando
esta problemaética. Se recomienda, por tanto, definir una serie de puntos fijos en
el contorno que servirdn para imponer las restricciones sobre el estado tensional.

Las restricciones sobre las condiciones de vinculacién afectarin
normalmente a las reacciones obtenidas en los nodos coaccionados. Por ello el
moédulo de calculo deberd proporcionar sus valores asi como sus sensibilidades.
Por la misma razén que en el caso anterior de las tensiones conviene imponer
este tipo de restricciones en puntos prefijados del contorno y no sobre todos los
nodos que sobre él se generen, ya que su posicién cambiard de un disefio a otro.

En algunos problemas de optimizacién estructural es importante conocer
la respuesta de cada disefio frente a solicitaciones dindmicas. En ese caso
es posible imponer restricciones sobre las frecuencias y los modos propios de
vibracion del objeto a disefiar. Para ello es necesario el realizar un calculo
dindmico de cada disefio y ademas calcular las sensibilidades de esas frecuencias
y modos propios respecto a las variables de disefio. La descripcién de la forma
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de abordar esas operaciones excede de los objetivos de este trabajo, sin embargo
hay que decir que a partir del cdlculo de sensibilidades que se describe en los
anexos B. y C. puede obtenerse una metodologia para determinar las derivadas
de las frecuencias y los modos propios de vibracién.

Tanto la funcién objetivo como las restricciones se pueden expresar en
funcion de una serie de variables, llamadas “de control”, que son las que
caracterizaran el comportamiento de cada disenio. Las variables de control que
se consideran en este trabajo son funciones sencillas de las variables de diseno, de
los desplazamientos nodales (médulo de los mismos), de las tensiones evaluadas
en los puntos de integracién de Gauss (tensiones principales o de Vom Mises), de
las tensiones evaluadas en puntos prefijados del contorno (tensiones principales
o de Vom Mises) y de las reacciones en los nodos coaccionados (médulo de las
mismas). Asimismo, también pueden constituir variables de control el volumen,

el peso o el coste de los materiales de toda la estructura o de una parte de la
misma.

El Médulo de Definiciéon de Objetivos y Restricciones debe evaluar las
variables de control y sus sensibilidades a partir de los resultados obtenidos
a través del Modu!» de Calculo. Este ultimo proporcionara los valores de los
desplazamientos, reacciones, tensiones, volumenes, etc. asi como los de sus
sensibilidades. A partir de esa informacion, el Modulo de Definicién calculara el
valor y las sensibilidades de las variables de control utilizando las funciones que
las definen y las derivadas de las mismas expresadas en funcion de la informacién

obtenida del Médulo de Cilculo.

Las restricciones impuestas limitaran normalmente los valores maximos
de los desplazamientos, reacciones, tensiones y dimensiones admitidos en un
disenio. Las limitaciones de los desplazamientos, tensiones y reacciones podran
imponerse ademas sobre varios estados de carga sin que ello represente una gran
dificultad adicional. De hecho, en alguno de los ejemplos presentados al final
de este capitulo se han impuesto restricciones no solo sobre varios estados de
carga sino ademads sobre célculos efectuados con diferentes teorias. El unico
inconveniente que representa la imposicion de restricciones sobre varios estados
de carga es el aumento de la dimensién del problema de optimizacion planteado
aumentando por ello el tiempo de célculo y las necesidades de almacenamiento.

En general, las restricciones que se imponen en los problemas de
optimizacién estructural son restricciones en desigualdad ya que dichas
condiciones suelen referirse a valores maximos o minimos admitidos en la
estructura. En caso de existir alguna restriccién de igualdad siempre puede
reconvertirse en otras dos restricciones en desigualdad mediante las expresiones

(5.2.2).
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Hay que tener muy en cuenta que la funcién objetivo y las restricciones
impuestas condicionan totalmente el disefio final obtenido. Por ello su eleccién
debe ser muy cuidadosa contemplando todos aquellos aspectos de interés que
se puedan presentar.

Los valores de la funcién objetivo, las restricciones y sus sensibilidades han

de ser proporcionados al Médulo de Control, el cual a su vez los suministrara
al Médulo de Decisidn.

5.4.2 Médulo de Parametrizacién

La funcién del Médulo de Parametrizacién es modelar cada disefio a
partir de los valores que toman los pardmetros que lo definen. Como ya se
ha comentado, dichos parametros pueden ser constantes o variables de disefio.

Este modulo debe definir también el modelo de calculo utilizado para
conocer el comportamiento de cada diseno. Ello significa que uno de los
principales cometidos del mismo es la generacién de las mallas de elementos
finitos utilizadas asi como la obtencién de las sensibilidades de las coordenadas
de sus nodos respecto a las variables de disenio. Dentro de esta labor debe
incluirse también la definicién de las cargas y coacciones que se aplicaran sobre
dichas mallas, asi como sus sensibilidades.

Una de las principales aportaciones realizadas en este trabajo es,
precisamente, la construccién de un Médulo de Parametrizacién con la suficiente
generalidad para poder modelar cualquier tipo de estructura sin tener que
realizar cambios sobre el programa al alterar la tipologia de la misma. La
utilizacién de la metodologia que se describe permite la construccién de un
programa de ordenador capaz de optimizar objetos de indole muy diversa sin
necesidad de alterar su parametrizacion en funcién de la forma de los mismos.
Ello se consigue a partir de una estructura muy general de los datos necesarios
para definir cada problema, lo cual permite abordar la optimizacién de cualquier
tipo de estructura definiendo el archivo de datos correspondiente.

Con la metodologia que se propone se pretende obtener una herramienta
muy eficaz que permita definir, con el minimo esfuerzo, cualquier problema de
optimizacién estructural.

El mddulo de Parametrizacion que se propone se basa en la estructura de
informacion utilizada en el Capitulo 4 para definir los procesos de remallado
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automatico. Recordemos que la utilizacién del esquema definido proporciona
una gran flexibilidad para describir objetos de cualquier tipo, junto con unos
requerimientos minimos en cuanto al trabajo necesario para generar los archivos
de datos. Los puntos en que puede clasificarse la informacién necesaria para

definir el cdlculo de una determinada estructura utilizando la metodologia
propuesta son:

- Curvas de definicién del dominio mediante las cuales se modela tanto

el contorno del mismo como las zonas de separacién entre materiales
distintos.

- Propiedades de cada material.
- Caracteristicas de cada tipo de carga.
- Caracteristicas de cada tipo de coaccién.

- Coeficientes de la combinacién de los tipos de carga y coaccién para cada
caso de carga.

- Numero y posicién de los puntos singulares existentes sobre el dominio.

En este trabajo se propone utilizar la estructura de datos anterior para
definir un disefio inicial dentro del proceso de optimizacién. A continuacién
se pueden definir sobre dichos datos cuales son las variables de disefio que se
pretenden utilizar.

Las variables de diseno corresponderan a alguno de los datos utilizados
para definir el primer disefio. El proceso de optimizacién consistird por tanto en
modificar algunos de los datos que se le suministran al programa para mejorar
el diseno inicial. Los tipos de variables que se pueden utilizar siguiendo esta
metodologia son:

- Coordenadas y caracteristicas de los puntos utilizados para definir
las curvas (B-splines) que modelan el contorno y las interfaces entre
materiales.

- Propiedades de alguno de los materiales.

- Valores de los coeficientes utilizados para combinar linealmente los
distintos tipos de coacciones definidos.

- Valores de los coeficientes utilizados para combinar linealmente los
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distintos tipos de carga definidos.

El primer grupo corresponde a las variables que definen la forma de
la estructura a optimizar. En este sentido, los procesos en que intervengan
variables de disefio de este tipo se llamarian de “optimizacién de formas”
en contraposicion a los de “optimizacién de dimensiones” en los cuales sélo
intervienen variables de los otros tres tipos. Esta distincién se justifica por la
forma distinta en que se puede abordar el célculo de sensibilidades segiin si la
optimizacién es de formas o unicamente de dimensiones (#4]. Estas definiciones
se profundizaran al describir el calculo de sensibilidades. Dentro de este primer
grupo se encuentran todos los datos que se refieren a la definicién de las curvas
que forman el contorno. El caso mds corriente serd aquel en que se usen como
variables de disefio las coordenadas de los puntos que definen dichas curvas.
Ademas, en los puntos en que el grado de continuidad de las curvas utilizadas
se haya rebajado, también es posible definir como variables las pendientes p y
los factores f o h definidos en el apartado 3.2.1.

El segundo grupo de variables de diseno corresponde a las propiedades
de los materiales utilizados. No serd muy corriente utilizar las propiedades
mecanicas de los materiales (E y v) como variables de disefio ya que estos
parametros no se pueden controlar en los materiales constructivos utilizados en
la actualidad. En cambio, si sera usual utilizar como variables los espesores de
los objetos discretizados mediante mallas bidimensionales. Hay que recordar
que cuando se utilizan modelos de calculo bidimensionales, los espesores se
introducen como una propiedad de los materiales y no como una definicién
geométrica.

El tercer y el cuarto grupo de variables corresponden a los valores de los
coeficientes utilizados para formar cada caso de carga como combinacién lineal
de lor distintos tipos de cargas y de coacciones. Estas variables de disefio se
utilizaran unicamente cuando se quiera optimizar la aplicacién de una carga o
un desplazamiento impuesto a una estructura lo cual no serd muy usual cuando
la respuesta de la misma sea estatica. La utilizacién de estos coeficientes tiene
mas sentido dentro del campo del control dinamico de estructuras en el cual
se intentan contrarrestar efectos dindmicos externos (sismos, rafagas de viento,
etc.) mediante la aplicacién de fuerzas o desplazamientos que se pretenden

optimizar de forma que el comportamiento global de las estructuras sea éptimo
[44]

Definiendo un disefio inicial y especificando que datos de su definicién son
alterables se tiene totalmente definida la parametrizacién del objeto a optimizar.
De esta forma, cambiando los valores de las variables de diseno se alterara la
primera definicién obteniéndose una sucesién de nuevos disefos.
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Utilizando este sistema para definir la parametrizacién del proceso de
optimizacién se aprovecha toda la potencia y la flexibilidad que presenta la
metodologia descrita en el capitulo anterior para llevar a cabo los procesos de
remallado automatico.

La eleccién de los puntos escogidos para definir el disefio inicial y la
parametrizacion deben hacerse con especial cuidado ya que de ello depende
la definicién del disefio final u éptimo. Es conveniente utilizar el minimo
numero posible de puntos para definir las curvas del dominio ya que asi se
limita la dimensién del problema de optimizacién planteado. Por otro lado,
conviene que las posibilidades de cambio del disefio inicial sean maximas ya
que ello aumentara las posibilidades de mejora del mismo. La definicién de la
parametrizacion serd, por tanto, un compromiso entre definir una gran cantidad
de variables de disefio para poder optimizar al maximo la estructura y limitar
su numero para no obtener una dimensién demasiado grande del problema de
optimizacién lo cual incrementaria su coste y las dificultades de convergencia
hacia la solucién final.

Hay que evitar ademas que se produzcan situaciones de no unicidad de
la definicién del diserio en funcidén de las variables de disefio. Un caso extremo
en donde esto puede suceder es cuando las coordenadas de todos los puntos de
definicién se utilizan como variables de diseno. En esta situacidon sucede que si
se aplican los mismos cambios a todas las variables se obtiene un movimiento
de sdlido rigido del disefio sin que haya habido ningun cambio en su forma
o en su comportamiento. Esta mala definicién puede afectar gravemente al
funcionamiento del Médulo de Decisién ya que ciertos cambios en las variablec
de diseno no produciran los efectos deseados. Errores de redondeo en el
calculo de las sensibilidades pueden producir movimientos de sélido rigido en la
definicién del disefio que evitaran que el proceso de optimizacion converja.

Otro caso de mala definicion, mas frecuente que el anterior, es el que se
presenta en la figura 5.1. En este caso la forma de una ménsula se define en
funcién de la posicién de 3 puntos z1, z9 y 3. Si se utiliza la coordenada = de
todos ellos como variable de disefio ocurrird que las variaciones de la posicién
del punto z1 no se traducirdn en cambios de la forma de la ménsula.

Aunque la imposicién de restricciones ya se ha descrito en el apartado
5.4.1, después de definir la metodologia utilizada para definir cada diseno es
necesario hacer algunos comentarios adicionales. La particular estructura que
adquiere la descripcién de la forma de cada disefio con esta metodologia, permite
que la descripcidon de las restricciones impuestas sea particularmente sencilla.
Para ello se utiliza el hecho de que las curvas que delimitan el dominio se generan
a partir de la posicién de una serie de puntos de definicién.
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FIGURA 5.1 Parametrizacién errénea de una ménsula.

Debido al hecho, ya comentado en el apartado 5.4.1, de que por regla
general la posicién de los nodos de las mallas cambia de un disefio a otro, es
conveniente definir una serie de “puntos de control” sobre los cuales definir
las restricciones. Estos puntos estardn situados en los tramos de curva
existentes entre cada dos puntos de definicién. La posicién de los mismos
estara determinada de forma que corresponda siempre a valores fijos del
parametro ¢ utilizado para definir las curvas. De esta forma, existird una
relacion fija entre la posicién de estos puntos de control y los valores de las
variables de disefio. Debido a ello, las restricciones impuestas en dichos puntos
definiran perfectamente el problema matematico de optimizacién. Los puntos
de definicién podran ser también a su vez puntos de control ya que su posicién
corresponde siempre a valores fijos, en este caso enteros, del pardametro ¢.

Los distintos tipos de restricciones que se pueden imponer siguiendo esta
metodologia son:

1. Restricciones sobre los desplazamientos de un determinado punfo de
definicion.

2. Restricciones sobre los desplazamientos de todos los puntos de control
situados en un determinado tramo de una curva.

3. Restricciones sobre las reacciones de un determinado punto de definicion.

4. Restricciones sobre las reacciones de todos los puntos de control situados
en un determinado tramo de una curva.

5. Restricciones sobre las tensiones en un determinado punto de definicién.

6. Restricciones sobre las tensiones en todos los puntos de control situados
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en un determinado tramo de una curva.

7. Restricciones laterales.
8. Restricciones sobre la suma o la diferencia de dos variables de disefio.

Este ultimo tipo de restricciones responde a la necesidad que surge en
ocasiones de limitar ciertas dimensiones de la estructura a optimizar. Por
ejemplo, si en el caso de la figura 5.1 se impone una restriccién sobre la diferencia
de las coordenadas verticales de los puntos 3 y z3, se habra iimitado el canto
minimo que puede tener la ménsula en su extremo.

El paso siguiente a la parametrizacion es la generacién de la malla de
elementos finitos que se va a utilizar. El algoritmo de generacién que se propone
en esta metodologia es, al igual que en el caso de los remallados automaticos,
el de avance frontal descrito en el apartado 3.4.2.

Durante el proceso de generacién se calcularan no sélo las coordenadas
de los nodos de la malla sino también sus sensibilidades respecto a todas
las variables de disefio que afecten a los puntos de definicién de las curvas.
Ademads, durante esta operacion se generard la informacién necesaria para,
posteriormente, poder calcular sensibilidades de orden superior si el Médulo
de Decision lo requiere.

Es importante destacar que las variables de diseno referentes a las
propiedades de los materiales y a los coeficientes utilizados para combinar los
tipos de cargas y coacciones no afectan a las coordenadas de los nodos de la
malla. Po: ello, las sensibilidades de las mismas respecto a dichas variables
seran nulas y dicho cédlculo no sera necesario.

El hecho de que la generacién de mallas y el calculo de sus sensibilidades
esté incluido dentro de este médulo se debe a que estos procesos estan
intimamente ligados a la parametrizacién del modelo.

Para cada disefio, la malla de referencia utilizada sera la malla del
diseno anterior convenientemente modificada segin los cambios realizados en
los valores de las variables de disefio. Para el primer disefio dicha malla debera
ser suministrada por el usuario. La forma de modificar estas mallas, asi como
el calculo de los tamanos de los elementos se describiran al hablar del Médulo
de Calculo, en el apartado 5.4.3.
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5.4.2.1 Cadlculo de las sensibilidades de las cordenadas de los nodos situados sobre
las curvas de definicion

El calculo de las sensibilidades de las coordenadas de los nodos de las
mallas generadas es una aportacién de esta tesis. El hecho de que no exista
ningun trabajo previo sobre la utilizacién de mallas no estructuradas en procesos
de optimizacién hace que tampoco se haya desarrollado con anterioridad el
calculo de sus sensibilidades tal como se ha hecho en este trabajo.

Al igual que durante el proceso de generacién, el calculo de las
sensibilidades de las coordenadas se puede realizar en dos pasos:

- Calculo de las sensibilidades de las coordenadas de los nodos situados
sobre las curvas utilizadas para definir el modelo. Este se realizard
separadamente para cada una de las curvas.

- Calculo de las sensibilidades de las coordenadas del resto de los nodos.

Para los nodos situados sobre las curvas de definicién hay que recordar
que la expresion de las coordenadas de un punto situado sobre un B-spline es:

q
r(t) = IZ TNy 141(t) (5.4.1)
=0

En la expresion anterior se ha cambiado la notacién de los indices respecto
a (A.12) para no confundirlos con los de (5.2.1).

El funcionamiento de muchos algoritmos de optimizacién se basa en la
extrapolacion de los valores obtenidos al célcular un determinado disenio. Esta
extrapolacion se realiza mediante desarrollos en serie de Taylor truncados en la
primera o en la segunda derivada. Estas derivadas son lo que, dentro de este
contexto, se conoce como sensibilidades.

El objetivo del calculo de sensibilidades es, por tanto, el poder extrapolar
los valores de la funciéon objetivo y las restricciones obtenidos con un disefo,
a otros disenios. Dicha extrapolacién se puede realizar sin alterar los valores
del parametro ¢ correspondientes a los puntos de la malla situados sobre las
curvas de definicién. Es decir, se pueden hacer las mencionadas extrapolaciones
a disenos alterados respecto al original pero en los cuales los puntos situados
sobre el contorno correspondan a los mismos valores de t.
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Dicho de otra manera, el cdlculo de sensibilidades se puede realizar
considerando que la “estructura” de las mallas utilizadas se conserva y que
las extrapolaciones se realizan a disenos calculados con mallas con la misma
topologia y estructura que la original. Después de decidir cuales seran los
cambios a realizar sobre el disefio serda cuando se generara una malla totalmente
nueva para calcularlo y repetir el proceso iterativo de optimizacion.

Por otro lado, al realizar el cédlculo de sensibilidades es obligado el
considerar constante el parametro ¢ ya que en caso contrario no se conoceria su
ley de variacién y por tanto no se podria realizar el calculo de sus derivadas.

En funcién de estos razonamientos razonamientos se puede realizar el
calculo de las sensibilidades de la expresién (5.4.1) respecto a la variable de
diseno z;:

or(t) & o, o
Bz.,; - g azi N4,l+1(t) jt=1,...,m (542)

Recordemos que la expresién de los B-splines N4 ;.1 no depende de la
posicion de los puntos de definicion.

El valor de los coeficientes r; se obtiene mediante la resoluciéon de un
sistema de ecuaciones definido mediante las expresiones (3.2.2) — (3.2.9):

B=NR (5.4.3)

En la expresién anterior R es una matriz de ¢ filas y cada una de
ellas estd formada por las componentes de r;, [ = 0,...,q. Asimismo, B es
otra matriz cuyas columnas son los términos independientes de las ecuaciones
(3.2.2) — (3.2.9) correspondientes a cada componente. La matriz N esta
compuesta por las coeficientes de dichas ecuaciones que son iguales para cada
componente.

La derivacién de este sistema de ecuaciones respecto a z; conduce a:

BR—N—l(dB BNR) i=1,...,n (5.4.4)

dz; dz; Oz;
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Observando las expresiones (3.2.2) — (3.2.9) puede verse que las derivadas
ON /Oz; seran no nulas unicamente en el caso en que la variable z; corresponda
al valor de h definido en un punto de curvatura nula. La eleccién de dicho
valor como variable de disefio es altamente improbable ya que los efectos de su
variacion son bastante impredecibles. De hecho, se recomienda utilizar valores
nulos para dicho pardmetro por lo que su utilizacién como variable no tiene
mucho sentido. Por tanto, normalmente sélo sera necesario calcular los términos
OB/0z; para conocer las sensibilidades de R.

La matriz N ya se habrd invertido o factorizado previamente para hallar
los valores de los coeficientes #; por lo que el coste de la resolucion de los sistemas
(5.4.4) sera pequeno.

Es interesante destacar que, en el caso en que las variables de disefo
contengan unicamente valores de las coordenadas de los puntos de definicién, la
dependencia de R respecto de las mismas sera lineal, por lo que las derivadas de
orden superior seran nulas. Por ello, las extrapolaciones que se realicen sobre
la posicion de los nodos situados sobre las curvas de definicién utilizando las
sensibilidades de primer orden sera exacta sin que se pierda precisién en las
mismas por haber truncado el desarrollo en serie de Taylor. Esta propiedad
contribuye a un buen comportamiento del proceso de optimizacién y demuestra
que la parametrizacién que se propone es adecuada.

En ocasiones es necesario calcular los valores de las derivadas de r segin
una cierta direccién. En el caso de que esta direccién esté definida mdiante un

vector unitario 8 = {sq,...,sp} dicha derivada se puede obtener mediante:
or L or
1=1

El algoritmo de optimizacidon que se ha utilizado en este trabajo requiere
también el calculo de las derivadas segundas direccionales de ciertas magnitudes.
Para ello hay que derivar nuevamente las expresiones (5.4.2) y (5.4.4):

%r(t 9. 6%
o 3 T Ny alt) (5..6)
=0

(5.4.7)

PR _ (B N, ONOR
0s2 0s2 (s Os Os
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donde el término 52 B/8s? puede obtenerse multiplicando la matriz de derivadas
segundas por los vectores 8 y s7.

2B 3’B
832 = Z Simsj (548)
1,7=1 e

Sin embargo, las inicas ecuaciones que pueden dar lugar a alguna derivada
cruzada no nula son las (3.2.8). Por lo tanto, en la expresién anterior sélo
existira algun término no nulo en el caso de que exista algin punto con pendiente
prefijada y que ademas se consideren como variables de disenio tanto la propia
pendiente p como el factor f. Por ello, la ecuacién (5.4.8) sélo debera calcularse
en estos casos.

Dada la estructura de las ecuaciones (3.2.2) — (3.2.9), los términos
°N / ds? seran siempre nulos por lo que su calculo se puede suprimir. También
es valido en este caso el comentario hecho anteriormente acerca de que los
términos ON /Os serdn no nulos unicamente en el caso de que se utilice como
variable de diseno el valor de algin parametro h.

A partir de estos comentarios se puede ver que las derivadas segundas
de (5.4.7) seran nulas en la mayoria de los casos. Existirdn valores no-nulos
unicamente cuando se empleen como variables de disenio los valores de p y f
asociados a un mismo punto con pendiente fijada, o bien en el caso, improbable,
en que se utilice como variable el valor de h asociado a algin punto con
condiciones de curvatura nula.

5.4.2.2 Cdlculo de las sensibilidades de las cordenadas de los nodos intertiores

Mediante las expresiones anteriores es posible calcular las sensibilidades
de primer y segundo orden de los vectores de posicién r de los puntos situados
sobre las curvas de definicién. El paso siguiente es calcular las sensibilidades
de los nodos generados mediante el método de avance frontai. Para conseguir
una mayor claridad, la explicaciéon del calculo de las mismas se realizara para
el caso en que no se utilice la posibilidad de generar elementos alargados. La
generalizacion a este ultimo caso es muy sencilla sin mds que afadir nuevos
términos a los desarrollos que siguen.
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Para deducir el calculo de las sensibilidades de los puntos de la malla hay
que recordar la forma en que éstos se generan. La creacién de un nuevo punto
se apoya siempre sobre alguno de los segmentos pertenecientes al frente en un
momento dado. Asi, para la generacién de uno de los puntos C;;7 = 1,...,6 de
la figura 3.18 se utilizara la siguiente expresién.

Thtz - (7 —=3)61v8  (yp —ya,24 — =
(:vc*,-,y(,v,-):(“1 B Y4 yB)+ ) (yB —Y4,%4 —=B)

2 72 12 flyp —ya)? + (zp —24)?
(5.4.9)

La expresion anterior se obtiene sumando a las coordenadas del punto M
un vector unitario perpendicular a AB multiplicado por una cierta longitud.
Para calcular las coordenadas de todos los puntos de la malla se habrd utilizado
una expresiéon como la anterior. Por ello ésta es la que hay que derivar para
hallar su sensibilidad. La expresién para calcular la derivada direccional de las
coordenadas de un punto sera por tanto:

Ozc;, Oyc, \ _1(0z4  Ozp Oys  Oys
(3:’8:)_2(8:+ 3:’6:+33 +

(7—i)s/§[% (yB —ya,%a —2B) l
12 98 \/(yp —ya)? + (2B — z4)?

Oyp _ 8ya Ozy _ Ozp
o8 o8 ' a8 os

"VWs —va)? + (25 —2a)?

(v —yﬁl(@%—%) +(z8 _yﬂ)(%}l_ %Is‘)]

61(yB — Y4, ¢4 — zB) 3
((yn ~ya)? + (zp — “)2)
(5.4.10)
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La expresién del término 061/0s depende de como se haya escogido su
valor en base a la expresién (3.4.3). La forma de su derivada sera entonces:

5 0 si 0.55 |AB| < 6 < 2 |AB|
2s — ) 0:55 D1 si0.55 |AB| > é (5.4.11)
20D; sié>2|AB|

siendo

D, = (v —ya) (B2 - F4) + (=5 —z4) (%2R - %a)

(5.4.12)
V(s —ya)? + (zp — z4)>

Para utilizar la expresién (5.4.11) es necesario conocer, para cada punto,
cuales han sido los dos nodos base para su generacién (A y B), el valor de §
interpolado de la malla de referencia, y a cual de los tipos de nodos generados
corresponde (C1q, ..., Cg).

La generacién de los primeros puntos de la malla se hara utilizando como
segmentos base los situados sobre las curvas de definicion. Por tanto, aplicando
por orden de aparicién la expresion (5.4.10) a todos los puntos gnerados por
el método de avance frontal, se podrd conocer el valor de sus sensibilidades a
partir de las de los nodos situados sobre las curvas de definicion.

Para el calculo de las sensibilidades de segundo orden se derivan de nuevo
las expresiones anteriores obteniendo:
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32zc‘. azyc‘. _1 a"a:,; " 3213 Bnyﬂ azyg
582 ' 02 T2\ 87 a2 ' B8s° + 8e? +

(7—1i)V3 | 8%, (vB —va,24 — =B)

1219 lus -va) + (x5 —24)
(ﬂu. —Byy B8z, ?in.)
86, \ o2 98 ' D8 or
e d —
Ba \/(ya —~ya) + (zp—my)?
o6, (yB—yA)(%f'—ggf)+(23—y.4)(8—;f‘—6_gf)

2E(y3—y4.1'4—=3) -
\/((UB -ya): + (=B — EA)z)

3 8 8z 8
2 (3y3 dya dz4 azB) = y")(_gf _ _g'*) s - y‘)(_a'n - Ti*)
1

______ \/((yB —ya)?+ (zp - 34)2)3

Il
+

a: B’ ! 8: az
6(a§‘aa='a:2_a:5)
. _
V(B —ya)? + (zp — z.4)?

&(ys—yA,,A_za)[(ggf'—ng)2+ (283.1_ 27_"_)2

\/((ya—y,a)’ +(en _“)2)3

(!IB‘!IA)(%:B'_ %}:‘) +(3’B—y4)(2;7’§l_ %;L) )
\/((UB—yA)Z +(:B_,A)z)°

[(ya —yA)(%’,Lf'— 2},‘) +(‘°B—y4)(o_gf' - %)]2]]

\/((ya -ya)l+ (=5 - -‘54)2)5

3

(5.4.13)

Aligual que en el caso anterior también hay que calcular las sensibilidades
de segundo orden de é;1:

§ 0 si 0.55 |[AB| < § < 2 |AB|
—— =1 0.55 Dy si0.55 |AB| > & (5.4.14)
2.0 D, sié>2|AB|

siendo
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o (a2 )"+ (52 52)°

A pesar de que las expresiones anteriores pueden parecer largas y pesadas
su implementacién en un programa de ordenador es muy sencilla. Ello es
debido a que éstas estdn formadas por una serie de términos que se repiten
constantemente y cuya evaluacién previa facilita enormemente el calculo.
Ademas hay que tener en cuenta que las sensibilidades de segundo orden seran
nulas en muchos casos.

Los objetivos de este trabajo se han limitado a la optimizacién
de estructuras planas proporcionando un punto de partida para el caso
tridimensional. La generalizacién a 3 dimensiones de esta metodologia requiere
la utilizaciéon de técnicas de CAD para definir las superficies que forman el
contorno de los objetos a optimizar. A partir de ellas es posible repetir las
operaciones descritas para el caso bidimensional a 3 dimensiones.

5.4.2.3 Calculo de las sensibilidades de los vectores de cargas y de coacciones

La ultima operacién que debe llevar a cabo el Médulo de Parametrizacion
es la generacién de los vectores que definen las cargas y las coacciones aplicadas
a cada diseno.

La definicién de los vectores que definen cada tipo de coaccion no depende
de ninguna de las variables de disefio. Por ello no sera necesario calcular sus
sensibilidades. En el caso de que alguna de las variables de diseno sea uno
de los coeficientes utilizados para combinar linealmente los tipos de coacciones
correspondientes a cada caso de carga, si se tendra que calcular la sensibilidad
de primer orden de esa combinacién respecto a esa variable de disefio. El calculo
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de dicha sensibilidad es trivial teniendo en cuenta que su dependencia respecto
a la variable correspondiente es lineal. En cualquier caso, las sensibilidades de

segundo orden de los vectores de coacciones correspondientes a cada caso de
carga seran nulas.

Los vectores con los valores nodales correspondientes a cada tipo de carga
si requieren el calculo de sus sensibilidades con respecto a las variables que
afecten a la forma del dominio donde estén aplicadas. Ello es debido a que la
expresiéon que proporciona los valores nodales correspondientes a una carga
repartida o volumétrica es una integral cuyo dominio de integracién puede
verse afectado por las variaciones geométricas del disefio. El calculo de las
sensibilidades de dichas integrales se describe en los anexos B. y C.

Ademas, si alguna de las variables de disefio es uno de los coeficientes
utilizados para combinar las cargas, la sensibilidad del vector correspondiente
a ese caso de carga con respecto a esa variable sera, debido a su dependencia
lineal, el vector del tipo correspondiente de carga.

En cuanto a las propiedades de los materiales, sus sensibilidades seran
nulas a excepcién de aquellas que se hayan definido como variables de diseno.
En este ultimo caso su sensibilidad de primer orden valdra 1 y la de segundo

orden valdra 0.

5.4.3 Méddulo de Calculo

El Médulo de Calculo es el encargado de realizar todas las operaciones
necesarias para conocer el comportamiento de cada disefio frente a una serie de
solicitaciones, asi como las sensibilidades de todas las magnitudes involucradas
en dicho proceso. Este mddulo es el que debe suministrar los valores de las
variables de control utilizadas asi como las sensibilidades que sean necesarias
para el Médulo de Decision.

Una de las aportaciones de este trabajo consiste en la posibilidad de
utilizar las tensiones nodales, obtenidas mediante un alisado, como variables
de control. Para ello se han tenido que calcular las sensibilidades de las mismas
respecto a las variables de disefios que se presentan en este apartado. El cédlculo
de las sensibilidades del estimador de error se presenta también en este apartado
y su utilidad se hara patente al describir el M6dulo de Decision. Como se vera
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mas adelante, dichos célculos posibilitan una de las aportaciones de esta tesis
referentes a la generacién de mallas adecuadas para cada diseno.

La informacién necesaria para este moédulo proviene basicamente del
Moédulo de Parametrizaciéon a través del Modulo de Control. Esta se puede
clasificar en los siguientes puntos:

- Topologia de la discretizacion.
- Coordenadas nodales y sus sensibilidades.

- Propiedades de los materiales, incluyendo espesores y otras dimensiones
’ y p y
que no afecten a la posicidn de los puntos nodales, asi como sus

sensibilidades.

- Vectores de cargas nodales correspondientes a las cargas, volumétricas,
distribuidas y puntuales, asi como sus sensibilidades.

- Vectores con las condiciones de vinculacién asi como sus sensibilidades.

A partir de la informacién anterior se pueden escribir todas las ecuaciones
que gobiernan el proceso de calculo por elementos finitos. En las expresiones
que siguen a partir de este punto se ha suprimido el signo ” que diferenciaba
los resultados obtenidos mediante el célculo (%, &) de la solucién exacta a las
ecuaciones (2.4.1) (u y o). Siguiendo la notacién de la referencia [76] se pueden
escribir las ecuaciones mencionadas como:

- Ecuaciones de equilibrio:

Ka=f (5.4.16)
- Regla de ensamblaje:
K=7%.K.
F=%7fe (5.4.17)

fe=fa, +fr.+fp,

- Matriz de rigidez:
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Ke = /ﬂ BTDB4O (5.4.18)

- Vectores de fuerzas nodales:

fa. = Ja., BT (Degy — 09)d2 + Ja. NTpd0
fr, = Jp, NTtdr (5.4.19)
fp,=NTp

- Ecuacién geométrica y ecuacidén constitutiva:

€ = Ba
{ o= D(e — ) + 0 (5.4.20)
- Alisado de tensiones:
ot = NTg*
=M%
=y, fo, N od (5.4.21)
M = Ze Me

M. = Jo, NNTdQ

El significado de los términos anteriores es el ya clasico dentro del contexto
de los métodos de resoluciéon por elementos finitos [76].  Baste precisar que
los términos b,  y p corresponden respectivamente a las cargas volumétricas,
de superficie y puntuales que se apliquen en cada caso. Asimismo, se ha
considerado también la posibilidad de que existan deformaciones iniciales &g
,debidas entre otras causas a efectos térmicos o a la propia reologia del material,
y tensiones iniciales &y.

Las ecuaciones anteriores son las que proporcionaran los valores de las
variables de control utilizadas. Por ello, para calcular las sensibilidades de las
variables de control es necesario derivar las expresiones (5.4.16) — (5.4.21).

El cédlculo de los vectores de fuerzas nodales equivalentes (5.4.19) asi
como el de sus sensibilidades se habra realizado previamente en el Médulo de
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Parametrizacién. Su expresion se ha incluido aqui para completar todas las
expresiones.

El calculo de las sensibilidades de las matrices de rigidez elementales
(5.4.18) se describe en los anexos B. y C. A partir del mismo se pueden hallar
las sensibilidades de primer y segundo orden del vector de desplazamientos
mediante derivaciones sucesivas de la ecuacion (5.4.16).

ba __,[0f OK

58 K [63 T s a] (5.4.22)
e __,[0%f &K 0K da
w = K [832 - 832 a—2 83 E] (5423)

En estas 1ltimas expresiones puede verse que la inversa de la matriz de
rigidez aparece cada vez que se quiere calcular una nueva sensibilidad. Esta
matriz ya se habra utilizado previamente para resolver el sistema (5.4.16).
Por ello, si anteriormente se ha utilizado un método que permita resolver
nuevos sistemas con idéntica matriz aprovechando las operaciones hechas en
la primera resolucién, el coste adicional que supone la evaluacion de cada nueva
derivada direccional mediante (5.4.22) o (5.4.23) es reducido. Por este motivo,
en procesos de optimizacién estructural como el que se esta describiendo, es
aconsejable la utilizacién de métodos directos de factorizacion o eliminacién
para la resolucién de sistemas de ecuaciones del tipo (5.4.16). En particular,
los métodos de descomposicién de la matriz de rigidez en la forma LDLT son
muy adecuados. No lo son, en cambio, otros métodos de probada eficacia, ya
sean directos o iterativos [16][44], sl no permiten resolver a posteriori nuevos
problemas con idéntica matriz.

Otro punto remarcable a senalar es que para el célculo de las expresiones
(5.4.22) y (5.4.23) no es necesario ensamblar las derivadas de la matriz de
rigidez. Estas aparecen unicamente multiplicando a otros vectores. Por ello
ese producto puede hacerse elemento por elemento evitando asi la necesidad de
almacenar las sensibilidades de la matriz de rigidez global.

Una vez conocidas las sensibilidades del vector de desplazamientos
nodales, es posible calcular las sensibilidades de las deformaciones y las tensiones
evaluadas en los puntos de integracion:
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Oe OB B Oa

5= 2-a+ B (5.4.24)
% _ ‘;ZT?,. + 2‘?9_?%3 + g_ig (5.4.25)
‘Z—‘: _ %—Ij(e—eo) +D% (5.4.26)

%}"- = %ng—(e—eo)wL %’;g‘;w% (5.4.27)

No se ha considerado en esta trabajo la posibilidad de que las
deformaciones iniciales gj y las tensiones iniciales oy dependan de ninguna de
las variables de disefio. Por ello, en las anteriores expresiones se ha considerado
nulo el valor de sus sensibilidades. Se podrian plantear problemas en los cuales
fuese preciso optimizar una distribucién de deformaciones o tensiones iniciales.
Por ejemplo, este seria el caso si se quisiese obtener la mejor forma de calentar
una pieza para obtener un cierto estado tensional. En situaciones como esta
el calculo de las sensibilidades de ¢¢ y o deberia incluirse en las expresiones

(5.4.26) y (5.4.27).

El dltimo grupo de variables de control que puede ser necesario calcular
es el de las correspondientes a las tensiones alisadas. Para ello pueden utilizarse

las expresiones (5.4.21) que ademads se tendran que derivar para hallar sus
sensibilidades.

El cédlculo de las sensibilidades de la matriz de masas M y del vector ®
es muy similar al de todas las expresiones integrales que aparecen en (5.4.18) y
(5.4.19). Por ello las expresiones necesarias para ello se presentan en los anexos

B. y C. Una vez conocidos sus valores se pueden hallar las sensibilidades de las
tensiones alisadas mediante:

o :M_l[aq» 6M-*] (5.4.28)

Js Bs  O0s °

Os Js
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d*a* _,[0%® o°M_, _OM ds*

o8 952 0s2 0 " “Bs 0s (5.4.29)
Jo* _10a*
5 =N 2, (5.4.30)
a‘la* _Ta2a.*
5z =N 2.3 (5.4.31)

Debido a que la inversa de la matriz de masas aparece en las expresiones
(5.4.28) y (5.4.29) para el cilculo de cada nueva sensibilidad, también son
aplicables los comentarios hechos anteriormente a favor de la utilizacién de
meétodos de resolucidn de sistemas de ecuaciones que permitan resolver nuevos
sistemas con la misma matriz.

También en este caso es innecesario el ensamblaje de las sensibilidades de
las matrices de masas elementales reduciéndose asi el coste y las necesidades de
almacenamiento necesarias para evaluar las expresiones (5.4.28) y (5.4.29).

El dltimo cometido de este médulo es el calculo del estimador de error
y de sus sensibilidades. Partiendo del estimador de error de Zienkiewicz
y Zhu, descrito en el apartado 2.6.4., el calculo de su sensibilidad puede
hacerse siguiendo las técnicas utilizadas para todas las expresiones integrales.
Esto ultimo facilita enormemente su implementacién en estos procesos. Si se
denomina por 7, la estimacién de la norma energética del error calculada sobre
un elemento, su expresiéon podra escribirse como:

ne = fQ (6" — o)D"} o* —o)dD2 (5.4.32)

El calculo de sus sensibilidades sigue las lineas generales utilizadas para
la derivacion de expresiones integrales que se describe en los anexos B y C. Por
ello la expresién detallada del mismo se presenta en los mencionados anexos.

Asimismo, para calcular la energia de deformacién de un elemento y sus
sensibilidades se pueden utilizar las siguientes expresiones:

|u|%, = a’Keca (5.4.33)
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La—i— a’K.— (5.4.34)

ulf, 0%T
082  0s?
daT 0K daT  Oa _ 10K, 0a
5s s © %05 35 T °® 5s 5a

8°K
Kea+aT ea+aTKe—
3 (5.4.35)
2

5.4.4 Méddulo de Decisién

Este modulo es el encargado de tomar las decisiones necesarias para
modificar cada disefio de la mejor forma posible. Para ello debe utilizarse algin
algoritmo de optimizacién que sea capaz de utilizar la informacién generada por
el Médulo de Calculo y modificar los valores de las variables de disefio a fin de
mejorarlo, todo ello con el menor coste posible. Es, por tanto, en este mddulo
donde deben residir los algoritmos de optimizacion necesarios para llevar a cabo
el proceso.

Como ya se ha comentado previamente, la toma de decisiones puede
plantearse como la minimizacién de una funcién objetivo con restricciones que
pueden ser de igualdad o en desigualdad. En los problemas de optimizacion
estructural las restricciones corresponden a limitaciones en los valores maximo
y minimo que pueden alcanzar ciertas magnitudes. Por ello, éstas suelen
expresarse mediante inecuaciones. En el caso de existir alguna restriccién en
igualdad, ésta siempre puede reconvertirse en dos inecuaciones mediante las

expresiones (5.2.2). Por ello, en lo sucesivo consideraremos el problema de la
forma:

minimizar : f(z) sz ={z;};1=1,..,n
verificando : g;j(z) <0 i7=1,...,m (5.4.36)
a; <z; < b; ji=1,...,n
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separando explicitamente las restricciones laterales de las restantes restricciones

en desigualdad.

Los problemas de minimizacién estructural presentan una serie de
caracteristicas particulares que se reflejan en la naturaleza del problema de
minimizacion planteado. Estas son:

- El niimero de variables de disenio utilizadas no es muy elevado, ya que la
parametrizacién se suele hacer en funcién de un conjunto relativamente
pequeno de valores.

- La funcién objetivo serd, en general, una funcién no lineal de las variables
de disefio. Sin embargo, esa no linealidad no sera muy acusada siendo
posible un buen ajuste de la misma mediante desarrollos lineales o
cuadraticos. En muchas ocasiones esta funcién consistira en el peso total
de la estructura o en magnitudes directamente relacionadas con éste. La
evaluacién de la misma y la de sus sensibilidades representara un cierto
coste normalmente inferior al requerido para las restricciones.

- Las restricciones en desigualdad seran o bien laterales, o bien definidas
sobre funciones sencillas de las variables de disefio (relaciones de tipo
geométrico), o bien restricciones definidas mediante fuuciones altamente
no lineales de las variables de disefio. Este tdltimo caso es el que
corresponde a las restricciones sobre desplazamientos y tensiones y la
evaluacién de las mismas, junto con la de sus sensibilidades, representara
la realizacién de un cédlculo completo de cada diseno. Existira en general
un numero elevado de restricciones pertenecientes a este ultimo grupo,
altamente no lineales y de dificil célculo y derivacién.

- El problema podra tener varios minimos locales y, dada su complejidad,
no existiran indicaciones acerca de su convexidad.

- No sera posible determinar a priori cuales son las restricciones que
condicionardn la forma del diseno final.

Ademas, dada la naturaleza de los problemas de optimizacién estructural,
se pueden considerar los siguientes aspectos:

- El diseno inicial puede no ser factible. De hecho, la obtencién de un diseno
inicial factible puede representar un problema de gran complejidad.

- Por debajo de ciertos limites no serd necesario mejorar la solucion. No
tiene sentido invertir esfuerzo en intentar reducir en unos cuantos gramos
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el peso de una estructura de miles de toneladas. Este seria el caso, por
ejemplo, de una presa.

- Tampoco sera necesario obtener los valores de las variables de diseiio con
una precisiéon que esté por debajo de ciertos limites. No tiene sentido
el determinar con errores inferiores al milimetro, las dimensiones de una
estructura de varios metros ya que por motivos constructivos no se podra
alcanzar tal precisién durante su realizacién material.

- Las restricciones impuestas presentardin normalmente una cierta
tolerancia en cuanto a su cumplimiento por los mismos motivos que en el
caso anterior. Ademas, durante el proceso de disefio se habran aplicado
los correspondientes coeficientes de seguridad.

Por todo lo anterior, es conveniente que los algoritmos utilizados para
resolver el problema matemadtico de optimizacién verifiquen las siguientes
condiciones:

- Que sean capaces de alcanzar soluciones finales factibles partiendo de
disenos iniciales no factibles, y de llegar a soluciones virtualmente idénticas
partiendo de disenos iniciales distintos.

- Que sean capaces de mejorar las soluciones iniciales hasta niveles por
debajo de los cuales no sea necesario refinar la solucién.

- Que tengan en cuenta los condicionantes relativos al coste de los calculos
de la funcidn objetivo, las restricciones y sus sensibilidades. El calculo de
las derivadas de primer orden puede llevarse a cabo con un coste operativo
aceptable. Para 6rdenes superiores el coste de la evaluaciéon de todas las
derivadas sera inaceptable siendo unicamente admisible calcular algunas
derivadas direccionales de segundo orden.

Los condicionantes anteriores hacen que la gran mayoria de los algoritmos
de optimizacidn, desarrollados en contextos distintos del analisis estructural,
no sean adecuados para resolver problemas como el planteado. Muchos
algoritmos son de gran rendimiento unicamente cuando la funcién objetivo y las
restricciones son lineales o casi lineales respecto a las variables de diseno. Otros
lo son cuando la funcién objetivo es no lineal pero las restricciones son lineales.
Tampoco existen algoritmos capaces de llegar a la region factible partiendo de
un diseno inicial no factible.

El algoritmo que se ha utilizado en este trabajo es el desarrollado por
Navarrina (44] y es un intento de conjugar todos los requerimientos anteriores
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para la resolucién de los problemas de optimizacién estructural. Durante su
descripcion, a las restricciones no laterales se les denominara simplemente como
restricciones, y se diferenciardn de las restricciones laterales haciendo mencién
expresa a estas ultimas cuando sea necesario.

5.4.4.1 Algoritmo de Optimizacion

El algoritmo de optimizacién utilizado requiere de la definicién de una
serie de parametros:

- Conjunto de limites moviles que definen las méximas variaciones
q
permitidas en los valores de las variables de disefio en cada iteracién:

c=¢ ;>0 ;1=1,..,n (5.4.37)

- Conjunto de tolerancias en las variables de disefio que definen la precisiéon
con que se desea obtener las mismas en el diseno final. Se considerara
que el proceso de optimizacion ha convergido cuando los valores absolutos
de las modificaciones de todas las variables de disefio en una iteracion se
encuentran por debajo de esas tolerancias.

€ =¢ ;>0 ;i=1,.,n (5.4.38)

- Conjunto de tolerancias en las restricciones que definen los madximos
incumplimientos admitidos en las mismas:

e =¢ ;ng]' >0 ;5=1,..m (5.4.39)

- Conjunto de limites de actividad que se utilizaran con diversos propdsitos
que se definirdn en la descripcion del algoritmo:

n=mn; ;17;>0 ;7=1..,m (5.4.40)
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k

Se dird que un punto 2® se encuentra en la banda de actividad de la

restriccion j si se verifica:

l95(=")] < n; (5.4.41)

En lo sucesivo se considerard que en todas las iteraciones se verifican las
restricciones laterales, asumiendo que el disefio inicial 20 las verifica, puesto que
en el algoritmo se verifica un control que evita su incumplimiento.

Se escribird el algoritmo en la forma iterativa genérica:

dado: 2k
{ obtener: aft! = gk 4 gkgk (5.4.42)

En cada iteracion se realizardn las siguientes operaciones de forma
consecutiva:

- Clasificacién del punto actual a partir de los resultados del calculo de la
funcién objetivo y las restricciones.

- Obtencién de la direccién de avance s* a partir de la informacién

suministrada por el analisis de sensibilidad de primer orden completo.

Este andlisis requiere el calculo de las sensibilidades de primer orden

respecto a todas las variables de diseno.

- Obtencién del factor de avance 8% a partir de la informacién suministrada
por el analisis de sensibilidad de segundo orden en la direccion de avance.
Ello requerira el célculo de la derivada segunda direccional en la direccién
de s*.

- Actualizacién de la aproximacién a la solucién, y andlisis de la
convergencia.

- Construccién de la malla de referencia para el préoximo diseno.



Capitulo 5 : Optimizacion estructural —413—

5.4.4.2

Clasificacidn del punto

En cada iteracién se clasifica el punto actual segin los criterios siguientes:

La restriccién j en la iteracién k se dira:

{ “desactivada” si gj(zk) < =Ny (5.4.43)

o gl ” : o .

activada si gj(2%) > —n;

Se denominara Ay al conjunto de restricciones activadas en la iteracion k.
La restriccion j en la iteracién k se dira.

“no violada” si gj(zk) <0

“cuasi no violada” si 0< gj(zk) < G? (5.4.44)
“débilmente violada”  si e_‘;]- < gj(zk) < uh o

“fuertemente violada” si gj(zk) > n;j

Se denominara Vj, al conjunto de restricciones débil o fuertemente violadas

en la iteracién k.

El punto z* se dira:

p

“Factible”, si todas las restricciones son no violadas.

“Admisible”, si todas las restricciones son no violadas o cuasi no violadas.

“Débilmente no factible”, si todas las restricciones son no violadas, cuasi
no violadas o débilmente violadas.

“Fuertemente no factible”, si hay alguna restriccion fuertemente violada.
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5.4.4.3 Obtencion de la direccion de avance

k

Se determinara el vector unitario 8® segin la direccién de avance, o bien

se asumira que el algoritmo ha convergido, en funcién del vector #* en la forma:

c 1k k__ rk
0 = =
{Sl Il # T (5.4.45)

si [rF|=0 = el algoritmo ha convergido

donde #* se calculard mediante uno de los tres procedimientos siguientes, segin
la clasificacién del punto:

Procedimiento 1.

Si z* no pertenece a la banda de actividad de ninguna de las restricciones,
se adopta como vector de avance el opuesto al gradiente de la funcién objetivo.
En el caso de que alguna variable de disefio esté fija, y en la direccién opuesta
al gradiente de la funcién objetivo se viole la restriccidn lateral correspondiente,
el gradiente se proyectara sobre el hiperplano que la define, es decir:

—vzk sia; < x; < b;
L — k
k= JEi=a yv>0 (5.4.46)
0 si o
z;=b; y 'v,LlC <0

r_ 0f(z)
%= e | (5.4.47)

Esta situacién unicamente ocurrird cuando el diseno inicial es una
estructura muy sobredimensionada que verifica con suficiente holgura todas las
restricciones.

Procedimiento 2.

Si z* pertenece a la banda de actividad de al menos una de las

restricciones, se obtendra el vector de avance r* como:

L L (5.4.48)
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donde t* se obtiene resolviendo el siguiente problema de programacion lineal:

(t* minimiza: F(t) = F(l]) + V(=)
verificando :  G;(t) = G(0) + ng(zk)t <0 ;j € A
osnssz of =1,
§ con : F(O):f( +Vf (ka
G;(0) = gj(= )+Vgg ﬂ'“ ) 1J € A
af’ = max{al, 1 —¢}t ;i=1,..,n

{ ﬁlk = mln{bz,:cl +¢) 3i=1,..,n

(5.4.49)

El problema planeado es equivalente a la linealizacién de (5.4.36)
considerando unicamente las restricciones activas, y con las condiciones laterales
adicionales correspondientes a los limites méviles (5.4.37).

Si el problema (5.4.49) carece de solucién, la regién factible del problema
linealizado no existe, y se adopta como direccién de entrada en la regién factible
la obtenida por el tercer procedimiento.

Procedimiento 3.

En caso de fallo del procedimiento anterior, se adopta como direccién de
avance la definida como:

= ¢;v; (5.4.50)

Eh

con:

Fo oy 1V g;(=*)

v
) Va.(zk
vat-) Voi=") (5.4.51)
9\
5 7 19g;(2)]

Puede demostrarse [44] que, como aproximacion de primer orden, la
direccion anterior es la mas adecuada si los gradientes a las restricciones violadas

son ortogonales entre si.
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Las componentes del vector de avance r* se obtienen ponderando las

componentes del vector v* por un conjunto de coeficientes que indique la
importancia relativa que se concede a la modificacidén de una variable de disefio
frente a las demds. En este trabajo se han utilizado como tales coeficientes
los propios limites méviles (5.4.37), si bien, para este fin se podria definir otro

conjunto de parametros, o adoptar coeficientes unitarios si se desea respetar la
eleccién del vector o*

5.4.4.4 Obtencion del factor de avance

Para que una aproximacién a la solucién de (5.4.36) de la forma:

z(6) = z* + 65" (5.4.52)

verifique las restricciones laterales y se encuentre dentro del marco impuesto
por los limites méviles (5.4.37) en torno a la aproximacién :r,k, es preciso que el
factor de avance 6 verifique la condicién:

Omin < 0 < Omax (5.4.53)

donde

1 2
emin = max( omin ’ 0min)
1 92

max» ma.x)

(5.4.54)

con:
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(1 ak_zk
0., = max o0 ~—'—k—‘-8_

1

2 _
0.y = max sk <0 J—k—L
< . a’-'—z’F (5.4.55)

— 3 —1 "3

Omax = mms?>0 &

1
k ke
’ . gk g
Ofax = mmsi_,)O —ITL:;‘-

siendo a* y B* los definidos en (5.4.49).

Sean entonces las aproximaciones cuadréaticas a la funcién objetivo y a las

restricciones en el punto zk y segun la direccion s* las siguientes funciones de
variable real:

US|, r 1,

$(8) =f(2*) + 60— 5| L+ 5003
106 ()|

9:(2) . (5.4.56)

Osk |=:zk 2 Ds?

x(8) =g;(2%) + 6

ook 1= 1,...,m

De forma analoga a (5.4.44), se dird que la aproximacién cuadratica x;(6)
a la restriccion j en funcion de 8 es:

“no violada” si X (z¥) <0
“cuasi no violada” si 0< xj(zk) < 6_‘(77' (5.4.57)
“débilmente violada”  si eg- < xj(zk) <7y o

“fuertemente violada” si xj(zk) > nj

Se denominara Vi () al conjunto de restricciones cuyas aproximaciones
sean cuasi no violadas, débilmente violadas o fuertemente violadas para el factor
de avance 6.

La aproximacién a la solucién (5.4.52) para el factor de avance  se dira:

- “Factible”, si todas las aproximaciones cuadraticas a las restricciones son
no violadas.
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- “Admisible”, si todas las aproximaciones cuadraticas a las restricciones
son no violadas o cuasi no violadas.

- “Débilmente no factible”, si todas las aproximaciones cuadraticas a las
restricciones son no violadas, cuasi no violadas o débilmente violadas.

- “Fuertemente no factible”, si hay alguna aproximacién a la restriccion
fuertemente violada.

Se define la funciéon “incumplimiento” de las aproximaciones cuadraticas
a las restricciones en la forma:

E@)= > (xj(9) (5.4.58)

JEVL(8)

El sumatorio anterior se extiende a todas las aproximaciones a las
restricciones que estén violadas en cualquier grado.

En los términos anteriores, se adoptara el factor de avance 6%, en la
direccién actual mediante una de las tres estrategias siguientes, dependiendo
de la clasificacion de la aproximacién actual z* a la solucién:

Estrategia 1.

Si el punto z*

es factible o admisible, se adoptara como factor de avance
el valor 8% tal que:

¢¥minimiza:  $(0)
verificando: 0,3, < 0 < Omax (5.4.59)
z(0) es factible o admisible

Estrategia 2.

Si el punto z* es débilmente no factible, se adoptara como factor de avance
el valor 6% que soluciona el problema (5.4.59). En su defecto, si (5.4.59) no tiene
solucién, se adoptara el valor g% tal que:
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F minimiza : E(6)
verificando: O, < 0 < Omax (5.4.60)
z(6) es débilmente no factible

Estrategia 3.

Si el punto zF es fuertemente no factible, se adoptard como factor de
avance el valor 6% que soluciona el problema (5.4.59). En su defecto, si (5.4.59)
no tiene solucién, se adoptari el valor % que soluciona el problema (5.4.60). En
su defecto, si el problema (5.4.60) no tiene solucién, se adoptard como factor de
avance el valor de 6% tal que:

{ 6* minimiza : E(9) (5.4.61)

verificando: Omin < 0 < Omax

La solucién a los problemas (5.4.59), (5.4.60) y (5.4.61) puede abordarse
mediante diversos métodos de diferente grado de complejidad [44], El método
conceptualmente mas sencillo consiste en realizar una inspeccién simple en el

intervalo definido por la condicién (5.4.53), para los siguientes valores del factor
de avance:

0; = Omin + O0; i1=0,..,ng
(Sluax = 9min)
) (5.4.62)

con: ny =

de forma que el error cometido en las variables de diseno sea inferior a
las tolerancias (5.4.38). El algoritmo de busqueda discreta anterior puede
admitir diversos refinamientos con objeto de reducir el niimero de operaciones
necesarias. En cualquier caso, las funciones (5.4.56) que es preciso evaluar en
la resolucién de los problemas anteriores son cuadraticas y de una sola variable.
En general, el coste operativo de su resolucién es muy inferior al implicado en
otras fases de la resolucién del problema de optimizacién estructural, tales como
la obtencién de la direccién de avance, el cdlculo estructural o la realizacién del
analisis de sensibilidad.
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5.4.4.5 Actualizacion de la aprorimacidon a la solucion

Una vez evaluadas la direccién y el factor de avance se obtendra el valor

de la nueva aproximacién a la solucién mediante la aplicacion directa de la
expresién (5.4.42).

Para comprobar si el algoritmo de optimizacién ha convergido se aplica un
criterio de convergencia sobre las variables de disenio. Ademads hay que controlar
también que el nivel de error existente en los cdlculos correspondientes al ultimo
diseno sea inferior a un limite prefijado. Por ello el proceso se detendra cuando
se verifique de forma simultanea:

§+l—w$|<ef it=1,..,n
2
< 1
lelle < -2z

|z

(5.4.63)

en cuyo caso se dice que el pro_eso ha convergido. En caso contrario el proceso
se detiene tras realizar un numero determinado de iteraciones.

La falta de convergencia puede deberse a dos motivos:

- La aproximacién final no es factible ni admisible pero el problema (5.4.36)
tiene solucién. En este caso debe reinicializarse el proceso de optimizacion
con diferentes parametros de funcionamiento del algoritmo o con otra
aproximacion inicial.

- El problema (5.4.36) carece de solucién porque la regién factible es vacia,
debido a la imposicién incorrecta de las restricciones.

5.4.4.6 Construccién de la malla de referencia para el préozimo diserio

En el caso en que el proceso de optimizacién no haya convergido todavia,
se tendra que construir la malla de referencia necesaria para generar la malla de
elementos finitos correspondiente a la siguiente iteracién. Mediante el calculo
de sensibilidades realizado anteriormente, se pueden extrapolar todos los valores
obtenidos en el disefio previo a cualquier nuevo conjunto de valores de las
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variables de disefio. Por ello, también se podran extrapolar al nuevo disefio
las coordenadas de la malla utilizada previamente y los valores del error y la
energia de deformacién estimados.

Asi, el nuevo vector de posicién rF11 correspondiente a cada nudo de la

malla utilizada se podra extrapolar mediante:

2
Pl gy gOr L Or

e 50 5, (5.4.64)

Asimismo, el error y la energia de deformacién estimadas sobre cada
elemento también podran extrapolarse mediante:

k+1 omZ 1 ,0%n2
773 = 7]3 + 0(9_: + 5023‘,78 (5.4.65)
2 2 2
et Allully, 1,02l
“u”Ee = ”ullee + 0__58_— + Egzw—" (5.4.66)

Mediante las anteriores extrapolaciones se obtendrda una aproximacién a
los valores del error y la energia de deformacién, correspondientes al calculo
del nuevo disefio, utilizando la malla previa convenientemente deformada. Es
decir, antes de realizar ningin cdlculo sobre el nuevo diseno, ya se dispondrd de
informacion sobre la calidad de los resultados que se obtendrian utilizando una
malla equivalente a la anterior. De esta forma, un estimador de error que se
calcula a posteriori, después de haber efectuado los cdlculos sobre un diserio, se
convierte, después de la eztrapolacion, en un estimador de error a prior: para
el diserio siguiente.

A partir de las extrapolaciones realizadas mediante (5.4.64) — (5.4.66) se
puede actuar como si esos valores procediesen de un célculo previo y realizar
las mismas operaciones que en los procesos de remallado automéatico para
determinar los parametros de cada nueva malla. Para ello es necesario hallar
los tamanos de los elementos de la malla a generar mediante las expresiones
(2.7.6) — (2.7.8), teniendo en cuenta el criterio de optimalidad que se utilice.
Con esta informacién puede procederse a generar la malla para el nuevo diseno.

La idea anterior constituye una herramienta fundamental para la inclusién
del control de errores y la generacién automdtica de mallas dentro de
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los procesos de optimizacion estructural, sin que ello suponga un aumento
apreciable de su coste. El hecho de disponer de informacién sobre el calculo
de un cierto disenio antes de haber realizado ninguna operacién sobre él permite
generar directamente una malla adecuada al nivel de error que se desee. De
esta forma, a diferencia de los procesos de remallado automadtico, no se repiten
calculos sobre ninguno de los disenios sino que se aprovecha al maximo toda la
informacion obtenida con cada uno de ellos para calcular el siguiente.

El razonamiento anterior constituye, quizas, la mayor aportacién de este

.trabajo, ya que permite incluir de una forma muy “natural” el control de errores

y la generacién automatica de mallas dentro de los procesos de optimizacién
estructural, con el minimo coste.

Por otro lado hay que pensar que el objetivo ultimo de estos procesos es
conseguir un disenio éptimo que ademads esté calculado con un cierto nivel de
precision. Esto quiere decir que tanto el valor de la funcién objetivo como los de
las restricciones aplicadas se obtendran con ese nivel de precision, garantizando
por tanto que ese 6ptimo esta bien calculado. En caso contrario podria suceder
que después de obtener un disefio dptimo, un calculo mas preciso del mismo
demostrase que en realidad las restricciones estuviesen violadas invalidando,
por tanto, todo el proceso de optimizacion.

Los diversos disenos intermedios que se obtienen durante el proceso
iterativo de optimizacion tienen un interés relativo en el sentido de que son
simplemente “puntos de paso” dentro del espacio de disefio. Por ello, la
precision con la que se calculan los mismos debe ser suficiente para tomar
buenas decisiones en cuanto a la direccion y el factor de avance, pero puede
ser inferior a la del disefio final porque no se estara especialmente interesado
en conocer su comportamiento. Por ello, para abaratar el coste de los calculos,
puede pensarse en desarrollar algoritmos que exigan niveles de precisiéon no muy
estrictos para los primeros disefios para ser luego mas exigente al ir acercandose
al optimo.

Una forma muy sencilla de llevar al cabo la idea anterior es la de
“amortiguar” el refinamiento utilizando una malla muy grosera para el diseno
inicial y limitaando las variaciones en el tamafio de los elementos al pasar de
un diseno al siguiente. De esta forma se evita que los elementos muy pequenos
no aparezcan hasta estar relativamente cerca del disefio final.

Por otro lado, hay que pensar que los disefios optimos tienden a evitar
que se produzcan concentraciones de tensiones de forma que toda la estructura
trabaje a un nivel lo mas uniforme posible. En ocasiones esas concentraciones
aparecen, momentaneamente, en disefios intermedios y un calculo preciso de
las mismas no proporciona mejoras sensibles dentro del proceso. Por ello
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resulta también recomendable que el tamafio de los elementos no se reduzca
con demasiada rapidez para tener luego que crecer al llegar al disefio final.

Una forma muy sencilla de implementar la limitacion anterior consiste en
acotar el valor de &, de (2.7.7) a un cierto valor, de forma que la disminucién
de los tamafios de elemento serd, como mucho, un cierto porcentaje de los
utilizados previamente. En los ejemplos que se presentan en el Capitulo 6. este
valor se ha limitado a 1.5.

Asimismo, resulta conveniente limitar el tamano minimo que puede tener
un elemento para evitar que sucesivos refinamientos en las zonas situadas
alrededor de puntos singulares conduzcan a la generacion de mallas con
demasiados elementos, haciendo el coste de su resolucién inabordable.

5.4.5 Modulo de Postproceso

Las funciones de este mddulo consisten, basicamentc, en facilitar la
interpretacion de los resultados del proceso de optimizacion. Dado que el
funcionamiento de la metodologia propuesta es totalmente automatico y no
precisa de la interaccion con el usuario, las funciones de postproceso se pueden
realizar a posteriori una vez finalizado todo el calculo. Para ello unicamente
se necesita almacenar toda la informacién obtenida durante el proceso de
optimizacién, para poder acceder a ella posterioremente.

5.4.6 Mddulo de Control

Este mddulo es el encargado de coordinar el funcionamiento de todos los
demads, asi como de controlar el flujo de informacién necesario entre ellos. La
forma de llevar a cabo esta tarea engloba principalmente aspectos informaticos,
por lo que su descripcion sale fuera de este contexto.
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(capitutosy ANEXO B

CALCULO DE LAS SENSIBILIDADES
DE PRIMER ORDEN PARA LAS
EXPRESIONES INTEGRALES

Durante el proceso de célculo por elementos finitos aparecen varias
expresiones integrales que es preciso derivar para conocer sus sensibilidades.
Estas expresiones integrales estdn normalmente definidas sobre dominios que
corresponden a un elemento o a una cara del mismo. En calculo tridimensional

cabe también la posibilidad de tener integrales de linea definidas sobre aristas
de elementos.

La forma general de estas expresiones es la siguiente:

P(z) = /Qe(z)p(r,z)dﬂ
Qe) = [, 5y 202N (B.1)
S(z) = /I;(z) s(r,z)dl

En general, las expresiones a integrar dependeran de las coordenadas del
espacio r y de las variables de disefio 2. Al espacio r en que estan definidas las
integrales se le llamard espacio material. La forma de los dominios de integracion

también dependerd de las variables z si éstas afectan a la geometria de los
elementos.

Tradicionalmente se ha dado en llamar procesos de “optimizacion de
dimensiones” a aquellos en los cuales la dependencia respecto a las variables
de diseno ocurre unicamente en las funciones subintegrando. En ese caso,
la geometria de los dominios de integracién no cambia y la derivacion de las
expresiones anteriores se puede llevar a cabo con relativa sencillez sin mas que
calcular las integrales de las sensibilidades de las funciones a integrar. Este caso
corresponde a procesos en los cuales las variables de diseno afectan unicamente
a las propiedades del material, dimensiones que no afecten a la geometria, y a
la magnitud de las acciones exteriores.
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Por contra, en los procesos de “optimizacién de formas” si existe una
dependencia de la geometria de los dominios de integracién respecto a la
variacion de las variables de diseno.

A pesar de la distincién anterior, se recomienda llevar a cabo un
procedimiento unificado para ambos tipos de optimizacién ya que ello redunda
en una mayor generalidad y sencillez. Las expresiones que aqui se presentan
son generales y pueden utilizarse en ambos casos.

Para el calculo de las integrales (B.l) se utiliza normalmente una
transformacion entre el espacio material, donde estd definida la estructura, y
un espacio de referencia o isoparamétrico donde estin definidas las funciones de
forma. Es en este iltimo espacio donde se utilizan las cuadraturas de integracién
que permiten evaluar las expresiones (B.1). En este segundo espacio, los recintos
de integracién se definen en funcién de las llamadas coordenadas isoparametricas
(€1, &2, €3) y su geometria responde siempre a valores fijos de estas tltimas.

La transformacion anterior se define mediante las funciones de forma:

r= Y Nie)r: (B.2)

donde »; son los valores de las coordenadas materiales correspondientes a cada
nodo del elemento. Mediante este cambio de coordenadas las integrales de (B.1)
pueden expresarse de la siguiente manera:

P(z)= [ pr2)i0 = /;]fP(f(f),z)lJldﬁldﬁzdﬁa

Q=) = [, )2l @)l = /F£ o(r(€). =) [nlldé1de (B3)
or

86, dé;

S(z) = ‘/I;(z)a(r,z)dl:/ s(r(€),z)

't

Las normas que aparecen en las expresiones anteriores son euclideas. El
jacobiano de la transformacién J = J;j se define, como es usual, de la forma:

g2 O

jk — €k (B.4)
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Asimismo, el vector normal n se obtiene mediante el producto vectorial:

o Or  Or
0

5 (B.5)

En las nuevas expresiones, obtenidas después de hacer la transformacién,
la forma de los dominios de integracién ya no depende de las variables de diseiio.
Por ello, el cédlculo de sus sensibilidades se puede llevar a cabo sin mas que
derivar los términos del subintegrando. La dependencia que existia previamente
respecto de dichas variables se reflejard ahora dentro de la matriz jacobiana
J, el vector normal n y el vector dr/d¢; respectivamente. El calculo de las
sensibilidades direccionales se podré realizar entonces mediante las siguientes
expresiones:

61’_@):/
0

o = [ |2 a7

5 ]d§1d§2d£3 (B.6)
¢

0Q(z) _ 1 [9q(¢, =) a||n||
Os _/FE [T”"||+‘I(f”’)—a;—]dfldfz (B.7)
o= [ il 5| + o6 AT o, o

Para evaluar las integrales anteriores es util utilizar las siguientes
expresiones debidas a Navarrina [44][45],

o|J| _,07
4 L2 > B.
o |J|tr(1 a.) (B.9)
8J 1 0T

= — - '1
= e (B.10)

-1 aJ
d||n)) _10J
= =)= B.11
Os tr{J O IInII ( )
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( ar )T a or
dllor/06rl| _ \og) v

or
Os or \T or E (B-12)
(F) &

Utilizando las expresiones anteriores es posible calcular todas las
sensibilidades de primer orden de las integrales que aparecen en (5.2.23),
(5.2.24), (5.2.26) y (5.2.37). Asi, para la matriz de rigidez K se obtiene:

aBT

oD OB
b S TYY TnYo
5 DBIJ| + BT -B|J| + B'D—~|J|+

0K
Bse - /n£

(B.13)
BTDB|J|ir (1—1%)] derdéydés

El calculo de las sensibilidades de las matrices B y J es un poco elaborado
y por ello se va a describir con detalle. En elasticidad tridimensional, la matriz
B de un elemento con n nodos tendra la forma:

B = [By,...,By)] (B.14)
- aN -
bz a‘]’v_ 0
2y Y
)
0z

@
=

(B.15)

E

= &
EN R

@
=

ﬁoﬁoo
S

Ademas, el calculo de las derivadas de la matriz anterior se puede llevar
a cabo teniendo en cuenta:

dz

N, oz Oz 1—1 raN; aN;
|l |HE % %W |5 o5
| o g | =g~ | 9
T T B
. b zZ Z CrIv ¢ IV,
=3 9 0& O £y £
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Por lo tanto, derivando la expresién anterior y teniendo en cuenta (B.10)
se puede obtener:

— T
d | &% —131 _1 | o,
oN; oN;
dz 0&3

Queda por tanto resolver la derivacién de la matriz jacobiana J. Para ello
sélo hay que considerar la derivacién de cada uno de los términos de (B.4):

0 0rj _ 0 \ON; ON; Or;;
Os Bfk (98 Z: 8§k Z aﬁk Os

(B.18)

r;; denota la componente j-ésima del vector de posicién del punto i-ésimo.

Las expresiones anteriores relacionan el calculo de las sensibilidades de
las matrices J y B con las sensibilidades de las coordenadas de los nodos de la
malla descritas en el apartado 5.4.2.

A partir de lo anterior es posible derivar el resto de las expresiones
integrales que participan en todo el proceso de cédlculo. Asi, para los vectores
de fuerzas sera:

0 ")BT oD
_J;% :fna (a, (D(eg — o)l Il + BT5—50||J||+
B'(Deo — o9)|| T |tr (J‘IZJ>]d£1d£zd£3+ (B.19)

Ja

NTHJ|ir (rlg—’)}dm@d@
£ S

Os nin

T (71720,
Ofr. _ /FfNTt[tr(J_li{)— U %) ]nnndfldez (B.20)
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La particularizaciéon de las expresiones anteriores para el caso
bidimensional es trivial. Para las expresiones (5.2.26) se tendra:

0%, = 5T 0 gl _16.’

ds _/nf[N L ¢’llllltr(l as)]dfldfzdfs (B.21)
%_ vl w _16_]
Os _/QfN N”-’”“‘(-’ as)déldﬁzdfs (B.22)

Por ultimo, queda calcular las sensibilidad del estimador de error (5.2.37):

on? do* do\T _ .
“ =/n£[( ) DN -l

* TBD-1 *

(o* — o) % ((;’ ~¢ra)||1||+ (B.23)
* T'n-1 o” (%4

(0 -0 (5 - 5 )+

(0" -7 D (a" — o)ler (171 5]) | derdeacts

Para un estudio mas detallado de la deduccion de las expresiones
anteriores se pueden consultar las referencias [44]145],
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(capitutosy ANEXO C

CALCULO DE LAS SENSIBILIDADES
DE ORDEN SUPERIOR PARA LAS
EXPRESIONES INTEGRALES

Siguiendo la metodologia presentada en [441(45] para la derivacién de orden
superior, se definen los siguientes operadores:

dp(r,z _10J
DY :p(r,z) = L(&]_;_) + tr (J la>p(r,z) (B.1)

nT ~1TaJ? n
DL 1q(r,z) = -&'(a%l + [tr (J_l%:—) - (J o8 ) ]q(r,z) (B.2)

ﬂ-“nﬂ

poirr) . YA
DL : s(r,z) = s(;-s,z + E;r T or ~s(r,z) (B.3)
(oF) o

Las ecuaciones (A4.6), (4.7) y (A.8) se pueden escribir de la forma:

a_%‘(:_) - /Q @ Dp(r,z)dN2 (B.4)
OQBE:’) - /F @ DL g(r,z)dl (B.5)
0S (=)

B !
= = /Ie(z) Dis(r,z)dl (B.6)
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La estructura de las expresiones anteriores es la misma que la de la de los
segundos miembros de (A4.1). Por lo tanto la operacién de derivacién direccional
se puede expresar de forma recurrente, obteniendo para la derivada n-ésima de
las funciones definidas en (A.1) las siguientes expresiones:

BnP
e / DY,, .., DY plr,2)|J|dé1dezdes (B.7)
an
asl,Q(z) / Dy, .., Dy, a(r, )| d1dé, (B.8)
oS
T (z) /D,n, Dlsl s(r,z) 36 Hd§1 (B.9)
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CAPITULO 6

EJEMPLOS DE APLICACION EN
PROCESOS DE OPTIMIZACION
ESTRUCTURAL

6.1 INTRODUCCION

En este Capitulo se contrasta la validez y utilidad de las técnicas y
algoritmos expuestos en capitulos anteriores, mediante su aplicacion a diversos
problemas de optimizacién estructural.

A partir de los planteamientos descritos en el Capitulo 5. se ha
confeccionado un programa de ordenador, llamado SAMOP, que consta de unas
30.000 instrucciones. Este programa contempla la optimizaciéon de estructuras
en régimen eldstico lineal y estdtico calculadas mediante el método de los
Elementos Finitos, abarcando las siguientes teorias:

- Tensién plana.
- Deformacion Plana.
- Simetria de revolucién.

Se incluye la posibilidad de que una misma estructura tenga que ser
calculada mediante varias de las teorias anteriores simulando comportamientos
distintos en diversas fases de su construccion.

Mediante este programa de ordenador se han resuelto una serie de
ejemplos, cuyo grado de dificultad es muy diverso. Sin embargo, las técnicas
presentadas en el Capitulo 5. han permitido la resoluciéon de todos ellos con el
mismo programa de ordenador.

En el ejemplo n2 1 se analiza la optimizacién de la seccién de una tuberia
sometida a una presién interior. Este ejemplo se ha resuelto utilizando dos
parametrizaciones muy distintas que han proporcionado el mismo resultado

final.
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En el ejemplo n? 2 se analiza la optimizacién de la forma de una biela
sometida a una fuerza de traccién.

En el ejemplo n® 3 se incluyen dos problemas muy semejantes en cuanto a
su tipologia, que se diferencian, bésicamente, en el modelo de cilculo utilizado
en cada caso. Estos problemas consisten en la optimizacién de la forma de un
arco y de una béveda respectivamente.

En el ejemplo n® 4 se analiza la optimizacién de la forma de la seccién
cental de una presa béveda. En este ejemplo se han utilizado dos teorias de
cdlculo distintas (tensiéon plana y simetria de revolucién) y se han combinado
los casos de carga correspondientes al peso propio y a la presién hidrostatica del
agua. Este problema se ha resuelto en primer lugar sin considerar la influencia
de la cimentacién y, posteriormente, se ha incluido la misma en el analisis.

El criterio de optimalidad utilizado para la generacién de las mallas ha
sido, en todos los casos, el de error constante por unidad de area. Asimismo, la
funcién objetivo que se ha utilizado en todos los ejemplos es la correspondiente
al peso de la estructura optimizada y el algoritmo utilizado para resolver el
problema matematico de optimizacién es el descrito en el Capitulo 5.
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6.2 EJEMPLO N21. OPTIMIZACION DE LA SECCION DE UNA
TUBERIA

En este ejemplo se ha planteado la optimizacién de la forma de la seccién
de una tuberia sometida a una presién interior. La solucién a este problema es,
evidentemente, una seccién circular de espesor uniforme, el cual depende del
nivel de tensién alcanzado y de la resistencia del material. La utilidad de este
ejemplo, tan sencillo, es comprobar el buen funcionamiento del sistema.

e

ATtlttththhtahrahhhy

X4

X2

X; e ey

——

| S B

o

FIGURA 6.1 Optimizacién de tubo. Caso 1. Parametrizacion de
los disefios.

Debido a la simetria del problema, el proceso de optimizacién se ha
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limitado a hallar la forma éptima de un cuadrante de la seccién. La geometria de
la misma se ha modelado mediante una sola curva formada por cuatro puntos en
los cuales la pendiente de la misma es discontinua. La forma del disefio inicial,
asi como su parametrizacién se describen en la figura 6.1. Se han tomado como
variables de disefio las distancias de los dos puntos extremos al centro del circulo
(z1 ¥ z4), las pendientes de la curva en esos puntos (zg y z5) y los factores f
correspondientes a esas pendientes (z3 y zg). De esta forma, el proceso de
optimizacién consistird en modificar la forma de la superficie exterior de la
tuberia hasta hallar el éptimo, manteniendo el radio interior constante.

Las caracteristicas mecdnicas del material utilizado corresponden a un
caso hipotético y son E = 100000. Kg/cm?, y v =0.3. Los célculos se han
realizado con un modelo de deformacién plana.

Variable a; b; ¢ €7
1 0. 50. 1. 0.1
T3 -30. 30. 10. 0.3
23 8.5 50. 2. 0.3
24 0. 50. 1. 0.1
s 240. 300. 10. 0.3
Tg 8.5 50. 2. 0.3

TABLA 6.1 Optimizacién de tubo. Caso 1. Parametros definidos
para las variables de diseno.

Restriccion | Maximo € n;

)

0.1

r 10. 1.

TABLA 6.2 Optimizacién de tubo. Caso 1. Pardmetros definidos
para las restricciones.

La carga aplicada es una presién interior uniforme de valor 1.0 Kg/cm?.

Se han impuesto restricciones rq sobre las tensiones obtenidas en todos
los nodos generados sobre el contorno, limitando el valor de la méxima tensién
principal a 10 Kg/cmz.

Los parametros necesarios para el funcionamiento del algoritmo de
optimizacion que se han utilizado se describen en las tablas 6.1 y 6.2.



Capitulo 6 : Ejemplos de aplicacién —437—

El problema se ha resuelto utilizando elementos triangulares de 6 nodos
y limitando el nivel global de error a un 1%.

La sucesién de disefios y mallas obtenidos se presenta en la figura 6.2.
Como puede apreciarse, el proceso converge en la séptima iteracién y el disefio
final es el esperado. En las figuras 6.3, 6.4 y 6.5 se presentan, respectivamente,
las evoluciones de la funcién objetivo, el porcentaje global de error y el nimero
de elementos utilizados en cada malla.

La funcién objetivo (fig. 6.3) desciende muy rapidamente hasta llegar a un
disefio no factible en la iteracién ntiimero 2. Después aumenta ligeramente para
proporcionar un disenio factible y vuelve a descender para los 1dltimos disefos.

El nimero de elementos utilizado (fig. 6.5) crece hasta la iteracién nimero
3 y luego desciende permaneciendo entre los 15 y los 20 elementos. Asimismo
el porcentaje de error (fig. 6.4) tiene un pico en la iteracién nimero 2 y luego
permanece por debajo del porcentaje exigido de un 1%.

Durante la realizacion de este ejemplo se puso de manifiesto la utilidad del
“amortiguamiento” del refinamiento descrito en el apartado 5.4.4.5. Sin éste, el
programa produjo una malla mucho maés densa en el disefio nimero 2 para evitar
que creciese el porcentaje de error global. Ello duplicé el tiempo de ordenador
necesario para resolver el problema sin producir ninguna mejora en el proceso
iterativo de optimizacion. De hecho, la introduccién del “amortiguamiento”
redujo en una iteracidén el nimero de pasos necesarios para llegar al disefio

final.

El aumento del porcentaje de error global registrado en la iteracién
numero 2 es, por tanto, debida a que el “amortiguamiento” intoducido no
permitié generar el niimero suficiente de elementos para disminuir el mismo
por debajo del limite fijado.
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Geometrie en lsa iteracion : 0 Geometrin en la iteracion :
Geometria en la ileracion : 2 Geomelria en la ileracion
Geometria en la iteracion ! 4 Geometria en la iteracion

FIGURA 6.2A Optimizacién de tubo. Caso 1. Sucesién de disefios

obtenidos.




Capltulo 6 : Ejemplos de aplicacion

—439—

Geometria en la ileracion :

Geometlrian en la iteracion :

FIGURA 6.2B Optimizacién de tubo. Caso 1. Sucesién de disefios

obtenidos.
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FIGURA 6.3 Optimizacién de tubo. Caso 1. Evolucién de la
funcién objetivo.
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FIGURA 6.4 Optimizacién de tubo. Caso 1. Evolucién del
porcentaje global de error.
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FIGURA 6.5 Optimizacién de tubo. Caso 1. Evolucién del nimero
de elementos utilizados.



Capitulo 6 : Ejemplos de aplicacion —443—

La parametrizacion utilizada en este primer caso es muy sencilla y se ha
definido en funcién de unas pocas variables de disefio que ademas conducen a
una forma circular con mucha facilidad. Para poner a prueba el algoritmo de
optimizacién se ha vuelto a resolver el problema con una parametrizacién mas
compleja utilizando mads variables de disefio. Ademas se ha comenzado con un
diseno inicial mucho mas alejado de la solucién final que en el caso anterior. En
este caso, las posibilidades de variacién de la forma de cada disefio son mucho
mayores, dificultando por tanto la resolucién del problema.

La parametrizacion utilizada en este caso se esquematiza en la‘figura 6.6.
Se han utilizado como variables de disefio 6 coordenadas de puntos (z1, z4, 27,
Tg, 13 ¥ €14), 6 dngulos (z9, =5, xg, T11, 15 ¥ T17), ¥ los 6 factores f asociados
a esos angulos (z3, z¢, T19, T12, £16 ¥ T18)- Para ser mas estricto que en el caso
anterior se han disminuido las tolerancias admitidas en las variables de disefio.

Se han impuesto las mismas restricciones en tensién que en el caso anterior
(r1). Para conservar la bisectriz del primer cuadrante como eje de simetria se
han impuesto también restricciones 7o sobre los pares de variables z7, zg y
z13, 14 de forma que sus valores sean iguales y los puntos correspondientes se
muevan sobre el eje de simetria durante el proceso. Estas restricciones se han
impuesto sobre cada par, obligando a que la diferencia entre los valores que
toma cada variable sea muy pequeia.

Los parametros utilizados para informar al algoritmo de optimizacién se
presentan en las tablas 6.3 y 6.4.

El resto de los datos necesarios para definir el problema son iguales a los
del primer caso analizado.

La sucesion de disefios y mallas obtenidos se presenta en la figura 6.7.
Asimismo, la evolucién de la funcién objetivo, el porcentaje de error y el nimero
de elementos utilizado se presentan respectivamente en las figuras 6.8, 6.9 y 6.10.
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FIGURA 6.6 Optimizacién de tubo. Caso 2. Parametrizacion de
los disefios.
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Variable a; b; ¢ €7
T 0. 50. 1. 0.001
T -30. 30. 10. 0.001
z3 8.5 50. 2. 0.001
T4 0. 50. 1. 0.001
Ty 240. 300. 10. 0.001
Tg 8.5 50. 2. 0.001
T7 0. 50. 3. 0.001
zg 0. 50. 3. 0.001
zg 90. 180. 30. 0.001
z10 0. 50. 2. 0.001
r11 90. 180. 30. 0.001
12 0. 50. 2. 0.001
T13 0. 50. 3. 0.001
T14 0. 50. 3. 0.001
T15 -90. 0. 30. 0.001
T16 0. 50. 2. 0.001
z17 270. 360. 30. 0.001
18 0. 50. 2. 0.001

TABLA 6.3 Optimizacién de tubo. Caso 2. Parametros definidos
para las variables de diseno.

Restriccién | Maximo e? Uk
1 10. 1. 0.1
ro 0.2 0.3 20.

TABLA 6.4 Optimizaciéon de tubo. Caso 2. Pardmetros definidos
para las restricciones.
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Geometria en le iteracion : 0 Geometria en la ilerscion :

Geomelria en la iteracion 2 Geometria en la iteracion :
-

Geometria e¢en la iteracion : 4 Gecometria en la ileracion

FIGURA 6.7A Optimizacién de tubo. Caso 2. Sucesién de disefios

obtenidos.
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Geomelris en la iterscion : 6 Geometria en la ileracion ; 7

Geometria en la iteracion : 8 Geomelria en la ileracion ! 9

Geomelrin en la iteracion : 10 Geometria em la iteracion : 11

FIGURA 6.7B Optimizacién de tubo. Caso 2. Sucesién de disefios
obtenidos.
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Geomelris en la ileracion : 12 Gecometria en la ileracion : 13

Geometria en la iteracion : 14 Geometria en la ileracion : (B

Geometria en la jleracion : 16

AN

FIGURA 6.7C Optimizacién de tubo. Caso 2. Sucesién de diseiios
obtenidos.
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FIGURA 6.8 Optimizacién de tubo. Caso 2. Evolucién de la
funcién objetivo.

A pesar de la mayor complejidad que representa esta nueva
parametrizacion, los resultados demuestran que el algoritmo ha sido capaz de
llegar al mismo resultado final que en el primer caso. La convergencia hacia
la misma es, ademés, muy rapida tal como muestra el grafico de variacion de
la funcién objetivo. El porcentaje de error de las mallas utilizadas disminuye
también muy rapidamente en las primeras iteraciones y luego permanece estable.
Fl ntmero de elementos utilizados crece hasta la séptima iteracién y luego oscila
entre valores de 40 y 70 elementos.

Fn los tltimos disefios obtenidos se aprecia una creciente concentracion
de elementos alrededor del punto anguloso A (ver figura 6.6). En la figura 6.7
se puede ver un detalle del ultimo disefio en el cual se aprecia la existencia
de una pequeia angulosidad que provoca una singularidad tensional en el
problema y, por tanto, una concentracion de elementos en esa zomna. Esta
concentracién indica al disefiador la existencia esta singularidad, lo que puede
ser muy importante ya que advierte de que la parametrizacion utilizada no ha
sido muy adecuada y que se puede mejorar la misma aumentando el orden de
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FIGURA 6.9 Optimizacién de tubo. Caso 2. Evolucién del
porcentaje global de error.

continuidad de la curva del contorno en ese punto.

Asi, al haberse iniciado el disefio con una parametrizacién “cuadrada” del
tipo de la figura 6.6, los resultados sugieren automaticamente repetir el proceso
con una parametrizaciéon “circular” como la de la figura 6.1. Esta posibilidad
nace de la utilizaciéon de esquemas de mallas no estructuradas adaptables
que advierten, mediante las concentraciones de elementos, de la singularidad
tensional originada por una mala parametrizacion.
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6.3 EJEMPLO N2 2. OPTIMIZACION DE LA FORMA DE UNA
BIELA

En este segundo ejemplo se ha optimizado la forma de la parte superior
de una biela de motor. Para ello se han realizado unas hipétesis muy simples
sobre la naturaleza de la carga que se transmite a la propia biela a través del

bulén de conexion con el pistén. Dada la simetria del problema, el analisis se
ha limitado a la mitad de la pieza.

250cm L 2.25 |'1.25 I'0.75|_

413 12 1 10 9
i
/D
,;
//n
7] 3

H 1 2
/LO a} (2] 2] 6] ja] ] o
SIS YT Iy ed VLD

6cm 15 | 3 L

_'t == —T_ —— 1 -

FIGURA 6.11 Optimizacién de biela. Diseno inicial y puntos de
definicidn.

La forma del diseno inicial, asi como los puntos utilizados para definirlo,
se muestran en la figura 6.11. Para definir la curva que modelara la forma de
cada diseno se han utilizado 13 puntos. Los puntos ntimero 1, 2, 6, 7 y 13
son puntos donde la curva tiene pendiente discontinua. En el disefio inicial,
los puntos 9, 8 y 7, asi como los 2, 3, 4, 5, y 6 estan colocados sobre sendas

circunferencias. En los puntos 7 y 13 se han fijado las pendientes respectivas a
90.% y 180.2 respectivamente.

Las caracteristicas mecanicas del material utilizado son
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E =2100000 Kg/cm?y v =0.3. Los calculos se han realizado con un modelo
de tensién plana.

Variable a; b; ¢ €7
z 0.8 6.75 2.0 0.010
z9 0.0 3.0 1.5 0.010
z3 0.57 6.75 1.4 0.010
T4 0.57 6.75 1.4 0.010
Tg 0.8 6.75 2.0 0.010
zg 0.5 6.75 2.0 0.010
7 0.25 6.75 2.0 0.010
zg 0.25 6.75 2.0 0.010
zg 0.25 6.75 2.0 0.010
210 0.0 6.0 0.5 0.010

TABLA 6.5 Optimizacién de biela. Pardmetros definidos para las
variables de diseiio.

Restriccion | Maximo e!]’- Uk
r1 2000. 5. 20.
9 0.2 0.3 20.

TABLA 6.6 Optimizacién de biela. Pardmetros definidos para las
restricciones.

Se han utilizado 10 variables de disefio que son:
- Coordenadas x de los puntos 7 y 8 (z1, z3).
- Coordenadas y de los puntos 8,9, 10, 11, 12 y 13 (z4, zs, zg, &7, Tg, T9).

- Factor f de los angulos de 90.2 y 180.= definidos respectivamente para los
puntos 7y 13 (z3, z19)-

Se han impuesto restricciones sobre la tensiéon de comparacién de Von
Mises 7 limitando su valor a 2000.0 Kg/cmz. Estas restricciones se han
impuesto sobre las tensiones obtenidos en todos los nodos situados sobre el
contorno en cada malla. Asimismo se han impuesto restricciones r9 sobre los
valores de las coordenadas del punto 8 para que éste se mueva sobre la bisectriz
del primer cuadrante.
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Geometria en ls iteracion : [ Geomeltria en la ileracion

Geometria en la iteracion : 2 Geomelria en la iteracion

ST Y s %

Geomeltrin en la ileracion : 4 Geometria en ls iteracion

EEM

Geometria en la iterascion : 6 Geometria en la iterecion

Geomelria en la itersacion : 8 Geomelria en Ia ileracion

FIGURA 6.12A Optimizacién de biela. Sucesién de disenios
obtenidos.
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Geometria en la ilerscion : 10

FIGURA 6.12B Optimizacién de biela. Sucesién de disenos
obtenidos.



—456— Capitulo 6 : Ejemplos de aplicacidn

Los parametros utilizados para definir el comportamiento de las variables
de disenio y las restricciones se presentan en las tablas 6.5 y 6.6.

Para simular la aplicacién de la carga de traccién se ha aplicado una carga
de presion en el tramo situado entre los nudos 4 a 6. La forma de dicha carga es
de variacion parabdlica con el arco, de forma que es nula en el nudo 4 y maxima
en el nudo 6. El valor total de dicha carga es el adecuado para conseguir una
resultante de valor 400.0 Kg. actuando sobre toda la biela.

El problema se ha resuelto utilizando elementos triangulares de 6 nodos
limitando el nivel de error global a un 5%.

En la figura 6.12 se puede ver la sucesién de disefios y mallas obtenidas.
Asimismo, en las figuras 6.13, 6.14 y 6.15 se presenta la evolucién de la funcién
objetivo, el porcentaje de error global y el nimero de elementos utilizado.
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FIGURA 6.13 Optimizacién de biela. Evolucién de la funcién
objetivo.

A la vista de las figuras se pueden hacer las siguientes consideraciones:
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FIGURA 6.14 Optimizacién de biela. Evolucién del porcentaje
global de error.

- La funcién objetivo decrece rapidamente hasta el disefio niimero 2 que es
no factible. A continuacién aumenta ligeramente hasta llegar al diseno

final.

- El porcentaje global de error presenta un pico muy acusado en la iteracién
numero 2 y luego desciende paulativamente hasta para situarse por debajo

del valor prefijado del 5%.

- El numero de elementos utilizados es maximo para el diseio numero 1,
luego desciende rapidamente y es minimo en los disenios 2, 3 y 4 y luego
sube y permanece estable hasta llegar al disenio final.

Los anteriores comentarios revelan un comportamiento andémalo del
algoritmo al pasar al segundo disefio ya que éste proporciona un disefio no
factible que ademds tiene un elevado porcentaje de error. Viendo la figura
6.12 puede verse que el cambio del disefio 1 al 2 representa una variaciéon muy
sustancial en la forma de la biela. Este cambio se traduce en una diferencia
importante tanto en el comportamiento mecanico de la pieza como en los
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FIGURA 6.15 Optimizacién de biela. Evolucién del nimero de
elementos utilizados.

requerimientos para un calculo correcto de la misma. Por ello, dada la magnitud
del cambio, no es extrafio que las extrapolaciones realizadas mediante el analisis
de sensibilidad desde el disefio nimero 1 al 2 no sean tan precisos como en las

iteraciones posteriores.

El espesor obtenido en la zona circular de la biela es bastante mayor
que el estrictamente necesario para soportar la carga impuesta si la pieza
trabajase unicamente a traccién. Este hecho es debido a que esa zona tiene
un comportamiento anadido de flexiér que puede observarse en las tensiones
representadas en la figura 6.16 para el disefio final. En dicha figura puede
observarse como las méximas tracciones aparecen en la zona superior del agujero
interior de la biela. Las maximas compresiones aparecen en la interseccién de
dicho agujero con el eje de simetria.

Asimismo, en la figura 6.16 se prepresenta también la distribucién del
cociente de errores elementales £, obtenido para el ultimo disefio. Como puede
comprobarse, los valores del mismo son bastante cercanos a 1 que corresponderia
a la hipotéticamente perfecta distribucién uniforme del error. Unicamente
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aparece una pequena zona donde el mencionado cociente toma un valor de
aproximadamente 2. En esta zona es donde produce la concentracién de
tensiones de traccién y por ello se precisa una mayor cantidad de elementos
en sus alrededores.
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FIGURA 6.16 Optimizacién de biela. Disefio final obtenido.
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6.4 EJEMPLO N2 3. 'OPTIMIZACION DE LA FORMA DE UN
ARCO Y UNA BOVEDA

En este tercer ejemplo se ha planteado la optimizacién de dos tipologi’as
estructurales tipicas como son el arco y la béveda.

6.4.1 Optimizacién de la forma de un arco

El primer caso planteado es el del arco cuyo diseno inicial, descripcion y
parametrizacion se describen en la figura 6.17. La forma del mismo se describe
mediante 8 puntos de definicidn siendo la pendiente discontinua en los puntos 1,
4, 5 y 8. Las coacciones impuestas son de empotramiento en los dos extremos.

2T/m

1.0
6.5m

FIGURA 6.17 Optimizacién de arco. Disefio inicial y puntos de
definicién.

Las caracteristicas mecanicas del material utilizado corresponden a las
de un hormigén de alta calidad y son E = 3000000. T/m?, v = 0.2y
p=23 T/m3. Los cédlculos se han realizado con un modelo de tension plana.

Se han utilizado 14 variables de diseho que son:
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- Coordenadas y de los puntos 1, 2, 3,4, 6 y 7 (z1, z4, 5, Tg, 11, £12)-
- Pendientes del arco en los puntos 1, 4, 5 y 8 (z2, z7, g, £13).
- Factores f correspondientes a las pendientes anteriores (z3, zg, €19, £14)-

Se han considerado dos casos de carga distintos. El primero de ellos
corresponde unicamente al peso propio, mientras que en el segundo se han
considerado el peso propio y una sobrecarga aplicada de 2.0 T'/m.

Se han impuesto restricciones r; sobre las maximas compresiones
admisibles en los dos casos de carga. Estas restricciones se han impuesto sobre
todos los puntos situados sobre el contorno del arco y su valor es de 1000. T/mz.

Variable a; b; c; €
21 0.1 2.0 0.5 0.020
z9 0.0 90. 5.0 1.000
23 0.0 5.0 0.5 0.100
T4 0.1 10.0 0.5 0.020
13 0.1 10.0 0.5 0.020
2 0.1 2.0 0.5 0.020
7 270. 360. 5.0 1.000
zg 0.0 5.0 0.5 0.100
zg 180. 270. 5.0 1.000
210 0.0 5.0 0.5 0.100
211 0.0 10.0 0.5 0.020
219 0.0 10.0 0.5 0.020
13 90. 180. 5.0 1.000
14 0.0 5.0 0.5 0.100

TABLA 6.7 Optimizacién de arco. Parimetros definidos para las
variables de diseiio.

Restriccion | Maximo e? uh
] 1000.0 5.0 200.0
r 0.1 0.01 0.1
r3 0.01 0.005 0.1

TABLA 6.8 Optimizacién de arco. Pardmetros definidos para las
restricciones.
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Asimismo, también se han impuesto restricciones ry sobre canto minimo
de forma que el espesor obtenido a partir de la diferencia de alturas de los pares
de puntos (2,6) y (3,7) sea superior a 10 cm.

Para obligar al proceso de optimizacién a conservar la simetria del
problema se han impuesto restricciones adicionales r3 de forma que la maxima

diferencia de coordenadas y entre los pares de puntos (1,4), (2,3) y (6,7) no sea
superior a 1 cm.

Los parametros utilizados para definir el comportamiento de las variables
de disefio y las restricciones se presentan en las tablas 6.7 y 6.8.

El problema se ha resuelto utilizando elementos triangulares de 6 nodos
limitando el nivel de error global a un 5%.

Aunque el material utilizado es un hormigdn, no se han impuesto
restricciones sobre maximas tensiones a tracciéon. Esto es debido principalmente
a dos razones:

- Si se imponen restricciones sobre tracciones maximas resultard que el
disefio inicial es no factible. Por ello, se dificulta enormemente el proceso

de optimizacién ya que, como paso previo, se debe entrar dentro de la
region factible.

- Aunque no existan restricciones sobre tracciones maximas, el algoritmo
de optimizacién debe “darse cuenta” de que la mejor forma de aprovechar
el material es haciéndolo trabajar a compresion. Por ello, aunque
las tracciones no se eliminen totalmente para cumplir unas ciertas
restricciones el proceso de optimizaciéon tratara de eliminar las zonas
sometidas a traccion.

Por otro lado, hay que tener en cuenta que el hecho de someter la
estructura a dos casos de carga distintos hace que no sea posible hallar una
forma que sea, de forma simultdnea, antifunicular de ambos casos. Por ello,
siempre apareceran tracciones en todos los disenos y el algoritmo tratara de
que las zonas donde éstas existan sean minimas.

La sucesién de disenios y mallas obtenidas se presenta en la figura 6.18.
Asimismo, en las figuras 6.19, 6.20 y 6.21 se presentan respectivamente las
evoluciones de la funcién objetivo, el porcentaje de error global y el numero de
elementos utilizados en cada malla.
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Geomelrin en la iteracion : ]

Geometrin en la iterncion
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Geometrin en la lleracion : 2
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FIGURA 6.18A Optimizacién de arco.
obtenidos.

Sucesién de disenos
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Geomeitlria en la iteracion : 10 Geomelria en la iteracion : 11
Geometria en la iteracion : 12

—

FIGURA 6.18B Optimizaciéon de arco. Sucesiéon de disefios

obtenidos.
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FIGURA 6.19 Optimizacién de arco. Evolucién de la funcién
objetivo.

Obsérvese como este nimero de elementos es bajo en las primeras
iteraciones (lejos del 6ptimo), con el consiguiente ahorro computacional, y crece
al acercarse a la solucién del problema.

Las tracciones que aparecen en el disefio final son pequenas y estan
resringidas a las zonas de los apoyos y a la clave. Estas tracciones son mayores
en el caso de carga correspondiente al peso propio mas sobrecarga y su valor es
siempre inferior a los 20.0 Kg/ cm? pudiendo ser absorbidas por una armadura
colocada al efecto.
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FIGURA 6.21 Optimizacién de arco. Evolucién del mimero de
elementos utilizados.
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6.4.2 Optimizacién de la forma de una béveda de revolucién

Para completar este ejemplo se ha resuelto también el caso correspondiente
a una boveda de revolucién. La diferencia de este caso con el anterior estriba,
basicamente, en el modelo de célculo que en este caso sera de simetria de
revolucion. La parametrizacidn, asi como el disefio inicial utilizado se presentan
en la figura 6.22. Se han utilizado 6 puntos de definicién para la curva que
limita el contorno de la béveda. Las caracteristicas mecanicas del material son
las mismas que en el caso anterior para el arco.

2T/m

g 1

10 m 10m L

FIGURA 6.22 Optimizacién de béveda. Disefio inicial y puntos de
definicién.

Se han utilizado 11 variables de diseno que son:

Coordenadas y de los puntos 1, 2, 3,4y 5 (x4, z3, z4, 7, Z9).

Pendientes de la béveda en los puntos 3 y 6 (x5, z19)-

Factores f correspondientes a dichas pendientes (zg, £17)-

Factores f correspondintes a los dngulos de 0.2 de los puntos 1 y 4 (z2,
zg).

Los casos de carga considerados asi como las restricciones rq sobre las
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compresiones maximas son iguales al caso anterior. Debido a las caracteristicas
del modelo utilizado en este caso, se han afadido, adema4s, las restricciones en
tension corespondientes a las tensiones circunferenciales.

Se han impuesto también restricciones ry sobre el canto minimo como la
diferencia entre las alturas de los puntos 2 y 5, y entre las de los puntos 1 y 4.

Los parametros utilizados para definir el comportamiento de las variables
de disefio y las restricciones se presentan en las tablas 6.9 y 6.10.

Variable a; b; ¢ €7
r] 0.1 10.0 0.5 0.020
T 0.0 5.0 0.5 0.100
Z3 0.1 10.0 0.5 0.020
24 0.1 2.0 0.5 0.020
Ty 270. 360. 5.0 1.000
T 0.0 5.0 0.5 0.100
27 0.1 10.0 0.5 0.020
rg 0.0 5.0 0.5 0.100
zg 0.0 10.0 0.5 0.020
210 90. 180. 5.0 1.000
211 0.0 5.0 0.5 0.100

TABLA 6.9 Optimizacién de béveda. Parametros definidos para las
variables de diseiio.

Restriccién | Maximo eg uh
1 1000.0 5.0 200.0
79 0.1 0.01 0.1

TABLA 6.10 Optimizacién de béveda. Parametros definidos para
las restricciones.

El porcentaje de error admitido es de un 5% habiéndose utilizado
elementos triangulares de 6 nodos.

La sucesién de disenos y mallas obtenidas se presenta en la figura 6.23.
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Geometria en la iteracion : 0 Geometris en la ileracion : 1
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Geometria en la iteracion : 4 Geomelria en la iteracion : 5
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Geometria en la ilerscion : 6 Geometria ecn la ilerscion : 7

/
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Geomelria en la ileracion : 8 Geomelria en la iteracion : 9

/
/

FIGURA 6.23 Optimizacién de béveda. Sucesién de disenos
obtenidos.
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Asimismo, en las figuras 6.24, 6.25 y 6.26 se presentan respectivamente
las evoluciones de la funcién objetivo, el porcentaje de error global y el nimero
de elementos utilizados en cada malla.

3000.
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I P o i e |
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0. 1. 2. 3. 4, 5. 6. 7. 8.
No. de lteracion

=1

Optimizacion de Boveda

FIGURA 6.24 Optimizacién de béveda. Evolucién de la funcién
objetivo.

A la vista de dichas figuras se pueden hacer los siguientes comentarios:

- La funcién objetivo desciende de forma rdpida al principio hasta llegar a
un diseno no factible en la tercera iteraciéon. Luego crece ligeramente para
recuperar la factibilidad y vuelve a descender de forma paulatina.

- El porcentaje de error desciende por debajo del 4% en la tercera iteracién
y permanece entre el 0% y el 4% durante el resto del proceso, a excepcion
de un pico muy alto obtenido en la iteracion numero 7.
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FIGURA 6.25 Optimizacién de béveda. Evolucién del porcentaje
global de error.
e peso propio.
o peso proplo + sobrecarga.

- El ntmero de elementos utilizado crece de forma casi continua hasta
superar los 55 elementos. El pico del porcentaje de error obtenido en la
iteracién niimero 7 coincide con un claro aumento del nimero de elementos
utilizado.

Los problemas observados en la séptima iteracién son debidos,
esencialmente, a dos razones:
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FIGURA 6.26 Optimizacién de béveda. Evolucién del nimero de
elementos utilizados.

- Se produce un cambio sustancial en la forma del diseno pasando a ser
mucho mas redondeado que en los casos anteriores. Esta brusca variacién
de forma puede hacer fallar las extrapolaciones hechas desde el diseno

anterior.

- El fuerte crecimiento del porcentaje de error coincide con un fuerte
aumento del numero de elementos utilizado. Al haberse limitado el
incremento del numero de elementos mediante el “amortiguamiento”
introducido, no se permite al proceso generar una malla suficientemente
densa como para disminuir el error al porcentaje deseado. No obstante
puede comprobarse como en las siguientes iteraciones dicho porcentaje
vuelve a colocarse por debajo del limite prescrito, con lo cual se demuestra
que el “amortiguamiento” dsminuye los incrementos de calculo debidos a
refinamientos puntuales, pero luego permite mantener el nivel de error
por debajo del limite prefijado.

Los cantos obtenidos en el disefio final coinciden exactamente con el
minimo prescrito de 10.0 cm. En cambio, las tensiones obtenidas estan muy
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lejos del maximo admisible de 100.0 Kg/ em?. Estos resultados indican que
el disefio final estd condicionado por las limitaciones geométricas impuestas
(limitaciones constructivas) y no por los limites de resistencia de material.
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6.5 EJEMP’LO N2 4. OPTIMIZACION DE LA FORMA DE LA
SECCION CENTRAL DE UNA PRESA BOVEDA

Este ejemplo estd tomado de la referencia [44], donde se resuelve mediante
la utilizacién de una malla estructurada no adaptable sin controi de errores, y
corresponde a la optimizacién de la forma de la ménsula central de una presa
boéveda. Para ello se han realizado una serie de hipétesis simplificativas acerca
del comportamiento de la misma frente a las cargas de peso propio y presién de
agua. Asimismo, se han introducido aspectos relativos al proceso constructivo
para tener en cuenta el comportamiento, previo a la inyeccién de las juntas.

La resoluciéon de este ejemplo se ha efectuado mediante dos
parametrizaciones distintas. En la primera de ellas no se ha tenido en cuenta el
efecto que la cimentacién puede ejercer sobre el cuerpo de la presa. Por ello, sus
condiciones de vinculacién en la base son muy simples y producen la aparicion
de una singularidad en la misma debida a una fuerza puntual. Esta singularidad
ha proporcionado dificultades al proceso de optimizacién que se han corregido
mediante la consideracién de la cimentacién dentro de los calculos.

La funcién objetivo utilizada en todos los casos ha sido el peso de la presa
obtenido desarrollando la ménsula central sobre una directriz circular.

En cada caso, el ejemplo se ha resuelto imponiendo restricciones en tensién
en puntos distintos. Los resultados obtenidos en cada caso se exponen en los
proximos apartados.

6.5.1 Presa sin cimentacién. Caso n2 1.

El disefio inicial y los puntos que definen la forma de la seccién central de
la misma se presentan en la figura 6.27.

Para la parametrizacién del modelo se han utilizado 8 variables de disefio
que corresponden a las coordenadas x de los puntos 2, 3, 4, 5,6, 7,8 y 9 (z,
z2, T3, T4, 5, Tg, T7, Tg). Los pardmetros necesarios para el algoritmo de
optimizacién que se han utilizado se presentan en la tabla 6.11.

Las propiedades del material utilizado son E = 3000000.0 T'/m?2, v = 0.2
yp=23 T/m3.
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FIGURA 6.27 Optimizacién de ménsula central de presa bdveda.
Disefio inicial y puntos de definicion.

Para modelar el comportamiento de la estructura se han utilizado dos
modelos de calculo distintos:

- Se ha considerado que el proceso constructivo consiste en fabricar primero
las ménsulas verticales y, posteriormente, dar continuidad a la presa
inyectando las juntas entre bloques. Por ello, se puede considerar que,
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Variable a; b; ¢; €
T 0.0 57.5 2. 0.100
T 62.5 100. 2. 0.100
z3 0.0 100. 2. 0.100
T4 0.0 100. 2. 0.100
13 0.0 100. 2. 0.100
Tg 0.0 100. 2. 0.100
z7 0.0 100. 2. 0.100
rg 0.0 100. 2. 0.100

TABLA 6.11 Optimizacién de presa béveda sin cimentacién. Caso
1. Pardmetros definidos para las variables de disefio.

inicialmente, todas las ménsulas de la presa trabajan en tensién plana, de
forma independiente sin interaccién entre ellas. El tnico caso de carga
considerado en esta etapa es el correspondiente al peso propio de la presa.
Bajo esas condiciones se han impuesto restricciones sobre las méaximas
tracciones 71 limitandolas a 50.0 T'/m2, y sobre las maximas compresiones

limitandolas a 2750.0 T/m?2.

- Una vez finalizado el proceso constructivo, y con la presa ya en régimen
de servicio, se ha considerado que su comportamiento se puede aproximar
mediante un modelo de sélido de revolucién. Se ha supuesto que al dar
continidad a la presa las tensiones debidas al peso propio se redistribuyen,
en mayor o menor grado, debido a los procesos de relajacién y fluencia
que sufre el hormigén. En esta etapa se han considerado dos casos
de carga: el primero de ellos corresponde al peso propio de la presa,
mientras que el segundo corresponde a dicho peso propio mas la presién
hidrostatica del agua. En ambos casos se han impuesto restricciones sobre
la méximas tracciones r3 limitando su valor a 20.0 T/mz, y sobre la

maximas compresiones 74 limitando su valor a 2750.0 T/m?.

El hecho de ser menos estricto en las restricciones aplicadas durante la
fase constructiva responde al hecho de que durante dicho proceso se pueden
admitir, de forma temporal, tensiones mas elevadas.

Se han impuesto ademads dos restricciones adicionales de tipo geométrico:

- Se ha limitado inferiormente el ancho de la coronacién r5 imponiendo que
la diferencia de las variables de disenio z7 y zg sea superior a 5 m.

- Se ha obligado a que el valor de la semisuma de las variables 1 y z9 esté
entre 59.5 m. y 60.5 m. Con ello se obliga a la presa a conservar, de forma
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aproximada, su radio inicial de 60.0 m. evitando que toda ella se desplace
hacia el centro para minimizar su volumen. La forma de imponer esta
restriccién ha sido limitar superiormente el valor de la suma z; + z3 a
121.0 m. (rg), e inferiormente el valor de —z1 — z9 a -119.0 m. (r7).

Los parametros referentes a las restricciones necesarios para definir el
algoritmo de optimizacién que se han utilizado se presentan en la tabla 6.12.

Restriccién | Extremo eg nj
71 50. 0.05 200.0
ro -2750.0 | 0.05 200.0
ra 20. 0.05 200.0
T4 -2750.0 0.05 200.0
Ty 5.0 0.05 50.0
re 121.0 1.00 100.0
7 -119.0 1.00 100.0

TABLA 6.12 Optimizacién de presa bdveda sin cimentaciéon. Caso
1. Parametros definidos para las restricciones.

Se han utilizado elementos de 6 nodos y se ha limitado el porcentaje de
error global a un 5%.

El apoyo puntual colocado en el punto numero 2 de la figura 6.27 provoca
la aplicacién de una carga puntual sobre el mismo. Por ello, en ese punto
aparece una singularidad y la tensién sobre el mismo tendera a hacerse infinita.
Por esta razoén, el algoritmo de regeneracion tratara de concentrar elementos
alrededor de esa zona.

Para imponer las restricciones sobre las tensiones (r1, 72, 73 ¥ 74) se ha
tenido que definir una serie de “puntos de control” donde aplicar las mismas.
A diferencia de los ejemplos anteriores, donde las restricciones se aplicaban
sobre todos los nodos generados sobre el contorno, en este caso la aplicacién de
éstas debe hacerse sobre una serie de puntos fijos. La razon es que, debido a
la singularidad, cada vez se generardn nodos mas cercanos al punto nimero 2
y las tensiones en los mismos creceran al acercarse al mismo. Este es un caso
tipico de los comentados en el apartado 5.4.2 donde, para definir correctamente
el problema matemético de optimizacién, hay que utilizar una serie de “puntos
de control” sobre los cuales se imponen las restricciones.

En este primer caso se han definido como puntos de control los puntos de
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definicién situados sobre los paramentos verticales, a excepcién de los situados
sobre la base donde estd situada la singularidad. Ademds, también se han
definido como tales dos puntos mds situados entre cada par de puntos de
definicion situados sobre los mencionados paramentos. La posicién de estos
ultimos puntos es la correspondiente a la divisién, en tres intervalos iguales,
del parametro ¢t de la curva utilizada entre cada dos puntos de definicién.
Debido a las propiedades de los B-splines paramétricos, dichos puntos resultan
estar equiespaciados segin la altura entre cada par de puntos de definicién.
Asimismo, también se han utilizado como puntos de control el punto de
definicién nimero 1 y dos puntos mas situados en la base y equiespaciados
respectivamente de los pares de puntos (1,2) y (1,3).

En la figura 6.28 se presenta la sucesién de disenios y mallas obtenidos en
el proceso. En la malla correspondiente al disefio inicial (iteracién 0) se pueden
ver todos los puntos de control definidos, ya se corresponden con todos los nodos
situados sobre el contorno, a excepcién de los extremos de la base (puntos 2 y

3 de la figura 6.27).

En las figuras 6.29, 6.30 y 6.31 se puede observar las evoluciones
respectivas de la funcién objetivo, los porcentajes globales de error
correspondientes a cada caso de carga y el nimero de elementos utilizados.

A la vista de las figuras se pueden hacer los siguientes comentarios:

- La funcién objetivo aumenta sustancialmente en la primera iteracién
debido a que el disefio inicial no es factible. A continuacién desciende
rapidamente hasta la novena iteracién en que se obtiene otro disefio no
factible. A partir de este punto el algoritmo realiza ligeras mejoras para
producir un disefio factible sin aumentar significativamente el peso.

- El porcentaje de error global se mantiene por debajo del 5% para los tres
casos de carga a partir de la cuarta iteracién. Sin embargo, aparece un
fuerte pico en la sexta iteracién en el caso de carga correspondiente al
peso propio mas la presion hidrostatica. Este fuerte pico puede ser debido
a la deteccién de la singularidad existente ya que a partir de ese momento
el algoritmo comienza a refinar fuertemente la zona situada alrededor del
punto singular. El porcentaje global de error vuelve a descender por
debajo del 5% ya en la séptima iteracién.
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Geometria en la iteracion : 0 Geometria en la iteracion : 1

Geomelrias en la iteracion : 2 Geometris en lae iteracion ¢ 3
‘. g

Geometria en le ileracion : 4 Geometria e la 1leracion : s

FIGURA 6.28A Optimizacién de presa béveda sin cimentacion.
Caso 1.Sucesién de disefios obtenidos.
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FIGURA 6.28B Optimizacién de presa béveda sin cimentacién.
Caso 1.Sucesién de disefios obtenidos.
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Geomelria en la ileracion : 12 Geomelria en la iteracion : 13

Geometris en la iteracion : 14 Geometria en la iteracion : IS

Geomelria en la iteracion : 16 Geomelris en la ileracion : 17

FIGURA 6.28C Optimizacién de presa bdéveda sin cimentacidn.
Caso 1.Sucesién de disefios obtenidos.



—484— Capitulo 6 : Ejemplos de aplicacion

=
N
g RN N AN RN RN AR RN RN RSN NN N ARG AR ANRONERE R R
= -
wE | 2
=) E
2k 1l =
pEg =
ol S 2
P | 9
= =
SR E N 1
= S pEyr .
- aSER N 3
S O 1 B
=] 1 7
EN] | E
= \ 3
ap | E
- J ]
2f | -
el 3 1 3
BN = T =1 E
aF [ | E
o l | -
gF I ]
P :’:‘: i ]
£3F \\ | :
3o F \ '
=>2F |
o2 Ff \ R S 1
= = -
&L \ | :
5] - \
5]
ER- \
= 2 \
Sk *
- \ =
- ' o T
- \
= \ 3
5 \ |
= \ 3
= \ =
S 3
“E \ ]
- \ .
o \ .
- \ Z
*E T m
= \ 3
- ~ e
= N £
= ~ 3
w |- \
~F N g
B N 3
- AN -
= N ]
: L I D= (=
;IIIIJJJI LLLLLLL LA LA Ll L Ll L Ll Ll i'\"f_\J.HI'HHuHJ'r[rI— Adtiprara e tadiagyecy
0 1. ] [ | 10 12 14 16 18
No. de leracion
Optimizacion de Presa Boveda

FIGURA 6.29 Optimizacién de presa béveda sin cimentacién. Caso
1. Evolucién de la funcién objetivo.

- El ntmero de elementos crece durante todo el proceso a excepcién de
la iteracién numero 15 donde desciende de forma puntual. El ritmo de
crecimiento aumenta fuertemente a partir de la sexta iteracién que es la
correspondiente al pico de error comentado en el parrafo anterior.

En este ejemplo se comprueba que la existencia del punto singular hace
crecer enormemente el coste del proceso debido al fuerte incremento del niimero
de elementos utilizados. Puede observarse también como el aumento del niimero
de elementos no se circunscribe unicamente a la zona préxima al punto singular
sino que progresa por todo el tercio inferior de la seccién.
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FIGURA 6.30 Optimizacién de presa béveda sin cimentacién. Caso
1. Evolucién del porcentaje global de error.
e peso propio en tensién plana.
o peso propio en simetria de revolucién.

X peso propio + presién hidrostatica en simetria de
revolucién.
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FIGURA 6.31 Optimizacién de presa béveda sin cimentacién. Caso
1. Evolucién del nimero de elementos utilizados.
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6.5.2 Presa sin cimentacién. Caso n2 2.

Para comprobar la influencia de la localizacién de los puntos de control,
y la distancia de los mismos al punto singular, se ha repetido la resolucién del
problema cambiando la definicién de éstos. En este caso, se han colocado mas
puntos de control sobre los paramentos verticales de forma que entre cada dos
puntos de definicién existirdn tres puntos adicionales de control. De esta forma
se ha aumentado su ndmero, y los puntos inferiores estan mas cercanos al punto
singular de la base. Todas las demds caracteristicas de este caso son idénticas
al anterior.

En la figura 6.32 se presenta la sucesién de disefios y mallas obtenidos.
Al igual que en el caso anterior, en el disefio inicial se puede ver la posicién de
todos los puntos de control utilizados. Como puede comprobarse, su niimero ha
aumentado con respecto al caso anterior. En la figura 6.33 se puede observar la
evolucion de la funcién objetivo correspondiente a este caso.

Como se puede observar en la figura 6.32, el disefio final al que se llega es
claramente distinto al obtenido en el caso anterior. La mayor diferencia estriba
en el ancho de la base que, en este caso, se ha hecho mucho mayor intentando
disminuir la magnitud de las tensiones que aparecen en la parte baja de la presa.
A priori, es imposible conocer si esa solucién constituye un minimo global del
problema matemdtico planteado o bien un minimo local.

Observando la figura 6.33 puede verse que la funcién objetivo crece en
las tres primeras iteraciones y luego desciende rapidamente para oscilar en las
ultimas iteraciones. Su valor final es claramente superior al obtenido en el caso
anterior, lo cual hace pensar que nos hallamos ante un minimo local.
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Geometria en le iteracion : 0 Geometria en la iteracion :
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FIGURA 6.32A Optimizacién de presa béveda sin cimentacién.
Caso 2.Sucesién de disefios obtenidos.
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6 Geomelria en la iteracion
8 Geomel
10 Geomel

FIGURA 6.32B Optimizacion de presa bdéveda sin cimentacidn.

Caso 2.Sucesién de disenos obtenidos.
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FIGURA 6.32E Optimizacién de presa béveda sin cimentacién.
Caso 2.Sucesién de disefios obtenidos.
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6.5.3 Presa sin cimentacién. Caso n2 3.

Para comprobar si la solucién obtenida en el caso n2 2 corresponde a un
minimo local o a un minimo global del problema de optimizacion planteado se
ha repetido la resolucién del mismo partiendo de un disefio inicial distinto. En
este nuevo caso, se ha tomado como disefio inicial el obtenido como solucién
final del caso n2 1. Para ello se ha reinicializado el proceso utilizando como
valores iniciales de las variables de disefio los obtenidos en la resolucién del
apartado 6.5.1.

La sucesién de disefios y mallas obtenidas en esta nueva resolucién se
presentan en la figura 6.34. Asimismo, la evolucién de la funcién ob jetivo se
presenta en la figura 6.35.

La solucién obtenida en esta ocasién es factible, y no difiere
sustancialmente de la obtenida en el prime caso. Por ello, puede concluirse
que la solucién obtenida previamente en el caso no 2 constituye un minimo
local.
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FIGURA 6.34 Optimizacién de presa boveda sin cimentacién. Caso
3. Sucesién de disefios obtenidos.
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6.5.4 Presa con cimentacién. Caso n2 1.

Los resultados obtenidos con una parametrizacién que incluye sélo el
cuerpo de la presa, y una reaccién puntual que origina un punto singular en
la misma ponen de manifiesto, a través de una “anormal” densificacién de la
malla alrededor del punto singular, que la parametrizacién utilizada no es muy
adecuada. Por ello, se ha procedido a un nuevo estudio de la presa, considerando
en este caso la presencia del terreno donde se asienta. La modelizacién de la
presa mas el terreno se ha hecho tal como se indica en la figura 6.36. La tnica
diferencia geométrica con respecto a los casos anteriores es la inclusién de una
parte del terreno dentro de los célculos.

La funcién objetivo considerada en este caso es el peso de la presa, sin
considerar el peso del terreno anadido.

Las variables de disefio utilizadas, asi como las restricciones, son
exactamente las mismas que en los casos anteriores. También son iguales las
caracteristicas mecdnicas del hormigén de la presa. Sin embargo, para modelar
la respuesta del terreno se ha utilizado un valor mas bajo del Médulo de Young
que en el caso del hormigén. Las caracteristicas mecénicas que se han utilizado
para el terreno son £ = 1000000.0 T/m2 y v =0.2.

Los modelos de célculo utilizados, asi como los casos de carga, también
son iguales a los anteriores teniendo en cuenta que, en este caso, la presién
hidrostatica del agua también actuard sobre la superficie del terreno situado
aguas arriba de la presa. El peso propio del terreno no se ha considerado ya
que se supone que éste ya habra adquirido unas tensiones iniciales previas a la
construccién de la presa.

El porcentaje de error admitido se ha elevado en este caso a un 10% para
reducir los costes de computacién, ya que en este caso la dimensién del dominio
es mucho mayor y puede dar lugar a la generacién de mallas con un nimero
mucho mayor de nodos y elementos.

La sucesién de disefios y mallas obtenidos se presenta en la figura 6.37.
Las evolucidnes de la funcién objetivo, el porcentaje de error global y el nimero
de elementos utilizados se presentan respectivamente en las figuras 6.38, 6.39 y

6.40.

Como puede observarse en la figura 6.37, las mallas obtenidas indican la
existencia de dos puntos singulares en la base de la seccién. Estas singularidades
son debidas a que el contorno es anguloso en dichos puntos y sigue habiendo,
por tanto, una discontinuidad en las condiciones de contorno aplicadas sobre
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FIGURA 6.36 Optimizacién de ménsula central de presa béveda.
Diseiio inicial y definicién de dimensiones.

dichas zonas. Dichas condiciones son las referidas a las tensiones normales a
la superficie y la singularidad proviene del hecho de que el vector normal a la
misma es discontinuo. Sin embargo, el tipo de discontinuidad existente en este
caso es distinto al de los casos estudiados previamente ya que no es debido a la

aplicacién de una carga puntual.
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FIGURA 6.37A Optimizacién de presa boveda con cumentacidn.

Caso 1. Sucesién de disefios obtenidos.
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FIGURA 6.37B Optimizacién de presa béveda con cimentacién.
Caso 1. Sucesion de disenos obtenidos.
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FIGURA 6.38 Optimizacién de presa béveda con cimentacién.
Caso 1. Evolucién de la funcién objetivo.

En esta ocasién, el proceso llega a la solucién final en 11 iteraciones.
Dicho nimero es bastante inferior al obtenido en el caso n® 1 de la
presa sin cimentacién por lo que la convergencia resulta ser, en este caso,
significativamente mas rapida. El valor final de la funcién objetivo, asi como la
forma del diseno, son ademas muy similares a los obtenidos previamente para
la presa sin cimentacion.

La evolucién de la funcién objetivo es descendente al principio y
ligeramente oscilante al final del proceso para conseguir un diseio factible.

Todos los porcentajes globales de error estan por debajo del 10% exigido
a partir de la cuarta iteracién, y no se observa el comportamiento fuertemente
oscilatorio de los casos anteriores.

El niimero de elementos utilizados crece rapidamente hasta llegar hasta la
iteracién nimero 9 donde se emplean 900 elementos. A partir de ese momento
dicho ntimero permanece por debajo de dicho valor.
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FIGURA 6.39 Optimizacién de presa béveda con cimentacién.
Caso 1. Evolucién del porcentaje global de error.
® peso propio en tensién plana.
o peso propio en simetria de revolucién.
X peso propio + presién hidrostdtica en simetria de
revolucién.

La presencia de los puntos singulares produce, también en este caso, un
fuerte refinamiento de la mitad inferior del cuerpo de la presa. Sin embargo,
el comportamiento general del proceso iterativo de optimizacién es mejor, en
este caso, que cuando la singularidad era debida a la existencia de una carga,
puntual.
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6.5.5 Presa con cimentacién. Caso n2 2.

Para estudiar si la inclusién de la cimentacién evita el problema detectado
en el apartado 6.5.2, al aumentar el nimero de puntos de control, se ha repetido
el caso anterior, con cimentacién, pero utilizando los mismos puntos de control
que en el mencionado apartado. Todas las caracteristicas de este problema
son idénticas a las del apartado 6.5.4, a excepcién de los puntos de control
utilizados que son los mismos que en el apartado 6.5.2.

La sucesién de disefios y mallas obtenidos en este tltimo caso se presentan
en la figura 6.41. Las evoluciones de la funcién objetivo, los porcentajes globales
de error y el nimero de elementos utilizados se presentan, respectivamente, en

las figuras 6.42, 6.43 y 6.44.

En esta ocasién, la modificacién de los puntos de control utilizados no ha
producido una modificacién sustancial en el disefio final obtenido. Asimismo,
el nimero de iteraciones necesarias para llegar al mismo ha sido de 10, es decir,
la velocidad de convergencia también es mayor en este caso que cuando no se
consideraba la cimentacidn.

El comportamiento de la funcién objetivo ha sido, en este caso, muy
similar al caso anterior. Primero se ha producido un descenso rapido de la misma
¥y, posteriormente, unas ligeras oscilaciones para producir un disefio factible.

Los porcentajes de error global se mantienen por debajo del 10% a partir
de la cuarta iteracién, y tampoco en esta ocasién se presentan las fuertes
oscilaciones que aparecian en el caso sin cimentacién.

El nimero de elementos utilizados crece hasta la iteracién nimero 8, y
luego registra una oscilacién terminando con 615 elementos.

La conclusién mas importante que se puede extraer en este tltimo caso
estudiado es que la variacién en los puntos de control utilizados no ha producido
alteraciones sustanciales en el resultado final. Ademds, el comportamiento de
todo el proceso iterativo, en su conjunto, es mejor que cuando no se consideraba
la presencia del terreno.
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FIGURA 6.41A Optimizacién de presa bdéveda con cimentacién.

Caso 2. Sucesién de disenos obtenidos.
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FIGURA 6.41B Optimizacién de presa béveda con cimentacién.

Caso 2. Sucesién de diseiios obtenidos.
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CAPITULO 7

CONCLUSIONES Y FUTURAS
LINEAS DE INVESTIGACION

7.1 APORTACIONES DEL TRABAJO DE INVESTIGACION

Dada la diversidad de temas tratados en este trabajo, se ha considerado
necesario destacar las aportaciones realizadas dentro de cada uno de ellos que
se describen a continuacién, respetando el orden en que han ido apareciendo en
los capitulos anteriores:

A) Dentro del campo de la estimacidn del error se han obtenido dos nuevas
expresiones para calcular el valor del estimador de Zienkiewicz y Zhu que se
presentan en el apartado 2.6.4. Estas nuevas expresiones son mas econdmicas
de calcular que las originales si se pretende conocer unicamente el nivel global
de error. Sin embargo, no dan informacién sobre su distribucién sobre los
elementos.

B) Se ha desarrollado un nuevo criterio de optimalidad para la
distribucién del error sobre los elementos que constituyen una malla. Este
nuevo criterio, presentado en el apartado 2.7.3.2, considera que una malla es
6ptima cuando el nivel de error existente por unidad de superficie es constante,
y se contrapone a otro criterio alternativo, ya clasico, que considera que una
malla cs éptima cuanto todos los elementos contienen el mismo nivel de error.
El criterio propuesto, proporciona unos resultados cuya distribucién de error es
mas apropiada para su interpretacién por parte del ingeniero y ademads presenta
una mayor coherencia algoritmica que el anterior.

C) Dentro del campo de la generacién de mallas se han aportado las
herramientas necesarias para utilizar los B-splines como definicién de las
geometrias de los problemas a calcular (apartado 3.2). Mediante este tipo
de curvas se ha simplificado enormemente la informacién necesaria para definir
la forma del dominio correspondiente a cada problema particular, permitiendo
ademads su utilizacién para cualquier tipo de geometria.

D) La utilizacién de los B-splines ha permitido confeccionar una
metodologia general para la utilizacién de los procesos de remallado automatico.



—-512— Capitulo 7 : Aportaciones y Conclusiones

Esta metodologia, descrita en el Capitulo 4, permite la resolucién de una gran
variedad de problemas precisando de un volumen minimo de informacién para
la definicién de cada uno de ellos. Con ello, toda la informacién necesaria para
definir un determinado problema se reduce a la definicién de su contorno y de
las cargas y coacciones que actian sobre él.

E) Dentro del campo de la optimizacidn estructural se ha desarrollado
una nueva metodologia que incluye la utilizacién de las técnicas de remallado
automatico (estimacién de error y generacién automatica de mallas no
estructuradas). Segin los conocimientos del autor, esta es la primera vez que se
ha confeccionado una metodologia de este tipo y los resultados de su utilizacién
son claramente alentadores. Para la elaboracién de la misma ha sido necesario
desarrollar una serie de aspectos que se enumeran a continuacién:

- El calculo de sensibilidades de primer y segundo orden para las
coordenadas de los nodos situados sobre los B-splines utilizados para
definir la geometria (apartado 5.4.2.1).

- El célculo de las sensibilidades de las coordenadas de los nodos interiores
generados mediante la técnica de avance frontal y utilizando una malla de
referencia (apartado 5.4.2.2).

- La deduccién de las expresiones necesarias para calcular las sensibilidades
del estimador de error de Zienkiewicz y Zhu. Asimismo, se han sentado
las bases para el calculo de sensibilidades de cualquier otro estimador de
error (apartado 5.4.3).

- Un médulo de parametrizacién general que utiliza la definicién de la
geometria mediante B-splines para definir cuales son las variables de

disenio y las restricciones (apartado 5.4.2).
L)
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7.2 CONCLUSIONES

El trabajo realizado durante la investigacién ha permitido obtener las
siguientes conclusiones:

- Existen una serie de técnicas capaces de estimar, al menos de forma global,
el error asociado a unos resultados. En este trabajo se ha utilizado el
estimador de error de Zienkiewicz y Zhu obteniéndose resultados muy
cercanos a los esperados. La precisiéon de dicho estimador de error es

tanto mayor cuanto més cercana esté la solucion obtenida de la solucién
exacta.

- La utilizacién del nuevo criterio de optimalidad sobre la distribucion
del error conduce a mallas en las cuales el error por unidad de area es
constante y se contrapone al criterio clasico de distribuir el error a partes
iguales entre todos los elementos. La utilizacién del nuevo criterio produce
una mejor convergencia del proceso iterativo de remallados automaticos
hacia una solucién estacionaria. Ademas, este criterio proporciona
resultados mas precisos que el anterior en las zonas que requieren fuertes
refinamientos como son las zonas de concentracion de tensiones o los
puntos singulares.

- A igualdad del nivel de error global, la utilizacién del nuevo criterio de
optimalidad conduce a mallas con un numero de elementos muy superior
a las obtenidas con el criterio cldsico. Sin embargo, si la comparacion
se hace a través del grado de precisién obtenido en las zonas con mayor
concentracién de elementos, este nuevo criterio resulta ser mas econémico
que el anterior.

- Los procesos de remallado automadtico refinan de forma indefinida las
zonas situadas alrededor de los puntos singulares. Ello es debido a que el
estimador de error detecta, cada vez con mayor precisién, la singularidad
existente y por ello el nivel de error local se hace cada vez mayor no
porque la solucién obtenida sea peor, sino porque la distancia detectada
entre ésta y la solucion exacta crece.

- La utilizacién de B-splines para definir geometrias se ha mostrado como
una herramienta muy eficaz, potente y flexible que se puede utilizar para
cualquier tipologia estructural. Ademds, la posibilidad de definir sobre las
curvas utilizadas las cargas, coacciones, tipos de material, etc. permite
reducir al maximo la cantidad de informacion necesaria para los programas
de céalculo. Esta capacidad se traduce en un menor esfuerzo por parte
del usuario, y en la posibilidad de definir un médulo de parametrizacion
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general en los procesos de optimizacién estructural. El hecho de que
las curvas utilizadas (B-splines) sean de uso comin dentro del mundo
del diseno asistido por ordenador hace que la metodologia presentada

pueda utilizarse directamente a partir de la informacién generada por los
programas de diseno.

- Existen una serie de algoritmos para la generacién de mallas de elementos
finitos cuya potencia y flexibilidad es muy variable. Los algoritmos que
producen mallas estructuradas resultan ser muy poco flexibles y precisan
de una gran intervencién por parte del usuario para proporcionar mallas
adecuadas a cada caso. Su potencia se ve muy incrementada si se utiliza
una subdivisién previa del dominio en bloques.

- Los algoritmos de generacién de mallas no estructuradas se han revelado
como extraordinariamente potentes y son los que han posibilitado la
confeccion de los procesos de remallado automatico. Esto algoritmos, y en
particular el método de avance frontal, son capaces de funcionar dentro
de dominios con cualquier geometria produciendo ademés elementos de
tamano y forma controladas. Los ejemplos presentados muestran como la
utilidad de estos algorit:i.os se extiende sobre todos los campos en que las
técnicas de resolucién por elementos finitos son aplicables.

- La metodologia propuesta para los procesos de remallado automatico se
ha mostrado, a través de los ejemplos resueltos, como muy potente y facil
de utilizar. En particular, cabe resaltar la capacidad de la misma para
proporcionar resultados con un nivel de error global inferior al exigido,
sea cual sea el criterio de optimalidad utilizado.

- La inclusion de la generacidn automatica de mallas y la definicién de
las geometrias mediante B-splines dentro de los procesos de optimizaciéon
estructural ha posibilitado la confecciéon de una metodologia capaz de
resolver problemas de tipologia y grado de dificultad muy diversos.
Los ejemplos presentados muestran como mediante la utilizacién de la
misma es posible afrontar la optimizacién de estructuras muy diversas
minimizando tanto la intervenién del usuario como el volumen de
informacion necesario para definirlas.

- La metodologia propuesta contiene un moédulo de parametrizacién que
precisa de muy poca informacién para definir el problema matematico de
optimizacion corespondiente a cada caso. Resulta extraordinariamente
sencillo definir, a partir de un disefio inicial, cuales son las variables
de disenio, y cuales son las restricciones que se quiere aplicar sobre el
mismo. Esta metodologia permite ademas resolver problemas de tipologia
muy diversa sin realizar ninguna alteracidén en el programa de calculo
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utilizado. Esta capacidad la distingue de otras propuestas anteriormente
en las que era preciso programar la parametrizacién correspondiente a
cada problema.

El hecho de que la metodologia presentada proporcione una malla
adecuada para calcular el disefio final advierte al disefiador de cuales son
las zonas tensionalmente mas problematicas del mismo. Tal como se ha
visto en los ejemplos presentados, esta informaciéon puede sugerir realizar
cambios en la parametrizacién utilizada para evitar la aparicién de puntos
singulares y facilitar la obtencién de un buen diseno final.

La utilizacién de un control sobre el nivel de error global admitido durante
el proceso de optimizacién asegura que el disefio final estara calculado con
el grado de precisién exigido. Este aspecto garantiza que un nuevo calculo
del mismo no revele la no factibilidad del mismo debido al incumplimiento
de alguna de las restricciones en desplazamientos o tensiones.
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7.3 FUTURAS LINEAS DE INVESTIGACION

El trabajo presentado en esta tesis puede continuarse a través de una serie
de nuevas lineas de investigacién. En ocasiones, estas nuevas lineas constituyen
una profundizacién de temas ya tratados pero que pueden mejorarse mediante
un desarrollo més intenso. En otras ocasiones se propone la investigacién sobre
aspectos que quizas precisan de un nuevo enfoque que conduzca a soluciones

mas satisfactorias. Se considera como prioritarias las siguientes lineas de
investigacion:

- La profundizacién en el estudio de las técnicas de estimacién de error
para intentar obtener expresiones mas precisas. En particular, se propone
investigar sobre las consecuencias de imponer condiciones de contorno
sobre las tensiones al realizar el alisado del estimador de Zienkiewicz y
Zhu. Asimismo, también se propone estudiar las consecuencias de efectuar
dicho alisado sobre las deformaciones y no sobre las tensiones.

- El estudio de alternativas a la utilizacién de los elementos finitos estandar
para modelar la solucién en zonas con singularidades. Parece adecuado
investigar sobre la utilizacién de mallas mixtas en las que dichas zonas
estén cubiertas por elementos especificos para modelar las mismas.

- El estudio de las posibilidades de utilizacién de las técnicas de remallado
automatico para problemas no lineales.

- La extrapolacién al caso tridimensional de las técnicas propuestas para la
modelizacion de contornos mediante B-splines y la generacién de mallas.
En particular, seria necesario la definicién de algin tipo de superficie que
sea capaz de modelar cualquier tipo de geometria en el espacio. Esta
extrapolacion serviria tanto para generar mallas sobre superficies curvas
(laminas) como para generar mallas sobre sélidos tridimensionales.

- La investigaciéon de técnicas para el manejo de la informacién necesaria
para el funcionamiento de los algoritmos de generacién de mallas por
avance frontal. Esta investigacién tendria como fin la obtencién de
algoritmos cuyo coste sea accesible, para la generacién de mallas con un
gran nimero de elementos tanto en el plano como en el espacio.

- Extrapolar la metodologia de optimizacidn estructural a casos no cubiertos
en este trabajo como la optimizaciéon de laminas y sélidos tridimensionales.
Esta extrapolacién precisaria del desarrollo de alguno de los puntos
anteriores sobre la modelizacidon de superficies en el espacio y la generacién
de mallas sobre ellas.
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- La investigacién sobre nuevos algoritmos de resolucion del problema
matematico de optimizacién que se adapten a la estructura particular
de los problemas derivados de la optimizacién estructural, es decir, con
funciones objetivo suaves y restricciones altamente no lineales.
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