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1

Introduccion

Los avances tecnoldgicos de la tltima década han contribuido notablemente a
popularizar el andlisis estadistico de datos: en pocos segundos se pueden invertir
matrices enormes, o estimar complejos modelos a partir de sofisticados procesos
iterativos o, en general, realizar cdlculos que un humano tardaria dias en
completar, probablemente con mds de un error. Como consecuencia de ello, no
son pocos los investigadores que se han decidido a realizar ellos mismos el
andlisis estadistico de sus datos. Pero no todo son ventajas, ya que los problemas
empiezan a aparecer cuando se olvida, como sugiere Cobos (1995), que un
ordenador no es més que un “tonto veloz”. La potencia de la microinformética no
sirve de nada si, por ejemplo, tras ajustar un modelo de regresién, no se sabe
interpretar adecuadamente sus pardmetros, o todavia peor, si €stos se interpretan
sin comprobar previamente las suposiciones sobre la distribucién de los datos en
que se basan las estimaciones de dicho modelo estadistico. Afortunadamente, en
los tltimos afios se ha ido alcanzando una conciencia general de que el andlisis
estadistico debe ser realizado por un especialista en la materia, y a raiz de ello
cada dia son més los investigadores que invierten parte de su formacién en la
adquisicién de conocimientos de tipo metodoldgico y estadistico. Sin embargo,
no se puede decir lo mismo de un aspecto previo al andlisis, y en nuestra opinién
tan o mis importante que €ste porque condiciona los resultados, como es el de la
calidad de los datos que se analizan. Actualmente, aunque se acepta que las
conclusiones de un estudio dependen en gran medida de la calidad de sus datos,
en el contexto de la investigacion en psicologia la verificacién de la calidad de
los datos sigue ocupando un nivel de prioridad secundario.

Parece incomprensible que se dedique tanto esfuerzo al andlisis de datos y tan
poco a garantizar la calidad de los mismos, pero atn asi, es una costumbre tan
extendida que incluso se ha incorporado en nuestra jerga un nuevo término que
identifica el problema: GIGO, iniciales de Garbage in, garbage out, que se
puede traducir como “entra basura, sale basura”, en referencia a los resultados
que se obtienen a partir del andlisis de una matriz de datos de baja calidad.

La calidad de los datos es un concepto amplio que engloba diferentes aspectos.
Redman (1992) enumera cuatro dimensiones que hacen referencia al valor que
pueden tomar los datos:

1. Precision. Se define como la diferencia entre el valor registrado y el verdadero
valor. Cuantificar la precisién de los datos registrados suele ser una tarea
dificil, ya que para ello es necesario conocer los valores verdaderos, que por lo
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general son desconocidos. Asimismo, puede ser que exista méds de un valor
verdadero o, en el peor de los casos, que éste no haya sido operacionalmente
definido.

2. Plenitud. Se refiere al grado en que los datos estin presentes en la matriz. En
las siguientes pdginas se profundiza en el andlisis de esta dimensién de
calidad.

3. Actualidad. Los datos provenientes del estudio de fenémenos dindmicos
cambian con el paso del tiempo, provocando un decremento de la precisién.
Para minimizar el impacto del cambio se debe reducir tanto como sea posible,
y siempre teniendo en cuenta la posible periodicidad del atributo registrado, el
intervalo temporal entre la recogida de informacién y la elaboracién de
conclusiones.

4. Consistencia. En sentido popular consistencia significa que dos o mds cosas
no entren en conflicto entre si. Este uso es extensible al contexto de la calidad
de datos, en el que dos datos observados son inconsistentes si ambos no son
correctos cuando se consideran simultineamente.

En lo referente a la plenitud de los datos, el problema de los datos incompletos es
tan antiguo como la estadistica. Hasta hace relativamente poco tiempo los
investigadores recurrian a soluciones especificas en la materia que estaban
estudiando; asi, por ejemplo, en el campo de la psicopatologia, la revisién que
Vach y Blettner (1991) llevaron a cabo sobre la literatura publicada entre 1976 y
1991 pone de manifiesto que los autores no comentan cémo afrontan el problema
de los datos faltantes. La estrategia de andlisis de datos incompletos més
utilizada, implementada como opcién por defecto en los paquetes estadisticos de
uso mas habitual, consistia, y lamentablemente todavia consiste, en eliminar del
andlisis estadistico los registros que presentan algin valor faltante! (método
listwise). Como sefialan Graham, Hofer y Piccinin (1994), Huberty y Julian
(1995), Orme y Reis (1991), Smith (1991) y Whitehead (1994), entre otros, este
método implica una sustancial mengua del tamafio muestral, que conlleva a su
vez una reduccién en la precision de las estimaciones de los pardmetros
poblacionales y, ademds, una disminucién de la potencia de las pruebas
estadisticas de significacidn, por lo que en general es desaconsejable. Por otra
parte, existen determinados tipos de disefios, como los de caso tnico o ciertos
disefios observacionales en los que, obviamente, es inviable la aplicacién del
método listwise.

' En este trabajo se utilizardn de forma indistinta los términos valor faltante, valor perdido, valor
desconocido, valor ausente y el término inglés valor missing.
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No obstante, en las dos ultimas décadas se ha producido un importante cambio.
Actualmente se dispone de soluciones estadisticas para practicamente cualquier
problema de datos incompletos, y algunas de ellas se hallan implementadas en
los paquetes estadisticos de uso més habitual. Ya no hay ninguna excusa legitima
para continuar empleando métodos como la comentada eliminacién de registros.

1.1. DELIMITACION DEL CONCEPTO DE DATOS INCOMPLETOS

En el presente trabajo, el término “datos incompletos” hace referencia a la no
disponibilidad de determinada informacién en los sujetos que componen la
muestra. A este respecto, seguimos la clasificacién propuesta por Azorin y
Sanchez-Crespo (1986) y por Groves (1989), quienes, en funcién del origen de la
ausencia de informacion, diferencian entre:

e Errores de cobertura. Se conceptian generalmente como un sesgo en la
estimacién de los pardmetros poblacionales, entendiendo por poblacion la
“poblacién objetivo”, compuesta por los sujetos a quienes se desearfa inferir
las conclusiones. Las discrepancias entre la poblacién objetivo y la poblacién
marco, formada por los sujetos a quienes realmente se infiere, dan lugar a los
errores de cobertura, que suelen ser debidos a una incorrecta estrategia de
muestreo. Los errores de cobertura pueden ser por defecto (omisiones) o por
exceso (duplicidades). Para corregirlos, se debe disponer de informacién sobre
las caracteristicas de los sujetos omitidos y duplicados en el proceso de
seleccion durante la fase de muestreo. Wachter y Trussell (1982) presentan un
sencillo pero ilustrativo ejemplo de deteccién y correccién del error de
cobertura debido a un sesgo del muestreo. El objetivo del estudio es estimar la
media de altura de la poblacién masculina de Estados Unidos, para lo que se
cuenta con la altura de los reclutas que se presentan a las Fuerzas Armadas de
dicha nacién. Puesto que la legislacién exige una altura minima de admisién,
el muestreo realizado no cubre la poblacién objetivo. En el gréfico de la Fig. 1
la zona no sombreada representa la altura de los reclutas, mientras que la zona
sombreada representa la altura de los hombres que no se presentan a reclutas.
Esta distribucién se ha obtenido bajo el supuesto, altamente probable, de que
la variable altura en la poblacién norteamericana se distribuye normalmente.
La asimetrfa observada en los datos muestrales y el valor de corte de la altura
de admisidn son la base para establecer la forma de la distribucion completa.
En este ejemplo, gracias a que se conoce la causa del error de cobertura, se
puede evitar el sesgo que provocaria un andlisis convencional.



Fig. 1. Distribucion observada y poblacional de la altura de la
poblacion masculina estadounidense

e Falta de respuesta total o parcial. Al igual que los errores de cobertura, se
trata de un error de no observacién, pero a diferencia de aquellos, se refiere a
la imposibilidad de obtener informacién (parcial o total) de un determinado
registro. Para reducir el impacto de la falta de respuesta total se han
desarrollado estrategias metodolégicas, como por ejemplo la sustitucién del
sujeto no disponible por otro de similares caracteristicas, que son adecuadas
en determinados tipos de estudios. Por contra, el problema de la informacién
parcial en un sujeto es tratado habitualmente durante la fase de andlisis de
datos.

Las causas de la falta de respuesta pueden ser muy diversas, como ilustra
Vach (1994) mediante una serie de ejemplos:

En estudios retrospectivos, la informacion se obtiene frecuentemente a
partir de documentos, algunos de los cuales se pueden haber traspapelado o
ser incompletos.

En estudios prospectivos el reclutamiento de sujetos puede durar varios
afios. Durante este periodo los avances cientificos pueden revelar nuevos
factores relevantes que se decida registrar. En esta situacién, el valor de las
nuevas variables serd desconocido en los casos anteriores a dicha decision,
y, por contra, conocido en los nuevos sujetos incluidos en el estudio desde
ese momento.

Si la medida de una variable es muy costosa, se puede restringir su
obtencién a un subconjunto de sujetos de la muestra.

El informante se puede negar a responder una determinada pregunta por
diversos motivos.

Pueden ocurrir incidencias durante la fase de recogida y/o registro de los
datos que impliquen la irremisible pérdida de informacién: el extravio de
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un formulario de datos, un error del entrevistador, una inconsistencia del
instrumento detectada demasiado tarde, etc.

Desde una 6ptica metodoldgica se distingue también la falta de respuesta de la
inexistencia de respuesta. Un dato faltante es aquel que existe pero que no ha
sido recogido por alglin motivo concreto (no respuesta del sujeto, reactivo
inadecuado, metodologia incorrecta, etc.). Por contra, un valor inexistente es
aquel que no se ha registrado porque no es susceptible de existir o responde a un
reactivo no aplicable (edad de inicio o duracién de los sintomas de un trastorno
ausente, curso que realiza un nifio no escolarizado, etc.).

A nuestro juicio, y desde la perspectiva de la calidad de los datos, la solucién al
problema de los datos incompletos por falta de respuesta no se debe dar en la
fase de andlisis, sino que, en la medida de lo posible, se debe planificar durante el
disefio de la investigacién. En esta linea, Gassman, Owen, Kuntz, Martin y
Amoroso (1995) sugieren que, en los ensayos clinicos en particular y en los
estudios prospectivos en general, el control de la falta de respuesta se realice
principalmente durante la etapa de “Gestion de datos” (Data management).
Somos conscientes de las limitaciones asociadas a los disefios empleados
habitualmente en psicologia frente al exhaustivo control disponible en un ensayo
clinico, pero creemos que las ideas bésicas referentes al control de los datos que
se derivan de este tipo de disefios (uso de cuestionarios y entrevistas
ampliamente contrastados, auditorias regulares de la base de datos, informes
periddicos sobre la calidad de los datos, inclusién de personal especializado, etc.)
han de convertirse en un referente para la investigacion psicolégica. Mientras
esto no sea asi, seguiremos encontrando multitud de psicélogos que, tras haber
empleado semanas aplicando cuestionarios y entrevistas, sélo dispondrdn de
algunas horas para intentar remediar, mediante procedimientos de carécter
estadistico, las limitaciones derivadas de la presencia de valores faltantes en sus
datos.

En el presente trabajo nos hemos centrado en el estudio de las estrategias de
andlisis de la falta de respuesta parcial. Damos por supuesto que en el disefio de
la investigacién se han tenido presentes los errores de cobertura y de falta de
respuesta total. Asi, en lo sucesivo, al utilizar el término “datos incompletos”
hacemos referencia exclusivamente a matrices con falta de respuesta parcial en
uno o en varios registros.

La mayor parte de las técnicas estadisticas para el andlisis de datos incompletos
asumen que los valores missing tienen un origen aleatorio, atributo que se define
a partir de la relacién de los valores perdidos con los valores observados de la
propia variable que los contiene (variable z) y los de otras variables del estudio
(variables x). La clasificacién mas habitual que divide los valores faltantes en



funcién de su aleatoriedad fue presentada por Little y Rubin en 1987. Estos
autores distinguen entre:

e Datos missing aleatorios (missing at random-MAR). La probabilidad de que
un valor sea desconocido es independiente de los valores de la propia variable
z que los contiene.

e Datos missing completamente aleatorios (missing completely at random-
MCAR). Cuando los datos perdidos en z no dependen de los valores de otras
variables x observadas, se dice que la variable z contiene observaciones
aleatorias (observations at random-OAR). Rubin (1976) define una variable
con datos missing completamente aleatorios (MCAR) cuando es MAR y
OAR. Asi, con MCAR la probabilidad de que un valor sea missing no
depende ni de los valores de la propia variable z que los contiene ni de los
valores de otras variables x.

e Datos missing no aleatorios (missing not at random-MNAR). La probabilidad
de que un valor sea desconocido se relaciona con los valores de la propia
variable z que los contiene, y puede o no guardar relacién con los valores de
otras variables x. Por ejemplo, si z es una medida de educacién, la variable
tendria datos missing no aleatorios si los individuos con un bajo nivel de
educacién no informaran sobre ella.

La mayoria de técnicas estadisticas de analisis de datos incompletos asumen, mds
que comprueban, que los missing son aleatorios, y lo asumen porque para
confirmar en la prictica si los missing son o no MAR en el sentido definido
anteriormente, seria necesario conocer el valor de esos datos desconocidos, y
entonces, obviamente, dejarfan de serlo (Von eye, 1990). Alguna propuesta en
este sentido es erronea y da lugar a confusién. Por ejemplo, Allison (1982) y
Rubin (1976) sugieren evaluar la aleatoriedad de los datos ausentes mediante la
generacion de un nuevo conjunto de variables dicotémicas que tomen el valor
cero si el dato es observado y el valor uno si el dato es desconocido. Segiin esta
propuesta, los datos missing tendrian un origen aleatorio si no existiesen
diferencias, en otras variables, entre los grupos definidos por dichas variables
dicotémicas. Este tipo de pruebas no son en realidad un test que identifique si un
patrén de datos missing es aleatorio (MAR), sino tinicamente si las observaciones
son aleatorias (OAR).

Todas las técnicas de andlisis estadistico que se presentan en los siguientes
capftulos suponen que los missing son aleatorios (MAR). A pesar de que se han
desarrollado procedimientos para el andlisis de datos con valores missing no
aleatorios (MNAR), no son incluidos en esta revisién, ya que todos ellos
necesitan informacién precisa sobre el mecanismo generador de la distribucién
de los datos ausentes que es, por lo general, desconocida.
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1.2. (¢ SON LOS DATOS INCOMPLETOS UN PROBLEMA?

Excepto en determinados tipos de muestreo que generan un patrén de datos
missing predecible, como, por ejemplo, el de formulario triple (Graham, Hofer y
Mackinnon, 1996), en general es dificil determinar la magnitud del problema de
los datos ausentes. Kim y Curry (1977) sugieren que el tamafio de la muestra, la
proporcién de datos ausentes, el mecanismo generador de los datos ausentes y el
tipo de andlisis estadistico a realizar, determinan el grado en que la informacién
incompleta es problemética. Este (ltimo aspecto pasa a menudo desapercibido a
pesar de la relevancia que tiene. Efectivamente, si la proporcion de datos
faltantes en cada variable es baja y se asume que los valores missing son
aleatorios, éstos no representardn un problema importante en un andlisis
estadistico de tipo univariado. Sin embargo, en un andlisis multivariado la
situacioén anterior puede ser problemadtica. Asi, si por ejemplo se registran diez
variables en cien casos, con un 5% de valores faltantes en cada una de ellas, con
un patrén de datos missing aleatorio, y con un pequefio solapamiento de éstos
entre los casos (es decir, un caso no contiene muchos valores ausentes, sino que
éstos se reparten en diferentes casos), es muy probable que, si se aplica el
tradicional método de eliminacién de registros, casi la mitad de la muestra se
pierda en un andlisis estadistico multivariado que incluya las diez variables,
mientras que en cada andlisis univariado s6lo se perderia un 5% de casos.

El principal objetivo del presente trabajo se centra en la evaluacién del uso de
redes neuronales artificiales en el tratamiento de matrices de datos con
informacion faltante en el sentido definido anteriormente, y, mas
especificamente, en la estimacién de un modelo de clasificacién de una variable
binaria mediante este tipo de modelos de representacion distribuida.

Siguiendo una estructura clasica, la tesis se divide en dos grandes bloques: en la
primera parte, que incluye los capitulos 2 a 5, se revisan desde un punto de vista
tedrico las diferentes materias relacionadas con el tratamiento de los valores
faltantes. Asi, en el capitulo 2 se presentan los principales procedimientos
estadisticos para el andlisis de datos incompletos; en el capitulo 3 se comentan
las principales caracteristicas de las redes neuronales artificiales; en el capitulo 4
se analizan detalladamente los dos tipos de redes neuronales mas empleados en
el contexto de la clasificacién: las redes perceptrén multicapa y las redes de
funcién de base radial; por ultimo el capitulo 5 comienza estableciendo las
diferencias y similitudes entre los modelos estadisticos clasicos y los modelos de
red neuronal para, posteriormente, centrarse en la revisién de las estrategias de
clasificacion de datos incompletos mediante redes neuronales.

La segunda parte de la tesis, que incluye los capitulos 6 y 7, es de caricter
empirico. En el capitulo 6 se exponen los resultados y las conclusiones obtenidos
a partir de un experimento de simulacién disefiado para comparar diversos
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métodos de imputacién y andlisis de datos incompletos, enfatizando la
contribucién especifica de las redes neuronales artificiales. En el capitulo 7 se
aplican las conclusiones extraidas del experimento realizado al tratamiento de la
informacién faltante en una matriz de datos reales procedente de una
investigacion en el 4mbito de la psicopatologia infantil.

Finalmente, en el capitulo 8 se exponen conclusiones y reflexiones globales
sobre las aportaciones de nuestro trabajo desde una perspectiva multiple.



2

Analisis estadistico
de datos incompletos

Al igual que en muchas otras disciplinas cientificas con un fuerte componente
matemadtico, la literatura sobre andlisis estadistico de datos incompletos se ha
visto notablemente incrementada desde inicios de la década de los 70, gracias
sobre todo a los avances de la informética, que han convertido en anecdéticos los
complejos célculos que afios atrds ocupaban la mayor parte del tiempo dedicado
a investigacion.

Las aproximaciones estadisticas cldsicas al andlisis de datos incompletos son
recientes si se comparan con su equivalente para datos completos, las primeras
revisiones sobre andlisis estadisticos con datos incompletos corresponden a Afifi
y Elashoff (1966), Hartley y Hocking (1971) y Orchard y Woodbury (1972).
Tomando una perspectiva histérica, se ha evolucionado desde soluciones
particulares para problemas concretos, hacia modelos y algoritmos de caricter
general que permiten tratar la informacién faltante como informacion recuperable
o imputable.

El tipo de disefio bajo el cual se han obtenido los datos juega un importante papel
en la eleccion de la estrategia de andlisis. En disefios experimentales los valores
ausentes se dan con mayor frecuencia en la variable resultado que en los factores
del experimento, puesto que estos ultimos suelen ser fijados por el
experimentador con el objetivo de establecer un disefio balanceado, en el que sea
sencillo realizar la estimacion de los pardmetros y errores estdndar del modelo
mediante el método de minimos cuadrados en un andlisis de la variancia. Es por
ello que el andlisis de datos incompletos procedentes de un disefio experimental
representa un caso particular que es objeto de un apartado especifico en el
presente capitulo.

Por contra, en diseiios de tipo no experimental, los valores missing se
acostumbran a hallar tanto en las variables independientes como en las
dependientes. Los registros con algiin valor faltante en las variables dependientes
suelen ser eliminados del estudio, ya que una imputacién del valor desconocido a
partir de otras variables implicaria un importante sesgo al aumentar ficticiamente
la relacién entre variables independientes y dependientes. Para tratar los datos
faltantes en las variables independientes de un disefio no experimental se han
desarrollado un amplio conjunto de técnicas que, a grandes rasgos, se pueden

-9.-



agrupar en cinco grandes categorias, no excluyentes entre sf en el sentido de que
algunas de ellas se pueden aplicar conjuntamente:

e Procedimientos basados en registros completos. Consisten simplemente en
eliminar del andlisis estadistico los registros que presenten valores missing.
Esta opcién sélo da resultados aceptables cuando el nimero de datos faltantes
es pequefio y tienen un origen aleatorio. Cuando no se cumplen dichas
condiciones estos procedimientos pueden conducir a importantes sesgos,
motivo por el cual no suelen ser la opcién recomendada.

e Procedimientos basados en la imputacién del valor faltante. Consisten en
imputar un valor a los datos missing para, posteriormente, aplicar un an4lisis
estadistico convencional de datos completos. Los procedimientos habituales
son la imputacién media, la imputacién por regresién, la imputacién “hot
deck” y la imputacién miiltiple.

e Procedimientos basados en la funcion de verosimilitud. Bajo el supuesto de
que el origen de los valores missing es aleatorio, se han desarrollado un
conjunto de métodos de estimacién en matrices de datos incompletos que se
basan en imputar un valor obtenido a partir de la funcién de verosimilitud
calculada con los datos observados.

® Procedimientos basados en la estimacion Bayesiana. Se caracterizan por
incorporar informacién previa en la estimacién de la probabilidad de cada
valor de la variable que contiene datos desconocidos.

® Procedimientos basados en ponderaciones. Son métodos que incluyen en su
cdlculo ponderaciones obtenidas a partir de la probabilidad que cada valor de
la variable (incluyendo el valor missing) tiene de ser incluido en la muestra.

Los procedimientos de estimacién por ponderacién son muy poco utilizados
en la prictica.

Los procedimientos basados en registros completos, en imputacién de valor y en
estimacin méximo verosimil son el principal objeto de estudio de este capitulo.

Ep _determinados tipos de andlisis de datos incompletos también conviene
distinguir entre disefios transversales y disefios longitudinales. Ello se debe a que
en los datos procedentes de un estudio longitudinal suele darse un patrén de
Valo.res ausentes particular, caracterizado por un aumento mondétono de la
cantidad de valores missing con el paso del tiempo, y al hecho de que la

dls_POUibilidad de medidas repetidas proporciona informacién adicional para
estimar los valores desconocidos (Von eye, 1990).
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2.1. DATOS INCOMPLETOS EN DISENOS EXPERIMENTALES

A continuacién se presenta el método de estimacién de minimos cuadrados para
datos completos, asf como algunas soluciones para aplicar este método cuando la
variable dependiente contiene valores missing.

2.1.1. Minimos cuadrados con datos completos

El anélisis tradicional de minimos cuadrados en un disefio experimental permite
estimar los pardmetros que satisfacen el modelo lineal Y=Xb+e, donde Y es el
vector de resultados (rango n x 1), X es la matriz de datos (rango n X p), b es €l
vector de pardmetros (rango p X I), y e es el vector de error (rango n x ).

Bajo el supuesto de que los errores son independientes y se distribuyen
normalmente con media O y variancia ¢’, la estimacién minimo cuadritica del
vector de pardmetros b es la estimacion insesgada de menor variancia, y se
obtiene a partir de:

B=X%)"X'Y)
Mientras que la mejor estimacidn insesgada de la variancia del error es:

~2 _i(Yi —)A’i)z

2.1.2. Minimos cuadrados con datos incompletos

Ante una matriz de datos procedente de un disefio experimental con valores
desconocidos en la variable dependiente, el anilisis tradicional de minimos
cuadrados sélo puede ser realizado bajo el supuesto de que los missing son
a.leatorios (MAR). Si la matriz de datos contiene n registros, de los cuales m
tleneq valor observado en la variable resultado y n— m tienen valor missing, la
aproximacion clésica, propuesta por Yates (1933), consiste en:

1. Imputar todos los valores missing con las predicciones resultantes del modelo

de regresion lineal 3, = x,B., donde el vector de pardmetros [AL se obtiene a

partir de la estimacién minimo cuadrética calculada con la matriz de datos con
los m valores observados en la variable resultado.

. Usaf el método de andlisis de minimos cuadrados para datos completos a
Pamr de la matriz completa con los m valores originales y los y; valores
Imputados.
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Este método tradicional tiene el inconveniente de generar sumas de cuadrados
atribuibles al modelo demasiado grandes, asi como estimaciones de la matriz de
variancias-covariancias demasiado pequefias, especialmente cuando la cantidad
de datos faltantes es importante.

Healy y Westmacott (1956) describieron un procedimiento de caricter iterativo
que unas veces es atribuido a Yates y otras a Fisher. Este método evita los
problemas anteriores y proporciona estimaciones insesgadas de los pardmetros
del modelo lineal de andlisis de la variancia. En sintesis, dicho procedimiento
consiste en:

1. Sustituir cada valor missing con un valor aleatorio que haya sido realmente
observado en algiin otro registro.

2. Realizar el andlisis de minimos cuadrados para datos completos, obteniendo

una primera estimacién del vector de pardmetros 3.

3. Sustituir los valores inicialmente desconocidos con el resultado de la
prediccidn a partir del vector de pardmetros 3 obtenido en el punto anterior.

4. Tterar el proceso desde el punto 2 hasta que el vector de pardmetros no cambie
sustancialmente entre dos iteraciones sucesivas, o lo que es lo mismo, hasta
que la suma de cuadrados residual deje de disminuir de forma sensible.

En algunos casos la convergencia puede ser muy lenta, por lo que diferentes
autores han sugerido técnicas de aceleracién (Pearce, 1965; Preece, 1971), que,
aunque mejoran la velocidad de convergencia en determinados ejemplos, en otras
situaciones pueden alterar el decremento monétono de la suma de cuadrados
residual (Jarrett, 1978).

2.2. DATOS INCOMPLETOS EN DISENOS NO EXPERIMENTALES

La cantidad de informaciéon recogida en estudios con disefios de tipo no
experimental, sumado a otras caracteristicas de este tipo de estudios como, por
ejemplo, los procedimientos de obtenciobn de datos (habitualmente
observacionales o de encuesta), hacen que sea habitual partir de matrices de datos
con informacién ausente en diferentes variables independientes. En los siguientes
apartados se presentan soluciones al problema de los datos faltantes en las
variables independientes de un disefio no experimental.
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Ejemplo

Para ilustrar con un ejemplo las técnicas que se describen posteriormente, se
utilizar4 una pequefia matriz de datos con 40 registros y 6 variables. Los datos se
obtuvieron a partir de un disefio de casos y controles, con el objetivo de obtener
un modelo de clasificacién de la presencia/ausencia de una alteracién del estado
de 4nimo (TA) a partir de la puntuacién en cinco variables independientes en un
conjunto de nifios y adolescentes. Las variables independientes registradas son:

Los estadisticos descriptivos basicos de las variables PET, EH, ERM y ERP se

Antecendentes familiares de psicopatologia (AF) (0:No, 1:S{)

Nimero de problemas evolutivos tempranos (PET).

Puntuacién en una escala de humor social (EH).

Puntuacién de 1a madre en un test de rechazo familiar (ERM).

Puntuacién del padre en un test de rechazo familiar (ERP).

hallan en la Tabla 1:

Tabla 1. Estadisticos descriptivos de los datos de ejemplo

Media Mediana Moda Variancia
Estadistico Error Est Estadistico Estadistico Estadistico
Problemas
evol. tempr. 1.03 .19 1.00 0 1.21
Escala 19.11 80 19.00 18 22,57
Humor
Rechazo 27.99 2.15 27.00 11| 15655
madre
Rechazo 29.12 2.18 29.00 18 147.31
_padre
Asimetria Apuntamiento Minimo Maximo
Estadistico Error Est Estadistico Error Est £stadistico Estadistico
Problemas
evol. tempr. .648 .398 -.924 778 0 3
Escala -.156 .398 -614 778 9 28
Humor
Rechazo 410 .403 -672 .788 11 55
madre
Rechazo .158 421 -.843 821 11 53
padre
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El coeficiente de correlacion de Spearman entre cada par de variables
independientes se encuentra en la Tabla 2:

Tabla 2. Coeficientes de correlacion en los datos del ejemplo

Correlacion de Spearman

Antecedentes Escala Rechazo Rechazo | Problemas
familiares Humor madre padre evol. tempr.

Antecedentes
familiares 1.000 -.311 .235 314 .280
Escala Humor -3 1.000 -.509 -404 -.1589
Rechazo
madre .235 -.509 1.000 .800 .011
Rechazo
padre 314 -.404 .800 1.000 .038
Problemas
evol. tempr. .280 -.159 011 .038 1.000

Los histogramas y diagramas de caja de las variables PET, EH, ERM y ERP, y la
distribucién de frecuencias de las variables TA y AF aparecen en la Ilustracién 1:

Problemas evolutivos tempranos

Problemas evol. tempr.

14

12

Frequencia
N

00 10 20 30
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Escala Humor

Problemas evol. tempr.

Frequencia

30

Escala Humor

100 125 150 175 200 225 250

Escala humor
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20
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Escala de rechazo de la madre
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Rechazo padre
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Tlustracién 1. Distribuciones de frecuencia y diagramas de caja de los datos del ejemplo
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En la diagonal de la Tabla 3 se halla el porcentaje de valores desconocidos de
cada variable, mientras que fuera de la diagonal se halla el porcentaje de casos en
que una de las variables es desconocida y la otra no. Excepto en la variable ERP,
se trata de porcentajes de datos faltantes que se pueden considerar moderados.
Los valores desconocidos no se concentran en unos determinados registros, sino
que se encuentran dispersos entre los sujetos del estudio, como se deduce del
incremento en el porcentaje de valores missing cuando se consideran dos
variables respecto a cuando se considera una sola.

Tabla 3. Porcentaje de valores missing en los datos del ejemplo

Porcentaje de missings P

- s o
T w
i w < T T
EH 12.50

PET | 20.00 | 12.50
AF 27.50 | 22.50 | 15.00
ERM | 2250 | 27.50 | 25.00 | 15.00
ERP | 25.00 | 35.00 | 27.50 { 12.50 | 22.50

a. En la diagonal se halla el porcentaje de
missings de la variable

b. Fuera de la diagonal se halla el
porcentaje de casos en que una de las
variables es missing y la otra no.

Las diferentes combinaciones de datos perdidos se presentan en la Tabla 4.
Obsérvese que s6lo 21 registros (52.5%) no tienen ningdn valor missing, por lo
que el tradicional método de eliminacién de los registros incompletos, que se
presenta detalladamente en el préximo apartado, implica la pérdida de casi la
mitad de la muestra. Respecto a las combinaciones especificas de datos ausentes
halladas en los datos, no se observa ninguna con una frecuencia especialmente
elevada.
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Tabla 4. Patrones de valores missing en los datos del ejemplo.

Patrones de missings

@ .
@B
o
K
Patrones de missings® £
3

o

gl:mero <|z E w E 5

€asos

21 21
3 X 24
1 X | X 27
2 X 23
1 X X | 25
1 X |22
2 X X | 26
2 X 23
1 X | X 27
1 X | X 24
4 X | X |26
1 X X | X | 30

a. Las variables estan ordenadas
segun los patrones de missings

b. Nimero de casos completos si las
variables missing en ese patron
(marcadas con X) no son usadas

Se ha comprobado que los datos son OAR y se asume que son MAR, por lo que
los missing serdn considerados completamente aleatorios (MCAR).

2.2.1. Andlisis de datos completos

El andlisis de datos completos consiste en la eliminacién de los registros que
presentan algtin valor faltante y en realizar el andlisis estadistico con los registros
que tienen todas las variables observadas (listwise). Contra la simplicidad de
ejecucion de esta opcién cabe objetar la importante pérdida de informacién que
suele conllevar, especialmente si el nimero de variables es elevado. Sin
embargo, no se debe olvidar que, bajo la asuncién de que los missing son
completamente aleatorios, la pérdida de informacién no implica un sesgo en las
estimaciones de los pardmetros, de manera que cuando se cumple el supuesto
MCAR y la cantidad de valores faltantes es relativamente pequefia, el
procedimiento de andlisis de los datos completos se puede aplicar como el

método de eleccién mds simple.
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Los registros con datos incompletos que hayan sido excluidos del anilisis
estadistico pueden ser utilizados para comprobar que las observaciones son
aleatorias. Para ello, un sencillo procedimiento consiste en comparar la
distribucién de una determinada variable Y entre los registros con datos
completos y los registros con datos incompletos.

Con los datos del ejemplo, el método de anélisis de datos completos ofrece las
estimaciones del vector de medias, matriz de variancias-covariancias y matriz de
correlaciones que se presentan en la Tabla 5. Para condensar los listados de
resultados, la variable AF es tratada como cuantitativa, ya que, al estar codificada
con los valores 0 y 1, la media se corresponde con la proporcién de casos con
valor 1.

Tabla 5. Medias, variancias-covariancias y correlaciones obtenidas
con el método de anilisis de datos completos (listwise)

Medias (listwise)

Casos
AF
EH

ERM
ERP
PET

21 | .57 | 1957 | 25.89 | 28.38 | 1.14

Covariancias (listwise)

= a =
w I
< | 8| F| & | &8
AF 257
EH -493 | 20.857

ERM | 1514 | -36.598 | 157.541
ERP ] 2.381 | -28.313 | 120.527 | 150.756
PET 114 -.686 -2.296 -1.5256 | 1.329

Correlaciones (listwise)

= o
w T
| & | E| & |k
AF 1.000
EH -213 | 1.000

ERM .238 | -.638 | 1.000
ERP .382 | -.505 .782 | 1.000
PET 196 | -130 | -.159 | -.108 { 1.000
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2.2.2. Andlisis de datos disponibles

Una alternativa natural al andlisis de datos completos consiste en utilizar en el
andlisis de cada variable todos los datos de que se disponga (denominados casos
“pairwise”) (Matthai, 1951). Asi, el calculo de la media de la variable x; se
realiza con los registros que tienen valor en dicha variable, mientras que en la
media de x; intervienen los registros con valor en x,, aunque no tengan valor en
Xy.

Las estimaciones de indices bivariantes se realizan con los registros que tienen
valor en ambas variables. Por ejemplo, la estimacion de la covariancia entre ¥, e
Y, se obtiene a partir de:

(Jk) z(yu (J Y (yy - yf(ﬁd)/(n(ﬁc)_l)

(k)

donde los superindices entre paréntesis indican los registros que se incluyen en el
célculo, por ejemplo n simboliza los registros con valor observado tanto en ¥,
como en Y;.

Dixon (1983, 1990) propone una alternativa que permite utilizar toda la
informacién disponible en cada variable, consistente en estimar la covariancia
incluyendo las medias calculadas con todos los registros con valor en cada
variable:

~(Jk) Z(Yu (J))(ylk y(k))/(n(Jk)“l)

(619

Combinando la primera estimacién de la covariancia presentada con las
estimaciones de la variancia (s} y sy, ), obtenidas a partir de los datos

disponibles en cada una de las variables implicadas, se obtiene la siguiente
estimacidn de la correlacion:
— k) 0 (K)

T =S Sy Sk
que presenta el inconveniente de poder tomar valores fuera del intervalo (-1,1),
ya que los registros empleados en la estimacién de la covariacién pueden ser
diferentes a los empleados en las estimaciones de la variancia. Dicho
inconveniente puede ser facilmente solucionado empleando los mismos sujetos
en la estimacién de la covariancia y de las variancias:

Jk) (k) / (Jk) (3k)
"'S_]k skk

Bajo el supuesto de que los missing son MAR, a pesar de que los métodos de
andlisis de datos disponibles conducen a estimaciones consistentes de la
covariancia y de la correlacion, cuando estos indices se consideran
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colectivamente se detectan importantes incongruencias. Los datos del siguiente
ejemplo, que incluye tres variables registradas en 12 sujetos, con un tercio de
datos perdidos en cada una, asi lo demuestran:

Y, i1 23 412 3 4 - - .
Y, i1 234 . .12 34
Y; i- - - - 123443721

Los indices de correlacién lineal calculados con los casos disponibles dan como
resultado r15=1, rj3=1, ry3=-1, valores incongruentes puesto que si ri>=1 y r3=1,
ello implica que ry3=1.

La eleccidn entre los métodos listwise y pairwise ha sido tradicionalmente objeto
de controversia. Haitovsky (1968) concluye que el método listwise es superior en
la estimacién de coeficientes de regresién cuando los missing son MAR y
relativamente poco frecuentes. Kim y Curry (1977) muestran, sin embargo, que
para correlaciones menores a .70 el método pairwise proporciona mejores
estimaciones cuando el porcentaje de valores missing se halla entre el 1% y el
10%.

Con los datos del ejemplo, el método de andlisis de datos disponibles arroja los
resultados de la Tabla 6:

Tabla 6. Frecuencias, medias, variancias-covariancias y correlaciones
obtenidas con el método de anilisis de datos disponibles (pairwise)

Frecuencias (pairwise)

=l a |-

<|aG|E|G|&|F
AF ]34
EH |29 135

ERM | 29 | 30 | 34
ERP | 27 | 28 | 30 | 31
PET |30 |3t |29 26|35
TA 34 | 35 |34 | 31|35 40
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Medias (pairwise)

w = o =

< i & & a Media de la variable
AF | 53 | 19.21 | 26.65 | 28.74 | 1.00 en columnas cuando
EH |.59 | 19.11 | 28.09 | 2021 | 1.10 | ¢ la variable en filas
ERM | .52 | 19.57 | 27.99 | 29.49 | 1.07 tiene valor.

ERP | 48 | 19.71 | 27.29 | 29.12 | 1.12
PET | .57 | 1890 | 26.96 | 27.80 | 1.03
TA .53 | 19.11 | 27.99 | 29.12 | 1.03

Covariancias (pairwise)

= o =
w I
< w & i a
AF | 257
EH | -768 | 22575

ERM | 1.439 | -31.750 | 156.555
ERP | 1.829 | -24.842 | 130.596 | 147.313
PET .138 -.857 -.257 -.316 | 1.205

Correlaciones (pairwise)

X = o o
w T
< i & & &
AF 1.000
EH -.322 | 1.000

ERM 249 | -546 | 1.000
ERP 325 | -.441 .828 | 1.000
PET 253 | -1556 | -.019 | -022 | 1.000

Las medias obtenidas con el método pairwise son bastante similares a las
obtenidas con la técnica listwise, resultado esperado debido a que los datos
desconocidos, a pesar de ser bastante frecuentes, son aleatorios. Respecto a la
estimaciéon de variancias-covariancias y de correlaciones, en general las
diferencias son pequeiias, sin observarse un patrén sistemdtico de cambio.

2.2.3. Imputacion de los valores faltantes

Una solucién intuitiva al problema de datos incompletos consiste en asignar a
cada missing un valor y realizar, a continuacién, los andlisis estadisticos como si
se tratara de datos completos.

Desde 1a sencilla imputacién incondicional de la media hasta la sofisticada
imputacién multiple, se han desarrollado diferentes métodos que se presentan
con detalle seguidamente.
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La imputacién de valor a los datos faltantes es sin duda la opcién més utilizada
en la prictica, puesto que presenta las siguientes ventajas respecto a otras
alternativas: (1) en el caso de disefios balanceados es més sencillo especificar el
modelo cuando se dispone de toda la informacién, (2) es mds fécil calcular
indices estadisticos, y (3) es mds fécil interpretar los resultados.

A pesar de ser un método bastante empleado, la imputacién no estd exenta de
defectos. En palabras de Dempster y Rubin (1983, pag. 45):

La idea de la imputacion es seductiva y peligrosa. Es seductiva porque conduce
al usuario al placentero estado de creer que los datos son completos tras la
imputacion, y es peligrosa porque retine situaciones en que el problema es lo
bastante pequeiio como para legitimar su uso, con situaciones en que las
estimaciones aplicadas a datos reales y a datos imputados presentan
substanciales sesgos.

A un primer nivel, las técnicas de imputacién de valor se pueden agrupar en dos
categorias: (1) las que utilizan exclusivamente informacién contenida en la
propia variable que contiene los valores missing (valor aleatorio, media), y (2)
las que utilizan informacién registrada en otras variables de la matriz de datos
(regresién). La eleccién de uno u otro método depende de diferentes factores
como el nimero de casos, la magnitud de las correlaciones, el nimero de datos
ausentes, el propésito de la estimacidn, y los patrones de datos incompletos
(Dixon, 1990). Asi, si por ejemplo algunas variables estidn correlacionadas entre
si, serd preferible la imputacién por regresién. Sin embargo, si los valores
imputados tienen una elevada variabilidad serd mas conveniente hacer uso de la
imputacién miltiple (Schafer, 1997).

De los diferentes métodos tradicionales de imputacion que se presentan a
continuacién, cabe destacar los dos de imputacién de la media, por ser los mas
difundidos e implementados en los paquetes estadisticos convencionales, as{
como la imputacién miltiple, por representar un importante cambio cualitativo
en la estrategia de asignacion de valores (Little y Rubin, 1987; Von Eye, 1990).

2.2.3.1. Imputacion de un valor aleatorio

La imputacién de un valor aleatorio a los datos faltantes consiste en reemplazar
cada valor ausente por un valor aleatorio. En este procedimiento se pueden
distinguir dos formas de generar el valor aleatorio: (1) generacién de un valor
aleatorio dentro del rango de valores de la variable, asignando la misma
probabilidad a todos los valores (V.A.D.U., valor aleatorio de una distribucién de
probabilidad uniforme), y (2) generacién de un valor aleatorio a partir de la
funcidon de probabilidad que caracteriza la variable (binomial, multinomial,
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normal, etc.) (V.A.D.E., valor aleatorio de una distribucién de probabilidad
estimada para la variable).

Tanto la imputacién VADU como la imputacion VADE son opciones poco
utilizadas en la préctica, ya que acostumbran a provocar un importante sesgo,
especialmente en el caso de variables con una elevada dispersién.

2.2.3.2. Imputacion incondicional de la media

La forma més simple de imputacién no aleatoria de un valor desconocido
consiste en asignar el valor promedio de la variable que lo contiene, calculado en
los casos que tienen valor. Si se trata de una variable categdrica se imputa la
moda de la distribucién. Obviamente, la media de los valores observados e
imputados coincide con la media observada, mientras que la variancia es:

() _ j 6))

3 -[(n(”—l)(n——l)]sii
que, aunque bajo la asuncién de que los missing son MCAR es una estimacién
consistente con la verdadera variancia, es sesgada porque la reduce en

[(n@ —1)(n—1)]. Las correcciones de la variancia (y de la covariancia) por el

factor de reduccién dan como resultado las estimaciones obtenidas con el célculo
directo mediante métodos para datos completos que, como se ha comentado
anteriormente, presentan serias limitaciones.

Con los datos del ejemplo, el método de imputacién incondicional de la media
ofrece los resultados de la Tabla 7:

Tabla 7. Medias, variancias-covariancias y correlaciones obtenidas
con el método de imputacién incondicional de la media

Medias (iImputacién incondicional media)

Casos

I
w

AF
ERM
ERP
PET

40 | .60 | 19.11 | 27.99 | 29.12 | 1.03

Covariancias (Imputacion incondicional media)

s o -
uw I
< i G & a
AF | 246
EH | -s80 | 19.681

ERM | 1.516 | -23.574 | 132.470
ERP | 1.357 | -17.161 96.910 | 113.318
PET 112 -.670 -.215 -.278 | 1.051
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Correlaciones (Imputacidn incondicional media)

= o
L I
t | & | g | & | B
AF 1.000
EH -.264 1.000

ERM .266 -462 | 1.000
ERP .257 -.363 791 1.000
PET .220 -.147 -.018 -.025 | 1.000

Las medias coinciden con las obtenidas mediante el método pairwise, excepto en
la variable TA, ya que al tratarse de una variable categérica el valor imputado es
la moda. Las variancias-covariancias y las correlaciones son sustancialmente
inferiores a las conseguidas con los métodos de datos completos.

2.2.3.3. Imputacion estocastica de la media

Una solucién al problema de la estimacién de la variancia en la imputacién de la
media consiste en afiadir un t€érmino estocdstico al valor imputado. De esta
manera, el valor a imputar es:

X; =X, +cr

T

donde ¢ es un valor constante, que suele ser proporcional a la cantidad en que la
variancia es reducida, y r es un nimero aleatorio normalmente comprendido en el
intevalo (-1, 1).

Aplicando este método a los datos del ejemplo se obtienen los resultados de la
Tabla 8:

Tabla 8. Medias, variancias-covariancias y correlaciones obtenidas
con el método de imputacion estocastica de la media

Medias (Imputacién
estocdstica de la media)

= o
X o
ut 5 w LE_
19.14 | 28.77 | 29.79 | 1.02

Covariancias (Imputacién estocéastica de la

media)
= o -
I W
EH 19.787

ERM | -28.578 | 169.518
ERP | -13.330 | 102.191 | 188.664
PET -.738 -1.913 -1.389 | 1.052
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Correlaciones (Imputacion estocastica

de la media)
b= o
I
50 E| 5|k
EH 1.000

ERM | -.493 | 1.000
ERP -.218 .571 | 1.000
PET -.162 | -143 | -.099 | 1.000

Las estimaciones de 1a media presentan cierto sesgo respecto a las obtenidas con
el método pairwise, debido a que con pocos sujetos con valor ausente, como
ocurre en el ejemplo, el azar no equilibra los valores positivos y negativos del
término estocéstico que se suma a la media. Las variancias y las correlaciones se
ven afectadas por la misma cuestion, motivo por el que aumentan y disminuyen
sin seguir un patrén determinado.

2.2.3.4. Imputacion por regresion: el método de Buck

Buck (1960) propuso un eficiente método de imputacién de valores missing que
durante afios ha sido utilizado con resuitados generalmente satisfactorios.

En un conjunto de datos que siguen una distribucién normal multivariante con
media i y matriz de variancias-covariancias V, los valores missing de cada
patrén de datos ausentes pueden ser imputados con el valor obtenido a partir de
un modelo de regresion lineal cuyos coeficientes, que son una funcién de uy V,
se calculan a partir de otras variables que tienen valor en ese patrén de datos
faltantes.

Las variables a utilizar como independientes en el modelo son las mads
correlacionadas con la variable que contiene los datos faltantes, y pueden ser
obtenidas mediante un método de entrada secuencial de variables al modelo de
regresion (método stepwise). También es habitual realizar la prediccién a partir
de un modelo que incluya todas las variables de la matriz de datos.

La media y la variancia estimadas sobre el conjunto de valores observados e
imputados son consistentes, y aunque la variancia es ligeramente sesgada porque
este método la infravalora, 12 magnitud del sesgo es menor que la obtenida con el
método de imputacion incondicional de la media.

El método de Buck presenta algunas limitaciones. Por ejemplo, cuando en el
conjunto de datos hay variables categéricas con datos faltantes que se han
categorizado mediante variables ficticias (dummy variables), al predecir
mediante regresion lineal el valor de estas variables se pueden obtener valores
diferentes a 0 y 1. En estos casos, cuando la variable que contiene los datos
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desconocidos es categodrica, la solucién pasa por realizar la imputacién mediante
el modelo de regresién logistica.

Con los datos del ejemplo, mediante el método de imputacién por regresién se
obtienen los resultados presentes en la Tabla 9:

Tabla 9. Medias, variancias-covariancias y correlaciones obtenidas
con el método de imputacién por regresion

Medias (imputacion por regresion)

= o =
L I [
53 | 19.17 | 28.11 29.76 1.03

Covariancias (imputacién por regresion)

= o [ o
w I
< | U i i o
AF | 22
EH | -72| 1988

ERM | 138 | -29.12 | 141.31
ERP | 158 | -21.49 | 110.62 | 122.73
PET .12 -.80 -1.06 -.86 | 1.05

Correlaciones (imputacion por regresion)

= a [
L I
< (w | 5|5 |¢d
AF | 1.000
EH | -342 | 1.000

ERM .248 | -.549 | 1.000
ERP 304 | -435 .840 | 1.000
PET 253 | -174 | -.087 | -.075 | 1.000

Las medias obtenidas en las cinco variables son muy préximas a las calculadas
con la técnica pairwise. Sin embargo, como es previsible, las variancias-
covariancias son inferiores, si bien no tanto como las correspondientes a la
imputacién incondicional de la media.

2.2.3.5. Imputacion por regresion estocdstica

De forma similar a la imputacidon estocastica de la media, presentada
anteriormente, este procedimiento consiste en reemplazar el valor desconocido
con el valor predicho por el modelo de regresién mds un valor aleatorio, que es
incluido para reflejar la incertidumbre sobre el valor imputado. Es un
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procedimiento poco utilizado en la practica. Una aplicacién de la imputacién por
regresion estocéstica se halla en el trabajo de Herzog y Rubin (1983).

Con los datos del ejemplo, el método de imputacién por regresién estocdstica,
afiadiendo a la prediccién del modelo de regresiéon un valor aleatorio de una
distribucién normal, arroja los resultados de la Tabla 10:

Tabla 10. Medias, variancias-covariancias y correlaciones obtenidas
con el método de imputacién por regresion estocastica

Medias (Imput. regresion estocéstica)

= o [
w T i
< w & i o
.58 | 19.09 | 28.02 | 30.32 .92

Covariancias (Imput. regresion estocastica)

= o, [ o
w I

< | w i & a
AF | 8

EH | -60 | 2091

ERM | 1.82 | -24.59 | 149.23
ERP | 2.06 | -20.42 | 115.13 | 127.63
PET .12 -42 -3.93 -3.32 | 1.37

Correlaciones (Imput. regresion estocastica)

s o
w T
< i T & E
AF 1.000
EH -.248 | 1.000

ERM .282 | -.440 | 1.000
ERP 345 | -.395 .834 | 1.000
PET 191 { -079 | -275 | -252 | 1.000

Nuevamente se obtienen estimaciones de la media muy semejantes a las
obtenidas con los métodos anteriores. En lo referente a las variancias-
covariancias y las correlaciones, los resultados muestran un significativo
incremento de sus estimaciones, posiblemente debido a que el término
estocéstico que se afiade al valor predicho por regresion es demasiado elevado.

2.2.3.6. Imputacion Hot Deck y Col Deck

Bajo el nombre de imputacién Hot Deck se engloba un amplio conjunto de
métodos que se basan en imputar a cada missing un valor seleccionado de una
distribucién estimada para ese missing. Para implementar esta estrategia, en
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primer lugar se genera una distribucién de frecuencias basada en los sujetos con
valor en la variable, en la que cada valor es ponderado por su frecuencia. Los
valores ausentes son reemplazados mediante la seleccion aleatoria de un valor de
dicha distribucién.

La imputacién Hot Deck en ocasiones implica complicados esquemas de
seleccion de las unidades que proporcionardn la distribucién de frecuencias. Las
principales variantes de este procedimiento de imputacién son el Sequential Hot
Deck (Colledge, Johnson, Paré y Sande, 1978), el Nearest Neighbor Hot Deck
(Sande, 1983) y el Hot Deck within adjustment cells (Little y Rubin, 1987).

La imputacién Hot Deck tiende a proporcionar estimaciones sesgadas de la
media. En cuanto a las estimaciones de la variancia, tienden a ser mayores que la
variancia poblacional, aunque pueden ser corregidas a partir de la ponderacién
previa de cada valor presente en los datos.

La imputacién Col Deck, por su parte, consiste en imputar a cada valor faltante
un valor obtenido de una fuente externa a la matriz de datos, como puede ser una
realizacién previa de la misma investigacién.

2.2.3.7. Imputacion multiple

A diferencia de los métodos anteriores, que imputan un valor dnico a cada dato
desconocido, la imputacién miiltiple se basa en la imputacién de mds de un valor
para cada valor ausente, creando asi M conjuntos completos de datos que pueden
ser analizados con técnicas para datos completos. Ripley (1995) y Schafer (1997)
definen la imputacién mdltiple como una aproximacidn al andlisis estadistico de
datos incompletos basada en procesos de simulacién, enfatizando que se trata de
un procedimiento que simula varios conjuntos de datos mediante la asignacidon de
diferentes valores a cada dato desconocido y que, posteriormente, los analiza de
forma conjunta.

La imputacién multiple fue esbozada por Rubin (1978), aunque el desarrollo de
la técnica se produjo a inicios de la década de los 80 (véase p.ej. Herzog y Rubin,
1983; Li, 1985; Rubin, 1986; Rubin y Schenker, 1986). Un ejemplo
paradigmdtico del uso de la imputacién miltiple con datos del censo
norteamericano se halla en Freedman y Wolf (1995).

El principal defecto de la imputacién simple, que al imputar un tnico valor no
refleja la variabilidad muestral del modelo de distribucién de los valores
faltantes, es solucionado en la imputacién muiiltiple. Las M imputaciones se
suelen realizar bajo un tinico modelo de distribucién de los valores faltantes, en
cuyo caso los resultantes M andlisis de datos completos pueden ser facilmente
combinados para generar estimaciones que reflejen la variabilidad muestral
debida a los valores ausentes. Sin embargo, en ocasiones las M imputaciones
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provienen de mds de un modelo de distribucién de los valores faltantes,
permitiendo que las estimaciones bajo los diferentes modelos puedan ser
contrastadas para mostrar la sensibilidad de la inferencia a cada modelo, cuestion
especialmente relevante cuando el mecanismo generador de missing no es
ignorable, o dicho con otras palabras, cuando los missing son MNAR.

Como se acaba de comentar, tericamente el vector M de valores imputados debe
ser creado a partir de uno o varios modelos de distribucién de los datos ausentes,
aunque en la prictica se suele combinar las predicciones resultantes de dichos
modelos con las obtenidas a partir de modelos explicitos, como un modelo de
regresién o una imputacion incondicional de la media.

El principal inconveniente de la imputacién miiltiple respecto a la imputacion
simple reside en el hecho de que requiere un mayor esfuerzo para crear el vector
de valores imputados y para analizar los datos, si bien los avances
computacionales hacen que este trabajo adicional cada vez tenga un menor coste
para el investigador, ya que, basicamente, implica realizar €l mismo andlisis M
veces en lugar de una.

El andlisis de los M conjuntos de datos completos es sencillo. Si denominamos

0, a las estimaciones realizadas en cada conjunto de datos y W, a sus respectivas

variancias, obtenidas mediante métodos para datos completos, la estimacién
combinada es simplemente el promedio de las M estimaciones:

>
=
I
M=
g

...
1]
LN

Mientras que la variabilidad total asociada a dicha estimacion es:

— M+1
Ty =Wy +
M MM

By

Que incluye los componentes intra (WM ) y entre (By):

57 3 wi i=1 l v
W =2y B =T

-31-



y el factor de correccién por ser M un niimero finito.
Si el parametro @ estimado es un escalar, las estimaciones por intervalo y las
pruebas de significacién se realizan ficilmente teniendo presente que el

estimador 8,, es insesgado y sigue una distribucién ¢ con grados de libertad:

W g
_ _ M
v=(M 1)(1+——————BM( +1)J

En caso contrario, cuando 6 tiene varios componentes, las pruebas de
significacion para contrastar la hipdtesis de nulidad del pardmetro estimado
deben ser realizadas a partir de las M estimaciones realizadas, y no a partir de la
estimacién combinada.

2.2.4. Métodos basados en la funcion de verosimilitud

La inferencia basada en la funcién de verosimilitud, a diferencia de la inferencia
aleatoria, no considera fijos los pardmetros que definen la distribucién
poblacional, sino que se basa en calcular la verosimilitud de diferentes
pardmetros dados los datos observados en la muestra (Cox y Hinkley, 1974).

El origen de la inferencia basada en la funcién de verosimilitud se halla en los
trabajos de Fisher sobre el concepto de verosimilitud. Si denominamos 6 al
pardmetro o parametros que definen la distribucién poblacional con funcién de
densidad f(Y8), e Y, al conjunto de datos observados, la funcion de
verosimilitud L(6lY,) es una funcién de 6 proporcional a f(Y10) que determina la
verosimilitud de los posibles valores de 6.

La Fig. 2 ilustra el concepto de verosimilitud. Esta funcidn aparece al invertir el
papel de la funcién de densidad (o funcién de probabilidad si la variable es
discreta) consecuencia del cambio de 6ptica: en lugar de suponer que conocemos
0y queremos calcular las probabilidades de diferentes Y,, suponemos que hemos
observado una muestra Y, y evaluamos la verosimilitud de diferentes valores de
0 (Peiia, 1991).
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Poblaciéon

Funcién de verosimilitud Funcién de densidad
L(0Y) f(YI0)
Muestra

Fig. 2. La funcién de verosimilitud

La funcién de verosimilitud se define partiendo de la funcién de probabilidad de
la distribucién conjunta de la muestra, que se obtiene como el producto de las
probabilidades individuales de cada valor muestral. Asi, a partir de la funcién de
distribucién de una variable X se puede obtener ficilmente la probabilidad de
cada muestra y su producto.

Puesto que la funcién de verosimilitud refleja la probabilidad que cada pardmetro
tiene de ser el generador de los datos muestrales observados, el mejor estimador
serd el resultado de maximizar dicha funcién de verosimilitud.

De cara a simplificar el cdlculo matematico, los estimadores maximo-verosimiles
(EMYV) se suelen obtener maximizando el logaritmo natural de la funcién de
verosimilitud en lugar de la propia funcién de verosimilitud.

En principio, el método de estimacién méximo-verosimil puede ser empleado sin
ninguna modificacién cuando la probabilidad de un valor faltante no depende de
los propios valores de la variable que lo contiene ni de los de otras variables que
intervienen en el andlisis, es decir, los missing son MCAR.

2.2.4.1. El algoritmo EM

En determinados patrones de datos la funcién de verosimilitud puede ser
compleja, sin un médximo evidente, y con una complicada matriz de variancias-
covariancias. En estos casos, incluso asumiendo que los missing son MCAR, los
procedimientos para datos completos no permiten la estimacién maximo-
verosimil de 6. Una solucién, propuesta por Anderson (1957), consiste en
factorizar la funcién de verosimilitud aplicando una funcién monétona que la
descomponga en j términos independientes diferenciables y unimodales. Asi, la
maximizacién por separado de cada uno de estos términos permite la estimacién
maximo-verosimil de 0. Sin embargo, este método sélo puede ser aplicado a
patrones de datos determinados que permitan la descomposicién indicada, como,
por ejemplo, patrones de datos monétonos en los que la ausencia de informacién

-33-



es jerdrquica entre las variables (ver Fig. 3). Estos patrones son habituales en
disefios longitudinales en los que hay un progresivo abandono de los
participantes en el estudio.

CASOS

Fig. 3. Representacién esquemitica de un patron de datos monétono en
que Y, es mis observado que Y,, Y, es mas observado que Y;,
y en general Y; es mis observado que Y,

Un procedimiento mdés general lo constituyen los algoritmos de caricter iterativo.
Un ejemplo tipico de éstos es el algoritmo de Newton-Raphson, en el que el valor
estimado en la iteracién i se obtiene a partir de la estimacién i-1 y la derivada
segunda de la funcién de verosimilitud.

Un algoritmo iterativo con la ventaja de no requerir el célculo de las segundas
derivadas de la funcién de verosimilitud es el algoritmo “Expectation-
maximization” (EM).

El algoritmo EM es un algoritmo iterativo general para estimacién méximo-
verosimil en problemas con datos incompletos en variables cuantitativas. Cada
iteracién del algoritmo EM consiste en un paso E (expectativa) y un paso M
(maximizacién). Ambos pasos son conceptualmente sencillos y féicilmente
implementables en programas informadticos.

La convergencia de la estimacién con el algoritmo EM en la verdadera EMV ha
sido demostrada (Little y Rubin, 1987). Una desventaja del algoritmo EM es que
la convergencia se lentifica proporcionalmente a la cantidad de datos ausentes
(Dempster, Lair y Rubin, 1977).

Puesto que el algoritmo EM se basa en la intuitiva idea de imputar los valores
faltantes e iterar, no es de extraiiar que a lo largo de los afios haya sido propuesto
en diferentes contextos. La primera referencia parece ser de McKendrick (1926),
quien lo considera en el d4mbito de una aplicacién médica. Hartley (1958)
desarroll6 extensamente la teoria del algoritmo EM y la aplicé al caso general de
datos procedentes de recuentos. Baum, Petrie, Soules y Weiss (1970) usaron el
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algoritmo en un modelo de Markov y demostraron matemdticamente sus
propiedades en este caso. Sundberg (1974) y Beale y Littel (1975) completaron el
desarrollo tedrico centrdndose en el caso de modelos de distribucién normal. El
término “Expectation-maximization” fue introducido por Dempster, Lair y
Rubin (1977), quienes demostraron la generalidad del algoritmo al comprobar en
un amplio rango de ejemplos que cada iteracién incrementa la verosimilitud del
modelo estimado. Estos mismos autores mostraron que el nimero de iteraciones
hasta la estabilizacién de la estimacion aumenta en proporcion lineal con el
porcentaje de valores faltantes, afirmacidon contrastada por Wu (1983) con
diferentes criterios de convergencia.

En el paso E (expectativa) del algoritmo EM se calculan los valores esperados en
la informacién ausente a partir de los valores observados y las estimaciones
actuales de 6, para posteriormente reemplazar la informacién ausente con dichos
valores esperados. Un aspecto crucial es que por informacién ausente no se
entiende cada uno de los valores desconocidos Y, sino las funciones de éstos
que intervienen en la funcién de verosimilitud para datos completos,
genéricamente denominadas estadisticos suficientes de la funcién de
verosimilitud. Especificamente, si 6" es la estimacién actual de 6, el paso E
calcula el valor esperado de la funcién soporte (o de sus estadisticos suficientes)
si O fuera 6", mientras que el paso M (maximizacién) determina &"*"
maximizando la funcién soporte obtenida en el paso E.

Las estimaciones iniciales de 8 (en el momento t=0) pueden ser realizadas
mediante cuatro procedimientos alternativos, cuya operativa ha sido expuesta en
el apartado correspondiente a procedimientos clasicos para el andlisis de datos
multivariantes con datos incompletos: (1) andlisis de datos completos, (2)
andlisis de datos disponibles, (3) imputacién de los valores faltantes, y (4)
cédlculo de las medias y variancias con los valores observados fijando las
covariancias a 0. La opcién (1) proporciona estimaciones consistentes si los
missing son MCAR y hay un nimero suficiente de registros con datos completos;
la opcién (2) tiene la ventaja de usar toda la informacién disponible, pero puede
llevar a estimaciones de la matriz de variancias-covariancias no definida
positivamente que conduzca a problemas en la primera iteracién; las opciones (3)
y (4) generalmente conducen a estimaciones inconsistentes de la matriz de
variancias-covariancias (Little y Rubin, 1987).

Con los datos del ejemplo, el método de estimacién con el algoritmo EM, con la
estimacion inicial de 6 a partir de los registros con datos completos, arroja los
resultados de la Tabla 11:
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Tabla 11. Medias, variancias-covariancias y correlaciones
obtenidas con el algoritmo EM

Medias (algoritmo EM)

=
I
i o

AF
ERP
PET

19.28 | 28.38 | 30.21 | .97

Covariancias (algoritmo EM)

= o [
w I

< | W i i o
AF | 26

EH | -86 | 2237

ERM | 2.12 | -33.01 | 166.77
ERP | 2.39 | -25.17 | 130.62 | 149.42
PET .16 -1.02 -1.96 -1.64 | 1.22

Correlaciones (algoritmo EM)

= o =
. I it
AF 1.000
EH -.354 | 1.000

ERM .321 | -.540 | 1.000
ERP .382 | -435 .827 | 1.000
PET 282 | -195 | -137 | -121 | 1.000

Las medias estimadas mediante el algoritmo EM no varian respecto a las
calculadas con los procedimientos anteriormente revisados. Nuevamente las
diferencias se hallan en las estimaciones de la matriz de variancias-covariancias y
de correlaciones, ya que el algoritmo EM sobrevalora dichos indices.

2.2.5. Estimacion bayesiana

En los métodos de estimacidon Bayesiana los pardmetros son tratados como
variables aleatorias caracterizadas por una determinada distribucién de
probabilidad. La estimacién Bayesiana se distingue de los restantes métodos de
estimacion por utilizar informacién previa sobre la distribucion de los pardmetros
a estimar. En la practica, dicha informacién puede provenir de diferentes fuentes:
conocimiento a partir estudios previos, sesgos iniciales del investigador,
restricciones sobre los valores que pueden tomar los pardmetros, etc. La
estimacidn se realiza a través del cdlculo de la probabilidad posterior, aplicando
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el teorema de Bayes, que implica multiplicar la probabilidad previa del
parametro por su verosimilitud.

En el contexto de datos incompletos, la informacién previa que caracteriza los
métodos Bayesianos puede usarse como en el caso de datos completos,
convirtiéndose en informacion posterior a través de la verosimilitud. Para ello es
necesario que los datos missing sean MAR. Sin embargo, mientras que con datos
completos se dan soluciones analiticas para el clculo de la distribucién posterior
(Box y Tiao, 1973), en problemas con datos incompletos es indispensable el uso
de procedimientos iterativos de simulacién y de técnicas de muestreo (Schafer,
1994).
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3

Redes Neuronales Artificiales

3.1. DEFINICION

No existe una definicién universalmente aceptada de red neuronal artificial,
aunque la mayoria de personas que trabajan con ellas estarian de acuerdo en
definir una red neuronal artificial como un sistema de procesamiento de
informacién formado por un conjunto de procesadores simples organizados en
paralelo, cada uno de los cuales tiene una pequefia cantidad de memoria. Las
unidades operan sélo con la informacién disponible localmente, que reciben a
través de las conexiones con otras unidades mediante canales de comunicacién
por los que fluye informacién de tipo numérico (frente a simbdlico). Muchas
redes neuronales artificiales tienen una regla de aprendizaje que les permite
aprender a partir de los datos que reciben del exterior. Por aprender se entiende el
proceso de modulacién de las conexiones entre neuronas, ya que es en dichas
conexiones, y no en las unidades de procesamiento, donde reside el conocimiento
de una red neuronal artificial.

A continuacién se presentan algunas definiciones de red neuronal artificial que
recogen los aspectos esenciales de éstas:

“Los sistemas neuronales artificiales, o redes neuronales, son sistemas celulares
fisicos que pueden adquirir, almacenar y utilizar conocimiento empirico.”
(Zurada, 1992, pdg. XV).

“Una red neuronal es un circuito inspirado neuralmente que estd compuesto por
un gran niimero de elementos de procesamiento simples. Cada elemento opera
sdlo con informacion local. Ademds cada elemento opera asincréonicamente, es
decir no hay un temporizador global del sistema.” (Nigrin, 1993, pdg. 11).

“Una red neuronal es un procesador masivamente distribuido en paralelo que
tiene una habilidad natural para almacenar conocimiento a partir de la
experiencia para poder usarlo posteriormente.” (Haykin, 1994, pdg. 2).

“En general, las redes neuronales son (los modelos matemdticos representados
por) un conjunto de unidades computacionales simples interconectadas por un
sistema de conexiones. El niimero de unidades puede ser muy grande y las
conexiones intrincadas.” (Cheng y Titterington, 1994, pdg. 2).
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“Las redes neuronales son el resultado de un nuevo enfoque en computacion que
implica el desarrollo de estructuras matemdticas con la capacidad de aprender.
Son el resultado de investigaciones académicas para modelar el aprendizaje del
sistema nervioso.” (Z Solutions, 1997, pdg. 1).

“Las redes neuronales estdn compuestas por capas de conexiones que relacionan
inputs con outputs. Las redes neuronales en la toma de decisiones funcionan
como el cerebro, ya que imitan las caracteristicas de adaptacion e inferencia de
los sistemas biologicos.” (Stern, 1997, pdg. 3).

“Una red neuronal es un conjunto interconectado de elementos de proceso
simples, unidades o nodos, cuya funcionalidad estd basada en las neuronas
animales. La habilidad de procesamiento de la red se almacena en las fuerzas de
conexion entre unidades, o pesos, obtenidos mediante un proceso de adaptacion,
o aprendidos de un conjunto de datos de entrenamiento.” (Gurney, 1997, pdg.1-
1).

3.2. FUNDAMENTOS BIOLOGICOS

Muchas definiciones de red neuronal hacen referencia a su similitud con las redes
neuronales que forman el sistema nervioso humano, cuestién que no sorprende si
se tiene presente que los origenes de las redes neuronales artificiales se hallan en
los trabajos de los psicofisi6logos y neurofisiélogos de los siglos XIX y XX
(Jackson, Ramén y Cajal, Golgi, Luria, etc.), y en las aportaciones de Turing
(1937, 1950), quien formulé los fundamentos matemadticos de la computacién
moderna al idear una méiquina simple capaz de realizar cualquier tipo de célculo
siempre que tuviera memoria ilimitada.

El desarrollo temprano de redes neuronales artificiales (0 modelos conexionistas
o de procesamiento distribuido en paralelo) estuvo muy influido por los
imparables avances cientificos en el conocimiento del mecanismo director del
procesamiento del cerebro humano. Diversas caracteristicas del cerebro se
tuvieron en cuenta al formular los modelos conexionistas, algunas de las cuales,
revisadas en los trabajos de Crick y Asanuma (1986), Mira (1993), Nelson y
Illingworth (1991), Rumelhart y McClelland (1986) y Sejnowski y Rosenberg
(1986), entre otros, son revisadas a continuacion.

a. Las neuronas son lentas

Las neuronas son mucho més lentas que los componentes computacionales
convencionales (del orden de 10° veces més lentas). Puesto que ¢l hombre es
capaz de realizar tareas de gran complejidad (procesamiento perceptivo,
procesamiento del lenguaje, razonamiento intuitivo, etc.) en unos pocos cientos
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de milisegundos, con un procesamiento de tipo serial tales tareas deberian
realizarse en no mds de unos 100 pasos. Esto es lo que Feldman (1985)
denominé la restriccién de los 100 pasos del programa. Puesto que es conocido
que las neuronas no computan funciones muy complejas, parece improbable que
el procesamiento cerebral se realice de modo serial. El cerebro alcanza el éxito
mediante un paralelismo masivo, que permite la actividad cooperativa de muchas
unidades de procesamiento relativamente simples operando en paralelo.

b. Hay un enorme nimero de neuronas y de conexiones

Hay un gran ndimero de neuronas implicadas en el procesamiento cerebral (del
orden de 10'° a 10'") que trabajando en paralelo conceden al cerebro su pasmosa
capacidad. Un modelo de computacién paralela de un problema de mediana
complejidad puede requerir miles de unidades.

De forma complementaria, un importante rasgo del procesamiento cerebral son
los grandes abanicos de entrada y salida de informacién de cada neurona. Las
estimaciones para una neurona cortical fluctian entre 1.000 y 100.000 sinapsis,
de donde se deduce que ninguna neurona se encuentra separada por muchas
sinapsis de otra neurona. Asi si, por ejemplo, cada neurona cortical estuviera
conectada con otras 1000 neuronas, formando todas ellas una especie de celosia,
todas las neuronas del cerebro se encontrarian, como maximo, a una distancia de
cuatro sinapsis una de otra.

c. El conocimiento se almacena y representa de forma distribuida

Frente a las representaciones del conocimiento de tipo localizacionista, en las que
cada elemento computacional representa una entidad, existen otros tipos de
representaciones mas complejas en las que no hay una correspondencia uno a
uno entre conceptos y unidades del sistema.

En la representacion distribuida cada entidad se representa mediante un patron de
actividad distribuido sobre una gran cantidad de unidades computacionales, y
cada elemento computacional participa en la representacién de muchas entidades.

Una fuente comuin de discusién es la idea de que las representaciones distribuidas
entran en conflicto con la hipétesis de la localizacién de las funciones en el
cerebro (Luria, 1973). Un sistema que use representaciones distribuidas requerird
también muchos mddulos distintos para poder representar simultineamente
conceptos completamente diferentes. Los modelos conexionistas sostienen que
las representaciones distribuidas tienen lugar dentro de estos médulos. En una
frase, las representaciones son locales a una escala global, pero distribuidas a una
escala local.
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d. Aprender implica modificar conexiones

Una importante caracteristica del cerebro es que el conocimiento se encuentra en
las conexiones en lugar de en las propias neuronas. Los modelos conexionistas
suponen que en los estados de las unidades s6lo puede ocurrir almacenamiento a
corto plazo, el almacenamiento a largo plazo tiene lugar en las conexiones.

e. Las neuronas se comunican por seiales de excitacion-inhibicion

La comunicacién entre las neuronas se realiza mediante sencillos mensajes
excitatorios e inhibitorios. Esto significa que, a diferencia de otros sistemas
paralelos en lo que se transmiten mensajes simbolicos, en los modelos
conexionistas se transmite informacién de tipo numérico. Los simbolos emergen
cuando son necesarios a partir de este nivel subsimbdlico de representacién del
conocimiento (Smolensky, 1988).

f. Degradacion progresiva

El estudio de las lesiones cerebrales ha demostrado que no existe ninguna
neurona cuyo funcionamiento sea esencial para la actividad de ningilin proceso
cognitivo. El funcionamiento del cerebro se caracteriza por una especie de
degradacién progresiva, en la que el rendimiento se deteriora gradualmente a
medida que mas y més neuronas son destruidas, pero no existe un punto critico
en el que el rendimiento se interrumpa. Esta virtud de los modelos conexionistas
es una consecuencia directa de la representacién distribuida de la informacién.

g. La informacion se halla disponible continuamente

Las neuronas proporcionan una salida de informacién disponible continuamente,
es decir, no hay una fase de decisién apreciable durante la que una unidad no
proporcione salida de informacién. Esta caracteristica de los modelos
conexionistas contrasta con los modelos por etapas del procesamiento de la
informacién (Sternberg, 1969), que han sido habituales en la historia psicoldgica.

3.3. EVOLUCION HISTORICA

A pesar de que siempre es dificil establecer el origen cronolégico de una teoria
de gran alcance, y el conexionismo no es una excepcién, no son pocos los autores
(Catalina, 1996; Cheng y Titterington, 1994; McClelland, Rumelhart y Hinton,
1986; Murtagh, 1996; Smith, 1993) que sitian los inicios escritos del
conexionismo como tal en el articulo de McCulloch y Pitts (1943). En este
escrito, de cardcter légico y neurofisiolégico, se presentaron la estructura y
funcionamiento de la unidad elemental de procesamiento de una red
conexionista, y se analizaron sus capacidades computacionales. La neurona de
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McCulloch-Pitts (ver Fig. 4), como actualmente se conoce, tiene un
funcionamiento muy sencillo: si la suma de entradas excitatorias supera el
umbral de activacion de la unidad, y ademds no hay una entrada inhibitoria, la
neurona se activa y emite respuesta (representada por el valor 1); en caso
contrario, la neurona no se activa (valor O que indica la ausencia de respuesta).

Respuesta

B (excitatoria)

C (inhibitoria)

Fig. 4. Neurona de McCulloch-Pitts

Combinando varias neuronas de este tipo con los adecuados umbrales de
respuesta, se puede construir una red que compute cualquier funcién légica. La
siguiente red (ver Fig. 5), por ejemplo, computa la funcién légica “O exclusivo”
(XOR) a partir de dos unidades elementales interconectadas.

A
' XOR

B Umbral=2

Los 4 posibles patrones de entrada y el patrén de
salida XOR de cada uno de ellos son:

A B XOR
0 0 0
1 0 1
0 1 1
1 1 0

Fig. 5. Solucién de la funcién XOR con neuronas de McCulloch-Pitts

La idea del umbral de respuesta de la neurona de McCulloch-Pitts ha sido
adaptada en la ingenieria de circuitos l6gicos (Anderson y Rosenfeld, 1988).

En una linea similar a la de McCulloch y Pitts, y muy influenciado todavia por
los descubrimientos neuroldgicos de la época, Kenneth Craik (1943) defendié
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que la capacidad de la mente para representar la realidad se basa en la
combinacién de patrones coherentes de activacién entre las células cerebrales.

Cuando parte de la comunidad cientifica acept6é que el poder computacional de la
mente se basa en su capacidad de conectar neuronas, se planteé el interrogante de
cémo se podian establecer y modular las conexiones entre neuronas que dan
lugar a patrones de activacién coherentes que representan informacién. En 1949,
Donald Hebb postuld un sencillo pero potente mecanismo de regulacion de las
conexiones neuronales, que constituy$ la base de las reglas de aprendizaje que
mas tarde se desarrollaron. La regla de Hebb, en su versién mas elemental, se
expresa como sigue:

“Cuando la unidad A y la unidad B se encuentren excitadas al mismo tiempo, se
aumentard la fuerza de la conexion entre ellas.” (en McClelland, Rumelhart y
Hinton (1986), pdg. 72)

La propuesta de Hebb es de especial relevancia porque indica que la informacién
necesaria para modificar el valor de una conexién se encuentra localmente
disponible a ambos lados de la conexién. La regla de Hebb tiene estrechas
similitudes con los algoritmos de aprendizaje desarrollados afios después por
Kohonen (Kohonen, 1972) y Anderson (Anderson, 1972).

Un afio después de la publicacién de la regla de Hebb, Karl Lashley (1950)
present6 un breve articulo que complementaba las hipétesis de la década anterior
sobre el funcionamiento de la mente. Con afirmaciones como “no hay células
concretas que estén reservadas para almacenar memorias especificas” (Lashley,
1950, pag. 500), manifestaba su creencia de que el conocimiento se halla
almacenado de forma distribuida y no localizada.

Los modelos légico-simb6licos predominantes fueron duramente atacados
durante la década de los 50 por ser biolégicamente improbables. Pero la critica
fue constructiva, y alrededor del aiio 1960 Frank Rosenblatt (1958, 1960, 1962),
un psicélogo de los laboratorios aeronduticos Cornell, comenzd a investigar y
disefiar el Perceptrén, una red neuronal estructural y funcionalmente mads
compleja que sus antecesores y con una regla de aprendizaje modificada, que
permitia establecer asociaciones entre varios inputs binarios y un output también
binario.

El Perceptron de Rosenblatt estd formado por tres capas de unidades (ver Fig. 6).
La capa de entrada o retina consiste en un conjunto de unidades de entrada
binarias conectadas por conexiones con valor fijo con las unidades de la capa de
asociacion o de predicados. La tltima capa es la de respuesta o decisién, cuya
dnica unidad, con salida binaria, tiene conexiones modificables con los
predicados de la capa anterior.
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Decision Predicados Retina

Conexiones Conexiones
con valor con valor fijo
modificable

Fig. 6. Perceptron de Rosenblatt (1962)

Rosenblatt desarrollé varios modelos de aprendizaje que gobernaban la
modulacién de la intensidad de las conexiones. A grandes rasgos, distinguié
entre aprendizaje competitivo (también llamado autoorganizado) y aprendizaje
por reforzamiento. En el aprendizaje competitivo, las unidades de asociacién que
estdn activas cuando se emite la respuesta incrementan el valor de su conexién
con la unidad de respuesta. Por contra, en el aprendizaje por reforzamiento la red
recibe informacién externa sobre cual es la respuesta correcta y, en funcién del
error cometido, se actualizan las conexiones.

La aparicién del Perceptrén causé un gran impacto porque por primera vez era
posible conceptuar en detalle un mecanismo biolégico realista con importantes
funciones cognitivas. Aunque finalmente modelos como el Perceptrén no
satisficieran las expectativas de Rosenblatt, es innegable que su enfoque del
sistema humano de procesamiento como un sistema dindmico, interactivo y
autoorganizado se encuentra en el micleo del procesamiento distribuido en
paralelo (PDP) (McClelland, Rumelhart y Hinton, 1986).

En 1960 se propuso un nuevo tipo de unidad de procesamiento, con estructura
similar a la del Perceptrén pero con un mecanismo de aprendizaje diferente que
permitia también la entrada de informacion de tipo continuo: la neurona Adaline
(Adaptive linear neuron) (Widrow y Hoff, 1960). La innovacién de esta
tipologia de neurona se halla en su mecanismo de aprendizaje, denominado
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aprendizaje supervisado, regla delta o regla de Widrow-Hoff, que introduce el
concepto de reduccién del gradiente del error. La regla de aprendizaje de la
neurona Adaline es muy similar a la regla de aprendizaje del Perceptrdn, pero
convenientemente modificada para conseguir que en la modelizacién de los
pesos se incluya el error cometido medido cuantitativamente. La regla de
Widrow-Hoff consiste en que la neurona modifica la intensidad de sus
conexiones en la direccién y sentido de reducir el gradiente de error, medido
como la diferencia entre la respuesta de la unidad y la respuesta correcta. Una red
Madaline (Multilayer Adaline), formada por varias capas de neuronas Adaline
interconectadas, fue la primera red neuronal artificial aplicada para resolver un
problema préctico: eliminar ecos en las lineas telefénicas (Hilera y Martinez,
1995).

Durante el resto del decenio se incrementaron de forma notable las
investigaciones sobre el paradigma conexionista y su implementacién en redes
neuronales. El espectacular auge que desde la aparicién del Perceptrén habia
experimentado el conexionismo fue drdsticamente interrumpido en 1969 con la
publicacién del libro “Perceptrons” (Minsky y Papert, 1969). Marvin Minsky y
Seymour Papert fueron los lideres de una escuela de pensamiento rival
denominada inteligencia artificial, cuyo objeto de estudio eran los procesos
cognitivos superiores como los procesos l6gicos, el pensamiento racional y la
resolucién de problemas. En este sentido, la inteligencia artificial suponia el
retorno a los modelos de procesamiento serial de simbolos que Rosenblatt habia
criticado por ser biolégicamente improbables.

En su obra “Perceptrons”, Minsky y Papert realizaron un cuidadoso analisis
matemaético del Perceptron de Rosenblatt y mostraron qué funciones podia y
cuales no podia computar este tipo de unidades. En concreto demostraron que el
Perceptrén de Rosenblatt o Perceptrén de una capa, como también se ha llamado
para distinguirlo de los posteriores Perceptrones con mds de una capa de
unidades de asociacién, era incapaz de computar funciones matemdticas como la
paridad (si un nimero par o impar de puntos se hallan activos en la retina), la
funcidn topoldgica de la conectividad (si todos los puntos activos se encuentran
conectados entre si directamente o mediante otros puntos también activos) y en
general funciones no lineales como la paradigmdtica funcién “O exclusivo”
(XOR).

La critica de Minsky y Papert fue tan contundente que, en cierto tono irénico,
Hecht-Nielsen (1991) atribuye un mévil conspiratorio a los motivos que llevaron
a Minsky a desprestigiar el Perceptrén, basdndose en la circunstancia de que
Minsky y Rosenblatt fueron compaifieros de clase durante la ensefianza superior.

Sin embargo el conexionismo, no murié, porque su esencia, la idea de
representacion distribuida, no fue criticada. Anderson desarrollé un asociador
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lineal de patrones que posteriormente perfecciond en el modelo BSB (Brain-
State-in-a-Box) (Anderson, 1977; Anderson, Silverstein, Ritz y Jones, 1977).
Casi simultineamente, en Finlandia, Teuvo Kohonen desarrollaba un modelo
similar al de Anderson (Kohonen, 1977), y unos afios después, basandose en los
avances en las reglas de organizacion del aprendizaje competitivo conseguidas
por Amari (1977), el mismo Kohonen cre6 un modelo topogrifico con
aprendizaje autoorganizado en el que las unidades se distribuian segiin el tipo de
entrada al que respondian (Kohonen, 1984). En Japén, Fukushima culminé su
trabajo con la invencién del Neocognitrén (Fukushima, 1980, 1988; Fukushima,
Miyake e Ito, 1983), un modelo de red neuronal autoorganizada para el
reconocimiento de patrones visuales que superaba los problemas iniciales con la
orientacién de la imagen que habia sufrido el primitivo Cognitrén (Fukushima,
1975). En Alemania, von der Malsburg (1973) desarroll6 un detallado modelo de
la emergencia en la corteza visual primaria de columnas de neuronas que
responden a la orientacién de los objetos.

El trabajo de Stephen Grossberg merece una atencién mas detallada, ya que
supone la culminacién de varios afios de trabajo sobre modelos con aprendizaje
autoorganizado. La produccién literaria de Grossberg fue muy prolifica (ver p.ej.
Grossberg, 1976, 1978, 1980, 1982, 1987, 1987a), tanto que Klimasauskas
(1989) lista 146 publicaciones en las que interviene Grossberg entre 1967 y 1988.
Grossberg puso de manifiesto la importancia de los mecanismos inspirados
neuralmente en la organizacion de diversas dreas de la percepcién y la memoria.
En su Teoria de Resonancia Adaptativa (ART), desarrollada en colaboracién con
Carpenter (Carpenter y Grossberg, 1987a, 1987b, 1990), explica como la
percepcién y la memoria se basan en un amplio conjunto de c6digos cognitivos
que se construyen y modifican a partir de la experiencia. La principal
caracteristica de la ART es que las reglas de funcionamiento que rigen la
creacion y alteracién de los cédigos cognitivos son muy similares a las de los
sistemas bioldgicos. Efectivamente, los modelos de red recurrentes, inspirados en
la Teoria de Resonancia Adaptativa, tienen un flujo de informacién bidireccional
que permite explicar diferentes caracteristicas del procesamiento humano como
su velocidad, su plasticidad, o la influencia que pueden tener las expectativas.

En 1982 coincidieron numerosos eventos que hicieron resurgir de forma
definitiva el interés por las redes neuronales. Por una parte, el fisico John
Hopfield presenté su trabajo sobre memorias asociativas autoorganizadas, fruto
del cual se disefié6 un nuevo tipo de redes neuronales recurrentes denominadas
redes de Hopfield (Hopfield, 1982; Hopfield y Tank, 1985, 1986; Tank y
Hopfield, 1987). Segin McClelland, Rumelhart y Hinton (1986, pag. 79), el
concepto clave de una red de Hopfield es que considera la fase de ajuste de las
conexiones como una “biusqueda de valores minimos en unos paisajes de
energia”. Seglin esta idea, cada combinacién de pesos de las conexiones de la
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red tiene asociada una energia, que resulta de evaluar las restricciones
determinadas por los datos de entrada y el resultado producido por la red. El
intercambio de informacién entre unidades se mantiene hasta que el input y el
output de cada unidad son el mismo; es decir, en términos de Hopfield se ha
llegado a un estado de equilibrio energético. La regla de aprendizaje empleada se
basa en la regla de Hebb, convenientemente modificada para que cuando dos
unidades se encuentren simultdneamente desactivadas se disminuya la fuerza de
conexidn entre ellas.

También en 1982, Feldman y Ballard (1982) sentaron las bases de muchos de los
principios computaciones del PDP, e introdujeron el nombre de conexionismo en
lugar de procesamiento distribuido en paralelo. Ademads, ese mismo afio se
celebré la “U.S.-Japan Joint Conference on Cooperative and Competitive Neural
Networks”, que puede considerarse la primera conferencia relevante sobre redes
neuronales (Hilera y Martinez, 1995).

Como consecuencia de estos trabajos, un considerable nimero de investigadores
comenzé a reexaminar los principios del conexionismo. En 1985, Hinton,
Sejnowsky y Ackley tuvieron la brillante idea de introducir una capa de unidades
ocultas, sin conexidn directa con el exterior y con conexiones con las capas
anterior y posterior modificables, en una red del tipo perceptrén (mas
concretamente en una red Madaline), dando lugar a lo que se conoce como redes
perceptrén multicapa. La capa de unidades ocultas es generalmente usada para
crear un “cuello de botella”, obligando a la red a simplificar el modelo generador
de los datos y, por tanto, mejorando su capacidad de generalizacién (Michie,
Spiegelhalter y Taylor, 1994).

La aparicién de las unidades ocultas con todas sus conexiones modificables hizo
necesaria una nueva regla de aprendizaje para modificar los pesos de la capa
intermedia. Un grupo de investigaciéon, encabezado por David Rumelhart y
James McClelland, examinaron una amplia variedad de disefios de redes. En
1986, tres miembros de este grupo (Rumelhart, Hinton y Williams, 1986, 1986a)
anunciaron y publicaron el descubrimiento de una regla de aprendizaje
supervisado que permitia discriminar entre clases de patrones que fueran no
linealmente separables: la regla de propagacién del error hacia atrds o
retropropagacion del error, o, simplemente, backpropagation. Se trata de un
refinamiento de la regla delta de Widrow-Hoff que define como modificar los
pesos que ligan las unidades ocultas con las unidades de entrada (Nelson y
Nlingworth, 1991).

El algoritmo de retropropagacién del error es un claro ejemplo de invencién
multiple (Fausset, 1994; Martin, 1993; Nelson y Illingworth, 1991), ya que,
aunque su invencién es habitualmente atribuida al grupo de investigacién PDP,
con Rumelhart a la cabeza, ya en 1974 Paul Werbos lo esbozé en su tesis
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doctoral (Werbos, 1974), aunque no gozé de una amplia publicidad, e
independientemente fue presentado por Parker (1982, 1985) y LeCun (1986),
aunque no con el caricter integrador y el nivel de formalizacién del grupo PDP,
que encuentra su mayor expresion en el trabajo recopilatorio de McClelland y
Rumelhart (1988).

En 1987 se adaptd el algoritmo de retropropagacion del error a redes recurrentes.
El algoritmo se 1lamé retropropagacién recurrente (recurrent backpropagation)
(Almeida, 1987; Pineda, 1987), y permitié aplicar las redes recurrentes a
problemas de reconocimiento de patrones estdticos, que hasta entonces eran
tratados tinicamente con redes perceptrén multicapa.

En los ultimos afios, distintos investigadores han desarrollado nuevos métodos a
partir de la retropropagacion del error. Casi todos tienen como objetivo la
disminucién del tiempo necesario para entrenar una red. Los principales
algoritmos se presentan en el capitulo siguiente.

En la actualidad, los avances tecnolégicos han hecho disminuir el interés por la
velocidad del entrenamiento. Una breve revisién a la literatura actual pone de
manifiesto el interés por aplicar los principios de la estadistica Bayesiana a las
redes neuronales artificiales, bajo el nombre genérico de entrenamiento
Bayesiano (ver p.ej. Mueller y Isua, 1995; Neal, 1996; Thodberg, 1996). Se trata
de un nuevo enfoque de lo que significa aprender de los datos, desde el que la
probabilidad de la muestra observada es usada para representar la incertidumbre
sobre la funcién que la red aprende. La aplicacion del entrenamiento Bayesiano
se ha concentrado en un tipo concreto de redes: las perceptrén multicapa, aunque
puede ser empleado en cualquier tipo de red con tal de que tenga una
interpretacién estadistica. Los principales aspectos del entrenamiento Bayesiano
se presentan en un capitulo posterior.

3.4. ELEMENTOS DE LAS REDES NEURONALES ARTIFICIALES

En el disefio y uso de una red neuronal hay implicados un conjunto de elementos
comunes a todas ellas y unas reglas que determinan como la informacién es
transformada y el aprendizaje almacenado. La literatura sobre redes neuronales
presenta varios manuales que caracterizan este tipo de modelos (Amari, 1977;
Feldman y Ballars, 1982; Kohonen, 1977, 1984), aunque ninguno de ellos tiene
la integridad y formalizacién expuestas por Rumelhart, Hinton y McClelland
(1986). Dichos autores reconocen ocho aspectos principales en un modelo de
procesamiento en paralelo.
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a. Unidades de procesamiento

Las unidades de procesamiento de una red neuronal son las encargadas de
transformar la informacién. Su trabajo es simple y consiste en recibir la entrada
de sus vecinas, calcular el nuevo valor de activacién y computar un valor de
salida, que envian a las unidades adyacentes.

En un sistema de representacién distribuida las unidades representan pequefias
entidades cuyo andlisis conceptual no es significativo. En este caso, el nivel de
andlisis representativo es el patrén de activacidén del conjunto de unidades.

b. Estado de activacion

Un rasgo, entidad o patrén en la informacion de entrada estd simbélicamente
representado en la red mediante una matriz de datos con los estados de activacion
de las unidades en un determinado momento. En el célculo de los estados de
activacién intervienen tanto los inputs que recibe la unidad como su valor de
activacion previo.

Los estados de activacién pueden ser continuos o discretos. Asi, en algunos
modelos las unidades son continuas, pudiendo tomar cualquier valor real como
valor de activacién; en otros casos, pueden tomar cualquier valor real
comprendido en un intervalo, como por ejemplo el intervalo [0,1]. Cuando los
valores de activacion estdn limitados a valores discretos, a menudo son binarios,
habitualmente {0,1} o {-1,1}. Cada uno de estos supuestos conduce a un modelo
con caracteristicas diferentes.

c. Salida de las unidades

El valor de salida de las unidades depende de su valor de activacién. En
ocasiones se aplica una funcién de tipo umbral, de manera que una unidad no
afecta a otra a menos que su valor de activacion exceda un cierto umbral. Con
mucha frecuencia el nivel de salida es exactamente igual a la activacién (funcién
identidad). En determinados modelos se asume que la funcién a aplicar es
estocdstica, con un modelo de probabilidad que vincula ambos valores.

d. Patron de conexiones

Las unidades estdn vinculadas unas a otras mediante unos pesos de conexién que
determinan como responderd la red a un patrén de datos de entrada. El patr6n de
conexién suele representarse especificando los valores de cada conexién en una
matriz de pesos. Las conexiones de signo positivo son excitatorias, en el sentido
de que incrementan el estado de actividad de las unidades en que inciden, las de
signo negativo son inhibitorias y las de valor cero son nulas.
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e. Regla de propagacion

La regla de propagacién es una funcién que determina como se combinan las
entradas a una unidad con las conexiones para obtener el valor de entrada neto.
Habitualmente la regla es simple, y el valor neto de entrada es la suma ponderada
por las conexiones de las entradas excitatorias e inihibitorias.

f. Regla de activacion

De especial importancia es la funcién que establece como se fusionan la entrada
neta a una unidad y su estado actual para obtener un nuevo estado de activacion,
que normalmente serd ademas la salida de la unidad. Se trata, a menudo, de una
funcién determinista, aunque algunas redes muy especificas utilizan funciones de
activacion probabilisticas.

La regla o funcién de activacion suele ser la misma en todas las unidades de una
misma capa. En muchas ocasiones se trata de una funcién de activacién no lineal,
y especificamente, siempre que el estado de activacién tome valores continuos, la
funcién sera de tipo sigmoidal.

Las funciones de activacion mds comunes son las siguientes (Cheng y
Titterington, 1994; Fausett, 1994; Ferndndez, 1993; Nelson y Illingworth, 1991):

e Funcidn identidad. Las unidades de la capa de entrada, cuya tinica misién es
pasar la informacioén a la red, no transforman el valor de entrada que reciben
al hacer uso de la funcién identidad.

f(uy=u

e Funcion umbral. Utilizada sobre todo en redes no supervisadas para convertir
la entrada a la unidad de tipo continuo en una salida binaria (0,1) o bipolar

(-1,1).

o Funcién rampa. Es 1a unién de las funciones umbral e identidad. Actualmente
son poco utilizadas puesto que han sido reemplazadas por las funciones
sigmoidales.

0 siu<O
f(u)=qu si0O<u<l
1 siu>1

e Funcién gausiana. En redes neuronales de funcién de base radial (RBF), las
unidades ocultas utilizan una funcién gausiana para delimitar el rango de
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valores de entrada al que son receptivas. La funcion gausiana también es
usada en algunas redes de tipo probabilistico como las redes de Hopfield.

.
(u =or

e Funcion sigmoidal. Son especialmente ttiles en redes perceptrén multicapa.
Sus caracteristicas se presentan detalladamente en un capitulo posterior.

g. Regla de aprendizaje

Uno de los aspectos mas investigados en el mundo de redes neuronales se refiere
al establecimiento de reglas de aprendizaje que optimicen el funcionamiento de
1a red mediante la modificacién de sus conexiones. Varios modelos de red, y la
conocida retropropagacién del error es un ejemplo, toman su nombre y
taxonomia a partir de su regla de aprendizaje. Es mds, una de los principales
criterios de clasificacién de redes se define en funcidn de esta regla.

h. Ambiente

En la mayor parte de modelos de procesamiento distribuido en paralelo, el
ambiente en que se desarrolla la red se caracteriza por una distribucién estable de

probabilidad del conjunto de posibles patrones de entrada, independientes de las
entradas y salidas anteriores del sistema.

3.5. CLASIFICACION DE LAS REDES NEURONALES ARTIFICIALES

Ex.isten numerosos criterios de clasificacién de las redes neuronales artificiales
(Hllera- y Martinez, 1995); seglin el nimero de capas, segin el mecanismo de
aprer.ldl.z’aje, segin la direccién en que fluye la informacién, segun el tipo de
asociacion entre entradas y salidas, etc., aunque posiblemente, el criterio mas
utlllzaQO es el que hace referencia al mecanismo de aprendizaje. Pero el
apren.dlzaje €8 un concepto muy amplio que incluye varios aspectos que de nuevo
permiten  varias taxonomizaciones: redes con aprendizaje determinista 0
ts‘,.stoc?st}co, cor'npet’iti.vo 0 cooperativo, hebbiano o por correccién de errores,
ti‘;g:"g::p; rtll;;;l;r:mcc;, etc.:.’ En este trab'ijo nos centraremos en distin.guir los
mecanismo quo prJO en funcion de su relacién con la presencia o ausencia de un

porcione a la red el verdadero output que deberia dar ante unl

input determinado. Ba; i7ai
) - Dajo esta per i isti ntre aprendizaje
supervisado y no superv perspectiva, se distingue € p

isado.
En el aprendizai )

relaciorxg u:cgcz)al_e Supervisado se trata de construir un modelo neuronal que
partir de un conr;{lunrﬁ)odde datos de entrada con un conjunto de datos de salid2, 3
Cada entrada ¢ ¢ datos que contienen ejemplos de la funcién a aprender.

§ Presentada 3 14 red, que computa un valor de salida que por lo
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general no coincidir con el correcto. Se calcula entonces el error de prediccion,
que sirve para ajustar los pardmetros de la red en el sentido de disminuir dicho
error. El ejemplo paradigmitico de aprendizaje supervisado es la
retropropagacién del error, que se presenta detalladamente en el siguiente
capitulo.

En el aprendizaje no supervisado, por contra, se pretende que la red descubra las
regularidades presentes en los datos de entrada sin que €stos tengan asociados a
priori una determinada salida. Dentro de este grupo, las redes con aprendizaje
competitivo, como el Mapa autoorganizado de Kohonen (Kohonen, 1995),
representan un elevado porcentaje de los modelos aplicados.

Sarle (1998) presenta una exhaustiva clasificacion de los modelos de red
neuronal artificial més conocidos en funcién de si reciben o no informacién sobre
el output correcto, y de la direccién en que la informacién fluye por la red: s6lo
adelante (feedforward), o adelante y atras (feedback). Para evitar incorrecciones
en la traduccién al castellano se presentan los nombres originales en inglés (ver
Tabla 12).

Tabla 12. Clasificacion de las redes neuronales artificiales

Supervisado No supervisado
Adelante Adelante-atris Adelante Adelante-atris
® Perceptron e Brain-State-in-a-Box |® Learning matrix o Additive Grossberg
¢ Adaline / Madaline e Fuzzy cognitive map |® Driver-reinforcement |e Shunting Grossberg
® Backpropagation ® Boltzmann machine learning ® Binary adaptive
® Radial Basis Function |® Mean field annealing |® Linear associative resonance theory
® Cauchy machine ® Recurrent cascade memory » Analog adaptive
® Adaptive heuristic correlation e Optimal Linear resonance theory
critic o Backpropagation associative memory  |e Discrete Hopfield
¢ Time delay through time e Sparse distributed o Continuous Hopfield
® Associative reward ® Real-time recurrent associate memory o Temporal associative
penalty learning e Fuzzy associative memory
® Avalanche ® Recurrent extendend memory o Adaptive bidirectional
® Backpercolation Kalman filter e Counterpropagation associative memory
® Cascade correlation o Kohonen self-
® Learning vector organizing map
quantization
® Probabilistic
® General regression
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4

Redes Perceptron Multicapa
y de Funcién Base Radial

4.1. REDES PERCEPTRON MULTICAPA (MLP)

A pesar de la relevancia que la invencién del algoritmo de aprendizaje por
retropropagacién del error (o propagacién del error hacia atrds -
backpropagation) tuvo en el resurgimiento de las redes neuronales, se trata en
realidad de una técnica con un componente estadistico fundamental. Maés
concretamente, la retropropagacién del error es un método de modelado
estadistico no paramétrico, en el que la funcién que relaciona entradas con
salidas es determinada por los datos en lugar de por el propio modelo estadistico
(Werbos, 1991).

El uso del algoritmo de aprendizaje de retropropagacién del error define un tipo
de redes neuronales especificas denominadas redes perceptrén multicapa, o mas
simplemente redes MLP (multilayer perceptron). La mayoria de redes MLP estdn
formadas por tres capas de unidades (entrada-oculta-salida), si bien se pueden
encontrar topologias que incluyan dos o mds capas ocultas. Cada unidad de la
capa de entrada incorpora a la red el valor de una variable independiente, las
unidades de la capa oculta hacen la mayor parte del trabajo de modelado (se
revisardn detalladamente mds adelante), y cada unidad de la capa de salida
calcula el valor de una variable dependiente cuantitativa o de una categoria de
una variable dependiente categdrica.

Las unidades de cada capa estdn conectadas con todas las unidades de las capas
adyacentes y cada conexién tiene una fuerza denominada peso de la conexién,
que es determinada durante la fase de entrenamiento mediante el algoritmo de
retropropagacion del error. Asimismo, cada unidad oculta y de salida tiene un
peso de tipo umbral, que con funciones de activacion de tipo sigmoidal debe ser
fijado a un valor diferente de cero para garantizar que las zonas de decisién no se
solapen innecesariamente (Hornik, 1993). El peso umbral interviene en el cdlculo
del valor de activacién como un término aditivo.

La informacién se transmite en el sentido de la capa de entrada hacia la de salida,
por lo que se trata de redes con conexiones hacia adelante. En este sentido, es
importante no confundir el sentido en que fluye la informacién de los datos con
el sentido en que fluye la informacion del error, ya que es el primero y no el
segundo el que determina la clasificacion de la red en las mencionadas redes con
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conexiones hacia adelante (feedforward) frente a las redes con conexiones hacia
adelante y hacia atras (feedforward/feedback) (Ripley, 1996).

Como todas las redes neuronales, las redes MLP tienen dos modos de
funcionamiento: entrenamiento y prediccién. En el modo de prediccién la red
recibe informacién de las variables independientes, que es propagada a través de
la red proporcionando un valor de la variable dependiente. En el modo de
entrenamiento se realiza el procedimiento anterior y a continuacién se compara el
valor calculado por la red con el valor real, el error de prediccién cometido se
propaga hacia atras (desde la capa de salida a la de entrada) para modificar los
pesos de las conexiones con el objetivo de minimizar dicho error. La Fig. 7
esquematiza los pasos realizados en cada uno de estos modos de funcionamiento.

OCHzZm—~ZprpZmr3ZMm

ZOoO—=00NO~0Omm
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. Cada unidad oculta determina la magnitud del cambio en los pesos de las

Se establecen valores arbitrarios de los pesos de conexiones y umbral.

La capa de entrada carga los valores de las variables independientes y cada
unidad envia una copia de su valor a todas las unidades ocultas.

Cada unidad oculta calcula su valor neto de entrada como la suma ponderada
de sus entradas y sus pesos de conexiones.

Cada unidad oculta calcula su valor de salida aplicando una funcion,
normalmente de tipo sigmoidal, a su valor neto de entrada.

Cada unidad oculta envia su valor de salida a cada unidad de salida.

Cada unidad de salida calcula su valor neto de entrada como la suma
ponderada de sus entradas y sus pesos de conexiones.

Cada unidad de salida calcula su valor de salida aplicando una funcion,
normalmente de tipo sigmoidal, a su valor neto de entrada. Este valor de salida
es el valor de la variable dependiente predicho por la red.

Cada unidad de salida recibe el verdadero valor de la variable dependiente que
simboliza y calcula su error de prediccion, que utiliza para determinar la
magnitud del cambio a realizar en los pesos de las conexiones con las unidades
de la capa oculta 'y en su umbral.

Cada unidad de salida envia su error de prediccién a cada unidad oculta.

conexiones con las unidades de la capa de entrada y en su umbral.

Los pasos 2 a 10 se repiten con cada registro de datos, acumuldndose en cada
uno la magnitud del cambio a realizar en los pesos de las conexiones. Cuando
se han analizado todos los casos se actualizan los pesos concluyendo una época
del entrenamiento.

Los pasos 2 a 11 se iteran hasta que se cumple un criterio de convergencia
Jijado previamente, como por ejemplo el error minimo de prediccion.

Fig. 7. Operaciones realizadas en los modos de prediccién y entrenamiento de una red MLP
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En posteriores apartados de este capitulo se detallan cada una de las operaciones
que las redes MLP con retropropagacién del error realizan para establecer, a
partir de un conjunto de datos, la funcién que relaciona entradas con salidas.

4.1.1. Redes MLP como aproximadores universales de funciones

De entre las virtudes de las redes MLP cabe destacar, por la trascendencia que
tiene en su uso aplicado, que se trata de aproximadores universales de funciones.
La base matemdtica de esta afirmacion se debe a Kolmogorov (1957), quien
constaté que una funcién continua de diferentes variables puede ser representada
por la concatenacién de varias funciones continuas de una misma variable. Este
principio fundamenta la representacion distribuida de la informacién de las redes
neuronales artificiales, convirtiendo las redes MLP en particular en herramientas
de propésito general, flexibles y no lineales que, con suficientes datos y unidades
ocultas, pueden aproximar cualquier funcién con el nivel de precisién que se
desee (Funahashi, 1989; Hecht-Nielsen, 1989; Sarle, 1994; White, 1992). Aqui
por aproximar se entiende que la funcién producida por la red puede ser disefiada
para ser arbitrariamente tan préxima como se quiera a cualquier funcién. Por
ejemplo, la funcién producida por la red no puede ser una recta perfecta, pero si
puede aproximarla tanto como se desee. Demostraciones mateméticas de que las
redes MLP son aproximadores universales de funciones se pueden hallar en
Cybenko (1989), Hornik, Stinchcombe y White (1989, 1990) o en Irie y Miyake
(1988).

La capacidad de las redes MLP para aproximar cualquier funcioén se fundamenta
en la incorporacién de funciones de tipo sigmoidal como funciones de activacion
de las unidades de la capa oculta. Las funciones de tipo sigmoidal tienen
determinadas caracteristicas que las hacen especialmente adecuadas. En primer
lugar, una funcién sigmoidal es acotada, es decir su valor nunca excede un
determinado limite superior y nunca estd por debajo de un determinado limite
inferior. En segundo lugar, una funcién sigmoidal es monétona creciente, es
decir su valor s(u) siempre aumenta (o siempre disminuye) seglin aumenta u. En
tercer lugar, una funcién sigmoidal es continua y, a diferencia de las funciones de
tipo escaldn, suavizada. Estas tres caracteristicas hacen que las funciones de tipo
sigmoidal sean derivables en cualquier punto, cuestion fundamental para
métodos de aprendizaje que, como la retropropagacién del error, se basan en el
cdlculo de derivadas para optimizar el cambio de los pesos de las conexiones.

Existen diferentes funciones sigmoidales, si bien la més usada en redes MLP y en
la que se basa el presente capitulo es la funcién logistica, g(u):
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Fig. 8. Funcién logistica

Otras funciones sigmoidales cuyo limite inferior es -1 en lugar de 0, que en
ocasiones son usadas como funciones de activaciéon en lugar de la funcién
logistica son las siguientes (Cheng y Titterington, 1994; Fausett, 1994):

1 L1
h(w=—% ;  tanh(u)=—-=
1+—“— eu +—u
e e
2 2
g (u) = -1 ;  atanh(u) = =arctan(u)
1 T
1+~
e

Para los propdsitos de las redes MLP todas las funciones sigmoidales son
vélidas. La eleccién de una u otra se realiza en ocasiones en funcién de sus
limites, ya que el valor de salida de la red debe estar comprendido entre dichos
limites.

4.1.2. Prediccion con una red MLP

La informacién contenida en una matriz de datos sufre constantes
transformaciones cuando pasa a través de las unidades de procesamiento de una
red MLP.

La Fig. 9 esquematiza una sencilla red MLP con una unidad de entrada, dos
unidades ocultas y una unidad de salida (red MLP 1-2-1), y muestra como a
partir de 1a informacidn contenida en la variable independiente del modelo (x;) se
genera el valor de salida de la red (z), que representa el valor predicho para la
variable dependiente. En la Fig. 9 se presenta también la notacién que
utilizaremos para representar los pesos de tipo umbral y de tipo conexién, los
valores de entrada y los de salida de las unidades ocultas y de salida.
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u=ag+ ayX,
y1=8(u)

U=ap+ 255X
y=g(w)

Fig. 9. Prediccién con una red MLP 1-2-1

Con una sola variable independiente, cada unidad oculta calcula su valor de
activacion (u) como la suma de su peso umbral (ay) més el valor de la variable
independiente (x;) ponderado por el peso de la conexidén (ay,). Asi, el valor de
activacién de cada unidad oculta se obtiene como una combinacién lineal del
input y de los pesos asociados a dicha unidad. La no linealidad se introduce al
aplicar al valor de activacion la funcién logistica, cuyo resultado es el valor de
salida de la unidad.

La modificacién de los valores de los pesos umbral y de conexién ay, y aj,
permiten ajustar la forma de la funcién logistica y, por tanto, el valor de salida de
la unidad, a cualquier necesidad, de acuerdo a los siguientes criterios (Smith,
1993):

o El signo del peso de la conexién (a;,) determina que la funcion logistica sea
creciente (signo positivo) o decreciente (signo negativo).

e El valor absoluto del peso de la conexion (a;) determina que la funcién
logistica tenga mayor (valor alto) o menor (valor bajo) pendiente.

e Los valores de los pesos umbral (ayp,) y de conexién (ap) determinan en qué
valor de x, se produce la inflexién de la funcién logistica. La fijacién correcta
del valor de inflexién de la funcién logistica tiene una relevancia especial
durante el proceso de entrenamiento, ya que este valor establece un punto que
divide el rango de valores del input en dos zonas: una en que la unidad oculta
da un valor de salida alto y otra en que lo da bajo.

La unidad de salida de la red de la Fig. 9 tiene un comportamiento idéntico al de
las unidades ocultas, excepto en el hecho de que en el cédlculo de su valor de
activacién recibe informacién de dos unidades. En este caso, la funcién logistica
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se representa en tres dimensiones y su zona de inflexién es una recta, que
geométricamente se obtiene como la proyeccién en el plano x;-x; de la recta que
hace interseccién con el plano que divide en dos mitades idénticas la funcién
logistica (ver Fig. 10).

x1|

Inflexién

Fig. 10. Recta de inflexién de Ia funcién logistica con dos variables.

Ejemplo

Para ejemplificar el funcionamiento de una red MLP en modo de prediccién
presentamos una red MLP 1-2-1 capaz de computar la funcion ilustrada en la Fig.
11.

0.75

0.25 —

X

Fig. 11. Funcién a predecir. Las lineas punteadas representan
discontinuidades de la funcién.
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Una red con los pesos indicados en la Fig. 12 aproxima la funcién con un error
medio cuadratico de s6lo 0.002, que incluso podria ser reducido aumentando el
valor de los pesos aj, ya que asi se incrementaria la pendiente de la funcién
logistica en los puntos de discontinuidad de la funcién.

Umnidad ’ Umdades ’ Umdad
de ocultas de
entrada salida

ag;= 70

u=70-100x,
y=g(u)

Fig. 12. Red MLP para predecir la funcién de la Fig. 11

El procesamiento de la informacién en redes MLP con mds de una unidad de
entrada y de salida sigue las mismas reglas presentadas para la red MLP de la
Fig. 9.

4.1.3. Entrenamiento de una red MLP

El entrenamiento de una red MLP es, en la mayoria de casos, un ejercicio de
optimizacién de una funcién no lineal. Los métodos de optimizacion no lineales
han sido estudiados durante afios, y como consecuencia de ello existe una amplia
literatura al respecto (ver p.ej. Bertsekas, 1995; Gill, Murray y Wright, 1981;
Masters, 1995). A pesar de ello, no se ha hallado un método que en general
pueda ser considerado mejor a los demds (Sarle, 1998a).

El objetivo del entrenamiento de una red neuronal es hallar los pesos que
proporcionan la mejor aproximacién a la funcién que relaciona los inputs y los
outputs del conjunto de datos de entrenamiento. La entrada y la salida son
vectores 0 pares de entrenamiento con los datos de entrada y de salida. La
medida de ajuste que se emplea suele ser el error medio cuadrdtico (EMC o
simplemente E), calculado sobre todos los registros (N) y todos los outputs (K):
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N K
%zz(zkn ~Yin)?
EMC - n=1 k=1
NK

Donde Z;, es el valor predicho por la red en el output &k y el registro n e yi, s €l
verdadero valor en el mismo output y el mismo registro. El término } se incluye

para simplificar el céilculo con las derivadas que posteriormente se han de
calcular.

Aunque en problemas de clasificacién, en los que el output es categdrico, parece
més natural usar el porcentaje de clasificaciones incorrectas como medida de
ajuste, se utiliza el EMC porque tiene interesantes propiedades como su suavidad
y diferenciabilidad.

Los usuarios de redes neuronales acostumbran a hablar de la superficie de error
al referirse a cuestiones implicadas con el error de prediccién de sus modelos. La
superficie de error es el resultado de representar grificamente el error medio
cuadrético en funcién de los pesos de la red (ver Fig. 13). Obviamente, el mejor
conjunto de pesos es aquel que tiene asociado un valor menor en la superficie de
error, 0 en otras palabras, al que corresponde el minimo global de dicha
superficie (Bishop, 1995).

il
\8W-
2 .
8 Minimo local |
9
g
= 0.3+
Tt
)
= 1
j6a]
RE 4
0 Minimo global
[ PP Forrerren Foorenees Forrerenefennnanns Foerarens Foorarees [ S, }
-25 0 25

Valores de los pesos

Fig. 13. Superficie de error

La presencia de més de un valle en la superficie de error representa un potencial
problema, ya que existe el riesgo de que el entrenamiento conduzca a un minimo
local en lugar de al minimo global (Hecht-Nielsen, 1989). A pesar de Ia
importancia que se ha dado al problema de los minimos locales de error, que ha
dado lugar a mecanismos muy complejos para evitarlos, como por ejemplo el
desarrollado por Wasserman (1988), se trata en realidad de un problema mads
teérico que aplicado (Gurney, 1997; Smith, 1993). Efectivamente, cabe tener
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presente, en primer lugar, que la probabilidad de que un minimo local exista
decrece seglin aumenta el niimero de unidades ocultas y de salida de la red, y las
redes aplicadas pueden llegar a tener cientos de unidades. Ademads, puede ser que
el error de prediccién en un minimo local sea lo suficientemente pequefio como
para satisfacer las expectativas del investigador. Finalmente, en el peor de los
casos los minimos locales pueden ser evitados entrenando varias veces la red
partiendo cada vez de un conjunto de pesos iniciales diferente, lo que se traduce
en un punto distinto de la superficie de error.

Un método intuitivo para hallar el minimo absoluto de la superficie de error
consiste en calcular el error para cada combinacién de valores de pesos dentro de
un rango determinado. A pesar de ser ldgica, esta posibilidad es
computacionalmente inviable en la prictica incluso con la velocidad de
procesamiento de los ordenadores actuales. Basta con saber que, en una pequefia
red MLP 5-3-1 en la que los pesos pudieran tomar los valores enteros en el
intervalo [-2,+2], se tendrian que realizar aproximadamente 10%! mediciones del
error.

Las técnicas basadas en el descenso del gradiente de error, como la propagacién
del error hacia atrds y en general todos los algoritmos de entrenamiento de redes
MLP, proporcionan una solucién a este problema. Este conjunto de métodos de
aprendizaje buscan un valor minimo en la superficie de error mediante la
aplicacion de sucesivos pasos descendentes.

A grandes rasgos, los procedimientos que utilizan el descenso del gradiente del
error tienen un carécter iterativo basado en los siguientes pasos, que se describen
detalladamente a lo largo de este capitulo:

1. Inicializar la matriz de pesos de la red.
2. Calcular la derivada del error con la matriz de pesos actuales.

3. Presentar los datos a la red y cambiar los pesos segiin una determinada regla
de aprendizaje.

4, Iterar los pasos 2 a 3 hasta que se produce la convergencia, que suele estar
definida como el error minimo de prediccién asumible por el investigador, o
como el cambio minimo del valor de los pesos entre dos iteraciones
(denominadas también “épocas” en terminologia de redes) sucesivas.
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4.1.3.1. Inicializacion de la matriz de pesos

Cuando una red neuronal es disefiada por primera vez, se deben asignar valores a
los pesos a partir de los cuales comenzar la fase de entrenamiento. Los pesos de
umbral y de conexién se pueden inicializar de forma totalmente aleatoria, si bien
es conveniente seguir algunas sencillas reglas que permitirdn minimizar la
duracién del entrenamiento.

Es conveniente que la entrada neta a cada unidad sea 0, independientemente del
valor que tomen los datos de entrada. En esta situacion, el valor devuelto por la
funcién logistica es un valor intermedio, que proporciona el menor error medio
cuadrético si los valores a predecir se distribuyen simétricamente alrededor de
este valor intermedio (como habitualmente sucede). Ademds, al evitar los valores
de salida extremos se escapa de las zonas saturadas de la funcion logistica en que
la pendiente es practicamente nula y, por tanto, el aprendizaje casi inexistente
(Fausett, 1994).

En la préctica, el objetivo anterior se puede alcanzar de diferentes maneras. La
mds sencilla y utilizada es asignar a las unidades ocultas pesos iniciales pequefios
generados de forma aleatoria, en un rango de valores entre -0.5 y 0.5 o entre -0.1
y 0.1 (Martin, 1993; SPSS Inc., 1997a). Otra posibilidad consiste en inicializar
los pesos de las unidades ocultas con pequeiios valores distribuidos de forma
aleatoria alrededor del valor 0, e inicializar la mitad de pesos de las unidades de
salida al valor de 1 y la otra mitad a -1 (Smith, 1993).

Una opcion algo mdés sofisticada, propuesta por Nguyen y Widrow (1990),
introduce en la inicializacién de los pesos que unen las unidades de entrada con
las ocultas informacién sobre el rango de valores de entrada con el que cada
unidad oculta aprenderd mds ripidamente.

4.1.3.2. Derivada del error respecto a los pesos

El aspecto central de la retropropagacidn del error, y en general de las técnicas de
descenso del gradiente del error, es la sensibilidad del error de prediccién a
cambios en los pesos, que en términos geométricos corresponde a la necesidad de
conocer la pendiente de la superficie de error para cualquier matriz de pesos, y en
términos matemdticos implica la necesidad de conocer las derivadas parciales del
error con respecto a los pesos, que pueden ser halladas aplicando la regla de la
cadena (Hecht-Nielsen, 1990; Widrow y Lehr, 1990).

Si secciondramos la superficie de error haciendo un corte paralelo a uno de sus
ejes, que representa un peso de la red, muy probablemente obtendriamos un
grafico similar al de la Fig. 14.
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Fig. 14. Seccion de la superficie de error

El objetivo del entrenamiento es hallar el valor del peso que hace minimo el error
de prediccién; es decir el peso que corresponde al fondo del cuenco del minimo
global. En este punto, la recta tangente a la curva tiene una pendiente igual a
cero, en puntos a su izquierda tiene una pendiente negativa, y en puntos a su
derecha la pendiente de la recta tangente es positiva (ver Fig. 15). En general, si
la pendiente es negativa serd necesario incrementar el peso, mientras que si es
positiva el valor del peso se debera reducir. La magnitud del cambio del peso en

valor absoluto depende de la magnitud de la pendiente: a mayor pendiente mayor
cambio.

=

h=l

3]

2
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1
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5
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63}

Valor del peso

Fig. 15. Pendiente de las rectas tangentes segiin el valor
del peso en tres puntos de la superficie de error

La pendiente de la recta tangente a la curva de error para un valor concreto de un
peso es la derivada parcial del error medio cuadratico con respecto a dicho peso.
La derivada parcial del error respecto a un peso se obtiene multiplicando un
conjunto de términos que se corresponden a los pasos por los que el peso
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contribuye al error (regla de la cadena). Por ejemplo, en el caso de una conexién
de unidad oculta con una de entrada, un cambio del peso afecta en primer lugar a
la entrada neta a la unidad oculta, la cual a su vez influye en la salida de dicha
unidad. El valor de salida de la unidad oculta es enviado a todas las unidades de
salida, modificando sus entradas netas, que a su vez modifican sus salidas. Asi,
un cambio en el peso de una unidad oculta causa cambios en toda la cadena y,
por tanto, en el error cometido (Fausett, 1994; Martin, 1993).

a. Derivada del error en una unidad de salida

La regla de la cadena para una unidad de salida tiene tres términos, que
representan los pasos por los que un cambio en su peso () influye en el error:

JdE JEdzdv

ob 0z v b

¢ El primer término 0E/dz es la derivada del error respecto al valor de salida de
la unidad, o con otras palabras, el efecto que tiene sobre el error el valor de
salida de la unidad. Dicho efecto es la diferencia entre el valor de salida de la
unidad (z) y el verdadero valor (¢).

e El segundo término dz/dv es la derivada de la salida de la unidad respecto a
su entrada neta, o lo que es lo mismo, el efecto que tiene sobre la salida de la
unidad (z) el valor neto de entrada (v). Puesto que z es la funcién logistica de
V, la sensibilidad de z respecto a un cambio en v es la pendiente de la funcién
logistica, que puede ser obtenida multiplicando el valor predicho por su
complementario z(1-z).

e El tercer término dv/db es la derivada de la entrada neta a la unidad respecto
al valor del peso que se estd analizando, es decir, el efecto que tiene sobre la
entrada neta un cambio en un peso. En este término se debe distinguir entre
peso umbral y peso de conexién, puesto que cada uno interviene de una forma
en el célculo del valor de entrada.

e El valor del peso umbral (b,) es un término aditivo independiente en la
férmula de célculo de la entrada neta, de donde se deduce que dv/db, =1, ya

que la entrada neta cambia en la misma magnitud que el peso umbral.

e El valor del peso de una conexién con una unidad oculta (b;) es un término
que multiplica la salida de la unidad oculta (y;) en el célculo de la entrada neta
a la unidad de salida (v), de donde se deduce que av/ ob =Y

Aunque el tercer término depende del tipo de peso, los dos primeros son
idénticos para todos los pesos de una unidad de salida. Al producto de ambos le
denominaremos p para simplificar la posterior notacién:
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Si se consideran conjuntamente los tres términos analizados, se puede escribir
completa la ecuacion que calcula la derivada parcial del error respecto a un peso
de una unidad de salida:

JE p para un peso de tipo umbral
PY; para un peso de tipo conexion

ob;

b. Derivada del error en una unidad oculta

La regla de la cadena para una unidad de oculta tiene también tres términos, que
representan los pasos por los que un cambio en su peso (a) influye en el error:

JE_3E dy du

da dydu oda

¢ El primer término dE/dy es la derivada del error global respecto al valor de

salida de 1a unidad oculta. Como el término error se refiere al error global de
la red, la influencia de la salida de una unidad oculta sobre dicho error global
se produce a través de las unidades de salida, por lo que este primer término
incluye a su vez tres elementos dentro de un sumatorio para las k unidades de
salida: los dos primeros son conocidos del apartado anterior, mientras que el
tercero es el efecto de un cambio en la salida de la unidad oculta sobre la
entrada neta a la unidad de salida:

oE _ & OE 9z, v,
dy {0z, dvy dy

Como a los dos primeros elementos les llamamos anteriormente p, y puesto
que el tercero es el valor del peso by, podemos reescribir el primer término:

JE &
ay ]é kYk

o El segundo término dy/du es la derivada de la salida de la unidad oculta
respecto a su entrada neta, que de forma equivalente a una unidad de salida es
y(1-y).

e El tercer término du/da es la derivada de la entrada neta a la unidad respecto

al valor del peso que se estd analizando. Como en el caso de una unidad de
salida, en este término se debe distinguir entre peso umbral y peso de
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conexién. Asi, para un peso de tipo umbral (a,) du/da, =1,y para un peso de
tipo conexién con una unidad de entrada (a;) du/da; = x;.

Si denominamos ¢ al producto de los dos primeros términos:

_OdEdy (<
1-
=B Jra-y

Podemos reescribir completamente la ecuacién que calcula la derivada parcial
del error respecto a un peso de una unidad oculta:

oE { q para un peso de tipo umbral
aa

gx; para un peso de tipo conexién

4.1.3.3. Regla de aprendizaje

Para completar una época (iteracién) de la fase de entrenamiento se ha de
modificar el valor de los pesos. La regla de aprendizaje determina la cantidad de
cambio en cada peso de la red a partir de las derivadas parciales del error
calculadas en el apartado anterior.

Desde que en 1986 se presentara la regla de retropropagacién del error (o regla
delta generalizada) se han desarrollado diferentes algoritmos de aprendizaje. A
continuacién se presentan los mas relevantes.

a. Descenso mds abrupto

El método de descenso mds abrupto del error (steepest descent) es la regla de
aprendizaje inicialmente propuesta por Rumelhart, Hinton y Williams (1986)
que, como su nombre indica, consiste en el cambio de los pesos en la direccion
en que el error decrece més rapidamente.

El proceso de aprendizaje comienza con el célculo de la derivada del error para
cada registro de datos en el primer peso de la red (w;). Casi siempre, unos
registros sugerirdn un cambio positivo (incrementar el valor del peso) y otros un
cambio negativo (decrementarlo). El promedio de la derivada del error en todos
los registros informa de la direccién y de la magnitud en que el peso w; se ha de
modificar para minimizar el error atribuible a él. Es ttil representar las
aportaciones de cada registro y su promedio con vectores de diferente direccion y
longitud (ver Fig. 16).
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Fig. 16. Derivadas del error respecto a un peso
en varios registros y en promedio

Pero puesto que en la red hay mas de un peso, al repetir el célculo para un
segundo peso w- se dispone de dos promedios, representados en la Fig. 17 por
dos lineas discontinuas. Si s6lo hubieran dos pesos en la red, la direccién y la
magnitud en que el error global de prediccién aumenta més abruptamente viene
determinado por la bisectriz del rectdngulo formado por los dos promedios. La
flecha en la direccidn opuesta representa la direccién y la magnitud en que el
error disminuye més rdpidamente. Aunque no sea posible su representacion
grafica, en redes con mds de dos pesos se aplica el mismo principio.

Peso w,

Ascenso mis
y abrupto

Descenso més
abrupto Peso w,

Fig. 17. Derivada del error respecto a dos pesos
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La regla de descenso méis abrupto incluye un coeficiente de aprendizaje
multiplicativo de la magnitud de descenso obtenida con las derivadas del error.
Asi, el valor de un peso w en la época m viene determinado por:

Whn=Wnha + Cm

donde c,, es el cambio a realizar en el peso w en la época m, e incluye el
mencionado coeficiente de aprendizaje &

Con d,, el sumatorio para todos los registros de la derivada del error para el peso
w en la época m:

g - Z[B_E)
® n=1 aWm n

Si g=1, el coeficiente no tiene efecto; si £=0.5 el cambio real del peso es la mitad
del obtenido mediante la derivada del error; si €=2 el cambio real del peso es el
doble. El coeficiente de aprendizaje € (learning rate) es fijado por el investigador
en cada conjunto de datos. Ante el desconocimiento de la forma completa de la
superficie de error, la Unica manera de descubrir el mejor valor de € es por
ensayo y error, lo cual representa uno de los inconvenientes de esta regla de
aprendizaje. Es de vital importancia asignar un valor adecuado al coeficiente de
aprendizaje, ya que un valor demasiado pequefio provocaria cambios muy
pequefios en cada época, y la convergencia del procedimiento se lentificaria
sensiblemente, mientras que un valor demasiado grande provocaria cambios muy
grandes que podrian imposibilitar encontrar el minimo de la superficie de error,
ya que la red cruzarfa de un extremo a otro de la superficie sobrepasando su
minimo global (Werbos, 1994).

b. Aprendizaje ejemplo a ejemplo

Una variante del método de descenso mds abrupto consiste en cambiar los pesos
después de analizar cada registro, y no a partir del promedio de todos los
registros, o con otras palabras, en considerar que una iteracioén del entrenamiento
se basa en los datos proporcionados por un tnico registro.

Con este método, el error de prediccién desciende rdpidamente al inicio del
entrenamiento, ya que no es necesario esperar a analizar todos los casos para
actualizar los pesos. Sin embargo, a pesar de la velocidad inicial en el descenso
del error, no parece que la duracién total del entrenamiento se vea sensiblemente
reducida, ya que el aprendizaje ejemplo a ejemplo es computacionalmente mds
costoso porque el cambio en los pesos se ha de calcular para cada registro, en
lugar de una sola vez con todos los registros.
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El principal inconveniente del aprendizaje ejemplo a ejemplo radica en el hecho
de que los casos presentados al final del entrenamiento influyen més que los
presentados al inicio. Si los 1ltimos casos provocan cambios importantes y en el
mismo sentido, su efecto no podra ser contrarrestado por sujetos que provoquen
cambios en sentido contrario. Por ello, con este método se ha de poner especial
consideracion en el orden de los registros de entrenamiento, siendo la mejor
opcidn aleatorizar el orden de presentacién en cada época del entrenamiento.

c. Descenso mds abrupto con momento

Con el aprendizaje ejemplo a ejemplo la red invierte mucho tiempo alternando
cambios en un sentido y en el contrario: lo que aprende con un registro lo
desaprende con el siguiente. El método de descenso mds abrupto soluciona este
problema basando el cambio de los pesos en el promedio de todos los registros,
pero es un procedimiento muy lento. Una alternativa que acelera la velocidad de
convergencia del método de descenso mds abrupto consiste en introducir, en la
ecuacién que determina la magnitud del cambio de un peso, un nuevo término
denominado “momento” (Bishop, 1995; Gurney, 1997; Smith, 1993).

El aprendizaje con momento se basa en promediar el cambio real en los pesos
mds que en promediar las derivadas del error. En la préctica, se calcula el cambio
que corresponderia al peso w con el método de descenso mds abrupto, pero el
cambio que realmente se realiza es un promedio entre este cambio y el iltimo
cambio efectuado. Puesto que el dltimo cambio era también un promedio, se trata
de un proceso recursivo.

En términos de la superficie de error, el uso del momento se traduce en la
incorporacién de una especie de inercia, que se va incrementando segin
sucesivas épocas sugieren cambios en la misma direccién. Ello permite evitar las
tipicas oscilaciones sobre la superficie de error que se producen con el método de
descenso més abrupto.

Formalmente, el aprendizaje por descenso méds abrupto con momento consiste en
cambiar el peso w en:

Cm =HCp —(-pedy

donde u es el coeficiente de momento, cuyo valor debe estar comprendido en el
intervalo (0 a 1]. Si u vale 0 el cambio actual del peso w no estd influido por el
cambio anterior. Seglin aumenta K, el cambio anterior tiene mayor impacto sobre
el cambio actual. Obviamente, i no puede valer 1, ya que entonces la derivada
del error en la época actual no intervendria en €l cilculo del cambio. El valor del
coeficiente de momento no parece afectar demasiado el resultado final del
entrenamiento, sino unicamente su velocidad, por lo que un valor u=0.9 es
comiinmente usado.
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d. Coeficiente de aprendizaje adaptativo

En las reglas de aprendizaje basadas en el descenso mds abrupto del gradiente del
error (con o sin momento) todos los pesos de la red tienen el mismo valor de

coeficiente de aprendizaje €. Puesto que el cambio producido en una época se
obtiene promediando los cambios individuales de todos los pesos, es evidente
que en la época m algunos pesos se verdn mds favorecidos que otros, o dicho de
otra manera, contribuirdn mas a reducir el error global de la red. Seria de gran
utilidad, especialmente para acelerar la fase de entrenamiento, que cada peso
tuviera un coeficiente de aprendizaje propio, y que éste se pudiera ir modificando
durante el entrenamiento.

En este sentido, se han desarrollado diferentes algoritmos que corrigen el
coeficiente de aprendizaje durante el entrenamiento. Algunos tienen usos muy
especificos; asf, por ejemplo, en un problema de clasificacién en el que
determinadas categorias estin poco presentes, se puede incrementar el
coeficiente de aprendizaje cuando se presentan a la red los registros
pertenecientes a las categorfas subrepresentadas (DeRouin, Brown, Beck, Fausett
y Schneider, 1991).

El algoritmo de aprendizaje conocido como “maximo salto seguro” (Weir, 1991)
se basa en determinar el mayor cambio a realizar en cada peso sin que ello
contribuya a cambiar de signo la pendiente de la recta tangente a la superficie de
error. Para ello es necesario elaborar complejos cdlculos adicionales a los
realizados en la retropropagacion estdndar, por lo que es un método poco
implementado en el software de redes neuronales artificiales.

Posiblemente, los métodos de adaptacién del coeficiente de aprendizaje mds
difundidos son los que se basan en algoritmos conocidos con el nombre genérico
de “asuncién de riesgo”. Algoritmos de este tipo han sido desarrollados por
diferentes investigadores, entre ellos Cater (1987), Fahlman (1988), Riedmiller y
Braun (1993) y Silva y Almeida (1990), aunque el més conocido es la regla
delta-bar-delta, presentado por Jacobs (1988) basdndose en los trabajos de Barto
y Sutton (1981) y, sobre todo, de Sutton (1986).

El concepto subyacente a la regla delta-bar-delta es bastante intuitivo: si el
cambio en un peso en la época actual es en la misma direccién (aumento o
decremento) que en las épocas anteriores, el coeficiente de aprendizaje para este
peso debe incrementarse. Por contra, si la direccién del cambio del peso es
alterna el coeficiente de aprendizaje debe disminuirse.

Para saber si el cambio en un peso tiene la misma direccién durante varias
épocas, se compara el signo de la derivada del error en la época actual (d,,) con el
signo del promedio de la época actual mas las épocas anteriores (f;,). Para definir
qué se entiende por épocas anteriores se introduce un nuevo pardmetro 6. La
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direccién en que el error ha decrecido recientemente (promedio de época actual y
anteriores) se obtiene como:

f =0f _,+(1-0)d,

El pardmetro 0 puede tomar cualquier valor en el intervalo (0 a 1]. Si 8 vale 0 no
se tienen en cuenta las épocas anteriores, segiin 8 se aproxima a 1 el valor del
cambio actual d,, influye menos y los cambios anteriores mas. Puesto que en el
célculo del promedio f,, interviene f,,.;, que es a su vez un promedio, se trata de
un proceso recursivo que incluye todas las épocas del entrenamiento.

El coeficiente de aprendizaje &, para el peso w en la época m se ha de
incrementar o disminuir segin el signo del producto d,f». En concreto, si el
signo de d,f,, es positivo, es decir, se sigue en la misma direccién, el coeficiente
de aprendizaje es incrementado por la constante k. Si el signo de d,f, es
negativo, o sea la direccién ha cambiado, el coeficiente de aprendizaje se
multiplica por la constante ¢, cuyo valor debe estar en el intervalo [0 a 1)

€nytx si d f >0
e =
EnaX¢ si df <0

m
mm =

donde x'y ¢ son constantes fijadas por el investigador.

Aunque la regla delta-bar-delta permite no tener que decidir qué coeficiente de
aprendizaje se utilizard, si obliga a fijar tres pardmetros (6,x¢), aunque en la
préctica el rendimiento final del sistema no se ve muy afectado por los valores
que se asignen, Valores que en general dan buenos resultados son

6=0.7,x=0.1,¢=0.5 (Smith, 1993).

Jacobs (1988) presenta un experimento en el que compara las tres reglas de
aprendizaje presentadas hasta el momento (retropropagacién simple,
retropropagacién con momento y regla delta-bar-delta). Se realizaron veinticinco
simulaciones del problema “O exclusivo” (XOR) con diferentes pesos iniciales,
usando una red MLP con dos unidades de entrada, dos unidades ocultas y una
unidad de salida. Las entradas eran binarias (0,1) y las salidas se codificaron con
los valores 0.1 y 0.9. Se considerdé como criterio de éxito de convergencia que el
error de prediccién fuera inferior a 0.4 durante cincuenta épocas. Los valores de
los diferentes pardmetros se hallan en la Tabla 13.
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Tabla 13. Valores de los parametros de entrenamiento
del experimento de Jacobs (1988). (*): Valor inicial

£ i 6 K 0
Retropropagacién 0.1
Retropropagacién con 0.75 0.9
momento
Delta-bar-delta 0.8* 0.035] 0333 ] 0.7

Los resultados (ver Tabla 14) reflejan que, aunque en tres simulaciones no
converge, la regla delta-bar-delta es mucho maés rdpida que las otras dos reglas de
aprendizaje evaluadas.

Tabla 14, Resultados del experimento de Jacobs (1988)

N° de éxitos en Promedio de
convergencia épocas
Retropropagacion 24 16859.8
Retropropagaci6n con 25 2056.3
momento
Delta-bar-delta 22 447.3

e. Quickprop

El algoritmo Quickprop es una modificacién del método de descenso mads
abrupto que acelera la velocidad del entrenamiento. Quickprop fue desarrollado
por Fahlman (1989) en una época en que la velocidad de los procesadores hacia
necesario aumentar la eficiencia del entrenamiento.

La idea subyacente es sencilla: si, por ejemplo, un cambio de -2 en un peso
disminuye la derivada del error de 4 a 3, para reducir de 3 a 0 en un solo paso el
peso debe reducirse en -6. En forma de ecuacién, el cambio a realizar en el peso
w en el momento m es:

dm

C,,=———¢C
m m-1
dm—l _dm

f. Reglas de aprendizaje de segundo orden

Las reglas de aprendizaje de segundo orden se basan en el célculo de la segunda
derivada del error con respecto a cada peso, y en obtener el cambio a realizar a
partir de este valor y el de la derivada primera. Presentan la ventaja de acelerar
sustancialmente la velocidad del entrenamiento, aunque su uso exige experiencia
y un andlisis de la forma de la superficie de error respecto a cada peso que se
modifique.
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Los primeros trabajos sobre el uso de métodos de segundo orden en
retropropagacién fueron realizados por Watrous (1987), Parker (1987) y Becker y
LeCun (1988), aunque el algoritmo mds utilizado y divulgado es el del “gradiente
conjugado” (Battiti, 1992).

Mientras que la primera derivada del error informa de la pendiente de la
superficie de error, la segunda derivada informa de la curvatura de dicha
superficie, o lo que es lo mismo, de la razén de cambio de la pendiente.
Haciendo un simil fisico, se puede afirmar que la primera derivada representa la
velocidad y la segunda la aceleracion del error.

La cantidad en que se debe modificar el peso w para obtener una derivada igual a
cero puede ser estimada dividiendo la primera derivada por la segunda derivada:

_ hw

o az%wz

El cédlculo exacto de la segunda derivada del error es por lo general inviable,
aunque si existen aproximaciones como la propuesta por Prina, Ricotti,
Ragazzini y Martinelli (1988), que para la funcién logistica como funcién de
activacion y para un peso b que conecte una unidad oculta con una de salida, da
como resultado:

0’E

oz~ 4= z2)[(1-22)(z—t) + z(1 - 2)]y?
donde recordemos que y es la salida de la unidad oculta, z es la salida de la
unidad de salida y ¢ es el verdadero valor de la salida. Para un peso de tipo
umbral de una unidad de salida se elimina el término y* final.

Para un peso a que conecte una unidad de entrada con una oculta, la segunda
derivada del error es aproximadamente:

0%E X
=z x2y(1-3y +2y2)Y 2, (1- 2, )z, —t; )b,
k=1

K
+[y2(1-y2)z b, (2, (1-3z, +222)(z, —t, ) +22(1- 2, )Z)J

k=1

Para un peso de tipo umbral de una unidad oculta se elimina el término x* inicial.
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4.1.4. Generalizacion y sobreentrenamiento en redes MLP

En la fase de entrenamiento de una red neuronal MLP se reduce el error de
prediccidén en el conjunto de datos utilizados en el entrenamiento. Sin embargo,
esta medida del error no es la de mayor interés, ya que lo que se desea en ltimo
término es utilizar la red neuronal para predecir nuevos casos, y no los de
entrenamiento. La capacidad de una red entrenada para producir la respuesta
correcta en registros de datos similares (provenientes de la misma poblacién),
pero no idénticos a los de entrenamiento, es conocida como “generalizacion”
(Bishop, 1995; Gurney, 1997; Nelson, 1991; Ripley, 1996).

El responsable de que al minimizar el error en los datos de entrenamiento no se
minimice necesariamente también el error medido en registros no usados en el
entrenamiento es el “ruido” de los datos. Por ruido se entiende tanto la
informacion ausente como la inadecuada que puede causar variaciones en la
relacién real entre entradas y salidas de una red en los datos de entrenamiento
(Geman, Bienenstock y Doursat, 1992).

Sarle (1998b) menciona dos condiciones necesarias, aunque no suficientes, para
conseguir una buena generalizacién. En primer lugar, la funcién que la red
aprende debe ser suavizada, es decir, un cambio muy pequefio en los valores de
entrada debe provocar un cambio muy pequefio en los valores de salida. Por otra
parte, la muestra de datos de entrenamiento ha de ser lo suficientemente grande y
representativa de la poblacién. Efectivamente, si el niimero de grados de libertad
de una red, definido a partir del nimero de casos de entrenamiento, es mayor que
el nimero de pardmetros, la activacién de las unidades ocultas tiende a formar un
conjunto ortogonal de variables, como combinaciones lineales o no lineales de
las variables de entrada, que abarcan el mayor subespacio posible del problema.
Cuando los datos de entrenamiento tienen ruido, las unidades ocultas actdan
como detectores de las caracteristicas abstractas de los datos, modelando sélo su
estructura subyacente, y permitiendo asi la generalizacién a patrones de datos
nuevos.

El principal problema relacionado con la capacidad de generalizacién de una red
neuronal artificial es el del sobreentrenamiento, que se produce cuando la red
aprende, no sélo la funcién subyacente que relaciona entradas y salidas en los
datos de entrenamiento, sino también el ruido. En este sentido, se puede afirmar
que la capacidad de las redes neuronales artificiales para modelar cualquier tipo
de funcién es al mismo tiempo su cualidad y su defecto.

Una red sobreentrenada puede incluso llegar a predecir valores imposibles, como
demuestra el siguiente ejemplo: se desea predecir el nimero de votos afirmativos
en un referéndum a partir del nimero de personas que votan, y se utilizan como
datos de entrenamiento los de la Fig. 18. Una red sobreentrenada podria dar

-76 -



como resultado un nimero de votos afirmativos mayor que el nimero de
votantes.

n° votos afirmativos

0 10 20 30 40 50
n° votantes

Fig. 18. Resultado de una red sobreentrenada. Para 33 votantes
el niumero de votos afirmativos predicho es de 38.

Por contra, con los mismos datos, una red no sobreentrenada daria como
resultado la funcién de la Fig. 19.

50T

401

n® votos afirmativos

n° votantes

Fig. 19. Resultado de una red No sobreentrenada. Para 33 votantes
el niimero de votos afirmativos predicho es de 24.
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Uno de los 4mbitos de investigacidn actualmente més prolifico es la medicidn de
la capacidad de generalizacién (o, mejor dicho, de no generalizacién, ya que lo
que se mide es el error y no el acierto) de una red neuronal artificial. El método
mds usado consiste en reservar una parte de los datos disponibles como datos de
validacidn, los cuales no deben ser tenidos en cuenta durante el entrenamiento en
modo alguno. Al finalizar el entrenamiento se predice mediante 1a red la salida
en los datos de validacién, y el error de prediccion obtenido proporciona una
estimacién insesgada del verdadero error de generalizaciéon (Hecht-Nielsen,
1990; Olmeda, 1993).

En ocasiones, es necesario el uso de una muestra de validacién para llevar a cabo
alguno de los métodos para evitar el sobreentrenamiento que se presentan
posteriormente, por lo que esta muestra no puede ser utilizada para medir la
generalizacion ya que, aunque indirectamente, ha intervenido en el
entrenamiento. En estos casos, una alternativa es reservar otra submuestra
diferente de los datos de entrenamiento (muestra de test) con los que
exclusivamente se mide el error de generalizacién (Sarle, 1998b; SPSS Inc.,
1997a).

A pesar de su amplia divulgacidn, el uso de una muestra de validacién es
indeseable por dos motivos principales (Weiss y Kulikowski, 1991). En primer
lugar, reduce el nimero de ejemplos disponibles para entrenar la red y, en
consecuencia, la precisién del modelo. Ademds, y principalmente, es un método
que no ofrece garantias, ya que el error de generalizacién obtenido depende de
las caracteristicas especificas de los registros de validacién seleccionados. En
esta linea, Weiss y Kulikowski (1991) exponen, mediante la seleccién aleatoria
de diferentes muestras de validacién dentro de un mismo conjunto de datos de
entrenamiento, que el error de generalizacién depende en gran parte de la
muestra seleccionada.

Las lineas recientes de investigacion se centran en la estimacion del error de
generalizacion sin la necesidad de una muestra de validacién. Moody (1992)
propuso un método fundamentado en la relacién entre el niimero de pardmetros
de la red, la variancia del error y el tamaiio de la muestra de entrenamiento.
Mackay (1992, 1992a, 1992b) propuso una aproximacién Bayesiana a la
cuestiéon. Vladimir Vapnik (1992) present6 el modelo “minimizacién estructural
del riesgo”, basado en la generacién de un intervalo de confianza del error de
generalizacion de los datos de entrenamiento.

Otras aproximaciones son la validacién cruzada y los métodos bootstrap,
detalladamente presentadas en Hjorth (1994) y Masters (1995). En su version
mds elemental, la validacién cruzada consiste en dividir los datos disponibles en
m submuestras, frecuentemente con s6lo un caso en cada una, por lo que m es
igual al tamafio muestral (Lachenbruch y Mickey, 1968). Cada submuestra es
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predicha a partir del modelo establecido con las m-1 submuestras restantes, y el
error de generalizacién es el error promedio en las m submuestras. El principal
defecto de la validacion cruzada es que produce estimaciones del error muy
dispersas, con intervalos de confianza del verdadero error muy amplios. Los
métodos bootstrap proporcionan intervalos mds estrechos (Efron, 1983;
Crawford, 1989), si bien en muestras de pequefio tamafio, que es precisamente
donde mas interesan para reducir la variabilidad, dan estimaciones del error
sesgadas. La metodologia bootstrap se basa en remuestrear con reemplazamiento
a partir de la muestra original para obtener nuevas muestras, en cada una de las
cuales se obtiene un modelo predictivo. Al remuestrear con reemplazamiento,
algunos datos no aparecerdn en la muestra bootstrap (en promedio 1/e=37% de
los datos originales), pudiendo ser utilizados como datos de test en los que medir
el error. Finalmente, una combinacién de la medida de error en todas las
muestras proporciona la estimacién global.

A pesar de los numerosos avances, actualmente no existe consenso en cual de los
métodos enumerados es mds adecuado, y el software de redes sigue
implementando de forma generalizada el uso de una muestra de validacién y otra
de test en la medicidn del error de generalizacién.

4.1.4.1. Métodos para evitar el sobreentrenamiento

La mejor manera de evitar el sobreentrenamiento es disponer de un gran niimero
de registros como datos de entrenamiento. En este sentido, Sarle (1998b) afirma
que si el nimero de casos de entrenamiento es como minimo treinta veces el
nimero de parimetros de la red’, el sobreentrenamiento es muy improbable,
mientras que Baum y Haussler (1989) presentan un sencillo método de célculo
del nimero de casos necesarios para conseguir una buena generalizacién en
funcién del nimero de pardmetros de la red.

Sin embargo, el nimero de registros de entrenamiento no suele ser fijado por el
investigador, y no se puede reducir arbitrariamente el nimero de pardmetros de la
red para evitar el sobreentrenamiento, ya que ello podria conducir a un problema
mds importante, el subentrenamiento, o incapacidad de la red para modelizar la
funcién deseada por falta de unidades ocultas.

Supuesto un nimero fijo de casos de entrenamiento, la solucién al problema del
sobreentrenamiento consiste en limitar cuidadosamente la complejidad de 1a red,
definida a partir del niimero de parametros que contiene y de sus valores. Barlett

2 El nimero de pardmetros de una red neuronal artificial MLP es el niimero de pesos de conexién
y de umbral que contiene. Si se considera que el nimero de unidades de entrada y de salida estd
fijado por el disefio de la investigacién, la tinica manera de modificar el nimero de pardmetros es
cambiando el nimero de unidades ocultas.
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(1997) considera que para mejorar la generalizacion limitando la complejidad de
la red, es mds importante controlar el valor que puedan tomar los pesos que el
propio nimero de pesos. En esta linea, en los dltimos afios se han propuesto
diferentes procedimientos de reduccién de la complejidad de una red neuronal,
de entre los que cabe destacar los cinco que se presentan en los siguientes
subapartados. Los dos primeros se basan en reducir el nimero de pardmetros, y
los tres restantes, englobados bajo el nombre de métodos de regularizacién
(Barron, 1991), en limitar el valor que pueden tomar dichos pardmetros.

a. Limitar el nimero de unidades ocultas

Algunos libros y articulos ofrecen reglas de decisién del nimero de unidades
ocultas que ha de tener una red neuronal en funcién del nimero de inputs, de
outputs y de registros de entrenamiento. Desafortunadamente, tales reglas no son
utiles en la préctica, ya que la topologia dptima depende de factores como la
cantidad de “ruido” presente en los datos y la complejidad de la funcién que se
estd modelizando. Hay problemas con una variable independiente y una variable
dependiente que necesitan cientos de unidades ocultas, y problemas con cientos
de variables independientes y cientos de variables dependientes que necesitan
una sola unidad oculta (Sarle, 1998b).

El problema de seleccionar una arquitectura éptima para resolver un problema
debe ser visto desde la perspectiva mds amplia de la “seleccién de modelos”
(Rissanen, 1986). Desde esta Optica, la topologia de red neuronal idénea es
aquella que proporciona el menor error de generalizacién y, en caso de que dos o
mds topologias alternativas den el mismo resultado, de acuerdo con el principio
de parsimonia, la seleccionada debe ser la menos parametrizada (Weigend,
Huberman y Rumelhart, 1990, 1992).

En la prictica, para determinar el niimero 6ptimo de unidades ocultas se deben
seguir un conjunto de pasos que se resumen en: (1) dividir la muestra en datos de
entrenamiento y datos de validacién, (2) entrenar diferentes topologias con
diferente nimero de unidades ocultas hasta cumplir el criterio de convergencia,
(3) medir el error de prediccién de cada una de estas topologias en los datos de
validacién y (4) elegir la topologia con menor error en la submuestra de
validacién (Moody, 1992).

Este procedimiento tiene tal coste computacional que en problemas reales puede
incluso llegar a ser inviable, ya que requiere entrenar diferentes topologias y,
ademds, cada una de ellas se debe entrenar hasta que se cumpla el criterio de
convergencia.
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b. Arquitecturas constructivas y destructivas

Ante la dificultad de establecer a priori la topologia 6ptima de la red en un
problema determinado, parece 10gico disefiar procedimientos que permitan
automatizar esta costosa decisién. Un enfoque consiste en partir de una topologia
sobreparametrizada y dotarla de un mecanismo que permita eliminar las unidades
ocultas sobrantes; las redes de este tipo se denominan “arquitecturas
destructivas” (Kung y Hwang, 1988; LeCun, Denker y Solla, 1990; Sietsma y
Dow, 1991; Wynne-Jones, 1991, 1992). También se puede adoptar el enfoque
contrario, es decir, partir de una topologia minima y de un procedimiento que
incremente el nimero de unidades ocultas cuando se requiera, en este caso
hablamos de redes de “arquitecturas constructivas” (Ash, 1989; Frean, 1990;
Hirose, Yamashita y Hijiya, 1991).

Entre las arquitecturas de este tipo destaca el modelo de “correlacién en cascada”
(Fahlman y Lebiere, 1990), que afiade no unidades sino capas (de una sola
unidad oculta en su versién elemental) a la red original. Esta arquitectura es una
de las favoritas en el entorno aplicado gracias a su superior capacidad de
generalizacién.

c. Anadir ruido a los datos

Cuando el tamafio muestral no es lo suficientemente grande, algunos autores
(Fausett, 1994; Sarle, 1998b; Stricker, 1998) sugieren introducir ruido
deliberadamente en los datos de entrenamiento para crear nuevos registros y as{
mejorar la capacidad de generalizacién de la red. Por afiadir ruido se entiende
sumar a las entradas de algunos casos de entrenamiento, elegidos aleatoriamente,
pequeiias cantidades obtenidas a partir de una distribucién normal con media
cero y variancia s, fijada por el investigador como una cantidad proporcional al
rango de la variable de entrada. El valor de salida de un nuevo registro es el
mismo que el de su registro de partida. Se asume que el sesgo cometido es
despreciable siempre y cuando el ruido afiadido sea lo suficientemente pequefio.
Koistinen y Holmstrom (1992) discuten la cantidad y tipo de ruido que se puede
agregar segiin las caracteristicas de los datos de entrenamiento.

Esta técnica funciona porque al aumentar el nimero de casos de entrenamiento se
suaviza la funcién que la red ha de aprender, y supuesto un nimero fijo de
pardmetros, ello implica necesariamente reducir la magnitud de los pesos.

d. Detencion prematura del entrenamiento

El método de regularizacién mds popular e implementado en el software de redes
neuronales es la detencién prematura del entrenamiento. Sarle (1995) resume

este procedimiento en siete puntos:
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Dividir la muestra en datos de entrenamiento y datos de validacién.
Usar un mimero elevado de unidades ocultas.
Inicializar los pesos con valores muy pequefios.

Usar un coeficiente de aprendizaje pequefio.

R N

. Calcular periédicamente el error de generalizacién en la submuestra de
validacién.

6. Detener el aprendizaje cuando el error de generalizacién en los datos de
validacién comience a aumentar sistematicamente.

7. Seleccionar el conjunto de pesos con menor error en los datos de validacién.

La Fig. 20 ilustra la evolucién tipica del error de prediccién a medida que el
entrenamiento avanza, y el punto adecuado de detencién del entrenamiento,
cuando el error en los datos de validacion comienza a aumentar.

En funcién del nimero de unidades ocultas que contenga la red, puede suceder
que el error de validacién no comience a aumentar durante el entrenamiento. Ello
indica que la red no tiene suficientes unidades ocultas y, en consecuencia, se han
de afiadir nuevas unidades y volver a comenzar el proceso.

El método de detencién prematura del entrenamiento funciona porque el
aprendizaje de una red neuronal es progresivo, es decir, la complejidad de la
funcién que se aprende aumenta progresivamente. Sin embargo, este incremento
de complejidad no es estable en el tiempo, sino que ocurre de forma sibita en
momentos muy concretos. En general, cada incremento corresponde a una
importante alteracién de los pesos de s6lo una unidad oculta, y dichos
incrementos estdn separados por largos periodos de tiempo de “ajuste fino” en
los que no ocurre ninglin cambio relevante. Asi, durante la fase de entrenamiento
la red pasa por sucesivas etapas en las que el nimero de unidades ocultas que
realmente contribuyen a la predicciéon (unidades activas) aumenta una a una.
Segiin la red es entrenada y la funcién que aprende aumenta en complejidad, pasa
por un momento, con un determinado nimero de unidades ocultas activas y un
conjunto de pesos asociados, que proporcionan la mejor generalizacion. A partir
de este punto lo que la red aprende es el ruido de los datos de entrenamiento, que
al no ser el mismo que el de los datos de validacion, hace que el error de
prediccién de los datos de entrenamiento siempre disminuya, pero no el error
medido en los datos de validacién (Geman, Bienenstock y Doursat, 1992).
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Detencion del entrenamiento

Datos de validacion

Error de prediccién

Datos de entrenamiento

Entrenamiento

Fig. 20. Evolucidn tipica del error en las submuestras de
datos de entrenamiento y validacién

La detencion prematura del entrenamiento tiene diversas ventajas (Sarle, 1995):
¢ Es un método rapido y computacionalmente poco costoso.

e Puede ser aplicado con éxito a redes en las que el nimero de pardmetros
excede el tamafio muestral.

e Sélo requiere una decisién importante del investigador: que proporcién de
casos de validacion usar.

Aunque también tiene algin inconveniente. El principal hace referencia al
momento en que considera que el error en los datos de validacién “comienza a
aumentar sistemdticamente”, ya que éste puede subir y bajar numerosas veces
durante el entrenamiento. Prechelt (1994) sugiere que la opcién mds segura,
aunque no mds eficiente, es entrenar hasta que se cumpla el criterio de
convergencia, y entonces mirar atrds y seleccionar el conjunto de pesos con el
menor error de validacién.

e. Penalizacion por pesos grandes

Con el método de “penalizacién por pesos grandes”, el cambio a realizar en un
determinado peso se basa en la derivada de una funcién de error (O) que incluye
un nuevo término (C) que refleja la complejidad de la funcién modelizada
(Bishop, 1995). La importancia de este término respecto al error viene
determinado por una constante, fijada por el investigador, denominada constante
de penalizacién (A). Asi, la funcién que se deriva para obtener la direccién y
magnitud del cambio ptimo en un peso es:

O=E+AC

siendo E el error medio cuadrético (EMC).
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La complejidad de la funcién modelizada suele medirse a partir de la suma de
pesos al cuadrado (el término % se incluye para simplificar el célculo con las
derivadas que posteriormente se han de calcular):

=1 2

=2 Z w

Al minimizar esta medida combinada de error y complejidad, cada incremento en
complejidad debe ser compensado con una reduccién del error, por lo que no se

aumentard significativamente un peso a no ser que ello reduzca también de forma
significativa el error de prediccién.

La cuestién mds delicada al utilizar el método de penalizacién es decidir el valor
de la constante de penalizacion A, ya que con un valor muy bajo la penalizacién
por complejidad seria demasiado pequefia y no se evitaria el sobreentrenamiento,
mientras que un valor muy grande impediria que la funcién aprendida tuviera la
minima complejidad necesaria (subentrenamiento). Una posibilidad consiste en
entrenar varias topologias con diferentes constantes de penalizacién y seleccionar
aquella con un menor error de generalizacién (Smith, 1993). Una opcién mdés
sofisticada consiste en actualizar iterativamente el valor de la constante durante
el entrenamiento (Weigend, Rumelhart y Huberman, 1991).

4.2. REDES DE FUNCION BASE RADIAL (RBF)

Del conjunto de redes con aprendizaje supervisado y propagacién de la
informacién hacia adelante, las redes de funcién base radial (Radial basis
Junction - RBF) son, tras las perceptrén multicapa, las mis usadas en problemas
de prediccién y clasificacion.

Las redes neuronales llamadas de funcién base radial son una adaptacién de las
ideas tradicionalmente conocidas bajo el nombre de estadisticos convencionales
(Powell, 1987). Los trabajos iniciales en la formulacién de este tipo de redes
fueron realizados por Broomhead y Lowe (1988), Lee y Kil (1988), y Moody y
Darken (1988, 1989).

4.2.1. Prediccion con una red RBF

Las redes del tipo perceptr6n multicapa (MLP) revisadas anteriormente,
construyen aproximaciones globales a la funcién no lineal que relaciona inputs
con outputs en un determinado problema de prediccion. Por consiguiente, son
capaces de generalizar a rangos de valores donde pocos o ninglin dato son
disponibles durante el entrenamiento. En cambio, las redes RBF construyen
aproximaciones locales a la funcidn no lineal objetivo. Como apunta Orr (1996),
una red RBF con una capa de unidades ocultas, construye una aproximacién a la
funcidn de regresién verdadera mediante la combinacion lineal de un conjunto de
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funciones no lineales. Como consecuencia de ello, su capacidad de
generalizacion se puede ver reducida, si bien su entrenamiento es mucho mas
rapido, ya que se realiza en una etapa en lugar de utilizar un proceso iterativo.

La principal desventaja de las redes RBF es que el niimero de unidades ocultas
necesario se incrementa geométricamente con el ndimero de variables
independientes, por lo que su uso se torna inviable en problemas con muchos
inputs.

La principal diferencia entre las redes RBF y las redes MLP radica en el
funcionamiento de las unidades ocultas. Como en las redes MLP, una unidad
oculta de una red RBF tiene un parametro por cada unidad de entrada; sin
embargo, estos pardmetros no son pesos en el sentido tradicional, sino que
representan las coordenadas -en el espacio de valores de entrada- de un
determinado punto, que se constituye en el centro de la unidad oculta.

La funcién de salida de la unidad oculta es una funcién radial con una altura de
valor uno en el centro y un ancho que es controlable por un parametro adicional.
Las funciones radiales mds habituales son la funcién gausiana, la funcién
multicuadrética, la funcién multicuadritica inversa y la funcién Cauchy, que
aparecen en la Fig. 21:

Y S — ] Funcién

S J multicuadratica
\\ ’
\\ ’/
\\\ ,,
\\ ¢ .,
~ ] Funcién
1 A “\\ ——— multicuadratica
7Y R inversa
A ~ ——— Funci6én Cauchy

- ny f— Funcién gausiana
2 2

Fig. 21. Funciones radiales habitualmente empleadas en redes RBF

Asi, la salida de una unidad oculta para un ejemplo determinado es una funcién
de la distancia de este ejemplo al valor que es el centro de la unidad oculta. La
salida es médxima (con valor 1) cuando el ejemplo esta localizado exactamente en
dicho centro, y decrece segun el ejemplo se aleja de este valor central,
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rdpidamente al principio y después de forma asintética hacia cero. La Fig. 22
representa el valor de salida de tres unidades ocultas de una red RBF ante un

mismo valor de entrada.

Unidad1 ' Unidad2 Unidad 3
Valor
Entrada

Fig. 22. Salida de 3 unidades ocultas de una red RBF ante un mismo valor de
entrada. La unidad 1 tiene un valor de salida moderado, la unidad 2 un
valor alto y la unidad 3 un valer bajo.

Si s6lo hay un valor de entrada, la distancia de este valor al centro de la unidad
es, simplemente, la diferencia entre el valor de la entrada y el pardmetro que
determina la localizacién de la unidad. Si hay varias entradas, la distancia del
ejemplo al centro de la unidad se obtiene habitualmente a partir de la distancia
euclidea:

1

8; =2 (x;—wy

i=1
donde x, son los valores de entrada y w,; son los pardmetros.

La salida de la unidad oculta es una funcién radial de esta distancia,
habitualmente la funcién gausiana:

y; =exp(- 52/0',;)

donde 0'? es el pardmetro que controla la anchura de la funcién de salida de la

unidad oculta (lo rdpido que la salida de la unidad decrece segiin aumenta la
distancia del ejemplo al centro de la unidad). Asf pues, cada unidad oculta envia
a las unidades de salida un valor que indica lo alejado que un ejemplo estd del
valor que dicha unidad oculta representa.

Por su parte, cada unidad de salida tiene un pardmetro por cada unidad oculta. La
unidad de salida multiplica cada valor que recibe por el pardmetro
correspondiente, suma estos productos, y divide la suma por el total de entradas
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que recibe de todas las unidades ocultas. El resultado de la unidad de salida es,
por tanto:

J
D b
_A

2

=

donde bj es ¢l valor de 1a conexién entre la unidad oculta j y la unidad de salida
k.

El valor de salida de una unidad de salida no es la suma ponderada de sus
entradas en el sentido en que estamos acostumbrados. Cada pardmetro by
representa la salida deseada para un ejemplo localizado exactamente en el centro
de la correspondiente unidad oculta. La salida de la unidad oculta indica lo cerca
que cada ejemplo particular estd de su centro, y la unidad de salida usa este valor
como el peso del correspondiente pardmetro. Por tanto, la unidad de salida
realmente calcula una suma ponderada, pero en dicha suma los pesos son las
entradas recibidas de las unidades ocultas y las cantidades ponderadas son los
valores de los correspondientes pardmetros.

4.2.2. Entrenamiento de una red RBF

El entrenamiento de una red RBF tiene como objetivo hallar los valores de los
pardmetros de la red que minimizan el error de prediccién. Se distinguen tres
tipos de pardmetros: (1) pesos de las unidades de entrada a las unidades ocultas
(determinan la ubicacién del centro de la unidad oculta), (2) anchura de las
funciones radiales y (3) pesos de las unidades ocultas a las unidades de salida.
Ademas, se debe determinar, bien a priori bien durante el entrenamiento, el
numero 6ptimo de unidades ocultas para conseguir la mejor generalizacion.

Previa separacion de los datos disponibles en datos de entrenamiento y de test, el
algoritmo cldsico realiza el entrenamiento de una red RBF en dos fases, lo cual
permite que el entrenamiento sea muy rapido (Smith, 1993):

1. Célculo de los pesos de las unidades de entrada a las unidades ocultas y de la
anchura de las funciones radiales: la solucién mis sencilla consiste en hacer
corresponder la ubicacién de cada una de las unidades ocultas con la de un
determinado registro, seleccionado de forma aleatoria del conjunto de datos de
entrenamiento. Una soluciéon mdés refinada consiste en seleccionar los centros
de las unidades ocultas de manera que se minimice la suma de cuadrados de la
distancia de cada registro a su centro mds préoximo (Sarle, 1994). Respecto a
la anchura de la funcién radial, la aproximacién mds simple consiste en fijar
todos los anchos al mismo valor, que es el promedio de las distancias de cada
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centro al centro méas préximo (Moody y Darken, 1988, 1989). Con este
método se pretende cubrir, no todo el espacio de valores de entrada, sino la
porcién de este espacio donde los datos se hallan realmente. Hay que destacar
que, bajo este enfoque, la capa oculta es autoorganizada, ya que sus
pardmetros dependen exclusivamente de la distribucién de los valores de
entrada, y no de la verdadera funcién de regresién que relaciona entradas y
salidas.

2. Célculo de los pesos de las unidades ocultas a las unidades de salida: se
obtienen mediante aprendizaje supervisado. Los valores dptimos son los que
producen el menor error de prediccion, y se calculan mediante descenso del
gradiente de error (sin propagacion hacia atrds porque sdlo hay una capa de
pesos a estimar) o por regresién lineal.

Respecto al nimero de unidades ocultas, la solucién cldsica consiste en comparar
varios modelos con diferente nimero de unidades cada uno, y seleccionar aquel
que produce el menor error de prediccién. En la préctica, sin embargo, se
acostumbra a emplear alguna técnica de inclusién o exclusién secuencial de
unidades (Orr, 1996). Por ejemplo, en la inclusién secuencial se comienza con
una unidad oculta, y en cada paso se va afiadiendo la unidad que mds reduce el
error. El entrenamiento finaliza cuando el error de predicciéon no ha disminuido
sensiblemente en un mimero determinado de pasos. Los métodos de seleccién
secuenciales requieren la divisién de los datos disponibles en tres grupos: datos
de entrenamiento, de validacién y de test, tal como se ha expuesto en apartados
anteriores.
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5

Clasificacion de datos
incompletos con redes
neuronales artificiales

5.1. METODOS DE CLASIFICACION

Una breve revisién de las ultimas publicaciones que incluyen un apartado de
métodos estadisticos es suficiente para poner de manifiesto que, en los dltimos
afios, el uso mdas habitual de las técnicas estadisticas consiste en establecer
modelos predictivos de atributos de naturaleza continua, o modelos de
clasificacién de atributos categdricos, siendo estos ultimos los mas frecuentes.

El problema de la clasificacién, también denominado reconocimiento de patrones
o aprendizaje supervisado, aparece en un amplio rango de actividades humanas, y
ya a principios de siglo fue objeto de los estudios de Fisher, quien formuld el
conocido modelo de discriminacién lineal. Desde entonces se han desarrollado
decenas de algoritmos diferentes, que desde una perspectiva histérica pueden ser
clasificados en tres grandes grupos (Michie, Spiegelhalter y Taylor, 1994):

® Modelos estadisticos. Se incluyen en este grupo modelos cldsicos como el
modelo de discriminacién lineal de Fisher, la discriminacién cuadrética y la
discriminacién logistica, junto a un conjunto de modelos mas actuales y
flexibles, cuyo propésito es proporcionar una estimacién de la funcién de
distribucién conjunta de los inputs dentro de cada categoria del output. Entre
estas técnicas estadisticas “modernas” destacan la estimacién no paramétrica
de la funcién de densidad mediante funciones de regresién del tipo kernel (Fix
y Hodges, 1951), el método de los k vecinos mds cercanos (k-nearest
neighbour), 1a clasificacién mediante Projection pursuit regression (Friedman
y Stuetzle, 1981), y los mds recientes Alternating conditional expectation
(ACE) (Breiman y Friedman, 1985) y Multivariate adaptive regression spline
(MARS) (Friedman, 1991).

o Algoritmos de induccion de reglas. Consisten en reglas de tipo 16gico, que
frecuentemente se estructuran en drboles jerdrquicos de decisién para generar
un sistema de clasificacién. Las reglas de clasificacién son lo bastante simples
como para poder ser ficilmente comprendidas, caracteristica que distingue
este tipo de algoritmos de las redes neuronales artificiales. El mecanismo de
generacién de reglas de este tipo de algoritmos fue establecido inicialmente
por Quinlan (1983, 1986) en el algoritmo ID3. La mayoria de algoritmos
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presentados posteriormente son variaciones encaminadas a mejorar la
capacidad de generalizacion de estos modelos. Asi, entre otros, se han
desarrollado el CART (Breiman, Friedman, Olshen y Stone, 1984), el CN2
(Clark y Niblett, 1988), el Itrule (Goodman y Smyth, 1989), y el C4.5
(Quinlan, 1993).

® Redes neuronales artificiales. Engloban un amplio conjunto de modelos que,
como se ha comentado en el capitulo 3, tienen la caracteristica comin de estar
basados en un complejo sistema de unidades simples de procesamiento
interconectadas, que incorporan relaciones no lineales entre los inputs. Las
redes del tipo perceptrén multicapa con aprendizaje por retropropagacion del
error son las més utilizadas en la prictica, estimandose que sobre un 80% de
proyectos de investigacién se basan en este tipo de redes (Ruiz, Pitarque y
Gémez, 1997).

5.1.1. ; Redes neuronales o estadistica?

Actualmente existe un amplio consenso en considerar los algoritmos de
induccién de reglas como un conjunto de procedimientos con unas caracteristicas
distintivas y exclusivas, claramente diferenciables de los modelos estadisticos y
de las redes neuronales artificiales. Sin embargo, la diferencia entre estos dos
ultimos no parece estar tan clara. La habitual virtud atribuida a las redes
neuronales de no realizar restricciones sobre el modelo de distribucién y de
covariacion de los datos (Garson, 1991; Rohwer, Wynne-Jones y Wysotzky,
1994; Chatterjee y Laudato, 1995) no justifica su identificacion como un sistema
de clasificacién revolucionario, ya que actualmente existen varias técnicas
estadisticas que comparten esta particularidad. Quizds como consecuencia de
ello, hoy dia hay un sentimiento generalizado entre los estadisticos de que las
redes neuronales en general, y las del tipo perceptrén multicapa en particular, no
son mds que una forma altamente parametrizada de regresion no lineal (Flexer,
1995). En el extremo opuesto, los usuarios de redes mantienen que éstas
representan, sino una alternativa, si un complemento a los modelos estadisticos,
con un conjunto de caracteristicas propias y especificas, que resultan de especial
utilidad en la modelizacién de problemas de alta complejidad, como por ejemplo
el reconocimiento de cédigos postales manuscritos (Le Cun et al., 1990).

Para poner luz en la polémica, Sarle (1994) sugiere la importancia de distinguir
entre modelos y algoritmos de aprendizaje. Muchos modelos de redes neuronales
son similares o idénticos a populares técnicas estadisticas como la regresion no
lineal, el modelo lineal generalizado, la regresién no paramétrica, el andlisis
discriminante, o el andlisis de clusters. También hay unos pocos modelos, como
el counterpropagation, el Learning vector quantization (LVQ), y los mapas
autoorganizados de Kohonen, que no tienen un equivalente estadistico preciso.
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Pero, la diferencia mds importante parece estar en el algoritmo de aprendizaje, es
decir, en como son empleados los datos para calcular los pardmetros del modelo:
mientras que en una red neuronal el criterio de optimizacién de la fase de
entrenamiento consiste en predecir la respuesta con el minimo error posible en
los datos de entrenamiento, en un modelo estadistico se suele recurrir a alguna
técnica general como la estimacién minimo cuadritica, maximo-verosimil o
alguna aproximacién no paramétrica (Cheng y Titterington, 1994). En algunos
casos, si se asume una distribucion del error conocida, el entrenamiento de una
red neuronal es equivalente a la estimacién méximo-verosimil. Sin embargo, la
aproximacién tradicional de andlisis con redes propone un criterio de
optimizacién del error sin mencién de errores aleatorios ni modelos
probabilisticos.

Las disimilitudes entre ambas aproximaciones se manifiestan especialmente en la
actitud adoptada en el andlisis de un determinado problema. Como sefiala
Breiman - comentario en Cheng y Titterington (1994) -, la primera pregunta que
se hace un estadistico es: ;Cudl es el modelo de probabilidad de los datos?,
mientras que un usuario de redes pregunta: ;Cudl es la precisién?. Para un
estadistico, alta dimensionalidad (en nimero de pardmetros) es 10 6 15, mientras
que en redes neuronales 100 pardmetros es un nimero moderado, siendo
habituales modelos con cientos. En problemas de elevada complejidad, un
estadistico intentarfa en primer lugar extraer algunas caracteristicas que
abarcaran la mayor parte de informacién relevante, y una vez reducida la
dimensionalidad del problema, usarfa alguna técnica estdndar de clasificacion.
Por contra, un usuario de redes pasaria todos los datos directamente a una red
con miles de pardmetros, dejaria el ordenador trabajando durante varias horas o
dias y obtendria una funcién empirica de clasificaciéon. A este respecto, parece
que la polémica de si los datos se han de ajustar al modelo o el modelo se debe
ajustar a los datos no es tal en el ambito de las redes neuronales, ya que en éstas
el modelo surge directamente de los datos (Stern, 1997).

Siguiendo la sugerencia de Flexer (1995), una revision a los trabajos publicados
que comparan ambos enfoques permite distinguir dos grandes grupos: los que se
dedican a hacer comparaciones tedricas y los que, principalmente mediante
simulacién, se centran en comparaciones empiricas. A continuacién se revisan
algunas de estas publicaciones.

-91-



5.1.1.1. Comparaciones tedricas

Para realizar una comparacién teérica de los modelos estadisticos y los modelos
de redes neuronales, ambos deben ser descritos en un marco teérico comun. La
mayor parte de trabajos en esta linea han sido realizados por estadisticos que,
naturalmente, hacen uso de la teoria matematico-estadistica.

Sarle (1994) constituye un ejemplo paradigmadtico de este grupo de autores. En su
primer trabajo de relevancia proporciona una equivalencia entre los modelos
estadisticos y los modelos de redes neuronales (ver Tabla 15):

Tabla 15. Equivalencia entre modelos estadisticos y modelos de red neuronal (Sarle, 1994)

Modelo estadistico Modelo de red neuronal

Regresién lineal miiltiple Perceptrén lineal simple

Regresion logistica Perceptrén no lineal simple

Funcién discriminante llineal Adaline

Regresién no lineal miiltiple Perceptrén multicapa

Andlisis de componentes principales Modelos Hebbianos de aprendizaje asociativo
Andlisis de clusters Redes de Kohonen

Variaciones de K vecinos m4s cercanos Learning vector quantization (LVQ)

Kernel Regresién Funciones de base radial (RBF)

Y dos afios después el mismo autor (Sarle, 1996) presenta una equivalencia de la
terminologia empleada en ambas disciplinas, que se resume en la Tabla 16:

Tabla 16. Equivalencia en la terminologia estadistica y de redes neuronales (Sarle, 1996)

Terminologia estadistica Terminologia de redes neuronales
Muestra Datos de entrenamiento
Muestra de validacién Datos de validacidn, test
Residual Error

Término de error Ruido

Término de interaccién Conexién funcional

Variable independiente Variable independiente, entrada
Variable dependiente Variable dependiente, salida
Modelo Arquitectura

Estimacién Entrenamiento, aprendizaje
Valor estimado de un pardmetro Peso de una conexién

Constante Peso umbral

Funcién de regresién Funcién

Regresion, andlisis discriminante Aprendizaje supervisado
Reduccién de dimensionalidad Aprendizaje no supervisado
Andlisis de clusters Aprendizaje competitivo
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Ripley (1993) es otro autor que trabaja a nivel de comparaciones teéricas. Se
centra en las redes con propagacién de la informacién hacia adelante, explorando
el problema de los minimos locales del algoritmo de propagacién del error hacia
atrés. Concluye que la minimizacién del error medio cuadritico puede ser
conseguida con més eficacia por un algoritmo de minimos cuadrados no lineales
o por un algoritmo de minimizacién general como el algoritmo de Newton-
Raphson.

La principal conclusién que se obtiene de estos trabajos es que los modelos de
redes neuronales pueden ser adecuadamente descritos en un marco estadistico,
dadas las inherentes similitudes entre ambas aproximaciones.

5.1.1.2. Comparaciones empiricas

La cada dia mayor disponibilidad de datos de investigacién ha posibilitado que
un elevado nimero de trabajos comparativos de modelos estadisticos y de redes
neuronales se realicen aplicando ambas técnicas a una misma matriz de datos.
Por otra parte, en el estudio de las caracteristicas particulares de un algoritmo, el
papel de la simulacién es crucial, ya que permite controlar determinadas
propiedades del conjunto de datos empleado.

Una extensa comparacién entre 23 métodos de clasificacién, incluyendo modelos
estadisticos, algoritmos de induccién de reglas y redes neuronales, en un total de
22 conjuntos de datos diferentes, fue realizada por Michie, Spiegelhalter y Taylor
(1994). Los resultados de este vasto estudio indican que no existe un método que
en general pueda ser considerado superior, en términos de porcentaje de errores
de clasificacién, en los diversos conjuntos de datos analizados. La Tabla 17
resume a qué categoria de clasificacién de las tres analizadas pertenecen los
cinco mejores métodos en cada conjunto de datos.

Tabla 17. Categoria de clasificacion de los cinco mejores algoritmos en cada
conjunto de datos (Michie, Spiegelhalter y Taylor, 1994)

Conjunto de datos
1({2]3[4|5(6]7|8]9]|10[11]12|13{14]15{16/17{18}19{20(21|22|Total
STAD.|5 4 3 3333 3323322122110°¢00|49
RNA 0122222223112 1200100°00}|26
INDR. |00 00O O0O0OOOT1TT11223323451515]|35

Thrun, Mitchell y Cheng (1991) dirigieron un extenso estudio comparativo de
diferentes algoritmos en la clasificacion de 432 registros en una de dos categorias
a partir de seis atributos. Aunque algunos algoritmos fueron ligeramente
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superiores, en las conclusiones del trabajo no se destaca especialmente ninguno
de ellos.

Ripley (1993) compara un amplio conjunto de métodos estadisticos y redes
neuronales. Aunque las conclusiones se refieran a un unico conjunto de datos,
algunos resultados son interesantes. En cuanto a la capacidad predictiva, el
método de los k vecinos mds cercanos, la red perceptrén multicapa y la
Projection pursuit regression son los mejores, aunque si se tienen en cuenta
otros aspectos como la velocidad de convergencia o la interpretabilidad de la
funcién de clasificacidn, la eficacia de la red se ve sustancialmente disminuida.

En otros estudios, realizados por Bonelli y Parodi (1991), Huang y Lippmann
(1987), Sethi y Otten (1990), se concluye que diferentes tipos de redes
neuronales ofrecen resultados similares, o ligeramente superiores, a los de los
procedimientos estadisticos.

5.1.1.3. Homogeneizacion de los criterios de comparacion

Como se ha comentado, se han realizado numerosos estudios aplicados para
comparar algoritmos de clasificacién, obteniéndose en general resultados
dispares. Las causas de ello pueden ser diversas y con diferentes origenes.
Henery (1994) hace una exhaustiva revisién de los aspectos que pueden conducir
a conclusiones tan diferentes.

En primer lugar, algunos sesgos comunes en la eleccion de los algoritmos
comparados y de las matrices de datos empleadas son:

1. La seleccién de algoritmos es limitada, de manera que los elegidos no son
representativos del estado real de desarrollo del &mbito que representan.

2. En muchos casos los autores han desarrollado sus propios algoritmos, y son
expertos en ellos, pero no en el uso del resto de métodos comparados.

3. Los conjuntos de datos son usualmente pequefios, y en el caso de ser
simulados, frecuentemente se establecen sesgos a favor de un determinado
algoritmo.

Puesto que la ausencia de consenso sobre qué método de clasificacién es mds
adecuado parece ser debida, en parte, a las propiedades particulares de cada
conjunto de datos utilizado, de manera que un procedimiento u otro resulta mejor
segin las caracteristicas especificas de los datos en que se aplique, Henery
(1994b) presenta un conjunto de indices descriptivos de una matriz de datos que
deberian ser incluidos en cada publicacién:

1. Nidmero de casos: es el mimero total de casos en la muestra.

2. Nimero de atributos: es el nimero total de variables registradas,
especificando cuales son predictivas y cuales predichas. También se debe
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indicar si se incluyen atributos categéricos recodificados a variables ficticias,
asf como el nimero de categorias de cada uno.

. Test de homogeneidad de covariancias: la matriz de covariancias es

fundamental en la teoria de discriminacién lineal. Su homogeneidad debe ser
testada en el conjunto de variables continuas mediante alguna medida como el
estadistico M de Box.

. Media del valor absoluto de los coeficientes de correlacion: el conjunto de

correlaciones entre todos los pares de variables da alguna indicacién sobre su
interdependencia. Un sencillo valor de resumen puede ser obtenido
promediando el valor absoluto de estos coeficientes.

Desviacion de la normalidad: la asuncién de normalidad multivariada subyace
en muchos procedimientos cldsicos de discriminacién, por lo que es
recomendable proporcionar el resultado de una prueba de significacién de
ajuste a la normal, o simplemente una medida de no normalidad. Algunas de
estas pruebas son revisadas por Ozturk y Romeu (1992).

. Asimetria y apuntamiento: medidos en cada variable continua, ademdis de

promediados sobre todas ellas.

. Entropfa de atributos y de clases: es una medida de la aleatoridad de una

variable aleatoria, que se calcula a partir de la probabilidad de cada valor o de
la prevalencia de cada categoria.

Otra importante posible causa de la falta de acuerdo parece ser el criterio de
comparacién empleado. En este sentido, Henery (1994) establece tres aspectos
bdsicos a valorar en la evaluacion de un sistema de clasificacién:

1.

Precisién: se refiere a la fiabilidad del modelo, usualmente representada por el
porcentaje de casos correctamente clasificados. Cuando algunos errores
pueden tener un coste especialmente elevado se utilizan otras medidas que
incluyen esta caracterfstica.

. Velocidad: hace referencia a la velocidad tanto en la fase de entrenamiento-

estimacién del modelo como en la de clasificacién. En ocasiones puede ser
preferible un clasificador con menor precision pero mayor velocidad.

. Comprensién: se refiere a si el modo de funcionamiento del sistema de

clasificacién es comprensible para un ser humano. Este atributo es
fundamental cuando la clasificacion ha de ser realizada, en wltima instancia,
por un humano.

Finalmente, el preprocesamiento realizado en los datos también puede influir
sobre los resultados de la comparacidn de diferentes procedimientos. La fase de
preprocesamiento puede ocupar mds tiempo que la fase de andlisis propiamente
dicha, y son muy pocos los investigadores que informan de las manipulaciones
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realizadas sobre los datos. Henery (1994b) resume los principales aspectos que
deben ser incorporados en la publicacién de un estudio:

1. Informacién ausente: operaciones realizadas sobre los datos faltantes de la
matriz.

2. Seleccién de variables: en matrices de datos con muchos atributos es usual
hacer una seleccién previa de las variables que serdn susceptibles de ser
incorporadas en el modelo predictivo. En dicho caso debe indicarse el método
empleado para reducir la dimensionalidad de la matriz asf como las variables
excluidas.

3. Transformaciones de variables: es usual realizar transformaciones de los datos
para mejorar la prediccién. Las més frecuentes, como la raiz cuadrada,
logaritmos o transformaciones reciprocas estin encaminadas a normalizar
variables continuas. También es muy habitual, y en general recomendable,
generar variables ficticias (dummy variables) para codificar las variables
categdricas. Los atributos jerdrquicos son un caso especial que, ademds de
desinformado, no suele estar correctamente resuelto en la mayoria de trabajos.
Por atributos jerdrquicos se entienden aquellos que sélo son relevantes en un
subconjunto de casos de la muestra; por ejemplo, el nimero de embarazos es
una informacién de interés s6lo en mujeres. Las soluciones habituales son
dejar este item missing o con el valor cero en hombres, aunque la mejor
alternativa serfa generar un nuevo atributo con informacién conjunta de las
dos variables implicadas, que permitiera diferenciar cuando un missing o un
cero son en realidad un “no aplicable”, aspectos que han sido presentados en
el capitulo 1.

5.2. REDES NEURONALES CON DATOS INCOMPLETOS

La investigacion sobre como incorporar informacién incompleta en las fases de
entrenamiento y de prediccion de una red neuronal artificial es reciente.
Pricticamente no existen trabajos publicados antes de la presente década, si bien
es cierto que muchos de los avances actuales se deben al ingente trabajo
realizado en los 80 sobre la aproximacion estadistica al problema de Ia
informacidn ausente.

Puesto que en las redes con aprendizaje supervisado, de eleccion en problemas
de clasificacion, los datos missing pueden aparecer s6lo en una o bien en las dos
fases de andlisis con la red (entrenamiento y prediccién), y como ademds sélo se
pueden dar en el conjunto de variables independientes (si la variable dependiente
de un registro es missing el caso no se ha de incluir en los datos de
entrenamiento), algunos autores han desarrollado procedimientos especificos
para tratar los valores faltantes de las variables independientes en la fase de
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entrenamiento, mientras que otros se han centrado en su influencia durante la
fase de prediccion, suponiendo que el entrenamiento se ha realizado con un
conjunto de datos completos. Sin embargo, la mayoria de propuestas incluyen
soluciones vélidas para ambas fases.

A grandes rasgos, se pueden distinguir seis enfoques en el tratamiento de datos
incompletos con una red neuronal artificial:

1.

Eliminar los casos que contengan algin valor faltante. Como se ha
comentado en capitulos anteriores, este método es el mds utilizado en la
préctica pero al mismo tiempo el que puede provocar sesgos mas importantes,
especialmente si los datos perdidos no tienen un origen aleatorio. Ademds, la
reduccién de la muestra puede ser tan importante que imposibilite un
adecuado entrenamiento y, por otra parte, en estudios en que interesa la
prediccién individual sobre la colectiva, la eliminacién de un registro es
inviable.

. Usar variables indicadoras que reflejen para cada dato de entrada si éste es

missing o conocido. Evidentemente, la codificacién con variables indicadoras
se ha de realizar tanto en los datos de entrenamiento como en los de
prediccion.

. Imputar un valor a cada dato faltante. Consiste en reemplazar cada valor

missing por un valor que, o bien no tenga efecto sobre el comportamiento de
la red, o bien sea una estimacién del verdadero valor desconocido. Se realiza
tanto en los datos missing del conjunto de datos de entrenamiento como en los
datos de prediccién.

. Entrenar varias redes, cada una con una topologia especifica en funcién de

los posibles patrones de missing de los datos. Esta técnica se denomina
“Network reduction” y también es aplicable tanto durante el entrenamiento
como durante la prediccion.

Modificar el algoritmo de aprendizaje de la red para que soporte informacién
ausente. Este tipo de procedimientos se estructuran en torno a la estimacién
maximo verosimil con datos incompletos como una alternativa al tradicional
cémputo del gradiente del error, y sélo se aplica durante la fase de
entrenamiento de la red.

. Utilizar el teorema de Bayes para incorporar informacién previa en el célculo

de la probabilidad de cada categoria de la variable dependiente, partiendo de
un conjunto de datos incompletos. Este procedimiento sélo es vélido en la

fase de prediccién.

En los sucesivos apartados se amplian estos enfoques y se presentan ejemplos
aplicados de algunos de ellos.
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5.2.1. Variables indicadoras

Una solucién para incorporar los valores faltantes en el entrenamiento y en la
prediccién de una red perceptrén multicapa consiste en usar una topologia que
duplique el nimero de unidades de entrada, de manera que cada variable
independiente (o categoria de ésta) es representada por dos unidades de la capa
de entrada. La primera unidad de cada par (“flag unit”) indica si el valor del
input es missing (1) o conocido (0), y con ella se pretende que la red aprenda
cuando ha de tener en cuenta el valor del input que le acompaiia. En el caso de un
valor conocido, la segunda unidad tiene ese valor, mientras que en el caso de un
valor missing, si la red interpretara correctamente la variable indicadora no
tendria importancia que valor se asignara a la segunda unidad, aunque en la
practica se han hallado mejores resultados asignando el valor promedio de la
variable.

5.2.2. Imputacion de valor

De las diferentes técnicas de imputacién de valor a cada dato faltante, en el
campo de las redes neuronales artificiales con retropropagacion del error se han
estudiado una amplia variedad. Asi, Vamplew y Adams (1992) y Pitarque y Ruiz
(1996) presentan sendos estudios de simulacién comparando las siguientes
técnicas:

e Imputacion del valor cero (IC). En arquitecturas de red con inputs
estandarizados, cuando un valor perdido en una variable independiente es
sustituido por el valor cero, se anula el efecto que la correspondiente unidad
de la capa de entrada pudiera tener sobre el resultado de la red.

o Imputacion incondicional de la media (IM): En el caso de variables
cuantitativas se reemplaza cada valor ausente con la media, calculada en los
casos que si tienen valor en la variable. En variables categéricas, el valor
faltante es sustituido por la moda de la distribucién. Puesto que los valores de
las variables independientes cuantitativas suelen ser normalizados para que su
media sea cero y su variancia uno, en este tipo de variables esta solucién es
equivalente a imputar el valor cero.

e Imputacion de un valor aleatorio (IA): Consiste en imputar a cada dato
perdido un valor aleatorio dentro del intervalo de valores de la variable. Si se
trata de un dato missing en un input cuantitativo normalizado se imputa un
valor aleatorio en el rango [-1,+1], mientras que los valores faltantes en inputs
categdricos se sustituyen por un valor aleatorio correspondiente a alguna de
sus categorias.

e Imputacion por regresion simple (IRS): Consiste en sustituir cada valor
missing de una determinada variable y con el valor predicho por el modelo de
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regresion simple estimado a partir de su mejor covariante x. Cuando en esta
variable x se halla un dato perdido, se reemplaza en el modelo de regresién
por su valor medio. Esta técnica implica estimar tantos modelos de regresion
simple como nimero de variables independientes con valores faltantes halla.

e Imputacion por regresion miltiple (IRM): Cada valor missing en una variable
es reemplazado con el valor predicho por el modelo de regresiéon miuiltiple
estimado a partir del resto de variables. En cada modelo de regresién miiltiple,
los datos faltantes en las variables predictoras son provisionalmente
reemplazados por su valor medio. Esta técnica también implica estimar tantos
modelos de regresion como variables independientes con valores faltantes
halla.

o Imputacion del valor predicho por una red neuronal (IR) (best estimate): Un
método de imputacién més sofisticado consiste en sustituir cada valor missing
por la prediccién resultante de una red neuronal, normalmente del tipo
perceptrén multicapa, aunque en ocasiones se utiliza una red autoasociativa.
En un problema con veinte variables independientes incompletas se deben
crear veinte redes, de manera que en cada una se modifica el rol de una
variable de predictora a predicha. Como sucede con los modelos de
imputacién por regresion, los valores missing en las variables que actian
como inputs en cada “subred” suelen ser sustituidos por el valor promedio de
la variable.

5.2.3. Network red'uction

El método Network reduction consiste en entrenar varias redes para predecir la
variable dependiente en estudio, usando en cada una de ellas un conjunto
diferente de inputs. El mimero de redes viene determinado por los posibles
patrones de datos faltantes que se puedan dar en el conjunto de variables de
entrada. Durante la fase de prediccidn, el conjunto completo de datos puede ser
clasificado mediante la presentacién de cada caso a la red correspondiente, en
funcién de qué datos sean missing.

Sharpe y Solly (1995) utilizan esta estrategia en un pequefio sistema diagnéstico
para clasificar la funcién tiroidea en una de tres categorias. Para ello disponen de
un total de cuatro pruebas de laboratorio (TT3, TT4, T3u, TBG), dos de las
cuales (T3u, TBG) son ocasionalmente missing. La solucién pasa por entrenar
cuatro redes que cubran el rango completo de combinaciones de datos faltantes
(ver Fig. 23).
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Fig. 23. Redes necesarias para clasificar la funcién tiroidea (Sharpe y Solly, 1995)

Aunque los autores concluyen que esta técnica es mds eficaz que la imputacion
de valor mediante red neuronal (IR) y los algoritmos de induccién de reglas -por
ejemplo NewID o ID3 (Boswell, 1992)-, presenta el inconveniente de ser
computacionalmente muy costosa de aplicar cuando el nimero de patrones de
datos faltantes es muy elevado, ya que para cada uno de ellos se debe disefiar y
entrenar una red especifica. Ademads, si el niimero de registros disponibles para el
entrenamiento es limitado, posiblemente no hayan suficientes casos en cada
patrén de datos ausentes como para entrenar con garantias las diferentes redes
(Tresp, Ahmad y Neuneier, 1994).

Es por ello que el procedimiento Network reduction es aplicable nicamente
cuando el nimero de variables independientes es limitado o cuando sélo algunas
de ellas son susceptibles de presentar valores ausentes.

Pitarque y Ruiz (1996) presentan un estudio de simulacion para comparar las
técnicas de imputacién IC, IM, IA, IRS, IRM, la de eliminacién de los registros
incompletos y la que utiliza variables indicadoras (también incluyen la
imputacién mediante una red no supervisada), tanto en la fase de entrenamiento
como en la de ejecucién de una red neuronal MLP. El objetivo es obtener una
clasificacién binaria a partir de 15 inputs cuantitativos. Cada muestra simulada
contiene un total de 100 registros, 50 de los cuales tienen dos valores de entrada
desconocidos, de manera que el porcentaje total de datos missing es del 6.67%.
Cada técnica es ensayada en un conjunto de 15 redes perceptrén multicapa 15-6-
1 entrenadas durante 2000 épocas. Pitarque y Ruiz (1996) concluyen que durante
la fase de entrenamiento los métodos IC, IRS, IM, IRM proporcionan el menor
error medio cuadrético, mientras que el peor resultado se obtiene con la técnica
de eliminacién de registros. Los resultados en la fase de ejecucién son similares.

Por otra parte, Vamplew y Adams (1992) comparan las técnicas IC, IM, IR, uso
de variables indicadoras y Network reduction. Utilizan un conjunto de 398
registros (298 de entrenamiento y 100 de test) para clasificar semillas en uno de
diez grupos a partir de siete variables independientes. Eliminando aleatoriamente
s6lo un valor de entrada en cada registro, los mejores resultados se obtienen con
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IR, Network reduction y mediante el uso de variables indicadoras. Con dos
valores missing en cada registro se excluyd la técnica Network reduction por la
enorme cantidad de redes que hubieran sido necesarias, obteniendo el mayor
porcentaje de clasificaciones correctas con la técnica IR y por medio del uso de
variables indicadoras.

5.2.4. Estimacion maximo-verosimil

El tradicional algoritmo de descenso del gradiente del error, utilizado en el
entrenamiento de redes perceptrén multicapa (MLP), puede ser sustituido por el
método de estimacién maximo verosimil, ya que en general un descenso en la
funcién de error puede ser interpretado como un ascenso en la funcién de
verosimilitud (White, 1989).

Para obtener la estimacién maximo-verosimil en presencia de datos missing en
las variables independientes es necesario conocer la funcién de distribucién
conjunta de los inputs de la red. En principio, ello puede ser conseguido
mediante miiltiples redes MLP, cada una de ellas aprendiendo una funcién de
distribucién condicional particular. Por ejemplo, si el patrén de datos faltantes es
mondtono, los datos ausentes pueden ser completados por un conjunto de x-/
redes, donde x es el nimero de inputs. Sin embargo, para soportar cualquier
patrén de datos incompletos, esta aproximacion es ineficaz, puesto que el nimero
de redes necesario aumenta exponencialmente con la dimensionalidad de los
datos. Una solucién mds general consiste en utilizar el algoritmo EM presentado
en el capitulo 2 para estimar los pesos de la red.

Ghahramani y Jordan (1994) presentan los resultados de un estudio para
clasificar una variable categérica con tres categorias a partir de cuatro variables
independientes cuantitativas. La muestra estaba formada por 100 registros de
entrenamiento y 50 de test. Los autores concluyen que la estimaciéon maximo
verosimil de los pesos de la red mediante el algoritmo EM es tan efectiva como
los métodos de imputacién, cuando el porcentaje de valores faltantes es inferior
al 40%, mientras que con porcentajes superiores el algoritmo EM es claramente
mejor. A pesar de los resultados, la implementacion de este método en programas
de ordenador es tan escasa que representa un avance mds tedrico que aplicado.

5.2.5. Teorema de Bayes

Ahmad y Tresp (1993) discuten técnicas Bayesianas para calcular la probabilidad
de cada valor de un output categérico a partir de datos incompletos durante la
fase de prediccién, suponiendo que la red ha sido entrenada con datos completos.

Un sencillo ejemplo sirve para ilustrar la aplicacién del célculo Bayesiano de la
probabilidad posterior a partir de la distribucién conjunta de los inputs.
Considérese la situacién de la Fig. 24. Representa un atributo en un espacio
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bidimensional con seis posibles resultados. Suponiendo que la red ha sido
entrenada con datos completos, si durante la clasificacién de un nuevo caso sélo
se tiene el valor zp correspondiente al input z, la clasificacién debe asignar la
misma probabilidad p(C;lz,) a las categorias 1, 2 y 3, y una probabilidad cero a
las categorias 4, 5 y 6. Cualquier método de imputacién de valor al dato missing
del input x conduciria a un resultado erréneo; asi, si por ejemplo se imputara el
valor medio de x, la clase 2 tendria una probabilidad cercana a uno, y las clases 1
y 3 cercana a cero. Para obtener la probabilidad posterior correcta es necesario
integrar la prediccion de la red respecto a los valores desconocidos de x.

Fig. 24. Representacién de un atributo con 6
categorias a partir de los inputs x,z

Ademds se debe tener en cuenta otro factor: la distribucién de probabilidad sobre
el input desconocido x puede estar condicionada por el valor del input conocido
z. Con una distribucién como la de la Fig. 25, la clasificacién debe asignar a la
clase 1 la mayor probabilidad. Asi, la probabilidad posterior se ha de obtener
integrando la predicciéon de la red respecto a los valores de x (inputs
desconocidos), ponderando por la distribucién conjunta de x,z (todos los inputs).
Formalmente, si denominamos X a los datos que se habrian observado en
ausencia de valores faltantes, podemos descomponer X=(X,p;, Xpmis), donde X,
representa los valores realmente observados y X, los valores desconocidos. La
probabilidad posterior de cada categoria (C;) se obtiene a partir de:
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p(CIX_, )= P(Ci Xons) _ Ip(ci’xd’s’xmis)dx“‘“ -
' obs p(Xobs) p(Xobs)
_ J'p(CiIXobs ’Xmis ) p(Xobs’er's ) deis

p(Xobs )

Con p(CilX,p5,Xmis) aproximada por la prediccién de la red, y donde es necesario
conocer la distribucién conjunta de los inputs p(Xops, Xomis)-

Fig. 25. Representacion de un atributo con 6 categorias
a partir de los inputs x,z. Las zonas oscuras
representan regiones de mayor probabilidad
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