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CAP. 5 RESOLUCION DE LA ECUACION DE LA ENERGIA

RESUMEN

Se efectua la resolucidn numérica de la ecuacién de la energia escrita en la
forma de la ecuacidn de la conveccién-difusién. El estudic se ha concretado
para situaciones bidimensionales y de estabilizacidén, partiendo de wuna
distribucién de velocidades y densidades conocida. La integracién numérica se
realiza en concordancia con los esquemas cldsicos “"central difference®,
*upvind difference® y "exponential difference®, y mediante la generacién de un
sistema de coordenadas curvilineas coincidentes con las lineas de corriente
del flujo y con s8us ortogonales. La precisidn y zonas de aplicacién del
método son analizadas para situaciones singulares de solucidén analitica
conocida. Los resultados obtenidos son satisfactorios en un amplio rango de
nimeros de Peclet, siendo superiores a los que se derivan del empleo de mallas
de discretizacidn rectangulares.

5.1 INTRODUCCION

Muchas de las formulaciones empleadas en la resolucién de la ecuacién de 1la
energia, ven afectados sus resultados a causa de la denominada falsa difusién
o difusién numérica [11[4], tal que cuando es del mismo orden o superior a la
difugién real se producen serios errores. Esta problematica se acentua al
aumentar el ntmerc de Peclet del flujo.

En este capitulo se efectua la resolucién numérica de 1la ecuacién de 1la
energia escrita en 1la forma de la ecuacién de la conveccién-difusién., El
método se basa en la discretizacién del dominio mediante voldmenes de control
(V.C.) coincidentes con 1las lineas de corriente del flujo y con sus
ortogonales [6]. La discretizacidn de la ecuacién de la conveccién-difusiédn
se ha realizado wediante criterios numéricos propios de técnicas de
diferencias finitas: *central difference®, *upvind-difference" [21 4
*exponential difference* [3].

Las ventajas del método empleado radican en: reduce los errores de
truncamiento debidos a la falsa difugiébn; la discretizacién de las ecuaciones
sobre V.C. permite una mds facil interpretacién fisica de los criterios
numéricos adoptados; al adaptarse estos V.C. al fluido en su movimiento se
evitan los problemas inherentes al tratamiento de contornos irregqulares
mediante mallas de discretizacién regulares; la informacién de los contornos
es mas ventajosamente transmitida al interior del dominio.
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La problemdtica se plantea en la generacién de las mallas de discretizacién,
pues para ello es necesario el conocimiento de la distribucién de velocidades
y densidades del flujo. Para el caso de fluidos con propiedades fisicas
variables, la resolucién de las ecuaciones de continuidad y cantidad de
movimiento s8e realiza conjuntamente con 1la ecuvacién de la energia
requiriendose, a cada iteracidn conjunta, la determinacién de la
correspondiente malla de discretizacidn. Para el caso de fluidos con
propiedades fisicas constantes la malla debe generarse una Gnica vez por
cuanto la resolucién de las ecuaciones de continuidad y cantidad de movimiento
es independiente de 1la ecuacién de la energia. En este capitulo se plantea
Gnicamente la resolucién de 1la ecuacién de la energia, suponiendose
predeterminadas o conocidas la distribucién de velocidades y presiones.

Con el fin de contrastar entre 8i los resultadog obtenidos de aplicar los
criterios numéricos “central, upwind and exponential difference" a mallas de
discretizacidn coincidentes con las lineas de corriente del flujo, asi como
los que se derivan del empleo de mallas de discretizacién rectangulares [5],
ge han escogido diferentes situaciones singulares de flujos con solucién
analitica conocida.

5.2 ECUACION GOBERNANTE E INTEGRACION NUMERICA

La ecuacién de la energia en forma general adopta la siguiente expresién [71]:

Dh _ .. = bp * (5.1)
Ppt = div (igrad T) + Dt + qv + ¢

Esta ecuacién puede ser escrita en la forma mis compacta de la ecuacidén de la
conveccién-difusién [1]:

Sat- (pp) + div J=F (5.2)

en la que ¢ representa la entalpia especifica, F es el término fuente y T el
término combinado de conveccidn-difusién., Este (ltimo se expresa en la forma:

= pvé - TIgrad ¢ (5.3)

Gy

giendo I el coeficiente de difusién.

En lo que sigue nos ocuparemos de la resolucién, en situaciones
bidimensionales y de estabilizacién, de la ecuacién de la conveccidn-difusidn
(5.2). La integraciédn numérica de dicha ecuacién se realizara en base a la
generacién de un sistema de coordenadas curvilineas (€,7) coincidentes con las
lineas de corriente del flujo y con sus ortogonales respectivamente (Fig. 1).
El empleo de sistemas de coordenadas curvilineas ortogonales simplifica
notablemente el proceso de obtencidn de las ecuaciones de discretizacién; asi,
el realizar dicho proceso directamente en el plano fisico, permite una mas
facil interpretacién de los criterios numéricos adoptados.

Para el caso de régimen permanente, la ecuacién (5.2) integrada al volumen de



control V.C. de la Fig. 1 es:

<>
jdiv J av = f F dv (5. 4)

V?}Wf/;ﬁdﬁw i1
.‘ffﬁ#f//éﬂ
[ =)

Fig. 1 Coordenadas curvilineas y volumen de control empleados en
la resoclucién numérica de la ec. (5.2).

De aplicar el teorema de la divergencia, la expresién anterior toma la forma:

> >
J.ds = F av (5.5)

S.C v.C

Descomponiendo los vectores J y dS en las direcciones definidas por las lineas
tangentes a las coordenadas (¢,7):

-> > >
J =J, b, + J, b

1 2 "2 (5.6)
-> -»> 2 ¥
as = dst b, + ds’b,

siendo gi el vector unitario tangente en cada punto a la linea coordenada q!
(q'=¢, q?=m.

Introduciendo (5.6) en (5.5) y desarrollando la integral de superficie a las
diferentes caras del V.C. sge tiene:

1 2 1 2
-[Jl as” + f J,ds +f J, ds —f 3, ds =] Fdv (57
s S

S_i/2 S.3/2 +i/2 ~3/2 Vi,g
De expresar en (3.3) la velocidad en sgus componentes en las direcciones
definidas por 1los vectores b;, y de expresar el término del gradiente en
funcién de las coordenadas (¢, 7), se tiene:

> -+ > >
1 1
J o= eluiby *tuy byl =T (Hfg“% b1t b,

=

-
b, ) (5.8)

(3]

n
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en donde h; son los factores de escala, los cuales estin relacionados con las
componentes del tensor métrico contravariante en la forma: h,;=,/g;;.

-

De (5.8) se obtienen los siguientes valores para las componentes del vector J
en las direcciones definidas por b;:

> > 30

J, = d.b, =pV;0¢-T —F
1 1 1 hlae 5.0
> >
_ _ 90 '
J2 = J.b2 —OUZCD-PH'z—a—T‘]

Como quiera que la coordenada ¢ representa las lineas de corriente, el flujo
mdsico normal a las mismas es nulo. Es por ello que la componente J,
Gnicamente posee término de difusién al ser wv,= 0; asi, de sustituir (5.9) en
(5.7) teniendo en cuenta esta Gltima condicién, se tiene:

- -1 -9 ! 1 96 1
f(pul¢ r hie ) ds +j(pu1¢ T hidc ) ds™ +

S_.i/2 S+i/2
(5.10)
_p 9% 2 _ _p 99 2 _
+f( I sy ) ds (=T 5o as F av
Si5/2 S_y/2 Vi,j

Para la aproximacién numérica de 1la integral de volumen de la expresioén
anterior, supondremos que el valor del término fuente F en el punto (i, 3) se
mantiene uniforme en todo el V.C. Si ademas linealizamos dicho término segén
el criterio indicado en [1] se tiene:

Fav =F .V, . =(a+bo, )V (5.11)

i, ]
en donde log coeficientes a y b son, en general, dependientes de ¢ y escogidos
de forma que b sea siempre menor o igual que cero.

Para la aproximacién numérica de las integrales de superficie se ha supuesto
que, para el caso de una superficie cualquiera Sgs, el valor de Ji sge
mantiene uniforme a lo largo de dicha superficie e igual al valor que le
corresponde en el punto k/2. A modo de ejemplo desarrollaremos dos de las
integrales de superficie de la expresién (5.10):

-1 9¢ 1. 89
f (pUl(b r hla—e) dS+t = [DUICP" r hlae ] S+i/2 {5.12a)
S +1i/2

+i/2

3
(- T h_g)_n) as? = - [r —B-L] S (5. 12b)
2

S+j/2
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estas expresiones, la evaluacién numérica del término combinado de

conveccion-difusién la realizaremos en base a los criterios numéricos
‘central-difference’, ‘upwind-difference’ [2] y ’'exponential-difference’ [3].

Nos

referiremos a dichos criterios, ya adaptados a la malla de discretizacidn

indicada, wmediante la notacion CDS¥, UDS* y EDSx. Asi pues:

al

b)

Criterio CDS*: supone para el término convectivo que ¢ varia linealmente
a lo largo de 1la longitud correspondiente a la coordenada €. Para el
término de difusién supone igualmente una variacién lineal de ¢ a lo largo
de la coordenada correspondiente. Asi:

d
3¢ .l +i/2
[puld) - T hlag] Sei2%My,y By 5 * (0 5 — 05 5 ) dq_ ) -
+i/2 o
- (S. 13a)
r %1 %5 s
+i/2 d . +i/2
+1
_|r 3¢ s . - T % 41 ¢ 5 s (5. 13b)
}128n +3/2 +3/2 d . +3/2
+3/2 3

en donde m;; representa el flujo mdsico, que atraviesa las caras +i/2 y
-i/2 del V.C., asignado al punto (i,3)) de la malla. El valor de dicho

flujo masico sera:

1
m = v dST ~ v S o
i, j e (V1) ;)5 S.i/2 (bv1) 5,0 Syi/n (510

S
+i/2
Notese que las derivadas de 03¢/h;oq' se han aproximado directamente en el
plano fisico, puesto que h;dgqi representa la longitud diferencial a lo
largo de la linea coordenada q! (cf. expresidn 2.A19),

Criterio UDS#*: supone una variacién escalonada para el término
convectivo, i.e., supone que el valor de ¢ en la cara correspondiente del
V.C. es igual al que tiene en el punto inmediatamente anterior segtn la
direccién del flujo, esto es 4,i9=4¢;; Y ¢_j2=9;,4,. Para el término
de difusién supone, al igual gue el esquema anterior, una variacion lineal
de ¢. Asl, la expresidn (5.12a) es aproximada en la forma:

+1

3 ) bi+1,5°%i,5 g .
pUd)-I‘—-—(P—-] S . *m, ., ¢, . -T. . +i/2
[ 1 D198 lyijp *1/2 1.3 Thd s Teiy2 4, (5. 15)

La aproximacién numérica de la expresién (5.12b) se realiza en 1la forma
indicada en (5.13b).
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c} Criterio EDS#*: La ecuacién de la conveccidn-difusién (5.2), para el caso
de que el término fuente_sea nulo y el réggpen gea permanente, adopta la
siguiente expresién: div J = 0. Si ademas J es funcién dnicamente de la
coordenada €, esta expresién adopta la forma:

d - .16)
3c (h,d;) = 0 (5.16
Introduciendo (5.9) y éeniendo en cuenta que dsi= hidqi (2.A21) se tiene:

d 1 1 _do \_ ‘

dc (Dl)ls o] r s hldE )= 0 (5.17)
Esta ecuvacién diferencial ordinaria es facilmente integrable si suponemos
que m =puy S1, ry S' son uniformes. En estas condiciones se verifica:

. 1
¢ = CO + Cl .exp{ml/Ts™) {5.18)

en donde Co y Cy; son constantes de integraciéon y 1 representa una
coordenada de longitud a lo largo de la linea coordenada e.

La expresidn (S5.12a) la aproximaremos numéricamente utilizando una funcidn
de interpolacién del tipo indicado en (5.18). Las constantes de
integracién se obtienen ajustando dicha funcién a los valores de ¢ en los
nodos adyacentes, i.e., 1=0, ¢ = $iji l=dy,, ¢= ¢iq,j¢ Si suponemos que
m = m;, S'= S,y ['=T,y, introducimos la funcién resultante en (5.12a)
y reordenamos adecuadamente, se tiene:

¢ 1.4 - d: 4
- _9d_ - _ 1i+l.] i3
+i/2
giendo:
m, . d

i,] +1i
Pe i, = T

+i/2 S+i/2

Procediendo de forma andloga para las integrales de superficie en -i/2 y -3/2,
sustituyendo en (5,10) y reordenando la ecuacién de discretizacién resultante
se obtiene una expresidn del tipo:

d + a. .0, .+

a . . L= . . , .
i,J ¢l,j a1+1,3 i+1,3 i-1,3

(5. 20)
+ a

1,541,541 Y @551 ¢i,j—l
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en donde los coeficientes de discretizacidn son:

a _ 1 d+i/2
irl,3 Pe+i/2 d+i
a_,
~i/2
a, ;. = - (-5
tThe) e-i/2 -i
a — ._._1____..
i,j+1 Pe+j/2 (5.21)
a = 1
i, j-1 Pe_’j/2
O =a Vg /My
ap = @4, Y8,y P 8,5nt a5 PV /My

Si 3 = 1 los coeficientes de discretizacién corresponden al criterio CDS%,
mientras que 8i jJ = 0 dichos coeficientes corresponden al criterio UDS#. Para
el criterio EDS#* los coeficiente de discretizacién son los arriba indicados
excepto:

_ 1
241,35 - exp(Pe+U2 y-1
. ) 1 (5.22)
i-1,] exp(Pe -1

-i/2
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3.3 EJEMPLOS DE RESOLUCION NUMERICA. CONTRASTACION DE RESULTADOS

Con el fin de contrastar entre si los diferentes esquemas numéricos obtenidos
de discretizar el dominio en la forma indicada en el apartado anterior, asi
como de comparar estos resultados con los que se derivan del empleoc de wmallas
de discretizacién rectangulares, se ha ensayado la resolucién de tres
situaciones singulares de flujos.

La distribucién de velocidades de los ejemplos sgeleccionados son las
corregpondientes al flujo potencial en un vértice, flujo potencial en un
manantial y flujo potencial alrededor de un cilindro. En los trea casos
escogidos, la distribucién de velocidades es posible expresarla mediante
expresiones algebraicas; ello ha permitido una facil generacién de la malla de
discretizacién asi como la posibilidad de integracién analitica, para
situaciones singulares, de la ecuacidén de la conveccién difusién.

La resolucién de los casos presentados se ha realizado suponiendo que las
propiedades fisicas son constantes y que el término fuente es nulo.

S.3.1 Primer ejemplo: £luio en un vortice

El flujo potencial en un vortice viene representado por 1la siguiente
distribucién de velocidades [81]:

A
uo- -0 Y (5.23)

A
& = 21r Vr

Lag lineas de corriente correspondientes a
dicha distribucién de velocidades estan
definidas por circulos concéntricos, mientras
que las ortogonales son lineas dispuestas
radialmente. En la Fig. 2 se especifica 1la
geometria empleada en la resolucidén numérica
asi como las coordenadas (€¢,7n) generadas.

: x
r
Fig. 2 Geometria y coordenadas (¢,7) del L T thy
primer ejemplo de resolucién (vértice). r,

1
La resolucién numérica de este caso se ha realizado para dos situaciones
diferenciadas:

a) Caso de solucién analitica conocida

La ecuacién de la conveccion difusién expresada en coordenadas cilindricas
(r,8) y para las hipdtesis especificadas al inicio de este apartado, toma
la forma:

2
p 2 p 3 I 3¢ 13 ¢
T a_r(rur¢)+ T 30 (Ueq)) - ar (r ar) + r 892 (5. 24)
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Para la distribucién de velocidades (5.23), la expresibén

PO

¢ =Cilnr + C,e "+ C, (5.25)

obtenida de suponen que la variable dependiente ¢ puede expresarse en la
forma ¢ (r, 0) = ¢, (r) + ¢,(0), siendo ¢, y ¢y funciones Gnicamente de r y ¢
respectivamente, es solucidn de la ecuacibdn diferencial (5.24) s8i los
valores de ¢ en el contorno se corresponden con los de la expresibdn (5.25)
una vez determinadas las constantes de integraci6n C;, C, y Cj.

Para el dominio de la Fig. 2, dichas constantes se han obtenido de fijar
el valor de ¢ en los siguientes puntos del contorno:

(r=r,, 6=0) —4 = ¢,

- - - (5.26)
(r=r,, 8=0) —¢ = ¢,
(r=r;, 6=7/2)—~ 6 = ¢,

De introducir dichas condicicnes en (5.25) y de reordenar adecuadamente se
tiene:

- 5. Lr-exp(6P) 1nR

¢ ®3T “exp(7P/2) © InR,

(5.27)

giendo el parametro adimensional P y las variables adimensionales ¢ y R de
la forma:

- R, -1
@ = _—?——il_. ’ R = ..£_ , P = Pe —lg—R_ ‘5-28)
b=y T nR,

El ndmero de Peclet Pe que aparece en el pardmetro P ge ha definido en 1la
forma:

(5.29)

siendo m, el flujo madsico total que atraviesa la seccibén transversal del
flujo So (So = ry - ry).

La resolucidn numérica se ha efectuado para diferentes valores del némero
de Peclet, Pe, con R, = 2.0y ®3=.5. En los contornos se ha fijado la
distribucidn de @ correspondiente a los valores de la funcién (5.27) en
dichos contornos; de esta forma, 1las condiciones de contorno son de
Dirichlet.

La resolucién numérica del sistema de ecuaciones discretas (5.20) se ha
realizado mediante la técnica iterativa de Gausgs-Seidel con el empleo de
factores de sub o sobrerrelajacibn; la solucién numérica se considera que
ha convergido cuando, en la iteracién k y para todos los puntos de la
malla, se verifica que:

k
max | - ¢ | < .000001 (5.30)

1,3 1.3
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En la Fig, S se representa, en funcién del ndmero de Peclet Pe y segln los
digtintos criterios numéricos, el tanto por ciento de error de la soluciédn
numérica respecto de la solucién analitica (5.27)., Para el caso de mallas
de discretizacidén coincidentes con las 1lineas de corriente del flujo
(criterios CDS#¥, UDS*, EDS#*), el porcentaje de error se refiere al punto
de coordenadas (R=1.5, 8 =n/4); los resultados numéricos se han cbtenido
con una malla de 21x11 puntos (231 en total de los cuales 60 corresponden
a puntos del contorno).

En esta misma figura se ha representado, para el caso de wallas de
discretizacidén rectangulares (criterios CDS, UDS, EDS), el porcentaje de
error de la solucibén numérica respecto de la analitica en el punto de
coordenadas (R=1.56,6 =1/4); los resultados numéricos se han obtenido con
una malla de 21x21 puntos (de log cuales 259 puntos son del dominio; de
estos 63 corresponden a puntos del contorno). Los posibles errores
derivados del tratamiento de contornos irregulares son evitados al tomar
como puntos del contorno (valor de ¢ conocido) los mas préximos a las
fronteras y situados en los nodos de la malla.

En la Fig. 6 s€ representa el porcentaje de error que se deriva del empleo
de los criterios numéricos CDS#, UDS* y EDS* en el punto de coordenadas
(R=1.5,0=n/4). A diferencia de la Fig. 5, los resultados numéricoa han
sido obtenidos con una malla de discretizacién de 11x6 puntos.

Como ya era de esperar, el rango de convergencia de los esquemas CDS y
CDS* es muy limitado (Pe < 30, cf. Fig. S y 6), a pesar del empleo de
factores de subrrelajacién.

Variacidn escalonada de ¢ a la entrada del dominio

En el apartado anterior la resolucién de 1la ecuacién de la conveccién
difusién se realizd para las condiciones de contorno que se derivan de la
expregion (5.27). En este apartado emplearemos las siguientes condiciones

de contorno:
(R=1.0%1.5, 6=0) —s 9= 0.0

(R=1.5+2.0, 6=0) — 9= 1.0
(5.31)
(R=1.0, 0=0%n1/2) — &= 0.0

(R=2.0, 0=0:7/2) — &= 1.0

Para esta gituacién no se dispone de la solucién analitica de la ecuacién,
excepto 8i el coeficiente de difusién I’ es nulo; en este caso se
verificara que @ = 0.0 para (R=1.041.5, 0 =02n/4) y ®=1.0 para
{R=1.542.0, 6 =0+n/4).

En las Fig, 7a, Fig. 7?b y Fig. 7c se representan los valores de ¢

obtenidos segin los distintos esquemas numéricos, en los puntos de
coordenadas (R=1.0¢2.0, 6 =x/4). Dichas figuras corresponden a valores del
nimero de Peclet (definido segln la expresién 5.29) de 50, S00 y al caso
de TI'=0 respectivamente.

En 1las Fig. 7a y Fig. 7b 1las 1lineas continuas se han obtenido



179

numéricamente wmediante el esquema EDS¥ y con una malla de discretizaciédn
de 65x34 puntos; en la Fig. 7c la linea continua corresponde, como se
indicé anteriormente, a 1la propia solucién analitica. En las tres
figuras, los valores puntuales de ¢ han sido obtenidos numéricamente con
mallas de discretizacién de identica densidad que la empleada para los
regultados de la Fig. 5.

5.3.2 Segundo ejemplo: £fluio ep un wanantial

Este segundo ejemplo correspande al flujo representado en la Fig. 3, en donde
la distribucidén de velocidades estd definida en la forma [81:

_ _A (5.32)
Vr = 27r ’

A diferencia del ejemplo anterior las lineas
de corriente estédn distribuidas radialmente,
mientras que las ortogonales estan formadas
por circulos concéntricos.

Fig. 3 Geometria y coordenadas (¢,7) del
segundo ejemplo de resolucidn (manantial).

De proceder de forma andloga a la indicada en el apdo. 5.3.1a se obtiene una
funcidn del tipo:

-~

1/Pe .
r + C26+ C3 (5.33)

¢ = C,

la cual, para la distribucién de velocidades (5.32) y para unas condiciones de
contorno adecuadas, es solucién de la ecuacién diferencial (5.24). De emplear
las condiciones de contorno expresadas en (5.26), la ecuacion (5.33) toma la
forma:

P
_l-R° 20,
¢ = T%s * 7 %3 (5.34)
1 - R,

en donde las variables adimensionales ®y R, y el pardmetro Pe se han definido
en la forma indicada en (5.28) y (5.29).

La integracién numérica se ha efectuado para unosg valores de @3.5 y Rp= 2.0;
las condiciones de contorno son las que se derivan de la propia expresion
(5.34).

En la Fig, 8 se representa el porcentaje de error, en funcién del nlmero de
Peclet Pe y segin los distintos criterios numéricos, en el punto de
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coordenadas (R=1.355, 8 =n/4). Los resultados referentes a los criterios CDS¥,
UDS* y EDS*¥ han sido obtenidos con wuna malla de discretizacién de 11x21
puntog, mientras que para los resultados correspondientes a los esquemas
numéricos CDS5, UDS y EDS las mallas de discretizacién utilizadas fueron de
21x21 puntos. La técnica iterativa de resolucién de las ecuaciones discretas
asil como el criterio de convergencia son los indicados en el apdo. 5.3.1a.

5.3.3 Tercer ejemplo: fluwjo alrededor de un cilindro

El flujo potencial incompresible alrededor de un cilindro se caracteriza por
una distribucidén de velocidades de la forma (83:

r? (x2 +y2) 2vor1xy
vxzvo[l_ 12 22] Vy=_..____._2 {5.35)
(x"+y") (x2+y2)

siendo r, el radio del cilindro y v, la velocidad del flujo en las zonas
alejadas del cilindrao.

Las lineas de corriente y sus ortogonales, correspondientes a  dicha
distribucién de velocidades, son las representadas en la Fig. 4. Las
condiciones de contorno elegidas para la resolucidén numérica de este caso son
gimilares a las empledas en el apdo. S§.3.1b; dichas condiciones son:

(x=0, y=1.5+2.0) — 0= 0.0; (x,y)esCi—~—®= 0.0

{x=0, y=2.0:2.5) — 0= 1.0; (x,y)ezCS-—®= 1.0

L

Ce

2.5

Ci
€ cs

1.5

Cj X
Fig. 4 Geometria y coordenadas (¢,7) del tercer ejemplo de
resolucién (flujo alrededor de un cilindro).

Para el caso de coeficiente de difusién nulo, el valor de @ se wantiene
congtante a lo largo de cada linea de corriente. En la Fig. 9 se representa,
para el caso de I'= 0, los valores de ¢ obtenidos numéricamente segin los
esquemas UDS* y EDSs, La malla de digcretizacion generada fue de 33x13
puntos. La linea continua representa la solucién exacta.
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uDS
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- + //,i?-—
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ol O UDSe + UDS
L R . s EDS* x EDS
e\ EDS
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- X
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+
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Fig. 5 Porcentaje de error, segin los distintos criterios numéricos,
en el primer ejemplo de resolucién {(vértice).

10
i + e COS»
i + UDSe
| x EDSe
e sl Kﬁ‘
- — . +
_ -— EDSe UDS /EDS
OF X .\“‘;\\\\‘*~— + X 4
1 1 10 100
Pe

Fig. 6 Porcentaje de error, segln los criterios numéricos CDS#, UDS#*
y EDS%, en el primer ejemplo de resolucién (vértice).
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a
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z Fig. 7a Valores de la variableo,
L + correspondientes a log puntos si-
. . tuadosg en (R,0=7/4) y para Pe=50,
0 g/m en el primer ejemplo de resolucidn
1 L 1 1 L | I ) (vértice).
1 15 2
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1
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Fig. 7b Valores de la variable®, |
correspondientes a los puntos gi- x
tuados en (R,0=7/4) y para Pe=300, g S
en el primer ejemplo de resolucidn 1 L ' ) 1 N g L )

3 1
{vértice). R
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X
- X
Fig. 7¢ Valores de la variable @, X
correspondientes a las puntos si- x
tuados en (R,0=n/4) y para [I= 0, ”
en el primer e)emplo de resolucién A A A , , , |
{vértice). 1 15 2
R
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Fig. 8 Porcentaje de error, segin los diferentes criterios
segundo ejemplo de resolucidn

numéricos, para el
(manantial).
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- A UDS, /EDS
* »
o I
St
Fig. 9 Valores de ®, en la zona de sa- i
lida Cf, en el tercer ejemplo de reso~- A—A—A—A—A—A-
lucién (flujo alrededor de un cilindro). P S S S S S P S
0 5 10 15 20
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CONCLUSIONES

De la contrastacién de los esquemas numéricos indicados ge desprenden las
giguientes conclusiones:

- La precigién de los resultados obtenidos segln los tres criterios numéricos
adaptados a mallas de discretizacién coincidentes con las lineas de
corriente del flujo, ha sido superior a la que se consigue empleando mallas
de discretizacién rectangulares. Se constata que los errores de
truncamiento asociados con dichos criterios numéricos son reducidos al
emplear determinados tipos de mallas de discretizacién.

- El esquema CDS* es muy preciso en su rango de convergencia (bajos ntmeros
de Peclet), si bien el esquema EDS* presenta un mismo orden de precisibn e
iacluso superior. De otra parte, mientras los esquemas UDS* y EDS* son
incondicionalmente estables, el CDS®* estd sujeto a inestabilidades
numéricas siendo preciso recurrir a técnicas de subrrelajacién a fin de
obtener soluciones convergentes en un rango mds amplio de ndmeros de
Peclet.

- A elevados numeros de Peclet los esquemas UDSx y EDS* se han comportado de
manera idéntica, proporcionando unos resultados muy precisos.

- Para los ejemplos ensayados, de los tres criterios numéricos (CDS*, UDS* vy
EDS*) el mi&s apropiade ha resultado ser el EDS%, dando unos resultados muy
precisos en un amplio rango de nGmeros de Peclet. Ello, de otra parte, no
es sorprendente teniendo en cuenta que las hipbtesis establecidas (cf.
inicio apdo. 5.3) favorecen la precisién de dicho esquema numérico.
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NOMENCLATURA

a; Coeficientes en ecuacidn de discretizacién (5.20).

a,b Coeficientes de linearizacién del término fuente, ec. (5.11).

Yectores unitarios tangentes en cada punto a lag lineas coordenadas ¢

y 71 respectivamente

d_;,d,; Distancia, medida sobre la coordenada ¢, entre los  puntos

(i-1,3)-(41,3) y (i, 3)-(i+1,3J) respectivamente.

Distancia, medida sobre la coordenada 7, entre los puntos

(1, 3-1)-(4,3) y (i, 3)-(i,3+1) respectivamente.

quzt”2bistancia, medida sobre la coordenada €, entre los puntos (-i/2)-(i, )
y (i, 3)-(+1/2) respectivamente.

im,dfuzDistancia, medida sobre la coordenada 7, entre los puntos (-3/2)-(i,3)
y (1,3)-(+3/2) respectivamente.

e Porcentaje de error de la solucién numérica respecto a la analitica,
e = 100:®num- @ ana|/ @ ana.

exp(z) Notacién equivalente a e?Z.

d_.,d

_j 14 +j

d

F Término fuente.

gij Componentes del tensor métrico contravariante. Si  coordenadas
curvilineas ortogonales gij = O para i # 3.

h Entalpia especifica.

hy,h, Factores de escala, h; =./g;; .
Término combinado de conveccién-difusidn, ec. (5.3).
J1»J2 Componentes del vector J en las direcciones definidas por los vectores

unitarios b;.

m Flujo mésico.
p Presién,
Pe Namero de Peclet, ec. (5.29).

Pey Nomero de Peclet correspondiente al punto k/2 de la malla;
k = +i’ -i' +J' -Jc

q! Coordenadas curvilineas; q'=€¢, q2= 7.

Sk/2 Superficie de la cara correspondiente al punto k/2 del V.C.,
k = +i,-1,+3,-3.

t Tiempo.

T Temperatura

v Vector velocidad.

Vi Vy Componentes cartesianas de la velocidad.
Componente radial y tangencial de 1la velocidad en coordenadas

cilindricas.
vy, vV, Componentes de la velocidad en las direcciones definidas por los

0 (] Fag Fud -
vectores unitarios b, y b, respectivamente.

Vi Volumen de control asociado al punto (i, 3) de la malla.
X,Y Coaordenadas cartesianas.

q, Calor generado por focos internos.

r,0 Coordenadas cilindricas.

R Radio adimensional, ec. (S5.28).

Coeficiente de difusién.

7 Coordenadas curvilineas ortogonales.
Conductividad térmica.
Intensidad del vdrtice o del manatial.
Densidad.

S >0



186

Variable ¢ en forma adimensional, ec. (5.28).
Variable dependiente en la ec. de la conveccién-difusién (5.2).
Funcidén de disipacién.

Nota: Los criterios numeéricos “central, wupwind and exponential
difference" adaptados a mallas de discretizacién coincidentes con las
lineas de corriente del flujo y con sus ortogonales, se indican
mediante la notacidn CDS#, UDS¥ y EDS«,

La aplicacién normal de dichos criterios a mallas de discretizacién
rectangulares se ha indicado por la notacién CDS, UDS y EDS.
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CONCLUSIONES GENERALES

En

En

En

lo que se refiere a la resolucidén de la regién de flujo potencial (cap. 2):

En la resolucién numérica de flujos a través de dominios de geometria
irregular, la discretizacién del dominio por mallas adaptables a los
contornos posibilita un tratamiento mds sencillo y general que el que se
deriva del empleo de mallas de discretizacidn rectangulares.

La precisidn de los resultados obtenidos estd condiciocnada por el tipo de
malla generada y por los esquemas numéricos utilizados en la discretizacién
de las ecuaciones. El empleo de mallas con discontinuidades o con una
digtribucién irregular de lineas, incrementa el orden de error del método
numérico. De entre los esquemas numéricos probados, resulta aconsejable el
empleo de esquemas de tipo integral (i.e. las ecuaciones de discretizacidn
son obtenidas de efectuar el balance apropiado sobre voldmenes de control
finitos), pues de esta forma se consigue una mejor interpretacién fisica de
los criterios numéricos adoptados asi como un tratamiento mds sencillo de
las condiciones de contorno.

Los coeficientes wmétricos, a pesar de que ©puedan ser conocidos
analiticamente, es conveniente que sean evaluados numéricamente y segtn
criterios de aproximacién de las derivadas andlogos a los empleados para la
variable dependiente.

En situaciones en donde sea posible utilizar el potencial de velocidad o la
funcién de corriente, es aconsejable el emplec de esta Gltima por cuanto la
rapidez de convergencia es muy superior y, en general, la precisién en los
resultados es mayor.

A medida que aumenta el nGmeo de Mach pueden presentarse problemas de
convergencia, siendo conveniente el emplea de adecuados factores de

subrrelajacidn para las velocidades.

lo que se refiere al cdlculo de las capas limites (Cap. 3):

El método empleado es bastante general, permitiendo el analisis de la capa
limite lawinar y turbulenta en flujos con propiedades fisicas variables.
Tambien permite considerar la posibilidad de distribuciones arbitrarias de
velocidad y temperatura en el contorno exterior de la capa limite, asi como
digtribuciones arbitrarias de temperaturas y/o flujos calorificos en la
pared.

El esquema numérico presenta una rdpida convergencia y proporciona unos
resultados suficientemente precisos con mallas relativamente poco densas.

lo referente a la resolucién conjunta zona potencial-capas limites

(Cap. 4):

El método resulta potente por cuanto permite la obtencién de 1la
distribucidén de velocidades, presiones y temperaturas en todo el dominio
del flujo; ello posibilita la determinacién de 1la friccién y de la
transferencia de calor en los contornos.
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La resolucién de la regién de flu)o potencial mediante la generacién de
coordenadas curvilineas adaptables a los contornos, confiere gran
flexibilidad al esquema numérico; esta caracteristica ha permitido el
desarrollo de un scftware de caracter general, facilmente adaptable a
diferentes configuraciones de flujos.

Debido al tipo de interaccién que se establece entre la 2zona potencial vy
lag capas limites durante el proceso iterativo de resolucién, el empleo de
adecuados factores de subrrelajacién para la evaluacién de los espesores de
desplazamiento acelera la convergencia del método.

Referentes a la resolucidén de la ecuacién de la energia escrita en la forma de
la ecuacidén de la conveccidn difusidn (Cap.5):

La precisién de los resultados obtenidos segln los tres criterios numéricos
CDS, UDS y EDS, adaptados a mallas de discretizacién coincidentes con las
lineas de corriente del flujo, ha sido superior a la que se consigue
empleando wmallas de discretizacién rectangulares. Se constata que los
erroregs de truncamiento asociados con esos criterios numéricos  son
reducidos al emplear determinados tipos de mallas de discretizacion.
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ACTUACIONES FUTURAS

A medio plazo se han previsto las siguientes lineas de actuacién:

Generalizacién de la resolucién de flujos potenciales, mediante el empleo
del potencial de velocidad y en base a la generacién de coordenadas
curvilineas adaptables a los contornos, a situvaciones de flujo
tridimensional. Cabe pensar que la experiencia adquirida en el estudioc de
log diferentes criterios de discretizacién de las ecuaciones para el caso
bidimensional, sera directamente extrapolable al caso tridimensional; es
por ello que el esfuerzo en este sentido se centrard, probablemente, en las
técnicas de generacidn de mallas de discretizacidn tridimensionales.

Puesta a punto, para el caso de capas limites bidimensionales, de modelos
de turbulencia que empleen una ecuacidn diferencial (en la que la variable
dependiente sea una cantidad turbulenta, e.g., modelo k-L), o bien dos
ecuaciones diferenciales (e.g., modelo k-¢). Los resultados obtenidos se
contrastaran entre si y con los que se derivan del modelo de turbulencia
empleado en el capitulo 3.

Resolucién de las capas limites tridimensionales, laminares y turbulentas,
en base a criterios numéricos y modelos de turbulencia andlogos a los
empleados en el capitulo 3.

Resolucién directa de las ecuaciones de conservacibén en todo el dominio
para flujos laminares y turbulentos. En una primera fase se partird de la
experiencia ya adquirida en la resolucién directa de las ecuaciones de la
funcidén de corriente-vorticidad (cf. ref. [36) en Cap.l), generalizandose
el estudio a flujos turbulentos mediante la aplicacién de modelos del tipo
k-e. En una segunda fase se realizard la puesta a punto de los algoritmos
numéricos SIMPLE (’Semi-Implicit Method for Pressure-Linked Equations’) vy
SIMPLER (’SIMPLE Revised’) de Patankar y Spalding, generalizados a mallas
de discretizacién adaptables a los contornos. Se aplicard el criterio de
resolucién de la ecuacién de la energia indicado en el capitulo 5. El
analisis de la turbulencia se realizard en base a modelos tipo k-e.

Resolucién y verificacién experimental del ejemplo del flujo en una
canalizacién (cf. apdo. 4.3, Situacidén B) considerando la naturaleza
tridimensional del flujo. El estudio se efectuard mediante la resolucién
conjunta =zona potencial-capas limites. Una vez superado este estadio, se
intentard la resolucidn directa de las ecuaciones en todo el dominio en
bagse a los criterios anteriormente comentados.

Para una mads precisa verificacién experimental, debera completarse la
ingtrumentacién actualmente existente en la unidad de ensayo; ello
permitird realizar una mejor estimacién de las condiciones del flujo:
distribucién de velocidades a la entrada del dominio, formacién de las
capas limites, localizacién experimental del punto de transicién, grado de
turbulencia de 1la corriente, etc. De otra parte, se hace necesaria una
adecuada automatizacidén en la recogida de datos, dado el previsible
incremento de puntos de lectura.
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