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NOTACION

NOTACION UTILIZADA

Referencias:

( ) : Expresiones mateméaticas
{ } : Apartados de la tesis

{ 1 : Referencias bibliograficas

Simbolos matemadticos y variables:

4 : (identidad) definicién de una variable o funcién
* . convolucién uni o multidimensional

<a,b> : producto escalar

flall = <a,a>1/2 : norma

), ()” partes real e imaginaria de un complejo

w = 2nf : pulsacién o frecuencia angular

i : permeabilidad magnética

€ = g’ ~je” : permitividad eléctrica compleja (variacién temporal: ert) (y
k = w vV pe  : ntmero de onda

Mo,€0,ko : valores del medio de referencia

C =1 - £/¢go : contraste de permitividad de un dieléctrico

G : funcién de Green

E,Eo,Es = E - Eo : campo eléctrico total, incidente y dispersado

Jn,Hrlx),szm): Funciones de Bessel 1° especie, Hankel 12 y 2° especie de orden n

1 En law tesis se ha adoptado wuna varlaclén temporal de los campos Yy corrientes
segin e habltual en Ir_\ﬁel?éer(a, lo que implica un signo negativo para la
parte %r;xaglnarla de €&, e para  describir una onda plana  progéndose seguin
+Z, Hn (kr) para describir ondas cilfndricas propagéndose hacla el exterior

etc. Sin embargo existen muchos trabajos en los que se adopta un fasor
temporal e_w hablitual en déptica, lo que da lugar a camblos de signo en Ila
parte imaginaria de la permitividad y exponenciales describiendo propagacidn
segin un eje ademis de camblo de especie en las funciones de Hankel.
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(x,2) o (p,¢) o (x,y,2)..

g as : ! . 2 >
A(r) : dominio espacial de una funcién, r

(nx,nz} o (¥,n) o (nx,ny,nz)

K(?)’) : dominio espectral de una funcién, '7;)

F, ' transf. de Fourier directa e inversa, N dimensiones {Ap.A}

~ o o« .—).-—; N
FLAD) ) = A = J' AR) &7 Tap
-0

! 4] R )
FTUAD ) = AR) = —L Nf AG) ST g3
(2m) -0

3

¥, #7': transformada de Hankel bidimensional directa e inversa {Ap.A}

o0 27 .
® { Alp,p) } = K(z.n) = 1/2n J j Alp,9) € 3 Jn(yp) de pdp
0 0

. 0 00 .
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i
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1. INTRODUCCION

CAPIiTULO 1 INTRODUCCION, ANTECEDENTES HISTORICOS Y PLANTEAMIENTO DE LA TESIS

1.1 Introduccién

En 1895 el descubrimiento de los rayos X por K.Regentgen y su aplicacién
inmediata a la medicina, permitié6 por primera vez la visualizacién de zonas
internas de cuerpos por medios no invasivos. Durante décadas el avance en
radiografia consistié bédsicamente en la mejora de los componentes de los
equipos. En paralelo los médicos desarrollaron técnicas para visualizar las
zonas de interés mediante la administracién de sustancias contrastantes. Sin
embargo el principio de funcionamiento era el mismo y la imagen consistia
basicamente en la ‘"sombra" producida por el cuerpo sobre la radiacién
incidente.

A partir de los afios 50 comienza la era de la instrumentacién de
diagnéstico. El  desarrollo de la electrénica. y los ordenadores digitales,
permitié complementar el sensor que interacciona con el cuerpo, con sistemas
de tratamiento de sefial y formacién de imdgenes. Ingenieros y fisicos jugaron
un papel dominante en este proceso. Las primeras técnicas desarrolladas fueron -
la medicina nuclear y los ultrasonidos. Posteriormente la aparicién de la
tomografia axial computerizada de rayos X a principios de los 70, y maés
recientemente la resonancia magriética nuclear, han permitido obtener imdagenes
de gran calidad, proporcionando informacién hasta entonces sélo accesible
mediante cirugia exploratoria. El avance en este campo continda en la
actualidad, con el perfeccionamiento de los sistemas existentes y Ia
investigacién de nuevas técnicas de obtencién de imagen.

E]l empleo de sensores diferentes proporciona imagenes que corresponden a
propiedades fisicas distintas, lo que asegura su complementariedad. Por
ejemplo algunos detalles de la estructura interna de cuerpos no detectables
con una técnica, pueden visualizarse con otra. De ahf{ el interés en
desarrollar nuevos sensores con los sistemas de formacién de imagen
apropiados. Los ultrasonidos proporcionan. imégenes de las propiedades
mecanicas de los tejidos, los rayos X muestran el nivel de opacidad a dicha
radiacién y los sistemas de RMN caracteristicas del spin nuclear del Aatomo.
Otros métodos en investigacion son la tomografia por positrones, tomografia de
impedancias y tomografia de microondas objeto de esta tesis.

En un sistema activo de obtencién de imagenes de cuerpos por microondas,
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el objeto a visualizar se ilumina con un campo incidente, y se miden los
campos dispersados. Procesando esta informacién con algoritmos de
reconstruccién, es posible visualizar las propiedades dieléctricas del cuerpo.
Al ser la permitividad una magnitud compleja, se obtiene mayor informacién que
con otras técnicas escalares. La tecnologia empleada en un sistema de
microondas es comdin a sistemas de comunicaciones y radar, bien conocida y de
bajo coste. Una ventaja adicional del uso de microondas deriva de su caracter
no ionizante, por lo que el riesgo de dafiar los tejidos es minimo a condicién
de utilizar iluminaciones de baja potencia. Esta cualidad permitiria la
aplicacién de un sistema de microondas en la monitorizacién continua de
pacientes. ‘

Las caracteristicas méas relevantes de los cuerpos Dbiolégicos a
frecuencias de microondas son sus pérdidas elevadas y una fuerte
inhomogeneidad debida a la disperéién en la permitividad de los diferentes
tejidos. Una propiedad interesante es la dependencia de 1la constante
dieléctrica del agua con la temperatura, lo que permite obtener imdgenes
térmicas. Las pérdidas de los tejidos aumentan rapidamente con la frecuencia.
El margen de frecuencias utilizable en la exploracién biolégica es de 0.5 MHz
a 4 GHz dependiendc del tamafio del <cuerpo y del compromiso
atenuacién-resolucién adoptado. La elevada permitividad del agua, principal
componente de los tejidos, acorta la longitud de onda en un factor de 9
respecto al aire aproximadamente. Esto supone resoluciones del orden de
algunos c¢cm o mm dependiendo de la frecuencia. En aplicaciones de andlisis no
destructivo de materiales, las frecuencias a utilizar vendran impuestas por su
comportamiento dieléctrico y resoluciones deseadas, por ejemplo para pldsticos
y cerdmicas pueden utilizarse frecuencias de hasta 30GHz o mds, para obtener

resoluciones de varios mm.

1.2 Antecedentes histéricos

La investigacién en sistemas de exploracién por microondas para
aplicaciones biomédicas, comenzdé a finales de los afios 70 en que los doctores
Larsen y Jacobi obtuvieron las primeras imdgenes de un rifién de perro [1].
Para ello realizaron un barrido mecédnico del érgano con dos antenas
enfrentadas, midiendo el acoplamiento entre ellas. El tiempo de adquisicién

era de varias horas. En 1981 el Prof. Hermert investigé Ila utilizacién de
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1.INTRODUCCION

algoritmos de tomografia de rayos X a frecuencias de microondas [2]. Los
resultados indicaron que los algoritmos basados en la propagacién rectilinea
de la radiaciéon no eran adecuados, debido a la fuerte difraccién producida
cuando la longitud de onda utilizada es comparable a las dimensiones del
cuerpo. Posteriormente se han desarrollado sistemas de medida basados en
agrupaciones planas de antenas, para minimizar el tiempo de adquisicién [3].
También se han sentado las bases teéricas de la reconstruccion de cuerpos
dieléctricos teniendo en cuenta la difraccién y utilizando apf‘oximaciones de
dispersién débil [4]. La cémara de microondas desarrollada recientemente por
el grupo del Prof. Bolomey wutiliza una agrupacién plana de 32x32 elementos y
la medida se realiza mediante el método de la dispersiéon modulada [5]. E}
tiempo de adquisicién es del orden del segundo. La imagen se obtiene mediante
un algoritmo de retropropagacién [6). Dicho sistema ha sido empleado con éxito
en la formacién de imdagenes de érganos aislados, imdgenes de irrigaciéon de
érganos, cambios de temperétur‘a y de contenido acuoso de un modelo de pulmén
[5,7,8] {8.5}.

Para obtener tomografias axiales de cuerpos es necesario un namero
elevado de direcciones de iluminacién o vistas, al igual que ocurre en los
'scanners’ de rayos X. Para ello las agrupaciones planares requieren rotacién
mecanica del cuerpo o de la agrupacién, lo que dificulta la medida. Esto puede
evitarse en principio mediante una agrupacién envolvente utilizando
commutacién de elementos y algoritmos adaptados a la geometria de medida. Esta
posibilidad no habia sido ensayada, probablemente por los problemas que
plantea a nivel de sistema y algoritmos de reconstruccién, y constituye la
idea de partida del trabajo de investigacién realizado.

Los primeros trabajos en el grupo AMR sobre tomografia arrancan en 1984,
en 1985 se conceden sendos proyectos de investigacion de la CAICYT y el FISS
con una duracién de tres afios, destinados a subvencionar diferentes tareas de
evaluacién de esta técnica y sus aplicaciones biomédicas.

En la primavera de 1986 fecha en que empieza mi trabajo en el tema se
habfa iniciado la construccién de un prototipo cilindrico de tomografia, en
concreto la agrupacién de medida y algunos subsistemas. Los aspectos de
arquitectura de radiofrecuencia y la compatibilidad electromagnética del
sistema, basicos en tomografia de microondas, no habian sido estudiados y
debian resolverse. En paralelo se habfa desarrollado un algoritmo de
reconstruccién para geometrias cilindricas basado en una aproximacién de

primer orden. El disefic y evaluacién de algoritmos capaces de reconstruir
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cuerpos de alto contraste y pérdidas elevadas, era un tema pendiente de
estudio que debia atacarse mediante simulaciones numéricas y experimentalmente
una vez el prototipo estuviera operativo. Finalmente la escasez de estudios
experimentales sobre las aplicaciones clinicas de la tomografia de microondas,
aconsejaban dedicar un esfuerzo importante a la realizacion de medidas de
maquetas y cuerpos bioldgicos ’in-vive’, con el propésito de realizar una
evaluacién veraz de la técnica. Estos son a grandes rasgos los problemas
planteados sobre los que se ha centrado el trabajo de investigacién y la
contribucién de la tesis.

En la primavera de 1987 finaliza la realizacién de un primer prototipo de
tomografia de microondas «con geometria cilindrica para aplicaciones
biomédicas. Desde entonces se realizan trabajos de evaluacién y mejora del
prototipo mediante simulaciones y medidas experimentales de maquetas y cuerpos
’in vivo’. La hipétesis de bajo contraste adoptada en la formulacién de
algoritmos inversos, en general no es valida para cuerpos biolégicos. Por este
motivo, se ha dedicado un esfuerzo importante a la investigacién de nuevos
algoritmos basados en aproximaciones de orden superior.

Un aspecto relevante en este trabajo es la colaboracién mantenida con dos
grupos extranjeros dedicados al tema de imagenes por microondas en el marco de
dos acciones integradas, una francesa con el grupo del Prof. Bolomey
{Supelec~Paris) y otra britdnica con el grupo del Prof. Anderson de la Univ.
de  Sheffield. Esta c:ooper'acién,f ha  permitido la interaccién entre
investigadores y la realizacién de algunos trabajos de investigacién que
forman parte de la tesis en Supel'ec y el Institute Curie de Paris y en la

Universidad de Sheffield.

i
i
H
1.3 Planteamiento de la tesis
s ) i 2z .
La tesis se ha estructurado en cuatro bloques bdsicos:
i
* Difraccién de los cuerpos biolégicos (Prob. Directo)
A
* Reconstruccién de cuerpos dieléctm‘cos (Prob. Inverso)
* Configuraciones de medida: definicién de un prototipo cilindrico
* Estudic de las aplicacicnes biomédicas del tomégrafo.

El primer bloque es un estudio de las caracteristicas de difraccién de
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1.INTRODUCCION

los cuerpos biolégicos. A partir de datos publicados sobre la permitividad de
los tejidos, se han caracterizado materiales y mezclas para la construccién de
maquetas dieléctricas de cuerpos {Cap.2}.

El Capitulo 3 trata el problema directo de difraccién, que consiste en el
cédlculo de la interaccion de un objeto con un campo incidente conocido. Su
resolucién, ya sea de forma analitica o matricial, constituye un paso previo
en el estudio de la reconstruccién del objeto a partir de los campos
dispersados (problema inverso). Utilizaremos métodos directos en la evaluacién
numérica de algoritmos de reconstruccién, o como parte integrante de los
mismos. Sin embargo el desarrolio de métodos de resolucién del problema
directo no es un objetivo de esta tesis, sino uUnicamente la aplicabilidad y
- limitaciones de cada uno de ellos al problema de un medio con pérdidas. Por

ello se ha hecho una descripciéon de las técnicas basicas.

En el segundo bloque .se aborda el tema de la obtencién de imagenes a
frecuencias de microondas, diferenciando entre sistemas activos y pasivos
{Cap.4}. La formacién activa de imdgenes se ha situado en el contexto del
problema inverso de difraccién electromagnética, que posee solucién para
objetos de bajo contraste. En la tesis se ha formulado en primer lugar la
reconstruccién de corrientes inducidas o equivalentes bajo dos filosofias:
operadores integrales de focalizacién sobre el campo medido, e inversién de la
ecuacién integral que relaciona corrientes inducidas en el cuerpo con los
campos dispersados. La  permitividad del cuerpo se obtiene a partir de las
corrientes mediante aproximaciones. En este trabajo se estudian en primer
lugar las formulaciones espectrales de ondas planas y modos cilindricos
adaptadas a las geometrias lineales y cilindricas, para seguidamente
generalizar el problema a geometrias de medida y familias espectrales
arbitrarias, mediante el Teorema de Reciprocidad de Lorentz y bajo el
formalismo de ‘los espacios de Hilbert. La hipétesis de bajo contraste adoptada
en la formulacién de algoritmos inversos, en general no es valida para cuerpos
bioldégicos. Por este motivo, se ha dedicado un esfuerzo importante a la
investigacién de nuevos algoritmos, con aproximaciones de orden superior,
concretamente: técnicas de imagen diferencial, métodos de optimizacién,
sintesis adaptada al cuerpo, etc.

La reconstruccién de cuerpos dieléctricos ha sido estudiada
tradicionalmente desde enfoques diferentes y en funciéon de una geometria de

medida especifica, en el Capitulo 4 se ha procurado desarrollar una
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formulacién de métodos de reconstruccién de forma general sin entrar en la
implementacién de los algoritmos fuertemente condicicnada por la geometria de
medida. La realizacién de los algoritmos se ha considerado parte del sistema
de medida y se estudian en el bloque siguiente. Las técnicas de reconstruccién
empleadas son de tipo hologrifico y comparten una base teérica comin con los
métodos de alta resolucién y apertura sintética en radar, medida de antenas y
deteccién de objetos enterrados. Por ello la formulacién desarrollada en este

trabajo puede ser trasladada a otros campos de aplicacion sin dificultad.

El tercer bloque se ha dedicado al sistema de medida que comprende la
agrupacién de antenas, redes de distribucién, susbsistemas de microondas y
control, ademas del software de adquisicién, calibracién, y - el algoritmo de
reconstruccién {Cap.5,6}. El Capitulo- S se ha dedicado a los sistemas planos
como paso introductorio a los sisiemas cilindricos que se estudian en el
Capitulo 6. A diferencia de los sistemas planos, en un sistema cilindrico
existe una Unica agrupacién, actuando simultdneamente antenas emisoras y
receptoras. La deteccién de sefiales en estas condiciones requiere una
arquitectura de radiof.r*ecuencia adecuada, con elementos no reciprocos, y el
uso de técnicas de modulacién y deteccién sincrona a varias frecuencias. De
este modo, la informacién puede separase de las interferencias mediante
correlacién. ;

En el apartado de algoritmos se particularizan los resultados generales
del Cap.4 segin las caracteristicasé del sistema, por ello existen numerosas
referencias a resultados anteriores.)’\ No obstante para mantener una cierta
integridad de los Capitulos S y 6 se han reescrito algunos resultados para dar
continuidad a la lectura, a costa de uina cierta redundancia.

A partir de un estudio de cdmpatibilidad electromagnética, teniendo en
cuenta la tecnologia disponible, se ha disefiado un prototipo, actualmente

operativo, y que ha sido evaluado expérimentalmente {Cap.7}.
j

El cuarto bloque comprende la investigacién experimental y mediante
simulacién de las aplicaciones biomédicas de la tomografia por microondas
{Cap.8). Se describen las simulacic{nes numéricas realizadas, los resultados
experimentales sobre una maqueta de cabeza, y los resultados sobre cuerpos
’in-vivo’; en particular imdgenes absolutas de la mano y brazo humanos, ademads
de imdgenes diferenciales del contenido sanguineo del brazo. También se

incluye la actividad experimental realizada durante una estancia en el
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1.INTRODUCCION

Institute Curie (Paris), sobre la aplicacién de sistemas planos en la
visualizacién de edemas pulmonares.

A partir de la experiencia acumulada con el prototipo realizado, se
proponen las Ifneas generales de un sistema  clinico para tomograffa de
microondas {Cap.9}. Finalmente se presentan las conclusiones que se desprenden
de este trabajo y los temas en los que se debe profundizar para su

continuacién {Cap.10}.






2.DIELECTRICOS

CAPITULO 2 CARACTERISTICAS DIELECTRICAS DE LOS CUERPOS BIOLOGICOS

El conocimiento de las caracteristicas eléctricas de los materiales
biolégicos permite simular numéricamente la difraccién y reconstruccién de
cuerpos. Por otra parte los mdargenes esperables de constante dieléctrica y
atenuacién son datos necesarios en la definicién de un sistema de tomografia.
Para ello se ha realizado una recopilacién de datos publicados de diversos
tejidos y frecuencias.

Para comparar las imdgenes obtenidas con la estructura real de los
cuerpos, es interesante construir maquetas a partir de materiales
eléctricamente equivalentes a los biolégicos. Para ello se han desarrocllado
métodos de medida de dieléctricos que han permitido obtener liquidos y geles
con las caracteristicas dieléctricas similares a varios materiales basicos

como la grasa, hueso, musculo, sangre, etc.

2.1 Terminologia

En este trabajo utilizaremos la permitividad relativa compleja para
describir el comportamiento dieléctrico de los materiales, ésta se define en

funcién de la constante dieléctrica relativa er y la conductividad ¢ como

[
W Eo

(2.1)

€ =g’ -~ jer” = gr’ ~

€0 = 1/36m - 107° F/m es la permitividad del vacio y w = 2rnf es la pulsacién
correspondiente a una variacién temporal de los campos segin el fasor ejwt. La
parte real de € es la constante dieléctrica. La parte imaginaria es
responsable de las pérdidas de dicho material, que pueden caracterizarse de
forma alternativa mediante la tangente de pérdidas tgd = £”/g’. La propagacién
en un medio se describe utilizando el nimero de onda k que en general es

complejo, sus partes real e imaginaria vienen dados por (9]

k=wvVpu ; Jjk=a+ jB (2.2)

o« =w /1 e /2 [V 1+ (e”/e”)? - 1] (2.3)



B=uw ‘/1. e’ /2 [1/ 1+ (e”/e')% + 1] (2.4)

i es la permeabilidad del material que en el caso bioldégico es habitualmente
la del vacio po = 411-10_7 H/m. « es la constante de atenuacién en Nep/m, que
puede obtenerse en dB/m como 8.686-«. B es la constante de fase en radianes/m.

Estas expresiones pueden aproximarse para bajas pérdidas por [9]
w=ke"/2e’ ; BxkI(l+1/8e”/e’)] sie"e'« 1 (2.5)

donde k = w vV pe’.

2.2 Medida de dieléctricos

Existen diversos métodos para medida de dieléctricos a frecuencias de
microondas basados en la utilizacién de lineas de transmisién, guias de onda y
cavidades resonantes. En nuestro caso era deseable un método de medida de
banda ancha, rapido y simple. La precisién requerida no era critica, pudiendo
tolerar errores del orden del 5%, dada la importante dispersién de
permitividad de los tejidos depqhdiendo de las condiciones de medida,
irrigacién, etc. Uno de los métodosi‘ usuales de medida consiste en colocar una
muestra de material en el interiof: de una linea coaxial, o guia de ondas
terminada en cortocircuito. La pér‘mitividad puede calcularse a partir del
coeficiente de onda estacionaria mgdido en la linea. El método requiere una

muestra de dimensiones precisas {siendo critica su posicién. Una técnica

alternativa adecuada para liquidos, 6 consiste en la medida del coeficiente de
transmisién de una linea coaxial :rellena de material [10}. Este método se
evalué construyendo una linea coaxia‘ de 3 mm de radio interno y unos 3 cm de
longitud. El coeficiente de transmigién se midi6 con un analizador de redes
HP8410B con correccién de er‘ror‘ess realizando un barrido de frecuencia. El
método fue evaluado comparando los%r‘esultados obtenidos para el agua destilada
con los publicados por Von Hippel El[ll], mostrando una buena concordancia en
media con un rizado superpuesto qtie se atribuyé a errores en la medida del
coeficiente de transmisién. La precisién obtenida era del orden del 5% en la
constante dieléctrica.

Para la construcciéon de maquetas puede ser interesante el empleo de

materiales sélidos o geles por su capacidad de autosustentacién y mejor
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2.DIELECTRICOS

conservaciéon. Por ello era necesario desarrollar un método de medida adecuado
para estos materiales. Uno de los métodos mas utilizados para materiales
bioldégicos, se basa en la medida del coeficiente de reflexién de un coaxial
terminado en circuito abierto que se coloca sobre la superficie plana del

material, como muestra la fig.2.1.

SONDA

ANA [Tg
[t .

Fig 2.1 Sonda de medida de coaxial abierto

Este método posee la ventaja de requerir una sonda pequefia y simple,
permitiendo la medida de sustancias sélidas y liquidas. Un andlisis del método
con r'esultadovs experimentales se encuentra en {12]. La permitividad se calcula
a partir del coeficiente de reflexién ' en el plano de la transicién

coaxial-dieléctrico, mediante la expresién

1-T Cr (2.6)
ijoCo(l +I) Co

Co es la capacidad cuando la linea estd en aire y Cr es la capacidad adicional
debida al campo tangente al dieléctrico del coaxial. ' puede calcularse a
partir del coeficiente I'm medido con analizador de redes en el otro extremo
del cable si se conoce su matriz de pardmetros S. La determinacién de la
matriz de Scattering del cable se realiza midiendo los coeficientes de
reflexién que presenta terminando la sonda con cargas conocidas y resolviendo
un sistema de ecuaciones [13]. Como un cable es un dispositivo pasivo y

reciproco bastard con determinar tres prametros: Sn, S22, y Siz = S21. Las
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terminaciones de  calibracién usuales son el circuito  abierto, el
cortocircuito, y la impedancia que sobre el abierto presenta un dieléctrico
conocido ya que no es posible realizar una conexién fiable a una carga con
conector. Como dieléctrico de calibracién se suele utilizar agua destilada por
su comportamiento dieléctrico bien conocido. ’

Este método se implementé utilizando una sonda construida con cable
coaxial semirrigido de 3.6 mm de didmetro externo y un analizador de redes
HP8410B. El analizador se controla con un microordenador HP8S que también
realiza los cdlculos para la calibracién de la sonda y correccién de medidas.

Los parametros caracteristicos de la ‘sonda utilizada son
Zo=500 ; Co=0.022 pF ; Cr = 0.001 pF

Los resultados obtenidos fueron satisfactorios, aunque persistia el rizado al
barrer en frecuencia observado anteriormente con el método de medida en
transmisién. Recientemente se redisefi® el sistema de medida utilizando un
analizador de redes HP8510B méas avanzado [14] consiguiendo una gran precisién,
repetibilidad y ausencia de rizado en las medidas. La fig 2.2 muestra la

calibracién de la sonda conectada al analizador.

Fig.2.2 Sistema de medida basado en HP8510. Calibracidn de la sonda con agua
destilada
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2.DIELECTRICOS

Los resultados obtenidos para soluciones salinas y alcoholes se
compararon con valores publicados [11], las diferencias fueron del orden del
3 7 en la parte real y 5 7% en la parte imaginaria. La repetibilidad conseguida

en la medida del mismo material es del 1%.

2.3 Caracteristicas dieléctricas de la materia biolégica

A frecuencias de microondas los materiales biolégicos poseen una
permeabilidad similar a la del vacio po, y una permitividad muy variable. La
constante dieléctrica esta fuertemente condicionada por el contenido acuoso
del tejido, por otra parte el agua constituye en media el 70% de la materia
biolégica. Por ello estudiaremos el comportamiento dieléctrico del agua, que a
estas frecuencias responde al modelo de Debye, para seguidamente centrarnos en

los tejidos bioldgicos.

2.3.1 Teoria de relajacién, modelo de Debye

La polarizacién de los materiales tiene una componente electrénica debida
al desplazamiento de la nube electrénica repecto al nicleo positivo y otra
ibnica debido al desplazamiento de los iones de sus posiciones de equilibrio.
El modelo cldsico para las dos componentes es un circuito resonante con
pérdidas. En general la frecuencia de resonancia electrdnica cae en el visible
y la resonancia iénica estd en el infrarrojo. Una contribucién adicional a la
polarizacién que puede ser dominante a frecuencias de microondas e inferiores,
se debe a la tendencia de las moléculas polares a alinearse segin el campo
eléctrico, esto ocurre tipicamente en gases y liquidos aunque puede darse
.también en algunos sélidos. El proceso se contrarresta con la agitacién
térmica, de manera que si cesa la aplicacién de wun campo estatico, la
alineacién se relaja exponencialmente con una constante de tiempo T propia del
material. La constante dieléctrica evoluciona exponencialmente desde un valor
€, con el campo estdtico aplicado, a un valor €, en ausencia de campo, de
forma anadloga a la descarga de un circuito RC. La relajacién constituye un
mecanismo de pérdidas cuando se aplica un campo electromagnético, la

permitividad compleja a una frecuencia angular w viene dada por [15]
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2.7

1 + jwt

Esta expresién se conoce como ecuacién de Debye que estudié la relajacién
polar debida a la orientacién molecular. La constante de tiempo de relajacién
determina una frecuencia caracteristica fo = 1/(2nt). Puede observarse que €,
es la permitividad a f « fo y para f » fo es e, en estos casos las pérdidas
debidas a relajacién son pequefias, éstas alcanzan un maximo a la frecuencia
caracteristica. Cole-~Cole introdujo una modificacién empirica a la expresién
de Debye para tener en cuenta la dispersién de la constante de tiempo de
relajacién del material [16]
€ - €

(4] (<]

€=¢€_+ rat (2.8)
1 + (jwt)

o es el pardametro de dispersién de t. El valor de Tt depende basicamente del
tamafio y forma de la molécula polar, viscosidad y temperatura, resultando en
frecuencias caracteristicas de unos 20 GHz para el agua y del orden del MHz
para las proteinas. En los tejidos biolégicos la estructura celular produce

otros mecanismos de relajacién que dominan a bajas frecuencias.

’

2.3.2 Permitividad del agua

i
i

La permitividad compleja delgE agua puede calcularse a frecuencias de
microondas mediante la expresién de?Debye utilizando los parametros €, E YT
que varian con la temperatura. Algunos autores han propuesto la utilizacién de
(2.8) [17], con un parametro a que a(}:tﬁa como un término de correccién menor y
puede prescindirse de ella sin cometeé errores sustanciales.

La constante dieléctrica de lg"s soluciones salinas puede calcularse con
una expresiéon derivada de la ecuacié;n de Debye, mads un término de pérdidas en
funcién de la conductividad del soluto

t

€57 %n o
e= ¢ + + (2.9)
1 + jwt

En {18] se encuentran los valores tabulados por el NBS de €, ¥ T que dependen
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de la temperatura:

ew = 4.9

eo(T,N) = £o(T,0) - a(N)

T(T,N) = 7(T,0) - b(N)

£,(T,0) = 87.74 - 0.400IT + 9.398-10 ¢ T? - 1.41-10°° T°

7(T,0) = 17.6805 - 0.6086T + 1.0422-10° T? - 8.1105-10° T° (2.10)
a(N) = 1.0 - 0.255IN + 5.1510-107°N® - 6.8890-10°N°

b(N,T) = 0.1463-107°NT + 1.0 - 0.0489N - 0.0297N° + 5.6440-10°N°

donde T es la temperatura en grados °C y N es la normalidad en mol/l. Para la
sal comin existen férmulas que dan la conductividad o en funcién de la

concentracién y la temperatura [18]

oNacI(T,N) =oNac1(25,N) {1.0-1.962-10"%A + 8.08-10"°A% - AN[3.02-107°+
3.922-107°A + N(1.721-10"° -6.584-107%A) ]} (2.11)

donde
A=25-T
oNac1(25,N) = N [10.394 - 2.3776N + 0.68258N° - 0.13538N° + 1.0086-10 °N"]

La grafica de la fig.2.3 muestra la permitividad compleja del agua a 3GHz en
funcién de la temperatura. Los resultados se han obtenide mediante medidas y
tedricamente con las expresiones anteriores, incluyendo los valores publicados
por Von Hippel [11] como referencia.

La sensibilidad térmica de la permitividad del agua es del orden de
-0.5%2 /°C en la parte real y del -2% /°C en la parte imaginaria. La fuerte
dependencia de las pérdidas con la temperatura se debe a la disminucién de la
constante de tiempo T con la agitacién térmica. La fig.2.4 muestra la
permitividad del agua a 25°C con la frecuencia. La parte real decrece
ligeramente, destacando el aumento de la parte imaginaria lo que limita la
utilizacion de frecuencias altas. La presencia de iones hace que las pérdidas
aumenten sensiblemente. Los resultados teéricos y medidas de soluciones de sal
comin se presentan en la fig.2.5 en funcién de la concentracién, los puntos

corresponden a valores publicados por Von Hippel [il].
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2.3.3 Composiciéon y permitividad de los tejidos

La expresiones de Debye permiten el cadlculo de la permitividad de
materiales polares como el agua. En los materiales bioldgicos, la presencia de
otros compuestos y la estructura del tejido resultan en multiples constantes
de tiempo de relajacién. Existen fundamentalmente tres mecanismos de
relajacién responsables de las dispersiones «, B8, 7 dominando cada una de
elfas en margenes de frecuencia diferentes. Las dispersiones a y B dominan a
bajas frecuencias y se deben al intercambio idénico y estructura celular. A
frecuencias de microondas domina la dispersién % debida prinicipalmente al
contenido de agua y electrolitos.

La interacciéon a frecuencias de microondas de los tejidos depende de su
estructura y composicién, estando dominada por los componentes que poseen una
carga eléctrica neta o bien momento eléctrico dipolar [19]. En los tejidos los
componentes con carga eléctrica son en su mayor parte. iones (Na*, c1’, K,
Ca+2), los componentes con momento dipolar son bésicamente las moléculas
polares (agua, amino-acidos, proteinas, azlcares y grasas).

En funcién del contenido acuoso, la constante dieléctrica puede estar
comprendida entre valores de 4 para el hueso y grasas hasta valores del orden
de 60 para liquidos biolégicos como la sangre. En [15] se encuentra un
interesante estudio tebérico del comportamiento dieléctrico de los materiales
biolégicos, [20]1 contiene una introduccién teérica y una descripcién del
comportamiento dieléctrico de los tejidos musculares, grasos, y de la sangre.
También se han publicado algunas recopilaciones bastante exhaustivas de las
propiedades dieléctricas de los sustancias biolégicas a varias frecuencias
[21,22]. La tabla 2.1 reproduce las permitividades tipicas de algunos tejidos
tomadas de [21],

Los valores que aparecen en la literatura han sido obtenidos en general
de medidas ’in vitro’, algunos estudios [19] han mostrado el cambio de
permitividad provocado por la muerte del organismo y por la pérdida de liquido
al aislar un trozo de tejido para ser medido. Por este motivo y debido ademads
a la dispersién de condiciones y técnicas de medida utilizadas por diferentes
autores, los datos de permitividad de tejidos deben considerarse como

orientativos.
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2.45 GHz tejido e’ e’?
Hemoglobina 0.15% (23.6°C) 60-70
Sangre de rata (23°C) 56 15.5 (1971)
Materia gris perro 22-25% (37°C) 50-49 11-12
Materia blanca parro 22-25% (37°C) 37-37 8.5-8.7
Cerebro humano in vitro (37°C) 32 15.5
Cerebro rata in vivo (32°C) 52.5 14
Grasa de perro in vivo (37°C) 12 5.1
Grasa humana in vitro (37°C) 5.73 0.8
Rifién perro in vivo (37°C) 50 20
Musculo in vitro (25°C) 50.5 12
Misculo perro in vivo (34°C) 45 11
Misculo humano in vitro (37°C) 47.5 13.5
Rata in vivo (31°C) (Misculo) 58 17.5
Piel humana in vitro (37°C) 43 14
3.00 GHz tejido e’ e’?
Sangre de rata (23°C) 52 16.5
Tibia humana (37°CQ) 8.35 1.32
Tuétano (37°C) 4.2-5.8 0.7-1.35
Cerebro humano in vitro (37°C) 33 18
Grasa humana in vivo (37°C) 3.9-7.2 0.67-1.36
Grasa humana abdomen (37°C) 4.92 1.46
Grasa humana pecho (37°C)’ 3.94 0.87
Grasa humana fistula fetal: (37°C) 7.0 1.75
Rifién perro in vivo (37°C) 49 18
Higado humano in vitro (37°C) 42-43 12-12.2
Musculo in vitro (25°C) | 50 12
Misculo humano in vitro (37°C) 45-48 13-14
Muisculo humanoopectoralis @ayor 50.0 17.1
(37°C) :

Musculo humano soleo (37°C) 51.0 18.0
Rata in vivo (31°C) (Musculo) 56 17.3
Piel humana in vitro (37°C) 40-45 12-16

Tabla 2.1 Datos de permitividad de tejidos
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Un tema de sumo interés para la aplicacién biomédica de un sistema de
tomografia por microondas, - es la dependencia fisiolégica de la permitividad de
los tejidos. En principio cualquier cambio fisiolégico o patolégico que altere
el contenido acuoso del tejido produce fuertes variaciones de permitividad,
que pueden ser reconstruidas mediante tomografia. Un ejemplo de ello es el
edema pulmonar produciendo un fuerte incremento de constante dieléctrica y
conductividad [23]. Larsen [24] ha mostrado cambios en la permitividad de
suspensiones de células vivas asociados con estados fisiolégicos ¥y
patofisiolégicos. Bolomey {S] visualiz6 con una camara de microondas los
cambios en un rifién aislado de caballo producidos por la perfusién del érgano.
A partir de consideraciones teéricas Burdette [19] dedujo que la dependencia
térmica de la permitividad de los tejidos debia ser similar a la del agua, el
mismo autor midié sensibilidades del -0.75% /°C en la parte real y ~-1%Z /°C en
la imaginaria para el tejido cerebral canino homogeneizado [25].

El paso a fase soélida de los liquidos biolégicos provoca un cambio
drastico de permitividad de 1los tejidos. E! hielo a 3GHz posee una
permitividad de €’ = 3.2 con muy bajas pérdidas [11]. Este comportamiento
responde a la pérdida de movilidad molecular y desaparicién del mecanismo de
relajacién. Por este motivo los sistemas de formacién de imdégenes por
. microondas, podrian utilizarse para monitorizar la descongelacién de érganos

para su transplante.

2.4 Materiales para la simulacién bioldgica

Uno de los objetivos del proyecto era la construccién de maquetas con
propiedades eléctricas similares a los tejidos biolégicos, para la evaluacién
en laboratorio del prototipo de tomdgrafo. La informaciéon publicada sobre
materiales equivalentes a los biolégicos no cubre todas las permitivivdades y
frecuencias de interés, por lo que se han estudiado diversos materiales
sélidos, geles y liquidos para simular diferentes tejidos. El primer paso fue
caracterizar, con el método de medida desarrollado, una serie de materiales
base repetibles y de facil obtencién. Se han estudiado liquidos como
alcoholes, disoluciones de sal y azlcar en agua, grasas hidrosolubles, etc.
También se han estudiado geles basados en agar-agar, por sus propiedades de

autosustentacién y moldeado. Las figs. 2.6, 2.7, 2.8 muestran Ia
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permitividad de las mezclas de alcohol en agua, gel salino y gel azucarado

respectivamente.
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Fig.2.6 Permitividad de la disolucién de alcohol etilico en agua
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Los resultados de la caracterizacién de materiales se han empleado para

realizar mezclas compatibles con permitividades similares a las bioldgicas.

La

tabla 2.2 recoge algunas recetas que han sido utilizadas en la realizacién de

maquetas {Cap.8}.

composicidén
tejido e’ e! ‘(liquidos % vol) estado
(solidos % wvol)
Grasa/hueso 5.1 1.1 yeso/escayola sol.
Misculo 54.5 17.2 Agua (65), Etanol (35) liqg.
53.7 19.4 Agua (60.85), Azucar (30) sol
: : NaN3(O.15), Agar-agar (4) ] (gel)
Cerebro Agua (60.85), Azucar (30)| sél.
Materia gris| 48.5 17.3 NaN3(0.15), Agar-agar (4) | (gel)
31.6 13.5 Agua (40), Propanol (60) liqg.
Materia R
blanca 31.9 16.4 Agua (30), Etanol (70) liq.
33.4 8.8 Agua (50), Grasa (50) liq.
58.0 16.1 Agua (80), Propanol (20)]| 1liq.
Sangre 64.3 14.8 Agua (80.85) ,Azdcar (20) sol.
) * NaN3(0.15), Agar—-agar(4) | (gel)

Tabla 2.2 Materiales eléctricamente equivalentes a tejidos bioldgicos

(2.45 GHz).

2.5 Normas de seguridad en la exposicién bioldégica a la radiacién EM

Con el
industriales,

seguridad a

normativas al respecto dependiendo de varios factores:

realiza

objetivo: publico en general o ocupacional,

del campo, etc.

evidencia probada de efectos perjudiciales,

la norma,

domésticas,

base de datos o criterios utilizados,

uso creciente de
radiodifusién etc.,

la exposicién a

la radiacién.

Existe

la radiacién electromagnética en apliaciones
se han confeccionado normas de
una gran variedad de
pafis o entidad que
grupo de personas
promedios temporales de aplicacién
Las normas se han revisado periédicamente en funcién de

incluyendo un margen de seguridad.

El American National Standards Institute ha publicade recientemente la norma
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ANSI C95.1-1982 [26], cubriendo el espectro 300KHz-100GHz. La norma estd
basada en estudios de dosimetria que permiten cuantificar la energfa absorbida
por un cuerpo biolégico. El criterio utilizado es una tasa méaxima de absorciéon
especifica de energia (SAR) promediada en todo el cuerpo de 0.4W/Kg, con la
condicién de que el SAR en cualquier gramo de tejido no debe exceder 8W/kg.
Los valores indicados son promedios temporales durante O.lh. El resultado es
un limite de potencia de onda plana en funcién de la frecuencia que se indica
en la fig.2.6. En el margen de frecuencias utilizables en tomografia de
microondas el l{mite estaria alrededor de SmW/cmz. La normativa espafiola ha

adoptado una normativa muy similar a la ANSI [27].

o
T
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BASED ON AVERAGE SAR LMIT OF
040wrkg N EXPOSED TISE

\ 1 1 L 1

POWER DENSITY (mW/cm?)

o

! 10 : 10?2 103 10* 108
FREQUENCY (MHz)

Fig.2.6 Norma ANSI C95.1-1982 de seguridad a la exposicién de campos EM

Los paises del Este han fimpuesto limites ma&s restrictivos que en
Occidente basdndose en evidencias fde efectos no térmicos de la radiacién [28].
Los efectos no térmicos son objeto de fuerte debate en los aspectos de
existencia, mecanismos de actuacifc’m, dafios a los tejidos, etc. Una de las
mayores dificutades para esclarece:r estos puntos es la falta de un protocolo
experimental unificado sobre el teima [29]. Existe cierta evidencia de efectos
sobre el sistema nervioso central y sobre las membranas de las células. Otros
efectos més dudosos son los inmuholégicos y hematolégicos [30]. Asimismo se
han estudiado efectos asociados con las caracteristicas de la modulacién de la
sefial. Un aspecto adicional a tener en cuenta en la utilizacién de un equipo,
es su compatibilidad con otros sistemas, por ejemplo pacientes con marcapasos.

Como conclusién la norma ANSI establece un criterio objetivo para

2~18



2.DIELECTRICOS

especificar los niveles de radiacién ocupacionales y del ptblico en general.
Sin embargo, la posible existencia de efectos no térmicos obliga a utilizar la
energia electromagnética de la forma mdas eficiente posible, con el objetivo de

reducir al minimo el riesgo de dafios o efectos biolégicos no deseados.
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3.DIFRACCION

CAPITULO 3 DIFRACCION DE CUERPOS BIOLOGICOS

En este capitulo estudiaremos el cdalculo de la difraccién producida por
cuerpos dieléctricos sometidos a iluminacién monocromatica. El tema se conoce
como problema directo de difraccién, es decir dados un campo iluminante y un
objeto, determinar los campos dispersados. El procedimiento reciproco,
objetivo principal de esta tesis, es el problema inverso de difraccién, en que
a partir del conocimiento de los campos dispersados y del campo incidente se
determina el objeto. .

El estudio en este trabajo del problema directo tiene un interés doble:
en primer lugar el avance en la resolucién del problema inverso de difraccién
requiere una buena comprensién del problema directo, en particular en objetos
muy inhomogéneos. En segundo lugar la evaluacién mediante simulaciones
numéricas de algoritmos de reconstruccién y la prediccién de los niveles de
seflal durante el disefio del prototipo realizado, han requerido el desarrollo
de diferentes métodos directos. El problema directo de difraccién es un tema
muy amplio y motivo de un intenso trabajo de investigacién a nivel mundial. En
consecuencia este capitulo no pretende ser una revision exhaustiva del
problema, sino un paso introductorio al problema inverso y una descripcién de
las técnicas utilizadas en las simulaciones numéricas. Una reconstruccién
tomografica es una imagen en dos dimensiones, por ello se ha desarrollado una
formulacién bidimensional que permite expresar escalarmente los campds y

corrientes.

3.1 El problema directo de difraccién

La propagaciéon de la energfa electromagnética en un medio puede
describirse mediante una ecuacién diferencial que se deriva de las ecuaciones
de Maxwell, denominada ecuacién de onda. Las ecuaciones de Maxwell en un medio

sin fuentes para campos arménicos con pulsacién w pueden escribirse como

UxE = -jw B (3.1)
vxH = ju D (3.2)
v-B=0 (3.3)
v-B = (3.4)
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donde E, H son los campos eléctrico y magnético, y D, B son las densidades de
flujo eléctrico y magnético.

En un medio de permeabilidad po constante, como ocurre habitualmente con
los materiales biolégicos, tomando el rotacional de (3.1) y sustituyendo (3.2)

en el segundo miembro obtenemos
-%B+ 9(V-B) = -jw UxB = wzpoe £ (3.5)
en un medio homogéneo v-E=0 y obtenemos la ecuacién de onda homogénea

v+ k) B =0 (3.6)

a
ko = w vV poe es el nimero de onda en el medio a la frecuencia angular w.
Consideremos ahora un medio dieléctrico donde la permitividad e(X) depende de

la posicién, la divergencia de E no se anulara
V-E=¢E - Wve) =-E —ZE (3.7)
sustituyendo en la ecuacién de onda obtenemos

Ve | _
p )=0 (3.8)

(V% k) B + V(E-

donde el numero de onda k depende de la posicibn y aparece un término
adicional que al contener el gradiente de € provocara cambios en la
polarizacién del campo. Sin embargo si la longitud de onda en el medio es
mucho menor que el tamafio de correlacién de las inhomogeneidades del
dieléctrico en la direccién del campo, puede despreciarse el segundo término
obteniendo la ecuacién de onda escalar inhomogénea o ecuacién de Helmholtz

(31]

2 .2

(V+ k" )E=0 (3.9)
esto es equivalente a despreciar los efectos de despolarizacién. La
aproximacién es exacta para excitaciones y medios invariantes en la direccién

del campo E, es por lo tanto una aproximacién bidimensional del problema real.
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3.2 Solucién analitica exacta para cilindros

En aquellos casos en que el objeto tenga una geometria sencilla, puede
intentarse resolver la ecuacion de onda en alguno de los sistemas de
coordenadas usuales. El calculo analitico de la difraccién producida por
cilindros dieléctricos es relativamente simple, y permite estimar los campos
difractados por cuerpos de contorno aproximadamente circular como las
extremidades. Analizaremos ondas incidentes planas y cilindricas con el campo
eléctrico dirigido segin el eje del cilindro, (soluciones TM) lo que permite
utilizar la ecuacién escalar de Helmholtz sobre el campo ﬁ, en coordenadas
cilindricas

3°E 2

138 % = LKE =0 (3.10)

1
— = (p =)+ —
p dp Op p 8¢

planteando la solucién por separacién de variables [32]: E = R(p)-®(¢), se
obtienen las autofunciones de la ecuacién que son las funciones de Bessel
In(kp), Nn(kp), Hrlx)(kp), Hg)(kp), para la funcién radial y funciones arménicas
para la angular. Cualquier par de funciones de Bessel constituye una solucién
radial completa, escogeremos el par mds conveniente segin el caso.
Calcularemos para incidencia de ondas planas y cilindricas la difraccién de un
cilindro dieléctrico. El procedimiento puede extenderse féacilmente a un nimero
arbitrario de capas.

Consideremos una onda incidente plana o cilindrica sobre un cilindro como
muestra la fig.3.1. Expresaremos los campos incidentes a partir de las
autofunciones en coordenadas cilindricas, as{ una onda plana propagdndose

segin X en un medio de nimero de onda ko sera [32]

. . o] .
Eo = Ea e KX - g, ¢ JKoPCOSP _ Z i™ In(kop) &I™ (3.11)

n=-

Una onda cilindrica producida por un hilo de corriente I situado en el eje x a

una distancia R del centro de cordenadas puede escribirse como

K31 .2, - *31 2 2 jng
Eo = —— Ho'(kelp = RI) = 72—} Hn’ (koR) Jn(kop) e (3.12)

n=-0

donde se ha utilizado el teorema de adicién de las funciones de Hankel para
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expresar la onda cilindrica como combinacién de modos cilindricos centrados en
el origen. Vemos que de forma general cualquier campo incidente puede

expresarse como suma de modos cilindricos con diferentes coeficientes on

Eo = on Jn(kep) e (3.13)

n=-0

EO { (P-‘e)

Es

<y

Fig.3.1 Cilindro iluminado por una onda plana o cilindrica.

El campo dispersado por el cilindro estard formado exclusivamente por modos

que se propagan hacia el exterior, por lo tanto puede escribirse como

0 .
Es = z b H3(kop) ™% (3.14)

n=-0

donde bn son los coeficientes a determinar. El campo total en el interior del

dieléctrico puede escribirse como

0, .
E = Z cn Jn(ke p) S (3.15)

n=-0

donde se han utilizado las funciones Jn por su cardcter no singular en el
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origen. En el exterior del dieléctrico el campo total serd la superposicién

del incidente y el dispersado

0 .
E = Eo + Es = z { on Inlkop) + an Hrzi)(kop) ] 77 (3.16)

n=-0m

las condiciones de contorno seran la continuidad de componentes tangenciales

de los campos. De la continuidad del campo eléctrico

on Jn(kop) + an H%)(kop) (3.17)
Jn(kd p) '

Cn =
de la continuidad del campo magnético obtenemos

~kd Jn(koa) Jn(kd a) + ko Jn(kd a) Jn(koa) (3.18)
kd H%)(kop) Jn(kd a) + ko Jn(kd a) Hn?' (koa)

an =

y el campo dispersado se obtiene como

. 223 .
Es= ) an Hi(kop) &' (3.19)
n=~00
Particularizando kd = @ Vv ue cuando € — =-jw, se obtiene el campo

dispersado por cilindros metélicos quedando

an = 'J;fk“’" (3.20)
Hn (kop)

Una implementacién eficiente se deriva de la utilizacién de férmulas de
recurrencia ascendente para el cdlculo de las funciones de Bessel [33] y la
utilizaciéon de FFT para sumar la serie tomando un numero de modos potencia de
2. El nimero de modos a tomar para el campo dispersado crece con el radio del
cilindro N = Zkoa {Ap.A}, siendo a el radio del cilindro y ke el numero de
onda en el medio externo al cilindro,, los modos superiores que pueden
excitarse localmente quedardn fuertemente atenuados al propagarse hacia el
exterior como ocurre con los modos en corte en una guia, es decir el espectro
del campo dispersado es de banda limitada. No ocurre asi al expresar
modalmente el campo incidente en el caso de una onda plana o un modo

cilindrico descentrado, por lo que en general debe utilizarse un nUmero
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elevado de modos para obtener errores aceptables.

El calculo de la difraccion de un cilindro multicapa puede realizarse
planteando el conjunto de coeficientes que garanticen la continuidad de campos
en los contornos, de esta forma se obtiene un sistema de ecuaciones lineales
cuya resolucién cierra el problema [34]. Un procedimiento mas eficiente es la
serie recursiva de Richmond. El método se basa en establecer una excitacién
arbitraria (no singular) en el cilindro mdas interno, por ejemplo Z on Jn donde
on =1, y calcular de forma recursiva . hacia el exterior los coeficientes
modales de las capas restantes [35). La solucién obtenida para la ultima capa
corresponde al medio externo, por tanto incluye el campo incidente, cuyo valor
real puede utilizarse para desnormalizar los coeficientes obtenidos,
completando asi la solucién. La fig.3.2 muestra el campo total difractado por

f

un cilindro dieléctrico. g

Fig.3.2 Campo total difractado por un cilindro dieléctrico de diam.=5A, €=32

3.3 Aproximaciones de primer orden

En este apartado veremos la obtencién de soluciones para el campo
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dispersado, transformando la ecuacién de onda en wuna ecuacién integral
mediante la funcién de Green. Dicha ecuacién puede linealizarse mediante las
aproximaciones de Born y Rytov. Si el objeto se halla en un medio homogéneo de
permitividad €0, es conveniente reescribir la ecuacién de onda con un término

de excitacién producido por el objeto
(V% ko) E = ko° CE (3.21)

El término de la derecha es la excitacién debida a las corrientes de
polarizacién o inducidas en el dieléctrico, que actuando sobre un medio
*homogéneo €o producen la misma distribucién de campo que en el problema
original. C es la funcién contraste del cuerpo con respecto al medio de
permitividad €0,  definida como C é (eo-€)/€0. La expresién de la corriente
inducida o equivalente se deduce féacilmente de las ecuaciones de Maxwell en

una zona sin fuentes
UxH = juB = jueE = TJeq + jucok = Jeq = jule-go)E = -jueo C E (3.22)

El campo E puede considerarse como la superposicién de dos componentes:
el campo incidente Eo existente en el medio homogéneo sin objeto, y el campo
dispersado Es = E~Eo producido por las corrientes inducidas en el cuerpo. Como
el campo incidente satisface la ecuacién de onda homogénea podemos reescribir

{3.21) como
(v%+ k3) Es = k3 CE (3.23)

La solucién de la ecuacién de onda inhomogénea se obtiene habitualmente
transformando la ecuacién diferencial en ecuacién integral, mediante Ila
funcién de Green o respuesta impulsional del problema para espacios abiertos

[36]
(v%+ k8 G(E-2’) = - 8(2-) (3.24)

las soluciones de la funcién de Green pueden obtenerse mediante métcdos
espectrales. Tomando la transformada de Fourier en las N dimensiones del
espacio {Ap.A}), y utilizando el simbolo ~ para denotar el dominio transformado

de una funcién podemos escribir
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W%+ k3) G(R) = - () == [ Ko2- H;’lz] Gm= -1 (3.25)

de donde
) = ——— (3.26)
2" - ko
G(1) es singular para |7| = ke. El dominio espacial G(F) se obtiene mediante

transformada inversa, integrando en el plano complejo por un camino que rodee

las singularidades apropiadamente [37]. En dos dimensiones

o =~jnxx ' _-jnzizi
G([E) = 411”. J < ° dix ;3 mz=+V ke’- nx°>  (3.27)
-0

nz
que es la expresién integral de la funcién de Hankel de segunda especie
G(P) = Z%“ H2 (ko |21) (3.28)

. g . .
para una fuente puntual situada en r’, el campo producido sera

1

G(E-2") = = 12 (ko | 22" |) | (3.29)

en tres dimensiones la funcién de Green es

e-jkol?l

G = (3.30)

4m| 7|

Gracias a la linealidad de la ecuacién de onda, el campo dispersado puede

expresarse como convolucidn de la excitacién con la funcién de Green
Es(?) = -ko"“f C(®) E@®') G(2-R") d’ ©(3.31)

Esta es una ecuacién de Fredholm de segunda especie y constituye el punto de
partida de la mayoria de los métodos de resolucién del problema directo, en
que se conocen C, Eo y se evalla Es. Ndétese que Es no se obtiene de forma

explicita puesto que aparece en el integrando en el campo total E = Eo+Es.
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Basicamente existen dos planteamientos para resolver (3.31), el primero se
basa en diferentes aproximaciones del integrando y el segundo, mas general,
consiste en la transformacién de la ecuacién integral en un sistema de
ecuaciones mediante el método de momentos.

Describiremos dos aproximaciones utilizadas para la resolucién de la
ecuacién integral para el campo dispersado. Ambas aproximaciones estan basadas
en la  hipétesis de perturbacién débil sobre el campo incidente. La
aproximacién de Born consiste en suponer un campo dispersado mucho menor que
el incidente. En cambio en la aproximacién de Rytov se supone un cambio de
fase del campo total suave con respecto al campo incidente. Las dos
aproximaciones dan lugar a formulaciones parecidas pero su margen de
aplicabilidad es diferente. Las aproximaciones de primer orden permiten
expresar el campo dispersado de forma explicita y serdan la base para la

resolucién del problema inverso.

3.3.1 Aproximacién de Born

En la hipétesis de Born se supone una interaccién débil del objeto sobre

el campo incidente de forma que Es « Eo, por lo que E = Eo y (3.31) queda
Es(®) = -k I C(?") Eo(’) G(R-2*) di (3.32)

Es se obtiene facilmente de forma explicita a partir de Eo y C La validez de
la aproximacién de Born depende del contraste o inhomogeneidad del objeto y de
su tamafio. Por ejemplo un objeto de permitividad muy diferente al medio
exterior pero de dimensiones pequefias en términos de longitud de onda dara
lugar a un campo interior de amplitud algo diferente pero conservard una fase
parecida a la del campo incidente, con lo que la aproximacién de Born puede
ser valida. Sin embargo cuerpos con tamafios de varias longitudes de onda
facilmente producirdn desfases de 180 grados o mayores respecto al campo
incidente violando la aproximacién.

Un criterio usual para determinar la validez de la aproximacién de Born
en un cuerpo consiste en estimar el desfase del campo total respecto al
incidente. E! limite de aplicacién ha sido evaluado mediante simulacién por
algunos investigadores [31] y corresponde a un desfase maximo de 180 grados en

el interior del objeto. Esta condicién puede expresarse de forma aproximada en
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funcién del tamafio d y permitividad media € del objeto suponiendo propagacién

de onda plana en su interior,

ked{(vVe/co-1)dm=d(VI-C -1)<A/2 (3.33)

3.3.2 Aproximacién de Rytov

La aproximacién de Rytov ha sido utilizada en estudios de propagacién
electromagnética en la atmésfera, y se deriva de la expresion del campo en
términos de la fase compleja definida como [38],

1

E@) = ) (3.34)

la fase del campo total ¢ se expresa como suma de la fase incidente ¢o y de la

fase dispersada ¢s, donde Eo = e¢°, sustituyendo en la ecuacién de onda (3.23)
obtenemos '
2 2 2
Vs + (Vgps)” + 2 VpoVegs = ko C (3.35)
suponiendo una onda plana incidente Eo = e-‘]kr tras algunas manipulaciones
algebraicas llegamos a
(V24 ko?) (Eo ¢s) = Eo [ko’ C - (Vgs)?] (3.36)

esta expresién posee una estructura de ecuacién de onda por la presencia del

operador (V2+ koz), lo que permite utilizar la funcién de Green obteniendo

-1

#s(F)= -
Eol(r)

f [k C(R) — (Ups(2)? 1 Eo(R’) G(R-R") d7’ (3.37)

la aproximacién de Rytov consiste en suponer un cambio de fase ¢s pequefio por

longitud de onda, por lo que (V¢s)2 « ko’C y obtenemos ¢s de forma explicita

-k3

¢s(l-‘,) = 5
Eo(r)

‘[ C(F’) Eo(f’) G(F-T’) dr (3.38)

[La condicién de validez de la aproximacién de Rytov es (V¢s)2 « ko’Clr). El
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término V¢s es el cambio de fase compleja del campo dispersado por unidad de
longitud. Asi en la aproximacién de Rytov no es importante el valor absoluto
de la fase como en la aproximacién de Born, sino su pendiente por longitud de
onda. Esta condicién implica la validez de la aproximaciéon de Rytov en objetos

de muy bajo contraste con independencia de su tamaifio.

3.4 Aproximaciones de orden superior: Series de Born y Rytov

Una forma sencilla de calcular aproximaciones de orden superior para el
campo dispersado, consiste en reutilizar el resultado de las aproximaciones de
primer orden para obtener una mejor aproximacién del campo total. El
procedimiento es andlogo al método del punto fijo utilizado en calculo
numérico para obtener soluciones de expresiones del tipo x = f(x). Este

procedimiento se basa en la expresién recurrente

X f(xk) (3.39)

la iteracién converge a condicién de que la derivada [f'(x)| < 1 en el margen
de valores que toma x ([39]. Recordemos la expresién exacta del campo
dispersado

Es(?) = -K3 j C(2) [Eo(2) + Es(®')] G(2-2’) di’ (3.40)

la aproximacién de Born no es mas que la primera iteracién de la serie,

EAR) = k2 I C(®’) Eol®’) G(E-R’) di” (3.41)

EMD) = K% J CE") [Eo(") + EAR')] G(E-27) di

EXR) = k2 '[ C(2’) [Eo(R7) + EXR’)] G(E-27) di’

La convergencia de la serie de Born depende de las caracteristicas del objeto
por lo que no existe un criterio sencillo de convergencia y ésta debe hallarse
mediante simulacién. En [31] se encuentra un estudio de este método utilizando

cilindros dieléctricos, desgraciadamente el procedimiento converge sélo para
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objetos de bajo contraste, por lo que puede considerarse como un refinamiento
de la aproximacién de Born. En medios con pérdidas la convergencia mejora,
debido al menor acoplamiento entre zonas distantes. El mismo método puede
aplicarse partiendo de la aproximacién de Rytov, lo que da lugar a la serie
del mismo nombre. Al igual que la serie de Born, el dominio de convergencia es

similar al de validez de la aproximacién de Rytov [3l].

3.5 Método de momentos

Mediante el método de momentos puede transformarse la ecuacién integral
(3.31) en una ecuacién matricial o sistema de ecuaciones lineales [40). La
ecuacién a resolver es del tipo; L(f) = g donde L es un operador lineal, g es
una funcién concocida y f es la’ funcién incégnita. f puede expresarse en serie
de funciones base fn linealmente independientes y pertenecientes a un conjunto

completo de la forma

f = Z on fn (3.42)
n

BN

gracias a la linealidad de L podemos escribir

Z an L(fa) = g (3.43)
n

la ecuacién matricial se genera adoptandc un conjunto de funciones peso o test
w1, wz2,...,wm en el dominio de L y linealmente independientes, con las que

formamos el producto escalar

Z an <wm,L(fn)> = <wm,g> (3.44)
n

esta expresién puede escribirse en forma matricial como

[Imnllanl = [gm] (3.45)
donde
<wi,Lf1><wi, Lf2>.. al <wi,g>

{Imn] = [<wz,Lf1<wz,Lf2>..| ; [an] = jaz] ; gm = [<wz,2> (3.46)
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los coeficientes an pueden obtenerse invirtiendo [lmn]
{an] = [lmal™! [gm] (3.47)

con lo que la solucién deseada viene dada por (3.42). El método de momentos da
lugar a una gran variedad de procedimientos de calculo dependiendo en primer
lugar de la eleccién de las funciones base y funciones peso, y del método
utilizado para la resolucién de 1la ecuacién matricial. La eleccién de
funciones base y peso es a menudo un compromiso entre facilidad de evaluacién
de los productos escalares y la similitud de las funciones con la solucién
buscada. El caso particular en que las funciones base y peso son iguales se
denomina método de Galerkin. Es bastante usual elegir como funciones peso una
red de deltas de Dirac distribuidas sobre el objeto, el procedimiento recibe
el nombre de ’point-matching method’. Otra eleccién usual es tomar pulsos
rectangulares o triangulares como funciones base, debido a que su dominio
acotado facilita el cdalculo de la matriz [Imn]. Uno de los primeros trabajos
sobre la utilizacién del método en el calculo Qe difraccién de dieléctricos se
debe a Richmond en 1965 [41], en que utilizé pulsos rectangulares como
funciones base y deltas como funciones peso.

La ecuacién de partida habitual es la ecuacién integral (3.31) que puede

reescribirse como
Eo(®) = E() + K2 J C(R') E@®') GE-2') a7’ (3.48)

utilizando pulsos rectangulares como funciones base en el dominio del objeto

£ y deltas como funciones peso en el dominio 7, la ecuacién se transforma en
Eo [m] = E [ml = ) C [n] E [n] G [m,n] (3.49)
donde
G (mn] = -k& j Glrm-r’) dr’ (3.50)

n

es la versién discreta de la funcién de Green que cuantifica la interaccién de
la celda n sobre la posicién m. En notacién matricial (3.49) puede escribirse

como



Eo | = | E| - G ‘C E (3.51)

donde [C] es una matriz diagonal siendo sus elementos las diferentes celdas ‘en

que se ha dividido el objeto, en notacién mas compacta
[GC -I] E= - Eo (3.51)

La ventaja del método de momentos reside en su generalidad y precisién, a
condicién de realizar una elecciéon correcta de funciones base y peso. El
inconveniente del método reside en el tamafio de las matrices que se generan
cuando el objeto excede la extension de algunas longitudes de onda. El coste
computacional del método es alto pﬁes se requiere un nimero de operaciones del
orden de N° y un almacenamiento en memoria del orden de N datos, siendo N el
nimero de celdas en que ha sido discretizado el objeto. Debe tenerse en cuenta
que para lograr una precisién aceptable el dominic espacial del objeto debe
muestrearse con periodos inferiores a 0.25 A, lo que dificulta el tratamiento
de problemas tridimensionales. Aun en dos dimensiones ,los tamafios de - objeto
manejables no exceden algunas longitudes de onda, con la capacidad de los
ordenadores actuales. Para paliar este problema puede recurrirse a métodos
iterativos para la resolucién de la ecuacién matricial. El método de gradiente
conjugado, es un procedimiento iterativo, basado en minimizar un funcional de
error [42]. Los métodos iterativos poseen la ventaja frente a los métodos
directos, de ser mas robustos frente al truncamiento de computacién y permitir
seleccionar el grado de precision deseado en el calculo. Una mejora adicional
en el método de gradiente conjugado, se deriva de la utilizacién de técnicas
de FFT para realizar la convolucién entre objeto y funcién de Green en el
dominio espectral. De esta forma puede reducirse el nimero de operaciones a
N-log2(N) por iteracién y un almacenamiento del orden de N datos [43].

Se ha utilizado un programa de gradiente conjugado utilizando FFT,
realizado por el Groupe d’Electron:xagnetisme de Supelec (Paris), para calcular
los campos dispersados por un modelo bidimensional de cabeza humana de
tamafio 10 A (fig.3.3). En el programa se emplean pulsos rectangulares como
funciones base y deltas como fuciones peso, el paso de discretizacién fue de
A/7 con un total de 87*87 células. El tiempo de CPU en un ordenador HP3000-840
dado un campo incidente es de unos 90’ con unas 70 ijteraciones. La fig.3.4

muestra el campo total calculado para el modelo a 2.45 GHz.
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Fig.3.3 Modelo bidimensional de cabeza humana

3.6 Métodos secuenciales

En un método secuencial, se calcula la interaccién del campo con el
objeto de forma secuencial en el espacio de forma similar al avance de un
frente de onda a través del objeto. Describiremos sin profundizar en ellos
tres métodos, el método incremental, el método espectral iterativo SIT, y el

método de diferencias finitas en dominio temporal FDTD.

B

3.6.1 Método incremental

El método ha sido propuesto para metales por la Univ. de Sheffield
(Inglaterra) [44]. El objeto se discretiza en una dimensién normalmente en la
direccién de propagacién de la onda en un conjunto de planos paralelos. En
primer lugar se evalia el campo total hacia delante, el paso basico para el

calculo del campo en un plano consiste en propagar hacia delante el campo
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evaluado en el plano anterior, aplicando las condiciones de contorno de campo
tangencial nulo en 1la superficie del conductor. Una forma eficiente de
propagar el campo consiste en la utilizacién del espectro angular {Ap.A}. La
porcién de campo que se trunca se almacena para posteriormente calcular el
campo dispersado hacia atrds. El procedimiento para el cdlculo de la reflexién
es similar, acumulando el campo cambiado de signo que se truncé en el barrido
hacia adelante. Es decir en cada planc se considera que existe reflexién total
en la extensién ocupada por el objeto, y el campo reflejado es igual al

incidente cambiado de signo. El algoritmo puede escribirse simbélicamente como

Transmisién ‘

N

Campo inicial E° = Eo

* n para cada plano z
\\
* para cada posicidén x

\\

, ? x interior al objeto

propagar E al plano siguiente E"! = Prop Az { E"}

Reflexidn

AN

s s N-1
Campo inicial Er

=0
* n para cada plano z
\
A s s

para cada posicidén x

\
? x interior al objeto

n

E" = E"+ ET

propagar E al plano siguiente ! o= Prop Az { E"

La fig.3.5 muestra el campo total dispersado por un cilindro de radio 32

calculado mediante el método incremental.
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Fig.3.4 Campo total en el modelo de la fig.3.3 calculado con MM-GC.

Fig.3.5 Campo total difractado por un cilindro metdlico de radio 3A.
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El método incremental requiere discretizaciones transversales ¥y
longitudinales mucho menores que A, p.ej. A/16. El algoritmo es bdasicamente
una secuencia de FFT y productos con un término de propagacién, en lineas (2D)
o planos (3D), que se calculan de forma eficiente. Para tener en cuenta
acoplamientos longitudinales multiples pueden realizarse varias pasadas
delante-atras, propagando los campos reflejados en la pasada anterior hasta
que la amplitud del campo deqae a valores despreciables. En la actualidad se
estd estudiando la bondad de los resultados y la eficiencia numérica del
algoritmo. La extensién a dieléctricos del método incremental no es inmediata

y es un tema pendiente de estudio.

i
i

3.6.2 Método espectral iterativo (SIT)

Este método fue propuesto por Kastner y Mittra en 1983 [45] y es de
filosofia similar al método incremental, aunque mdas elaborado. El objeto se
descompone en planos de forma que reduce el problema original a una secuencia
de problemas de una dimensién menor. ElI método es aplicable a metales y
dieléctricos. El pasoc basico del SIT es el calculo iterativo para cada plano
de las corrientes equivalentes en el objeto utilizando la informacién de
permitividad y extensién de éste. El cdalculo del campo a partir de las
corrientes y viceversa se hace mediante la funcién de Green en el dominio
espectral donde las convoluciones se convierten en productos. El ciclo basico

del SIT para un plano zn se esquematiza como

Aproximacién inicial Jn
Es =ln * G =%(T:.3G)
? x interior al objeto

Es = ~Eo + Jn / ijJ(Sr -1)

Jn+t = ?_1{ E -G ")

? x exterior al objeto

N

Jne1= 0
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El ciclo basico puede utilizarse para calcular la difraccién producida
por cintas metdlicas o dieléctricas. Para un objeto formado por varios planos,
el procedimiento béasico se aplica secuencialmente a cada plano, teniendo en
cuenta que el campo aplicado serd el incidente mds los campos dispersados por
los demas planos. Si el método converge, la solucién se obtiene realizando
varias pasadas a través del objeto, recalculando las corrientes hasta que se
estabilizan. Los problemas de convergencia del método obligan a menudo a
utilizar factores de relajacién de forma que se pondera la nueva corriente con

la obtenida en la iteracién anterior.

3.6.3 Método de diferencias finitas en dominio temporal (FDTD)

A diferencia de los métodos anteriores, el FDTD resuelve las ecuaciones
de Maxwell en dominio temporal, realizando una doble discretizacién en espacio
y en tiempo. El método fue desarrolladoc por Yee ya en 1966 [46] ¥y
recientemente vuelve a ser investigado [43]. El objeto se considera
inicialmente sin campos ni  corrientes, el campo incidente excita
secuencialmente las células en que se ha discretizado el objeto y las
ecuaciones de rotacional implementadas con el método de diferencias finitas
modelan la interaccién del cuerpo con la onda. .

En el caso de estar interesados en una solucién monocromé&tica, se excita
el objeto con un frente de onda sinusoidal y se deja transcurrir el tiempo
suficiente para que el transitorio se atentie y todos los campos en el interior
del objeto sean sinusoidales. El FDTD requiere volumenes de almacenamiento
similares al método de gradiente conjugado, aunque los tiempos de célculo
pueden ser sustancialmente menores. Una ventaja sobre otros métodos estriba en
su generalidad, permitiendo excitaciones temporales arbitrarias y soluciones
vectoriales generales TE y TM. Sin embargo al igual que el método de momentos,
el FDTD estd limitado a objetos de tamafio eléctrico moderado al requerir
muestreos espaciales del orden de 0.1A. Una limitacién adicional se deriva del
muestreo temporal, por razones de estabilidad el periodo de muestreo debe ser
8t = 8x / 2¢, siendo ¢ la velocidad de la luz en el medio. Si se desea una
solucién monocromatica, para obtener un régimen permanente se requiere el paso
de un frente de onda de dos a tres A a través del objeto, por lo que el nimero
de periodos temporales a calcular es del orden de N = S5A/3x. Por ello el

método FDTD es eficiente para frecuencias intermedias (tamafios de algunas A).
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Para frecuencias altas esta limitado por el nimero de células espaciales y
para frecuencias bajas el tiempo de calculo para lograr una solucién estable

puede ser prohibitivo.
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CAPITULO 4 RECONSTRUCCION DE CUERPOS DIELECTRICOS

Existen dos modalidades de obtencién de imdgenes en microondas: pasiva y
activa. La modalidad pasiva estd basada en la medida de la radiacién térmica
producida por un cuerpo. Nos ocuparemos fundamentalmente de las técnicas
activas, en las que el cuerpo se ilumina con una radiacién coherente y medimos
los campos dispersados por éste,

Tras situar la formacién de imdagenes de cuerpos en el contexto de los
problemas inversos, formularemos la reconstruccion de las corrientes inducidas
en el dieléctrico, mediante técnicas de focalizacién o invirtiendo la ecuacién
integral que relaciona las corrientes con los campos dispersados. Mediante
aproximaciones de baja dispersién o primer orden obtendremos una imagen del
contraste dieléctrico del cuerpo. Los medios biolégicos producen una fuerte
atenuacion sobre los campos de microondas, por ello se ha dedicado un apartado
a estudiar los efectos de las pérdidas en la reconstruccién.

Debido a la considerable inhomogeneidad de los cuerpos bioldgicos, las
aproximaciones de baja dispersién no son validas excepto para cuerpos de
seccion reducida. Por ello se han desarrollado técnicas de orden superior més
adaptadas al alto contraste de los “tejidos. Aunque el objetivo de la tesis se
centra en la geometria de medida cilindrica, se ha procurado realizar un
estudio general de la reconstruccién, un algoritmo eficiente para sistemas

cilindricos se obtendra como caso particular en el {Cap.6}.

4.1 Técnicas pasivas

Los materiales a una cierta temperatura radian energia electromagnética
incoherente y de banda ancha. Midiendo la radiacién térmica de forma pasiva en
el exterior, es posible obtener imagenes asociadas con la distribucién
volumétrica de temperatura en el cuerpo. Para un cuerpo negro la intensidad de
radiacién (densidad espectral de radiacién por wunidad de 4rea 'y

estereorradian), viene dada por la ley de Planck:

-1

th3 hf/kT
[ e -

2
(o}

I(f) = 1] (4.1)

donde h, k son las constantes de Planck y Boltzmann respectivamente. A

frecuencias de microondas puede utilizarse la aproximacién de Rayleigh-Jeans
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(hf « kT) para la intensidad de radiacién
f) & ——— (4.2)

asi, la potencia radiada por un cuerpo biolégico a frecuencias de microondas
es proporcional a la temperatura. Para cuerpos a temperatura cercana a la
ambiente, la intensidad de radiacién presenta un maximo a frecuencias del
orden del infrarrojo. Sin embargo la termografia de infrarrojos sbélo
proporciona informacién de la temperatura superficial debido a la reducida
profundidad de penetracién a estas frecuencias. En microondas la intensidad de
radiacién puede ser del orden de -70 dB respecto a frecuencias del infrarrojo,
pero puede obtenerse informacién de la distribucién de temperatura a
profundidades de algunos cm. Ciertas dolencias y tumores producen una
elevacién local de temperatura en zonas subcutdneas, de ahi el interés de la
termografia de microondas.

La instrumentacién de medida consiste badsicamente en radiémetros de banda
ancha y alta sensibilidad, utilizando antenas de contacto adaptadas al tejido
o reflectores parabdlicos separados a cierta distancia del cuerpo [47,48]. La
sefial obtenida depende de la distribucién térmica del cuerpo, de su
emisividad, estructura dieléctrica y atenuacién, y de las caracteristicas en
campo préximo y adaptacién de la antena sobre el tejido. Barriendo la
superficie del cuerpo con una antena o utilizando una agrupacién, pueden
obtenerse imagenes térmicas del cuerpo. La resolucién viene condicionada por
el tamafio de la antena y es del orden del cm o algunos cm dependiendo de la

frecuencia y antenas empleadas.

4.2 Técnicas activas

En una técnica activa el cuerpo a estudio se ilumina con una radiacién
externa de microondas y se mide la interaccién de éste con el campo incidente.
La dispersién producida por un cuerpo es funcién de su distribucién
dieléctrica que a su vez depende de su estructura, irrigacién y temperatura
por lo que en pricipio es posible obtener imégénes de estos parametros.

Las técnicas activas, al aportar energia externa, permiten la exploracién
de cuerpos a profundides de decenas de cm, inalcanzables con técnicas pasivas.

A diferencia de los sistemas pasivos donde la sefial medida es incoherente, en
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un sistema activo es posible utilizar receptores de banda estrecha y gran
sensibilidad. Ademds el cardcter vectorial de la medida hace posible la
utilizacién de técnicas holograficas en la reconstruccién y alcanzar el limite
teérico de resolucién espacial, aproximadamente media longitud de onda en el

dieléctrico. .

4.3 Margen de frecuencias utilizable

La frecuencia de trabajo incide fundamentalmente en dos pardmetros: la
resolucién de la imagen, del orden de media longitud de onda, y la atenuacién
producida por los tejidos que aumenta con la frecuencia. lLa atenuacién
condiciona la maxima profundidad de penetracién, dadas la potencia de -
iluminacién y sensibilidad del sistema. Por ello la elecciéon de la frecuencia
de trabajo es fundamentalmente un compromiso entre resolucién y atenuacidn que
incide también en el tamafio de las antenas y de la agrupacién de medida.

La fig.4.1 tomada de [49] ilustra el compromiso de la eleccién de
frecuencia entre atenuacién y resolucién, en este articulo se sugiere la
utilizacién del margen 2-8 GHz para sistemas activos. Sin embargo en el caso
de cuerpos de tamafio medio o grande la frecuencia debe ser inferior a 4 GHz

[S50] para obtener una atenuacién razonable (<150dB).

-
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Fig.4.1 Compromiso atenuacién-resolucidén en la eleccion de frecuencia [49].



4.4 El problema inverso de difraccién

En el capitulo 3 hemos tratado el problema directo de difraccién, es
decir, dados un campo incidente y un objeto dieléctrico perfectamente
conocidos, calcular el campo dispersado por éste. El problema inverso de
difraccién es el reciproco del directo y consiste en determinar las
caracteristicas del objeto, a partir del conocimiento de los campos incidente
y dispersado. En el caso de un objeto activo o generador del campo, no
existiria campo incidente, y la incégnita seria la distribucién de corriente
en el objeto o el campo cercano creado por éste en una superficie envolvente,
en este caso estariamos ante un problema inverso de fuente [51]. Nétese que
los dos problemas son similar‘esi puesto que el problema inverso de difraccién
se reduce al problema inverso de fuente sin mas que considerar las corrientes
inducidas o equivalentes sobre el cuerpo como las fuentes que originan el
campo dispersado. _

Desde un punto de vista matemdatico el problema inverso electromagnético,
pertenece a la familia de problemas de inversién de perfil, con aplicaciones
en geofisica, sondeo atmosférico, dispersién de particulas en mecdanica
cuantica, etc [52]. La dificultad del problema inverso puede analizarse en los
aspectos de complitud de los datos de partida, la existencia y unicidad de la
solucién, la estabilidad numérica de las soluciones, y finalmente el disefio

del algoritmo inverso.
Complitud de los datos

En un problema inverso raramente se tiene un conjunto de datos de partida
completo que especifique de forma unica la solucién. En el problema directo
tenemos un conocimiento completo y libre de ruido ‘de la escena: campo
incidente y objeto, lo que permite calcular los campos dispersados para un
determinado &ngulo de incidencia, frecuencia y polarizacién. En el problema
inverso, un conjunto completo de datos seria la matriz de dispersién libre de
ruido para todas las direcciones del espacio y frecuencias [53,54]. En general
no dispondremos de esta informacién sino que dispondremos de datos ruidosos en
un conjunto discreto y de banda limitada de frecuencias, posiciones de medida
y probablemente para una unica polarizacién. Esto hace que no exista una Unica
solucién compatible con los datos de partida, aun en el caso de que el
problema inverso tenga solucién tnica al disponer de los datos completos. Una

forma de completar los datos consiste en aportar informacién directamente
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4.RECONSTRUCCION

sobre el objeto, lo que se denomina informacién ’a-priori’. Por ejemplo el
contorno del objeto, margen de permitividades posibles, etc.

Un enfoque diferente en la resolucién de problemas subespecificados es la
busqueda de soluciones de maxima entropia, de forma que se obtiene el objeto
mas probable o de minima informacién compatible con los datos de partida, el
procedimiento ha sido aplicado a estimaciéon espectral, tomografia de rayos X
[55], v en transformada inversa de Fourier a partir de muestreos poco densos

[s6].
Unicidad de la solucién

El problema de la unicidad de la solucién dado un conjunto completo de
datos, esta ligado a la existencia de corrientes no radiantes, as{ llamadas
por producir campbs estaticos, nulos o evanescentes en el exterior de las
fuentes y por tanto no medibles. Dos distribuciones de corriente que difieran
en una distribucién no radiante producirian los mismos campos en el exterior y
no habria unicidad.

Aunque matemdticamente pueden calcularse ejemplos de corrientes no
radiantes y objetos no difractantes [57], no esta «claro si tales
distribuciones son fisicamente realizables, el tema es motivo de activa
discusién [58]. La unicidad de la solucién del problema inverso de difraccién,
s6lo ha sido demostrada para cuerpos de bajo contraste, en que el campo total
en el interior del objeto puede aproximarse por el incidente (Aprox. de Born)
[57]. En situaciones mdas generales, la utilizacién de restricciones y
condicionantes permiten unificar la solucién, por ejemplo siempre podremos
encontrar una solucién de minima energia al problema. Otra forma de reducir el
namero de posibles soluciones, consiste en la utilizacién de informacién

'a-priori’ acerca del objeto.
Estabilidad de la solucién

El problema inverso se presenta a menudo mal condicionado o poco estable,
lo que significa que pequefios errores en los datos originan grandes errores en
la solucién. El problema directo » : F — C puede considerarse un operador
sobre el espacio de fuentes F proporcionando puntos de un espacio de campos C.
A menudo el operador Y posee un efecto de alisado o de contraccién sobre los
datos de forma que dos fuentes diferentes pueden producir campos distintos

pero extremadamente parecidos como se esquematiza en la fig.4.3. La fig.4.2 es
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un ejemplo de ello, mostrando la evolucién del campo dispersado por un
cilindro cuyo contraste varia desde cero a un valor elevado. Fuera de la zona
de bajo contraste existe una baja sensibiliad de los campos dispersados a la

composicién del cilindro.

2 AR VIVTLTOTT NTVL PUTTLTUTYE PYYVI PR PYVEN [SVFT FFPUT IVVUS IUUC TYVRC FUITY FUTVE FRTTE TYV0Y FRTTY PPITIITON

g .15 ©.3 ©8.45 8.6 B.75 8.3 1.85

Fig.4.2 Potencia del campo dispersado (ZIEsIZ) por un cilindro de radio
5A en funcion del contraste respecto al medio externo.

No existe una solucién general para el problema inverso de difraccién,
pero ain en el caso de que se encontrara, los errores que son inevitables en
el proceso de medida provocan inestabilidad en la inversién 3 : € — F donde C
son los campos contaminados con errores. Esto significa que pueden obtenerse
fuentes muy distintas a las reales, y lo que es mds grave, al destruirse la .
suavidad o continuidad propios de C, puede incluso no haber solucién para
algunos puntos de € o bien proporcionar fuentes fisicamente no realizables
pertenecientes a un conjunto F, como muestra la f ig.4.3. La forma de
"resolver" un problema.mal condicionado se basa en la bisqueda de una solucién
"préoxima" a la original segin algin criterio. Para ello se utiliza informacién
'a-priori’ para restringir F a un espacio F realizable y de menor tamafio. Las
restricciones mdas utilizadas son la acotacién de las soluciones, criterios de
suavidad, minima energia, positividad, etc. Las restricciones pueden incluirse
de forma arbitraria en los algoritmos inversos con resultados poco
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predecibles, o bien pueden plantearse explicitamente como parte del problema,

lo que se denomina método de regularizacién [59].

Fig.4.3 Dominios de fuentes y campos F,C. Linea continua prob. directo,
linea discontinua prob.inverso. F,C indican soluciones afectadas de errores,
F es un criterio de regularizacion utilizando informacién "a-priori”.

Si se conocen las estadisticas de las soluciones, la inversién puede
abordarse en el contexto de filtrado &ptimo de procesos estocasticos. Otra
forma de estabilizar la solucién consiste en parametrizar el objeto fuente por
un conjunto de variables, éstas se obtienen por un procedimiento iterativo de
optimizacién, de forma que minimicen el error entre los campos medidos y los
que se obtienen aplicando un método directo sobre la solucién. Este
procedimiento ha sido utilizado en la reconstruccién de cilindros {6.5.2}. Un
enfoque diferente son las técnicas de reconocimiento (clasificacién) de
patrones (firmas), donde algoritmos de inteligencia artificial, permiten
clasificar el objeto como perteneciente a un cierto tipo, del universo de
objetos posibles, De hecho también en este caso se utiliza informacién

’a-priori’ en la definicién de las diferentes clases de objeto.

Disefio del algoritmo

No existe una solucién general para el problema inverso electromagnético,
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debido a la dificultad de encontrar una solucién explicita, y a la diversidad
de planteamientos que engloba. En consecuencia, tampoco existen pautas
concretas para la implementacién numérica de las soluciones. En algunos casos
un mismo problema puede formularse de varias maneras matemdticamente
equivalentes, escogeremos la opcién que dé lugar a un costo computacional
menor.

El problema inverso puede plantearse en una, dos y tres dimensiones, y
puede referirse a la determinacién de parametros muy variados: la forma de un
objeto metdlico, la impedancia de una linea de transmisién inhomogénea, la
distribucién de corrientes sobre una antena o a la distribucién espacial de
permitividad de un objeto dieléctrico. Por otra parte como a menudo se recurre
a la utilizacién de aproximaciénes para encontrar una solucién, el problema
inverso da origen a formulaciones distintas segin se utilicen aproximaciones
de dispersién débil {primer orden), de baja frecuencia, zona de resonancia, de
optica fisica (PO) o bien 6ptica geométrica (GO} [60].

En este trabajo el problema inverso que trataremos de resolver, es la
reconstruccién de la distribucién de permitividad compleja de un cuerpo
dieléctrico bidimensional, a partir de los campos dispersados a frecuencia y
polarizacién uUnicas. En la reconstruccién de los .cuerpos utilizaremo.s
aproximaciones de primer orden, y aproximaciones de orden superior en las que
utilizaremos informacién ’a-priori’. Otra técnica ensayada consiste en Ila
utilizacién de diversidad de frecuencia en las medidas para obtener mayor

informacién sobre el objeto.

4.5 Reconstruccién de corrientes

En el Cap. 3 se obtuvo una ecuacién integral que relaciona el campo

dispersado (medido) con el objeto que deseamos obtener:
Es(?) = -koz_j c(®’) E(?') G(E-R") dt’ (4.3)

el campo dispersado es el resultado de la convolucién de la funcién de Green
del problema con el término de excitacién, producto de la funcién contraste
del objeto con el campo total en su interior (corriente equivalente o
inducida). En primer lugar obtendremos sin aproximaciones las corrientes a
partir del campo dispersado, para en una segunda etapa, obtener el espectro

del objeto bajo aproximaciones de primer orden.
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Histéricamente, los problemas de formacién holografica de imdagenes en
microondas se han abordado desde dos filosofias diferentes, la utilizacién de
operadores de focalizacién sobre el campo medido [61,62,63], y la inversién de
la ecuacidén integral que relaciona los campos con las corrientes que los
originan [4,6,31]. En la primera, la imagen se obtiene focalizando el campo
sobre la regién de fuentes, para ello se procesa numéricamente el campo medido
en una regién del espacio. El prcedimiento es similar al tratamiento realizado
por una lente convergente sobre el campo, en un sistema O6ptico de formacién de
imagenes. El- operador de focalizacion no es dnico, lo que da lugar a
formulaciones diferentes segin la opcién escogida.

La segunda alternativa adoptada por otros autores consiste en resolver la
ecuacién integral (4.3) para una geometria de medida canénica respecto a un
sistema de. coordenadas. De esta forma se obtiene una regién del espectro de
corrientes, segln la familia correspondiente de autofunciones de la ecuacién
de onda. Como veremos, este planteamiento bajo ciertas condiciones puede
interpretarse como un operador de focalizacién. Utilizando autofunciones de la
ecuaciéon de onda como campo incidente y aproximaciones de dispersién débil,
puede establecerse una correspondencia punto a punto entre los espectros de
corrientes y de funcién contraste que define el objeto, lo que permite su
reconstruccién de forma eficiente.

E! teorema de reciprocidad de Lorentz expresado en forma integral sobre
el espacio de fuentes y medida es una herramienta idénea para el cdlculo de
operadores sobre campos y corrientes, lo utilizaremos para generalizar . la
obtencién del espectro de corrientes y campos a partir de medidas sobre una

geometria arbitraria.

4.5.1 Operadores de focalizacidén

El concepto de focalizacién aplicado a la formacién de imdégenes es la
base de los sistemas Oépticos basados en lentes como el ojo humano, la cdmara
*fotografica, etc. Una lente convergente procesa en tiempo real el campo
radiado por una fuente de manera que se forma en un plano de focalizacién una
réplica o imagen de ésta. Otra técnica algo mds evolucionada es la holografia,
introducida por Gabor en 1948 [64], bdasicamente consiste en realizar un
registro fasorial del campo eléctrico producido (o dispersado) por un objeto
fuente en una superficie. A posteriori el frente de onda registrado puede

reproducirse formando imagenes virtuales o reales del objeto original.
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La medida fasorial del campo en &éptica, requiere la utilizacién de
fuentes coherentes (LLASER) y técnicas interferométricas por la dificultad de
medir directamente la fase a esas frecuencias. Las formacién 6ptica de
imagenes puede analizarse mediante o&ptica de Fourier [64] utilizando una
aproximacién escalar del campo y las teorias de difraccién de Kirchhoff y
Rayleigh-Sommerfeld.

A frecuencias de microondas se dispone de detectores vectoriales que
permiten una medida de fase directa del campo eléctrico incidente. La
reconstruccién de las fuentes a partir de dicha medida, es pues una técnica
holografica compartiendo la misma base teérica que los sistemas opticos. La
diferencia estriba en que el _registro y procesado del campo se realiza
numéricamente en un ordenador. Esto permite una gran flexibilidad en la
obtencién de la imagen, a costa de requerir una potencia de calculo
importante. Piénsese que una simple lente convergente es un potente procesador
paralelo, que realiza una transformada bidimensional de Fourier a la velocidad
de la luz.

El problema que se plantea es la reconstruccién de las fuentes a partir
del campo que generan, medido en una cierta regién del espacio. Una forma de
resolverlo seria procesar los campos de forma andloga a una lente, es decir
cada punto de la fuente podria ser focalizado mediante ia aplicaciéon de un
cierto operador matematico sobre el campo medido. Por ello estudiaremos en
primer lugar la formacién de imdagenes mediante operadores de focalizacién y

seguidamente la obtencién de dichos operadores dada una geometria de medida.

4.5.1.1 Formacién de im&genes con operadores de focalizacién

Nuestro objetivo es reconstruir las corrientes fuente o inducidas en un
volumen v’ a partir de la medida de los campos que producen sobre un volumen v
(fig.4.4). Si aplicamos el teorema de Reciprocidad de Lorentz para medios

lineales e isétropos a todo el espacio v+v’ obtenemos:

J' IR Ee®) it = J‘m?) Es(?) df (4.4)
v/ v

J son las corrientes a reconstruir y Es son los campos medidos que producen,
Jr es una corriente hipotética sobre la agrupacién de medida que producirfa un

campo Er sobre el espacio de fuentes v’.
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4.RECONSTRUCCION

Es Jf

J Bf >$
\ \%

Fig.4.4 Reconstruccién de corrientes utilizando el Teorema de Reciprocidad y
operadores de focalizacioén.

Estamos interesados en encontrar un operador § sobre Es que proporcione

el valor de J en un punto determinado Fo’:

I(Fo’) = § { Eslr)iTo” } = J(Fo’) (4.5)
Jr son las corrientes reconstruidas o imagen de las reales J. Para "aislar" el
valor de J en un punto debemos utilizar un campo impulsivo Ef en (4.4), por

ejemplo
Ee(F’) = 8(F'- To’) (4.6)
lo que permite obtener el operador de focalizacién § sobre el campo medido Es

I(Fo’) = § { Es(RiRo’} = I (P’ ) Es(P) dF = j IR Ex@) d (4.7)
v v’

donde Jr es la reconstruccién de las corrientes J, ¥y Jf(?;?o’) son las
corrientes que sobre la agrupacién de medida producirian un campo focalizado
en To’. De esta forma pueden obtenerse imdgenes con una geometria de medida
arbitraria, a condicién de que ésta pueda focalizar el campo sobre la zona a
reconstruir de forma aceptable. De (4.7) se desprende que la calidad de la
imagen estara directamente relacionada con las caracteristicas del foco. En el

caso de que el campo Ef sea invariante en la zona focal la imagen puede
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expresarse como convolucién de las corrientes reales con Ef, que constituye la

respuesta impulsional del sistema
Ir(Ro’) = I(Fo’) * Ef(Fo’) = J(Fo’) (4.8)

Como veremos E¢(ro’) tendra una cierta extensién y relacién de Ildbulo
principal a secundarios, lo que determinarda la resolucién y dindmica o
contraste de la imagen. '

La realizacién de un algoritmo de reconstruccién basado en focalizaciéon
puede dar lugar a tiempos de calculo muy elevados, pues cada pixel de la
imagen requiere el calculo de Je(r;ro’) y una integracién sobre el campo
medido. Sin embargo, para geozmetrfas sencillas o con algin tipo de simetria,
puede encontrarse una corriente de focalizacién que sea convolucional. Esto
significa que para desplazar el foco en el espacio basta con desplazar las
corrientes sin necesidad de ser reevaluadas. De este modo, la reconstruccién
se obtendrd mediante convolucién, © equivalentemente como producto en un

dominio transformado, por ejemplo
si Je(rir’) = Jelp—r’') == Je(r’) = § { Es(r);r’} = Je(r’) * Es(r’) (4.9)

Un operador convolucional significa que es invariante en el espacio, de esta
forma puede utilizarse una analogfa con los circuitos lineales invariantes que
quedan determinados por su respuesta impulsional, en este caso Js(r). Por
tanto la imagen de las corrientes es la respuesta a un filtro excitado por los
campos que producen en una regiéon de medida. Como la funcién de Green de la
ecuacién de onda homogénea (3.29) también es invariante, el problema global

puede modelarse como un circuito lineal invariante.

Hr) ———) G(r) Es(r) -| Je(r) | ————s Jr(r)

Como veremos en el apartado {4.5.2} G(r) actia como un filtro paso-banda, lo
que limitara seriamente la reconstruccién.
4.5.1.2 Focalizacién de radiacién electromagnética

El objetivo serd encontrar una distribucién de campos o corrientes que
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produzcan una concentracién de campo en un punto del espacio, para formar un
operador de focalizacién. Idealmente deseariamos una distribucién espacial de
campo concentrada en un punto: delta de Dirac, aunque como veremos no sera
posible debido a las limitaciones impuestas por la difraccién.

' Una forma de abordar el problema consiste en utilizar el teorema de

reciprocidad de Lorentz para un medio lineal e isotrépo:

j Ja Er dv = f J& Ea dv’ (4.10)
v v’

v es la regién del espacio en la que se desea crear el foco, v' es la regién

de las fuentes, en este caso la agrupacién de medida. Ja es una corriente

hipotética que colocamos en la zona focal y Ea es el campo que ésta produciria

en la zona de fuentes. Jf son las corrientes fuente responsables de Ila

focalizacién que queremos calcular, y Er es el campo que queremos maximizar en
. ->

un punto del espacio ro..

Si tomamos Ja(¥) = &(F-To) una fuente puntual en el foco, obtenemos

Ef(Fo) = J' J6(@) Ea(@”;R0) dv” (4.11)
v’

Ea seria el campo creado por la corriente puntual Ja en la regién de fuentes

’

v’, para medios homogéneos Ea no es mas que la funcién de Green del problema,
en cambio para medios inhomogéneos Ea debe calcularse resolviendo el problema
directo. Suponiendo conocido Ea queremos maximizar Ef, esto puede hacerse
utilizando la desigualdad de Schwarz, definiendo el producto escalar y la

norma para funciones cuadrado integrables:
o \ 1/2
<AB>= I AB dv ; Al =< AAD (4.12)

la desigualdad de Schwarz establece un limite superior al producto escalar de

dos funciones
< A,B > = lIAIL 1IBI (4.13)

la expresién llega a ser una igualdad en el caso en que las funciones A y B
sean proporcionales A = kB siendo k una constante arbitraria. En una situacién
electromagnética de energia finita, los campos y corrientes serdn cuadrado

»*
integrables y podremos tomar A = Jr y B = Ea, con lo que maximizaremos Ef(Fo)
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si
I :P0) = k Ea(R’;Ro)  ; Ja(@) = 3(R-Ro) == Ea(2’;7o) (4.14)

Por lo tanto para focalizar la radiacién en un punto hemos de excitar nuestras
fuentes con el conjugado del campo que se produciria sobre éstas al colocar
una fuente puntual en el punto de focalizaciéon. El hecho de conjugar significa
cambiar de signo la fase, de; esta forma todos los elementos de la fuente
contribuyen de forma constructiva al campo en Po. La distribucién de amplitud
en cambio no es uUnica para conseguir focalizacién. El criterio que hemos
obtenido es optimo en el sentidq de maximizar el campo en To para una potencia
de corrientes dada Wj ya que Wj « Wien® Al utilizar Jr dada por (4.14) en
(4.7) para construir un opef‘ador de focalizacién obtendriamos un filtro
adaptado a una fuente puntual, de forma que ésta seria reconstruida con
amplitud maxima. La constante k en (4.14) puede fijarse de forma que produzca
un foco de amplitud constante en toda la regién de interés, por ejemplo para

producir un foco de amplitud unidad

. 5
Ea(r’;ro)

(4.15)
lEa(Fo) 2

1 = Ef(ro) = k(ro) IEa(Fo)ll® == Ie(¥’;%0) =

El concepto de filtro adaptado se utiliza frecuentemente en problemas de
detecciébn en radar, codificacién, etc. en que se desea un maximo
aprovechamiento energético de la sefial a fin de maximizar la relacién S/N
[65]. Andlogamente el operador adaptado producird la imagen de médxima S/N en
presencia de ruido en la medida. En este contexto (4.14) proporciona el filtro
adaptado para ruido "blanco", es decir en presencia de errores de medida con
densidad espectral de potencia uniforme sobre el dominio 7 transformado del
dominio espacial £

Otra distribucién de corriente de focalizacion puede ser el mantener una
amplitud constante sobre la antena fuente con la fase dada por (4.14) para

obtener coherencia. También puede utilizarse una iluminacién del tipo [63]

1

Ea(r’ ;?o)

Jf(R ;%) = (4.16)

la fase es la opuesta a Ea al igual que en (4.14), pero la amplitud responde
al criterio de que cada parte de la antena contribuye energéticamente por

igual a la formacién del foco en Fo. Sustituyendo en (4.11) se comprueba que

4-14



4.RECONSTRUCCION

proporciona una amplitud focal constante respecto a Fo. Comparando esta
corriente (4.16) con el conjugado del campo (4.14) vemos que las 2zonas de
menor influencia sobre el foco recibirdn mayor ponderacién lo que dard lugar a
iluminaciones de menor rendimiento energético y en consecuencia un operador de
focalizacién menos robusto en presencia de errores. En cambio producird un
lébulo principal mas estrecho aunque lébulos secundarios mas elevados.

Asi, la fase serd normalmente la indicada por (4.14), y la amplitud
producirda diferentes caracteristicas de Iébulo principal y secundarios. La
eleccibn se plantea también en el disefio de antenas en que se emplean
diferentes criterios de amplitud en una apertura, segin el compromiso
ganancia-loébulos secundarios deseado. De hecho una antena disefiada para radiar
en campo lejano, no es mas que un caso particular de focalizacién en que
ro — o. Las corrientes de focalizacién obtenidas a partir de Ea en general no
contendran frecuencias - espaciales evanescentes o invisibles {Ap.A} a no ser
que el foco esté muy préximo a la agrupacién. En cualquier caso el espectro
invisible estard atenuado respecto al margen visible y las corrientes seréan
realizables.

En medios homogéneos el campo producido por una fuente puntual sobre una

geometria de medida es simplemente la funcién de Green
Ea(R;%0) = —jopo G2’ -To) (4.17)

de forma que pueden calcularse las corrientes de la forma descrita en el
apartado anterior. Una alternativa cuando la geometria de medida es candnica
respecto a un sistema de coordenadas, consiste en resolver las corrientes
fuente que sobre la antena reproducirian el campo deseado, en particular un

foco.

4.5.1.3 Corriente de focalizacién sobre una lfnea recta

En un medio homogéneo podemos hallar las corrientes de focalizacidén sobre
una linea recta utilizando el espectro angular de ondas planas descrito en el
{Ap.A}. Supongamos que deseamos una distribucién determinada de campo en la
linea z = zo y nuestra fuente es una distribucién de corriente sobre una linea

paralela z = zm, como muestra la fig.4.5



) x .

.

E(x,zo) J(x,2m)

b4

Fig.4.5 Campo creado por una linea de corriente

La transformada de Fourier segin x de E(x,20), es precisamente el espectro
angular del campo en la regién z < zm. Retropropagando el campo hasta las
fuentes {Ap.A} encontramos el esbectro angular sobre zm que deberemos producir

E(kx;zm) = E (kx;2o) esz(Zm-zo)

(4.18)
el superindice de E~ significa que el campo se propaga segin -z. Si nuestra
antena es una apertura, la transformada inversa segin kx de (4.18) nos da la
distribuciéon de campo buscada. Si la fuente es una distribucién de corriente,
ésta puede obtenerse utilizando el espectro angular de la funcién de Green,
llevando el origen a zm por comodidad obtenemos

E(x) = - jwpo f Hx') Glx-x') dx’ 2% Elkx) = -jwpo J(kx) Glkx) (4.19)

donde J(kx) y G(kx) son el espectro angular segin X de la corriente y de la
funcién de Green respectivamente, ésta puede obtenerse comparando la expresién
integral de la funcién de Green [37] con la transformada inversa del espectro

angular {Ap.A}

- jkxx e—jkzlzl

1 ® 1 ® -k
G(R) = L. f e  dkx = -—j Elkx,z) e K gry  (4.20)
4anj o kz 2n o

siendo kz = + V koz-— kx2
. - jkzlz|
Glkx,2) = — -5 . kz = + v ko®- kx? (4.21)

2j kz
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la forma integral de la funcién de Green no es mas que la expresion de una
onda cilindrica como combinacién de ondas planas  dirigidas hacia el exterior
de la fuente en el origen, con una distribucién de campo simétrica respecto a
Z, por este motivo aparece el médulo |z]| en el integrando. La coordenada z
representa la distancia que separa los planos de corriente y de campo, en este

caso al estar sobre la misma linea

-2 k=

E(kx) (4.22)
wio

'j‘(kx) =
de donde la distribucién de corriente que creard el campo deseado en z = Zo

queda

-2 k=z ejkz(Zm—Zo)

J{x,zm) = ?x—l{
Wilo

E(kx;Zo)} = Je(x;zm-20)* E(X;Zo) (4.23)

el producto del espectro angular del campo con una expresién que definimos
como Jf(kx), puede escribirse como convolucién en el dominio espacial (segundo
término de (4.23) ). Jf(x;2m-20) no es mas que la distribucién de corriente de
focalizacién que produciria un campo delta de Dirac-segin x en la linea zo:

3(x;z0) y sera

-2 kz ejkz(Zm—Zo )

Jt(x;zm~z0) = ?x—l{
WHo

} == Ef(x;20) = 8(x;z0) (4.24)

para focalizar en otro punto x’ bastard con desplazar las corrientes
Je(x-x’ ;Zm~20) == Ef(x;20) = 8(x-x’;Z0) (4.25)

en cambio para focalizar en un plano distinto 2o’ debe recalcularse la
corriente Jf pues el término exponencial habrd variado. Por lo tanto el
operador de focalizacién sobre los campos dispersados serd convolucional en x
pero no en =z Utilizando Jf podremos reconstruir las corrientes con un

operador de focalizacién consistente en una convolucién plano a plano.

Jr(x’;20) = I Je(r;r’) Es(r) dr = Jr(x’;20) = Es(x’;2m) * Je(X’;2m=2o0) (4.26)
v

o en el dominio transformado



ljr(kx;Zo) = Es(kx;Zm) --:2—18- e Jkz(zm=2zo) (4.27)

Wio
Al trabajar con espectros debe identificarse la parte visible e invisible
{Ap.A}, ya que éste uGltimo esta asociado con superresoluciéon dando lugar a
corrientes reactivas muy grandes no deseables y en muchas ocasiones

irrealizables. En el dominio invisible kz es imaginario

dominio invisible

lkx| > ko = kz = -jv kx?-k3 (4.28)

asi, el término exponencial de (4.27) provocard la aparicién de corrientes de
superresolucién, por ello es conveniente truncar el espectro angular del campo
deseado E(kx) al margen visible |kx] = ko. La consecuencia de renunciar al
margen invisible es que ya no obtenemos exactamente el campo deseado sino la
mejor aproximacién posible en el sentido de minimo error cuadratico medio.
Recordemos que un espectro de Fourier no es mas que el conjunto de
autofunciones base del espacio de Hilbert, derivado del producto escalar
definido en (4.12). La norma asociada es la raiz cuadrada de la potencia
cuadratica media. Al expresar una funcién con una base truncada se obtiene un

error de norma minima [66], en este caso un error cuadratico medio minimo.

Fig.4.6 Campos producidos en un medio sin pérdidas por una agrupacidn
lineal (parte superior de la imagen) focalizada a una distancia 8A.
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4.RECONSTRUCCION

Puede comprobarse que esta distribucién de corriente produce sobre la
antena un campo conjugado al que se mediria al colocar una fuente dipolar en
el foco [67]). La fig.4.6 muestra el campo de focalizacién producido en un
medio sin pérdidas por una agrupacion lineal, la distribucién de corriente se

ha calculado mediante (4.24) para una distancia focal de 8 A.

4.5.1.4 Corriente de focalizacién sobre una linea circular
Las corrientes que sobre una linea circular producen focalizacién de
energia, pueden calcularse utilizando el espectro de modos cilindricos {Ap.A}.

Expresando el campo en funcién de las corrientes mediante la funcién de Green
Ee(F) = —jwpo G(F) * Je(F) = -wpo/4d j 1) HE (ko |P-2/ )dr” (4.29)

utilizando el teorema de adicién de la funcién de Hankel cuando la linea

fuente es exterior a la regidén de campos

00 ® 7
H3' (ko |2-2"|) = Y H2 (kop’ ) Jn(kop) eI2(#7¢") o’ > p (4.30)

n=-0

sustituyendo e intercambiando integral y sumatorio, para una linea de radio R

0 s 2T )
Erlp,p) = ;‘;’E’_Z Jn(kop) HZ(koR) & J Je(p? e I1? dp’ (4.31)
0

n=-o

donde reconocemos en la ultima integral la transformada angular de Jr-2m,

luego

o] .
Et(p,p) = Z An Jn(kop) e ; An =

n=-0

-WiloT

> HZ (koR) Te(n) (4.32)

Para obtener focalizacién, deberemos producir un campo Ef similar a una delta,
. - > - . P

por ejemplo Ef(r) = 8(r-ro), como estamos en una zona sin fuentes, sélo

podemos forzar el campo en una dimensién, asi calcularemos las corrientes para

tener un campo impulsivo en ¢ cuando p = po
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e . 2] .
Ef(po,p) = 8(p - o) = 1/2n z inle-po) _ Z An Jn(kopo) &% (4.33)

n=- n=-o .

de donde

e—jnqm

2n Jn(kopo)

-1 e_“m(po

An = = Jf(n;ro) = (4.34)

wp.o‘ltz H%)(koR) JIn(kopo)

La dependencia de Jr(n) con go es una fase lineal, por tanto las corrientes de

focalizacién son invariantes en ¢o, pero no en profundidad po como ocurria en

una geometria plana. En la practica deberemos prescindir del dominio invisible

de las corrientes para obtener una alimentacién realizable, lo que significa

truncar el espectro a nmax = po/2Ke. Por ello el campo ya no serd una delta,
. d . 3 R

por ejemplo para el caso en que ro es el Origen, An y Jf(n) son singulares

para todo n excepto n = 0. Por lo tanto, el campo serd la funcién Jo (fig.4.7)
fo = 0 = Ef(p,p) = 1721 Jo(kop) (4.35)

la distribucién de corrientes es constante en la linea, y coincide con los

criterios de conjugacién del campo producido por una fuente en el foco.

| Jo (Kor) b A

N/2 r

Fig.4.7 Corte del campo de focalizacién producido por una linea circular.
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4,.RECONSTRUCCION

Una corriente de focalizacién alternativa sera aquella que produce una
distribucién de campo invariante con la posicién del foco, es decir la funcién

Jo desplazada. Utilizando el T. de Adicién de la funcién Jo

o .
Ef(p,@) = Jo(ko|T - Tol) = Z In(kopo) In(kop) eI2(#~90) (4.36)

n=-0
utilizando (4.32) e identificando los coeficientes An

- ~Jjngo
2 Jn(kopo) e (4.37)

WLoT H%) (koR)

Tff(n;'l:"o) =

en este caso Jf(n) tenderd a cero al entrar en el dominio invisible, y al ser
el campo invariante, la reconstruccién puede expresarse como convolucién de

corrientes reales con la funcién Jo.

4.5.2 Inversién de la ecuacién integral

Un procedimiento de reconstruccién alternativc a los operadores de
focalizacién, es la inversién de la ecuacién integral, que como veremos dara

lugar a algoritmos de recubrimiento espectral.
Utilizando la definicién de corriente inducida (3.22) podemos expresar el

campo dispersado como la convolucién de ésta con la funcién de Green
Es(F) = —jupo J' I®) GE-2) d (4.38)

Una forma de deconvolucionar las corrientes seria utilizar la transformada de
Fourier entre el dominio espacial de campos y corrientes y un dominio

espectral 7 {Ap.A}, en el dominic transformado la convolucién queda como

producto, obteniendo
Es(F) = —jupe G(B) * J@) =  Es(@) = ~jupo G - T(3) (4.39)

asi el espectro del campo dispersado puede expresarse como

1
2—ko

Es(@) = —jomo J(m) - (4.40)
(nl
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el altimo término es el espectro de la funciéon de Green. Aunque esta expresién
relaciona los campos y corrientes en todo el espacio, observamos que 6(:5) es
singular en el circulo [n! = ko como muestra la fig.4.8. Por esta razén, el
espectro de campos dispersados contendrd basicamente la informacién del
espectro de corrientes sobre el circulo en que la funcién de Green es
singular. En tres dimensiones la regién singular serfa una superficie esférica

de radio ko.

Fig.4.8 Dominio espectral de la funcion de Green en dos dimensiones.

La inversién directa de la ecuacién (4.40) requeriria el conocimiento de
los campos en todo el espacio incluido el interior del cuerpo, como éste no es
accesible, deberemos obtener las corrientes a partir de la medida de los
campos en una zona exterior. La inversién de las corrientes conocidos los
campos fuera del objeto, se realiza mediante transformada inversa de Fourier
de (4.40) que al contener singularidades obliga a integrar en el plano
complejo utilizando el teorema de los residuos [31].

Una forma mds compacta de obtener las corrientes, se deriva del hecho de
que en una regién sin fuentes, los campos quedan determinados conociendo las
componentes tangenciales en un contorno cerrado segin el Teorema de Unicidad
[32], en dos dimensiones sera suficiente conocer los campos en una linea
cerrada. La inversién puede hacerse de varias maneras dependiendo del sistema
de coordenadas elegido, aunque como veremos puede generalizarse para

geometrias arbitrarias, utilizando el terorema de reciprocidad de Lorentz.
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4 .RECONSTRUCCION

4,5.2.1 Obtencién de corrientes en coordenadas rectangulares

Partiendo de la ecuacién integral del campo dispersado, si transformamos
respecto a un eje cualquiera del espacio (utilizaremos el eje X sin pérdida de

generalidad) obtenemos:

Fx )
Es(T) = —jwpo G(T) (x:)J(?) = Es(nx,z) = —jupo G(nx,z) 5 T(nx,2) (4.41)

la convolucién segin x desaparece al transformar respecto a este eje,
resultando una expresién que relaciona el espectro angular del campo
dispersado con la convolucién segin el eje ortogonal (z en este caso) de los

espectros angulares de la funcién de Green y corriente {Ap.A}.

utilizando el espectro angular de la funcién de Green (4.21)

1 e ~-jnzlzl

Glnx,2z2) = 7 e (4.21)
sustituyendo en el dominio espectral de (4.41)
. _ . ~inzlz-z" |
Bamz) = 242 [ Tz 2 dz* (4.43)
Nz

el término |z-z’| obliga distinguir entre el campo Es medido en una zona
2z >z’ o en una zona z < z’ como se indica en la fig.4.9, asi para el caso

z > 2’ podemos escribir

.

—-Jnz2

~ i ’
Es(nx,z) = guo © 77 JJ(nx,z’ JedM*Z 4z (4.44)

donde reconocemos la transformada de Fourier segun z’ de las corrientes

/. 2 2
evaluada en mnz = + vV ko - nx

despejando el espectro de corrientes y analizando del mismo modo el caso

z < 2’ resulta
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zZ>Z

‘:]'(nx’nz) = _:.zﬂ.. eanzm

Es(nx,zm) ; nx € (ko ko) (4.45)
w Mo

z <z
~ _ _ =2%z _~jnzZm
J(nx,~-nz) = o e e

siendo 7z = +/ koz‘- nxz

Es(nx,zm) ; Mx € (=ko,ko), (4.46)

estas expresiones relacionan la transf ormada de Fourier segin x de los campos
dispersados medidos sobre una linea (x,st, con el espectro bidimensional de
las corrientes J sobre un cfrculo centrado en el origen y de radio ko. Esta
formulacién fue derivada por Mueller en 1979 [4] para tomografia acustica, en
este campo la ecuacién de onda es similar Yy por tanto la reconstruccién

escalar electromagnética y acustica son esencialmente el mismo problema.

e

N

Fig.4.9 Obtencién del espectro de corrientes a partir de la medida
rectilinea del campo dispersado.

El espectro de corrientes puede expresarse también en funcién del dngulo
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6 que forma el vector ?; respecto al eje z, utilizando el vector unitario & en

la direccién 8

N
Nx = ko sin@ ; 7z = ko cosB ; 6 = ——%{)— (4.47)

(]

~ oA -2 ~
J(koB) = —a—“;— £s(@) ; 8 € (~-n,m) (4.48)
donde Es(e) es el espectro angular de ondas planas dirigidas segin 6 definido

en el {Ap.A}

. _ E'(kx) lkz| ; 16] = /2
£(6) = ElkosinB) |kecos8]| = (4.49)

E'(kx) |kz| ; 8] > n/2

Como sobélo tenemos acceso a un circulo del espectro bidimensional de
corrientes, no podemos realizar la transformada inversa, una forma de obtener
de forma aproximada la distribucién espacial de corrientes seria suponer que
el campo ha sido generado por una linea de corriente en un plano zo [6] de

forma
J(x,z) = J(x) 8(z~zo) (4.50)

bajo esta hipétesis obtenemos

-2 Nz e Jjnz(zm-zo) (4.51)

Jr(nx;z0) = Es(nx;2m) T

analoga a (4.27) obtenida como operador de focalizacién sobre el plano zo, por
lo que ambas formulaciones dan lugar a los mismos resultados bajo ciertas
condiciones.

Si la geometria de medida es una lIlinea recta, el espectro angular
Es(nx,z) es simplemente una transformada de Fourier del campo. Por ello
(4.45,4.46,4.48) son la base de los algoritmos de reconstruccién para
geometrias planas de implementacién eficiente al utilizar técnicas de FFT en

el tratamiento de las corrientes y los campos.

4-25



4.5.2.2 Reconstruccién de corrientes en coordendas cilindricas

A partir del campo expresado en modos cilindricos, puede obtenerse el
espectro de corrientes segin la familia de autofunciones cilindricas, de forma
andloga a la formulacién en rectangulares. Expresando la ecuacidén integral del

campo en cilindricas
Es(f) = -jupo G(F) * I(D) = -wpo/4 J JR*) H5 (koIF-F 1)dr (4.52)

utilizando el teorema de adicién de la funcién de Hankel cuando la linea de
medida envuelve las fuentes 3

|

0 : ’
Hg)(kolf‘,—?' = Z Hrzx)(kop) In(kop”) eJD(go-{O ) p>p (4.53)

n=-0

e intercambiando integral y sumatorio

0 2T
Esp,p) = Z24° H%’(kop)f J‘ o’ ,9") Inlkep’) e % praprdyr &I (4.54)
N n=-00
00

observamos que la integral sobre las fuentes es una transformada de Hankel

definida en {Ap.A} como
. ® 21 —ino’
® {f(p’,9" )} = T(y,n) = /21 J I flp’,0’) e ™ In(yp’) de p’dp’ (4.55)
oo

particularizada para y = ke, por lo que podemos escribir

-2 Es(p,n)

J(y,n) = . (4.56)
|3’=ko WitoTt Hg)(kop)
siendo Es(p,n) la expresién espectral en modos cilindricos de Es {Ap.A}
N 21 —in
. E(p,n) = 1/2n f E(p,p) e I do (4.57)
0

Nétese que (4.56) es el equivalente a (4.48) para coordenadas rectangulares,
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en este caso la regién accesible del espectro de corrientes se representa en

la fig.4.10.

¥ T(7,n)
ko
o < o [ o 4= (<] [+] (-3 [+ [+]
1 | ! 1 | ! | | | | N
-3 -2 -1 [o] 1 2 3 n

Fig.4.10 Espectro modal de corrientes accesible desde el exterior.

Aunque el espectro de modos es infinito sélo se propagaran aquellos que
no estén en corte segin la extensién de las fuentes {Ap.A}. As{ pues con
independencia de la representacién espectral empleada, vemos que el espacio
actia como un filtro paso banda sobre el espectro de campos. Como consecuencia
sélo tenemos acceso al espectro de corrientes en aquellos puntos que son

solucién de la ecuacién de onda homogénea.

4.5.2.3 Generalizacion a geometrias arbitrarias mediante el teorema de

reciprocidad

Como hemos visto para coordenadas rectangulares y cilindricas, a partir
de la representacién espectral de los campos es posible determinar una regién
del espectro de corrientes. La evaluacién del espectro de campos en principio
requiere su conocimiento sobre una geometria canénica, segin el sistema de
coordenadas adoptado. Por ejemplo el espectro angular de ondas planas se
obtiene mediante una transformada unidimensional de Fourier del campo sobre
una recta, y el espectro de modos cilindricos requiere la evaluacién de los
coeficientes de Fourier del campo scbre una linea circular. En este apartado
calcularemos el espectro de corrientes directamente de la medida del campo
sobre una geometria arbitraria, y de un modo similar obtendremos el espectro
de campos. El espectro serad también arbitrario condicionado a los requisistos
usuales de complitud, ortogonalidad y cumplir la ecuacién de onda.

Este apartado tiene una importante trascendencia desde el punto de vista
de la implementacién de algoritmos en ordenadores, puesto que aunque

mateméticamente equivalentes, las formulaciones espectrales requieren una
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complejidad computacional importante con la excepcién del espectro de Fourier
con funciones base exponenciales, cuyas caracteristicas de periodicidad
permiten la utilizacién de algoritmos muy eficientes como la FFT. Por ello en
general sera interesante utilizar el espectro de Fourier ain con geometrias de

medida candnicas segin otros sistemas de coordenadas.

A) Geometrias canédnicas

Consideremos una situaciéon general de medida representada en la fig.4.11
a) donde las corrientes fuente J producen unos campos Es que mediremos sobre
la linea a. Si intercambiamos los papeles de fuente y campo obtenemos la
situacién b) en que la linea de medida acttia como fuente al ser excitada por
las corrientes Ja produciendo sobre la regién ocupada anteriormente por las
fuentes un campo Ea. Si aplicamos el teorema de reciprocidad de Lorentz a

ambas situaciones obtenemos

I J Ea dr’ = I Ja Es dr (4.58)
v’ a
Es Ja
J Ef
\ a \ a
a b

Fig.4.11 a) Fuente y geometria de medida arbitraria b) situacidén reciproca

En un espacio de Hilbert, el espectro de una funcién no es méas que su

proyeccién sobre cada una de las autofunciones ortogonales base ¥n del
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espectro, que se calcula mediante la utilizacién del producto escalar

asociado. Si la base estd normalizada ll¥nll =1 V¥n, tendremos

Fn) = < 1,%n > = ‘[ J Un dr’ (4.59)
v’ -

esto es valido para bases discretas (modos) o continuas (espectro de ondas
planas). Podemos obsevar que (4.59) y el primer término de (4.58), son

formalmente iguales sin mds que hacer
Ea(r’) = \I/;(r’) en todo el espacio de fuentes v’ (4.60)

lo que significa que podemos obtener el espectro de corrientes integrando
sobre la linea a, el campo medido multiplicado por una corriente ficticia Ja,
que sobre la regién de fuentes produciria la iluminacién conjugada de cada una
de las autofunciones del espectro. Por supuesto del espectro completo de J
sélo obtendremos aquella regién cuyas autofunciones (autovalores) cumplen la
ecuacion de onda homogénea, puesto que deben poder existir en una zona sin
fuentes (Fig.4.11b). Lo que explica la restriccién en el acceso al espectro de
corrientes encontrada en la formulacién rectangular y cilindrica de apartados
anteriores. Debe considerarse también que no cualquier geometria es capaz de
producir un espectro de autofunciones, por lo que ésta serd "arbitraria"
condicionada a su capacidad de producir campos \Il: sobre la regién de fuentes
con corrientes Ja adecuadas. En ocasiones una geometria solo podra generar un
subconjunto de todas las autofunciones posibles, como ocurre con una linea
recta capaz de iluminar una regién Unicamente con ondas planas que tengan una
componente en la direccién hacia dicha regién.

Del espectro bidimensional de Fourier de las corrientes J, sélo tendremos

acceso a un circulo correspondiente a ondas planas con ntimero de onda ko

orientadas segun un vector unitario 6
~ A - jkoé’? > > >
J(n = keB) = | J(r) e dr = | Ja(r;8) Es(r) dr (4.61)
a

donde Ja(r;0) son las corrientes que sobre la linea de medida producirian una

onda plana en la direccién -8

(4.62)

A S A
ikoB - —jkoB+ T} *
Ea(r) = eJko"9 F= [e Jo r]
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En cilindricas de forma analoga

T(n,y=ko) = I IR In(pke) e 31 42 = I Ja(®in) Es(®) dF (4.63)
v a

donde Ja(r;n) seria las corrientes sobre a que generarian el modo n‘
Ea(l";n.) = Jn(pko) e_‘]nq’ (4.64)

Como ejemplo obtendremos el espectro de Fourier de corrientes a partir de
los campos medidos en una recta, comprobando que se llega al mismo resultado
que invirtiendo la ecuacién integral. Situando el eje x sobre la linea de
medida, el problema consiste en calcular la corriente Ja(x;0), produciendo un
campo Ea sobre la regiéon de fuentes situada en el semiplano izquierdo z’<0, de
forma que obtengamos las autofunciones (ondas planas) conjugadas (direcciones
opuestas) del espectro
ejkoé-F= e—jko(—é)-}’

Ja(x;68) — Ea(f) = (4.65)

del espectro completo de direcciones sélo llegaran a la regién de fuentes

aquellas que se propagan hacia -2, es decir con
kz = ~ko sin8@ < 0 == |68] = n/2 (4.66)

Para obtener las corrientes Ja que sobre la recta z=0 producen un campo Ea,

calculamos el espectro angular de Ea en 2z=0, resultando una delta

correspondiente a una onda plana con kx = -ko-cos@
Ea(nx;0) = f Ea(x;0) eI™* dx = I glkocos8 X Jmxx gy (4.67)
a : a
Ea{nx;0) = 2r 8(nx + kocos8) (4.68)

calcularemos ahora las corrientes .que generan Ea utilizando el espectro de la

funcién de Green (4.21)

1(x,0) = 9:‘1{ =2 mz_ E(nx;o)} = _=2 kosin® _jkoxcos® (4.69)
Wito WHo
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de esta forma el espectro de las corrientes fuente obtenido como la integral

sobre el campo medido (4.63) queda

» ~ .’ - -
F(n=kob) = J 1@ K0 T o :2_1%%?1_9 J Es(x;0) eJXoXC9S8 4o (4.70)
v’ a

J(n=koB) = Es(koxcose;O) o] = n/2 (4.71)

-2kosin®
Wito
que es el mismo resultado obtenido invirtiendo la ecuacién integral (4.45)
para una linea de medida en z=0 y fuentes en z’<0. Para acceder al espectro
J(n=ko8) cuando [@]| > m/2 debe utilizarse una lfnea de medida adicional sobre

un plano al otro lado de las fuentes.

Si se requiere el espectro de corrientes a partir de medidas con una
geometria candnica de un sistema de coordenadas diferente, el problema
consiste una vez mas en la sintesis de autofunciones base del espectro
deseado. Para ello en primer lugar se calcula el espectro de cada autofuncién
a generar, segin la base propia de la geometria; de aqui se obtendria el
espectro de corrientes utilizando la funcién de Green y con una transformada
inversa la corriente Ja(r) al igual que en el ejemplo anterior. Calcularemos

el espectro de Fourier a partir de medidas en un contorno circular.

Espectro de Fourier de corrientes con geometria cilindrica

Si medimos los campos producidos por una fuente con una linea de medida
circular envolvente como muestra la Fig.4.12, la opcién mas directa seria
obtener el espectro de corrientes segin las autofunciones cilindricas, es
decir con una transformada de Hankel. Sin embargo desde el punto de vista de
la implementacién de los algoritmos puede ser mas eficiente trabajar con el
espectro de Fourier. En este caso debemos calcular una corriente sobre el
circulo de radio R que produzca el conjugado de las autofunciones

correspondientes al espectro deseado, en este caso ondas planas segun -6.

s ~ :
F(n=kob) = J’ 1) K0T g7 = j Jalp;-8) Es(g) R do (4.72)
v’ a
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Fig.4.12. Fuentes y linea de medida circular de radio R

Expresando la onda plana segin la familia de modos cilindricos obtenemos

N A~ ) . [o0] . »
Ea() = K08 T GJkopcos(e-8)_ Y " In(kep) Jn(e-0) (4.73)

n=-0

calcularemos ahora las corrientes Ja sobre la linea de medida circular que

producen Ea, expresando éste mediante la funcién de Green
Ea(?) = 2242 J' Ja(27) HE (ko|R-2" |) dR” (4.74)

utilizando el teorema de adicién de la funcién de Hankel {32)

o . ,
HS (koI 2= 1) = ) HA'(kop’) Jn(kop) einle-e’) o’ > p (4.75)

n=-0

sustituyendo e intercambiando integral y sumatorio

0 . . 27 3 2
Ealp,p) = —30— ) Jalkop) H3'(koR) eI R J Ja(p)e 9" dp’ (4.76)
o]

n=-0

la dltima integral es la transformada angular de Ja:2n, igualando a la

expresién de la onda plana buscada (4.73), y despejando el espectro de
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corrientes Ja(n), resulta

"‘Zjn e—_jne
Ja(n) = DIORT ’ 2) 4.77)
Ho Hn ' (koR)
e invirtiendo al dominio espacial
0 .n .
Ja(tp;-é) = —;_ZEW Z —*—2—’)!——-— eJn((‘o 9) (4.78)
H n=-0 Hn (koR)

Jalp;-B) son las corrientes sobre una linea circular de radio R que producen
en la regién interior una onda plana dirigida segin -6. El espectro de Fourier
de las fuentes J segin la direccién 6, puede calcularse sustituyendo en (4.72)
y cambiando el signo de n, de esta forma la integral seglin ¢ puede expresarse

como el espectro de modos de Es:

. . -4 o« .n ejne -
F(n=kod) = J‘ Jalg;0) Eslp) R dp = —— ] I Estn)  (4.79)
a H n=-w Hn ' (koR)
donde Es(n) es el espectro modal del campo medido:
N 21 _in
Estn) = 1/2n J' Estp) eI dp (4.80)
o

Como una linea circular puede generar ondas planas en todas direcciones no hay

restriccién sobre O, salvo que sea real para estar en el margen visible de

corrientes y campos.

B) Geometrias no canédnicas

La sintesis de iluminaciones base del espectro desde geometrias no
canénicas en general no podrd resolverse de forma analitica. De todas formas
debe tenerse en cuenta que no es necesario sintetizar la onda en todo el
espacio sino sélo sobre la regién de fuentes v’. Una aproximacién al problema
es la utilizacién de operadores de focalizacién. Supongamos que deseamos
obtener el espectro de Fourier de las corrientes o campos, para ello debemos

sintetizar ondas planas en todas las direcciones del espacio. La distribucién
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de campos o corrientes sobre una apertura que maximiza el campo en un punto en
campo lejano, es aquella que en campo cercano produce una iluminacién similar
a una onda plana en direccién a ese punto. De este modo utilizando una
distribucién de focalizacién sobre un punto Fo situado en el inf inito,
obtendremos una iluminacién aproximadamente plana en campo cercano. Para ello
calculariamos el campo sobre la antena producido por una fuente en ?o, y
utilizarfamos el conjugado de la distribucién obtenida, o un criterio
alternativo de focalizacién {4.5.1.2}. La pureza de la iluminacién dependerd
de la geometria utilizada y del espaciado entre elementos y en general debera
evaluarse mediante simulacién por 6r‘denador‘.

Lo mismo podria hacerse para obtener espectros de otras familias, por
ejemplo, la sintesis de ondas cilindricas centradas sobre un punto Fo puede
abordarse calculando las corrientes de focalizacién sobre fo para cada modo.
Para ello podria utilizarse el con_}ugado de los campos producidos por fuentes
multipolares segin el modo, colocadas en fo. De hecho s6lo el modo Jo
produciria focalizacién en el sentido de concentracién de energia sobre ?o, ya
que los demds quedaran en corte para radios inferiores al valor de corte

{Ap.A}.

4.6 Reconstruccién de cuerpos bajo aproximaciones de primer orden

Para reconstruir un cuerpo dieléctrico, éste se ilumina con un campo

incidente, apareciendo unas corrientes equivalentes de valor
J(r) = jw (elr) - €o) Elr) = ~jwee C(r) E(r) (4.81)

C(r) =1 - e(r)/eo es la funcién contraste que caracteriza el objeto y que
deseamos obtener a partir de la reconstruccién de las corrientes inducidas. Si
se conocen de forma completa las corrientes inducidas sobre el objeto, éste
puede determinarse facilmente calculando previamente el campo total en su

interior mediante la funcién de Green:

j Jr) - j J(r)

w€o E(r) = weo [ Eo - jwpo G(r) * J(r) | (4.82)

Clr) =

sin embargo a partir del campo dispersado sélo tenemos acceso a la informacién

sobre un circulo de radio ko del espectro de corrientes J(B ko), es decir la
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difraccién actia como un filtro pasobanda sobre el espectro de corrientes
fuente, que hace irrecuperable su dominio espacial de forma completa. Si
relacionamos el dominio espectral del objete con el espectro de corrientes
obtenemos

IR) = —juso CR) ER) 2 TG = -‘—Ji"j— [ EG) * E@) ] (4.83)

4n

el espectro de corrientes es el resultado de la convolucién del objeto con el
campo total en su interior, éste no puede calcularse a partir del conocimiento
incompleto del espectro de corrientes, por ello en general no podemos obtener
informacién del objeto sin utilizar algin tipo de aproximacién sobre el campo

total E(r).

4.6.1 Aproximaciones de Born y de Rytov

Si el objeto no es muy difractante podemos utilizar la aproximacién de

Born (E.= Eo) en (4.82) obteniendo

C(r) = J J(r)

weo Eo(r) (4.84)

En el caso de que el campo incidente sea una onda canénica respecto al sistema
de coordenadas utilizado, es posible relacionar el espectro de corrientes 3
con el espectro del contraste C. En coordenadas rectangulares, la relacién es
particularmente simple y cada punto del espectro de corrientes contiene la
informacién de un punto del espectro del contraste. Esta cualidad no es
general, por ejemplo en coordenadas cilindricas no existe esta correspondencia
biunivoca entre dominios espectrales, por lo que como veremos cada punto del

espectro modal del contraste debe obtenerse por integracién del espectro de

corrientes.

4.6.1.1 Reconstruccién del contraste en coordenadas rectangulares, bajo la

hipdtesis de Born

Supongamos una onda plana que ilumina el cuerpo dieléctrico dirigida

segun el vector unitario 8o, su transformada bidimensional de Fourier sera un
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impulso situado en un circulo de radio ke

w AN
Eo(R) = e JKofo'T R Eo(®) = an® 8(3-kobBo) (4.85)

para objetos poco difractantes E = Eo (Aprox. Born)

1

41:2

J@) = -juweo @) * Eo(M = -jueo C(R-kobo) (4.86)

por tanto bajo la hipétesis de Born e iluminacién por onda plana, el espectro
de corrientes serd una versién desplazada del espectro del objeto segin koBo.
En el apartado {4.5.2.1} vimos que a partir del campo dispersado medido en el
exterior, sélo era posible acceder a un circulo del dominio espectral de las
corrientes

T(koB) = —2— Es(6) ; 6 € (-m,m) ' (4.48)

w “O » »

de esta forma accederemos a un circulo desplazado del espectro del contraste

del cuerpo .

- wa =2 =
1 Jikod) = = £s(0) (4.88)

R

E[ko(é-éo)]

donde és(e) es el espectro angular de ondas planas segin 6, la fig.4.13
ilustra el dominio espectral del objeto obtenido mediante la aproximacién de
Born para una vista o angulo de incidencia.

Repitiendo la exploracién para direcciones de iluminacién distintas,
podemos recubrir totalmente el dominio espectral del objeto obteniendo una
reconstruccién paso bajo con una frecuencia de corte de 2ko, que es lo que nos
limitard la resolucién a wun valor tipico 2w/2ke = A/2. Para recubrir
totalmente el espectro del contraste del cuerpo, la medida se repite para un
nimero adecuado de dangulos de incidencia hasta tener un muestreo
sufucientemente denso para realizar la inversion del espectro y obtener la
imagen. La implementacién de este algoritmo serd descrita en el Cap.5 al

comentar los sistemas con geometria plana.
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Fig.4.13 dominio espectral del objeto mediante la aproximacidén de Born.

4.6.1.2 Reconstruccién del contraste en coordenadas cilindricas, bajo 1la

hipétesis de Born.

-

En {4.5.2.2} habiamos encontrado el espectro modal de las corrientes a

partir de los modos del campo producido Es que generan

T(y.n) - -2 Es(p,n) (4.56)

]',y:ko WitoTt thx) (kop)

si el objeto es poco difractante podremos aplicar la aproximacién de Born como

antes

J(F) = - jweo C(F) + EolP) (4.90)
para conseguir relacionar los espectros de corrientes y campos, conviene

utilizar una iluminacién lo mds simple posible respecto a la familia espectral

»
utilizada, en este caso modos cilindricos de orden m

Eo(2’) = Jm(kop’) e J™¥ (4.91)

con esta iluminacién podemos reescribir (4.56) como
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o 2T
Es(p,n) = -w’f Hg)(kop)IJ Clp’,9’) eﬂmﬂn)@ In(kop’ )Im(kop’) p’dp’de’ (4.92)

00

desgraciadamente el producto Jn-Jm no es otra funcién de Bessel (lo que
permitirfa "mapear" C y J punto a punto como ocurre en coordenadas

rectangulares), utilizando la expresién integral del producto [68]

n/2
2/n Jn+m(22 sind) cos (n-m)elde ; sin=m =0
)
Jn(z)'Jm(z) = w2 (4.93)
2/ I Jnem(22z cosB) cos [(n-m)e}de ; otros n,m
)
sustituyendo
» 2 /2 .
Es(p,n} = -wpo Hn' (kop) f cos [(n-m)6] C(y,n+m) de (4.94)
0

donde C(y,n+m) es la transformada de Hankel de C(r) {Ap.A)

o 21 .,
Cly,q) =R { Clp’,9¢') } = 1/2n J r Clp’,9’) e J9% Jalyp’) de p’dp’ (4.95)
o Yo

m= 0

2ko sin@ ; n
para una frecuencia radial y =
2ko cos® ; otros n,m

en el caso n = m = 0O puede utilizarse el cambio de variable 8’ = n/2 - 6 lo

que permite expresar y segin cos8 para n,m arbitrarios
7 = 2ko cos8 ; ¥V n,m (4.96)

utilizando que cos [(n-m)6] C(y,n+m) es una funcién par, podremos extender la
integracién segin 6 al intervalo (-m,m), construyendo la funcién periédica C°

de periodo 2n

1+

E%y) = { C); ¥ I8l sm/2 £ ka2m . . _ o) cose (4.97)

o ; Vel > n/2 + k2rn

I+
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4.RECONSTRUCCION

podemos escribir

/2 . n
J. cos [(n-m)8] C(y,n+m) de= 1/2 I
o -

J(l’l -m)e ~ ce (y,n+m) d6 = m E;(q) (4.98)

es decir, la integral no es mas que el coeficiente de Fourier segin p = (n-m)
de C°(y=2kocos®,q), donde hemos llamado q = (n+m), sustituyendo obtenemos

para el modo n del campo dispersado al iluminar con modo m

Es(P.n;m) = —WUoT Hﬁ)(kop) Co(7,9) 5 ¥ = 2KkocosB (4.99)
expresién aparentemente sencilla sin embargo la relacién (n,m) & (p,q) dara
lugar a un acoplamiento cruzado entre los modos del campo medido Es y el

contraste C, resolviendo Cp

Cly=2Kocos8,q) = !

Es(p,ﬂ—;—q—;p—)eme (4.100)

l:)poT[ z 2

p=- Higep)(kop)
2

siendo 0 =0 = /2

tendremos que n = (p+q)/2 y m = (q-p)/2, como deben ser enteros deberemos

distinguir la obtenciéon de modos pares e impares de C

modos pares
q=21; p=2i; 0 =6 s n/2

~ -1 ¢ 1 L j2ie
Cly=2kocos6,21) = z Es(p,1+i;1-i) e (4.101)

WHoT 2) (kop)

( 1)
modos impares
q=2l+1 ; p =2i+l; 0 =08 = /2
o] . .
C(y=2kocos, 21+1) . Z —1—— Es(p,1+i+1;1-1) eJ(ZlH)e (4.102)
(«)}loﬂ p— p)
(1 i+ {15

Obsérvese que a cada modo q de C contribuyen todas los pares de modos de
iluminacién y de campo dispersado con simetria respecto a q, como ilustra la

Fig.4.14. Aunque la serie de modos es infinita podremos truncarla al orden
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visible segin el radio mdéximo del objeto {Ap.A}. En la zona invisible, ni
iluminaremos significativamente el cuerpo ni podremos medir los campos
dispersados. Una vez llenado el dominioc espectral E(x,q), mediante
transformada inversa de Hankel {Ap.A} obtendremos el dominio espacial. Como
oéurm‘a con el espectro de Fourier la reconstruccién es una versién paso bajo

del contraste real con una frecuencia de corte a 2keo.

Fig.4.14 Obtencion del espectro modal del contraste del objeto

4.6.1.3 Aproximacién de Rytov

La aproximacién de Rytov descrita en {3.3.2} puede aplicarse en la
reconstruccién de forma similar a la aproximacién de Born, si comparamos ambas

aproximaciones aplicadas a la ecuacién integral del campo dispersado

Es(?) = -kozf C(E’) Eol2’) G(R-2') di’ (3.32)
> —-k2 > -
#al®) = == [ CF") Eo*) GE-F") oF (3.38)
Eo(r)

definimos ¥s como el valor exacto de la integral
vs(r) & ¢ (cr)] = K3 J' C(F') Eol’) G(F-*) di’ (4.103)

en el apartado anterior obtuvimos el dominio espectral del objeto tomando el
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campo incidente como el campo total en el interior del objeto, por tanto se

invirtié (4.103) sin aproximacién
Cmibo) = £7 (s (4.104)

de esta forma aplicar las aproximaciones de Born o de Rytov consistird en

aproximar ¥s por:

Born: ¥s(r) = Es(r) (4.105)
Rytov: ¥s(r) 2 ¢s(r) Eolr) (4.106)

es decir se trabaja con el mismo algoritmo de reconstruccién utilizando datos
de entrada diferentes. En particular para la aproximacién de Rytov
obtendremos:

E(r) = Eo(r) + Es(r) = &%) | Eo(r) = I#°(T) (4.107)

¢(r) = ¢go(r) + ¢s(r) (4.108)

despejando Es y tomando logaritmos

- Es(r)
¢s(r) = In [—E-;-(—rj + 1 ] (4.109)
¥s(r) & ¢s(r) Eo(r) = Eo(r) In Es(r) 44 (4.110)
B Eo(r) )

el logaritmo neperiano de una funcién compleja es otra funcién compleja cuya
parte real es el logaritmo neperiano del médulo y cuya parte imaginaria es la
fase de la funcién original. Como la fase es ambigua en una constante k2r el
logaritmo neperiano es una funcién multivalor. Sin embargo al expresar ¥s en
funcién de ¢s debe utilizarse la fase total acumulada respecto al campo

incidente contando las vueltas enteras

¢s(r) = pvlgs(r)] + N(r)-2n (4.111)

pv es el valor principal de ¢s que se obtendrd numéricamente en un ordenador y

N es un entero que se incrementarda o decrementara en cada transicién 0,2n y en
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general dependerd de la posicién. Si se tiene pvi¢s(r)] de forma continua
sobre r, N(r) puede deducirse féacilamente como aquel que garantice la
continuidad de ¢s. Sin embargo normalmente dispondremos de un conjunto
discreto de muestras con un cierto espaciado lo que dificultara el
"desenrrollado” de la fase {(en inglés 'phase-unwrapping’). Una implementacién
de la aproximacién de Rytov fue desarrollada para el sistema cilindrico y serd

comentada en el Cap.{6.4.2}).

4.6.2 Aproximacién de Born en operadores de focalizacién

Habiamos visto en {4.5.1.1} una forma alternativa a la inversién de la
ecuacién integral para la reconstruccién de corrientes, consistente en
utilizar un operador de focalizaciéon sobre el campo dispersado. Un primer
problema aparece al intentar focalizar en el interior de un objeto inhomogéneo
y desconocido que pretendemos reconstr‘uir. Si el cuerpo es de bajo contraste
provocard una distorsién pequefia sobre los campos incidentes puesto que las
corrientes inducidas en su interior seran débiles. Por lo tanto podremos
emplear la hipétesis de Born sobre el campo de focalizacién, lo que permite
aproximar las corrientes de focalizacién por las de un medio homogéneo.

La reconstrucciéon del cuerpo a partir de las corrientes equivalentes ha
sido descrita en el apartado anterior {4.6.1.2} para la aproximacién de Born.
Por lo tanto, la reconstruccién de cuerpos con operadores de focalizacién
requiere la utilizacién de 1la hipétesis de Born tanto en el calculo del
operador de focalizacién como para obtener el contraste C(r) a partir de la

reconstruccién de corrientes.

J Jr{r)

weo Eol(r) (4.112)

J(r) = =jweo C(r) E(r) == Cr(r) =

Un aspecto importante es la obtenciéon del objeto a partir de miltiples vistas,
dos métodos ensayados por otros autores [6,61] son la combinacién aditiva o

multiplicativa de las reconstrucciones de cada vista

C+(r) = z Cilr) ; C+(r) = 71 Cilr) (4.113)
1 1

sin embargo ninguna de ellas garantiza una reconstruccién fiel de un cuerpo

arbitrario. Debe tenerse en cuenta que una vista proporciona una versién paso
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banda del objeto y en consecuencia la reconstruccién es espectralmente
incompleta. En {5.3.3} se muestra que combinando aditivamente las imdagenes
ponderadas (ecualizadas) de forma que el espectro bidimensional quede
recubierto de manera uniforme, un algoritmo de focalizacién proporciona el
mismo resultado que un algoritmo de recubrimiento espectral. Por otra parte la
combinacién multiplicativa aunque puede dar buenos resultados para objetos
sencillos o puntuales es un procedimento no lineal con resultados dificilmente
predecibles [6]. La mejor opcién para la reconstruccién multivista, es
utilizar un algoritmo basado en la obtencién del espectro bidimensional del
objeto, en que el recubrimiento uniforme es facilmente realizable. Una posible
excepcién ocurre al utilizar agrupaciones para la iluminacién y medida. En
este caso puede disefiarse un operador que focaliza simultdneamente en emisién
y recepcién, con resultados potencialmente similares a una medida multivista.

Un algoritmo de este tipo para geometrias cilindricas se presenta en {6.4.3}.

4.7 Reconstrucciéon en medios con pérdidas

En medios con pérdidas el campo producido por una fuente sufrird una
atenuacién disipativa proporcional a la distancia recorrida en el medio. EI
problema directo puede tratarse en principio adoptando un valor complejo para
el nimero de onda ko. En los problemas de reconstruccién, trabajar en un medio
con pérdidas tendrad diferentes repercusiones segin el método, especialmente
relevantes en los técnicas espectrales y que justifican el realizar un
tratamiento diferenciado del tema.

Los operadores de focalizacién en medios disipativos perderdn eficacia al
focalizar sobre 2zonas profundas, por lo tanto en la reconstruccién de
corrientes tendremos una sensibilidad decreciente con la profundidad. Como
veremos, la sensibilidad espacial al reconstruir cuerpos dieléctricos podra
mantenerse aproximadamente constante, con iluminaciones adecuadas que exciten
corrientes de mayor amplitud en las zonas mdés alejadas de la antena receptora.

En los algoritmos de recubrimiento espectral, la inclusién de pérdidas
destruird la ortogonalidad de las autofuncicnes de la ecuacién de onda, aunque
podremos utilizar una base ortogonal derivada del caso sin pérdidas, para N-1-
dimensiones de un problema N dimensional. El espectro extendidc a las N
dimensiones del problema deberd incluir valores complejos como minimo en uno

de los ejes, por ejemplo en coordenadas rectangulares los campos dispersados
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contendrdn informacién de la transformada de Laplace de corrientes y campos.

4.7.1 Propagacién de los campos en medios con pérdidas

Para tener en cuenta el efecto de las pérdidas en la ecuacién de

Helmholtz, utilizaremos un valor complejo para el nimero de onda ke
(V’+ k5 )E =0 (3.6)
k3 = w’togo = w po (co’ - jeo”) = K3' - jké" (4.114)
El espectro angular y modal de los campos sera también valido en este
caso a condicién de mantener los ejes transformados reales, a fin de preservar

la ortogonalidad de las autofunciones. Por ejemplo podemos expresar el campo a

partir del espectro angular

4] o0

Ex,2)= —= f B (k) e SRk, —é—nj' B (o) ek (q.115)
~00 -00

donde E'(kx) = %Fx { E'(x,2=0) }

kx es real y kz debe cumplir la ecuacién de onda k% + k% = k5. Al ser ko

complejo, kz también lo sera para todos los valores de kx,

kz = v/ k3 - k3 = % k' Fj k" (4.116)

donde

kz’

‘/1/2[/(1(5'— k2)?% + k3" o+ (k% - kY (4.117)

‘/1/2 [\/ (k2" - k2)?

k2" k

+

- (k- k% | (4.118)

el signo de kz” se escoge de modo que la onda se atenle en la direccién de
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propagacién (condicién de radiacién en el infinito). De esta forma cualquier
campo en una regién sin fuentes, puede expresarse como combinacién de ondas
planas homogéneas segin kx, y la atenuacién del medio incide sélo en kz. Por
este motivo las funciones base no son ondas planas uniformes que se atendan en
la direccién de propagacién. Para preservar la ortogonalidad en una dimensién
(kx} hemos construido soluciones a partir de autofunciones de la ecuacién de
onda sin pérdidas, lo que puede interpretarse como la aplicacién del
procedimiento de Gram-Schmidt para ortogonalizar una base. Este método ha
sido aplicado también para construir familias modales en gufas con pérdidas
[69,Cap.9 ; 70,Cap.5.3].

La fig.4.15 muestra el lugar geométrico de las soluciones de kz en el
plano complejo al variar kx, para dos medios sin y con pérdidas. En un medio
sin pérdidas el dominio visible corresponde a los valores reales de kz, en que
la onda no sufre atenuacién. En cambio en un medio con pérdidas siempre existe
atenuacién que crece para valores elevados de kz. Por lo tanto a efectos
practicos el margen visible en medios con pérdidas quedara fijado por el

margen dindmico del receptor.

Kz” Kz”
| tgd=0 tgd=0.1

N

evanegten
ane c?{ , y
’

- - o
-

—_ Ko Ko

N

A

Y

Fig.4.15 Soluciones de kz sobre el plano complejo al variar kx para
medios sin y con pérdidas

En el caso de expresar los campos segin un espectro de modos cilindricos,

tendremos
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o]

E(po,n) Bn(kopo) €I"? (4.119)

E(po,p)

n=-o

E(po,n)

27 .
V2n J E(po,@) € 0% do (4.120)
[+]

la transformada angular mantendrd su ortogonalidad, con lo que puede
utilizarse la formulacién modal tomando un ko complejo en el argumento de las
funciones de Bessel. De forma andloga al espectro de ondas planas, ya no
existe una frontera bien definida entre mdargenes visible e invisible. En la
fig.4.16 se muestra el comportamiento de la funcién de Bessel de primera
especie Jnpara n=10, para argumentos Vreales y complejos (tgé=1), el dominio
evénescente o invisible viene determinado por la caida a cero de la funcién
para argumentos rke’ < n/2, podemos observar una caida mds suave para el medio

con pérdidas

‘IJw(rKO)l

0.1 |

tgd=0

rKo

Fig.4.16 amplitud del modo Jio en medios sin y con pérdidas.
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4.7.2 Operadores de focalizacion

L.a respuesta de un sistema de formacién de imdgenes basado en operadores
de focalizacién s;:bre el campo dispersado, puede evaluarse en funcién del
campo focal que la geometria de medida es capaz de crear en cada punto de la
regién explorada.

El célculo de las corrientes sobre la geometria de medida que producen un
foco sobre la regién de fuentes, se haria de forma andloga al caso sin
pérdidas. Sin embargo debe tenerse en cuenta que en 2Zonas profundas, las
corrientes que producen un foco de amplitud constante en un medio con
pérdidas, alcanzaran valores muy elevados. En consecuencia la reconstruccién
de esas zonas sera poco robusta al amplificar considerablemente el ruido de
medida. Por ejemplo al calcular la corriente que en un plano zm produciria un

foco en el plano zo, tenemos utilizando (4.24):

Je(x;zm) = Fx { 22 kz Jke(zm-zo)  kz"(zm-2o) } s kz =V k3 - k2 (4.121)

Wito

en este caso al aumentar la profundidad, zo decrece y el término exponencial
ekz”se hard muy grande, sobre todo para kx elevadas (fig.4.15). Por ello es
habitual wutilizar filtros que atenden el espectro de corrientes a frecuencias
altas a fin de mantener su amplitud a un valor razonable.

En el caso de reconstruir cuerpos dieléctricos, la magnitud de Ilas
corrientes inducidas responderd al comportamiento del campo total en el
dieléctrico. Si la iluminacién proviene del mismo lado que la geometria de
medida, lo que se denomina configuracién en reflexién, las corrientes fuente
sufrirdn una atenuacién con la profundidad agravando la sensibilidad de la
reconstruccién en regiones profundas. En cambio trabajando en transmisién, se
ilumina el cuerpo desde el lado opuesto a la agrupacién receptora. En este
caso la amplitud de las corrientes decrece exponencialmente en direccién a la
antena receptora, equilibrando la pérdida de sensibilidad en la reconstruccion
de corrientes profundas. De esta forma la sensibilidad en la reconstruccién de

cuerpos en transmisién es aproximadamente plana [6,p.105].
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4.7.3 Obtencién del espectro de corrientes

En el apartado {4.5.2}, vimos que conociendo los campos en una regién
exterior a las fuentes, podiamos obtener el espectro de corrientes en aquella
regién del espectro que fuese solucién de la ecuacién de onda en el medio
exterior

2

~ H ’ ’
Tnx,m2) = J. Ix! 2ty Sz )y g g2 22 (4.122)
vl

cuando el medio exterior tiene pérdidas, k3 serd complejo con lo que uno de
los ejes espectrales nx,mz o los dos seran complejos. Una opcién serd tomar mx
real como hicimos para el espectro angular y calcular 7z para satisfacer la

ecuacién de onda

nxreal ; mz=*V k2 - n:z< (4.123)

en este caso obtendremos el espectro bidimensional de corrientes donde al
variar mx, la variable mz recorrerd el plano complejo de la fig.4.15,
obteniendo el espectro de corrientes en el camino complejo representado en la

fig.4.17 para medios sin y con pérdidas.

Fig.4.17 Espectro de las corrientes obtenido para nx real.
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Este caso corresponde a la obtencién de corrientes mediante el calculo
del espectro angular del campo dispersado a partir de medidas sobre una

geometria plana. Por ejemplo para un plano zm > z’

Es(nx,zm) = Fx { Es(x,zm) } = k2 e_:;:zz I Toamz') &2 dz’;  (4.124)
siendo 7ux real ; Nz =%V kg - n:zc
el espectro de corrientes sera

J(nx,mz) = _—2nz ejnzz Es(nx,2) (4.125)

W Mo

~

Otra opcién serfa obtener el espectro J segin ondas planas uniformes

atenuadas en la direccidén de propagacién de angulo 8 (real), resultando

1

ko cos 0 >
sienda ko =V ko = «a + j8 (4.126)
ko sin @

Nx

N ‘nz

o,B se obtienen mediante (2.3,2.4). En este caso el espectro al variar 6 es un
circulo en el espacio complejo cuyas componentes imaginarias mnx”,nz” son
proporcionales a las reales 7x’,nz’ en un factor ko”/ko’ = tgd/2, como se

muestra en la fig.4.18

Fig.4.18 Espectro de las corrientes obtenido para 0 real.
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Estaremos en esta situacién al utilizar el T. de Reciprocidad para la
reconstruccién de corrientes {4.5.2.3}, si sintetizamos ondas planas atenuadas
en la direccién de propagaciéon. Por ejemplo, con una geometrfa de medida
cilindrica utilizando (4.79) con un ko complejo.

En ambos casos el espectro de J se obtiene segin una base de funciones
armoénicas amortiguadas en alguna o ambas direcciones, es decir en general como

transformada bidimensional/bilateral de Laplace.

4.7.4 Reconstruccién de cuerpos bajo aproximaciones de primer orden

En este apartado consideraremos que las corrientes cuyo espectro
obtuvimos en e! apartado anterior,. son debidas al producto de la funcién

contraste del objeto por el campo total en su interior.
J({r) = -jweo C(r) - E(r) (4.81)

La hipotesis de Born consistird en suponer una perturbacién débil y aproximar
el campo total por el incidente. Como antes, para cada direccién de incidencia
la iluminacién no es unica, dependiendo de como asignemos la parte imaginaria
a los ejes kx, kz. Estudiaremos la cobertura espectral en los casos ux, kx

reales y comple jos.

Iluminacién con una onda plana de kx real
Si iluminamos con una onda con kx real tendremos

2

Jkxxvkaz") el s ke =tV KE - K3 (4.127)

Eo(?) =

utilizando el espectro angular segin 7mx en el plano z’ para Eo y J

~ - I's
Folmaiz’) = 21 8(nx—kx) e9K%%

- Jjweo - jkzz’

o (4.128)

i(nx;z') = Clnx;z’) * Eolnx;z2’) = —jweo 5(nx~kx;z’) e
sustituyendo en (4.124)
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jkg e JN%2 szz’

ﬁs(nx,z) = J E(nx-kx;z’) e dz’ ; mx,kx reales (4.129)

2 Nz

donde s = (nz"-kz”) + j (2’ -kz’) (4.130)

()’ indica parte real y (}” parte imaginaria que puede calcularse utilizando
(4.117,4.118). Al igual que ocurria con las corrientes, el espectro angular
del campo dispersado contiene informacién del dominio espectral del objeto
segln una transformada de Laplace.

-2jnz ejnzZm ~

Clnx—kx,sz) = > Es(mx,zm) ; donde nx es real (4.131)
ko

Al utilizar incidencias miultiples en un medio sin pérdidas se obtiene una
cobertura espectral del contraste en circulos sobre el plano real nx’,nz’, en
cambio con pérdidas la cobertura es una superficie en un volumen complejo. La
fig.4.19 es un ejemplo para iluminaciones en la direccibn normal a la

agrupacién (z) habitual en sistemas planos.

-

N

Fig.4.19 Cobertura del espectro del cuerpo para nx,kx reales (16 vistas),
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Iluminacién con una onda plana uniforme (kx, kz comple jos)

En este caso la onda se atenia en la direcciéon de propagacion,
expresaremos los ejes espectrales de la iluminacién y campo dispersado en

funcién de los angulos reales 8o y 8 respectivamente.

ko cos 6o

nx = Ko cos 0 ; kx

(4.132)

ko sin 8o

]

nz ko sin @ ;s Kz

Utilizando el T. de Reciprocidad (4;58) para obtener el dominio espectral de

las corrientes J, a partir de los campos dispersados Es medidos en una linea a

I J Ea dr’ = J' Ja Es dr (4.58)
v’ ( a

y sustituyendo las corrientes inducidas J por su valor bajo la hipétesis de

Born

- jweo J' C(F’) Eo(f’) Ea(F’) dF’ = ‘[ Ja(?) Es(P) df =
v’ a

- -jweoj clx’,z’) eJko[(cose-coseo)x«»(sme--smao)z]dX dz (4.133)
vI
que puede expresarse en funcién de los vectores unitarios 8o, 8
-> -» - -3 E-?’ -»
f Ja®) Es(®) dF = -jweo j CE) e T a2’ ;2 = (Ko"+jko’ )(B-Bo) (4.134)
a v’

en este caso dependiendo del valor 8-80 nos moveremos sobre una recta
inclinada en el plano complejo de cada eje espectral sx, sz, resultando una
cobertura espectral sobre superficies en un volumen complejo representado en
la fig.4.20.

Desafortunadamente la inversién de una transformada de Laplace requiere
la integracién en el plano complejo 's, siguiendo un contorno de parte real oo

constante {71,p.318;72]. En dos dimensiones la inversa de Laplace serfa

Tox+ joo
J Clsx,sz) e-(SXX+SZZ) dsx dsz (4.135)

Oox~ jo

Toz+ jw
ctxz) = L J

oz~ joo
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donde oox, 0oz son constantes pertenecientes a la banda de convergencia de la
transformada directa. Como hemos visto en los casos analizados, la condicién
mz: + n% = k3 fuerza la interdependencia de las partes real e imaginaria de s y
la superficie cubierta no es un plano horizontal de 7%” constante
{fig.4.19,4.20), por lo tanto no podremos invertir de forma exacta el

espectro.

Fig.4.20 Cobertura espectral del cuerpo para mx, kx complejos

Si las pérdidas no son muy elevadas, puede aproximarse el espectro de

Laplace por el de Fourier utilizando sélo la parte imaginaria de s,

nx,kx reales

sz = (2" - k2") + j (mz' - k2’) = j (nz' - kz’) (4.136)

nx,kx complejos ; 6, 8o reales
g = (ko” + jko’)(® - B0) = jko’ (8 - o) (4.137)

de esta forma se obtendria el dominio espacial del cuerpo mediante
transformada inversa de Fourier. El error cometido serda mayor en la zona de
alta frecuencia del cuerpo en que ko” serd mayor. También aumentard con el

tamafio del cuerpo a reconstruir al aumentar el término exponencial en (4.135)

con r’ grande.
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4.RECONSTRUCCION

4.8 Inversién de orden superior

En apartados anteriores hemos planteado algoritmos de reconstruccidn,
utilizando aproximaciones de primer orden validas para cuerpos poco
difractantes. Debido a 1la inhomogenenidad dieléctrica de los cuerpos’
biolégicos, estas aproximaciones no se cumplen salvo para cuerpos de tamafio
pequefio o moderado. En este apartado, estudiaremos algunas técnicas destinadas
a aumentar el margen de aplicacién de los algoritmos de primer orden. Se han
desarrollado nuevos algoritmos de orden superior basados en método de
momentos, la utilizacién de informacién ‘a-priori’, y medidas con diversidad

de frecuencia.

4.8.1 Inversién basada en el Método de Momentos

En este apartado trataremos de reconstruir un cuerpo dieléctrico,
resolviendo la ecuacién integral que relaciona campos y contraste de
permitividad por el método de los momentos. Al igual que ocurria en los
métodos de primer orden, serd necesario emplear varias iluminaciones para

tener suficiente informacién para la reconstruccién.

RO

Cco C1
EO ° ° R1

E1

Fig.4.21 Medida multivista del campo dispersado por un ob jeto
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La fig.4.21 ilustra la obtencién multivista del campo dispersado por un
objeto. El método de momentos consiste en transformar la ecuacién integral en
una ecuacién matricial, discretizando el objeto en celdas homogéneas en las
que corrientes y campo se suponen constantes. Esta hipdtesis obliga a tomar un
tamafio de celda pequefio respecto a la longitud de onda.

En el Capitulo 3 habiamos introducido la resolucién del problema directo
mediante el método de momentos, se trataba de calcular los campos dispersados
por el objeto iluminado por un campo incidente. E! problema inverso consistira
en calcular la funcién contraste del. objeto, conocidos los campos dispersados
para un conjunto de iluminaciones.” Mediante un problema directo interior
resolveremos para cada vista las interacciones en el objeto permitiendo
calcular el campo total en su interior. Plantearemos un segundo problema
directo exterior, que propocionarda los campos dispersados sobre la geometria
de medida, a partir de los campos en el objeto. Es decir modela la interaccién
entre el objeto y su entorno. Acoplando ambos problemas podremos calcular el
contraste del cuerpo, dados los campos incidentes y dispersados para una serie

de vistas.

Problema directo interior
La ecuacién integral a resoclver puede escribirse como
Eo(?) = EF) + K3 J C(F’) E(®) G(E-2) di’ (4.138)

donde E es el campo total en el interior del objeto, C es la funcién contraste
de permitividad y G es la funcién de Green del problema. La integral
proporciona el campo dispersado cambiado de signo que sumado al campo total da
el campo incidente Eo. Utilizando pulsos rectangulares como funciones base en
el dominio "del objeto v’ y deltas como funciones peso en el dominio £, la

ecuacioén se transforma en

Eolm] = Elm] - Z Cln] Eln] Gilm,n] (4.139)

n
donde

Gilm,n] = -kgj G(rm-r’) dr’ (4.140)

n
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es la versién discreta de la funcién de Green que cuantifica la interaccién de
la celda n sobre la celda m del objeto, como vimos al estudiar el problema

directo {3.5}). En notacién matricial (4.139) puede escribirse como
[GiIC - I E= - Eo (4.140)

[C] es una matriz diagonal siendo sus elementos las N diferentes celdas en que
se ha dividido el objeto, Gi serda cuadrada de N:N elementos, y E, Eo seran
vectores columna de N elementos. El campo total E puede obtenerse invirtiendo

el operador matricial

»

E=1[I-c!c'l Eo (4.141)

para varias incidencias variard Eo y la solucién E sera distinta, sin embargo
el operador sobre Eo no cambiard. Para M incidencias tendremos M vectores Eo y
E que podemos expresar como matrices [Eo], [E] de M-N elementos donde cada

columna representa una incidencia.

Problema directo exterior

En este caso supondremos conocido el campo total E en el interior del
objeto (resultado del problema directo interior) y calcularemos el campo
dispersado sobre un conjunto discreto de R puntos de medida. La ecuacién

integral sera
Es(R) = - k3 I C(®) E@’) G(E-7") df’ (4.142)
en forma matricial
Es = Ge CE (4.143)

Ge serda la funcién de Green discretizada que modela la interaccién de las
corrientes inducidas en el interior del cuerpo sobre los R puntos de medida,

por lo tanto su dimensién serd R-N

Gelr,n] = ~k§f Girr-r’) dr’ (4.144)

n
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como antes las matrices Ge y C no dependen de la iluminacién y son funcién de
la geometria del problema. Al igual que en el problema interior, podemos
incluir incidencia miltiple en la formulacién, transformando los vectores E,
Es en matrices M-N formadas por los M vectores columna correspondientes a las

M incidencias.

Problema inverso

Sustituyendo el campo total interior al objeto, solucién del problema

interior, en el problema exterior obtenemos
Ge C Eo = Es - Ge Gi' Eo (4.145)

donde Ge, Gi son caracteristicos de Ié. geometria de medida, Eo es conocido y
Es son los datos del problema, la incognita es C. Si R‘M = N el problema esta
especificado de forma exacta, al existir tantas incégnitas como datos, de otra
forma estariamos ante un problema sobreespecificado o subespecificado. La
inversién de C no puede hacerse directamente pues las matrices Ge, Eo, Es son
rectangulares. Sin embargo los elementos pueden reagruparse de forma que sin
cambiar las ecuaciones entre elementos las matrices sean cuadradas, para ello

analizaremos con detalle (4.145), llamando P a la matriz R-M
P = Es - Ge Gi' Eo (4.146)
podemos expandir el primer término de (4.145)
GUEICt+* ++GInEnCn + + * GUETCi+: -+GuERCa] [Pl - - « PT

. : = (4.147)
GriEIC1++ - +GrnEaCn + + + GrETCi++ ++GrnERCn Pt . . . PP

reorganizando los R+M elementos de las matrices en un vector columna podemos

sacar C como factor (vector) comin y obtenemos
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GuET - - GmEa] [c]1 [Pl
GriE} - . GrEs ) Pi
=| . (4.148)
GuET -+ -+ GinEn ) PT
1 GrET - - GrnErrrx‘d l_ Cn ] L PT )

En el caso de N = R-M (especificacién exacta) la matriz formada por [GeEo] es
cuadrada de N*N y C puede obtenerse a partir de P que contiene los datos de la

reconstruccion
€ = [GeEol™ P (4.149)

La primera dificultad de este algoritmo es su implementacién en un
ordenador. Una imagen de calidad aceptable puede constar de 64-:64 pixels lo
que representa N = 4096. En principio las matrices Gi yv {GeEo] poseerian N
elementos, aunque utilizando una discretizacién segin una malla cuadrada y
reciprocidad de la interaccién, tendremos muchos elementos repetidos. Aun asi
el calculo de ’[Gi]—l y [GeEol?' puede ser prohibitivo. Una posible solucién
serfa calcular estas matrices con un superordenador y almacenarlas ya que sélo
dependen del sistema de medida. De esta forma, la reconstruccién consistiria
basicamente en la multiplicacién de [GeEol 'de N:-N por un vector P de
dimensién N lo que requiere del orden de 4N? multiplicaciones en coma
flotante. Un problema adicional serd el almacenamiento de las matrices [Gl]-l
y [GeEol™' de N-N elementos, para N = 64 representarfan en total unos
256 Mbyte en precisién simple, aunque podrian reducirse apreciablemente con
una discretizacién y posiciones de medida regulares. Estos tamafios condicionan
seriamente la viabilidad del algoritmo.

Algunos autores han publicado resultados obtenidos con algoritmos segin
esta filosofia. S6lo se han reconstruido matrices de pocos elementos [73,74] y
la evaluacién del algoritmo mediante simulacién numérica ha revelado una
fuerte inestabilidad de la reconstruccién frente a errores de medida. Una
posible causa estriba en wuna contradiccién interna del planteamiento, la
hip6tesis de campo constante en el interior de una celda obliga a discretizar
el objeto con un paso de tipicamente A/10. Sin embargo sabemos que la
resolucién vendra limitada por la difraccién a un valor del orden de A/2. Lo
que significa que un cambio en dos células contiguas no tendra un efecto

apreciable sobre los campos medidos, si en promedio la permitividad no varia.
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Asi pues estamos ante un algoritmo de superresoluciéon mal condicionado desde
el punto de vista numérico. Se ha investigado también la utilizacién de una
funcién sinc como funcién base, lo que permite un paso de discretizacién mayor
[74], sin embargo sélo se han obtenido resultados correctos para cuerpos de

bajo contraste.

4.8.2 Reconstruccién diferencial

l.os algoritmos de primer orden se basan en linealizar la ecuacién
integral del campo dispersado (3.31) mediante aproximaciones de dispersién
débil, de forma que ésta puede invertirse. Para objetos en que sean véalidas
las aproximaciones de primer orden se obtendra una imagen que serd una versidén
paso bajo del objeto original. Sin embargo para objetos de mayor contraste, la
reconstruccién no serd correcta.

En cuerpos altamente difractantes, se ha investigado la obtencién de
imagenes diferenciales procesando con algoritmos de primer orden, el cambio en
campo dispersado producido por alteraciones dieléctricas. Tomando la ecuacién
de Helmholtz, un cambio pequefioc en la funcién contraste AC, producird un
cambio en el campo dispersado en el interior del objeto AEs que puede
suponerse pequefio, planteando las ecuaciones correspondientes a la situacién

inicial y la perturbada
(V% K5 )Es =K CE (4.150)
( v%+ k3 ) (Es+AEs) = k3 (C+AC) E (4.151)
restando la primera de la segunda
( v%+ k3 ) AEs = k3 [ C AEs + AC(Eo+Es) + AC AEs ] (4.152)

si los cambios son pequefios podremos despreciar el término de segundo orden

AC AEs frente a los demas
2 .2 2 2
{ V°+ ko ) AEs = ko AC Eo + & i & =ko ( C AEs + AC Es ) (4.153)

si el término de excitacién de la ecuacién de onda (segundo término de
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(4.152)) fuera k3 AC Eo (aprox. Born) reconstruiriamos exactamente el cambio,
& representa por tantoc un término de error. Si el objeto es de bajo contraste,
Es « Eo y podremos despreciar &, en caso contrario vemos que si el cambio de C
es pequefio y espacialmente localizado y ademds AEs tiene un comportamiento
suave, AC Es » C AEs en la zona alterada, por ello puede esperarse obtener
una imagen cualitativa del cambio, aunque ponderada por el campo total que
serd desconocido. En el apartado {6.5.1} describiremos las simulaciones
realizadas para evaluar esta técnica utilizando un algoritmo de primer orden

para geometrfas cilindricas.

4.8.3 Optimizacién paramétrica

Una forma de resolver un problema inverso consiste en comparar los campos
dispersados por un cuerpo medidos, con los evaluados mediante un algoritmo
directo, segin un modelo numérico del cuerpo. El modelo puede modificarse
iterativamente de forma que se reduzca la distancia o error entre los campos
medidos y calculados. La optimizacién continuaria hasta que el error fuese
inferior a un minimo preestablecido (Fig.4.22), obteniendo la reconstruccién
de los parametros originales. Un criterio de error usual es el error

cuadratico medio.

Campo dispersado medido Em
Aproximacién inicial

*bucle optimizacién

AN

Prob Directo » Es teérico
Error ECM = S|Es-Em|?

? ECM < umbral

[si |no
fin modificacién del modelo

Fig.4.22 Algoritmo de optimizacion

Este método es particularmente indicado en aquellos casos en que el
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objeto puede parametrizarse por un nimerc reducido de variables y se dispone
de wun algoritmo directo eficiente. Se ha realizado un algoritmo de
optimizacién para geometrias cilindricas que ha sido evaluado mediante
simulacién y de forma experimental aplicado a la reconstruccién de cilindros

dieléctricos de una o dos capas {(6.5.2}.

4.8.4 Diversidad de frecuencia

Una forma de mejorar un algoritmo inverso, consiste en ampliar el volumen
de informacién o datos de entrada. En este caso estudiaremos la mejora
introducida al utilizar varias medidas de campo dispersado- a frecuencias
diferentes, pero préximas entre si (= * 5%). La filosofia de esta técnica es
intentar separar en el espectro de corrientes medido, la componénte de bajo
contraste que se obtendria si la hipbtesis de Born fuera correcta, de la
medida real contaminada por un término de alto contraste. La reconstruccién a
partir del término de bajo contraste seria correcta. Expresando el campo
dispersado en funcién de las corrientes tenemos

-~

Es(F) = ~jwpo f (Jo(r’) + Jne(r’)] G(F-F’) dF’ (4.154)

donde Jv y Jh son las componentes de bajo y alto contraste de la corriente

inducida total en el dieléctrico
Jolr’)} = ~jweo C(r’) Eolr’) ; Jnelr’) = -jweo Clr’) Es(r’) (4.155)

En una medida monofrecuencia no parece sencillo separar ambas componentes, sin
embargo podemos estimar analiticamente el comportamiento del espectro de

corrientes respecto a la frecuencia de trabajo {75]

dJo dJhe dk
& o
Jb .J he k

(4.156)

De este modo con los datos pertenecientes a varias frecuencias, podemos
plantear un sistema de ecuaciones que permitan separar ambas componentes.
Mediante simulacién, se ha comprobado que el método se presenta mal
condicionado numéricamente. La causa es que en un cuerpo muy difractante, las

componentes de bajo y alto contraste son casi opuestas, de forma que medimos
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un vector resultante de amplitud mucho menor
Jolkx) = - Tnelkx) = J « Jo(r’) , Jne (4.157)

Por lo tanto la obtencién de las componentes serd muy sensible al ruido de

medida y a la validez de las aproximaciones (4.156).

4.8.5 Sintesis adaptada

Los algoritmos basados en la aproximacién de Born, son vialidos para
cuerpos cuya permitividad sea relativamente homogénea y ademds similar al
medio que les rodea. La ultima condicién obliga a medir en inmersién con un
medio de permitividad similar a la del cuerpo. La permitividad promedio de los
cuerpos biolégicos estd en en el margen 40-50. Debido a la dificultad de
encontrar medios con esta permitividad y pérdidas moderadas, se suele utilizar
agua con una constante dieléctrica alrededor de 77. Por este motivo la
aproximacién de Born, en que se supone un campo total en el objeto similar al
incidente, no es vdlida excepto para cuerpos de pequefio tamafio {3.3:1}.

El método de sintesis adaptada permite medir un cuerpo como si estuviera
inmerso en un medio ficticio de constante dieléctrica arbitraria. Supongamos
que queremos obtener el espectro de Fourier del cuerpo a partir de los campos
dispersados. Para relacionar el espectro de corrientes con el de la funcién
contraste del cuerpo, debemos iluminar éste con una onda canénica, por ejemplo
una onda plana. Si existe una diferencia importante entre la permitividad del
medio exterior y el cilindro los campos incidente y total en su interior seran
muy distintos, en este caso debemos tener en cuenta que la aproximacién de
onda plana se hace sobre el campo interior del cuerpo. Asi el algoritmo de
primer orden es valido en condiciones algo méas generales que las impuestas por
la aproximacién de Born. Basta que logremos un campo total en el cuerpo
similar a una onda plana. De hecho la situacién puede considerarse como un
caso particular de la generalizacién mediante el teorema de reciprocidad a
geometrias arbitrarias {4.5.2.3}, considerando como antena la agrupacién de
medida mds el medio externo que rodea el objeto, de esta forma estamos una vez
mas ante un problema de sintesis de ondas planas. .

Para realizar la sintesis de iluminaciones en el interior de un cuerpo

debemos conocer de forma aproximada sus caracteristicas dieléctricas, por ello
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serd necesario utilizar informacién ‘’a-priori’. Por ejemplo contorno exterior
y permitividad media esperada. La excitacién de la antena de medida para que
ésta produzaca una onda plana puede calcularse anliticamente suponiendo un
contorno sencillo del objeto respecto a algin sistema de coordenadas.

En {4.5.2.3.A} obtuvimos las corrientes sobre una geometria cilindrica
que producen una onda plana sobre un medio homogéneo (4.78). Calcularemos
ahora las corrientes que producirdn una onda plana en el interior de un
cilindro centrado en la geometria, rodeado de un medio de permitividad

diferente.

4.8.5.1 Sintesis de ondas planas sobre cilindros centrados en una geometria

cilindrica

La fig.4.23 describe la situacién, un cilindro de radio a y permitividad
€2, se encuentra centrado respecto a una linea circular de radio R, excitada
por corrientes I(p’) que calcularemos para obtener ondas planas en el

cilindro. El sistema se encuentra en inmersién en un medio de permitividad e1.

Fig.4.23 Sintesis de ondas planas sobre un cilindro centrado en una
agrupacion circular

4-64



4.RECONSTRUCCION

En el interior del cilindro deseamos crear una onda plana en la direccién

>

P i 4 . fd .
Ea?) = e K0T _ mikipcos(p-8)_ Y 5™ aliap) eIn(e-6) (4.158)

n=-0

En el medio externo tendremos modos incidentes generados por la antena y modos

reflejados (dispersados) por la discontinuidad entre medio y cilindro,

por
ello deberemos utilizar una familia completa por ejemplo*

Ei(r) = ) [ an Jn(kop) + bn Ha (kop) ] e - Eio + Eis (4.159)
n=-0

Jn son los modos incidentes y szx) son ondas propagandose hacia el exterior y
por lo tanto modelan la reflexién. Expresando el campo

incidente de forma
integral mediante la funcién de Green tenemos

E1o(2) = ~wptor/4 f IR’) HE (ko | R-27 | )d2” (4.160)

donde r’ son las coordenadas de las fuentes en este caso la antena.

Expandiendo H3) (ko|F-2’ 1) en modos cilindricos centrados en la geometria
mediante el Teorema de Adicién de las funciones de Bessel [32]

0 . ’
H3 (ko |P-2/ |) = ) H3 (kop” ) Jnlkop) NP7 1 o5 g (4.161)
n=-00

sustituyendo en (4.160) e intercambiando integral y sumatorio

o

. 2T . ’
Etolp,p) = —£2 T In(kop) HY(keR) eI RJ Hp* )e ™3¢ gy
[¢]

n= -

(4.162)

la dltima integral es la transformada angular de J-2n. Igualando a la

expresiéon del campo incidente segin modos Jn en (4.159) obtenemos el espectro
modal de corrientes en funcién de los coeficientes an

Jn) = 2 an
WpoRT 2y R)

(4.163)

Los coeficientes an pueden determinarse planteando condiciones de contorno de
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los campos en las paredes del cilindro, as{ para p = a deberemos tener

continuidad en las componentes tangenciales de los campos eléctrico y

magnético
Eila,p) = E2(a,p) (4.164)
- -
Hepi(a,p) = Hep2(a,p) = aE;‘()r) = aEgér) i T = (a,0) (4.165)

de la continuidad del campo eléctrico obtenemos

.

~jné

an Jn(koa) + bn H3(koa) = j ™ In(kia)e (4.166)
de la continuidad del campo magnético
Ko [ anJn(kea) + bn Hn?’(kea) ] = k1 j™ In(kia)e"® (4.167)

tenemos dos ecuaciones con dos incdgnitas an, bn, resolviendo an obtenemos

- -in® _In(kia) Hn?’ (koa) ~ (k1/ke) Jn(k1a) H2’(kia)

an = j ) 7 2 (4.168)
Jn(koa) Hn" (koa) - Jn(koa) Hn'(koa)

sustituyendo en (4.163) obtenemos la serie de Fourier de la corriente buscada

-2 e M9  1i(k1a) Ha?) (kea) - (Ki/ke) Jn(kia) H2)(kia)
wpoRm Hn? (koR) Jn(koa) Hn?'(koa) - Jn(koa) HZ’(koa)

(4.169)

Nétese que al intervenir ® como una fase lineal en J(n), la corriente es
invariante en ¢’, es decir para cambiar el dngulo de la onda plana O, bastard
con desplazar angularmente las corrientes sin necesidad de ser reevaluadas.

Para el caso particular en que ko = k1
an = j™ e by = 0 (4.170)
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obteniendo una onda plana para ambos medios para un Angulo -6.

En el {Cap.6.5.3} se presenta un algoritmo basado en esta formulacién y
su evaluacién numérica y experimental. La aplicabilidad de esta técnica
dependera en primer lugar del parecido del cuerpo a un cilindro homogéneo y en
segundo lugar de la capacidad dé centrar el cuerpo en la geometrfa. Estos
inconvenientes podrfan ser paliados con una formulacién mds general, por
ejemplo la sintesis de ondas planas en cuerpos homogéneos elipticos de
posicién arbitraria en la geometria de medida. Para ello deberia utilizarse
una formulacién en modos elfpticos. Existe una familia de modos derivados de
las coordenadas elipticas [69], la ecuacién de onda toma la forma de
ecuaciones de Mathieu de las que se obtienen dos familias modales ortogonales
y completas, sin embargo la complejidad numérica asociada es notoria. Un caso
algo menos general pero mas abordable serfa la sintesis de ondas planas en

cilindros homogéneos no centrados que resolveremos a continuacién.

4.8.5.2 Sintesis de ondas planas sobre un cilindro no centrado

Fig.4.24 Cilindro no centrado en una geometria de medida cilindrica
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La situacién se describe en la fig.4.24, To = (po,po) es el vector de
descentrado del cilindro respecto a la geometria. En este caso no existe
simetrfa cilindrica y 1la corriente ya no sera invariante respecto a 8.
Llamando re = (pc,pc) a las coordenadas referidas al centro del cilindro,
podemos utilizar el resultado del apartado anterior. Para producir una onda
plana segin 6 en el cilindro, necesitamos un campo incidente expresado en

modos centrados sobre el cilindro de la forma

(o] .
Eto(Rc) = z an Jn(kope) el"¥° (4.171)

n=-00

con an dado por (4.168). El problema a resolver ahora consiste en encontrar el
campo incidente expresado segin la familia de modos centrados respecto a la
geometria de medida, para asi poder calcular el espectro de corrientes sobre
ésta. Esto puede hacerse mediante el teorema de adicién de las funciones de
Bessel [69]

. 0
Jn{kope) eanDc = z Jm(kopo) JIn+m(kop) e‘]

m=-0

(ntmp -jmeo (4.172)

cada modo referido al centro del cilindro Oc puede expresarse como combinacién

de modos centrados en la geometria de medida, asi sustituyendo en (4.171)

8
8

j(n+m)e e—jmcpo

Elo(Fe) = z an z Jm(kopo) IJnsm(kop) e (4.173)
n=-® m=-c0
llamando p = m+n e intercambiando los sumatorios
5 © 0 ~i(p-n) .
Eto(re) = z X an Jp-n(kopo) € Jip~nige Jp(kop) PP (4.174)
p==-00 n=-

donde reconocemos los nuevos coeficientes c¢p de modos centrados respecto a la

antena

o .
Cp = Z an Jp-n(kopo} e-J(p—nkpo (4.175)
“o0

n=

de esta forma las corrientes sobre la antena se obtendrian como en el apartado

anterior
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~ -2 Cp
J(p) = (4.176)
WHoR™M sz) (koR)

Ahora los coeficientes c¢p seridn diferentes para cada direccién 8 de la onda

plana, y J(¢’) no serd invariante como ocurria en el caso centrado.

4.8.6 Discusién comparativa

Se han presentado diferentes técnicas que permiten la realizacién de
algoritmos mejor adaptados a la reconstruccién de cuerpos de alto contraste.
El método de momentos presenta la ventaja de permitir una formulacién
matricial exacta del problema, no requerir informacién ’a-priori’ y permitir
una gran flexibilidad en la eleccién de wuna geometria de medida. Como
contrapartida el coste computacional del método es muy elevado, y aun no se ha
resuelto su escasa robustez frente al ruido de medida y alto contraste del
objeto.

La utilizacién de diversidad de frecuencia tampoco requiere informacién
'a~priori’, sin embargo las validez de las aproximaciones realizadas dependen
del cuerpo a explorar, por otra parte el método se presenta mal condicionado
al aumentar el contraste del cuerpo.

Los métodos restantes utilizan informacién ’a-priori’ para obtener la
reconstruccién. El método diferencial permite en principio reconstruir
cualitativamente variaciones de permitividad de cuerpos usando algoritmos de
primer orden. El método de optimizacién podra aplicarse si el cuerpo admite
una parametrizacién con pocas variables,

Finalmente la técnica de sintesis adaptada basada en sintetizar
iluminaciones en el interior del cuerpo, puede considerarse un refinamiento de
los algoritmos de primer orden. Sin embargo su validez se restringe a cuerpos
que pueden aproximarse mediante formas sencillas, que admiten una solucién
analitica para el calculo de los campos en su interior. Estos métodos han sido
implementados y evaluados para una geometria de medida cilindrica por lo que
se describen en el Cap.6, la seccién {6.6} es un estudio cemparativo de los

métodos utilizando el criterio de error cuadritico medio en la reconstruccién

de cilindros.
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CAPITULO 5 SISTEMAS CON GEOMETRIA PLANA

Los sistemas con geometria plana han sido estudiados por varios autores
tanto en el aspecto de algoritmos de reconstruccién como de instrumentacién de
medida [5,50,61] y son un punto de referencia en el estudio de nuevas
geometrias como la cilindrica. Por este motivo, se ha dedicado un capitulo a
los sistemas planos en el que se analizan brevemente las técnicas y sistemas

publicados, en los aspectos constructivos y de reconstruccién.

5.1 Caracteristicas generales y clasificacién de los sistemas

Los sistemas desarrollados hasta el momento para formacién de imagenes de
cuerpos biolégicos, estaban basados en géometrias planas de medida. Las
primeras imégenes fueron obtenidas por los doctores Larsen y Jacobi del Walter
Reed Army Institute [1]. La imagen era el coeficiente de transmisién medido
entre dos antenas enfrentadas colocadas a cada lado del cuerpo, que se movian
simultdneamente realizando un barrido sobre un plano. Las imagenes
correspondian a la componente copolar o de polarizacién cruzada respecto a la
incidente. A pesar de la simplicidad del sistema, obtuvieron iméagenes de un
rifion de perro mostrando detalles de su estructura interna. La potencia de
iluminacién era de 1W a 3.9 GHz con un tiempo de medida de varias horas.

Un sistema ya mds evolucionado fue desarrollado posteriormente por Foti
{76], consistia en dos agrupaciones de medida planares y enfrentadas con 127
elementos la receptora y 151 la emisora, la agrupacién receptora podia
desplazarse longitudinalmente permitiendo sintetizar un array volumétrico. El
direccionamiento de los elementos se realizaba mediante conmutadores de
radiofrecuencia con un tiempo de medida del orden del minuto. La potencia
utilizada era de 20 W a una frecuencia de 3 a 4 GHz. El algoritmo de
reconstruccién estaba basado en un operador de focalizacién obtenido al
ponderar cada elemento con el inverso de la funcién de Green centrada en el
punto de focalizacién (4.16). Esto asegura coherencia en la fase que quedaba
conjugada y compensacién de amplitud de modo que cada elemento de la
agrupacién contribuye de forma uniforme a la focalizacién.

Se han desarrollado también sistemas basados en la medida del campo
reflejado por un cuerpo, el grupo del Prof. Anderson de la Univ. de Sheffield

evalio un sistema funcionando en aire a una frecuencia de 32 GHz con una
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longitud de onda similar a los sistemas de aplicacion médica en agua a
frecuencias inferiores. La medida se realizaba desplazando un par de antenas
juntas emisora y receptora en un plano mediante posicionadores de dos ejes. El
algoritmo utilizado era un operador de focalizacién. También han realizado
medidas de objetos dieléctricos de baja permitividad sumergidos en aceite,
utilizando una iluminacién en onda plana, y midiendo el campo en transmisién
sobre una linea recta [77]. Realizando una adquisicién multivista girando el
objeto, se utilizaba un algoritmo de recubrimiento espectral para reconstruir
de forma cuantitativa su permitividad.

Una geometria que permite una exploracién volumétrica con un minimo de
elementos consiste en dos agrupaciones lineales dispuestas en cruz [78], una
de ellas funcionando como transmisora y la segunda como receptora. Pueden
realizarze medidas en transmisién separando las agrupaciones una cierta
distancia y colocando el cuerpo a explorar entre ellas, o bien en reflexién
con las agrupaciones al mismo lado del cuerpo. La reconstruccién de imdagenes
se hace mediante un algoritmo de focalizacibn que actda concentrando la
iluminacién de la agrupaciéon emisora y focalizando la agrupacién receptora
sobre el punto explorado. Los operadores son convolucionales en la direccién
de la agrupacién, por lo que pueden utilizarse métodos espectrales. Esta
técnica ha sido evaluada en la configuracién de transmisién, demostrandose su
capacidad para la obtencién de tomografias de objetos dieléctricos en aire
[62].

Una forma de evitar movimientos mecanicos para obtener varias
iluminaciones sobre el cuerpo consiste en sintetizar ondas planas en varias
direcciones a partir de una agrupacién lineal estitica de antenas [31]. La
sintesis puede realizarse controlando electrénicamente las amplitudes y fases
de los elementos o alternativamente procesando numéricamente las medidas,
opcion que suele ser preferible dado el coste de una agrupacién de
amplitud/fase controlada. El grupo del profesor Hermert de la Universidad de
Erlangen (Alemanial evalué experimentalmente un sistema de este tipo,
simulando las agrupaciones mediante un barrido mecanico de dos sondas [79].

Una técnica utilizada para la medida indirecta del campo es la difusién
modulada, basada en colocar una pequefia sonda difusora en el punto donde
queremos medir. El campo dispersado por la sonda se mide con una antena
colectora que cubre toda la zona de imedida. Al modular con una sefial de baja
frecuencia la reflectividad de la sonda, puede extraerse mediante técnicas de

correlacién el campo dispersado por ésta del campo incidente o dispersado por
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otros elementos estaticos. De esta forma pueden construirse retinas lineales o
superficiales formadas por agrupaciones de sondas, que permiten la medida
rédpida del campo utilizando modulacién secuencial de elementos. Asi se
consigue una medida equivalente a una agrupacién de antenas que obligaria a
utilizar multiplexores de radiofrecuencia de complejidad y coste elevados.
Como contrapartida, la sensibilidad de un sistema de difusién modulada es
menor que el de una agrupacién de antenas equivalente, debido a la pérdida por
reradiacién de la sonda sobre la antena colectora. La técnica fue aplicada a
los sistemas de formacién de imagenes por el grupo del Prof. Bolomey en
SUPELEC (Paris), realizando una camara plana de microondas [5]. El cuerpo a
explorar se ilumina con una onda plana producida por una bocina y los campos
dispersados por el cuerpo se miden sobre una retina cuadrada en un tiempo del
orden del segundo. El sistema puede trabajar en transmisién o reflexién
colocando la retina sobre la antena iluminadora o sobre una bocina similar
enfrentada al otro lado del cuerpo. La frecuencia de trabajo es de 3GHz con
una potencia de iluminacién del orden del Watio resultando en una densidad de
iluminacién < 10 mW/cm® La imagen se reconstruye mediante retropropagacién e
inversiéon de corrientes plano a plano, que puede interpretarse como un
operador de focalizacién {4.5.1.1}. -

Girando el cuerpo o la agrupacién, puede obtenerse el campo dispersado
para varias incidencias o vistas, en este caso es conveniente utilizar una
algoritmo basado en el recubrimiento espectral de la funcién contraste [5]. La
ventaja de este sistema frente a agrupaciones lineales es la medida del campo
en dos dimensiones, es decir realiza electrénicamente una exploracién axial,
que con un tomégrafo obligaria a desplazar mecanicamente la agrupacién o el
cuerpo. Con este sistema se han obtenido imdgenes de extremidades, 6érganos
aislados sometidos a diferentes condiciones de perfusién, e imagenes térmicas
de agua a diferentes temperaturas [7].

La técnica de difusién modulada ha sido utilizada también para la medida
y diagnéstico de antenas en campo préximo y en sistemas de visualizacién de
objetos enterrados, en este caso puede recubrirse el dominio espectral del
objeto gracias a la medida del campo dispersado en una banda suficientemente

ancha de f recuencias- [80].



5.2 Configuraciones de medida: transmisiéon y reflexién

Los sistemas planos al tener una agrupacién de geometria abierta, en
general pueden medir Unicamente las ondas con una componente en la direccién
de la agrupacién. Para recoger el campo producido o dispersado por un objeto
de forma completa deberfa disponerse de una antena a cada lado de las fuentes.
En la practica se mide con una uUnica agrupacién que puede estar en el lado de
la antena iluminadora (medida en reflexién) o en el lado opuesto {(medida en
transmisién). Una configuracién ;n trénsmisién presenta la ventaja de que el
cuerpo contribuye de forma mdas uniforme al campo dispersado especialemente en
medios con pérdidas. Por otra parte el campo dispersado sobre la agrupacién es
del mismo orden de magnitud que el incidente, lo que permite obtener el campo
dispersado como sustraccién numérica de las medidas de campo incidente y campo
total. Un hecho a tener en cuenta es que en cuerpos poco difractantes, el
campo dispersado presenta un maximo en la direccién de transmisiém.

Una configuracién en reflexién serd usualmente mas compacta que un
sistema en transmisién, debido a que permite agrupar las antenas emisora y
receptora en un sélo bloque. Una dificultad que plantean los sistemas en
refiexién estriba en la medida de campos dispersados débiles en presencia de
una campo de iluminacién muy intenso (especialmente en medios con pérdidas),
aunque pueden idearse métodos para minimizar el acoplamiento entre antenas
emisora y receptora [81]. Una geometria en reflexién, no posee una
sensibilidad espacial uniforme en medios con pérdidas, pues en zonas cercanas
a la agrupacién el campo de iluminacién serd mayor, y menor serd la atenuacién
que sufrirdn los campos dispersados. Por ello dejando al margen los problemas
de realizacién, en medios con pérdidas y objetos de alto contraste, una
configuracién en reflexién estard mejor adaptada a la reconstruccién de
regiones superficiales, mientras que para reconstruir zonas profundas seri

mejor usar una configuracién en transmisién.
5.3 Realizacién de algoritmos de primer orden

En el Cap.4 obtuvimos una formulacién general de algoritmos bajo
aproximaciones de primer orden, un aspecto importante es su implementacién en

ordenadores digitales y eficiencia numérica dada una geometria de medida.

Los algoritmos basados en operadores de focalizacién utilizardn Ila
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aproximacién de Born para el calculo del operador y para obtener el constraste
del objeto a partir de la reconstruccién de corrientes, propociocnando una
imagen para cada iluminacién o vista.

Por otra parte los algoritmos de recubrimiento espectral requieren la
medida del campo dispersado para varias vistas, admitiendo dos
implementaciones matematicamente equivalentes, pero con una eficiencia de
cémputo muy distinta: algoritmos de interpolacién espectral y de interpolacién

espacial.

5.3.1 Algoritmos de focalizacién

En el apartado {4.5.1.3} habiamos visto un operador de focalizacién para
geometria plana, obtenido a partir de la distribucién de corrientes que
produce un campo parecido a una delta en cada plano de reconstrucién.
Posteriormente comprobamos que el operador de focalizacién se obtenia también
al invertir la ecuacién integral considerando las corrientes fuente confinadas
en un plano transversal (4.51). La reconstrucciéon de corrientes aplicando el
operador de focalizacién sobre el campo medido puede expresarse como espectro
angular segin ejes ortogonales U,v orientados arbitrariamente respecto a las

coordenadas del cuerpo como muestra la fig.5.1

-2 kv e Jkv(vm=v)

Olo E(ku;vm) (5.1

Jrlku,v) =

el contraste se obtendra al utilizar la aproximacién de Born sobre el campo

total
| J(r)
C(r} = wee Eolr) (5.2)
si utilizamos un campo incidente dirigido seguin v (transmisién) obtenemos
Eolu,v) = ¢ 95— Clu,v) & —L Ju,v) eI5°Y (5.3)

transformando para obtener el espectro angular de C segin ku y utilizando

(5.1) tenemos para un sistema en transmisién



ETkav) = —3 KV Jpyv) = =21y, ltkvkedv Jkvvm gz oy (5.4)
Weo kg

donde kv = vV k& - k3

la reconstruccién del contraste serd la transformada inversa de Fourier segin
el eje u para cada profundidad v. En un sistema trabajando en reflexién
utilizaremos un campo incidente dirigido segin -v y obtenemos

2]

CN:R(ku,V) 3 J eJkoV J(ku,v) = —=2
WeEo k2

Ky e J(kvtke)v jkvvm £ (ku; vm) (5.5)

Para una agrupacién de Q elementos y una imagen de N-‘N pixels la eficiencia
numérica puede expresarse en funcién del nimero de FFT. Para este algoritmo
tendremos una FFT de Q puntos para transformar el campo, mas una FFT para cada
coordenada v (profundidad) de la imagen en total 1 FFT(Q) + N FFT(N).

En el caso de que se utilice una agrupacién para radiar el campo
incidente, puede disefiarse wun algoritmo de focalizacién, en que Ila
focalizacién del campo medido en cada punto del cuerpo, se combina2 con
focalizacién de la agrupacién emisora. De esta forma, al maximizar el campo

total en el punto de interés se mejora la resolucién del sistema.

5.3.2 Interpolacién espectral

En el apartado {4.6.1.1} habiamos visto que iluminando un cuerpo con una
onda plana, el espectro angular del campo dispersado contenia la informacién
del espectro del cuerpo en un circulo de radio ke. Normalmente se mide el
campo dispersado con una linea paralela al frente de onda incidente. Segin la
lIinea de medida esté en el lado de iluminacién o en el opuesto, fendremos una
configuracién en reflexién o en transmisién respectivamente. Particularizando
la expresién del espectro del cuerpq en funcién de los -campos dispersados
(4.88), para una geometria orientada segin los ejes u,v y una linea de medida

situada en el plano veo exterior al cuerpo
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Transmisidén vo > V' max

Clko(8-80)] = —— T() = 2 Zi(0) = ZAMv JInWe Bouve)  (5.6)
wEo 2 2
ko ko
el = n/2
> 2 2 4
7= (u,nv) = (nu,v ko'~ 7Mu ) ; Mu € (-ko,ko) ; O = —%—-
Reflexion vo < v/min
Clko(8-80)1 = < T(3) = 22 Ey(0) = ZZv UM Eouve)  (5.7)
WEo 2 2
ko ko
le] > n/2
> 2 2 7
n= (T}}x,‘nv) = (gu,-¥ ko — nu ) ; nu € (-ko,ke) ; 6 = —%—-
T——: T
7x
X 74 <
U
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v
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Fig.5.1 Espectro del cuerpo para una vista, muestras en el circulo.

La fig.5.] muestra la obtencién del espectro del contraste del cuerpo



para una iluminacién o vista arbitraria, girando el cuerpo o las antenas sobre
el eje ortogonal al plano de exploracién se obtendran un conjunto de circulos
que cubrirdn una regién del espectro. La cobertura espectral de los sistemas
en transmisién y en reflexién se muestra en la fig.5.2.

Nétese que un sistema en transmisién obtiene una versién paso bajo del
objeto con una frecuencia de corte de VZ ko, mientras que un sistema en
reflexién sélo tiene acceso a una regién anular paso-banda entre VZ ko y 2 ko.
La parte baja del espectro contiene la informacién de variaciones lentas de
la permitividad del cuerpo y es necesaria para obtener una reconstruccién
aceptable. Por este motivo en un sistema en reflexién debe recurrirse a
medidas multifrecuencia y técnicas de continuacién analitica para extender el
espectro y obtener la informacién de bajas frecuencias [82]. El hecho de
utilizar multifrecuencia, si el ancho de banda es grande, proporciona un
recubrimiento importante del espectro del objeto de forma que éste puede
obtenerse a partir de un incidencia unica, lo que tiene aplicacién en sistemas

de formacién de imdgenes de objetos enterrados [80].

Transmision Reflexion

Fig.5.2 Cobertura espectral proporcionada por una medidas en transmision y
reflexion :

[.a obtencién del espectro angular del campo se realiza habitualmente
mediante un algoritmo de transformada répida de Fourier (FFT), teniendo en

cuenta las caracteristicas de paso de medida y longitud de la agrupaciéon. De

5-8



5.S.PLANOS

esta forma, se obtiene el espectro en circulos con muestras equiespaciadas
segin 7nu (5.6, 5.7} como muestra la fig.5.1. Un problema que plantean los
algoritmos de recubrimiento espectral, es la inversiéon del espectro a partir
de muestras de espaciado no uniforme. La técnica habitual es obtener muestras
sobre una cuadricula rectangular mediante interpolacién, de aqui el nombre de
interpolacién espectral de este algoritmo, de esta forma la inversién puede
obtenerse de forma muy eficiente con una FFT bidimensional. Para ello, los
datos se almacenan en una matriz bidimensional con indices que representan la
posicién angular de la vista (B8o) y la variable mu del espectro angular del
campo. Para cada punto de la reticula rectangular que deseamos llenar, se
calcula su posicién en las coordenadas (8o,mu), que en general no coincidiréan
con las muestras disponibles. El valor del punto deseado se obtiene a partir
de una interpolacién de los elementos vecinos.

"Si se utiliza un nimero elevado de vistas, el muestreo espectral sera
denso ocasionando un error de interpolacién pequefio. Para un ndmero reducido
de iluminaciones puede ser preferible utilizar un algoritmo de maxima entropia
para la inversién, de forma que se obtiene uun cuerpo de minima informacién
compatible con las muestras espectrales conocidas [S6].

Existen muchos algoritmos de interpolacién, por ejemplo en orden de
complejidad creciente: vecino mas préximo, interpolacién bilineal, y spline
{31,83]. Este iltimo se acerca mucho a la interpolacién ideal de una sefial de
banda limitada obtenida al superponer funciones sinc poneradas por las
muestras (filtro paso-bajo ideal). En general la eleccién es un compromiso
entre el error producido y la eficiencia numérica. Una técnica muy utilizada
consiste en aumentar la densidad de muestras de partida antes de realizar la
interpolacién. Esto puede hacerse de forma eficiente mediante una FFT
afladiendo =zeros en la zona de alta frecuencia del dominio transformado
(*zero-padding’} y realizando la FFT inversa. De esta forma puede ser mas
eficiente aumentar la densidad de muestreo y utilizar un interpolacién de
vecino mdas préximo que un método sofisticado como el spline con la densidad
original. Un estudio de la incidencia de la interpolacién de vecino mis
préoximo y bilineal en la reconstruccién se encuentra en [31].

La estimaciéon del tiempo de calculo del algoritmo puede hacerse en
funcién del nuimero de FFT requerido, para una agrupacién de N elementos y V
vistas necesitaremos una FFT de N puntos por vista para obtener el espetro
angular del campo y tras realizar la interpolacion 2N FFT para invertir el

espectro bidimensional del cuerpo, es decir un total de V+2N FFT(N)

5-9



obteniéndose una imagen de N-'N pixels. No se ha tenido en cuenta el tiempo
consumido por la interpolacién bidimensional del espectro, por ejemplo si para
mejorar la interpolacién se aumenta la densidad de muestreo en un factor M
mediante FFT y extendiendo el espectro con ceros habrd que afiadir

2N FFT(N) + 2N-M FFT(N-M).

5.3.3 Interpolaciéon espacial

En el algoritmo de interpolacién espectral la informacién correspondiente
a cada vista o incidencia se afiadfa en el dominio transformado, para obtener
el objeto como transformada inversa del espectro. Dada la linealidad de este
procedimiento, es posible adicionar la informacién de cada vista en el dominio
espacial. Como veremos, cada vista proporciona una imagen parcial del objeto
sobre una reticula rectangular orientada segin la direccién de la onda plana
incidente. La imagen multivista se obtendrd al sumar una serie de mallas
giradas, y al no coincidir las posiciones de los elementos deberemos recurrir
a una interpolacién en el dominio espacial.

Este procedimiento fue derivado por Devaney [84] con el nombre de
'filtered-backpropagation’ y es quivalente para radiaciones que sufren
dufraccién, al algoritmo de ’backprojection’ utilizado en tomografia de Rayos
X. Desde el punto de vista matemdtico la combinacién espacial es totalmente
equivalente a la combinacién espectral, sin embargo la eficiencia numérica del
algoritmo de interpolacién espacial es mucho mas baja.

La formulacién del algoritmo para un sistema en transmisién se encuentra
en [31] por lo que comentaremos brevemente su derivacién, bdsicamente se
realiza una serie de cambios de variables en la inversion del dominio
espectral del objeto, de modo que nos queda una integral respecto al dngulo de
iluminacién 6o que representa la combinacién espacial de vistas. La

reconstruccién del contraste del cuerpo Cr conociendo su espectro es

© o

Cr(x,z) = 1/4n® J I E('n;c.nz) e

-0 -

Sionxamzz) g, (5.8)

realizando el cambio de variables (nx,mz) <= (0,80) obtenemos (fig.5.3)
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2T 21
Cr(x,z) = 1/81° J I E(0,00) e JmX¥NZZ) (2 0 01 de dee (5.9)
0 (o]
?x
A X 7u <
v c 7,

— /

Fig.5.3 Dominio espectral del contraste del cuerpo

Una vez obtenido el espectro angular del campo, el espectro del objeto
estara segin las coordenadas (mu,80), asi realizando el cambio de variable
entre @ y mu y sustituyendo el espectro del contraste en funcién del espectro

angular del campo dispersado en transmisién (5.6) se llega a

27 ko
Crlu,v) = 3 j J' Es(nu,80) e dMuus(av=ke)vl jawve |\ 4 4e, (5.10)
41 ko 0 =Ko
2T
Crlu,v) = —2—11!- f F M Alnu,80;v) } do (5.11)
0

siendo 'A una funcién del espectro angular del campo y de la profundidad

espacial de la reconstruccién v



—ilavko)v jmvve | | 2 - a3 (5.12)

Alnu;v) = ot Es(‘nu,eo) e ;s nv=V ko - nu

ko

La integral en 60 representa la adicién del dominio espacial de cada vista
segun la reticula u,v que en general no coincidirdn con la malla x,z en que
acumularemos la informacién. Deberemos realizar por tanto una interpolacién
entre ambas mallas. La integral segin mu puede calcularse mediante FFT pero
debe reevaluarse para cada profundidad v el integrando. Para V vistas y una
imagen de N-+N pixels necesitaremos V{(N+1) FFT(N) sin tener en cuenta la
interpolacién. Usualmente V = N y como la interpolacién espectral y espacial
son similares, el tiempo de cdlculo de este algoritmo es muy superior al del
algoritmo de interpolacién espectral.

Al comparar la reconstruccién de una vista (5.10) con el algoritmo de
focalizacién (5.4), veremos que tan sélo difieren en constantes y el término
Imul ¢ kv. La discrepancia es debida a que el algoritmo de retropropagacién
se ha obtenido de forma que garantiza una cobertura espectral uniforme al
combinar las vistas, condicién que no se ha impuesto en la derivacién del
algoritmo de focalizacién. El término |nu] en el algoritmo de retropropagacién
pondera con mayor peso la regién de altas frecuencias correspondiente a Tu
elevadas donde el recubrimiento espectral es menos denso (ver fig.5.2), de
esta forma, éste puede interpretarse com un algoritmo de focalizacién
"ecualizado" para tener una cobertura uniforme del espectro en la combinacién
aditiva. Por este motivo al trabajar con incidencia miltiple sera preferible
utilizar retropropagacién o mejor adn interpolacién espectral para una mayor

eficiencia.

5-12



6.S.CILINDRICOS

CAPITULO 6 SISTEMAS CON GEOMETRIA CILINDRICA

En este capitulo se estudiardn las caracteristicas generales de un
sistema con geometria cilindrica, en los aspectos de instrumentacién de medida
y algoritmos de reconstruccién. En los sistemas planos, una medida con
iluminaciones miultiples, requeria la rotacién mecdnica de la agrupacién o el
cuerpo. La utilizacién de una agrupacién envolvente presenta la ventaja de
permitir una medida muy rdapida, al utilizar conmutacién electrénica de
elementos para modificar la iluminacién.

El estudio de un tomégrafo cilindrico en relacién con los sistemas
lineales convencionales puede considerarse una evolucién paralela a la de los
sistemas de tomografia de Rayos X. La primera generacién de ’scanners’ estaba
basada en geometrias planas utilizando rotacién mecanica para cambiar la
direccién de incidencia de los haces. La ultima generacién de estos sistemas,
utiliza una disposicién circular de fuentes y sensores de complejidad mayor.
Los algoritmos relativamente simples en un sistema plano, han sido modificados
para la geometria circular (’fan-beam tomography’ I[85]). Todo ello en
beneficio de un tiempo de medida menor, minimizando la exposiciéon del paciente

y mejorando la explotacién clinica de estos equipos.

6.1 Caracteristicas generales

A grandes rasgos un sistema cilindrico constard de wuna agrupacién
tircular de medida capaz de focalizar la radiacién sobre un corte del cuerpo a
explorar, un emisor/receptor coherente de microondas, los subsistemas de
control, adquisicién, etc. y un ordenador que controlard el sistema vy
ejecutard los programas de reconstruccion de imdagenes y representacién de la
imagen. La fig.6.]1 es un diagrama de bloques basico del sistema.

Una antena es un elemento reciproco que puede actuar como fuente y
sensor. Por ello es posible utilizar una tnica agrupacién envolvente capaz de
radiar el campo de iluminacién y medir los campos dispersados. Debido a las
elevadas atenuaciones de los tejidos biolégicos a frecuencias de microondas,
la utilizacién de una agrupacion unica con elementos emisores y receptores
actuando simultidneamente, dard lugar a serios problemas de compatibilidad -
electromagnética (EMC) que deberdn resolverse mediante arquitecturas de

radiofrecuencia adecuadas.
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Fig.6.1 Diagrama de bloques de un sistema cilindrico de formacién de imdgenes.

La medida de los valores complejos del campo se realiza con un detector
fase/cuadratura (I/Q) coherente. Basicamente es un mezclador doble que entrega
a su salida la proyecciéon del fasor recibido sobre los ejes fase (0°) y
cuadratura (+90°) fijados por una sefial de referencia. El sistema de la
fig.6.1 emplea un detector homodino que utiliza como referencia un muestra de
la sefial emitida.

En el apartado de algoritmos, el disefio de operadores de focalizacién, o
algoritmos de recubrimiento espectral, requerirdn la iluminacién con ondas

planas o cilindricas centradas, que se obtendran de forma sintética.

N

6.2 Agrupacién de medida

En un sistema cilindrico, las caracteristicas de la agrupacién de medida

determinaran el diametro méximo de los cuerpos a reconstruir, condicionando en
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gran parte los niveles de potencia y la arquitectura de radiofrecuencia.

Por cuestiones de adaptacién, es conveniente trabajar con el cuerpo y la
agrupacién sumergidos en un liquido de permitividad parecida a la de los
tejidos biolégicos. Una ventaja adicional es la disminucién de la distancia
entre elementos de una agrupacién en un factor vV er’ respecto a una agrupacién
en aire, con la consiguiente reduccién de didmetro. Un liquido de constante
dieléctrica aita y bajas pérdidas seria ideal, sin embargo no se ha encontrado
un medio con estas caracteristicas. Normalmente se utiliza el agua cbmo medio
de medida, al ser reproducible, de pérdidas moderadas sobre todo si se utiliza
desionizada, y de coste muy bajo. Las pérdidas del agua suprimen las
reflexiones miltiples, permitiendo trabajar en condiciones anecéicas sin
utilizar materiales absorbentes.

Aunque podria pensarse en utilizar agrupaciones de amplitud y fase
controladas, por razones tecnolégicas y de coste es mucho més abordable la
realizacién de agrupaciones conmutadas donde se direccionan éecuencialmente
los elementos mediante multiplexores. A posteriori puede sintetizarse la
iluminacién deseada, combinando las medidas con los pesos apropiados
numéricamente en un ordenador.

La utilizacién de una formulacién bidimensional en la reconstruccién,
supone que el cuerpo es invariante respecto a un eje y que utilizamos antenas
que producen campos uniformes segin el eje del cuerpo. Un sistema real serd
una buena aproximacién al caso bidimensional, en la medida en que seamos
capaces de concentrar la radiacién en un plano o corte del cuerpo. La
polarizacién del campo eléctrico deberid ser axial si queremos usar la ecuacién
de onda escalar o de Helmholtz (3.9) para reducir la complejidad del problema.
Si la divergencia axial de la radiacién en la zona de medida es pequefia puede
suponerse que cada elemento de la agrupacién produce una onda aproximadamente
cilindrica, lo que permite adoptar una formulacién bidimensional de los
campos. Por ello deberemos utilizar alguna técnica de focalizacién en la
agrupacién de medida. El grosor del corte determinara la resolucién axial del

sistema, al integrar la medida las variaciones del cuerpo en este eje.

6.2.1 Radiacién de guias y ranuras en agua

Para sintetizar iluminaciones arbitrarias como combinacién de los campos

producidos por los elementos de una agrupacién, supondremos que éstos se



comportan como fuentes puntuales, produciendo en la regién de medida un campo
similar al radiado por wun hilo de corriente infinito. De esta forma
obtendremos una onda cilindrica, o una buena aproximacién si la divergencia
axial de la radiacién es baja. Como antenas elementales podemos utilizar
dipolos, bocas de gufa o ranuras debiendo ‘pr‘oducir un campo eléctrico
polarizado segin el eje de la agrupacién. Se ha hecho un estudio experimental
de las caracteristicas de las antenas elementales radiando en agua, observando
que en el caso de dipolos y ranuras, la longitud de la antena al exceder el
valor de resonancia no influye apreciablemente sobre la impedancia de la
antena ni en sus caracterf{sticas de radiacién. Esto es debido a que mas alld
de la longitud de resonancia la amplitud de corrientes o campos queda
sensiblemente atenuada respecto a la zona cercana al punto de alimentacién.

En cuanto a la radiacién de bocas de gufa, en primer lugar teniendo en
cuenta que el dieléctrico de la guia serd agua, tendremos una atenuacién
debida a la distancia entre la regién de excitacién del modo (normalmente el
TEic en guia rectangular) y el plano de la boca de guia. Una ventaja al
utilizar ondas guiadas, es la posibilidad de realizar bocinas en el plano E.
De esta forma puede obtenerse en campo préximo, una radiacién colimada en una
zona de espesor similar al tamafio de la bocina.

Para calcular la atenuacién del campo en el interior de una guia
rectangular, podemos interpretar los modos como ondas planas cuya direccién de
propagacién forma un &ngulo 8 respecto a un plano transversal [9], para el
modo TE1o
A - fe

=

53 7 (6.1)

cos O =

donde fc es la frecuencia de corte de la guia, en primera aproximacién puede
usarse la frecuencia de corte para un medio sin pérdidas. La constante de
atenuacién en la guia puede calcularse utilizando la constante de atenuacién
de la onda plana y la distancia recorrida por ésta en relacién con la

distancia recorrida en la gufa

lplana_ o - 41

lgufa sin@ - (6.2)

Qgula =
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donde jko = @ + j8 y o es la constante de atenuacién del medio en Nep/m dada
por (2.3).

La atenuacién en la guia serd mayor que la de una onda plana y
especialmente elevada para frecuencias cercanas al corte. Por ello, al igual
que ocurre con los dominios visible e invisible de los campos, no existe una
frecuencia de corte bien delimitada en guias con pérdidas.

LLa atenuacién al radiar en medios con pérdidas puede calcularse
utilizando un nimero de onda ko complejo en la expresién del campo. En un
problema bidimensional, la radiacién de una antena elemental, producird una
onda cilindrica propagandose hacia el exterior Hg)(kop). El campo a grandes

distancias puede expresarse asintéticamente como

/ 2] —Jjkop
—;tk—op-_ e (6. 3)

de forma que el campo sufrird una atenuacién en dB

HZ (kop) =
{p»A)

E(p2) = E(p1) - 10 log(p2/p1) - (p2-p1)+-8.686-a (dB) (6.4)

el ultimo término corresponde a la disipacién de energia en el medio, por

ejemplo para agua a 25°C y a 2.45 GHz
€ =77, tgd = 0.1 == o =22 Nep/m = 2dB/cm (6.5)

— (g Ny -1/2 ‘2
afiadiendo la pérdida de radiacién como p obtendremos la atenuacién total.

6.2.2 Focalizacién axial y regién utilizable

Como vimos en {6.2} es necesario confinar la radiacién en el plano de la
agrupacién. La difraccién impondrda un Iimite al espesor alcanzable que
dependera del didmetro de la zoha de iluminacién y del tamafio axial de las
antenas. Un anélisis simplificado del comportamiento del campo, consiste en
distinguir las zonas de campo préximo y lejano de una apertura uniforme. En
campo préximo podemos suponer que la radiacién se mantiene confinada al tamafio
de la antena. En campo lejano la radiacién divergirda segin el diagrama de

radiacién de la antena. El ancho de haz a -3dB puede utilizarse como &ngulo de



divergencia. La ganancia de una apertura uniforme de dimensién L en campo

lejano puede expresarse como

o L . . - A sin(nx)
Gl¢) = smc(T sing) smc(x) = — (6.6)
el ancho a ~3dB es aproximadamente
o8 = 2 sin”(—5—) (6.7)
. A o
siLy A = @Bg-—L— H W—Z—L—' (6.8)

W es el ancho de haz en funcién de la distancia a la apertura, a la distancia

Zo en que W = L

Zo = (6.9)

podemos considerar que el haz empieza a abrirse [85], de esta forma podemos
dibujar la distribucién de energia radiada de forma asintética como en la
fig.6.2.

Ny

-

Fig.6.2 Distribucion asintética de energia radiada por una apertura
uni forme de dimension L.
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Vemos que convendra utilizar el menor tamafio de antena posible que
ilumine en campo préximo la zona de medida. Una forma de reducir el espesor en
zonas profundas seria utilizar una lente para focalizar sobre el eje de la

agrupacién como muestra la fig.6.3.

At _ -
N |
L -
1 //“————”—“T“\\\
S
S~

Fig.6.3 Iluminacion axial focalizada

Otro parametro de interés es la regién en que podemos sintetizar
iluminaciones arbitrarias que dependerda de la densidad de muestreo de Ila
agrupacién. En el caso en que la distancia entre elementos sea As = A/2
tendremos un muestreo suficiente del campo para poder excitar de forma
independiente (medir sin ‘’aliasing’) todos los modos cilindricos visibles
referidos al centro de la agrupacién {Ap.A}, lo que posibilita la sintesis de
cualquier iluminacidén visible en la regién de medida. V

En el caso de que el paso de medida sea superior a A/2, no tendremos

errores de muestreo si restringimos la zona de medida-a un radio

A (6.10)

donde N es el nimero de elementos de la antena, en esta regién sélo pueden

propagarse los *N/2 primeros modos que la antena es capaz de excitar de forma



independiente.

6.3 Arquitectura de radiofrecuencia

Una parte muy importante de un sistema cilindrico es la red de
distribucién de sefiales de la agrupacién. El aislamiento entre los caminos
emisor y receptor serd determinante para medir los campos difractados que
facilmente habran sufrido atenuacionés por encima de 130dB. En un sistema
complejo, la consecucién de un alto nivel de aislamiento requiere un estudio
de compatibilidad electromagnética que identifique todos los caminos posibles
de interferencia. La arquitectura del sistema jugard un papel preponderante en
el aislamiento entre sefiales, que puede mejorarse incluyendo elementos no
reciprocos, como aisladores o amplificadores en puntos estratégicos. Una
técnica que permite extraer sefiales débiles contaminadas con ruido o
interferencias es la deteccién sincrona. La sefial deseada se modula a baja
frecuencia, de forma que puede distinguirse de sefiales interferentes mediante
correlacién. Finalmente se estudiardn las configuraciones homodina y
heterodina del receptor, que ofreceran  diferentes compromisos de
calidad-coste.

Dada una relacién sefial-ruido fijada por la calidad deseable en la
reconstruccién, un estudio de niveles permitird dimensionar los parametros
fundamentales del sistema. La temperatura de ruido y ancho de banda del
receptor determinaran el tiempo de adquisicién. La potencia de iluminacién no
deberi rebasar los limites de seguridad para no dafiar los tejidos. A partir de
estos datos, el estudio de compatibilidad determinara los aislamientos minimos
de cada uno de los caminos interferentes. De esta forma, una vez definida la

arquitectura podremos especificar los componentes del sistema.

6.3.1 Redes de distribucién

Una forma de separar los caminos emisor y receptor seria utilizar dos
agrupaciones de medida independientes y superpuestas. En este caso las redes
de distribucién serian simplemente dos multiplexores de microondas de tantas
vias como elementos tenga la agrupacién. Sin embargo, por razones de economia

convendra utilizar una unica agrupacién como emisora y receptora. Para ello
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deberemos disponer de dos redes de distribucién separadas para las sefiales de
iluminacién y de campo difractado. Cada elemento de la agrupacién se conectard
a una de las redes mediante un conmutador, como ilustra la fig.6.4. Con una
agrupacién de N elementos, utilizaremos 2 multiplexores de N vias y N
conmutadores. Si el multiplexor se realiza con un 4rbol binario de
conmutadores, se necesitaran N~1 conmutadores por multiplexor, resultando un

total de 3N-2 conmutadores.

. e
T X / ~o—(
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‘ =
O =
R %% O
i o
ol

Fig.6.4 Agrupacidén circular y redes de distribucién para recepcién completa.

La adquisicién consistird en seleccionar una antena como emisora y medir
el campo difractado con los elementos restantes de la agrupacién. Repitiendo
la medida hasta iluminar con todas las antenas, tendremos una matriz de campo
difractado o total con un total de N-(N-1) medidas. El campo dispersado se
obtendrd del total sustrayendo el campo incidente, que podemos calcular

conociendo la geometria del sistema, o medir retirando el cuerpo del

tomégrafo.
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Para mantener un nivel de interferencias tolerable, el aislamiento de los
conmutadores deberd ser elevado y también lo seréd el coste de esta red. Una
solucién de compromiso, consiste en realizar una particién de la agrupacién de
medida en subagrupaciones que son direccionadas globalmente como receptoras o
emisoras mediante una matriz de conmutacién. De esta forma el nGmero de
conmutadores es menor y su aislamiento ya no es tan critico. Por ejemplo si
dividimos la agrupacién en cuatro secciones o cuadrantes, necesitaremos una
matriz de conmutacién de 2 a 4 vias y cuatro multiplexores de N/4 vias, la

disposicién se indica en la fig.6.S.

M /:\o--)/‘!—c
T |v HiaS
T °\o--o/‘g_c
L
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w |y T <
R \:\o«o/é:cc

Fig.6.5 Particion de la agrupacidén en cuatro secciones

Si utilizamos 4arboles binarios para la matriz de conmutacién y
multiplexores, el nuimero de conmutadores es 10 + (N-4]. En este caso la zona
critica comin a los caminos emisor-receptor es la matriz de conmutacién, por
lo que necesitamos sélo 10 conmutadores de alto aislamiento. La adquisicién
consistiria en seleccionar secuencialmente los diferentes pares de cuadrantes
emisor-receptor. Para cada par se seleccionardn todas las combinaciones

posibles entre elementos, lo que representa un total de 12-(N/4)2 medidas.
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En contrapartida esta configuracién no permite medir entre elementos
contiguos pertenecientes a la misma subagrupacién. Para tener una restriccién
menor sobre la adquisicién, puede dividirse la agrupacién en un ndmero mayor
de secciones, por ejemplo para M partes necesitaremos 2(M-1) + N conmutadores
y' la adquisicién consistird en M(M-1): (N/M)? medidas. Para el caso en que
M = N obtenemos la medida completa. De todas formas al medir en un medio con
pérdidas, cuando el par emisor-receptor ocupe posiciones cercanas en la
agrupacién, los campos total e incidente seran varios Ordenes de magnitud
mayores que el campo dispersado. Si obtenemos el campo dispersado mediante
sustraccién los errores de truncado numérico seran muy importantes, por lo que
la particién maxima de la agrupacion dependerda del error de cuantizacién de la

medida.

Fig.6.6 Simetrizacidn de la recepcién en una agrupacién de 4 sectores.

Otro punto a tener en cuenta es la no simetria en los elementos
receptores accesibles, al variar la posicién del emisor en la seccién. Asi por

ejemplo si emitimos con el elemento en un extremo de la seccién emisora,



podemos recibir con el contiguo (de la seccién siguiente), lo que no ocurrird
con un emisor central. La udnica forma de simetrizar la adquisicién consiste en
reducir el abanico de elementos receptores.

El numero total de medidas puede reducirse a la mitad gracias a la
reciprocidad entre elementos, es decir si se intercambian los papeles
emisor-receptor para un par de antenas debe obtenerse la misma medida. Asi
puede utilizarse la redundancia para simplificar la red de distribucién y
reducir ?l tiempo de medida a 1la mitad, o bien realizar la adquisicién
completa a fin de incrementar la relacién seflal-ruido promediando las medidas

reciprocas.

6.3.2 Deteccién con interferencias: deteccién sincrona multifrecuencia

Debido a las elevadas pérdidas de los tejidos y el agua que los rodea en
la medida, la atenuacién de la sefial deseada puede superar los 130 dB. Los
aislamientos requeridos en las redes de distribucién pueden ser muy elevados.
Aunque fuera posible realizar redes con suficiente aislamiento, debe tenerse
en cuenta que existen muiltiples caminos interferentes. Por ejemplo el cableado
de control de la red de distribucién debe estar muy bien desacoplado de las
sefiales de microondas. La agrupacién de medida aunque esté dividida en
secciones compartird un espacio fisico reducido, debiendo evitar en lo posible
radiaciones al exterior o la existencia de modos guiados o superficiales en la
estructura. También la alimentacién del sistema comin a las secciones emisora
y receptora, puede constituir un camino importante de interferencias. En la
practica el aislamiento en un sistema monofrecuencia dificilmente puede
llevarse mas allA de un cierto Iimite impuesto por las fugas de cables,
desacoplos de alimentacién y control, ranuras en las cajas, etc. Por ello
deben utilizarse técnicas que refuercen el aislamiento, por ejemplo Ila
recepcién heterodina o la identificacién de sefiales mediante técnicas de
deteccién sincrona.

La modulacién y deteccién sincrona al ser una técnica de baja frecuencia
supone un coste menor que un sistema heterodino y ademés permite aislamientos
mayores. Para ello debe modularse en los puntos apropiados y utilizar varias
frecuencias segin la complejidad del sistema y el aislamiento requerido. Debe
tenerse en cuenta también que el detector fase/cuadratura de microondas

entregard sefiales muy débiles que deberdn ser amplificadas con el menor ruido
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posible. La utilizacién de modulaciones permite amplificar las sefiales
detectadas minimizando los ruidos ‘Flicker’ y ’Burst’ con densidades
espectrales de potencia paso-bajo. Finalmente se evitan los problemas de
'offset’ de los amplificadores de corriente continua. La mejora en aislamiento
de wuna configuracién heterodina puede no ser suficiente para nuestro
propésitos, aunque propociona otras ventajas que se analizardn en el apartado
siguiente y en {(9).

La reduccién de interferencias al usar modulaciones y deteccién sincrona
puede analizarse en el diagrama simplificado del sistema de la fig.6.7, por
simplicidad sélo se muestra un par de antenas emisora-receptora. l.os bloques M
son moduladores de fase o amplitud con sefiales de baja frecuencia y los
bloques A son atenuadores que modelan las pérdidas de los multiplexores de la

agrupacién, L es la atenuacién de la sefial al atravesar la regién de medida.

i “C“’%/"D‘ M“

A fd 10

Fig.6.7 Diagrama simplificado de sefiales en el sistema.
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En el camino receptor tenemos en primer lugar el detector de microondas,
en este caso en configuracién homodina al utilizar la sefial de oscilador de
emisién. - Supongamos que modulamos en amplitud o fase en un punto de la regién
de medida L, el detector coherente entregaria a su salida una sefial de baja
frecuencia con un nivel de continua debido a las interferencias (noc moduladas)
y a la posible polarizacién del detector, mas una sefial modulada en principio
libre de interferencias.

El detector sincrono se muestra al f inal. del camino receptor, consta
basicamente de un amplificador de; baja frecuencia y bajo ruido y un
multiplicador seguido de un filtro paso-bajo. E! ancho de banda del filtro
debe ser mucho menor que la frecuencia de modulacién y establecerd el ancho de
banda de ruido del receptor y el tiempo de integracién de cada medida. Un
detector bien disefiado, sélo responderd a las sefiales correladas con la sefial
de frecuencia fd. Si se utiliza esta :sefial para modular el camino deseable,
tendremos una medida virtualmente libre de interferencias. En un caso real no
podremos modular en la zona que ocupa el cuerpo a explorar, y el modulador
deberda formar parte de la antena o red de distribucién. Por otra parte debe
tenerse en cuenta que un modulador real no séloc modula la sefial transmitida,
sino que también su coeficiente de reflexién variard al ritmo de 1la
modulacién. Por lo tanto la sefial interferente quedarda también modulada con
una profundidad de modulacién que convendra minimizar. Como veremos la
atenuacién entre el punto de modulacién y el camino interferente aumentara el
aislamiento por lo que convendrd acercar la modulacién a la regién de medida,
tanto como sea posible.

Si se particiona la agrupacién y se eliminan los posibles acoplamientos
entre sectores, los caminos de interferencia actuardan sobre los circuitos
anteriores a los multiplexores de cada sector como se ha modelado en la
fig.6.7. Los caminos provenientes del desacoplo entre alimentacién y control
de los multiplexores, admitirdn un modelo andlogo donde A seria la atenuacién
existente entre el modulador y el .punto de desacoplo.

Como referencia calcularemos la relacién sefial-interferencia a la salida
de la red (S/I)o en un sistema sin modulacién, llamando Si,So,lo a la sefial de

entrada, salida e interferente respectivamente tenemos {(en dB)
Sin modulacién

Se=St-(L+2A); Ilo=Si -1 (6.11)
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S/TJo = S/I)ref =1 - (L + 2A) (6.12)

Supongamos ahora que introducimos un modulador sobre una de las antenas, con
una pérdida de insercién Mt y una pérdida de retorno Mr, que seran los
cocientes entre sefial modulada a la salida o reflejada y sefial a la entrada.

Los nuevos niveles serian

Un modulador
So=St-(L+20+Mt); To=Si-(1+2A+Mr) (6.13)
S/Tlo =1 - L+ ( Mr~-Mt)=S/Tres + 2A + ( Mr - Mt ) (6.14)

Nétese que la seflal interferente modulada proviene de la reflexién del
modulador, por lo que aparece atenuada dos veces. Asi la mejora de aislamiento
respecto al caso sin modulacién, se debe a la capacidad del modulador de
favorecer la modulacién en transmisién y a la atenuacién entre el modulador y
el camino interferente. Un mayor aislamiento se consigue modulando las antenas
emisora y receptora con seflales incorreladas, por ejemplo a frecuencias
diferentes. El espectro de la sefial a la entrada del modulador sincrono

tendria el aspecto indicado por la fig.6.8.

Se(f)

)
(fz2-1) f1 f2 (f24f1)

Fig.6.8 Espectro a la entrada del detector sincrono al modular a dos
frecuencias.

LLa sefial interferente daria lugar a la componente continua y a las
seflales a f1 y f2, mientras que la sefial deseada darfa lugar a las lineas
f1 + f2. Por lo tanto la seflal a utilizar en el detector sincrono debera ser

la frecuencia suma o diferencia. AGn as{ existirdan interferencias pero los
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caminos deben alcanzar en reflexién a los dos moduladores por lo que el

aislamiento sera mayor:
Dos moduladores
So=S1-{(L+2A+2Mt); To=8S1-(1+ 4A + 2Mr ) (6.15)
S/Mo=1- L+ 2( Mr - Mt ) + ZA = S/Drer + 4A + 2( Mr -~ Mt ) (6.16)

Una mejora adicional puede conseguirse utilizando elementos no reciprocos en
vias unidireccionales, por ejemplo si colocamos un aislador en la bajada de la
antena receptora el camino interferente que debe llegar la modulador en
recepcion quedarid atenuado en el valor de aislamiento del dispositivo, lo
mismo podria hacerse en el camino emisor.

Las caracteristicas de modulacién en transmisiéon y reflexién dependeréan
del tipo de modulacién escogido y del disefio del dispositivo. Para simplificar
los circuitos, se acostumbra a utilizar modulaciones digitales de dos niveles,
es decir 2-PSK y 2-ASK. Un modulador ideal serfa un 2-PSK perfectamente
adaptado a la entrada en los dos niveles, con una pérdida de insercién nula,

estudiaremos el caso de un dispositivo de dos niveles real.
Caracterizacion del modulador

El caso general serd un dispositivo que dada una sefial de microondas a la
entrada si(t) entregue a la salida una sefial modulada so(t), reflejando una
sefial sr(t).

jwot

Ao e ;s x(t) =1

ej(wot+¢1) —

Jwet

si(t) = e i Solt) = (6.17)

A1

-1

x(t) es la sefilal de modulacién que toma dos niveles 1, -1. La sefial reflejada
podria caracterizarse como so(t) con amplitudes y fase Aor, Air, - ¢1r
adecuadas. Tendremos un modulador PSK en el caso Ao 2 A, 41 €7, o un
modulador ASK si A1 « Ao. La modulacién que sufre si(t) puede explesarse en

forma de producto

so(t) = si(t) + [ Ac + Am-x(t) ] (6.18)
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donde Am seria la profundidad de modulacién y Ac seria el nivel de sefial no
modulada, éstos pueden calcularse a partir de los niveles y fases en los dos

estados del dispositivo:

Ao - Al coséi
2

. Ac = Ao + /2&1 cosf (6.19)

Am =

Si modulamos con una frecuencia fm, en el detector sincrono sélo recuperaremos
la linea del espectro sobre fm, y deberemos evaluar la pérdida de sefial debido
a las caracteristicas del modulador, teniendo en cuenta también las dispersién
de potencia hacia armoénicos superiores al utilizar como moduladora una seiial

cuadrada. Si expresamos x(t) en serie de Fourier
x(t) = 4/ coswmt - 4/3ncos3wmt + 4/5w cosSwmt ~ - (6.20)
asi aunque x(t) posee una potencia total unidad

Py x(t) } = L/T J’ Ix()]2 dt = 1 6.21)
T

la potencia til correspondiente al primer arménico es del orden de 1dB menor
Pi{ x(t) } = /2 (4/m)° = Pt - 1dB (6.22)

En teoria, utilizando también una sefial digital para correlar la sefial en el
detector sincrono evitariamos esta pérdida, sin embargo en la préctica existen
varios factores que lo impiden. Por ejemplo los tiempos finitos de transicién
entre estados del modulador, ciclos de trabajo diferentes en las sefiales
digitales, o un deficiente alineamiento de fase entre las sefiales modulada y
de reloj en el detector.

De esta forma la atenuacién causada por introducir un modulador en el

camino de sefial serd en dB
Mt = 20 log Am + 1dB (6.23)

La atenuacién del camino reflejado puede calcularse de igual manera, una vez
caracterizados los coeficientes de reflexién del dispositivo en los dos
estados. Nétese que la pérdida de un sistema PSK es como minimo de 1dB,

mientras que un modulador ASK introduce pérdidas como minimo de 7dB. El motivo
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es la pérdida de al menos 3dB en portadora y 3dB adicionales al transmitir
potencia durante el 507 del tiempo. La potencia no transmitida se disipard o
reflejard segin el disefio del modulador. En éste altimo caso obtendriamos una

atenuacién en reflexién y transmision iguales Mr = Mt,

6.3.3 Deteccién coherente: configuraciones homodina y heterodina

En el apartado anterior no hemos entrado en detalle sobre la deteccién
coherente de la sefial de microondas. En realidad, puesto que se desea obtener
valores complejos del campo, debe utilizarse un detector fase-cuadratura (I-Q)
que nos dara las componentes real e imaginaria del campo con respecto a una
fase de referencia. Considerargmos las alternativas de una detecciéon homodina
y heterodina, analizando el compromiso complejidad/coste-prestaciones que
ofrecen, pero sin entrar en detalles constructivos.

Los circuitos bdsicos se muestran en la fig.6.9. En ambos casos la
deteccién de las componentes en fase y cuadratura se realiza mediante dos
mezcladores con las sefiales de inyeccién desfasadas 90 grados. La diferencia
estriba en que en un sistema homodino la deteccién se hace directamente a
frecuencias de microondas, mientra que un sistema heterodino la deteccién se

hace a una frecuencia intermedia del orden de decenas o centenares de MHz.

(-
AN

f0 90
©

44
144

Fig.6.9 Sistemas homodino (a) y heterodino (b).
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La ventaja fundamental del sistema homodino es su simplicidad y bajo
coste. Sin embargo un sistema heterodino permitird amplificar con menor ruido
al estar la frecuencia intermedia mas alejada de la =zona ruidosa de bajas
frecuencias. Otra ventaja de un detector heterodino son las mejores
caracteristicas de los mezcladores y desfasadores a frecuencias intermedias.

Por otra parte el sistema heterodino permite realizar la primera conversién
muy cerca de la agrupacién receptora reduciendo la 2zona susceptible de
provocar interferencias.

En un sistema monofrecuencia pueden disefiarse detectores homodinos con
buenas caracteristicas de linealidad y anchos de banda de! orden del 107%,
utilizando hibridos de 90 o 180 grados realizados con tecnologia microstrip.
El ruido del sistema puede reducirse incluyendo amplificadores de microondas
de bajo ruido delante del detector con un coste moderado. Si se desea realizar
medidas barriendo en frecuencia puede ser preferible un sistema heterodino,
puesto que enganchando en fase el oscilador del mezclador en recepcién, la
frecuencia intermedia puede mantenerse constante durante el barrido y también

lo serda la respuesta del detector.

6.3.4 Potencia de iluminacién, tiempo de integracién y ruido

Si las seflales interferentes han podido reducirse a un nivel adecuado
respecto a la sefial deseada, puede dimensionarse la potencia y ancho de banda
del sistema en funcién del ruido tolerable en la reconstruccién. lL.a forma de
especificar la relacién sefial-ruido en un sistema cilindrico no es evidente.
En primer lugar podemos considerar como sefial el campo incidente o total, o
bien el campo dispersado obtenido como diferencia de los anteriores. Si bien
el algoritmo de reconstruccién trabajard con el campo dispersado, éste depende
del cuerpo explorado y el concepto de relacién sefial-ruido parece en este caso
bastante arbitrario. El campo incidente en cambio sera constante, pero la
potencia de seflal dependerd de los pares de antenas seleccionados. El peor
caso corresponderd a dos elementos opuestos de forma que debe atravesarse un
didmetro en el medio de reconstruccién, normalmente agua. Con referencia al
campo incidente, el campo dispersado para cuerpos de tamafio no excesivamente
pequefios, superard a éste hacia el Ilimite de la aproximacién de Born
(fig.4.2). A partir de este momento decrecerd hacia un valor asintético con

una potencia del orden de la del campo incidente. Por este motivo, la relacién



sefial-ruido en la medida del campo incidente en el caso peor, se ha adoptado
como criterio de disefio de un tomégrafo cilindrico.

La sefial incidente en el tomégrafo, puede calcularse caracterizando las
pérdidas y ganacias de todo el camino, lo que dependerd de la arquitectura
empleada. La atenuacién al atravesar un didmetro de la zona de medida puede
calcularse teniendo en cuenta la atenuacién disipativa mdas la pérdida de
radiacién. Segun la dimensién de las antenas podemos estar en cdmpo préximo,
zona de Fresnel o campo lejano. En general utilizaremos la minima dimensién
que nos dé una divergencia axial aceptable en la zona de medida, por lo que
facilmente estaremos en campo lejano al atravesar la agrupacién. De esta forma
tenemos para una ganancia de antenas Ga, un didmetro D y constante de

atenuacién a (Nep/m)

A

D ) - 868 aD (dB) (6.24)

So=Sl+2Ga+.2010g(

donde Si, So son las potencias de sefial a la entrada y salida respectivamente.

En cuanto a ruido del receptor, es conveniente utilizar un amplificador
de bajo ruido tan cerca de la antena receptora como sea posible, a fin de
reducir el ruido del receptor. La temperatura equivalente de ruido a la
entrada del receptor se calculard mediante las conocidas expresiones de Friis
[66] procurando que exista una buena adaptacién entre etapas.

T2 T3

Teq = T1 + ce T et (6.25)

Tj, Gj: temperatura de ruido y ganacia de la etapa j del receptor.

En la préactica, si se utiliza un amplificador de bajo ruido con ganancias de
20 dB o superiores, éste fijara bdasicamente el ruido del sistema, pudiendo
estar en el margen de 2 a 3 dB con amplificadores basados en dispositivos
MESFET. Si no se utiliza un amplificador de bajo ruido tendremos el factor de
ruido del detector coherente, tipicamente unos 6dB tipicos de un mezclador
pasivo con diodos Schottky. Al ser un dispositivo pasivo serd muy importante
el ruido introducido por el amplificador de baja frecuencia que sigue al
detector y que puede ser bastante alto. Por ello es practicamente
imprescindible la utilizacién de amplificadores de microondas, actualmente de
coste moderado.

El ruido total del sistema puede evaluarse con facilidad en el plano de

6-20



6.S.CILINDRICOS

entrada del amplificador o en su ausencia, del detector coherente. La
temperatura total serd la equivalente del receptor mdas la temperatura de
entrada. Si el agua de la agrupacién estd a temperatura ambiente, ésta serad
basicamente la temperatura de ruido a la entrada Ti = To, pues el camino hasta
el receptor es pasivo. De otra forma debe calcularse el ruido a la entrada del
receptor mediante las expresiones de Friis.

Para determinar la potencia de ruido debemos multiplicar la densidad
espectral por el ancho de banda de ruido del receptor. Al ser el detector
sincrono un dispositivo de doble banda lateral (DSB), a su entrada tenemos una
ventana espectral de ancho 2B centrada sobre la frecuencia de correlacién. B
es el ancho de banda del integrador a la salida del detector, de forma que el
tiempo de medida para cada punto es T = 1/B. As{ la potencia de ruido a la

entrada del receptor es
Nt =k (Tt + Teq ) 2B ; Ti = To (sistema a temp. ambiente) (6.26)

Un procedimiento de disefio serfa partir de una relacién sefial-ruido deseable y
una potencia de emisién, que produzca un nivel de radiacién inferior a las
normas de seguridad a la exposicién bioldgica {2.5). Conociendo la atenuacién
del sistema puede determinarse el nivel de ruido tolerable para obtener la
relacién sefial-ruido deseada a la salida. De esta manera calculariamos el
tiempo de integracién de los detectores sincronos, que multiplicado por el
nimero de medidas, daria el tiempo total de adquisicién.

Un factor que incidirA sobre el ruido en la medida es el error de
cuantizacién de los convertidores analdgico~digitales (A/D), encargados de
muestrear la sefial a la salida de los detectores sincronos. Por este motivo el
nimero de niveles deberd dimensionarse en funcién de la dindmica de]l sistema
(relacién entre campos incidentes maximo y minimo) y del ruido, de forma que
el paso de cuantizacién sea mucho menor que la desviacidén tipica de ruido a la

salida del detector.

6.3.5 Calibracién del sistema
Un aspecto impértante al considerar un sistema real es preveer

procedimientos de calibracién. En primer lugar un algoritmo de reconstruccién

parte de la base de unos niveles de potencia de iluminacién absolutos, que en
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general no coincidirdn con los reales del sistema. Otro factor quizd mas
relevante es la dispersién en la respuesta en amplitud y fase de los elementos
de la agrupacién, lo que podemos denominar como firma. Dependiendo de las
redes de distribucién empleadas la firma de la agrupacién puede ser totalmente
aleatoria, dt; forma que la medida debe ser corregida mediante calibracién.
Pequefias fluctuaciones de la constante dieléctrica del medio de referencia
debidas por ejemplo a variaciones térmicas, o derivas de la ganacia global del
sistema pueden ser compensadas al calibrar, lo que nos permitird trabajar con
un sistema de caracteristicas virtuales :muy superiores a las reales.

Al medir el campo dispersado por un objeto puntual centrado en la
agrupacién, en condiciones ideales deberiamos obtener un valor constante para
cualquier par de elementos emisor-receptor. En la prdactica no serda asf, sin
embargo a partir de esta medida podemos determinar la firma. De esta manera,
multiplicando la medida de cada elemento por el inverso de su repuesta
caracteristica obtendremos en teorfa una medida libre de error. En este
analisis estamos suponiendo implicitamente que no existen interacciones mutuas
entre elementos, de forma que sélo el par seleccionado contribuye a la medida.

En lugar de calibrar los elementos aisladamente, también podrian
calibrarse todos los pares de elementos, lo que daria lugar a una matriz de
calibracién similar a la de medida, de forma que la medida calibrada se
obtendria multiplicando elemento a elemento la medida real con la matriz de
calibracién. Este procedimiento aunque da lugar a una matriz de calibracién,
mas voluminosa que el vector firma, es de aplicacién directa sobre la medida
dando lugar a menos multiplicaciones por calibracién que el vector. Ademés
este método compensa comportamientos no isotrépicos de las antenas de la
agrupacién, pues se calibran los elementos y los caminos entre ellos.

La matriz de -calibracién se obtiene al medir un cuerpo sencillo,
calculando los campos dispersados teéricos y resolviendo los pesos que debemos
aplicar a la matriz real, de forma que obtengamos la medida ideal. Una
posibilidad seria medir una varilla metdlica fina centrada en la agrupacién
para obtener una dispersién isotrépica. Sin embargo la potencia del campo
dispersado es muy-baja en este caso. Por ello es preferible utilizar cilindros
metdlicos de tamafio moderado, cuya dispersién es féacilmente calculable y de
amplitud mayor.

Si los elementos no seleccionados afectan a la medida, debido a un
aislamiento pobre del multiplexor, el problema es mucho mds complejo. En este

caso para modelar el sistema real necesitamos una matriz de dispersién [S] de
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orden igual al nimero de elementos de la agrupacién, cuyos elementos Sij
modelan las interacciones entre antenas. Ademds la matriz muy probablemente
variard al direccionar diferentes pares. La calibracién de un sistema con
acoplamientos importantes no parece abordable de forma préactica, por lo que

deberemos minimizar las interacciones de forma que el error sea aceptable.

6.4 Algoritmos de primer orden

El disefio y evaluacién de los algoritmos de reconstruccién al estar
condicionados por la geometria de medida se han considerado partes del sistema
de tomografia. En el capitulo 4 se hizo un estudio general del tema
permitiendo la construccién de algoritmos sobre la formulacién desarrollada.
Dado el elevado ndimero de referencias a resultados anteriores, se han
reescrito algunas expresiones para dar continuidad a la lectura.

Basicamente existen dos filosofias en el disefio del algoritmo, la
inversién de la ecuacién integral y el uso de operadores de focalizacién sobre
el campo dispersado. En un sistema cilindrico, la primera opcién es en
principio preferible, al garantizar una combinacién éptima de la informacién
multivista. Por ello se ha estudiado un algoritmo basado en la inversién de la
ecuacién integral bajo la aproximacién de Born, que proporciona el espectro de
Fourier del cuerpo. La aproximacién de Rytov posee un margen de validez
diferente a la anterior y se obtiene al preprocesar los datos de entrada del
algoritmo de Born. También se propone un algoritmo de focalizacién eficiente,
valido en principio para medios con pérdidas y algunas técnicas de orden
superior para permitir reconstruir cuerpos de alto contraste. Las técnicas
desarrolladas se han evaluado medidante simulacién numérica y de forma

experimental.

6.4.1 Inversién de la ecuacidén integral bajo la aproximacién de Born

En {4.6.1}) estudiamos wuna técnica de disefio de aigoritmos de
reconstruccién basada en el recubrimiento espectral del cuerpo, al utilizar
como campo incidente autofunciones de la ecuacién de onda. La imagen se
obtiene mediante transformada inversa bidimensional del espectro del cuerpo.

Al considerar una geometria de medida candnica respecto a un sistema de
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coordenadas, la opcién mdés directa es utilizar las autofunciones derivadas de
ésta, en este caso la famifia de modos cilindricos. En la secccién {4.5.2.2}
se estudié la reconstruccién en coordenadas cilindricas, obteniendo el
espectro de Hankel de las corrientes inducidas. Con el espectro de corrientes
correspondiente a una serie de modos de iluminacién, puede recubrirse el
espectro de Hankel del cuerpo aunque de forma muy elaborada {4.6.1.2}. Por
otra parte el coste computacional de la inversién de una transformada de
Hankel es elevado. Las funciones de Bessel no pueden calcularse de forma
sencilla, y al no ser periédicasj impiden la realizacién de algoritmos
eficientes como la FFT en Fourier. .

En {4.5.2.3} mostramos que el espectro de corrientes podia obtenerse
segin una base arbitraria, si la geometria de medida era capaz de producir en
emisién las autofunciones de la nueva base. De esta forma mediante la sintesis
de ondas planas, podemos acceder al Eespectr'o de Fourier de las corrientes. En
este caso el recubrimiento espectral del cuerpo es inmediato, al existir una
correspondencia punto a punto entre el espectro de corrientes y el espectro
del cuerpo {4.6.1.1}. Ademds la inversién del espectro de Fourier es muy
eficiente utilizando FFT. Por consiguiente, como la sintesis de ondas planas
en una geometria cilindrica no es costosa, es mucho mas eficiente utilizar el
espectro de Fourier que el espectro de Hankel.

Como vimos en {4.5.2.3}, para obtener el espectro de Fourier del cuerpo
debemos iluminarlo con un conjunto de ondas planas dirigidas segin vector
unitario o

oy A=
Eo(i’) = ¢ IKo%e T’ (4.85)
El espectro de las corrientes inducidas en el cuerpo T (koB;80) proporciona el

espectro del constraste dieléctrico, en circulos de radio ke (fig.4.13)

.

Clko(B-60)] = wi F(koB;60) (4.88)

o

El espectro de las corrientes puede obtenerse a partir del campo dispersado
Es(or) medido sobre una linea circular de radio R, utilizando las corrientes
Jalpr;-8) que producen una onda plana dirigida segin -8 en la geometria de

medida (4.78), resultando
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- 27 . . -4 2 .n ejne . R
J{ko8;60) = I Jalpr;-68) Es{gr;60) R dgr = 5 Jz) Es(n;80)
) Mo 2w HA(koR)

(6.26)

‘donde Es(n;80) es el espectro modal del campo dispersado por el cuerpo al ser

iluminado con una onda plana incidente segin 8o
. . 27 R —in
Es(n;80) = 1/2n f Es(gr;80) € Jner der (6.27)
0

or es la posicién angular del elemento receptor. 8 es el angulo que forma 8

con el eje Z como muestra la f ig.6.10. Sustituyendo en (4.88) obtenemos

ejne . R
Es(n;80) {6.28)

- . -4 © .n
Clko(6-00)] = g Z J 2
ko n=-m Hn' (koR)

En un sistema cilindrico la iluminacién proporcionada por cada elemento
emisor serd una onda cilindrica. Para cada emisor mediremos el campo
dispersado sobre el resto de la agrupacién, obteniendo al emitir con todos los
elementos una matriz de medida Es(gr,pe). ¢r es la posicién angular del

elemento receptor y ge la del emisor como indica la fig.6.10.

Fig.6.10 Medida multivista en un sistema cilindrico
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Si la interaccién del campo incidente con el cuerpo es lineal, podemos
sintetizar una iluminacién combinando las medidas correspondientes a
diferentes emisores, ponderadas por la distribucién de corriente que sobre la
agrupacién produce la iluminacién buscada. En este caso llamando Ja((Pe;éo) a

la corriente que sobre la agrupacién produce una onda plana segin 6o

21
Es(n;B0) = J‘ Es(n,(pe) Ja((pe;éo) R dege (6.29)
0
utilizando Ja(pe;~80) (4.78)
27 ] .Im .
Es(n;-8o) = J Es(n,pe) —ZT%TE_ Z ———5‘———— eJm(q’e"e") R dge (6.30)
0 Ho m=-m Hm  (koR)

cambiando m por -m e intercambiando integral y sumatorio podemos identificar

la transformada segin ge de Es(n,pe): Es(n,m), resultando

~ - -4 S it jmBo
Es(n;-80) = P - e Es(n,m) (6.31)
Mo mZ-@ Ha'(koR)
~ 1 2n ~
donde Es(n,m) = e J Es(n,pe) dpe (6.32)
0

finalmente sustituyendo en (6.28)
. o e ) © .{n+m) _jn6 _jmBo N
Clko(B+60)] = —=16d J e ¢ Fs(n,m) (6.33)

kozwuo n=-0 me-o szx)(koR) Hr%)(koR)

esta ecuacién es formalmente una transformada inversa bidimensional de Fourier
entre los dominios 6,60 4=i=» n,m.

Conocido Clko(8+80)] podemos obtener las muestras sobre una reticula
rectangular mediante interpolacién, que nés permitirdn obtener la imagen
mediante una transformada inversa de Fourier. El procedimiento es andlogo al
utilizado en algoritmos de interpolacién espectral para sistemas planos
{5.3.2}. Como Clko(8+80)] se obtiene mediante una transformada de Fourier, al

afladir ceros en la regiéon de alta frecuencia del dominio transformado
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(*zero-padding’) aumentamos la densidad de muestreo de Clko(8+80)l. De esta
forma para 64 elementos, aumentando al doble el muestreo puede utilizarse una
interpolacién bilineal sin cometer errores apreciables.

Este algoritmo fue implementado de forma muy eficiente [86] tabulando y

almacenando en ficheros el espectro de la corriente que produce una onda plana

n .m
J) = --—2)9-—-—- s Jm) = —-Z-)J————— (6.34)
Hn (koR) Hm (koR)

y la versién discreta de la transformacién entre coordenadas angulares y ejes

espectrales
N = ko(8+80) (6.35)

para N elementos y una imagen de N-N pixels el algoritmo puede expresarse

simbélicamente como

Es((pr yPe )

F2p > Es(n,m) <N FFT(N)>

v .{n+m) 2
® ¢— =3 =3 <4N” multip.>
Hn " (koR) Hm' (koR)

F20' » Clko(8+60)] <N FFT(N)>

Interpolacién — Clnx,nz)

F200 5 Clx,z) <N FFT(N)>

El tiempo de reconstruccién empleado por el algoritmo para N = 64 es de 30" en
una estacién de trabajo HP9000/320 (uP 68020 + 68881 de Motorola).

6.4.1.1 Evaluacién del algoritmo

En la evaluacién de un algoritmo de reconstruccién deberemos considerar
la resolucién, la validez de las aproximaciones al reconstruir cuerpos de alto

contraste, y el comportamiento al trabajar en medios con pérdidas y con parte
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de la agrupacién.

Resolucién

La resolucién puede obtenerse calculando la respuesta impulsional del
algoritmo, es decir la reconstruccién de un objeto puntual C(r) = 8(f-To). En
este caso se obtendria un espectro uniforme de ancho de banda 2ke, con una

fase lineal debida al desplazamiento ?9

~ o Inl T
Clnx,mz) = 71 [_4.1.’:;.] el re (6.36)

la reconstruccién serd la transformada inversa de C en este caso

-

G@ = O * @ ; n@) = e NZkelrD (6.37)
Iri

donde h(r) es la respuesta impulsional del algoritmo, equivalente a la funcién

sinc en una dimensién. La fig.6.11 muestra h(r) para un medio con las pérdidas

del agua tgé = 0.1

d8 @

-10

-15

<AL b A WLt DA e e Sl bt it b LA At Ll A i i L b b Add Bt A )

Fig.6.11. Respuesta impulsional del algoritmo cilindrico (tgd=0.1)
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Tomando la resolucién como la anchura de l6bulo entre los puntos de caida a

-3dB tenemos

Ar 2 0.3 A

Reconstruccién en medios con pérdidas

(6.38)

En {4.7} se estudié el efecto de las pérdidas en la reconstruccién. En

los algoritmos de recubrimiento espectral no es posible obtener el dominio

espacial del cuerpo de forma exacta. Debemos utilizar una aproximacién de

bajas pérdidas consistente en proyectar el dominio

plano real, y usar una transformada de Fourier para

espectral complejo sobre el

la inversion.

El error causado por la aproximacién de bajas pérdidas se agrava con el

tamafio del cuerpo y su contenido de altas frecuencias {4.7.4}, mediante

simulacién se ha observado la aparicién de
reconstruccién de cilindros. Para disminuir este
filtro paso-bajo a la imagen, con el objetivo de

alta frecuencia del cuerpo donde el error es mayor.

rizados radiales en la
error podemos aplicar un

reducir las componentes de

da @

i
e
wn
S A0 A A 0 w0 0 0

-39

{
©
]
o))
|
H
i F
N
]
r

Fig.6.12 Respuesta impulsional al utilizar el filtro paso-bajo
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Se ensayaron varios filtros, obteniendo buenos resultados con un filtro

de perfil cosenoidal H(%) de radio 2Ke.

- n ->
H®) = 1 + cos [ Zkoml) (6.39)
En contrapartida al reducir el ancho de banda perdemos resolucién como podemos
ver en la respuesta impulsional filtrada de la fig.6.12. El ancho a -3dB al
utilizar H(%) es

Ar = 0.75 A (6.40)

Evaluacién de la aproximacién de BciJrn

De forma rigurosa el algoritmo desarrollado es valido Unicamente para
cuerpos poco difractantes. El comportamiento al aumentar el contraste del
cuerpo puede evaluarse mediante simulacién, por ejemplo reconstruyendo
cilindros homogéneos de didmetro y permitividad variables. La fig.6.13 muestra
la reconstruccién de varios cilindros para bajo y alto contraste y varios
tamafios en agua (tgd « 0.1), cuando las pérdidas del cilindro son similares a
las del agua. La reconstruccién sin pérdidas es muy similar lo que indica un
error pequefio al aproximar el espectro complejo del cuerpo por un espectro
real {4.7.4}. Puede observarse que para alto contraste la aproximacién de Born
proporciona imagenes correctas de cuerpos de pequefio tamafio. El margen de
validez del algoritmo es similar al publicado para geometrias planas por otros
autores [31] como era de esperar. En {3.3.1} se estableci6 un criterio de
aplicabilidad de la aproximacién de Born en el problema directo en funcién del

tamafio d y contraste
dlvV1-C -1]|<a/2 . (3.33)

Los resultados de la fig.6.13 indican que la condicién (3.33) puede emplearse
también para determinar el margen de validez de la aproximacién de Born en la
reconstruccién. También deberemos considerar el efecto sobre la reconstruccién
de la desadaptacién entre las pérdidas del cuerpo y el medio externo. En la
fig.6.14 se muestra la reconstruccién de cilindros con pérdidas superiores e

inferiores al medio de referencia.
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Fig.6.13 Reconstruccién del médulo del contraste de cilindros en agua
(tgd=0.1), pérdidas del cilindro similares al agua. Diametros: 1,2,4,8 A.
Columna izquierda: contraste = 0.019. Columna derecha: contraste = 0.3
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Fig.6.14 Reconstruccidn del mddulo del contraste de cilindros con pérdidas
distintas al agua (tgé=0.1). Didmetros: 12,4,8 A. Columna izquierda:
tg8=0.03, contraste = 0.061. Columna derecha: tg8=0.2, contraste = 0.1
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Puede observarse que la desadaptaciéon de pérdidas provoca una variacién
radial en la sensibilidad de la reconstruccién. Esto es debido a que el campo
total para multiples incidencias, tendra en promedioc un perfil exponencial
radial, creciente o decreciente respecto al campo incidente. Si las pérdidas
en el cuerpo son menores a las del medio, la sensibilidad de la imagen crecera

en las zonas internas, y en caso contrario disminuira.

Reconstruccién recibiendo con parte de la agrupacién

Al estudiar la compatibilidad y margen dindmico de los sistemas
cilindricos, se hizo patente la dificultad de medir los campos dispersados
sobre la parte de la agrupacién cercana al elemento emisor. Por ello en un
sistema real mediremos fundamentalmente los campos dipersados en transmisién.
La incidencia de limitar la medida del campo dispersado a un sector angular
dependerd de las caracteristicas de difraccién del cuerpo. Para cuerpos de
bajo contraste los campos reflejados seran débiles, y las corrientes
equivalentes poseeran una fase parecida a la del campo incidente, actuando de
forma similar a una agrupacién ’end-fire’ y produciendo un campo dispersado
bisicamente en transmisién. lLa situacién puede ser diferente en el caso de
cuerpos mdas difractantes en los que la reflexién puede jugar un papel
importante.

Para reconstruir pondremos ceros en los puntos de la matriz Es(gr,pe) que
no pueden medirse. Una forma de evaluar el efecto de truncar la recepcién en
la reconstruccién es obtener el filtro equivalente o dominio transfomado de la
respuesta impulsional. La fig.6.15 muestra el filtrado frecuencial debido a
limitaxf la recepcién a 174, 1/2 y 3/4 de la agrupacién._

Puede verse que el truncar los campos dispersados por un cuerpo de bajo
contraste equivale a un filtrado paso~bajo. Por lo tanto perderemos resolucién
y debido al enventanado rectangular del campo medido, aumenta el nivel de
l6bulos  secundarios. La fig.6.16. muestra la respuesta impulsional del
algoritmo en un medio con las pérdidas del agua, filtrado paso~-bajo ¥y

recepcién con la mitad de los elementos de la agrupacién.
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Recepcion con parte del array : Filtro de imagen equivalente

S:
64 E
antenas 4 3
emisoras ;
el:
2
49 F
------- Lk
33
a: nnh”|I||||I|||;l||||l||.||||n|||||||||||I||||l|1n IR
17 B 5 18 15 28 25 38 33 48 45 580 S5 6@ 65
antenas
receptoras

Fig.6.15 Filtro equivalente al recibir con 1/4, 1/2 y 3/4 de una
agrupacion de 64 elementos.
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Fig.6.16 Respuesta impulsional del algoritmo al recibir con la mitad de la
agrupacién enfrentada al emisor (tgd=0.1,filtro p.bajo).
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