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CAPITULO I

INTRGDUCCION



1.1 INTRODUCCION

El tema central de este trabajo se enmarca en el
estudio de diversas aplicaciones de la Teoria de Grafos
a la Arquitectura de Computadores vy, en particular, al
disennio de redes de interconexidén, lo que constituye un
problema fundamental en Ingenieria de Telecomunicacién

y Ciencia de los Computadores [17].

Por ejemplo, en un sistema multiprocesador (cons
tituido por varios procesadores Jgue se comunican entre
si a través de médulos de memoria compartidos, con objeto
de obtener paralelismo en las tareas que le son asignadas),
el rendimiento depende de la estructura de la red que in-

terconecta los procesadores con los mdédulos de memoria.

Otro ejemplo lo constituye la red de &rea local
que interconecta varios ordenadores que se comunican entre
si a muy alta velocidad. De la topologia de dicha red de-
penden el fidcil encaminamiento de los mensajes y la fiabi-
lidad del sistema ante el posible fallo de uno o varios

elementos del mismo.

Las redes de interconexién pueden modelarse
mediante grafos (dirigidos o no) cuyos vértices representan
procesadores, memorias o buses y sus lineas (arcos) enlaces
o conexiones entre ellos. Los parametros y propiedades
mas importantes a tener en cuenta en el disefio de la red
de interconexién corresponden a pardmetros y propiedadeé
andlogas en el grafo que la modela. A continuacidén presen-
tamos la terminologia sobre grafos y digrafos |11 |,.

23], que se utilizard posteriormente.



1.2 GRAFOS, REDES DE INTERCONEXION Y TESELACIONES.

1.2.1 Grafos y digrafos

Un grafo G=(V,E) estd formado por wun conjunto
V=V(G) de elementos llamados vértices y un conjunto E=E(G)
cuyos elementos son pares no ordenados de vértices distin-
tos llamados ramas. Dados dos vértices x e y se dice que
son adyacentes si el par no ordenado (x,y) {(que denotamos

por xy=yxXx) es un elemento de E.

El cardinal del conjunto V, |[G|=|V], es el orden
del grafo (numero de vértices) y el cardinal de E, |E],

es el tamafio (numero de ramas).

Dos grafos G=(V,E) y G'=(V',E') se dice que
son isomorfos, G=G', si existe una aplicacién biyectiva

$:V—aV' tal que XVYEE = ¢(x)d(y)EE".

Dos vértices x, y de un grafo G son semejantes
si existe un automorfismo (aplicacidén biyectiva que con-
serva las adyacencias) Y:G—> G tal que ¥ (x)=y. Un grafo

es vértice-simétrico si todo par de vértices son semejantes.

El conjunto de vértices adyacentes a un vértice
xeV(G) se representa por I'(x). El cardinal de dicho conjun-
to, d(x)=iIKx)$, se llama grado de x (nUmero de vértices
adyacentes a x).

Un grafo es regular de grado 4 o d-regular,
si todos sus vértices tienen grado d. El grado minimo de
los vértices de un grafo se representa por §(G) y el grado

maximo por A(G).



Un recorrido de longitud ¢ , es una secuencia

de vértices y ramas XO'el’xl’GZ""'xz~l'§e J(Z, con

ei=Xi~lxi' l¢ig¢f. Un sendero es un recorrido en el que

todas las ramas son distintas, un camino es un recorrido

con todos los vértices distintos. Un circuito (ciclo) es

un sendero (camino) cuyos vértices inicial y final (vérti-
ces terminales) coinciden : x0=x£.

La distancia d(x,y) entre dos vértices x,ye V(G)
se define como la longitud minima de un camino x-y. Si
no existe tal camino, entonces d(x,y)= « . Un grafo G es

conexo si.Vx,er(G), d(x,y) < =.

Dos parametros relacionados c¢on 1la distancia

son el diametro, D, y la distancia media entre vértices,

D, que se definen por :

D=max {d(x,y)} (1.1)
X,yeV

B--i, 2. d(xwy) - (1.2)
N"  x,yeV

donde N=|V].

Un grafo G=(V,E) es bipartito con conjuntos
de vértices Vl ¥ V2 si V=V1UV2, Van2=¢ y cada rama une
un vértice de V., con un vértice de V,. Un grafo G es r=-par-

1 2
tito con clases de vértices V,,V V_ si V=V, UV, U...UV

172" 'r 1772 r’
Vflvjzg para i#j, y cada rama une vértices de clases distin-

tas.

El concepto de grafo dirigido o digrafo es seme-
jante al de grafo, pero se exige que las ramas, ahora lla-
das arcos, sean pares ordenados de vértices. Por tanto,
la mayor parte de conceptos y tgrminologia sobre grafos

se generalizan directamente a digrafos.



Un digrafo D se representa por D=(V,A), donde
V es el conjunto de vértices y A el de arcos. Si u,ved,

se dice que u es adyacente hacia v y que v es adyacente
desde u.

Si xeV, d+(x) representarda el grado de salida
de x, es decir, el nimero de vértices adyacentes desde
%, v d (x) el grado de entrada o numero de vértices adyacen-
tes hacia x. D es un digrafo d-regular si'gxev, d+(x)=
=d" (x)=d.

Todos los conceptos relacionados con el de cami-
no son analogos a los de grafos, con la salvedad de que
en los digrafos los caminos son dirigidos. Asi la distancia
entre dos vértices u,veV se denota igualmente por d(u,v),

pero ahora no tiene que cumplirse d(u,v)=d(v,u).

Un digrafo D=(V,A) es débilmente conexo si el

grafo asociado G=(V,E),obtenido al suprimir las direcciones

de los arcos, es conexo. Es unilateralmente conexo si

Vu,vev d(u,v)< o« o d{v,u)c » . Es fuertemente conexo si

Vu,vav d{u,v)<e v d(v,u)<> .

La matriz de adyacencia de un grafo G=(V,E)
con N vértices es una matriz A=A(G), NxN, definida por (|11,
[17] )=

(A)ij=l si vivjsE, vi,viev

(A)ij=0 en caso contrario (1.3)

De manera andloga se define la matriz de adya-
cencia de un digrafo D. Trivialmente, en el caso de grafos
(A)ij=(A)ji, es decir, la matriz de adyacencia es una
matriz simétrica. Sin embargo, cualquier matriz binaria
NxN, .con ceros en la diagonal, puede ser la matriz de adya-
cencia de un digrafo.



Dada la matriz de adyacencia A(G) de un grafo,
el numero de unos en la fila i-ésima , es d(v;), el grado
del vértice V. Para la matriz A(D) de un digrafo D,
el namero de unos en la fila i-ésima es d+(vi) y el numero

de unos en la columna i-ésima es d-(vi).

Si A(D) es la matriz de adyacencia de un digrafo
D, la matriz traspuesta At es la matriz de adyacencia
del digrafo opuesto D', obtenido a partir de D cambiando

las direccicnes de los arcos.

Las potencias de A dan informacién del nuUmero
de recorridos entre dos vértices. Considerando los elemen-
tos de A2:

N
2

(A7) 5 4= 2 (A) (B (1.4)

k=1

A este sumatorio sdélo contribuyen con términos no nulos
los productos (A)ik(A)kj para los que (A)ik=l Y (A)kj=l,
es decir, existe wun recorrido de 1longitud dos entre ]
Y V., que pasa por Vv,. Por tanto, (Az)ij expresa el numero

J
de recorridos distintos de longitud dos entre Vi Y vj.
En general, (Ak)ij expresa el numero de recorridos distin-

tos, de longitud k, entre v, Y vj.

En un grafo conexo, o en un digrafo fuertemente
conexo, la distancia entre dos vértices v, Y Vj" i#73,
es k , si y s6lo si k es el menor entero para el cual

k
(A )ij#O.

Las permutaciones de las filas y de las corres-
pondientes columnas de A, equivalen a reordenar los vérti-
ces del grafo (digrafo). Asi dos grafos (digrafos) son
isomorfos si y sélq si 1las correspondientes matrices

de adyacencia A1 Yy A2 estdn relacionadas mediante una



matriz P de permutacidn:
o1
A2—P AlP
Otra matriz gque se utiliza para caracterizar
un grafo es la matriz de incidencia. Dado un grafo G=(V,E)
con |V|=n y |E|=m, se define la matriz de incidencia
B=B(G) como (}11},]17]):

(B)..=1 si v, es incidente con la rama e.
1j 1 J

(B)ij=0 en caso contrario '(1.5)

Para un digrafo D con n vértices y m arcos,

se define como:

(B)..=1 si el arco e. es incidente desde v.

ij 3j i
(B)ij=-l si el arco e. es incidente hacia vy
(B)ij=0 en otro caso (1.6)

Las matrices de adyacencia y de incidencia
constituyen la base de las estructuras de datos mas comun-
mente utilizadas para representar un dgrafo o un digrafo
en la memoria del ordenador. Por ejemplo, si el numero
de ramas o arcos es mucho menor que n2, la forma mas
econdémica de representacidén serd una lista de incidencia.
En tal 1lista encadenada se enuncian, para cada vértice

v,las ramas o arcos de los que v es vértice terminal.

1.2.2 Redes de interconexiodn

Sistemas multiprocesadores

Como se ha mencionado en la introduccidén, un
problema fundamental .en el disefio de estos sistemas es
la forma de interconectar los procesadores con los mddulos
de memoria. Existen diferentes soluciones que son, funda-
mentalmente, funcidén de la tecnologia subyacente, del nua-
mero de procesadores y del grado de comunicacidén necesitada

entre ellos.



Los sistemas pueden tener un solo nivel de memo-
ria (los procesadores acceden a cualquier posicidén de memo-
ria en el mismo tiempo) o varios (cada procesador accede

a diferentes partes de la memoria con diferente costo}.

Los primeros son sistemas "fuertemente acoplados"”
| 3|, las unidades de memoria son compartidas directamente
por los procesadores. Los segundos son "débilmente acopla-

dos" (llamados en | 3 |multicomputadores), cada procesador
con su correspondiente memoria local intercambia mensajes
con los otros pares procesador-memoria, las memorias sélo
se comparten en el sentido de que los mensajes pueden ser
enviados a,o transmitidos desde, otros computadores (pares

proc-mem) .

Ademas de poder ejecutar los algoritmos de forma
paralela, otros objetivos de los sistemas multiprocesadores
son:

1. Aumentar la velocidad de calculo.

2. Fiabilidad, es decir, posibilidad de que

el sistema funcione en el caso de que un procesador o}
un enlace de la red queden fuera de servicio.

3. Modularidad, o posibilidad de variar el nime-

ro de procesadores y de recursos en dgeneral (memorias,

periféricos, etc) segin las necesidades.

Entre los principales requerimientos exigidos
a la topologia del sistema, los que estudiaremos en este
trabajo son:

1. Diadmetro y distancia media (entre vértices)
minimos.

2. Existencia de algoritmos eficientes y senci-
llos de encaminamiento de los mensajes a través del siste-
ma. |

3. Fiabiliaad frente a posibles fallos de algu-

nas conexiones.



En |36 | se divide a las topologias de interco-
nexidén en las siguientes clases:
1. Redes multietapa, en las que los procesadores estan
conectados a las memorias a través de una red de lineas
e interruptores.
2. Redes de camino dedicado, 1los procesadores estan
conectados a las memorias, o entre si, por enlaces direc-
tos. Segun el caracter de los enlaces, las redes pueden
ser unidireccionales o bidireccionales.
3. Redes de camino compartido, en las que los procesado-
res comparten un medio de comunicacién, p.e. un conjunto

de buses.

. El cardacter uni o bidireccional de los enlaces
determina el tipo de grafo, dirigido o no, capaz de
modelar la red. Las redes con camines unidireccionales,
modeladas mediante digrafos, poseen una serie de ventajas
frente a las de tipo ©bidireccional. Principalmente,
en lo que se refiere a la complejidad de los "interfaces"”
{permiten puertas diferenciadas de entrada y salida),

control de trafico y algoritmos de encaminamiento.

Algunas topologias propuestas' recientemente

se resumen en |18].

Redes locales

Para el disefio de redes locales han ‘sido
propuestas e implementadas varias soluciones. Dos de
ellas son las 1llamadas topologias de bus y de 1lazo.
El ejemplo ma&s sencillo de estas ultimas es la topologia
en anillo, en la gque cada procesador estda conectado
al siguiente formando un ciclo unidireccionalIZBI.
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Sin embargo, la topologia de lazo presenta
inconvenientes, en particular, una gran vulnerabilidad
(el fallo de un nodo o de un enlace desconecta el grafo),
una sobrecarga de tareas (cada nodo es solicitado por muchas
comunicaciones) y un elevado tiempo de transmisidn (debido

a un mal diametro).

Para mejorar la fiabilidad y el ancho de banda
de la comunicacidén se han propuesto diferentes topologias
multiplicando 1los 1lazos. Basicamente en todas ellas se
dobla el numero de enlaces, asi todos 1los nodos .quedan
con grado de entrada y de salida igual a dos. Estas topolo-
gias se denominan DDLCN {"Distributed Double Loop Computer
Networks"}.

Muchos autores han estudiado estas redes de
doble lazo: J.Wolf | 42|, A.Granrov |22 |, C.S.Raghavendra
en |34] y |35 |, han propuesto grafos dirigidos de paso
fijo, es decir, digrafos en los que cada vértice i es
adyacente hacia los vértices (i+a) mod m, (i+b) mod m,
donde respectivamente (a,b)=(1,-1), (a,b)=(1,-2),(a,b)=(1,-\Jm).
Obteniéndose didmetros del orden (resp.) m/2, m/3 Y
2Vm, y distancias medias de m/4, m/6 y Vm.

En |19 ]| y |20 | se resumen las configuraciones
de este tipo sucesivamente propuestas, junto con el diame-
tro y la distancia media obtenidos en cada caso.

El objetivo es disminuir estos diametros vy
distancias medias (por razones de coste) eligiendo, de
manera conveniente, los pasos a y b. En |21l| se ha estudia-
do qué pares (a,b) minimizan el diametro de una red con
un tamafio dado, este estudio se ha realizado para el

caso dirigido. El caso no dirigido se estudia en |24].

Una caracteristica muy importante de @este
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planteamiento es que el problema equivale a un problema
de alineamiento de datos: Reordenar vectores p-ordenados

con dos interconexiones k-separadas |26/,]|38].

Dados ao,al,...,a un {n+l)-vector, admi-

nl
tiendo los a; por coordenadas, se llama p-ordenado, si
ai estd situado en la posicidén j+p {(mod n+l), siendo
3 la posicidén de a, - Un ejemplo de vector 3-ordenado

es (ao,as,a3,al,a6,a4,a2).

Un problema en el que aparecen vectores p-orde-
nados es en el almacenamiento lineal de matrices. E1
elemento aij de una matriz cuadrada A de orden n+l se
almacena en el médulo de memoria de orden pi+qgj mod n+l
{lo que para una utilizacidén en paralelo es mas interesante
gque almacenar una misma fila o una misma columna en el
mismo mdédulo). Entonces, las filas se recuperan como
vectores g-ordenados y las columnas como vectores p-orde-

nados.

Es necesario saber reordenar tales vectores,
para ello se utilizan interconexiones k-separadas. Una

interconexién k-separada +transfiere el <contenido del

registro ki mod n+l al registro i, para i e{0,1,...,nk
Se buscan kl y kz tales que una combinacidén de intercone-
xiones kl-separadas y kz-separadas~ reordene todo yector
de dimensidén n+l1 p-ordenado, para ps{l,...,nllo mas rapi-
damente posible. En | 21} se muestra cémo este problema

es equivalente al enunciado anteriormente.

1.2.3 Teselaciones

Para definir un grafo sobre un conjunto de
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vértices V, basta definir las reglas de adyacencia.

Los grafos y digrafos estudiados en esta Tesis

tienen como conjunto de vértices V=Zm={ 0,1,...,m-11} vy
existe una particién del conjunto V en subconjuntos V.l
(con la misma cardinalidad), 1l<i < [m/4], de forma que
cada vértice jeVi es adyacente a los vértices j+ail,...,j+aid

mod m. Estos grafos poseen 1la propiedad de que pueden
asociarse con teselaciones del plano.

La idea en la que se basa esta representacidn
geométrica es la siguiente: Identificamos cada vértice
del grafo o del digrafo con un tridngulo, un cuadrado
o un hexagono (dependiendo del grado del grafo) y represen-
tamos vértices adyacentes por figuras con un lado en
comin. De esta forma el grafo corresponde a una cierta

baldosa de m celdas que tesela el plano.

La teselacidén caracteriza completamente el’
grafo y facilita el estudio de algunas de sus caracteristi-
cas: diametro, distancia media, encaminamiento, fiabi-
lidad, ...

En la Figura 1-1 se muestra un ejemplo de
esta representacidn geométrica para el digrafo definido
sobre z9, en el que cada vértice i, 0<1i<8, es adyacente
hacia los vértices i+l, i+7 (mod 9). En este caso identifi-
camos cada vértice del grafo con un cuadrado , Yy las adya-
cencias se representan de la siguiente forma : Cada cuadra-
do es adyacente hacia el cuadrado situado a su derecha y

hacia el situado encima.

i+7
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Fig. 1-1

1.3 CONTENIDO DE LA TESIS

Como se ha mencionado en la seccidédn anterior,
estudiamos grafos que admiten una representacién geométri-
ca en el plano. La correspondencia que establecemos entre
grafos y baldosas que teselan el plano nos obliga a definir
una relacidén de equivalencia entre 1los vectores de Z%
Ello es posible mediante la generalizacién a Z2 del concep-

to de congruencia. .
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En la primera seccidén del capitulo II se define
la congruencia entre vectores de 2" médulo una matriz
entera M cuadrada de orden n, y se caracteriza el grupo
cociente Zn/MZn, utilizando la reduccidén de M a la forma

normal de Smith.

Un problema interesante en Teoria de Grafos
es la caracterizacidén de 1los grafos vértice-simétricos.
En | 39| Turner estudia los grafos vértice-simétricos
con un numero primo de Qértices {grafos PPS) y demuestra
gque estos grafos son poligonos estrellados. Un grafo

G=(V,E) es un poligono estrellado si sus vértices pueden

etiquetarse de manera que

(vi,vj)eE:q:» (v, JEE, 1€kg|Vv]-1 (1.7)

1+k'vj+k

En este estudio wutiliza que la matriz de adyacencia de
estos grafos es una matriz circulante. Una matriz circulan-
te es una matriz en la que cada fila se obtiene a partir
de la primera mediante un desplazamiento ciclico. Estas

matrices han sido estudiadas en | 1| y [14].

Debido a la forma de su matriz de adyacencia,

los poligonos estrellados se llaman también grafos circu-~

lantes.

En |27 ], Leighton extiende la nocién de circu-
lante a la de 'grafo circulante multidimensional. Esta
clase de grafos consiste de aquellos grafos vértice-simé-
tricos cuyo grupo de automorfismos contiene un subgrupo
abeliano regular. Previamente demuestra que los grafos
circulantes son aquellos cuyo grupo de automorfismos

contiene un subgrupo ciclico regular.

En la segunda seccidn del capitulo II generali-
zamos estos conceptos al caso de grafos dirigidos. Defi-

nimos los digrafos circulantes, cuyo conjunto de vértices
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es 2Z/mZ, y 1los digrafos circulantes multidimensionales,
con conjunto de vértices Zn/MZn. En el estudio de estos

digrafos utilizamos los resultados obtenidos en la prime-

ra secciodn.

El capitulo III trata un problema importante
en el disefio de redes de interconexidn, que consiste en
maximizar el nuimero de nodos de la red sabiendo que 1la
distancia méxima entre nodos es k y que cada nodo esta
interconectado como maximo a otros d nodos. Este problema
se conoce, en Teoria de Grafos, como problema (d4d,k). Se
trata de hallar grafos que tengan médximo numero de vértices
dados el didmetro k y el grado maximo d, | 6 |,]9].Este pro-
blema se estudia para ciertas familias de grafos y digrafos
que pueden asociarse con teselaciones del plano. Después
de presentar los resultados conocidos para grafos y digra-
fos de doble lazo, en este trabajo se dan las soluciones

dptimas para las restantes familias propuestas.

Este mismo problema se estudia en el capitu-
lo IV para una familia de digrafos circulantes de grado
tres. Fara el estudio de esta familia utilizamos un método
distinto al utilizado para las familias del capitulo ante-
rior. En primer lugar se demuestra que la baldosa asociada

al digrafo siempre se puede tomar en forma de T con ciertas

dimensiones, entonces el didmetro del digrafo se puede
expresar en funcidén de ellas. En-eéte contexto, el pro-
blema planteado equivale a buscar baldosas que tengan Aarea
maxima  para valores dados de este pardmetro (diametro del
grafo).

Otros problemas de optimizacién que aparecen
en el disefio de redes de interconexidén son los de minimiza-
cidén del retraso maximo y retraso medio en la transmisidn
de los mensajes. En el grafo que modela la red, estos pro-
blemas corresponden a minimizar el didmetro y la distancia

media entre vértices.
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En el capitulo V se estudian estos problemas pa-
ra algunas de las familias definidas en el capitulo III,
obteniendo, salvo en un caso, férmulas cerradas para el
didmetro y la distancia media minimos, en funcidén del or-
den del grafo. En el estudio realizado en este capitulo,
se obtienen también los grafos éptimos para todas las fami-

lias propuestas.

En este mismo capitulo se estudia la vulnerabili-
dad de los grafos pertenecientes a las familias considera-
das, es decir, cémo aumenta el didmetro al suprimir un

vértice o una arista.



CAPITULO II

DIGRAFOS CIRCULANTES
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2.1 DESARROLLO MATEMATICO

Sean z y z"*0

los anillos de enteros y matri-

ces cuadradas de orden n sobre Z respectivamente. Sea
n s

Z el grupo aditivo de n-vectores columna con coordenadas

enteras.,

2.1.1 Definicidn de equivalencia

Sean M, M' matrices de z™¥0 . se dice que

M' es equivalente por la derecha a M (M'ﬁ M) si M'=MV

para alguna matriz entera unimodular V (det V=%1); M'

es equivalente a M (M'é M) si M'=UMV para algunas matrices

enteras unimodulares U,V.

Es inmediato comprobar que ambas son relaciones

de equivalencia.

2.1.2 Operaciones elementales fila (columna)

Consideramos las siguientes operaciones sobre
las filas (columnas) de una matriz M:

a) Intercambiar dos filas {columnas).

b) Afdadir a una fila (columna) m veces otra
fila (columna).

¢c) Cambiar el signo de una fila (columna).

Cada una de estas operaciones corresponde
a multiplicar la matriz M por la izquierda (derecha)
por una matriz unimodular.

Por ejemplo, multiplicar por 1la izquierda
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por la matriz

- . .

6 0 0 ... 0

anade a la fila 1 m veces la fila 2.

Las matrices asociadas a operaciones elementa-

les se llaman matrices elementales. Tienen gran importan-

cia en la clasificacidén de matrices respecto a las rela-

ciones de equivalencia definidas anteriormente.

2.1.3 Forma normal de Hermite

Toda matriz M de 2zZ™" es equivalente por
la derecha a una matriz triangular superior, tal que
los elementos de la diagonal principal son positivos,
y cada elemento por encima de la diagonal principal
pertenece a un determinado sistema completo de residuos
médulo el elemento de la diagonal situado en la misma
fila.

Para obtener 1la forma normal de Hermite
basta efectuar operaciones elementales, convenientemente

elegidas, en las columnas de la matriz M

Veamos un ejemplo. Como sistema completo

de residuos moédulo un entero positivo m, tomamos 0,1,...m-1.

Sea la matriz

3 5 2
M = 3 2 9
) 1 1 4

las matrices unimodulares que empleamos en la reduccidn
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de M son:

0 O 1 0 0 1 0 0
V1 ={0 1 V2 =t 0 1 O V3 =i -3
1 0 -4 -1 1 6 0 1
-1 0 1 0
V4:: 0 -1 VS = 0 1 -3
0 0 1 0 0 1

y las sucesivas matrices que obtenemos son:

5 3 -10 2 3
M1=MV1= g9 2 3 M2=M1V2= -3 -1 3
4 1 1 0 0 1
-l16 2 3 16 -2
M3=M2V3= 0 -1 3 M4=M3V4- 1
0 0 1 0
i6 14 9
M5=M4V5= ‘0 1 0
0 0 1
Por tanto T=MV, donde
16 14 9 1 2 -2
T= o 1 ¢ V=V1V2V3V4V5= 3 2 3
0 0 1 : -1 -1 0

2.1.4 Divisores determinantales. Factores invariantes.

sea Mez™™ y k un entero tal que 1<k€n. Se
define el k-ésimo divisor determinantal de M, d, =4, (M)

’

como el maximo comin divisor de todos los menores de orden

k de 1la matriz M. Si son todos nulos se define dk(M)=0.
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Notar que, segin esta definicidn, dn(M)zldet M|,
Yy si r es el mayor nUmero tal gque dr(M)#O, entonces el
rango de la matriz M es r.

Se pueden demostrar las siguientes propiedades,

[33].
a)dk(M)/dk+1(M)' 1g¢kgn-1
b) M E M' & 4, (M)=d, (M'),  lgken.
Por conveniencia, consideramos dO(M)=1. Las
cantidades

se denominan factores invariantes de M. Se puede demos-
M), 1lgigr-1, | 33}.

trar que s, (M)/s;

2.1.5 Forma normal de Smith

Toda matriz M de zZ™" es equivalente a una
matriz diagonal S=S(M)=diag(sl,...,sr,O,...,O), donde
r es el rango de M y Sy l¢kg¢r, son los factores invarian-
tes de M.

El método de construccidn de la forma normal
de Smith consiste en colocar, mediante operaciones elemen-
tales sobre las filas y las columnas de M, un elemento
en la posicién (1,1) que divida a todo elemento de 1la
primera fila y columna. Entonces todos los demds elementos
de la primera fila y columna pueden reemplazarse por
0, usando sélo operaciones elementales. Sea C la matriz
asi obtenida (C E M), si algiGn Cij no es divisible por
Ci1,r Se afiade 1la co}umna j a la primera y se repite
el proceso anterior. Asi hasta que el elemento en 1la
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posicidén (1,1) divida a todos los elementos de la matriz,
y los demas elementos de la primera fila y columna sean
0. Luego se repite todo el proceso con la submatriz obteni-

da suprimiendo la primera fila y columna, y asi sucesivamente.

De la existencia y unicidad de la forma normal
de Smith, se deduce que dos matrices son equivalentes si
y sbélo si tienen los mismos factores invariantes, es decir,

si tienen los mismos divisores determinantales.

2.1.6 Congruencias en z".

Nuestro objetivo es generalizar a z" el concepto
de congruencia en Z, del que tomamos la siguiente formula-
cidén: Dados a, B, m, m#0, se dice que ¢ es congruente con
8 médulo m, a=f (mod m), si a-Be mZ (ideal de los maltiplos
de m).

Sean ahora a, be 2" y Mez™ X0

no singular, diremos
que a es congruente con b médulo M , azb (mod M), si
a-beMz"” (conjunto cuyos elementos son las combinaciones
lineales, con coeficientes enteros, de los vectores columna

de M. Dicho conjunto se llama reticulo generado por M).

Notemos que si M=diag(ml,m2,...,mn), los vecto-
res a=(a1,a2,...,an) Y b=(bl,b2,...,bn) son congruentes
médulo m si y sdlo si aisbi (mod mi), l1gign.

n n

2.1.7 Estructura de 72 /MZ

Puesto que Mzn es subgrupo normal de z", se pue-
de considerar el grupo cociente Zn/MZn, grupo de los vecto-

res enteros médulo M.

Para estudiar la estructura de Zn/MZn observe-
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mos que si M=diag(ml,m2,...,mn), este grupo es el producto
directo de los grupos ciclicos Z/miZ, l<ign.

Si consideramos la forma normal de Hermite de
M, M'=MV, es fa&cil ver que azb (mod M) & azb (mod M').
Por tanto z"/Mz"=2",M'3".

Consideremos ahora la forma normal de Smith de
M, S=diag(sl,sz,...,sn)=UMV. En este caso se demuestra que
azb {mod M) si y sdélo si UazUb (mod S), es decir:

azb {(mod M) & UiaEUib ( mod si), l<ign (2.1)

donde Ui representa la fila i-ésima de la matriz U.

Sea p el menor entero positivo tal que sn_pzl

(=> $;=S,=...=S =1). Entonces las n-p primeras ecuacio-

n-p-1
nes de (2.1) son irrelevantes, resultando:

azb (mod M)&=3U'azU'b (mod S') (2.2)

donde U' es la matriz pxn obtenida a partir de U suprimien-

_ . . Vs .
do las n-p primeras filas S dlag(sn—p+1'sn—p+2'”"Sn)‘

Por tanto se puede definir una aplicacidén ¢ en-
tre los vectores médulo M y los vectores mdédulo S', con
¢(a)=U'a. Es inmediato comprobar que ¢ es un isomorfismo
de grupos, y entonces:

n

z2Pmzt = X 7/s 2 (2.3)
' i=n-p+1

Consecuencia de esto son los siguientes lemas:
Lema 2.1.1:

El nUGmero de clases de equivalencia médulo M
es o(z"/M2z")=|det M].

Lema 2.1.2:

El1 grupo cociente Zn/MZn es ciclico si y sélo
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Por ejemplo, si n=2, esta condicién se traduce
en mcd(mll,mlz,le,mzz)zl, siendo mij los elementos de la
matriz M, |18].

2.2 DIGRAFOS CIRCULANTES

Se define un digrafo circulante Dm(al'aZ”"’ad)
como el digrafo con conjunto de vértices V=Z/mZ=Zm { grupo
ciclico de enteros médulo m) y adyacencias dadas por
u —> u+al,u+a2,...,u+ad (mod m). Los a ., l¢igd, se llaman
pasos o saltos del digrafo.

El digrafo Dm(al,a ad) es fuertemente cone-

2!"‘!
X0 si y sélo si a partir del vértice 0 se puede alcanzar
el vértice 1 (y por tanto todos los demds):; es decir, exis-

ten enteros positivos al,az,...,ad tales que a,qg.=1l (mod m),

i7i~
o en forma vectorial aa=1l (mod m), donde a=(al,...,adF’y
a:(al,...,adf{ lo que equivale a
mcd(al,az,...,ad,m)=1 (2.4)

2.2.1 Digrafos circulantes multidimensionales

n

Sea M una matriz de 2z™*" no singular, y sean

bl""'bd vectores de Zn. Se define el digrafo circulante
multidimensional DM(bl,...,bd) como el digrafo con conjunto
de vértices v=2"/mMz"

médulo M) y arcos u-—9u+b1,...,u+b

{(grupo abeliano de vectores enteros
q (mod M).

En el caso bk=ek=(0,..,l,..,0)T, leskgd , se
denominan también digrafos de pasos conmutativos. Estos
digrafos corresponden a diagramas de Cayley de grupos abe-
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lianos,|37].l411-

El1 digrafo DM(bl,...,bd)

si y sélo si desde el vértice 0 pueden alcanzarse los vér-

es fuertemente conexo

tices ek, l¢kg¢n (y por tanto todos los demds); es decir,

existen d-vectores poeee,@ con coordenadas enteras posi-

tivas tales que (b bd)uksek {mod M), lg<kgn, o en forma

ll“‘l
matricial BQ=I (mod M), con B matriz nxd y L matriz dxn.

2.2.2 Dimensidén de un digrafo circulante multidimensional

Un digrafo circulante puede ser multidimensional

para diferentes valores de n. Por ejemplo:

M=diag(2,2,3) M=diag(2,6)
1

0 0
- _ - _10 {1 {0
al- 01/, az— 1 ,»a3~ 0 al-( ), az-( ), a3—( )

3 4
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Utilizando la notacién de Leighton | 27| para
grafos, el menor de tales n se llama dimensidén del digrafo

y se dice que D es un digrafo n-dimensional. Asi los digra-

fos circulantes son l-dimensionales.

Como consecuencia del isomorfismo dado en 2.1.7

®:2° /M2 ——> > 2/s.2
i=n-p+1l
b _— U'b

se tiene el siguiente isomorfismo entre digrafos:
= s A A 3
DM(bl,...,bd)_DS,(cl,...,cd), donde ci-U bi' l¢ igd.

Por tanto la dimensidn de DM(bl,...,b es menor

)
d
o igual que p, y si p=1 (s =d =1} el digrafo es circu-

n-1 "n-1
lante.

En este caso particular estudiamos una propiedad

que serd de utilidad en las secciones siguientes.

Observemos que si el digrafo DM(bl,...,bd) es
circulante, la matriz del isomorfismo ¢ corresponde a la

Ultima fila de la matriz U, U‘=Un.

Para obtener todos los isomorfismos entre Zn/MZn
Y Z/mZ basta componer ¢ con cualquier isomorfismo o de Z/mZ.
Se sabe que todo isomorfismo O de Z/mZ es de la forma
O{a)=aa con mcd(c,m)=1; por tanto, existen ¢ (m) (donde
¢ es la funcidn de Euler) isomorfismos de zn/MZn en Z/mZ,
cuyas matrices son aUn con mcd{g ,m)=1. En consecuencia
existen al menos ¢(m) isomorfismos entre DM(bl""'bd) y

= <iga.
Dm(al"'°'ad) con a; Unbi' 1€igd

En los siguientes capitulos consideramos algunas
familias de digrafos circulantes Dm(al,...,ad), donde r
(€£d) pasos son independientes (por ejemplo al,az,...,ar)
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vy los deméas son combinaciones de éstos.

El estudio que realizamos consiste en hallar

qué digrafos de la familia (es decir,con qué pasos a a

yer,az)
1 d
cumplen determinadas propiedades relacionadas con la dis-
tancia. Demostraremos gue es posible hacer una representa-
cidén geométrica del digrafo en el espacio Rr, que facilita

este estudio.

Como consecuencia de esta representacidén cada

digrafo circulante puede asociarse a un digrafo circulante

multidimensional. Se tendra Dm(al,...,ad)E DM(bl"“’bd)'
donde M es una matriz de z'*F con |det M|=m y bi=ei, para
1€isr.

Entonces, segun lo expuesto anteriormente, 1los
pasos al,...,ar asociados al digrafo corresponden a las com-

ponentes de la Gltima fila de U multiplicadas por cualquier
a tal que mcd( gq,m)=1 (donde U es una matriz unimodular tal
que S(M)=UMV), es decir, (al,...,ar)=qu. También se deduce
que hay ¢(m) conjuntos distintos de pasos asociados al mismo

digrafo.

Veamos ahora otro método para hallar los pasos
asociados a un determinado digrafo circulante, a partir
de la matriz M. Demostraremos que hacer el cdlculo anterior

equivale a resolver el sistema de congruencias
(al,...,ar)Mzo (mod m) (2.5)
junto con la condicién

mcd(al,...,ar,m)=1 (2.6)

En efecto, si (al,...,ar)=aUr, entonces (al,...,ar)

) . . r r
es la matriz de un isomorfismo entre Z /MZ

y Z/mZ y por
lo tanto (al,...,ar)Méo (mod m) . Por otra parte, como U
es unimodular, los elementos de la dltima £fila de U son

primos entre si, y de aqui mcd(al,...,ar,m)=mcd(a,m)=l.
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Estudiemos la implicacién en sentido contrario.

Buscamos las soluciones del sistema de congruencias

aM=z=0 (mod m) & =—=> aM=fm, B¢ Zr ==
&> au tsvl=am, B8ez®, s=S(M)=diag(l.,1,...,m)
= aU‘ls=BVm=um, pezt

1

Denotamos auU =bezr, entonces bS=um, usc Zr Yy por

tanto b=(ulm,u2m,...,ur_lm,ur).

Ahora, entre todas las soluciones de {( 2.5) sdélo
nos interesan las que cumplan ( 2.6), en consecuencia b ha

de verificar mcd(bl,b br,m)=l. Por tanto las soluciones

grees
seran a=buU, donde b=(0,0,...,0,a) con mcd(a,m)=1. Es decir,

a=aerU=aUr con mcd{a,m)=1 c.q.d.

Otra manera de demostrar que las soluciones de
{ 2.5) que cumplen (2.6 ) son de la forma aUr con mcd{ g, m)=1

es la siguiente:

Consideremos la aplicacién lineal
¢ 125 ————> Z/mz
u —> au
por cumplirse (2.5) tiene sentido factorizar esta aplica-
cidén al grupo cociente

3. z8/M2F ——> 2Z/m2z

ademds, por verificarse (2.6), este morfismo es exhaustivo
y, como los dos grupos tienen el mismo orden, serda un iso-
morfismo. Por tanto, segun lo visto anteriormente, el vector

a tiene que ser aqur con mcd{a,m)=1



CAPITULO III

GRAFOS Y DIGRAFOS ASOCIADOS CON
TESELACIONES
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3.1 INTRODUCCION

En este capitulo estudiamos el didmetro de algunas
familias de grafos y digrafos gque pueden asociarse con
teselaciones del plano. Concretamente, el problema que
nos planteamos es hallar los grafos que tienen orden maxi-
mo para valores dados del didmetro y el grado. El estudio

conduce siempre a las soluciones déptimas |29],|44].

En las secciones 3.2.1 y 3.2.2 consideramos dos
familias de grafos circulantes interesantes en el diseifo
de redes, ver |4|. Estas familias corresponden a los gra-
fos de doble y triple lazo, un estudio detallado de 1la
primera se encuentra en |8|. En |[5| se estudian los grafos
de doble lazo como topologias de redes 6ptimas en cuanto
a diametro en el contexto de redes con cuatro enlaces bi-

direccionales por nodo.

En la seccidén 3.2.3 se estudian dos familias de
grafos cubicos con diferentes reglas de adyacencia para
vértices pares e impares, el estudio conduce a los grafos
‘de Petersen generalizados y a anillos con cuerdas. En [12]
se determinan las clases de isomorfismos de esta Ultima

familia cuando el numero de vértices es primo.

En la seccién 3.2.4 se estudia una familia de gra-
fos bipartitos de grado 4, en la que cada vértice se iden-
tifica con un tridngulo equilatero |30].

La seccidén 3.3.1 contiene los principales resulta-
dos sobre digrafos de doble lazo, en los que cada vértice
i es adyacente hacia los vértices i+a vy i+b, mod m, para
ciertos a y b enteros distintos. Este caso ha sido consi-

derado por otros autores, ver por ejemplo [43|, y ha sido
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resuelto en |21]|. Los digrafos o6ptimos tienen orden
m= | (k+2)%/3|-1.

Considerando digrafos bipartitos, en la seccién
3.3.2 construimos digrafos regulares de grado 2 y con un
nuimero de vértices del orden de k2. Una mejora adicional
se obtiene en la seccidén 3.3.3, donde 1la consideracién
de digrafos 4-partitos permite la construccidén de digrafos
regulares de grado 2 y cuyo numero de vértices es del or-

den de 2k2.

En |25] se proponen unas redes andlogas a las re-
presentadas por los digrafos 4-partitos y se demuestra
gue poseen un buen algoritmo de encaminamiento desde un

nodo fijo hacia todos los demés.

Todos estos digrafos estdn asociados a teselacio-
nes del plano gque utilizan un cuadrado para representar
un vértice. En la seccidén 3.3.4 se considera una situacidn
diferente, al identificar cada vértice de un digrafo re-

gular de grado 3 con un hexagono.
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3.2 GRAFOS ASOCIADOS CON TESELACIONES

3.2.1 Grafos de doble lazo

Sea un grafo con conjunto de vértices Zm. Se

dice gque se un grafo de doble lazo si cada vértice i es

adyacente a los vértices ita, i*b, (mod m), donde a y b
son enteros distintos tales que lga,b ¢/m/2]. Denotaremos
estos grafos por Dm(a,b) y diremos que a y b son pasos aso-

ciados al grafo. En la Figura 3-1 se muestra Dl3(l,5).

Fig. 3-1

Los grafos de doble lazo son vértice-simétricos
debido a los automorfismos i —> i+gy, Ogagm-1. Esto nos per-
mite estudiar su diametro desde cualquier vértice, por como-

didad lo haremos desde el 0.

Desde este. vértice, en un paso alcanzamos los
vértices +ta, +b, (mod m); en dos pasos t2a, *a+b, +2b,(mod m);

en tres pasos +3a, *2arb, tax2b, +3b, (mod m), y asi sucesi-
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mente. Entonces, el orden maximo de un grafo de doble lazo
con diametro k seria

mk=l+4+8+...+4k=2k2+2k+l (3.1)

si todos los numeros pa+gb, con |p|+|q|¢k, fuesen distintos

médulo m. Demostraremos que esta cota es alcanzable.

Observemos que una condicidn necesaria y sufi-

ciente para que el grafo sea conexo es

(a,b,m)=mcd(a,b,m)=1 {3.2)

En efecto, si {(a,b,m)=r#l sdlo podremos alcanzar
los vértices que son multiplos de r. Reciprocamente, si
(a,b,m)=1 existen enteros aq, B y vy tales gue aa+Bb+ym=1,
es decir, aa+gbz=1 (mod m). Entonces, el vértice 1, y en

consecuencia todos los demds, puede alcanzarse desde el 0.

Los vértices que alcanzamos sucesivamente a par-
tir del (@ pueden situarse en el plano tal como muestra la
Figura 3-2.

b

a+b

~2a—— =-a a 2a Fig. 3-2

| | l

-a-p— ~b — a-b

|

-2b

2
|
-a+b—— b
l
0

Como consecuencia de este representacién observa-
mos dos propiedades de tipo geométrico.

l.Periodicidad. Consideremos el plano dividido en cuadrados

iguales, numerados como indica la Figura 3-2, situando el
0 en uno cualquiera de ellos. Cada cuadrado contiene un

nimero de 0 a m-1, y la distribucidén de estos numeros en
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el plano se repite peridédicamente. Este hecho se ilustra
en la Figura 3-3 para m=13, a=2 y b=3.

2.Teselacién. Supongamos {a,b,m)=1 y formemos una baldosa
con m cuadrados cualesquiera numerados de 0 a m-1l. Esta
baldosa tesela periddicamente el plano; para ello basta
colocar el cuadrado de la baldosa numerado con el (0 sobre
todos los cuadrados del plano numerados con el 0. En la

Figura 3-3 se muestra una posible teselacidn.

11 0 2 4 le ls 10 121

l 8101211 3 5171911 o

5171911 0 2 4161]38

2 4}6318 101211 3 5

1211 3 st7leo 11 o Fig. 3-3
911 0 2 4 k+1
&

618 10 12

k
3 517 0=t |

k+1
0 2 4 | .

| | 0

Planteado en este contexto, nuestro objetivo
es construir baldosas que teselen el plano y correspondan

a grafos con orden mdximo para valores dados del diametro.

Como se muestra en la Figura 3-3, la baldosa
O6ptima que corresponde a m=2k2+2k+1 tesela el plano. Falta
demostrar que existen pasos a y b que la generan; para ello
basta ver gue existen valores que producen el modelo perid-
dico dado, el cual esté& caracterizado por la posicidn de

los "ceros". Por tanto a y b deben satisfacer (ver Fig. 3-3)

(k+1l)a - kbz=0 (mod m)
ka+(k+1)b=0 (mod m) {3.3)

junto con la condicién (3.2 ) que impide la existencia de

otros ceros dentro de la baldosa. Notar que estas dos igual-
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dades . corresponden a un.caso particular.de las expresiones
(2.5) vy (2.6) del cap.II, donde se justificé matematicamen-
te esta formulacidn.

Este sistema tiene soluciones no triviales vya
que el determinante de la matriz de coeficientes es

2 2

A= (k+l)2+k = 2k"+2k+120 (mod m) (3.4)

Resolvemos el sistema escribiendo, para ciertos a, B,

k+1 k
(a,b) = (a,B)m (3.5)
-k k+1
de donde
k+1 -k
(a,b)= («a,B) (3.6)
k k+1
Por ejemplo, para a=1, B=1 obtenemos
a=2k+1 b=1
que trivialmente satisfacen la condicién (3.2 ), mientras

gue para a¢=0, B=1 obtenemos otro par de pasos

(a,b)=(k,k+1)=(k+1)(2k+1,1)

3.2.2 Grafos de triple lazo

Consideremos ahora el caso en que cada vértice
i, Ogigm-1, es adyacente a los vértices ita, itb, i*c, donde
c=-{(a+b) y a,b son enteros distintos Osa,bs[mlzj. Denotamos

estos grafos por TLG(a,b,c).

En este caso tomamos el modelo geométrico que

se muestra en la Figura 3-4.

Como en la familia anterior, estos grafos son
vértice-simétricos debido al automorfismo i —> i+g, lgag m-1,

y los grafos son conexos si y sdlo si

(a,b,c,m)=(a,b,m)=1 (3.7)
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i+a 1 -b

i+b i-a ‘e
Fig. 3-4 °°

El orden méximo de un grafo de triple lazo con
diémetro k es
k 2
m, = 1+ I 6g= 3k"+3k+1 (3.8)
g=1
La correspondiente baldosa Optima tesela el plano
y las ecuaciones para la distribucidén de ceros son ahora

(ver Figura 3-5):

(k+1)a-kb=0 { mod mk)

(k+1)b-kc=0 {mod m (3.9)

k)
junto con

a+b+cz0 {mod mk) {(3.10)

El sistema (3.9),(3.10) tiene soluciones no tri-

viales puesto que el determinante de la matriz de coeficien-

tes es
8=3k%+3k+120  (mod m, ) (3.11)
y las soluciones viene dadas por :
k%2 k(k+1) (k+1)?
(a,b,c) = (a,B.y) 2k+1 -k ~k~1 (3.12)

k k+1 -2k-1

para a, B,y enteros cualesquiera. Por ejemplo, para «=0,

B=1 y y=1 obtenemos la solucién

a=3k+1, b=1, c=-3k~2
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que trivialmente satisface (3.7) y adema&s muestra la estruc-

tura del triple lazo ya que

)=1

(a,mk)=(b,mk)=(c,m

k

3.2.3 Dos familias de grafos cubicos

Consideramos ahora dos familias de grafos cibi-
cos con un numero par de Vvértices , V=VOUVl ’ donde
V0={0,2,4,...,m~2} y Vl={l,3,5,...,m—l}.

En la primera familia cada vértice iev0 es adya-
cente a los vértices (mod m) i+ceVl Yy itaaVO, y cada vértice
jeVl es adyacente a los vértices j-csVO, jibevl, tal que
c es impar y a,b son pares. Sin perder generalidad, podemos
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suponer c¢=1 (basta renumerar los vértices de V, o Vl). Nues-

0
tro estudio conduce a los grafos de Petersen generalizados,
en el sentido de |40 |, donde se estudian sus propiedades

de linea-coloraciodn.

En la segunda familia cada vértice ieVO es adya-
cente a los vértices {mod m) i+a, i+b, i+c ¢ Vl’ para a,
b y ¢ impares distintos. En consecuencia, cada vértice
jsvl es adyacente a los vértices j-a, j-b, j-c ¢ VO‘ Como
antes es posible fijar uno de estos pardmetros, tomaremos
c=1l. En este caso los grafos déptimos son los anillos con
cuerdas, en el sentido de |3 |, estos grafos ya fueron intro-

ducidos en |13].

Grafos de Petersen generalizados

En la Figura 3-6 se muestra la representacidn

geométrica de estos grafos con c=1.

j+b=2(h+B)+1

H+B
j+b-1=2(h+B) ?
P S
! @3=2h+1 g ita+1=2(h+A)+1
' *. H-A H H+A
\ \ - L 3 o
i-a v, i=2h i+a=2{(h+A)
-b
] 4 H-B

Fig. 3-6

En este caso las baldosas o6ptimas no teselan
el plano; el modelo dado en la figura 3-6 sugiere asociar
cada par de vértices H={2h,2h+l1} , el cual es adyacente a
los pares H+A y H+B donde a=2A, b=2B, y utilizar los resul-
tados de la seccidén 3.2.1. A partir del grafo de doble lazo

6ptimo con didmetro 1 y 212+21+l vértices, podemos obtener
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un grafo de orden 2(212+21+1) y didmetro como maximo k=1+2,
Yya que cualquier camino requiere como maximo dos pasos adi-
cionales de tipo c. Para 1l>1 los grafos resultantes tienen

realmente diametro k=1+2 y orden

m, = 2(2(k-2)%+2(k-2)+1) = (2k-3)2+1, (3.13)

mientras que para l=1 conduce al grafo de Petersen (k=2).

Ademas, para k>4 estos grafos se pueden generar con
a=2A=21=2k-4, b=2B=2(1+1)=2k-2

En | 7 | se deduce este mismo resultado analiti-
camente, obteniendo estos grafos como un producto eépecial
de Kz(grafo completo con dos vértices) y C212+21+1'

Anillos con cuerdas

En este caso se puede asociar cada vértice con
un tridngulo equildtero obteniéndose el modelo plano de
la Figura 3-7.

Fig. 3-7

Como antes, los automorfismos i —» i+q para aqa
par y i-— i+f8 para B impar, permiten el estudio de estos
grafos desde cualquier vértice, lo haremos desde el 0.

Puesto que a, b, ¢ son impares, estos grafos
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son bipartitos. En consecuencia, los vértices de V0 estéan
a distancia par del vértice 0, mientras que los vértices
de Vl estdn a distancia impar, y el orden maximo my de
un grafo con didmetro k es el doble del numero de vértices
en VO (cuando k es impar) o Vl (cuando k es par) a distan-
cia € k-1 del vértice 0. Entonces, como existen 3p vértices

a distancia p(21) del vértice 0, obtenemos con p=2n,

1 2
me= 2(1+I6n) = 2+61(1+1)= 321 (3.14)
n=1 2
cuando k=21+1 es impar y, con p=2n-1,
1 > 3 2
m, = 2( L 3(2n-1))= 61°= =— (3.15)
n=1 2

cuando k=21 es par. Demostraremos gque esta cota es alcan-

zable para k impar, pero no para k par k>2.

Observemos, en primer lugar, que dentro de

VO o V1 usamos pasos t A, + B, + C, donde

A=b-c, B=c-a, Cza-b (mod m) (3.16)
estén relacionados por

A+B+Cz0 (mod m) (3.17)

El grafo es conexo si y sé6lo si todos los
vértices pares pueden alcanzarse desde el vértice 0 vy

esto sucede si y sélo si
(AOB'C:m)=(A:Btm)=(b-ccc"alm)=2 (3-18)

Esto sugiere utilizar los resultados de 1la
seccidén 3.2.2.

Cuando k=21+1 es posible alcanzar los 312+3l+1
vértices pares como maximo en 1 A, B o C pasos, es decir,
como maximo en 21 a, b o c pasos, y entonces, un paso

adicional (por ejemplo c) permite obtener todos los vérti-
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ces impares. Como en la seccidén 3.2.2 se puede tomar,

por ejemplo:
A=b-~c=2(31+1), B=c-a=2, C=a-b=-2(31+2)
y tomando c=1 resulta

a=-1, b=61+3=3k, c=1

El1 hecho que, ademds de c=1, se pueda tomar
siempre a=-1 nos dice que estos grafos son anillos con
cuerdas. Por ejemplo, para k=3 obtenemos el grafo de

Heawood de la Figura 3-8.

13 2

11 4 .
Fig. 3-8

10 5

Analogamente, cuando k=21 se puede utilizar
el dltimo paso para alcanzar todos los vértices pares
a partir de los vértices impares gque estdn a distancia
< k-1=21-1. Para usar el modelo de adyacencia hexagonal
de la seccidén 3.2.2, asociamos un hexadgono a cada par

de vértices adyacentes j ng, j-ceV ver Figura 3-9.

El primer paso permite alcanzar 1los trgs hexdgonos corres-
pondientes a j=a, 3j=b y Jj=c. Entonces, los 21-2=2(1-1)
pasos adicionales se usan como 1l-1 pasos A, B o C para
alcanzar los otros 312 hexdgonos (Figura 3-9). La corres-
pondiente baldosa tesela el plano, pero las ecuaciones

para la distribucidén de los ceros son (ver Figura 3-10}):
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Fig. 3-9

C=0 {mod mk) (3.19)

DS S oy

Entonces, las soluciones de (3.17) y (3.19) vie-
nen dadas por:
k%/4 k%74 k%/4
(A,B,C) = (a,B,Yv)2 k -k/2 -k/2 (3.20)
k/2 k/2 -k

de donde, para cualesquiera ¢, 8 y vy, se tiene

(A,B,C,m)=k
2

y, por tanto, la cota m, = EL no es. alcanzable para k>2.

Fig. 3-10
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En este caso, el mejor resultado se obtiene
al usar la baldosa de la Figura 3-11, obtenida suprimiendo
una fila de hexadgonos adyacentes, gque corresponde a
m=(3/2)K2-k. Las ecuaciones para la distribucidén de ceros

son ahora:

k k _

5 A -('2- -1)B=0 (mod m)

k k ._

5’ B - ‘2— C=0 (mod m) (3.21)

Fig. 3-11

y sus soluciones vienen dadas por

(k%-2k)/4 k%/4 Xx2/4
(A,B,C) = (a,8,Y)2 Kk -k/2 -k/2 (3.22)
(k/2)-1 k/2 -(k-1)

pafa a, B y vy enteros cualesquiera. Por ejemplo, para
a=0, B=-2 y y=1 obtenemos los wvalores

A=b~c=-3k-2, B=c-a=3k, C=a-b=2
que trivialmente satisfacen (3.18). Tomando a=1 se tiene
a=1, b=-1, c=3k+l

vy los grafos resultantes son anillos con cuerdas.

Estos valores ‘de m mejoran los dados en | 2 |,
que son mk=k2+2k~6 para k impar y 25, vy mk=k2+3k—12 para
k par y 28.

Finalmente remarquemos que una inveolucidn

i — B-i, B8 impar, permite, por identificacidén de VO Y
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Vl' la construccién de grafos (no regulares) con orden

m/2 y didmetro k-1, ver |16| para esta técnica.

3.2.4 Grafos BG(a,b,c)

Como en el apartado anterior, consideramos
grafos con un numero par de vértices,V:VOUVl,V0={O,2,..,m 2}
y Vl={l,3,...,m~l}.

Cada vértice isv0 es adyacente a los vértices
i~a,i+b,i~c,i+c {(mod m) y cada vértice jeVl es adyacente
a los vértices j+a,j-b,j+c,j-c¢ (mod m), para a, b y c
impares distintos. Por tanto, estos grafos son bipartitos

de grado cuatro.

Para asociar estos grafos con teselaciones
del plano, representamos cada vértice por un triangulo

equilatero, como se muestra en la Figura 3-12.

Fig. 3-12

Observando el camino de la Figura 3-13, vemos

que los pasos a, b y c deben cumplir la condicidn
2(a+b+c)=0 (mod m) (3.23)

es decir, a+b+c=0 (mod m/2). Puesto que a , b y ¢ son

impares, m/2 también debe ser impar y
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atb+c = (2y+1) 3 (3.24)

para algun entero y.

Fig. 3-13

A partir de todos los vértices pares, y'utili—
zando, por eijemplo, la adyacencia i —> 1i+b, alcanzamos
todos los vértices impares. Entonces, la existencia de
un camino entre cualgquier par de vértices pares es sufi-
ciente para que el grafo sea conexo. La condicidén necesa-

ria y suficiente para que esto ocurra es
mcd( +(a+b), *a*c, tbic, *2c, m)=2 {(3.25)
Sea (a,B8)= mcd(a,B8). Puesto que

(aB) / (@*B.,0a-B) / (2a.,28)=2(a,B)

tenemos, para g y B impares

(a+B,a-B)= 2{a, B)

Por tanto, la condicién (3.,25) es equivalente a (2a,2b,2c,m)=2
6

(a,b,c,m/2)=1 ' (3.26)

(Usando (3.24), esta condiéién es equivalente a (a,b,m/2)=1,

y, como a, b y c son impares, a (a,b,c,m)=1}).

Debido a los automorfismos i—»i+q y i—B8-1i ,
para ¢ par y B impar, estos grafos son vértice-simétricos.
(Realmente, el Gltimo automorfismo es una polaridad,
es decir, un automorfismo involutivo de un grafo bipartito
que intercambia los dos conjuntos de vértices). Esto permite

el estudio del didmetro desde cualquier vértice, como
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en las familias anteriores, lo haremos desde el Q.

Puesto que estos grafos son bipartitos, 1los
vértices de V0 estdn a distancias pares del vértice O,
mientras gque los vértices de vl estdn a distancias impares
del 0. Por lo tanto, el orden maximo m, de un grafo con
didmetro k es el doble del numero de vértices de V0 ( cuan-
do k es impar) o V (cuando k es par) a distanciac< k-1

1
del vértice 0.

El numero de vértices a distancia p=1,2,3,4.5,..
del vértice 0 es como maximo 4,12,20,26,33,..., ver Figura
3-14, esto es 7p-2, salvo para p=1,3 gque se alcanzan

4 y 20 vértices respectivamente.

Fig. 3-14

Entonces, para k>3 obtenemos:
- Cuando k=21+1, con p=2n

1 , 2_
m = 2( 1 +I(7(2n)-2)) = 1412410142 = 1K 4K+l (3.27)

n=1 2
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-~ Cuando k=21, con p=2n-1

1 2
m = 2 I (7(2n-1)-2) = 1412-41 = Tk -4k (3.28)

n=1 2
Observemos que mk/z es 1impar si k es impar
y si k=2 (mod 4). Veremos que en estos dos casos se

alcanzan las cotas anteriores.

Grafos con didmetro impar

La Figura 3-15 muestra la teselacién del plano

gque se obtiene en este caso

Las ecuaciones para la distribucidén de ceros
son

ka+ ™ bz0 (mod m, )
5

{3k-1)a+{(3k=-2)b-c =0 {mod m (3.29)

k)

que, junto con las condiciones ( 3.24) y (3.26) caracterizan

los valores admisibles de a, b y c.

Hemos de hallar soluciones del sistema (3.29),
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(3.24):
i A T
2 2
3k-1 3k-2 -1 b = B8 My
2 2 2 c 2v+1
para ciertos enteros a, B Yy . Puesto que el determinan-
te de la matriz de coeficientes es my . obtenemos
a -6k+2 m My o
k@00 ==
2
m
b = 6k -my - Kk B (3.30)
2
c -2 0 My 2y+1
2
y, esto es (mod mk)
a= (-6k+2)a+ "k , b = 6ke- "k , c = -20+ "k
2 2 2

Eligiendo a=-(mk+2)/4, obtenemos los valores

a="k +3k-1 , b= -3k , c=1
2
que trivialmente satisfacen (3.26).'

En particular, para k=3 el grafo d&éptimo tiene
m=26 vértices, y puede obtenerse con a=-5, b=-9 y c=1,
ver Figura 3-16. Este grafo pertenece a una familia gene-
ral de grafos asociados con geometrias finitas, ver Delor-
me llsl, y es el mayor grafo bipartito conocido, de grado
cuatro y diametro tres.
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Fig. 3-16

Grafos con diadmetro par

En primer lugar consideramos el caso kz2 (mod 4),
donde la cota m, = (7k2-4k)/2 es alcanzada. La Figura
3-17 muestra la correspondiente teselacién del plano. Las

ecuaciones para la distribucién de ceros son:

kb

TE a + 0 {mod mk)
k

WIS

32 a4 (k-1)b - % cz0 (mod m (3.31)

)

Resolviendo el sistema (3.31),{(3.24) obtenemos, por ejemplo,
los valores

a= - Mk+3k-2 , b= "k-4k+2 , c= "k +k
2 2 2

los cuales satisfacen (3.26).

»

Cuando k=4 la cota dada no es alcanzable ya

que mk/2 es par. En este caso, el mejor resultado se
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obtiene usando la teselacidén de la Figura 3-18, que corres-

ponde a 2
| o _ Ix°-8k-4 (3.32)
k ~ 2

Las ecuaciones para la distribucidén de ceros son ahora:

( %5 ~2)a + (k-1)b- { % -1)c z0 (mod m)

(k-3)a + { > -2)b - { % +l1)c=z 0 (mod mk) {3.33)

/ L\/\/\/\/\/\/\/\
Z\/\/\/\/\/\/\Z\/\7\

AWAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAV/

. Resolviendo el sistema (3.33),(3.24) , obtene-

mos, por ejemplo:

+ 1

Mk
2

a
1)
N~
=

k-2 , b=l

N~

a=

satisfaciéndose la condicidn ( 3.26).

Fig. 3-18
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3.3 DIGRAFOS ASOCIADOS CON TESELACIONES

3.3.1 Digrafos de doble lazo

Sea un digrafo con conjunto de vértices V=Zm.

Decimos que es un digrafo de doble lazo si cada vértice

i es adyacente a los vértices i+a y i+b {(mod m), para
ciertos enteros distintos a y b, lga,bgm-1. Denotaremos
estos digrafos por DLD(a,b). En la Figura 3-19 se muestra
el digrafo de doble lazo con m=12 vértices, obtenido
con a=1 y b=5., Como cada vértice es adyacente desde los
vértices i-a y 1i-b (mod m), el digrafo es regular de

grado dos.

Fig. 3-19

Debido al automorfismo i— i+a, O<a< m-1, estos
digrafos son vértice-simétricos, por tanto podemos estudiar

su didmetro desde el 0.

Los vértices que sucesivamente son alcanzados

desde el vértice 0 pueden situarse en el plano tal como
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muestra la Figura 3-20. El1 orden maximo de un digrafo
con didmetro k seria

(k+l)(k+2)
2

mk=l+2+3+...+(k+l)= (3.34)

si todos los numeros pa+gb, con p,qgq>»0 y p+q<k, fuesen
distintos moédulo m, . Veremos que esta cota no puede alcan-

zarse para k>l.

1

4b ——

2b —>»— a+2b ->—2a+2b -»— Fig. 3-20

A A A + +

0 —»— a3 —>»— 234 —>»— 3a -—>— 4a >

Antes de proceder a nuestro estudio notemos
que, como en el caso de grafos de doble lazo, una condicidn
-necesaria y suficiente para que el digrafo sea conexo
es

(a,b,m)=mcd(a,b,m)=1 (3.35)

Cuando se satisface esta condicidén, también
obtenemos una teselacidén peridédica del plano por una
baldosa que contiene m cuadrados numerados de 0 a m-1.
Por tanto, se deduce que la cota (3.34) no es alcanzable,
ya que la correspondiente baldosa no tesela el plano.
En ]43] se demuestra que las baldosas O6ptimas ( es decir,
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con orden méximo para un didmetro dado) que teselan el
plano tienen forma de L, ver Figura 3-21, con dimensiones
que "aproximadamente" satisfacen l=h=2x=2y. Estos valores,
que implican k=3x-2 vy m=3x2=(k+2)2/3, corresponden a
una baldosa que no puede generarse para x>1 puesto que

las ecuaciones para la distribucidén de ceros

|
]

0-

®
1
PR N |

o

o
o--~-»

[ PR R
i
o

Fig. 3-21

la-yb=z¢g (mod m)
-xa+hb =g (mod m) (3.36)

conducen a

: 2
(a,b) = (a,B8) (h x)= <u.s>( % x)
y 1 X 2%

y, por tanto, para cualesquiera g . 8, (a,b,m)=x, %? que
contradice (3.35). Sin embargo, el valor m= [ (k+2)%/3 ]-1
puede alcanzarse utilizando las baldosas de la Figura

3-22 que se pueden generar con a=l y b=2k-9x+2, ver |21].
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3.3.2 Digrafos bipartitos

Consideramos digrafos bipartitos con conjunto
de vértices V=V, UV,, con V0={0,2,4,...,m—2} y Vl=hq3,..”ﬂPlL
y cada vértice ieVO es adyacente a los vértices (médulo m)
i+a, i+b € Vl para ciertos enteros impares @istintos a

y b, y cada vértice j eV es adyacente a los vértices

1
j+c, j+d e VO' para enteros impares distintos c y d tales
que

a+b+c+d=0 (mod m) (3.37)

Denotaremos estos digrafos por BD(a,b,c,d). Des-
pués veremos que no supone restriccién estudiar el didme-

tro desde el vértice 0. Tomemos el modelo plano de la

Figura 3-23.

i+b i+a

Fig. 3-23
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Puesto que estos digrafos son bipartitos, el
orden méximo my de un digrafo con diametro k es el doble
del numero de vértices en VO (cuando k es impar) o Vl
{cuando k es par) a distancia ¢ k-1 del vértice 0. Puesto
gque existen 2p vértices a distancia p (> 1) del 0, se

tiene, con p=2n

1l
m = 2(1+Z 4n)=2(21%+21+1)= k%+1 (3.38)
n=1
cuando k=21+1 es impar y, con p=2n-1
1 2.2
m = 2(F% (4n-2))= 417= k (3.39)

k n=1

cuando k=21 es par. Demostraremos que estas cotas pueden

alcanzarse.

En primer lugar observemos que, comc consecuencia

de (3.37), entre vértices de V. o V

0 | usamos pasos A,

tB dados por
A=a+c=-(b+d) , B=b+c=-(a+d) ‘ (3.40)

El digrafo es conexo si y sélo si todos los vértices
pares pueden alcanzarse desde el 0, y esto ocurre si

y sbélo si

(A,B,m)=2 (3.41)

Esta observacidn sugiere aplicar 1los resultados de 1la

seccidén 3.2.1.

Cuando k=21+1 podemos usar los 1 pasos dobles
A, B para alcanzar 1los 212+2l+1 vértices pares y entonces,
usando pasos a (o b) alcanzamos todos los vértices impares.

Por ejemplo podemos tomar
A= 21= k-1 , B= 2(1l+1l)= k+l

fijando b=1l, a partir de (3.40)obtenemos

a=-1, b=1, c=k, d=-k
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La teselacidén del plano asi obtenida se muestra

en la Figura 3-24 .

® oece®

00 o0 0
® 08000 oV

®eO0e O 0
©0® 0o oV,

0
0
Fig. 3-24

-

Cuando k=21 tenemos la teselacién de 1la Figu-

ra 3-25. Las ecuaciones para la distribucidén de ceros
son

1A-(1+1)B=0 {mod m)

1A+(1-1)B=0 (mod m) (3.42)
vy sus soluciones vienen dadas por

1-1 -1)
(A,B) = (a,B) 2 1+1 1

para cualesquiera ¢ y B . Por ejemplo

A=21+2= k+2 , B=21l= k (3.43)
satisfacen (3.41)y, de (3.40) podemos obtener

a=1l, b=-1, c=k+1, d=-(k+l)

En ambos casos, ademdas de los automorfismos
i-— i+a para a par, los digrafos oOptimos encontrados
poseen los automorismos i——ci+B para B impar, que intercam-
bian \Q) Y Vl. Por tanto no supone restriccidn estudiar
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el didmetro desde el 0, y su valor es realmente k.

Para el mismo didmetro y grado, estos digrafos
tienen orden mayor que los de doble lazo considerados
en la seccidén anterior. Las construcciones de la siguiente

seccidén constituyen una mejora adicional.

LU

n+l O

Fig. 3-25

3.3.3 Digrafos 4-partitos

Ahora estudiamos digrafos <c¢on el modelo de
adyacencia de la Figura 3-26. Esto requiere que el digrafo
tenga orden m=4. Consideramos el conjunto de vértices
V=V0UV1UV2UV3 . Vj={i, 0<ig<m-1, i=j mod m }, vy cada vértice
i perteneciente a Vj es adyacente a los vértices» i+aj,

i+bj (mod m), donde a_.=3 y b,Z1 (mod 4) y

] J
a0+al+a2+a3§0 (mod m)
b0+bl+b2+b3=0 (mod m)
a0+a2:b0+b2 {mod m)

condiciones que pueden expresarse Ccomo

a0+a22—(al+?3)zbo+b25-(bl+b3) (mod m) (3.44)

Denotaremos estos digrafos por QD(ai,bi).
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Fig. 3-26

De nuevo, no supone restriccién estudiar el
didmetro desde el vértice 0. Para n>4 existen 4(n-1)
vértices a distancia n del vértice 0, 2(n-1) en VO Y
2(n-1) en V2 cuando n es par, y 2(n-1) en Vl Yy 2(n-1)
en V3 cuando n es impar. Considerando el digrafo como
bipartito, si tiene diametro k(>4) su orden maximo es

2(k-1)2 k impar

mk=

2((k-1)%+1)  k par _ (3.45)

Demostraremos que estos valores son alcanzables.

Cuando k es impar, k=2p+l, es suficiente ver
que los (k-—l)2 vértices pares estdn a distancia ¢ 2p del
vértice 0. La Figura 3-27 muestra la teselacién asociada
(sélo se muestran 1los vértices pares). Esta es la misma
teselacién de la seccidn anterior.para k par, gque puede
obtenerse como en (3.43) con

A=a0+b3=4p+4=2k+2 , B=b0+al

Usando (3,44)obtenemos, por ejemplo

=4p=2k-2

a,=3 , 1=2k~3 ' -2k+1 , a3=~l

a.=
b.=1 , bl=~3 ' b2=—2k+3 , b3=2k—l

Cuando k es par, k=2p, podemos alcanzar los
(k—1)2+l vértices impares desde el vértice 0 en k-1=2p-1
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® vo

Fig. 3-27

pasos (p-1 pasos dobles después de un paso inicial a,
o bO)' La Figura 3~28 muestra la teselacidn asociada
(sélo se muestran los vértices impares). De nuevo se
obtiene 1la teselacién de 1la seccidn precedente para k

impar, que puede obtenerse, por ejemplo, con pasos

Fig. 3-28

A=a0+b3=4(p—l)= 2k-4 B=b0+a =4p= 2k

1
Usando ( 3.44) podemos tomar en este caso

’ a1=2k+1 , a2=—2k+1 ' a3=l

a=-3
by=-1, b;=3 ' b2=~2k-1 » by=2k-1
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3.3.4 Digrafos asociados a teselaciones hexagonales

Siguiendo con los digrafos regulares, ademas
de cuadrados podemos considerar hexdgonos como posible
representacién plana de sus vértices. En la Figura 3-29
se utiliza esta representacién para un digrafo en el
gque cada vértice i es adyvacente a los vértices (mod m)
i+a, i+b y i+(a+b), lga,bgm-1.

1+a+b
®
i+b
A
L
Fig. 3-29
El orden maximo de un digrafo con didmetro
k es
k 2
me= I (2p+1l) = (k+l) (3.46)
p=0

Yy es conexo si y sélo si

(a,b,m)=1 (3.47)

Las baldosas o6ptimas mostradas en la Figura 3-29
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teselan el plano y 1las ecuaciones para la distribucidn

de ceros son

{k+1)a+nb=0 {mod m)
(k+1l)a+(k+1-n)b=0 (mod m) {(3.48)

para cualquier valor de n. Una posible solucidén que satis-
face (3.47) es

a=l , b=k+1

tomando n=k.



CAPITULO 1V

DIAMETRO DE UNA FAMILIA DE DIGRAFOS
CIRCULANTES
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4.1 INTRODUCCION

En este <capitulo consideramos una familia
de digrafos circulantes con pasos *a y b, y estudiamos
el mismo problema planteado en el capitulo III, es decir,
hallar el ndmero maximo de vértices que puede tener un

digrafo de la familia dado su diametro k.

Como consecuencia de gue dos de los pasos
son opuestos, estos digrafos admiten una representacidn
geométrica en el plano euclideo R2. En la representacidn
propuesta, cada digrafo se asocia con una baldosa en
forma de T, y el estudio de estas baldosas conduce a

las soluciones éptimas [31].

En la seccién 4.2 justificamos, basandonos
en los razonamientos hechos en el capitulo III, que 1la
cota maxima tedrica no es alcanzable., En la seccidén 4.3
demostramos gque, con el modelo geométrico dado, siempre
es posible asociar al digrafo una baldosa en forma de
T. Por Ultimo en la seccidén 4.4, hallamos las baldosas
optimas, es decir, las que estdn asociadas a digrafos

con orden maximo para valores dados del diémetro k.

4.2 DIGRAFOS 3-CIRCULANTES

Consideramos el digrafo 3-circulante DN(ta,b),
con lsasg|m/2]. En la Figura 4-1 se muestra D,( 1,3),

donde las lineas representan pares de arcos opuestos.

Como en las familias consideradas en el capitulo
anterior, la simetria del digrafo permite estudiar el
didmetro desde cualquier vértice, lo que haremos desde
el 0.
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0
1
2
Fig. 4-1
5
3
4
Desde este vértice, en un paso alcanzamos

los vértices *a y b mod N; en dos pasos +2a, + a+b, 2b
mod N; en tres pasos +3a, +2a+b, =a+2b, 3b mod N, y asi
sucesivamente. Entonces el orden maximo en un digrafo

con didmetro k seria
N=1+3+5+7+...+(2k+1)= (k+l)2 (4.1)

si los nimeros pa+gb, con p,qeZ, g>0 y |p|+q ¢ k fuesen
todos distintos médulo N.

En este caso, la condicidn necesaria y suficien-

te para que alcanzar todos los vértices desde el 0 es

(a,b,N)=1 {4.2)

Los vértices que alcanzamos sucesivamente
a partir del 0, pueden situarse en el plano tal como
muestra la Figura 4-2. En base a esta representaciédn
geométrica y, debido a las observaciones hechas en el
capitulo III, se deduce gque la cota N=(k+1)2 no es alcanza-
ble para k>1, ya que la correspondiente baldosa no tesela
el plano, como se muestra en la Figura 4-3 para k=3.
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Fig. 4-3

4.3 FORMA DE LAS BALDOSAS

Suponiendo (a,b,N)=1, para construir la baldosa
asociamos a un cuadrado numerado con el 0 los cuadrados
numerados de 1 a N-1 que estén a la menor distancia posible
de él.

Demos traremos que siempre es posible hacer
esta construccidon de modo que la baldosa obtenida tenga

la forma mostrada en la Figura 4-4, donde m,m',n,n'>0
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vy £,2'>0.
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El método de formacién de la baldosa se basa
en el propuesto por Wong y Coppersmith en |43].

En el semiplano superior (y3»0) del plano eucli-
deo, procedemos a llenar los puntos reticulares
(xX,yecZ) con los vértices alcanzados desde el 0 en 0 pasos,
1l paso, 2 pasos, etc. En el punto reticular (x,y) colocamos
el valor r determinado por la ecuacién xa+yb=r mod N;

por tanto el vértice r se alcanza en |x|+y pasos.

Realizamos el proceso empezando en el origen
(0,0) y recorriendo sucesivamente, de derecha a izquierda,

las lineas {(x,y) / |x|+y=d}, d=1,2,3,... Ver Fig. 4-5

Fig. 4-5
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En cada punto (x,y), si el wvalor r todavia
no ha aparecido lo escribimos, en caso contrario lo dejamos
en blanco. Acabamos cuando hemos encontrado todos los

valores de r, r=0,1,...,N-1.

Veamos que la baldosa asi construida tiene
la forma indicada.

Observemos que con esta construccidn, si (xo,yo)

estd en blanco y X <0 ] entonces todos los

0> 0 [ resp. Xg
puntos reticulares del conjunto {(x,y) / xzxo, y>y0}
[resp. {(x,y) / :(gxo, y>y0 }] también estdn en blanco.
Analogamente, si (O,yo) estd en blanco tocdos los puntos

en {(x,y) / yzyo} estan en blanco.

Por ejemplo, en la Figura 4-6 el punto (2,1),
que tiene asignado el valor 11, estd en blanco ya que
(-2,0) tiene el mismo valor. Entonces (2,2) también estaré

en blanco por tener asignado el mismo valor que (-2,1).

Fig. 4-6

Io
K

En general, cuando dos puntos reticulares
{(x,y), (x',y') tengan asignado el mismo valor, es decir ,

xa+yb=x'a+y'b mod N, diremos que son congruentes y escribi-

remos

C(x,7)E(x",¥") (4.3)

En consecuencia la baldosa tiene 1la forma
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mostrada en la Figura 4-7.

1C 1

B s

B"

Fig. 4-7

Sea A=({,0) el primer punto en blanco en el
semieje positivo de las x's. Entonces existen p,geZ tales
que |p|+g< £y pa+gb=fa mod N. Supongamos p>Q y consideremos
el punto (£-1,0), se cumpliria (p-l)a+gb= (4 ;l)a mod N
y (p-l)+g<£-1; por tanto el punto (£-1,0) estaria en

blanco, lo que contradice la eleccidn de p>0.

En consecuencia, redefiniendo p como -p,

(£,0)=(-p,q), Ipl+a<€, p20 (4.4)

Andlogamente, si B=(-£',0) es el primer punto

en blanco en el semieje negativo de las x's, se tiene:

(-2',0)=(p'.,q"), fp'l+q'<s€', p'>0 (4.5)

Sea ahora C=(0,h) el primer punto en blanco
en el eje y. Existen r,seZ tales que |r|+sg<h y ra+sbzhb
mod N . Supongamos s>Q, tendriamos |r}+s-1 ¢ h-1 y se cum-

pliria ra+(s-1)b =(h-1)b mod N; entonces (0,h-1) estaria



69

en blanco, lo que contradice la eleccidén de s> 0. Por
tanto:

(0,h)=(r,0), |r|gh (4.6)

Con un razonamiento similar se deduce que,

para que en la baldosa no se produzcan repeticiones,

cada uno de los puntos A',A'',A''',... ha de ser congruente
con (-£'+1,0); esto implica que existe como maximo un
punto en blanco A', ya que en caso contrario los puntos

A'-(1,0), A''-(1,0),... serian congruentes. Ademads se
cumple que A'=(p',q')+(1,0). |

De forma andloga existe como maximo un punto
en blanco B', con B'2(£-1,0) y B'=(~p,q)+(-1,0).

En base a estos razonamientos, se deduce que

la forma de la baldosa es la mostrada en la Figura 4-8.
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Fig. 4-8

Por Gltimo, para ver que la baldosa tiene
la forma representada en la Figura 4-4 sdlo falta demostrar

que:
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h=q+q' (4.7a)

a=q'=0 (=L -p'=L"'-p=1) (4.7b)

Sumando las expresiones (4.4) v (4.5) se tiene

(£-2',0)=(-p+p',g+q') o, equivalentemente,

(z‘e'ﬂ)‘p':o)f(quﬂl') (4'8)
Segin la expresién (4 .6), {(0,0) =(r,~-h), que

sumado a (4.8) da
(£-£'+p-p',0) X(r,q+q"'-h) (4.9)

Ahora, el punto (£ -£'+p-p',0)=((L-p')-(£'-p),0)
estd dentro de la baldosa ya que

L' <=-( ' -p)<(€-p*)~(L"'-p)<l-p'<dl

Si g+q'-h>0, el punto (r,g+gq'-h) también esta
dentro de la baldosa vya que, trivialmente, -£'<r <l vy
0<g+q'-h<min gq,q' . Entonces, como en la baldosa’no hay
repeticiones, la congruencia (4 .9) ha de ser una igualdad

y por tanto se verifica {(4.7a).

Si g+g'~h <0, el punto (0,g+q') estd en la
baldosa y, razonando como en el caso anterior, (4.8)
implica (4 . 7b ). Ademads es f&cil comprobar que en este
caso £=12'.

Por tanto, gqueda demostrado que todo digrafo
circulante DN(ta,b) puede asociarse con una baldosa del
plano en forma de T. Basadndonos en 1los razonamientos
hechos en los capitulos II y III, los pasos a y b que
generan una baldosa con dimensiones m,m',n,n',f,£', deben

satisfacer:

(t-m')a-nb=0 mod N
{m'-m)a+hb=0 mod N

(4.10)
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donde h=n+n' y t=f+£'-1. Ver Figura 4-9.
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Observemos que el sistema (4.10) tiene soluciones
no triviales ya que el determinante de la matriz de coefi-
cientes es '

A = h{(t-m'"})+n{m'-m)=Nz0 mod N (4.11)

En este caso, la condicién necesaria y suficien-
te para que existan pasos a y b es:

{t-m',n,m'-m,h)=1 (4.12)

4.4 BALDOSA OPTIMA (orden ma&ximo)

Volviendo al problema planteado, interesa
conocer cudles son las baldosas que corresponden a digra-

fos con orden maximo para valores dados del diametro k.
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Los vértices de la baldosa que estdan a mayor
distancia del 0 son los situados en las esquinas sefialadas

de la Figura 4-4; asi el pardmetro k viene dado por

k= max (£+n'-2, h+f-m-2, £'+n-2, h+{'-m'-2) (4.13)

El problema considerado equivale a hallar
la baldosa que tenga Aarea madxima para un valor fijo de
este parametro.

Observemos primero que una condicidén necesaria
para maximizar el a&rea es que las cuatro esquinas sefialadas

estén a distancia k, tal como se muestra en la Fig 4-10.

(0,k)

/o °

Fig. 4-10

(-k,0) (k,0)

Por tanto se ha de verificar

m=n L+n'-2=k (4.14)
m'=n" £'+n-2= k

Consideremos una versidén continua del problema.
Dados h,t,n reales positivos, se ha de maximizar la funcién

N= h(t-m')+n{(m'-m)= ht-h2—2n2+2hn ’

t+h-3
2

con la condicidén k= constante.
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Por el método de los multiplicadores de Lagrange

se obtiene el maximo de N para h=2n=t/2.

Entonces, para cada valor de k, el valor maximo

de N se obtendria para

_ k.1 _ 4k _ 2k
p= 3+35 , t= ?r+2, h= ?r+l,
y seria
_ o 2k 3
N= ( 3+ 1)Y(k + 5 )

Como sd6lo nos interesan valores enteros, el
nimero maximo de vértices de un digrafo con didmetro

k seria

N= [ 2F s 1)(k+—§->J (4.15)

Para demostrar gque esta cota es alcanzable,

distinguimos tres casos:

a) k=3s

N= Lf25+l)(35+ %)J = 652+68+l (4.16)

Se puede obtener una baldosa con k= 3s.y

area N=6sz+65+1, tomando dimensiones
m'=n'=s, m=n=s+1, {£=2s5+2, L£'=2s+1 (4.17)

Ademds, unos pasos asociados a esta baldosa son

a=l, b=6s5+3 (4.18)
b) k=3s-1
N= [( %(3s-1)+1)(3s-1+—§-)J = 6s%+2s (4.19)

Esta baldosa es construible con dimensiones

m=m'=n=n'=s, {£=4£'=2s+1 (4.20)
y pasos ’
a=s, b=3s+1 (4.21)
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c) k=3s-2

N= l_( £(3s-2)+1)(3s-2+ %)J - 6s%-2s (4.22)

Esta baldosa es construible con dimensiones

m=m'=n=n'=s, £=2'=2s (4.23)
y pasos
a=s, b=3s-1 (4.24)



CAPITULO V

DIAMETRO , DISTANCIA MEDIA Y
VULNERABILIDAD
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5.1 INTRODUCCION

Otros problemas que aparecen en el disefio de
redes de 1interconexidén, son los que corresponden a la
minimizacién del didmetro y 1la distancia media entre
vértices, y a la vulnerabilidad (cdémo aumenta el diametro
al suprimir un vértice o una arista) del grafo que las
modela.

En este capitulo estudiamos estos problemas
para los grafos y digrafos de doble y triple lazo y para
los digrafos bipartitos y 4-partitos definidos en el
capitulo III. Como en los capitulos anteriores, el uso
de las teselaciones del plano asociadas a estos grafos,

facilita el estudio.

En todos 1los casos, salvo en los grafos de
triple lazo, obtenemos una férmula cerrada para el minimo
didmetro y la minima distancia media de u grafo con un
orden m dadol32|.

5.2 GRAFOS DE DOBLE LAZO

Como ya se ha mencionado en el capitulq 111,
las propiedades de estos grafos han sido estudiadas en
| 8|. En este articulo y en |24 | se demuestran las siguien-

tes proposiciones:

Proposicién 5.2.1:
El minimo didmetro de un grafo de doble 1lazo

con m vértices es km= l.l+ \/2m-3 J . Este didmetro se obtie-
- 2
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ne considerando el grafo de doble lazo con a=km Yy b=km+l.

Geométricamente, para construir el grafo con
m vértices y didmetro km' basta considerar la baldosa

éptima con m, vVvértices y suprimir m, -m vértices en las

k k
diagonales extremales SE-NO; de esta forma se obtiene

una baldosa con m vértices que también tesela el plano.

En la Figura 5-1 se muestra la baldosa correspon-

diente a m=11.

4 | L

6 Fig. 5-1

| [ | | |
Proposicidén 5.2.2:

La distancia media de un grafo de doble 1lazo

con orden m satisface

2
_ kK (1-2(k°-1)) Norwey
k = Ll o , donde km= [:ii—gngiJ

m 3(m-1) 2

Esta cota es alcanzable para todo m, considerando el grafo

de doble lazo con b=a+l y, o bien a=km e} a=km~1.

Geométricamente, si m>2ki—l, la baldosa con dis-
tancia media minima se obtiene suprimiendo cuadrados
de las diagonales extremales (que corresponden a vértices

. . 2
a distancia km) del Dm(km,km+l) con m—2km+2km+l ( ver

Figura 5-2 para m=17). Andlogamente,, para m< 2k;+1, la
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baldosa se obtiene afadiendo cuadrados en las diagonales
extremales de la baldosa asociada al D (k -1,k ) con 2k2+2k +1
m m m m m

vértices (ver Figura 5-3 para m=19).

.—J
N
O

B
5 8 [11. 6 | 8
-2 1 4 7|10 1 3 5 |7
:"'"‘ e
¥
i-9 | -6 -3 0 3 6 9! -4|-2 0 2 4
bcea = - -d
1]
1-10} -7 -4 -1 2 -7}1-5 -3 -1
b
]
I~11| -8 -5 -8| -6
L--- v
1-121 -9
| S
Fig. 5-2 Fig. 5-3

Proposicién 5.2.3:
El didmetro obtenido por supresidén de un vértice

o0 una arista en Dm(k,k+1)'es como maximo k+1l.

Para demostrar esta proposicidén es necesario
conocer el encaminamiento de estos grafos. Para buscar el
camino minimo entre dos vértices i y j, basta determinar
P vy g tales que j-i=pk+q(k+l) con p y g enteros y |p|+]|q]
Ipl+|al

Ip]
consistiendo de |p| pasos k y |q| pasos k+l.

minimo. Entonces existen ( ) caminos minimos de i a j

Segin esto, la distancia entre dos vértices puede
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crecer sd8lo si existe un Unico camino minimo entre ellos,

es decir p=0 6 g=0, y el vértice (o el arco) suprimido esté

en este camino. Se demuestra que siempre existe un camino

alternativo de longitud g¢k+l.

En | 10| se demuestra que estos grafos tienen buena conectivi-
dad.

5.3 DIGRAFOS DE DOBLE LAZO

Esta familia de digrafos ha sido estudiada deta-
lladamente en |21|. En esta seccién enunciamos y comentamos

los resultados obtenidos en este articulo.

Como ya se ha dicho, siempre es posible asociar
a estos digrafos una baldosa en forma de L. Estas baldosas
quedan determinadas por sus dimensiones x, y, 1, h (ver

Figura 5-4), entonces para un orden m dado, se han de hallar

h ® Fig. 5-4

enteros x, y, 1, h tales que la baldosa tenga area m=lh-xy
y el diametro y/o la distancia media entre vértices del

digrafo sean minimos.

Los vértices a mayor distancia del 0 son los

situados en las esquinas seflaladas de la Figura 5-4, por
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tanto el didmetro del digrafo es
k={max h+l-x-2,h+1-y-2} (5.1)

La férmula para la distancia media es

E=%(( %E—xy)(hh—Z) +%xy(x+y-2)) (5.2

Considerando una versidn continua de este proble-

ma de minimizacidn, se obtiene

k .. =V3m -2

min
= -5
kK .. ==YV¥3m -1
min 9

Las baldosas &ptimas son simétricas, con dimen-

. 2 .

siones l=h=2x=2y y, por tanto, m=3x". Para el problema dis-
creto, esto sd6lo tiene sentido si m es tres veces el cuadra-
do de un entero. Existen otras razones gque hacen el caso
discreto mas complicado: Primero, ni el didmetro ni la dis-
tancia media crecen con m; segundo, para algunos valores
de m existen baldosas que minimizan el didmetro o la distan-

cia media, pero no ambos simultaneamente.

En |21] se demuestra que una condicién necesaria
y suficiente para que existan pasos a y b asociados a una

baldosa determinada es
(x,y.1,h)=1 (5.3)

Esto impide la construccidén de algunas baldosas, en particu-

lar, la baldosa é6ptima, ya que

(x,v,1,h)=(x,x,2%x,2x)=x#1

El hecho de que la baldosa éptima no pueda cons-

truirse con pasos a y b, quiere decir que

k» [V3m]-1 k2 Vam-1 (5.4)

y los resultados numéricos dan (para m<256)
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k < |[\V3m] k<Z(V3m -1) (5.5)

Por tanto, en los digrafos de doble lazo, en lugar de tener
una férmula cerrada para k y k, se tienen acotaciones de
estos parédmetros.

La resolucién analitica de estos problemas de
optimizacidén es muy dificil. Para algunos valores de m (por
ejemplo los de 1la Tabla I) puede darse una demostracién
analitica, mientras para otros sélo puede obtenerse la solu-

cién mediante una exploracidén exhaustiva con ordenador.

N 1 h x vy k mk a b

3x2 2x-1 2x+1 x-1 %+1 | 3x~1 5x3-3x2+x 1 3x-1

3x2+x 2x 2x+1 x x+1 | 3x-1 SXQ-%X*-%X 1 3x

3x2+2x 2x 2x+1 x  x 3x~-1 5x3+2x2~x 1 -3x
3x2+2x+1 2x  2x+1 x-1 x+1 3x 5x3+2x2+2x 1 3x+#l
3x2+3x+l 2x+1 2x+1 x x+1 3x 5x3+-3—x2+§2—x 1 3x+2
3% +ax+l 2041 2%+1 x x| 3% Sxo+Tx+2x | 1 -3x-2
3x?+4x+2 2x+1 2x+1 x~1 x+1 | 3x+l 5x3+7x2+5x+l 1 3x+3
3x2+5x+2 2x+2 2x+1 x x+1 | 3x+l SXX%?X%%%X+1 1 3x+4
3x;+6x+2 2x+2 2x+1 x X 3x+1 5x3+12#2+7x+1 1 -3x+4
(=3(x+1)2-1) |

Tabla I

Un hecho importante es que, en casi todos los
casos, existe una solucidén con a=1. Es decir, entre todos

pares {(a,b}) que minimizan el didmetro o la distancia media
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entre vértices para un valor dado de m, existe un par (1,b),
salvo para algunos valores excepcionales de m, el primero

de los cuales es m=450.

En consecuencia, la obtencidén de una estructura
6ptima de doble lazo a partir de un lazo simple puede lle-
varse a cabo sin mads que afiadir un nuevo "lazo" (en reali-

dad es un lazo si (b,m)=1).

En relacién a la vulnerabilidad, en |21, se

demuestra el siguiente resultado

Proposicidn 5.3.1:
El didmetro del digrafo obtenido por supresidn
de un vértice o una arista en un digrafo de doble 1lazo

con didmetro k, es como maximo k+1.

Como en la proposicidén 5.2.3, este resultado
es tedrico. Corresponde al caso en que el fallo de un nodo
en la red local es conocido por todos los demas, de hecho,
el fallo de un nodo se conoce cuando un nodo adyacente
a él1 lo quiere utilizar para enviar un mensaje. El didmetro
real puede ser alrededor de 4/3 veces el diametro del di-
grafo.

5.4 GRAFOS DE TRIPLE LAZO

El problema de minimizacidén del didmetro de
un grafo de triple lazo con un orden m dado, ha sido re-
suelto para algunos valores de m {ver la Tabla II). Para
otros valores la solucidén se obtiene mediante una explora-
cidén exhaustiva con ordenador, gque se utiliza también para

obtener la minima distancia media.
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ORDEN DIAMETRO a b

m -k = 3k*+2k+1 K 1 3k
m, -2k = 3k%4k+1 k 1 3k-1
m -3k = 3k%+1 X 1 3k-2
m -4k = 3k-k+1 k 1 3k-3
m -5k = 3k“-2k+1 k 1 3k-4
m -1 = 3k%+3k Kk+1 1 3k+1
m -(k+1) = 3k%+2k k 1 3k
m-2(k+1) = 3k*+k-1 K 1 3k-1
m-3(k+1) = 3k-2 K 1 3k-2
m-4(k+1) = 3k%-k-3 K 1 3k-3
m -k+l = 3k%+2k+2 k+1 1 3k

Tabia 11

Estudiemos ahora el efecto de la supresién de

un vértice (o una arista) en el didmetro de estos grafos.

Proposicién 5.4.1:
El dié&metro del grafo obtenido por supresidn
de un vértice (o una arista) en un TLG(a,b,c) con didmetro

k es como maximo k+1l.

Demostracidn:

La distancia puede crecer sé6lo si existe un
unico camino de longitud k entre los vértices iy j, ¥
el vértice suprimido (o arco) estd en dicho camino, es
decir, si el camino sélo tiene pasos de tipo a, b 6 c.

Sin perder generalidad podemos suponer que el vértice su-
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primido v pertenece a un camino que sdélo tiene pasos de
tipo a. Entonces, podemos reemplazar el subcamino v-a,v,v+a
por v-a,v-a-b,v-b,v-b-c=v+a. Similarmente, podemos reempla-
zar la arista v,v+a por el subcamino v,v-c,v-c-b. En cual-
guier caso, la distancia crece como maximo en una unidad.
(Ver Figura 5-95).

b
Fig. 5-5

5.5 DIGRAFOS DE TRIPLE LAZO

La siguiente proposicién da una £férmula para

calcular el minimo didmetroc de estos digrafos.

Proposicién 5.5.1:

El minimo didmetro de un TLG(a,b,c) con m vérti-
ces es km=LVm-1J. Este didmetro se obtiene considerando
a=l y b=km+l.

Demostracidn:

Notemos gque el entero km debe ser tal que

m

es decir,

2 2
km<m\<(km+l)

o equivalentemente
~1+Vm-1 <krrT< Vm-1

¥y, por tanto,

k= [Vm-1] (5.6)
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Ademads, con la eleccién de a=l1 y b=km+l, los
vértices que estadn a distancia menor o igual que km del
vértice 0, son todos los enteros comprendidos entre 0 y
km(km+2)>m—l, de aqui se deduce gue la baldosa correspon-
diente a my contiene todos los enteros médulo m. Entonces,

a partir de esta baldosa es posible obtener la baldosa

asociada a un digrafo de orden m suprimiendo elementos
de la diagonal SO-NE. (Ver Figura 5-6 para m=12)

Proposicidn 5.5.2:

La distancia media de un TID(a,b,c) de orden

_ 5-3km—2ki
K >k (14 — 2,
m-m 6(m-1)

-donde km=[ym-lj. Esta cota se alcanza para todo m conside-
rando un digrafo con a=1 y, o bien b=km o} b=km+l.

Demostracidn:

Puesto que el digrafo es vértice simétrico,
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la distancia media puede expresarse como:

1 m-1

km= E:T.X da{o0,1i) . (5.7)
i=1

A partir de 1la teselacidn, es fécil ver gque
existen como maximo 23j+1 vértices a distancia j del vértice

0 (1<j<km—l), y entonces

k -1
~ mo 2
(m-l)kmz jfl 3(2i+1) +km(m—km)
es decir,
3
_ (k_-1) k-1 x -1
(m-1)k > 2 —B 4 (k. -1)% +—™ _ 4 x —™ " 4 k (m-k?)
m 3 m 3 m 2 m m
y. por tanto,
) 5-3k_-2k2
k>k (1+ ———— ) (5.8)
m m
6(m-1)

Para demostrar que esta cota es alcanzable dis-

tinguimos dos casos:

a) m<k2+k +1. Si consideramos el digrafo de triple
lazo de m vertlces con a=l1 y b= k , los vértices i tales
que 1<k (-mk l) estdn como maximo a distancia k -1 del
vértice 0, y existen exactamente 2j+1 vértices a dlstanC1a
j. de este vértice (jskm-l). Sélo faita probar que los res-
tantes vértices estan a distancia exactamente km del vérti-
ce 0. Un vértice i es adyacente a los vértices i+km, i+l,
i+k_+1, entonces, el conjunto de "vecinos" de los vértices
i<km contiene todos los vértices j taleszque %<ki+km+l‘
Por tanto, los vértices j que verifican kmsjskm+km estan
a distancia km.

b) mzki+km-l. En el digrafo de triple lazo de m

vértices con a=l y b=km+l ., los vértices i tales que
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iz(km~l)(km+l)+km estdn a distancia km del vértice 0. En-
tonces, como m> ki+km-—l , la distribucidén de los vértices
a distancia j (j<km) del vértice 0 es la misma que en el
digrafo que tiene (km+l)2 vértices con a=1 y b=km+l, Yy
existen exactamente 2j+1 vértices a distancia j, mientras

que los vértices restantes estdn a distancia km.

Proposicidén 5.5.3:
El didmetro del digrafo obtenido por supresidn
de un vértice (o una arista) en un TLD{(a,b,c) con didmetro

k es como maximo K+1.

Demostracidn:

Supongamos que se suprime un vértice en un cami-
no de longitud <k entre vértices i y j. Entonces, la dis-
tancia d&{(i,j) puede crecer s6lo si no existe otro camino
de longitud k entre ellos. En tal caso, el camino sélo
tiene pasos de tipo a, b 6 ¢. Sin perder generalidad pode-
mos suponer gque el camino sélo tiene pasos de tipo a y
el vértice inicial es -c (6 ~-b). Entonces construimos un
camino alternativo al vértice ma-c (ma-b) de la siguiente
manera: después de un paso de tipo ¢ (& b) existe siempre
un camino de longitud <k desde este nuevo vértice ( el
vértice 0) hasta el vértice final, que no atraviesa el

vértice suprimido (o arista). Ver Figura 5-7.

5-7
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5.6 DIGRAFOS BIPARTITOS

El didmetro minimo de estos digrafos estd dado

por la siguiente proposicidn

Proposicidén 5.6.1:

El didmetro minimo de un BD{(a,b,c,d) con m vér-
tices es kmszm—l]. Este diametro se obtiene considerando
a=-b=-1 y c=—<:1=km si km es impar, y a=-b=-1, c=—d=km+l
si km es par.

Demostracidn:

El entero km debe satisfacer

Consideramos dos casos

a) km impar:

Vm-1<« kms 1+Vm-1

b) km par:
(k_-1)%< mg k2
m m
(km—l)2$ m-1 < ki
Vm-1 <km< 1+Vm-1
Entonces, en ambos casos km=r m-1] (5.9)

Ya hemos visto que es posible tomar, entre vér-
tices de V0 é Vl' pasos dobles *A, *B con A=a+c=-(b+d),
B=b+c=-(a+d), y considerar el grafo de doble lazo de orden
m/2 y didmetro km/2 (km par) o (km—l)/z (km impar) con
pasos *A y *B. Usando los resultados de la proposicidén

5.2.1, se deduce que los pasos para alcanzar el diametro
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minimo en estos digrafos bipartitos son

a=-b=-1, c=—d=km+l, km par
a=-b=-1, c=-d=k_, k_ impar
m m

Para la distancia media se tienen los siguientes

resultados

Proposicidén 5.6.2:
La distancia media de un BD(a,b,c,d) de orden

m verifica

-3m-4k_+6mk_+3k2-2k>
}-(> m m m m k ar
3 , P
6(m=-1)
_ 3-3m-4k_s6mk_+3k3-2k3
hnz , km impar
6(m=-1)

donde km es el didmetro minimo del digrafo.

Esta cota se alcanza para todo m considerando
un BD(a,b,c,d) con

a=~b=km-l, c=-d=1, km par
a=-~b=-~1, c=—d=km, km impar
Demostracidn:

La distancia media minima se alcanza cuando
todos los vértices estdn a la menor distancia posible del
0. Entonces, por consideraciones geométricas en la tesela-
cién, para un diametro dado km>2, existen 23 vértices a
distancia j del vértice 0 (jskm-Z) y los vértices restantes

estadn a distancias km Y km—l, de acuerdo con:

k -2
m
a) k_ par. A distancia k_ existen = -( 1+3% 23)
m m 2 j=2

- jpar
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m
vértices de V,, y a distancia k_-1 existen ? - 3 23

vértices de V. j=1
jimpar
Entonces:
) km~2 , n km—Z km-3
(m-1)k > > 23 + km - 3 - k (1+2_23) + >_ 23 (5.10)
m =1 m 2 m " —
j impar km-z
b) k_ impar. A distancia k_ existen ; -5 273
j impar
vértices de Vl , ¥ a distancia km—l existen '
-3
r; -(l+Z 2j) vértices de V.
3 par
Entonces:
k -2 k -2 k -3
= m Ul . o
(m-1)k Z 252 + km -3 - km(1+§: 25) +1+ 2:23 (5.11)
J:l 3:2
j par

Realizando todos los célculos se obtienen los
resultados establecidos.

Los pasos correspondientes a la baldosa con
minima distancia media se hallan utilizando los resultados
de minima distancia media en un grafo de doble lazo con
m/2 vértices, dados en la proposicién 5.2.2. Geomét:ica—
mente, si k es par, la baldosa se obtiene a partir de
la baldosa correspondlente al digrafo BD(k - ,-(km-l),l,~1)
con m-(k -1) +l vértices, afadiendo cuadrados en las co-
lumnas extremales, y si km es impar, a partir de la baldo-
sa correspondiente al digrafo BD(-l,l,km,-km) con m=ki

vértices, suprimiendo cuadrados de las filas extremales.

En relacién a la vulnerabilidad, utilizando

la teselacidén se puede demostrar que el didmetro del di-
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grafo obtenido al suprimir un vértice (o un arco) en el
digrafo BD(a,b,c,d) con didmetro k y orden maximo m, es

como maximo k+2.

Diversos casos estudiados permiten conjeturar
que este resultado es valido para digrafos BD(a,b,c,d)

con cualquier numero de vértices m.
5.7 DIGRAFOS 4-PARTITOS

Para esta familia de digrafos veremos que tam-
bién se obtienen férmulas cerradas para el didmetro mi-
nimo y la distancia media minima de un digrafo con un
orden dado. Como en la familia de digrafos bipartitos
de la seccidn anterior, conjeturamos cdémo aumenta el dia-

metro cuando suprimimos un vértice o una arista.

Proposicién 5.7.1: _

El didmetro minimo de un digrafo QD(ai’bi)
con m vértices es km= 1+fd575:1], El digrafo con este
didmetro es construible con pasos:

)

3, al=2k—l, a2=-2k+3, a3=-5

km par
1, bl=l ' b2=—2k+5, b3=2k-7

a
b0=
a0=3, a1=2k+l, a2=-2k+1, _a3=-5 } km impar
b0=1, bl=1 , ‘b2=—2k+3, b3=2k-5

Demostracién:

El entero km debe verificar

mk—1< mg mk

y, como antes, distinguimos dos casos:

a) km par:

2(km—2)2< m< 2((km-1)2+1)
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2 2
(k =2)° < T gk ~1)%+1

NiE N8

2 2
(kg=2)7 €5 -1< (k_-1)

1+Vm/2~l <k ¢2+m/2-1

m

b) km impar:

2((k,=2)%+1) cmg 2(k_-1)°

2 2
(k=217 <5< (k -1)

NE g

2 2
(km-Z) < =5-1«< (km-l)
1+Vm/2-1< kms 2+\ym/2-1

Entonces, en ambos casos:

k.= 1+[Vm/2 -1]. ' (5.12)

Los valores de ai Y bi, 0g<i¢ 3, para construir
un digrafo con didmetro minimo se calculan en base a la
observacién de que en un digrafo QD(ai'bi) con diametro
impar (par), los vértices pares (impares) forman la misma
teselacidén gque un digrafo BD(a,b,c,d) con didmetro par

(impar).

Proposicidén 5.7.2:
La distancia media de un QD(ai’bi) de orden

m verifica

2 3
" }-3m+6mkm-32km+18km-4km ) k_ par
m m
6{m-1)
_ —6-3m+6mk_-32k_+18k2-4k>
km > m m m m , km impar

6(m-1)

donde km es el didmetro minimo del digrafo.

Esta cota se alcanza para todo m, considerando

el digrafo QD(ai,bi) con

a.,=3, a,=2k-1, a,=-2k+3, a,=-5
0 1 2 3 } km par

b,=1, bl=l ' 2=-2k+5, b,=2k-7

0 3
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al=—2k+5, a2=2k+l, a3=-9
by=l, b =-4k+l, b,=2k+3, b,=2k-5 Kn impar

Demostracidn:

La demostracidén se basa en consideraciones
geométricas, y sigue el desarrollo de 1la demostracidn
de la proposicidén 5.6.2. Para un didmetro dado km' existen
4(3j-1) vértices a distancia j (l<j$km~2, j#4), 2 vértices
a distancia 1 y 11 vértices a distancia 4 del vértice

0. Para 1los restantes vértices debemos considerar dos

casos:
km-2
. . . m .
a) k_ par. A distancia k_ existen = -p_ 4(j-1)
m m 2 j=2
k -3 J par
m m
vértices pares, y existen Bl —(2+§: 4(j-1)) vértices impa-
j=3
j impar

res a distancia km-l.

Entonces, la distancia media verifica

km~2 km—Z km—3
_ - . s _ m - _ < s .
(mn%>ZMu3u+kﬂ 3 -2k %4_MJH+;MJU
J:Z J=2 J—3
j impar
- kn=2 (5.13)
b) k impar. Existen > -(2+>_ 4(j-1)) vértices
j=3
j impar

impares a distancia km del vértice 0 y , existen
k -3

m
m . s . .
3 - § 24(3—1) vértices pares a distancia km~l.

:!::
J par
Entonces la distancia media verifica
k_-2 k_ -2 k -3
- L . m m . LU
(m-1)km;—2+§:_43(3—1) + km- 5 -2k -km§::4(3~1) +S4(3-1)
j=2 j=2 =2

j par
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y se obtienen los resultados establecidos.

Los pasos correspondientes al digrafo con mini-
ma distancia media se obtienen utilizando la relacidn
existente entre un digrafo QD(ai'bi) y un BD(a,b,c,d)
(ver seccidén 3.3.3), y los resultados de la proposiciédn
5.6.2.

Como en el caso de los digrafos bipartitos,
se puede demostrar gque el didmetro de un digrafo 4-partito
obtenido al suprimir un vértice (o un arco) en el digrafo
QD(ai'bi) con didmetro k vy my vértices, es comoc méximo
k+4. También conjeturamos que este resultado es vé&lido

para digrafos 4-partitos de cualquier orden.



CONCLUSIONES
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En esta Tesis se ha estudiado un método general
para la obtencidén de redes fiables y con buenos algoritmos
de encaminamiento. Este método consiste en modelar dichas
redes mediante grafos que pueden asociarse a determinadas
teselaciones periddicas del plano. Consecuencia de esta
representacidn geométrica es la simplificacidén del estudio
de los parametros relacionados con la distancia, asi como

de los algoritmos de encaminamiento.

Basicamente, las aportaciones realizadas son:

a) Formulacidén matemdtica del método, y desarrollo
de los resultados tedricos que facilitan su aplica-
cién.

b) Resolucidén de problemas de optimizacidén planteados
en el estudio de ciertas familias de redes de inter-
conexidén. Dichas redes habian sido propuestas en

razén a sus buenas prestaciones.

c) Disefio de nuevas topologias para redes de intercone-
xidén, inspiradas en las ya conocidas y con presta-
ciones similares o superiores, Yy caracterizacidn

de las mismas utilizando el citado método.

En relacién a la segunda aportacidn, el estudio
de los grafos 6ptimos en cuanto a numero de vértices fijado
el diametro, para dos familias de grafos cubicos, conduce
a los grafos de Petersen generalizados y a los de anillos
con cuerdas, habiéndose obtenido valores del orden de 4k2

Y 3/2k2, respectivamente.

Respecto a nuevas construcciones, la considera-
cidén de digrafos bipartitos nos permite construir digrafos
2-regulares con un numero de vértices del orden de k2 Y,
en el caso de grafos 4-partitos, obtenemos digrafos 2-regu-

lares y con un numero de vértices del orden de 2x2.
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Una posible generalizacidén del trabajo realizado
en esta Tesis consistiria en el disefioc de redes modeladas
mediante grafos asociados con teselaciones del espacio
o, mads generalmente asociados con teselaciones de espacios
R" con n>2. Aunque la formulacidén matemdtica del método,
asi como los resultados tedricos obtenidos, también serian
aplicables en estos casos, su solucidn exigiria la determi-
nacidén de ciertas formas concretas que teselen dichos espa-
cios.
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