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Introducci�on 7
Introducci�onEl proyecto de tesis titulado \Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermicaa largo plazo" es el resultado de un trabajo de investigaci�on enmarcado en el campo dela generaci�on de electricidad y trata, m�as concretamente, de los principales aspectos decaracter��sticas indeterministas relacionados con la generaci�on y coordinaci�on hidrot�ermicaa largo plazo, tal como su mismo t��tulo resume. Es, por lo tanto, un proyecto directamentecomprometido con la investigaci�on aplicada en un sector estrat�egico de la econom��a.El trabajo est�a situado en el dominio de la Investigaci�on Operativa, dentro de larama conocida como optimizaci�on estoc�astica; en consecuencia, se presenta estrechamentevinculado al �area de las ciencias de la Estad��stica. El objetivo principal est�a planteadoen investigar un modelo apropiado para el tema que permita desarrollar aplicaciones deminimizaci�on de los costes relacionados con la producci�on de energ��a el�ectrica. Esta lo-calizaci�on implica ciertamente simpli�caciones en lo relativo al proceso f��sico-mec�anico degeneraci�on de electricidad, en bene�cio de una visi�on global obligada si se tiene en cuentaque el periodo de estudio tiene una magnitud temporal en torno al a~no, mientras queel n�umero de centrales t�ermicas e hidr�aulicas que el problema considera es propio de lassituaciones reales que se presentan en una compa~n��a el�ectrica.Dentro de lo que se conoce como optimizaci�on estoc�astica existen un buen n�umerode m�etodos establecidos. A partir de los trabajos del profesor Nabona, el m�etodo multi-art��culo entra dentro de este c��rculo, con su aplicaci�on en problemas de optimizaci�on dela generaci�on hidroel�ectrica a largo plazo. El �animo inicial en la investigaci�on que estetrabajo describe |pero que no culmina| se puede plantear como:{ realizar un estudio sobre el c�alculo de distribuciones multiart��culo para las aporta-ciones naturales{ determinar una estimaci�on del error que el m�etodo introduce, teniendo en cuenta quese trata de una aproximaci�on sobre las distribuciones de partidaSin embargo, estos simples puntos de partida tuvieron que ser replanteados cuando seles unieron otros de evidente necesidad, y de ambiciones m�as elevadas, como elaborar unaformalizaci�on concerniente a las variables aleatorias de bloques, ��ntimamente relacionadascon la teor��a multiart��culo, o extender �esta a un m�etodo para resolver el problema decoordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo. Todos ellos se pueden uni�car en un objetivo pri-oritario, perseguido por el trabajo que se describe en esta memoria, que es la consolidaci�onde la teor��a en el �ambito de la optimizaci�on estoc�astica.



8 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo>Qu�e se entiende por consolidaci�on? En primer lugar, demostrar que el m�etodo est�arespaldado por una teor��a robusta. Tambi�en, que esta teor��a es su�ciente para modelizarlos sistemas que se consideran en los problemas el�ectricos citados. Finalmente, que las solu-ciones halladas para tales problemas son veros��miles y pueden ser de utilidad al usuario quedemanda una herramienta so�sticada para la evaluaci�on de costes en parques hidrot�ermicoscon horizontes a largo plazo.Aportaciones de la tesisEn s��ntesis, la principal aportaci�on de la tesis es haber logrado un avance signi�cativoen el terreno de la optimizaci�on estoc�astica |m�as concretamente, en el terreno de la coor-dinaci�on hidrot�ermica a largo plazo| mediante la aplicaci�on combinada de t�ecnicas mul-tiart��culo y variables de bloques. Puesto que el campo de investigaci�on en el entorno de laoptimizaci�on con variables aleatorias de bloques es muy amplio todav��a, esta contribuci�ontiene aspiraciones a ser un paso importante hacia la madurez del m�etodo multiart��culo.Particularmente, deben destacarse los siguientes aspectos:� descripci�on y estudio exhaustivo desde el punto de vista estad��stico de la distribuci�onde probabilidad gen�erica conocida como de bloques; ya utilizada en trabajos previos,en esta memoria se pretende categorizarla como variable aleatoria propia. De esteproceso se desprende una metodolog��a para estimar variables de bloques a partir deuna muestra procedente de una variable cualquiera.� c�alculo de expresiones de la generaci�on hidr�aulica esperada para la validaci�on de unaaproximaci�on en uso. La comparaci�on posterior sobre casos concretos evidencia unacierta sobreestimaci�on en el c�alculo de la generaci�on por parte de la versi�on inicial. Es-tas expresiones reducen el sesgo en la estimaci�on de la generaci�on hidr�aulica esperada,aunque son alternativas menos e�cientes computacionalmente.� construcci�on de un procedimiento que permite simular pol��ticas de largo plazo apli-cables a una cuenca hidr�aulica. El proceso genera valores de aportaciones naturalescondicionadas entre s��, y permite veri�car si la pol��tica obtenida mediante la mini-mizaci�on de una funci�on de coste probable de producci�on genera costes aceptables.� desarrollo de t�ecnicas espec���cas para un programa de coordinaci�on hidrot�ermica atrav�es de curvas potencia-energ��a parametrizadas por factores indeterministas, entrelos que se cuenta la generaci�on hidr�aulica representada como distribuci�on de bloques.� desarrollo de un m�etodo para hallar la distribuci�on de la suma de una variable debloques y otra cualquiera independiente de la primera por el procedimiento de laconvoluci�on, y aplicaci�on del mismo a distribuciones de la potencia en fallo hidr�aulicacon la carga del sistema. A partir del mismo se construye una nueva funci�on decoste probable de producci�on que no depende, como las anteriores, solamente de la



Introducci�on 9esperanza de la generaci�on hidr�aulica.� desarrollo e implementaci�on de un modelo de optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulicaa largo plazo basado en la nueva funci�on de coste probable de producci�on, y que tieneen cuenta l��mites de potencia y de generaci�on hidr�aulica.� un aspecto que nunca se hab��a abordado hasta ahora ha sido una comparativa deresultados teniendo en cuenta la in
uencia que presenta el n�umero de bloques con queson representadas las variables. Las pruebas efectuadas no son taxativas en cuanto aeste aspecto, pero proporcionan una informaci�on sumamente interesante.Breve presentaci�on de la memoriaLos �ultimos p�arrafos de esta introducci�on servir�an para presentar brevemente el con-tenido de los cap��tulos que componen la memoria de la tesis.En el cap��tulo 1 se hace una presentaci�on general del problema desarrollado en lamemoria, as�� como de los elementos que aparecen en el entorno que rodea al mismo.El cap��tulo 2 est�a dedicado a mostrar una panor�amica sobre los m�etodos relacionadoscon la optimizaci�on estoc�astica en problemas el�ectricos, y a de�nir y formular los dosproblemas que suponen el centro del trabajo: optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulicay coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo. El cap��tulo tambi�en sirve para exponer lapropuesta de un m�etodo multiart��culo que permite buscar una soluci�on a tales problemasteniendo en cuenta su estocasticidad intr��nseca.Los cap��tulos 3 a 6 giran alrededor de las variables de bloques. Se de�nen desdeel punto de vista probabilista y estad��stico, aportando m�etodos de estimaci�on que sonutilizados en algunas fases relacionadas con los citados problemas como, por ejemplo, lapreparaci�on de las aportaciones naturales a las caracter��sticas del m�etodo multiart��culo.En el cap��tulo 7 se describe la idea de pol��tica multiart��culo, sobre la base de una redde 
ujos representando una cuenca hidr�aulica replicada temporalmente, por cuyos arcoscirculan cantidades aleatorias de agua, representadas seg�un una ley de probabilidad debloques.El cap��tulo 8 sirve para introducir expresiones alternativas para el c�alculo de la es-peranza de la generaci�on hidr�aulica, seg�un determinada pol��tica, expresiones que son com-paradas con la opci�on de�nida inicialmente en el cap��tulo 7.En el cap��tulo 9 se describen t�ecnicas de simulaci�on empleadas para someter a pruebauna pol��tica multiart��culo; las diferentes alternativas presentadas para el c�alculo de laesperanza de la generaci�on son testeadas mediante simulaci�on.El cap��tulo 10 est�a dedicado a explicar las t�ecnicas multiart��culo empleadas para



10 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoresolver el problema de coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo.El cap��tulo 11 es el marco en el que se explica el mecanismo de convoluci�on de vari-ables de bloques con una variable cualquiera. El tema signi�ca abordar la consideraci�ondel car�acter estoc�astico de la generaci�on hidr�aulica en relaci�on con la carga del sistema.Posteriormente, en el cap��tulo 12, el m�etodo desarrollado da pie a una nueva formulaci�ondel problema de optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulica, expuesto junto con pruebasvalidatorias del funcionamiento del m�etodo.Finalmente, en el cap��tulo 13 se exponen las principales conclusiones derivadas de lainvestigaci�on realizada, junto con propuestas sobre posibles extensiones del trabajo.



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 11
CAP�ITULO 1SOBRE EL PROBLEMADECOORDINACI�ONHIDROT�ERMICA1.1 El mercado de los sistemas de potenciaLa satisfacci�on de la demanda el�ectrica implica un elaborado proceso de generaci�on,transporte y distribuci�on de la energ��a el�ectrica hasta los puntos de consumo. Teniendoen cuenta que este proceso se lleva a cabo a nivel nacional, o incluso internacional, secomprende que detr�as exista una compleja estructura que necesita una plani�caci�on con-stante de los medios disponibles y a prever. La implantaci�on predominante de la energ��ael�ectrica en la sociedad actual obliga a las compa~n��as que se encargan de su gesti�on asuministrar electricidad a sus usuarios con la m�axima �abilidad, debiendo por otra partecubrir el objetivo de que su actividad sea econ�omicamente viable. El compromiso entrecalidad y coste que aparece, junto con las dimensiones que el negocio de la electricidadtrae consigo, obliga a que todo el sistema sea llevado adelante en el control m�as exigente.La siguiente es una cl�asica perspectiva que muestra cu�ales son las escalas de tiempo m�ascomunes empleadas en la plani�caci�on de sistemas de potencia:{ muy largo plazo: a partir de un cierto n�umero de a~nos (p.ej. 5) hasta 20 a~nos o m�as.Su principal objetivo es establecer planes de expansi�on conforme a las prediccionespara el crecimiento de la demanda.{ medio-largo plazo: a partir de un a~no. Se establecen pol��ticas de operaciones para lacompra de combustibles, la generaci�on y el mantenimiento de las plantas.{ corto plazo: el horizonte abarca hasta una semana. Se programa la asignaci�on de lasunidades de producci�on y el despacho econ�omico.{ tiempo real: se incluyen las operaciones necesarias para el control autom�atico degeneraci�on, la simulaci�on de operaciones y la vigilancia de la seguridad de la operaci�on.En esta secuencia, la informaci�on proveniente de la etapa superior es utilizada conve-nientemente. Por ejemplo, la plani�caci�on a corto plazo debe basarse en las directrices quela plani�caci�on a largo plazo ha encontrado, como puedan ser restricciones de generaci�onpara la semana entrante.El uso de los ordenadores en el campo el�ectrico ha tenido como consecuencia primerala aceleraci�on de los c�alculos que antes requer��an tiempos extremadamente largos, pero



12 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazotambi�en ha supuesto la posibilidad de abordar problemas que antes ni tan s�olo se pod��anplantear. Entre estos, la minimizaci�on de los costes que aparecen en varias partes delproceso de producci�on, problemas que debido a la magnitud de los casos reales son engeneral de grandes dimensiones. Hoy d��a, los ordenadores resultan tan imprescindiblescomo lo es la misma electricidad, pues ayudan en la toma de decisiones proporcionandopol��ticas �optimas de cara a la plani�caci�on del sistema.En este trabajo se aborda el problema de la coordinaci�on hidrot�ermica a medio-largoplazo. Previa a la descripci�on m�as particular de este problema, se ofrece una visi�on generalrelativa a algunos de los aspectos que est�an implicados dentro del tema.1.2 Demanda de energ��aEl consumo que realiza el usuario se trata como el valor medio de la carga que unainstalaci�on el�ectrica absorbe en un lapso de tiempo, y que recibe el nombre de demanda.Por tanto, la demanda se mide en unidades de potencia, generalmente MW, y se consideranintervalos de una hora, un d��a, etc.
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TFigura 1.1 : Representaci�on de la carga en el tiempo. Los datos corresponden auna semana de febrero de 1992 en Espa~na.La m�as acusada caracter��stica de la demanda es su variabilidad. La carga es diferentecada a~no |crece en tiempos de bonanza econ�omica|, cada mes |principalmente porrazones meteorol�ogicas, pero tambi�en por la presencia de periodos vacacionales|, cadad��a de la semana |marcadamente entre los laborables y los �nes de semana|, y cadahora |mayor durante la jornada de trabajo. El ejemplo de la Fig. 1.1 |una denominadacurva de carga| correspondiente a un caso real, sirve para mostrar c�omo es la variabilidadhoraria y diaria en una semana de febrero. A pesar de las variaciones de la demanda, �estano tiene un comportamiento propiamente aleatorio, debido a una serie de variables quedeterminan en gran manera la demanda �nal.Entre estas variables explicativas, destacan los factores ambientales, los h�abitos deconsumo y la tendencia econ�omica. El factor ambiental que m�as incide en la demanda



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 13es claramente la temperatura, que se traduce en un mayor o menor uso de calefacci�on orefrigeraci�on. En otro orden de cosas podemos nombrar la laboralidad, un ciclo de consumoal que todo el mundo, industrias y particulares, est�a sujeto, y que se repite diaria, semanaly anualmente. Por esta causa se explican los picos de carga presentes a media ma~nana ya media tarde, o que el s�abado y el domingo sean d��as con una carga media sensiblementemenor. Por �ultimo, un factor que es aprovechado en la previsi�on a m�as largo plazo esla actividad econ�omica. As��, se observa que tras una recuperaci�on econ�omica hay unincremento de la demanda extendido sobre toda la anualidad. El conocimiento bastantecercano de estas pautas permite que las previsiones a corto plazo sean razonablementeacertadas, lo cual es muy deseable cuando se pretende plani�car con el menor coste posiblela generaci�on que tiene que cubrir la demanda.
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Figura 1.2 : Representaci�on de la curva mon�otona de carga. Los datos correspon-den a la misma semana de la Fig. 1.1.La informaci�on de la curva de carga es demasiado prolija en los detalles de variaci�onhoraria, diaria, semanal, etc., y no resulta conveniente a �n de realizar programaciones alargo plazo. Para ello se adopta la mon�otona de carga, construida a partir de la curva decarga a base de ordenar los valores de carga de mayor a menor, disponi�endolos sobre uneje de duraciones. V�ease en la Fig. 1.2 la curva correspondiente al ejemplo anterior, sobreun eje que contempla hasta 168 horas. Bajo ambas curvas, el �area representa la energ��atotal que se ha consumido durante el periodo considerado.Cuando se estudia la demanda de energ��a en un horizonte a largo plazo, puede convenirtomar la potencia de carga como una variable aleatoria, cuya distribuci�on de probabilidadviene dada por la mon�otona. Sin embargo, aunque siempre la potencia generada debeigualar la carga que se necesita (incluyendo p�erdidas), la mon�otona de carga no re
eja laproducci�on, debido a que no todas las unidades est�an funcionando siempre, aunque fueradeseable debido a su e�ciencia. O bien porque necesitan pararse por mantenimiento, obien porque inevitablemente puede surgir una aver��a, hay que considerar unas duracionesinferiores a las del periodo que se trata. Por la misma raz�on, la capacidad m�axima lageneraci�on de la que dispone una compa~n��a el�'ectrica para cubrir la carga m�axima nocoincide con �esta, sino que debe sobrepasarla ampliamente si se desea garantizar la calidaddel servicio.



14 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoEn consecuencia, la producci�on puede representarse como una mon�otona alterada demanera que contemple la posibilidad de incidencias que puedan inhabilitar una parte delos recursos de generaci�on; debe cubrir un �area igual al �area bajo la mon�otona de carga, deaqu�� que se entienda que la satisfacci�on de la demanda equivale a asignar a cada unidadde generaci�on una fracci�on de la super�cie que abarca la mon�otona de producci�on. Sinembargo, no se puede dejar de lado la posibilidad de fallo conjunto en un cierto lapso detiempo de un n�umero de unidades tal que el resto de las unidades no tenga capacidadsu�ciente para cubrir la demanda correspondiente al lapso, lo cual se traduce en una ciertaporci�on de la carga que no puede ser atendida. Por esta raz�on, la mon�otona de producci�onpresenta una punta superior a la mon�otona de carga. El criterio seguido normalmentepara ordenar de la manera m�as econ�omica las unidades t�ermicas consiste en dar prioridaden la franja de las potencias base a las unidades m�as e�cientes, las que previsiblementeproducir�an el MWh m�as barato, pero tambi�en las que no estar�an sujetas a las 
uctuacionesde la demanda para las que no est�an preparadas |la operaci�on de parada y arranque sueleser onerosa. Suelen ocupar estas plazas las grandes t�ermicas y nucleares. Luego siguen lasunidades menores, con mayores costes pero con mejor disponibilidad. Las �ultimas unidadesque deben ubicarse son las de respuesta r�apida, como las de turbinas a gas. En la puntaaparece la zona correspondiente a demanda no servida, que debe ser cubierta con energ��aimportada de otras compa~n��as.
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Figura 1.3 : Cubrimiento de una curva mon�otona de producci�on . En l��nea dis-continua aparece la curva mon�otona de carga.Con la Fig. 1.3 se puede observar un esquema de c�omo quedar��a el cubrimiento de la



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 15demanda del ejemplo anterior disponiendo 10 unidades de generaci�on.Cuando intervienen centrales hidr�aulicas, esta descripci�on resulta ser menos adecuada,ya que es dif��cil asignar a la generaci�on hidr�aulica el lugar que le corresponde. Por su\coste" es evidente que deber��a ubicarse en el primer lugar; sin embargo, debido a queel agua es un recurso limitado, la operaci�on normal consiste en utilizar esta energ��a paraterminar de cubrir los momentos de m�axima demanda, es decir, la punta de la mon�otona.Este tema ser�a tratado ampliamente en este trabajo.1.3 Fuentes de energ��aComo existe una bibliograf��a abundante que trata el tema directamente o en relaci�on aotros temas el�ectricos, rese~naremos s�olo unas pocas referencias que se han consultado paraelaborar la descripci�on que sigue, adem�as de las que van apareciendo en el texto referidasa puntos concretos: [ORIL93], [McMU76], [TAYL83].1.3.1 Los combustibles f�osiles y nuclearEstos combustibles alimentan las llamadas centrales t�ermicas, ya que su funcionamientoconsiste en generar calor (por combusti�on o por �si�on) que absorbe un 
uido motor (gen-eralmente, vapor de agua); la expansi�on de este 
uido provoca que la energ��a calor���case convierta en energ��a mec�anica, la cual se transforma en electricidad cuando pone enfuncionamiento la turbina de un generador. Los tipos de combustible m�as comunes son:{ carb�on{ fuel{ gas natural{ uranio enriquecidoGeneralmente, los yacimientos no se encuentran en el lugar de producci�on (es sobretodo el caso de los derivados del petr�oleo), por lo que suponen un coste a~nadido de trans-porte de la materia prima desde el punto de extracci�on. Pueden precisar de un ciertotratamiento previo: re�nado del petr�oleo, enriquecimiento del uranio para convertirlo enisotopo U238, presurizaci�on del gas (y el proceso inverso) para hacer rentable el trans-porte de este material. Son recursos agotables. Tienen abundantes efectos nocivos sobreel medio ambiente: desprenden di�oxido de carbono, que favorece el calentamiento de laatm�osfera, �oxidos de azufre y de nitr�ogeno; como necesitan un medio refrigerante, a vecesse ubican cerca de los r��os, y pueden modi�car la temperatura del agua, en perjuicio delecosistema 
uvial. Aunque no provocan contaminaci�on qu��mica, las centrales nuclearesson continuo motivo de pol�emica, debido al potencial peligro que supone la contaminaci�onradioactiva. La producci�on de electricidad por esta v��a, siendo muy e�ciente, se encarecenotablemente debido a la exigencia de cada vez mayores medidas de seguridad; por otraparte, no se puede estimar a�un el impacto econ�omico que supondr�a la desmantelaci�on delas instalaciones cuando lleguen al �nal de su vida �util, as�� como el tratamiento de losresiduos radioactivos de larga duraci�on.



16 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoAunque existen bastantes pa��ses que no dependen de estas fuentes de energ��a, ya queposeen una sobrada capacidad hidr�aulica |como es el caso de Noruega o Brasil|, lamayor��a de las naciones apoyan su consumo en centrales de producci�on t�ermica. Den-tro de las limitaciones que vienen impuestas por condicionantes econ�omicos, sociales ymedio-ambientales, su ubicaci�on no exige un emplazamiento id�oneo, como las centraleshidr�aulicas. Su producci�on est�a asegurada (salvo paradas por mantenimiento o impre-vistos) mientras se mantenga una reserva de combustible lo cual, dentro del primordialobjetivo de calidad del servicio que debe ofrecer una compa~n��a el�ectrica, es sin�onimo degarant��a. Esta caracter��stica facilita la plani�caci�on de la producci�on de energ��a, que sever��a sujeta tan s�olo a variaciones en el precio del combustible o a eventuales fallos de lasunidades.El papel que desempe~nan las centrales t�ermicas |por lo menos, las que tienen por sucapacidad una presencia signi�cativa| es ser la base del sostenimiento de la demanda. Supuesta en marcha y apagado son operaciones costosas y lentas, deben trabajar por encimade un m��nimo t�ecnico y generalmente a pleno rendimiento, ya que es donde alcanzan lam�axima e�ciencia. Las unidades m�as sencillas se colocan por encima de las centralesb�asicas: no son tan e�cientes, pero tienen mejor capacidad de maniobra para adaptarsea las modi�caciones de la carga. Entre �estas, en el Plan Energ�etico Nacional [PEN91]se destacan especialmente las de turbinas a gas, por dos razones: tecnol�ogicas, al haberalcanzado un nivel de operaci�on que permite su implantaci�on y uso e�caz; y econ�omicas.La existencia de grandes reservas de gas en el Magreb y en los pa��ses del Este europeo y laconstrucci�on de gasoductos va a permitir la expansi�on en el estado de modernas centralesde gas, las cuales son m�as operativas y mucho menos contaminantes que las de otros tiposde combustible f�osil.1.3.2 Las energ��as renovablesEntran dentro de este apartado:{ la energ��a solar{ la energ��a hidr�aulica{ la energ��a e�olica{ la energ��a geot�ermica{ el aprovechamiento de la biomasa y de los residuos s�olidos urbanosExcepto la energ��a hidr�aulica convencional (generada en cursos 
uviales y que estratada con mayor detalle en un apartado posterior), las dem�as tienen una presencia tes-timonial dentro del espectro energ�etico de la mayor��a de los pa��ses, aunque las sucesivascrisis en las que cae el sector desde el a~no 1973 hacen crecer el inter�es por este tipo deenerg��as.En general, s�olo pueden manifestarse en determinados puntos en los que se concentranuna serie de condiciones �optimas: lugares con una alta disponibilidad media de vientos,o con un gran n�umero de horas anuales de insolaci�on, o con cierta actividad geot�ermicasuper�cial; por su disponibilidad dependiente de factores no controlables por el hombre,resulta complicada la plani�caci�on de estos medios de producci�on. Entre las hidr�aulicas se



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 17cuentan |casi anecd�oticamente| las centrales mareomotrices, que precisan de un estuarioo r��a apropiado que sirva para embalsar una gran cantidad de agua, pero con una bocaestrecha en la que construir el dique, y al mismo tiempo una gran diferencia de alturasentre la pleamar y la bajamar. El paradigma de central mareomotriz se encuentra enFrancia, en el estuario del Rance.Por contra, el aprovechamiento de la biomasa y de los residuos s�olidos urbanos ser��aaplicable sin restricciones, y adem�as solucionar��a otros problemas, al ayudar a la limpiezade los bosques, previniendo sobre el peligro de los incendios forestales, y eliminando unaparte de los residuos que se generan en las ciudades. Su incidencia en la balanza energ�eticaes escasa, y seguramente siempre ser�a una fuente de energ��a menor aunque se prevee unimportante alza en los pr�oximos a~nos.La mayor��a de estos recursos no est�an m�as que en fase experimental (dejamos aparte laexplotaci�on de la energ��a del agua), aunque quiz�a destaque el potencial de la energ��a e�olica,que dispone en Espa~na de unos cuantos centros ya conectados a la red de distribuci�on.La expansi�on de la energ��a solar est�a muy limitada debido al escaso rendimiento que seobtiene y a la carest��a de los materiales; actualmente, su inter�es reside principalmente enel precalentamiento de agua de instalaciones dom�esticas.1.3.3 La importaci�on de energ��aPor �ultimo, aunque es evidentemente de una naturaleza distinta, un recurso del quetoda compa~n��a el�ectrica puede disponer para satisfacer la demanda es la importaci�on deenerg��a del mercado exterior. Es el m�as caro de los recursos, pero es imprescindible paraasegurar el suministro interno en condiciones extremas.Conviene distinguir entre la importaci�on de energ��a con car�acter de emergencia (quedenominaremos com�unmente energ��a externa), y los intercambios establecidos entre compa~n��asen forma de contratos.Para las empresas del sector el�ectrico es una pr�actica habitual la adquisici�on de energ��aa otro productor, como una alternativa simple a la construcci�on de una central propia,lo cual es una obra que debe acometerse cuando existan unas m��nimas garant��as de surentabilidad futura. En general, el vendedor realiza su oferta para un cierto periodo detiempo, y los precios de la energ��a pueden variar seg�un la magnitud de la adquisici�on. Porejemplo, un determinado contrato tiene vigencia durante el mes de julio y el coste quesupone para la compa~n��a compradora viene dado por unas zonas de�nidas, en cada una delas cuales la energ��a tiene un precio diferente (y decreciente, para que sea m�as atractivo).De alguna manera, se reconocen ciertas similitudes entre un contrato de compra deenerg��a y una unidad t�ermica propia: en ambos tipos se contempla una capacidad m�aximay tambi�en una probabilidad de servicio. Por todo ello, es posible considerar un tratamientouniforme extensible a contratos y unidades propias. Una empresa compradora ha de evaluarjuntamente con el parque t�ermico que posee los contratos que se le ofertan a la hora deestablecer la procedencia de la energ��a que debe satisfacer la demanda a la que debe hacerfrente. Desde otro �angulo, una empresa interesada en ofertar parte de su producci�ontiene que incluir un incremento de su demanda debido a la energ��a susceptible de ser



18 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoexportada. La valoraci�on de la energ��a o la cantidad de la misma que entra en la transacci�onson aspectos que precisan para su justa estimaci�on de herramientas anal��ticas capaces deintegrar los contratos en el marco general del mercado de sistemas de potencia.En Europa del Norte se encuentra un buen ejemplo que muestra las ventajas de unmercado abierto. Los pa��ses escandinavos potencian la utilizaci�on coordinada de sus re-cursos, dado que sus per�les son notablemente diferentes: Noruega utiliza fuentes predom-inantemente hidr�aulicas, Finlandia y Suecia poseen un parque mixto hidro-nuclear-f�osil,y Dinamarca se basa enteramente en el uso de centrales t�ermicas de combustible f�osil.Como se muestra en [BOTN94], la utilizaci�on coordinada multinacional de sus recursosrepresenta evidentes ventajas econ�omicas.En otro plano, todav��a en el continente europeo, el marco de la Uni�on Europea ofrecer�acon toda seguridad una oportunidad para el crecimiento del transporte internacional de laenerg��a el�ectrica.A nivel nacional, el intercambio entre las compa~n��as el�ectricas que operan en el estadova a aumentar de manera sustancial a ra��z de la progresiva liberalizaci�on que se producir�aen el sector, si bien estos trasvases de energ��a deber��an producirse no tanto con car�acterde urgencia, sino m�as bien como operaciones que buscar��an el bene�cio mutuo (por ponerun ejemplo: una compa~n��a que posea producci�on nuclear cede energ��a en horario nocturnoa otra con capacidad de bombeo, que se la retorna en horario punta).1.3.4 La energ��a hidr�aulicaLa energ��a del agua es un recurso especialmente favorecido. El agua es un elementono contaminante, f�acilmente manipulable, como lo prueba el hecho mismo de la existenciadesde hace varios siglos de tecnolog��a hidr�aulica. La turbinaci�on, el procedimiento em-pleado para generar electricidad a partir de ella, no degrada la calidad de �esta. Permiteobtener energ��a el�ectrica con un alto rendimiento, que puede llegar a superar el 95%; estaalta rentabilidad se debe a que la energ��a potencial del agua se transforma directamenteen electricidad sin tener que producir calor, tal como hacen las centrales t�ermicas. Trasuna considerable inversi�on inicial, consistente en la construcci�on del pantano y la dotaci�onde maquinaria, obtiene rendimientos con costes variables nulos; de hecho, un embalse est�aamortizando los costes �jos que supuso su construcci�on durante una parte importante desu vida �util. Por otro lado, gracias al ciclo de la lluvia, el agua es un recurso renovable,por lo que puede aliviar de una manera signi�cativa, o incluso notable, la costosa facturaenerg�etica de un pa��s que pueda disponer de este recurso. Numerosos textos especializadosse hacen eco de estas ventajas, aunque tambi�en se se~nalan algunos inconvenientes asocia-dos al desarrollo de la hidroelectricidad, como por ejemplo los derivados de la construcci�ondel embalse en el medio ambiente, lo cual supone de partida anegar un valle con la p�erdidade un ecosistema (ver, por ejemplo, [RAAB85] o [GULL91]).Para que se pueda captar la energ��a potencial hidr�aulica, es necesaria una cierta alturade ca��da para una cierta masa de agua capaz de poner en marcha un mecanismo giratorioque, a su vez, induce una corriente en un generador. Esto queda claramente re
ejado en



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 19la expresi�on: W = mg h (J)Es decir, la diferencia de energ��a potencial del agua,W , expresada en Joules, es funci�on dem, la masa de agua en Kg. descargada desde una altura de h metros, siendo la gravedadg=9.81 m/s2. Los l��mites para la producci�on de electricidad vienen impuestos por la can-tidad de agua y por el salto disponibles: por esta raz�on, se encuentran construccioneshidr�aulicas de dimensiones muy dispares, desde las enormes centrales del Amazonas, quetienen una capacidad superior a los 12000 MW a las mini-centrales de uso local, que no su-peran 1 MW de potencia. Evidentemente, las mayores obras son las que tienen las mejoresoportunidades de alcanzar los mejores rendimientos; sin embargo, ya se ha desarrolladotecnolog��a como para producir turbinas su�cientemente avanzadas que puedan ubicarse ensituaciones m�as modestas, alcanzando sin embargo rendimientos muy satisfactorios. Esuna aproximaci�on de la que haremos uso posteriormente escribir:P = � g Qh (KW)donde por P se expresa la potencia instant�anea el�ectrica que se obtiene por el trabajoderivado de la descarga de un caudal Q (m3/s) de una altura h. � viene a signi�car elrendimiento global tras las p�erdidas que supone el rozamiento o la disipaci�on de energ��a; enel trabajo realizado se ha adoptado constante, aunque una alternativa m�as precisa podr��aemplear una e�ciencia variable con el volumen de agua descargada y la cota de descarga.La electricidad debe ser generada en el mismo instante de su consumo, pues no puedeser almacenada, cuando se considera dentro de las magnitudes que se manejan en el mer-cado el�ectrico. Puesto que la carga var��a notablemente durante el transcurso del d��a, elprecio del MW no es constante; en un escenario ideal, cuando existe super�avit de energ��a(en las llamadas horas valle, fundamentalmente horas nocturnas, y tambi�en en �n de sem-ana) deber��a poderse guardar el exceso para su uso en las horas punta (a grandes rasgos,las horas diurnas de los d��as laborables). Con esta soluci�on, la plani�caci�on de los gruposproductores ser��a sencilla: trabajar siempre en r�egimen �optimo.Una de las mejores cualidades de la energ��a hidr�aulica es su capacidad de almace-namiento, en forma de energ��a potencial. El carb�on, el gas o el uranio tambi�en tienenenerg��a potencial, pero a diferencia de las centrales t�ermicas, las centrales hidr�aulicas soncapaces de generar electricidad o variar su producci�on en pocos minutos (a esta carac-ter��stica se le llama 
exibilidad). Por esta raz�on se adjetiva a los embalses de gran capaci-dad como sistemas de regulaci�on, ya que tienen una gran importancia en los momentosde mayor carga, cuando pueden complementar a las centrales b�asicas, sustituyendo a lasmenos operacionales y m�as caras unidades t�ermicas. Existen tambi�en embalses que no seatienen a esta funci�on, ya que debido a su peque~no tama~no tienen poca o nula funci�onreguladora: son los llamados embalses de agua 
uyente o mini-centrales, que b�asicamentese limitan a producir electricidad m�as o menos continuamente. Aunque se encuentran enun n�umero importante a lo largo de muchos r��os, su baja capacidad hace que su peso enel total del producible (por lo menos, en el estado espa~nol) sea bastante reducido. En laFig. 1.4 se muestra el esquema de un tipo de mini-central que consigue una ganancia decota mediante una conducci�on paralela, la cual lleva el agua hasta el punto de descarga.



20 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo
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Figura 1.4 : Esquema de mini-central de agua 
uyente. 1) Presa y embalse (sincapacidad regulatoria). 2) Conducci�on que desciende con una pen-diente m�as suave que la del r��o. 3) Tuber��a de descarga. 4) R��o.
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1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 21{ Permiten absorber energ��a sobrante{ Transforman la energ��a de horas valle en energ��a de horas punta; la plusval��a que estosupone justi�ca por s�� misma el consumo de energ��a para el bombeo{ Consiguen una garant��a de potencia instalada, pues para disponer de agua es precisohaber bombeado previamente, logrando mayor grado de autonom��a de los caudalesnaturales
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G (GWh)2Pl (l/m  )Figura 1.6 : Generaci�on hidr�aulica (G) y pluviosidad (Pl) en Espa~na. En l��neadiscontinua, producci�on bruta; en l��nea continua, precipitaciones.Datos de 1994.La expansi�on actual de la energ��a hidr�aulica se presenta hipotecada por su carac-ter��stica m�as acusada: su naturaleza indeterminista. Como en �ultima instancia, su pro-ducci�on depende del azar de las aportaciones naturales, resultar��a arriesgado con�ar ex-cesivamente en su capacidad de generaci�on. Por ejemplo, en Espa~na hab��a en 1994 16540MW de potencia hidr�aulica instalada, pero la participaci�on que ha tenido en la producci�onbruta ha variado tremendamente, desde un 13% en 1989, es decir, 19387 GWh, hasta un45% en 1979 |47473 GWh|, en el que fue un a~no hidrol�ogico excepcional (datos de[REE95]). La Fig. 1.5 ilustra hist�oricamente este hecho: mientras la potencia instalada vaen aumento, la generaci�on oscila, esencialmente dependiendo de las aportaciones del a~no.Pero a nivel mensual, la pol��tica de generaci�on viene dada por otros dictados aparte de lapura disponibilidad de agua. El primer objetivo es evidentemente satisfacer la parte dela demanda (mayor en los meses de invierno) que aparece en la punta de la mon�otona decarga; pero tambi�en es necesario encontrar un equilibrio econ�omico entre el agua que ser�aturbinada inmediatamente y la que permanecer�a almacenada en el embalse. Esta gesti�ones especialmente delicada cuando las precipitaciones escasean. A modo de ejemplo ve�ase laFig. 1.6, en la que aparece la precipitaci�on (en l/m2) y la producci�on (en GWh) medidasen Espa~na durante los meses de 1994.En resumen, los siguientes puntos establecen cu�ales son las coordenadas de la situaci�onde la energ��a hidr�aulica:� el alto grado de so�sticaci�on t�ecnica e ingenieril conseguido, que ha llevado a alcanzarlos mejores rendimientos en cuanto a generaci�on de energ��a.� la escasez de emplazamientos �optimos para la construcci�on de grandes presas, que sonlas que pueden resultar m�as rentables, sin que causen graves deterioros en su entorno.



22 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo� el creciente impulso social que tienen las fuentes de energ��a no contaminantes.� el permanente inter�es econ�omico que supone una fuente de energ��a no dependiente delexterior.Todos estos puntos con
uyen en una necesidad: puesto que las centrales hidr�aulicasson centrales con limitaci�on de energ��a, es necesario aprovechar mejor los recursos h��dricos.En los pa��ses de la zona mediterr�anea, esta necesidad se agudiza debido a la posibilidadde ciclos de extrema sequedad, como el que dej�o a �nales del a~no 1995 los embalses de lapen��nsula bajo m��nimos. En el Plan Energ�etico Nacional 1991-2000 [PEN91] se comentaque la potencia hidr�aulica instalada apenas aumentar�a esta d�ecada debido a sus limitadasposibilidades de expansi�on.De todos modos, el PEN insiste especialmente en el alto potencial que se encuentra enla producci�on de electricidad a cargo de mini-centrales, instalaciones con potencia inferiora los 5 MW. A lo largo de este siglo se prodigaron como medio de obtener la energ��anecesaria para alimentar lugares poco accesibles o incluso peque~nas industrias que de estamanera funcionaban aut�onomas, [UNES88]. El equipamiento que precisan es sencillo,y a menudo ni siquiera necesitan represar el r��o. Puesto que se ha hecho evidente elgrado de infrautilizaci�on de estas instalaciones, hoy d��a recobran inter�es por varias razones:reaprovechamiento de los antiguos emplazamientos; previa recuperaci�on, su mantenimientopuede ser automatizado de manera que los costes sean abordables, y escaso o nulo impactomedio-ambiental de este tipo de centrales. Se estima, dentro del Plan de Ahorro y E�cienciaEnerg�etica, que se conseguir�an los siguientes objetivos en la presente d�ecada:Pot. instalada (MW) Generaci�on (GWh/a~no)1990 457.84 1378.682000 1236.84 3852.68Existe un vasto campo de investigaci�on en lo que se re�ere al estudio de la plani�caci�onde los embalses de regulaci�on dentro de un entorno indeterminista, con evidente inter�esecon�omico. Por ejemplo, si una gesti�on m�as e�ciente logra un incremento medio de laproducci�on hidr�aulica de 100 GWh en un a~no |lo que signi�ca un 0.4% del producibledel a~no 1994|, esto se traducir��a en un ahorro de combustible valorado en m�as de 500Mpts (tomando el coste del KWh a partir de carb�on igual a 5.19 pts., seg�un precios de1994 re
ejados en [REE95]).1.4 Coordinaci�on hidrot�ermicaCon la coordinaci�on hidrot�ermica se pretende encontrar una distribuci�on de la pro-ducci�on hidr�aulica y t�ermica de forma que la demanda de energ��a quede cubierta duranteel periodo de consideraci�on. Se suele diferenciar entre coordinaci�on a corto plazo y a largoplazo. La duraci�on del periodo tomado en corto plazo no suele ir m�as all�a de una sem-ana, pues el criterio que distingue entre un tipo y otro es la posibilidad de hacer predic-ciones �ables para las aportaciones que se presentar�an en el periodo, y el plazo de unasemana marca un l��mite razonable para considerar estas predicciones como informaci�on



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 23determin��sticamente aceptable. Si la longitud de ese periodo se mide en meses o a~nos es-tar��amos frente a un problema de largo plazo (puede haber una etapa a medio plazo, perosus caracter��sticas no ser��an m�as que las de un caso intermedio, un cierto desconocimientode la situaci�on, pero con menor variabilidad).Es necesario destacar que los problemas de coordinaci�on hidrot�ermica pueden ser deenormes dimensiones y gran complejidad num�erica. La zona de estudio puede contar conun gran n�umero de centrales hidr�aulicas y t�ermicas; el c�alculo de la generaci�on hidr�aulicatrae consigo relaciones no lineales que, en ocasiones, son no convexas, con lo que garantizarel �optimo del problema no ser��a posible. Adem�as, se suelen incorporar |especialmente,a corto plazo| aspectos de muy importante consideraci�on: p�erdidas en la red de trans-misi�on, reserva rodante, etc. Todo ello considerando un horizonte de tiempo que se suelediscretizar y dividir en fracciones, en cada una de las cuales se replica la situaci�on espacialdel problema, localizando �este en un determinado intervalo (una cierta hora, un ciertomes), pero cuya soluci�on no se puede obtener independientemente de la de los otros inter-valos, a causa de las relaciones temporales que intervienen conjuntamente sobre varios deellos.1.4.1 Problemas a largo plazoSin embargo, la caracter��stica espec���ca del problema a largo plazo, y tambi�en la m�asdif��cil, reside en el tratamiento de:{ la disponibilidad de las unidades t�ermicas,{ la demanda de energ��a, y{ las aportaciones naturales (agua),magnitudes todas ellas aleatorias.En realidad, la naturaleza estoc�astica de estas variables no las hace ser unas inc�ognitas,sino que tenemos de ellas un conocimiento parcial en forma de distribuciones de proba-bilidad. Como, por otro lado, este conocimiento procede de la recopilaci�on hist�orica dedatos, resulta que no s�olo no es completo sino que, inherentemente, el error se mezcla conla informaci�on. De todas maneras, este es el procedimiento usual en el tratamiento desituaciones que presentan incertidumbre. En particular, la considerable variabilidad delas aportaciones naturales, que procede de complejos fen�omenos meteorol�ogicos dif��ciles deanticipar, supone tener que introducir en el modelo una representaci�on adecuada del azarde este importante factor que incide directamente en la cantidad de generaci�on producible.Otra cuesti�on son las dem�as magnitudes, ya que las posibilidades de fallo de las unidadest�ermicas o la carga demandada para un cierto periodo de tiempo siguen comportamien-tos m�as regulares y mejor estudiados y, por tanto, una parte de la variabilidad en estosaspectos puede ser convenientemente asumida.1.4.2 Adquisici�on de combustiblesLos problemas de coordinaci�on hidrot�ermica determinan valores �optimos para vari-ables tales como los niveles de los embalses, los vol�umenes descargados o la generaci�on



24 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode las unidades t�ermicas, pero tambi�en pueden ser �utiles como herramienta para la tomade decisiones. No hablamos ahora de decisiones estructurales, como construcci�on de unacentral o la expansi�on de la red, que comportan grandes inversiones, sino de la posibilidadde plantear escenarios que pueden presentarse en un plazo breve.Un caso concreto se re�ere a la pol��tica de adquisici�on de combustibles con los quealimentar las plantas t�ermicas. Una cierta fracci�on de las necesidades energ�eticas a cubrirpuede estar libre de compromisos|combustible nacional, etc.|, de manera que la compa~n��ael�ectrica pueda adquirir combustible de importaci�on en las mejores condiciones que puedaconseguir. Se distinguir��an tres v��as:{ la compra bajo demanda. En los momentos en que se ofrece combustible se adquierela cantidad necesaria de acuerdo con la previsi�on de consumo.{ contratos take-or-pay. Se �ja con anterioridad una cantidad m�axima y un precio quese paga tanto si se consume el combustible como si no.{ adquisici�on puntual. Se tratar��a de la compra espor�adica de una cantidad, por logeneral considerable, de combustible.La soluci�on de un problema de coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo bajo diferentessupuestos supone un criterio adecuado para la valoraci�on de las distintas opciones, ya quecada soluci�on aporta una estimaci�on del coste de la alternativa asumida.1.4.3 Jerarqu��a en la coordinaci�on hidrot�ermicaUn resultado obtenido por la resoluci�on de un problema de coordinaci�on hidrot�ermicaa largo plazo permite obtener una previsi�on �able y racional de los costes de producci�onpara un periodo futuro en una compa~n��a con un parque mixto de generaci�on.Adem�as del evidente inter�es que presenta para la gesti�on econ�omica de la compa~n��ael conocimiento de esta previsi�on de costes de producci�on, la soluci�on de problemas delargo plazo proporciona un horizonte en el que encuadrar los problemas a corto plazo. Laconsideraci�on de varios meses o a~nos por delante es indispensable para tener en cuentarestricciones multi-intervalo que de otra manera pasar��an desapercibidas, como son re-stricciones de emisi�on de contaminantes, de gesti�on de combustibles o la misma capacidadregulatoria de los embalses.Pueden diferenciarse dos niveles en la coordinaci�on a largo plazo:{ el futuro.{ el inmediato.El primero de ellos tiene por �n determinar efectos de determinados contratos deabastecimiento de combustible, mantenimientos de unidades y otros aspectos de macro-gesti�on del sistema. El inicio del periodo de estudio no se situa pr�oximamente (podemospensar en unos cuantos meses de anticipaci�on), extendi�endose hasta unos pocos a~nos (pong-amos un total de dos a~nos).En el nivel de largo plazo inmediato, un programa puede empezar con un intervalo quese supone pr�oximo en el tiempo (uno o dos d��as, por ejemplo), y de la misma longitud que



1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA 25el periodo total del programa de corto (pongamos, una semana). La soluci�on adoptadatras la ejecuci�on del largo plazo futuro determina algunos factores que son dejados deconsideraci�on, como la cuesti�on de los combustibles. El periodo de estudio inmediato sealarga convenientemente, de manera que pueda tenerse en cuenta para el presente la posibleincidencia de operaciones futuras. As��, la soluci�on de los problemas a largo plazo proveende restricciones adicionales al de corto plazo, como puedan ser:{ vol�umenes �nales para los embalses.{ producci�on de energ��a.{ descargas totales.{ cantidad de combustible que debe ser consumido.Hay que precisar que, puesto que el problema a largo plazo tiene un enfoque indeter-minista, para poder aplicar una soluci�on en los t�erminos que son usados en corto plazo esnecesario que en el momento de resolver �este se tenga una buena previsi�on de los factoresaleatorios que intervienen, concretamente de las aportaciones. Con esta informaci�on debepoderse determinar las magnitudes que interesan al problema de corto plazo (por ejemplo,la generaci�on exacta que se debe despachar para toda la semana).
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CAP�ITULO 2DEFINICI�ON Y ANTECEDENTES2.1 Principales t�erminos empleadosTras la presentaci�on del problema de la coordinaci�on hidrot�ermica efectuada en elcap��tulo 1, comenzamos la formulaci�on de este problema de�niendo algunos t�erminos quevan a aparecer y que tienen un especial signi�cado.? Periodo: por periodo se entiende el espacio de tiempo que abarca el problema.? Intervalo: un intervalo es una fracci�on del periodo de estudio. Habiendo dividido todoel periodo, la soluci�on del problema estar�a constituida por magnitudes referidas a losintervalos.? Red hidr�aulica: la estructura formada por un conjunto de nodos |los embalses| yun conjunto de arcos dirigidos |los canales de conducci�on del agua| que representanel sistema 
uvial a considerar en el problema.? Red hidr�aulica replicada: la estructura formada por la red hidr�aulica replicada tantasveces como intervalos se consideren. A esta red hay que a~nadir una serie de arcos queconectan las r�eplicas entre s��.? Red t�ermica (replicada): la estructura formada con las unidades del parque t�ermico aconsiderar como nodos y los arcos que unen cada unidad consigo misma de un intervaloal siguiente para establecer el balance de combustible disponible, adem�as de los quem�as adelante se introducir�an.? Inyecciones: entradas o salidas de 
ujo en la red previamente �jadas. Como inyec-ciones se cuentan:| los vol�umenes iniciales y �nales, que representan la capacidad de cada embalse alprincipio y al �nal, respectivamente, del periodo.| las aportaciones, el 
ujo de agua de procedencia natural que un embalse recibe(precipitaciones, escorrent��as, etc.).| las cantidades de combustible potencialmente adquiribles.? Arco. Se distinguen varios tipos:| de descarga: aquel que transporta agua y es capaz de generar electricidad pormedio de una turbina.



28 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo| de vertido: aquel que representa el agua que se vierte de un embalse por lasaturaci�on de �este y sin aprovechamiento energ�etico.| de bombeo: aquel que modeliza el agua que es bombeada desde un embalse aotro aguas arriba, con el consiguiente consumo de energ��a.| de volumen: arco que representa el agua que permanece en un embalse al �nal (oal principio) de un intervalo. Tambi�en se les conoce como de almacenamiento.| de combustible residual: arco que simboliza el combustible almacenado al �nalde un intervalo y, por tanto, disponible para posteriores intervalos.| de energ��a: aquel que representa la generaci�on de una unidad t�ermica a lo largode un intervalo. Estos arcos son de tipo \ra��z" [KENN80], ya que uno de susextremos no va a parar a ning�un nodo.? Coste probable de producci�on: funci�on que en t�erminos de la hidrogeneraci�on ex-presa la expectativa del coste de producci�on teniendo en cuenta la aleatoriedad de lademanda y de la indisponibilidad de las unidades t�ermicas.? Energ��a externa: se denomina as�� a una cantidad de energ��a que debe importarse porimposibilidad de satisfacer la demanda con los propios recursos (incluidos los contratosestablecidos con otras compa~n��as).? Orden de m�erito: ordenaci�on de las unidades de generaci�on de acuerdo a un criterioecon�omico que rige su posici�on de entrada en la mon�otona de generaci�on.Debe hacerse notar que la divisi�on del periodo en intervalos es una soluci�on habitualfrente a la imposibilidad pr�actica de determinar funciones continuas de variaci�on de lasmagnitudes hidrot�ermicas a optimizar.
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Ni) VNi;jNrXj=1[V0;j � VNi;j + NiXi=1 Ii;j ]SFigura 2.1 : a) Red hidr�aulica. b) Red hidr�aulica replicada.La Fig. 2.1.a) muestra un ejemplo de una red hidr�aulica formada por una serie de
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1) 2) Ni)F 21E21 ENi1F 2Nu ENiNu SComb.Figura 2.2 : Red t�ermica replicada.La Fig. 2.2 ilustra el concepto de red t�ermica replicada: las unidades hacen unaadquisici�on de combustible al principio del periodo (los arcos que salen del \almac�en"de combustible situado a la izquierda en la Fig. 2.2), y cada intervalo gastan parte deeste combustible, dejando un residual para intervalos posteriores. Los arcos horizontalesrepresentan el combustible residual, y las l��neas oblicuas gruesas se asimilan al produciblede una unidad en un intervalo, teniendo en cuenta un rendimiento y conversi�on de unidades(de toneladas de combustible a MWh). Se incluye igualmente un sumidero S el cual recogelos excedentes de combustible al �nal del periodo.La funci�on de coste probable de producci�on (CPP) se interpreta como una reducci�onde coste derivada del uso de energ��a hidr�aulica, a consecuencia de la disminuci�on del gastode combustibles. Desde este punto de vista, se adopta el criterio de que una generaci�onhidr�aulica nula se corresponde con reducci�on cero y que una generaci�on no nula da lugara un valor de la CPP negativo. L�ogicamente, la CPP debe ser na funci�on mon�otonadecreciente dentro de un dominio factible de hidrogeneraci�on.El orden de m�erito es, en nuestro caso, un orden �jo que responde al coste corre-spondiente a cada unidad para producir una unidad de energ��a. Bajo este criterio, parececlaro que, en principio, ninguna unidad debiera intervenir antes que la precedente hubieraalcanzado su potencia m�axima. Sin embargo, hay situaciones bajo las cuales el orden decarga debe ser diferente del orden de m�erito, por ejemplo, cuando una unidad no puedealcanzar su m�axima potencia por falta de combustible. En ese caso, la unidad limitadase desplaza m�as abajo |en el sentido de las unidades m�as caras| en el orden de m�erito,



30 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoo bien se particiona en subunidades que quedan intercaladas en posiciones inferiores, conobjeto de que la menor duraci�on de uso permita producir a m�axima capacidad.2.2 Estocasticidad del problemaEl indeterminismopresente en los varios aspectos (demanda, disponibilidadde unidades,aportaciones de agua) que intervienen en los problemas de largo plazo resulta insoslayable,pues desde hace varias decadas se ha evidenciado que estos problemas no tienen unasoluci�on satisfactoria cuando se les aplica un tratamiento de tipo determinista, ni aun enel caso de que se utilicen valores representativos tales como promedios, medianas, etc.,extraidos de la informaci�on hist�orica disponible.En lo que sigue haremos un repaso de las contribuciones que diversos autores hanhecho en este campo, haciendo hincapi�e en aquellas que suponen una mayor in
uencia enel presente trabajo.2.2.1 Obtenci�on de la mon�otona de generaci�onEl tratamiento de la carga del sistema y la demanda de energ��a, junto con la posibleindisponibilidad de las unidades, se puede solventar mediante el uso de la mon�otona deproducci�on, tambi�en llamada de generaci�on. La t�ecnica de la obtenci�on de esta mon�otonaes muy conocida, pues se viene utilizando desde hace treinta a~nos, [BAL�E67]. [BOOT72]es un art��culo que, sin aportar nada nuevo al trabajo [BAL�E67], contribuy�o a la difusi�on dedicha t�ecnica en el �ambito anglosaj�on, cuando el trabajo de Bal�eriaux et al. a�un no hab��aalcanzado popularidad. Basado en el m�etodo de la convoluci�on, se calcula la distribuci�onde probabilidad de la suma de la carga y de la potencia en fallo de las unidades t�ermicas,bajo el supuesto de que la carga y la indisponibilidad de estas unidades son acontecimientosindependientes. Realizando secuencialmente convoluciones con las unidades dispuestas enorden de m�erito econ�omico, pueden calcularse diversos indicadores tal como cu�al es lacontribuci�on media a la producci�on de cada una de ellas, la probabilidad de p�erdida decarga (conocido en la literatura como LOLP: loss of load probability), el tiempo probabledurante el que no sea posible satisfacer la demanda (LOLE: loss of load expectation), ouna estimaci�on de la energ��a externa que habr�a que importar (EUE: expected unservedenergy). Dos muestras de la bibliograf��a que hacen referencia a estos conceptos con notableprecisi�on son [WANG94] y [ANDE90].Esta t�ecnica ha sido seguida de muchas variantes, que han supuesto en la pr�acticaprocedimientos alternativos. Entre ellos se encuentra el m�etodo de los momentos, basadoen el desarrollo en serie de la funci�on de densidad de una variable gaussiana, suponiendoque las condiciones del Teorema Central del L��mite son aplicables. Este teorema establecelas hip�otesis para que la suma de un gran n�umero de variables aleatorias cualesquierapueda considerarse como gaussiana. El llamado m�etodo de los cumulantes es otro m�etodomuy extendido que tiene bastantes puntos en com�un con el anterior. Aparecen descritosen los trabajos [RAU80] y [STRE80], entre otras referencias, y tambi�en cuentan con unalarga secuela de seguidores que aportan su particular visi�on; por ejemplo, en [SING91] se



2 DEFINICI �ON Y ANTECEDENTES 31utilizan distribuciones gamma en vez de normales. Existen principalmente dos variantesa la hora de expansionar la funci�on en serie, que son el desarrollo de Gram-Charlier y eldesarrollo de Edgeworth, aunque no presentan diferencias importantes entre ellos. Sonm�etodos considerados como m�as r�apidos que el de Bal�eriaux et al., pero pueden adole-cer de imprecisiones, ya que en general la serie se debe truncar a un n�umero moderadode t�erminos, y los c�alculos implicados suelen concentrarse en la cola de la distribuci�on,all�� donde la imprecisi�on es mayor. Otro m�etodo para realizar el proceso de convoluci�on[ALLA81] usa el procedimiento de la Transformada R�apida de Fourier, que tiene la ven-taja de limitar el tiempo de ejecuci�on a una tasa lineal con el n�umero de puntos a serconvolucionados. De todas maneras, si no se requiere que el procedimiento de convoluci�onintervenga de manera intensiva (dentro de un proceso iterativo, por ejemplo), la gananciade tiempo de c�alculo en los computadores actuales puede ser insigni�cante.A menudo, la mon�otona se representa con un n�umero peque~no de niveles de poten-cia, por ejemplo [SHER85], [MACE96], y otros autores m�as implicados en �abilidad desistemas, en donde el uso de mon�otonas tambi�es es habitual. En problemas a largo plazo,esta discretizaci�on de la potencia ha encontrado su justi�caci�on por el empleo de t�ecnicascomo el uso de escenarios o la programaci�on din�amica, que precisan generalmente de unasimpli�caci�on del conjunto de estados del sistema.
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Figura 2.3 : Funci�on de coste probable de producci�on.La t�ecnica descrita en [BAL�E67] ten��a originalmente por objeto convolucionar la cargaprevista con la potencia en fallo de unidades t�ermicas. El tratamiento no considerabaunidades hidr�aulicas. Con posterioridad, Viramontes y Hamilton [VIRA78] describen unm�etodo para incluir la producci�on hidr�aulica, ubicando �esta en diferentes posiciones entrelas unidades t�ermicas: de esta manera genera una funci�on de coste de producci�on depen-diente de la cantidad de hidrogeneraci�on que, obviamente, es una funci�on decreciente (verFig. 2.3). La opci�on de simular distintas ubicaciones de la unidad hidr�aulica permite evitarla cuesti�on no resuelta de cu�al es la posici�on apropiada de una unidad hidr�aulica dentrodel orden de m�erito v�alido para unidades t�ermicas, pero la principal objeci�on que se puedehacer al m�etodo expuesto en [VIRA78] es que asigna una disponibilidad de 1 a la capacidadhidr�aulica, lo cual no es aceptable dado su car�acter indeterminista.



32 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoEn el cap��tulo dedicado a simulaci�on probabil��stica de la producci�on de [WANG94] seanaliza detalladamente el problema de la inclusi�on de unidades hidr�aulicas (de generaci�ony de bombeo), se~nalando expl��citamente que la simulaci�on con unidades hidr�aulicas resultacomputacionalmente inabordable, por lo que propone algunas simpli�caciones:{ combinar todas las unidades hidr�aulicas en una sola{ ignorar el factor de fallo de las unidades hidr�aulicas{ buscar una posici�on idonea en la mon�otona de carga para modi�car �esta, teniendo encuenta posteriormente s�olo las unidades t�ermicasPueden encontrarse otros trabajos que incorporan la energ��a hidr�aulica en la con-voluci�on de la mon�otona, aunque sin profundizar excesivamente en su car�acter estoc�astico;as��, en [MACE96] se le da un tratamiento semejante a una unidad t�ermica. [P�ERE96] em-plea un procedimiento semejante al de Viramontes y Hamilton para determinar funcionesde coste de producci�on, convolucionando con la hidrogeneraci�on esperada. En general, lasplantas hidr�aulicas no se contemplan en su propia dimensi�on indeterminista. Lo normal esacudir a ellas para el descrestado de la mon�otona o para sustituir las unidades m�as caras,[CONT90]. En [NAB95], la contribuci�on hidr�aulica se descompone en una parte determin-ista y una estoc�astica; la primera sirve para descrestar la mon�otona de generaci�on y de lasegunda se toma su esperanza, que se coloca entre las unidades t�ermicas. En el cap��tulo10 de esta tesis se explica m�as detalladamente el mecanismo empleado. En el cap��tulo8 se introduce una t�ecnica pensada en incorporar los aspectos estoc�asticos de la energ��ahidr�aulica en un m�etodo aplicable para resolver el problema LTHGO.Hay que mencionar que algunos autores consideran que el empleo de la mon�otona degeneraci�on no es apropiado por:{ la p�erdida del sentido lineal del tiempo{ una imprecisa modelizaci�on de las operaciones con las plantas hidr�aulicas{ unas imprecisas estimaciones de la producci�on de energ��a y costes de combustible delas unidades marginalessi bien estas opiniones son mejor comprendidas cuando se hacen desde el punto de vistadel despacho a medio plazo; una alternativa usual es el empleo de t�ecnicas de simulaci�onde fallos, mediante el m�etodo de Monte Carlo, [SCUL92], [PANG91], los cuales son ejem-plos que incluyen una aproximaci�on a los sistemas de corto plazo, ya que contemplan unesquema para la asignaci�on de unidades. En el estado del arte actual, no se suele llegar atal nivel de detalle cuando el estudio cubre un periodo largo, dejando la determinaci�on delas operaciones m�as precisas para la coordinaci�on a corto plazo.2.2.2 Tratamiento de las aportaciones naturales2.2.2.1 Dependencia de las aportacionesLos embalses con capacidad de regulaci�on reciben grandes cantidades de agua conorigen de car�acter aleatorio: precipitaciones, deshielo, escorrent��as, etc. Proviniendo siem-pre en �ultima instancia de fen�omenos meteorol�ogicos, esta clase de aportaciones resulta



2 DEFINICI �ON Y ANTECEDENTES 33especialmente complicada de incluir en los m�etodos de coordinaci�on debido al escasoconocimiento que se tiene de estos fen�omenos. Ello impide contar con t�ecnicas de esti-maci�on de aportaciones futuras lo su�cientemente �ables; la variabilidad intr��nseca de lasaportaciones s�olo se puede reducir en previsiones a corto plazo. Por otra parte, la cantidadde aportaciones que recibe un punto de la red hidr�aulica puede estar ligado a las aporta-ciones en otros puntos y tambi�en con otros intervalos. La dependencia parcial establecidaen estos t�erminos ser��a otro factor de complejidad introducido por las aportaciones.En consecuencia, la di�cultad de encontrar un modelo estoc�astico apropiado |a difer-encia de lo que sucede con la carga o la disponibilidad de las unidades t�ermicas| es unode los m�as duros problemas que afronta la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo.El modelo hidr�aulico tambi�en resulta ser m�as complejo que su equivalente t�ermico acausa de que las descargas de un embalse son recogidas por los que se encuentran aguasabajo. Este acoplamiento hidr�aulico (y la correlaci�on de las aportaciones) es dejado de ladocuando se consideran t�ecnicas de agregaci�on, suponiendo que todas las plantas hidr�aulicasse concentran en una equivalente. Este es el tratamiento de [CONT90], [CRUZ95] o de[VIRA78]. [SHER85] identi�ca cadenas de embalses en cascada para agregarlos en una solaplanta. El m�etodo, llamado en general representaci�on compuesta, presenta importantesinconvenientes:{ No pueden imponerse restricciones particulares de cada embalse{ La desagregaci�on o aplicaci�on de la soluci�on �optima a cada embalse no es inmediata.En uno de estos trabajos, [CRUZ95], la desagregaci�on se realiza de forma \no par-alela", es decir, sin suponer paralelismo en la operaci�on de cada embalse, mediante laaplicaci�on de unas reglas no lineales de funcionamiento obtenidas a partir de registroshist�oricos.2.2.2.2 M�etodos aplicados para la temporalidadLas dependencias temporales se han considerado en algunos casos, [R�TT92], [SHER85],haciendo uso de modelos autorregresivos de orden 1, es decir:Ii = zi�1Ii�1 + �idonde zi�1 es el coe�ciente de autorregresi�on para el instante i, y �i un t�ermino estoc�asticoindependiente respecto de otros intervalos. Los par�ametros de este modelo se determinanmediante t�ecnicas de series temporales empleando el conjunto de aportaciones hist�oricas.Para conocer m�as acerca de estas t�ecnicas puede consultarse el texto cl�asico de Box, Jenkinsy Reinsel [BOXJ94].2.2.2.3 Panor�amicaEn un trabajo fechado en 1991, [REZN91], se muestra una panor�amica de los princi-pales m�etodos que se emplean en la modelizaci�on estoc�astica de operaciones con embalsesdirigidas a varios objetivos, entre ellos por supuesto el de la generaci�on de energ��a. Algunosde los m�etodos que aparecen descritos son:{ Programaci�on estoc�astica lineal. Modelo lineal, que adopta variables discretizadas, y



34 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoaportaciones siguiendo una cadena de Markov de primer orden.{ Programaci�on estoc�astica lineal con recurso (\with recourse"). La soluci�on se obtienea trav�es de decisiones que se toman por etapas, en las que se asignan valores a lasvariables aleatorias que intervienen en la formulaci�on.{ Programaci�on lineal con restricciones probabil��sticas (\chance-constrained"). Trasladala variabilidad del problema a condiciones en las restricciones de forma P(Tx � p) � �,donde x ser��a el vector de decisi�on y � un vector constante.{ Programaci�on estoc�astica din�amica (SDP). Un m�etodo muy popular, por su capacidadpara resolver situaciones complejas o no lineales. El proceso de optimizaci�on se de-sarrolla a trav�es de un proceso de decisi�on multi-etapa, que contempla probabilidadescondicionadas entre dos intervalos consecutivos.Hay que se~nalar que la programaci�on lineal con restricciones probabil��sticas poseeel inconveniente de tener que �jar unos niveles de riesgo �, sin conocer previamente elcoste que esta decisi�on pueda suponer. Con esta t�ecnica se alinean algunos autores, como[P�ERE96]. Las t�ecnicas restantes pueden tener problemas computacionales; en situacionesreales, la dimensi�on del modelo llega a ser intratable si no se limita radicalmente el n�umerode situaciones a considerar y la discretizaci�on que se aplica a las variables que intervienenen el problema. Por esta raz�on, es corriente que los valores que pueden tomar las variablesde los modelos que siguen estas t�ecnicas se reduzcan a dos o tres diferentes, consider-ados como representativos del total, aunque ello suponga que las soluciones alcanzadasadolezcan de una importante de�ciencia descriptiva. A�un as��, se cuentan abundantes ref-erencias de autores que optan por alguno de los m�etodos apuntados: por la SDP, [VIRA78],[CONT90], [SHER85]. [GORE92] y [R�TT92] optan por una forma especial, la progra-maci�on din�amica dual, en la que la inclusi�on del dual de un subproblema en la formulaci�onde los costes supone una modelizaci�on alternativa que consigue evitar la discretizaci�on deestados.2.2.2.4 Programaci�on con escenariosBajo la denominaci�on de \programaci�on con escenarios" (SO) se pueden encontrarun buen n�umero de trabajos que abordan la estocasticidad de un problema de esta man-era. El m�etodo de los escenarios se puede tomar como una manera de implementar laprogramaci�on estoc�astica lineal con recurso, sin destacar m�as que algunas diferencias quese localizar��an a nivel de modelizaci�on. Un escenario es una asignaci�on posible de las vari-ables aleatorias del problema; bajo esta situaci�on, el problema en cuesti�on se resuelve deforma determinista. Seg�un Dembo, [DEMB91], se trata de encontrar una pol��tica factibleque sea un compromiso entre todas las soluciones determinadas bajo los diferentes esce-narios. Hemos enfatizado la palabra \factible" por su especial signi�cado, que en el textode Dembo quiere decir:� x es factible cuando| satisface las restricciones deterministas, Adx = bd, x > 0, y| minimizaPs pskAsx � bsk (ps es la probabilidad asociado al escenario s)La descripci�on de una aplicaci�on del m�etodo de los escenarios llevado al campo de lageneraci�on hidr�aulica se encuentra en [�ALVA94], trabajo realizado por M. �Alvarez, C.M.



2 DEFINICI �ON Y ANTECEDENTES 35Cuevas, L.F. Escudero, J.L. de la Fuente, C. Garc��a y F.J. Prieto, en donde se proponeuna implementaci�on paralela a usar con una red de ordenadores interconectados.Dembo apunta algunas caracter��sticas que, a su juicio, distinguen la programaci�onestoc�astica din�amica de la optimizaci�on con escenarios:� La SDP est�a forzada a agregar embalses, mientras que la SO debe agregar futurosescenarios de aportaciones.� En la SPD, las variables de decisi�on se discretizan, y se emplea un algoritmo deenumeraci�on para hallar una soluci�on �optima, recorriendo recursivamente el horizontede tiempo dividido en etapas. Las variables en la SO pueden ser continuas, y participanen una serie de problemas deterministas m�as un solo problema de coordinaci�on.2.2.2.5 Contribuci�on del presente trabajoLas t�ecnicas descritas hasta aqu�� presentan caracter��sticas \explosivas": de una man-era u otra, tienen que explicitar diferentes posibles situaciones con lo que f�acilmente losproblemas alcanzan dimensiones inmanejables, a no ser que recurran a importantes simpli-�caciones en el modelo (agregaci�on, discretizaci�on). Frente a esta situaci�on est�a la t�ecnicamultiart��culo, [NAB93], [NAB95], la cual se basa en el empleo de variables aleatorias rep-resentadas por un conjunto de art��culos que se mueven juntos por una red com�un. Conc-retamente, las aportaciones naturales, las descargas, vertidos y bombeos, y los vol�umenesalmacenados en el embalse en cada intervalo son variables aleatorias, y cada arco que rep-resenta una de estas magnitudes sirve de canal por el que viajan K variables escalares, queson en de�nitiva los K art��culos que de�nen una variable estoc�astica del problema. Si Arepresenta la matriz de incidencias de una red, un problema de 
ujo multiart��culo por talred debe incluir restricciones de este estilo:AXk = Rk; k = 0; : : : ;K � 1El 
ujo por redes multiart��culo es bastante especializado, aunque cada vez con mayorfrecuencia se van observando referencias tratando el tema. El texto [KENN80] incluyedescripciones de tres procedimientos que pueden utilizarse para resolver el problema linealde 
ujo por una red multiart��culo: particionamiento primal, descomposici�on dictada porprecios y descomposici�on dictada por recursos. Basado en el primero de estos m�etodosse ha dise~nado el programa PPRN [CAST94], que ha sido utilizado en algunas partes deeste trabajo. El uso de programas especializados en redes multiart��culo es especialmenteinteresante, ya que aprovechan la estructura especial de las restricciones para disminuirla dimensi�on de la base de trabajo, pudiendo obtener importantes ganancias en el tiempode ejecuci�on para la resoluci�on de problemas, frente a otros programas de optimizaci�ongeneral, como Minos [MURT83]. A�un as��, para este trabajo de tesis Minos ha sido laprincipal herramienta empleada, a causa de que el esfuerzo predominante se ha efectuadosobre la modelizaci�on de los problemas que nos ocupan.Como los modelos concretos se describen en detalle en posteriores cap��tulos, diremosaqu�� solamente que la soluci�on multiart��culo a uno de los problemas rese~nados se corre-sponde con una pol��tica, determinada por las distribuciones obtenidas para el 
ujo en losarcos de la red hidr�aulica replicada, y que se aplica cuando se conocen previsiones de las



36 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoaportaciones naturales, adem�as de la situaci�on inicial de nivel en los embalses. Natural-mente, esta pol��tica proporciona un marco a largo plazo sobre el que efectuar decisionesm�as precisas en la coordinaci�on a corto plazo. Transcurrido el horizonte de tiempo del quese ocupa la coordinaci�on a corto plazo, es necesario actualizar la pol��tica de largo plazosolucionando de nuevo el problema con las nuevas previsiones.La distribuci�on de probabilidad del 
ujo que viaja por un arco es del tipo que cono-cemos como de bloques rectangulares, ya que no se ha encontrado una denominaci�onalternativa en la literatura. Los cap��tulos 3-6 tratan en detalle de la de�nici�on matem�aticay propiedades estad��sticas de este tipo de variables aleatorias, basadas en una funci�on dedistribuci�on lineal a trozos. Los puntos X0k que determinan los segmentos de la funci�onde distribuci�on de una variable X cumplen:P(X � X0k) = kK � 1 ; k = 0; : : : ;K � 1y estos K puntos son los que se corresponden con cada art��culo. El cap��tulo 7 sirvepara presentar en su forma de�nitiva los conceptos que relacionan el tratamiento de laestocasticidad y el uso de una red multiart��culo.2.3 Formulaci�on2.3.1 Coordinaci�on hidrot�ermicaEl problema de coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo (LTHTC), siguiendo de cercala propuesta que aparece en [NAB95], utiliza las redes hidr�aulica y t�ermica replicadas, yse puede formular inicialmente como:min NiXi=1 yiXEiX + NuXj=1 yjZj (2:1)s.t. P ij � Pj i = 1 : : : Ni; j = 1 : : : Nu (2:2)NuXj=1Eij +Gi = bEi i = 1 : : : Ni (2:3)P i = �i(Ei; Gi) i = 1 : : : Ni (2:4)Gi = �i(Xi; Vi�i; Vi) i = 1 : : : Ni (2:5)� Zj = F 1j + "jE1jF i�1j = F ij + "jEij i = 2 : : : Ni� j = 1 : : : Nu (2:6)Xa2AnXi;a + Vi�i;n + Ii;n = Xa2
nXi;a + Vi;ni = 1 : : : Ni; n = 1 : : :Nr (2:7)Xi;a � Xa para todo arco a; i = 1 : : : Ni



2 DEFINICI �ON Y ANTECEDENTES 37Vi;n � Vn i = 1 : : : Ni; n = 1 : : :Nr (2:8)donde:Ni: n�umero de intervalosNu: n�umero de unidades t�ermicasNr: n�umero de embalsesyj : coste de una unidad de combustible adquirido por la unidad jyiX : coste de una unidad de energ��a externa importada durante el intervalo iEiX: energ��a externa importada durante el intervalo iP ij : potencia de la unidad j a lo largo del intervalo i (limitada por su capacidad Pj)Eij: energ��a producida por la unidad j a lo largo del intervalo i"j : e�ciencia de la unidad j en generaci�on.Gi: energ��a de procedencia hidr�aulica en el intervalo ibEi: demanda de energ��a en el intervalo i�i(�): una funci�on por concretar que relaciona para cada intervalo i la generaci�on t�ermicae hidr�aulica con la potencia.�i(�): una funci�on por concretar que a partir de los arcos X de descarga y los vol�umenesen cada embalse obtiene el valor de la generaci�on hidr�aulica para el intervalo i.F ij : combustible residual de la unidad j al �nal del intervalo iAn: conjunto de arcos de la red hidr�aulica que inciden en el n-�esimo embalse
n: conjunto de arcos de la red hidr�aulica que salen del n-�esimo embalseVi;n: arco de volumen del n-�esimo embalse al �nal del intervalo i, con capacidad m�aximaVn;| si i=0, volumen inicial| si i=Ni, volumen �nalIi;n: aportaci�on del n-�esimo embalse durante el intervalo i (par�ametro indeterminista).Xi;a: un arco de la red hidr�aulica replicada (del intervalo i), diferente de los de volumen,con capacidad m�axima Xa. Se pueden distinguir:| los arcos de descarga, Di;a| los arcos de bombeo, Bi;a| los arcos de vertido, Si;aLa funci�on objetivo (2.1) hace intervenir los costes implicados, suponiendo s�olo costespor gasto de combustible y por compra de energ��a externa con car�acter de emergencia. Larestricci�on (2.2) se re�ere a una restricci�on de potencia para las unidades t�ermicas parano superar su capacidad; (2.3) expresa la condici�on de cumplimiento de la demanda deenerg��a. (2.4) y (2.5) expresan impl��citamente la relaci�on que tienen la potencia de lasunidades y la generaci�on hidr�aulica con las variables independientes. (2.6) establece unarelaci�on de balance entre el combustible y la generaci�on obtenida. Las ecuaciones (2.7)son las ecuaciones de balance de la red hidr�aulica replicada, mientras (2.8) se re�ere a lascotas superiores sobre las variables hidr�aulicas.La formulaci�on que aparece en (2.1)-(2.8) es m�as bien un esquema sobre el que conviene



38 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazorealizar algunos comentarios:{ No se han diferenciado expl��citamente las variables independientes de lo que podr��anser solamente expresiones dependientes de aquellas. Por ejemplo, P ij es funci�on deotras variables, pero su modelizaci�on quedar��a fuera de lo que es un esquema general;as��mismo con Gi, y otras variables.{ Tambi�en se han hecho ciertas relajaciones que han permitido una presentaci�on m�assimple: por ejemplo, podr��an haberse incluido restricciones sobre la potencia hidr�aulica,o Nf combustibles diferentes a disposici�on de las plantas t�ermicas.{ Por la misma raz�on, se ha obviado la formulaci�on de restricciones de naturaleza anexaal problema, impuestas por razones medio-ambientales, seguridad, etc.{ Es necesario remarcar que algunos par�ametros y variables del problema son intr��nsecamenteestoc�asticos, como Ii;n, aunque la formulaci�on planteada no lo destaca. En general,para abordar aspectos estoc�asticos es necesario un replanteamiento profundo del mod-elo.{ Dicha formulaci�on, en �n, tiene el prop�osito de concentrar la atenci�on en los puntosesenciales:* la procedencia del coste* la satisfacci�on de la demanda, cumpliendo las restricciones de capacidad* la anterior restricci�on liga el factor hidr�aulico con el t�ermico* el equilibrio de 
ujos en las redes t�ermica e hidr�aulica2.3.2 Optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulicaEl problema de la optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulica a largo plazo (LTHGO)intenta hallar valores apropiados para las variables de la parte hidr�aulica, minimizando unafunci�on de reducci�on del coste probable de producci�on seg�un la generaci�on hidr�aulica quesustituye la modelizaci�on detallada de la parte t�ermica que se da en un modelo acopladocomo el mostrado para el problema LTHTC.Formularemos en una primera aproximaci�on el problema LTHGO de esta manera:min 	(X;V ) = NiXi=1 	i(Xi; Vi�1; Vi) (2:9)s.t. Xa2AnXi;a + Vi�i;n + Ii;n = Xa2
nXi;a + Vi;ni = 1 : : :Ni; n = 1 : : : Nr (2:10)Xi;a � Xa para todo arco a; i = 1 : : : NiVi;n � Vn i = 1 : : : Ni; n = 1 : : :Nr (2:11)siendo 	i(�) una funci�on para el i-�esimo intervalo que devuelve el coste probable de pro-ducci�on, teniendo en cuenta los valores de las descargas, los bombeos y los vol�umenesiniciales y �nales de cada embalse en el intervalo. Al igual que el anterior, este modelo di-vide el periodo en Ni intervalos. Como esta formulaci�on ha de ser considerada nuevamente



2 DEFINICI �ON Y ANTECEDENTES 39como un esquema, debe precisarse que los aspectos estoc�asticos no aparecen re
ejados, as��como otros puntos de inter�es, como la limitaci�on de la potencia y generaci�on hidr�aulicaseg�un la oferta y la demanda presente. El enfoque que se ofrece es igualmente cercanoal que aparece en el art��culo [NAB93], el cual presenta la metodolog��a que es la base deltrabajo realizado y que se describe en esta tesis.Cuando se escoge un modelo desacoplado, se estar��a asumiendo que:{ los mantenimientos de las unidades t�ermicas est�an determinados.{ igualmente se conocen los contratos de compra y adquisici�on de combustible.{ no hay limitaci�on en la disponibilidad y uso de los combustibles.Con estos supuestos, es posible optimizar en primer lugar la generaci�on hidr�aulica, ydespu�es pasar a optimizar la parte t�ermica, teniendo en cuenta el resultado de la etapaanterior e intentando satisfacer la demanda de la manera m�as econ�omica posible. El modeloacoplado no necesita efectuar estos dos pasos ya que considera todas las variables a la vez,pero resulta ser un modelo bastante m�as complicado de programar y de resolver.
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CAP�ITULO 3VARIABLES ALEATORIAS DE BLOQUES3.1 De�nici�onConocidos un valor entero positivo K y un vector � 0 = (�1; : : : ; �K�1) de K{1 valoresreales que cumplen las propiedades:� �i � 0; i = 1 : : :K � 1� K�1Xi=1 �i = 1se de�ne la variable aleatoria real X como variable aleatoria de K{1 bloques rectangulares(o simplemente de bloques) si tiene una funci�on de densidad como:fX(x) = 8>>>>>>>><>>>>>>>>: �1X01 �X0 X0 < x < X01�2X02 �X01 X01 < x < X02: : : �K�1X0K�1 �X0K�2 X0K�2 < x < X0K�1no de�nida x = X0i; i = 0 : : : K � 10 en otro caso (3:1)Destacaremos que la notaci�on X0;X01; : : : ;X0K�1 va a constituir una caracter��sticade las variables aleatorias de bloques; m�as adelante precisaremos su signi�cado. La funci�onde distribuci�on de la variable X, FX(x) se encuentra del modo usual, por integraci�on defX(x) en el intervalo (�1; x], el cual se reduce a [X0; x] de acuerdo con el dominio dede�nici�on de (3.1). La funci�on de distribuci�on de una variable de bloques es siempre una



42 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazofunci�on lineal de�nida a trozos en los segmentos (X0i�1;X0i), para i de 1 a K{1:FX(x) = 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>: �1X01 �X0 (x �X0) X0 � x < X01�1 + �2X02 �X01 (x �X01) X01 � x < X02: : :K�2Xi=1 �i + �K�1X0K�1 �X0K�2 X0K�2 � x < X0K�10 x < X01 x � X0K�1 (3:2)Aunque fX no est�a de�nida en los puntos X0;X01; : : : ;X0K�1, podremos asignar adichos puntos un valor en la funci�on de distribuci�on gracias a que �esta es por de�nici�on:FX(x) = P (X � x);donde P viene a ser la probabilidad del espacio de probabilidad (
; �; P ) asociado a X.De aqu�� se deduce que FX es continua por la derecha en todo el dominio, y si X0i�1 <X0i entonces tambi�en es continua por la izquierda en X0i. En las expresiones (3.1) y(3.2) aparecen los s��mbolos X0;X01; : : : ;X0K�1, que se denominar�an cuantiles debido ala propiedad: P (X � X0i) = iXj=1 �j (3:3)Dado que las cantidades� son positivas, entonces los cuantiles deben estar ordenadosseg�un se indica a continuaci�on: X0 � X01 � : : : � X0K�1
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b)a) 1�1+�2�1 X01 X03 XX02FX
X0X03X0 X01 X02�1 �3�2Figura 3.1 : Distribuci�on de una variable de bloques. a) Funci�on de densidad deuna variable de bloques. b) Funci�on de distribuci�on asociada.V�ease en la Fig. 3.1 un ejemplo gr�a�co de funci�on de densidad y funci�on de dis-tribuci�on de una variable de bloques, con la caracter��stica forma de rect�angulos yuxta-



3 VARIABLES ALEATORIAS DE BLOQUES 43puestos de fX , y la de l��nea quebrada de FX .3.2 MomentosEl operador esperanza (abreviado E[�]) aplicado a una variable aleatoria continua Xque posea funci�on de densidad viene dado por la expresi�on:E[X] = Z +1�1 xfX (x)dx (3:4)Si en (3.4) se utilizan las potencias de X, las variables X2, X3, ..., Xn en general,entonces la expresi�on se convierte en:E[Xn] = Z +1�1 xnfX(x)dx; n � 1 (3:5)donde E[Xn] se denomina momento de orden n-�esimo.A la hora de calcular los momentos de una variable aleatoria de bloques, hay queprestar atenci�on al hecho de que su dominio de de�nici�on est�a formado por una serie desegmentos consecutivos. Por tanto, la integral de (3.5) se puede resolver f�acilmente creandoparticiones seg�un dichos segmentos. Es decir, sea X una variable aleatoria de K{1 bloquesy con funci�on de densidad de�nida como en (3.1) a trav�es de un conjunto de cuantilesfX0i; i = 0 : : :K � 1g. Entonces, para hallar el momento de orden n de X:E[Xn] = K�1Xi=1 Z X0iX0i�1 xnfX(x)dx= K�1Xi=1 Z X0iX0i�1 xn �iX0i �X0i�1 dx= 1n+ 1 K�1Xi=1 �iX0i �X0i�1 ((X0i)n+1 � (X0i�1)n+1) (3:6)Nos interesan particularmente los momentos de primer y segundo orden. Entonces,tomando (3.6) y simpli�cando queda:E[X] = 12 K�1Xi=1 �i(X0i +X0i�1)E[X2] = 13 K�1Xi=1 �i �(X0i)2 + (X0i�1)2 +X0iX0i�1�De hecho, estos son t�erminos particulares de la expresi�on general:



44 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoE[Xn] = 1n+ 1 K�1Xi=1 �i 24 nXj=0(X0i�1)j � (X0i)n�j35Y con esto de�nimos ya la esperanza y la variancia de X de la manera usual:�X � E[X] (3:7)�2X � Var[X] � E[X2]� (E[X])2 (3:8)3.3 Dos variables de bloquesSean X e Y dos variables aleatorias de bloques. Por razones de simplicidad, consid-eraremos que ambas son de K{1 bloques y comparten el mismo vector de probabilidades�. Se de�ne la funci�on de densidad conjunta fX;Y (x; y) como:fX;Y (x; y) = ri;j para i,j tal que 8<:X0i�1 < x < X0iY 0j�1 < y < Y 0jcon 1 � i; j � K � 1 (3:9)
f (x,y)

X,Y

Y

X Figura 3.2 : Funci�on de densidad conjunta de dos variables de bloques.La de�nici�on de esta funci�on est�a claramente inspirada en la forma de las funcionesde densidad univariantes, y es su l�ogica extensi�on a un dominio de dos dimensiones. Comose puede apreciar en el ejemplo gr�a�co de la Fig. 3.2, la funci�on de densidad bivariantetiene la forma de un conjunto de paralelep��pedos dispuestos sobre una malla rectangulardeterminada por los cuantiles deX e Y , y de altura ri;j . Al igual que en el caso univariante,



3 VARIABLES ALEATORIAS DE BLOQUES 45fX;Y (x; y) no est�a de�nida en los puntos que est�an sobre los cuantiles, aunque esto noimpide que dicha funci�on sea integrable, con lo cual tiene sentido hablar de la probabilidad:P (fX � x \ Y � yg) o, lo que es lo mismo, de la funci�on de distribuci�on conjunta:FX;Y (x; y) = Z x�1 Z y�1 fX;Y (u; v)dv duLa adopci�on de (3.9) como la forma de la funci�on de densidad conjunta de variablesde bloques tiene el prop�osito de aportar una cierta facilidad al tratamiento de algunosproblemas, pero no establece que sea la �unica forma que puede presentar la funci�on dedensidad conjunta de este tipo de variables. Por poner un ejemplo, la siguiente funci�on noconstante:fX;Y (x; y) = � 1 + (a � 2ax) sin(2�y); 0 < x < 1; 0 < y < 1 (0 < jaj � 1)0; en otro caso
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Figura 3.3 : Ejemplo de funci�on de densidad conjunta no constante.que aparece representada en la Fig. 3.3, da lugar a dos funciones de densidad marginal(por integraci�on respecto X o respecto Y ) que corresponden a sendas variables uniformes[0,1], y que claramente entran dentro de la clase de variables de bloques |con K=2.A continuaci�on se enuncian tres propiedades aplicables cuando se tienen dos variablesaleatorias de bloques con funci�on de densidad conjunta fX;Y tal como en (3.9):K�1Xi=1 K�1Xj=1 ri;j (X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1) = 1 (3:10)fX(x) =K�1Xj=1 ri;j (Y 0j � Y 0j�1) = �i(X0i �X0i�1) = ri: i = 1 : : : K � 1 (3:11)



46 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazofY (y) =K�1Xi=1 ri;j (X0i �X0i�1) = �j(Y 0j � Y 0j�1) = r:j j = 1 : : : K � 1 (3:12)La primera propiedad (3.10) se re�ere al hecho de que bajo una curva de densidad bi-variante se encierra un volumen de una unidad. Solucionando la integral R +1�1 R+1�1 fX;Y (u; v)dv duse llega trivialmente a que tal volumen es la suma de los vol�umenes de cada bloque, quees la expresi�on que aparece a la izquierda de la igualdad en (3.10). La segunda y tercerapropiedades equivalen a decir que las distribuciones marginales deben ser iguales a lasdistribuciones de X e Y , y los t�erminos que aparecen con el sumatorio en (3.11) y (3.12)son los que resultan de solucionar las integrales correspondientes (consultar el ap�endice 1al �nal del documento).Estas 2K{1 ecuaciones no son totalmente independientes. Por ejemplo, es sencillocomprobar que las K{1 ecuaciones de (3.11) se pueden transformar en:(X0i �X0i�1)K�1Xj=1 ri;j(Y 0j � Y 0j�1) = �i;y que, puesto que por hip�otesis P�i es igual a 1, la suma de todos los t�erminos de laizquierda en este conjunto de ecuaciones tambi�en es 1, resultando ser exactamente lo quepostula la ecuaci�on (3.10). A id�entico resultado llegamos utilizando las ecuaciones (3.12),de donde se deduce que entre estas K{1 ecuaciones y aqu�ellas otras tambi�en existe ungrado de dependencia lineal.De lo anterior se deduce que existen 2K{3 ecuaciones linealmente independientesy (K{1)2 inc�ognitas ri;j . Admitamos por un momento que se conocen perfectamente lasvariablesX e Y pero que nada se sabe de su funci�on de densidad conjunta. Para un caso notrivial, con K > 2, tendr��amos (K{2)2 grados de libertad para mover nuestras inc�ognitas,obteniendo in�nitas soluciones v�alidas para fX;Y . El resultado es perfectamente normal,puesto que en general las distribuciones marginales no determinan la distribuci�on conjunta;solamente en el caso en que X e Y sean independientes, entonces y s�olo entonces se cumpleque: fX;Y (x; y) = fX(x)fY (y), o sea:ri;j = �i�j(X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1)El caso que no hab��amos considerado de K=2, teniendo en cuenta c�omo son porde�nici�on (3.1) y (3.9) tales funciones, fuerza a que las dos variables sean independientes; espor ello el �unico caso en que el sistema planteado resultar��a ser compatible y determinado.A partir de la de�nici�on de covariancia de dos variablesX e Y , que se puede encontraren el ap�endice 1, para dos variables de bloques se llega a:Cov[X;Y ] = 14 K�1Xi;j=1 ri;j (X0i�X0i�1)(X0i+X0i�1�2�X)(Y 0j�Y 0j�1)(Y 0j+Y 0j�1�2�Y )(3:13)



3 VARIABLES ALEATORIAS DE BLOQUES 47Tomando la expresi�on de (3.13), se puede obtener un indicador estandarizado entre{1 y 1 como es el coe�ciente de correlaci�on lineal:�X;Y = Cov[X;Y ]�X�Y (3:14)Finalmente, expresaremos cu�al es la forma que resulta para las funciones condi-cionadas. Puesto que: fXjY=y(x) = fX;Y (x; y)fY (y) ;en el caso de que se suponga un valor y entre Y 0j�1 y Y 0j , entonces:fXjY=y(x) = ri;j�j (Y 0j � Y 0j�1); X0i�1 < x < X0iHay que hacer notar que el hecho de disponer de informaci�on relativa a una de lasvariables|a la Y en este caso|, puede modi�car sensiblemente las probabilidades inicialesasociadas a un acontecimiento:P (X0i�1 < x < X0i) = �iP (X0i�1 < x < X0ijY 0j�1 < y < Y 0j) = ri;j�j (Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1) (3:15)Es decir, una variable de bloques condicionada sigue presentando una forma como lade la Fig. 3.1.a), pero el �area del rect�angulo i no ser�a ya �i, a no ser que ambas variablessean independientes. En este caso se cumple que:ri;j = �iX0i �X0i�1 � �jY 0j � Y 0j�1y, en consecuencia, (3.15) se simpli�ca en el valor �i, que es la probabilidad inicial.3.4 Comentario �nal sobre la notaci�onLos llamados cuantiles de una variable de bloques X se denotan, tal como se ha dichocon anterioridad, con el nombre de la variable y una especie de exponente que representasu posici�on; este n�umero siempre empieza con 0, y puede seguirle una cifra entre 1 y K�1(se except�ua el primer caso, que se escribe sin segunda cifra, X0).La potenciaci�on de un cuantil se denota siempre con preferencia para el identi�cadordel cuantil, tal como en �X0k�n.A lo largo de este documento se emplear�a preferiblemente esta notaci�on. Sin embargo,existe la costumbre de usar la diferencia de cuantiles consecutivos, puesto que aparecen confrecuencia (ejemplos son (3.10), (3.11) o (3.12)). Estas diferencias tienen tambi�en asociadauna notaci�on: se conoce como Xj a la diferencia X0j � X0j�1. Evidentemente, existe



48 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoambig�uedad entre este signi�cado y la potencia de una variable aleatoria. Sin embargo, elcontexto permite identi�car sin problemas en cada ocasi�on el signi�cado concreto (uno esun valor num�erico y otro es una variable aleatoria). El uso de las diferencias va a ser m�asabundante que el de variables elevadas a una potencia. Por otra parte, en ning�un ladoaparece la potenciaci�on de unas diferencias y, aunque as�� fuera, se aclarar��a debidamente.





50 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo
CAP�ITULO 4ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES4.1 Introducci�onEn este cap��tulo se ver�an diversos m�etodos de estimaci�on de los cuantiles de variablesde bloques, compar�andolos entre s��. El inter�es de estos estimadores radica principalmenteen que se pueden considerar como los par�ametros que determinan las variables de bloques,una vez que el n�umero de art��culos K y las probabilidades por bloque � han sido �jados(y que, por tanto, a todos los efectos tomaremos como constantes).Recordemos que se parte de una muestra aleatoria simple proveniente de una variablealeatoriaX, y que dicha muestra se denotar�a como (x1; x2; : : : ; xn), donde n ser�a el tama~node la muestra. Algunos de los m�etodos desarrollados pueden aplicarse simult�aneamentesobre un vector dem variables, X(1); : : : ;X(m); en este caso, se denota la muestra aleatoriacomo una matriz ((x1;1; : : : ; xn;1); ..., (x1;m; : : : ; xn;m)).Partiendo de que asumimos que X es una variable aleatoria de bloques, con K y �conocidos, hallaremos unos estimadores de las cantidades desconocidasX0;X01; : : : ;X0K�1,a las que a partir de ahora tambi�en llamaremos par�ametros de X. Los estimadores de loscuantiles ser�an expresados como ( bX0; bX01; : : : ; bX0K�1). En general, el s��mbolobacompa~naa un s��mbolo � para denotar que b� es un estimador del par�ametro �, siguiendo una posturamuy extendida en los textos escritos sobre estad��stica. En el mismo sentido nos referir��amossi tuvi�eramos un vector de variables.Por su condici�on de extremos, los estimadores bX0 y bX0K�1 se conocer�an conjunta-mente con el nombre se estimadores externos, y al conjunto formado por el resto de losestimadores se le denominar�a conjunto de los estimadores internos. Las propiedades de losestimadores desarrollados ser�an comentadas a partir de las pruebas num�ericas llevadas acabo.



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 514.2 Algunas propiedades de los estimadoresA continuaci�on se ofrece un sucinto resumen referido a estimadores de par�ametrospoblacionales. Para una lectura complementaria puede acudirse a una numerosa bibli-ograf��a sobre Teor��a de la Estad��stica, por ejemplo [HOPO71].Un estad��stico d es una funci�on de una muestra: se expresa como d(x1; : : : ; xn). Cadaelemento de la muestra, denotado como xi, es un valor aleatorio, cuya distribuci�on esid�entica a la de todos los dem�as elementos. Un estimador de un par�ametro �, del quedepende una familia de variables aleatorias especi�cadas gen�ericamente como X, es unestad��stico que trata de estimar al par�ametro �. De esta de�nici�on (que no pretende serrigurosa) se desprende que un estimador es una variable aleatoria, pues es funci�on devariables aleatorias.Una primera propiedad deseable en un estimador d es la siguiente:E[d(x1; : : : ; xn)] = �;seg�un la cual se dir��a que el estimador d es insesgado. Algunos estimadores se llamanasint�oticamente insesgados cuando cumplen:limn!1E[d(x1; : : : ; xn)] = �La segunda propiedad de inter�es de un estimador es su e�ciencia, que usualmente seutiliza en t�erminos comparativos. As��, siendo d y d0 estimadores de un par�ametro �, sedice que d es m�as e�ciente que d0 si la variancia de d es menor que la variancia de d0. Portanto, parece que deber��amos procurar hallar el estimador m�aximo e�ciente, o simplementee�ciente, aquel que presenta la m��nima variancia. Se ha demostrado que la variancia de unestimador insesgado e�ciente, cuando se cumplen determinadas condiciones de regularidadde fX , viene dada por: B(�) = 1n � E �@ log fX(xj�)@� �2 (4:1)La expresi�on (4.1) fue obtenida por Cram�er, Frechet y Rao, y puede verse su de-mostraci�on en numerosos textos (por ejemplo, [RICE88]). Sin embargo, no sirve paraproporcionar una cota inferior a la variancia de los estimadores propuestos, ya que nopodemos demostrar que �estos sean insesgados y adem�as estamos delante de unas funcionesque presentan discontinuidades. Por otra parte, la complejidad de los estimadores es unobst�aculo insalvable para intentar encontrar una soluci�on anal��tica de la variancia del es-timador.



52 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo4.3 M�etodo cl�asicoSea X una variable aleatoria que posea funci�on de distribuci�on FX . El cuantil de nivel�, q�, con 0 � � � 1, se puede estimar a partir de una muestra (x1; : : : ; xn) mediante elsiguiente procedimiento:1 Sean (x(1); : : : ; x(n)) los estad��sticos de orden de la muestra, esdecir: x(1) es el valor m��nimo, x(2) es el segundo m�as peque~no,etc.2 Sea t igual a (n � 1) � �+ 1. Sea � igual a btc, y sea p igual at� � .3 Se de�ne bq� como (1� p) � x(�) + p � x(�+1).Los s��mbolos b�c signi�can \parte entera por defecto". Resulta un m�etodo natural,r�apido y sencillo de implementar. Sin embargo, el c�alculo de la funci�on de densidad delestimador, fbq� , indispensable para hallar E[bq�] y Var[bq�], es bastante complejo, por lo quela comprobaci�on de sus propiedades, aplicado el estimador a las variables de bloques, seha efectuado v��a simulaci�on.�Unicamente para los casos m�as simples, bq0 y bq1, se puede llegar f�acilmente a unaexpresi�on. Estos casos resultan de inter�es, pues se corresponden con bX0 y bX0K�1.4.3.1 Sesgo de los estimadores bX0 y bX0K�1Consideremos en primer lugar bX0K�1 como estimador igual a MAX(x1; : : : ; xn), dondexi (i = 1; n) se distribuyen como variables deK{1 bloques, independientes e id�enticas todasellas. Tomaremos valores sencillos de K y supondremos que el vector � es conocido paracada K. La funci�on de distribuci�on de bX0K�1 es, si K = 2:FbX0K�1(u) = � u�X0X01 �X0�n ; X0 � u � X01Si K = 3 tendr��amos:FbX0K�1(u) = 8>><>>:��1 u�X0X01 �X0�n; X0 � u < X01��1 + �2 u�X01X02 �X01�n; X01 � u � X02De aqu�� deducimos la expresi�on de la funci�on de densidad. Para K = 2:fbX0K�1(u) = nX01 �X0 � u�X0X01 �X0�n�1 ; X0 � u � X01



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 53Para K = 3:fbX0K�1(u) = 8>>><>>>: n�1X01 �X0 ��1 u�X0X01 �X0�n�1; X0 � u < X01n�2X02 �X01 ��1 + �2 u�X01X02 �X01�n�1; X01 � u � X02Por �n, la esperanza del estimador, con dos art��culos, es:E[ bX01] = X0 + (X01 �X0)nn+ 1y, con tres art��culos:E[ bX02] = X01 � (X01 �X0) �n1n+ 1 + (X02 �X01) � nn+ 1 � �1n+ 1 1� �n11� �1 �Introducimos el sesgo del estimador bX0K�1 como:X0K�1 � E[ bX0K�1];se puede comprobar que la siguiente expresi�on es una buena aproximaci�on del sesgo queposee la estimaci�on del m�aximo por el m�etodo descrito:(K � 1)(X0K�1 �X0K�2)n+ 1 (4:2)De hecho, es exacta para el caso m�as sencillo. Cuando K = 3, podemos despre-ciar aquellos t�erminos que est�en afectados por el coe�ciente �n1 , que se puede considerarinsigni�cante si n es su�cientemente grande:E[ bX02] � X01 + X02 �X01n+ 1 �n� �11� �1 �Siempre que �1 no se acerque al valor 1 (con lo que se cancelar��a un denominador), laexpresi�on anterior no var��a excesivamente; si se tomase �1 = 12 , obtendr��amos que el sesgocon K=3 se aproxima por: X02 �X01 � X02 �X01n+ 1 (n� 1) =2X02 �X01n+ 1Con un procedimiento parecido se obtiene cuando K=4 la siguiente aproximaci�on de



54 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazola esperanza del estimador MAX(x1; : : : ; xn):E[ bX03] � �X02 � nX03 + �1X03 + n�1X03 + �2X03 + n�2X03(n+ 1)�3que conduce a la expresi�on del sesgo del estimador:X03 �X02(n + 1)�3Admitiendo que �3 es igual a 13 , es decir, cuando se adopta el criterio de que �i seaigual a 1K�1 , la expresi�on (4.2) aparece otra vez.Aunque la complicaci�on de la expresi�on de E[ bX0K�1] crece a medida que aumentaK, por lo que una demostraci�on formal no se ha llevado a cabo, se ha podido comprobaremp��ricamente que el sesgo para K > 4, cuando se sigue el criterio mencionado anterior-mente, tambi�en se aproxima notablemente seg�un la expresi�on (4.2).Resulta interesante calcular cu�al es la variancia de MAX(x1; : : : ; xn); expondremossolamente el caso con K=2, debido a su relativa sencillez. Aqu��, utilizando que Var[X] =E[X2]� E2[X],se puede llegar a la siguiente expresi�on:Var[ bX01] = n(n+ 1)2(n+ 2) �X01 �X0�2Vale la pena destacar que la variancia desciende con una velocidad bastante pocofrecuente, del orden de O(n�2). Se ha comprobado emp��ricamente que la variancia de losestimadores MIN y MAX se puede aproximar por:Var[ bX0] � (K � 1)2 �X01 �X0�2n2Var[ bX0K�1] � (K � 1)2 �X0K�1 �X0K�2�2n2Esto, m�as adelante, en las pruebas num�ericas realizadas, se ver�a que se traduce en lapr�actica en que la variancia de los estimadores extremos (el m�aximo, y tambi�en el m��nimo)es bastante menor que la del resto.En lo que se re�ere al estimador bX0, que equivale a MIN(x1; : : : ; xn), la expresi�ongeneral de la funci�on de densidad del estimador es:fbX0(u) = n[1� FX(u)]n�1 dFXdu (u)Por ejemplo, para K = 2 se obtendr��a:fbX0(u) = n(X01 �X0)n �X01 � u�n�1



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 55La esperanza del estimador viene dada por:E[ bX0] = X01 +X0nn+ 1Y el sesgo resultante ser��a: E[ bX0]�X0 = X01 �X0n+ 1N�otese que en esta ocasi�on el sesgo se ha de�nido de signo opuesto que para el esti-mador bX0K�1. Esto es as�� con el �n de que el sesgo sea una expresi�on positiva.De la misma manera que hemos hecho para encontrar la expresi�on (4.2), para un casogeneral con K art��culos, una aproximaci�on al sesgo del estimador bX0 es:(K � 1)(X01 �X0)n+ 1 (4:3)4.3.2 M�etodo cl�asico con innovaci�onDe lo expuesto anteriormente, se desprende que los dos estimadores del m��nimo yel m�aximo respectivamente son sesgados o, por decirlo con propiedad, asint�oticamenteinsesgados, pues al tener n en el denominador, est�a claro que el sesgo decrece y tiende acero si crece el tama~no de la muestra. Con las aproximaciones propuestas (4.2) y (4.3) sepueden modi�car los estimadores para conseguir unos pr�acticamente sin sesgo. Como losvalores de los par�ametros son desconocidos, se usar�an los mismos que se han estimado; as��:bX0K�1 � bX0K�1 � bX0K�2n+ 1 (K � 1) = Supremo(x1; : : : ; xn)�1 + K � 1n+ 1 �� K � 1n+ 1 bX0K�2(4:4)bX0 � bX01 � bX0n+ 1 (K � 1) = In�mo(x1; : : : ; xn)�1 + K � 1n+ 1 �� K � 1n+ 1 bX01 (4:5)A (4.4) nos referiremos como el estimador con correcci�on de X0K�1, y a (4.5) nos referire-mos como el estimador con correcci�on de X0.Hay que aclarar que estas innovaciones hacen aumentar la variancia inicial, ya quela variancia del estimador del cuantil adyacente afecta a la que ten��amos en un principio,aproximadamente en �K�1n+1 �2 � Var[�]. En presencia de unas distribuciones que no est�enafectadas de grandes irregularidades (esto se puede describir con una situaci�on en la que setengan bloques muy estrechos con otros muy alargados) puede decirse que aun con tama~nosde muestra peque~nos la mengua del sesgo compensa el incremento de la dispersi�on, y quea medida que n crece tienden a igualarse r�apidamente las variancias de los estimadores sincorrecci�on y con correcci�on.



56 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo4.4 M�etodo de la m�axima verosimilitudEl estimador m�aximo veros��mil (MV) de los cuantiles de una variable X puede serformulado tal como sigue: min� nXi=1 � log (fX(xij�)) (4:6)s.t. X0k�1 � X0k k = 1 : : :K � 1 (4:7)X0 � In�mo(x1; : : : ; xn);X0K�1 � Supremo(x1; : : : ; xn) (4:8)donde fX (xij�) que aparece en (4.6) es la funci�on de densidad de X, poniendo de man-i�esto que depende de los par�ametros �, es decir, de los cuantiles X0k; k = 0 : : : K � 1.Las restricciones (4.7) imponen el orden obligatorio en que deben estar situados los cuan-tiles, y con (4.8) se obliga a que el cuantil menor sea como mucho como la menor de lasobservaciones, y el cuantil mayor como poco como la mayor de las observaciones.Tambi�en ser��a posible imponer como restricci�on lo siguiente:X0 = In�mo(x1; : : : ; xn) � (1 + �)�� �X01;X0K�1 = Supremo(x1; : : : ; xn) � (1 + �)�� �X0K�2 (4:9)donde � es (K � 1)=(n + 1). Las dos expresiones de (4.9) provienen de (4.4) y (4.5).Con ello quiere mostrarse que otro tipo de restricciones pueden �gurar en la formulaci�ondel problema (MV), pudiendo ser �util para corregir una tendencia de alg�un estimador, osimplemente para a~nadir una restricci�on estructural del problema que deba resolverse.Teniendo en cuenta que las funciones de densidad de las variables de bloques sonconstantes a trozos, la funci�on objetivo (4.6) puede expresarse tambi�en como:K�1Xk=1 �nk � log� �kbX0k � bX0k�1� (4:10)siendo nk el n�umero de observaciones contenidas en el intervalo ( bX0k�1; bX0k).Ahora bien, la funci�on objetivo del problema (MV) no es continua; en (4.10) se ponede mani�esto. Si un estimador var��a levemente de manera tal que rebasa el valor contenidoen alguna observaci�on de la muestra, entonces un intervalo aumenta en uno el n�umero deobservaciones que contiene, variando bruscamente la funci�on objetivo respecto del valorque ten��a anteriormente. Por tal raz�on, la soluci�on del problema (MV) necesita t�ecnicasespeciales que permitan resolver un problema de tales caracter��sticas.En principio, algunas pruebas se han efectuado mediante funciones no preparadas pararesolver problemas no continuos [NAG90]. Sin embargo, las soluciones no son bastante



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 57satisfactorias, aparte de que suele llegarse al �nal a causa de inestabilidad num�erica, y nopor haber alcanzado un �optimo. Por otra parte, los resultados encontrados no parecen serlos m�as id�oneos: el resultado tipo es aquel en el que bX0 y bX01 se sit�uan muy cerca el unodel otro, y cerca del m��nimo observado (con un error muy importante en la estimaci�on deX01); otro tanto sucede con bX0K�1 y bX0K�2.Por tanto, este m�etodo no puede por ahora llevarse adelante, en espera de algunat�ecnica que pueda ser adoptada y que permita solucionar adecuadamente este problema.4.5 M�etodos de estimaci�on de cuantiles por m��nimos cuadradosEn esta parte se describen varios m�etodos alternativos al cl�asico. Ambos se basan en elm�etodo de los momentos, pues intentan encontrar una soluci�on que ajuste lo mejor posible(seg�un un criterio de m��nimos cuadrados [MC]) los indicadores de tendencia y dispersi�onmuestrales con los poblacionales.Concretando m�as, se suponen m variables aleatorias X(1); : : : ;X(m), de cada unade las cuales se conoce una muestra aleatoria simple. Suponiendo que las m variablesest�an (no id�enticamente) distribuidas como variables de K{1 bloques, se busca encontrarcomo soluci�on del problema una estimaci�on de los cuantiles de cada variable X(j), j =1;m. La naturaleza del problema real puede introducir importantes relaciones que haganque el problema no sea separable en m subproblemas, relaciones que se incorporan comorestricciones a la formulaci�on original. Este punto marca una diferencia sobre el m�etodocl�asico, que ha de determinar los cuantiles para cada variable separadamente.4.5.1 Primer m�etodo MC (QP1) .. ........ ................... ................... ................ ....... ................................................ ......................... ...... .................................. ................................................ .......... ..............................................�1 �2 �3 �1 �2 �3fX(1) fX(2)X(1) X(2)X(1)0 X(1)01X(1)02 X(1)03 X(2)02 X(2)03X(2)0X(2)01Figura 4.1 : Ejemplo correspondiente a dos intervalos, con sendas variables.Por ejemplo, supongamos una secuencia de n �m valores; cada valor corresponde auna observaci�on relativa a un cierto intervalo (de entre m considerados). Los intervalosse repiten c��clicamente hasta n veces. Se considera que cada intervalo est�a asociado a unavariable aleatoria: as��, X(j) es la variable asociada al j-�esimo intervalo. En la Fig. 4.1 se
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eja una situaci�on simple, en la que solamente se trata con dos intervalos. Se pretendeencontrar una soluci�on (es decir, los cuantiles que de�nen a cada variable) tal que cumpla:a) la esperanza hallada para la variable j est�e en un entorno de la media observada delos valores correspondientes al intervalo j, xj .b) la variancia hallada para la variable j, s2j , est�e pr�oxima a la variancia observada delos valores correspondientes al intervalo j.Decimos que los m intervalos constituyen un periodo; entonces, queremos tener encuenta una restriccion adicional que imponga que la suma de las esperanzas de las variablesde los m intervalos sea igual a la media observada para un periodo, x. Por otra parte,tenemos una restricci�on estructural que, aunque evidente, es necesario explicitar: el valordel cuantil X0k�1 debe ser menor que el del cuantil X0k para toda variable X.La siguiente es la formulaci�on de este problema (QP1):minX mXj=1 �V ar hX(j)i� s2j�2 (4:11)s.t. ���E hX(j)i� xj��� � "j j = 1 : : : m (4:12)mXj=1E hX(j)i = x (4:13)�X(j)�0k�1 � �X(j)�0k j = 1 : : : m; k = 1 : : : K � 1 (4:14)0 � �X(j)�0 j = 1 : : : m (4:15)En (4.11), denotamos por X el vector de variables del problema a optimizar (QP1),de dimensi�onm �K y que, m�as propiamente, se deber��a reescribir como bX, pues equivale alconjunto de estimadores de los par�ametros desconocidos, correspondientes a los cuantilesque han de ser determinados. El s��mbolo s2j se re�ere a la variancia muestral de lasobservaciones correspondientes al j-�esimo intervalo. En (4.12) utilizamos xj como la mediamuestral para el j-�esimo intervalo. s2j y xj vienen dadas por las conocidas expresiones:xj = 1n nXi=1 xi;js2j = 1n� 1 nXi=1 (xi;j � xj)2"j es una magnitud que acota la distancia m�axima entre dicho valor y su hom�ologodependiente de la variable X(j). Un valor aceptable, ya que tiene en cuenta la escala dela variable y la cantidad de informaci�on disponible en la muestra, puede ser:"j = sjpn(4.13) hace referencia a la restricci�on que se ha introducido aparte, en donde x se toma



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 59como la media del periodo. (4.14) es el grupo de restricciones que hace que el orden de loscuantiles se mantenga. Finalmente, por la naturaleza del problema, en (4.15) se de�nenlos cuantiles menores como positivos y, con ello, cada variable (aunque estos l��mites no sonestructurales y pueden variar).4.5.2 Segundo m�etodo MC (QP2)El m�etodo propuesto formulado con QP1 puede mejorarse utilizando las expresiones(4.4) y (4.5). Tales expresiones se recogen en forma de restricciones, de la misma maneraque aparecen en la formulaci�on del m�etodo de m�axima verosimilitud, en (4.9). La adici�onde estas 2m restricciones supone en la pr�actica una reducci�on en la dimensi�on del problema.Por lo dem�as, se sigue utilizando el mismo entorno descrito en el apartado anterior y,de hecho, la formulaci�on de (QP2) es muy semejante a la de (QP1):minX mXj=1 �V ar hX(j)i� s2j�2 (4:16)s.t. �X(j)�0 = In�mo(x1;j ; : : : ; xn;j)�(1 + �)�� � �X(j)�01 j = 1 : : : m (4:17)�X(j)�0K�1 = Supremo(x1;j ; : : : ; xn;j)�(1 + �)�� � �X(j)�0K�2 j = 1 : : : m (4:18)(4:12)(4:13)(4:14)(4:15)donde � se sigue suponiendo (K � 1)=(n+1). Tambi�en ser��a apropiado incluir unas cotasacerca de los cuantiles m��nimo y m�aximo, siguiendo el estilo de las que aparecen en (4.8).4.5.3 Tercer m�etodo MC (QP3)Mientras los dos anteriores pueden considerarse muy pr�oximos, ya que el modelo(QP2) a~nade una serie de restricciones al (QP1), el tercer m�etodo cuenta con un punto departida diferente.En primer lugar, la funci�on objetivo se convierte en la minimizaci�on de la discrepanciaentre la funci�on de distribuci�on real (que depende de las variables) y la emp��rica (que esfunci�on de la muestra). En segundo lugar, y como consecuencia del cambio de funci�onobjetivo, pasan a ser restricciones no lineales los t�erminos relativos a la variancia.El resto de la formulaci�on del problema puede seguir las l��neas de cualquiera de lasversiones anteriores, ya que pueden integrarse o no las ecuaciones (4.4) y (4.5) de maneralibre, dando lugar a m�etodos distintos. A continuaci�on se ofrece una formulaci�on para estem�etodo:



60 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazominX mXj=1 nXi=1 �FX(j)(xi;j jX(j))� bFX(j) (xi;j)�2 (4:19)s.t. ���V ar hX(j)i� s2j ��� � �j j = 1 : : : m (4:20)(4:12)(4:13)(4:17)(4:18)(4:14)(4:15)Por bFX(j)(xi;j ) se entiende la funci�on de distribuci�on emp��rica de X(j), que se obtienea partir de la muestra: bFX(j) (x) = 1n nXi=1 I[�1;x](xi;j )donde I[�1;x](xi;j ) = � 1; si xi;j � x0; si xi;j > xLa restricci�on (4.20) incluye una constante �j que se puede de�nir seg�un el gradode restrictividad que se desee. En nuestras pruebas se ha usado �j = 5�10�3s2j . Lasrestricciones que aparecen en (4.12) tambi�en se han hecho m�as restrictivas, modi�cando elvalor de "j .4.5.4 Cuarto m�etodo MC (QP4)El �ultimo de los m�etodos que se presenta puede servir para introducir una re
exi�on:las modelizaciones del problema posibles son m�ultiples, y se pueden incorporar en todomomento ligeras o importantes variaciones que suponen un m�etodo de estimaci�on difer-ente. Por tanto, con el cuarto m�etodo no se est�a buscando a~nadir un elemento m�as decomplicaci�on a una lista que nunca se acabar��a, sino m�as bien mostrar que los m�etodosMC tambi�en se pueden servir del m�etodo cl�asico para compensar sus mutuas debilidades.El que llamamosQP4 utiliza el resultado de una estimaci�on cl�asica para basarse en estasoluci�on como punto de referencia; intentando no alejarse de este punto, las restriccionesdel modelo que hayan sido violadas se factibilizan. De esta manera, pueden mantenersecondiciones relativas a los momentos de las variables, o constricciones multi-intervalo.Una posible formulaci�on del m�etodo QP4 es la siguiente:minX G(XjXc) (4:21)s.t. (4:20)(4:12)



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 61(4:13)(4:14)(4:15)donde G(XjXc) es una funci�on que expresa una medida de la proximidad del punto X alpunto Xc, la soluci�on obtenida seg�un el m�etodo cl�asico. Un ejemplo que se ha probadoser��a: G(XjXc) = mXj=1 K�1Xi=0 ��X(j)�0i � �X (j)c �0i�2max(U;Xc(j)0i)El denominador representa un escalado que se aplica sobre los diferentes t�erminos con el�n de uniformizar la magnitud de los sumandos que componen G(XjXc), e impedir unpeso excesivo a cargo de los cuantiles con mayor valor absoluto. El escalar U > 0 debe serusado como una precauci�on al estimar cuantiles de peque~no valor. Aunque depende de lamagnitud de los datos, U=1 puede ser usado para casos corrientes.Se~nalar, por �ultimo, que para cualquiera de estos problemas carecemos de una ex-presi�on algebraica que proporcione la soluci�on �optima, ya que todos ellos constan de unafunci�on objetivo no lineal, con restricciones lineales o no lineales y cotas en algunas vari-ables), y que estos problemas se resuelven mediante m�etodos iterativos. De aqu�� quehallar anal��ticamente la expresi�on de la esperanza o la variancia de los estimadores seapr�acticamente imposible, por lo que este an�alisis se contemplar�a emp��ricamente (y, enconsecuencia, s�olo de manera aproximada e incompleta).4.6 Comparaci�on de los m�etodos de estimaci�onEl procedimiento empleado parte de que tenemos una distribuci�on concreta, total-mente conocida. As��, sea K el n�umero de cuantiles considerados (K{1 bloques) y � elvector de probabilidades asociadas a cada bloque, y sean X0; : : : ;X0K�1 valores realesconocidos de�niendo a una variable aleatoria X. En lo que sigue no podremos gener-alizar, pero expondremos algunas conclusiones que pudieran tener inter�es globalmente,aun cuando en realidad s�olo son particulares de cada ejemplo concreto.A partir de X se puede f�acilmente generar una muestra aleatoria simple del tama~noque sea. Basta con utilizar repetidamente este procedimiento:1 Obtener un valor � proveniente de una distribuci�on uniformeen [0, 1].2 Calcular F�1X (�). Como FX es una funci�on lineal a trozos, entonces su inversa tambi�enes lineal a trozos y, por tanto, sencilla de calcular. A partir de la muestra hallada, unaestimaci�on de los cuantiles se halla mediante cualquiera de los m�etodos explicados, y enprincipio no tienen por qu�e coincidir. Sin embargo, parece que para llevar a cabo la m�asm��nima comparaci�on es necesario efectuar un cierto n�umero de veces la estimaci�on condiversas muestras, para poder apreciar as�� las diferencias o los rasgos comunes que puedanexistir.Por ejemplo, querr��amos hacer una comprobaci�on de la evoluci�on de los estimadores



62 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazocl�asicos dependiendo del tama~no de la muestra, el cual interviene directamente en la calidadde la estimaci�on. Obtendremos una serie de muestras con tama~nos variables, desde un valordiscreto como 20 hasta uno que se pueda considerar como su�cientemente grande, como400.
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Figura 4.2 : Ejemplos de estimador cl�asico, con muestras de tama~no variable. Enabcisas, el tama~no de muestra; en ordenadas, los cuantiles estimados(cada serie corresponde a un par�ametro diferente).En el ejemplo que aparece en la Fig. 4.2 se utiliz�o la variable de�nida por los cuan-tiles f1:6; 3:8; 7:5; 10g y las probabilidades �' = f13 ; 13 ; 13g. Se diferencian los estimadoresextremos (m�aximo y m��nimo) de los estimadores internos (el resto) en:� la menor variancia de los extremos� la oscilaci�on de la tendencia, presente en los internos, pero ausente en los extremos.Evidentemente, el m��nimo de una muestra no puede oscilar alrededor del m��nimo te�oricoque puede adoptar la variable, sino que se mantiene por encima. Con un razonamientoparecido se justi�ca la posici�on del m�aximo. Adem�as, ya hab��amos visto en (4.2) y (4.3)cu�al era el sesgo esperado, que, expresado en t�erminos positivos, ser��a aproximadamente:sesgo bX0 = 3:8� 1:6n+ 1 ; sesgo bX0K�1 = 10� 7:5n+ 1es decir, estos estimadores son asint�oticamente insesgados.Otro tanto se podr��a hacer con los otros m�etodos. Las �guras Fig. 4.3 a) y b)muestran los mismos resultados seg�un (QP1) |(4.11)-(4.15)| y (QP2) |(4.16)-(4.18),(4.12)-(4.15). Con el �n de llevar a cabo la comparaci�on con el m�etodo cl�asico, se suponeque s�olo se tiene una muestra (m = 1), por lo que la restricci�on (4.12) resulta ser redundante|pues (4.13) es m�as restrictiva|.
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Figura 4.3 : Estimaci�on con muestras de tama~no variable. a) Ejemplo del esti-mador QP1. b) Ejemplo del estimador QP2. En abcisas, el tama~node muestra; en ordenadas, los cuantiles estimados.Una de las apreciaciones importantes es que la variancia de los estimadores extremosparece ser sensiblemente menor cuando se emplea el m�etodo QP2, que lleva implemen-tado el mecanismo de correcci�on del sesgo ya explicado. Sin embargo, la informaci�onobtenida gr�a�camente no es m�as que orientativa. Ser��a preferible alg�un tipo de infor-maci�on num�erica, con el que poder contrastar, o incluso inferir, las diferencias entre losm�etodos. Tabla 4.I.a. Comparaci�on de QP1, QP2 y cl�asico (sin innovaci�on).Ctil. Valor real Media QP1 Media QP2 Media Cl. Var. QP1 Var. QP2 Var. Cl.0 1.6000 1.622 1.611 1.737 0.035 0.024 0.0221 3.8000 3.866 3.877 4.012 0.394 0.425 0.3752 7.5000 7.489 7.486 7.369 0.338 0.391 0.3333 10.0000 10.005 9.999 9.859 0.043 0.018 0.016Tabla 4.I.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP1 QP2 Cl�asico0 1.6000 0.0354 0.0242 0.04121 3.8000 0.3985 0.4309 0.42002 7.5000 0.3383 0.3910 0.35003 10.0000 0.0426 0.0176 0.0357Una posible manera es generar diversas muestras, todas ellas del mismo tama~no, a�n de obtener estimaciones independientes de los par�ametros. Por ejemplo, utilizando lamisma distribuci�on anterior de X, y generando 300 muestras de 50 observaciones cadauna, se puede obtener informaci�on relativa a la estimaci�on media, y tambi�en a la variancia



64 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode la estimaci�on. Por otra parte, de aqu�� se calcula un �unico indicador que engloba ambasinformaciones, el error cuadratico medio (ECM), que viene de�nido por:ECM(b�) = Var[b�] + Sesgo2[b�] = Var[b�] + (E[b�]� �)2En la tabla 4.I aparece una primera comparaci�on entre tres de los m�etodos introducidos.De esta tabla, y de otras muchas m�as que se han analizado, se desprenden algunasideas dif��ciles de justi�car, pero cuya presencia se puede cali�car como de insistente. Porejemplo, la diferenciaci�on entre los estimadores internos y los externos, siendo �estos �ultimosm�as e�cientes, si se pudieran comparar entre s��. Obs�ervese en la tabla 4.I.b que el ECMde los estimadores externos es unas diez veces menor que el de los externos. Por supuesto,estas magnitudes no se pueden generalizar a otros casos, pero s�� es cierto que siempre sepresenta una marcada diferencia.Por otro lado, se puede analizar el origen del error cuadr�atico medio viendo en la tabla4.I.a la descomposici�on en estimaci�on media y variancia. Es de destacar que el m�etodocl�asico sin innovaci�on posee (o parece poseer) un sesgo notable. Ya se ha demostrado paralos estimadores externos que este sesgo existe y es inversamente dependiente de n.Tabla 4.II.a. Comparaci�on de QP1, QP2 y cl�asico (con innovaci�on).Ctil. Valor real Media QP1 Media QP2 Media Cl. Var. QP1 Var. QP2 Var. Cl.0 1.6000 1.613 1.612 1.602 0.026 0.017 0.0171 3.8000 3.794 3.795 3.967 0.387 0.434 0.3892 7.5000 7.456 7.460 7.332 0.414 0.465 0.4153 10.0000 10.010 9.997 10.005 0.045 0.019 0.019Tabla 4.II.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP1 QP2 Cl�asico0 1.6000 0.0261 0.0175 0.01701 3.8000 0.3872 0.4339 0.41712 7.5000 0.4161 0.4668 0.44353 10.0000 0.0449 0.0193 0.0191Las tablas 4.II.a y 4.II.b muestran otros resultados aplicados al mismo ejemplo, perocon el m�etodo cl�asico adaptado imponiendo las expresiones (4.4) y (4.5) para eliminar elsesgo de los estimadores externos. Para QP1 y QP2, los resultados no sufren variacionesdestacables respecto al ejemplo de la tabla 4.I. Tambi�en interesa mostrar alg�un resultadorelativo al m�etodo QP3, que aparece en las tablas 4.III.a y 4.III.b.No se aprecian, de momento, aspectos particulares que valga la pena comentar sobreel QP3; parece que se comporta como los otros m�etodos MC, y no es f�acil destacar deter-minadas virtudes o defectos a pesar de su muy diferente implementaci�on. Vemos que esrelativamente sencillo llegar a estimaciones aceptables para los par�ametros extremos, paralos cuales sabemos incluso aproximar la variancia del estimador.Sin embargo, no se ha encontrado un procedimiento para mejorar las estimaciones delos par�ametros internos. Una de las t�ecnicas que pod��a resultar adecuada, el Jackknife



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 65Tabla 4.III.a. Comparaci�on de QP3, QP2 y cl�asico (con innovaci�on).Ctil. Valor real Media QP3 Media QP2 Media Cl. Var. QP3 Var. QP2 Var. Cl.0 1.6000 1.604 1.605 1.597 0.017 0.017 0.0171 3.8000 3.865 3.855 3.990 0.393 0.398 0.3842 7.5000 7.436 7.446 7.360 0.472 0.478 0.3333 10.0000 9.990 9.989 9.995 0.024 0.024 0.023Tabla 4.III.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP3 QP2 Cl�asico0 1.6000 0.0169 0.0169 0.01701 3.8000 0.3973 0.4009 0.42022 7.5000 0.4756 0.4804 0.35253 10.0000 0.0238 0.0238 0.0233de Quenouille [QUEN56] es aplicable si un estimador b� presenta sesgo de orden n�1.B�asicamente, se trata de particionar la muestra en p fragmentos de m observaciones cadauna (as��, n = p �m) y realizar unas estimaciones auxiliares llamadas pseudovalores (Vj ,j=1, p). Tomando la muestra y desechando un fragmento cada vez, se utiliza el estimadorsesgado para encontrar b�j , y el pseudovalor j-�esimo se halla mediante:Vj = p � b� � (p� 1)b�jFinalmente, el estimador Jackknife b�JK es el promedio de los pseudovalores. Es f�acilcomprobar que este estimador elimina el sesgo de orden n�1, aunque no el de otros �ordenes.No obstante, los resultados obtenidos no han sido satisfactorios, en el sentido de que elsesgo contin�ua presente y, por otra parte, se acent�ua la variancia del estimador, lo cual noes deseable en absoluto.Una posible interpretaci�on podr��a ser que los estimadores de los par�ametros internostienen intr��nsecamente una gran variancia. El posible sesgo de estos estimadores tal vezno sea signi�cativo frente a la dispersi�on presente y, en todo caso, la prueba realizada conla t�ecnica de Jackknife haya servido para mostrar que, caso de existir, el sesgo dependientedel tama~no de la muestra no es muy relevante.En la tabla 4.IV viene expuesto un caso con m�as art��culos que sirve, de paso, paraejempli�car c�omo puede venir dada la variancia de un estimador interno. Se puede verclaramente que la menor corresponde a bX04; seguidamente, est�an las de bX05 y bX03, bX02y bX06, y bX07 y bX01. Se puede interpretar que esto es debido a las distancias existentesentre los cuantiles adyacentes, en tanto que, cuanto mayor es esta distancia, mayor ser�a lavariancia del estimador:� bX01: 80 - 50 = 30� bX02: 85 - 70 = 15� bX03: 87.5 - 80 = 7.5� bX04: 90 - 85 = 5� bX05: 95 - 87.5 = 7.5



66 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 4.IV.a. Comparaci�on con K = 9 (500 muestras de n=50).Ctil. Valor real Media QP3 Media QP2 Media Cl. Var. QP3 Var. QP2 Var. Cl.0 50.0000 50.499 50.606 50.566 11.800 11.134 11.5921 70.0000 70.731 70.045 70.301 43.322 78.916 28.2602 80.0000 80.060 85.473 79.695 11.726 24.161 10.9573 85.0000 84.720 87.174 84.575 5.149 20.804 4.7594 87.5000 87.552 87.422 87.510 2.404 19.989 2.1885 90.0000 90.285 87.656 90.428 4.272 20.332 4.1676 95.0000 94.883 89.534 95.319 13.808 24.939 11.5277 105.0000 104.239 105.185 104.704 38.605 81.229 22.7728 125.0000 124.684 124.535 124.611 12.016 11.420 11.630Tabla 4.IV.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP3 QP2 Cl�asico0 50.0000 12.0489 11.5019 11.91281 70.0000 43.8563 78.9182 28.35102 80.0000 11.7296 54.1094 11.04953 85.0000 5.2276 25.5315 4.93974 87.5000 2.4071 19.9952 2.18865 90.0000 4.3533 25.8270 4.35006 95.0000 13.8218 54.8160 11.62887 105.0000 39.1843 81.2628 22.85978 125.0000 12.1164 11.6364 11.7812� bX06: 105 - 90 = 15� bX07: 125 - 95 = 30En este caso, las distancias entre cuantiles son m�as peque~nas cuanto m�as cercadel centro. Si fuera el caso contrario |por ejemplo, si la distribuci�on simulada fueraf52.5,55,60,70,85,100,110,115,117.5g, pongamos| entonces se observar��a que las varian-cias m�as grandes ser��an las de los estimadores centrales. En realidad, puede comprobarsemediante experimentaci�on que act�uan m�as factores: puede ser que la posici�on sea deter-minante, o bien que no s�olo los cuantiles adyacentes in
uyan en la estimaci�on de unoconcreto. Por ejemplo, supongamos que se simula la estimaci�on de los par�ametros def25; 30; 35; 40; 45; 50; 55; 60; 65g. En este caso se puede comprobar que las variancias de losestimadores aumentan respecto a la mayor posici�on central del cuantil, tal como se apreciaen las tablas 4.V.a y 4.V.b. El n�umero de art��culos K tambi�en es otro factor a tener encuenta: en general, parece que cuanto m�as grande es K, mayor ser�a la variancia de losestimadores implicados.Finalmente, con la tabla 4.VI se muestran unos resultados comparando los m�etodosQP3, QP4 y el cl�asico. Se ha dejado de lado esta vez el QP2 ya que parece que presentaalguna desventaja respecto de los otros con los que se ha expuesto, espacio que aprovechapara su demostraci�on el �ultimo m�etodo, QP4. La tabla pone de relieve que sus carac-ter��sticas no di�eren gran cosa de las del m�etodo en que se basa, el cl�asico. El ECM entrelos tres m�etodos resulta ser semejante, algo peor en la columna correspondiente al QP3debido fundamentalmente a su mayor variancia.En cuanto a la diferenciaci�on entre los m�etodos, podemos prescindir de los m�etodos



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 67Tabla 4.V.a. Comparaci�on con K=9 y cuantiles equiespaciados.Ctil. Valor real Media QP3 Media QP2 Media Cl. Var. QP3 Var. QP2 Var. Cl.0 25.0000 25.097 25.400 25.033 0.717 0.639 0.7051 30.0000 30.278 28.345 30.683 3.757 1.558 3.9802 35.0000 35.364 37.605 35.594 7.202 8.627 6.4323 40.0000 40.086 41.254 40.218 7.319 7.985 7.1234 45.0000 45.107 45.091 45.083 8.634 8.236 7.8135 50.0000 49.989 48.872 49.881 8.189 8.235 7.1806 55.0000 54.909 52.639 54.656 6.544 8.205 5.7337 60.0000 59.700 61.629 59.376 3.870 1.622 3.4828 65.0000 64.866 64.563 64.917 0.637 0.560 0.627Tabla 4.V.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP3 QP2 Cl�asico0 25.0000 0.7259 0.7988 0.70611 30.0000 3.8339 4.2970 4.44672 35.0000 7.3347 15.4127 6.78483 40.0000 7.3268 9.5576 7.17014 45.0000 8.6457 8.2444 7.82025 50.0000 8.1887 9.5073 7.19366 55.0000 6.5522 13.7808 5.85157 60.0000 3.9606 4.2775 3.87148 65.0000 0.6554 0.7508 0.6340Tabla 4.VI.a. Comparaci�on de QP3, QP4 y cl�asico (con innovaci�on).Ctil. Valor real Media QP3 Media QP4 Media Cl. Var. QP3 Var. QP4 Var. C l.0 1.6000 1.589 1.569 1.571 0.089 0.087 0.0871 3.8000 4.087 4.211 4.219 1.031 0.991 0.9872 7.5000 7.326 7.442 7.455 1.600 1.505 1.4973 10.0000 10.337 10.480 10.500 2.784 2.751 2.7974 15.0000 14.661 14.719 14.745 5.042 3.940 3.9885 19.0000 18.949 18.876 18.904 3.337 3.154 3.1596 23.5000 23.388 23.069 23.101 3.973 3.252 3.2087 30.0000 29.784 29.804 29.823 1.144 1.124 1.120Tabla 4.VI.b. Error Cuadr�atico Medio.Ctil. Valor real QP3 QP4 Cl�asico0 1.6000 0.0890 0.0877 0.08761 3.8000 1.1139 1.1596 1.16312 7.5000 1.6298 1.5087 1.49943 10.0000 2.8972 2.9807 3.04674 15.0000 5.1567 4.0191 4.05295 19.0000 3.3395 3.1690 3.16826 23.5000 3.9853 3.4371 3.36767 30.0000 1.1908 1.1629 1.1514



68 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoque no incorporan la correcci�on del sesgo para el m��nimo y el m�aximo; hay que hacer notarque los resultados del QP2 |en este caso|lo dejan con bastante desventaja respecto alos otros (presenta un ECM bastante m�as grande en todos los estimadores internos). Esposible, al menos las pruebas realizadas lo sugieren, que el QP2 sea sensible a la longitudde las colas de la distribuci�on, en el sentido de que si estos bloques son alargados, laestimaci�on de todos los cuantiles queda sensiblemente afectada, tal como se aprecia en losregistros de media y variancia correspondientes al m�etodo.
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Figura 4.4 : Las cuatro estimaciones del cuantil X02 = 45, con n variable. a)Medias de los estimadores. b) Variancias respectivas (en abcisas, eltama~no n de la muestra).Otra relaci�on importante es el tama~no de las muestras, n. En todos los ejemplosexpuestos, n era igual a 50. Si este valor aumenta, entonces la variancia de los estimadoresdesciende. En las �guras Fig. 4.4 a) y b) se muestra un ejemplo obtenido a partir dela generaci�on de muestras con tama~nos variando entre 20 y 320; para cada valor de nse hicieron 400 estimaciones utilizando los tres m�etodos MC y el cl�asico con innovaci�on,pudi�endose calcular de esta manera un valor medio y una variancia dependiente de n. Esteproceder es muy diferente del que se expuso al principio de la secci�on, dando lugar a lasFig. 4.2 y Fig. 4.3; en aquella ocasi�on s�olo se utilizaba para cada tama~no de muestra unasola observaci�on.La variable utilizada en el ejemplo de la Fig. 4.4 viene dada por f20; 36; 45; 62g. Enel gr�a�co a) se muestra la evoluci�on de la estimaci�on media de X02 = 45. No se muestranresultados de QP4 por su notable semejanza con los del m�etodo cl�asico. En este ejemploconcreto, quienes mejor convergencia consiguen son los m�etodos QP2 y QP3, los cualesrealizan pr�acticamente id�enticas estimaciones; se observa que con valores altos de n seacercan notablemente al valor de 45, se~nalado con una l��nea horizontal. Por contra, lasestimaciones medias de los m�etodos QP1 y cl�asico adaptado no son demasiado buenas.Muy posiblemente, las estimaciones no son insesgadas, ni siquiera asint�oticamente. Sinembargo, estas conclusiones no son aplicables a otros ejemplos.



4 ESTIMACI�ON DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES 69En el gr�a�co b) aparece la secuencia de variancias observadas. La mayor es siempre ladel estimador por el m�etodo QP2, muy parecida a la del QP3, y despu�es, con poca diferenciaentre ellos, QP1 y cl�asico. Se puede comprobar que, aparte de una cierta componentealeatoria, la variancia decrece inversamente proporcional a n, lo cual tambi�en se puededecir de la variancia de los estimadores deX01. En cambio, el decrecimiento de la varianciade los estimadores externos es sensiblemente m�as r�apido, del orden de O(n�2).>De d�onde se obtienen estas conclusiones? Los puntos obtenidos por simulaci�onpueden suponerse procedentes de un modelo geom�etrico como y = a �nb, que puede trans-formarse en un modelo lineal tomando logaritmos: log y = log a + b � logn. Resolviendopara X02, los valores de b, que es el coe�ciente que determina la velocidad del descensode la variancia, son -0.908, -0.930, -0.948 y -0.924, seg�un los m�etodos QP1, QP2, QP3 yCl�asico respectivamente, es decir, todav��a un poco por debajo del orden O(n�1). Para X0,tenemos -1.60, -1.96, -1.96 y -1.95. �Unicamente el QP1 muestra una tasa de descenso queno pueda ser considerada cuadr�atica.En conclusi�on, se han mostrado las caracter��sticas de varios m�etodos para estimar lospar�ametros de variables de bloques, entre los que se distinguen fundamentalmente de dostipos, los basados en estad��sticos de orden, tambi�en llamados en este texto cl�asicos, y losque utilizan un mecanismo de m��nimos cuadrados [MC]. A cualquiera de los dos se lespuede incluir una variante que modi�ca la manera de estimar los cuantiles extremos (lainnovaci�on), reduciendo signi�cativamente el sesgo. Las pruebas realizadas (claramenteinsu�cientes, pues en este terreno las herramientas anal��ticas son muy limitadas) se hancentrado en la comparaci�on de las estimaciones y de las variancias de las estimaciones encondiciones simuladas. Aunque los m�etodos MC permiten estimar los par�ametros de mvariables a la vez, bajo ciertas restricciones que pueden convertir el problema en no sepa-rable, en todos los casos se ha supuesto que m=1. El resultado de las pruebas no es clara-mente determinante, pero utilizando el criterio del m��nimo Error Cuadr�atico Medio, parecebastante ventajoso el m�etodo cl�asico con innovaci�on, que aparte de conseguir los mejoresvalores de variancia, es bastante robusto frente a distribuciones \di�ciles". Tambi�en hayque destacar de esta clase de m�etodos su sencillez y velocidad. De los m�etodos MC, aunqueno son tan robustos, se puede destacar que obtienen por lo general estimaciones menossesgadas, aunque su variabilidad supone un importante inconveniente.





5 ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 71
CAP�ITULO 5ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES5.1 Introducci�on y motivaci�onEn el presente cap��tulo se describen las t�ecnicas empleadas en el problema de esti-maci�on de una funci�on de densidad conjunta (FDC) de dos variables de K{1 bloques, yconstituye la continuaci�on natural del cap��tulo anterior, estimaci�on de funciones de densi-dad de una variable. Igualmente, se presenta un m�etodo de resoluci�on y diferentes pruebasnum�ericas que prueban la efectividad del procedimiento.Los procedimientos descritos en el cap��tulo 4 est�an claramente orientados al c�alculode distribuciones de variables de bloques a partir de datos hist�oricos, en particular, de lasaportaciones naturales que cada embalse de una cuenca hidr�aulica recibe, informaci�on quese precisa para resolver los problemas hidrot�ermicos descritos en los cap��tulos 7, 8, 10 y 12.El contenido de este cap��tulo tiene su fundamento en los m�etodos que utilizan una funci�onde densidad conjunta de dos variables de bloques, espec���camente el cap��tulo 9. En �el, laFDC es empleada dentro de un proceso de simulaci�on con la soluci�on de un problema deoptimizaci�on para tener en cuenta la relaci�on existente entre las aportaciones de intervalosconsecutivos.Se establecen los siguientes criterios: partimos de una muestra aleatoria de dos vari-ables apareadas, que llamaremosX e Y . No hay ninguna hip�otesis relativa a la dependenciao independencia entre tales variables. Dichamuestra se conoce como: ((x1; y1); : : : ; (xn; yn)).Las variables aleatorias X e Y siguen una distribuci�on de bloques, con los par�ametrosK y � comunes. Dichas distribuciones se denotan como es usual: fX0; : : : ;X0K�1g efY 0; : : : ; Y 0K�1g, y son totalmente conocidas. Se busca obtener una funci�on que estime ala funci�on de densidad conjunta de X e Y , fX;Y (x; y). En realidad, como se observa en laecuaci�on (3.9), la funci�on de densidad conjunta (en adelante, s�olo FDC) viene determinadaprincipalmente por las cantidades r i;j , dado que otra de las hip�otesis de partida es queconocemos la forma anal��tica de la FDC. Por tanto, nuestro problema se va a reducir aencontrar estimadores de r i;j . Llamaremos R a la matriz de valores reales positivos querepresenta la FDC de dos variables: R = fr i;j j1 � i; j � K � 1g. bR es como denotare-mos a una estimaci�on de R; o br i;j si estamos re�ri�endonos a cada uno de sus elementosestimadores de r i;j .



72 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo5.2 AproximacionesEn primer lugar, veremos c�omo se pueden encontrar primeras aproximaciones a losvalores de r i;j . La primera de ellas consiste en trasladar los valores de la muestra como sifueran puntos en la porci�on del plano que determinan [X0;X0K�1]� [Y 0; Y 0K�1]. Con lanotaci�on [a; b]� [c; d] se expresa el lugar geom�etrico de los puntos (x; y) tales que a � x � by c � y � d, el cual denominaremos rect�angulo.El rect�angulo anterior se halla dividido en (K � 1)2 regiones delimitadas por loscuantiles de X e Y . Llamando ni;j al n�umero de puntos situados en la regi�on (i; j), esdecir, entre X0i�1 y X0i, e Y 0j�1 e Y 0j , encontramos las frecuencias observadas de lospuntos en cada regi�on: fi;j = ni;jnDe aqu��, calculamos el valor correspondiente a la densidad en la regi�on (i; j):(r i;j )� = fi;j(X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1) (5:1)La aproximaci�on que aparece en (5.1) resulta ser un m�etodo sencillo e intuitivo, quesin embargo no puede considerarse un estimador completo, ya que los resultados obtenidosno cumplen en general las restricciones (3.11) y (3.12), aunque s�� se cumple (3.10). Portanto, (5.1) no proporciona una soluci�on v�alida, aunque s�� un punto de partida desde elque se puede hallar un estimador que cumpla tales restricciones |y la notaci�on (r i;j )�indica que (5.1) no es una estimaci�on, de otra manera lo expresar��amos como br i;j .Una generalizaci�on de este primer m�etodo ser��a considerar una cierta �area de in
uenciaalrededor de cada punto observado. De esta manera, se pretende \suavizar" el resultado,pues el peso de cada observaci�on no tiene porqu�e recaer �unicamente en la regi�on quecontiene dicho punto, lo cual puede interpretarse como una concesi�on a la variabilidadpresente en los datos. Este mecanismo es una adaptaci�on de los m�etodos de estimaci�on dedensidades mediante estimadores de kernel (ver, por ejemplo, una publicaci�on que trataextensamente sobre este tema, [SCOT92]). En la Fig. 5.1 aparece un ejemplo ilustrado.En este trabajo se supone que el �area de in
uencia de un punto (x; y) es la intersecci�ondel rect�angulo de�nido por [X0;X0K�1]� [Y 0; Y 0K�1] y un rect�angulo centrado en dichopunto, con lo cual este �area no puede salirse de los m�argenes impuestos por los l��mitesdados por las variables. Las dimensiones del rect�angulo centrado en (x; y) son � � �X y� � �Y , donde � es un escalar positivo, y �X y �Y las desviaciones est�andar respectivas deX e Y . Si � es 0, entonces el m�etodo se identi�ca con la aproximaci�on (5.1).Sea Ri;j la regi�on comprendida entre X0i�1 y X0i, e Y 0j�1 e Y 0j . Denotamos porA(l) el �area de in
uencia del punto (xl; yl), con l=1, n. Por tanto,A(l) = �hxl � �2 �X ; xl + �2 �Xi� hyl � �2 �Y ; yl + �2 �Y i�\��X0;X0K�1�� �Y 0; Y 0K�1��El s��mbolo \ se utiliza para representar la intersecci�on de rect�angulos, con su signi�-cado obvio. El algoritmo para calcular la segunda aproximaci�on a la densidad de una FDC
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Figura 5.1 : Muestra (marcada con c��rculos) en el plano de las variables X eY . Alrededor del punto negro se han marcado con l��neas discontinuaslos l��mites del �area de in
uencia de dicho punto.(con par�ametro �) es:0 Inicializar fi;j = 0, para 1 � i; j � K{1.1 Para l = 1, n:1.1 Sea S = Area(A(l)).1.2 Para cada regi�on (i; j), 1 � i; j � K{1:1.2.1 Sea T = Area(Ri;j TA(l)).1.2.2 Incrementar fi;j con T=S2 Calcular, para 1 � i; j � K{1:(r i;j )� = fi;jn(X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1) (5:2)Las mismas consideraciones hechas para (5.1) son v�alidas para (5.2). Por tanto, paraconseguir una estimaci�on correcta, es necesario un paso m�as, en el cual se realiza el reajustede las variables con el objetivo de factibilizar las restricciones (3.11) y (3.12).5.3 Reajuste de la aproximaci�onEn esta etapa se obtendr�a un resultado factible de acuerdo a las restricciones (3.11)y (3.12), que a continuaci�on se recuerdan:K�1Xj=1 br i;j (Y 0j � Y 0j�1) = �i(X0i �X0i�1) i = 1 : : :K � 1



74 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoK�1Xi=1 br i;j (X0i �X0i�1) = �j(Y 0j � Y 0j�1) j = 1 : : :K � 1donde las variables se denotan por bR=fbr i;jg. De todas maneras, si consideramos que elpunto obtenido en la etapa de aproximaci�on R� es fundamentalmente bueno en cuantoa su valor como estimador de la FDC, va a ser importante que la soluci�on �nal sea unpunto cercano al anterior, adem�as de factible. La principal cuesti�on que surge entonces es:>C�omo denotar que un punto est�a cerca de otro en el espacio de las variables? La soluci�onno es trivial, pues existen bastantes opciones. Adoptando el criterio de tomar el cuadradode la distancia eucl��dea entre puntos de IR(K�1)(K�1), la soluci�on:K�1Xi;j=1 �(r i;j)� � br i;j�2no es apropiada, pues siendo las variables inversamente proporcionales a las diferenciasde cuantiles, obtendr��amos una suma de valores desproporcionados. La soluci�on adoptadaconsiste en escalar cada variable por el �area de su regi�on respectiva: en otras palabras,transformamos las variables en probabilidades, ya que esta transformaci�on, lineal y portanto sencilla, equivale a hallar el volumen encerrado bajo la FDC en cada regi�on. Eviden-temente, cada probabilidad es un valor entre 0 y 1, por tanto es de esperar que calcularemosnuestra distancia a partir de una suma de t�erminos homog�eneos. En consecuencia, la ex-presi�on resultante es:D(R�; bR) = K�1Xi;j=1 �(X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1)(r i;j )� � (X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1)br i;j�2(5:3)Por consiguiente, se formula el problema de reajuste de la aproximaci�on (RP) comosigue. Dados K, �, los cuantiles de dos variables X e Y de K{1 bloques y una aproxi-maci�on R� de la FDC, la soluci�on de:minbR D(R� ; bR) (5:3)s.t. K�1Xj=1 br i;j(Y 0j � Y 0j�1) = �i(X0i �X0i�1) i = 1 : : : K � 1 (5:4)K�1Xi=1 br i;j(X0i �X0i�1) = �j(Y 0j � Y 0j�1) j = 1 : : : K � 2 (5:5)bR � 0 (5:6)es una estimaci�on de la FDC desconocida fX;Y (x; y). Para ello, se ha elegido el criterio deminimizar (5.3), sujeto a las condiciones estructurales de una FDC, que vienen dadas por(5.4) y (5.5), adem�as de la condici�on de no negatividad (5.6). Notar que como consecuenciade que existe un grado de dependencia lineal en las ecuaciones (3.11) y (3.12) podemoseliminar una ecuaci�on, como se ha hecho, de (5.5).Existe una �ultima posibilidad que ha sido bastante utilizada, aunque se ha visto en la



5 ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 75pr�actica que sus efectos no son sensiblemente diferentes a los del problema (RP) expuestoarriba. Consiste en tomar en consideraci�on la correlaci�on muestral y la correlaci�on te�orica,e incorporar el cuadrado de la diferencia a la funci�on objetivo (5.3), es decir: �( bRjX;Y ) � 1sXsY nXl=1(xl � x)(yl � y)!2La expresi�on de �( bRjX;Y ) aparece en (3.14); sX y sY indican desviaci�on est�andarde las muestras de X e Y respectivamente; x y y son las respecticas medias muestrales.Esta expresi�on pone el acento en forzar la verosimilitud del resultado respecto la relaci�onlineal entre las variables, resumida en el estad��stico correlaci�on. Sin embargo, se ha vistoen pruebas realizadas que no se aprecian diferencias importantes; la funci�on objetivo (5.3)consigue unos resultados de � muy semejantes a los obtenidos mediante la incorporaci�ondel t�ermino de arriba a la funci�on objetivo.5.4 Pruebas num�ericas y comparaci�on de resultadosEn este apartado se describe c�omo se ha realizado el examen de los estad��sticos de-scritos anteriormente. Diremos mejor que poseemos una familia de estad��sticos, dependi-endo del par�ametro � utilizado en la aproximaci�on previa al reajuste. Se trata de establecermediante ejemplos unas ideas que quiz�as no se puedan presentar de otra manera, debido alnecesario paso de reajuste. La existencia de este paso, de naturaleza iterativa, complica engran manera el an�alisis te�orico del estimador. Por consiguiente, se hace necesario acudir ala experiencia computacional.5.4.1 Obtenci�on de una situaci�on inicialParece interesante cubrir una gran cantidad de casos con los que poder experimentar,pero no parece tan sencillo encontrar un ejemplo aplicable. Decimos esto porque si elobjetivo es simular la estimaci�on de una FDC, necesitamos previamente:{ K y �.{ La especi�caci�on de dos variables, X e Y .{ La especi�caci�on de una FDC de X e Y .Pero es necesario que: 1) las marginales de la FDC sean X e Y , y 2) la FDC est�e biende�nida. No es trivial encontrar soluci�on a estos problemas, porque es necesario manejarmuchos factores a la vez (para un caso conK > 2, tenemos (K�2)2 grados de libertad paramover libremente nuestras variables). Por tanto, se ha optado por la obtenci�on aleatoriade FDC. El mecanismo es el siguiente:1 Elegir un valor de K > 2.2 Tomar como probabilidad el vector f 1K�1 ; : : : ; 1K�1g.3 Generar una distribuci�on de probabilidad de K{1 bloques paraX y otra para Y .4 Buscar una FDC de (K � 1)(K � 1) regiones que tenga comomarginales fX y fY .



76 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLa manera de generar una distribuci�on univariante para X es muy sencilla. Basta congenerar K n�umeros reales de manera uniforme y disponerlos en orden; de esta manera, elmenor ser�a X0, el siguiente X01, y as�� hasta X0K�1. De la misma forma operamos con Y .En nuestro caso, trabajamos con valores reales en el intervalo [0,10].Obtener aleatoriamente una funci�on fX;Y sigue un procedimiento bastante distinto.Hay que tener en cuenta que se trata de encontrar un conjunto R que se identi�ca con lasdensidades en cada regi�on del plano acotado por los cuantiles de X e Y , y que cumpla conlas restricciones (3.11) y (3.12). Una primera soluci�on consiste en construir un problemapara encontrar un punto factible a estas restricciones. Podemos omitir la funci�on objetivo,o simplemente de�nir una id�enticamente igual a 0, y con�ar en que, dado un punto inicialcualquiera (posiblemente infactible), el algoritmo de optimizaci�on sabr�a hallar una soluci�onv�alida, que depender�a del azar empleado en el c�alculo del punto inicial.Sin embargo, los algoritmos usuales no proporcionan soluciones satisfactorias. Sucedeque estos algoritmos suelen encontrar bastantes valores de las variables en sus l��mites.Como las variables est�an acotadas inferiormente por cero, esto signi�ca que una canti-dad importante de regiones no presentan densidad. En realidad, lo conveniente ser��a quelos valores de R fueran estrictamente positivos, pero est�a condici�on no es directamenteimponible si no es a base de crear arti�cialmente unas cotas inferiores positivas, comple-tamente arbitrarias en todo caso.La soluci�on viene dada utilizando un tipo de algoritmo totalmente distinto. Losm�etodos de punto interior [ARBE93] buscan una soluci�on a problemas del tipo:minr f(r)s.t. r 2 S � IRnllegando a la soluci�on �optima a trav�es de una secuencia de puntos estrictamente interior aS. Por tanto, utilizando una funci�on objetivo inocua como 0, las restricciones (5.4) y (5.5),la no negatividad de las variables y un punto inicial generado al azar, se garantiza unasoluci�on cuando el problema dual del anterior es factible y tiene soluci�on igual a 0. Unareferencia �util es [VAND92], en donde aparece la especi�caci�on de las rutinas empleadaspara este problema.5.4.2 Procedimiento de simulaci�onUna vez se ha determinado una FDC y sus funciones marginalesX e Y , se inicia el pro-cedimiento de simulaci�on. Un punto fundamental es saber generar una muestra de tama~non para dos variables, conocida su distribuci�on conjunta fX;Y . Para ello, describimos elsiguiente m�etodo:1 Obtener una muestra aleatoria de tama~no n de la variable X. Asignar a (x1;: : : ;xn).2 Para l = 1, n:2.1 Obtener una muestra aleatoria de tama~no 1 utilizando la funci�on dedensidad fY jX=xi. Asignar a yi.La funci�on de densidad condicionada fY jX=xi viene dada por la expresi�on que �guraen (3.15), y extraer una muestra de s�olo una observaci�on no tiene nada de particularrespecto a hacerlo con varias observaciones.



5 ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 77Con esto puede considerarse que podemos generar un n�umero cualquiera de experi-mentos. Ejemplos de simulaciones que pueden darse son:� Repetir N veces la estimaci�on utilizando muestras de tama~no n �jo.� Estimar cada vez con un tama~no n creciente, para observar el comportamiento asint�oticodel m�etodo.5.4.3 An�alisis del estimadorEn este apartado describiremos un ejemplo y expondremos unas breves conclusiones.Hay que decir que estas conclusiones no pueden ser determinantes en modo alguno, ya quese basan en la observaci�on de unos cuantos casos comunes.El siguiente ejemplo utiliza un valor de K igual a 4. Las distribuciones marginales,dadas por los cuantiles considerados, son:X = f2:041198; 4:618146; 8:569570; 9:194283gY = f1:652905; 4:601046; 5:159442; 5:385240g
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Y 0Figura 5.2 : Plano X e Y del ejemplo, con las regiones dibujadas proporcional-mente, y el �area de cada regi�on adjunta.En la Fig. 5.2 aparece un esquema del plano obtenido por el cruce de estos par�ametros.Para cada regi�on se especi�ca el �area de �esta. Obs�ervese la disparidad existente entre laregi�on m�as grande y la m�as peque~na (unas 80 veces menor). Sobre este dominio se va aconstruir la FDC, que viene dada en la tabla 5.I (primera �la bajo la cabecera). Se hahallado un valor de � igual a -0.310179.Una vez disponibles todos estos elementos, se extrajeron 400 muestras de (X;Y )con 50 individuos, y con ellas se estim�o fX;Y 400 veces. El resultado de este proceso sepuede ver, de manera muy resumida, en la tabla I; en ella aparecen, por columnas, losrespectivos elementos correspondientes a la regi�on (i; j), y por �las, la densidad en cadaregi�on (R), la probabilidad expresada en porcentaje de obtener un par (X,Y ) en cada



78 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 5.I. Resultados de la estimaci�on de fX;Y con 400 muestras de n=50.i; j 1,1 2,1 3,1 1,2 2,2 3,2 1,3 2,3 3,3R 0.00650 0.00826 0.10193 0.08502 0.04600 0.31390 0.27773 0.15200 0.25589P (%) 4.938 9.622 18.773 12.234 10.151 10.949 16.161 13.561 3.611Sg1 0.08444 -0.03455 -0.00444 -0.01451 0.03416 -0.01542 -0.01484 -0.00088 0.06995Sg2 0.24491 0.49461 -0.31777 0.15353 0.12632 -0.28857 -0.19110 -0.44509 2.52819V1 0.00127 0.00067 0.02949 0.04264 0.01975 0.75667 0.28654 0.11505 2.93048V2 0.00087 0.00033 0.00532 0.01378 0.00510 0.07220 0.03696 0.01165 0.19680regi�on (P ); etiquetado como \Sg1", el sesgo ponderado, es decir, el valor medio del sesgode la estimaci�on expresado en proporci�on al verdadero valor del par�ametro:br i;j � r i;jr i;j ;donde la estimaci�on se ha realizado utilizando el m�etodo de aproximaci�on simple (5.1).La �la se~nalada con \Sg2" utiliza el m�etodo (5.2), donde el par�ametro � empleado enesta ocasi�on val��a 1.0. Las �ultimas dos �las recogen la variancia de las estimaciones seg�unambos m�etodos (el sub��ndice se re�ere como antes al m�etodo empleado); la varianciaaparece escalada con un factor de 100.El primer comentario que se puede extraer del ejemplo es que el sesgo parece sernotablemente mayor con el segundo m�etodo de aproximaci�on que con el primero. Estamisma observaci�on se puede hacer con otros ejemplos. El sesgo de la primera �la puedeajustarse dentro de un orden de magnitud del 1% (con un m�aximo del 8%), frente a unorden del 20% (con un m�aximo del 250%) en la segunda �la. No se puede decir que el sesgoapreciable se disponga de acuerdo con alg�un patr�on reconocible f�acilmente. Por lo menos,no se ha visto nada especial entre, por ejemplo, los estimadores de las regiones internas,o las laterales, o las que hacen esquina. En cuanto a las variancias, la comparaci�on seinvierte, pues el m�etodo m�as favorecido es claramente el segundo.Podemos decir que, en general, las regiones de super�cie peque~na tendr�an densidadesgrandes (bajo el supuesto de que las probabilidades son de parecida magnitud en cadaregi�on). El ejemplo lo tenemos en los dos casos extremos: la regi�on (3,3) es la menor, perotiene una de las mayores densidades (0.25589); la regi�on (2,1) es la mayor, y su densidades la segunda m�as baja de entre todas (0.00826). Hay que decir que este efecto no esintencionado, puesto que el algoritmo de punto interior no lo tiene en cuenta; m�as bien setrata de una peculiariedad del azar, que tiende a repartir uniformemente la probabilidadentre todas las regiones, sin descartar la posibilidad de que en alguna ocasi�on se produzcandesequilibrios importantes. Un sesgo especialmente grande (252.8%) se ha producido enla regi�on (3,3). No es descabellado sugerir que las regiones de peque~no tama~no puedenconllevar cierta inestabilidad en la estimaci�on del par�ametro asociado, aunque esto no seam�as que una hip�otesis que habr��a que justi�car. S�� es evidente que existe una relaci�oninversa entre el �area de una regi�on y la variancia de la estimaci�on.Cabe decir, en este punto, que se han examinado algunos casos para observar lain
uencia del par�ametro � en la estimaci�on. Para ello, se ha realizado una estimaci�onreiterada del mismo caso variando � desde 0 hasta valores del estilo de 1 �o 2 (lo que



5 ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 79signi�ca que el �area de in
uencia de cada individuo llega a alcanzar una desviaci�on tipo asu alrededor). Valorando en distintos puntos intermedios la dispersi�on de las estimacionesde la densidad (para ello se ha calculado el valor promedio de las desviaciones tipo delas estimaciones br i;j), se ha visto con claridad que este indicador de la dispersi�on de losestimadores decrece mientras � aumenta (el decrecimiento no ser��a lineal, en cualquiercaso, sino convexo). Puede justi�carse teniendo en cuenta que cuanto m�as grande sea el�area de in
uencia, m�as puntos diferentes participan en la estimaci�on de la densidad de unadeterminada regi�on; como se da que la aproximaci�on (5.2) no es m�as que un promedio,mayor n�umero de puntos signi�ca una disminuci�on de la variancia. Desde luego, esteargumento no es m�as que algo intuitivo; tampoco se puede olvidar que tras la etapa deaproximaci�on est�a la etapa de reajuste, y no sabemos si �esta modi�ca sustancialmente laprimera estimaci�on (infactible). En cuanto a la existencia de sesgo, con experiencias queoperan de manera semejante, podemos comprobar que el sesgo (una indicaci�on global) crecer�apidamente cuando � se aleja de cero, aunque este aumento se desacelera posteriormente.En principio, no resulta f�acil deducir m�as a partir de este procedimiento. Teniendo encuenta que las pruebas hechas a prop�osito utilizaban un tama~no de prueba constante, laprimera conclusi�on ser��a: un m�etodo con � su�cientemente grande suele ser un estimadorcon menor variancia que si � = 0, pero el sesgo que presenta es grande, comparado conel obtenido con el m�etodo (5.2). En consecuencia, a pesar de la mayor variancia, lo m�asapropiado parece ser hacer una estimaci�on preliminar con la aproximaci�on (5.1).5.4.4 Comportamiento asint�oticoCon el ejemplo que se muestra a continuaci�on, se expone un resultado corriente deestimaci�on de la FDC, poniendo el acento esta vez en la variaci�on del tama~no de la muestra,n. Las dos variables X e Y con las que se ha trabajado son:X = f2:427490; 2:443455; 3:984514; 4:129069gY = f0:042942; 1:717926; 6:403825; 8:472136gSe ha calculado la siguiente distribuci�on de probabilidades para cada regi�on:p i;j [X0;X01] [X01;X02] [X02;X03][Y 0; Y 01] 0.070049 0.154083 0.109216[Y 01; Y 02] 0.203242 0.042718 0.087415[Y 02; Y 03] 0.060042 0.136530 0.136703con lo que se obtiene una correlaci�on � igual a 0.0550753. Las pruebas realizadas hanconsistido en estimar la densidad R a partir de muestras con tama~nos entre 20 y 320observaciones. Con el objeto de representar gr�a�camente el resultado obtenido, se hausado la siguiente expresi�on para medir la discrepancia existente entre la densidad real Ry la estimaci�on bRn: D(R; bRn) = 1(K � 1)(K � 1) K�1Xi;j=1 �bp i;j � pi;j�2pi;j (5:7)



80 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazodonde pi;j y bp i;j son las probabilidades en cada regi�on; respectivamente, las iniciales quese han mostrado anteriormente y las estimadas, que se hallan multiplicando la densidad(r i;j , o br i;j ) por el �area de cada regi�on (X0i �X0i�1)(Y 0j � Y 0j�1).La expresi�on (5.7) es v�alida como criterio de aproximaci�on de la estimaci�on a la den-sidad real: la introducci�on de las probabilidades proporciona una mejora en la estabilidaddel conjunto. Para normalizar cada sumando, se considera el cociente por el valor de laprobabilidad pi;j . En nuestro caso, esto siempre es posible, dado que el algoritmo de puntointerior que calcula una FDC inicial nunca dar�a valores nulos.A notar que la expresi�on D da una medida global del sesgo apreciado en la estimaci�oncon cada muestra. Ya hab��amos hecho notar con muestras de tama~no constante que elsesgo era sensiblemente menor con � = 0.
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Figura 5.3 : Resultados de D para el ejemplo expuesto, con valores de �=0, 0.1,0.5 y 1, y n (en abcisas) entre 20 y 320.En la Fig. 5.3 se pone de mani�esto: 1) que la in
uencia de � sobre el sesgo semani�esta de la misma manera si n var��a. 2) que el sesgo tiende a decrecer con tama~nosde muestra crecientes, aunque no de la misma manera.En efecto, si alg�un descenso parece ser efectivo en este ejemplo es el que provienedel c�alculo m�as sencillo, se~nalado por una l��nea continua, y tambi�en cuando �=0.1. Lasrestantes trayectorias son principalmente oscilaci�on aleatoria alrededor de un valor neta-mente positivo. De hecho, la experiencia muestra que �unicamente cuando � = 0 hay unaconvergencia real (D tiende a 0); en otros casos, siempre existe un nivel que no puederebasarse, en general m�as bajo cuanto menor es �.



5 ESTIMACI�ON DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 81El tama~no de muestra tambi�en incide en la variabilidad de la estimaci�on. En estecaso, puesto que para cada n s�olo �gura un valor de D, hay que apreciar el descenso dela variabilidad en la reducci�on de la amplitud de la oscilaci�on a medida que crece n. Enrealidad, la gr�a�ca no es una referencia muy �el, ya que para mejorar la presentaci�on delos valores con � > 0 se ha sometido a estas secuencias a un alisado que, sin embargo, noafecta a la tendencia (este alisado se ha obtenido con la instrucci�on Rsmooth de Minitab[MINI92] que realiza el suavizado de una serie tomando la mediana de grupos de valoresconsecutivos). El aspecto real de tales secuencias presenta un aspecto menos sinuoso, conun incremento de valores fuera de banda, con lo que no se destacan las diferencias entrelos resultados obtenidos con distintos valores de �.Cabe decir que el caso expuesto no es representativo de todas las situaciones posibles.En realidad, puede ser un ejemplo de una mala situaci�on. Hay otras, con las que noshemos encontrado con frecuencia durante las pruebas realizadas, en las que no se distinguendiferencias importantes entre D con � = 0 y � > 0 (dentro del rango de n contemplado).Si observamos los valores de los cuantiles de X, notaremos que la diferencia entre X01y X0 es relativamente peque~na. En general, con distribuciones que no presentan estascaracter��sticas no se aprecian diferencias tan acusadas. Sin embargo, establecer algunarelaci�on entre los factores en juego y el resultado �nal no es viable a�un, por lo que es dif��cilestablecer cu�ales son los par�ametros que participan principalmente en la estimaci�on de ladensidad, y m�as a�un cuanti�car esta participaci�on.





6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 83
CAP�ITULO 6OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES6.1 Introducci�onEl cap��tulo que sigue tiene un car�acter particular. Por un lado, es eminentementepr�actico, a pesar del t��tulo Operaciones con varias variables de bloques, que puede darla impresi�on de que se va a introducir una teor��a necesariamente compleja, sin ser �ese enabsoluto el �n que se busca. Por otro lado, se trata de una extensi�on de la teor��a de lasvariables de bloques en cierta manera independiente del tema principal de la tesis, que es lageneraci�on hidrot�ermica a largo plazo. Por expresarlo propiamente, no es que este cap��tulodescuide el tema central, sino que se trata de una rami�caci�on sugerida por el mismo tema,aunque por el momento no se vislumbren perspectivas de aplicaci�on inmediata.La citada sugerencia se puede expresar de la siguiente manera. Puesto que la gen-eraci�on es una funci�on de variables de bloques, observemos qu�e ocurre cuando se operanentre s�� este tipo de variables. El planteamiento tiene un inter�es notable ya que, comoveremos, se asume como una simpli�caci�on que la generaci�on tambi�en sigue una ley deprobabilidad de bloques. No vamos a profundizar excepto en unos casos bien concretos,que son la suma de dos variables, el cuadrado de la suma y el producto de dos variables.Con estos ejemplos se pone de mani�esto que las variables de bloques son lo su�cientementesencillas como para que sea accesible operar con ellas (lo cual no es cierto para la pr�acticatotalidad de otros tipos de variables, excepto bajo ciertas condiciones como cuando hayindependencia entre variables). Sin embargo, en esta parte no se ha llegado a determinartotalmente la forma completa de la generaci�on (una forma bastante compleja, en la queintervienen tres variables, usualmente dos de ellas en forma c�ubica).A lo largo del cap��tulo se desarrollan unas expresiones generales para la funci�on de den-sidad de variables que son una funci�on concreta del tipo de las que se nombra m�as arriba.A continuaci�on, se expone un ejemplo particular, que se re�ere a funciones con una variableuniforme y una variable triangular con cierto grado de dependencia. Se resuelve este casocompletamente y, �nalmente, se comparan resultados con los obtenidos suponiendo quelas variables originales fueran de bloques, utilizando un estad��stico conocido generalmentecomo ISE.Si bien se carece de una experiencia exhaustiva con otros casos (que, por otra parte, noson f�aciles de reproducir, debido a la di�cultad antes comentada de operar con variablescualesquiera), el ejemplo pretende dar la idea de que las variables de bloques son una



84 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoherramienta �util para \imitar" otras distribuciones. Con variables de bloques, por ejemplo,se puede conseguir una forma anal��tica de la funci�on de densidad de una variable a partirde una muestra, tal como se muestra en la secci�on de resultados computacionales. Conel �n de realizar comparaciones, se incluyen resultados alternativos obtenidos medianteun estimador kernel. Es de destacar que el m�etodo expuesto utiliza toda la informaci�onconjunta de las dos variables, pues no precisa de una muestra, tal como opera el estimadorkernel.6.2 Suma de dos variablesSeanX e Y dos variables aleatorias deK{1 bloques, con probabilidades (�1; : : : ; �K�1)comunes a ambas variables. Sea fX;Y la FDC de X e Y . De�nimos la variable aleatoriaW = X + Y . Se trata de averiguar cu�al es la funci�on de distribuci�on y la funci�on dedensidad de W . Por de�nici�on de FW (w):FW (w) = P (W � w) = P (X + Y � w) = P (Y � w �X)lo que lleva a considerar el volumen de fX;Y que queda a un lado del plano Y = w�X (m�asconcretamente, del lado que se extiende hacia -1). Un ejemplo gr�a�co se muestra en la�gura (4.1.a), considerando solamente la visi�on en un espacio X�Y . Simpli�quemos dichoplano, teniendo en cuenta que es equivalente en su lugar hablar de la recta Y = w �Xen un espacio de dos dimensiones. En la �gura (4.1.b) aparece una descomposici�on encasos de las posibles maneras en que un bloque puede quedar cortado por dicha recta (conpendiente -1). Podemos describirlas como: 1) cortando la esquina inferior (izquierda, seentiende). 2) cortando de izquierda a derecha. 3) cortando de arriba abajo. 4) cortando laesquina superior (derecha, se entiende). Evidentemente, un bloque tambi�en puede quedarintacto, y distinguiremos dos posibles situaciones: 1) cuando la recta Y = w � X pasasobre la esquina superior. 2) cuando la recta Y = w � X pasa bajo la esquina inferior.En el primer caso, todo el volumen del bloque es tomado en consideraci�on; en el segundocaso, el bloque es enteramente dejado de lado.En la Fig. 6.1 aparece una descomposici�on en casos de las posibles maneras en queun bloque puede quedar cortado por dicha recta (con pendiente -1). Podemos describirlascomo: 1) cortando la esquina inferior (izquierda, se entiende). 2) cortando de izquierdaa derecha. 3) cortando de arriba abajo. 4) cortando la esquina superior (derecha, seentiende). Evidentemente, un bloque tambi�en puede quedar intacto, y distinguiremos dosposibles situaciones: 1) cuando la recta Y = w � X pasa sobre la esquina superior. 2)cuando la recta Y = w�X pasa bajo la esquina inferior. En el primer caso, todo el volumendel bloque es tomado en consideraci�on; en el segundo caso, el bloque es enteramente dejadode lado.Por tanto, una manera de calcular FW (w) consiste en hallar para cada regi�on delplano X-Y determinado por los cuantiles de las variables la porci�on de �area que queda pordebajo de la recta Y = w�X, multiplicando esta super�cie por la densidad de dicha regi�on(que es constante, por de�nici�on de FDC). La suma de todos estos t�erminos compone elvolumen a que equivale la probabilidad pedida.
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Figura 6.1 : Suma de dos variables de bloques. a) Plano X-Y , representandopara un valor dew concreto la recta que limita la regi�onX+Y � w.b) Los cuatro posibles tipos de corte de un bloque (la zona gris es el�area de inter�es).6.2.1 Integraci�on de bloques truncados por una rectaSupongamos un bloque perteneciente a la FDC de dos variablesX e Y ; identi�caremosa este bloque como (i; j) cuando coincida su base con la regi�on [X0i�1;X0i]� [Y 0j�1; Y 0j ].Llamaremos bloque truncado de (i; j) seg�un w a la regi�on geom�etrica que resulta de laintersecci�on del bloque (i; j) con el conjunto f(x; y)jy � w � xg.El c�alculo del volumen de un bloque truncado equivale a la integraci�on de los puntosencerrados en dicha regi�on. Es evidente que, puesto que la altura del bloque es constante,tal volumen es f�acilmente resoluble hallando previamente el �area de la base del bloquetruncado. De acuerdo a la clasi�caci�on hecha al principio del apartado, obtendremos lossiguientes valores para el volumen del bloque truncado (i; j) seg�un w.6.2.1.1 Caso 1Este caso se presenta cuando X0i�1 + Y 0j�1 � w � min(X0i�1 + Y 0j ;X0i + Y 0j�1).Notemos que la base del bloque truncado es un tri�angulo rect�angulo. La base del tri�anguloes w� Y 0j�1�X0i�1; la altura es id�entica (puesto que la pendiente de la recta es -1). Enconsecuencia, de�nimos el volumen buscado como:Vi;j(w) = ri;j2 �w � Y 0j�1 �X0i�1�2 (6:1)donde, siguiendo la notaci�on habitual, ri;j indica la densidad en la regi�on (i; j).6.2.1.2 Caso 2Este caso se presenta cuando X0i + Y 0j�1 � w � X0i�1 + Y 0j . El �area buscada esun trapecio con alturas desiguales. Descompondremos esta super�cie en dos partes: elrect�angulo inferior y el tri�angulo superior. La base de ambas �guras es X0i �X0i�1. La



86 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoaltura del rect�angulo es w�X0i � Y 0j�1; razonando como antes, vemos que la altura deltri�angulo coincide con su base. Por tanto, esta vez se obtiene la expresi�on:Vi;j(w) = ri;j �X0i �X0i�1��w �X0i � Y 0j�1 + X0i �X0i�12 �= ri;j �X0i �X0i�1��w � Y 0j�1 � X0i +X0i�12 � (6:2)6.2.1.3 Caso 3Este caso se presenta cuando X0i�1 + Y 0j � w � X0i + Y 0j�1. Al igual que antes,se obtiene un trapecio, pero con bases irregulares. Realizando una descomposici�on enrect�angulo m�as tri�angulo llegamos a:Vi;j(w) = ri;j �Y 0j � Y 0j�1��w � Y 0j �X0i�1 + Y 0j � Y 0j�12 �= ri;j �Y 0j � Y 0j�1��w �X0i�1 � Y 0j + Y 0j�12 � (6:3)6.2.1.4 Caso 4Este caso se presenta cuando X0i + Y 0j � w � max(X0i�1 + Y 0j ;X0i + Y 0j�1).Observamos que es inmediato encontrar la soluci�on substrayendo al �area de todo el bloquela super�cie del tri�angulo que queda sobre la recta Y = w �X. As��:Vi;j(w) = ri;j  (Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1) � �Y 0j +X0i � w�22 ! (6:4)Podemos hacer notar en este punto que los casos 1 y 4 son funciones cuadr�aticas dew, mientras los casos 2 y 3 se tratar��an de funciones lineales.6.2.1.5 Cuando la recta Y = w �X no corta la regi�on (i; j)Conviene dejar claro que estos casos tambi�en son de inter�es, aunque sean los m�assencillos. Si se da que w � X0i�1 + Y 0j�1 entonces no hay volumen a considerar:Vi;j(w) = 0 (6:5)La �ultima posibilidad es que w � X0i + Y 0j ; en ese caso:Vi;j(w) = ri;j �(Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)� (6:6)Est�a claro que, de�nida como en (6.1), (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.6), Vi;j(w) se tratade una funci�on de�nida a trozos que calcula el volumen de un bloque truncado seg�un elpar�ametro w.



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 876.2.2 Propiedades de Vi;jSupondremos que por el bloque (i; j) nos referimos al que viene determinado por loscuantiles X0i�1;X0i; Y 0j�1; Y 0j .Propiedad 1. Vi;j(w) es continua para todo w.Para demostrarlo, supondremos que el bloque (i; j) tiene unas dimensiones tales que,si w se incrementara, del caso 1 se pasar��a al 2, y de �este al 4. Esto supone, por tanto, que(X0i�1 + Y 0j � X0i + Y 0j�1. La otra posibilidad es pasar del caso 1 al 3 y de aqu�� al 4.De cualquier modo, las esquinas (X0i�1; Y 0j�1) y (X0i; Y 0j) son extremos absolutos en lasuma de X e Y , por lo que los casos 1 y 4 son obligados.Primeramente, las expresiones (6.1){(6.6) son continuas. Queda por ver qu�e ocurreen los puntos en que se ponen en contacto. Empezaremos mostrando que cuando w tiendea X0i�1+Y 0j�1, seg�un la expresi�on (6.1), Vi;j tiende a cero, coincidiendo con la expresi�on(6.5): Vi;j(X0i�1 + Y 0j�1) = ri;j2 �X0i�1 + Y 0j�1 � Y 0j�1 �X0i�1�2 = 0Supongamos ahora que w se acerca a X0i + Y 0j�1; seg�un (6.1):Vi;j(X0i + Y 0j�1) = ri;j2 �X0i + Y 0j�1 � Y 0j�1 �X0i�1�2= ri;j2 �X0i �X0i�1�2De acuerdo con (6.2):Vi;j(X0i + Y 0j�1) = ri;j �X0i �X0i�1��X0i + Y 0j�1 � Y 0j�1 � X0i +X0i�12 �= ri;j �X0i �X0i�1��X0i � X0i +X0i�12 �= ri;j �X0i �X0i�1��X0i �X0i�12 �A continuaci�on haremos lo propio cuando w est�a cerca de X0i�1 + Y 0j . La expresi�on(6.2) nos da:Vi;j(X0i�1 + Y 0j) = ri;j �X0i �X0i�1��X0i�1 + Y 0j � Y 0j�1 � X0i +X0i�12 �= ri;j �X0i �X0i�1��Y 0j � Y 0j�1 � X0i �X0i�12 �



88 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoSiguiendo (6.4):Vi;j(X0i�1 + Y 0j) = ri;j  (Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)� �Y 0j +X0i � (X0i�1 + Y 0j)�22 != ri;j  (Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)� �X0i �X0i�1�22 !Est�a claro que haciendo factor com�un con X0i �X0i�1 llegamos al resultado anterior.Por �ultimo, si w tiende al extremo superior derecho, esto es, a X0i + Y 0j , seg�un (6.4)obtenemos:Vi;j(X0i + Y 0j) = ri;j  (Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)� �Y 0j +X0i � (X0i + Y 0j)�22 != ri;j �(Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)�con lo cual queda demostrada la continuidad de Vi;j . La demostraci�on para el caso com-plementario sigue pr�acticamente los mismos pasos que para �este.Propiedad 2. Vi;j(w) es derivable para todo w.Seguiremos admitiendo el mismo supuesto que en la anterior propiedad. Puesto quelas expresiones (6.5) y (6.6) no dependen de w, hay que esperar que, seg�un (6.1), Vi;jempiece con pendiente nula, y otro tanto seg�un (6.4) en el �nal de Vi;j . Derivando ambasexpresiones: V 0i;j(w) = ri;j �w � Y 0j�1 �X0i�1� (caso 1)V 0i;j(w) = ri;j �w � Y 0j �X0i� (caso 4)las cuales se anulan en X0i�1 + Y 0j�1 y X0i + Y 0j, respectivamente.La comprobaci�on de la continuidad de la derivada en los dem�as puntos de contacto essencilla: V 0i;j(w) = ri;j �X0i �X0i�1� (caso 2)Inmediatamente comprobamos que, en el caso 1, V 0i;j(X0i + Y 0j�1) es igual a la funci�on(constante) V 0i;j del caso 2, que, por otra parte, equivale a V 0i;j(X0i�1 + Y 0j) usando elcaso 4. Un proceso parecido se har��a con el supuesto complementario, usando la siguienteexpresi�on: V 0i;j(w) = ri;j �Y 0j � Y 0j�1� (caso 3)6.2.3 Funci�on de distribuci�on y funci�on de densidad de WVisto lo anterior, ahora podemos decir:FW (w) = X8(i;j)Vi;j(w) (6:7)



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 89FW (w) es continua y derivable, ya que es suma de funciones continuas y derivables.Por tanto, su derivada existe, por lo que podremos hablar con propiedad de la funci�on dedensidad de W , fW (w).Adem�as, se observa que FW (w) es una funci�on de segundo grado, ya que es sumade funciones que, como mucho, son polinomios de grado dos. De aqu�� deducimos que lafunci�on de densidad de X+Y es una funci�on lineal continua a trozos, a diferencia de comoeran originalmente X e Y , variables con distribuci�on de bloques.6.2.3.1 Caracterizaci�on de FWCon el objeto de hacer m�as e�ciente una implementaci�on computacional del c�alculode la funci�on de distribuci�on FW (w), vamos a hallar una expresi�on alternativa para (6.7).Por ello, de�nimos: U = fuljul = X0i + Y 0j; 1 � i; j � K � 1gSupondremos que los elementos de U est�an en orden creciente. La lista U tiene comomucho K2 valores, pero si dos de ellos est�an repetidos, s�olo es necesario considerar uno.De esta manera, tendremos:X0 + Y 0 = u1 < u2 < : : : < u� = X0K�1 + Y 0K�1donde � es la cardinalidad de U y es, como se ha dicho, menor o igual que K2.U contiene todos los puntos de contacto que se han empleado para de�nir las funcionesVi;j . Son, por decirlo as��, los puntos \dif��ciles" (donde se pierde la continuidad de la segundaderivada). Sin embargo, entre dos puntos ul y ul+1, FW se puede determinar por una �unicaecuaci�on cuadr�atica, suma de todas las ecuaciones que intervienen para ul � w � ul+1.Podemos decir, pues: FW (w) = alw2 + blw + cl; ul � w � ul+1 (6:8)con al, bl y cl, l = 1; � � 1, coe�cientes reales que se obtendr��an de las expresiones (6.1){(6.6).Ahora bien, un procedimiento sencillo para encontrar los coe�cientes citados es:0 Asignar F1 = 0, v = u1, f = 0.1 Para l = 1, �� 1:1.1 Asignar w = ul+1.1.2 Calcular FW (w) usando (6.7) y asignar a F2.1.3 Hallar los valores de al, bl y cl tales que:alv2 + blv + cl = F1alw2 + blw + cl = F22alv + bl = fSe resuelve f�acilmente, obteni�endose que:al = ((v � w) � f + F2� F1) =(v � w)2bl = f � 2alvcl = F2� w(alw + bl)1.4 Actualizar f = 2 alw + bl, v = w, F1 = F2.



90 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLa idea que subyace en este procedimiento se plasma en el paso 1.3 : all�� se calculanlos coe�cientes de cada segmento mediante el conocimiento del valor de la funci�on en losextremos y de la derivada en uno de ellos. Ahora resulta sencillo expresar la forma de lafunci�on de densidad de la suma de X e Y :fW (w) = 2alw + bl; ul � w � ul+1 (6:9)6.3 Cuadrado de suma de dos variablesSupongamos que nos interesamos por la ley de Z, donde Z =W 2 y W es una variablecon funci�on de distribuci�on tal como (6.8). Tambi�en podemos expresar Z como (X + Y )2.Es un c�alculo directo que:FZ(z) = P (Z � z) = P (W 2 � z) = P (jW j � pz)= P (�pz �W � pz) = FW (pz)� FW (�pz) == alz + blpz + cl � (amz � bmpz + cm); ul � pz � ul+1; um � �pz � um+1Con tal de simpli�car los c�alculos, admitamos queW � 0. De esta manera, la anteriorexpresi�on queda como: FZ(z) = alz + blpz + cl; ul � pz � ul+1 (6:10)La funci�on de densidad para Z es:fZ(z) = al + bl2pz ; ul � pz � ul+1 (6:11)Por construcci�on, es inmediato que FZ es continua. Para demostrar que tambi�en esderivable (o lo que es equivalente, que fZ es continua), hacemos notar que FW lo es:F 0W (w) = F 0W (w�) = F 0W (w+)De esta manera, expresamos con w� \cuando tiende a w por la izquierda", y con w+\cuando tiende a w por la derecha". Nos interesa tomar w como uno de los puntospertenecientes a U ; por tanto, las expresiones de F 0W son diferentes:2al�1ul + bl�1 = 2alul + blConsideremos una lista V equivalente a U :V = fvljvl = �X0i + Y 0j�2 ; 1 � i; j � K � 1g



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 91De hecho, vl = u2l . Dividiendo por 2ul:al�1 + bl�12ul = al + bl2ul =al�1 + bl�12pvl = al + bl2pvl =F 0Z(v�l ) = F 0Z(v+l ) = F 0Z(vl)De esta manera, queda demostrado que fZ es una funci�on continua.6.4 Producto de dos variablesSean X e Y dos variables de bloques al igual que en apartados anteriores, y seaT = XY . Para hallar la funci�on de distribuci�on de T , realizamos los siguientes pasos:FT (t) = P (T � t) = P (XY � t) = P (Y � t=X)
0301

X
020

XXX 3) 4)

1) 2)

a) b)

0

01

02

03

Y

Y

Y

Y

Y = t/XFigura 6.2 : Producto de dos variables de bloques. a) PlanoX-Y , representandopara un valor de t concreto la curva que limita la regi�on XY � t.b) Los cuatro posibles tipos de corte de un bloque (la zona gris es el�area de inter�es).Hemos asumido que X > 0; tambi�en supondremos que Y > 0 con el �n de podergarantizar que T sea positiva. Por tanto, el plano X-Y queda dividido por ecuaciones dela familia t=X, y la probabilidad buscada debe hallar el volumen encerrado bajo la FDCde X e Y restringido por la inecuaci�on Y � t=X |v�ease a t��tulo de ejemplo la �gurarepresentada en Fig. 6.2.a). En la Fig. 6.2.b) se muestran las 4 posibles maneras en lasque podemos encontrar un bloque recortado por la citada inecuaci�on. Podemos utilizar lamisma terminolog��a que para el caso X + Y .Se procede de la misma manera. Puesto que la densidad fX;Y es constante en cadaregi�on, se calcula de acuerdo con cada caso una expresi�on para el �area limitada por los



92 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazocuantiles X0i�1;X0i; Y 0j�1; Y 0j y la curva t=X. Una vez hecho esto, tenemos que FT (t)es la suma de los vol�umenes calculados seg�un el par�ametro t.6.4.1 Integraci�on de bloques truncados por curvas t=X6.4.1.1 Caso 1El primer caso podemos de�nirlo mediante: X0i�1 �Y 0j�1 � t � min(X0i�1 �Y 0j;X0i �Y 0j�1). El �area de inter�es puede expresarse como:Z t=Y 0j�1X0i�1 tX dX �� tY 0j�1 �X0i�1�Y 0j�1donde el t�ermino que substrae se re�ere al �area incluida por la integral que no pertenecea la regi�on (i; j). La soluci�on, �nalmente, puede ponerse como:Si;j(t) = ri;j �t�log � tX0i�1 � Y 0j�1 �� 1�+X0i�1 � Y 0j�1� (6:12)6.4.1.2 Caso 2�Este viene dado si X0i � Y 0j�1 � t � X0i�1 � Y 0j . An�alogamente, el �area puedede�nirse por: Z X0iX0i�1 tX dX � �X0i �X0i�1�Y 0j�1lo cual da lugar a:Si;j(t) = ri;j �t log � X0iX0i�1 � � (X0i �X0i�1)Y 0j�1� (6:13)6.4.1.3 Caso 3El tercer caso se tiene presente cuando X0i�1 � Y 0j � t � X0i � Y 0j�1. Notar que eneste caso conviene descomponer el resultado buscado en el rect�angulo de la izquierda y el�area que est�a estrictamente bajo la curva:Z t=Y 0j�1t=Y 0j tX dX �� tY 0j�1 � tY 0j�Y 0j�1 + (Y 0j � Y 0j�1)( tY 0j �X0i�1)Simpli�cando este resultado obtenemos:Si;j(t) = ri;j �t log � Y 0jY 0j�1 � � (Y 0j � Y 0j�1)X0i�1� (6:14)6.4.1.4 Caso 4Este caso se presenta cuandoX0i �Y 0j � t � max(X0i�1 �Y 0j ;X0i �Y 0j�1). Se plantea



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 93de manera semejante al caso 3:Z X0it=Y 0j tX dX ��X0i � tY 0j�Y 0j�1 + (Y 0j � Y 0j�1)( tY 0j �X0i�1)por lo que se llega a:Si;j(t) = ri;j ��t�log � tX0i � Y 0j �� 1�+X0i�1 � Y 0j�1 �X0i � Y 0j�1 �X0i�1 � Y 0j�(6:15)6.4.1.5 Cuando la curva Y = t=X no corta la regi�on (i; j)Estos casos son totalmente equivalentes a (6.5) y (6.6), solamente variando en lo querespecta a la condici�on de aplicaci�on:Si;j(t) = 0; t � X0i�1 � Y 0j�1 (6:16)Si;j(t) = ri;j �(Y 0j � Y 0j�1)(X0i �X0i�1)� ; t � X0i � Y 0j (6:17)6.4.2 Funci�on de distribuci�on y funci�on de densidad de TPor tanto, Si;j(t) es una funci�on de�nida a trozos para todo t (en este caso, nos hemoslimitado a t positivo). Puede demostrarse que para cualquier par (i; j), Si;j es una funci�oncontinua y derivable. Tambi�en que dentro de su dominio natural empieza y acaba conpendiente nula. Por todo ello, puede decirse que la funci�on de distribuci�on de T se expresacomo: FT (t) = X8(i;j)Si;j(t) (6:18)Si preparamos una lista Q compuesta de todos los posibles valores que se puedenobtener multiplicando los cuantiles de X con los de Y , y disponi�endolos en orden, demanera que: X0 � Y 0 = q1 < q2 < : : : < q�0 = X0K�1 � Y 0K�1(�0 � K2) entonces, (6.18) puede escribirse como:FT (t) = �lt log t+ �lt + 
l; ql � t � ql+1 (6:19)donde �l, �l y 
l son coe�cientes a determinar. Asimismo, la funci�on de densidad de T es:fT (t) = �l(log t+ 1) + �l; ql � t � ql+1 (6:20)6.4.2.1 Caracterizaci�on de FTA continuaci�on se describe un procedimiento para determinar los coe�cientes �l, �l y
l, l=1, �0{1. El m�etodo precisa poder evaluar en los puntos de contacto ql las expresiones(6.12) a (6.17).0 Asignar F1 = 0, p = q1, f = 0.



94 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo1 Para l = 1, �0 � 1:1.1 Asignar t = ql+1.1.2 Calcular FT (t) usando (6.18) y asignar a F2.1.3 Hallar los valores de �l, �l y 
l tales que:�lp log p+ �lp+ 
l = F1�lt log t+ �lt+ 
l = F2�l(log p+ 1) + �l = fLa soluci�on de este sistema (lineal) es:�l = ((p � t) � f + F2� F1) =(p� t+ t log( tp))�l = f � �l(1 + log p)
l = F1� p�l � p log p�l1.4 Actualizar f = �l(log t+ 1) + �l, p = t, F1 = F2.6.5 EjemploEn los anteriores apartados se han desarrollado una serie de expresiones correspon-dientes a casos muy particulares: suma, producto, cuadrado de la suma de dos variablesaleatorias. El hecho es que no se puede obrar de una manera m�as general: no es directodesarrollar una expresi�on para la funci�on de densidad de f(X;Y ), siendo f una funci�oncualquiera de IR2 en IR, ni siquiera en las condiciones m�as favorables (como, por ejemplo,continuidad o monoton��a de f). Aun as��, hay que valorar que el esfuerzo realizado no hasido excesivo, que es posible llegar a resultados anal��ticos exactos y que la di�cultad delproceso no radica especialmente en la complejidad de la variable. Puede que sea necesarioun mayor esfuerzo computacional para evaluar una cierta funci�on de densidad, pero esteesfuerzo s�olo depende de K. Y puede admitirse que una gran variedad de distribucionespueden aproximarse con un n�umero relativamente peque~no de bloques. Sin embargo, en elcaso de la gran mayor��a de leyes de distribuci�on de probabilidad, no es inmediato encontrarpara un par de variables no independientes una expresi�on de, por ejemplo, la densidad delproducto de ambas.En lo que sigue se va a desarrollar un ejemplo consistente en la comparaci�on dela verdadera funci�on de densidad del cuadrado de la suma de dos variables aleatoriasconocidas (una uniforme y una triangular) con la funci�on resultante cuando se opera apartir de dos variables de bloques. Otro tanto haremos con el producto de las dos variablesantes citadas.Para de�nir las dos variables de bloques que han de corresponderse con cada una delas originales, y la funci�on de densidad conjunta, se conoce una muestra aleatoria apareadade ambas variables. A partir de esta informaci�on se estimar�an todos los par�ametros quesean necesarios. Este ejemplo se presenta de esta manera para poder comparar un m�etodoque parte necesariamente de una muestra, como es el estimador kernel, con el anal��tico.Adem�as, aunque se podr��an haber estimado directamente del modelo los par�ametros m�asapropiados para ajustar las variables de bloques y su FDC, se pre�ere trabajar con lamuestra ya que es un enfoque que guarda m�as semejanza con una posible situaci�on real(en la que desconoce el modelo de origen, generalmente).



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 956.5.1 Soluci�on anal��tica de (X + Y )2Supongamos que X y X1 son variables aleatorias independientes y que siguen una leyuniforme U[0,1]. Concretamente, la funci�on de densidad de X y X1 vale 1 para 0 � x � 1y 0 en el resto. Llamamos Y a X +X1. Entonces, Y sigue una distribuci�on triangular:fY (y) = ( y 0 � y � 12� y 1 � y � 20 y � 0 o y � 2La FDC de X e Y es:fX;Y (x; y) = n 1 0 � x � 1 y x � y � 1 + x0 en otro casoPodemos comprobarlo hallando las distribuciones marginales, y viendo que coindidencon las anteriores:Z 20 fX;Y (x; y)dy = Z 1+xx 1dy = 1; suponiendo 0 � x � 1Z 10 fX;Y (x; y)dx = 8>><>>:Z y0 1 dx = y si 0 � y � 1Z 1y�1 1 dx = 2� y si 1 � y � 2
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y y-1Figura 6.3 : FDC de X e Y del ejemplo. Sobre el �area en gris la densidad vale1; sobre el �area en blanco vale 0.La Fig. 6.3 muestra la planta de fX;Y (x; y), y unas indicaciones acerca del modo deresolver tales integrales.



96 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoApuntaremos algunos de los momentos de ambas variables:| E[X] = 1/2| E[Y] = 1| �2X = 1/12| �2Y = 1/6| Cov[X,Y] = 1/12| �X;Y = p2=2Consideremos ahoraW = X+Y . Observamos queW var��a en el rango [0,3]. Podemosllegar sin di�cultad a determinar la funci�on de distribuci�on FW :FW (w) = 8>>>>>>><>>>>>>>: 0 w < 0w24 0 � w � 114 + w � 12 1 � w � 21� (3� w)24 2 � w � 31 3 < wFinalmente, sea Z = W 2. Es inmediato que FZ tiene la siguiente expresi�on, puesderiva de la anterior: FZ (z) = 8>>>>>>><>>>>>>>: 0 z < 0z4 0 � z � 114 + pz � 12 1 � z � 41� (3 �pz)24 4 � z � 91 9 < z (6:21)Diferenciando (6.21) obtenemos la funci�on de densidad de (X + Y )2:fZ(z) = 8>>>>><>>>>>: 0 z < 0 �o 9 < z14 0 � z � 114pz 1 � z � 43�pz4pz 4 � z � 9 (6:22)De esta expresi�on es posible deducir la esperanza de Z, que resulta ser 8/3. Com-prob�emoslo:E[Z] = E[WW ] = Var[W ] + E2[W ] = Var[X] + Var[Y ] + 2Cov[X;Y ] + E2[X + Y ]= 1=12 + 1=6 + 2=12 + (1=2 + 1)2 = 8=36.5.2 Soluci�on anal��tica de X � YSigue una exposici�on que tiene el �n de encontrar la distribuci�on de la variable T =X � Y , cuando X e Y son tales como se ha descrito en la secci�on anterior. Para ello,
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Figura 6.4 : FDC de X e Y del ejemplo, con las curvas t=X y t0=X .nos ayudaremos de la ilustraci�on de la Fig. 6.4, en donde aparecen representadas las dossituaciones t��picas que es posible encontrar. En la �gura se representa la planta de fX;Y ,y sobre ella hay dos fragmentos de curvas, t=X y t0=X, suponiendo que t � 1 y t0 � 1.Nuestro prop�osito es evaluar FT (t) y FT (t0), es decir, calcular el volumen encerrado porla FDC bajo las curvas mencionadas o, lo que es lo mismo, encontrar cu�al es la super�ciedelimitada bajo las curvas, que ser�a proporcional al volumen.Queda claro que ambos casos son situaciones distintas. Cuando t � 1, el �area buscadase descompone en un paralelogramo 
1 (en esta ocasi�on, el menor de los dos) y un �areade forma cuasi-triangular 
2 . Si t � 1, tenemos tambi�en un paralelogramo 
1 (mayorque antes) y un �area 
3 limitada por tres segmentos rectos y un segmento curvo. Para0 � t � 2, el �area del paralelogramo
1 es el producto de la altura (seg�un el eje Y), quevale 1, con la base, b. La base se calcula como la soluci�on del sistema:� by = tb + 1 = y ) b = p4t+ 1� 12El �area 
2 es la soluci�on de: Z ptb � tx � x� dxque viene dada por: 1=4�p4t+ 1=4 + t log � 2ptp4t+ 1� 1�teniendo en cuenta el requisito de 0 � t � 1.An�alogamente hallamos como soluci�on al �area de 
3 , si 1 � t � 2:Z 1b � tx � x� dx = t=2� 1=4�p4t+ 1=4� t log �p4t+ 1� 12 �



98 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoPor tanto, se obtiene �nalmente el siguiente resultado para FT (t) y fT (t):FT (t) = 8>>>>><>>>>>: 0 t < 0p4t+ 1� 14 + t log � 2ptp4t+ 1� 1� 0 � t � 1p4t+ 1� 34 + t=2� t log �p4t+ 1� 12 � 1 � t � 21 t > 2 (6:23)fT (t) = 8>>>><>>>>: 0 t < 0 y t > 2log � 2ptp4t+ 1� 1� 0 � t � 112p4t+ 1 + 12 � 2tp4t+ 1(p4t+ 1� 1) � log �p4t+ 1� 12 � 1 � t � 2 (6:24)Si utilizamos (6.24) para hallar E[X �Y ], obtendr��amos 7/12, que f�acilmente se puedecomprobar que es el valor correcto:E[X � Y ] = Cov[X;Y ] + E[X]E[Y ] = 1=12 + 1=2 � 1 = 7=126.5.3 Muestra utilizadaComo se ha avanzado en un principio, para estimar tanto las variables de bloquescomo la FDC se ha procedido a generar una muestra de dos variables con 100 observacionescada una de la manera que se ha descrito en la secci�on Soluci�on anal��tica de (X +Y )2. Lamuestra concreta que se ha observado presenta las siguientes caracter��sticas:| Media de X: 0.4977| Media de Y : 1.0257| Media de (X + Y )2: 2.6955| Media de X � Y : 0.5824| Variancia de X: 0.07453| Variancia de Y : 0.15864| Correlaci�on rX;Y : 0.66744En la Fig. 6.5 aparecen: a) el histograma de X. b) el histograma de Y . c) el diagramabivariante de X e Y , mostrando su distribuci�on conjunta.Evidentemente, puesto que las muestras de X e Y son aleatorias, los histogramasno son m�as que aproximaciones a sus funciones de densidad. De la misma manera, lasdistribuciones de bloques que de las muestras se deducen no tienen porqu�e ser las mejoresdistribuciones que aproximan a, en este caso, una ley uniforme y una ley triangular. Portanto, se es consciente de que en las pruebas que se han llevado a cabo los resultados est�anafectados de imprecisiones desde el principio.6.5.4 Valoraci�on de la estimaci�on6.5.4.1 Estimador kernel
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XFigura 6.5 : Muestra utilizada en la prueba. a) histograma de la muestra deX .b) histograma de la muestra de Y . c) diagrama de dispersi�on Y {X .Sea fx1; : : : ; xng una muestra aleatoria proveniente de una variable X cualquiera, confX desconocida. Un estimador kernel de fX es una funci�on tal como:bfX(x) = 1nh nXi=1 k�x � xih �donde k(�) recibe el nombre de funci�on kernel. Generalmente, los �unicos requisitos exigidosa k(�) son que sea una funci�on positiva y cuya integral valga 1; por esta raz�on, la funci�onkernel suele ser la funci�on de densidad de una variable tipi�cada, como por ejemplo unanormal, una triangular o una uniforme. h es un real positivo que determina la amplitudde la banda de in
uencia de la funci�on kernel. Es decir, si h es grande, muchos puntosintervienen en la valoraci�on de la densidad en x; si h es peque~no, s�olo intervienen los m�asinmediatamente cercanos.Acerca de los estimadores kernel puede encontrarse una extensa profundizaci�on en[SCOT92]. En este trabajo se emplean �unicamente a efectos comparativos. Puesto quese determinan las variables de bloques a partir de una muestra, tal como la que se hapresentado en el apartado anterior, consideraremos que la funci�on fZ , o la fT , que sederivan por c�alculo anal��tico son unas posibles estimaciones de la densidad de Z = (X+Y )2y T = XY , respectivamente. Por ello, hallaremos para cada caso funciones estimadasmediante kernel con las muestras f(x1 + y1)2; : : : ; (xn + yn)2g, o fx1y1; : : : ; xnyng.Finalmente, indicar que la funci�on kernel empleada en nuestro caso es:k(x) = n 1 + cos(2�x) �1=2 � x � 1=20 en otro caso6.5.4.2 ISESe de�ne la integral del error cuadr�atico ISE (por Integrated Squared Error) para X[SCOT92] como: ISEfXg = Z � bfX � fX�2 dx



100 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoUtilizaremos esta de�nici�on como criterio de aproximaci�on de la estimaci�on bfX alverdadero valor fX . En nuestro caso, las diferentes estimaciones que trataremos son lasque vienen dadas seg�un los estimadores kernel (una familia dependiente de h) o seg�un lasexpresiones que aparecen en (6.11) y (6.20), que ser�an confrontadas con (6.22) y (6.24).El estimador ISE permite obtener una medida global de la discrepancia de una ciertaestimaci�on de la funci�on de densidad; queda claro que nuestro caso es una situaci�on anor-mal, puesto que fX est�a plenamente determinada. Nuestro objetivo principal va a ser, decualquier manera, establecer comparaciones entre un procedimiento usual, como es el delestimador kernel, y una aplicaci�on derivada del uso de variables de bloques. El proced-imiento sirve, de paso, para poner a prueba la utilidad de este tipo de variables.6.5.5 Resultados computacionalesEn esta secci�on se muestran y comentan los resultados obtenidos con el ejemplo quenos ocupa. Puede ser �util traer a la memoria que en el presente ejemplo hemos empleadouna distribuci�on uniforme X y una distribuci�on triangular Y parcialmente dependientesentre s�� tal como se re
eja en la Fig. 6.3. Se dispone de una muestra de 100 observacionesque ha servido para realizar una caracterizaci�on de X y de Y usando variables de bloques,estim�andose igualmente la FDC.En primer lugar, consideramos las tablas 6.I y 6.II. Estas tablas contienen informaci�onrelativa a pruebas realizadas con funciones de densidad estimadas siguiendo los pasosdescritos en la primera parte de la secci�on, tras un cierto c�alculo usando variables debloques. Aparecen en la tabla 6.I el ISE de Z = (X + Y )2, y en la tabla 6.II el ISE deT = XY , teniendo en cuenta que X e Y son variables de K{1 bloques, bajo diferentescondiciones: 1) con K variando entre 4 y 9. 2) suponiendo que las variables de bloqueshan sido estimadas seg�un diversos procedimientos, que han sido descritos en detalle en elcap��tulo 4 Estimaci�on de cuantiles de variables de bloques. La estimaci�on de la densidadconjunta de X e Y se ha obtenido con �=0, el mecanismo m�as sencillo y m�as e�cientedescrito en el cap��tulo 5 Estimaci�on de funciones de densidad conjunta : : : .Tabla 6.I. ISEfZg seg�un K y el m�etodo de estimaci�on de X e Y .K QP1 QP2 QP3 Cl�asico4 0.010326 0.055298 0.011450 0.0077895 0.009329 0.007577 0.007252 0.0071916 0.008681 0.011507 0.008038 0.0074867 0.012840 0.012441 0.011856 0.0110958 0.015454 0.018280 0.014320 0.0114049 0.017768 0.029608 0.018208 0.014632De estas tablas se pueden hacer varias lecturas. De lo que no hemos de estar tentadoses de comparar entre s�� los ISE de Z y de T ; esto ser��a un error, ya que fZ y fT sonbastante diferentes en magnitud, y el ISE se calcula a partir del cuadrado de la diferenciaentre bf y f . Una lectura posible es, para Z o para T , y dado un m�etodo de estimaci�on,reseguir la evoluci�on seg�un el valor de K (en sentido vertical); otra lectura es, para Z o



6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 101Tabla 6.II. ISEfTg seg�un K y el m�etodo de estimaci�on de X e Y .K QP1 QP2 QP3 Cl�asico4 0.150773 0.193698 0.113732 0.1167395 0.135833 0.103910 0.100276 0.1056286 0.133079 0.124733 0.097591 0.1132487 0.126686 0.130840 0.107795 0.1089038 0.128280 0.153587 0.118037 0.1036469 0.124728 0.161547 0.118701 0.114871para T , �jado K, observar el resultado dependiendo del m�etodo de estimaci�on (en sentidohorizontal).Leyendo horizontalmente las tablas, notaremos que los mejores resultados siempre seobtienen con los m�etodos cl�asico y QP3; en particular, el mejor ISEfZg para todos losvalores de K resulta del cl�asico. A la inversa, los peores resultados est�an con el m�etodoQP2, y tambi�en con el QP1.Leyendo verticalmente, se observa que los mejores resultados suelen presentarse conK = 5 y K = 6; por contra, los valores de K menos afortunados son 4 y 9.
a) b)

Figura 6.6 : Comparaci�on del m�etodo multiart��culo con el m�etodo kernel. a)ISEfZg frente h usando estimador kernel. b) ISEfTg frente husando estimador kernel.En t�erminos absolutos, el mejor resultado obtenido para fZ proviene del m�etodocl�asico, con 5 art��culos: ISE=0.007191; an�alogamente, se tiene con fT un ISE=0.097591,en la columna del m�etodo QP3, �la K=6. En la Fig. 6.6 se muestran para diversos valoresde h los resultados del ISE utilizando el estimador kernel. Se puede calcular, aunque no seha buscado una gran precisi�on, que el m��nimo ISEfZg vale 0.0083810266 para h pr�oximoa 2.29; de la misma manera, el m��nimo de ISEfTg vale 0.10266 para h pr�oximo a 0.312.En la Fig. 6.7 se representan las soluciones de bfZ y bfT obtenidas mediante c�alculode variables de bloques; ambas soluciones se corresponden con las que hemos destacado
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6 OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES 103en las irregularidades de las distribuciones estimadas. Se observa que cuando intervieneuna cantidad relativamente grande de bloques, la funci�on de densidad de la variable quese ha estimado presenta un aspecto notablemente \accidentado" (dependiendo del m�etodode estimaci�on, este efecto es m�as acusado o menos); puede justi�carse pensando que ladensidad, la altura de cada bloque, es inversamente proporcional a la amplitud del bloque.La variabilidad de la densidad queda muy afectada, aun si la variabilidad en la estimaci�ondel cuantil no es grande, pero ya apuntamos que se ha observado, emp��ricamente, que lavariabilidad de los cuantiles aumenta con K. Hay que suponer que las distribuciones defunciones de las variables, como las que se han mostrado, ser�an tan o m�as irregulares quelas originales. En nuestro caso, tenemos que bfZ o bfT con un valor de K alto son funcionescon gran n�umero de oscilaciones alrededor de la verdadera funci�on de densidad, lo cualhace que el ISE aumente. La Fig. 6.8 es un ejemplo de lo que se ha dicho. Obs�erveseque las distribuciones de bloques, calculadas con K=9 y el m�etodo cl�asico, no son todo loregulares que se podr��a esperar (si bien es cierto que existe una muestra por medio y, portanto, hay factores aleatorios que introducen cierto nivel de ruido). El resultado de Z apartir de tales distribuciones se muestra a la derecha.
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CAP�ITULO 7RED MULTIART�ICULO Y ESTOCASTICIDAD7.1 Variables multiart��culo en una red hidr�aulicaLa caracter��stica principal de una red multiart��culo no es que su topolog��a sea especial,sino que cada uno de sus arcos sirve de medio por el que circulan varios objetos. El 
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Dki;a(n0)V ki�1;n

Figura 7.1 : Arcos multiart��culo incidentes en un nodo n. Los arcos m�as oscurosestar��an asociados a X0; el siguiente tono a X1, hasta el m�as claroque lo estar��a a XK�1 .Con la Fig. 7.1 se ilustra esta idea. Tenemos un cierto nodo n el cual representa a unembalse de una cuenca hidrogr�a�ca. Supongamos que se considera la red replicada, y que



106 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazotomamos el intervalo i. Este nodo recibe unas aportaciones naturales Ii;n y la descargaprocedente de otro nodo n0 situado aguas arriba, Di;a(n0). �El mismo descarga aguas abajoa trav�es de un canal Di;a(n). Por �n, a principio del intervalo, el embalse contiene unvolumen Vi�1;n, y al �nal de Vi;n. En resumen, en este nodo, la ecuaci�on de balance seescribe: Ii;n +Di;a(n0) + Vi�1;n = Di;a(n) + Vi;nCon la representaci�on multiart��culo, se entiende que cada uno de estos arcos sigueuna distribuci�on de probabilidad de K bloques. Re�ri�endonos a un arco gen�erico X, seconsiderar�an como variables, por un lado, el valor m��nimo de la distribuci�on, es decir, X0,y por otro las diferencias entre los cuantiles, que vendr��an a ser las respectivas anchurasde cada bloque, es decir, X0k�X0k�1, o m�as abreviadamente, Xk, para k = 1; : : : ;K� 1.De modo que la anterior ecuaci�on de balance es sustituida por:I0i;n +D0i;a(n0) + V 0i�1;n = D0i;a(n) + V 0i;nI1i;n +D1i;a(n0) + V 1i�1;n = D1i;a(n) + V 1i;n: : :IK�1i;n +DK�1i;a(n0) + V K�1i�1;n = DK�1i;a(n) + V K�1i;nA partir de ahora utilizaremos la notaci�on establecida, seg�un la cual las variables quese de�nan como variables aleatorias de bloques tienen K � 1 bloques con probabilidadesrespectivas �1; : : : ; �K�1.7.1.1 Dependencia total entre las variablesTal como se indica en el ejemplo de arriba, dado un cierto n�umero de variables debloques, se postula que la ecuaci�on de balance se cumple para los cuantiles (o para lasdiferencias de cuantiles, que viene a ser igual). Interesa aclarar en qu�e condiciones seest�a imponiendo que la suma de variables aleatorias de bloques sigue una distribuci�on debloques.Sean X;Y;Z variables de K bloques tales que X + Y = Z. Adem�as, se supone ciertoque: X0 + Y 0 = Z0X01 + Y 01 = Z01: : :X0K�1 + Y 0K�1 = Z0K�1Puede comprobarse que si X e Y son totalmente dependientes este enunciado resultaser cierto. Cuando se dice que son totalmente dependientes nos estamos re�riendo a queambas variables mantienen una relaci�on funcional entre ellas, de modo que si se conoceuna de ellas la otra deja de ser aleatoria y puede ser determinada con exactitud.En el caso de variables de bloques, dicha relaci�on viene dada por la expresi�on:YjX=x = y = Y 0k�1 + Y kXk (x �X0k�1); X0k�1 � x � X0k
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Figura 7.2 : Dependencia total entre variables de bloques. a) la probabilidad �(el �area oscura bajo las funciones de densidad) determina sobre lasvariablesX e Y los valores x e y respectivamente. b) Representaci�onde la relaci�on funcional entre X e Y .YjX=x se lee \Y condicionado por la variable X que toma el valor de x". En este caso,la relaci�on es positiva, adjetivo que se asumir�a de aqu�� en adelante. La Fig. 7.2 ilustraacerca del concepto de dependencia total; obs�ervese que la relaci�on entre las variables esuna l��nea quebrada.Es sencillo comprobar que FX(x) = FY (y), para valores x e y ligados seg�un la anteriorexpresi�on: x�X0k�1Xk = y � Y 0k�1Y kk�1X�=1�� + x�X0k�1Xk �k = k�1X�=1�� + y � Y 0k�1Y k �kP (X � x) = P (Y � y)Tambi�en es cierto para FZ (z), siendo z = x + y:P (Z � z) = P �X + Y � x + Y 0k�1 + Y kXk (x �X0k�1)�= P �X + Y 0k�1 + Y kXk (X �X0k�1) � x + Y 0k�1 + Y kXk (x �X0k�1)�= P �X �1 + Y kXk� � x�1 + Y kXk��= P (X � x)



108 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo7.1.1.1 Signi�cado de la dependencia total entre variablesLa interpretaci�on literal de la hip�otesis de dependencia entre las variables de 
ujo porla red hidr�aulica replicada representa que dicho 
ujo viene determinado por un �unico nivelde probabilidad, cuya validez se extender��a a todos los arcos, desde el primer intervalo al�ultimo.Llevado este enunciado a la pr�actica, es innegable que se trata de una hip�otesis no re-alista, puesto que el factor que en este caso introduce el azar en el modelo, las aportaciones,no se comporta as��. La justi�caci�on que ofrecemos parte de que la dependencia total noes m�as que el grado m�as extremo que se contempla para la relaci�on entre variables. Ladependencia puede entenderse como una medida que transcurre de modo \continuo" desdeeste grado m�aximo hasta la ausencia de relaci�on o independencia. Cuando las variablesque se van a considerar en la pr�actica mantienen una relaci�on elevada, el error que estosigni�ca puede suponerse no tiene porqu�e ser signi�cativo.En efecto, cuando la cuenca hidrogr�a�ca que se trata se ubica en una regi�on no excesi-vamente extensa, es razonable defender una dependencia fuerte de las aportaciones en losdistintos puntos de medici�on. En primer lugar. porque no se observan estas aportacionespuntualmente, sino a lo largo de un intervalo de bastante duraci�on. Por otro lado, no sedeben confundir las aportaciones con las precipitaciones: existen bastantes factores m�asque contribuyen a eliminar la posible singularidad de alg�un punto de aportaci�on, como sonlas corrientes subterr�aneas. En consecuencia, una fuerte precipitaci�on local tiene incidenciaen un �area bastante mayor que aquella en la que se registra.En cuanto a la relaci�on entre variables de diferentes intervalos, las expresiones an-teriores ponen de mani�esto que las variables que intervienen son los vol�umenes en unembalse antes y despu�es de un mismo intervalo. Es de suponer que la localidad temporalconsiguiente es un factor que incide en una fuerte dependencia entre ambas variables.7.1.2 Pol��tica de 
ujosUna determinada asignaci�on de las variables de la red es factible si satisface las ecua-ciones de balance en cada nodo, (2.7),(2.10). La versi�on multiart��culo de esta restricci�ondebe escribirse as��:Xa2AnXki;a + V ki�i;n + Iki;n = Xa2
nXki;a + V ki;n ( k = 0 : : : K � 1i = 1 : : :Nin = 1 : : : Nr (7:1)Una asignaci�on factible determinista indicar��a una distribuci�on de 
ujo por los arcosde la red, pero la interpretaci�on de un 
ujo factible por una red indeterminista es m�ascompleja, puesto que no se especi�ca un 
ujo determinado, sino que para cada arco se tieneuna variable aleatoria. El 
ujo concreto por la red es dependiente de las aportaciones encada embalse pero, conocidas �estas, la regla de la dependencia entre los arcos determinaunos 
ujos dictados seg�un las distribuciones de probabilidad de las variables. Por estaraz�on, una distribuci�on factible para el 
ujo en t�erminos de variables de bloques recibe elnombre de pol��tica.El ejemplo que aparece en la Fig. 7.3 ilustra acerca de lo que supone para una redmultiart��culo una pol��tica. Se ha supuesto K=3, dos embalses y dos intervalos, con los
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Aportación nat.

Descarga

Volumen
B

A

B

A{300,0,0}

{170,0,0}

{310,20,60}

{200,25,35} {170,0,0}

{300,0,0}

{16,35,80}

{24,18,40} {5,10,16}

{12,21,30}

{6,15,20} {22,41,90}

{57,76,141}{0,8,25}Figura 7.3 : Ejemplo de pol��tica de 
ujos.valores impresos entre llaves de las aportaciones fI0; I1; I2g, las descargas fD0;D1;D2g ylos vol�umenes fV 0; V 1; V 2g para cada embalse e intervalo. Tambi�en puede interpretarsela informaci�on que all�� aparece en t�erminos de cuantiles, a base de acumular los valoresrepresentados; entonces, la distribuci�on de la descarga en A en el primer intervalo vienedada por los valores f6; 21; 41g, y en el segundo intervalo por f22; 63; 153g. N�otese as��mismo que en cada nodo de la red replicada y para cada art��culo se cumple la ecuaci�on(7.1), por ejemplo, en B, segundo intervalo:{ k = 0: 200+22+5 = 170+57{ k = 1: 25+41+10 = 0+76{ k = 2: 35+90+16 = 0+141La ecuaci�on de balance se cumple tambi�en asumiendo dependencia total para cualquiernivel de probabilidad. Por ejemplo, si las aportaciones se correspondieran al nivel 0.4 seobtendr��an los siguientes valores para cada arco (asumiendo que �1 = �2 = 0:5):{ I1;A = 44 = 16 + 35 � 0:4=�1{ I1;B = 38.4{ I2;A = 28.8{ I2;B = 13{ D1;A = 18{ D1;B = 6.4{ D2;A = 54.8{ D2;B = 117.8{ V1;A = 326{ V1;B = 220



110 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo7.2 La variable de generaci�on hidr�aulicaSi la expresi�on de la potencia el�ectrica producida por un salto de agua que se dio enel cap��tulo 1, que a continuaci�on se recuerda:P = � g Qh (7:2)se aplica a variables aleatorias, o a funciones de variales aleatorias, la potencia en s�� siguetambi�en una distribuci�on de probabilidad.El caudal Q est�a asociado a una variable de descarga, y la altura h deriva de lasvariables de volumen en el embalse. Al ser la expresi�on (7.2) claramente no lineal, aunasumiendo que las variables que intervienen son totalmente dependientes, se obtiene quela distribuci�on de P no es una distribuci�on de bloques. Por ejemplo, si X es de bloques eY = X2, entonces:FY (y) = P (Y � y) = P (X2 � y) = P (X � py) = k�1X�=1�� + py �X0k�1Xk �k =)fY (y) = dFYdy = �kXk 12py ; X0k�1 � py � X0kSe comprueba que la funci�on de densidad de Y no se compone de varios segmentosconstantes, como es caracter��stico en las variables de bloques, sino de curvas de gradoy�1=2.La metodolog��a que sigue es la que se expone en un art��culo precedente de los otrosque usan el m�etodo multiart��culo, [NAB88]. De �el apuntaremos las siguientes ideas con-sideradas b�asicas:{ hn se denomina salto equivalente entre el volumen inicial y el volumen �nal del n-�esimo embalse en el intervalo i (por simplicidad, no haremos m�as esta precisi�on deaqu�� en adelante).{ hn es el salto que corresponde al centro de gravedad de la masa de agua correspondientea los vol�umenes Vi�1;n y Vi;n en el embalse n:hn � (Vi;n � Vi�1;n) = Z Vi;nVi�1;n CVn(v)dven donde CVn(v) es una funci�on conocida como \Cota-Volumen" que aproxima elnivel del embalse dado el volumen v de agua embalsada. Se considera generalmenteun polinomio c�ubico, aunque en algunas publicaciones se llega a utilizar el cuartogrado.{ Suponiendo que la expresi�on de CVn(�) es:CVn(v) = c0;n + c1;nv + c2;nv2 + c3;nv3



7 RED MULTIART�ICULO Y ESTOCASTICIDAD 111la expresi�on del desnivel equivalente hn es:hn = c0;n+c1;n2 (Vi�1;n + Vi;n) + c2;n�(Vi;n � Vi�1;n)23 + Vi�1;nVi;n�+c3;n4 (Vi�1;n + Vi;n)(V 2i�1;nV 2i;n) (7:3){ A continuaci�on se de�nen unos pseudo-cuantiles h0kn utilizando la expresi�on (7.3) enfunci�on de los cuantiles de los vol�umenes inicial y �nal. Los llamamos as�� porqueaunque se pueda considerar el desnivel como una variable, no se han de�nido a trav�esde su distribuci�on de probabilidad propia. Con ello quedar��a:h0kn = c0;n+c1;n2 (V 0ki�1;n + V 0ki;n) + c2;n (V 0ki;n � V 0ki�1;n)23 + V 0ki�1;nV 0ki;n!+c3;n4 (V 0ki�1;n + V 0ki;n)((V 0ki�1;n)2(V 0ki;n)2) (7:4){ Obtenemos los valores correspondientes de potencia, a trav�es de la expresi�on (7.2):H0ka = �a gQ0ka h0kn (7:5)La variable Qa se re�ere a caudal instant�aneo que desciende por el canal de descarga a(obviamente, a 2 
(n)). Es equivalente a la descarga Da dividida por la duraci�on delintervalo; en caso de utilizar la descarga, nuestra variable se entiende que es generaci�onhidr�aulica: G0ka = �a g D0ka h0kn (7:6){ Por �ultimo, se considera que Ga es una variable aleatoria de bloques, donde sus cuan-tiles son G0ka ; k = 0 : : :K�1, y con las respectivas �areas por bloque �k; k = 1 : : :K�1Estimar de alguna manera el error que supone el empleo de esta aproximaci�on frenteal uso de otra expresi�on m�as precisa ha sido uno de los problemas que en esta tesis seha afrontado. El desarrollo de posible opciones y resultados obtenidos se muestran en elcap��tulo 8.7.3 Funci�on objetivo en la optimizaci�on de la hidrogeneraci�onLa funci�on 	(�) que aparece en la funci�on objetivo (2.9), en la introducci�on del cap��tulo2 al problema de la optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulica, es una funci�on de coste prob-able de producci�on dependiente de la generaci�on G. Por ser �esta una magnitud aleatoria,lo es el coste derivado de G. Por esta raz�on 	(�) se interpreta como el coste probablede producci�on esperado, bajo la asunci�on de que la esperanza matem�atica del coste es unindicador adecuado y que su minimizaci�on conduce a la determinaci�on de una pol��tica de
ujos en la red econ�omicamente atractiva.Una modelizaci�on adecuada para el coste probable de producci�on, se~nalada en [NAB93],es una funci�on cuadr�atica convexa para la variable generaci�on; no se considera t�ermino in-dependiente, al ser irrelevante en el proceso de optimizaci�on. Designando como C al coste



112 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoprobable de producci�on, podemos escribir:E[C] � 	(X;V ) = E" NiXi=1 �1;iGi(X;V ) + �2;iG2i (X;V )#= NiXi=18<:�1;iX8a E[Gi;a(X;V )] + �2;iE24 X8a Gi;a(X;V )!2359=; (7:7)La esperanza es un operador estad��stico lineal; por esta raz�on, la parte cuadr�atica dela esperanza de C es una expresi�on de desarrollo complicado. Aun as��, podemos escribir:E24 X8a Gi;a(X;V )!235 =X8a E h(Ga;i)2i+ 2X8a Xa0 6=aE [Ga;i �Ga0;i] (7:8)Bajo la hip�otesis de que Ga;i sigue una ley de probabilidad de bloques, obtenemos lassiguientes expresiones:E[Ga;i] = 12 K�1Xk=1 �k �G0ka;i +G0k�1a;i � (7:9):aE h(Ga;i)2i = 13 K�1Xk=1 �k ��G0ka;i�2 + �G0k�1a;i �2 +G0ka;iG0k�1a;i � (7:9):bAunque la expresi�on de la esperanza de productos cruzados de la generaci�on en puntosdiferentes no es trivial, ya que implica el conocimiento de la relaci�on bivariante de Ga;i yGa0;i, aspecto que no est�a contemplado en la pol��tica y que no se deriva necesariamente deella. Ya implementada en primeras versiones del m�etodo, una posibilidad que se sugierees:E[Ga;i �Ga0;i] = 16 K�1Xk=1 �k �2�G0k�1a;i G0k�1a0;i +G0ka;iG0ka0;i�+ �G0k�1a;i G0ka0;i +G0ka;iG0k�1a0;i ��(7:9):cPodemos ver que (7.9).c se corresponde con la suposici�on de dependencia total entrecualesquiera dos variables de generaci�on del mismo intervalo. Asumiendo dependenciatotal en dos variables de bloques Ga; Ga0 podr��amos escribir:E[Ga �Ga0(Ga)] = K�1Xk=1 Z G0kaG0k�1a x�G0k�1a0 + Gka0Gka (x �G0k�1a )� �kGka dx= 16 K�1Xk=1 �k �3G0k�1a Gka0 + 3G0k�1a0 Gka + 6G0k�1a G0k�1a0 + 2Gka0Gka�Es sencillo comprobar que (7.9).c es la misma expresi�on que aparece arriba, teniendoen cuenta que G0ka;i = G0k�1a;i +Gka.



7 RED MULTIART�ICULO Y ESTOCASTICIDAD 1137.3.1 Alternativas a la funci�on de costeLa formulaci�on de la funci�on objetivo que aparece en las expresiones (7.7), (7.8) y(7.9) no es la �unica posibilidad que se ofrece para dotar al problema de la optimizaci�on dela generaci�on hidr�aulica de una funci�on de coste. Como una parte esencial del trabajo deesta tesis, se han investigado planteamientos alternativos con un doble �n:{ Por un lado, estudiar la desviaci�on que las aproximaciones utilizadas han podidoprovocar en la estimaci�on del valor real del coste.{ Por otro, desarrollar nuevas funciones de coste, computacionalmente competitivas conla anterior, y que supongan una mejora substancial en el tratamiento de la estocasti-cidad presente en la generaci�on.El primer punto se justi�ca por la necesidad de valorar el error cometido por laship�otesis empleadas al construir la funci�on de coste descrita anteriormente; dentro deestas hip�otesis incluimos tambi�en la de dependencia total, si bien de forma parcial. Laaditividad de los art��culos en cada nodo de la red precisa que esta hip�otesis sea b�asica. Sinembargo, se pueden plantear formas alternativas de dependencia entre las variables queintervienen en la expresi�on de la generaci�on (volumen inicial, volumen �nal y descarga) queden lugar a diferentes maneras de evaluar la esperanza de C. De esta manera se generanexpresiones que sustituyen a las que �guran en (7.9), manteniendo el esquema general de(7.7) y (7.8). La explicaci�on relativa a estas diferentes formulaciones de la funci�on objetivoaparece en el cap��tulo 8; la pretensi�on de ser una referencia para la formulaci�on inicial sejusti�ca mediante un desarrollo estricto de las expresiones relativas a la esperanza de G yG2. Con el segundo punto, el objetivo es la obtenci�on de una nueva formulaci�on para lafunci�on objetivo. Una expresi�on de la curva de coste probable de producci�on que tieneun solo grado de libertad, como la anterior, resulta limitada, puesto que la generaci�onhidr�aulica es una variable aleatoria, y debe aplicarse sobre la anterior curva considerandos�olo la generaci�on esperada. Por consiguiente, parece oportuno dejar de lado el esquemadado por (7.7) y probar nuevas opciones, manteniendo en lo posible la e�ciencia com-putacional en la evaluaci�on del coste y sus derivadas, un aspecto que las funciones m�as\estrictas" del punto anterior no mantienen entre sus objetivos primordiales. Acerca de losresultados obtenidos en esta direcci�on, el cap��tulo 12 est�a dedicado a mostrar los principiosdel m�etodo y los resultados que se han derivado.
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CAP�ITULO 8MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI�ON ESPER-ADA8.1 Motivaci�onEl prop�osito del cap��tulo 8 es presentar diferentes opciones para la evaluaci�on de lasexpresiones E[G], E[G2], E[GiGj ] que aparecieron en el cap��tulo 7 interviniendo en lafunci�on objetivo del problema de optimizaci�on de la hidrogeneraci�on.La presentaci�on de estas alternativas se justi�ca por la necesidad de llevar adelantealg�un tipo de validaci�on del modelo descrito anteriormente, aunque sin salirse del entornomultiart��culo, el marco general de este trabajo. En particular, y como se ha se~naladopreviamente, se han utilizado determinadas asunciones con el prop�osito de simpli�car eltratamiento del problema; la que da lugar al an�alisis que sigue es la que establece que lageneraci�on hidr�aulica posee unos cuantiles que se derivan de los respectivos cuantiles de ladescarga y del volumen y, por ende, la distribuci�on de la generaci�on tambi�en es de bloques.Es sumamente interesante, por tanto, una comprobaci�on de la sensibilidad del modelo; qu�eocurre si la hip�otesis anterior no se relaja y no se hacen supuestos acerca de la distribuci�onde G. En realidad, el enfoque exacto del problema (obtener la aut�entica distribuci�on deprobabilidad de la hidrogeneraci�on) no es posible sin utilizar nuevas hip�otesis y, por estaraz�on, el cap��tulo se dedica a exponer diferentes escenarios y resolver el interrogante seg�unel planteamiento adoptado.Una consecuencia que se abre en este punto es la necesidad de disponer de instrumentosque permitan validar una pol��tica concreta, o bien comparar dos soluciones de distintaprocedencia. Este tema resulta ser bastante complejo, pero nace en el momento en quese necesita realizar la comparaci�on entre los resultados de dos m�etodos diferentes, comopuedan ser el original y una variante. El camino elegido es la ejecuci�on de un n�umerogeneralmente elevado de simulaciones de la generaci�on hidr�aulica, intentando reproducircon la m�axima verosimilitud los factores externos que act�uan sobre la red. El procedimientose describir�a en el cap��tulo 9 en el que adem�as se incluir�an resultados derivados de la materiaque se desarrolla en este cap��tulo.En general, la simulaci�on de una pol��tica en un entorno realista est�a envuelta dedi�cultades a~nadidas, que hacen que los resultados que se obtienen no tengan la �abilidaddeseada. El origen mismo de estas di�cultades podemos localizarlo en la interpretaci�onque se hace de la pol��tica. Sin embargo, la simulaci�on de soluciones tiene gran importancia,



116 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazopuesto que debe basarse en procedimientos pr�acticos que, partiendo de la pol��tica obtenida|expresada como distribuciones de bloques de los 
ujos por los arcos de la red|, generanlas directrices que debieren guiar la administraci�on del agua en los embalses de la cuenca.De esta manera se puede comprobar por v��a emp��rica la precisi�on de la funci�on objetivocalculando el valor esperado de la generaci�on hidr�aulica.8.2 Supuestos considerados8.2.1 La generaci�on como variable aleatoriaA lo largo de este cap��tulo vamos a desviarnos ligeramente de la notaci�on utilizada alo largo del trabajo con el �n de conseguir una escritura m�as aligerada de s��mbolos. Coneste �n, usaremos:� para designar la hidrogeneraci�on obtenida en determinado arco de alg�un embalse encierto intervalo, el s��mbolo G (sin indicaci�on adicional). G no sigue una distribuci�onde bloques.� en el caso del producto de generaci�on en dos arcos de descarga, no se utilizar�a lanotaci�on del sub��ndice i o j, para evitar confusi�on ya que estos s��mbolos, en estecap��tulo, tienen destinado otro uso. En su lugar, escribiremos E[G1G2], entendiendoque de esta manera no hay p�erdida de generalidad.� para designar la descarga por el mencionado arco, d, sin m�as indicaci�on, excepto paraespeci�car un cuantil determinado: d0; d01, etc.� de la misma manera, v signi�car�a el volumen del embalse al inicio del intervalo, y Vel volumen �nal (en vez de Vi�1 y Vi respectivamente).� la funci�on cota-volumen se expresar�a como:CV (x) = c0 + c1x+ c2x2 + c3x3� por �ultimo, se desestima la presencia de las constantes que intervienen en la expresi�onde la generaci�on, es decir, � y g. Por ello, asumiremos que G es igual a:G = h(v; V )ddonde h(�) es la expresi�on del desnivel equivalente, que ya aparec��a en (7.3).d; v y V son variables de K � 1 bloques con probabilidades �1; : : : ; �K�1. Pueden ser,por poner un ejemplo clari�cador, algunas de las variables que intervienen en un problemade optimizaci�on de la hidrogeneraci�on. Seg�un (7.7), el inter�es reside en calcular el costeesperado (la reducci�on del coste derivado del ahorro por uso de generaci�on hidr�aulica, m�asprecisamente), expresi�on que se reduce a evaluar la esperanza de G y G2, adem�as de laesperanza de los productos cruzados de generaciones en diversos puntos.En este preciso punto es donde se introduce una variante. El enfoque original con-templa G como una variable de bloques, tal como ya se ha mencionado. Sin embargo,el calculo de la esperanza de una variable de la que no se conoce su distribuci�on sinosu relaci�on funcional con otras variables, �estas s�� conocidas, viene dado por la siguiente



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 117integral m�ultiple:E [F(X1; : : : ;Xn)] = Z : : :Z F(x1; : : : ; xn)fX1;:::;Xn(x1; : : : ; xn)dx1 : : : dxndondeX1; : : : ;Xn son variables aleatorias, F(X1; : : : ;Xn) es una funci�on de ellas y fX1;:::;Xndenota la funci�on conjunta de densidad entre las variables. En nuestro caso sabemos queF(�) se corresponde con:G = hc0 + c12 (v + V ) + c23 (V � v)2 + c2vV + c34 (v2 + V 2)(v + V )i d; (8:1)pero, puesto que el modelo multiart��culo no incluye informaci�on acerca de las relacionesentre las variables, no se puede derivar el valor exacto de una expresi�on relativa a la esper-anza de la generaci�on. En realidad, la hip�otesis del modelo establece que la dependenciaentre todas las variables es de dependencia total, ya que esto favorece la aditividad de losart��culos en cada nodo de la red. Sin embargo, existe la duda razonable de que esto sea talcomo se postula; en este caso, hay lugar para considerar diferentes grados de dependenciaentre las variables, cada uno de los cuales se traduce, en suma, en distintas maneras deevaluar E[G] y E[G2].Hay que decir en este punto que el caso de E[G1G2], el producto de la generaci�on endos arcos diferentes pero en el mismo intervalo, supondr��a realizar hip�otesis acerca de lasrelaciones entre seis variables (tres de \1" y tres de \2"), lo cual ha sido dejado fuera deeste estudio. Sin embargo, se ofrecer�a m�as tarde una soluci�on para abordar el c�alculo deeste t�ermino.En consecuencia, se incluye a continuaci�on un desarrollo detallado que se re�ere a tresposibles asunciones relativas a la dependencia entre las variables v, V y d:{ independencia{ dependencia diagonal{ dependencia total entre v y V ; dependencia diagonal entre d y los vol�umenes
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Figura 8.1 : Funci�on de densidad conjunta de X e Y . X e Y son variablesdiagonalmente dependientes.



118 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoIndependencia signi�ca que fd;v;V (�) = fd(�)fv(�)fV (�). Dependencia diagonal suponeque la funci�on de densidad conjunta est�a formada por bloques con densidad ri;j nulacuando i 6= j. Si se consideran tres variables, la idea es similar: fd;v;V (�) est�a formada porhiperbloques de altura ri;j;k diferentes de cero solamente si i = j = k. Podemos dar unaidea con la representaci�on de la funci�on de densidad de dos variables, que aparece en laFig. 8.1.8.2.2 Independencia entre las tres variablesEn este caso, la hip�otesis de independencia abarca no s�olo a las variables globalmente(lo que se denota como fd;v;V (�) = fd(�)fv(�)fV (�)), sino que adem�as son mutuamenteindependientes, es decir, se cumple |no se deriva de lo anterior| que fd;v(�) = fd(�)fv(�),fd;V (�) = fd(�)fV (�) y fv;V (�) = fv(�)fV (�).Existe una importante propiedad de las variables aleatorias independientes que servir�ade base para el desarrollo de esta secci�on. Dice as��:E[XY ] = E[X] E[Y ]De aqu�� que nos interese expresar (8.1) de la manera apropiada para extraer provechode esta propiedad. Expandiendo los productos que aparecen, obtenemos:G = �c0 + c12 (v + V ) + c23 (v2 + 2vV + V 2) + c34 (v3 + v2V + vV 2 + V 3)� d (8:2)Tomando esperanzas en (8.2):E[G] = �c0 + c12 (E[v] + E[V ]) + c23 (E[v2] + E[v]E[V ] + E[V 2])+c34 (E[v3] + E[v2]E[V ] + E[v]E[V 2] + E[V 3])�E[d] (8:3)lo cual no es una expresi�on muy complicada: como vemos, el operador esperanza s�olo seaplica a potencias de una variable, lo que conocemos con el nombre de momentos. Comose indica en la expresi�on (3.6), el momento de orden n de una variable X es igual a:E[Xn] = 1n+ 1 K�1Xi=1 �i �(X0i�1)n + (X0i�1)n�1X0i + � � �+X0i�1(X0i)n�1 + (X0i)n�Veremos que la misma t�ecnica sirve para calcular la esperanza de G2. Para ello, hay



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 119que elevar al cuadrado (8.2) y agrupar el resultado seg�un los t�erminos v y V :G2 = �c20 + c0c1v + c21v24 + 2c0c2v23 + c0c3v32 + c1c2v33 + c3c1v44 + c22v49 + c3c2v56 +c23v616 + c0c1V + c21vV2 + 2c0c2vV3 + c0c3v2V2 + 2c1c2v2V3 + c3c1v3V2 + 2c22v3V9 +c3c2v4V3 + c23v5V8 + c21V 24 + 2c0c2V 23 + c0c3vV 22 + 2c1c2vV 23 + c3c1v2V 22 +c22v2V 23 + c3c2v3V 22 + 3c23v4V 216 + c0c3V 32 + c1c2V 33 + c3c1vV 32 +2c22vV 39 + c3c2v2V 32 + c23v3V 34 + c3c1V 44 + c22V 49 + c3c2vV 43 +3c23v2V 416 + c3c2V 56 + c23vV 58 + c23V 616 � d2(8:4)A partir de (8.4), es inmediato encontrar la expresi�on de E[G2].8.2.2.1 Derivaci�on de los momentosPuesto que este c�alculo est�a destinado a ser utilizado en la evaluaci�on del coste es-perado de cierta pol��tica, como parte de una funci�on objetivo que debe ser minimizada,es fundamental obtener la expresi�on exacta de las derivadas de E[G] y E[G2] respectolas variables del problema, con el �n de acelerar la convergencia del proceso iterativo deoptimizaci�on.A continuaci�on se expone cu�ales son estas expresiones aunque, debido a la relativacomplejidad de las soluciones que aparecen en (8.2) y (8.4), s�olo se dar�a detalle en t�erminosgenerales.Debemos distinguir para una variable aleatoria X, sea d, v o V , dos tipos de variables:X0 por un lado y Xj por otro, donde j = 1::K � 1. Puesto que las variables aleatorias nose mezclan dentro del mismo operador, la principal di�cultad est�a en derivar (3.6) respectolas variables (X0 y Xj). Las expresiones resultantes son:@E [Xn]@X0 = K�1Xi=1 �i "n�1Xl=0(X0i�1)l(X0i)n�l�1# (8:5)@E [Xn]@Xj = K�1Xi=j+1�i "n�1Xl=0 (X0i�1)l(X0i)n�l�1#+ �jn+ 1 n�1Xl=0 �(n� l)(X0j�1)l(X0j )n�l�1�(8:6)Como se ve, la implementaci�on de (8.5) y (8.6) es bastante simple y puede ganarsee�ciencia manteniendo una estructura con todas las potencias necesarias de cada cuantil.Sin embargo, es evidente que en este caso, ni la sencillez de programaci�on ni la e�cienciatotal est�an entre sus cualidades.



120 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo8.2.3 Dependencia diagonal entre las tres variablesCuando consideramos la funci�on de densidad conjunta de bloques:fd;v;V (d; v; V ) = ri;j;k 8<: d0i�1 � d � d0iv0j�1 � v � v0jV 0k�1 � V � V 0kdiremos que fd;v;V es diagonal si los �unicos valores ri;j;k diferentes de cero son r1;1;1,...,rK�1;K�1;K�1 . En esta situaci�on, est�a claro que las variables no son independientes; estetipo de dependencia se designar�a como dependencia diagonal.En consecuencia, vemos que ri;i;i es igual a �i=(diviV i) (podemos pensar en ello comoun hiperbloque de volumen �i, \base" diviV i y \altura" ri;i;i).Asumiendo dependencia diagonal, se cumple que:P (d0i�1 � d � d0i \ v0i�1 � v � v0i \ V 0i�1 � V � V 0i) = �i; i = 1 : : : K � 1pero tambi�en: P (d0i�1 � d � d0i \ v0i�1 � v � v0i) =P (v0i�1 � v � v0i \ V 0i�1 � V � V 0i) =P (d0i�1 � d � d0i \ V 0i�1 � V � V 0i) = �i; i = 1 : : : K � 1Para proceder con el c�alculo que nos llevar�a a una expresi�on de la generaci�on esper-ada, debemos expandir (8.2) en forma de sumas de productos de las variables v, V y d,obteniendo:G = c0d+ c12 (vd+ V d) + c23 (v2d+ 2vV d+ V 2d) + c34 (v3d+ v2V d+ vV 2d+ V 3d) (8:7)Como, en general, no podemos decir que E[XY ]=E[X] E[Y ] en este supuesto, tomandoesperanzas derivamos la siguiente expresi�on, que no puede ser simpli�cada utilizandopropiedades estad��sticas:E[G] = c0E[d] + c12 (E[vd] + E[V d]) + c23 (E[v2d] + E[vV d] + E[V 2d]+c34 (E[v3d] + E[v2V d] + E[vV 2d] + E[V 3d]) (8:8)Por tanto, es obligado calcular cada esperanza por medio de su de�nici�on. Si se observa(8.8), se pone de mani�esto que las variables se hallan combinadas como productos de dcon potencias de v y V . Esto signi�ca que el c�alculo que deber�a hacerse es:E[vlV md] = Z Z Z vlVmd fv;V;d(v;V;d)dv dV dd (8:9)Hay que se~nalar que las variables de integraci�on se han escrito en negrita, tal comov;V;d, con el �n de distinguirlas de las variables aleatorias (que tienen el mismo nombre).Los valores de l y m puede verse que van de 0 a 3, aunque nunca en una combinaci�on cuya



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 121suma supere a 3. Teniendo en cuenta la estructura diagonal de la funci�on de densidadconjunta, se sigue que (8.9) puede descomponerse en K � 1 sumas de integrales:E[vlV md] =K�1Xi=1 Z v0iv0i�1 Z V 0iV 0i�1 Z d0id0i�1 vlVmd fv;V;d(v;V;d)dv dV dd ==K�1Xi=1 Z v0iv0i�1 Z V 0iV 0i�1 Z d0id0i�1 vlVmd �iviV idi dv dV dddonde hemos empleado la notaci�on abreviada de vi por v0i� v0i�1, y de la misma manerapara el resto de variables. La soluci�on de esta integral no es excesivamente compleja:E[vlV md] == 12(l + 1)(m+ 1) K�1Xi=1 �iviV idi �(v0i)l+1 � (v0i�1)l+1� �(V 0i)m+1 � (V 0i�1)m+1���(d0i)2 � (d0i�1)2� == 12(l + 1)(m+ 1) K�1Xi=1 �i(d0i + d0i�1)0@ lXj=0(v0i)j (v0i�1)l�j1A0@ mXj=0(V 0i)j(V 0i�1)m�j1A(8:10)Si seguimos el mismo procedimiento, G2 se expresar��a como suma de productos de v,V y d (en este caso, el factor descarga aparecer�a al cuadrado, igual que G); por tanto,E[G2] resultar��a de una combinaci�on de t�erminos evaluando E[vlV md2], que resulta sermuy similar al resultado anterior:E[vlV md2] = 13(l + 1)(m+ 1) K�1Xi=1 �i �(d0i)2 + d0id0i�1 + (d0i�1)2���0@ lXj=0(v0i)j (v0i�1)l�j1A0@ mXj=0(V 0i)j(V 0i�1)m�j1A(8:11)donde l y m pueden tomar valores hasta 6 (y m�as precisamente, cualquier combinaci�on talque l +m � 6).A modo de conclusi�on del caso que nos ocupa, es interesante resaltar que E[G] y E[G2]comparten una estructura similar del tipo:K�1Xi=1 �i�(c; v0i; v0i�1; V 0i; V 0i�1; d0i; d0i�1)donde �(�) es una funci�on (obviamente, una espec���ca para cada caso). La estructuraa la que se alude se compone de una suma de K � 1 t�erminos, compuesto cada uno deellos por valores que proceden del cuantil presente y del precedente. La anterior expresi�onse entiende como una consecuencia de la hip�otesis de dependencia diagonal, que permiteefectuar una separaci�on efectiva entre bloques, aunque no es particular de este caso sino



122 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoque tambi�en puede encontrarse en otros. Bas�andose en esta propiedad se ha construido unprocedimiento gracias al cual se crea el c�odigo que implementa robusta y e�cazmente estasexpresiones, y que tambi�en es �util para encontrar las derivadas. Este m�etodo se describem�as adelante, dentro de este mismo cap��tulo.8.2.4 Dependencia total entre v y V , y diagonal con dDependencia total entre v y V , tal como se explic�o en el cap��tulo 7, signi�ca en lapr�actica que una de las variables desaparece, ya que no se considera aleatoria si la otraest�a interviniendo en el problema y es conocida. Mediante una relaci�on funcional dada,que en el caso de las variables de bloques es:v = v0i�1 + viV i (V � V 0i�1); V 0i�1 � V � V 0i (8:12)la variable v queda absolutamente representada por la variable V . Por otro lado, se suponeque V y d tienen una funci�on de densidad conjunta de estructura diagonal. En el resto deesta secci�on, �este va a ser el tratamiento adoptado para las variables.En primer lugar, se observa que el desnivel equivalente h es ahora una expresi�on ques�olo depende de V . Podemos escribirlo como r0+r1V +r2V 2+r3V 3, para V 0i�1 � V � V 0i,siendo los coe�cientes rj :r0 = c0 + c1v0i�1 + c2(v0i�1)2 + c3(v0i�1)3 � c3(V 0i�1)3(vi)3(V i)3 + c2(V 0i�1)2(vi)2(V i)2 +3c3v0i�1(V 0i�1)2(vi)2(V i)2 � c1V 0i�1viV i � 2c2v0i�1V 0i�1viV i � 3c3(v0i�1)2V 0i�1viV ir1 = c1 + c2v0i�1 + c3(v0i�1)2 + 3c3(V 0i�1)2(vi)3(V i)3 � 2c2V 0i�1(vi)2(V i)2 �6c3v0i�1V 0i�1(vi)2(V i)2 + c3(V 0i�1)2(vi)2(V i)2 + c1viV i + 2c2v0i�1viV i +3c3(v0i�1)2viV i � c2V 0i�1viV i � 2c3v0i�1V 0i�1viV ir2 = c2 + c3v0i�1 � 3c3V 0i�1(vi)3(V i)3 + c2(vi)2V i2 + 3c3v0i�1(vi)2(V i)2 �2c3V 0i�1(vi)2(V i)2 + c2viV i + 2c3v0i�1viV i � c3V 0i�1viV ir3 = c3 + c3(vi)3(V i)3 + c3(vi)2(V i)2 + c3viV i (8:13)Se puede observar que la subexpresi�on vi=V i aparece frecuentemente en (8.13), lo cualpodr��a llegar a ser un serio problema al desarrollar una expresi�on para E[G], a causa delriesgo de que cualquiera de las variables V i tomase un valor cero. Sin embargo, es posibledemostrar que en esta operaci�on no puede haber cancelaci�on de un denominador cuando



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 123se opera con:E[G] = K�1Xi=1 �idiV i Z d0id0i�1 Z V 0iV 0i�1(r0 + r1V + r2V2 + r3V3)d dVdd (8:14)Como se ver�a a continuaci�on, aunque la esperanza de G no se simpli�ca sustancial-mente, lo hace lo su�ciente como para que desaparezcan todas las subexpresiones vi=V i.Se observa que (8.14) se descompone en K � 1 grupos que se suman, consecuenciade la relaci�on diagonal entre las variables V y d, y que cada integral est�a afectada de uncoe�ciente �idiV i , que es el valor de fd;V (�) en cada bloque.Haciendo notar que, dentro de cada intervalo [V 0i�1; V 0i], los coe�cientes rj ; j = 0 : : : 3no dependen de V , lo que sigue es equivalente a (8.14):E[G] = K�1Xi=1 �idiV i 3Xj=0 rj Z d0id0i�1 Z V 0iV 0i�1 Vjd dVddAhora podemos agrupar respecto los coe�cientes cx; x = 0 : : : 3, y de�nimos para cadauno: c0 $ �0;i = 1c1 $ �1;i = v0i�1 + V 0i�1 + vi + V i2c2 $ �2;i = (v0i�1)2 + v0i�1V 0i�1 + (V 0i�1)2 + v0i�1vi + V 0i�1vi2 + (vi)23 +v0i�1V i2 + V 0i�1V i + viV i3 + (V i)23c3 $ �3;i = (V i)34 + v0i�1 �(V 0i�1)2 + v0i�1�v0i�1 + V 0i�1 + 3vi2 + V i2 �+vi�V 0i�1 + vi + 2V i3 �+�V 0i�1 + V i3 �V i�+ V 0i�1�(V i)2+V 0i�1�V 0i�1 + 3V i2 ��+ vi �V 0i�1�V 0i�12 + 2V i3 �+(V i)24 + vi�V 0i�13 + vi + V i4 ��Finalmente, se tiene la esperanza de la generaci�on mediante:E[G] = K�1Xi=1 �i(d0i�1 + d0i)2 � hc0�0;i + c12 �1;i + c23 �2;i + c34 �3;ii (8:15)De una manera similar, se podr��a hallar E[G2], resolviendo y simpli�cando a partir



124 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode la expresi�on:E[G2] = K�1Xi=1 �idiV i Z d0id0i�1 Z V 0iV 0i�1 �r0 + r1V + r2V2 + r3V3�2 d2 dVddpero, teniendo en cuenta el enorme tama~no del resultado, es preferible no mostrar comple-tamente �este:K�1Xi=1� �i210 �210(c0)2 + 420c0c1v0i�1 + 210(c1)2(v0i�1)2 + 420c0c2(v0i�1)2 + 420c1c2(v0i�1)3+420c0c3(v0i�1)3 + 210(c2)2(v0i�1)4 + 420c1c3(v0i�1)4 + 420c2c3(v0i�1)5+210(c3)2(v0i�1)6 + 420c0c1V 0i�1 + 420(c1)2v0i�1V 0i�1 + 420c0c2v0i�1V 0i�1+: : :140c2c3vi(V i)4 + 210(c3)2v0i�1vi(V i)4 + 350(c3)2V 0i�1vi(V i)4+90(c3)2(vi)2(V i)4 + 70c2c3(V i)5 + 70(c3)2v0i�1(V i)5+210(c3)2V 0i�1(V i)5 + 60(c3)2vi(V i)5 + 30(c3)2(V i)6�� �(d0i)2 + d0id0i�1 + (d0i�1)2�lo cual es s�olo un 6% de la expresi�on completa.8.3 Implementaci�on de grandes expresiones y derivadasDe no ser por la ayuda de los ordenadores, la obtenci�on de f�ormulas tales como las quehan precedido en secciones previas ser��a un duro y tedioso ejercicio expuesto con casi todaseguridad al riesgo de cometer un error indetectable. La mayor parte de las expresiones quehan hecho su aparici�on en este cap��tulo han sido obtenidas con Mathematica, un popularprograma dedicado al c�alculo simb�olico y num�erico [WOLF91].La estructura de E[G] y E[G2], especialmente en los casos segundo y tercero, permiteun uso e�ciente de esta herramienta, y obtener resultados parciales seg�un un bloque i. Elprograma ha demostrado su utilidad tambi�en en la veri�caci�on de resultados que hab��ansido producidos \a mano". Pero donde se ha obtenido el m�aximo aprovechamiento deherramientas inform�aticas aplicadas al problema que nos ocupa ha sido en la generaci�onde c�odigo Fortran que implementa las operaciones que conducen al c�alculo de E[G] y E[G2].En este caso el programa se debe al autor, y aunque no es �util para analizar cualquier tipode expresi�on algebraica, s�� es m�as que su�ciente como para abordar las que se presentanen este terreno.Aunque Mathematica puede escribir en lenguaje Fortran una expresi�on algebraicacualquiera, no resulta una soluci�on satisfactoria, ya que no produce c�odigo optimizado niest�a adecuado para tratar grandes expresiones. Por otro lado, est�a la cuesti�on de que juntocon la evaluaci�on de los componentes de las esperanzas hay que considerar la evaluaci�onde las derivadas; cuesti�on en la que es de esperar el aprovechamiento de subexpresionescomunes que intervienen en ambas partes. Por todo esto parece apropiado crear un pro-grama dedicado a generar partes de la funci�on objetivo a partir de una expresi�on deducida



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 125por Mathematica con el objetivo de conseguir la m�axima e�ciencia del c�odigo �nal.Como el primer caso (variables independientes) puede considerarse lo bastante simplecomo para que su tratamiento no autom�atico sea su�ciente, nos referiremos en lo sucesivosolamente a los otros dos casos (dependencia diagonal, y dependencia total y diagonal),que comparten una estructura semejante e incluyen una di�cultad adicional teniendo encuenta la complejidad del resultado a tratar.Ambos casos tienen en com�un que E[G] y E[G2] pueden ser calculados en K � 1pasos, cada uno de ellos (digamos el i-�esimo) tomando en cuenta s�olo las variables X0i�1y Xi, donde con X nos estamos re�riendo a vol�umenes iniciales v, vol�umenes �nales V odescargas d. (8.10), (8.11) y (8.15) son resultados que muestran este hecho.De estas expresiones, se puede observar que E[G] est�a relacionado con una suma det�erminos tal como: Mcx(v0i�1)t(vi)w(V 0i�1)y(V i)z[d0i�1 + d0i]dondeM es un n�umero, x es un ��ndice entre 0 y 3, as�� como t; w; y; z, aunque dependiendode x: es decir, mientras se cumpla que t + w + y + z = x. N�otese que no vale la penatener en cuenta el factor (d0i�1 + d0i): resulta ser un factor com�un a todos los t�erminosy puede ser obviado de este tratamiento para ser considerado con posterioridad. De lamisma manera, se tiene que E[G2] es una suma de t�erminos como:Mcxcx0(v0i�1)t(vi)w(V 0i�1)y(V i)z �(d0i�1)2 + (d0i)2 + d0i�1d0i� ;dondeM es otra vez un n�umero, x y x0 toman valor de entre 0 y 3, y t; w; y; z son enterosque pueden variar entre 0 y 6, nuevamente dependiendo de la combinaci�on (x; x0): m�asexactamente, de acuerdo con la ecuaci�on t + w + y + z = x + x0. El factor relativo a ladescarga puede ser dejado de lado hasta el �nal.Esta estructuraci�on se ha adoptado porque es la que usa Mathematica al manejarexpresiones algebraicas. As��, tras la de�nici�on de un cierto m�etodo, se ha procedido acombinar, generar y simpli�car una determinada expresi�on te�oricamente asociada a unbloque i. Cuando por �n se obtiene el resultado �nal, Mathematica produce una salida aun �chero; por ejemplo:b0+12*b0*b1*v1+5*b1 2̂*v1*V1+7*b0*b2*V1 2̂+3*b1*b2*v1*V1^2+8*b0*b3*v1*V1 3̂que se corresponde con la expresi�on (evidentemente es s�olo una muestra ilustrativa):c0 + 12c0c1vi + 5c21viV i + 7c0c2(V i)2 + 3c1c2vi(V i)2 + 8c0c3vi(V i)3El programa desarrollado lee el �chero generado por Mathematica de acuerdo con elformato explicado. Se supone la siguiente equivalencia de s��mbolos:� v0 $ v0i�1� v1 $ vi� V0 $ V 0i�1� V1 $ V i� bx $ cxA continuaci�on, se organiza seg�un los coe�cientes cx. Normalmente, algunas subex-



126 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazopresiones aparecen repetidas veces, por lo que deben detectarse y generar c�odigo Fortranpara su implementaci�on. Afortunadamente, las subexpresiones que se dan presentan unaestructura muy favorable. Por ejemplo, si un t�ermino contiene vi(V i)3, entonces existir�anotros t�erminos que usan las subexpresiones vi(V i)2 y (V i)3, e incluso viV i y (V i)2.Tras identi�car las expresiones comunes, que se asocian a variables auxiliares, se creaun c�odigo acorde con los est�andares de Fortran:w 01 = 12*b0*b1w 02 = 7*b0*b2w 11 = 5*b1*b1w 03 = 8*b0*b3w 12 = 3*b1*b2w0002 = V1*V1w0011 = V1*y1w0003 = w0002*V1w0012 = w0002*y1w0013 = w0003*y1s 0 = b0s 01 = w 01*(y1)s 02 = w 02*(w0002)s 11 = w 11*(w0011)s 03 = w 03*(w0013)s 12 = w 12*(w0012)En este momento hay que recordar que Fortran no es un lenguaje que diferencie entremay�usculas y min�usculas; por esta raz�on, vi se identi�ca con la variable llamada y1 en lasalida Fortran, mientras que V i se asocia a V1.La obtenci�on de derivadas es un paso casi directo. Por ejemplo, derivar respecto vida lugar a la siguiente expresi�on parcial:Mw cx(v0i�1)t(vi)w�1(V 0i�1)y(V i)z[d0i�1 + d0i]y respecto vj , con j < i, se tiene:Mtcx(v0i�1)t�1(vi)w(V 0i�1)y(V i)z [d0i�1 + d0i]ya que v0i�1 = v0+ v1+ : : :+ vi�1. Para j > i, claramente la derivada es cero. En cuantoa las derivadas respecto las variables de descarga, se trata de un c�alculo trivial:@E[G]@dj = � 2Mcx(v0i�1)t(vi)w(V 0i�1)y(V i)z; si j < iMcx(v0i�1)t(vi)w(V 0i�1)y(V i)z ; si j = iUn procedimiento similar se seguir��a si se considerasen t�erminos relacionados conE[G2]. En nuestro ejemplo, el c�odigo resultante para la codi�caci�on de las derivadas es:z01y1 = w 01z02V1 = w 02*(2*V1)



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 127z11y1 = w 11*(V1)z11V1 = w 11*(y1)z03y1 = w 03*(w0003)z03V1 = w 03*(3*w0012)z12y1 = w 12*(w0002)z12V1 = w 12*(2*w0011)Finalmente, se tiene la suma de los t�erminos correspondientes:suma = s 0 + s 01 + s 02 + s 11 + s 03 + s 12z y1 = z01y1 + z11y1 + z03y1 + z12y1z V1 = z02V1 + z11V1 + z03V1 + z12V1Las variables que se generan llevan un nombre apropiado a su signi�cado; a contin-uaci�on se describe c�omo se usan estas variables:w xx0: es igual a Mcxcx0wtywz: es igual a (v0i�1)t(V 0i�1)y(vi)w(V i)zs x: es igual aM0cxPnMnV arx, donde V arx es una variable relativa a E[G] asociadaa x.s xx0: es igual a M0cxcx0PnMnV arx;x0 , donde V arx;x0 es una variable relativa a E[G2]asociada a x y x0. En estos dos casos, Mn; n � 0 son constantesz xTn: derivada de los t�erminos en cx respecto Tnzxx0Tn: derivada de los t�erminos en cxcx0 respecto Tnz Tn: derivada total respecto TnEn estas expresiones se debe asumir:* x; x0, valores entre 0 y 3.* T , se re�ere a la variable: v o V , seg�un sea y o V.* n, se re�ere a 0i� 1 si n=0 o i si n=1.por ejemplo, z y1 contiene la suma de t�erminos relacionados con la derivadarespecto vi.suma: es igual a la suma de los t�erminos que componen la expresi�on inicialEl ejemplo que ilustra esta parte es un caso muy simpli�cado que no considera lasvariables v0i�1 y V 0i�1. En caso de que estuvieran presentes aparecer��an los s��mbolos quehacen referencia a vj y V j , con j < i. Es importante notar que, cuando se considera cierto��ndice i, las derivadas para cualquiera de los ��ndices j menores que i son las mismas (peroa medida que se incrementa i se van diferenciando los distintos ��ndices: as��, el valor 0 esel que interviene m�as veces, y el K � 1 el menos usado).El algoritmo que genera el c�odigo construye posibles factorizaciones de cada t�erminole��do. Cuando un factor determinado es semejante a un t�ermino que aparece en otra partede la expresi�on tratada se produce una coincidencia que es aprovechada para producirc�odigo com�un. De esta manera se va generando una secuencia de instrucciones que buscael m��nimo esfuerzo computacional en cuanto a n�umero de operaciones a efectuar. La salidade este programa es un fragmento de c�odigo Fortran que puede ser f�acilmente insertadoen una subrutina (esto es aconsejado, manteniendo los nombres usados como variables



128 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazolocales). En la funci�on objetivo puede haber una instrucci�on de llamada a la subrutina,generalmente ubicada dentro de un bucle con el ��ndice variando desde 1 hasta K � 1.Puesto que no hay errores, se dispone de los gradientes correctos desde la primera ejecuci�on(eliminando una pesada etapa de depuraci�on en la codi�caci�on de las derivadas). Adem�as,al no existir operaciones duplicadas, el c�odigo que se ha obtenido es muy e�ciente, aunquela expresi�on matem�atica de partida fuera tan complicada como las que se han presentadoa lo largo de este cap��tulo.8.4 Consideraciones sobre E[G1G2]En las secciones precedentes se ha abordado el problema de c�omo plantear el c�alculode la esperanza de G y G2, que son partes del problema de hallar el coste esperado parauna pol��tica de 
ujos dada. Como se coment�o, queda pendiente el c�alculo de E[G1G2].Todos estos componentes quedan ligados al coste por la expresi�on:E[C] = NiXi=1 �1;iE[Gi] + �2;i0@X8\1"E �(G1;i)2�+ 2 X8\1" X\2"6=\1"E[G1;iG2;i]1A (8:16)que se deduce de (7.7) y (7.8). La suma que se extiende a \1" y a \2" tiene el �n dedeterminar los productos cruzados de los distintos puntos de generaci�on presentes en lacuenca, ya que se entiende que Gi =P8\1"G1;i. Continuando con la notaci�on simpli�cadaque mantenemos en este cap��tulo, haremos abstracci�on del intervalo i en lo sucesivo.El trabajo hecho en este terreno no ha profundizado tanto como en lo que concierne alas esperanzas de G y G2: la justi�caci�on de esta resistencia es la complicaci�on que suponemanejar seis variables a la vez, las del punto de generaci�on \1" y las del punto \2". Lav��a escogida ha sido calcular el t�ermino E[G1G2] por una aproximaci�on que consideramoses bastante buena. Conocemos que una de las propiedades de las variables aleatorias es:E[G1G2] = E[G1]E[G2] + �1;2�1�2 (8:17)siendo �1 la desviaci�on est�andar de G1 y �2 la desviaci�on est�andar de G2, que pueden serdeducidas sin problemas como veremos. �1;2, en cambio, es el par�ametro de correlaci�onentre las generaciones \1" y \2". No se deriva de la distribuci�on de las variables sinode la distribuci�on conjunta de las seis variables a que hemos hecho referencia y, por ellomismo, no es conocido ni puede ser deducido. Sin embargo puede adoptarse como valoraproximado. En este sentido, tomar como aproximaci�on el valor de la correlaci�on de cadapar de generaciones no es adoptar una hip�otesis m�as problem�atica que realizar ciertassuposiciones acerca de la dependencia de las variables; con una gran seguridad puededecirse que es preferible incluso, ya que la correlaci�on es un par�ametro bien conocido. Unapropiedad de la correlaci�on que resulta muy �util es que est�a estandarizada entre -1 y 1. Porotro lado, a partir de observaciones hist�oricas de generaci�on puede hallarse una estimaci�onv�alida. Aunque est�a claro que la elecci�on de uno u otro valor de �1;2 condiciona a la funci�onobjetivo y, por tanto, al �optimo, creemos que la in
uencia de este factor es m��nima, ya queafecta s�olo al producto de desviaciones est�andar, dentro de la expresi�on E[G1G2], y �esta asu vez es una parte del t�ermino cuadr�atico de la funci�on de coste, la cual est�a dominada,



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACI �ON ESPERADA 129seg�un se aprecia generalmente en casos reales, por el t�ermino lineal y no por el cuadr�atico(en otras palabras, �2 suele tener poco peso).Por otro lado, hemos dicho que es f�acil calcular la desviaci�on est�andar de la generaci�on,mediante: � =pE[G2]� E[G]2N�otese que disponemos de los m�etodos que se han descrito en las secciones precedentespara calcular exactamente las esperanzas de G y de G2.El c�alculo de las derivadas de las expresiones (8.17) es trivial, ya que conocemos lasderivadas de E[G1] y E[G21], para cada arco de descarga. Vamos a adoptar la notaci�on:rxE[G] � @E[G]@xrxE[G2] � @E[G2]@xPara conocer el gradiente seg�un una componente x1 (una variable que intervenga enla generaci�on por el arco \1"):@E[G1G2]@x1 = rx1E[G1]E[G2] + �1;2 @�1@x1 �2 (8:18)donde @�1@x1 = 12�1 �rx1E[G21]� 2E[G1]rx1E[G1]� (8:19)y similarmente para x2. Una observaci�on: como se desprende de (8.19), la desviaci�onest�andar de la generaci�on no puede tomar el valor de cero, ya que obtendr��amos una an-ulaci�on de denominador (un gradiente no acotado). Lo cual es equivalente a que no debedarse en ning�un punto de generaci�on una distribuci�on de probabilidad constante. Parasolventar este problema, la manera m�as e�caz es imponer un peque~no l��mite inferior a lasvariables de descarga dk, con k > 0. No es necesario imponer esta cota a d0, ya que elvalor m��nimo de la distribuci�on no tiene incidencia en la dispersi�on de la variable ni, estric-tamente hablando, tampoco es preciso que la descarga est�e acotada en todos los art��culos;basta que alguno de los bloques no sea nulo. Por ello, y teniendo en cuenta la general-izada asimetr��a de este tipo de distribuciones (en suma, dependientes de las aportacionesnaturales, que t��picamente poseen una desviaci�on notable en su rango superior), una re-comendaci�on �util es aplicar la limitaci�on inferior de las variables de descarga �unicamentea la variable dK�1 de cada punto de descarga.
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CAP�ITULO 9SIMULACI�ON DE LA GENERACI�ON HIDR�AULICA9.1 Introducci�onLa simulaci�on es una t�ecnica que combina la modelizaci�on matem�atica de un sistemacon el dise~no y ejecuci�on de experimentos llevados a cabo en un ordenador. Usualmente, unmodelo matem�atico no puede describir globalmente el comportamiento de todo el sistemaa causa de su complejidad, por lo que el procedimiento de simulaci�on cl�asico reproducesecuencialmente los pasos que se dan en el proceso. En otro orden de cosas, a la compli-caci�on intr��nseca del sistema es corriente que se le una la participaci�on de elementos concaracter��sticas estoc�asticas, cuyo tratamiento estricto no suele ser simple. Esta di�cultadse solventa en simulaci�on mediante: i) el uso de valores obtenidos aleatoriamente. ii) larepetici�on a gran escala del experimento. Para m�as informaci�on acerca del tema puedeconsultarse [LAW91].En nuestro entorno, la presencia de una entrada aleatoria de agua en cada punto deaportaci�on supone un motivo que hace �util el empleo de la simulaci�on. Sin embargo, debeprecisarse que �esta no participa en el problema m�as que como herramienta para veri�caruna cierta pol��tica, m�as concretamente, para comprobar la coherencia entre el valor delcoste esperado calculado por una expresi�on algebraica a partir de tal pol��tica y los valoresprovenientes de la simulaci�on. En este sentido, la simulaci�on no ser��a una herramientaadicional en el proceso de b�usqueda de la gesti�on �optima de los recursos hidr�aulicos, sinoun mecanismo de validaci�on de la propia t�ecnica multiart��culo.Los resultados que aparecen en el presente cap��tulo se plantean en primer lugar sobreun caso esquem�atico, en el que participa �unicamente un embalse y un intervalo. Sobre �else analizan las diferentes opciones que se han presentado, es decir, la original y las tresvariantes del cap��tulo 8. A continuaci�on se ofrecen resultados concernientes a un caso real,una cuenca con 6 embalses y doce intervalos. Un punto necesariamente destacable es que lasvariables que van a de�nir el estado del sistema, las distintas descargas y vol�umenes, debenentrar como distribuciones de bloques, y que la salida de este sistema es el valor esperadode la generaci�on en tales condiciones. Mientras los valores que adoptan los cuantiles deaquellas variables son relativamente arbitrarios en el caso sencillo, es necesario un puntofactible cuando se considera la cuenca real. Por ello, en este caso se adopta un puntoproveniente de la resoluci�on de un problema de la generaci�on hidr�aulica.



132 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo9.2 Caso simple9.2.1 Descripci�on del entornoEn esta parte se ha hecho abstracci�on de la red hidr�aulica hasta reducirla a su m��nimaexpresi�on: un lugar en el que se produce una descarga de agua con un volumen inicial yun volumen �nal. En rigor, tambi�en es necesario conocer las caracter��sticas de ese lugar,como la manera en que var��a la cota del te�orico embalse dependiendo del volumen de aguaalmacenada, y, por supuesto, c�omo valorar econ�omicamente la generaci�on que tiene lugar.Consideraremos, al igual que en el cap��tulo 8, que d; v y V designan respectivamentela descarga por el �unico arco existente, el volumen inicial y el volumen �nal. Se prescindede otros arcos de entrada en el embalse, lo cual no se debe interpretar como que no hayaportaciones naturales sino que se ha hecho con el prop�osito de no tener que imponerninguna restricci�on de balance al nodo: as��, cualquier situaci�on es factible.Los mencionados arcos d; v y V representan variables de K � 1 bloques, y para lostests que se han llevado a cabo se ha adoptado que el �area de cada bloque sea la misma,lo que equivale a decir que � = f 1K�1 ; : : : ; 1K�1g.Una vez �jado K deben determinarse los valores de:{ d0; d01; : : : ; d0K�1{ v0; v01; : : : ; v0K�1{ V 0; V 01; : : : ; V 0K�1que, como se ha comentado, no tienen otra restricci�on que la de ser valores coherentes (esdecir, crecientes). A partir de las distribuciones de estas variables se realizar�a la simulaci�onque, en pocas palabras, consistir�a en la extracci�on de valores de descarga, volumen inicialy volumen �nal, el c�alculo de la generaci�on y el consecuente coste asociado. El caso simple�ja los cuantiles de las variables al azar, mediante el procedimiento que a continuaci�on sedescribe (para una variable gen�erica X):1 Generar K n�umeros provenientes de una distribuci�on uniforme [a; b].2 Ordenar los K n�umeros, asignando el menor a X0, el siguiente a X01, etc.En nuestro caso, se ha adoptado arbitrariamente que a=0 y b=100. La elecci�on deuna distribuci�on uniforme tambi�en ha sido arbitraria.Los coe�cientes de variaci�on de la cota respecto al volumen, ignorando el t�erminoindependiente c0 que es irrelevante, se han pre�jado como sigue:� c1 = 0:5� c2 = �0:002� c3 =6 �10�6En cuanto a los coe�cientes de la funci�on de coste respecto la hidrogeneraci�on �1 y�2, se han asignado tal como:� �1 = �1:4� �2 =1.75 �10�4



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 1339.2.2 Extracci�on de valores de las variables aleatoriasEl mecanismo a seguir para generar valores que se suponen distribuidos seg�un deter-minadas leyes de probabilidad depende en gran medida de c�omo las variables consideradasest�an relacionadas entre s��. En nuestro caso concreto, esta relaci�on se encuentra en laforma de la funci�on de densidad conjunta de d; v y V .La asunci�on m�as sencilla es la de independencia; simplemente, cada variable generauna muestra de observaciones de manera separada de las dem�as, de acuerdo con el siguientealgoritmo:0 Para obtener una muestra de tama~no N de una variable X, repetir 1 y 2 Nveces:1 Generar � de una distribuci�on uniforme [0; 1].2 Calcular F�1X (�).Como FX(�) es una funci�on lineal a trozos, su inversa tambi�en lo es, de modo que elpaso 2 no tiene ninguna complicaci�on computacional.Para manejar la asunci�on de dependencia, se ha planteado la siguiente situaci�on:tal como se expuso en el cap��tulo 8, hay dependencia diagonal entre la descarga y losvol�umenes, por tanto, se asume que fd;V (�) es diagonal. En cuanto a la relaci�on entre losvol�umenes inicial y �nal, en lugar de adoptar s�olo dos posiciones (dependencia total o diag-onal), se generar�a una funci�on de densidad conjunta sujeta a un par�ametro que permitir�aun gran control sobre la dependencia entre v y V . Este par�ametro es la correlaci�on �v;V .El procedimiento a utilizar que da lugar a una muestra de X y de Y , conociendo lafunci�on fX;Y (�) es:0 Para obtener una muestra fxi; yig de tama~no N de un par devariables (X;Y ), repetir 1 y 2 N veces:1 Tomar xi de la distribuci�on de X seg�un el algoritmo anterior.2 Encontrar fY jX=xi(�), y determinar un valor yi proveniente deesta distribuci�on.Para un valor x perteneciente al intervalo (X0i�1;X0i), la funci�on de densidad de Ycondicionada por x es: fY jX=x(y) = ri;j�i Xi; Y 0j�1 < y < Y 0jN�otese que esta distribuci�on se corresponde con la misma forma de las variables debloques, pero que no cumple en general que el �area de sus bloques coincida con los valoresde �: Z Y 0jY 0j�1 fY jX=x(y) dy 6= �jPor supuesto, este algoritmo no se aplicar��a en el caso de que las variables fuerantotalmente dependientes, ya que la determinaci�on de las observaciones correspondientes ala segunda variable se har��a por medio de la relaci�on funcional existente entre ellas.Finalmente, tiene un inter�es especial indicar la manera en que se obtienen las funciones



134 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode densidad conjunta de forma general. Como las distribuciones marginales ya se hanobtenido previamente, el �n es hallar los valores de la densidad de probabilidad ri;j decada regi�on que viene delimitada por los cuantiles de X e Y . Las restricciones son, adem�asde las que aparecen en (3.11) y (3.12), una restricci�on m�as que es la igualdad entre lacorrelaci�on y un valor � conocido. En suma, se trata de hallar un punto r factible en laregi�on que de�nen:K�1Xi;j=1 ri;jXi(X0i +X0i�1 � 2�X)Y j(Y 0j + Y 0j�1 � 2�Y ) = 4�X�Y �K�1Xj=1 ri;jY j = �iXi i = 1 : : : K � 1K�1Xi=1 ri;jXi = �jY j j = 1 : : : K � 2ri;j � 0 i; j = 1 : : : K � 1Como se puede apreciar, todas las restricciones son lineales. La postura adoptada hasido utilizar un paquete est�andar de optimizaci�on capaz de resolver problemas lineales.Cualquiera de los programas aplicables usa alg�un m�etodo en una llamada fase 0 en la quebusca un punto factible a las restricciones lineales. A partir de all�� se dedica a optimizarla funci�on objetivo. Como en nuestro caso no existe esta funci�on, utilizaremos s�olo la fase0 o bien asignaremos al problema una funci�on objetivo inofensiva que garantice que elproblema se detenga en el primer punto factible; tal funci�on debe ser una constante, comopor ejemplo 0 � r. Se garantiza que cada vez que resolvemos este problema hallamos unafunci�on de densidad diferente dando como punto inicial |generalmente infactible| unaasignaci�on de valores al azar.Sin embargo, ocurre con los programas que siguen la metodolog��a Simplex que losresultados que devuelven no son satisfactorios, a causa de una cierta e indeseada abundan-cia de valores nulos en la soluci�on. Es un resultado l�ogico, ya que normalmente la fase 0consiste en la minimizaci�on de la infactibilidad y, por ello, se obtiene un punto que cumplelas condiciones de un �optimo, concretamente, una soluci�on b�asica. Como la base tienetama~no 2(K �1) y el n�umero de variables es superior, (K�1)2, hay siempre una cantidadde variables que se encuentran en su l��mite inferior, 0, �unica posibilidad para las variablesno b�asicas.Desde luego, el resultado es correcto; sin embargo, es bastante inconveniente, ya queimplica que en bastantes regiones, la probabilidad de generar un valor para la muestraall�� es nula. La soluci�on empleada ha sido sustituir el m�etodo cl�asico por un algoritmo deprogramaci�on por Punto Interior. Los m�etodos de punto interior se basan en una secuenciade puntos estrictamente interior a la regi�on factible; por ello, no es normal que un puntofactible se encuentre pr�oximo a su l��mite, 0 en nuestro caso. Para las pruebas que siguense ha hecho uso del programa LOQO [VAND92].9.2.3 ProcedimientoEl algoritmo de simulaci�on para un solo embalse se expone brevemente en los siguientes



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 135cinco pasos: 1 Sea N el tama~no de muestra deseado, o n�umero de extrac-ciones. ConocidosK;� y en general todos los par�ametros nece-sarios, inicializar las distribuciones de d; v y V .2 Generar las muestras fdig; fvig y fVig, con i = 1 : : : N , deacuerdo con las distribuciones conjuntas de las variables.3 Para cada i = 1 : : : N : evaluar gi, generaci�on resultante dedi; vi y Vi; hallar �1gi + �2g2i , el i-�esimo coste de producci�ont�ermico (sea �i).4 Bajo la hip�otesis original planteada en el Cap. 7, calcular ��C =�1E[G] + �2E[G2]. Aceptar o rechazar la hip�otesis de que lamuestra f�ig pueda proceder de una distribuci�on con media��C .5 Repetir 4 bajo otras hip�otesis.Conviene precisar que la hip�otesis a la que se re�ere el punto 4 establece que lageneraci�on es una variable de bloques cuyos par�ametros se pueden de�nir a partir de losde la descarga y los vol�umenes, en concreto, en x7.2. Las hip�otesis planteables en el punto5 aparecen descritas en el cap. 8:� Caso a): dependencia total entre v y V ; dependencia diagonal entre d y los vol�umenes(x8.2.4)� Caso b): independencia (x8.2.2)� Caso c): dependencia diagonal (x8.2.3)Las pruebas de inferencia sobre la esperanza de C que se realizan en los pasos 4 y5 son un procedimiento estad��stico bien establecido, resolubles mediante los siguientespasos:{ Plantear las hip�otesis:H0 :E[C] = ��C Hip�otesis NulaH1 :E[C] 6= ��C Hip�otesis Alternativa{ Escoger el nivel de con�anza �, tambi�en llamado riesgo de primera especie (p.ej. 0.05){ Calcula la media muestral � y la desviaci�on est�andar muestral s� . Sea:Z = ��C � �s�=pN{ Z sigue una distribuci�on de probabilidad normal estandarizada; si jZj > jZ�j entoncesse rechaza H0; de otro modo, no se rechaza (en nuestro caso, Z0:05 = -1.96).9.2.4 ResultadosPresentaremos a continuaci�on algunos resultados que se han derivado de las pruebasllevadas a cabo. Se muestran de manera resumida al haber efectuado un n�umero muyelevado de simulaciones, pues se ha tenido muy en cuenta un efecto inherente a las pruebasde contraste de hip�otesis. El hecho es que el nivel � lleva aparejado un determinado riesgo



136 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode rechazar la hip�otesis nula cuando es cierta, por lo que realizar una sola prueba puede noser ilustrativo. Es por esta raz�on que se ha considerado apropiado multiplicar el n�umerode pruebas hasta repetirlas P veces, de las cuales se desprende:{ el n�umero de rechazos para la media del coste de producci�on t�ermico.{ la suma de los niveles de signi�caci�on obtenidos{ La media de los cocientes ��C=�informaci�on que cada hip�otesis que se pone a prueba puede devolver, y que resulta �utilpara establecer comparaciones. Aclaremos que el nivel de signi�caci�on (o p-value) es laprobabilidad de obtener una muestra con una media m�as desfavorable que � , cuando H0es cierta. Se cumple que si � > p-value podemos rechazar H0 en id�enticas condiciones quecomo se expuso anteriormente. Por otro lado, la media de ��C=� da una idea del sesgopresente en la evaluaci�on de E[C], dejando aparte si este sesgo es signi�cativo o no.Expondremos resumidamente la informaci�on extra��da de tres tipos de pruebas, deacuerdo con los tres tipos de alternativas desarrolladas en el cap��tulo 8.Tomemos un ejemplo que permite situarse en el contexto. Se asume en este casorelaci�on total entre v y V y dependencia diagonal entre d y V ; con K=4 y N=2000, unaposible salida ser��a:Discharge f 54.36 71.13 82.81 95.90gVolume1 f 1.29 41.91 42.21 63.23gVolume2 f 3.47 11.26 20.28 33.73gExpect. G-1: -1178.95 Expect. G-2: -1161.28Sample mean: -1147.13; Variance: 257664.0T-1: 2.80 P=0.00511 XT-2: 1.25 P=0.21282 .En este ejemplo aparecen en primer lugar los cuantiles de las distribuciones de lastres variables; despu�es, los costes esperados ��C calculados seg�un el procedimiento original(G-1) o el alternativo (G-2); de aqu�� en adelante, el procedimiento G-1 estar�a asociado alque se describi�o en el cap��tulo 7, y el G-2 puede ser uno de los casos a, b o c del cap��tulo8. Estos van a ser comparados con la media de N =2000 valores generados, � =1147.13;tambi�en se indica la variancia, cuya ra��z cuadrada retornar��a el valor de s� . T-1 y T-2son los respectivos costes normalizados (que antes hemos indicado como Z), y P es el nivelde signi�caci�on. Obs�ervese que el primer contraste ha sido rechazado por tener un nivelinferior a 0.05 (por eso aparece un signo X), mientras que el segundo ha sido aceptado.La interpretaci�on que se har��a de este resultado es que el valor de 1178.95 est�a demasiadolejos como para ser aceptado como coste t�ermico esperado, de acuerdo con los valoresmuestrales, pero no hay evidencias en contra del valor 1161.28. Repetir esta prueba conlos mismos m�etodos pero con diferentes asignaciones para las distribuciones de v; V y dservir��a para reforzar nuestra conclusi�on, tal como se muestra en la tabla siguiente:Se han efectuado P=100 pruebas de tama~no N=2000 cada una, con diferente n�umerode bloques para las distribuciones de las variables. Parece claro que el sistema de generaci�onde datos favorece especialmente al segundo m�etodo, que raramente rechaza los valores de��C propuestos (alrededor de un 5% de las veces, que es la tasa esperada). Por contra,el primer m�etodo registra un comportamiento diferente, pues depende claramente de K:



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 137Tabla 9.I. Caso a)Ratio Suma p-value # rechazosK G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-23 1.040599 1.000429 11.11165 50.62354 67 54 1.024616 0.999848 22.17593 48.67862 49 85 1.019131 1.002053 29.54305 50.09479 33 46 1.012227 1.000392 40.25681 52.25046 8 2se observa que cuando K aumenta, mejoran sus cifras hasta ponerse a la par con las delm�etodo alternativo. Una segunda prueba m�as exhaustiva, que aparece en la Tabla 9.II,intenta ser tambi�en m�as restrictiva, aumentando el tama~no de las muestras con K. Enesta tabla, y en las otras tres que siguen, se ha mantenido el valor de P=100 pruebas.Tabla 9.II. Caso a)Ratio Suma p-value # rechazosN K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-210000 3 1.042801 0.999286 3.83357 49.53453 91 420000 4 1.027123 1.000021 1.93139 50.78265 94 430000 5 1.016650 0.999433 6.30738 51.37643 84 340000 6 1.011579 0.999706 7.23030 44.44348 78 850000 7 1.009236 1.000108 6.97549 49.50433 77 760000 8 1.006309 0.999838 16.34015 53.50723 61 870000 9 1.005832 1.000227 13.77641 51.15615 61 480000 10 1.004775 1.000021 16.34651 52.36673 52 3Una vez m�as se debe apuntar que hay muy pocos rechazos con la implementaci�onalternativa. En el otro extremo, la tabla demuestra que con un tama~no su�cientementegrande, pueden rechazarse f�acilmente la mayor parte de los valores que proporciona laprimera versi�on. Vale la pena subrayar el hecho de que los resultados con G-2 var��aninsensiblemente tanto con K como con N , lo cual no ocurre con G-1. Tambi�en es re-marcable un apreciable sesgo para G-1, dependiente del n�umero de bloques, en cuanto esmayor cuanto m�as peque~no es K, con un valor que se puede estimar entre un 0.5% y un4.3%. Esto signi�ca que el coste de producci�on t�ermico esperado es sobreestimado poreste sistema de evaluaci�on; sin embargo, un incremento en el n�umero de bloques de lasdistribuciones incrementa la \precisi�on" del c�alculo en gran manera. Respecto al segundom�etodo, los valores obtenidos, oscilando alrededor del valor 1, no hacen sospechar acercade un c�alculo sesgado.Todas estas impresiones, es necesario decirlo, se han basado en valores muy altos deN , lo cual ha sido preciso para destacar signi�cativamente las diferencias existentes. Estehecho no anula las conclusiones apuntadas, pero sugiere una proximidad real entre las dosimplementaciones.



138 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTable 9.III. Caso b)Ratio Suma p-value # rechazosN K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-210000 3 1.080612 0.999780 0.11469 48.45388 100 1020000 4 1.081000 1.000202 0.99152 46.65814 99 830000 5 1.083692 1.000167 0.46483 47.44538 98 340000 6 1.084519 0.999485 0.00021 49.93533 100 250000 7 1.090016 1.000657 0.00000 51.79674 100 560000 8 1.104108 0.999999 0.33181 50.74212 99 670000 9 1.101098 0.999859 0.00000 53.60552 100 580000 10 1.107568 1.000200 0.00000 46.83300 100 3La Tabla 9.III tiene la misma estructura que la 9.II, pero se re�ere a un procedi-miento que genera observaciones de acuerdo con el caso b), es decir, con independenciaentre v; V y d. Consecuentemente, la implementaci�on de G-2 es ahora la que se describeen el correspondiente apartado del cap��tulo 8. Las conclusiones que se re�eren a estem�etodo se pueden tomar del caso que se ha analizado previamente: el valor resultante dela evaluaci�on de ��C no es discordante con la muestra obtenida, como lo prueba el bajonivel de rechazos o la suma del nivel de signi�caci�on, aproximadamente alrededor de 50.Tambi�en es indiferente al n�umero de bloques empleado. En cambio, la evaluaci�on de ��Ca cargo del procedimiento original se muestra mucho menos apropiada. El n�umero derechazos es casi absoluto, y el sesgo no decrece con K |como antes|, con un exceso de10% aprox. sobre el valor medio estimado. La conclusi�on inmediata es: si se supusieraindependencia entre las variables, este sistema ser��a muy inapropiado para hallar el costeesperado.La siguiente tabla asume dependencia diagonal entre las tres variables y, por tanto,el procedimiento implementado bajo G-2 es el que corresponde. Se puede observar queestos resultados no di�eren excesivamente de los de la tabla 9.II, lo cual no es tan extra~no,puesto que se trata de dos casos con muchos aspectos en com�un. En efecto, no es dif��cil verque la relaci�on diagonal entre v y V lleva consigo un considerable grado de dependenciaentre las variables.Se puede apuntar una primera conclusi�on: la expresi�on original para calcular el costede producci�on esperado descrita con anterioridad parece incluir un cierto sesgo respecto lamedia muestral, en el sentido del exceso, y dependiendo del n�umero de bloques empleadospara representar las distribuciones de probabilidad y de la asunci�on utilizada para generarlos datos. Cuando se acoge a la asunci�on de independencia, el sesgo es considerable, perosi los datos son dependientes en alto grado, la diferencia puede reducirse aumentando K.La siguiente tabla contiene los resultados de un experimento con estas caracter��sticas:i) K se mantiene constante (igual a 5). ii) N var��a seg�un una relaci�on geom�etrica. iii)las observaciones se generan de acuerdo con una hip�otesis diferente de la implementaci�onalternativa G-2. El dise~no utilizado en la Tabla 9.V tiene el prop�osito de comparar elsistema original con el sistema del caso c), respecto de dos maneras de generar datosbasados en distribuciones no diagonales; para ello se utiliza el procedimiento de punto



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 139Tabla 9.IV. Caso c)Ratio Suma p-value # rechazosN K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-210000 3 1.045909 0.999937 2.79728 48.59382 91 720000 4 1.027094 1.000721 3.44854 54.78838 94 230000 5 1.015970 1.000104 2.73832 50.61538 89 340000 6 1.011125 1.000252 4.87190 47.80997 83 350000 7 1.008484 0.999815 9.94658 47.98484 69 460000 8 1.006236 0.999508 14.34798 50.91880 63 770000 9 1.004723 0.999778 20.34309 55.77815 51 780000 10 1.004763 1.000218 17.18331 52.85756 45 2interior descrito anteriormente, empleando los valores de �v;V=0.5 (a la izquierda) y de�v;V=0.85 (a la derecha). La distribuci�on de d y v es diagonal.Tabla 9.V. Pruebas con K=5 bajo el caso c)�=0.5 �=0.85Suma p-val. # rech. Suma p-val. # rech.N G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-2 G-1 G-2100 29.58 33.95 30 29 39.54 43.07 14 10200 26.24 30.90 40 34 36.26 38.65 22 16400 18.15 25.59 53 46 33.67 36.18 27 18800 14.18 24.56 56 49 21.95 33.34 43 301600 9.51 11.04 80 67 15.44 33.61 55 363200 6.36 9.50 82 76 15.76 28.23 61 386400 7.09 5.92 82 84 11.58 22.02 74 5012800 4.26 4.85 91 87 3.13 17.36 90 5925600 2.82 3.70 92 88 3.94 19.09 85 5451200 3.95 4.37 95 91 0.32 13.23 97 65Esta tabla revela con claridad que ambos m�etodos se encuentran con problemas sitratan con unos datos que no se distribuyen de acuerdo con lo esperado, lo cual no es tam-poco un efecto sorprendente, sobre todo cuando se utilizan tama~nos de muestra elevados.Mientras que los dos m�etodos se comportan de manera similar frente a la correlaci�on 0.5,destaca una leve ventaja del segundo si se tiene mayor correlaci�on. Podemos hallar unajusti�caci�on teniendo en cuenta que la dependencia diagonal implica generalmente unacorrelaci�on alta, con lo que el segundo supuesto (�v;V=0.85) se colocar��a en una posici�onalgo m�as favorable para esta implementaci�on, especialmente en las situaciones menos re-strictivas (cuando N es menor).



140 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoEn resumen, a trav�es de varios ejemplos, se ha visto que la expresi�on del coste probablede producci�on tal como se ha de�nido en el cap��tulo 7 no tiene una correspondencia clarani con un caso de independencia entre las variables, ni tampoco considerando dependenciapositiva o negativa; por lo que parece, la situaci�on m�as cercana es la presencia de unafuerte relaci�on entre las variables, y quiz�a aun as�� se d�e todav��a un ligero exceso en laestimaci�on del coste esperado. Por otro lado, podemos indicar que un incremento en eln�umero K en ocasiones lleva consigo una mejora sustancial en la estimaci�on de E[C], quese hace patente en los indicadores utilizados como el n�umero de rechazos sobre el total depruebas.Por �ultimo, se~nalar que entre las evidentes limitaciones de estos experimentos se en-cuentra la de que no se ha podido estudiar la relaci�on entre diferentes puntos de generaci�on,circunstancia que impide, como caso m�as destacable, el no haber podido extraer consecuen-cias sobre el c�alculo de la esperanza del producto de generaciones cruzadas. Este punto, yotros, se dejan para la siguiente secci�on, dedicada a la simulaci�on de la generaci�on en unared con varios embalses e intervalos.9.3 Caso real9.3.1 Introducci�onBajo el t��tulo de \caso real" se presentan los resultados obtenidos usando una cuencahidr�aulica de dimensiones su�cientemente cercanas a las que se podr��an presentar en uncaso como los que han de afrontar las compa~n��as el�ectricas. No es la �unica diferencia conel apartado anterior, ni quiz�as la m�as importante. Mientras en el caso simple los valores delas distribuciones de probabilidad de las descargas y los vol�umenes se produc��an al azar,ahora son el resultado de la optimizaci�on sobre dicha cuenca de una funci�on objetivo querepresenta el coste probable de producci�on, codi�cada de diferentes maneras, de acuerdocon las alternativas presentadas en el cap��tulo 8. Y, por �ultimo, la simulaci�on que se llevaa cabo se trata de un procedimiento bastante m�as complejo; por ello mismo, ha parecidoconveniente separar las implementaciones de la parte de simulaci�on de la de optimizaci�on.Se cuenta con tres programas diferentes para optimizar el CPP, dependiendo de cu�ales la codi�caci�on de E[G] y E[G2]:{ mbgg: la primera versi�on, que implementa el procedimiento descrito en el cap. 7{ mbgj: versi�on que asume independencia entre las variables{ mbgk: versi�on que asume dependencia diagonal entre la descarga y los vol�umenes, condependencia total entre �estos.Todos ellos utilizan el paquete Minos [MURT83] para obtener el m��nimo en cadaproblema. No hay versi�on para el caso que resta (dependencia total entre descarga yvol�umenes) porque se ha observado que no se trata de un caso que se diferencie signi-�cativamente del tercero que se ofrece aqu��, tal como se pod��a esperar. Algunas pruebasrealizadas comparando s�olo los t�erminos lineales de la generaci�on se han manifestado eneste sentido.9.3.2 Descripci�on de la cuenca hidr�aulica
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Figura 9.1 : Esquema de la cuenca del ejemplo.La �gura Fig. 9.1 muestra cu�al es la topolog��a de la red que se ha utilizado. Secompone de seis embalses, cada uno de ellos con un arco de descarga y uno de vertido.Todos reciben aportaciones naturales, cuya descripci�on estad��stica aparece resumida en latabla 9.VI.Se ha tomado un periodo de un a~no, dividido por meses naturales, lo que da lu-gar a 12 intervalos, el primero de ellos correspondiendo a enero. Las variables multi-art��culo del problema tienen K � 1 bloques, habi�endose ejecutado cada caso con K =3 : : : 8. Las probabilidades de cada bloque se han escogido tales que fueran iguales (� =� 1K � 1 ; : : : ; 1K � 1�). Las distribuciones de bloques de las aportaciones naturales se handerivado para cada valor de K de acuerdo con el procedimiento de obtenci�on de cuantilessujeto a restricciones que aparece en el cap��tulo 4. Precisamente, las restricciones que sere�eren a la media y a la variancia de cada distribuci�on son las que garantizan la m��nimadiferencia entre las variables de bloques y la informaci�on hist�orica de las aportaciones.Este caso produce un problema de optimizaci�on con 210K variables y 210+73K re-stricciones lineales. La funci�on objetivo, excepto un t�ermino que penaliza vertidos in-deseables y que se ha dejado de lado puesto que no resulta signi�cativo, representa ex-actamente el coste esperado de producci�on t�ermica para un problema de optimizaci�on



142 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 9.VI. Valores descriptivos de las aportaciones (en hm3)A B C D E FMes Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st.Enero 106.51 85.67 17.23 20.86 104.30 109.33 74.51 96.48 44.65 39.43 70.83 91.61Febr. 126.70 150.46 22.13 29.64 122.49 135.50 82.05 125.21 58.53 62.51 92.76 130.09Marzo 98.66 105.50 15.89 23.88 64.02 69.80 26.76 44.89 29.73 29.88 34.74 50.67Abril 75.36 72.67 8.95 12.65 48.86 44.80 14.33 26.46 25.52 22.79 51.59 134.72Mayo 56.36 40.91 4.90 7.73 37.60 38.68 6.52 10.29 25.11 25.46 11.71 16.60Junio 42.00 30.87 3.99 5.23 15.04 11.58 2.39 4.62 14.07 11.57 4.60 4.84Julio 25.04 29.38 6.12 7.17 5.78 12.22 0.54 2.06 11.07 9.16 1.89 3.40Agos. 29.03 34.26 3.56 4.25 2.43 3.00 0.38 1.64 9.18 8.85 3.45 9.40Sept. 46.21 44.44 2.59 5.29 5.16 3.81 2.86 5.42 8.95 9.43 1.49 3.85Oct. 52.61 18.79 5.47 7.88 30.81 47.43 12.49 17.51 15.05 17.28 7.80 16.32Nov. 66.27 28.27 6.37 6.24 62.44 56.03 35.44 38.84 25.82 22.97 37.65 63.80Dic. 105.70 145.49 18.40 26.42 112.73 152.61 85.56 151.52 48.95 57.78 82.40 145.22hidr�aulica. Este valor es el que va a ser puesto a prueba mediante el procedimiento desimulaci�on; concretamente, cada simulaci�on produce un intervalo de con�anza para laesperanza del coste, y es de esperar que este intervalo contenga al coste esperado.9.3.3 Procedimiento de simulaci�on de redes hidr�aulicasSometer una cierta pol��tica de 
ujos a simulaci�on tiene fundamentalmente una doblemotivaci�on. La primera es comprobar hasta qu�e punto coinciden los resultados experimen-tales (aceptando que el mecanismo de simulaci�on que se va a presentar entra dentro delcampo de la experimentaci�on) con el resultado te�orico que representa el c�alculo anal��ticodel coste esperado de producci�on t�ermica E[C], hallado de diversas maneras por los pro-gramas antes citados. Como derivaci�on de este motivo, no es menos interesante veri�carcu�al de los tres programas encuentra valores m�as parecidos a los simulados. Sin embargo,para respetar la direcci�on inicial que se dio a la investigaci�on en este campo, debe quedarclaro que el objetivo es delimitar si la codi�caci�on original de E[C] |claramente m�ase�ciente| presenta desviaciones importantes respecto la desconocida y aut�entica esper-anza del coste (que ha de ser suplantada por otros procedimientos, verbi gratia, simulaci�ono una propuesta de codi�caci�on de E[C] m�as rigurosa).La segunda motivaci�on responde a una voluntad de clari�car el sentido de lo que con-stituye una pol��tica de 
ujos. De una manera semejante a las di�cultades que se presentancuando se ha de modelizar un sistema con caracter��sticas aleatorias, la interpretaci�on delos resultados que aporta la soluci�on de tales modelos no suele ser trivial; y los modelosmultiart��culo no son una excepci�on. La naturaleza de las variables de salida (distribucionesde probabilidad de bloques) puede resultar extra~na, aunque es una consecuencia l�ogica delas caracter��sticas del problema mismo. Construir un procedimiento de simulaci�on implicaaplicar una idea muy precisa de c�omo se debe utilizar una determinada pol��tica para hal-lar, a trav�es de ella, vol�umenes y descargas con los que derivar la generaci�on hidr�aulicade la que se encontrar�a �nalmente el coste. Por supuesto, estos vol�umenes y descargas sere�eren a intervalos largos de tiempo, y no ser��an apropiados para llevarlos al campo dela operaci�on de los embalses; para esto se requiere resolver un problema en la escala del



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 143corto plazo. Adem�as, hay que llamar la atenci�on sobre un punto: en un problema a largoplazo en un futuro inmediato, el primer intervalo es especial, porque en sus resultados seva a basar el problema de corto plazo, y los restantes intervalos s�olo delimitan un marcopara considerar el futuro posterior. Con el dise~no de simulaci�on que se ha efectuado, noexiste esta diferencia entre los intervalos; en todos ellos se aplica la pol��tica de la mismamanera, para todos se genera y de todos se extrae el coste subsiguiente. La raz�on parahaber escogido esta opci�on es que la magnitud que se minimiza es, al �n y al cabo, el costeesperado total, por lo tanto resulta ser la opci�on m�as l�ogica.Una de las caracter��sticas que ha contribuido m�as a la popularidad de la simulaci�onfrente a otros modelos matem�aticos m�as anal��ticos es que permite incluir un gran nivel deprecisi�on en el modelo. Por lo tanto, existen ciertas hip�otesis que no tienen porqu�e sermantenidas, de la misma manera que se pueden incluir aspectos del sistema que, a la horade codi�car la funci�on de coste esperado, no pueden ser considerados. El caso m�as claroes la relaci�on entre las variables de aportaci�on natural. Est�a claro que, dado un punto deaportaci�on, la serie de valores de aportaci�on en este punto intervalo tras intervalo marcaun cierta relaci�on en el tiempo, aunque est�a relaci�on no es de dependencia total, como sepostula en el modelo multiart��culo. Si mantuvi�eramos escrupulosamente esta hip�otesis enel modelo de simulaci�on, bastar��a que fuera conocido un valor de cualquiera de las variablespara que todas las dem�as estuvieran �jadas. En su lugar, cuando se simula una pol��tica seha procurado estar en una posici�on m�as cercana a la real: por ello, las aportaciones en unintervalo dependen de las del anterior, pero s�olo parcialmente.Tal vez esta postura no sea correcta, pero indudablemente tampoco lo ser��a conservaruna hip�otesis que s�olo tiene sentido en un modelo de optimizaci�on. Por lo menos, adop-tando este planteamiento, el modelo de simulaci�on intenta acercarse en la medida de loposible a la situaci�on real; si no fuera as�� no ser��a un referente aceptable para estudiar lavalidez de los resultados de las funciones de E[C].Veremos en primer lugar c�omo se considera la dependencia parcial entre las aporta-ciones de diferentes intervalos. A continuaci�on se describe el procedimiento para ajustarlos valores de las descargas y los vol�umenes, y �nalmente el algoritmo de simulaci�on.9.3.3.1 Aportaciones condicionadasLos valores de los cuantiles de las aportaciones, I0ki;n (para un intervalo i, un embalsen y un art��culo k), pueden hallarse de distintas formas, seg�un se expone en el cap��tulo4; el procedimiento QP4 que se describe all�� ha servido para generar los valores de lasdistribuciones que se utilizan en el ejemplo con el que se ilustra el uso de la simulaci�on,aunque otros procedimientos son semejantes.Una vez determinadas las distribuciones de bloques de estas variables, se estiman lasfunciones de densidad conjunta (FDC). Las FDC se utilizan para hallar la distribuci�onde probabilidad de una de ellas cuando se sabe que las dem�as variables est�an �jadas. Ennuestro caso s�olo se van a considerar FDC de dos variables, aportaciones de intervalosconsecutivos y en el mismo punto, a pesar de que existen argumentos para justi�car quela dependencia de estas variables se remonta varios intervalos atr�as. De todas maneras,estimar FDC de m�as de dos variables exigir��a disponer de muchas observaciones y, en esteaspecto, la informaci�on suele ser muy escasa. En cuanto a las aportaciones en el mismointervalo, se mantiene la hip�otesis de dependencia total.



144 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLas FDC de cada par de variables se calculan por los procedimientos de Reajuste dela Aproximaci�on (RP) descritos en el cap��tulo 5. Por tanto, se dispone de las distintasfunciones: fIi�1;n;Ii;n(x; y); i = 1 : : : Ni; n = 1 : : : NrLa expresi�on de la funci�on de densidad condicionada es, como ya se ha expresadoantes: fIi;njIi�1;n=x(y) = fIi�1;n ;Ii;n(x; y)fIi�1;n (x)Se recuerda que la variable condicionada tiene una funci�on de densidad de K � 1bloques, pero si las dos variables no son independientes entonces no comparte con Ii;n elmismo vector � de probabilidades (en otras palabras, las alturas de los bloques puedenser diferentes, ya que sus anchuras son �jas). Por tanto, los valores I0ki;njIi�1;n = x dejande ser cuantiles de las probabilidades �1; �1 + �2; : : : y, en consecuencia, en cada embalsese estar��an sumando vol�umenes de agua que no corresponden a la misma probabilidad. Acausa de este hecho se producen desajustes que es necesario reparar. Este es uno de losm�as complicados problemas que aparecen al desarrollar el modelo de simulaci�on (y debidoa la innovaci�on introducida con el �animo de hacer m�as realista el modelo).Podemos exponer con un ejemplo la situaci�on. Supongamos una cuenca con dosembalses, R1 y R2, estando R1 aguas arriba respecto R2. Ambos descargan agua quepuede ser utilizada para generar electricidad, y el agua proveniente de R1 va a parar aR2. En determinado intervalo consideramos que el estado del sistema viene dado por lasvariables multiart��culo:{ descarga, d1 y d2{ aportaci�on, I1 y I2{ volumen inicial, v1 y v2{ volumen �nal, V1 y V2Las unidades de las variables son unidades de volumen respecto la longitud del inter-valo (por ejemplo, Hm3).La Fig. 9.2.a) puede servir para situar estos arcos dentro del sistema. Los valores quetienen asignados los cuantiles de las variables son:{ d1: f36; 58; 75; 90g{ d2: f40; 80; 110; 130g{ I1: f26; 53; 65; 88g{ I2: f19; 42; 56; 68g{ v1: f120; 133; 164; 190g{ v2: f45; 50; 54; 62g{ V1: f110; 128; 154; 188g{ V2: f60; 70; 75; 90gComo resulta evidente, K es igual a 4; las probabilidades por bloque se suponenigual a 13 , excepto para las aportaciones. Debido a que se suponen condicionadas por losrespectivos valores de aportaci�on en el intervalo anterior, el vector � que les correspondeha variado:
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58 53.674148.810471.6-20.4-4.8R2R1d1v1v2
I1

d2 I2V2V1 R2R1 73.76132.5567.4595.29a) c)b)Figura 9.2 : Ejemplo de aplicaci�on de una pol��tica. a) cuenca de dos embalses consus arcos. b) aplicaci�on estricta (los arcos negativos son consecuenciade la falta de balance). c) resultado del ajuste.{ para I1 : f0:475; 0:3; 0:225g{ para I2 : f0:27; 0:38; 0:3gSupongamos adem�as que los vol�umenes iniciales v1 y v2 vienen �jados por el ajusterealizado en el intervalo anterior, siendo estos valores 142 y 48 respectivamente.La simulaci�on de las descargas correspondientes a este intervalo empezar��a generandovalores acordes con las diferentes distribuciones de probabilidad presentes en el sistema.Puesto que asumimos que son totalmente dependientes, partimos de un solo valor deprobabilidad (�), a partir del cual hallaremos los diversos cuantiles de cada variable. Enla Fig. 9.2.b) se muestran los valores que resultan con � = 0:6. No es complicado hallarun cuantil de una variable de bloques; por ejemplo:{ para V1: 0:6 = 0:3+ 0:26 = �1+0:8�2 �! 110+ (128� 110)+0:8(154� 128) = 148:8{ para I1: 0:6 = 0:475+0:125 = �1 +0:416�2 �! 26+ (53� 26)+0:416(65� 53) = 58Los arcos oblicuos que parten de R1 y R2 contienen el defecto de balance en cadanodo, puesto que los valores obtenidos no son factibles, debido a que las aportaciones hansido modi�cadas por condicionamiento y los vol�umenes iniciales est�an �jados. As��:{ R1: 142 + 58� 71:6� 148:8 = �20:4{ R2: 48 + 71:6 + 53:6� 104� 74 = �4:8Puesto que las variables libres son las descargas y vol�umenes �nales, buscamos unasoluci�on de compromiso pero que se mantenga tan cerca como sea posible del nivel �. Ent�erminos de probabilidad, esto es posible expresarlo a trav�es de las funciones de distribuci�onde d1; d2; V1 y V2 (que son variables aleatorias), tal como:minX (Fd1(x1) � �)2 + (Fd2(x2) � �)2 + (FV1(x3) � �)2 + (FV2(x4) � �)2



146 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazolo cual se entiende como la minimizaci�on de la distancia (dada por la norma euclidea)entre el nivel deseado � y la probabilidad que devuelve la funci�on de distribuci�on en losdistintos puntos x1; x2; x3 y x4 (correspondientes a d1; d2; V1 y V2). Usar esta expresi�ontiene la ventaja de que la probabilidad uniformiza el residuo que corresponde a cada arco,lo cual no sucede con el 
ujo, que puede afectar a la funci�on objetivo de manera irregularsi hay presentes grandes diferencias de magnitud entre los diversos arcos.Las inc�ognitas X de este problema est�an sujetas a las ecuaciones de balance de 
ujode la red, y tambi�en a los l��mites que acotan a cada variable (
ujo y volumen m�aximo ym��nimo). Para este sencillo problema consideraremos estas dos ecuaciones:x1 + x3 = 200x2 + x4 � x1 = 101:6La soluci�on aparece representada en la Fig. 9.2.c). La funci�on objetivo en el �optimoes igual a 0.05965, y las variables han tomado los siguientes valores:{ x1=67.45. Fd1(x1) = 0.5186{ x2=95.29. Fd2(x2) = 0.5032{ x3=132.55. FV1(x3) = 0.3917{ x4=73.76. FV2(x4) = 0.5839Se puede proponer otra soluci�on, que consiste en minimizar una funci�on de los 
ujosestandarizados. Para ello hay que dividir el valor del 
ujo por la desviaci�on est�andarde cada variable. Esto no garantiza que obtengamos el punto m�as cercano al nivel �;sin embargo, es una alternativa que con mucho menos esfuerzo computacional consigueresultados casi equivalentes (t�engase en mente que, aunque los problemas a resolver sonde muy peque~nas dimensiones, se trata de un gran n�umero de ellos). Podemos plantearesta segunda visi�on de la siguiente forma:minX  x1 � F�1d1 (�)�d1 !2 + x2 � F�1d2 (�)�d2 !2 + x3 � F�1V1 (�)�V1 !2 + x4 � F�1V2 (�)�V2 !2siendo F�1X (�) la funci�on inversa de la funci�on de distribuci�on de la variable X. N�oteseque, puesto que � est�a �jado, estos valores son constantes (adem�as, son los obtenidos comoconsecuencia de una aplicaci�on estricta de la pol��tica). Por tanto, la funci�on resultantees una forma cuadr�atica, mientras que la funci�on anterior pod��a ser una funci�on muchopeor. M�as adelante se tratar�a este aspecto con detalle. Acabemos este ejemplo diciendoque la minimizaci�on de este problema da lugar al �optimo f67:15; 95:51; 132:85; 73:24g, quedevolver��a si se aplicase a la primera funci�on un valor s�olo ligeramente superior: 0.060886.9.3.3.2 Reajuste de los arcosComo el ejemplo del apartado anterior ha dejado ver, el paso principal del algoritmode simulaci�on es compatibilizar los 
ujos de los arcos con las condiciones impuestas porlas aportaciones (y quiz�a otras). En general, los arcos de descarga, bombeo, vertido ylos de almacenamiento no tendr�an unos valores apropiados si son proporcionados por lapol��tica aplicada al pie de la letra, tomando valores xi tal que P(Xi � xi) = � para cadaarco i, dado que las distribuciones de las aportaciones han sido alteradas por el grado de



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 147dependencia parcial existente entre s��. En consecuencia, no habr��a balance en el 
ujo decada nodo, y la soluci�on no ser��a aceptable en modo alguno.La soluci�on que se ha buscado a este problema se ha encontrado en diferentes formas,unas m�as satisfactorias que otras. Se pueden plantear bajo los siguientes �angulos:� desde el punto de vista computacional:{ podemos elegir entre la minimizaci�on de la norma del residuo de la probabilidad,{ o entre la minimizaci�on de la norma del residuo de variables estandarizadas.� desde el punto de vista estrat�egico:{ se reajusta el 
ujo en cada intervalo iterativamente,{ o se reajusta en una sola vez para todos los intervalos.El primer punto de vista encuentra una referencia clara en el ejemplo presentado m�asarriba. En cuanto al segundo, se trata de las dos opciones naturales que se pueden dar,aunque resulta dif��cil establecer a priori cu�al ofrece m�as ventajas. En pocas palabras, setrata de ver si es mejor resolver muchos problemas peque~nos, o uno solo y mayor. Detodos modos, hay que dejar claro que no son dos opciones equivalentes, puesto que con laprimera, al calcular los valores �optimos de los vol�umenes �nales en un intervalo, se est�an�jando los vol�umenes iniciales del siguiente intervalo. Este efecto que introduce una ciertajerarqu��a entre intervalos no se produce con la segunda opci�on, en la que cada arco devolumen interviene como variable libre en el balance de dos intervalos.De todas formas, puesto que la resoluci�on conjunta de todo el periodo se asemejam�as a la forma de operar de la funci�on objetivo del problema de minimizaci�on del CPP, ytambi�en por haber observado que se produce una cierta e�ciencia computacional al resolverproblemas m�as grandes, nuestras preferencias se han dirigido hacia la segunda alternativa.Veamos a continuaci�on c�omo se aborda el problema de la representaci�on de la funci�onde distribuci�on de una variable de bloques, cuesti�on que surge cuando se trata la mod-elizaci�on bajo la primera forma de minimizaci�on de la norma del residuo. Supongamos quetenemos Na arcos en la cuenca hidr�aulica real, Nr embalses y Ni intervalos, y x representael vector de variables a optimizar. Si resolvemos un intervalo cada vez, el problema seplantea de la siguiente manera:minx Na+NrXi=1 �FXi �xi � �i�i �� ��2 (9:1)s.t. Bx = S (9:2)x � x � x (9:3)donde FXi(�) es una aproximaci�on de FXi(�), de la que se hablar�a m�as adelante; B expresala matriz de incidencias nodos-arcos de la cuenca hidr�aulica, sin considerar vol�umenesiniciales ni aportaciones, los cuales aparecen en el t�ermino S. � es un valor aleatorio entre0 y 1 generado por el simulador y, �nalmente (9.3) pone cotas inferiores y superiores a lasvariables, teniendo en cuenta los valores m�aximos y m��nimos de sus distribuciones.Si la opci�on es resolver el problema sobre la cuencia hidr�aulica replicada temporal-



148 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazomente, entonces escribiremos:minx� N�Xi=1 �FXi �xi � �i�i �� �N(i)�2 (9:4)s.t. B�x� = S� (9:5)x� � x� � x� (9:6)siendo N� = Na �Ni+Nr(Ni � 1), y x�; B�; S� y los dem�as s��mbolos los correspondientesal problema extendido a todo el periodo. Para bene�ciar la estabilidad num�erica en laevaluaci�on de FXi(�) se ha optado por centrar y reducir cada variable, lo cual se efect�uasubstrayendo la media �i y dividiendo por la desviaci�on est�andar �i. La probabilidad�N(i) depende del intervalo al que se re�era el arco i (lo cual se denota seg�un N(i)); sesupone para las vol�umenes que est�an incluidos en el intervalo en el que son volumen �nal.La raz�on por la que no se utiliza FXi(�) es porque no se trata de una funci�on difer-enciable, con lo que la resoluci�on de los problemas anteriores se encontrar��a con muchasdi�cultades. Por esta causa se ha construido una aproximaci�on continua y derivable dela funci�on de distribuci�on de una variable de bloques, formada a partir de segmentos lin-eales alternados con funciones no lineales. Estas funciones son polinomios c�ubicos, cuyoscoe�cientes se pueden determinar f�acilmente a partir de los siguientes supuestos:{ el polinomio es una funci�on dada por c0 + c1x + c2x2 + c3x3{ los puntos sobre los que se quiere que este polinomio est�e de�nido son el intervalo[x1; x2] (con x1 < x2){ el valor del polinomio en los extremos del intervalo, x1 y x2, es b1 y b2 respectivamente{ el valor de la pendiente del polinomio en los extremos del intervalo es p1 y p2 respec-tivamentePuesto que la evaluaci�on de FX(�) en los segmentos no lineales lleva consigo un ciertoerror (solamente la estimaci�on es correcta en los segmentos lineales), se debe intentar queel dominio de de�nici�on [x1; x2] de cada curva sea lo m�as peque~no posible. La asignaci�onde los coe�cientes ci; i = 0 : : : 3 procede de las siguientes expresiones:c3 = 2(b2 � b1) + (x1 � x2)(p1 + p2)(x1 � x2)3c2 = � (p1 + 2p2)x21 + 3(b2 � b1)(x1 + x2) + (p1 � p2)x1x2 � (p2 + 2p1)x22(x1 � x2)3c1 = x1x2(x1(2p1 + p2) + 6(b2 � b1) � x2(2p2 + p1)) + p2x31 � p1x32(x1 � x2)3c0 = �x31(x2p2 � b2)� x32(x1p1 � b1) + x1x2(3(x1b2 � x2b1) + x1x2(p1 � p2))(x1 � x2)3 (9:7)La funci�on de distribuci�on FX(�) de una variable de bloques X tiene la expresi�on queaparece en (3.2) y la forma que ilustra la Fig. 3.1.b). Las discontinuidades en la derivadaa las que se ha hecho menci�on s�olo se dan en los cuantiles X0k; k = 0 : : : K � 1, perotambi�en es posible que en uno de estos puntos FX(�) pierda la continuidad si se produceuna acumulaci�on de probabilidad puntual. Cuando esto ocurre, se tiene que X0k�1 = X0k
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b)a) 1�1+�2�1 X03 XFXX03X0 �1 �3�2X01=X02 X X0 X01=X02Figura 9.3 : Variables de bloques con acumulaci�on de probabilidad. a) funci�onde densidad. b) funci�on de distribuci�on.para un cierto k, lo que equivale a decir que Xk = 0.En la Fig. 9.3 se aprecia a qu�e nos estamos re�riendo. La �gura a) representa unafunci�on de densidad en la que coinciden el cuantil �1 y el cuantil �1 + �2; como estepunto resulta tener una probabilidad igual a �2, representamos su densidad |in�nita|como un impulso. En la �gura b) la misma idea es representada a trav�es de la funci�on dedistribuci�on de dicha variable, en la que destaca el salto en el punto en cuesti�on, dado que:lim"!0+ FX(X01 � ") = �1FX(X01) = FX(X02) = �1 + �2Las discontinuidades en la derivada son relativamente simples de salvar y, de hecho,es su�ciente con un segmento parab�olico. No es dif��cil comprobar que en las ecuaciones(9.7) se anula el coe�ciente de tercer grado c3 si se dan las siguientes condiciones:{ FX(�) es continua en X0k{ X0k = 12(x1 + x2), es decir, el cuantil est�a en el centro del intervalo dominio de lacurvaEste hecho tiene su importancia ya que, en general, la distancia entre x1 y x2 esmuy reducida y, en consecuencia, los coe�cientes de cada polinomio (que son inversamenteproporcionales al cubo de esta distancia) toman valores grandes, pudiendo ser causa deinestabilidad num�erica en su tratamiento posterior. Con el empleo de formas cuadr�aticas,este riesgo pasa a ser m��nimo.El mayor problema viene cuando se produce una acumulaci�on de probabilidad. En esecaso hay que recurrir forzosamente al ajuste de una curva de tercer grado. Como es habitualque se generen pol��ticas de 
ujos con coincidencia de cuantiles (y es un efecto inevitable,ya que en el �optimo abundan las variables que se encuentran en su cota m��nima de 0), seha observado que el uso de este tipo de aproximaci�on de la funci�on de distribuci�on, si bienobtiene resultados v�alidos, conlleva una cierta \lentitud" en la resoluci�on de los problemas,y no pocas veces se acaba el proceso sin cumplir las condiciones que se exigen a un m��nimolocal.Por tanto, el m�etodo que ha merecido m�as con�anza es el que se puede plantear de la



150 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazosiguiente manera: minx Na+NrXi=1  xi � F�1Xi (�)�Xi !2 (9:8)s.t. (9:2)(9:3)o bien, seg�un el modelo extendido temporalmente:minx N�Xi=1 xi � F�1Xi (�N(i))�Xi !2 (9:9)s.t. (9:5)(9:6)que poseen la buena cualidad de tener como funci�on objetivo una expresi�on cuadr�aticaconvexa. Evidentemente, estos problemas son resueltos con much��sima mayor rapidez ygarant��a que aquellos.9.3.3.3 Algoritmo de simulaci�onEl n�ucleo de un simulador es un procedimiento que se repite un cierto n�umero deveces, y que produce resultados independientes entre s�� partiendo de la misma situaci�oninicial. En nuestro caso debemos contar con toda la informaci�on relativa a la cuencahidr�aulica, incluyendo una pol��tica (no importa si es �optima o no) y las distribucionesde probabilidad para las aportaciones, con sus FDC, lo que podemos considerar como lainformaci�on principal.Este proceder repetitivo produce una muestra aleatoria simple de valores de coste.Debido a la implementaci�on del simulador, no es evidente que el coste que se genera deesta manera sea el mismo coste que los programas de optimizaci�on de la hidrogeneraci�on in-tentan minimizar, actuando sobre su esperanza. En efecto, la funci�on objetivo (cualquierade ellas) de estos programas es una codi�caci�on de una expresi�on matem�atica que identi-�camos como esperanza del CPP. Estrictamente hablando, para calcular la esperanza deuna variable es necesario conocer su funci�on de densidad y hallar una determinada inte-gral. Sabiendo que nuestras expresiones de la esperanza del coste no son m�as que merasaproximaciones, supone tomarse un poco de libertad denotar como E[C] este valor. Hastaahora este enfoque no resultaba incoherente; sin embargo, ahora conviene precisar un pocomejor. Por esta raz�on, al valor de la funci�on objetivo (supuestamente, el coste t�ermico deproducci�on esperado) le llamaremos ~c. Y entenderemos que C es la variable aleatoria decoste seg�un se ha implementado en el simulador, y que por simulaci�on somos capaces deextraer valores de esta variable, los cuales denotamos como cr. As��:
 = fcr j r = 1 : : : Ncges una muestra de valores extra��dos de C mediante Nc repeticiones del simulador. Si eltama~no de la muestra es su�cientemente grande, entonces con las observaciones de 
 se



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 151puede hallar un intervalo de con�anza para la esperanza de C:� cNc � 1:96 sCpNc ; cNc + 1:96 sCpNc �donde cNc es la media muestral de 
, y sC su desviaci�on est�andar. Dentro de este intervalose espera encontrar, en el 95% de las ocasiones, el valor de ~c, si es que nuestra codi�caci�onde E[C] es correcta.Expondremos a continuaci�on un esquema de algoritmo para el n�ucleo del simuladorcuando se consideran separadamente los intervalos:0 Se supone que estamos en la repetici�on r (1 � r � Nc):1 Inicializar el contador de intervalo i a 1; inicializar el costecr = 0; inicializar v con el volumen inicial, conocido para cadaembalse.2 Obtener un valor � de una distribuci�on U [0; 1]; extraer el cuan-til � de cada distribuci�on de aportaciones correspondientes alintervalo i.3 Hallar el 
ujo para V y todos los arcos que forman parte de lacuenca, de acuerdo con la pol��tica presente.4 Calcular g, suma de las generaciones producidas por cada arcode descarga, usando v y V como volumen inicial y �nal en elintervalo i respectivamente.5 Incrementar cr con el coste de producci�on dado por �1;ig +�2;ig2.6 Si i = Ni entonces retornar cr y final. Si no, seguir con elpaso 7 .7 Encontrar la distribuci�on condicional de las aportaciones nat-urales del intervalo i + 1 respecto a los valores presentes deaportaci�on; tomar v como V; incrementar i en 1; volver alpaso 2 .Se entiende que v y V siguen teniendo el sentido que se les ha asignado en el cap��tulo8, si bien en este contexto son un vector de dimensi�on Nr, como sugiere el hecho de queaparezcan en negrita. Podemos se~nalar que es en el paso 3 donde se resuelve el problemaque puede venir dado por (9.1)-(9.3) o por (9.8),(9.2),(9.3), seg�un sea el m�etodo empleadopara reajustar los 
ujos.Exponemos a continuaci�on c�omo se calcula un cuantil de una distribuci�on de bloques:0 Para determinar el cuantil q� de una variable de bloques X:1 Encontrar j tal que: j�1Xk=1�k � � < jXk=1�k



152 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo2 Calcular: q� = j�1Xk=0Xk + ��Pj�1k=1 �k�j XjEl esquema basado en el sistema alternativo es como sigue:0 Se supone que estamos en la iteraci�on r (1 � r � Nc):1 Para i = 1 : : : Ni repetir:1.1 Obtener un valor �i de una distribuci�on U [0; 1]; extraer elcuantil �i de cada distribuci�on de aportaciones correspon-dientes al intervalo i. Si i = 1 escogemos la distribuci�on departida; si no, la distribuci�on condicionada de las aporta-ciones (calculada en la iteraci�on anterior).1.2 Encontrar la distribuci�on condicional de las aportacionesnaturales del intervalo i+1 respecto a los valores presentesde aportaci�on.2 Hallar el 
ujo para los arcos de la cuenca replicada (incluyendolos de almacenamiento), de acuerdo con la pol��tica presente.3 Inicializar el coste cr = 0; para i = 1 : : : Ni repetir:3.1 Calcular g, suma de las generaciones producidas por cadaarco de descarga y los vol�umenes Vi�1 y Vi.3.2 Incrementar cr con el coste de producci�on dado por �1;ig+�2;ig2.4 Retornar cr y final.En este caso, la notaci�on m�as apropiada es la original, en la que se indexa a los arcosde volumen respecto al intervalo; indicar nuevamente que se trata de vectores de dimensi�onNr. Por otro lado, el paso 2 es el lugar en donde se resuelven los problemas descritosseg�un (9.4)-(9.6) o por (9.9),(9.5),(9.6).Sobre ambos esquemas se puede hacer una observaci�on. Cuando un procedimiento desimulaci�on se ejecuta, asume que conoce las distribuciones de probabilidad de los fen�omenosaleatorios que intervienen en el sistema que est�a siendo simulado o, por lo menos, unaaproximaci�on de ellas. En todo caso, el procedimiento utiliza alg�un m�etodo para generarvalores que se supone proceden de tales distribuciones, lo cual no es ning�un problema puestoque los m�etodos empleados (por ejemplo, para una variable normal, una gamma o una beta)son perfectamente �ables. En el modelo que nos ocupa, las variables interaccionan entres��, ya que est�an sometidas a unas restricciones de balance de 
ujo, de modo que el cl�asicoprocedimiento de generar los valores al azar no es v�alido, a pesar de que generarlos a partirde una variable de bloques no presenta la menor di�cultad. Actualmente, las extraccionesde las variables de 
ujo (sin contar con las aportaciones) proceden del resultado de unproblema de optimizaci�on. La duda que trae consigo el procedimiento presentado es si sepuede garantizar que las variables implicadas se generan aleatoriamente y, por tanto, soncompletamente representativos los valores de coste as�� obtenidos. Los resultados que seofrecen no permiten responder con claridad esta cuesti�on ya que, si bien se ha comprobadoque existe alg�un sesgo de signo indeterminado en la media de los valores generados, es



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 153posible que los costes �nales resulten ser efectivamente representativos de los costes reales.Por otra parte, este defecto que se comenta afecta al objetivo primordial, que era veri�carla desviaci�on de la codi�caci�on del coste de producci�on esperado.9.3.4 Resultados computacionalesLas tablas 9.VII-9.IX presentan la primera visi�on relativa al comportamiento de losprogramas que han optimizado la situaci�on descrita anteriormente, y un paso de simulaci�onposterior, mostrando:a) el valor del �optimo de la respectiva funci�on objetivo ~c, yb) un intervalo de con�anza para el coste medio, deducido a partir de la pol��tica �optimaresultante.El valor de � (la correlaci�on entre generaciones del mismo intervalo para calcular laesperanza del producto) utilizado en los programas mbgj y mbgk ha sido de 1. Comoveremos, no parece interesante probar con otros valores, al menos en el caso tomado comoejemplo.El m�etodo de simulaci�on ha considerado el procedimiento expresado en (9.9), (9.5),(9.6). Las simulaciones que han dado lugar a los intervalos de con�anza han empleadotodas ellas 5000 extracciones de coste, a partir de las cuales se ha calculado el intervalo. Laelecci�on de este valor ha sido arbitraria; sin embargo, se ha tenido en cuenta principalmenteque se tratara de un valor elevado, con el �n de conseguir una dispersi�on limitada en elintervalo de con�anza.
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Figura 9.4 : Tiempos de ejecuci�on (segs.) de los programas para hallar el �optimo.La primera conclusi�on que cobra fuerza es que la versi�on mbgg obtiene unos resultadoscuya evaluaci�on de la funci�on objetivo es netamente diferente de los correspondientes a lasotras dos versiones, e independientemente del n�umero de art��culos empleado. Se observaque las primeras soluciones son del orden de -1.9�1010, mientras que el resto 
uct�uanalrededor de -1.6�1010. Sin embargo, los intervalos de con�anza obtenidos |bastantesimilares| prueban que las soluciones en s�� no deben ser muy distintas, y que lo m�asveros��mil es que la diferencia se deba a la manera de evaluar el CPP. Por otra parte, lostiempos de ejecuci�on m�as r�apidos son, como se esperaba, los de mbgg, seguido por mbgk y



154 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazopor mbgj; en media, mbgg es 2.77 veces m�as r�apido que mbgk, y 4.36 veces m�as que mbgj(ver Fig. 9.4). Tabla 9.VII. Resultados de mbgg e intervalos de con�anzaK ~c Int. conf. (� = 0:05)3 -1.92562�1010 (-1.58902�1010,-1.54912�1010)4 -1.88142�1010 (-1.58484�1010,-1.54732�1010)5 -1.90217�1010 (-1.62216�1010,-1.58669�1010)6 -1.91574�1010 (-1.61996�1010,-1.58575�1010)7 -1.92081�1010 (-1.63587�1010,-1.60234�1010)8 -1.92619�1010 (-1.65154�1010,-1.61851�1010)Tabla 9.VIII. Resultados de mbgj (� = 1) e intervalos de con�anzaK ~c Int. conf. (� = 0:05)3 -1.56368�1010 (-1.60645�1010,-1.56576�1010)4 -1.56866�1010 (-1.59593�1010,-1.55711�1010)5 -1.60485�1010 (-1.62897�1010,-1.59300�1010)6 -1.62876�1010 (-1.63437�1010,-1.59906�1010)7 -1.64362�1010 (-1.63603�1010,-1.60128�1010)8 -1.65275�1010 (-1.63442�1010,-1.60053�1010)Tabla 9.IX. Resultados de mbgk (� = 1) e intervalos de con�anzaK ~c Int. conf. (� = 0:05)3 -1.58936�1010 (-1.59396�1010,-1.55303�1010)4 -1.59200�1010 (-1.60301�1010,-1.56410�1010)5 -1.62914�1010 (-1.62013�1010,-1.58424�1010)6 -1.65516�1010 (-1.62076�1010,-1.58604�1010)7 -1.66987�1010 (-1.61640�1010,-1.58263�1010)8 -1.67963�1010 (-1.62204�1010,-1.58819�1010)En la Fig. 9.5 se muestra la misma informaci�on que en las tablas 9.VII-IX (aunque losvalores num�ericos se hallan escalados por un factor �1010); Las letras A, B y C se re�erenal valor de ~c, y los segmentos dibujados reproducen los respectivos intervalos de con�anzapara cada uno de los valores de K. As��, los segmentos con l��nea continua est�an asociadosa la letra A y a la salida de mbgk, los que aparecen con l��nea discontinua corresponden a laB y a mbgg, y los de l��nea punteada a la C y a mbgj. Resulta evidente la diferencia entrelos �optimos de mbgg y los restantes.
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Figura 9.5 : Resultados de la optimizaci�on e intervalos de con�anza. Las letras A,B y C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,mbgg y mbgj (� = 1); los segmentos son los intervalos de con�anzarespectivos.Si bien la impresi�on de que el m�etodo original infravalora el coste de producci�ont�ermica es correcta, vale la pena apuntar que los otros dos m�etodos tampoco parecenevaluar correctamente, al menos, seg�un lo que establecen los intervalos de con�anza en-contrados por el procedimiento de simulaci�on. Seg�un los resultados obtenidos, el valor ~cprocedente de mbgj entra dentro del intervalo de con�anza con K=4, 5 y 6, mientras queel �optimo de mbgk s�olo entra con K=3 y 4. Nuestra experiencia nos ha mostrado que concuencas m�as peque~nas se pueden obtener resultados todav��a menos convincentes, si bien esdif��cil establecer si la causa se debe al tama~no de la cuenca, a las aportaciones presentes om�as bien a la magnitud de la pol��tica (si el m�etodo de simulaci�on carece, por construcci�on,de la robustez precisa, alguno de estos puntos puede afectarle negativamente). Tambi�en elazar de la simulaci�on puede intervenir de manera importante, obteniendo intervalos difer-entes y trastocando los resultados anteriores. No obstante, la variabilidad de la simulaci�ones limitada, de modo que con el tama~no de muestra escogido se pueden hacer conclusionescon una base su�cientemente s�olida. Conviene tener presente que la variabilidad observ-able en los intervalos de la Fig. 9.5 es falsa, ya que cada caso (seg�un programa o n�umeroK) se basa en una soluci�on diferente, la propia, por lo cual no son comparables.Respecto a los modelos alternativos, se ha de notar que el valor del CPP devuelto pormbgk, que adopta la hip�otesis de dependencia fuerte entre las variables, siempre est�a pordebajo del de mbgj, el cual supone una hip�otesis de independencia entre las variables. Talcomo se observ�o en la simulaci�on del caso simple, en el principio del cap��tulo, el modelocon dependencia parcial es un caso intermedio entre el que ofrece valores m�as grandes(negativos, en t�erminos de coste) para la implementaci�on original y los menores para elcaso que trata con independencia. Con respecto a la referencia que supone el intervalo decon�anza, este �ultimo es el caso que resulta mejor estimado.



156 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoEs interesante hacer notar c�omo in
uye el uso deK en el resultado de los programas. Siexceptuamos el que proviene de tres art��culos, mbgg consigue �optimos similares, ligeramentecrecientes |en valor absoluto| pero tendiendo aparentemente a alg�un valor estable. Unan�alisis semejante se desprende de los resultados de las versiones mbgj y mbgk. En cualquiercaso, las soluciones obtenidas con un n�umero peque~no de art��culos se mani�estan comolas m�as sensibles y posiblemente son las que contienen el mayor error. Tres o cuatroart��culos pueden ser insu�cientes, aunque de la experiencia ganada por los a~nos se tiene laimpresi�on de que incrementar el valor de K a valores mayores que los que aqu�� aparecenno compensar��a el coste derivado en tiempo y recursos computacionales requeridos pararesolver problemas de esta clase; cuesti�on aparte es que, en problemas hidr�aulicos, noabundan los datos hist�oricos (en este ejemplo, las distribuciones de aportaciones se handerivado a partir de una recopilaci�on de 19 a~nos),Puesto que la simulaci�on no parte de que la pol��tica en consideraci�on es �optima o no,es posible adoptar una funci�on diferente que la del coste C. En este caso resulta ilustrativomostrar el coste separado en dos partes: la primera corresponde a la componente lineal,asociada a los coe�cientes �1, que s�olo toma en cuenta la esperanza de la generaci�on.Lo denotaremos como �1E[G]. La segunda parte es la componente cuadr�atica, ligada alos coe�cientes �2, que considera las esperanzas del cuadrado de la generaci�on y tambi�endel producto de generaciones. Se denotar�a como �2E[G2]. A continuaci�on, se muestranlos resultados obtenidos con nuevas simulaciones, a partir de las mismas pol��ticas, peroteniendo en cuenta separadamente las componentes de coste (las simulaciones anteriores,las de primer grado y las de segundo grado son independientes); en las tablas 9.X a XIIaparecen los datos referidos a la componente lineal, y en las tablas 9.XIII a XV las de lacomponente cuadr�atica.Tabla 9.X. T�ermino lineal de mbgg e intervalos de con�anzaK �1E[G] Int. conf. (� = 0:05)3 -2.51924�1010 (-2.30621�1010,-2.23349�1010)4 -2.42789�1010 (-2.26534�1010,-2.19338�1010)5 -2.42835�1010 (-2.31482�1010,-2.24493�1010)6 -2.42445�1010 (-2.29915�1010,-2.23069�1010)7 -2.41675�1010 (-2.28957�1010,-2.22090�1010)8 -2.42190�1010 (-2.26865�1010,-2.20138�1010)Las Fig. 9.6 y 9.7 muestran gr�a�camente los resultados expuestos en forma tabular. Elan�alisis de la parte lineal tiene inter�es, ya que esta componente es dominante sobre la partecuadr�atica, generalmente de bastante menor peso. El esquema observado en la Fig. 9.5se reproduce de forma parecida en la Fig. 9.6, si bien hay que destacar que la distanciaexistente entre las soluciones de mbgg por un lado y mbgj y mbgk por el otro no est�a tanmarcada (efecto incrementado por el hecho de que los dos m�etodos llamados alternativostambi�en se distancian entre s��). Se respeta el orden B-A-C que ya se hab��a hecho notarantes. As�� mismo, los intervalos de con�anza se han ampliado considerablemente (se~nalde que ha aumentado la variancia del \coste" lineal). De hecho, es l�ogico que sea as��: elcoste es el resultado de la suma de dos t�erminos de signos opuestos, y muy relacionados



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 157Tabla 9.XI. T�ermino lineal de mbgj e intervalos de con�anzaK �1E[G] Int. conf. (� = 0:05)3 -2.25688�1010 (-2.35127�1010,-2.27966�1010)4 -2.21010�1010 (-2.22905�1010,-2.16028�1010)5 -2.20703�1010 (-2.22477�1010,-2.15998�1010)6 -2.20046�1010 (-2.19103�1010,-2.12898�1010)7 -2.20083�1010 (-2.16975�1010,-2.10863�1010)8 -2.20462�1010 (-2.16063�1010,-2.10100�1010)Tabla 9.XII. T�ermino lineal de mbgk e intervalos de con�anzaK �1E[G] Int. conf. (� = 0:05)3 -2.32765�1010 (-2.28926�1010,-2.21848�1010)4 -2.27625�1010 (-2.19567�1010,-2.12824�1010)5 -2.26987�1010 (-2.18337�1010,-2.12062�1010)6 -2.26628�1010 (-2.11841�1010,-2.06003�1010)7 -2.26638�1010 (-2.14980�1010,-2.09021�1010)8 -2.27581�1010 (-2.08058�1010,-2.02530�1010)
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Figura 9.6 : T�ermino lineal del CPP e intervalos de con�anza. Las letras A, By C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,mbgg y mbgj (� = 1); los segmentos son los intervalos de con�anzarespectivos.entre ellos (de manera semejante a como lo ser��an �E[G] y E[G2]). Como su relaci�on es,en t�erminos estad��sticos, negativamente correlacionada, resulta que la variancia de la suma



158 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 9.XIII. T�ermino cuadr�atico de mbgg e intervalos de con�anzaK �2E[G2] Int. conf. (� = 0:05)3 0.59361�1010 ( 0.67227�1010, 0.70669�1010)4 0.54646�1010 ( 0.65500�1010, 0.69281�1010)5 0.52617�1010 ( 0.65691�1010, 0.69399�1010)6 0.50870�1010 ( 0.61618�1010, 0.65251�1010)7 0.49594�1010 ( 0.58651�1010, 0.62333�1010)8 0.49571�1010 ( 0.58156�1010, 0.61796�1010)Tabla 9.XIV. T�ermino cuadr�atico de mbgj e intervalos de con�anzaK �2E[G2] Int. conf. (� = 0:05)3 0.69320�1010 ( 0.66145�1010, 0.69334�1010)4 0.64144�1010 ( 0.60930�1010, 0.64194�1010)5 0.60219�1010 ( 0.56617�1010, 0.59661�1010)6 0.57170�1010 ( 0.51481�1010, 0.54312�1010)7 0.55721�1010 ( 0.50733�1010, 0.53606�1010)8 0.55187�1010 ( 0.48560�1010, 0.51243�1010)Tabla 9.XV. T�ermino cuadr�atico de mbgk e intervalos de con�anzaK �2E[G2] Int. conf. (� = 0:05)3 0.73828�1010 ( 0.65859�1010, 0.69070�1010)4 0.68425�1010 ( 0.56279�1010, 0.59321�1010)5 0.64072�1010 ( 0.53569�1010, 0.56394�1010)6 0.61111�1010 ( 0.49318�1010, 0.51943�1010)7 0.59651�1010 ( 0.46537�1010, 0.49050�1010)8 0.59618�1010 ( 0.45782�1010, 0.48132�1010)es menor que la variancia de las partes.Con excepci�on del caso con s�olo tres art��culos, es notable el que los valores de �1E[G] decada caso no parezcan depender apenas de K. Aproximadamente, encontramos para mbggun t�ermino -2.42�1010, para mbgj un t�ermino -2.20�1010, y para mbgk un t�ermino -2.27�1010.En cuanto a los intervalos de con�anza, no resultan ser una estimaci�on demasiado buena:tan s�olo en dos casos de mbgj el intervalo contiene a la componente lineal. Visualmente,el m�etodo mbgk se encuentra bastante m�as lejos de su intervalo que en el caso ilustrado enla Fig. 9.5, lo cual no ocurre con el m�etodo de la hip�otesis de independencia.A la hora de interpretar la componente cuadr�atica, observamos una gr�a�ca muy dis-persa, tanto en lo que se re�ere a los valores de la funci�on objetivo como a los intervalos decon�anza: ning�un programa presenta una secuencia de valores centrados, pues mani�estanuna tendencia clara a decrecer cuando K aumenta, tendencia tal vez estacionaria paralos valores de K m�as altos. Como este efecto ya se hab��a observado sobre ~c, y teniendo
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Figura 9.7 : T�ermino cuadr�atico del CPP e intervalos de con�anza. Las letras A,B y C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,mbgg y mbgj (� = 1); los segmentos son los intervalos de con�anzarespectivos.en cuenta la se~nalada constancia de �1E[G], podemos constatar que el origen de aquellatendencia se debe al c�alculo de lo que denotamos como �2E[G2]. De todos modos, no sedispone de ninguna hip�otesis acerca de porqu�e este valor tiende a disminuir si aumentael n�umero de art��culos: no hay que olvidar que cada caso es un �optimo de un problemadiferente y que, por ello, son dif��cilmente comparables entre s��.Las secuencias respectivas de los intervalos de con�anza siguen un patr�on muy similaral de las componentes cuadr�aticas. Esto con�rma al menos que las pol��ticas correspondi-entes devuelven efectivamente menores valores en la componente cuadr�atica a medida queK crece (dentro del rango considerado). Sin embargo, es muy destacable lo siguiente: enprimer lugar, se observa que los distintos m�etodos ahora se disponen en el orden B-C-A;no en el anterior B-A-C, ni tampoco en la otra posibilidad l�ogica, teniendo en cuenta queestos valores se encuentran en el semieje opuesto, C-A-B. En segundo lugar, se aprecia unconsiderable desfase entre los valores de la componente cuadr�atica y el intervalo para losm�etodos mbgg (como se pod��a esperar), y tambi�en para el mbgk. La estimaci�on por inter-valo para la componente �2E[G2] seg�un el tercer m�etodo, sin ser aceptable, es bastantem�as precisa que la de estos dos.Nuevamente, no resulta sencillo se~nalar si estos resultados se encuentran afectadospor la magnitud de las soluciones de partida, por las dimensiones del problema o porun posible sesgo del simulador (independientemente del otro sesgo, el que presentan losm�etodos de evaluaci�on del CPP). Mediante el control de los valores que se generan paracada arco en la red, puede estudiarse con posterioridad la verosimilitud de la generaci�onde variables a partir de la media y variancia muestrales (existen m�etodos m�as apropiadospara aceptar si una muestra se genera de acuerdo a una distribuci�on dada, pero el sistemaimplementado es su�ciente para detectar sesgo si se da). Como se conoce por la pol��tica la



160 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazodistribuci�on de bloques de cada variable y, por tanto, su media y variancia te�orica, puedeveri�carse a trav�es de t�ecnicas estad��sticas de contrastes de hip�otesis si para cada muestra|de valores de descarga, volumen, aportaci�on, etc.| son aceptables como aut�enticos loscitados valores te�oricos.En principio, s�olo se ha contrastado la esperanza, y en la tabla 9.XVI se muestranunos ejemplos de los resultados obtenidos en una simulaci�on concreta. De los resultadosanalizados en las experiencias llevadas a cabo, se pueden extraer dos ideas precisas:� las aportaciones se generan correctamente; de lo que se deduce la consistencia delmecanismo de generaci�on a partir de distribuciones condicionadas. Esto tambi�ensigni�ca que se dan las condiciones iniciales (estoc�asticas) previstas.� las variables restantes, en su mayor parte, no se generan adecuadamente.A continuaci�on se aclarar�an estas primeras conclusiones. Diremos primero que elcriterio utilizado para cali�car de adecuada o no adecuada una muestra es el resultado deun contraste de hip�otesis, mediante la observaci�on del nivel de signi�caci�on, que intervienecomo una medida de la verosimilitud de que dicha muestra proceda de una variable conesperanza igual al valor que se est�a sometiendo a prueba, la esperanza de la variablede bloques. Para nuestros prop�ositos, hubiera sido su�ciente un nivel de signi�caci�onmayor que el 5% para aceptar. Sin embargo, el n�umero relativamente alto de experienciasrealizadas unido a la posible variabilidad del m�etodo de reajuste provocan unos nivelesinsu�cientes, lo cual no signi�ca que los valores de la media sean intolerables desde otrospuntos de vista diferentes del estad��stico.La tabla 9.XVI muestra algunos resultados procedentes de una simulaci�on con K=7.Pertenecen a la pol��tica determinada por mbgk para el segundo intervalo. Los c�odigos quepreceden al nombre del arco corresponden a su tipo: D si son de descarga, V si son devertido, A si son de aportaci�on, M si son de almacenamiento (al �nal del intervalo). ZZZes equivalente a un embalse situado aguas abajo, fuera de la cuenca. Algunos valoresdel nivel de signi�caci�on son de signo negativo, aunque ello se debe a un simple error deprecisi�on num�erica ya que su m��nimo es 0. Se aprecia que las �unicas muestras con unamedia aceptable son las de las aportaciones; el resto registra diferencias que unas vecesson a favor de la media muestral y otras de la esperanza. En el caso de la variancia,se ha observado que la muestral suele ser menor que la que en teor��a le corresponde,especialmente si �esta es un valor elevado.Estas discrepancias posiblemente introducen un factor perturbador en los resultadosdel simulador, lo cual nos obliga a examinar �estos con mucha prudencia. La coherenciapresente en los datos de las aportaciones permite suponer que las diferencias observadas nose deben a un d�e�cit de agua entrante en cada embalse. Sin embargo, resulta muy dif��cilestablecer los efectos que puedan tener las irregularidades en la asignaci�on de valores a losarcos de la red, ya que las variables se hallan muy relacionadas entre s�� a causa de susconexiones por causa de la red. Si una variable de descarga tiene d�e�cit en media, ellono implica necesariamente un decremento en la generaci�on, ya que el agua no turbinadapermanece en el embalse aumentando con ello el salto. Con bastante seguridad, la vari-abilidad del CPP calculado por simulaci�on es menor de lo que debiera ser, puesto que enmuchas variables se produce este hecho; entonces, la amplitud del intervalo de con�anzaes menor de lo que tendr��a que ser y, tal vez, aceptar��amos algunos casos que en principiose rechazar��an.



9 SIMULACI �ON DE LA GENERACI �ON HIDR�AULICA 161Tabla 9.XVI. Ejemplo de contrastes sobre la media de los arcosInt. Arco Media muest. Media te�or. Var. muest. Var. te�or. P-value2 V:A!B 67.272 50.622 17218.599 17938.166 2.22045�10�152 D:A!B 196.306 214.152 24708.290 25917.984 -3.77476�10�152 V:B!C 112.957 86.707 47547.932 52626.391 -3.9968�10�152 D:B!C 208.497 218.686 10804.561 10463.950 4.69702�10�122 V:C!D 135.986 105.994 65653.948 78642.945 -2.66454�10�152 D:C!D 353.564 371.214 55022.884 59463.832 1.08096�10�72 V:E!D 42.497 25.953 4721.702 4715.013 4.44089�10�162 D:E!D 0.003 0.002 0.000 0.000 4.66294�10�142 V:D!F 258.467 204.050 228883.061 291456.062 3.10862�10�152 D:D!F 125.347 134.101 35696.989 48584.207 0.001059512 V:F!ZZZ 283.908 226.507 266100.785 359138.469 3.9968�10�152 D:F!ZZZ 190.415 205.581 64236.371 86425.141 2.36542�10�52 A: !A 263.578 264.775 78862.748 78672.109 0.7631762 A: !B 41.395 42.643 3827.142 4031.682 0.1538612 A: !C 168.096 171.815 33713.233 34434.730 0.1521512 A: !E 78.624 79.466 5748.335 5826.511 0.4324922 A: !D 69.858 71.805 13648.198 14244.136 0.2386222 A: !F 90.091 93.231 15793.291 16753.008 0.07731122 M: A! 87.208 87.209 0.000 0.000 02 M: B! 1108.971 1184.122 26584.568 44750.312 -2.22045�10�162 M: C! 165.958 165.959 0.000 0.000 3.33067�10�162 M: E! 611.965 659.171 16964.171 31527.619 -4.44089�10�162 M: D! 2470.084 2598.741 91451.018 198743.125 02 M: F! 258.078 258.470 5.478 7.544 2.22045�10�16De todas maneras, y a modo de conclusi�on, el ejemplo presente muestra con su�cientecontundencia que existe un notable desfase en la manera de calcular el coste probable deproducci�on t�ermica suponiendo la generaci�on hidr�aulica como variables de bloques o sinsuponerlo, tal como hacen los dos m�etodos alternativos presentados. Si bien es cierto que�estos dependen de un par�ametro � que se supone es la correlaci�on lineal entre generacionesen diversos puntos de la cuenca, el cual se ha asumido que es 1 en todo el ejemplo, otrosvalores no nos cambiar��an la conclusi�on; en todo caso la rea�rmar��an, ya que un valor de� m�as peque~no (no puede ser mayor de 1) aumentar��a las diferencias. Y, por otra parte,ya se ha visto en el an�alisis de la componente lineal (tablas 9.X-XII, Fig. 9.6) que estedesfase es real aun sin considerar este par�ametro.Admitiendo hasta cierto punto el arbitraje del simulador propuesto, los intervalos decon�anza obtenidos se~nalan que los dos m�etodos alternativos que se han probado retor-nan una estimaci�on del CPP m�as veros��mil que el m�etodo original. Tal como aparecedocumentado aqu��, el m�etodo implementado en mbgj resultar��a ser el m�as ajustado a losexperimentos realizados. Esto no deja de ser sorprendente, ya que que el supuesto de la



162 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoindependencia parec��a ajustarse poco a la hip�otesis de dependencia total (en la que, al �ny al cabo, se basa el m�etodo del reajuste de 
ujos) o, por lo menos, parec��a a priori m�asadecuado el m�etodo de variables parcialmente dependientes que el anterior.Tampoco se tiene la experiencia necesaria que permita a�rmar que la constataci�on deeste hecho en este caso particular pueda extenderse a otros casos. En cuencas de menoresdimensiones se aprecia un fen�omeno de caracter��sticas similares, y es muy posible que elexceso del m�etodo original sea general. De todos modos, no puede dejarse de lado el hechode que esta implementaci�on es la m�as e�ciente, y de que sus pol��ticas �optimas parecensimilares a las de los otros m�etodos, al menos, a la luz de lo que muestran las respectivassimulaciones.
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CAP�ITULO 10COORDINACI�ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIAR-T�ICULO10.1 Introducci�on y notaci�on empleadaEl modelo multiart��culo al que se dedica este cap��tulo para el problema de la coordi-naci�on hidrot�ermica a largo plazo es un m�etodo descrito en [NAB95], en el que se describede manera general el entorno que rodea este modelo. En esta secci�on se pretende incidiren los aspectos m�as cercanos al tema de la tesis, es decir, a los que se re�eren a la mod-elizaci�on de la aleatoriedad presente en el problema que, como ya se ha destacado, se tratadel indeterminismo en la demanda de potencia, en la indisponibilidad de las unidades y enla cantidad de aportaciones naturales que reciben los embalses.El trabajo del que estamos hablando dedica especialmente su atenci�on a proporcionarun tratamiento preciso a una condici�on fundamental en problemas de coordinaci�on: en cadaintervalo la mon�otona de carga debe ser recubierta exactamente con la producci�on t�ermicae hidr�aulica, atendiendo a las restricciones propias de cada unidad. El procedimiento usadoes novedoso, ya que emplea una curva llamada \Curva Potencia-Energ��a" derivada de lamon�otona, y variable seg�un las condiciones de generaci�on t�ermica e hidr�aulica. A trav�esde esta funci�on, las condici�on citada puede ser modelizada con facilidad como restriccionesno lineales.Aunque la red hidr�aulica est�e modelizada con detalle, distinguiendo entre los diferentesarcos de descarga que pueden obtener electricidad, se supone a la hora de integrar estageneraci�on con la carga y la generaci�on t�ermica que en cada intervalo tenemos una �unicavariable que representa la suma de toda la hidrogeneraci�on producida. Supondremos, pues,una super-unidad hidr�aulica que en ese contexto engloba toda la producci�on hidr�aulica.10.1.1 S��mbolos empleadosEn la siguiente relaci�on se enumeran y de�nen los s��mbolos que aparecen en el texto.Algunos de ellos se citan en su forma espec���ca para un intervalo o bien en forma general(sin explicitar el ��ndice i usado para designar al intervalo concreto) cuando no se estimenecesario para la explicaci�on destacar este aspecto.? bi: puntos de B�ezier de la Curva Potencia-Energ��a.? Ej ; (Eij): Contribuci�on media de producci�on a cargo de la j-�esima unidad (en el



164 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazointervalo i-�esimo).? EX ; (EiX): Demanda media de energ��a externa (en el intervalo i-�esimo).? bE; ( bEi): Demanda de energ��a (en el intervalo i-�esimo).? Fj ; (F if;j ): Combustible (f) disponible para la j-�esima unidad en posteriores intervalos(al i-�esimo).? G;G0;G�: Generaci�on hidr�aulica; generaci�on hidr�aulica determinista; generaci�onhidr�aulica indeterminista (con sub��ndice i se re�eren particularmente al i-�esimo inter-valo).? K: N�umero de art��culos para las distribuciones de bloques.? Msg(�): funci�on de la potencia que representa una mon�otona suavizada de carga [enhoras].? Nf : N�umero de combustibles.? Ni: N�umero de intervalos.? Nu: N�umero de unidades t�ermicas.? P�; (P i�): Potencia de la generaci�on hidr�aulica estoc�astica (en el intervalo i-�esimo).? bP ; ( bP i): Potencia punta (en el intervalo i-�esimo).? P j : Capacidad de la j-�esima unidad.? P h: Capacidad m�axima hidr�aulica.? Pmin; (P imin): Nivel m��nimo de carga en el sistema (en el intervalo i-�esimo).? PE(�); (PEi(�)): Curva Potencia-Energ��a (del intervalo i-�esimo).? �1; :::; �K�1: Probabilidades para las variables con distribuci�on de bloques.? T; (T i): duraci�on del (i-�esimo) intervalo.? TG; (T iG): duraci�on de la base de la mon�otona suavizada de generaci�on.? TX ; (T iX ): m�axima duraci�on esperada con fallo de potencia (en el intervalo i-�esimo).? Zj(Zif;j ): Suministro de combustible (f) realizado a la j-�esima unidad (en el intervaloi-�esimo).Este punto parece indicado para recordar que TX equivale a la LOLE, y que �esta seencuentra asociada a la LOLP mediante la expresi�on: LOLE=T � LOLP.10.2 Representaci�on de oferta y demanda de potenciaMediante los procedimientos presentados en el cap��tulo 2, la previsi�on de la cargademandada para un intervalo, en forma de mon�otona, se convoluciona con la potencia enfallo de cada unidad del parque t�ermico, originando la mon�otona de generaci�on. La con-voluci�on es un conocido procedimiento que, dadas dos variables aleatorias independientesX e Y con funciones de densidad conocidas, da lugar a fZ (�), donde Z = X + Y , de lasiguiente manera: fZ(u) = Z +1�1 fX(w)fY (u� w)dwOperando iterativamente con la distribuci�on de probabilidad de servicio de cadaunidad t�ermica, se obtiene la mon�otona de generaci�on. Esta puede imaginarse dividida



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 165en secciones, cada una de las cuales representa la contribuci�on media esperada que cadaunidad puede producir (Ej , para la j-�esima unidad). Si el �area de la mon�otona de cargaes bE, entonces: bE = NuXj=1Ej +EXdonde EX es una cantidad de energ��a externa que debe ser importada para cubrir el casode una eventual insu�ciencia de producci�on propia.........................................
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Figura 10.1 : Proceso de transformaci�on de la mon�otona. a) Mon�otona de carga.b) Mon�otona de generaci�on. c) Mon�otona de carga descrestada conhidrogeneraci�on determinista G0. d) Mon�otona de generaci�on, apartir de la mon�otona descrestada, incluyendo hidrogeneraci�on es-toc�astica G�.Este primer paso se ilustra con la Fig. 10.1, a) y b). La nueva mon�otona presentauna extremidad en el punto de la ordenada de potenciaPNuj=1 P j + bP . Si s�olo se dispusierade unidades t�ermicas |con combustible ilimitado|, una soluci�on factible de un prob-lema de optimizaci�on de la generaci�on debe procurar un recubrimiento de la mon�otonade generaci�on de acuerdo con el orden de m�erito econ�'omico de�nido y que respete lascapacidades de las unidades. En general, mientras los componentes del parque t�ermicoest�en sujetos al riesgo de una aver��a, no se puede obviar la posibilidad de una importaci�onde energ��a de emergencia; por tanto, ese extremo superior no puede ser recubierto pormedios propios. El m�etodo que se describe tiene en consideraci�on que es preciso recurrira la importaci�on de energ��a, en tanto supone un coste variable, ya que el recubrimiento



166 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo........................................ ............................................................................................. .............................. ............................................................................................. ........................................ ........................................ ................................................................................ .....................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................G0 G�E[G]fG GFigura 10.2 : Generaci�on asegurada y generaci�on indeterminista�optimo de la mon�otona de cada intervalo con unidades propias se limita a la zona quequeda por debajo de PNuj=1 P j .La inclusi�on de generaci�on hidr�aulica tiene por efecto disminuir tanto el �area dada porEX como la producci�on de algunas unidades t�ermicas, al quedar sustituida su generaci�onpor producci�on de origen hidr�aulico. Sin embargo, el procedimiento para averiguar lacontribuci�on hidr�aulica no es el mismo que el de las unidades t�ermicas. Se distinguen dospartes: una generaci�on asegurada, que se denota como G0; otra indeterminista, que tienecomo esperanza G�. Si la generaci�on hidr�aulica es una variable aleatoria G, entonces setiene: E[G] = G0 +G� (ver Fig. 10.2).La parte correspondiente aG0 sirve para descrestar la mon�otona de carga ( Fig. 10.1.c)).Con ello se consigue rebajar la potencia punta a un nivel inferior bP 0 y disminuir la de-manda de energ��a a bE � G0. Seguidamente, puede obtenerse una nueva mon�otona degeneraci�on en la que se incluye generaci�on de origen hidr�aulico ( Fig. 10.1.d)). Debido aque la hidrogeneraci�on no tiene un lugar claramente de�nido en el orden de m�erito carac-ter��stico de las unidades t�ermicas y a que es necesario respetar la capacidad hidr�aulica P h,la generaci�on indeterminista se encuentra repartida entre todas las posiciones posibles. Elobjetivo del problema de coordinaci�on hidrot�ermica que se presenta es hallar el recubrim-iento de la mon�otona de generaci�on de cada intervalo que sea m�as econ�omico, ubicando dela mejor manera la producci�on t�ermica y la hidr�aulica en el per�l que de�nen la demandade potencia y las caracter��sticas de las unidades propias.10.3 Tratamiento de la generaci�on hidr�aulicaEn la presente secci�on se describe en detalle cu�al ha sido el procedimiento empleadopara incluir la hidrogeneraci�on en el mecanismo de la mon�otona de generaci�on, ya que con-tiene diferencias notables respecto del que cl�asicamente se usa para las unidades t�ermicas.10.3.1 Generaci�on deterministaTal como aparece en la Fig. 10.3 (con la mon�otona traspuesta), la generaci�on deter-minista G0 causa una disminuci�on de la carga en las horas punta, que en el caso concretode la punta de la mon�otona se produce desde bP a bP 0. De esta manera est�a garantizado eluso m�as econ�omico de la hidrogeneraci�on [WANG94]. El desplazamiento que tiene lugar
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Figura 10.3 : Descrestado de la mon�otona con G0.en la parte superior de lo mon�otona est�a limitado a no ser mayor que P h, la capacidadhidr�aulica disponible.10.3.2 Generaci�on indeterministaLa generaci�on hidr�aulica se adopta como una variable aleatoria de bloques, al igualque las variables de las que procede: las descargas y los vol�umenes iniciales y �nales enel intervalo. Esta idea no es m�as que una aproximaci�on, ya que las funciones no linealesde variables de bloques no siguen el mismo tipo de distribuci�on; ni siquiera las funcioneslineales, a menos que su grado de dependencia sea total. Sin embargo, la hip�otesis dedependencia total es intr��nseca al modelo, y en consecuencia resulta conveniente llevarlahasta el terreno de la generaci�on. Sobre este particular se puede se~nalar que la distribuci�onde la generaci�on hidr�aulica como variable aleatoria se entiende de la misma manera que seha descrito en el cap��tulo 7.As��, asumimos que los cuantiles de G son fG0; G01; : : : ; G0K�1g; por otra parte, ten-emos que G� no es m�as que la esperanza de G�G0:G� = 12 "K�1Xk=1 �k �G0k +G0k�1�#�G0 (10:1)Para integrar G� en el proceso de la convoluci�on ser��a necesario conocer la potenciadisponible, la distribuci�on de probabilidad de fallo y la posici�on de la super-unidadhidr�aulicadentro del orden de m�erito, caracter��sticas ninguna de las cuales est�a determinada para lahidrogeneraci�on. La diferencia fundamental entre la generaci�on t�ermica y la hidr�aulica esque aquella tiene como techo su capacidad m�axima (siempre que se pueda suponer que elcombustible no est�a limitado); en cambio, la segunda depende de la disponibilidad de aguadescargable y del estado de los embalses: no siempre es posible obtener la m�axima poten-cia. De aqu�� se desprende la segunda caracter��stica: la potencia en fallo de las unidadeshidr�aulicas (o, en nuestro caso, de la super-unidad) no adopta un conjunto discreto devalores como lo hace en el caso de una unidad t�ermica, y la distribuci�on de probabilidadde la potencia en fallo es continua en consecuencia. En tercer lugar, a causa de la di�-cultad en valorar el precio de la energ��a el�ectrica, la cuesti�on de d�onde ubicar una unidadhidroel�ectrica resulta en la pr�actica indecidible.



168 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoFrente a estos problemas, el enfoque que se toma consiste en:� considerar un �area determinadaG� (energ��a esperada) que debe aparecer en la mon�otonade generaci�on. Es l�ogica esta condici�on, pues la generaci�on hidr�aulica es por su propianaturaleza limitada en recursos y, por tanto, en energ��a.� segregar la producci�on hidr�aulica en Nu porciones, cada una de las cuales se situar�ainmediatamente despu�es de cada unidad t�ermica (nos referiremos a cada porci�on comopseudo-unidad).� tener en cuenta que la potencia conjunta de las pseudo-unidades, junto con la po-tencia proveniente de la generaci�on determinista, debe estar limitada por la m�aximacapacidad existente P h; es decir:P� = NuXj=1 P�j � P h � G0T (10:2)siendo P�j la potencia asignada a la j-�esima pseudo-unidad hidr�aulica, y T la duraci�ondel intervalo presente; la expresi�on G0=T es la potencia media determinista, un valormenos restrictivo y m�as apropiado que la potencia m�axima bP � bP 0.Puede observarse que el valor de P� depende de d�onde y cu�anta energ��a G�j (j =1; : : : ;Nu) se ubique en sus posiciones entre las unidades t�ermicas.� de�nir la disponibilidad de las pseudo-unidades como:G�G0K�1 �G0 (10:3)A partir de la adopci�on de valores de compromiso para la potencia y la disponibilidadhidr�aulicas, se aprecia que la soluci�on seguida opta por dar un car�acter similar al de lasunidades t�ermicas.10.3.3 Aproximaci�on de la parte superior de la mon�otona de generaci�onLa cantidad de energ��a media de�citaria EX y la m�axima duraci�on de fallo esperadaTX son dos importantes par�ametros a conocer en el presente m�etodo de coordinaci�onhidrot�ermica. Su estimaci�on se efect�ua tras obtener un modelo aceptable que proporcionavalores veros��miles seg�un las condiciones que el problema presenta. Se ha visto que estascondiciones pueden reducirse a los siguientes factores:{ G0{ Y = P h � G0T � P� + Pj2L(P j � Pj), t�ermino que representa conjuntamente eldecremento de potencia respecto la capacidad de origen hidr�aulico o de origen t�ermico.Para ese grupo se considera un subconjunto de las unidades de generaci�on, L, en elque se cuentan los contratos y las unidades con limitaci�on de combustible.El modelo adoptado para EX es:EX = aY 2G0 � b + c; (10:4)



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 169la misma forma resulta v�alida para TX :TX = dY 2G0 � e + f: (10:5)a; b; c; d; e; f son constantes dependientes de cada intervalo, que son estimadas a trav�es delajuste del respectivo modelo con las observaciones extra��das por simulaci�on. Este proced-imiento obtiene valores reales de d�e�cit de energ��a y tiempo de fallo tras la convoluci�on dela carga del intervalo en consideraci�on con la potencia en fallo de las unidades t�ermicas;se incluye la generaci�on hidr�aulica determinista a trav�es del descrestado de la mon�otonade carga, y para la indeterminista se adopta un valor de disponibilidad de 0.5, una ca-pacidad igual a P h � G0T y distintas posiciones entre las unidades t�ermicas. El valor 0.5adoptado para la disponibilidad es un valor de compromiso, ya que depende del propiovalor de los cuantiles de la generaci�on; puede derivarse de (10.3) si se asume que �k = 1=Kpara un caso en que G1 = : : : = GK�1. Como puede comprobarse, la disponibilidad de lahidrogeneraci�on es muy inferior a la que suelen tener normalmente las unidades t�ermicas.Los valores generados para G0 oscilan entre 0 y una cantidad su�cientemente grandeMAXG0 = 0.9P h � T . Los valores para Y se toman entre 0 y una cantidad MAXY que sedetermina como suma de:{ la potencia m�axima de los contratos vigentes en el intervalo.{ la diferencia entre P j y la m�axima potencia que puede alcanzar la unidad j 2 L (concombustible limitado), imponiendo que puede estar en funcionamiento durante todoel intervalo.{ P h � G0TSe supone que el decremento de potencia Y se reparte de manera equivalente en-tre todas las unidades afectadas. En ausencia de producci�on hidr�aulica y de unidadescon decremento de potencia, s�olo se estiman los coe�cientes c y f mediante una simpleconvoluci�on de todas las unidades.Con cada par de valores (g0; y) de entre los factibles se halla el correspondiente re-sultado (eX ; tX) procedente de las condiciones impuestas por los factores anteriores. Laspruebas computacionales que se han llevado a cabo obtienen una matriz de S � S resul-tados (S=20, particularmente), con los que se llevan a t�ermino los respectivos ajustes delos modelos a �n de determinar los par�ametros a; b y c por un lado, y d; e y f por otro. Elajuste de ambos modelos se hace por m��nimos cuadrados, resolviendo:mina;b;c SXr=1 SXs=1� ay2rg0s � b + c� (eX )r;s�2 (10:6)mind;e;f SXr=1 SXs=1� dy2rg0s � e + f � (tX)r;s�2 (10:7)En ambos, el t�ermino independiente est�a acotado inferiormente por 0; las dem�asvariables se han dejado libres. La resoluci�on de (10.6) y (10.7) se realiza usando la rutinaE04KDF de la librer��a num�erica NAG [NAG90].La Fig. 10.4 muestra un ejemplo de ajuste realizado para EX. Los valores hallados
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Figura 10.4 : Ajuste de EX . Los puntos de forma cuadrada son observaciones, yla malla es la funci�on (10.4) encontrada.son: a = 2:1665519; b = �1:0133147; c = 0. El n�umero de puntos utilizados es de 400, elresiduo (el valor de la funci�on de (10.6) en el �optimo) es de 1.354884 y el 50% de los erroresse encuentran entre -0.044 y 0.024. La �gura pone de mani�esto que el grado de ajuste essatisfactorio. Aunque otros modelos son posibles (por ejemplo, una forma cuadr�atica), elque aparece arriba parece m�as robusto; por ejemplo, de manera impl��cita incorpora unapropiedad no obviable, como es el hecho de que si G0 aumenta su valor, tanto EX comoTX tienden a cero, l�ogicamente. En el caso de nuestros modelos, la as��ntota ser��a c o frespectivamente, par�ametros que en algunos casos toman un valor diferente de 0, aunqueen la mayor��a de casos probados la norma es la anulaci�on.10.4 Representaci�on de la curva mon�otona de generaci�onPor su misma naturaleza iterativa, la convoluci�on de la carga con la potencia en fallode las unidades da lugar a una mon�otona de generaci�on con discontinuidades en los puntosP1; P 1 + P�1; : : : ; PP j ; PP j +PP�j (ver Fig. 10.1.c). Mantener su forma originalser��a complicado y computacionalmente ine�ciente, por lo que parece aconsejable tomaruna aproximaci�on m�as apropiada para el empleo de los cl�asicos m�etodos de optimizaci�on,los cuales asumen el uso de restricciones continuas y derivables.El equivalente de la mon�otona de generaci�on es la mon�otona suavizada de generaci�on(m.s.g.), de la que es interesante remarcar las siguientes caracter��sticas:{ la m.s.g. es una curva continua.



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 171{ el incremento en la disponibilidad de las pseudo-unidades hidr�aulicas se compensa conuna disminuci�on de la potencia de P� a ~P�.{ tiene per�l recto desde la potencia 0 a la potencia m��nima Pmin; desde aqu�� hastaPNuj=1 P j + ~P� es una cierta funci�on continua.{ la m.s.g. no est�a de�nida por encima de PNuj=1 P j + ~P�{ la punta tiene una duraci�on igual a TX .{ su base tiene una duraci�on TG, calculada promediando las disponibilidades de lasprimeras unidades en el orden de m�erito, y multiplicando por T .
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TX TG D [h]b)a)Pj P j+P� E6E0XE5E4E3E2Figura 10.5 : Suavizaci�on de la mon�otona de carga. a) Mon�otona de generaci�on,con hidrogeneraci�on estoc�astica G�. b) mon�otona suavizada de ge-neraci�on.La Fig. 10.5 ilustra las citadas propiedades de la m.s.g. Es a partir de esta curva dela que parte el concepto que es b�asico en el presente modelo, la Curva Potencia-Energ��a(CPE), la cual se de�ne a continuaci�on.10.4.1 Curva Potencia-Energ��aSea Msg(p) una funci�on que representa una determinada curva mon�otona de gen-eraci�on suavizada. Para esta funci�on, el eje de abcisas es el de potencia (carga m�as poten-cia en fallo de las unidades), y el de ordenadas equivale a duraci�on. La CPE asociada a



172 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoesta mon�otona es: PE(e) = p; tal que: p � 0; Z p0 Msg(u)du = e (10:8)
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Figura 10.6 : Formaci�on de la curva Potencia-Energ��a. a) Mon�otona de generaci�onsuavizada. b) CPE.La expresi�on (10.8) puede describirse con ayuda de la Fig. 10.6. El resultado deevaluar la funci�on PE(�) con una cantidad e de energ��a es hallar la potencia p tal que el�area encerrada bajo la mon�otona traspuesta que representa Msg(�), y entre 0 y p es iguala e. Los siguientes puntos resaltan las principales propiedades de la CPE:[1] Sea EP (�) la funci�on inversa de PE(�), es decir:PE�1(�) = EP (�)() EP (p) = Z p0 Msg(u)du[2] La derivada de la funci�on PE(�) est�a relacionada con la duraci�on asociada a ciertapotencia: dPE(e)de = 1Msg(PE(e))o equivalentemente: dEP (p)dp =Msg(p)[3] De aqu�� se deduce f�acilmente que:[3.1] la parte inicial de la CPE, la que transcurre desde 0 hasta TGPmin, es una recta



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 173y, por tanto, la ecuaci�on de la CPE en este segmento podr��a escribirse como:PE(e) = e=TG; 0 � e � TGPmin[3.2] el extremo �nal de la CPE presenta una pendiente igual a 1=TX , pendiente queen circunstancias normales suele ser bastante pronunciada, ya que es de esperarque el m�aximo tiempo con fallo de potencia sea un valor limitado.[4] Al ser la m.s.g. estrictamente positiva, tanto la funci�on energ��a-potencia como suinversa, la CPE, son continuas y estrictamente crecientes.[5] Tras imponer una suavizaci�on a la mon�otona de generaci�on, la m.s.g. es continua; enconsecuencia, la CPE es derivable en continuidad.[6] Puesto que la m.s.g. es una funci�on decreciente, su integral EP (�) es una funci�on consegunda derivada no positiva, es decir, c�oncava; de esto se deriva que la CPE es unafunci�on con pendiente creciente, es decir, convexa.[7] Las coordenadas del extremo superior de la CPE son:( bE �G0 �EX; NuXj=1 P j + ~P�)dado que bE�G0�EX es el �area que queda bajo la m.s.g. tras haber descrestado conla hidrogeneraci�on determinista y haber descartado la cola asociada con la energ��aexterna.Conviene �nalmente remarcar que la curva potencia-energ��a viene parametrizada porG0, H� y Ej, j = 1;Nu, y que estos par�ametros son en realidad algunas de las variablesque intervienen en el proceso de optimizaci�on del problema.10.5 Modelizaci�on de la CPELos autores de [NAB95] hacen la propuesta de usar para representar la CPE unafunci�on de�nida por partes: para la porci�on inicial, una ecuaci�on lineal tal como laque aparece en el punto [3.1], y para la porci�on convexa, una curva de B�ezier, [B�EZ68],[B�OHM84], de cuatro puntos.10.5.1 Propiedades de las curvas de B�ezierUna curva de B�ezier es una curva par�ametrica en t, y se puede denotar como x(t),donde: x(t) = b0Bn0 (t) + b1Bn1 (t) + : : :+ bnBnn(t) (10:9)siendo:{ x(�) : [0; 1] �! IR2{ b0;b1; : : : ;bn puntos de IR2, llamados puntos de B�ezier{ Bn0 (�); Bn1 (�); : : : ; Bnn(�), funciones conocidas como polinomios de Bernstein de grado



174 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazon, de�nidos como: Bni (t) = �ni � (1 � t)n�iti; i = 0; 1; : : : ; nPuesto que la curva x(t) es una combinaci�on lineal de n+1 puntos, es interesantesaber que los polinomios de Bernstein, que dan lugar a los coe�cientes de dichos puntos,satisfacen dos importantes propiedades:{ se comprueba que Pni=0Bni (t) = 1{ cualquier polinomio de Bernstein cumple que Bni (t) � 0, si t 2 [0; 1].Lo cual da como consecuencia que una curva de B�ezier siempre permanece dentro dela envolvente convexa de�nida por los puntos de B�ezier.
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b4Figura 10.7 : Ejemplo de curva de B�ezier. Se han considerado cinco puntos.La Fig. 10.7 es un ejemplo de curva de B�ezier de�nida por cinco puntos.Hay una propiedad que se demuestra f�acilmente: la curva de B�ezier empieza con t=0en el punto b0 y acaba con t=1 en el punto bn. Es su�ciente con comprobar que si t=0,todos los polinomios de Bernstein se anulan excepto el primero que toma el valor de 1; ypara t=1 el �unico que toma un valor no nulo es el �ultimo.Se halla la tangente a x(t) por diferenciaci�on sobre t de la siguiente manera:Dtx(t) = b0 ddtBn0 (t) + b1 ddtBn1 (t) + : : :+ bn ddtBnn(t)Mostraremos solamente las derivadas de los dos primeros polinomios de Bernstein:ddtBn0 (t) = �n(1� t)n�1ddtBn1 (t) = n(1 � t)n�1 + n(1� t)n�2t� n2(1 � t)n�2tDe estas expresiones se deduce que para t=0, el primer polinomio tiene una derivadaigual a �n, y para el segundo es igual a n. Todos los dem�as (i > 1) anulan la derivada,ya que son polinomios de grado i como m��nimo. Por lo tanto, la tangente a la curva x(t)



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 175en el punto inicial es el vector n(b1 � b0), lo que equivale a decir que en dicho punto el�angulo de la curva sigue la direcci�on del segmento delimitado por los dos primeros puntosde B�ezier.Los polinomios de Bernstein cumplen una propiedad que podr��amos cali�car comoreversibilidad; se deduce sin problemas que:Bni (t) = Bnn�i(1� t)Una consecuencia primera es que si reordenamos los puntos en orden inverso conseguimosuna curva de B�ezier que se solapa id�enticamente sobre la primera. Otra consecuencia quese deriva es que tambi�en podemos garantizar que la tangente a la curva en bn coincide conla direcci�on marcada por �este y por bn�1.Por �ultimo, hay que mencionar el algoritmo de de Casteljau para la evaluaci�on dex(t). Consiste en, utilizando puntos auxiliares:bki (t) = (1� t)bk�1i�1 (t) + tbk�1i (t)y sabiendo que b0i (t) = bi, tomar x(t) = bnn(t). Tambi�en se puede escribir como:x(t) = nXi=0 �ni ��ib0tidonde �i denota diferenciaci�on hacia delante (forward di�erences), es decir: �0b0 = b0,�1b0 = b1 � b0, �2b0 = �1b1 ��1b0, etc.El algoritmo de de Casteljau no es computacionalmente e�ciente para n grandes, peroconstituye un m�etodo muy estable y es una importante herramienta te�orica de cara aposteriores investigaciones en su �area de inter�es.10.5.2 Curvas de B�ezier aplicadas a la CPELa forma dependiente de un par�ametro de las curvas de B�ezier sugiere que, si se quiereadoptar como soporte de una CPE, la primera componente de x(t) sea la componente deenerg��a y la segunda la de potencia: x(t) = �xe(t)xp(t)�En ese caso, hay que resolver dos cuestiones:{ c�omo evaluar PE(e){ c�omo hallar la expresi�on de dPE(e)deLa primera cuesti�on se puede escribir como \encontrar t tal que xe(t) = e y PE(e) =xp(t)". Si se puede garantizar que existe la funci�on inversa de xe(�), entonces la respuestaes: PE(e) = xp(x�1e (e)) (10:10)



176 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLa segunda da lugar a: dPE(e)de = dxp(x�1e (e))de = dxp(t)dedonde queda claro que t es igual a una expresi�on dependiente de e, x�1e (e). Por la intro-ducci�on de la regla de la cadena, obtenemos:dxp(t)dt dtde = dxp(t)dt �dxe(t)dt ��1puesto que la variable e puede ser entendida como la funci�on dependiente de t xe(t).Finalmente, se tiene: dxp(x�1e (e))dt �dxe(x�1e (e))dt ��1 (10:11)10.5.2.1 Demostraci�on de la existencia de inversa para xe(�)A continuaci�on, se demuestra que una condici�on su�ciente para que exista la inversade xe(�) es que los cuatro puntos de B�ezier que de�nen la CPE est�en ordenados respectoel eje e, es decir: b0e < b1e < b2e < b3e (10:12)Se adoptar�a el convenio de que un punto bi es un par de n�umeros denotados como(bie; bip).Sea la curva de B�ezier de cuatro puntos de�nida de acuerdo a:� xe(t)xp(t)� = ��0 + 3�1t + 3�2t2 + �3t3�0 + 3�1t + 3�2t2 + �3t3 � (10:13)Los coe�cientes �i; �i; i = 0; 3 vienen determinados por el m�etodo de de Casteljau, por loque toman por valor: �0 = b0e �0 = b0p�1 = b1e � b0e �1 = b1p � b0p�2 = b2e � 2b1e + b0e �2 = b2p � 2b1p + b0p�3 = b3e � 3b2e + 3b1e � b0e �3 = b3p � 3b2p + 3b1p � b0pDemostraremos en primer lugar que xe(t) es creciente si 0 � t � 1. La derivada dexe(t) es: x0e(t) = 3�1 + 6�2t+ 3�3t2Es f�acil comprobar que, si t=0, el resultado es positivo; concretamente, vale 3�1 =3(b1e � b0e) que es, por hip�otesis, positivo. An�alogamente, para t=1:x0e(1) = 3�1+6�2+3�3 = 3(b1e�b0e)+6(b2e�2b1e+b0e)+3(b3e�3b2e+3b1e�b0e) = 3(b3e�b2e)resultado igualmente positivo por la condici�on de que b3e > b2e. De momento, podemosresumir constatando que xe(t) es un polinomio de tercer grado con pendiente positiva ent=0 y en t=1.
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Figura 10.8 : Casos posibles de xe(t). a) Sin extremos. b) Con �3 < 0. c) Conlos dos extremos dentro de [0; 1]. d) Con los dos extremos < 0. e)Con los dos extremos > 1.En la Fig. 10.8 puede verse un gr�a�co que ilustra algunos casos posibles, no todosellos favorables. Excepto en el caso b), en todos se supone que �3 es positivo. Si �3 < 0, el�unico caso favorable es trivialmente aquel en el que la funci�on xe(t) tiene un m��nimo pordebajo de 0 y un m�aximo por encima de 1; de otra manera, no es posible que la funci�onsea creciente en ambos puntos. Como un polinomio de tercer grado no puede tener m�asextremos, la funci�on crece mon�otonamente entre 0 y 1.Por otro lado, si �3 = 0 entonces est�a claro que xe(t) es creciente entre los dos valoresde t, ya que se tratar��a de una par�abola o una recta. De ahora en adelante, se asume que�3 es positivo, es decir: b3e � 3 b2e + 3 b1e � b0e > 0En este caso, s�� es posible que la funci�on xe(t) no sea creciente dentro del intervalo [0,1];sin embargo, si as�� fuera, los dos extremos locales estar��an en el interior ( Fig. 10.8.c)).Debemos comprobar que xe(t) es creciente estrictamente, porque las posibles ra��ces dex0e(t) o bien son negativas ( Fig. 10.8.c)) o bien son mayores que 1 ( Fig. 10.8.e)).Las ra��ces de x0e(t) vienen determinadas por la soluci�on de x0e(t) = 0:t� = �2�2 �p4�22 � 4�1�32�3= �b2e + 2 b1e � b0e �pb2e2 � b2eb1e � b2eb0e + b1e2 � b3eb1e + b3eb0eb3e � 3 b2e + 3 b1e � b0e



178 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoSuponemos que t� son soluciones reales. En otro caso, la funci�on xe(t) no tendr��aextremos y ser��a creciente en toda la recta real ( Fig. 10.8.a)). En primer lugar, se tomar�ala hip�otesis de que t� es positivo (denotaremos las dos ra��ces seg�un el signo del radicalcomo t�+ o t�� y tomaremos en cada caso la que interese):0 < t�� () 0 < ��2 �q�22 � �1�3 () 0 > �2 +q�22 � �1�3 () 0 > �2 (10:14)La conclusi�on a la que se llega es que necesariamente �2 ser�a negativo. A continuaci�on,tomaremos el supuesto de que t� es menor que 1:1 > t�+ () �3 > ��2 +q�22 � �1�3 () �2 + �3 >q�22 � �1�3 > 0 (10:15)La segunda conclusi�on es que �2 + �3 es positivo. Podemos a~nadir a esta lista de requer-imientos la condici�on de existencia de soluciones reales:�22 � �1�3 > 0 (10:16)y el hecho de que �2 se construye por diferenciaci�on a partir de b0e; b1e; b2e:�2 = �2b0e = �1b1e ��1b0e = (b2e � b1e)� (b1e � b0e)Como por (10.12) las diferencias �1bie son positivas y �1 = �1b0e, se tiene que:�2 + �1 > 0 (10:17)Pues bien, las condiciones (10.14)-(10.17) no son consistentes, ya que no puede cumplirsea la vez que: ��2 < �3��2 < �1�22 > �1�3Por lo tanto, al ser creciente en los extremos del intervalo [0,1] y no poseer extremosen el interior de ese intervalo, xe(t) es creciente para t 2 [0; 1]. Puesto que es creciente,posee inversa, es decir, para cualquier valor e entre b0e y b3e existe un �unico valor t 2 [0; 1]tal que xe(t) = e10.5.3 Evaluaci�on de la CPEPuesto que la CPE se basa en cuatro puntos, ello da lugar a que tanto el polinomioxe(�) como el xp(�) sean de tercer grado. Aunque no trivialmente, s�� es posible encontraranal��ticamente una soluci�on t a la ecuaci�on:a0 + a1t+ a2t2 + t3 = 0por medio de las ecuaciones que publicara Cardano, matem�atico del siglo XVI; v�ease en[CHIL79] una explicaci�on concerniente a la obtenci�on de las ra��ces de un polinomio c�ubico.Mediante el uso de una rutina de la librer��a matem�atica Harwell, [HARW89], se obtienen



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 179las soluciones de la ecuaci�on xe(t) = e, tras algunas transformaciones:xe(t) = e�0 + 3�1t+ 3�2t2 + �3t3 = e�0 � e�3 + 3�1�3 t+ 3�2�3 t2 + t3 = 0donde �i; i = 0 : : : 3 dependen de las abcisas de los 4 puntos, siendo:�0 = b0e�1 = b1e � b0e�2 = b2e � 2b1e + b0e�3 = b3e � 3b2e + 3b1e � b0eUn �unico punto t entre 0 y 1 se encuentra siempre que se cumpla que b0e � e � b3e.El siguiente paso es evaluar xp(t):xp(t) = PE(e) =�0 + 3�1t+ 3�2t2 + �3t3�0 = b0p�1 = b1p � b0p�2 = b2p � 2b1p + b0p�3 = b3p � 3b2p + 3b1p � b0pConociendo la ra��z t, encontramos la expresi�on de la derivada de la CPE respecto lavariable e: dPE(e)de = 3�1 + 6�2t+ 3�3t23�1 + 6�2t+ 3�3t2 = �1 + 2�2t+ �3t2�1 + 2�2t+ �3t2Los puntos bi no son est�aticos, sino que dependen de varios factores que inciden enla mon�otona de generaci�on. Las caracter��sticas m�as importantes de la m.s.g. puedenintervenir directa o indirectamente en la de�nici�on de los puntos de B�ezier; entre ellas:{ la energ��a demandada bE{ la capacidad de las unidades P j y P�j{ la generaci�on determinista G0{ la duraci�on base de la m.s.g. TG{ la duraci�on de fallo TX{ la potencia m��nima Pmin{ la energ��a externa EXDe esta manera, obtenemos las coordenadas correspondientes al primer y cuarto pun-tos: b0 = �PminTGPmin � b3 = � bE �G0 �EXPNuj=1 P j + P�� (10:18)pero tambi�en se introducen relaciones con los puntos 2 y 3. La continuidad en la derivadade la CPE para el punto b0 con el tramo recto que lo une el origen obliga, seg�un lapropiedad que se ha comprobado anteriormente, a que b1 est�e en la prolongaci�on de la



180 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazorecta que une el origen y b0, o sea, a que se cumpla que:b1e = TGb1p (10:19)As��mismo, la condici�on de que la CPE debe tener una derivada igual a 1=TX en b3 es unrequisito para que: b3 � b2 / � 11TX �Podemos reescribir esta condici�on de la siguiente manera:b3p � b2pb3e � b2e = 1TXb2p = b3p � b3e � b2eTX (10:20)En consecuencia, quedan por determinar b1p por la ecuaci�on (10.19) y b2e por laecuaci�on (10.20). Es decir, el segundo y tercer punto tiene cada uno un grado de libertad;un aspecto interesante que se deriva de esta conclusi�on es que el ajuste de la curva deB�ezier puede ser optimizado para condiciones particulares mediante la parametrizaci�on detales puntos.10.5.4 Puntos de B�ezier variablesEn la secci�on anterior ya se ha expuesto c�omo dependen los extremos de la CPE delas circunstancias que rodean a una determinada mon�otona de generaci�on. Veremos en elpresente apartado una posible modelizaci�on de los puntos de B�ezier interiores, los cualespueden desplazarse a lo largo de cierta direcci�on y respetando ciertas restricciones, lo cualpuede ser �util para adecuar lo m�as posible la forma de la curva de B�ezier a la CPE ideal.
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a) b)Figura 10.9 : Variaci�on de una mon�otona seg�un la posici�on de los puntos deB�ezier. a) Curvas PE y poligonales que unen los respectivos pun-tos de B�ezier: B0-B1'-B2'-B3 |en trazo continuo|, y B0-B1-B2-B3|en trazo discontinuo. b) Mon�otonas respectivas.



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 181La Fig. 10.9 pone de relieve la dependencia entre la posici�on de los puntos de B�ezier yla forma que cobra �nalmente la curva mon�otona derivada de la CPE. Comenzaremos conuna exposici�on de las condiciones que vienen impuestas por la naturaleza del problema:{ La unicidad de t obliga a que b0e < b1e < b2e < b3e.{ La l�ogica indica que tambi�en b0p < b1p < b2p < b3p, si es que se desea que para cadavalor de potencia exista un s�olo valor de energ��a.{ b0 y b3 est�an �jados de acuerdo con (10.18).{ Tambi�en est�an �jadas las pendientes en b0 y b3 y, por tanto, la direcci�on en la quese encuentran b1 y b2.{ Como se debe cumplir que Msg(�) es decreciente, esto implica que la funci�on PE(�)es convexa (propiedad [6] de la CPE). Es su�ciente con asegurar que los puntos deB�ezier con�guran una quebrada convexa para garantizar esta propiedad, lo cual sepuede expresar como:1TG = b1p � b0pb1e � b0e < b2p � b1pb2e � b1e < b3p � b2pb3e � b2e = 1TX (10:21)Todo ello nos hace ver que los puntos b1 y b2 no pueden sobrepasar un punto B dadopor la intersecci�on de las rectas sobre las que pueden desplazarse:Bp = Be=TGBp � b3p = (Be � b3e)=TX =) B =0B@ b3e � b3pTX1� TX=TGb3e � b3pTXTG � TX 1CAEn conclusi�on,� b0e < b1e < Be < b2e < b3e� b0p < b1p < Bp < b2p < b3pes lo mismo que imponer la condici�on de convexidad para la quebrada.Dada una mon�otona de generaci�on, puede determinarse un conjunto de puntos a partirde distintos valores de potencia y el �area de la mon�otona hasta dicho nivel de potencia.Sea, por tanto, el conjunto de estas observaciones M = f(mei;mpi); i = 1; : : : ;Nmg. Apartir de M se pueden determinar los valores m�as adecuados para b1 y b2, mediante unajuste por m��nimos cuadrados; para ello, se plantea el siguiente problema de minimizaci�on:min� 12 NmXi=1 (PE(mei)�mpi)2s.t. b0p � b1p � BpBe � b2e � b3e (10:22)donde � es el vector de variables independientes que, en este caso, es igual a fb1p; b2eg, yaque todas las dem�as son valores conocidos a priori o se pueden determinar a partir de �.Tras haber descrito la manera de evaluar la CPE usando una curva de B�ezier, esnecesario plantear c�omo se de�nen las derivadas de la funci�on objetivo de (10.22) respectouna variable del problema, digamos �. Puede ser conveniente destacar que la expresi�on de



182 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazola pendiente de la CPE respecto la energ��a es un problema diferente y, en cierta manera,m�as sencillo. En esta ocasi�on no es oportuno, ya que los valores de energ��a est�an �jados alos valores observados mei.Llamemos '(�) a la funci�on objetivo de (10.22). Es trivial observar que los compo-nentes del gradiente de '(�) son de la forma:NmXi=1 (PE(mei)�mpi)r�PE(mei)donde r�PE(mei) expresa la derivada parcial de la CPE respecto la variable correspondi-ente, la que gen�ericamente llamamos �. Para ser precisos, observemos que la CPE es unafunci�on param�etrica sobre t, es decir, es m�as apropiado escribir:PE(t; �) = �xe(t; �)xp(t; �)�Hemos prescindido de la expresi�on de la energ��amei, ya que no juega ning�un papel en estaparte. Adem�as, se pone de relieve que la CPE depende de la variable � incluy�endola comoargumento.Puesto que PE(e) = xp(x�1e (e)), expresaremos r�PE(t; �) tomando la derivada dexp(�). Siendo t un par�ametro de conexi�on entre las dos componentes de la CPE, pensaremosen la funci�on de potencia como si s�olo dependiera de �, es decir, xp(�); por esta raz�on,buscaremos la expresi�on de r�PE(t; �) a trav�es de lo que se denotar�a como dxpd� .As�� pues, tenemos que:r�PE(t; �) = dxpd� = @xp@� + @xp@t dtd�y, por otra parte, se tiene que la funci�on xe(�) es igual a determinado valor de energ��a, porlo que diferenciando a ambos lados:xe(t; �) = e =)dxed� = @xe@� + @xe@t dtd� = 0 =)dtd� = �@xe@�@xe@tEn consecuencia, la derivada buscada se expresa como:r�PE(t; �) = @xp@� � @xp@t @xe@�@xe@t (10:23)Tengamos en cuenta que las subexpresiones parciales de (10.23) son f�acilmente calcu-



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 183lables: @xe@t = 3�3t2 + 6�2t+ 3�1@xp@t = 3�3t2 + 6�2t+ 3�1@xe@b1p = (3t3 � 6t2 + 3t)TG@xe@b2e = (�3t3 + 3t2)@xp@b1p = (3t3 � 6t2 + 3t)@xp@b2e = (�3t3 + 3t2)=TX10.5.4.1 Puntos de B�ezier dependientes de la generaci�onSe puede constatar sin problemas que, dependiendo de cu�anta hidrogeneraci�on hayaintervenido en la convoluci�on y descrestado de la mon�otona de cargas, el per�l de lam.s.g. es una forma variable. Por esta raz�on, puede interesar una modelizaci�on en la quela posici�on de los puntos de B�ezier sea una funci�on de G; concretamente, la generaci�ondeterminista es con claridad el factor que m�as incide en la forma de la mon�otona ya que,aparte de restar una cantidad de energ��a al total bE, el descrestado produce una deformaci�onapreciable en su per�l.Suponiendo que los puntos que anteriormente formaron el conjunto de variables inde-pendientes son ahora funciones conocidas con par�ametros a determinar �. Precisando unpoco m�as, � procede de la uni�on disjunta de dos conjuntos de par�ametros �p y �e, queintervienen respectivamente en las expresiones de b1p y b2e:b1p = b1p(G0;�p)b2e = b2e(G0;�e)Las expresiones de la derivada de la funci�on objetivo del problema no ser�an muydiferentes; por aplicaci�on de la regla de la cadena, tal como se han de�nido xe(�) y xp(�)en (10.13): @xe@�p = (3t3 � 6t2 + 3t)TG @b1p�p@xe@�e = (�3t3 + 3t2)@b2e�e@xp@�p = (3t3 � 6t2 + 3t)@b1p�p@xp@�e = (�3t3 + 3t2)=TX @b2e�eUn ejemplo podr��a ser (�p = f�p0; �p1; �p2g;�e = f�e0; �e1; �e2g) y tomar polinomios



184 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode segundo grado para la evoluci�on de los puntos 1 y 2 seg�un el valor de G0:b1p(G0) = �p2(G0)2 + �p1G0 + �p0b2e(G0) = �e2(G0)2 + �e1G0 + �e0El conjuntoM de observaciones deber��a ser ampliado para acoger observaciones prove-nientes de distintos valores de G0. Por otro lado, un problema intr��nseco de esta t�ecnica esque es dif��cil asegurar que para cualquier G0 se satisfacen las condiciones que debe cumpliruna CPE modelada como curva de B�ezier, que son:b0p �b1p(G0) � BpBe �b2e(G0) � b3eAs��, para una forma cuadr�atica como la que �gura m�as arriba habr��a que establecer unl��mite superior para G0 y aplicar tales restricciones a este l��mite y a 0, pero por otra partedeber��a procurarse que el posible extremo de cada funci�on apareciera entre las respectivascotas, lo cual es complejo de resolver, no porque haga intervenir una restricci�on no lineal(del tipo b0p � ��2p1=(4�p2) + �p0 � Bp) sino porque esta clase de restricciones est�acondicionada a que dicho extremo est�e en el interior del intervalo de generaciones factibles.10.6 Restricciones de generaci�on y potencia usando la CPELa CPE debe entenderse como un instrumento equivalente a la mon�otona de gen-eraci�on, aportando la ventaja de poder relacionar de manera simple los dos principalesfactores interviniendo en el problema de coordinaci�on, la potencia y la energ��a. Medianteuna funci�on PE(�) se da forma matem�atica al concepto de recubrimiento de la mon�otona,lo cual permite llevar las restricciones que ligan la carga con la generaci�on al campo de laprogramaci�on matem�atica.As��, para determinar la potencia generada por la j-�esima unidad t�ermica en cierto in-tervalo del que se ha determinado una curva Potencia-Energ��a, conociendo las generacionesde las unidades t�ermicas y de las pseudo-unidades hidr�aulicas, puede escribirse:Pj = PE Ej + j�1Xm=1Em +G�m! � PE j�1Xm=1Em +G�m! (10:24)De esta manera, pueden imponerse a cada unidad l��mites a su capacidad de generaci�on,empleando la expresi�on (10.24):Pj � P j ; j = 1; : : : ;Nu (10:25)Considerando el total del parque, tenemos la restricci�on que se re�ere al recubrimientode la mon�otona propiamente dicho:PE0@NuXj=1(Ej +G�j)1A = NuXj=1 Pj + P� (10:26)



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 185A trav�es de (10.1) se calcula el valor de G�. En consecuencia, la generaci�on hidr�aulicase comporta como una unidad m�as, excepto que se tratar��a de una unidad con limitaci�onde potencia y, sobre todo, de energ��a.10.7 Restricciones hidr�aulicasEn la introducci�on del cap��tulo 2 al problema de la coordinaci�on hidroel�ectrica sepostula la existencia y tratamiento de una red hidr�aulica en el modelo. Esto se traduce enque la topolog��a de dicha red origina unas variables representando los distintos 
ujos porla misma. Como el modelo incluye una subdivisi�on del tiempo en intervalos, adem�as seincluyen variables de almacenamiento de agua en los embalses al �nal de cada intervalo.La parte hidr�aulica del modelo de coordinaci�on es com�un con la que se describe en elcap��tulo 7, de modo que a continuaci�on s�olo se exponen las restricciones necesarias.Las variables de 
ujos (descargas, bombeos y vol�umenes fundamentalmente) son lasvariables primarias de la parte hidr�aulica del modelo; de �estas es de donde se derivael c�alculo que lleva a la determinaci�on de la generaci�on hidr�aulica. G0, G01, ..., G� sonexpresiones intermedias �utiles para el desarrollo del problema, pero las verdaderas variablesmotivo de optimizaci�on son aquellas.De acuerdo con la notaci�on previamente presentada, sea Vi;n el volumen de aguaalmacenada en el n-�esimo embalse al �nal del i-�esimo intervalo; Xi;a denota un arco dela red hidr�aulica propiamente dicha, donde a es un ��ndice generalmente relativo a unconjunto An, arcos con entrada en el embalse n, o a un conjunto 
n, arcos con salida delembalse n. Se excluyen los arcos de aportaci�on natural, que se denotan como Ii;n y queadem�as no forman parte del conjunto de variables del problema, aunque s�� intervienen enla formulaci�on de las restricciones.As��, considerando la naturaleza multiart��culo de cada uno de estos elementos, la ecua-ci�on de balance en cada nodo n se escribe como:Xa2AnXki;a + V ki�i;n + Iki;n = Xa2
nXki;a + V ki;n k = 0 : : :K � 1i = 1 : : : Nin = 1 : : : Nr (7:1)y cada variable est�a sujeta a restricciones limitando cada art��culo, adem�as de restriccionesde capacidad mutua dadas por la capacidad del arco:0 � V ki;n � V ki;n (i = 1 : : :Ni � 1)0 � Xki;a � Xki;a (i = 1 : : :Ni) ( k = 0 : : :K � 1n = 1 : : : Nra 2 AN _ a 2 
n (10:27)K�1Xk=0 V ki;n � V i;n (i = 1 : : : Ni� 1)K�1Xk=0 Xki;a � Xi;a (i = 1 : : : Ni) �n = 1 : : : Nra 2 AN _ a 2 
n (10:28)



186 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo10.8 Restricciones de combustible y generaci�on t�ermicaEn el cap��tulo 2 se present�o el problema de la coordinaci�on hidrot�ermica enfocandola secci�on t�ermica como una red temporal en la que circulan como 
ujo cantidades decombustible, parte del cual era consumido en cada intervalo y parte pasaba a ser el stockdisponible para posteriores intervalos. La Fig. 2.2 ilustraba este concepto de maneraesquem�atica.En la realidad suelen producirse situaciones bastante m�as complejas; por ejemplo:{ No todas las unidades t�ermicas pueden usar el mismo combustible.{ Algunas unidades son capaces de funcionar con diferentes tipos de combustible.{ La adquisici�on del combustible puede realizarse en momentos diferentes del que rep-resenta el inicio del periodo.
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E2NuFigura 10.10 : Red t�ermica replicada. Se incluyen varios combustibles y adquisici�onm�ultiple.De aqu�� que surja la necesidad de ampliar la de�nici�on de red t�ermica con estosnuevos conceptos; la Fig. 10.10 propone un par de situaciones corrientes. Por un lado,el combustible 1 representa un contrato tipo \take-or-pay": las distintas unidades ligadasa �el realizan sus adquisiciones, considerando un m�aximo Z1, a lo largo de unos intervalos|en este caso, todo el periodo|, y eventualmente tienen excedentes de combustible que,de todos modos, ya han pagado; el combustible no adquirido va a parar al pozo por el arcoZS1 . Por otro lado, el combustible 2 representa una adquisici�on puntual en el intervalo2 |como podr��a ser, por ejemplo, un barco de gas| por un total de Z2 unidades decombustible, del cual se sirven un par de unidades que deben gestionar su consumo y sustock para el resto del periodo (observar que se consume o se guarda todo el combustible,ya que no hay arco que vaya a parar al pozo).



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 187En general, se considera un cierto n�umero Nf de combustibles (carb�on, gas natural,fuel-oil, etc.) que se encuentran asociados a las unidades t�ermicas con capacidad paraconsumir determinado combustible, asociaci�on que se pone de mani�esto mediante losarcos que parten de los nodos de los combustibles (a la izquierda en la �gura) y que tienenel signi�cado de \suministro". La variable asociada a un suministro se denota como Zif;j ,donde f es un combustible, j una t�ermica e i el intervalo en el que se materializa dichosuministro (no se representan en la �gura todos los arcos que parten del \dep�osito" inicialpor no complicar in�utilmente la �gura).Puesto que una determinada unidad puede ser alimentada con varios tipos de com-bustible, puede recibir varios suministros al mismo tiempo. Por ello, los arcos de com-bustible residual deben desdoblarse, para permitir el 
ujo separado de los diferentes com-bustibles. Debido a limitaciones de almacenamiento, se entiende que todos los combustiblesadmitidos por una central tienen una restricci�on com�un. Es por ello que se entiende la redt�ermica como una red multiart��culo. En este sentido, cada arco F ij , y por la misma raz�oncada arco de generaci�on Eij , contiene realmenteNf variables, F if;j y Eif;j , con f = 1 : : : Nf .Ahora ya se puede reescribir la ecuaci�on (2.6) en los t�erminos de las nuevas variables:F i�1f;j + Zif;j = F if;j + "jEif;j ( i = 1 : : : Nij = 1 : : :Nuf = 1 : : : Nf (10:29)Tambi�en se pueden considerar l��mites sobre la generaci�on o sobre el combustible, envarias con�guraciones. Por ejemplo:NfXf=1F if;j � F j ; � i = 1 : : : Nij = 1 : : : Nues una restricci�on para la cantidad de combustible que se puede almacenar en cada intervalopara cada unidad t�ermica, seg�un la m�axima capacidad disponible F j . Puede verse que setrata de la restricci�on sobre la capacidad mutua del arco multiart��culo F ij . Por otra parte,NfXf=1Eif;j � Eij ; � i = 1 : : :Nij = 1 : : : Nuser��a una restricci�on para la generaci�on el�ectrica de una unidad. Puede verse que estav��a permite modelizar adecuadamente restricciones de amplio inter�es, como por ejemplola emisi�on de contaminantes (si se admite que el volumen de �estos es proporcional a lageneraci�on producida). Adem�as, la inclusi�on de estas restricciones no es especialmentegravosa, ya que se tratan de restricciones lineales, como la siguiente:Xf2CF Xi2CI Xj2CU �if;jEif;j � CONTSuponiendo determinados combustibles (contenidos en el conjunto CF ), determinados in-tervalos (CI) y determinadas t�ermicas (CU), conociendo la caracter��stica �if;j que permitela transformaci�on de la generaci�on a volumen de contaminantes, podemos imponer que�estos sean inferiores a una determinada cantidad l��mite CONT .



188 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo10.9 Formulaci�on ampliada del problemaCon las nuevas consideraciones, el problema de coordinaci�on hidrot�ermica quedar��aplasmado en los t�erminos siguientes:minX NiXi=10@NuXj=1 NfXf=1 yif;jZif;j + yiXEiX1A (10:30)s.t. P ij = PEi Eij + j�1Xm=1Eim +Gi�m!� PEi j�1Xm=1Eim +Gi�m!i = 1 : : : Ni; j = 1 : : : Nu (10:31)Gi� = NuXj=1Gi�j i = 1 : : :Ni (10:32)P ij � Pj i = 1 : : : Ni; j = 1 : : : Nu (10:33)NuXj=1Eij +Gi = bEi i = 1 : : :Ni (10:34)Gki = �i(Xki ; V ki�i; V ki ) k = 0 : : :K � 1; i = 1 : : :Ni (10:35)F i�1f;j + Zif;j = F if;j + "jEif;j i = 1 : : : Ni; j = 1 : : : Nu (10:36)Xa2AknXki;a + V ki�i;n + Iki;n = Xa2
nXki;a + V ki;nk = 0 : : :K � 1; i = 1 : : :Ni; n = 1 : : : Nr (10:37)K�1Xk=0 Xki;a � Xa para todo arco a; i = 1 : : : NiK�1Xk=0 V ki;n � Vn i = 1 : : :Ni; n = 1 : : : Nr (10:38)Xki;a � Xka para todo arco a; k = 0 : : : K � 1; i = 1 : : : NiV ki;n � V kn k = 0 : : :K � 1; i = 1 : : :Ni; n = 1 : : : Nr (10:39)Los cambios sobre la formulaci�on aparecida en (2.1-2.8) afectan a la funci�on objetivo(10.30), en la que se integran las nuevas variables de suministro; se explicita la expresi�on dela potencia de cada unidad t�ermica con (10.31); la funci�on �(�) de la restricci�on (10.35) esla expresi�on que aparece en el cap��tulo 7, donde se encuentran (7.4) y (7.6), la forma seg�unla que se derivan los par�ametros de la distribuci�on de la generaci�on hidr�aulica cuando seasume que sigue una distribuci�on de bloques; �nalmente, todas las variables hidr�aulicas seexpresan en forma multiart��culo, de manera que el nuevo modelo tiene en consideraci�on elcar�acter estoc�astico del problema.



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 18910.10 Ejemplos resueltosLos siguientes ejemplos servir�an para ilustrar acerca de las caracter��sticas del m�etodo.Se han elegido teniendo en cuenta que se tratan de casos realistas, aunque de dimensionesmoderadas, lo cual es conveniente para el prop�osito de realizar una exposici�on en estecap��tulo.El primer caso consta de una cuenca con 4 embalses, y un parque t�ermico de 4unidades, cuyas caracter��sticas se re
ejan en la tabla 10.I. Adem�as, se consideran 3 con-tratos de compra de energ��a, cuyas condiciones aparecen en la tabla 10.II. El periodo deestudio se subdivide en 12 intervalos que abarcan desde el mes de enero hasta el mes dediciembre. La carga m�axima prevista para cada intervalo var��a entre los 1466 MW y los1857 MW. La capacidad hidr�aulica se ha supuesto igual a 1000 MW.Tabla 10.I. Descripci�on del parque t�ermico (caso 1).Unidad P [MW] q E�c. Precio [ECU/MWh]# 1 489 0.07 86.12% 5.544# 2 207 0.065 34.83% 7.128# 3 282 0.10 37.45% 9.756# 4 526 0.10 38.83% 10.188Tabla 10.II. Descripci�on de los contratos (caso 1).Contrato P [MW] q Precio [ECU/MWh]# 1 319 0.045 39.12# 2 335 0.045 39.88# 3 132 0.065 40.63P signi�ca capacidad de cada unidad o contrato; q se re�ere a la proporci�on de tiempoen que previsiblemente la unidad o contrato no estar�a disponible. Se indica adem�as un co-e�ciente que representa la e�cacia en la conversi�on de energ��a potencial de los combustiblesa energ��a el�ectrica por parte de cada unidad t�ermica. El precio indicado se re�ere a energ��apotencial para las unidades t�ermicas, y a energ��a el�ectrica adquirida para los contratos. Elcoste de la energ��a externa se ha �jado en 80 ECU por MWh importado, aproximadamenteel doble del precio de los contratos, que son la fuente m�as cara del parque disponible y,por tanto, se ubican en �ultimo lugar en el orden de m�erito.Para la representaci�on multiart��culo de las variables, se han realizado pruebas condistintos valores de K, desde 3 hasta 8. De cada una de las ejecuciones se han recogidoalgunos indicadores de inter�es, informaci�on que se muestra en la tabla 10.III.La primera columna expresa el coste en ECU estimado en cubrir la demanda con losmedios de los que se dispone |incluyendo la hidrogeneraci�on|, seg�un la pol��tica �optimahallada. Tanto G0 como G� y EX representan la suma de energ��a acumulada a todos los



190 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 10.III. Resultados del caso 1.K F. Obj. [ECU] G0 [MWh] G� [MWh] EX [MWh] T.cpu [seg.]3 1.1603298�108 2.22227�105 2.199548�106 1825 17.34 1.1425431�108 2.07731�105 2.302738�106 2465 15.65 1.1634727�108 2.13957�105 2.189002�106 1668 7.86 1.0840690�108 2.36555�105 2.488162�106 1681 18.97 1.1503812�108 2.01332�105 2.236564�106 1510 29.08 1.1389304�108 2.48995�105 2.237775�106 1444 36.4intervalos. El error relativo en la funci�on objetivo que estos resultados ponen al descubiertoes de un 6.8%, debido al �optimo hallado con K=6, que se encuentra bastante lejos de losresultados con diferente n�umero de art��culos. Sin contar �este, la discrepancia se reducea un error del 2.1%. Por otro lado, observamos que el coste 
uct�ua bastante, sin quese mani�este una tendencia creciente o decreciente seg�un K, como suele ocurrir en losprogramas de optimizaci�on de la hidrogeneraci�on.Respecto a la generaci�on hidr�aulica, se observa una media de 2.18�105MWh de gen-eraci�on determinista para el periodo, y una media de 2.28�106MWh de generaci�on es-toc�astica, respecto a los valores recogidos para los diferentes supuestos en el n�umero K.Los datos que se re�eren a EX no var��an excesivamente, alrededor de 1765 MWh calculadocomo la media aritm�etica de los valores de la tabla. Finalmente, los tiempos de ejecuci�onlogrados no vienen determinados de forma importante por el n�umero de art��culos |por eln�umero de variables hidr�aulicas, en suma|, sino m�as bien por la di�cultad de hallar un�optimo local en un problema de per�l no lineal muy acusado. Puede ser signi�cativo queel problema con 5 art��culos haya acabado en muy poco tiempo, pero con un �optimo localde peor calidad que el resto (si nos atenemos al valor que devuelve �nalmente la funci�onobjetivo).El segundo caso tiene unas dimensiones mayores: la cuenca hidr�aulica consta de 6embalses, con una capacidad instalada de 2000 MW. El parque t�ermico dispone de 7unidades, y se complementa con 4 contratos de compra de energ��a. La potencia puntaque alcanza la carga mensual tambi�en crece: entre 3000 MW y 3800 MW. La informaci�onpertinente se muestra en las tablas 10.IV y 10.V. Los resultados se han recogido en la tabla10.VI. Tabla 10.IV. Descripci�on del parque t�ermico (caso 2).Unidad P [MW] q E�c. Precio [ECU/MWh]# 1 471 0.07 86.12% 5.364# 2 489 0.07 86.12% 5.544# 3 207 0.065 34.83% 7.128# 4 282 0.10 37.45% 9.756# 5 526 0.10 38.83% 10.188# 6 522 0.10 38.66% 10.800# 7 336 0.045 41.55% 13.176



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 191Tabla 10.V. Descripci�on de los contratos (caso 2).Contrato P [MW] q Precio [ECU/MWh]# 1 319 0.045 39.12# 2 330 0.045 39.28# 3 335 0.045 39.88# 4 132 0.065 40.63Tabla 10.VI. Resultados del caso 2.K F. Obj. [ECU] G0 [MWh] G� [MWh] EX [MWh] T.cpu [seg.]3 2.1594068�108 7.91250�105 5.883753�106 7781 9.64 2.5172235�108 1.07652�106 4.414232�106 5047 11.85 2.2711910�108 9.16309�105 5.489615�106 8598 11.36 2.5355221�108 6.11630�105 4.756524�106 7301 15.17 2.5235045�108 8.86253�105 4.801416�106 9081 18.58 2.4725791�108 5.37921�105 4.790657�106 2001 34.7En esta ocasi�on se vuelven a presentar discrepancias en el coste de la soluci�on �optima,y bastante notables para K=3 y 5. Se puede sospechar que el aumento del coste se debea la disminuci�on de la generaci�on estoc�astica (la correlaci�on entre estas dos magnitudes escercana a -1), aunque se ignora si existe un motivo que justi�que esta p�erdida de generaci�onpara los casos con peor coste. En general, no conviene con�ar demasiado en el caso conmenor n�umero de art��culos, ya que el c�alculo de la generaci�on hidr�aulica no suele sersu�cientemente preciso. En cuanto a la prueba con K=5, parece claro que el super�avit degeneraci�on hidr�aulica respecto a los otros casos explica la diferencia de coste, por lo quese puede pensar que se ha generado una pol��tica considerablemente e�caz. Los tiempos deejecuci�on presentan una cierta tendencia dependiente de K, pero cabe destacar que en estecaso se han alcanzado tiempos que se comparan muy favorablemente con los anteriores,teniendo en cuenta que se trata de problemas de mayores dimensiones que los del caso 1.La tabla siguiente responde a la relevante cuesti�on de qu�e ocurre si la demanda au-menta. En esta ocasi�on, se parte de una situaci�on igual a la del caso 2, excepto que lacarga se ha incrementado en un 10% (esta situaci�on ser�a denominada caso 2+.Tabla 10.VII. Resultados del caso 2, con incremento de carga (2+).K F. Obj. [ECU] G0 [MWh] G� [MWh] EX [MWh] T.cpu [seg.]3 3.1094326�108 8.31424�105 4.687250�106 6293 12.64 3.0733815�108 8.72007�105 4.705048�106 4691 19.55 2.9921124�108 8.55315�105 4.999781�106 2845 12.46 3.0937861�108 6.83028�105 4.700077�106 2096 22.17 2.8254011�108 8.55626�105 5.545215�106 1507 25.38 3.0224201�108 7.73098�105 4.963718�106 4275 37.2



192 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoSe observa en primer lugar un l�ogico incremento de la funci�on objetivo. Compar�andolocon el caso anterior, se cifra este incremento entre un 12% y un 44%, siendo la media un25%. La generaci�on hidr�aulica no ha contribuido m�as de lo que lo hac��a anteriormente,lo que es correcto, pues se espera siempre el m�aximo apoyo de la hidrogeneraci�on, yno han aumentado los recursos h��dricos. Es destacable una notable estabilizaci�on en lasmagnitudes de G�, y especialmente de G0. Evidentemente, la causa del aumento del coste,muy superior al 10%, se debe a los incrementos de generaci�on de los contratos y de lasunidades m�as caras, necesarios ya que las unidades m�as econ�omicas no pueden incrementarsu producci�on al estar ubicadas en la base de la mon�otona de generaci�on. Los cambios m�asnotables se muestran a continuaci�on (datos correspondientes a K=6, donde el incrementode coste global asciende a un 22%):Tr.# 3 Tr.# 4 Tr.# 5 Tr.# 6 Tr.# 7Caso 2 [ECU] 2.9186�107 4.6011�107 6.7544�107 3.9281�107 1.0492�107Caso 2+ [ECU] 3.2695�107 5.2244�107 8.8237�107 4.9779�107 1.8103�107Incremento 12% 13% 31% 26% 72%Cont.# 1 Cont.# 2 Cont.# 3 Cont.# 4Caso 2 [ECU] 6.4498�106 3.6298�106 1.5424�106 131207Caso 2+ [ECU] 1.0200�107 6.931�106 1.7252�106 89480Incremento 58% 91% 19% -31%Para �nalizar con los ejemplos, se muestran unos resultados gr�a�cos construidos apartir de la informaci�on suministrada por la pol��tica �optima. Concretamente, se trata delcaso con K=6 e incremento del 10% de la carga.
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Figura 10.11 : Generaci�on hidr�aulica total del ejemplo. [MWh]
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Figura 10.12 : Descargas y vol�umenes del ejemplo. [Hm3]



194 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo

Figura 10.13 : Resultado expresado sobre las mon�otonas de generaci�on.



10 COORDINACI �ON HIDROT�ERMICA Y MODELO MULTIART�ICULO 195En la Fig. 10.12, los seis embalses de la cuenca se designan con las letras G a L (en elcap��tulo 12 hay m�as detalles sobre la cuenca). Cada gr�a�ca registra la evoluci�on temporal,bien del volumen de agua almacenada al �nal de cada intervalo, bien de la cantidad deagua descargada por los arcos de generaci�on. Las distintas tonalidades est�an asociadas aun art��culo, la m�as oscura al art��culo 0 y la m�as clara al K � 1. De esta manera puedenrepresentarse las distribuciones que corresponden a cada arco.La Fig. 10.11 considera la suma de las generaciones en MWh de cada arco, aunqueaqu�� se muestran las diferentes distribuciones por intervalo, no solamente la generaci�ondeterminista (el art��culo 0) y la esperanza del resto, que son los objetos que hasta ahorase han mostrado porque es lo que entiende el modelo hidrot�ermico presentado. Destacaespecialmente la gran cantidad de generaci�on correspondiente al art��culo K � 1; ello esdebido a la distribuci�on de las aportaciones naturales presentes, que presentan la mismacaracter��stica. Se debe interpretar como la posibilidad (no muy probable, sin embargo)de alcanzar grandes cotas de generaci�on en el caso de que se presentasen unos niveles deaportaciones tan inusuales. De todos modos, la �gura deja en claro que la expectativa degeneraci�on es bastante m�as modesta.Por �ultimo, en la Fig. 10.13 se han dibujado las mon�otonas de generaci�on de cada in-tervalo con el cubrimiento resultante, en el que participan adem�as de las unidades t�ermicasy los contratos, la generaci�on hidr�aulica estoc�astica en las posiciones que se han determi-nado como m�as id�oneas. El valor de potencia indicado sobre el eje de ordenadas corre-sponde a la punta de la mon�otona de generaci�on (todas las gr�a�cas se representan a lamisma escala). Los valores respectivos de EX;i; G0i y G�;i aparecen para cada intervaloi. Obs�ervese que la posici�on de la generaci�on estoc�astica depende de la magnitud de �esta:si es escasa, se ubica en las posiciones altas, rellenando la misma punta y evitando lapuesta en marcha de los contratos. Si es abundante, baja hasta las primeras posiciones,en donde la duraci�on disponible permite rebajar la potencia hidr�aulica, sujeta al l��mite dela capacidad P h.
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CAP�ITULO 11AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ONCON UNIDADES HIDR�AU-LICAS11.1 Introducci�onEl concepto de mon�otona de generaci�on, muy asociado al de convoluci�on dentro deltema que nos ocupa, ha sido introducido, nombrado y referenciado en varios cap��tulos deesta tesis. En el presente se le dedica una atenci�on preferente, pero no s�olo para explicarcu�al es el conocido procedimiento de convoluci�on de la carga con la distribuci�on de potenciaen fallo de una unidad t�ermica. El centro de inter�es del cap��tulo es la descripci�on detalladade un procedimiento de e�ciencia probada para sumar la carga con una variable aleatoriacontinua que perfectamente puede representar capacidad hidr�aulica.A partir de las ideas que se exponen en [WOOD84], las cuales provienen a su vez deltexto primordial de Bal�eriaux et al., [BAL�E67], se ha ido desarrollando un entorno en elque se encaja en primer lugar el tema de las unidades t�ermicas. Sobre ello, se describe unm�etodo de evaluaci�on de costes basado en costes no lineales respecto la potencia, al tiempoque se introduce el concepto de contribuci�on. Una vez situados en este campo, el siguientepaso es realizar la extensi�on pertinente en el caso de que la unidad que se considera fuerauna unidad hidr�aulica. El concepto de contribuci�on, al igual que el de distribuci�on depotencia en fallo, tienen cabida en este terreno, una vez adaptados a las caracter��sticascorrespondientes.El cap��tulo se ha regido atendiendo a un riguroso planteamiento matem�atico; se con-sideran no s�olo las caracter��sticas propias de la distribuci�on de probabilidad de la hidrogen-eraci�on |en las que el marco de las variables de bloques resulta �optimo| sino tambi�enla posibilidad de ubicar a esta unidad en cualquier posici�on del orden de m�erito de lasunidades t�ermicas. La explicaci�on se acompa~na con ejemplos e ilustraciones que ayudanen su seguimiento.11.2 S��mbolos, formulaci�on empleada y algunos conceptosComo ha convenido en otros cap��tulos, en �este se va a especializar un tanto la notaci�on,con el �n de evitar que algunos s��mbolos aparezcan excesivamente recargados, mientras seespera concentrar la atenci�on primordialmente en los aspectos fundamentales del cap��tulo.



198 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoPor supuesto, mientras se pueda mantener, la notaci�on ser�a homog�enea con la del restodel trabajo.En primer lugar, hay que ubicarse en una situaci�on general con las siguientes l��neasmaestras: se trata de un sistema de potencia que integra una parte t�ermica y una partehidr�aulica, y el entorno temporal es de largo plazo. No se consideran limitaciones decombustible; s�� se consideran, obviamente, todas las caracter��sticas estoc�asticas que hanido apareciendo a lo largo de la tesis: aportaciones naturales, demanda de potencia eindisponibilidad aleatoria de las unidades t�ermicas.11.2.1 Sobre la mon�otona de cargaTomamos un intervalo indeterminado, al cual nos referiremos como uno general, sinnecesidad de aludir al resto (y sin necesidad de recordar continuamente que se trata delintervalo i). Sea:? Nh: duraci�on en horas del intervaloCuando nos estemos re�riendo a generaci�on o a energ��a en este cap��tulo, siempre ser�ala producci�on a lo largo de estas Nh horas. Lo mismo en lo que respecta a la demanda.La mon�otona de cargas del intervalo va a ser la representaci�on de la estocasticidad dela carga, cuyos valores l��mites son Pmin y bP MW. Aunque normalmente la mon�otona decargas es una mera ordenaci�on de valores de carga pasados, o una previsi�on construida apartir de observaciones hist�oricas, aqu�� vamos a darle un enfoque diferente, con el �n depoder introducir c�omodamente esta magnitud en las operaciones matem�aticas que se vana llevar a cabo. Por ello, tendremos que:? ML(p) designa a la mon�otona de cargas como una funci�on de la potencia p.Hay que tener presente que ML(�) cumple estas propiedades:{ ML(p) vale Nh para p � Pmin{ ML(p) vale 0 para p � bP{ es una funci�on continua y decrecientePor tanto, puede d�arsele a ML(p) la siguiente interpretaci�on; \duraci�on en horas deltiempo en que se espera tener una carga mayor que p MW". Como se puede apreciar, lafunci�on ML(�) modeliza el comportamiento aleatorio de la carga; sin embargo, puede serm�as apropiado utilizar la funci�on:? RL(p) = ML(p)Nh : funci�on de �abilidad de la carga,que expresa la misma idea pero en t�erminos de probabilidad (es decir, la probabilidad detener una carga mayor que p). A partir de RL(�) se derivan sin di�cultad las funciones dedistribuci�on FL(�) y fL(�): FL(p) = 1�RL(p) = Prob(L � p)fL(p) = ddpFL(p)Podemos ver sin di�cultad que la esperanza de la carga L, P, concide con la super�cieque se encuentra bajo la funci�on de �abilidad. P es, por de�nici�on de media de variable



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 199aleatoria: P = Z bP0 pfL(p)dpComo esta expresi�on puede ser tratada integrando por partes, obtenemos:hpFL(p)ibP0 � Z bP0 FL(p)dp = ( bP � 0) � Z bP0 (1 �RL(p))dp =bP � Z bP0 dp+ Z bP0 RL(p)dp = Z bP0 RL(p)dpDe aqu�� se deduce trivialmente que la energ��a media que habr�a que suministrar, E,equivale al �area bajo la funci�on ML(�) y es igual a Nh �P. A lo largo del cap��tulo iremosviendo que es indiferente referirse a generaci�on esperada o a potencia esperada y, portanto, aunque el motivo de inter�es preferente es averiguar cu�al va a ser la producci�on deuna unidad t�ermica o cu�al el coste que supone, utilizaremos de manera predominante elc�alculo a trav�es de las funciones de probabilidad (y, con ello, ligadas a la potencia).11.2.2 Sobre las unidades t�ermicasEl car�acter estoc�astico m�as importante de una unidad t�ermica es la posibilidad de queno se encuentre disponible para generar electricidad por causas de fuerza mayor, es decir,imprevistas. As��, denotaremos:? qu: probabilidad de que la unidad u (u = 1 : : : Nu) no est�e disponibleTeniendo en cuenta que no consideramos limitaci�on de combustible, una unidad puedegenerar en toda su capacidad de producci�on Pu si y s�olo si est�a disponible. En t�erminosmedios, podemos ver que en todo el intervalo funcionar�a unas qu � Nh horas. Con esto,podemos de�nir ya una variable Pf , conocida como potencia en fallo y que signi�car�a\potencia t�ermica no disponible". Puesto que se trata de una variable aleatoria con dosestados posibles, la describiremos totalmente con su funci�on de probabilidad:fPfu (x) = � 1� qu; si x = 0qu; si x = Pu (11:1)Una aproximaci�on que haremos se re�ere a la valoraci�on de la generaci�on t�ermica.Supondremos que el coste de producir p MW a cargo de la unidad u sigue una relaci�oncuadr�atica de la potencia p, cuyos coe�cientes son:? z1;u: coe�ciente lineal? z2;u: coe�ciente cuadr�aticoPara evaluar el coste de la energ��a externa se utiliza el mismo procedimiento, concoe�cientes que conoceremos como z1;X y z2;X.Esta suposici�on persigue una mayor precisi�on a la hora de evaluar el coste que acar-rea una unidad t�ermica, especialmente aquellas que por no estar situadas en la base dela mon�otona de generaci�on funcionan una parte del intervalo a potencia menor que sucapacidad. Sin embargo, de esta manera se plantea una di�cultad adicional. Ya que loscostes dejan de ser lineales respecto a la generaci�on, podr��a darse la circunstancia de que



200 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazouna unidad i fuera m�as econ�omica que una unidad j por debajo de cierta potencia, y ala inversa por encima, con lo que se produce un transtorno en el orden de m�erito inicialque la metodolog��a de Bal�eriaux et al. no contempla. Una posible soluci�on ser��a desdoblarlas unidades en con
icto, formando un nuevo orden de m�erito en la que estas unidadesparticipar��an divididas en tramos intercalados entre las dem�as: dicho orden se basar��a enlos costes de las unidades y de los tramos de las unidades particionadas. De esta manerase asegura el recubrimiento �optimo de la mon�otona. En el presente trabajo, sin embargo,no se ha realizado la implementaci�on que contemple este punto.11.2.3 Sobre la hidrogeneraci�onDenotamos como H y G la potencia y la generaci�on hidr�aulicas respectivamente (conunidades MW y MWh), adoptando nuevamente la potencia como una generaci�on escaladapor la duraci�on del intervalo. Se supone una �unica unidad que re�une la producci�on de todoslos puntos de generaci�on hidr�aulica del sistema. De acuerdo con la l��nea de todo el trabajo,se asume queH (yG) es una variable deK�1 bloques, designando con� = f�1; : : : ; �K�1glas probabilidades de cada bloque. H0 es la llamada potencia hidr�aulica determinista, puesse supone asegurada; por otro lado, se de�ne:? H = H0K�1 �H0como la capacidad indeterminista hidr�aulica.......... ............................ ............................ .............. ............................................................................ ................................................................. ............................................................................�1 �2 �3H0 H03 HH02H01a) b) �2 �1 Hf03 HfHf02Hf01�30fHffH
Figura 11.1 : Distribuciones de la pot. hidr�aulica y de la pot. hidr�aulica nodisponible. a) fH(�) (K=4). b) fHf (�).La generaci�on determinista tiene un car�acter particular, y se considera separadamente,mediante procedimientos que simulan el efecto del descrestado de la mon�otona. Comoconsecuencia de esta operaci�on, que tiene por objetivo rebajar la punta de la mon�otona a�n de evitar que se pongan en funcionamiento las �ultimas unidades en el orden de m�erito,las m�as caras, la potencia punta que se va a considerar, bP , es menor que la potencia puntaoriginal, y la funci�on ML(�) contiene asimismo las modi�caciones que el descrestado haintroducido en el per�l real de la mon�otona. Se ha elegido este punto de vista teniendo encuenta que el descrestado es algo que se realiza previamente, y porque puede simpli�carnotablemente la presentaci�on de los temas que son preferentes en el cap��tulo.En cuanto a la parte de potencia indeterminista, de�niremos una variable Hf comoH0K�1�H, y se identi�car�a como potencia hidr�aulica no disponible. Debe entenderse estanueva variable como el margen de la capacidad hidr�aulica (no sobre la capacidad m�axima,sino sobre el m�aximo de la distribuci�on) que no llega a utilizarse; una especie de potencia



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 201en fallo para unidades de generaci�on hidr�aulicas, cuya capacidad de generaci�on est�a condi-cionada por la presencia de agua en los embalses. Como se aprecia en la Fig. 11.1, sedistribuye igualmente como una variable de bloques, destacando las siguientes propiedades:{ su l��mite inferior es 0 (no hay potencia no-disponible: se llega al m�aximo previsible){ su l��mite superior es H{ la forma de la funci�on de densidad de Hf es un re
ejo lateral de la de H; las proba-bilidades tambi�en se han invertido.Todas estas propiedades son f�acilmente comprobables. La probabilidad �K�1 quecorresponde al �ultimo bloque de H se transforma en:�K�1 =Prob(H � H0K�2) = Prob(�H � �H0K�2) =Prob(H0K�1 �H � H0K�1 �H0K�2) = Prob(Hf � H0K�1 �H0K�2) = �01es decir, H0K�1 � H0K�2 es el �K�1-cuantil de Hf . Como se trata del primer l��mitede bloque |aparte de 0| de la nueva variable, podemos asignar un nuevo conjunto deprobabilidades � 0 asociado a Hf :? �01 = �K�1;�02 = �K�2; : : : ;�0K�1 = �1y, en consecuencia, de�nir sus cuantiles principales como:? Hf0 = 0;Hf01 = H0K�1 �H0K�2; : : : ;Hf0K�1 = H0K�1 �H0Claramente, �0j = �K�j , y Hf0j = H0K�1 �H0K�j�1.11.2.3.1 Hip�otesis sobre la potencia hidr�aulica del modeloComo consecuencia del uso de las variables de descarga en la optimizaci�on de lahidrogeneraci�on, se contempla un concepto de generaci�on ligado a la duraci�on del intervaloconsiderado |una semana, un mes, ... Cuando se re
exiona acerca de la estocasticidadde la generaci�on, solamente se puede poner en relaci�on con acontecimientos que afectan ala globalidad del intervalo: por ejemplo, las aportaciones de toda la semana, o de todo elmes.La potencia es un concepto de naturaleza distinta, ya que su de�nici�on no precisa de unespacio temporal, al tratarse de una magnitud de car�acter instant�aneo. La aleatoriedadde la potencia hidr�aulica en un intervalo contempla una dimensi�on adicional de la quepresenta la generaci�on, ya que 
uct�ua continuamente dependiendo de las condiciones decarga. Es bien conocido que los embalses de regulaci�on funcionan preferiblemente en lashoras punta, mientras que a ciertas horas no descargan en absoluto.Este modelo de largo plazo incurre conscientemente en una simpli�caci�on que en ciertamedida le resta precisi�on: la dimensi�on instant�anea de la potencia es parcialmente ignorada,al admitir que la variable H se de�ne como la generaci�on G dividida por la duraci�onNh. Esta decisi�on es aceptable en t�erminos de esperanza: en cualquier circunstancia,E[G] = Nh�E[H], pero soslaya otros aspectos, como que es posible adoptar el valor 0aunque G0 > 0 (por lo que hemos dicho antes, la potencia hidr�aulica nula resulta serbastante normal), as�� como tambi�en es admisible alcanzar la m�axima capacidad P h sinque la G0K�1 sea la m�axima generaci�on. Es decir, derivada de la hip�otesis anterior, seasume que la capacidad indeterminista es H = (G0K�1�G0)=Nh cuando posiblemente unvalor superior ser��a m�as adecuado.



202 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoAunque es prioritario en investigaciones futuras la revisi�on de estas ideas con el �nde acercarlas m�as a las circunstancias reales, debe aclararse que la generaci�on hidr�aulicadeterminista cuenta ya en el presente modelo con un tratamiento especial, el descrestado,el cual deshace en cierta manera la dependencia entre energ��a y potencia.11.2.4 Sobre la mon�otona de generaci�onEntendemos por mon�otona de generaci�on la forma que representa c�omo se cubre lademanda de potencia por parte de las unidades implicadas en la generaci�on (entre lasque se incluye la hidr�aulica). Como sabemos, el proceso de c�alculo de la mon�otonaa degeneraci�on se realiza mediante la convoluci�on sucesiva de L y cada una de las potenciasen fallo, ya que se asume que cada una de las variables que interviene posee una funci�onde distribuci�on. Puesto que el proceso es, por naturaleza, iterativo, de�nimos:? Jn, variable aleatoria que representa la suma de la carga y la potencia en fallo de lasprimeras n unidades en orden de m�erito.? R(n(�), funci�on de �abilidad de Jn, obtenida tras convolucionar la carga y las primerasn unidades de la lista de orden de m�erito.Podemos ser generalistas, y admitir que entre estas n unidades se incluye la hidr�aulica,o no. Suponemos a priori que la generaci�on hidr�aulica no tiene posici�on asignada en lalista, y por ello dejaremos que pueda entrar en cualquier lugar.Ampliaremos nuestra notaci�on especi�cando que R(0(p) es igual que RL(p), y que J0es la carga L. Adem�as, emplearemos en el sentido usual las funciones F (n(�) y f (n(�) comofunciones de distribuci�on y de densidad respectivamente de la carga m�as la potencia enfallo.El s��mbolo Y ser�a utilizado, cuando se supone que han entrado n unidades en con-voluci�on con la carga, para designar la suma de capacidades de estas unidades, es decir:? Y = n�1Xi=1 P i +H, si se incluye hidrogeneraci�on.? Y = nXi=1 P i, si no se incluye.Como se ver�a m�as adelante, en x11.4.1, la mon�otona de generaci�on queda exactamentedeterminada a trav�es de las funciones R(n(�). Si se supone un parque de Nu unidades, eidenti�camos con la funci�on MG(�) a la mon�otona de generaci�on, se de�ne como:MG(p) =8>>>><>>>>:Nh(1� qn)R(n�1(p); n�1Xu=1Pu � p � nXu=1PuNhR(Nu(p); NuXu=1Pu � p � NuXu=1Pu + bPLa mon�otona de generaci�on proviene de Nu + 1 segmentos de las funciones R(0(p);R(1(p); : : : ; R(Nu(p), escalados convenientemente por la duraci�on del intervalo Nh y ladisponibilidad de las unidades. En la literatura se entiende el mismo concepto como cargapor cubrir, que se basa en la construcci�on de una mon�otona visible a partir de la entrada



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 203de cada unidad. El procedimiento desplaza al semieje negativo la parte de carga cubierta,con lo que se mantiene en el semieje positivo s�olo la parte superior (desde 0 hasta bP ), cadavez menor a medida que se incorporan m�as unidades.Jn est�a de�nida entre un m��nimo, Pmin, y un m�aximo, dado por bP + Y . Por ello,aunque la suma de capacidades supere a la potencia punta, siempre existe la posibilidadde que una cierta carga no pueda ser suministrada debido al fallo conjunto de un n�umerosu�ciente de unidades. El segmento de R(n(p) que queda por encima de Y es el que vieneasociado a la p�erdida de carga con n unidades; si n = Nu+ 1 entonces est�a asociado a laidea de energ��a externa EX . El c�alculo de EX se deriva de:EX = Nh � Z bP+YY (p � Y )f (Nu+1(p)dp (11:2)Puede verse que la expresi�on (11.2) responde a la forma de la esperanza matem�aticade una variable igual a p � Y cuando s�olo se considera la posibilidad de una potencia psuperior a Y . Continuaremos esta prueba descartando la constante Nh; as��, en vez deun valor de energ��a se hallar�a un valor de potencia PX (un t�ermino medio de d�e�cit depotencia).Integrando por partes encontramos que, en efecto, se llega a determinar la relaci�oncon el �area encerrada bajo la funci�on R(Nu+1(�) y a partir de Y :PX = h(p � Y )F (Nu+1(p)ibP+YY �Z bP+YY F (Nu+1(p)dp =( bP + Y � Y )1� (Y � Y )F (Nu+1(Y )� Z bP+YY (1 �R(Nu+1(p))dp =bP � Z bP+YY dp+ Z bP+YY R(Nu+1(p)dp =Z bP+YY R(Nu+1(p)dpSiguiendo la Fig. 11.2, vemos que la situaci�on inicial es una energ��a demandadaE queequivale a la super�cie bajo la curva de la mon�otona (si en vez de considerar la mon�otonafuera una funci�on de �abilidad, hablar��amos en t�erminos de potencia). Del total de E,una porci�on no se espera satisfacer con los recursos propios: esta fracci�on de energ��a (o depotencia) externa viene dada por el �area de la cola superior de la mon�otona de generaci�on,que es equivalente a la cola de R(Nu+1(p). Se extiende el concepto de carga perdida mediacon n unidades de manera inmediata:? P (nX = Z bP+YY (p� Y )f (n(p)dpEst�a claro que PX = P (Nu+1X .11.3 Convoluci�on de unidades de generaci�on con JnSe llama convoluci�on al procedimiento por el que se obtiene directamente la dis-tribuci�on de probabilidad de la suma de variables aleatorias independientes. En t�erminos
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Figura 11.2 : Integral de las mon�otonas. a) Mon�otona de cargas y demanda esper-ada E. b) Funci�on de �abilidad de Jn, con el valor que representala p�erdida media de carga.concretos, si X e Y son variables independientes, la funci�on de densidad de Z = X + Yproviene de: fZ(u) = Z +1�1 fX(w)fY (u� w)dw (11:3)Debe recordarse que el trabajo de Bal�eriaux et al. [BAL�E67] imprimi�o un impulsodecisivo a la utilizaci�on de esta t�ecnica dentro del campo de los sistema de potencia, paraderivar la distribuci�on de la suma de la carga y la potencia en fallo de unidades t�ermicas.11.3.1 Inclusi�on de una unidad t�ermicaA trav�es de simples transformaciones, (11.3) puede adaptarse para venir en t�erminosde funciones de �abilidad:RZ(u) = Z +1u fZ (t)dt = Z +1u Z +1�1 fX (w)fY (t � w)dwdt =Z +1�1 fX(w)Z +1u fY (t� w)dtdw = Z +1�1 fX(w)RY (u� w)dw (11:4)Como hemos comentado anteriormente, el proceso de obtenci�on de la mon�otona degeneraci�on pasa por hallar sucesivamente R(1(�); R(2(�); : : :, etc. Por lo tanto, es conve-niente reescribir (11.4) en los t�erminos de nuestro problema:R(n+1(u) = Z +1�1 fPfn+1(w)R(n(u� w)dw



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 205Hemos supuesto una situaci�on general en la que n unidades (n � 0) ya han sidoconvolucionadas. ............................................................................................ ............................................................................................0 01-qq 1-qqP P PfPFigura 11.3 : Funciones de prob. de la potencia disponible y en fallo de una unidadt�ermica.Como se tiene que la potencia en fallo Pfn+1 es una variable discreta, tal como seaprecia en la Fig. 11.3, que ilustra la funci�on de probabilidad de la potencia P y la potenciaen fallo de una unidad t�ermica gen�erica, la integral anterior se reduce a una suma de s�olodos t�erminos:R(n+1(u) = 8<: (1 � qn+1)R(n(u) + qn+1; si Pmin � u � Pmin + Pn+1(1 � qn+1)R(n(u) + qn+1 �R(n(u� Pn+1); si Pmin + Pn+1 � u � bPqn+1 �R(n(u� Pn+1); si bP � u (11:5).asi se cumple que Pmin + Pn+1 � bP , y:R(n+1(u) = 8<: (1� qn+1)R(n(u) + qn+1; si Pmin � u � bPqn+1; si bP � u � Pmin + Pn+1qn+1 �R(n(u� Pn+1); si Pmin + Pn+1 � u (11:5).ben caso contrario.De hecho, el m�etodo se ha generalizado en algunos casos en que se debe modelizar aunidades que funcionan por grupos, y cuya aver��a no signi�ca necesariamente el cese dela generaci�on. En estos casos, se considera una variable aleatoria que asume probabilidadpara un cierto n�umero discreto de valores de potencia y, en consecuencia, la integral deconvoluci�on da lugar a una expresi�on en la que interviene igual n�umero de sumandos.11.3.2 Inclusi�on de una unidad hidr�aulicaEn lo que sigue se va a describir c�omo se incorpora la estocasticidad presente enla generaci�on hidr�aulica a la distribuci�on que forman la carga y la potencia en fallo delas unidades t�ermicas. Para ello se utiliza un procedimiento particular para convolucionarambas variables (Hf y Jn), asumiendo como en el apartado anterior que n (n � 0) unidadesse han convolucionado previamente. Como hemos expuesto inicialmente, se requiere laindependencia entre las variables implicadas; en nuestro caso hemos asumido esta hip�otesispor dos motivos: en primer lugar, la generaci�on hidr�aulica depende sustancialmente delas aportaciones naturales; en segundo lugar, la parte de generaci�on hidr�aulica que est�ain
uida por la carga (entra en momentos de alta demanda) es la determinista, la cualse ha eliminado de consideraci�on desde el momento que la distribuci�on de la carga se hamodi�cado con el descrestado de la mon�otona de cargas.



206 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoRepresentamos la potencia en fallo hidr�aulica Hf mediante su funci�on de densidad, lacual viene a ser:fHf (x) = 8>>>><>>>>: �K�1H0K�1 �H0K�2 si 0 < x < H0K�1 �H0K�2: : : �2H02 �H01 si H0K�1 �H02 < x < H0K�1 �H01�1H01 �H0 si H0K�1 �H01 < x < H0K�1 �H0 (11:6)La principal diferencia entre Hf y Pf es el car�acter continuo de aquella (continuo, enel sentido opuesto a discreto, que corresponde a Pf), que hace que la convoluci�on entreJn y la indisponibilidad de potencia hidr�aulica necesite de un procedimiento diferente.Tambi�en del uso de distribuciones continuas resulta una funci�on algo diferente que cuandos�olo se convolucionan distribuciones discretas. Pongamos como ejemplo el siguiente caso.La distribuci�on de la carga es una distribuci�on uniforme entre la potencia base Pminy la punta bP , y consideramos la convoluci�on sobre esta mon�otona de una distribuci�onsupuestamente perteneciente a una unidad t�ermica, y de otra distribuci�on que se suponeproviene de una unidad hidr�aulica, conK�1 bloques y capacidadm�aximaH=H0K�1�H0.Al no considerar la duraci�on del intervalo (que nos transformar��a los datos a unidades deenerg��a), suponemos las magnitudes resultantes como potencias. Los valores adoptadosson:{ bP=11,{ Pmin=5,{ P=H=4,{ q=0:15,{ K=4,{ los cuantiles de Hf : f0; 2; 8=3; 4g y{ �1 = �2 = �3 = 13.La Fig. 11.4 muestra c�omo son las funciones de �abilidad |aqu�� asimiladas a lasmon�otonas| de las variables implicadas. En trazo discontinuo, en a) y c), R(p) se cor-responde con la mon�otona de cargas, un segmento rectil��neo puesto que la densidad de lavariable es constante. En a), en trazo grueso aparece el resultado de la convoluci�on conla variable discreta (R(t(p)), mientras que en c) R(h(p) representa la convoluci�on con lavariable de bloques. b) y d) muestran respectivamente las funciones de probabilidad de Pfy Hf . Obs�ervese que R(t(p) est�a formada por segmentos rectil��neos, mientras que R(h(p)es una curva suave (diferenciable una vez, puesto que en realidad se compone de segmentoscuadr�aticos).Si hici�eramos el c�alculo de la potencia media con la que cada unidad contribuye asatisfacer la demanda obtendr��amos para la t�ermica 3.4, y para la hidr�aulica 2.222, difer-encia que se justi�ca evidentemente por la mayor posibilidad de la t�ermica para alcanzarpotencias altas.Es muy ilustrativo explicar el signi�cado de sumar la carga con la potencia en fallo.Tanto la demanda como la indisponibilidad de generar son claramente variables a lasque podemos asignar el mismo sentido, mientras que la generaci�on real recibe el sentido
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Figura 11.4 : El ejemplo de convoluci�on ilustrado. a) mon�otona de carga y resul-tado de convolucionar con la t�ermica. b) distribuci�on de probabilidadde Pf . c) mon�otona de carga y resultado de convolucionar con lahidr�aulica. d) distribuci�on de probabilidad de Hf .opuesto. Como toda compa~n��a el�ectrica est�a obligada a satisfacer la demanda de energ��a,�esta resulta igual a la aportada por las unidades que componen su parque de generaci�onm�as un probable resto que ha de importar a causa de eventual insu�ciencia de producci�ondel parque propio. La aportaci�on real (hablando en t�erminos de expectativa) de una unidades menor que su capacidad m�axima por la duraci�on Nh debido a dos factores:{ la unidad no puede generar siempre a m�axima capacidad, y{ en ocasiones la demanda es inferior a la capacidad disponibleA esta aportaci�on la llamaremos contribuci�on. Es muy importante conocer esta mag-nitud, pues resulta imprescindible para valorar el coste de producci�on de cada unidadt�ermica. M�as adelante comprobaremos que no hay que identi�car la contribuci�on con laesperanza de P o H, precisamente por el segundo de los factores citados anteriormente.11.3.2.1 Procedimiento de convoluci�on con variables de bloquesConviene partir de (11.3) expresada adecuadamente seg�un las variables que intervienenen el problema: f (n+1(u) = Z +1�1 fHf (w)f (n(u� w)dw (11:7)



208 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoJn es la suma de la carga L y la potencia en fallo de n unidades (supuestamentet�ermicas, aunque no es necesario hacer hip�otesis al respecto), representada en (11.7) medi-ante su funci�on de densidad f (n(�). Recordemos que esta funci�on es nula fuera del intervalodado por Pmin y bP +Pni=1 P i. En lo que respecta a Hf , se distribuye solamente entre 0y H ; por lo tanto, podemos deducir que la variable w debe respetar los siguientes l��mites:0 �w � HPmin �u�w � bP + nXi=1 P i = Psup ()u� Psup �w � u� PminEn consecuencia, puede verse que la integral anterior queda mejor expresada tomandola intersecci�on de los intervalos anteriores:f (n+1(u) = Z min(H;u�Pmin)max(0;u�Psup) fHf (w)f (n(u� w)dw (11:8)en el que se aprecia que los l��mites de integraci�on dependen de u.A continuaci�on, conoceremos como a y b los l��mites de la integral de (11.8); es decir,suponiendo �jado cierto u:{ a = max(0; u� Psup){ b = min(H;u� Pmin)Sea, adem�as, B el conjunto de valores formado por la uni�on de fa; bg y los cuantilesde Hf que caen dentro del intervalo (a; b). Expresado de otro modo:B = fa; bg [ fHf0i; 0 � i < K; a � Hf0i � bg= f�0; �1; : : : ; �Nj+1; tal que �0 < �1 < : : : < �Nj+1g...................................... ...................................................................................... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... .......... ................................................ ...................... .................. .. .. .. ................. .......... .................. .................................. wu-w ba�0�1 �2 �3 �4 �5 �6Figura 11.5 : Determinaci�on de B.En el ejemplo de la Fig. 11.5 observamos que, en esta situaci�on, el conjunto B estar��acompuesto por �0 (dado que es a en realidad), �6 (que es b), m�as cinco cuantiles quereciben la notaci�on de �1; : : : ; �5.Es evidente que la funci�on de densidad de Hf es constante en cada intervalo [�j�1; �j ],e igual a �kHfk ; el valor de k corresponde, en lenguaje llano, al del bloque que contieneel intervalo citado. A partir de ahora �j ser�a la densidad de la variable en el intervalo.



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 209Teniendo en cuenta que [a; b] es la uni�on disjunta de [�0; �1], [�1; �2], etc., resulta inmediatotransformar (11.8) en suma de varias integrales, con lo que se consigue:f (n+1(u) = NjXj=0�j Z �j+1�j f (n(u� w)dw = NjXj=0�j ��F (n(u� w)��j+1�j= NjXj=0�j ��F (n(u� �j+1) + F (n(u� �j)�= NjXj=0�j �1� F (n(u� �j+1)� 1 + F (n(u� �j)�= NjXj=0�j �R(n(u� �j+1)�R(n(u� �j)� (11:9)El resultado anterior es concluyente: para llevar a cabo la convoluci�on con una variablede K � 1 bloques s�olo es preciso sumar Nj +1 t�erminos; las integrales que en un principiointerven��an se han transformado. Como mucho, el n�umero de sumandos ser�a de K, quees la m�axima dimensi�on que puede alcanzar el conjunto B; podemos ver que el coste esbastante modesto, pues el n�umero de art��culos suele ser bajo.Podemos encontrar una di�cultad: qu�e ocurre si la variable Hf no tiene una funci�onde distribuci�on continua. En ese caso, como se explic�o en el cap��tulo 9, la densidad deprobabilidad en un punto |en el que se acumulan varios cuantiles| es in�nita y, portanto, se obtiene un �j igualmente in�nito que no tiene sentido considerar en (11.9).La soluci�on viene dada de acuerdo con el siguiente razonamiento. Supongamos que �es un punto de acumulaci�on; es decir, es un punto en el que la probabilidad de que Hf = �es estrictamente mayor que 0 (lo cual no ocurre nunca en las distribuciones de variablescontinuas). Llamamos � a dicha probabilidad Prob(Hf = �). El problema no se dar��asi esta probabilidad en vez de estar concentrada en un solo punto correspondiera a unaregi�on alrededor de �, por ejemplo, un intervalo [�; �+ "]. Si se supone un bloque de �area� sobre este intervalo, podemos determinar:Z �+"� �" f (n(u� w)dw = �" ��F (n(u� w)��+"� = �R(n(u� � � ") �R(n(u� �)"Imponiendo que " tiende a 0:lim"!0 �R(n(u� � � ") �R(n(u� �)" = � � f (n(u� �) (11:10)De aqu�� que, siempre que se d�e el hecho de que en un punto se acumulan varioscuantiles, podemos evaluar la probabilidad � correspondiente a tal punto (sumando losvalores de � respectivos), y usar (11.10) en el lugar oportuno de la expresi�on (11.9).Puede ser �util para la comprensi�on de esta parte el siguiente ejemplo. Sup�ongase que,con K=5, los cuantiles de Hf son: f0; 4; 5; 5; 8g. N�otese que Hf02 = Hf03, luego � = 5es un punto con acumulaci�on de probabilidad, con Prob(Hf = 5) = Prob(Hf02 � Hf �



210 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoHf03) = �3. Si tuvi�eramos que resolver la integral R 82 fHf (w)f (n(u � w)dw, en primerlugar hallar��amos: B = f2; 4; 5; 8gy la soluci�on correcta viene dada por:�14� 0 �R(n(u� 4) �R(n(u� 2)�+ �25� 4 �R(n(u� 5) �R(n(u� 4)�+�48� 5 �R(n(u� 8) �R(n(u� 5)�+ �3 � f (n(u� 5)11.4 C�alculo de la contribuci�onPara satisfacer la demanda a lo largo de un intervalo, la compa~n��a suministradora deelectricidad cuenta con tres fuentes principalmente:{ el parque t�ermico (incluyendo contratos){ el parque hidr�aulico{ la importaci�on de energ��aTanto para valorar los costes operacionales de las unidades propias como el coste de laenerg��a externa, es necesario efectuar una estimaci�on de la cantidad de energ��a media quecada unidad va a aportar. Por otro lado, aunque la energ��a de origen hidr�aulico carece decostes variables, veremos una manera de calcular la contribuci�on efectiva de la generaci�onhidr�aulica representada por una variable de bloques.11.4.1 Contribuci�on de una unidad t�ermicaEn nuestro modelo se ha hecho el supuesto de que el coste instant�aneo es una funci�onde tipo cuadr�atico, sin t�ermino independiente, tal como z1;up+ z2;up2. De hecho, aunqueno se exprese de forma generalizada, el c�alculo subsiguiente no se ve condicionado poresta suposici�on, y por otro lado tiene la ventaja de que, al no suponer proporcionalidadentre generaci�on y coste, permite exponer un m�etodo para encontrar el coste esperado deproducci�on diferente del com�un, basado normalmente en una relaci�on lineal entre la porci�onde la mon�otona correspondiente a cada unidad y el coste que supone tal generaci�on.Es importante recordar que toda unidad de generaci�on en funcionamiento debe fun-cionar hasta el punto exacto que la carga demandada le indique. Por esta raz�on, la potenciade una unidad no tiene porqu�e ser constante e igual a su capacidad m�axima, ya que endeterminados momentos es necesario hacer entrar una unidad para que complemente a lasunidades base, terminando de cubrir la carga.La variaci�on en la potencia de una unidad t�ermica queda recogida en la mon�otonade generaci�on. De esta manera queda destacada la importancia que tiene el orden dem�erito: una unidad ubicada en las primeras posiciones tiene grandes posibilidades degenerar siempre que est�e disponible a capacidad m�axima, pues muy probablemente suintervenci�on no baste para cubrir la demanda. L�ogicamente, estas posiciones son ocupadaspor las unidades que producen a menor coste. Las unidades que generan la energ��a a peorprecio quedan relegadas al �nal del orden de m�erito; un requisito para estas unidadessuele ser que los procesos de encendido y apagado sea r�apido y poco costoso, ya que



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 211presumiblemente �estas sean operaciones a realizar con frecuencia.Para averiguar la contribuci�on de una unidad n debe calcularse la diferencia entreP (n�1X y P (nX . Recordemos que P (nX signi�ca la p�erdida de carga media cuando disponemosde n unidades dando servicio. Evidentemente, con una unidad menos la p�erdida es mayor.La expresi�on de la contribuci�on ser��a, por de�nici�on:P (n�1X � P (nX = Z bP+YY R(n�1(u)du� Z bP+Y+PnY+Pn R(n(u)du (11:11)En esta ocasi�on hemos asumido que Y es la suma de las capacidades de las primerasn � 1 unidades, sin incluir por tanto a la n-�esima. De todas maneras, podemos eliminarel factor Y en los pasos intermedios que vamos a realizar mediante un cambio de variable:tomamos r(u) = R(n�1(u + Y ) y, por otro lado, modi�camos en (11.11) los l��mites deintegraci�on. Por �ultimo, teniendo en cuenta (11.5), observamos que R(n(�) puede serexpresado en t�erminos de R(n�1(�). Con todo ello, escribimos:P (nX = Z Pmin+PnPn ((1� qn)r(u) + qn)du+ Z bPPmin+Pn((1 � qn)r(u) + qn � r(u � Pn))du+ Z bP+PnbP qn � r(u � Pn)du= (1� qn)Z Pmin+PnPn r(u)du+ qn � Pmin + (1� qn)Z bPPmin+Pnr(u)du+qn Z bP�PnPmin r(u)du+ qn Z bPbP�Pnr(u)du= qn � Pmin + (1� qn)Z bPPn r(u)du+ qn Z bPPmin r(u)du= qn � Pmin + Z bPPn r(u)du+ qn Z PnPmin r(u)duN�otese que qn �Pmin y qn R PnPmin r(u)du son regiones adyacentes bajo la misma funci�on:esto signi�ca que podemos sumar las dos expresiones y reescribir el resultado como unt�ermino �unico: qn Z Pn0 r(u)du + Z bPPn r(u)du



212 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLa contribuci�on, en consecuencia, se expresar�a como:Z bP0 r(u)du� qn Z Pn0 r(u)du� Z bPPn r(u)du= Z Pn0 r(u)du � qn Z Pn0 r(u)du = (1 � qn)Z Pn0 r(u)du= (1� qn)Z Y+PnY R(n�1(u)duCalculemos a continuaci�on cu�al es el decremento sufrido por el valor esperado de lageneraci�on, rest�andole la contribuci�on de la unidad:(1 � qn)Pn � (1� qn)Z Y+PnY R(n�1(u)du = (1 � qn)Z Y+PnY (1�R(n�1(u))du= (1� qn)Z Y+PnY F (n�1(u)du ......................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... DecrementoContribuci�on.............................................. ................................................ .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. .. ................................ ................................................................ ...................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... pPn + YY(1� qn)R(n�1(p)
Figura 11.6 : Generaci�on de la �ultima unidad t�ermica convolucionada.El signi�cado del resultado �nal se interpreta f�acilmente con el esquema que muestrala Fig. 11.6. Tomemos la funci�on de �abilidad R(n�1(�) o la de distribuci�on F (n�1(�),indiferentemente (puesto que se trata de la misma �gura representada invertida o no).Consideremos el producto con la probabilidad de que la unidad se encuentre disponible1� qn, y el intervalo [Y; Y + Pn]. El rect�angulo comprendido en esta regi�on equivale a laproducci�on esperada de la unidad en el caso de que no se produzca una falta de carga. Enla �gura, vemos que este �area queda dividida en dos por la funci�on (1�qn)R(n�1(�), siendola inferior la que corresponde a la contribuci�on y la superior al decremento de potenciasobre lo esperado.Claramente, la contribuci�on de energ��a de la unidad t�ermica n es:E(n = Nh�P (n�1X � P (nX � = Nh(1� qn)Z Y+PnY R(n�1(u)duVale la pena recalcar que el resultado deducido es una manera alternativa de calcular



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 213la contribuci�on, y que no precisa de convolucionar la distribuci�on de Pfn con la de Jn�1.La demostraci�on aqu�� descrita tambi�en es diferente de la empleada por Bal�eriaux et al.,quienes ya se~nalaron en su art��culo [BAL�E67] esta notable interpretaci�on geom�etrica de lacontribuci�on.Un modelo que supusiera que los costes son proporcionales a la generaci�on s�olo deber��acalcular zn;1 � E(n. Un modelo no lineal debe evaluar este coste de una manera consider-ablemente m�as compleja. Llamamos C(n al coste derivado de la producci�on de la n-�esimaunidad t�ermica:C(n = (1� qn) � Z Nh�R(n�1(Y )Nh�R(n�1(Y+Pn) �z1;n(Pn�1(t) � Y ) + z2;n (Pn�1(t) � Y )2� dt+(1� qn) �Nh �R(n�1(Y + Pn)�z1;nPn + z2;nP 2n� (11:12)La no linealidad que consideramos puede expresarse diciendo que una hora de gen-eraci�on a potencia p MW supone un coste igual a z1;np+ z2;np2 unidades monetarias. Portanto, es necesario conocer la distribuci�on de las potencias de generaci�on de la unidad alo largo del intervalo. Podemos evaluarlas a trav�es de la funci�on Pn�1(�), que es comovamos a denotar a la funci�on inversa de la n� 1 -�esima mon�otona o, m�as precisamente, deNh � R(n�1(�). Dado un valor de t horas, Pn�1(t) retorna la m��nima potencia (carga m�aspotencia en fallo) presente en una duraci�on no superior a t. Cuanto mayor es t menor esesta potencia, y para t igual a la duraci�on de todo el intervalo la potencia obviamente esPmin. Podemos pensar que hay un tiempo t0 correspondiente a Y , y tambi�en un tiempot1 < t0 asociado con Y + Pn. Resulta trivial ver que:{ t0 = Nh �R(n�1(Y ){ t1 = Nh �R(n�1(Y + Pn)Para tiempos intermedios t, las potencias resultantes Pn�1(t) menos la capacidadacumulada Y retorna la potencia que la unidad n aporta; esta potencia es la necesariapara complementar a las n � 1 previas y satisfacer exactamente la demanda (por ello, esmenor que Pn). En (11.12) es el t�ermino que contiene la integral que se extiende a todaslas t entre t1 y t0. Para tiempos menores que t1, no basta con la contribuci�on de la n-�esima unidad: en consecuencia, la potencia que se considera es la m�axima. En (11.12) esel segundo t�ermino, que ya no precisa ser integrado puesto que la potencia es constante................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................ ........... ............................................................................................ ................................................................................................................................. ............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................... .................................................................... ..................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................t1t0Nh �R(n�1(p)
Y pPn + YFigura 11.7 : Evaluaci�on del coste de una unidad t�ermica. La ilustraci�on muestrac�omo se interpretan t0 y t1.



214 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoLa Fig. 11.7 puede aclarar bastante acerca de la interpretaci�on anterior. Obs�ervesela presencia de una regi�on de forma irregular y la de otra de forma rectangular.De manera similar, es posible calcular el coste que supone la energ��a importada deotras compa~n��as. Para ello hay que considerar la cola de la funci�on de �abilidad de lacarga y la potencia en fallo de todas las unidades:CX = Z Nh�R(Nu+1(Y )0 �z1;X(PNu+1(t) � Y ) + z2;X (PNu+1(t) � Y )2� dt (11:13)donde ahora Y = NuXi=1 P i +H.11.4.1.1 Conclusi�onSi se dispone de un parque de unidades t�ermicas sin m��nimos t�ecnicos ni limitaci�on decombustible para satisfacer una determinada demanda a lo largo de un intervalo, el costeesperado total viene expresado por el siguiente c�alculo:Ctotal = NuXn=1C(n + CX11.4.2 Contribuci�on de una unidad hidr�aulicaDespu�es de haber visto c�omo se calcula la distribuci�on de la suma de Jn con unavariable de bloques (Hf), a continuaci�on se estudia la manera de hallar la contribuci�onefectiva de potencia de una unidad hidr�aulica que se incluye tras n unidades t�ermicas.En este apartado, cuando empleemos la notaci�on \n + 1" nos estaremos re�riendo a laconvoluci�on de la carga con la potencia en fallo de las primeras n t�ermicas y una hidr�aulica,en este orden.En primer lugar, se de�ne una expresi�on auxiliar Z que ser�a �util para encontrar laexpresi�on de la contribuci�on:Z = Z bP+Y+HPmin (u� Y �H)f (n+1(u)duPuede precisarse que Z es en realidad la esperanza de Jn+1 menos la suma de las n+1capacidades.La funci�on de densidad de probabilidad f (n+1(u), que aparece en (11.9):NjXj=0�j �R(n+1(u� �j+1) �R(n+1(u� �j)�es, en general, una expresi�on bastante complicada; �unicamente si K=2 se trata de un casosu�cientemente simple como para permitir su an�alisis. En esa situaci�on, podemos apreciarque B (v�ease x11.3.2.1) siempre tiene s�olo dos valores, �0 y �1. Concretamente, seg�un



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 215(11.8), �0 puede valer 0 o u� bP �Y , y �1 es u�Pmin o H , dependiendo de cu�anto valga u.Si K es mayor que 2, las complicaciones que se originan proceden de la dimensi�on variablede B. ............................................................................................................................................................................................................................................................ ............................................................................................................................................................................................................................................................ ..................................................... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... .............. ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ....... ...................................0Hf0K�1 Pmin ubP+Y+HHf01Hf0K�2 Pmin+H bP+YFigura 11.8 : Regi�on de trabajo para convolucionar con una variable de K � 1bloques.La Fig. 11.8 puede ayudar a la comprensi�on de esta idea. Tenemos un eje por dondese mueve una variable independiente u. Las dos l��neas continuas oblicuas son rectas quese corresponden con las ecuaciones antes mencionadas, u�Pmin y u� bP � Y de izquierdaa derecha. En la dimensi�on de la ordenada vemos que las rectas est�an comprendidas entre0 y H. Suponiendo que K=2, para encontrar los l��mites de integraci�on a usar para unau dada basta con tomar los puntos de intersecci�on de la �gura romboidal con una l��neavertical levantada sobre el punto u. Conocidos estos l��mites, se integra sobre una funci�ondeterminada. Suponiendo K > 2, la diferencia estribar��a en que se atraviesa un n�umerovariable de cuantiles de Hf , lo cual signi�ca que cambia la densidad de probabilidad de lavariable �j y, por tanto, la funci�on que se est�a integrando.Como se aprecia en la �gura, la posici�on de la intersecci�on entre las citadas rectasy los cuantiles de Hf sirve para particionar el segmento de u comprendido entre Pmin ybP +Y +H . Por ejemplo, si Pmin+H es menor que bP + Y , se dar��a la siguiente partici�on:{ (Pmin; Pmin +Hf01),{ (Pmin +Hf01; Pmin +Hf02), : : : ,{ (Pmin +Hf0K�2; Pmin +H),{ (Pmin +H; bP + Y );{ ( bP + Y; bP + Y +Hf01);{ ( bP + Y +Hf01; bP + Y +Hf02); : : : ,{ ( bP + Y +Hf0K�2; bP + Y +H)Esta opci�on se puede ilustrar con el esquema de la izquierda de la Fig. 11.9, mostrandouna variableHf conK=5. Su caracter��stica m�as elemental es que es f�acil de formular, puesel se~nalado requisito obliga a un �unico orden de los puntos que determinan la partici�on:siempre un punto Pmin+Hf0j es inferior a cualquier otro bP +Y +Hf0k. Si no es as�� (comoen la �gura de la derecha), estos puntos se mezclan entre s��, de modo que intentar unadescripci�on general ser��a algo m�as complejo. De todos modos, a pesar de sus diferenciasformales, se trata de dos casos que no precisan de distinci�on en la pr�actica.Probemos que ambos casos son en realidad el mismo. Para ello, obs�ervese que la regi�onde trabajo con forma de paralelogramo se compone de tres tipos de super�cies delimitadas
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bP + Y
Pmin +H bP+Y+HHf01Hf02Figura 11.9 : Regi�on de trabajo dependiendo de si Pmin +H < bP + Y .por los cuantiles y las l��neas oblicuas:A) �Areas rectangulares (marcadas con un s��mbolo �)B) �Areas triangulares (o trapezoidales), con la diagonal por encimaC) �Areas triangulares (o trapezoidales), con la diagonal por debajoLas �areas de la clase B son las que est�an bordeadas por la recta u � Pmin; las de laclase C limitan con la recta u � bP � Y . Un rect�angulo siempre est�a acotado por un parde cuantiles Hf0i�1 y Hf0i, que podemos asociar respectivamente con un par �j y �j+1.Retomando la expresi�on (11.9), un sumando cualquiera puede ser reescrito de una de lassiguientes maneras:A) �0iHf i (F (n(u�Hf0i�1)� F (n(u�Hf0i))B) �0iHf i F (n(u�Hf0i)C) �0iHf i (1� F (n(u�Hf0i))Consid�erese en el paso anterior lo siguiente: 1) F (n(u� (u�Pmin)) = F (n(Pmin) = 0,2) F (n(u � (u � bP � Y )) = F (n( bP + Y ) = 1. Aplicando estas subexpresiones al primercaso, es posible de�nir completamente f (n+1(u) de la manera siguiente:� si Pmin+Hf0j�1 � u � Pmin +Hf0j ! �i = Hf0i; i = 0 : : : j � 1; �j = u� Pmin !f (n+1(u) = j�1Xi=1 �0iHf i (F (n(u�Hf0i�1) � F (n(u�Hf0i)) + �0jHf j F (n(u�Hf0j�1)� si Pmin+H � u � bP + Y ! �i = Hf0i; i = 0 : : : K � 1 !f (n+1(u) = K�1Xi=1 �0iHf i (F (n(u�Hf0i�1) � F (n(u�Hf0i))� si bP + Y+Hf0j�1 � u � bP + Y +Hf0j ! �0 = u� bP � Y; �i+1�j = Hf0i; i = j : : :K � 1!f (n+1(u) = �0jHf j (1 �F (n(u�Hf0j) +K�1Xi=j+1 �0iHf i (F (n(u�Hf0i�1) � F (n(u�Hf0i))



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 217Si resultara que Pmin + H fuera mayor que bP + Y , la reescritura de f (n+1(u) ser��aalgo m�as complicada; de cualquier modo, es posible hacerlo y para ello se utilizar��an lasmismas formas que aparecen sobre estas l��neas, atendiendo a una ordenaci�on de los puntosm�as complicada que la expuesta.Como hemos visto, f (n+1(u) interviene en la expresi�on de Z de�nida con anterioridad.Es decir, Z puede escribirse en t�erminos de las �areas A, B y C, donde cada clase de �areaorigina una parte de la nueva expresi�on de Z, tal como se indica a continuaci�on:A) ! K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0i�1Pmin+Hf0i (u�H � Y ) �0iHf i �F (n(u�Hf0i�1)� F (n(u�Hf0i)� du(11:14).aB) ! K�1Xi=1 Z Pmin+Hf0iPmin+Hf0i�1(u�H � Y ) �0iHf iF (n(u�Hf0i)du (11:14).bC) ! K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0ibP+Y+Hf0i�1(u�H � Y ) �0iHf i �1� F (n(u�Hf0i)� du (11:14).c(11.14)a-c resulta ser una descomposici�on de Z (equivale a la suma de los tres t�erminos).Podemos distinguir en el desarrollo de las integrales anteriores unas estructuras concretas(no asociadas biun��vocamente con las clases A, B y C), que se pueden presentar como:1) Z (u�H � Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i�1)du, (con signo positivo).2) Z (u�H � Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i)du, (con signo negativo).3) Z (u�H � Y ) �0iHf i du, (siempre con signo positivo).Por tanto, tomando como referencia estas tres clases de integrales, podemos hallarotra manera diferente de reescribir Z:Z =K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0i�1Pmin+Hf0i�1 (u�H � Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i�1)du�K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0iPmin+Hf0i (u�H � Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i)du+K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0ibP+Y+Hf0i�1(u�H � Y ) �0iHf i du (11:15)A los t�erminos de (11.15) |que aparecen en respectivas l��neas| los llamaremos deahora en adelante \clase 1", \clase 2" y \clase 3". Los de las clase 1 y 2 pueden serligeramente modi�cados:Z bP+Y+Hf0i�1Pmin+Hf0i�1 (u�H�Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i�1)du = Z bP+YPmin (u�H�Y+Hf0i�1) �0iHf iF (n(u)du



218 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoZ bP+Y+Hf0iPmin+Hf0i (u�H � Y ) �0iHf i F (n(u�Hf0i)du = Z bP+YPmin (u�H � Y +Hf0i) �0iHf iF (n(u)duAhora hemos conseguido que ambas clases se puedan escribir sin referencias a lavariable Hf en los l��mites de la integral, ni en el argumento de la funci�on de distribuci�onF (n(�). M�as a�un, puesto que se ha conseguido identi�car los l��mites de sendas integrales,es inmediato uni�car las clases 1 y 2 en una sola, obteniendo una expresi�on mucho m�assimple:Z = K�1Xi=1 Z bP+YPmin (�Hf i) �0iHf iF (n(u)du+ K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0ibP+Y+Hf0i�1(u�H � Y ) �0iHf i duresultado consecuencia de haber simpli�cado (u�H � Y +Hf0i�1)� (u�H � Y +Hf0i)en (�Hf i). Obviamente, la primera integral (lo que queda de las clases 1 y 2, puestoque la tercera clase permanece todav��a invariable), se va a simpli�car m�as, al hacerseindependiente la integral propiamente dicha del operador sumatorio:�K�1Xi=1 �0i Z bP+YPmin F (n(u)du = (�1)Z bP+YPmin F (n(u)du = � bP � P (nX + Z YPmin F (n(u)du!(11:16)
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Figura 11.10 : Esquema para la soluci�on de R F (n(u)du. a) Y > Pmin. b)Y < Pmin.Con la ayuda de la Fig. 11.10 puede interpretarse este resultado: contemplamos dosposibilidades, seg�un sea Y mayor (a) o menor (b) que Pmin. En cualquier caso, vemos que
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eja, con signo negativo, el �area que queda por debajo de la funci�on F (n(�) hastael punto bP + Y .Ahora se estudiar�a el t�ermino de la llamada clase 3. Una transformaci�on similar dalugar a: K�1Xi=1 Z bP+Y+Hf0ibP+Y+Hf0i�1(u�H � Y ) �0iHf i du = K�1Xi=1 Z bP+Hf0i�HbP+Hf0i�1�H u �0iHf i du (11:17)Para llegar a una interpretaci�on simple de (11.17), hemos de apreciar que la expresi�onobtenida tiene la misma estructura que la esperanza matem�atica de una cierta variable debloques por determinar; para constatar esto, puede compararse con la expresi�on general(3.6) y (3.7). A trav�es de los diferentes valores que adopta i se encuentra que los cuantilesde esta variable son:{ bP �H{ bP �H +Hf01{ ...{ bPLlamaremos U a esta variable. No es muy dif��cil veri�car que U es una traslaci�on deHf , concretamente U = Hf + bP �H . Adem�as, ten��amos que Hf = H �H: por tanto,deducimos que U = bP �H y, �nalmente, que (11.17) es igual a bP �E[H].Resumiendo, hemos llegado a concluir que Z equivale a:Z = bP �E[H] � bP � P (nX + Z YPmin F (n(u)du! = P (nX � E[H]� Z YPmin F (n(u)duPuesto que:P (n+1X = Z bP+Y+HY+H (u� Y �H)f (n+1(u)du = Z � Z Y+HPmin (u� Y �H)f (n+1(u)duse sigue que la contribuci�on de una unidad hidr�aulica es:P (nX � P (n+1X = P (nX � P (nX + E[H] + Z YPmin F (n(u)du+ Z Y+HPmin (u� Y �H)f (n+1(u)du= E[H] + Z YPmin F (n(u)du+ Z Y+HPmin (u� Y �H)f (n+1(u)du11.4.2.1 Conclusi�onA�un podemos ir un poco m�as all�a observando ciertos casos particulares. Por ejemplo,si Y +H es menor que Pmin (esto en la pr�actica supone que la unidad hidr�aulica se posicionaentre las primeras unidades), la contribuci�on a la carga es exactamente la potencia mediade generaci�on de la unidad, ya que las integrales que aparecen en la expresi�on �nal seanulan.



220 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoOtro caso en el que conviene detenerse ocurre si se da que Y + H � Pmin peroY < Pmin; la contribuci�on se escribir��a:E[H]� Z Y+HPmin (Y +H � u)f (n+1(u)du = E[H]� Z Y+HPmin F (n+1(u)duN�otese que el cambio de signo proviene de la inversi�on de u� Y �H por Y +H � u,a �n de contar con un componente positivo en el argumento de la integral. Esta formaprueba que en este caso la contribuci�on sufre de una cierta mengua respecto la generaci�onde potencia esperada. Por �ultimo, cuando Y � Pmin, nos queda la expresi�on general:E[H] + Z YPmin F (n(u)du� Z Y+HPmin F (n+1(u)du (11:18)la cual da lugar a una interesante conclusi�on: la contribuci�on es la generaci�on afectada porun incremento y por un decremento de potencia. El decremento procede claramente delposible d�e�cit de carga que repercute en las n unidades primeras m�as la unidad hidr�aulica.El incremento se re�ere a una p�erdida de carga atribuible a la falta de capacidad de las nunidades, recuperada parcialmente por la intervenci�on de la unidad hidr�aulica.Queda una �ultima conclusi�on, de car�acter m�as general. Mientras que para unidadest�ermicas se cuenta con dos maneras posibles de calcular la contribuci�on, a partir de lamon�otona de generaci�on o seg�un (11.11), una unidad hidr�aulica no tiene equivalente atrav�es de la mon�otona. La cuesti�on pendiente es si se puede encontrar una de�nici�onapropiada de mon�otona de generaci�on cuando interviene una unidad hidr�aulica, aunquesin duda no es una cuesti�on de peso puesto que el problema principal, que es determinarla contribuci�on, ya est�a resuelto.11.5 Ejemplo pr�acticoEsta secci�on va a servir para introducir un caso simple que ser�a �util para re
ejar losresultados anteriores y poder ilustrarlos con un resultado num�erico. Por ello, se van ahacer las siguientes hip�otesis:{ F (n(u) = (u� Pmin)2{ el dominio efectivo de u es [Pmin; Pmin + 1]; as��, vemos que Y < 1{ K = 2 (Hf sigue una distribuci�on uniforme){ H0 = 0La convoluci�on de Jn y Hf da lugar a:f (n+1(u) =8>>>>>>><>>>>>>>: (u� Pmin)2H ; si Pmin � u � min(Pmin +H;Pmin + 1)2 (u� Pmin) �H; si Pmin +H � u � Pmin + 11H ; si Pmin + 1 � u � Pmin +H1H (1� (u�H � Pmin)2); si max(Pmin +H;Pmin + 1) � u � Pmin +H + 1



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 22111.5.1 C�alculo del decrementoSe de�ne � como el decremento de potencia sobre la generaci�on media, es decir, ladiferencia entre E[H] y la contribuci�on esperada a cargo de la unidad hidr�aulica:� = Z Y+HPmin F (n+1(u)du� Z YPmin F (n(u)duEn el caso que Y < Pmin < Y +H :� = Z Y+HPmin F (n+1(u)du = (H + Y � Pmin)412HClaramente, el decremento es 0 si la capacidad conjunta de las n+1 unidades igualaa la potencia m��nima. Es interesante observar que si la capacidad hidr�aulica aumenta,a causa del exponente de cuarto grado presente en la expresi�on precedente, se esperainicialmente un peque~no incremento de � de potencia.Sup�ongase a continuaci�on que la capacidad Y de las n unidades excede de Pmin. Debedistinguirse entre:a) H � bP , tomando bP como Pmin + 1� Y .b) bP � H � 1c) H � 1, o de manera equivalente, Pmin + 1 � Pmin +HEstas tres hip�otesis pueden reescribirse como sigue:a) Pmin +H � Y +H � Pmin + 1b) Pmin +H � Pmin + 1 � Y +Hc) Pmin + 1 � Y +H � Pmin +HContinuaremos el ejemplo calculando para cada uno de los tres casos el valor de �,teniendo en cuenta que es inmediato hallar el t�ermino com�un a todos ellos:Z YPmin F (n(u)du = (Y � Pmin)33 (11:19)11.5.1.1 Caso a)En primer lugar, se puede determinar que:Z Y+HPmin F (n+1(u)du = Z Pmin+HPmin F (n+1(u)du+ Z Y+HPmin+H F (n+1(u)du= H312 + Y � Pmin6 �(Y +H � Pmin)2 + (Y +H � Pmin)(Y � Pmin) +H2�



222 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoHaciendo la diferencia con (11.19) obtenemos:� = H12 �H2 + 2(Pmin � Y )(3(Pmin � Y ) � 2H)� (11:20)lo cual es una expresi�on de signo positivo, por tanto, acorde con la a�rmaci�on de que lacontribuci�on es menor que la potencia generada correspondiente a H.11.5.1.2 Caso b)Operando con el primer t�ermino del decremento nos llevar��a a:Z Y+HPmin F (n+1(u)du = Z Pmin+HPmin F (n+1(u)du+Z Pmin+1Pmin+H F (n+1(u)du+Z Y+HPmin+1 F (n+1(u)du= H312 + 1�H6 �H2 �H + 2�+�H3�3H2+9H�3+(H(H�2+Pmin�Y )�5)(Pmin�Y )�(Pmin � Y )2 + (Pmin � Y )3�(H � 1� Pmin + Y ) 112H= 14H � 23 + H2 +� 23H � 1�Pmin + P 2min2H � P 4min12H +�1� 23H � PminH + P 3min3H �Y +� 12H � P 2min2H �Y 2 + PminY 33H � Y 412HDe aqu�� que el decremento resulte ser:� = 14H � 23 +H2 +� 23H � 1�Pmin+ P 2min2H + P 3min3 � P 4min12H +�1� 23H � PminH � P 2min+P 3min3H �Y +� 12H + Pmin � P 2min2H �Y 2 +�Pmin3H � 13�Y 3 � Y 412H == 3� 8H + 6H2 � 8(Y � Pmin) + 12H(Y � Pmin)12H ++6(Y � Pmin)2 � 4H(Y � Pmin)3 � (Y � Pmin)412HEs interesante comprobar que esta expresi�on y la que aparece en (11.20) son funcionesen H continuas en el punto de uni�on, H = Pmin� 1� Y , en donde ambas dan como valorde decremento:(1 + Pmin � Y ) �1� 2Pmin + 3P 2min + 2Y � 6PminY + 3Y 2�12Por otro lado, se puede advertir que la expresi�on de � puede escribirse en t�erminos deY �Pmin (y esto es cierto para los casos a) y c) tambi�en). Esto nos hace ver que la variable\exceso de capacidad sobre la potencia m��nima" es una variable de gran importancia, m�as



11 AN�ALISIS DE LA CONVOLUCI�ON CON UNIDADES HIDR�AULICAS 223que las mismas Y y Pmin por s�� mismas. Llamaremos W a este t�ermino: W = Y � Pmin,haciendo notar nuevamente que W siempre es positiva. Entonces, � queda como:3� 8H + 6H2 � 8W + 12HW + 6W 2 � 4HW 3 �W 412H (11:21)Teniendo en cuenta que Y < 1;H � 1 y H � 1 �W , puede constatarse que � espositivo en todo el dominio correspondiente a este caso.11.5.1.3 Caso c)Por �ultimo, vemos el caso con mayor capacidad hidr�aulica, H � 1:Z Y+HPmin F (n+1(u)du = Z Pmin+1Pmin F (n+1(u)du+ Z Y+HPmin+1 F (n+1(u)du= H4 � 4H3 + 12H2 � 12H + 4 + 12H(Y � Pmin)12H �� (Y � Pmin)4 + 6(Y � Pmin)2 � 8(Y � Pmin)12HCombinando este t�ermino con (11.19), tenemos que � es:4 + 12H(H � 1) � 4H3 +H4 + (12H � 8)(Y � Pmin)12H ++6(Y � Pmin)2 � 4H(Y � Pmin)3 � (Y � Pmin)412H= 4 + 12H(H � 1)� 4H3 +H4 + (12H � 8)W + 6W 2 � 4HW 3 �W 412H (11:22)que, para el caso de H = 1, obtiene:�W 4 � 4W 3 + 6W 2 + 4W + 112El mismo resultado que si evaluamos (11.21) en H = 1, con lo que se veri�ca que eldecremento es una expresi�on continua para todo valor de H . Las expresiones (11.21) y(11.22) di�eren entre s�� por un t�ermino igual a:(H � 1)4Hcon lo que comprobamos no s�olo que el decremento en el caso c) es todav��a mayor que en elcaso b) |lo cual es l�ogico| sino que adem�as � aumenta con gran velocidad, una pruebade que una gran capacidad hidr�aulica puede tener un aprovechamiento muy pobre.Finalmente, se muestra la representaci�on gr�a�ca de unos casos concretos. Las tresfunciones representadas en la Fig. 11.11, respecto a la capacidad hidr�aulica H, son: la
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Figura 11.11 : Comparaci�on de la generaci�on esperada con la contribuci�on: (1)asumiendo W=-0.2, (2) asumiendo W=0.2. En el eje de abcisasaparece H .esperanza de la generaci�on (H=2), en forma de una recta; la contribuci�on suponiendo uncaso en el que Y es menor que la carga m��nima, exactamente Y = Pmin � 0:2 (este casoest�a se~nalado con el n�umero 1); la contribuci�on suponiendo que Y = Pmin + 0:2 (n�umero2). Obs�ervese que el caso (1) no se separa en exceso de la generaci�on esperada, es decir,el decremento � correspondiente es moderado, incluso insigni�cante hasta la mitad de laescala considerada. Ello se debe a que el margen de carga W presente en el caso permiteobtener un buen uso de la generaci�on, incluso con capacidades relativamente elevadas. Sinembargo, en el caso (2), la contribuci�on se aleja notablemente de la expectativa de gen-eraci�on, a causa de que la carga es preferentemente atendida por las unidades precedentesy se da un uso bajo de la generaci�on hidr�aulica. Todo ello constituye un argumento m�asque rea�rma la idea de que el lugar natural para la hidrogeneraci�on en el orden de m�eritoes el primero.



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 225
CAP�ITULO 12OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI�ON12.1 Introducci�onAunque el tema de la optimizaci�on de la hidrogeneraci�on ha aparecido en otroscap��tulos anteriores |una formulaci�on inicial en el cap. 2, un planteamiento de partidaexpuesto en el cap. 7, y unas propuestas para el c�alculo de la esperanza de la generaci�onen el cap. 8|, el t��tulo resulta apropiado para el contenido que se presenta en �este. Enprimer lugar, porque est�a dedicado a la explicaci�on de un nuevo modelo para la resoluci�ondel problema que nos ocupa, basado en la t�ecnica de convoluci�on de unidades de gen-eraci�on hidr�aulica desarrollada en el cap. 11. En segundo lugar, porque los resultadoscomputacionales obtenidos demuestran que se trata de una alternativa al primer m�etodomultiart��culo, con resultados m�as robustos y mejores tiempos de ejecuci�on en la obtenci�ondel �optimo.B�asicamente, el m�etodo consiste en hallar una funci�on de coste probable de producci�on(CPP) que, a diferencia del enfoque dado por Viramontes y Hamilton [VIRA78], no de-pende de la esperanza de G sino que, asumiendo que la generaci�on hidr�aulica se distribuyecomo una variable de bloques, viene dada en funci�on de los cuantiles de G. Este cam-bio supone algunos cambios importantes en la implementaci�on primitiva aunque, debidoal hecho de seguir asumiendo la hip�otesis de la distribuci�on de G, se conserva la estruc-tura original. En el cap��tulo se dedica igualmente un espacio para la explicaci�on de unprocedimiento para estimar la nueva funci�on de CPP.Finalmente, a trav�es de ejemplos resueltos, se eval�uan los resultados obtenidos. Igualque en el caso anterior, se han efectuado pruebas de simulaci�on de las pol��ticas, mediantelas cuales se pretende valorar la efectividad del m�etodo. Tambi�en se han generado apartir de los mismos datos funciones de CPP seg�un el m�etodo de Viramontes y Hamilton,obteni�endose soluciones sensiblemente diferentes.12.2 ModeloEn el planteamiento del problema que se quiere abordar encontramos las mismascondiciones que las consignadas anteriormente: se tiene una cuenca hidr�aulica que daorigen a una red de embalses y arcos por los que 
uye el agua (algunos de los cuales son degeneraci�on, es decir, llevan asociados una turbina y un generador). El periodo de tiempo



226 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazode estudio se divide en intervalos y, por tanto, la red original se replica temporalmentedando lugar a los arcos de almacenamiento para cada embalse e intervalo. Tenemos unasaportaciones naturales aleatorias que alimentan la red en cada embalse a lo largo de todoel periodo. Tambi�en se dispone de la informaci�on del parque t�ermico, al que la generaci�onhidr�aulica complementa, y de la carga de potencia; con ello se deriva una funci�on que apartir de la generaci�on producida en la cuenca obtiene el valor del decremento en el costede producci�on consecuencia de la contribuci�on del parque hidr�aulico. Los s��mbolos quedenotan las magnitudes que intervienen ser�an los mismos que ya aparec��an en los pasadoscap��tulos.12.2.1 Funci�on de coste probable de producci�onComo se ha comentado en la introducci�on, el cambio principal consiste en la sustituci�onde la funci�on objetivo. La expresi�on (7.7):E[C] � 	(X;V ) = E" NiXi=1 �1;iGi(X;V ) + �2;iG2i (X;V )#= NiXi=18<:�1;iX8a E[Gi;a(X;V )] + �2;iE24 X8a Gi;a(X;V )!2359=;es una expresi�on que acaba siendo funci�on de la esperanza de la generaci�on (y de la gen-eraci�on al cuadrado), pero sin que la forma de la distribuci�on intervenga directamente; dehecho, el t�ermino cuadr�atico, relacionado con la variancia, afecta ligeramente al resultado�nal, pero su in
uencia es de poco peso.Como ya se expuso en su momento, se considera que la generaci�on posee las carac-ter��sticas de una variable de bloques. Es por esto que podemos hablar de unas magnitudesG0i (X;V ); G01i (X;V ); etc., las cuales conocemos como cuantiles de la generaci�on en el in-tervalo i. Aunque se sabe que estos valores proceden del c�alculo que las relaciona con loscuantiles de la descarga y el volumen, tal como queda patente en (7.4), (7.5) y (7.6), deahora en adelante prescindiremos de la notaci�on tipo Gi(X;V ) para escribir solamente Gi.Exactamente del mismo modo podemos entender la distribuci�on de H, ya que se concibecomo la variable generaci�on dividida por la duraci�on del intervalo.Se rede�ne el coste probable de producci�on como la siguiente funci�on cuadr�atica re-specto la potencia hidr�aulica media:	(X;V ) = NiXi=1 �12 H 0i �Qi �Hi +Bi0 �H i� (12:1)donde:{ H i signi�ca el vector formado por los cuantiles de Hi: (H0i ;H01i ; : : : ;H0K�1i )



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 227{ Qi es una matriz sim�etrica: 0B@ qi1;1 : : : qi1;K... . . . ...qi1;K : : : qiK;K 1CA{ Bi es un vector: 0B@ bi1...biK 1CALos (K2+3K)=2 par�ametros que intervienen para cada intervalo deben ser estimadosmediante un procedimiento descrito m�as adelante.Suponiendo conocidas las derivadas de la potencia respecto las variables independi-entes del problema, tal como puede encontrarse en [NAB88], el c�alculo del gradiente de	(�) resulta sencillo: @	@x = �Qi �H i +Bi� @Hi@x12.2.1.1 Consideraciones sobre el concepto de potenciaEn la funci�on 	(�) se hace uso de la variableH (potencia hidr�aulica), lo cual se explicapor el hecho de que en la convoluci�on es necesario utilizar una variable con signi�cado depotencia. Sin embargo, 	(�) se mide con unidades de coste, lo cual implica un gasto oahorro de energ��a, es decir, una generaci�on durante un lapso de tiempo.Como se explica en el cap. 11, la separaci�on de los conceptos de energ��a y potenciahidr�aulica no queda bien de�nida en nuestro modelo. Exceptuando la parte determinista,la diferenciaci�on entre una y otra se reduce a un cambio de escala a trav�es de la duraci�ondel intervalo. Por ello, el car�acter estoc�astico de la potencia no est�a su�cientemente bienplasmado.Por ello, el sentido que adquiere en este cap��tulo el concepto de potencia es muycercano al de generaci�on. Las variables independientes del modelo son descargas producidasa lo largo de un intervalo y, por ello, implican s�olo producci�on de energ��a. Debe entenderseque el uso del t�ermino \potencia" en el texto es en ocasiones equiparable al de \energ��a"porque impl��citamente supone que se aplica a un intervalo de tiempo. Su signi�cado comopotencia instant�anea es reemplazado entonces por el de potencia media. A pesar de ello,por coherencia con la notaci�on empleada, prevalecer�an las referencias como \potencia".12.2.2 Restricciones de potencia y energ��aDe modo independiente al cambio de la funci�on objetivo, se ha considerado incluirlimitaciones a la potencia y a la generaci�on hidr�aulicas. La restricci�on de potencia seescribe como: Ph �1� euiG0i�+ �H0K�1i �H0i � � Ph i = 1 : : : Ni (12:2)



228 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazodonde:{ P h es la capacidad m�axima del parque hidr�aulico{ ui es un coe�ciente negativo relacionado con la generaci�on determinista............................................... .. .. .. .. .. .. . .. .. .. .. .. .. .. .. .. . . .. .. .. .. . . .. .. .. . ...............................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................................0P hP 0 (MW) G0 (MWh)Figura 12.1 : Modelo exponencial de la potencia determinista P 0 deducida deldescrestado de G0.La expresi�on de la izquierda de (12.2) se compone de dos t�erminos que se interpre-tan seg�un corresponda a la potencia de origen determinista o a la de origen estoc�asticorespectivamente. Recordemos que la generaci�on determinista es dejada de consideraci�ontras la operaci�on de descrestado de la mon�otona de carga (la Fig. 10.3 puede servir paracomprobar el efecto de esta operaci�on). El descrestado se desarrolla principalmente en losmomentos de punta de carga, y por ello da lugar a un consumo de la capacidad hidr�aulicadisponible de forma no uniforme: describiendo someramente lo que suele ser una situaci�ontipo de este tipo de operaci�on, durante un lapso de tiempo se pone en funcionamiento unagran parte de la capacidad P h, y durante una cierta porci�on del intervalo no se utilizageneraci�on de este origen. La parte de la capacidad hidr�aulica que en el plazo de un inter-valo |y, por tanto, no de naturaleza puntual| se atribuye al empleo de G0i se modelizacon una funci�on exponencial; la Fig. 12.1 muestra un gr�a�co con la representaci�on de lafunci�on empleada, en donde se entiende que P 0 es igual a P h �1� euiG0i�. El coe�cienteui que interviene en el exponente se escoge de manera que el crecimiento de la funci�on nosea excesivamente brusco, lo que decrementar��a demasiado la capacidad disponible parala generaci�on estoc�astica, que se representa en el segundo t�ermino. Esta parte es la queinterviene a trav�es de la convoluci�on de la potencia en fallo hidr�aulica con la carga y la in-disponibilidad de las unidades del parque t�ermico. El segundo t�ermino es igual al cocienteG0K�1i �G0iNhi , y da una estimaci�on de la potencia que podr��amos denominar indeterminista.Por otra parte, en casos en que la potencia hidr�aulica instalada sea muy grande com-parada con la carga que se presenta, es necesario incluir limitaciones contra la posibilidadde una excesiva hidrogeneraci�on en alg�un intervalo. Por ello, en tales casos se puedeconsiderar la presencia de restricciones como:Nhi �H0K�1i � bEi i = 1 : : : Ni (12:3)donde Nhi signbi�ca duraci�on en horas del i-�esimo intervalo.



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 22912.2.3 Formulaci�onLa formulaci�on completa del modelo queda como sigue:minX=fD;V g NiXi=1�12 Hi(X)0 �Qi �H i(X) +Bi0 �Hi(X)� (12:1)s:t: AXk = Rk k = 0; : : : ;K � 1 (12:4)Xk � Xk � Xk k = 0 : : : K � 1 (12:5)K�1Xk=0 Xk � T (12:6)H0K�1i (X) �H0i (X) � P h � euiNhiH0i (X) � 0;i = 1 : : : Ni (12:7)Nhi �H0K�1i (X) � bEi; i = 1 : : : Ni (12:3)El vector de variables X comprende no s�olo las variables principales del problema,descargas y vol�umenes (D y V ), sino tambi�en aquellas otras que podr��an intervenir de-tallando partes de la cuenca hidr�aulica como vertidos, trasvases o bombeos, que en estaformulaci�on se omiten por simplicidad. A su vez, el vector de descargas D comprende losvalores Dki;j : variable de descarga para el intervalo i, arco j, art��culo k, y lo mismo seaplica a las dem�as variables. La restricci�on (12.4) se re�ere al balance de 
ujos en cadanodo de la red (donde la matriz A expresa la topolog��a de la red hidr�aulica y Rk es unvector con las inyecciones del art��culo correspondiente). (12.5) representa cotas inferioresy superiores para las variables, y (12.6) la restricci�on de capacidad mutua para cada arcomultiart��culo. La expresi�on que aparece en (12.7) es otra forma de escribir la restricci�onpara la potencia hidr�aulica (12.2). Finalmente aparece la restricci�on de la hidrogeneraci�onde (12.3).La implementaci�on de este modelo supone la incorporaci�on de restricciones no linealesal modelo anterior, que carec��a de ellas. Se han desarrollado tres versiones: una completa,otra sin las restricciones (12.3) y otra sin �estas y sin las restricciones de potencia, todas ellasusando el paquete Minos para obtener el punto �optimo. En las versiones con restriccionesno lineales, el jacobiano se ha construido de forma esparsa para una mayor e�ciencia ensu c�alculo.12.3 Estimaci�on de los par�ametros de las funciones de CPPPreviamente al proceso mismo de optimizaci�on de la generaci�on hidr�aulica es necesarioasignar valores apropiados a las componentes de las matrices Qi y los vectores Bi. Elprocedimiento que efect�ua esta asignaci�on ajusta para cada intervalo i las inc�ognitas qij;k ybij , j = 1 : : :K, k = j : : : K, mediante la t�ecnica de ajuste por minimizaci�on del cuadrado delos residuos, lo cual implica tener unas observaciones �dedignas que relacionen los cuantilesde la potencia hidr�aulica con el decremento de coste de producci�on.Prescindiendo de la notaci�on del intervalo que se desea tratar, destaquemos que la



230 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazosituaci�on se presenta en t�erminos de:{ la mon�otona de carga ML(�), con su potencia base Pmin y su potencia punta bP{ el parque t�ermico de Nu unidades, cada una con su probabilidad de servicio 1� qu ysu capacidad Pu; se supone que no hay limitaci�on de combustible ni m��nimos t�ecnicos{ el orden de m�erito de las unidades t�ermicas{ el coste de generaci�on de cada unidad, expresado como una funci�on de la potencia p,z1;up+ z2;up2{ la capacidad de generaci�on del conjunto de embalses de la cuenca P h{ los par�ametros estad��sticos de las distribuciones de bloques K y �12.3.1 Problema de m��nimo cuadrado del residuoEl m�etodo implementado para estimar los componentes de la funci�on de CPP generaobservaciones de coste partiendo de un n�umero su�ciente de posibles distribuciones debloques de la potencia hidr�aulica H. Como se ha dicho anteriormente, el n�umero deinc�ognitas a determinar es igual a (K2 + 3K)=2. Puesto que el modelo cuadr�atico es unaaproximaci�on del comportamiento real (y desconocido) del coste respecto la distribuci�onde H, debemos elevar la cantidad de observaciones recogidas muy por encima de esten�umero para obtener un sistema sobredeterminado que nos permita encontrar un ajustesu�cientemente robusto. As��, el tama~no de la muestra generada es igual al n�umero deinc�ognitas por un factor multiplicativo mayor que 1 que libremente podemos asignar; enotros t�erminos:? N�umero de observaciones �Mr = Fc� (K2 + 3K)=2, con Fc > 1El valor que se asigne a Fc permite escalar las dimensiones del problema sin teneren cuenta el n�umero de art��culos que intervienen. Por otro lado, est�a claro que el costecomputacional de la generaci�on de observaciones y del propio ajuste est�a muy relacionadocon la magnitud que se d�e a este coe�ciente.Cada observaci�on proviene de la evaluaci�on del decremento del coste respecto de lasituaci�on en la que s�olo interviene el parque t�ermico cuando se tiene en cuenta una ciertadistribuci�on de la generaci�on. En otros t�erminos: generamos una aplicaci�on:? [H0;H01; : : : ;H0K�1] �! IREl dominio de esta aplicaci�on es el conjunto de los puntos de IRK tales que 0 �H0 � H01 � : : : � H0K�1 � Ph. La imagen de la aplicaci�on debe ser el semieje realnegativo, ya que no se espera incrementar el coste debido al uso de generaci�on sin coste.Llamaremos � a un subconjunto del dominio que contiene los Mr puntos de los que sederivan las observaciones del coste de producci�on. Cada punto de � se denota comohm;m = 1 : : :Mr (hm 2 IRK). A su vez, los costes resultantes se escriben como cpm;m =1 : : :Mr (cpm � 0).Por tanto, el ajuste de los valores de Q y B se produce minimizando la funci�on:MrXm=1�12 h0m �Q � hm +B0 � hm � cpm�2 (12:8)Como se puede apreciar, se trata de un ajuste de regresi�on lineal m�ultiple sobre



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 231las variables qj;k y bj y sin t�ermino independiente. Una formulaci�on equivalente es laminimizaci�on de la norma euclidea del vector M � � � �, donde M es una matriz Mr �(K2 + 3K)=2 compuesta a partir de los valores de �, � es el vector de inc�ognitas y � esel vector con los Mr costes observados. Como ejemplo ilustrativo, si K fuera igual a 2quedar��a:M ���� = 0BBBBBB@ �h01�2 =2 �h011 �2 =2 h01 � h011 h01 h011...�h0m�2 =2 �h01m �2 =2 h0m � h01m h0m h01m...�h0Mr�2 =2 �h01Mr�2 =2 h0Mr � h01Mr h0Mr h01Mr1CCCCCCA �0BBB@ q1;1q2;2q1;2b1b2 1CCCA�0BBBBB@ cp1...cpm...cpMr1CCCCCALa resoluci�on de este problema se efect�ua a trav�es de una rutina de minimizaci�onde funciones cuadr�aticas de la librer��a num�erica NAG, E04NCF, que permite restringir elproblema y acotar las variables. No se ha hecho uso de esta facultad, aunque se conoceque los valores de bj han de ser negativos (el gradiente en 0 de la funci�on CPP debeser negativo). No se tiene referencia de cu�al es el procedimiento usado por la rutina.Una alternativa a esta v��a es obtener la descomposici�on QR de M mediante matricesortogonales de Householder, resolviendo el sistema triangular consiguiente. A pesar de quelos resultados obtenidos por la rutina NAG son buenos, este segundo m�etodo es interesantesi la dimensi�on Mr es grande, ya que en tales casos algunos procedimientos dan lugar amatrices mal condicionadas.12.3.2 Generaci�on de cuantilesPara obtener unos resultados satisfactorios, el conjunto � deber��a estar compuesto porpuntos distribuidos uniformemente por todo el dominio factible de valores que componenlos cuantiles de una posible variable de potencia, ya que se ignora a priori cu�ales son lospuntos que se van a evaluar como consecuencia de la b�usqueda de la pol��tica de 
ujos�optima. Sin embargo, la parcelaci�on equitativa de un dominio de dimensi�on mayor que 2y que adem�as est�a sometido a la restricci�on que impone el obligado orden de los cuantilesno es un ejercicio simple. Por ello, se ha optado por la obtenci�on al azar de los cuantilesh0km ; k = 0 : : :K � 1. Este procedimiento tiene como inconveniente principal el que larepetici�on de la estimaci�on del CPP no puede partir exactamente de las mismas condicionesiniciales, puesto que los puntos de � se generan aleatoriamente y ser�an diferentes de losque se obtuvieron en otras ocasiones. Ello da lugar a una estimaci�on distinta de Q y Bcada vez, las cuales l�ogicamente producen pol��ticas �optimas distintas.Por otro lado, la experiencia muestra que las matrices Q estimadas as�� no suelenser de�nidas positivas, aunque se podr��an cali�car como quasi-de�nidas positivas, ya quela estructura de valores propios de las matrices muestra alg�un valor (generalmente uno)negativo y no muy alejado de 0. La garant��a de que estas matrices fueran de�nidas positivasser��a deseable para el buen rendimiento del proceso de b�usqueda del �optimo de la funci�onobjetivo (12.1), pero no es su�ciente para asegurar la localizaci�on del �optimo global, dadoque la expresi�on de la generaci�on en funci�on de las variables independientes no es unafunci�on convexa. Por el momento, no se posee la prueba de que los par�ametros que sedesean estimar deban corresponder o no a una (desconocida) matriz de�nida positiva.



232 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoPruebas realizadas repitiendo la estimaci�on de un caso determinado muestran con claridadque el azar que ha intervenido en la creaci�on de � se mani�esta por una notable variabilidadde los valores propios resultantes.Tabla 12.I. Resumen estad��stico de los valores propios obtenidos en un caso con 5 art��culos.Fc = 50 Fc = 150Media Desv. est. Media Desv. est.# 1 4.592 1.099 3.982 0.747# 2 2.021 0.661 1.6089 0.2540# 3 1.1745 0.2938 0.9965 0.3122# 4 0.397 0.631 0.3167 0.5145# 5 -1.356 0.885 -1.210 0.725La tabla 12.I re
eja la idea apuntada, en base a dos muestras de 30 ejecuciones cadauna, encaminadas a estimar la funci�on de CPP de un caso con K=5. Los valores propioshan sido previamente ordenados en cada caso, de modo que las muestras est�an formadasrespectivamente por las primeras ra��ces del polinomio caracter��stico, por las segundas, etc.En la izquierda, el factor de sobredimensionado Fc es 50, lo que quiere decir que el tama~nocorrespondiente de �,Mr, es igual a 1000. A la derecha, el n�umero de observaciones es tresveces superior, lo que da lugar tal como se pod��a esperar a una disminuci�on de la varianciaen la estimaci�on de los valores propios, aunque no es el caso del tercer valor propio por unapeque~na diferencia. En cuanto al valor medio registrado, se producen notables diferenciasestad��sticamente signi�cativas en los tres primeros, mientras que en los dos �ultimos no esas��. El caso mostrado no es representativo de otros casos, debido a la importante variabil-idad presente en los valores propios. Sin embargo, algunas particularidades comunes s�� sehan observado, por ejemplo, el mayor valor propio generalmente tiene asociado un vectorpropio en el que el t�ermino de mayor peso corresponde a la variable H0.La Fig. 12.2 contiene representadas 6 matrices Q de las estimadas en el experimentoanterior, tres de ellas a base de 1000 observaciones y las otras tres con 3000 observaciones.Los c��rculos negros representan valores qj;k positivos y los blancos valores negativos; el �areade cada c��rculo es proporcional a su valor. Nuevamente destaca por su magnitud el puntoq1;1, el cual corresponde exclusivamente a la energ��a descrestada. En general, es notorioque se presentan acusadas diferencias, revelando que la estimaci�on de cada componentede la matriz es poco robusta. Sin embargo, se observa que distintas funciones evaluadasen un punto h factible di�eren relativamente poco entre s��, y no s�olo en la parte lineal de(12.1) sino tambi�en en la parte cuadr�atica. Por ejemplo, las seis funciones de las que sonparte componente las matrices que aparecen en la Fig. 12.2 retornar��an en un punto dado:f160; 280; 500; 740; 1240g [MW] los siguientes valores respectivamente:�12046892 �11881458 �11910839�11901896 �11952165 �11925185Si adem�as consideramos que en un problema de optimizaci�on t��pico se eval�uan variasfunciones de CPP -estimadas independientemente|, tantas como intervalos intervienen,



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 233

Figura 12.2 : Matrices Q. Arriba, con Fc = 50; abajo, con Fc=150.se espera que los diversos errores que cada una de ellas contiene se cancelen mutuamente,disminuyendo la importancia de la discrepancia del resultado.12.3.3 Aleatorizaci�on de la muestra �La representatividad de los valores de potencia escogidos para ser convolucionadoscomo distribuciones de H es cr��tica. Como se ha expresado al principio de la secci�on, esconveniente que el espacio factible quede uniformemente cubierto por el conjunto de puntosintegrante de �; de no ser as��, la selecci�on irregular de distribuciones de probabilidadutilizadas provocar��a un ajuste de�ciente del CPP en alguna regi�on del espacio factible.El hecho de que los cuantiles de una variable est�en ligados por una relaci�on de orden,impuesta por su propio signi�cado, impide que puedan ser extraidos al azar simplemente.Si fueran independientes, todo lo que habr��a que hacer para obtener un punto ser��a generarK valores de potencia factibles. Sin embargo, la condici�on necesaria H0 � H01 � : : : �H0K�1 no se cumplir��a en buena parte de los puntos hallados de esta manera. Optarpor un m�etodo tipo Montecarlo, en el cual se rechazasen los casos desfavorables, no ser��auna opci�on e�ciente, ya que la probabilidad de encontrar un caso aceptable disminuyer�apidamente con el n�umero de art��culos: concretamente, como (K!)�1. Por ejemplo, con7 art��culos, se deber��an generar en media unas 5000 distribuciones para encontrar un casofavorable.Una alternativa mejor consiste en determinar K valores y ordenarlos, asign�andolosrespectivamente a H0;H01; : : : ;H0K�1. De esta manera se consigue efectivamente unpunto uniformemente distribuido en la regi�on factible. No obstante, este m�etodo tiende a



234 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoobtener distribuciones de bloques en donde el m�aximo es muy alto, pr�oximo a la capacidadhidr�aulica, y este efecto se acusa especialmente cuanto mayor sea K (un hecho muy ligadoa la estimaci�on del m�aximo, exposici�on realizada en el cap��tulo 4). Tambi�en es ciertoque, por otro lado, el m�etodo tiene tendencia a asignar a la potencia H0 generalmentevalores muy bajos. De las dos desviaciones se~naladas, la primera puede tener una mayorrepercusi�on, ya que es probable que los puntos de potencia destinados a ser evaluados noest�en pr�oximos a su m�axima capacidad (en general, la potencia media de funcionamientode los grupos generadores de un embalse suele ser baja), mientras que es normal que lapotencia determinista sea peque~na. Teniendo en cuenta esta re
exi�on, el sistema anteriorse ha planteado como sigue:1 Elegir un valor PH entre 0 y P h.2 Determinar K n�umeros distribuidos uniformemente en el in-tervalo [0; PH].3 Ordenarlos en orden creciente, y asignarlos respectivamente aH0;H01; : : : ;H0K�1.En el paso 1 , la elecci�on de PH no tiene porqu�e ser uniforme en el citado rango;depende de las posibilidades que se entrevean para funcionar a mayor o menor r�egimen.Tampoco tiene porqu�e partir de 0. B�asicamente, se trata de un esquema en el que sepuede intervenir para ajustarlo como convenga a situaciones particulares. De todos modos,tambi�en se ha constatado que el sistema citado es su�cientemente robusto como para queuna variaci�on introducida en el m�etodo no origine una severa desviaci�on en la estimaci�onde las funciones de CPP respecto de las halladas sin tal variaci�on.12.3.4 Posici�on de la unidad hidr�aulica entre las unidades t�ermicasEn el modelo desarrollado, la unidad hidr�aulica se convoluciona junto con las unidadest�ermicas con la carga tal como se explic�o en el cap��tulo 11. De esta manera se llega adeterminar el ahorro medio derivado del uso de generaci�on hidr�aulica. Se ha incluidotambi�en la opci�on de considerar diferentes posiciones entre la lista de�nida por el orden dem�erito de las unidades t�ermicas. Es decir, la unidad hidr�aulica puede sumarse con la cargaen primer lugar, o tras cualquiera de las Nu unidades t�ermicas. Pero la inde�nici�on queacompa~na a este asunto puede aconsejar que la posici�on de la generaci�on hidr�aulica est�e endiferentes lugares, por ejemplo, entre las seis primeras unidades t�ermicas, o entre las seis�ultimas. En estos casos, el coste derivado se halla promediando los diferentes resultados.La implementaci�on realizada se ajusta a alguno de los siguientes casos, aunque f�acilmentese podr��an haber considerado situaciones m�as generales:{ La unidad hidr�aulica se sit�ua entre las y primeras del orden de m�erito.{ La unidad hidr�aulica se sit�ua entre las y �ultimas del orden de m�erito.Pongamos un par de ejemplos para aclarar el procedimiento que se va a exponera continuaci�on. Sup�ongase un parque con seis unidades t�ermicas. El procedimiento deconvoluci�on con la carga y la posterior integraci�on con la ecuaci�on de coste correspon-diente determina para cada unidad unos costes de generaci�on y adem�as un coste adi-cional por energ��a externa que es necesario importar. Denominaremos a estos costes seg�unAu; u = 1 : : : 6 y AX respectivamente. El coste de esta operativa ser��a en consecuenciaP6u=1Au+AX . Seguidamente, consid�erese una cierta generaci�on hidr�aulica que participa



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 235en el cubrimiento de la mon�otona. Tras el descrestado de la mon�otona de carga con lageneraci�on determinista, se supone que la generaci�on estoc�astica se sit�ua por delante detodas las unidades t�ermicas, de manera que cuando les llega el turno a �estas dan lugar aunos costes de generaci�on diferentes y que denotaremos como Bu; u = 1 : : : 6 y BX , parael coste de la energ��a externa. La situaci�on, por tanto, queda as��:Unidad #1 #2 #3 #4 #5 #6 Ext.No participa H A1 A2 A3 A4 A5 A6 AXS�� participa H B1 B2 B3 B4 B5 B6 BXEl decremento en el coste de producci�on se hallar��a de acuerdo con la ecuaci�on:cp = 6Xu=1Bu +BX � 6Xu=1Au +AX!suponiendo que la posici�on de la unidad hidr�aulica fuera la primera. El t�ermino entrepar�entesis es constante y lo llamaremos Cbas; el t�ermino de la derecha, por depender deH, lo escribiremos como C(H). Para un caso m�as general, con y posiciones posibles, sedenotar�a como Cy(H) si son las primeras posiciones, o como Cy(H), si son las �ultimas. Esentonces fundamental darse cuenta que para una unidad t�ermica cualquiera no es impor-tante saber la posici�on exacta de la generaci�on hidr�aulica, sino s�olo si �esta se sit�ua delanteo detr�as de la misma. Es sencillo comprobar esto: la distribuci�on de probabilidad de lavariable Jn+1 |recordemos que se trata de la suma de la carga, n unidades t�ermicas y unahidr�aulica| se ci~ne a la conmutatividad de la suma de variables y, por tanto, no dependedel orden en que se hayan sumado las unidades implicadas.As�� pues, el coste medio resultado de suponer que la generaci�on hidr�aulica se ubicaentre las tres primeras posiciones se puede hallar como:C3(H) = (B1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +BX) 13+(A1 +B2 +B3 +B4 +B5 +B6 +BX) 13+(A1 +A2 +B3 +B4 +B5 +B6 +BX) 13y si estuviera entre las tres �ultimas tendr��amos:C3(H) = (A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +A6 +BX) 13+(A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +B6 +BX) 13+(A1 +A2 +A3 +A4 +B5 +B6 +BX) 13La consecuencia inmediata es que, supuesta cualquier hip�otesis acerca de la posici�on(o posiciones) de la unidad hidr�aulica, no es necesario m�as que realizar una vez el procesode convoluci�on de la carga y las unidades, ubicando la hidr�aulica en primer lugar. Elc�alculo del coste de producci�on se llevar�a a cabo mediante una combinaci�on de los costes



236 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoas�� obtenidos y los costes iniciales.Podemos �nalmente enunciar cu�ales ser��an las expresiones generales que conducen ala obtenci�on del coste de producci�on:Cy(H) = Nu+1�yXu=1 Au + 1y y�1Xi=1 (i �ANu+1�i + (y � i) �BNu+1�i) +BXcp = Cy(H) �Cbas (12:9):aen un caso, y: Cy(H) = NuXu=yBu + 1y y�1Xi=1 (i �Bi + (y � i) �Ai) +BXcp = Cy(H) � Cbas (12:9):ben el otro caso.12.3.5 Determinaci�on de los coe�cientes uiEn el caso de que las restricciones (12.7) se incluyan en el modelo, es necesario conoceruna aproximaci�on de la relaci�on entre la generaci�on G0 y la proporci�on de la capacidadhidr�aulica que se considere ocupada por tal generaci�on que, como ya hemos dicho, nointerviene de manera uniforme a lo largo de todo el intervalo.El descrestado de la mon�otona se puede entender como la satisfacci�on de la demandaque ocurre cuando la carga supera un cierto umbral de potencia, siendo este umbral unvalor alto; en otras palabras, cuando se presenta un valor de carga notable, posiblementeuna punta de corta duraci�on, la mejor manera de responder es generando energ��a hidr�aulica,ya que puede entrar en servicio en muy poco tiempo y sin los altos costes que presentan lasunidades t�ermicas de respuesta r�apida. As�� pues, la in
uencia de este tipo de generaci�onse mani�esta en la mon�otona de cargas como el alisamiento de su parte superior. A laduraci�on total de tales intervenciones la podemos denominar Td que, por supuesto, dependede cu�anta energ��a se ha llegado a descrestar.Aunque se llegase a ocupar en momentos puntuales toda la capacidad P h, esto noser��a motivo para impedir la presencia de generaci�on |estoc�astica| en otros momentosdel intervalo. Por ello, la potencia asociada a la generaci�on determinista P 0 se ha tomadocomo el cociente G0=Td, el cual es evidentemente un valor m�as conservador que la m�aximapotencia empleada en alg�un momento.De esta manera, mediante un n�umero su�ciente de descrestados con diferentes valoresde G0, se puede determinar la forma que aparece en la Fig. 12.1. Las observaciones, enn�umero de n, se pueden denotar:G0 g01 g02 : : : g0n�1 g0nP 0 p01 p02 : : : p0n�1 p0n



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 237El c�alculo del coe�ciente �optimo u que minimiza:nXi=1 �P h � �1� eug0i �� p0i�2puede ser sustituido razonablemente transformando el modelo exponencial que subyace enla formulaci�on anterior por un modelo lineal, en cuyo caso la determinaci�on del coe�cienteu se plantea como: nXi=1�ug0i � log�1� p0iP h��2Esta nueva formulaci�on, que no es equivalente a la anterior, permite solucionar anal��ticamenteel problema. Igualando la derivada de la expresi�on anterior a 0, hallamos el valor de ubuscado: nXi=1 2g0i �ug0i � log�1� p0iP h�� = 0 =)u = Pni=1 g0i log�1� p0iPh�Pni=1 (g0i )2 (12:10)12.3.6 Algoritmo de estimaci�on de funciones de CPPFinalmente, se tiene el siguiente esquema para la determinaci�on de las matrices Qi yvectores Bi que intervienen en la evaluaci�on del coste probable de producci�on:0 El siguiente proceso se repite para cada intervalo i = 1 : : : Ni:1 Hallar los costes iniciales de generaci�on Au; u = 1 : : : Nu y AX ;calcular Cbas como PNuu=1Au +AX .2 Determinar el coe�ciente ui mediante (12.10).3 Sea Mr = Fc� (K2 + 3K)=24 Para m = 1 : : :Mr hacer:4.1 Encontrar un punto hm que corresponda a una distribuci�onfactible de potencia hidr�aulica.4.2 Incorporar en primer lugar en el orden de m�erito la unidadhidr�aulica, y hallar los nuevos costes Bu; u = 1 : : : Nu yBX .4.3 Calcular cpm de acuerdo con (12.9) y el valor de y presente.5 Resolver (12.8) para determinar Qi y Bi.12.4 Resultados computacionalesPara ilustrar la explicaci�on precedente, se incluyen diversos resultados obtenidos con laejecuci�on del modelo descrito. Se trata de un ejemplo en el que se consideran 12 intervalos



238 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazocorrespondientes a meses naturales, una cuenca hidr�aulica compuesta por 6 embalses y unparque t�ermico de 12 unidades.12.4.1 Descripci�on del caso12.4.1.1 Cuenca hidr�aulica
Aportación natural

Descarga

Vertido

L

J

K

I

H

G

Figura 12.3 : Esquema de la cuenca del ejemplo.La Fig. 12.3 muestra c�omo se disponen los embalses de la cuenca, unidos por 6 arcosde descarga y 6 de vertido. Cada uno de ellos cuenta con su propia aportaci�on natural.Aunque la topolog��a es id�entica a la del caso que aparece en el cap��tulo 9, en realidadlas caracter��sticas f��sicas son muy distintas. La capacidad instalada de todos los embalsessupera los 2.5 GW. En la tabla 12.II aparece la informaci�on estad��stica relativa a lasaportaciones en cada punto.12.4.1.2 Parque de unidades t�ermicasLa tabla 12.III resume las caracter��sticas principales de las unidades t�ermicas consid-eradas. Figuran en ella para cada unidad la potencia m�axima, la probabilidad de estarfuera de servicio y los dos coe�cientes que sirven para calcular el coste seg�un la expresi�on



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 239Tabla 12.II. Valores descriptivos de las aportaciones (en hm3)G H I J K LMes Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st. Media Des.st.Ener. 22.54 12.83 165.52 122.63 152.41 96.37 56.11 41.82 2.35 3.22 0.40 1.12Febr. 29.41 27.65 242.41 266.10 246.31 277.49 73.49 81.81 1.40 3.91 0.46 1.00Marzo 18.43 11.68 161.36 123.39 162.09 132.88 41.90 34.60 7.95 25.42 0.63 1.17Abril 16.76 8.27 141.36 99.85 146.01 89.98 40.12 26.34 1.20 1.54 0.21 0.91Mayo 15.13 7.86 107.10 76.12 112.90 81.79 37.92 28.49 2.27 3.84 0.84 2.96Junio 8.77 3.81 62.69 32.64 77.17 49.95 26.06 14.39 2.13 2.98 1.69 4.09Julio 5.07 2.16 26.43 22.24 34.52 26.06 17.35 10.11 4.35 5.63 2.07 5.23Agos. 4.35 2.12 17.49 10.41 22.95 14.77 18.09 9.98 5.45 8.79 1.49 3.04Sept. 4.70 3.13 26.49 15.45 32.98 11.27 17.34 9.04 1.27 2.12 0.41 0.70Oct. 9.97 10.15 54.57 43.01 49.27 23.62 18.21 8.57 2.46 7.52 0.95 2.53Nov. 14.28 8.60 85.33 60.33 76.40 53.21 26.45 16.11 0.21 0.52 0.65 1.44Dic. 26.56 24.88 157.08 153.38 108.73 64.85 49.04 54.46 2.05 7.23 0.49 1.00z1p+ z2p2. La capacidad instalada de todo el parque asciende a 3.75 GW. El orden en elque aparecen corresponde al orden de m�erito econ�omico. En lo que respecta al coste dela energ��a externa, se ha supuesto un precio de 100 ECU/MWh. Hay que advertir que losdatos que han sido utilizados son �cticios, aunque se ha procurado dotarlos de una relativaverosimilitud. Tabla 12.III. Descripci�on del parque t�ermico.Unidad P [MW] q z1 [ECU/MW] z2 [ECU/MW2]# 1 471 0.07 18.0 6.8�10�3# 2 489 0.07 18.0 7.2�10�3# 3 207 0.065 22.4 2.8�10�2# 4 282 0.10 23.1 1.5�10�2# 5 526 0.10 23.2 8.5�10�3# 6 522 0.10 23.9 7.6�10�3# 7 336 0.045 28.0 1.1�10�2# 8 275 0.10 30.4 1.3�10�2# 9 224 0.08 33.7 2.0�10�2# 10 150 0.10 35.3 3.2�10�2# 11 150 0.05 36.2 3.8�10�2# 12 118 0.08 40.0 4.5�10�212.4.1.3 Demanda de potenciaDaremos como descripci�on relativa a la carga que debe satisfacerse en cada intervalo unresumen descriptivo en la tabla 12.IV con algunos valores signi�cativos: potencia m��nima,m�axima, media y energ��a total demandada.



240 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoTabla 12.IV. Descripci�on de la demanda.Mes Pmin [MW] bP [MW] P [MW] E [MWh]Enero 1210.9 3075.8 2148.6 1598569Febr. 1364.0 3528.9 2306.6 1550043Marzo 1184.6 3866.0 2427.9 1806337Abril 1187.1 3579.7 2453.9 1766799Mayo 1453.4 3758.9 2634.8 1960271Junio 1387.5 3456.9 2409.4 1734733Julio 1305.6 3027.1 2196.5 1634205Agos. 1300.9 3143.7 2240.1 1666666Sept. 1518.4 3505.9 2497.1 1797933Oct. 1565.9 3652.5 2638.7 1963169Nov. 1521.6 3393.6 2370.4 1706720Dic. 1344.3 3111.8 2262.8 168352812.4.2 M�etodos alternativosSe ha implementado el modelo (12.1), (12.4), (12.5), (12.6), (12.7), (12.3) en un pro-grama de nombre mcg3, aunque tambi�en se han dispuesto otras versiones m�as simples. As��,el programa mcg2 omite las restricciones de energ��a y el programa mcg1 omite tambi�en lasde potencia. A �n de poder enjuiciar los resultados que se muestran, se han preparado al-gunos ejemplos para poder ser resueltos mediante otras t�ecnicas. Entre ellas nos referimos alas relacionadas con funciones de CPP dependientes de la esperanza de la hidrogeneraci�on,la cual se muestra en (7.7), tal como los programas ya citados mbgg o mbgk. Por otrolado, la soluci�on del modelo desarrollado en este cap��tulo puede ser sometido a simulaci�on,aunque con algunas variantes introducidas en el m�etodo que se detallar�an a continuaci�on.El c�alculo de las funciones de CPP (7.7) se obtiene por el m�etodo de Viramontesy Hamilton [VIRA78]. La diferencia entre �este y el que aparece en estas p�aginas no esdemasiada: el primero de ellos data del �nal de la d�ecada de los 70 y, l�ogicamente, es m�assimple (pero hay que decir, en justicia, que el nuestro se inspira directamente en aquel).Viramontes y Hamilton intercalan una pseudo-unidad hidr�aulica que no se diferencia de lasunidades t�ermicas entre las que se ubica: se entiende que la potencia escogida para aquellaes un valor medio y, con ello, se adopta un valor de disponibilidad total, un compromisoentre las ocasiones en las que se generar�a m�as y en las que se generar�a menos. Seg�unla generaci�on media establecida y las diferentes posiciones utilizadas, se determina unafunci�on de coste de producci�on de una sola variable por ajuste m��nimo cuadr�atico a partirde las observaciones que se han derivado.Respecto al procedimiento de simulaci�on para las soluciones obtenidas a trav�es de lafunci�on objetivo (12.1), ha sido necesario adaptar el algoritmo propuesto en el cap��tulo 9a la nueva funci�on de evaluaci�on del coste. El inconveniente que presentaba este m�etodoes que la nueva funci�on tiene como argumento un vector que se supone el conjunto decuantiles de una distribuci�on de bloques, mientras que cada iteraci�on del simulador s�olo



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 241proporciona un valor num�erico de generaci�on. El problema ha sido superado de la siguientemanera.Dejamos claro que la mayor parte de los aspectos de este simulador son comunes alos del descrito previamente en x9.3.3.3: la pol��tica que dirige la simulaci�on consiste en lamisma estructura de variables multiart��culo, se utiliza el mismo mecanismo de generaci�onde aportaciones, y el mismo sistema de reajuste de 
ujos. �Unicamente se ha hecho usode la versi�on que reajusta globalmente todos los intervalos al un��sono, de acuerdo con laidea adquirida en anteriores experiencias de que este procedimiento era m�as ventajoso.Como merece destacarse, la sola diferencia es que no es posible calcular el coste de pro-ducci�on mediante la operaci�on �1;ig+�2;ig2, ya que estos coe�cientes � corresponden a lametodolog��a de Viramontes y Hamilton.De acuerdo con la notaci�on establecida, se trata de calcular un conjunto 
 que con-tenga las Nc observaciones de coste, c1; : : : ; cNc, necesarias para calcular un intervalo decon�anza para la esperanza de C, la variable aleatoria cuyo coste medio se quiere compararcon el resultante de la evaluaci�on de la pol��tica a cargo del programa optimizador, ~c. Paradeterminar el j-�esimo coste, se parte de una muestra de valores de potencia de tama~noNs (estos valores se han hallado a trav�es del proceso de simulaci�on, tras precisamente Nsiteraciones). Mediante un procedimiento sencillo, descrito en el cap��tulo 4, se estimanlos K cuantiles de la potencia correspondientes a 0; �1; : : : ; �1 + : : : + �K�2; 1, necesariospara el c�alculo posterior. Se denota como fh0j ; h01j ; : : : ; h0K�1j g al conjunto formado por laestimaci�on de los cuantiles a partir de la j-�esima muestra de Ns valores de potencia. Eneste momento podemos determinar el coste:cj = 12 �h0j ; h01j ; : : : ; h0K�1j � �Q �0BBB@ h0jh01j...h0K�1j 1CCCA+ �h0j ; h01j ; : : : ; h0K�1j � �B (12:11)En realidad, puesto que se supone que el periodo de estudio se compone de un cierton�umero de intervalos, la expresi�on (12.11) se aplica parcialmente para calcular el costej-�esimo en el i-�esimo intervalo, ci;j , y el coste total que forma parte de 
 se determinasumando los costes de cada intervalo.En consecuencia, el n�umero total de simulaciones que dan lugar a una reproducci�onde las condiciones indicadas por la pol��tica es igual a Nc�Ns. En realidad, esto no implicaque este n�umero tenga que ser muy superior a las cantidades que se manejan en las sim-ulaciones con funci�on del tipo Viramontes y Hamilton. Se ha visto con la experiencia quela amplitud de los intervalos de con�anza hallados con un tama~no peque~no de 
 es similara la amplitud de los obtenidos con la anterior versi�on del simulador, mientras el n�umerototal de simulaciones se mantuviera en parecida magnitud. Puede justi�carse si se entiendeque la variabilidad de los costes que devuelve la segunda versi�on del simulador es muchomenor que en la primera, a causa de que las distribuciones de la potencia fh0j ; : : : ; h0K�1j gque sirven para evaluar estos costes provienen a su vez de una muestra, lo cual reduce lavariabilidad de los cuantiles empleados. Es de esperar que estas operaciones se realicen sinsesgo, de modo que �nalmente el valor esperado de cj coincida con la esperanza de C. Enla pr�actica, el n�umero total de iteraciones se reparte de modo que aproximadamente Nssea un 50% mayor que Nc; el motivo es dotar a ambas muestras de un tama~no su�ciente,



242 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoaunque es mayor la muestra de potencias porque la estimaci�on de los cuantiles es bastantem�as imprecisa que la del coste medio. Por poner un ejemplo, si se pide simular unas 5000iteraciones, entonces Nc vale 58 y Ns es igual a 87 (cuyo producto resulta 5046).12.4.3 Pruebas con el modeloTras haber situado el entorno, en esta secci�on se muestran y comentan algunos re-sultados computacionales relacionados con el ejemplo descrito. Se han llevado a caboejecuciones con diferente n�umero de art��culos, desde 3 a 8. En todos los casos, el vector� se compone de valores con el mismo peso 1=(K � 1). En principio, las pruebas se hanrealizado con la versi�on sin restricciones no lineales. Se ha considerado conveniente asignaruna capacidad hidr�aulica menor que la real, y se ha adoptado igual a 1500 MW; por otraparte, la generaci�on de los cuantiles en la fase de estimaci�on de los par�ametros de Q y Bse basa en elegir PH de manera uniforme entre 0 y P h (ver 1 del algoritmo). De acuerdocon el hecho de que la energ��a hidr�aulica es la fuente de energ��a m�as econ�omica, se hacolocado en primer lugar dedl orden de m�erito. El factor Fc es igual a 100 en todos loscasos. El n�umero de iteraciones de la simulaci�on es exactamente 5046 para cada prueba.
........................................

****** -2.35 -2.25 -2.15
K
87654
3

CosteFigura 12.4 : Resultados de la optimizaci�on e intervalos de con�anza, provenientesde la versi�on mcg1.La Fig. 12.4 y la tabla 12.V sirven para exponer los primeros resultados. En la�gura, las unidades del eje son �108 ECU, y el s��mbolo ? indica la posici�on de ~c. Seaprecia una tendencia claramente in
uida por el n�umero de art��culos, visible en resultadosanteriormente expuestos en el cap. 9, por la que el decremento del coste aumenta (envalor absoluto) con K. El efecto es menor si K es grande que si es peque~no; entre s��, lasdiferencias relativas entre los cuatro �ultimos resultados son inferiores al 4%. Los intervalosde con�anza retornan una estimaci�on insu�ciente en general (el caso con menor n�umero deart��culos no deber��a ser considerado), y se muestran menos sensibles a K, aunque tambi�enevidencian una peque~na tendencia. El error relativo entre el valor central del intervalo y ~cest�a entre el 2% y el 6%. En cuanto a los tiempos de ejecuci�on que se hacen constar, como



12 OPTIMIZACI�ON DE LA HIDROGENERACI �ON 243Tabla 12.V. Resultados de mcg1 e intervalos de con�anza.K ~c Int. conf. (� = 0:05) T.cpu (seg.)3 -2.1153243�108 [-2.16957�108,-2.14007�108] 2.34 -2.2115483�108 [-2.18071�108,-2.14703�108] 3.75 -2.3003353�108 [-2.20098�108,-2.17069�108] 7.76 -2.3349433�108 [-2.22671�108,-2.19871�108] 11.07 -2.3601748�108 [-2.23267�108,-2.20523�108] 13.68 -2.3909788�108 [-2.26664�108,-2.23671�108] 18.2se ver�a, se pueden comparar favorablemente con los invertidos a cargo de una versi�on detipo Viramontes y Hamilton.
........................................

K
87654
3

Coste
******-2.75 -2.65 -2.55 -2.45Figura 12.5 : Resultados de la optimizaci�on e intervalos de con�anza, provenientesde la versi�on de Viramontes y Hamilton.Tabla 12.VI. Resultados de mbgg e intervalos de con�anza.K ~c Int. conf. (� = 0:05) T.cpu (seg.)3 -2.7062914�108 [-2.45401�108,-2.40759�108] 3.84 -2.7069674�108 [-2.45690�108,-2.41519�108] 7.35 -2.7306526�108 [-2.48055�108,-2.44017�108] 12.66 -2.7438941�108 [-2.46571�108,-2.42796�108] 19.27 -2.7568147�108 [-2.48638�108,-2.44882�108] 24.38 -2.7650316�108 [-2.49793�108,-2.46068�108] 32.5A pesar de la notable diferencia en la magnitud de los costes provenientes de unau otra evaluaci�on, destaca principalmente en la Fig. 12.5 y en la tabla 12.VI que la



244 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazodiscrepancia entre ~c y el intervalo sea mayor que en el caso previo, estimando un errorde aproximadamente un 10% en todos los casos. Este punto resulta interesante, pues hayque tener en cuenta que el modelo con la funci�on objetivo (12.1) postula, al igual que elempleado en esta versi�on de Viramontes y Hamilton, la suposici�on de que la generaci�onhidr�aulica (y la potencia) siguen una ley de probabilidad de bloques, cuyos par�ametros sondeducibles a partir de los de las variables de descarga y volumen, suposici�on que ya ha sidoestudiada y de la que se sospecha que introduce una sobreestimaci�on del coste probablede producci�on. Puesto que con la nueva funci�on objetivo se ve que el error disminuyey, adem�as, con mejores tiempos de ejecuci�on, parece razonable a�rmar que esta funci�onsupone una peque~na mejora dentro del campo de la optimizaci�on hidrot�ermica.En cuanto a la causa de la distinta magnitud de los �optimos seg�un hayan sido cal-culados por una funci�on o por otra, sorprende teniendo en cuenta que los par�ametros departida (los par�ametros de carga y del sistema de generaci�on) son los mismos. De todasmaneras, el m�etodo de Viramontes puede con�ar excesivamente en la capacidad hidr�aulica,a menos que se infravalore dr�asticamente �esta y se introduzca como dato de entrada unvalor P h bastante menor que el real o, por lo menos, que el suministrado al m�etodo de laconvoluci�on de potencia hidr�aulica estoc�astica. De todas maneras, decidir cu�anta debe seresta reducci�on no es sencillo, y por el momento no se dispone de datos que puedan servirpara aclarar la cuesti�on.Un comentario m�as: se observa que los resultados procedentes de mbgg son m�as esta-bles que los de mcg1, hecho palpable en la dispersi�on de los valores de ~c. Se desconocen losposibles motivos de este hecho, ya que se ha constatado que el m�etodo de generaci�on decuantiles para la estimaci�on de Q y B no da lugar a distribuciones diferentes seg�un K (porlo menos, en lo que respecta a las esperanzas de las variables de bloques), ni tampoco seaprecian diferencias en los valores de coste de producci�on derivados cpm. Esto hace pensarque la raz�on se halla en la obtenci�on de pol��ticas �optimas m�as propicias cuando el n�umerode bloques es m�as alto.Los casos recogidos en la tabla 12.VII muestran los resultados obtenidos por el ejemplosi se empleara la funci�on objetivo del programa mbgk, que no asume que la generaci�on seauna distribuci�on de bloques. La disminuci�on de la funci�on objetivo respecto la versi�onmbgg nos rea�rma en la idea de que esta versi�on sobreestima el CPP, pero al colocarseentre �esta y la del modelo que se describe en estas p�aginas, surge la duda de si la funci�onobjetivo (12.1) subestima el coste de producci�on o si el m�etodo de Viramontes y Hamiltoncontiene un sesgo inherente que provoca la estimaci�on incorrecta de los coe�cientes � queintervienen en 7.7. La respuesta a esta duda no ha encontrado cabida en este trabajo.Tabla 12.VII. Resultados de mbgk (con �=1).K ~c Int. conf. (� = 0:05) T.cpu (seg.)3 -2.4579888�108 [-2.48274�108,-2.43636�108] 7.84 -2.4762967�108 [-2.45745�108,-2.41572�108] 15.15 -2.5017769�108 [-2.48205�108,-2.44279�108] 24.36 -2.5168108�108 [-2.48599�108,-2.44716�108] 40.37 -2.5318715�108 [-2.50708�108,-2.47058�108] 59.98 -2.5400795�108 [-2.49410�108,-2.45685�108] 77.3
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Figura 12.6 : Descargas y vol�umenes del ejemplo con K=5. [Hm3]
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Figura 12.7 : Generaci�on en el ejemplo con K=5. [MWh]
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Figura 12.8 : Generaci�on total del ejemplo con K=5. [MWh]
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Figura 12.9 : Vertido en el ejemplo con K=5. [Hm3]
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Figura 12.10 : Descargas y vol�umenes del ejemplo con K=5. Se contemplan re-stricciones sobre la potencia hidr�aulica [Hm3].
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Figura 12.11 : Generaci�on en el ejemplo conK=5. (con restricciones en la potencia)[MWh]
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Figura 12.12 : Generaci�on total del ejemplo con K=5. (con restricciones en la po-tencia) [MWh]Parece conveniente, aparte de la informaci�on ya comentada, examinar el contenidode las soluciones, puesto que no podemos dejar de lado que se est�a intentando establecerun m�etodo para obtener una pol��tica de generaci�on hidr�aulica lo m�as econ�omica posible.El m�etodo que se explica en este cap��tulo, como los desarrollados previamente, tiene elnexo com�un en el uso de redes multiart��culo para modelizar el 
ujo de agua de naturalezaindeterminista. As�� pues, es del mayor inter�es exponer y comentar las pol��ticas obtenidas.Las Fig. 12.6, 12.7 y 12.8 muestran gr�a�camente la soluci�on del problema formuladocon 5 art��culos. En la primera aparecen para cada arco la evoluci�on de la descarga deagua por intervalos y art��culos, y la evoluci�on para cada embalse del agua almacenada. Enla segunda se muestra para cada arco las distribuciones de la generaci�on, mientras que latercera �gura es un gr�a�co que comprende la generaci�on acumulada de todos los embalses.La Fig. 12.9 representa el vertido determinado para cada embalse. N�otese especial-mente que s�olo �gura en estas gr�a�cas el art��culo quinto, correspondiente a los niveles conmenos probabilidad, y de manera considerable nada m�as que en algunos intervalos quevienen a ser los de la �epoca del deshielo y la primavera, cuando se produce la mayor a
u-encia de aportaciones. La interpretaci�on, pues, deber��a ser: se preven vertidos en el casode que las aportaciones alcanzaran vol�umenes muy importantes, ya que la capacidad de losembalses no admitir��a m�as agua. En otro orden de cosas, cabr��a preguntarse si los vertidosque aparecen no son excesivos, aunque el resultado mostrado depende casi exclusivamentede la con�anza depositada en los datos hist�oricos de aportaci�on de los que se ha partido.Como se aprecia, la soluci�on opta por mantener los embalses tan llenos como seaposible, a �n de elevar su nivel y de esta manera favorecer con la ganancia de salto la
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Figura 12.13 : Vertido en el ejemplo con K=5. (con restricciones en la potencia)[Hm3]producci�on de electricidad. Los embalses m�as peque~nos (I, K y L) siguen esta idea es-trictamente, y aprovechan para descargar grandes vol�umenes de agua. Los embalses decabecera (G y J) mantienen un comportamiento diferente, pero similar entre s��: descarganlo m��nimo a �n de aumentar r�apidamente el volumen almacenado, para vaciarse a�un m�asr�apidamente en los meses de verano y, de paso mantener el nivel previsto para el �nal delperiodo. El coste de producci�on estimado para esta pol��tica es de unos -230 millones deECU.El caso expuesto en las Fig. 12.10 a Fig. 12.13 ilustra acerca del efecto de la aplicaci�onde restricciones de potencia. En esta ocasi�on, se mantiene la funci�on objetivo, y se haceuso de la restricci�on (12.7) con el valor de 1500 MW como potencia m�axima. En lasoluci�on �optima, todas las restriciones son activas. Como aparece claro en las gr�a�cas queacompa~nan, la inclusi�on de estas restricciones (una por intervalo) modi�ca la pol��tica deforma sensible, aunque no dr�asticamente. El coste de producci�on ha aumentado hasta lacifra de -217.45 millones de ECU. Puede verse en la Fig. 12.12 que la suma de generacionesen cada intervalo se mantiene a raya a base de una presencia insigni�cante del quintoart��culo, lo cual se ha conseguido moderando las descargas de agua correspondiente a estenivel. Este hecho ha repercutido en los vertidos, pero no de una manera importante:destaca la aparici�on de vertidos en los intervalos de verano, antes inexistentes.De paso, podemos hacer notar que la inclusi�on de estas restricciones ha impedido laeventualidad de una generaci�on excesiva, incluso mayor que la que la demanda necesita(una posibilidad real, seg�un la soluci�on para los intervalos 1, 7 �o 12). Dado que empleare-mos una capacidad moderada, no haremos una demostraci�on de la versi�on mcg3, la cual
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Figura 12.14 : Comparaci�on de la generaci�on total con y sin restricciones. A laizquierda, gr�a�ca de E[Gi]; a la derecha, gr�a�ca de Var[Gi]1=2.acotar��a esta super generaci�on a l��mites razonables.La Fig. 12.14 ilustra acerca del cambio experimentado en los par�ametros de la gen-eraci�on. Desciende la generaci�on media |alrededor de un 10%|, y sobre todo desciendela dispersi�on en la producci�on, re
ejada en la desviaci�on est�andar |un 22%. Los vertidoshan aumentado en todos los intervalos; el incremento, considerando el vertido esperadototal, es de un 50% aproximadamente. Sin embargo, el descenso del coste es s�olo del 5.5%.
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Figura 12.15 : Descargas y vol�umenes del ejemplo con K=6. [Hm3]
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Figura 12.16 : Generaci�on en el ejemplo con K=6. [MWh]
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Figura 12.17 : Generaci�on total del ejemplo con K=6. [MWh]En cuanto a la salida de resultados plasmada en las Fig. 12.16 a 12.17, se re�eren alcaso base (sin restricciones de potencia) pero utilizando 6 art��culos. Seg�un se desprende delc�alculo de la media de la generaci�on total, ha habido un incremento de un 5% respecto elejemplo previo, aunque el coste de esta pol��tica es de -233.5 millones de ECU, un 1.5% m�asque con K=5. Se puede resaltar especialmente de esta prueba que el per�l que ofrecen laevoluci�on de volumen y descarga en cada embalse resulta semejante al anterior. El hechode que el problema pueda ser resuelto con diferentes valores del par�ametro K, y que lassoluciones halladas sean similares y coherentes entre s�� es una propiedad interesante quemerece ser destacada.Otras pruebas con valores de K entre 3 y 8 han sido llevadas a cabo. En todas ellas elcoste ~c se reduce (en valor absoluto) una fracci�on semejante, a excepci�on del ejemplo conmenor n�umero de art��culos, un n�umero que demuestra no ser su�cientemente robusto comopara garantizar soluciones veros��miles. Los tiempos de ejecuci�on han resultado similares.Es notable observar que, si se pretende relacionar el tiempo de ejecuci�on necesario paraencontrar el �optimo y K, los tiempos de ejecuci�on se ajustan razonablemente bien respectoel cuadrado del n�umero de art��culos: los valores expuestos en la tabla 12.V correspondenaproximadamente a 0:2855K2, mientras que los de la tabla 12.VI |programa mbgg|devuelven 0:506K2.Finalmente, para acabar con el m�etodo expuesto en este cap��tulo, se expone un par deejemplos que ilustran las di�cultades que todav��a no est�an bien resueltas. En la estimaci�onde los par�ametros de la funci�on objetivo existen, como se ha dicho con anterioridad, aspec-tos cuya modi�caci�on se traduce en una perturbaci�on que afecta al resultado �nal. Estosaspectos intervienen ya que son parte integrante del m�etodo, pero no est�an bien precisados.



256 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoPor ejemplo, la capacidad hidr�aulica a emplear; se trata de un factor bien establecido enteor��a, puesto que se conocen las caracter��sticas mec�anicas de las instalaciones que per-miten generar electricidad en los embalses. Sin embargo, saber cu�al es el valor m�aximo noimplica casi nada acerca de c�omo se distribuye la potencia, de lo cual hacemos uso paraestimar las matrices y vectores que aparecen en la funci�on objetivo. Para demostrar estain
uencia, se ha supuesto que el valor a adoptar para P h, en vez de ser 1500 MW, fuerade 2000 MW. La consecuencia ha sido que el coste se ha elevado a -238.5 millones de ECU(resultado para K=5). A pesar de la aleatoriedad existente en la estimaci�on de Qi y Bi,no es posible una discrepancia semejante con la potencia anterior.El segundo ejemplo parte en otra direcci�on, aunque mantiene el prop�osito de exhibir lanecesidad de un uso dirigido por el buen sentido. Manteniendo la capacidad a 1500 MW,sup�ongase que en el algoritmo de generaci�on de cuantiles de potencia �ja el par�ametroPH a P h. Este simple cambio se va a traducir tambi�en en una funci�on de CPP diferente,puesto que viene condicionada para ajustarse a distribuciones de potencia hidr�aulica dealto valor. En consecuencia, el nuevo coste esperado ser��a de -237.6 millones de ECU(K=5).De todas maneras, creemos que estos inconvenientes no suponen un menoscabo parael m�etodo, sino m�as bien el reconocimiento de que exigen un cierto grado de experienciaque permita ajustar sus posibilidades a la situaci�on real que se desea modelizar.
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CAP�ITULO 13CONCLUSI�ON Y POSIBLES AMPLIACIONES13.1 Contribuciones del trabajoTras los pormenores del trabajo, descritos en los cap��tulos precedentes, se exponenseguidamente las ideas principales que el autor destacar��a:� se ha expuesto un completo estudio desde el punto de vista estad��stico realizado sobrelas distribuciones aleatorias de bloques en los cap��tulos 3 a 6; en el 4 se incluye unametodolog��a para estimar variables de bloques a partir de una muestra procedentede una variable cualquiera. De hecho, estas variables podr��an llegar a aproximarrazonablemente bien un gran n�umero de distribuciones, si se de�ne un valor K su�-cientemente alto.� en el cap��tulo 8 se ha determinado el c�alculo de expresiones de la generaci�on hidr�aulicaesperada para la validaci�on de la aproximaci�on descrita en el cap. 7. La comparaci�onposterior en el cap. 9 sobre casos concretos evidencia una cierta sobreestimaci�on en elc�alculo de la generaci�on por parte de la versi�on inicial. Estas expresiones reducen elsesgo en la estimaci�on de la generaci�on hidr�aulica esperada, aunque son alternativasmenos e�cientes computacionalmente.� en el cap��tulo 9 se explica un procedimiento que permite simular pol��ticas de largoplazo aplicables a una cuenca hidr�aulica. El proceso genera valores de aportacionesnaturales condicionadas entre s��, y permite veri�car si la pol��tica obtenida mediante laminimizaci�on de una funci�on de coste probable de producci�on genera costes aceptables.Tambi�en se ha desarrollado una versi�on espec���ca para la funci�on de coste probablede producci�on que aparece en el cap. 12.� el m�etodo multiart��culo se extiende a un modelo de coordinaci�on hidrot�ermica a trav�esde las t�ecnicas espec���cas que se explican en el cap��tulo 10, mediante las que se inte-gra la estocasticidad de la generaci�on hidr�aulica con un parque t�ermico para cubrirconjuntamente la demanda de energ��a.� se ha desarrollado un m�etodo en el cap��tulo 11 para hallar la distribuci�on de la sumade una variable de bloques y otra cualquiera independiente de la primera por el pro-cedimiento de la convoluci�on, y aplicaci�on del mismo a distribuciones de la potenciaen fallo hidr�aulica con la carga del sistema. A partir del mismo se construye en elcap. 12 una nueva funci�on de coste probable de producci�on que no depende, como las



258 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazoanteriores, solamente de la esperanza de la generaci�on hidr�aulica, sino de todos loscuantiles de la generaci�on.� se incluyen numerosas pruebas computacionales con una comparativa de resultadosconsiderando la in
uencia que presenta el n�umero de bloques con que son represen-tadas las variables. Con las pruebas efectuadas no se ha determinado estrictamentecu�al es el n�umero �optimo de bloques a usar, aunque s�� se puede a�rmar que los valorespor debajo de 5 no son aconsejables si no es como medio para obtener una r�apidaestimaci�on. De todos modos, el incremento en el tiempo de ejecuci�on que supone au-mentar K no es desmesurado, ya que se ha visto que el tiempo de CPU utilizado paraobtener el �optimo es O(K2) (por ejemplo, pasar de 4 a 5 art��culos viene a signi�caraproximadamente un incremento del 56%).13.2 L��neas futuras de investigaci�onEl trabajo realizado hasta este punto no puede considerarse completo, m�axime cuandoel tema todav��a se encuentra en una fase de explotaci�on inicial. As��mismo, diversas sim-pli�caciones se han asumido en ciertos puntos con el objeto de facilitar el tratamiento,puntos que deben ser corregidos y mejorados en un futuro.A continuaci�on se explicitan posibles l��neas de actuaci�on inmediata.� En algunos cap��tulos (9 y 12) se han mostrado resultados procedentes de la opti-mizaci�on y de la simulaci�on de las respectivas pol��ticas �optimas, y de la comparaci�onsubsiguiente se han observado notables diferencias, mayores o menores dependiendodel m�etodo seguido para evaluar la funci�on objetivo. Es del mayor inter�es desarrollaralg�un tipo de correcci�on en la evaluaci�on del coste esperado de modo que se produzcamayor coincidencia entre los valores te�oricos y los simulados.� En el modelo hidr�aulico no se ha prestado atenci�on a la presencia de bombeo enalgunos embalses. En ocasiones, el bombeo no se reduce a una actividad de ciclodiario, sino que tiene un ciclo mucho mayor. Por tanto, es susceptible de tratamiento,mediante arcos multiart��culo. Est�a por ver si el enfoque de Viramontes y Hamiltones admisible y en qu�e condiciones. Las posibilidades ser��an: i) sustraer el consumoderivado del bombeo a la generaci�on. ii) suponer unos coe�cientes de incremento delcoste que afectasen al bombeo esperado, operando paralelamente a los t�erminos de lageneraci�on, es decir, tener una funci�on objetivo parecida a:�1E[G] + �2E[G2] + �1E[B] + �2E[B2]donde B expresa bombeo, y �1 y �2 los coe�cientes implicados. De todos modos,el bombeo plantea varios problemas, debido a las particularidades de su empleo. Elbombeo siempre se ubica en las zonas valle de la curva de carga o, lo que es lo mismo,en la parte inmediatamente superior a la potencia base en la mon�otona de carga. Porrazones econ�omicas, la generaci�on y el bombeo no se pueden solapar temporalmente;de aqu�� que ambas variables posean una relaci�on estad��stica especial, cuya previsi�ones de obligado cumplimiento a la hora de valorar los costes consiguientes.� La misma generaci�on hidr�aulica y su ubicaci�on en la mon�otona de generaci�on es unacuesti�on abierta y no satisfactoriamente resuelta a�un. Como est�a apuntado en el cap.



13 CONCLUSI�ON Y POSIBLES AMPLIACIONES 25911, a causa de la dependencia parcial entre la potencia hidr�aulica y la carga, el proced-imiento de convoluci�on viene afectado por un cierto error sin cuanti�car. La soluci�onparece ser una consideraci�on adicional, no limitada a la generaci�on determinista, me-diante la cual una parte de la generaci�on |o la totalidad| se tratar��a por descrestadoen la parte superior de la mon�otona. El mecanismo exacto est�a por establecer aunqueser��a deseable que el procedimiento considerase los para�ametros de la generaci�on ensu totalidad, y no solamente la generaci�on esperada.� En cuanto al modelo que se utiliza en el problema de coordinaci�on hidrot�ermica,existen bastantes mejoras que la experiencia sugiere incluir o modi�car. Por ejemplo,el c�alculo de la generaci�on hidr�aulica esperada puede mejorarse sin asumir que lageneraci�on es una variable de bloques. El tratamiento de la generaci�on hidr�aulica enla mon�otona de generaci�on puede cambiar, de acuerdo con las ideas planteadas en elpunto anterior, y tambi�en el procedimiento de obtenci�on de las funciones que retornanla energ��a externa EX y la m�axima duraci�on con p�erdida de carga TX .� Otro punto de inter�es es el tratamiento conjunto de varias cuencas hidr�aulicas en elmismo problema. Esta situaci�on se corresponde m�as bien con puntos con poca depen-dencia entre s��, que con la que describe a una sola cuenca, con puntos de generaci�onmuy dependientes, lo que favorece su adici�on en una super-unidad. La soluci�on pasapor separar la generaci�on de las diferentes cuencas; si bien, el coste esperado en cadacuenca puede sumarse, por la linealidad del operador E[�], habr��a que considerar concierto cuidado los t�erminos cuadr�aticos.





1 NOCIONES DE PROBABILIDAD Y VARIABLES ALEATORIAS 261AP�ENDICE 1NOCIONESDE PROBABILIDADYVARIABLES ALEATORIASEn este ap�endice se introducen unas breves referencias a algunos de los conceptosb�asicos que se presentan en la teor��a de la probabilidad y variables aleatorias. Una lecturaque requiera mayor profundidad en estos temas puede acudir a cualquiera de los numerosostextos que abundan sobre estad��stica matem�atica, como por ejemplo [HOEL71], [LARS92]o [MARI90].1.1 ProbabilidadSup�ongase que nos interesamos por una experiencia de la que no podemos predecir elresultado. Con tal de sistematizar este tipo de experiencias, se de�ne:1. El espacio muestral 
: el conjunto de todos los resultados posibles.2. Acontecimiento, o suceso: cualquier subconjunto de 
. Sea � un conjunto de sucesos.3. Probabilidad P : Una aplicaci�on del conjunto de sucesos � al intervalo real [0, 1].(
, �, P ) forman lo que se conoce como espacio de probabilidad. Es necesario que laprobabilidad cumpla determinados axiomas con tal que el triplete mencionado constituyaun espacio de probabilidad. No es, en cambio, necesario que el conjunto � est�e compuestopor todos los sucesos posibles. Esto �ultimo se re�ere especialmente al caso en que 
no es un conjunto numerable. Se entiende por numerable el conjunto cuyos elementospueden ponerse en correspondencia inyectiva con el conjunto de los n�umeros naturales. Si
 no cumple esta condici�on, entonces no se puede asignar un valor de probabilidad a cadasubconjunto de 
. Por todo ello, � debe ser tal que veri�que las hip�otesis de una �-�algebra.Consultar [HOEL71], [MARI90] por m�as detalles.1.2 Variables aleatorias. Indicadores de una variableUna variable aleatoria es un concepto matem�atico para cuanti�car una experiencia delazar, proporcionando la descripci�on sint�etica de la que adolece la descripci�on exhaustivadada por 
. En concreto, una variable aleatoria real es una aplicaci�on de los elementos deun espacio muestral en la recta real, cumpliendo algunas condiciones que pueden verse en[HOEL71].Las variables aleatorias permiten concentrar la atenci�on en los puntos primordiales,seg�un la �optica de nuestras aplicaciones. Su naturaleza num�erica facilita en gran manera eltratamiento de los aspectos estoc�asticos o, en ocasiones, simplemente permite abstraer laexperiencia aleatoria para concentrarse en aspectos formales relativos a la propia variable.Seg�un sea 
 numerable o no, se distinguen como tipos de variable aleatoria las discretaso las continuas, respectivamente. Para aquellas, en general, P (fX = xg) es diferente de 0



262 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazo(y debe leerse como "la probabilidad de que la variable X tome el valor x"). En cambio,para las variables continuas tales acontecimientos se de�nen con probabilidad 0, trabajandoen base a los acontecimientos fX � xg (que signi�can: "el conjunto de resultados talesque aplicados a X se obtiene un resultado menor o igual que x").La funci�on de variable real FX(x) se llama funci�on de distribuci�on de la variable X,y equivale a P (fX � xg). La funci�on de distribuci�on es no decreciente y continua por laderecha, teniendo como l��mites hacia {1 el valor 0 y hacia +1 el valor 1. Limit�andonosa las variables continuas, si FX es absolutamente continua, excepto quiz�as en un conjuntode puntos numerable, entonces existe la funci�on derivada de FX , fX(x), conocida comofunci�on de densidad de X, y de�nida como:fX(x) = dFXdxUna de las propiedades m�as importantes de la funci�on de densidad es la que prescribeque el �area encerrada bajo la curva es igual a 1:Z +1�1 fX(x)dx = 1La funci�on de densidad fX(x) no debe entenderse como probabilidad, aunque s�� comola probabilidad in�nitesimal en un entorno del valor x considerado. Igualmente sucedecon el concepto de densidad en los cuerpos materiales: su signi�cado no es el de \peso",a menos que no consideremos un cierto volumen. Con las variables aleatorias y con loscuerpos materiales carece de sentido el encontrar el \peso" de un punto. El concepto dedensidad puntual resulta �util si queremos encontrar el centro de gravedad de ese cuerpo.Tambien utilizamos la densidad para establecer la inercia del cuerpo cuando gira alrededorde su centro, y en estad��stica se tienen como ideas equivalentes las de esperanza y varianciade una variable X: �X = Z +1�1 xfX(x)dx�2X = Z +1�1 (x � �X)2fX(x)dxLa esperanza es un indicador de tendencia central de una variable aleatoria; la varian-cia es un indicador de dispersi�on. En las mismas unidades que la variable se tiene tambienla desviaci�on tipo, �X , de�nida como la ra��z cuadrada de la variancia.Para de�nir los cuantiles, utilizaremos la funci�on de distribuci�on. Se dice que q� es elcuantil de nivel � si cumple que:FX(q�) = P (fX � q�g) = �1.3 Varias variablesEl concepto de varias variables se asimila al de variable n-dimensional. Es decir, a laaplicacion de 
 en IRn, de manera que la variable X para cada resultado ! toma valores



1 NOCIONES DE PROBABILIDAD Y VARIABLES ALEATORIAS 263(X1(!);X2(!); : : : ;Xn(!)), donde cada una de Xi es una variable aleatoria real.Considerar m�as de una variable a la vez tiene sentido cuando, por ejemplo, se considerauna nueva variable aleatoria Z equivalente al producto de otras dos, X e Y . Llegar aconocer las caracter��sticas de la nueva variable Z supone algo m�as que conocer las de cadauna de las de partida; tambi�en precisamos saber acerca de las relaciones existentes entreX e Y .En el resto de este ap�endice, vamos a emplear una notaci�on que suponga que se est�atrabajando �unicamente con dos variables, pongamos X e Y . Las ideas que se puedansuponer �utiles para generalizar ser�an siempre f�acilmente extensibles al caso de n variables,aunque de momento prime la comodidad.En primer lugar, hay que de�nir la funci�on de distribuci�on conjunta. Sea:FX;Y (x; y) � P (fX � xg \ fY � yg)Si nos referimos a variables continuas, y si la funci�on de distribuci�on conjunta cumplela hip�otesis de continuidad absoluta, podemos hablar de la funci�on de densidad conjunta,fX;Y (x; y), que en este caso se tratar��a de una funci�on de IR2 en IR, de parecida inter-pretaci�on que en el caso de una dimensi�on.Las funciones marginales de X e Y se obtienen por integraci�on de fX;Y (x; y):fX (x) = Z +1�1 fX;Y (x; y)dy fY (y) = Z +1�1 fX;Y (x; y)dx;coincidiendo �estas con las respectivas funciones de densidad de X e Y . Es decir, con lainformaci�on bidimensional tenemos su�ciente para conocer lo que haga falta sobre nuestrasvariables, sea junta o separadamente. El rec��proco no es cierto: no basta con saber lacaracterizaci�on de cada una de las variables para conocer la conjunta. La excepci�on ocurreen caso de independencia entre X e Y : entonces y s�olo entonces, la funci�on de densidadconjunta es el producto de las marginales.La funci�on de densidad de X condicionada por Y es la que queda determinada paraXcuando de alguna manera el valor de Y ha quedado �jado (y por tanto, ya no es aleatorio).Su de�nici�on es la que sigue: fXjY=y(x) = fX;Y (x; y)fY (y)Igualmente podr��amos obrar con la distribuci�on de Y condicionada por X. De aqu��se desprende que si X e Y son independientes, entonces:fXjY=y(x) = fX(x)Por lo tanto, en caso de independencia, la distribuci�on de una variable condicionadapor la otra ser�a igual a la distribuci�on a priori de la primera (su marginal, si se quiere).Un indicador muy utilizado para medir la relaci�on lineal entre dos variables es la



264 Aspectos estoc�asticos en la coordinaci�on hidrot�ermica a largo plazocovariancia: Cov[X;Y ] = Z +1�1 Z +1�1 (x � �X)(y � �Y )fX;Y (x; y) dy dxLa covariancia se estandariza dividiendo por el producto de las desviaciones tipo deX e Y , dando lugar al coe�ciente de correlaci�on lineal:�X;Y = Cov[X;Y ]�X �Yque toma valores entre {1 y 1. En el caso de que X e Y sean independientes, � valdra 0;esto no tiene por qu�e cumplirse a la inversa, ya que el coe�ciente de correlaci�on lineal escapaz de medir exclusivamente relaciones de tipo lineal. Tambi�en se cumplir�a que si X eY son tales que X = a+ bY , siendo a y b escalares, entonces j�j valdr�a 1.
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