Reconocimiento

El trabajo de una persona siempre recoge multiples apoyos de los
que le rodean. Por eso quiero ahora dar a conocer mi agradecimiento
a todos aquellos de los que recibi su ayuda en algin momento desde el
dia, hace ya siete anios, en que entré en el departamento de Estadistica
e Investigacion Operativa a iniciar mis estudios de Doctorado.

Que estas lineas sirvan para expresar mi profunda gratitud al pro-
fesor Narcis Nabona; me siento honrado por haber tenido un excelente
tutor y director de tesis, de quien he recibido las mejores ensenanzas en
el plano académico y fuera de él.

Por supuesto, gracias, Susana.






Indices 3

Indice de contenidos

1 SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACION HIDROTERMICA. .. 15

1.1. El mercado de los sistemas de potencia ........... ... i, 15
1.2. Demanda de energia ..........oouuiiii i 16
1.3. Fuentes de energia ... 18
1.3.1. Los combustibles fosiles y nuclear ............ . ... . i 20
1.3.2. Las energias renovables ........ . i 22
1.3.3. La importacion de energia ..........couuuiiiniiiiiiiiiiinian 23
1.3.4. La energia hidraulica ....... ... i i 24

1.4. Coordinacion hidrotérmica ....... ... . 29
1.4.1. Problemas a largo plazo ...... ... i 31
1.4.2. Adquisiciéon de combustibles ... 31
1.4.3. Jerarquia en la coordinaciéon hidrotérmica ............. ... ... ... .... 32

2 DEFINICION Y ANTECEDENTES. ........ooiiiiiiiiiiii . 34

2.1. Principales términos empleados ...... ... .. 34






Indices 5
Indice de figuras

Figura 1.1 : Representacion de la carga en el tiempo. ...... ..., 16
Figura 1.2 : Representacion de la curva monoétona de carga. ......... ... 16
Figura 1.3 : Cubrimiento de una curva mondétona de produceion . .................. 18
Figura 1.4 : Esquema de mini-central de agua fluyente. ......... ... . ... ... ... 25
Figura 1.5 : Situacion de la energia hidraulica en Espana. ............ ... ... ... 25
Figura 1.6 : Generacién hidraulica (G) y pluviosidad (Pl) en Espana. ............... 27






Introduccién 7

Introduccién

El proyecto de tesis titulado “Aspectos estocasticos en la coordinacion hidrotérmica
a largo plazo” es el resultado de un trabajo de investigacion enmarcado en el campo de
la generaciéon de electricidad y trata, mas concretamente, de los principales aspectos de
caracteristicas indeterministas relacionados con la generacién y coordinacion hidrotérmica
a largo plazo, tal como su mismo titulo resume. Es, por lo tanto, un proyecto directamente
comprometido con la investigacion aplicada en un sector estratégico de la economia.

El trabajo esta situado en el dominio de la Investigacion Operativa, dentro de la
rama conocida como optimizacion estocastica; en consecuencia, se presenta estrechamente
vinculado al area de las ciencias de la Estadistica. El objetivo principal esta planteado
en investigar un modelo apropiado para el tema que permita desarrollar aplicaciones de
minimizacién de los costes relacionados con la produccién de energia eléctrica. Esta lo-
calizacién implica ciertamente simplificaciones en lo relativo al proceso fisico-mecanico de
generacion de electricidad, en beneficio de una vision global obligada si se tiene en cuenta
que el periodo de estudio tiene una magnitud temporal en torno al ano, mientras que
el nimero de centrales térmicas e hidraulicas que el problema considera es propio de las
situaciones reales que se presentan en una compania eléctrica.

Dentro de lo que se conoce como optimizacion estocastica existen un buen niimero
de métodos establecidos. A partir de los trabajos del profesor Nabona, el método multi-
articulo entra dentro de este circulo, con su aplicacién en problemas de optimizacién de
la generacién hidroeléctrica a largo plazo. El animo inicial en la investigacién que este
trabajo describe —pero que no culmina— se puede plantear como:

— realizar un estudio sobre el calculo de distribuciones multiarticulo para las aporta-
ciones naturales

— determinar una estimacion del error que el método introduce, teniendo en cuenta que
se trata de una aproximacién sobre las distribuciones de partida

Sin embargo, estos simples puntos de partida tuvieron que ser replanteados cuando se
les unieron otros de evidente necesidad, y de ambiciones mas elevadas, como elaborar una
formalizacion concerniente a las variables aleatorias de bloques, intimamente relacionadas
con la teoria multiarticulo, o extender ésta a un método para resolver el problema de
coordinacién hidrotérmica a largo plazo. Todos ellos se pueden unificar en un objetivo pri-
oritario, perseguido por el trabajo que se describe en esta memoria, que es la consolidacion
de la teoria en el ambito de la optimizacién estocastica.
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. Qué se entiende por consolidacién? En primer lugar, demostrar que el método esta
respaldado por una teoria robusta. También, que esta teoria es suficiente para modelizar
los sistemas que se consideran en los problemas eléctricos citados. Finalmente, que las solu-
ciones halladas para tales problemas son verosimiles y pueden ser de utilidad al usuario que
demanda una herramienta sofisticada para la evaluacién de costes en parques hidrotérmicos
con horizontes a largo plazo.

Aportaciones de la tesis

En sintesis, la principal aportacion de la tesis es haber logrado un avance significativo
en el terreno de la optimizacion estocastica —mas concretamente, en el terreno de la coor-
dinacion hidrotérmica a largo plazo— mediante la aplicacion combinada de técnicas mul-
tiarticulo y variables de bloques. Puesto que el campo de investigacion en el entorno de la
optimizacion con variables aleatorias de bloques es muy amplio todavia, esta contribucién
tiene aspiraciones a ser un paso importante hacia la madurez del método multiarticulo.

Particularmente, deben destacarse los siguientes aspectos:

e descripcion y estudio exhaustivo desde el punto de vista estadistico de la distribucion
de probabilidad genérica conocida como de bloques; ya utilizada en trabajos previos,
en esta memoria se pretende categorizarla como variable aleatoria propia. De este
proceso se desprende una metodologia para estimar variables de bloques a partir de
una muestra procedente de una variable cualquiera.

o calculo de expresiones de la generacion hidraulica esperada para la validacién de una
aproximacion en uso. La comparacion posterior sobre casos concretos evidencia una
cierta sobreestimacion en el calculo de la generacién por parte de la version inicial. Es-
tas expresiones reducen el sesgo en la estimacion de la generacion hidraulica esperada,
aunque son alternativas menos eficientes computacionalmente.

e construccién de un procedimiento que permite simular politicas de largo plazo apli-
cables a una cuenca hidraulica. El proceso genera valores de aportaciones naturales
condicionadas entre si, y permite verificar si la politica obtenida mediante la mini-
mizacion de una funcion de coste probable de produccion genera costes aceptables.

o desarrollo de técnicas especificas para un programa de coordinacion hidrotérmica a
través de curvas potencia-energia parametrizadas por factores indeterministas, entre
los que se cuenta la generacion hidraulica representada como distribucion de bloques.

e desarrollo de un método para hallar la distribucion de la suma de una variable de
bloques y otra cualquiera independiente de la primera por el procedimiento de la
convolucién, y aplicacion del mismo a distribuciones de la potencia en fallo hidraulica
con la carga del sistema. A partir del mismo se construye una nueva funcién de
coste probable de producciéon que no depende, como las anteriores, solamente de la
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esperanza de la generacion hidraulica.

o desarrollo e implementacion de un modelo de optimizacion de la generacion hidraulica
a largo plazo basado en la nueva funcion de coste probable de produccion, y que tiene
en cuenta limites de potencia y de generacion hidraulica.

e un aspecto que nunca se habia abordado hasta ahora ha sido una comparativa de
resultados teniendo en cuenta la influencia que presenta el nimero de bloques con que
son representadas las variables. Las pruebas efectuadas no son taxativas en cuanto a
este aspecto, pero proporcionan una informacién sumamente interesante.

Breve presentacion de la memoria

Los ultimos parrafos de esta introduccién serviran para presentar brevemente el con-
tenido de los capitulos que componen la memoria de la tesis.

En el capitulo 1 se hace una presentacion general del problema desarrollado en la
memoria, asi como de los elementos que aparecen en el entorno que rodea al mismo.

El capitulo 2 esta dedicado a mostrar una panordamica sobre los métodos relacionados
con la optimizacion estocastica en problemas eléctricos, y a definir y formular los dos
problemas que suponen el centro del trabajo: optimizacion de la generaciéon hidraulica
y coordinacién hidrotérmica a largo plazo. El capitulo también sirve para exponer la
propuesta de un método multiarticulo que permite buscar una solucién a tales problemas
teniendo en cuenta su estocasticidad intrinseca.

Los capitulos 3 a 6 giran alrededor de las variables de bloques. Se definen desde
el punto de vista probabilista y estadistico, aportando métodos de estimaciéon que son
utilizados en algunas fases relacionadas con los citados problemas como, por ejemplo, la
preparacion de las aportaciones naturales a las caracteristicas del método multiarticulo.

En el capitulo 7 se describe la idea de politica multiarticulo, sobre la base de una red
de flujos representando una cuenca hidraulica replicada temporalmente, por cuyos arcos
circulan cantidades aleatorias de agua, representadas segin una ley de probabilidad de
bloques.

El capitulo 8 sirve para introducir expresiones alternativas para el calculo de la es-
peranza de la generacién hidraulica, segun determinada politica, expresiones que son com-
paradas con la opcién definida inicialmente en el capitulo 7.

En el capitulo 9 se describen técnicas de simulacion empleadas para someter a prueba
una politica multiarticulo; las diferentes alternativas presentadas para el calculo de la
esperanza de la generacion son testeadas mediante simulacién.

El capitulo 10 estd dedicado a explicar las técnicas multiarticulo empleadas para
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resolver el problema de coordinacién hidrotérmica a largo plazo.

El capitulo 11 es el marco en el que se explica el mecanismo de convoluciéon de vari-
ables de bloques con una variable cualquiera. El tema significa abordar la consideracion
del caracter estocastico de la generacién hidraulica en relacion con la carga del sistema.
Posteriormente, en el capitulo 12, el método desarrollado da pie a una nueva formulacién
del problema de optimizacién de la generacion hidraulica, expuesto junto con pruebas
validatorias del funcionamiento del método.

Finalmente, en el capitulo 13 se exponen las principales conclusiones derivadas de la
investigacion realizada, junto con propuestas sobre posibles extensiones del trabajo.
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CAPITULO 1

SOBRE EL PROBLEMA DE COORDINACION HIDROTERMICA

1.1 El mercado de los sistemas de potencia

La satisfaccién de la demanda eléctrica implica un elaborado proceso de generacion,
transporte y distribucién de la energia eléctrica hasta los puntos de consumo. Teniendo
en cuenta que este proceso se lleva a cabo a nivel nacional, o incluso internacional, se
comprende que detras exista una compleja estructura que necesita una planificacién con-
stante de los medios disponibles y a prever. La implantacion predominante de la energia
eléctrica en la sociedad actual obliga a las companias que se encargan de su gestion a
suministrar electricidad a sus usuarios con la maxima fiabilidad, debiendo por otra parte
cubrir el objetivo de que su actividad sea econéomicamente viable. El compromiso entre
calidad y coste que aparece, junto con las dimensiones que el negocio de la electricidad
trae consigo, obliga a que todo el sistema sea llevado adelante en el control méas exigente.
La siguiente es una clasica perspectiva que muestra cuales son las escalas de tiempo mas
comunes empleadas en la planificacion de sistemas de potencia:

— muy largo plazo: a partir de un cierto nimero de afios (p.ej. 5) hasta 20 afios o mas.
Su principal objetivo es establecer planes de expansién conforme a las predicciones
para el crecimiento de la demanda.

— medio-largo plazo: a partir de un ano. Se establecen politicas de operaciones para la
compra de combustibles, la generacion y el mantenimiento de las plantas.

— corto plazo: el horizonte abarca hasta una semana. Se programa la asignacion de las
unidades de produccién y el despacho econdémico.

— tiempo real: se incluyen las operaciones necesarias para el control automatico de
generacion, la simulacion de operaciones y la vigilancia de la seguridad de la operacion.

En esta secuencia, la informacién proveniente de la etapa superior es utilizada conve-
nientemente. Por ejemplo, la planificacion a corto plazo debe basarse en las directrices que
la planificacion a largo plazo ha encontrado, como puedan ser restricciones de generacion
para la semana entrante.

El uso de los ordenadores en el campo eléctrico ha tenido como consecuencia primera
la aceleracién de los calculos que antes requerian tiempos extremadamente largos, pero
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también ha supuesto la posibilidad de abordar problemas que antes ni tan sélo se podian
plantear. Entre estos, la minimizacion de los costes que aparecen en varias partes del
proceso de produccion, problemas que debido a la magnitud de los casos reales son en
general de grandes dimensiones. Hoy dia, los ordenadores resultan tan imprescindibles
como lo es la misma electricidad, pues ayudan en la toma de decisiones proporcionando
politicas optimas de cara a la planificacion del sistema.

En este trabajo se aborda el problema de la coordinacién hidrotérmica a medio-largo
plazo. Previa a la descripciéon mas particular de este problema, se ofrece una vision general
relativa a algunos de los aspectos que estan implicados dentro del tema.

1.2 Demanda de energia

El consumo que realiza el usuario se trata como el valor medio de la carga que una
instalacion eléctrica absorbe en un lapso de tiempo, v que recibe el nombre de demanda.
Por tanto, la demanda se mide en unidades de potencia, generalmente MW, y se consideran
intervalos de una hora, un dia, etc.

carga
(MW)

| | | | | | |
1 1 1 1 1 1 1 T
viernes sabado domingo Iunes martes miércoles jueves

Figura 1.1 : Representacién de la carga en el tiempo. Los datos corresponden a

una semana de febrero de 1992 en Espana.

La mas acusada caracteristica de la demanda es su variabilidad. La carga es diferente
cada ano —crece en tiempos de bonanza econdémica—, cada mes —principalmente por
razones meteorologicas, pero también por la presencia de periodos vacacionales—, cada
dia de la semana —marcadamente entre los laborables y los fines de semana—, y cada
hora —mayor durante la jornada de trabajo. El ejemplo de la Fig. 1.1 —una denominada
curva de carga— correspondiente a un caso real, sirve para mostrar como es la variabilidad
horaria y diaria en una semana de febrero. A pesar de las variaciones de la demanda, ésta
no tiene un comportamiento propiamente aleatorio, debido a una serie de variables que
determinan en gran manera la demanda final.

Entre estas variables explicativas, destacan los factores ambientales, los habitos de
consumo vy la tendencia econdémica. El factor ambiental que mas incide en la demanda
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es claramente la temperatura, que se traduce en un mayor o menor uso de calefaccién o
refrigeracién. En otro orden de cosas podemos nombrar la laboralidad, un ciclo de consumo
al que todo el mundo, industrias y particulares, estd sujeto, y que se repite diaria, semanal
y anualmente. Por esta causa se explican los picos de carga presentes a media manana y
a media tarde, o que el sabado y el domingo sean dias con una carga media sensiblemente
menor. Por dltimo, un factor que es aprovechado en la prevision a més largo plazo es
la actividad econdmica. Asi, se observa que tras una recuperacion econdémica hay un
incremento de la demanda extendido sobre toda la anualidad. El conocimiento bastante
cercano de estas pautas permite que las previsiones a corto plazo sean razonablemente
acertadas, lo cual es muy deseable cuando se pretende planificar con el menor coste posible
la generacién que tiene que cubrir la demanda.

carga P
(MW)

D (h)
0 168

Figura 1.2 : Representacién de la curva monétona de carga. Los datos correspon-

den a la misma semana de la Fig. 1.1.

La informacién de la curva de carga es demasiado prolija en los detalles de variacion
horaria, diaria, semanal, etc., y no resulta conveniente a fin de realizar programaciones a
largo plazo. Para ello se adopta la mondtona de carga, construida a partir de la curva de
carga a base de ordenar los valores de carga de mayor a menor, disponiéndolos sobre un
eje de duraciones. Véase en la Fig. 1.2 la curva correspondiente al ejemplo anterior, sobre
un eje que contempla hasta 168 horas. Bajo ambas curvas, el area representa la energia
total que se ha consumido durante el periodo considerado.

Cuando se estudia la demanda de energia en un horizonte a largo plazo, puede convenir
tomar la potencia de carga como una variable aleatoria, cuya distribucion de probabilidad
viene dada por la mondtona. Sin embargo, aunque siempre la potencia generada debe
igualar la carga que se necesita (incluyendo pérdidas), la mondtona de carga no refleja la
produccién, debido a que no todas las unidades estan funcionando siempre, aunque fuera
deseable debido a su eficiencia. O bien porque necesitan pararse por mantenimiento, o
bien porque inevitablemente puede surgir una averia, hay que considerar unas duraciones
inferiores a las del periodo que se trata. Por la misma razén, la capacidad maxima la
generacion de la que dispone una compania el’ectrica para cubrir la carga maxima no
coincide con ésta, sino que debe sobrepasarla ampliamente si se desea garantizar la calidad
del servicio.
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En consecuencia, la producciéon puede representarse como una monotona alterada de
manera que contemple la posibilidad de incidencias que puedan inhabilitar una parte de
los recursos de generacion; debe cubrir un area igual al area bajo la mondtona de carga, de
aqui que se entienda que la satisfaccion de la demanda equivale a asignar a cada unidad
de generacion una fracciéon de la superficie que abarca la mondétona de producciéon. Sin
embargo, no se puede dejar de lado la posibilidad de fallo conjunto en un cierto lapso de
tiempo de un ntmero de unidades tal que el resto de las unidades no tenga capacidad
suficiente para cubrir la demanda correspondiente al lapso, lo cual se traduce en una cierta
porcion de la carga que no puede ser atendida. Por esta razén, la mondtona de produccion
presenta una punta superior a la mondtona de carga. El criterio seguido normalmente
para ordenar de la manera més econémica las unidades térmicas consiste en dar prioridad
en la franja de las potencias base a las unidades mas eficientes, las que previsiblemente
produciran el MWh més barato, pero también las que no estaran sujetas a las fluctuaciones
de la demanda para las que no estan preparadas —la operacion de parada y arranque suele
ser onerosa. Suelen ocupar estas plazas las grandes térmicas y nucleares. Luego siguen las
unidades menores, con mayores costes pero con mejor disponibilidad. Las ultimas unidades
que deben ubicarse son las de respuesta rapida, como las de turbinas a gas. En la punta
aparece la zona correspondiente a demanda no servida, que debe ser cubierta con energia
importada de otras companias.
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Figura 1.3 : Cubrimiento de una curva monétona de produccién . En linea dis-

continua aparece la curva monétona de carga.

Con la Fig. 1.3 se puede observar un esquema de céomo quedaria el cubrimiento de la
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demanda del ejemplo anterior disponiendo 10 unidades de generacién.

Cuando intervienen centrales hidraulicas, esta descripcion resulta ser menos adecuada,
ya que es dificil asignar a la generacién hidraulica el lugar que le corresponde. Por su
“coste” es evidente que deberia ubicarse en el primer lugar; sin embargo, debido a que
el agua es un recurso limitado, la operaciéon normal consiste en utilizar esta energia para
terminar de cubrir los momentos de méaxima demanda, es decir, la punta de la mondtona.
Este tema serd tratado ampliamente en este trabajo.

1.3 Fuentes de energia

Como existe una bibliografia abundante que trata el tema directamente o en relacion a
otros temas eléctricos, resenaremos solo unas pocas referencias que se han consultado para
elaborar la descripcion que sigue, ademas de las que van apareciendo en el texto referidas

a puntos concretos: [ORIL93|, [McMU76], [TAYLS3].

1.3.1 Los combustibles fésiles y nuclear

Estos combustibles alimentan las llamadas centrales térmicas, ya que su funcionamiento
consiste en generar calor (por combustion o por fisién) que absorbe un fluido motor (gen-
eralmente, vapor de agua); la expansion de este fluido provoca que la energia calorifica
se convierta en energia mecanica, la cual se transforma en electricidad cuando pone en
funcionamiento la turbina de un generador. Los tipos de combustible mas comunes son:

— carbon

fuel

— gas natural

— uranio enriquecido

Generalmente, los yacimientos no se encuentran en el lugar de produccién (es sobre
todo el caso de los derivados del petréleo), por lo que suponen un coste anadido de trans-
porte de la materia prima desde el punto de extraccion. Pueden precisar de un cierto
tratamiento previo: refinado del petrdleo, enriquecimiento del uranio para convertirlo en
isotopo Usgsg, presurizacién del gas (y el proceso inverso) para hacer rentable el trans-
porte de este material. Son recursos agotables. Tienen abundantes efectos nocivos sobre
el medio ambiente: desprenden diéxido de carbono, que favorece el calentamiento de la
atmosfera, 6xidos de azufre y de nitréogeno; como necesitan un medio refrigerante, a veces
se ubican cerca de los rios, y pueden modificar la temperatura del agua, en perjuicio del
ecosistema fluvial. Aunque no provocan contaminacion quimica, las centrales nucleares
son continuo motivo de polémica, debido al potencial peligro que supone la contaminacion
radioactiva. La produccion de electricidad por esta via, siendo muy eficiente, se encarece
notablemente debido a la exigencia de cada vez mayores medidas de seguridad; por otra
parte, no se puede estimar aun el impacto econémico que supondra la desmantelacion de
las instalaciones cuando lleguen al final de su vida 1til, asi como el tratamiento de los
residuos radioactivos de larga duracion.
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Aunque existen bastantes paises que no dependen de estas fuentes de energia, ya que
poseen una sobrada capacidad hidraulica —como es el caso de Noruega o Brasil—, la
mayoria de las naciones apoyan su consumo en centrales de produccion térmica. Den-
tro de las limitaciones que vienen impuestas por condicionantes econdémicos, sociales y
medio-ambientales, su ubicacién no exige un emplazamiento idéneo, como las centrales
hidraulicas. Su produccién estd asegurada (salvo paradas por mantenimiento o impre-
vistos) mientras se mantenga una reserva de combustible lo cual, dentro del primordial
objetivo de calidad del servicio que debe ofrecer una compania eléctrica, es sinénimo de
garantia. Esta caracteristica facilita la planificacion de la produccion de energia, que se
veria sujeta tan solo a variaciones en el precio del combustible o a eventuales fallos de las
unidades.

El papel que desempenan las centrales térmicas —por lo menos, las que tienen por su
capacidad una presencia significativa— es ser la base del sostenimiento de la demanda. Su
puesta en marcha y apagado son operaciones costosas y lentas, deben trabajar por encima
de un minimo técnico y generalmente a pleno rendimiento, ya que es donde alcanzan la
maxima eficiencia. Las unidades mas sencillas se colocan por encima de las centrales
basicas: no son tan eficientes, pero tienen mejor capacidad de maniobra para adaptarse
a las modificaciones de la carga. Entre éstas, en el Plan Energético Nacional [PEN91]
se destacan especialmente las de turbinas a gas, por dos razones: tecnoldgicas, al haber
alcanzado un nivel de operacién que permite su implantacién y uso eficaz; y econdémicas.
La existencia de grandes reservas de gas en el Magreb y en los paises del Este europeo y la
construccién de gasoductos va a permitir la expansion en el estado de modernas centrales
de gas, las cuales son mas operativas y mucho menos contaminantes que las de otros tipos
de combustible fosil.

1.3.2 Las energias renovables

Entran dentro de este apartado:
— la energia solar
— la energia hidraulica
— la energia edlica
— la energia geotérmica

— el aprovechamiento de la biomasa y de los residuos sélidos urbanos

Excepto la energia hidrdulica convencional (generada en cursos fluviales y que es
tratada con mayor detalle en un apartado posterior), las demés tienen una presencia tes-
timonial dentro del espectro energético de la mayoria de los paises, aunque las sucesivas
crisis en las que cae el sector desde el ano 1973 hacen crecer el interés por este tipo de
energias.

En general, sélo pueden manifestarse en determinados puntos en los que se concentran
una serie de condiciones 6ptimas: lugares con una alta disponibilidad media de vientos,
o con un gran numero de horas anuales de insolacién, o con cierta actividad geotérmica
superficial; por su disponibilidad dependiente de factores no controlables por el hombre,
resulta complicada la planificacion de estos medios de produccion. Entre las hidraulicas se
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cuentan —casi anecdoticamente— las centrales mareomotrices, que precisan de un estuario
o ria apropiado que sirva para embalsar una gran cantidad de agua, pero con una boca
estrecha en la que construir el dique, y al mismo tiempo una gran diferencia de alturas
entre la pleamar y la bajamar. El paradigma de central mareomotriz se encuentra en
Francia, en el estuario del Rance.

Por contra, el aprovechamiento de la biomasa y de los residuos sélidos urbanos seria
aplicable sin restricciones, y ademas solucionaria otros problemas, al ayudar a la limpieza
de los bosques, previniendo sobre el peligro de los incendios forestales, y eliminando una
parte de los residuos que se generan en las ciudades. Su incidencia en la balanza energética
es escasa, y seguramente siempre sera una fuente de energia menor aunque se prevee un
importante alza en los proximos anos.

La mayoria de estos recursos no estan mas que en fase experimental (dejamos aparte la
explotacion de la energia del agua), aunque quiza destaque el potencial de la energia edlica,
que dispone en Espana de unos cuantos centros ya conectados a la red de distribucion.
La expansion de la energia solar esta muy limitada debido al escaso rendimiento que se
obtiene y a la carestia de los materiales; actualmente, su interés reside principalmente en
el precalentamiento de agua de instalaciones domésticas.

1.3.3 La importaciéon de energia

Por ultimo, aunque es evidentemente de una naturaleza distinta, un recurso del que
toda compania eléctrica puede disponer para satisfacer la demanda es la importacion de
energia del mercado exterior. Es el mas caro de los recursos, pero es imprescindible para
asegurar el suministro interno en condiciones extremas.

Conviene distinguir entre la importacion de energia con cardcter de emergencia (que
denominaremos cominmente energia externa), y los intercambios establecidos entre companias
en forma de contratos.

Para las empresas del sector eléctrico es una préactica habitual la adquisicion de energia
a otro productor, como una alternativa simple a la construccién de una central propia,
lo cual es una obra que debe acometerse cuando existan unas minimas garantias de su
rentabilidad futura. En general, el vendedor realiza su oferta para un cierto periodo de
tiempo, y los precios de la energia pueden variar segun la magnitud de la adquisicién. Por
ejemplo, un determinado contrato tiene vigencia durante el mes de julio y el coste que
supone para la compania compradora viene dado por unas zonas definidas, en cada una de
las cuales la energia tiene un precio diferente (y decreciente, para que sea mas atractivo).

De alguna manera, se reconocen ciertas similitudes entre un contrato de compra de
energia y una unidad térmica propia: en ambos tipos se contempla una capacidad maxima
y también una probabilidad de servicio. Por todo ello, es posible considerar un tratamiento
uniforme extensible a contratos y unidades propias. Una empresa compradora ha de evaluar
juntamente con el parque térmico que posee los contratos que se le ofertan a la hora de
establecer la procedencia de la energia que debe satisfacer la demanda a la que debe hacer
frente. Desde otro angulo, una empresa interesada en ofertar parte de su produccién
tiene que incluir un incremento de su demanda debido a la energia susceptible de ser
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exportada. La valoracion de la energia o la cantidad de la misma que entra en la transaccion
son aspectos que precisan para su justa estimacién de herramientas analiticas capaces de
integrar los contratos en el marco general del mercado de sistemas de potencia.

En Europa del Norte se encuentra un buen ejemplo que muestra las ventajas de un
mercado abierto. Los paises escandinavos potencian la utilizacién coordinada de sus re-
cursos, dado que sus perfiles son notablemente diferentes: Noruega utiliza fuentes predom-
inantemente hidraulicas, Finlandia y Suecia poseen un parque mixto hidro-nuclear-f6sil,
y Dinamarca se basa enteramente en el uso de centrales térmicas de combustible fésil.
Como se muestra en [BOTN94], la utilizacién coordinada multinacional de sus recursos
representa evidentes ventajas econémicas.

En otro plano, todavia en el continente europeo, el marco de la Unién Europea ofrecera
con toda seguridad una oportunidad para el crecimiento del transporte internacional de la
energia eléctrica.

A nivel nacional, el intercambio entre las compariias eléctricas que operan en el estado
va a aumentar de manera sustancial a raiz de la progresiva liberalizacion que se producira
en el sector, si bien estos trasvases de energia deberian producirse no tanto con caréacter
de urgencia, sino mas bien como operaciones que buscarian el beneficio mutuo (por poner
un ejemplo: una compania que posea produccion nuclear cede energia en horario nocturno
a otra con capacidad de bombeo, que se la retorna en horario punta).

1.3.4 La energia hidraulica

La energia del agua es un recurso especialmente favorecido. El agua es un elemento
no contaminante, facilmente manipulable, como lo prueba el hecho mismo de la existencia
desde hace varios siglos de tecnologia hidraulica. La turbinacién, el procedimiento em-
pleado para generar electricidad a partir de ella, no degrada la calidad de ésta. Permite
obtener energia eléctrica con un alto rendimiento, que puede llegar a superar el 95%; esta
alta rentabilidad se debe a que la energia potencial del agua se transforma directamente
en electricidad sin tener que producir calor, tal como hacen las centrales térmicas. Tras
una considerable inversion inicial, consistente en la construccién del pantano y la dotacion
de maquinaria, obtiene rendimientos con costes variables nulos; de hecho, un embalse esta
amortizando los costes fijos que supuso su construccion durante una parte importante de
su vida util. Por otro lado, gracias al ciclo de la lluvia, el agua es un recurso renovable,
por lo que puede aliviar de una manera significativa, o incluso notable, la costosa factura
energética de un pais que pueda disponer de este recurso. Numerosos textos especializados
se hacen eco de estas ventajas, aunque también se senalan algunos inconvenientes asocia-
dos al desarrollo de la hidroelectricidad, como por ejemplo los derivados de la construccion
del embalse en el medio ambiente, lo cual supone de partida anegar un valle con la pérdida

de un ecosistema (ver, por ejemplo, [RAABS85] o [GULLI1]).

Para que se pueda captar la energia potencial hidraulica, es necesaria una cierta altura
de caida para una cierta masa de agua capaz de poner en marcha un mecanismo giratorio
que, a su vez, induce una corriente en un generador. Esto queda claramente reflejado en
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la expresion:

W=mgh (J)

Es decir, la diferencia de energia potencial del agua, W, expresada en Joules, es funcion de
m, la masa de agua en Kg. descargada desde una altura de h metros, siendo la gravedad
¢=9.81 m/s%. Los limites para la produccién de electricidad vienen impuestos por la can-
tidad de agua y por el salto disponibles: por esta razon, se encuentran construcciones
hidraulicas de dimensiones muy dispares, desde las enormes centrales del Amazonas, que
tienen una capacidad superior a los 12000 MW a las mini-centrales de uso local, que no su-
peran 1 MW de potencia. Evidentemente, las mayores obras son las que tienen las mejores
oportunidades de alcanzar los mejores rendimientos; sin embargo, ya se ha desarrollado
tecnologia como para producir turbinas suficientemente avanzadas que puedan ubicarse en
situaciones mas modestas, alcanzando sin embargo rendimientos muy satisfactorios. Es
una aproximacion de la que haremos uso posteriormente escribir:

P=pgQh  (KW)

donde por P se expresa la potencia instantdnea eléctrica que se obtiene por el trabajo
derivado de la descarga de un caudal @ (m?/s) de una altura h. p viene a significar el
rendimiento global tras las pérdidas que supone el rozamiento o la disipacion de energia; en
el trabajo realizado se ha adoptado constante, aunque una alternativa mas precisa podria
emplear una eficiencia variable con el volumen de agua descargada y la cota de descarga.

La electricidad debe ser generada en el mismo instante de su consumo, pues no puede
ser almacenada, cuando se considera dentro de las magnitudes que se manejan en el mer-
cado eléctrico. Puesto que la carga varia notablemente durante el transcurso del dia, el
precio del MW no es constante; en un escenario ideal, cuando existe superavit de energia
(en las llamadas horas valle, fundamentalmente horas nocturnas, y también en fin de sem-
ana) deberia poderse guardar el exceso para su uso en las horas punta (a grandes rasgos,
las horas diurnas de los dias laborables). Con esta solucién, la planificacién de los grupos
productores seria sencilla: trabajar siempre en régimen 6ptimo.

Una de las mejores cualidades de la energia hidraulica es su capacidad de almace-
namiento, en forma de energia potencial. El carboén, el gas o el uranio también tienen
energia potencial, pero a diferencia de las centrales térmicas, las centrales hidraulicas son
capaces de generar electricidad o variar su produccién en pocos minutos (a esta carac-
teristica se le llama flexibilidad). Por esta razon se adjetiva a los embalses de gran capaci-
dad como sistemas de regulacion, ya que tienen una gran importancia en los momentos
de mayor carga, cuando pueden complementar a las centrales bésicas, sustituyendo a las
menos operacionales y mas caras unidades térmicas. Existen también embalses que no se
atienen a esta funcién, ya que debido a su pequeno tamano tienen poca o nula funciéon
reguladora: son los llamados embalses de agua fluyente o mini-centrales, que basicamente
se limitan a producir electricidad méas o menos continuamente. Aunque se encuentran en
un numero importante a lo largo de muchos rios, su baja capacidad hace que su peso en
el total del producible (por lo menos, en el estado espafiol) sea bastante reducido. En la
Fig. 1.4 se muestra el esquema de un tipo de mini-central que consigue una ganancia de
cota mediante una conducciéon paralela, la cual lleva el agua hasta el punto de descarga.
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Figura 1.4 : Esquema de mini-central de agua fluyente. 1) Presa y embalse (sin
capacidad regulatoria). 2) Conduccién que desciende con una pen-

diente mas suave que la del rio. 3) Tuberia de descarga. 4) Rio.
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Figura 1.5 : Situacién de la energia hidraulica en Espafia. En linea continua,
produccion bruta; en linea discontinua, potencia instalada. Datos de
1968 a 1994.

Al hacer su aparicion las centrales reversibles es cuando se hace mayor el grado de
adecuacion entre la capacidad de regular la oferta y la demanda de la carga y la existencia
de los embalses. Una central hidroeléctrica reversible dispone de un sistema de turbinas
y alternadores capaces de girar en ambos sentidos; de esta manera puede hacer uso del
excedente de potencia en horas de bajo consumo para bombear agua con destino a un
embalse aguas arriba. Asi, el embalse deja de ser un elemento pasivo, dependiente de las
aportaciones naturales que recibe, ya que puede intervenir activamente para incrementar
sus reservas. Las principales caracteristicas de las centrales con capacidad de bombeo,
adaptando de un texto de talante introductorio [JARAS8S], son:
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— Permiten absorber energia sobrante

— Transforman la energia de horas valle en energia de horas punta; la plusvalia que esto
supone justifica por si misma el consumo de energia para el bombeo

— Consiguen una garantia de potencia instalada, pues para disponer de agua es preciso
haber bombeado previamente, logrando mayor grado de autonomia de los caudales

naturales
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Figura 1.6 : Generacién hidraulica (G) y pluviosidad (P1) en Espana. En linea

discontinua, producciéon bruta; en linea continua, precipitaciones.
Datos de 1994.

La expansiéon actual de la energia hidraulica se presenta hipotecada por su carac-
teristica mas acusada: su naturaleza indeterminista. Como en ultima instancia, su pro-
duccion depende del azar de las aportaciones naturales, resultaria arriesgado confiar ex-
cesivamente en su capacidad de generacién. Por ejemplo, en Espana habia en 1994 16540
MW de potencia hidraulica instalada, pero la participacion que ha tenido en la produccion
bruta ha variado tremendamente, desde un 13% en 1989, es decir, 19387 GWh, hasta un
45% en 1979 —47473 GWh—, en el que fue un ano hidrolégico excepcional (datos de
[REE95]). La Fig. 1.5 ilustra histéricamente este hecho: mientras la potencia instalada va
en aumento, la generacion oscila, esencialmente dependiendo de las aportaciones del ano.
Pero a nivel mensual, la politica de generacion viene dada por otros dictados aparte de la
pura disponibilidad de agua. El primer objetivo es evidentemente satisfacer la parte de
la demanda (mayor en los meses de invierno) que aparece en la punta de la monétona de
carga; pero también es necesario encontrar un equilibrio econémico entre el agua que sera
turbinada inmediatamente y la que permanecera almacenada en el embalse. Esta gestion
es especialmente delicada cuando las precipitaciones escasean. A modo de ejemplo vedse la
Fig. 1.6, en la que aparece la precipitacion (en l/mz) v la produccién (en GWh) medidas
en Espana durante los meses de 1994.

En resumen, los siguientes puntos establecen cudles son las coordenadas de la situacion
de la energia hidraulica:
¢ el alto grado de sofisticacion técnica e ingenieril conseguido, que ha llevado a alcanzar
los mejores rendimientos en cuanto a generacion de energia.
¢ la escasez de emplazamientos 6ptimos para la construccion de grandes presas, que son
las que pueden resultar mas rentables, sin que causen graves deterioros en su entorno.
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o el creciente impulso social que tienen las fuentes de energia no contaminantes.

¢ el permanente interés econémico que supone una fuente de energia no dependiente del
exterior.

Todos estos puntos confluyen en una necesidad: puesto que las centrales hidraulicas
son centrales con limitacion de energia, es necesario aprovechar mejor los recursos hidricos.
En los paises de la zona mediterranea, esta necesidad se agudiza debido a la posibilidad
de ciclos de extrema sequedad, como el que dejo a finales del ano 1995 los embalses de la
peninsula bajo minimos. En el Plan Energético Nacional 1991-2000 [PEN91] se comenta
que la potencia hidraulica instalada apenas aumentara esta década debido a sus limitadas
posibilidades de expansion.

De todos modos, el PEN insiste especialmente en el alto potencial que se encuentra en
la produccién de electricidad a cargo de mini-centrales, instalaciones con potencia inferior
a los 5 MW. A lo largo de este siglo se prodigaron como medio de obtener la energia
necesaria para alimentar lugares poco accesibles o incluso pequenas industrias que de esta
manera funcionaban auténomas, [UNES88]. El equipamiento que precisan es sencillo,
y a menudo ni siquiera necesitan represar el rio. Puesto que se ha hecho evidente el
grado de infrautilizacion de estas instalaciones, hoy dia recobran interés por varias razones:
reaprovechamiento de los antiguos emplazamientos; previa recuperacion, su mantenimiento
puede ser automatizado de manera que los costes sean abordables, y escaso o nulo impacto
medio-ambiental de este tipo de centrales. Se estima, dentro del Plan de Ahorro y Eficiencia
Energética, que se conseguiran los siguientes objetivos en la presente década:

Pot. instalada (MW) | Generacién (GWh/afio)
1990 457.84 1378.68
2000 1236.84 38952.68

Existe un vasto campo de investigacion en lo que se refiere al estudio de la planificacion
de los embalses de regulacion dentro de un entorno indeterminista, con evidente interés
econémico. Por ejemplo, si una gestion mas eficiente logra un incremento medio de la
produccion hidraulica de 100 GWh en un ano —lo que significa un 0.4% del producible
del ano 1994—, esto se traduciria en un ahorro de combustible valorado en méas de 500
Mpts (tomando el coste del KWh a partir de carbdén igual a 5.19 pts., segin precios de
1994 reflejados en [REE95]).

1.4 Coordinacion hidrotérmica

Con la coordinaciéon hidrotérmica se pretende encontrar una distribucién de la pro-
duccion hidraulica y térmica de forma que la demanda de energia quede cubierta durante
el periodo de consideraciéon. Se suele diferenciar entre coordinacién a corto plazo y a largo
plazo. La duracion del periodo tomado en corto plazo no suele ir mas alla de una sem-
ana, pues el criterio que distingue entre un tipo y otro es la posibilidad de hacer predic-
ciones fiables para las aportaciones que se presentaran en el periodo, y el plazo de una
semana marca un limite razonable para considerar estas predicciones como informacion
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deterministicamente aceptable. Si la longitud de ese periodo se mide en meses o anos es-
tariamos frente a un problema de largo plazo (puede haber una etapa a medio plazo, pero
sus caracteristicas no serian mas que las de un caso intermedio, un cierto desconocimiento
de la situacion, pero con menor variabilidad).

Es necesario destacar que los problemas de coordinacion hidrotérmica pueden ser de
enormes dimensiones y gran complejidad numérica. La zona de estudio puede contar con
un gran namero de centrales hidraulicas y térmicas; el calculo de la generaciéon hidraulica
trae consigo relaciones no lineales que, en ocasiones, son no convexas, con lo que garantizar
el 6ptimo del problema no seria posible. Ademas, se suelen incorporar —especialmente,
a corto plazo— aspectos de muy importante consideracion: pérdidas en la red de trans-
mision, reserva rodante, etc. Todo ello considerando un horizonte de tiempo que se suele
discretizar y dividir en fracciones, en cada una de las cuales se replica la situacién espacial
del problema, localizando éste en un determinado intervalo (una cierta hora, un cierto
mes), pero cuya solucién no se puede obtener independientemente de la de los otros inter-
valos, a causa de las relaciones temporales que intervienen conjuntamente sobre varios de
ellos.

1.4.1 Problemas a largo plazo

Sin embargo, la caracteristica especifica del problema a largo plazo, y también la mas
dificil, reside en el tratamiento de:

— la disponibilidad de las unidades térmicas,
— la demanda de energia, y

— las aportaciones naturales (agua),
magnitudes todas ellas aleatorias.

En realidad, la naturaleza estocastica de estas variables no las hace ser unas incognitas,
sino que tenemos de ellas un conocimiento parcial en forma de distribuciones de proba-
bilidad. Como, por otro lado, este conocimiento procede de la recopilacion historica de
datos, resulta que no sélo no es completo sino que, inherentemente, el error se mezcla con
la informacion. De todas maneras, este es el procedimiento usual en el tratamiento de
situaciones que presentan incertidumbre. En particular, la considerable variabilidad de
las aportaciones naturales, que procede de complejos fenémenos meteoroldgicos dificiles de
anticipar, supone tener que introducir en el modelo una representacién adecuada del azar
de este importante factor que incide directamente en la cantidad de generaciéon producible.
Otra cuestion son las demas magnitudes, ya que las posibilidades de fallo de las unidades
térmicas o la carga demandada para un cierto periodo de tiempo siguen comportamien-
tos mas regulares y mejor estudiados y, por tanto, una parte de la variabilidad en estos
aspectos puede ser convenientemente asumida.

1.4.2 Adquisicién de combustibles

Los problemas de coordinaciéon hidrotérmica determinan valores optimos para vari-
ables tales como los niveles de los embalses, los volimenes descargados o la generacion
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de las unidades térmicas, pero también pueden ser ttiles como herramienta para la toma
de decisiones. No hablamos ahora de decisiones estructurales, como construccién de una
central o la expansion de la red, que comportan grandes inversiones, sino de la posibilidad
de plantear escenarios que pueden presentarse en un plazo breve.

Un caso concreto se refiere a la politica de adquisicién de combustibles con los que
alimentar las plantas térmicas. Una cierta fracciéon de las necesidades energéticas a cubrir
puede estar libre de compromisos —combustible nacional, etc.—, de manera que la compania
eléctrica pueda adquirir combustible de importacion en las mejores condiciones que pueda
conseguir. Se distinguirian tres vias:

— la compra bajo demanda. En los momentos en que se ofrece combustible se adquiere
la cantidad necesaria de acuerdo con la prevision de consumo.

— contratos take-or-pay. Se fija con anterioridad una cantidad maxima y un precio que
se paga tanto si se consume el combustible como si no.

— adquisicién puntual. Se trataria de la compra esporadica de una cantidad, por lo
general considerable, de combustible.

La solucién de un problema de coordinacién hidrotérmica a largo plazo bajo diferentes
supuestos supone un criterio adecuado para la valoracion de las distintas opciones, ya que
cada solucion aporta una estimacién del coste de la alternativa asumida.

1.4.3 Jerarquia en la coordinacién hidrotérmica

Un resultado obtenido por la resolucion de un problema de coordinaciéon hidrotérmica
a largo plazo permite obtener una prevision fiable y racional de los costes de produccion
para un periodo futuro en una compania con un parque mixto de generacién.

Ademas del evidente interés que presenta para la gestiéon econdomica de la compania
el conocimiento de esta prevision de costes de produccién, la solucion de problemas de
largo plazo proporciona un horizonte en el que encuadrar los problemas a corto plazo. La
consideracion de varios meses o anos por delante es indispensable para tener en cuenta
restricciones multi-intervalo que de otra manera pasarian desapercibidas, como son re-
stricciones de emision de contaminantes, de gestion de combustibles o la misma capacidad
regulatoria de los embalses.

Pueden diferenciarse dos niveles en la coordinacion a largo plazo:
— el futuro.

— el inmediato.

El primero de ellos tiene por fin determinar efectos de determinados contratos de
abastecimiento de combustible, mantenimientos de unidades y otros aspectos de macro-
gestién del sistema. El inicio del periodo de estudio no se situa préoximamente (podemos
pensar en unos cuantos meses de anticipacién), extendiéndose hasta unos pocos anos (pong-
amos un total de dos aflos).

En el nivel de largo plazo inmediato, un programa puede empezar con un intervalo que
se supone préximo en el tiempo (uno o dos dias, por ejemplo), y de la misma longitud que
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el periodo total del programa de corto (pongamos, una semana). La solucién adoptada
tras la ejecuciéon del largo plazo futuro determina algunos factores que son dejados de
consideracion, como la cuestién de los combustibles. El periodo de estudio inmediato se
alarga convenientemente, de manera que pueda tenerse en cuenta para el presente la posible
incidencia de operaciones futuras. Asi, la solucion de los problemas a largo plazo proveen
de restricciones adicionales al de corto plazo, como puedan ser:

— volumenes finales para los embalses.
— produccion de energia.
— descargas totales.

— cantidad de combustible que debe ser consumido.

Hay que precisar que, puesto que el problema a largo plazo tiene un enfoque indeter-
minista, para poder aplicar una solucién en los términos que son usados en corto plazo es
necesario que en el momento de resolver éste se tenga una buena prevision de los factores
aleatorios que intervienen, concretamente de las aportaciones. Con esta informacion debe
poderse determinar las magnitudes que interesan al problema de corto plazo (por ejemplo,
la generacion exacta que se debe despachar para toda la semana).






2 DEFINICION Y ANTECEDENTES 27

CAPITULO 2

DEFINICION Y ANTECEDENTES

2.1 Principales términos empleados

Tras la presentacion del problema de la coordinaciéon hidrotérmica efectuada en el

capitulo 1, comenzamos la formulaciéon de este problema definiendo algunos términos que

van a aparecer y que tienen un especial significado.

*

*

Periodo: por periodo se entiende el espacio de tiempo que abarca el problema.
Intervalo: un intervalo es una fracciéon del periodo de estudio. Habiendo dividido todo
el periodo, la solucion del problema estara constituida por magnitudes referidas a los
intervalos.

Red hidraulica: la estructura formada por un conjunto de nodos —los embalses— y
un conjunto de arcos dirigidos —los canales de conducciéon del agua— que representan
el sistema fluvial a considerar en el problema.
Red hidraulica replicada: la estructura formada por la red hidraulica replicada tantas
veces como intervalos se consideren. A esta red hay que anadir una serie de arcos que
conectan las réplicas entre si.
Red térmica (replicada): la estructura formada con las unidades del parque térmico a
considerar como nodos y los arcos que unen cada unidad consigo misma de un intervalo
al siguiente para establecer el balance de combustible disponible, ademas de los que
mas adelante se introduciran.
Inyecciones: entradas o salidas de flujo en la red previamente fijadas. Como inyec-
ciones se cuentan:
— los volumenes iniciales y finales, que representan la capacidad de cada embalse al
principio v al final, respectivamente, del periodo.
— las aportaciones, el flujo de agua de procedencia natural que un embalse recibe
(precipitaciones, escorrentias, etc.).

— las cantidades de combustible potencialmente adquiribles.
Arco. Se distinguen varios tipos:

— de descarga: aquel que transporta agua y es capaz de generar electricidad por
medio de una turbina.
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— de vertido: aquel que representa el agua que se vierte de un embalse por la
saturacion de éste y sin aprovechamiento energético.

— de bombeo: aquel que modeliza el agua que es bombeada desde un embalse a
otro aguas arriba, con el consiguiente consumo de energia.

— de volumen: arco que representa el agua que permanece en un embalse al final (o
al principio) de un intervalo. También se les conoce como de almacenamiento.

— de combustible residual: arco que simboliza el combustible almacenado al final
de un intervalo y, por tanto, disponible para posteriores intervalos.

— de energia: aquel que representa la generacion de una unidad térmica a lo largo
de un intervalo. Estos arcos son de tipo “raiz” [KENNS80], ya que uno de sus
extremos no va a parar a ningun nodo.

* Coste probable de produccion: funcién que en términos de la hidrogeneracién ex-
presa la expectativa del coste de produccion teniendo en cuenta la aleatoriedad de la
demanda y de la indisponibilidad de las unidades térmicas.

* Energia externa: se denomina asi a una cantidad de energia que debe importarse por
imposibilidad de satisfacer la demanda con los propios recursos (incluidos los contratos
establecidos con otras companias).

* Orden de mérito: ordenacion de las unidades de generaciéon de acuerdo a un criterio
econémico que rige su posiciéon de entrada en la monoétona de generacion.

Debe hacerse notar que la divisién del periodo en intervalos es una soluciéon habitual
frente a la imposibilidad practica de determinar funciones continuas de variacién de las
magnitudes hidrotérmicas a optimizar.

1) 2) i) Ni)

ke

a)

Figura 2.1 : a) Red hidraulica. b) Red hidraulica replicada.

La Fig. 2.1.a) muestra un ejemplo de una red hidraulica formada por una serie de
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embalses en cascada. Los arcos verticales que aparecen son de descarga, y llevan agua de
un embalse a otro situado inmediatamente aguas abajo (quien, a su vez, sélo recibe agua
del dnico que tiene inmediatamente aguas arriba). No se han representado otros arcos,
como vertidos o bombeos. Las lineas oblicuas son aportaciones naturales. En la figura b),
dicha red se ha replicado temporalmente, apareciendo los arcos de almacenamiento, y un
nodo pozo S que hace el papel de sumidero al cual va a parar el balance de las entradas y
salidas en la red, es decir, el balance neto de almacenamiento de agua en cada embalse j,
lo que se representa en la Fig. 2.1 como Vj ; — Vs j v las aportaciones.
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Figura 2.2 : Red térmica replicada.

La Fig. 2.2 ilustra el concepto de red térmica replicada: las unidades hacen una
adquisicién de combustible al principio del periodo (los arcos que salen del “almacén”
de combustible situado a la izquierda en la Fig. 2.2), y cada intervalo gastan parte de
este combustible, dejando un residual para intervalos posteriores. Los arcos horizontales
representan el combustible residual, y las lineas oblicuas gruesas se asimilan al producible
de una unidad en un intervalo, teniendo en cuenta un rendimiento y conversion de unidades
(de toneladas de combustible a MWh). Se incluye igualmente un sumidero S el cual recoge
los excedentes de combustible al final del periodo.

La funcién de coste probable de producciéon (CPP) se interpreta como una reduccién
de coste derivada del uso de energia hidraulica, a consecuencia de la disminucién del gasto
de combustibles. Desde este punto de vista, se adopta el criterio de que una generacion
hidraulica nula se corresponde con reduccion cero y que una generacion no nula da lugar
a un valor de la CPP negativo. Loégicamente, la CPP debe ser na funciéon mondtona
decreciente dentro de un dominio factible de hidrogeneracién.

El orden de mérito es, en nuestro caso, un orden fijo que responde al coste corre-
spondiente a cada unidad para producir una unidad de energia. Bajo este criterio, parece
claro que, en principio, ninguna unidad debiera intervenir antes que la precedente hubiera
alcanzado su potencia maxima. Sin embargo, hay situaciones bajo las cuales el orden de
carga debe ser diferente del orden de mérito, por ejemplo, cuando una unidad no puede
alcanzar su maxima potencia por falta de combustible. En ese caso, la unidad limitada
se desplaza mas abajo —en el sentido de las unidades mas caras— en el orden de mérito,
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o bien se particiona en subunidades que quedan intercaladas en posiciones inferiores, con
objeto de que la menor duracién de uso permita producir a maxima capacidad.

2.2 Estocasticidad del problema

Elindeterminismo presente en los varios aspectos (demanda, disponibilidad de unidades,
aportaciones de agua) que intervienen en los problemas de largo plazo resulta insoslayable,
pues desde hace varias decadas se ha evidenciado que estos problemas no tienen una
solucién satisfactoria cuando se les aplica un tratamiento de tipo determinista, ni aun en
el caso de que se utilicen valores representativos tales como promedios, medianas, etc.,
extraidos de la informacién histérica disponible.

En lo que sigue haremos un repaso de las contribuciones que diversos autores han
hecho en este campo, haciendo hincapié en aquellas que suponen una mayor influencia en
el presente trabajo.

2.2.1 Obtencién de la monétona de generacién

El tratamiento de la carga del sistema y la demanda de energia, junto con la posible
indisponibilidad de las unidades, se puede solventar mediante el uso de la mondtona de
produccién, también llamada de generacion. La técnica de la obtencién de esta monotona
es muy conocida, pues se viene utilizando desde hace treinta afios, [BALE67]. [BOOT72]
es un articulo que, sin aportar nada nuevo al trabajo [BALE67], contribuy6 a la difusién de
dicha técnica en el ambito anglosajon, cuando el trabajo de Balériaux et al. atin no habia
alcanzado popularidad. Basado en el método de la convolucion, se calcula la distribucién
de probabilidad de la suma de la carga y de la potencia en fallo de las unidades térmicas,
bajo el supuesto de que la carga y la indisponibilidad de estas unidades son acontecimientos
independientes. Realizando secuencialmente convoluciones con las unidades dispuestas en
orden de mérito econémico, pueden calcularse diversos indicadores tal como cual es la
contribucién media a la produccién de cada una de ellas, la probabilidad de pérdida de
carga (conocido en la literatura como LOLP: loss of load probability), el tiempo probable
durante el que no sea posible satisfacer la demanda (LOLE: loss of load expectation), o
una estimacion de la energia externa que habra que importar (EUE: expected unserved
energy). Dos muestras de la bibliografia que hacen referencia a estos conceptos con notable

precisién son [WANG94| y [ANDE9Q].

Esta técnica ha sido seguida de muchas variantes, que han supuesto en la practica
procedimientos alternativos. Entre ellos se encuentra el método de los momentos, basado
en el desarrollo en serie de la funcién de densidad de una variable gaussiana, suponiendo
que las condiciones del Teorema Central del Limite son aplicables. Este teorema establece
las hipétesis para que la suma de un gran numero de variables aleatorias cualesquiera
pueda considerarse como gaussiana. El llamado método de los cumulantes es otro método
muy extendido que tiene bastantes puntos en comin con el anterior. Aparecen descritos
en los trabajos [RAUS0] y [STRES0], entre otras referencias, y también cuentan con una
larga secuela de seguidores que aportan su particular visién; por ejemplo, en [SING9I1] se
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utilizan distribuciones gamma en vez de normales. Existen principalmente dos variantes
a la hora de expansionar la funcién en serie, que son el desarrollo de Gram-Charlier y el
desarrollo de Edgeworth, aunque no presentan diferencias importantes entre ellos. Son
métodos considerados como mas rapidos que el de Balériaux et al., pero pueden adole-
cer de imprecisiones, ya que en general la serie se debe truncar a un ntmero moderado
de términos, y los calculos implicados suelen concentrarse en la cola de la distribucién,
alli donde la imprecision es mayor. Otro método para realizar el proceso de convolucion
[ALLAS8I1| usa el procedimiento de la Transformada Rapida de Fourier, que tiene la ven-
taja de limitar el tiempo de ejecucién a una tasa lineal con el ntumero de puntos a ser
convolucionados. De todas maneras, si no se requiere que el procedimiento de convolucion
intervenga de manera intensiva (dentro de un proceso iterativo, por ejemplo), la ganancia
de tiempo de céalculo en los computadores actuales puede ser insignificante.

A menudo, la monétona se representa con un ntmero pequeno de niveles de poten-
cia, por ejemplo [SHERS&5], [MACE96], y otros autores mas implicados en fiabilidad de
sistemas, en donde el uso de monotonas tambiés es habitual. En problemas a largo plazo,
esta discretizacion de la potencia ha encontrado su justificacion por el empleo de técnicas
como el uso de escenarios o la programacion dinamica, que precisan generalmente de una
simplificacién del conjunto de estados del sistema.

0 9 G [MWh]

CPP(@)| S :

CPP

Figura 2.3 : TFuncién de coste probable de produccién.

La técnica descrita en [BALEG?] tenia originalmente por objeto convolucionar la carga
prevista con la potencia en fallo de unidades térmicas. El tratamiento no consideraba
unidades hidraulicas. Con posterioridad, Viramontes y Hamilton [VIRA78] describen un
método para incluir la produccién hidraulica, ubicando ésta en diferentes posiciones entre
las unidades térmicas: de esta manera genera una funcién de coste de produccion depen-
diente de la cantidad de hidrogeneracién que, obviamente, es una funcién decreciente (ver
Fig. 2.3). La opcion de simular distintas ubicaciones de la unidad hidraulica permite evitar
la cuestion no resuelta de cudl es la posicion apropiada de una unidad hidraulica dentro
del orden de mérito valido para unidades térmicas, pero la principal objecién que se puede
hacer al método expuesto en [VIRATS8] es que asigna una disponibilidad de 1 a la capacidad
hidraulica, lo cual no es aceptable dado su caracter indeterminista.
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En el capitulo dedicado a simulacion probabilistica de la produccién de [WANG94] se
analiza detalladamente el problema de la inclusién de unidades hidrdulicas (de generacién
y de bombeo), sefialando explicitamente que la simulacion con unidades hidraulicas resulta
computacionalmente inabordable, por lo que propone algunas simplificaciones:

— combinar todas las unidades hidraulicas en una sola
— ignorar el factor de fallo de las unidades hidraulicas

— buscar una posicion idonea en la monotona de carga para modificar ésta, teniendo en
cuenta posteriormente sélo las unidades térmicas

Pueden encontrarse otros trabajos que incorporan la energia hidraulica en la con-
volucion de la mondtona, aunque sin profundizar excesivamente en su caracter estocastico;
asi, en [MACE96] se le da un tratamiento semejante a una unidad térmica. [PERE96] em-
plea un procedimiento semejante al de Viramontes y Hamilton para determinar funciones
de coste de produccion, convolucionando con la hidrogeneracién esperada. En general, las
plantas hidrdaulicas no se contemplan en su propia dimensién indeterminista. Lo normal es
acudir a ellas para el descrestado de la monotona o para sustituir las unidades mas caras,
[CONT90]. En [NAB95], la contribucién hidraulica se descompone en una parte determin-
ista y una estocastica; la primera sirve para descrestar la monotona de generacion y de la
segunda se toma su esperanza, que se coloca entre las unidades térmicas. En el capitulo
10 de esta tesis se explica mas detalladamente el mecanismo empleado. En el capitulo
8 se introduce una técnica pensada en incorporar los aspectos estocasticos de la energia
hidraulica en un método aplicable para resolver el problema LTHGO.

Hay que mencionar que algunos autores consideran que el empleo de la monotona de
generacion no es apropiado por:

— la pérdida del sentido lineal del tiempo
— una imprecisa modelizacién de las operaciones con las plantas hidraulicas

— unas imprecisas estimaciones de la producciéon de energia y costes de combustible de
las unidades marginales

si bien estas opiniones son mejor comprendidas cuando se hacen desde el punto de vista
del despacho a medio plazo; una alternativa usual es el empleo de técnicas de simulacién
de fallos, mediante el método de Monte Carlo, [SCUL92|, [PANG91], los cuales son ejem-
plos que incluyen una aproximacion a los sistemas de corto plazo, ya que contemplan un
esquema para la asignacién de unidades. En el estado del arte actual, no se suele llegar a
tal nivel de detalle cuando el estudio cubre un periodo largo, dejando la determinacion de
las operaciones mas precisas para la coordinacion a corto plazo.

2.2.2 Tratamiento de las aportaciones naturales

2.2.2.1 Dependencia de las aportaciones

Los embalses con capacidad de regulacion reciben grandes cantidades de agua con
origen de caracter aleatorio: precipitaciones, deshielo, escorrentias, etc. Proviniendo siem-
pre en ultima instancia de fenémenos meteorologicos, esta clase de aportaciones resulta
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especialmente complicada de incluir en los métodos de coordinacion debido al escaso
conocimiento que se tiene de estos fenéomenos. Ello impide contar con técnicas de esti-
macién de aportaciones futuras lo suficientemente fiables; la variabilidad intrinseca de las
aportaciones solo se puede reducir en previsiones a corto plazo. Por otra parte, la cantidad
de aportaciones que recibe un punto de la red hidraulica puede estar ligado a las aporta-
ciones en otros puntos y también con otros intervalos. La dependencia parcial establecida
en estos términos seria otro factor de complejidad introducido por las aportaciones.

En consecuencia, la dificultad de encontrar un modelo estocastico apropiado —a difer-
encia de lo que sucede con la carga o la disponibilidad de las unidades térmicas— es uno
de los mas duros problemas que afronta la coordinaciéon hidrotérmica a largo plazo.

El modelo hidraulico también resulta ser mas complejo que su equivalente térmico a
causa de que las descargas de un embalse son recogidas por los que se encuentran aguas
abajo. Este acoplamiento hidrdulico (y la correlacién de las aportaciones) es dejado de lado
cuando se consideran técnicas de agregacion, suponiendo que todas las plantas hidraulicas
se concentran en una equivalente. Este es el tratamiento de [CONT90], [CRUZ95] o de
[VIRAT78]. [SHERS5] identifica cadenas de embalses en cascada para agregarlos en una sola
planta. El método, llamado en general representacion compuesta, presenta importantes
inconvenientes:

— No pueden imponerse restricciones particulares de cada embalse

— La desagregacion o aplicacion de la solucion 6ptima a cada embalse no es inmediata.

En uno de estos trabajos, [CRUZ95], la desagregacion se realiza de forma “no par-
alela”, es decir, sin suponer paralelismo en la operacién de cada embalse, mediante la
aplicacion de unas reglas no lineales de funcionamiento obtenidas a partir de registros
historicos.

2.2.2.2 Métodos aplicados para la temporalidad

Las dependencias temporales se han considerado en algunos casos, [ROTT92], [SHERS5],
haciendo uso de modelos autorregresivos de orden 1, es decir:

Ii = zi Ly + &

donde z;_; es el coeficiente de autorregresion para el instante ¢, y &; un término estocastico
independiente respecto de otros intervalos. Los parametros de este modelo se determinan
mediante técnicas de series temporales empleando el conjunto de aportaciones historicas.
Para conocer mas acerca de estas técnicas puede consultarse el texto clasico de Box, Jenkins

v Reinsel [BOXJ94].

2.2.2.83 Panordmica

En un trabajo fechado en 1991, [REZNO91], se muestra una panordmica de los princi-
pales métodos que se emplean en la modelizacion estocdstica de operaciones con embalses
dirigidas a varios objetivos, entre ellos por supuesto el de la generacion de energia. Algunos
de los métodos que aparecen descritos son:

— Programacion estocastica lineal. Modelo lineal, que adopta variables discretizadas, y
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aportaciones siguiendo una cadena de Markov de primer orden.

— Programacién estocastica lineal con recurso (“with recourse”). La solucién se obtiene
a través de decisiones que se toman por etapas, en las que se asignan valores a las
variables aleatorias que intervienen en la formulacién.

— Programacién lineal con restricciones probabilisticas (“chance-constrained”). Traslada
la variabilidad del problema a condiciones en las restricciones de forma P(Tx > p) > «,
donde x seria el vector de decisién y « un vector constante.

— Programacién estocéstica dindmica (SDP). Un método muy popular, por su capacidad
para resolver situaciones complejas o no lineales. El proceso de optimizacion se de-
sarrolla a través de un proceso de decision multi-etapa, que contempla probabilidades
condicionadas entre dos intervalos consecutivos.

Hay que senalar que la programacion lineal con restricciones probabilisticas posee
el inconveniente de tener que fijar unos niveles de riesgo «, sin conocer previamente el
coste que esta decision pueda suponer. Con esta técnica se alinean algunos autores, como
[PERE96]. Las técnicas restantes pueden tener problemas computacionales; en situaciones
reales, la dimension del modelo llega a ser intratable si no se limita radicalmente el nimero
de situaciones a considerar y la discretizacion que se aplica a las variables que intervienen
en el problema. Por esta razon, es corriente que los valores que pueden tomar las variables
de los modelos que siguen estas técnicas se reduzcan a dos o tres diferentes, consider-
ados como representativos del total, aunque ello suponga que las soluciones alcanzadas
adolezcan de una importante deficiencia descriptiva. Aun asi, se cuentan abundantes ref-
erencias de autores que optan por alguno de los métodos apuntados: por la SDP, [VIRATS],
[CONT90], [SHERS5]. [GORE92] y [ROTTI2] optan por una forma especial, la progra-
macion dinamica dual, en la que la inclusion del dual de un subproblema en la formulacion
de los costes supone una modelizacion alternativa que consigue evitar la discretizacion de
estados.

2.2.2.4 Programacion con escenarios

Bajo la denominacién de “programacién con escenarios” (SO) se pueden encontrar
un buen ntmero de trabajos que abordan la estocasticidad de un problema de esta man-
era. El método de los escenarios se puede tomar como una manera de implementar la
programacién estocastica lineal con recurso, sin destacar mas que algunas diferencias que
se localizarian a nivel de modelizacion. Un escenario es una asignacion posible de las vari-
ables aleatorias del problema; bajo esta situacion, el problema en cuestion se resuelve de
forma determinista. Segtin Dembo, [DEMB91], se trata de encontrar una politica factible
que sea un compromiso entre todas las soluciones determinadas bajo los diferentes esce-
narios. Hemos enfatizado la palabra “factible” por su especial significado, que en el texto
de Dembo quiere decir:

e x es factible cuando
— satisface las restricciones deterministas, Agx = bg, © > 0,y

— minimiza ) ps||Asz — bs|| (ps es la probabilidad asociado al escenario s)

La descripeién de una aplicacion del método de los escenarios llevado al campo de la
generacién hidraulica se encuentra en [ALVA94], trabajo realizado por M. Alvarez, C.M.
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Cuevas, L.F. Escudero, J.L. de la Fuente, C. Garcia y F.J. Prieto, en donde se propone
una implementacién paralela a usar con una red de ordenadores interconectados.

Dembo apunta algunas caracteristicas que, a su juicio, distinguen la programacion
estocastica dinamica de la optimizacién con escenarios:

o La SDP esta forzada a agregar embalses, mientras que la SO debe agregar futuros
escenarios de aportaciones.

o En la SPD, las variables de decisiéon se discretizan, y se emplea un algoritmo de
enumeracion para hallar una solucion éptima, recorriendo recursivamente el horizonte
de tiempo dividido en etapas. Las variables en la SO pueden ser continuas, y participan
en una serie de problemas deterministas mas un solo problema de coordinacion.

2.2.2.5 Contribucion del presente trabajo

Las técnicas descritas hasta aqui presentan caracteristicas “explosivas”: de una man-
era u otra, tienen que explicitar diferentes posibles situaciones con lo que facilmente los
problemas alcanzan dimensiones inmanejables, a no ser que recurran a importantes simpli-
ficaciones en el modelo (agregacion, discretizacion). Frente a esta situacion esta la técnica
multiarticulo, [NAB93], [NAB95], la cual se basa en el empleo de variables aleatorias rep-
resentadas por un conjunto de articulos que se mueven juntos por una red comun. Conc-
retamente, las aportaciones naturales, las descargas, vertidos y bombeos, y los voltumenes
almacenados en el embalse en cada intervalo son variables aleatorias, y cada arco que rep-
resenta una de estas magnitudes sirve de canal por el que viajan K variables escalares, que
son en definitiva los K articulos que definen una variable estocastica del problema. Si A
representa la matriz de incidencias de una red, un problema de flujo multiarticulo por tal
red debe incluir restricciones de este estilo:

AX*=RF k=0,...,K -1

El flujo por redes multiarticulo es bastante especializado, aunque cada vez con mayor
frecuencia se van observando referencias tratando el tema. El texto [IKENNS80] incluye
descripciones de tres procedimientos que pueden utilizarse para resolver el problema lineal
de flujo por una red multiarticulo: particionamiento primal, descomposicion dictada por
precios y descomposicién dictada por recursos. Basado en el primero de estos métodos
se ha disefiado el programa PPRN [CAST94], que ha sido utilizado en algunas partes de
este trabajo. El uso de programas especializados en redes multiarticulo es especialmente
interesante, ya que aprovechan la estructura especial de las restricciones para disminuir
la dimensién de la base de trabajo, pudiendo obtener importantes ganancias en el tiempo
de ejecucién para la resolucion de problemas, frente a otros programas de optimizacion
general, como Minos [MURTS83]. Atin asi, para este trabajo de tesis Minos ha sido la
principal herramienta empleada, a causa de que el esfuerzo predominante se ha efectuado
sobre la modelizacién de los problemas que nos ocupan.

Como los modelos concretos se describen en detalle en posteriores capitulos, diremos
aqui solamente que la solucién multiarticulo a uno de los problemas resenados se corre-
sponde con una politica, determinada por las distribuciones obtenidas para el flujo en los
arcos de la red hidraulica replicada, y que se aplica cuando se conocen previsiones de las
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aportaciones naturales, ademds de la situacién inicial de nivel en los embalses. Natural-
mente, esta politica proporciona un marco a largo plazo sobre el que efectuar decisiones
mas precisas en la coordinacion a corto plazo. Transcurrido el horizonte de tiempo del que
se ocupa la coordinacion a corto plazo, es necesario actualizar la politica de largo plazo
solucionando de nuevo el problema con las nuevas previsiones.

La distribucién de probabilidad del flujo que viaja por un arco es del tipo que cono-
cemos como de bloques rectangulares, ya que no se ha encontrado una denominaciéon
alternativa en la literatura. Los capitulos 3-6 tratan en detalle de la definicién matematica
y propiedades estadisticas de este tipo de variables aleatorias, basadas en una funcion de
distribucién lineal a trozos. Los puntos X% que determinan los segmentos de la funcién
de distribucién de una variable X cumplen:

k

P(XgXO’“):I, o k=0,....K—1
C

y estos K puntos son los que se corresponden con cada articulo. El capitulo 7 sirve
para presentar en su forma definitiva los conceptos que relacionan el tratamiento de la
estocasticidad y el uso de una red multiarticulo.

2.3 Formulacion

2.3.1 Coordinacién hidrotérmica

El problema de coordinacién hidrotérmica a largo plazo (LTHTC), siguiendo de cerca
la propuesta que aparece en [NAB95], utiliza las redes hidréulica y térmica replicadas, y
se puede formular inicialmente como:
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st.  PI<P; i=1...Ni,j=1...Nu  (2.2)
Nu‘ ‘
Y Ei+G =E i=1...Ni  (2.3)
j=1
P' = &,(E',G;) i=1...Ni
Gi =Ti( X, Viii, Vi) i=1...Ni

Z;=F!+¢,E!
{;’_1 R T } j=1...Nu  (2.6)
Fj :F]?—I—ejE} 1 =2 N

Y Xia4Vicin+Lin= > Xia+Vin
aEAn aEQn
t=1...Niyn=1...Nr (2.7)

X; . <X, para todo arco a,z =1... N

)
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Vip <V, t=1...Ni,n=1...Nr (2.8)

)

Ni: numero de intervalos
Nu: numero de unidades térmicas
Nr: numero de embalses
y;: coste de una unidad de combustible adquirido por la unidad j
y%: coste de una unidad de energia externa importada durante el intervalo 2
E%: energia externa importada durante el intervalo

P!: potencia de la unidad j a lo largo del intervalo i (limitada por su capacidad P;)

E: energia producida por la unidad j a lo largo del intervalo ¢
¢;: eficiencia de la unidad j en generacion.

G;: energia de procedencia hidraulica en el intervalo ¢

E': demanda de energia en el intervalo ¢
(

®;(-): una funcion por concretar que relaciona para cada intervalo ¢ la generacién térmica
e hidraulica con la potencia.

[i(+): una funcién por concretar que a partir de los arcos X de descarga y los volimenes
en cada embalse obtiene el valor de la generacién hidraulica para el intervalo .

F%: combustible residual de la unidad j al final del intervalo s
Ay: conjunto de arcos de la red hidraulica que inciden en el n-ésimo embalse
Q,: conjunto de arcos de la red hidraulica que salen del n-ésimo embalse
Vin: arco de volumen del n-ésimo embalse al final del intervalo ¢, con capacidad maxima
Vi
— s1 ¢=0, volumen inicial
— 81 1=Nz, volumen final
I; »: aportacion del n-ésimo embalse durante el intervalo ¢ (pardmetro indeterminista).

X un arco de la red hidraulica replicada (del intervalo ¢), diferente de los de volumen,
con capacidad maxima X,. Se pueden distinguir:

— los arcos de descarga, D; ,
b
— los arcos de bombeo, B; ,

— los arcos de vertido, ;4

La funcién objetivo (2.1) hace intervenir los costes implicados, suponiendo sélo costes
por gasto de combustible y por compra de energia externa con caracter de emergencia. La
restriccién (2.2) se refiere a una restriccién de potencia para las unidades térmicas para
no superar su capacidad; (2.3) expresa la condicién de cumplimiento de la demanda de
energia. (2.4) y (2.5) expresan implicitamente la relaciéon que tienen la potencia de las
unidades y la generacion hidraulica con las variables independientes. (2.6) establece una
relacion de balance entre el combustible y la generacién obtenida. Las ecuaciones (2.7)
son las ecuaciones de balance de la red hidraulica replicada, mientras (2.8) se refiere a las
cotas superiores sobre las variables hidraulicas.

La formulacién que aparece en (2.1)-(2.8) es mds bien un esquema sobre el que conviene
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realizar algunos comentarios:

— No se han diferenciado explicitamente las variables independientes de lo que podrian
ser solamente expresiones dependientes de aquellas. Por ejemplo, P} es funcion de
otras variables, pero su modelizacion quedaria fuera de lo que es un esquema general;
asimismo con G, y otras variables.

— También se han hecho ciertas relajaciones que han permitido una presentacién mas
simple: por ejemplo, podrian haberse incluido restricciones sobre la potencia hidraulica,
o Nf combustibles diferentes a disposicién de las plantas térmicas.

— Por la misma razén, se ha obviado la formulacion de restricciones de naturaleza anexa
al problema, impuestas por razones medio-ambientales, seguridad, etc.

— Es necesario remarcar que algunos parametros y variables del problema son intrinsecamente
estocasticos, como I; ,, aunque la formulacién planteada no lo destaca. En general,
para abordar aspectos estocasticos es necesario un replanteamiento profundo del mod-
elo.

— Dicha formulacién, en fin, tiene el propdsito de concentrar la atencién en los puntos

esenciales:

* la procedencia del coste

*

la satisfaccion de la demanda, cumpliendo las restricciones de capacidad

*

la anterior restriccion liga el factor hidraulico con el térmico

*

el equilibrio de flujos en las redes térmica e hidraulica

2.3.2 Optimizacién de la generaciéon hidraulica

El problema de la optimizacién de la generacién hidraulica a largo plazo (LTHGO)
intenta hallar valores apropiados para las variables de la parte hidraulica, minimizando una
funcion de reduccién del coste probable de produccién segin la generacion hidraulica que
sustituye la modelizacion detallada de la parte térmica que se da en un modelo acoplado
como el mostrado para el problema LTHTC.

Formularemos en una primera aproximaciéon el problema LTHGO de esta manera:

Ni
min WX, V) =) WX, Vi, Vi) (2.9)
i=1
s.t. Z Xiag+Vicin+1Lin= Z Xia+Vin
a€A, a€Q,
t=1...Neyn=1...Nr (2.10)
Xia < Xa para todo arco a,t =1... N
Vin <V, i=1...Ni,n=1...Nr (2.11)

siendo ¥,(-) una funcion para el i-ésimo intervalo que devuelve el coste probable de pro-
duccion, teniendo en cuenta los valores de las descargas, los bombeos y los volumenes
iniciales y finales de cada embalse en el intervalo. Al igual que el anterior, este modelo di-
vide el periodo en Ni intervalos. Como esta formulacion ha de ser considerada nuevamente
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como un esquema, debe precisarse que los aspectos estocasticos no aparecen reflejados, asi
como otros puntos de interés, como la limitacién de la potencia y generacién hidraulica
segun la oferta y la demanda presente. El enfoque que se ofrece es igualmente cercano
al que aparece en el articulo [NAB93], el cual presenta la metodologia que es la base del
trabajo realizado y que se describe en esta tesis.

Cuando se escoge un modelo desacoplado, se estaria asumiendo que:
— los mantenimientos de las unidades térmicas estan determinados.
— igualmente se conocen los contratos de compra y adquisicion de combustible.

— no hay limitacién en la disponibilidad y uso de los combustibles.

Con estos supuestos, es posible optimizar en primer lugar la generacién hidraulica, y
después pasar a optimizar la parte térmica, teniendo en cuenta el resultado de la etapa
anterior e intentando satisfacer la demanda de la manera mas econémica posible. El modelo
acoplado no necesita efectuar estos dos pasos ya que considera todas las variables a la vez,
pero resulta ser un modelo bastante mas complicado de programar y de resolver.
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CAPITULO 3

VARIABLES ALEATORIAS DE BLOQUES

3.1 Definicion

Conocidos un valor entero positivo K y un vector II' = (7,,...,7x—, ) de K-1 valores
reales que cumplen las propiedades:

o >0, i=1...K—1

se define la variable aleatoria real X como variable aleatoria de -1 bloques rectangulares
(o simplemente de bloques) si tiene una funcion de densidad como:

! 0 01
2 01 02
oz _ xo1 X" <r< X
fx(@)=9q 7 o ,, 7 (3.1)
XOI&—Z <x< XOI&—l
XOK—1 _ YOK-2
no definida r=X%" :=0...K—-1
0 en otro caso
Destacaremos que la notacién X%, X0 .. X9%=1 va a constituir una caracteristica

de las variables aleatorias de bloques; mas adelante precisaremos su significado. La funcion
de distribucién de la variable X, Fx(x) se encuentra del modo usual, por integracion de
fx(z) en el intervalo (—oo, z], el cual se reduce a [X°, 2] de acuerdo con el dominio de
definicion de (3.1). La funcién de distribucién de una variable de bloques es siempre una
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funcién lineal definida a trozos en los segmentos (X%~ X)) parai de 1 a K-1:

(x_XO) X0§x<X01
X0l _ xo
iE 01 01 02
7r1-|-X02 XOl(x—X ) XU <p<X
FX(Q?) = K—-2 ) | | (3 2)
Z T + XOK—TA__‘IXOK—Z XOK—2 << YOK-1
i=1
" r< X°
1 T Z XOI(—l
Aunque fx no estd definida en los puntos X, X' ... X9%~1 podremos asignar a

dichos puntos un valor en la funcién de distribucién gracias a que ésta es por definicién:
Fx(z) = P(X <),

donde P viene a ser la probabilidad del espacio de probabilidad (£, ¢, P) asociado a X.
De aqui se deduce que Fx es continua por la derecha en todo el dominio, y si X%~ <
X% entonces también es continua por la izquierda en X%. En las expresiones (3.1) y
(3.2) aparecen los simbolos X, X% ... XK=l que se denominarén cuantiles debido a
la propiedad:

P(X < X") = Z us (3.3)

Dado que las cantidades IT son positivas, entonces los cuantiles deben estar ordenados
segun se indica a continuacion:

XO S XOl S S XOI(_I

Ix Fx
N 1L
S Ti+Ty T
™
e : ; ™ T : !
3 L :
o X S— ' X
XO XOl XOZ X03 XO XOl XOZ X03
a) b)

Figura 3.1 : Distribucién de una variable de bloques. a) Funcién de densidad de

una variable de bloques. b) Funcién de distribucién asociada.

Véase en la Fig. 3.1 un ejemplo grafico de funcién de densidad y funcion de dis-
tribuciéon de una variable de bloques, con la caracteristica forma de rectangulos yuxta-
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puestos de fx, v la de linea quebrada de F'x.

3.2 Momentos

El operador esperanza (abreviado E[-]) aplicado a una variable aleatoria continua X
que posea funcion de densidad viene dado por la expresion:

4+ oo
E[X] = / xfx(x)de (3.4)
Si en (3.4) se utilizan las potencias de X, las variables X%, X?® ...0 X" en general,
entonces la expresion se convierte en:
4+ oo
E[X"] = / " fx(x)de, n>1 (3.5)

donde E[X™] se denomina momento de orden n-ésimo.

A la hora de calcular los momentos de una variable aleatoria de bloques, hay que
prestar atencion al hecho de que su dominio de definiciéon esta formado por una serie de
segmentos consecutivos. Por tanto, la integral de (3.5) se puede resolver facilmente creando
particiones segun dichos segmentos. Es decir, sea X una variable aleatoria de K—1 bloques
y con funcién de densidad definida como en (3.1) a través de un conjunto de cuantiles
{X% i =0...K —1}. Entonces, para hallar el momento de orden n de X:

K—-1 X 0¢
=3 [ e
K-—1 X 0¢ .
:Z/Ollw XOz XOz 1d
K-1 - ‘
= Z < _;(01—1 ((XOyn+l _ (x0imlyn1) (3.6)
i=1

Nos interesan particularmente los momentos de primer y segundo orden. Entonces,
tomando (3.6) y simplificando queda:

7TZ‘(XOi _I_XOi—l)
i <(X01)2 T (XOi—l)Z _I_XOiXOi—1>

De hecho, estos son términos particulares de la expresion general:
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K—-1 n
1 4 4 4 4
E[X"] = i X0y (X Oy
X = o | LT

Y con esto definimos ya la esperanza y la variancia de X de la manera usual:

px = B[X] (3.7)
0% = Var[X] = E[X?] — (E[X])?

3.3 Dos variables de bloques

Sean X e Y dos variables aleatorias de bloques. Por razones de simplicidad, consid-
eraremos que ambas son de K—1 bloques y comparten el mismo vector de probabilidades
II. Se define la funcion de densidad conjunta fx y(z,y) como:

X0 g < X0

fxy(z,y) =r" paraijtal que { Y=l <y < Y0 (3.9)
conl1 <2, <K—-1

fx,Y(X’y)

Figura 3.2 : Funcién de densidad conjunta de dos variables de bloques.

La definicion de esta funcién esta claramente inspirada en la forma de las funciones
de densidad univariantes, y es su logica extension a un dominio de dos dimensiones. Como
se puede apreciar en el ejemplo grafico de la Fig. 3.2, la funcion de densidad bivariante
tiene la forma de un conjunto de paralelepipedos dispuestos sobre una malla rectangular
determinada por los cuantiles de X e Y, y de altura /. Aligual que en el caso univariante,
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fx,y(z,y) no esta definida en los puntos que estan sobre los cuantiles, aunque esto no
impide que dicha funcién sea integrable, con lo cual tiene sentido hablar de la probabilidad:
PH{X <2nY <y}) o, lo que es lo mismo, de la funcién de distribucién conjunta:

z y
Fxy(z,y) = / / fx,y(u,v)dv du

La adopcién de (3.9) como la forma de la funcién de densidad conjunta de variables
de bloques tiene el propodsito de aportar una cierta facilidad al tratamiento de algunos
problemas, pero no establece que sea la tnica forma que puede presentar la funcion de
densidad conjunta de este tipo de variables. Por poner un ejemplo, la siguiente funciéon no
constante:

fxy(ey) = {

1+ (a—2ax)sin(27ry), 0<a<l, 0<y<1l(0<]|al<1)
0, en otro caso

(oo

e
S

Figura 3.3 : Ejemplo de funcién de densidad conjunta no constante.

que aparece representada en la Fig. 3.3, da lugar a dos funciones de densidad marginal
(por integracion respecto X o respecto Y') que corresponden a sendas variables uniformes
[0,1], ¥ que claramente entran dentro de la clase de variables de bloques —con K=2.

A continuacion se enuncian tres propiedades aplicables cuando se tienen dos variables
aleatorias de bloques con funcién de densidad conjunta fxy tal como en (3.9):

>
|
L

K-1

ri,j(XOi . XOi—l)(ij . YOj—l) -1 (310)

T
_
L
1
)

P (Y03 y0imly = X ”fXOi_l) = i=1...K—1 (3.11)

fx(x)

.
I
—
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K-1
- ‘ - T A -
frlv) =2 WM =X = gy = =1 KoL (32)
=1

La primera propiedad (3.10) se refiere al hecho de que bajo una curva de densidad bi-
variante se encierra un volumen de una unidad. Solucionando la integral fjoooo fjoooo fx,y(u,v)dvdu
se llega trivialmente a que tal volumen es la suma de los volimenes de cada bloque, que
es la expresion que aparece a la izquierda de la igualdad en (3.10). La segunda y tercera
propiedades equivalen a decir que las distribuciones marginales deben ser iguales a las
distribuciones de X e Y, y los términos que aparecen con el sumatorio en (3.11) y (3.12)
son los que resultan de solucionar las integrales correspondientes (consultar el apéndice 1
al final del documento).

Estas 2K-1 ecuaciones no son totalmente independientes. Por ejemplo, es sencillo
comprobar que las K-1 ecuaciones de (3.11) se pueden transformar en:

K-1
(XOi o XOi—l) Z ri,j(ij o YOj—l) = 7,

i=1

¥y que, puesto que por hipdtesis > m; es igual a 1, la suma de todos los términos de la
izquierda en este conjunto de ecuaciones también es 1, resultando ser exactamente lo que
postula la ecuaciéon (3.10). A idéntico resultado llegamos utilizando las ecuaciones (3.12),
de donde se deduce que entre estas K-1 ecuaciones y aquéllas otras también existe un
grado de dependencia lineal.

De lo anterior se deduce que existen 2K -3 ecuaciones linealmente independientes
y (K-1)? incdégnitas r*. Admitamos por un momento que se conocen perfectamente las
variables X e Y pero que nada se sabe de su funcion de densidad conjunta. Para un caso no
trivial, con K > 2, tendriamos (K-2)? grados de libertad para mover nuestras incégnitas,
obteniendo infinitas soluciones vélidas para fx y. El resultado es perfectamente normal,
puesto que en general las distribuciones marginales no determinan la distribucion conjunta;
solamente en el caso en que X e Y sean independientes, entonces y solo entonces se cumple

que: fx y(z,y) = fx(z)fy(y), o sea:
T

(Xoi _ XOi—l)(yoj _ Yoj—l)

pid —

El caso que no habiamos considerado de K=2, teniendo en cuenta coémo son por
definicion (3.1) y (3.9) tales funciones, fuerza a que las dos variables sean independientes; es
por ello el tinico caso en que el sistema planteado resultaria ser compatible y determinado.

A partir de la definicion de covariancia de dos variables X e Y, que se puede encontrar
en el apéndice 1, para dos variables de bloques se llega a:

K—1
COV[X, Y] _ Z Z Ti’j(XOi—XOi_l)(XOi—I—XOi_l—2/1)()(Y0j—YOj_l)(Yoj+Y0j_1—2/,Ly)

t,7=1

(3.13)
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Tomando la expresion de (3.13), se puede obtener un indicador estandarizado entre
~1 vy 1 como es el coeficiente de correlacion lineal:

pxy = ] (3.14)

Finalmente, expresaremos cual es la forma que resulta para las funciones condi-
cionadas. Puesto que:

Frymylo) = L,

en el caso de que se suponga un valor y entre Y71 y Y% entonces:

i,] ‘ ) ) ‘
Fxpyoy(z) = —(¥% -y X0 < < X

Ty

Hay que hacer notar que el hecho de disponer de informacion relativa a una de las
variables —a la Y en este caso—, puede modificar sensiblemente las probabilidades iniciales
asociadas a un acontecimiento:

P(X" 1 <2 < X% =g

4 4 4 4 2] 4 4 4 4
P(XOZ—I <x< X01|Y0]—1 <y< YOJ) — ;(YOJ _ YO]—I)(XOZ o XOz—l) (315)

Ty

Es decir, una variable de bloques condicionada sigue presentando una forma como la
de la Fig. 3.1.a), pero el area del rectangulo ¢ no sera ya m;, a no ser que ambas variables
sean independientes. En este caso se cumple que:

T T

Xoi _ Xoi—l X Yoj _ Yoj—l

pid —

y, en consecuencia, (3.15) se simplifica en el valor 7;, que es la probabilidad inicial.

3.4 Comentario final sobre la notacién

Los llamados cuantiles de una variable de bloques X se denotan, tal como se ha dicho
con anterioridad, con el nombre de la variable y una especie de exponente que representa
su posicion; este numero siempre empieza con 0, y puede seguirle una cifra entre 1 y K —1
(se exceptiia el primer caso, que se escribe sin segunda cifra, X°).

La potenciacion de un cuantil se denota siempre con preferencia para el identificador
del cuantil, tal como en <X0k>n.

A lo largo de este documento se empleara preferiblemente esta notacion. Sin embargo,
existe la costumbre de usar la diferencia de cuantiles consecutivos, puesto que aparecen con
frecuencia (ejemplos son (3.10), (3.11) 0 (3.12)). Estas diferencias tienen también asociada
una notacién: se conoce como X7 a la diferencia X% — X%~ Evidentemente, existe
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ambiguiedad entre este significado y la potencia de una variable aleatoria. Sin embargo, el
contexto permite identificar sin problemas en cada ocasion el significado concreto (uno es
un valor numérico y otro es una variable aleatoria). El uso de las diferencias va a ser mas
abundante que el de variables elevadas a una potencia. Por otra parte, en ningun lado
aparece la potenciaciéon de unas diferencias y, aunque asi fuera, se aclararia debidamente.
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CAPITULO 4

ESTIMACION DE CUANTILES DE VARIABLES DE BLOQUES

4.1 Introduccion

En este capitulo se veran diversos métodos de estimacion de los cuantiles de variables
de bloques, comparandolos entre si. El interés de estos estimadores radica principalmente
en que se pueden considerar como los parametros que determinan las variables de bloques,
una vez que el numero de articulos K y las probabilidades por bloque IT han sido fijados
(v que, por tanto, a todos los efectos tomaremos como constantes).

Recordemos que se parte de una muestra aleatoria simple proveniente de una variable
aleatoria X, y que dicha muestra se denotara como (21, x2, ..., 2, ), donde n serd el tamaio
de la muestra. Algunos de los métodos desarrollados pueden aplicarse simultaneamente
sobre un vector de m variables, X1 ... X (™). en este caso, se denota la muestra aleatoria
como una matriz ((1,1,. .-, Tn1)s «oor (T1my- v Tnom))-

Partiendo de que asumimos que X es una variable aleatoria de bloques, con K y IT
conocidos, hallaremos unos estimadores de las cantidades desconocidas X%, X0 ... X0K-1
a las que a partir de ahora también llamaremos pardmetros de X. Los estimadores de los
cuantiles seréan expresados como (X%, X% ... X°5=1) En general, el stmbolo acompaiia
a un simbolo @ para denotar que 8 es un estimador del parametro 6, siguiendo una postura
muy extendida en los textos escritos sobre estadistica. En el mismo sentido nos refeririamos
si tuviéramos un vector de variables.

Por su condicién de extremos, los estimadores X v XK-1 ge conoceran conjunta-
mente con el nombre se estimadores externos, y al conjunto formado por el resto de los
estimadores se le denominara conjunto de los estimadores internos. Las propiedades de los
estimadores desarrollados seran comentadas a partir de las pruebas numéricas llevadas a
cabo.
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4.2 Algunas propiedades de los estimadores

A continuacion se ofrece un sucinto resumen referido a estimadores de parametros
poblacionales. Para una lectura complementaria puede acudirse a una numerosa bibli-
ografia sobre Teoria de la Estadistica, por ejemplo [HOPOT1].

Un estadistico d es una funcién de una muestra: se expresa como d(xq,...,x,). Cada
elemento de la muestra, denotado como w;, es un valor aleatorio, cuya distribucion es
idéntica a la de todos los demas elementos. Un estimador de un parametro 6, del que
depende una familia de variables aleatorias especificadas genéricamente como X, es un
estadistico que trata de estimar al pardmetro 6. De esta definicién (que no pretende ser
rigurosa) se desprende que un estimador es una variable aleatoria, pues es funcién de
variables aleatorias.

Una primera propiedad deseable en un estimador d es la siguiente:
Eld(x1,...,2,)] =6,

segun la cual se diria que el estimador d es insesgado. Algunos estimadores se llaman
asintoticamente insesgados cuando cumplen:

lim Eld(z1,...,2,)] =196

n—oo

La segunda propiedad de interés de un estimador es su eficiencia, que usualmente se
utiliza en términos comparativos. Asi, siendo d y d' estimadores de un parametro 6, se
dice que d es mas eficiente que d' si la variancia de d es menor que la variancia de d'. Por
tanto, parece que deberiamos procurar hallar el estimador méaximo eficiente, o simplemente
eficiente, aquel que presenta la minima variancia. Se ha demostrado que la variancia de un
estimador insesgado eficiente, cuando se cumplen determinadas condiciones de regularidad

de fx, viene dada por:
1
B(9) = (4.1)
g | 9log fx(x]6) ’
00

La expresiéon (4.1) fue obtenida por Cramér, Frechet y Rao, y puede verse su de-
mostracién en numerosos textos (por ejemplo, [RICES88]). Sin embargo, no sirve para
proporcionar una cota inferior a la variancia de los estimadores propuestos, ya que no
podemos demostrar que éstos sean insesgados y ademas estamos delante de unas funciones
que presentan discontinuidades. Por otra parte, la complejidad de los estimadores es un
obstaculo insalvable para intentar encontrar una solucién analitica de la variancia del es-
timador.
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4.3 Método clasico

Sea X una variable aleatoria que posea funcion de distribucion F'y. El cuantil de nivel
a, go, con 0 < a < 1, se puede estimar a partir de una muestra (x1,...,x,) mediante el
siguiente procedimiento:

Sean (z(1),...,%(y)) los estadisticos de orden de la muestra, es
decir: x(y) es el valor minimo, 7(4) es el segundo més pequeno,
etc.

Sea t igual a (n —1)-a + 1. Sea 7 igual a |t], y sea p igual a
t—T.

Se define g como (1 —p)- 27y + p- 2(r41).

Los simbolos |-| significan “parte entera por defecto”. Resulta un método natural,
rapido y sencillo de implementar. Sin embargo, el célculo de la funcién de densidad del
estimador, f/q\ , indispensable para hallar E[¢,] vy Var[g,], es bastante complejo, por lo que

la comprobacién de sus propiedades, aplicado el estimador a las variables de bloques, se
ha efectuado via simulacion.

Unicamente para los casos mas simples, ¢o v ¢1, se puede llegar facilmente a una
expresién. Estos casos resultan de interés, pues se corresponden con X y XK1,

4.3.1 Sesgo de los estimadores X° y X0A-!

Consideremos en primer lugar XOK=1 como estimador igual a MAX(2q,...,2,), donde
z; (1 = 1,n) se distribuyen como variables de K—1 bloques, independientes e idénticas todas
ellas. Tomaremos valores sencillos de K y supondremos que el vector II es conocido para
cada K. La funcién de distribucién de X0K—1 es, si K = 2:

u—X° \"
F)/(\0K—1(u):<X01_XO> ) X0 <u< X"

Si K = 3 tendriamos:

u— X0 \" 0 01
(Flm) 5 X SU<X
F)/(\0K—1(u) = u— X071 n
<7T1+7sz> , X0 <o < X0

De aqui deducimos la expresion de la funciéon de densidad. Para K = 2:

. 0 n—1
n (u X ) 7 X0 <y < X

f)/(\oK—l(u) = X01 _ Y0 \ 01 _ X0
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Para K = 3:
—XO n—1
XO?TXO <7T1Xu01_X0> ) X' <u< X
f)/(\01<—1(u) = o u— X071 \"!
2 — 01 02
X0z _ xo1 <7T1+7T2X02_X01> , XU SusX

Por fin, la esperanza del estimador, con dos articulos, es:

E[X'Ol] X0 4 (X% = X%n
n-+1
y, con tres articulos:
E[XOZ] = X% — (X - X©) T (X092 - X0 n_ m l—ay
n+1 n+1l n4+11-—m

Introducimos el sesgo del estimador XOK=1 comor
YOR-1 _ E[XOK—I]‘
?

se puede comprobar que la siguiente expresion es una buena aproximacion del sesgo que
posee la estimacion del maximo por el método descrito:

(I&’ _ 1)(X0K—1 _ XOK—Z)
n-+1

(4.2)

De hecho, es exacta para el caso mas sencillo. Cuando K = 3, podemos despre-
ciar aquellos términos que estén afectados por el coeficiente 7{', que se puede considerar
insignificante si n es suficientemente grande:

XOZ _ XOl |: 7 :|

E[X% ~ X"
(X T

_1—7T1

Siempre que 71 no se acerque al valor 1 (con lo que se cancelaria un denominador), la
expresion anterior no varia excesivamente; si se tomase 7 = %, obtendriamos que el sesgo
con K=3 se aproxima por:

XOZ _ XOl
X2 x0T = (n-1)=
n-+1
XOZ _ XOl
R
n-+1

Con un procedimiento parecido se obtiene cuando K =4 la siguiente aproximacion de
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la esperanza del estimador MAX(xq,...,2,):

—X%2 — X% 4+ 1 X 4+ nm X2+ 1, X0 4+ nrp, X038
(n+ 1)mrs

E[X'O?)] ~

que conduce a la expresion del sesgo del estimador:
X03 _ XOZ
(n+4 1)

Admitiendo que 73 es igual a %,

. 1 s
igual a 77—, la expresion (4.2) aparece otra vez.

es decir, cuando se adopta el criterio de que 7; sea

Aunque la complicacién de la expresion de E[)?OK_l] crece a medida que aumenta
K, por lo que una demostraciéon formal no se ha llevado a cabo, se ha podido comprobar
empiricamente que el sesgo para K > 4, cuando se sigue el criterio mencionado anterior-
mente, también se aproxima notablemente segin la expresion (4.2).

Resulta interesante calcular cudl es la variancia de MAX(z1q,...,2,); expondremos
solamente el caso con K=2, debido a su relativa sencillez. Aqui, utilizando que Var[X] =
E[X?] — E*[X].se puede llegar a la siguiente expresién:

n

CESIECESIR

2

Var[X°'] = X0 - x°)

Vale la pena destacar que la variancia desciende con una velocidad bastante poco
frecuente, del orden de O(n~?). Se ha comprobado empiricamente que la variancia de los
estimadores MIN y MAX se puede aproximar por:

(K —1)% (X - x°)*

2

Var[)?o] ~

n
(K — 1)2 <XOK—1 . XoK—2>2
2

Var[ XK 1] »

n

Esto, mas adelante, en las pruebas numéricas realizadas, se vera que se traduce en la
b b b

practica en que la variancia de los estimadores extremos (el maximo, y también el minimo)

es bastante menor que la del resto.

En lo que se refiere al estimador )/(:0, que equivale a MIN(zq,...,2,), la expresién
general de la funcion de densidad del estimador es:

Feolw) = nft = Px ()]~ S )

Por ejemplo, para K = 2 se obtendria:

ff(\O(U) = ﬁ <X01 o u)ﬂ—l
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La esperanza del estimador viene dada por:

N XOl XO
E[X°] = A raAm
n-+1
Y el sesgo resultante seria:
A XOl _ XO
EX] - X°="—"
n-+1

Notese que en esta ocasion el sesgo se ha definido de signo opuesto que para el esti-
mador X K ~1. Esto es asf con el fin de que el sesgo sea una expresién positiva.

De la misma manera que hemos hecho para encontrar la expresién (4.2), para un caso

general con K articulos, una aproximacién al sesgo del estimador X° es:

(K — 1)(X01 — XO)
n-+1

(4.3)

4.3.2 Método clasico con innovacién

De lo expuesto anteriormente, se desprende que los dos estimadores del minimo y
el maximo respectivamente son sesgados o, por decirlo con propiedad, asintéticamente
insesgados, pues al tener n en el denominador, esta claro que el sesgo decrece y tiende a
cero si crece el tamanio de la muestra. Con las aproximaciones propuestas (4.2) y (4.3) se
pueden modificar los estimadores para conseguir unos practicamente sin sesgo. Como los
valores de los parametros son desconocidos, se usaran los mismos que se han estimado; asi:

XOK—I . XoK—z

o ! K-1 K—-1s0x

FOK-1 _ — (K — 1) = Supremo(x1,...,Ty) (1—|— n—l—l) — n—l—lXﬁlZﬁ
N o1 _ X0 K -1 K—-14

o XX g N —~ X (4.

L1 1) =Infimo(ay, e )< n—|—1> nr1 49

A (4.4) nos referiremos como el estimador con correccién de X% =1y a (4.5) nos referire-
mos como el estimador con correccién de X°.

Hay que aclarar que estas innovaciones hacen aumentar la variancia inicial, ya que
la variancia del estimador del cuantil adyacente afecta a la que teniamos en un principio,

K-—1
n+1

afectadas de grandes irregularidades (esto se puede describir con una situacién en la que se
tengan bloques muy estrechos con otros muy alargados) puede decirse que aun con tamanos
de muestra pequenos la mengua del sesgo compensa el incremento de la dispersion, y que
a medida que n crece tienden a igualarse rapidamente las variancias de los estimadores sin
correceién y con correccion.

2
aproximadamente en < > - Var[-]. En presencia de unas distribuciones que no estén
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4.4 Método de la maxima verosimilitud

El estimador maximo verosimil (MV) de los cuantiles de una variable X puede ser
formulado tal como sigue:

7

min Y~ log (fx(xil6)) (4.0)

=1
st X< X% p=1...K-1 (4.7)
X <Infimo(zy,...,2,),
X851 > Supremo(zy, ..., z,) (4.8)

donde fx(x;|©) que aparece en (4.6) es la funcién de densidad de X, poniendo de man-
ifiesto que depende de los pardametros O, es decir, de los cuantiles X% k = 0... K — 1.
Las restricciones (4.7) imponen el orden obligatorio en que deben estar situados los cuan-
tiles, y con (4.8) se obliga a que el cuantil menor sea como mucho como la menor de las
observaciones, y el cuantil mayor como poco como la mayor de las observaciones.

También seria posible imponer como restriccion lo siguiente:

X = Infimo(zy,...,2,) (1 +A)— A - X,
X8 = Supremo(zy,...,2,) - (1 +A) = A X082 (4.9)

donde A es (K —1)/(n +1). Las dos expresiones de (4.9) provienen de (4.4) y (4.5).
Con ello quiere mostrarse que otro tipo de restricciones pueden figurar en la formulacion
del problema (MV), pudiendo ser 1til para corregir una tendencia de algin estimador, o
simplemente para anadir una restriccién estructural del problema que deba resolverse.

Teniendo en cuenta que las funciones de densidad de las variables de bloques son
constantes a trozos, la funcién objetivo (4.6) puede expresarse también como:

K-1
Tk

k=1
siendo ny, el ntiimero de observaciones contenidas en el intervalo (X%%~1 X0k)

Ahora bien, la funcién objetivo del problema (MV) no es continua; en (4.10) se pone
de manifiesto. Si un estimador varia levemente de manera tal que rebasa el valor contenido
en alguna observacién de la muestra, entonces un intervalo aumenta en uno el nimero de
observaciones que contiene, variando bruscamente la funciéon objetivo respecto del valor
que tenia anteriormente. Por tal razon, la solucién del problema (MV) necesita técnicas
especiales que permitan resolver un problema de tales caracteristicas.

En principio, algunas pruebas se han efectuado mediante funciones no preparadas para
resolver problemas no continuos [NAG90]. Sin embargo, las soluciones no son bastante
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satisfactorias, aparte de que suele llegarse al final a causa de inestabilidad numérica, y no
por haber alcanzado un 6ptimo. Por otra parte, los resultados encontrados no parecen ser
los més idéneos: el resultado tipo es aquel en el que X% y X% se sittian muy cerca el uno
del otro, y cerca del minimo observado (con un error muy importante en la estimacién de
XY otro tanto sucede con XK —1 y XO0R=2,

Por tanto, este método no puede por ahora llevarse adelante, en espera de alguna
técnica que pueda ser adoptada y que permita solucionar adecuadamente este problema.

4.5 Métodos de estimacion de cuantiles por minimos cuadrados

En esta parte se describen varios métodos alternativos al clasico. Ambos se basan en el
método de los momentos, pues intentan encontrar una solucién que ajuste lo mejor posible
(segin un criterio de minimos cuadrados [MC]) los indicadores de tendencia y dispersién
muestrales con los poblacionales.

Concretando maés, se suponen m variables aleatorias X ... X" de cada una
de las cuales se conoce una muestra aleatoria simple. Suponiendo que las m variables
estan (no idénticamente) distribuidas como variables de K—1 bloques, se busca encontrar
como solucién del problema una estimacién de los cuantiles de cada variable X)), j =
1,m. La naturaleza del problema real puede introducir importantes relaciones que hagan
que el problema no sea separable en m subproblemas, relaciones que se incorporan como
restricciones a la formulacion original. Este punto marca una diferencia sobre el método
clasico, que ha de determinar los cuantiles para cada variable separadamente.

4.5.1 Primer método MC (QP1)

fxw fxo

T2

7T1 T2

T D T3 T3

| — i X — ; ; IR0

)01 )02 )03 )01 )02 )03

x° ymya xa @ x (@ y bt

Figura 4.1 : Ejemplo correspondiente a dos intervalos, con sendas variables.

Por ejemplo, supongamos una secuencia de n - m valores; cada valor corresponde a
una observacién relativa a un cierto intervalo (de entre m considerados). Los intervalos
se repiten ciclicamente hasta n veces. Se considera que cada intervalo esta asociado a una
variable aleatoria: asi, XU) es la variable asociada al j-ésimo intervalo. En la Fig. 4.1 se
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refleja una situacion simple, en la que solamente se trata con dos intervalos. Se pretende
encontrar una solucién (es decir, los cuantiles que definen a cada variable) tal que cumpla:

a) la esperanza hallada para la variable j esté en un entorno de la media observada de

los valores correspondientes al intervalo j, Z;.

b) la variancia hallada para la variable j, 3?,

los valores correspondientes al intervalo j.

esté proxima a la variancia observada de

Decimos que los m intervalos constituyen un periodo; entonces, queremos tener en
cuenta una restriccion adicional que imponga que la suma de las esperanzas de las variables
de los m intervalos sea igual a la media observada para un periodo, T. Por otra parte,
tenemos una restriccion estructural que, aunque evidente, es necesario explicitar: el valor
del cuantil X°*~1 debe ser menor que el del cuantil X°F para toda variable X.

La siguiente es la formulacién de este problema (QP1):

m ‘ 9
ng}n Z <Var {X(])} — 33) (4.11)
j=1

m.‘E{XW}—@qu j=1...m (4.12)
}:Eﬂwﬁy:z (4.13)

j=1

i 0k—1 . 0k

(XW> g(XUQ j=1...m k=1...K—-1 (4.14)

N\ 0
0§<XW> j=1...m (4.15)

En (4.11), denotamos por X el vector de variables del problema a optimizar (QP1),
de dimension m - K y que, més propiamente, se deberia reescribir como X, pues equivale al
conjunto de estimadores de los parametros desconocidos, correspondientes a los cuantiles
que han de ser determinados. El simbolo s? se refiere a la variancia muestral de las
observaciones correspondientes al j-ésimo intervalo. En (4.12) utilizamos T; como la media
muestral para el j-ésimo intervalo. 3? y Z; vienen dadas por las conocidas expresiones:

1
Tj= n : Li,j
=1
"
s = 1 g (x T )2
- 1
J n_l — yJ J
1=

¢; es una magnitud que acota la distancia maxima entre dicho valor y su homoélogo
dependiente de la variable X(/). Un valor aceptable, ya que tiene en cuenta la escala de
la variable y la cantidad de informacién disponible en la muestra, puede ser:

i

NG

(4.13) hace referencia a la restriccién que se ha introducido aparte, en donde T se toma

&y =
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como la media del periodo. (4.14) es el grupo de restricciones que hace que el orden de los
cuantiles se mantenga. Finalmente, por la naturaleza del problema, en (4.15) se definen
los cuantiles menores como positivos y, con ello, cada variable (aunque estos limites no son
estructurales y pueden variar).

4.5.2 Segundo método MC (QP2)

El método propuesto formulado con QP1 puede mejorarse utilizando las expresiones
(4.4) y (4.5). Tales expresiones se recogen en forma de restricciones, de la misma manera
que aparecen en la formulacién del método de méxima verosimilitud, en (4.9). La adicién
de estas 2m restricciones supone en la practica una reduccién en la dimensién del problema.

Por lo demas, se sigue utilizando el mismo entorno descrito en el apartado anterior y,
de hecho, la formulacién de (QP2) es muy semejante a la de (QP1):

ng}n zm: <Var {X(j)} — 3?)2 (4.16)
j=1

N
s.t. <X(])> = Infimo(zy j,...,2n ;)
01
-(1—|—A)—A-<X(J)> j=1...m (4.17)
N\ 0K -1
<X(])> = Supremo(xq j,..., Ty ;)

N\ 0K —2
(1+A)—A- <X<J>> j=1...m (4.18)

donde A se sigue suponiendo (K —1)/(n 4 1). También seria apropiado incluir unas cotas
acerca de los cuantiles minimo y maximo, siguiendo el estilo de las que aparecen en (4.8).

4.5.3 Tercer método MC (QP3)

Mientras los dos anteriores pueden considerarse muy préximos, ya que el modelo
(QP2) anade una serie de restricciones al (QP1), el tercer método cuenta con un punto de
partida diferente.

En primer lugar, la funcién objetivo se convierte en la minimizaciéon de la discrepancia
entre la funcion de distribucién real (que depende de las variables) y la empirica (que es
funcién de la muestra). En segundo lugar, y como consecuencia del cambio de funcién
objetivo, pasan a ser restricciones no lineales los términos relativos a la variancia.

El resto de la formulacion del problema puede seguir las lineas de cualquiera de las
versiones anteriores, ya que pueden integrarse o no las ecuaciones (4.4) y (4.5) de manera
libre, dando lugar a métodos distintos. A continuacién se ofrece una formulacion para este
método:
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7

. o~ 2
<Fx<j>($i,j|X(")) - Fx<j>(l‘z‘,j)> (4.19)

m
min g
X -
7=1:

—1

‘Var {X(j)} —s3 <€ j=1...m (4.20)

(4.12
(4.13
(4.17
(4.1
(4.1
(4.1

\_/\_/\_/\_/\_/\_/

8
4
5)

Por ﬁx(]‘)(wi’j) se entiende la funcién de distribucién empirica de X, que se obtiene
a partir de la muestra:

FX(J) ZI —00,7] xl,]

donde
1, siz;; <=x

I oo a)(ij) = {(): slxi; >

La restriccién (4.20) incluye una constante €; que se puede definir segin el grado
de restrictividad que se desee. En nuestras pruebas se ha usado ¢; = 5-107° ? Las
restricciones que aparecen en (4.12) también se han hecho mas restrictivas, modificando el
valor de ¢;.

4.5.4 Cuarto método MC (QP4)

El ultimo de los métodos que se presenta puede servir para introducir una reflexion:
las modelizaciones del problema posibles son multiples, y se pueden incorporar en todo
momento ligeras o importantes variaciones que suponen un método de estimacion difer-
ente. Por tanto, con el cuarto método no se estd buscando anadir un elemento més de
complicaciéon a una lista que nunca se acabaria, sino mas bien mostrar que los métodos
MC también se pueden servir del método clasico para compensar sus mutuas debilidades.

El que llamamos QP4 utiliza el resultado de una estimacion clasica para basarse en esta
solucién como punto de referencia; intentando no alejarse de este punto, las restricciones
del modelo que hayan sido violadas se factibilizan. De esta manera, pueden mantenerse
condiciones relativas a los momentos de las variables, o constricciones multi-intervalo.

Una posible formulacion del método QP4 es la siguiente:

m)}n G(X|X,) (4.21)

st (4.20)
(4.12)
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(4.13)
(4.14)
(4.15)

donde G(X|X.) es una funcién que expresa una medida de la proximidad del punto X al
punto &, la solucién obtenida segin el método clasico. Un ejemplo que se ha probado

: . <X(j)>0i <Xc(j)>0i 2
G(X]Ae) ZZ(maXUX())>

7=1 =0

El denominador representa un escalado que se aplica sobre los diferentes términos con el
fin de uniformizar la magnitud de los sumandos que componen G(X|X,), e impedir un
peso excesivo a cargo de los cuantiles con mayor valor absoluto. El escalar U > 0 debe ser
usado como una precaucion al estimar cuantiles de pequeno valor. Aunque depende de la
magnitud de los datos, U=1 puede ser usado para casos corrientes.

Senalar, por ultimo, que para cualquiera de estos problemas carecemos de una ex-
presion algebraica que proporcione la soluciéon éptima, ya que todos ellos constan de una
funcion objetivo no lineal, con restricciones lineales o no lineales y cotas en algunas vari-
ables), v que estos problemas se resuelven mediante métodos iterativos. De aqui que
hallar analiticamente la expresion de la esperanza o la variancia de los estimadores sea
practicamente imposible, por lo que este andlisis se contemplara empiricamente (y, en
consecuencia, solo de manera aproximada e incompleta).

4.6 Comparacion de los métodos de estimacion

El procedimiento empleado parte de que tenemos una distribucién concreta, total-
mente conocida. Asi, sea K el nimero de cuantiles considerados (K1 bloques) y IT el
vector de probabilidades asociadas a cada bloque, v sean X°,..., X% 1 valores reales
conocidos definiendo a una variable aleatoria X. FEn lo que sigue no podremos gener-
alizar, pero expondremos algunas conclusiones que pudieran tener interés globalmente,
aun cuando en realidad sélo son particulares de cada ejemplo concreto.

A partir de X se puede facilmente generar una muestra aleatoria simple del tamano
que sea. Basta con utilizar repetidamente este procedimiento:

Obtener un valor « proveniente de una distribucion uniforme
n [0, 1].

Calcular Fiy''(«). Como Fy es una funcién lineal a trozos, entonces su inversa también
es lineal a trozos y, por tanto, sencilla de calcular. A partir de la muestra hallada, una
estimacion de los cuantiles se halla mediante cualquiera de los métodos explicados, y en
principio no tienen por qué coincidir. Sin embargo, parece que para llevar a cabo la méas
minima comparacion es necesario efectuar un cierto ntmero de veces la estimacién con
diversas muestras, para poder apreciar asi las diferencias o los rasgos comunes que puedan
existir.

Por ejemplo, querriamos hacer una comprobacion de la evolucion de los estimadores
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clasicos dependiendo del tamarno de la muestra, el cual interviene directamente en la calidad
de la estimacion. Obtendremos una serie de muestras con tamanos variables, desde un valor
discreto como 20 hasta uno que se pueda considerar como suficientemente grande, como

400.
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Figura 4.2 : Ejemplos de estimador clésico, con muestras de tamano variable. En
abcisas, el tamano de muestra; en ordenadas, los cuantiles estimados

(cada serie corresponde a un pardmetro diferente).

En el ejemplo que aparece en la Fig. 4.2 se utilizé la variable definida por los cuan-
tiles {1.6,3.8,7.5,10} y las probabilidades II’ = {%, %, %} Se diferencian los estimadores
extremos (maximo y minimo) de los estimadores internos (el resto) en:

e la menor variancia de los extremos

e la oscilacion de la tendencia, presente en los internos, pero ausente en los extremos.
Evidentemente, el minimo de una muestra no puede oscilar alrededor del minimo tedrico
que puede adoptar la variable, sino que se mantiene por encima. Con un razonamiento
parecido se justifica la posicion del méximo. Ademds, ya habiamos visto en (4.2) y (4.3)
cual era el sesgo esperado, que, expresado en términos positivos, seria aproximadamente:

1 10-75
 on4+1

3.8—-1.6

sesgo XO0K-
n-+1

sesgo X0 =

?

es decir, estos estimadores son asintéticamente insesgados.

Otro tanto se podria hacer con los otros métodos. Las figuras Fig. 4.3 a) y b)
muestran los mismos resultados segiun (QP1) —(4.11)-(4.15)— y (QP2) —(4.16)-(4.18),
(4.12)-(4.15). Con el fin de llevar a cabo la comparacién con el método clésico, se supone
que sélo se tiene una muestra (m = 1), por lo que la restriccion (4.12) resulta ser redundante
—pues (4.13) es més restrictiva—.
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Figura 4.3 : Estimacién con muestras de tamafio variable. a) Ejemplo del esti-
mador QP1. b) Ejemplo del estimador QP2. En abcisas, el tamano

de muestra; en ordenadas, los cuantiles estimados.

Una de las apreciaciones importantes es que la variancia de los estimadores extremos
parece ser sensiblemente menor cuando se emplea el método QP2, que lleva implemen-
tado el mecanismo de correccién del sesgo ya explicado. Sin embargo, la informacion
obtenida graficamente no es mas que orientativa. Seria preferible algun tipo de infor-
macién numérica, con el que poder contrastar, o incluso inferir, las diferencias entre los
métodos.

Tabla 4.I.a. Comparacién de QP1, QP2 y cldsico (sin innovacién).

Ctil. | Valor real | Media QP1 | Media QP2 | Media Cl. | Var. QP1 | Var. QP2 | Var. Cl.
0 1.6000 1.622 1.611 1.737 0.035 0.024 0.022
1 3.8000 3.866 3.877 4.012 0.394 0.425 0.375
2 7.5000 7.489 7.486 7.369 0.338 0.391 0.333
3 10.0000 10.005 9.999 9.859 0.043 0.018 0.016

Tabla 4.1.b. Error Cuadratico Medio.
Ctil. | Valor real | QP1 QP2 | Clasico
0 1.6000 0.0354 | 0.0242 | 0.0412
1 3.8000 0.3985 | 0.4309 | 0.4200
2 7.5000 0.3383 | 0.3910 | 0.3500
3 10.0000 | 0.0426 | 0.0176 | 0.0357

Una posible manera es generar diversas muestras, todas ellas del mismo tamano, a
fin de obtener estimaciones independientes de los parametros. Por ejemplo, utilizando la
misma distribucion anterior de X, y generando 300 muestras de 50 observaciones cada
una, se puede obtener informacion relativa a la estimacion media, y también a la variancia
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de la estimacion. Por otra parte, de aqui se calcula un unico indicador que engloba ambas
informaciones, el error cuadratico medio (ECM), que viene definido por:

o~ o~ o~ o~ o~

ECM(8) = Var[f] 4 Sesgo®[6] = Var[f] + (E[6] — 6)*

En la tabla 4.1 aparece una primera comparaciéon entre tres de los métodos introducidos.

De esta tabla, y de otras muchas mas que se han analizado, se desprenden algunas
ideas dificiles de justificar, pero cuya presencia se puede calificar como de insistente. Por
ejemplo, la diferenciacion entre los estimadores internos y los externos, siendo éstos ultimos
mas eficientes, si se pudieran comparar entre si. Obsérvese en la tabla 4.1.b que el ECM
de los estimadores externos es unas diez veces menor que el de los externos. Por supuesto,
estas magnitudes no se pueden generalizar a otros casos, pero si es cierto que siempre se
presenta una marcada diferencia.

Por otro lado, se puede analizar el origen del error cuadratico medio viendo en la tabla
4.I.a la descomposicién en estimacion media y variancia. Es de destacar que el método
clésico sin innovacién posee (o parece poseer) un sesgo notable. Ya se ha demostrado para
los estimadores externos que este sesgo existe y es inversamente dependiente de n.

Tabla 4.11.a. Comparacién de QP1, QP2 y cldsico (con innovacién).

Ctil. | Valor real | Media QP1 | Media QP2 | Media Cl. | Var. QP1 | Var. QP2 | Var. Cl.
0 1.6000 1.613 1.612 1.602 0.026 0.017 0.017
1 3.8000 3.794 3.795 3.967 0.387 0.434 0.389
2 7.5000 7.456 7.460 7.332 0.414 0.465 0.415
3 10.0000 10.010 9.997 10.005 0.045 0.019 0.019

Tabla 4.11.b. Error Cuadratico Medio.
Ctil. | Valor real | QP1 QP2 | Clasico
0 1.6000 0.0261 | 0.0175 | 0.0170
1 3.8000 0.3872 | 0.4339 | 0.4171
2 7.5000 0.4161 | 0.4668 | 0.4435
3 10.0000 | 0.0449 | 0.0193 | 0.0191

Las tablas 4.11.a y 4.IL.b muestran otros resultados aplicados al mismo ejemplo, pero
con el método clasico adaptado imponiendo las expresiones (4.4) y (4.5) para eliminar el
sesgo de los estimadores externos. Para QP1 y QP2, los resultados no sufren variaciones
destacables respecto al ejemplo de la tabla 4.I. También interesa mostrar algtin resultado
relativo al método QP3, que aparece en las tablas 4.111.a y 4.II1.b.

No se aprecian, de momento, aspectos particulares que valga la pena comentar sobre
el QP3; parece que se comporta como los otros métodos MC, y no es facil destacar deter-
minadas virtudes o defectos a pesar de su muy diferente implementaciéon. Vemos que es
relativamente sencillo llegar a estimaciones aceptables para los parametros extremos, para
los cuales sabemos incluso aproximar la variancia del estimador.

Sin embargo, no se ha encontrado un procedimiento para mejorar las estimaciones de
los parametros internos. Una de las técnicas que podia resultar adecuada, el Jackknife
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Tabla 4.111.a. Comparacién de QP3, QP2 y cldsico (con innovacién).

Ctil. | Valor real | Media QP3 | Media QP2 | Media Cl. | Var. QP3 | Var. QP2 | Var. Cl.
0 1.6000 1.604 1.605 1.597 0.017 0.017 0.017
1 3.8000 3.865 3.855 3.990 0.393 0.398 0.384
2 7.5000 7.436 7.446 7.360 0.472 0.478 0.333
3 10.0000 9.990 9.989 9.995 0.024 0.024 0.023

Tabla 4.111.b. Error Cuadréitico Medio.
Ctil. | Valor real | QP3 QP2 | Clasico
0 1.6000 0.0169 | 0.0169 | 0.0170
1 3.8000 0.3973 | 0.4009 | 0.4202
2 7.5000 0.4756 | 0.4804 | 0.3525
3 10.0000 | 0.0238 | 0.0238 | 0.0233

de Quenouille [QUENS6] es aplicable si un estimador ] presenta sesgo de orden n~1!.

Basicamente, se trata de particionar la muestra en p fragmentos de m observaciones cada
una (asi, n = p-m) y realizar unas estimaciones auxiliares llamadas pseudovalores (V;
J=1, p). Tomando la muestra y desechando un fragmento cada vez, se utiliza el estimador

sesgado para encontrar é\j, y el pseudovalor j-ésimo se halla mediante:
Vi=p-0—(p—1)0;

Finalmente, el estimador Jackknife é\JI( es el promedio de los pseudovalores. Es fécil
comprobar que este estimador elimina el sesgo de orden n ™!, aunque no el de otros érdenes.
No obstante, los resultados obtenidos no han sido satisfactorios, en el sentido de que el
sesgo continua presente y, por otra parte, se acenttia la variancia del estimador, lo cual no
es deseable en absoluto.

Una posible interpretacion podria ser que los estimadores de los parametros internos
tienen intrinsecamente una gran variancia. El posible sesgo de estos estimadores tal vez
no sea significativo frente a la dispersion presente y, en todo caso, la prueba realizada con
la técnica de Jackknife haya servido para mostrar que, caso de existir, el sesgo dependiente

del tamano de la muestra no es muy relevante.

En la tabla 4.IV viene expuesto un caso con mas articulos que sirve, de paso, para
ejemplificar como puede venir dada la variancia de un estimador interno. Se puede ver
claramente que la menor corresponde a X% seguidamente, estdn las de X% y X3, X02
y X% v X7 y X% Se puede interpretar que esto es debido a las distancias existentes
entre los cuantiles adyacentes, en tanto que, cuanto mayor es esta distancia, mayor serd la

variancia del estimador:
o X9 80-50 = 30
o X02:85-70 =15
o X3 87.5-80 =175
o X" 00-85=5
o X95.05-875="15
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Tabla 4.IV.a. Comparacién con K =9 (500 muestras de n=50).

Ctil. | Valor real | Media QP3 | Media QP2 | Media Cl. | Var. QP3 | Var. QP2 | Var. Cl.
0 50.0000 50.499 50.606 50.566 11.800 11.134 11.592
1 70.0000 70.731 70.045 70.301 43.322 78.916 28.260
2 80.0000 80.060 85.473 79.695 11.726 24.161 10.957
3 85.0000 84.720 87.174 84.575 5.149 20.804 4.759
4 87.5000 87.552 87.422 87.510 2.404 19.989 2.188
5 90.0000 90.285 87.656 90.428 4.272 20.332 4.167
6 95.0000 94.883 89.534 95.319 13.808 24.939 11.527
7 105.0000 104.239 105.185 104.704 38.605 81.229 22.772
8 125.0000 124.684 124.535 124.611 12.016 11.420 11.630

Tabla 4.IV.b. Error Cuadrético Medio.
Ctil. | Valor real QP3 QP2 Clasico
0 50.0000 12.0489 | 11.5019 | 11.9128
1 70.0000 43.8563 | 78.9182 | 28.3510
2 80.0000 11.7296 | 54.1094 | 11.0495
3 85.0000 5.2276 | 25.5315 | 4.9397
4 87.5000 2.4071 | 19.9952 | 2.1886
5 90.0000 4.3533 | 25.8270 | 4.3500
6 95.0000 13.8218 | 54.8160 | 11.6288
7 105.0000 | 39.1843 | 81.2628 | 22.8597
8 125.0000 | 12.1164 | 11.6364 | 11.7812

o X06:105-90 =15

o X07:125- 95 = 30
En este caso, las distancias entre cuantiles son mas pequenas cuanto mas cerca
del centro. Si fuera el caso contrario —por ejemplo, si la distribucion simulada fuera
{52.5,55,60,70,85,100,110,115,117.5}, pongamos— entonces se observaria que las varian-
cias mas grandes serian las de los estimadores centrales. En realidad, puede comprobarse
mediante experimentaciéon que actian mas factores: puede ser que la posicion sea deter-
minante, o bien que no sélo los cuantiles adyacentes influyan en la estimacién de uno
concreto. Por ejemplo, supongamos que se simula la estimacion de los parametros de
{25, 30, 35,40,45, 50, 55,60,65}. En este caso se puede comprobar que las variancias de los
estimadores aumentan respecto a la mayor posicion central del cuantil, tal como se aprecia
en las tablas 4.V.a y 4.V.b. El ntumero de articulos K también es otro factor a tener en
cuenta: en general, parece que cuanto mas grande es K, mayor serd la variancia de los

estimadores implicados.

Finalmente, con la tabla 4.VI se muestran unos resultados comparando los métodos
QP3, QP4 y el clasico. Se ha dejado de lado esta vez el QP2 ya que parece que presenta
alguna desventaja respecto de los otros con los que se ha expuesto, espacio que aprovecha
para su demostracion el ultimo método, QP4. La tabla pone de relieve que sus carac-
teristicas no difieren gran cosa de las del método en que se basa, el clasico. E1l ECM entre
los tres métodos resulta ser semejante, algo peor en la columna correspondiente al QP3
debido fundamentalmente a su mayor variancia.

En cuanto a la diferenciacién entre los métodos, podemos prescindir de los métodos
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Tabla 4.V.a. Comparacién con /=9 y cuantiles equiespaciados.

Ctil. | Valor real | Media QP3 | Media QP2 | Media Cl. | Var. QP3 | Var. QP2 | Var. Cl.
0 25.0000 25.097 25.400 25.033 0.717 0.639 0.705
1 30.0000 30.278 28.345 30.683 3.757 1.558 3.980
2 35.0000 35.364 37.605 35.594 7.202 8.627 6.432
3 40.0000 40.086 41.254 40.218 7.319 7.985 7.123
4 45.0000 45.107 45.091 45.083 8.634 8.236 7.813
5 50.0000 49.989 48.872 49.881 8.189 8.235 7.180
6 55.0000 54.909 52.639 54.656 6.544 8.205 5.733
7 60.0000 59.700 61.629 59.376 3.870 1.622 3.482
8 65.0000 64.866 64.563 64.917 0.637 0.560 0.627

Tabla 4.V.b. Error Cuadratico Medio.
Ctil. | Valor real | QP3 QP2 Clasico
0 25.0000 0.7259 | 0.7988 0.7061
1 30.0000 3.8339 | 4.2970 | 4.4467
2 35.0000 7.3347 | 154127 | 6.7848
3 40.0000 7.3268 | 9.5576 7.1701
4 45.0000 8.6457 | 8.2444 | 7.8202
5 50.0000 8.1887 | 9.5073 7.1936
6 55.0000 6.5522 | 13.7808 | 5.8515
7 60.0000 3.9606 | 4.2775 3.8714
8 65.0000 0.6554 | 0.7508 0.6340
Tabla 4.VI.a. Comparacién de QP3, QP4 y cldsico (con innovacién).

Ctil. | Valor real | Media QP3 | Media QP4 | Media Cl. | Var. QP3 | Var. QP4 | Var. C |.
0 1.6000 1.589 1.569 1.571 0.089 0.087 0.087
1 3.8000 4.087 4.211 4.219 1.031 0.991 0.987
2 7.5000 7.326 7.442 7.455 1.600 1.505 1.497
3 10.0000 10.337 10.480 10.500 2.784 2.751 2.797
4 15.0000 14.661 14.719 14.745 5.042 3.940 3.988
5 19.0000 18.949 18.876 18.904 3.337 3.154 3.159
6 23.5000 23.388 23.069 23.101 3.973 3.252 3.208
7 30.0000 29.784 29.804 29.823 1.144 1.124 1.120

Tabla 4.VI.b. Error Cuadréatico Medio.

Ctil. | Valor real | QP3 QP4 | Clasico
0 1.6000 0.0890 | 0.0877 | 0.0876
1 3.8000 1.1139 | 1.1596 | 1.1631
2 7.5000 1.6298 | 1.5087 | 1.4994
3 10.0000 2.8972 | 2.9807 | 3.0467
4 15.0000 5.1567 | 4.0191 | 4.0529
5 19.0000 3.3395 | 3.1690 | 3.1682
6 23.5000 3.9853 | 3.4371 | 3.3676
7 30.0000 1.1908 | 1.1629 | 1.1514
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que no incorporan la correccion del sesgo para el minimo y el méaximo; hay que hacer notar
que los resultados del QP2 —en este caso—lo dejan con bastante desventaja respecto a
los otros (presenta un ECM bastante més grande en todos los estimadores internos). Es
posible, al menos las pruebas realizadas lo sugieren, que el QP2 sea sensible a la longitud
de las colas de la distribucién, en el sentido de que si estos bloques son alargados, la
estimacion de todos los cuantiles queda sensiblemente afectada, tal como se aprecia en los
registros de media y variancia correspondientes al método.

Figura 4.4 : Las cuatro estimaciones del cuantil X0 = 45, con n variable. a)
Medias de los estimadores. b) Variancias respectivas (en abcisas, el

tamatio 12 de la muestra).

Otra relacion importante es el tamano de las muestras, n. En todos los ejemplos
expuestos, n era igual a 50. Si este valor aumenta, entonces la variancia de los estimadores
desciende. En las figuras Fig. 4.4 a) y b) se muestra un ejemplo obtenido a partir de
la generacion de muestras con tamanos variando entre 20 y 320; para cada valor de n
se hicieron 400 estimaciones utilizando los tres métodos MC y el clasico con innovacion,
pudiéndose calcular de esta manera un valor medio y una variancia dependiente de n. Este
proceder es muy diferente del que se expuso al principio de la seccion, dando lugar a las
Fig. 4.2y Fig. 4.3; en aquella ocasion sélo se utilizaba para cada tamano de muestra una
sola observacion.

La variable utilizada en el ejemplo de la Fig. 4.4 viene dada por {20,36,45,62}. En
el grafico a) se muestra la evolucién de la estimacién media de X% = 45. No se muestran
resultados de QP4 por su notable semejanza con los del método clasico. En este ejemplo
concreto, quienes mejor convergencia consiguen son los métodos QP2 y QP3, los cuales
realizan préacticamente idénticas estimaciones; se observa que con valores altos de n se
acercan notablemente al valor de 45, senalado con una linea horizontal. Por contra, las
estimaciones medias de los métodos QP1 y clasico adaptado no son demasiado buenas.
Muy posiblemente, las estimaciones no son insesgadas, ni siquiera asintoticamente. Sin
embargo, estas conclusiones no son aplicables a otros ejemplos.
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En el grafico b) aparece la secuencia de variancias observadas. La mayor es siempre la
del estimador por el método QP2, muy parecida a la del QP3, y después, con poca diferencia
entre ellos, QP1 y clasico. Se puede comprobar que, aparte de una cierta componente
aleatoria, la variancia decrece inversamente proporcional a n, lo cual también se puede
decir de la variancia de los estimadores de X°'. En cambio, el decrecimiento de la variancia
de los estimadores externos es sensiblemente méas rapido, del orden de O(n™?%).

.De donde se obtienen estas conclusiones? Los puntos obtenidos por simulacion
pueden suponerse procedentes de un modelo geométrico como y = a - n’, que puede trans-
formarse en un modelo lineal tomando logaritmos: logy = loga 4+ b - logn. Resolviendo
para X% los valores de b, que es el coeficiente que determina la velocidad del descenso
de la variancia, son -0.908, -0.930, -0.948 y -0.924, segun los métodos QP1, QP2, QP3 y
Clésico respectivamente, es decir, todavia un poco por debajo del orden O(n~!). Para X,
tenemos -1.60, -1.96, -1.96 y -1.95. Unicamente el QP1 muestra una tasa de descenso que
no pueda ser considerada cuadratica.

En conclusién, se han mostrado las caracteristicas de varios métodos para estimar los
parametros de variables de bloques, entre los que se distinguen fundamentalmente de dos
tipos, los basados en estadisticos de orden, también llamados en este texto clasicos, v los
que utilizan un mecanismo de minimos cuadrados [MC]. A cualquiera de los dos se les
puede incluir una variante que modifica la manera de estimar los cuantiles extremos (la
innovacién), reduciendo significativamente el sesgo. Las pruebas realizadas (claramente
insuficientes, pues en este terreno las herramientas analiticas son muy limitadas) se han
centrado en la comparacion de las estimaciones y de las variancias de las estimaciones en
condiciones simuladas. Aunque los métodos MC permiten estimar los parametros de m
variables a la vez, bajo ciertas restricciones que pueden convertir el problema en no sepa-
rable, en todos los casos se ha supuesto que m=1. El resultado de las pruebas no es clara-
mente determinante, pero utilizando el criterio del minimo Error Cuadratico Medio, parece
bastante ventajoso el método clasico con innovacién, que aparte de conseguir los mejores
valores de variancia, es bastante robusto frente a distribuciones “dificiles”. También hay
que destacar de esta clase de métodos su sencillez y velocidad. De los métodos MC, aunque
no son tan robustos, se puede destacar que obtienen por lo general estimaciones menos
sesgadas, aunque su variabilidad supone un importante inconveniente.
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CAPITULO 5

ESTIMACION DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES

5.1 Introducciéon y motivacion

En el presente capitulo se describen las técnicas empleadas en el problema de esti-
macién de una funcién de densidad conjunta (FDC) de dos variables de K-1 bloques, y
constituye la continuaciéon natural del capitulo anterior, estimacién de funciones de densi-
dad de una variable. Igualmente, se presenta un método de resolucién y diferentes pruebas
numéricas que prueban la efectividad del procedimiento.

Los procedimientos descritos en el capitulo 4 estan claramente orientados al calculo
de distribuciones de variables de bloques a partir de datos histéricos, en particular, de las
aportaciones naturales que cada embalse de una cuenca hidraulica recibe, informacién que
se precisa para resolver los problemas hidrotérmicos descritos en los capitulos 7, 8, 10 y 12.
El contenido de este capitulo tiene su fundamento en los métodos que utilizan una funciéon
de densidad conjunta de dos variables de bloques, especificamente el capitulo 9. En él, la
FDC es empleada dentro de un proceso de simulacién con la soluciéon de un problema de
optimizacion para tener en cuenta la relacion existente entre las aportaciones de intervalos
consecutivos.

Se establecen los siguientes criterios: partimos de una muestra aleatoria de dos vari-
ables apareadas, que llamaremos X e Y. No hay ninguna hipétesis relativa a la dependencia
o independencia entre tales variables. Dicha muestra se conoce como: ((x1,y1),...,(Tn,Yn))-
Las variables aleatorias X e Y siguen una distribucion de bloques, con los parametros
K y II comunes. Dichas distribuciones se denotan como es usual: {X° ... XE~=11 ¢
{Y? ... Y"1l ¥ son totalmente conocidas. Se busca obtener una funcién que estime a
la funcién de densidad conjunta de X e Y, fx y(z,y). En realidad, como se observa en la
ecuacion (3.9), la funcién de densidad conjunta (en adelante, s6lo FDC) viene determinada
principalmente por las cantidades %7, dado que otra de las hipétesis de partida es que
conocemos la forma analitica de la FDC. Por tanto, nuestro problema se va a reducir a
encontrar estimadores de r/. Llamaremos R a la matriz de valores reales positivos que
representa la FDC de dos variables: R = {r*/|1 <i,j < K —1}. R es como denotare-
mos a una estimaciéon de R; o 7%/ si estamos refiriéndonos a cada uno de sus elementos
estimadores de /.
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5.2 Aproximaciones

En primer lugar, veremos cémo se pueden encontrar primeras aproximaciones a los
valores de r*/. La primera de ellas consiste en trasladar los valores de la muestra como si
fueran puntos en la porcién del plano que determinan [X°, X% =1] x [V, Y5 ~1], Con la
notacion [a, b] X [¢, d] se expresa el lugar geométrico de los puntos (x,y) tales quea < a < b
y ¢ <y < d, el cual denominaremos rectangulo.

El recténgulo anterior se halla dividido en (K — 1)? regiones delimitadas por los
cuantiles de X e Y. Llamando n,; al nimero de puntos situados en la regién (7,7), es
decir, entre X! y X0 ¢ YOi—1 ¢ YU
puntos en cada region:

, encontramos las frecuencias observadas de los

nij

fij=

n
De aqui, calculamos el valor correspondiente a la densidad en la regién (¢, ):

(ri,j)* — fi,j
(XOi _ XOi—l)(YOj _ YOj—l)

(5.1)

La aproximacién que aparece en (5.1) resulta ser un método sencillo e intuitivo, que
sin embargo no puede considerarse un estimador completo, ya que los resultados obtenidos
no cumplen en general las restricciones (3.11) y (3.12), aunque si se cumple (3.10). Por
tanto, (5.1) no proporciona una solucién vélida, aunque si un punto de partida desde el
que se puede hallar un estimador que cumpla tales restricciones —y la notacién (r%7)*
indica que (5.1) no es una estimacién, de otra manera lo expresariamos como 7%/,

Una generalizacion de este primer método seria considerar una cierta area de influencia
alrededor de cada punto observado. De esta manera, se pretende “suavizar” el resultado,
pues el peso de cada observacion no tiene porqué recaer tUnicamente en la region que
contiene dicho punto, lo cual puede interpretarse como una concesién a la variabilidad
presente en los datos. Este mecanismo es una adaptacién de los métodos de estimacién de
densidades mediante estimadores de kernel (ver, por ejemplo, una publicacién que trata
extensamente sobre este tema, [SCOT92]). En la Fig. 5.1 aparece un ejemplo ilustrado.

En este trabajo se supone que el area de influencia de un punto (, y) es la interseccién
del rectangulo definido por [X°, X5 =1] x [V, Y5 ~1] y un rectdngulo centrado en dicho
punto, con lo cual este area no puede salirse de los margenes impuestos por los limites
dados por las variables. Las dimensiones del rectdngulo centrado en (z,y) son a - ox y
« - oy, donde « es un escalar positivo, y ox v oy las desviaciones estandar respectivas de
X eY. Si«es0, entonces el método se identifica con la aproximacién (5.1).

Sea R'J la regién comprendida entre X%~1 y X% ¢ Y% ~1 ¢ Y%  Denotamos por
Ay el drea de influencia del punto (27, y1), con I=1, n. Por tanto,

Ay = <{xl - %UX#L’I + %UX} X {yl — %Uy,yl + %Uy}> ﬂ ([XO,XOK_I] v [Y07Y0K—1D

El simbolo N se utiliza para representar la interseccién de rectangulos, con su signifi-
cado obvio. El algoritmo para calcular la segunda aproximacion a la densidad de una FDC
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Figura 5.1 : Muestra (marcada con circulos) en el plano de las variables X e
Y . Alrededor del punto negro se han marcado con lineas discontinuas
los limites del area de influencia de dicho punto.
(con pardmetro «) es:
[0] Inicializar f; ; = 0, para 1 <47,j < K-1.
Paral =1, n:
Sea S = Area(A().
[1.2] Para cada regién (7,7), 1 <i,j < K-1:
Sea T = Area(R" () Aq)).
[1.2.2] Incrementar f; ; con T/S
Calcular, para 1 <1,57 < K-1:
: fij
TL,I\k »J
(r ) - n(XOi _ XOi—l)(ij _ Yoj—l) (5'2)

Las mismas consideraciones hechas para (5.1) son validas para (5.2). Por tanto, para

conseguir una estimacion correcta, es necesario un paso mas, en el cual se realiza el reajuste

de las variables con el objetivo de factibilizar las restricciones (3.11) y (3.12).

5.3 Reajuste de la aproximacion

En esta etapa se obtendra un resultado factible de acuerdo a las restricciones (3.11)

v (3.12), que a continuacion se recuerdan:

K

1
eIy Y I)Z(Xoi_Xoi—l) i=1...K -1

1

J
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K—1

~i,7( 3 0i 0i—1y _ Ty - o
Zr X" - X )_(YOj_YOj—l) j=1...K -1
i=1

donde las variables se denotan por Ez{?i’j}. De todas maneras, si consideramos que el
punto obtenido en la etapa de aproximacién R* es fundamentalmente bueno en cuanto
a su valor como estimador de la FDC, va a ser importante que la soluciéon final sea un
punto cercano al anterior, ademas de factible. La principal cuestién que surge entonces es:
., Como denotar que un punto esta cerca de otro en el espacio de las variables? La solucion
no es trivial, pues existen bastantes opciones. Adoptando el criterio de tomar el cuadrado

de la distancia euclidea entre puntos de IR(K_l)(K_l), la solucién:
K—-1
> oy 7o
i,7=1

no es apropiada, pues siendo las variables inversamente proporcionales a las diferencias
de cuantiles, obtendriamos una suma de valores desproporcionados. La solucion adoptada
consiste en escalar cada variable por el area de su regiéon respectiva: en otras palabras,
transformamos las variables en probabilidades, ya que esta transformacion, lineal y por
tanto sencilla, equivale a hallar el volumen encerrado bajo la FDC en cada region. Eviden-
temente, cada probabilidad es un valor entre 0 y 1, por tanto es de esperar que calcularemos
nuestra distancia a partir de una suma de términos homogéneos. En consecuencia, la ex-
presién resultante es:

K-1
D(R*,ﬁ) — Z <(XOz . XOi—l)(Yoj . YOj—l)(ri,j)* . (XOi . XOi—l)(Yoj _ YOj—l)?i,j>2
i j=1
(5.3)
Por consiguiente, se formula el problema de reajuste de la aproximacion (RP) como
sigue. Dados K, II, los cuantiles de dos variables X e Y de K—-1 bloques y una aproxi-
macion R* de la FDC, la solucién de:

min D(R*,R) (5.3)
R
s.t. FRI(Y — YTy = X ;(Oi—l) i=1...K-1 (5.4)
j=1
K-1 -
~i,5/ v 01 0i—1y _ J C 78
POl (X0 - X )_(Yoj_yoj—l) j=1...K =2 (5.5)
=1
R>0 (5.6)

es una estimacién de la FDC desconocida fx y(z,y). Para ello, se ha elegido el criterio de
minimizar (5.3), sujeto a las condiciones estructurales de una FDC, que vienen dadas por
(5.4) vy (5.5), ademés de la condicion de no negatividad (5.6). Notar que como consecuencia
de que existe un grado de dependencia lineal en las ecuaciones (3.11) y (3.12) podemos
eliminar una ecuacién, como se ha hecho, de (5.5).

Existe una ultima posibilidad que ha sido bastante utilizada, aunque se ha visto en la
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practica que sus efectos no son sensiblemente diferentes a los del problema (RP) expuesto
arriba. Consiste en tomar en consideracion la correlacion muestral y la correlacién tedrica,
e incorporar el cuadrado de la diferencia a la funcién objetivo (5.3), es decir:

7

<p(1§|X,Y)— L Z(xl—f)(yl—y)>

SXSY —

La expresién de ,0(]/%\|X,Y) aparece en (3.14); sx v sy indican desviacién estandar
de las muestras de X e Y respectivamente; T y ¥ son las respecticas medias muestrales.
Esta expresion pone el acento en forzar la verosimilitud del resultado respecto la relacion
lineal entre las variables, resumida en el estadistico correlacién. Sin embargo, se ha visto
en pruebas realizadas que no se aprecian diferencias importantes; la funcién objetivo (5.3)
consigue unos resultados de p muy semejantes a los obtenidos mediante la incorporacion
del término de arriba a la funcién objetivo.

5.4 Pruebas numéricas y comparacion de resultados

En este apartado se describe cémo se ha realizado el examen de los estadisticos de-
scritos anteriormente. Diremos mejor que poseemos una familia de estadisticos, dependi-
endo del parametro « utilizado en la aproximacion previa al reajuste. Se trata de establecer
mediante ejemplos unas ideas que quizas no se puedan presentar de otra manera, debido al
necesario paso de reajuste. La existencia de este paso, de naturaleza iterativa, complica en
gran manera el analisis teorico del estimador. Por consiguiente, se hace necesario acudir a
la experiencia computacional.

5.4.1 Obtencién de una situacién inicial

Parece interesante cubrir una gran cantidad de casos con los que poder experimentar,
pero no parece tan sencillo encontrar un ejemplo aplicable. Decimos esto porque si el
objetivo es simular la estimacién de una FDC, necesitamos previamente:

- Ky Il
— La especificaciéon de dos variables, X e Y.

— La especificacion de una FDC de X e Y.

Pero es necesario que: 1) las marginales de la FDC sean X e Y, y 2) la FDC esté bien
definida. No es trivial encontrar solucion a estos problemas, porque es necesario manejar
muchos factores a la vez (para un caso con K > 2, tenemos (K —2)? grados de libertad para
mover libremente nuestras variables). Por tanto, se ha optado por la obtencién aleatoria
de FDC. El mecanismo es el siguiente:

Elegir un valor de K > 2.

1
P K—=11-

Tomar como probabilidad el vector {ﬁ, e

(<] [e2] [=]

Generar una distribucién de probabilidad de K—1 bloques para
X y otra para Y.

[=]

Buscar una FDC de (K — 1)(K — 1) regiones que tenga como
marginales fx y fy.
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La manera de generar una distribuciéon univariante para X es muy sencilla. Basta con
generar I nameros reales de manera uniforme y disponerlos en orden; de esta manera, el
menor serd X, el siguiente X!, y asf hasta X°*~!. De la misma forma operamos con Y.
En nuestro caso, trabajamos con valores reales en el intervalo [0,10].

Obtener aleatoriamente una funcién fxy sigue un procedimiento bastante distinto.
Hay que tener en cuenta que se trata de encontrar un conjunto R que se identifica con las
densidades en cada regién del plano acotado por los cuantiles de X e Y, y que cumpla con
las restricciones (3.11) y (3.12). Una primera solucién consiste en construir un problema
para encontrar un punto factible a estas restricciones. Podemos omitir la funciéon objetivo,
o simplemente definir una idénticamente igual a 0, y confiar en que, dado un punto inicial
cualquiera (posiblemente infactible), el algoritmo de optimizacién sabra hallar una solucién
valida, que dependera del azar empleado en el calculo del punto inicial.

Sin embargo, los algoritmos usuales no proporcionan soluciones satisfactorias. Sucede
que estos algoritmos suelen encontrar bastantes valores de las variables en sus limites.
Como las variables estan acotadas inferiormente por cero, esto significa que una canti-
dad importante de regiones no presentan densidad. En realidad, lo conveniente seria que
los valores de R fueran estrictamente positivos, pero esta condicién no es directamente
imponible si no es a base de crear artificialmente unas cotas inferiores positivas, comple-
tamente arbitrarias en todo caso.

La solucion viene dada utilizando un tipo de algoritmo totalmente distinto. Los
métodos de punto interior [ARBE93] buscan una solucién a problemas del tipo:

min  f(r)
st. re¢ SCR"

llegando a la solucién éptima a través de una secuencia de puntos estrictamente interior a
S. Por tanto, utilizando una funcién objetivo inocua como 0, las restricciones (5.4) y (5.5),
la no negatividad de las variables y un punto inicial generado al azar, se garantiza una
solucion cuando el problema dual del anterior es factible y tiene solucién igual a 0. Una
referencia util es [VAND92], en donde aparece la especificacion de las rutinas empleadas
para este problema.

5.4.2 Procedimiento de simulacién

Una vez se ha determinado una FDC y sus funciones marginales X e Y, se inicia el pro-
cedimiento de simulacion. Un punto fundamental es saber generar una muestra de tamano
n para dos variables, conocida su distribucién conjunta fx y. Para ello, describimos el
siguiente método:

Obtener una muestra aleatoria de tamano n de la variable X. Asignar a (x1,...

Paral =1, n:

Obtener una muestra aleatoria de tamano 1 utilizando la funcién de

densidad fy|x—,,. Asignar a y;.

La funcion de densidad condicionada fy|x—,, viene dada por la expresion que figura
en (3.15), y extraer una muestra de sélo una observacién no tiene nada de particular
respecto a hacerlo con varias observaciones.

)



5 ESTIMACION DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES s

Con esto puede considerarse que podemos generar un ntumero cualquiera de experi-
mentos. Ejemplos de simulaciones que pueden darse son:

o Repetir N veces la estimaciéon utilizando muestras de tamano n fijo.

e Estimar cada vez con un tamano n creciente, para observar el comportamiento asintotico
del método.

5.4.3 Analisis del estimador

En este apartado describiremos un ejemplo y expondremos unas breves conclusiones.
Hay que decir que estas conclusiones no pueden ser determinantes en modo alguno, ya que
se basan en la observaciéon de unos cuantos casos comunes.

El siguiente ejemplo utiliza un valor de K igual a 4. Las distribuciones marginales,
dadas por los cuantiles considerados, son:

X ={2.041198,4.618146,8.569570,9.194283}

Y = {1.652905,4.601046, 5.159442, 5.385240}

0.5819\ 0.8922\ 0.1411

Y03 W \ 4

YOZ

or | 14389 2.2064 <1770.3488
7.5970 11.649 1.8417

éw
YO
XO XOl XOZ X03

Figura 5.2 : Plano X e Y del ejemplo, con las regiones dibujadas proporcional-

mente, y el area de cada regién adjunta.

En la Fig. 5.2 aparece un esquema del plano obtenido por el cruce de estos parametros.
Para cada regién se especifica el area de ésta. Obsérvese la disparidad existente entre la
regién mas grande y la mas pequena (unas 80 veces menor). Sobre este dominio se va a
construir la FDC, que viene dada en la tabla 5.1 (primera fila bajo la cabecera). Se ha

hallado un valor de p igual a -0.310179.

Una vez disponibles todos estos elementos, se extrajeron 400 muestras de (X,Y")
con 50 individuos, y con ellas se estimé fx y 400 veces. El resultado de este proceso se
puede ver, de manera muy resumida, en la tabla I; en ella aparecen, por columnas, los
respectivos elementos correspondientes a la regién (7, j), y por filas, la densidad en cada
regién (R), la probabilidad expresada en porcentaje de obtener un par (X,Y) en cada
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Tabla 5.1. Resultados de la estimaciéon de fx y con 400 muestras de n=>50.

i, 1,1 2.1 3.1 1,2 2,2 3,2 1,3 2.3 3,3
R | 0.00650 | 0.00826 | 0.10193 | 0.08502 | 0.04600 | 0.31390 | 0.27773 | 0.15200 | 0.25589
P(%) | 4.938 | 9.622 | 18.773 | 12.234 | 10.151 | 10.949 | 16.161 | 13.561 | 3.611
Sqgr | 0.08444 | -0.03455 | -0.00444 | -0.01451 | 0.03416 | -0.01542 | -0.01484 | -0.00088 | 0.06995
Sga | 0.24491 | 0.49461 | -0.31777 | 0.15353 | 0.12632 | -0.28857 | -0.19110 | -0.44509 | 2.52819
Vi | 0.00127 | 0.00067 | 0.02949 | 0.04264 | 0.01975 | 0.75667 | 0.28654 | 0.11505 | 2.93048
Va | 0.00087 | 0.00033 | 0.00532 | 0.01378 | 0.00510 | 0.07220 | 0.03696 | 0.01165 | 0.19680

regién (P); etiquetado como “Sg¢;”, el sesgo ponderado, es decir, el valor medio del sesgo
de la estimacién expresado en proporcion al verdadero valor del parametro:

Fld — bl
rbio

donde la estimacion se ha realizado utilizando el método de aproximacion simple (5.1).

La fila sefialada con “Sg¢y” utiliza el método (5.2), donde el pardmetro « empleado en

esta ocasion valia 1.0. Las ultimas dos filas recogen la variancia de las estimaciones segun

ambos métodos (el subindice se refiere como antes al método empleado); la variancia

aparece escalada con un factor de 100.

El primer comentario que se puede extraer del ejemplo es que el sesgo parece ser
notablemente mayor con el segundo método de aproximacion que con el primero. Esta
misma observacion se puede hacer con otros ejemplos. El sesgo de la primera fila puede
ajustarse dentro de un orden de magnitud del 1% (con un méaximo del 8%), frente a un
orden del 20% (con un méaximo del 250%) en la segunda fila. No se puede decir que el sesgo
apreciable se disponga de acuerdo con algun patron reconocible facilmente. Por lo menos,
no se ha visto nada especial entre, por ejemplo, los estimadores de las regiones internas,
o las laterales, o las que hacen esquina. En cuanto a las variancias, la comparacion se
invierte, pues el método mas favorecido es claramente el segundo.

Podemos decir que, en general, las regiones de superficie pequena tendran densidades
grandes (bajo el supuesto de que las probabilidades son de parecida magnitud en cada
regién). El ejemplo lo tenemos en los dos casos extremos: la region (3,3) es la menor, pero
tiene una de las mayores densidades (0.25589); la regién (2,1) es la mayor, y su densidad
es la segunda mas baja de entre todas (0.00826). Hay que decir que este efecto no es
intencionado, puesto que el algoritmo de punto interior no lo tiene en cuenta; mas bien se
trata de una peculiariedad del azar, que tiende a repartir uniformemente la probabilidad
entre todas las regiones, sin descartar la posibilidad de que en alguna ocasién se produzcan
desequilibrios importantes. Un sesgo especialmente grande (252.8%) se ha producido en
la regién (3,3). No es descabellado sugerir que las regiones de pequefio tamano pueden
conllevar cierta inestabilidad en la estimacion del parametro asociado, aunque esto no sea
mas que una hipdtesis que habria que justificar. Si es evidente que existe una relacion
inversa entre el area de una region y la variancia de la estimacion.

Cabe decir, en este punto, que se han examinado algunos casos para observar la
influencia del parametro « en la estimacion. Para ello, se ha realizado una estimacion
reiterada del mismo caso variando « desde 0 hasta valores del estilo de 1 6 2 (lo que
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significa que el area de influencia de cada individuo llega a alcanzar una desviacion tipo a
su alrededor). Valorando en distintos puntos intermedios la dispersion de las estimaciones
de la densidad (para ello se ha calculado el valor promedio de las desviaciones tipo de
las estimaciones 7%7), se ha visto con claridad que este indicador de la dispersién de los
estimadores decrece mientras o aumenta (el decrecimiento no seria lineal, en cualquier
caso, sino convexo). Puede justificarse teniendo en cuenta que cuanto mas grande sea el
area de influencia, mas puntos diferentes participan en la estimacién de la densidad de una
determinada regién; como se da que la aproximacién (5.2) no es més que un promedio,
mayor numero de puntos significa una disminuciéon de la variancia. Desde luego, este
argumento no es mas que algo intuitivo; tampoco se puede olvidar que tras la etapa de
aproximacion esta la etapa de reajuste, y no sabemos si ésta modifica sustancialmente la
primera estimacion (infactible). En cuanto a la existencia de sesgo, con experiencias que
operan de manera semejante, podemos comprobar que el sesgo (una indicacion global) crece
rapidamente cuando « se aleja de cero, aunque este aumento se desacelera posteriormente.
En principio, no resulta facil deducir mas a partir de este procedimiento. Teniendo en
cuenta que las pruebas hechas a propédsito utilizaban un tamano de prueba constante, la
primera conclusién seria: un método con « suficientemente grande suele ser un estimador
con menor variancia que si « = 0, pero el sesgo que presenta es grande, comparado con
el obtenido con el método (5.2). En consecuencia, a pesar de la mayor variancia, lo mas
apropiado parece ser hacer una estimacion preliminar con la aproximacion (5.1).

5.4.4 Comportamiento asintético

Con el ejemplo que se muestra a continuacién, se expone un resultado corriente de
estimacion de la FDC, poniendo el acento esta vez en la variacion del tamano de la muestra,
n.

Las dos variables X e Y con las que se ha trabajado son:
X = {2.427490,2.443455,3.984514,4.129069 }
Y = {0.042942,1.717926,6.403825, 8.472136 }

Se ha calculado la siguiente distribucion de probabilidades para cada region:

pi,j [XO,X01] [XOl,XOZ] [XOZ,X(B]
[YO 7% | 0.070049 | 0.154083 0.109216
(YO, 702 | 0.203242 | 0.042718 | 0.087415
[Y02 V93] | 0.060042 | 0.136530 0.136703

con lo que se obtiene una correlacion p igual a 0.0550753. Las pruebas realizadas han
consistido en estimar la densidad R a partir de muestras con tamanos entre 20 y 320
Con el objeto de representar graficamente el resultado obtenido, se ha
usado la siguiente expresion para medir la discrepancia existente entre la densidad real R

observaciones.

y la estimacion R,,:

K—=1 /~; B
- 1 (p* = p*7)
D(R, Rn) = (I&’ _ 1)(1&’ _ 1) Z pi,J

1,7=1

(5.7)
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donde p*/ y pJ son las probabilidades en cada regién; respectivamente, las iniciales que
se han mostrado anteriormente y las estimadas, que se hallan multiplicando la densidad
(r®, 0 7%9) por el drea de cada regién (X0 — X01=1)(y0/ — y0i—1),

La expresion (5.7) es vélida como criterio de aproximacion de la estimacion a la den-
sidad real: la introduccién de las probabilidades proporciona una mejora en la estabilidad
del conjunto. Para normalizar cada sumando, se considera el cociente por el valor de la
probabilidad p*’. En nuestro caso, esto siempre es posible, dado que el algoritmo de punto
interior que calcula una FDC inicial nunca dara valores nulos.

A notar que la expresion D da una medida global del sesgo apreciado en la estimacion
con cada muestra. Ya habiamos hecho notar con muestras de tamano constante que el
sesgo era sensiblemente menor con o = 0.

0.09 T T T T T T T

alfa=0 —
alfa=0.1 ---
A alfa=0.5 ----
0.08 = . alfa=1 - _|

20 60 100 140 180 220 260 300 340

Figura 5.3 : Resultados de D para el ejemplo expuesto, con valores de a=0, 0.1,
0.5y 1,y n (en abcisas) entre 20 y 320.

En la Fig. 5.3 se pone de manifiesto: 1) que la influencia de « sobre el sesgo se
manifiesta de la misma manera si n varfa. 2) que el sesgo tiende a decrecer con tamanos
de muestra crecientes, aunque no de la misma manera.

En efecto, si algin descenso parece ser efectivo en este ejemplo es el que proviene
del calculo mas sencillo, senalado por una linea continua, y también cuando a=0.1. Las
restantes trayectorias son principalmente oscilacién aleatoria alrededor de un valor neta-
mente positivo. De hecho, la experiencia muestra que unicamente cuando o = 0 hay una
convergencia real (D tiende a 0); en otros casos, siempre existe un nivel que no puede
rebasarse, en general mas bajo cuanto menor es «.



5 ESTIMACION DE F.D.C. DE DOS VARIABLES DE BLOQUES 81

El tamano de muestra también incide en la variabilidad de la estimacion. En este
caso, puesto que para cada n sélo figura un valor de D, hay que apreciar el descenso de
la variabilidad en la reduccién de la amplitud de la oscilacién a medida que crece n. En
realidad, la grafica no es una referencia muy fiel, ya que para mejorar la presentaciéon de
los valores con a > 0 se ha sometido a estas secuencias a un alisado que, sin embargo, no
afecta a la tendencia (este alisado se ha obtenido con la instruccién Rsmooth de Minitab
[MINI92] que realiza el suavizado de una serie tomando la mediana de grupos de valores
consecutivos). El aspecto real de tales secuencias presenta un aspecto menos sinuoso, con
un incremento de valores fuera de banda, con lo que no se destacan las diferencias entre
los resultados obtenidos con distintos valores de «.

Cabe decir que el caso expuesto no es representativo de todas las situaciones posibles.
En realidad, puede ser un ejemplo de una mala situacién. Hay otras, con las que nos
hemos encontrado con frecuencia durante las pruebas realizadas, en las que no se distinguen
diferencias importantes entre D con a« = 0 y o > 0 (dentro del rango de n contemplado).
Si observamos los valores de los cuantiles de X, notaremos que la diferencia entre X!
y X es relativamente pequefia. En general, con distribuciones que no presentan estas
caracteristicas no se aprecian diferencias tan acusadas. Sin embargo, establecer alguna
relacion entre los factores en juego y el resultado final no es viable aun, por lo que es dificil
establecer cudles son los parametros que participan principalmente en la estimacién de la
densidad, y mds atn cuantificar esta participacion.
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CAPITULO 6

OPERACIONES CON VARIAS VARIABLES DE BLOQUES

6.1 Introduccion

El capitulo que sigue tiene un caracter particular. Por un lado, es eminentemente
practico, a pesar del titulo Operaciones con varias variables de bloques, que puede dar
la impresion de que se va a introducir una teoria necesariamente compleja, sin ser ése en
absoluto el fin que se busca. Por otro lado, se trata de una extension de la teoria de las
variables de bloques en cierta manera independiente del tema principal de la tesis, que es la
generacion hidrotérmica a largo plazo. Por expresarlo propiamente, no es que este capitulo
descuide el tema central, sino que se trata de una ramificacién sugerida por el mismo tema,
aunque por el momento no se vislumbren perspectivas de aplicacion inmediata.

La citada sugerencia se puede expresar de la siguiente manera. Puesto que la gen-
eracion es una funcién de variables de bloques, observemos qué ocurre cuando se operan
entre si este tipo de variables. El planteamiento tiene un interés notable ya que, como
veremos, se asume como una simplificacion que la generaciéon también sigue una ley de
probabilidad de bloques. No vamos a profundizar excepto en unos casos bien concretos,
que son la suma de dos variables, el cuadrado de la suma y el producto de dos variables.
Con estos ejemplos se pone de manifiesto que las variables de bloques son lo suficientemente
sencillas como para que sea accesible operar con ellas (lo cual no es cierto para la practica
totalidad de otros tipos de variables, excepto bajo ciertas condiciones como cuando hay
independencia entre variables). Sin embargo, en esta parte no se ha llegado a determinar
totalmente la forma completa de la generacién (una forma bastante compleja, en la que
intervienen tres variables, usualmente dos de ellas en forma ctbica).

A lo largo del capitulo se desarrollan unas expresiones generales para la funcion de den-
sidad de variables que son una funcion concreta del tipo de las que se nombra mas arriba.
A continuacién, se expone un ejemplo particular, que se refiere a funciones con una variable
uniforme y una variable triangular con cierto grado de dependencia. Se resuelve este caso
completamente y, finalmente, se comparan resultados con los obtenidos suponiendo que
las variables originales fueran de bloques, utilizando un estadistico conocido generalmente

como ISE.
Si bien se carece de una experiencia exhaustiva con otros casos (que, por otra parte, no

son faciles de reproducir, debido a la dificultad antes comentada de operar con variables
cualesquiera), el ejemplo pretende dar la idea de que las variables de bloques son una
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herramienta util para “imitar” otras distribuciones. Con variables de bloques, por ejemplo,
se puede conseguir una forma analitica de la funciéon de densidad de una variable a partir
de una muestra, tal como se muestra en la seccion de resultados computacionales. Con
el fin de realizar comparaciones, se incluyen resultados alternativos obtenidos mediante
un estimador kernel. Es de destacar que el método expuesto utiliza toda la informacién
conjunta de las dos variables, pues no precisa de una muestra, tal como opera el estimador
kernel.

6.2 Suma de dos variables

Sean X e Y dos variables aleatorias de K—1 bloques, con probabilidades (71,...,7x_1)
comunes a ambas variables. Sea fxy la FDC de X e Y. Definimos la variable aleatoria
W = X 4+Y. Se trata de averiguar cual es la funcion de distribuciéon y la funcion de

densidad de W. Por definicién de Fyy(w):
Fiw(w)=PW <w)=P(X+Y <w)=PY <w-X)

lo que lleva a considerar el volumen de fx y que queda a un lado del plano Y = w—X (més
concretamente, del lado que se extiende hacia -00). Un ejemplo grafico se muestra en la
figura (4.1.a), considerando solamente la visién en un espacio X —Y. Simplifiquemos dicho
plano, teniendo en cuenta que es equivalente en su lugar hablar de la recta ¥ = w — X
en un espacio de dos dimensiones. En la figura (4.1.b) aparece una descomposicién en
casos de las posibles maneras en que un bloque puede quedar cortado por dicha recta (con
pendiente -1). Podemos describirlas como: 1) cortando la esquina inferior (izquierda, se
entiende). 2) cortando de izquierda a derecha. 3) cortando de arriba abajo. 4) cortando la
esquina superior (derecha, se entiende). Evidentemente, un bloque también puede quedar
intacto, y distinguiremos dos posibles situaciones: 1) cuando la recta ¥ = w — X pasa
sobre la esquina superior. 2) cuando la recta ¥ = w — X pasa bajo la esquina inferior.
En el primer caso, todo el volumen del bloque es tomado en consideracion; en el segundo
caso, el bloque es enteramente dejado de lado.

En la Fig. 6.1 aparece una descomposicion en casos de las posibles maneras en que
un bloque puede quedar cortado por dicha recta (con pendiente -1). Podemos describirlas
como: 1) cortando la esquina inferior (izquierda, se entiende). 2) cortando de izquierda
a derecha. 3) cortando de arriba abajo. 4) cortando la esquina superior (derecha, se
entiende). Evidentemente, un bloque también puede quedar intacto, y distinguiremos dos
posibles situaciones: 1) cuando la recta ¥ = w — X pasa sobre la esquina superior. 2)
cuando la recta Y = w—X pasa bajo la esquina inferior. En el primer caso, todo el volumen
del bloque es tomado en consideracion; en el segundo caso, el bloque es enteramente dejado

de lado.

Por tanto, una manera de calcular Fy(w) consiste en hallar para cada regién del
plano X-Y determinado por los cuantiles de las variables la porcion de area que queda por
debajo de larecta Y = w— X, multiplicando esta superficie por la densidad de dicha region
(que es constante, por definicién de FDC). La suma de todos estos términos compone el
volumen a que equivale la probabilidad pedida.
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Figura 6.1 : Suma de dos variables de bloques. a) Plano X-Y | representando
para un valor de w concreto la recta que limita la regién X +Y < w.
b) Los cuatro posibles tipos de corte de un bloque (la zona gris es el

area de interés).

6.2.1 Integracién de bloques truncados por una recta

Supongamos un bloque perteneciente a la FDC de dos variables X e Y'; identificaremos
a este bloque como (7, j ) cuando coincida su base con la regién [X 011 X 0] x [y 0/ =1 y04],
Llamaremos bloque truncado de (i,7) segin w a la regiéon geométrica que resulta de la
interseccién del bloque (7, j) con el conjunto {(x,y)|ly < w — «}.

El calculo del volumen de un bloque truncado equivale a la integracion de los puntos
encerrados en dicha region. Es evidente que, puesto que la altura del bloque es constante,
tal volumen es facilmente resoluble hallando previamente el area de la base del bloque
truncado. De acuerdo a la clasificaciéon hecha al principio del apartado, obtendremos los
siguientes valores para el volumen del bloque truncado (i, j) segin w.

6.2.1.1 Caso 1
Este caso se presenta cuando X071 4 Y0—1 < < 1r1r1i1r1(X0i_1 + Y0 X0 4 Yoj_l).

Notemos que la base del bloque truncado es un triangulo rectangulo. La base del triangulo
es w — Y%~ — X011 ]a altura es idéntica (puesto que la pendiente de la recta es -1). En
consecuencia, definimos el volumen buscado como:

pisd

Vij(w) = 5 (w0 =17 - X0y (6.1)

donde, siguiendo la notacién habitual, r*7 indica la densidad en la regién (i, j).

6.2.1.2 Caso 2

Este caso se presenta cuando XO 4 V-1 < < X%1 4 V9 El drea buscada es
un trapecio con alturas desiguales. Descompondremos esta superficie en dos partes: el
rectangulo inferior y el tridngulo superior. La base de ambas figuras es X% — X%~1 La
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altura del rectangulo es w — X% — Y% ~!: razonando como antes, vemos que la altura del
triangulo coincide con su base. Por tanto, esta vez se obtiene la expresion:

. . . . . X0i _ x0i—1
Vvl’](w) — pbl <X01 _ XOz—l) (w _ XOz _ YO]—l + #>
.. . . . XOi XOi—l
— s <X01 _ XOz—l) (w _ YO]—l . —|_2 ) (62)

6.2.1.9 Caso 3

Este caso se presenta cuando X1 + Y% < w < X% 4 Y%~1 Al igual que antes,
se obtiene un trapecio, pero con bases irregulares. Realizando una descomposicion en
rectangulo mas triangulo llegamos a:

. . . . . YOj _ YOj—l
Vvl’](w) — ptsd <Y0] _ Y0]_1> (w _ YO] _ XOz—l + #>
- : : ‘ Y0 4 yoi—t
o () (o PAY 0

6.2.1.4 Caso 4

Este caso se presenta cuando X% + Y% > o > 1r1rlau><(X0i_1 + Y0 X0 4 Yoj_l).
Observamos que es inmediato encontrar la solucion substrayendo al area de todo el bloque
la superficie del triangulo que queda sobre la recta Y = w — X. Asti:

(Yoj + X0 _ w>2>

(6.4)

‘/l,](w) — ri,j ((YOJ o YOj—l)(XOi o XOi—l) o 2

Podemos hacer notar en este punto que los casos 1 y 4 son funciones cuadréticas de
w, mientras los casos 2 y 3 se tratarian de funciones lineales.
6.2.1.5 Cuando la recta Y = w — X no corta la regidn (i,7)

Conviene dejar claro que estos casos también son de interés, aunque sean los mas
sencillos. Si se da que w < X% 4+ Y% ~! entonces no hay volumen a considerar:

Vij(w) =0 (6.5)
La tltima posibilidad es que w > X% + Y% : en ese caso:
Vij(w) =rH (VO — Y=ty X0 — x0=t)) (6.6)

Esté claro que, definida como en (6.1), (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.6), V; ;(w) se trata
de una funcién definida a trozos que calcula el volumen de un bloque truncado segin el
parametro w.
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6.2.2 Propiedades de V; ;

Supondremos que por el bloque (¢, j) nos referimos al que viene determinado por los
cuantiles X 01 X0 y0s=1 y0s

Propiedad 1. V; ;(w) es continua para todo w.

Para demostrarlo, supondremos que el bloque (¢, 7) tiene unas dimensiones tales que,
si w se incrementara, del caso 1 se pasaria al 2, y de éste al 4. Esto supone, por tanto, que
(X071 4 Y% > X9 4 y0~1 Ta otra posibilidad es pasar del caso 1 al 3 y de aquf al 4.
De cualquier modo, las esquinas (X%, Y% =1) y (X% Y0) son extremos absolutos en la
suma de X e Y, por lo que los casos 1 y 4 son obligados.

Primeramente, las expresiones (6.1)—(6.6) son continuas. Queda por ver qué ocurre
en los puntos en que se ponen en contacto. Empezaremos mostrando que cuando w tiende
a X% 1 4+ Y%~1 segiin la expresién (6.1), V; ; tiende a cero, coincidiendo con la expresién
(6.5):

4 4 rhd 4 4 4 4 9
V'i’j(XOz—l + YO]—I) — 7 <X01—1 + YOJ—l . YOJ—l o XOz—l) -0

Supongamos ahora que w se acerca a X% 4 Y% ~1; segtin (6.1):

Vi j (X0 4+ Y%7 = 7“2 (X0 4yt _y ot on_1>2

_ % (Xoi . Xoi—1>2

De acuerdo con (6.2):

4 4 . 4 4 4 4 4 X0i 4 x0i—1
‘/’i’j(XOZ i YO]—I) N <XOZ _ X01—1> (XOZ Lyl i1 -|-2 )
0i 0i—1
= i (X0 x0im1) (X0 X"+ X
2
_ i (Xol‘ B Xol‘—1> X0 — X0i1
2

A continuacién haremos lo propio cuando w estd cerca de X°*~! 4 Y%, La expresién

(6.2) nos da:

4 4 . 4 4 4 4 4 X0i 4 x0i—1
‘/’i’j(XOZ—l LY = i <XOZ _ X01—1> <X01—1 LYyt -|-2 >

012 01—1
_ (X0 X0 (Yo]‘ oyt _ i)

2
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Siguiendo (6.4):

‘/i,j(XOi_l _I_ YO]) — ri,j ((YOJ o YOj—l)(XOi o XOi—l) o 2

04 0i—1)2
— b ((Yoj—Yoj_l)(XOi—XOi_l)— (X - X ) )

<Y0j_|_X0i_(X0i—1_|_Yoj)>2>

2

Esté claro que haciendo factor comtin con X% — X%~ Jlegamos al resultado anterior.

Por tltimo, si w tiende al extremo superior derecho, esto es, a X% + Y% segtin (6.4)
obtenemos:

: : . : : : : YOI L X0 _ (x0i L y05))?
V'i’j(XOz _I_YOJ) — pbJ ((YO] _YOJ—l)(XOz _XOz—l)_ < + ( + )) )

2
— ri,j <(Y0] o YOj—l)(XOi o XOi—l))

con lo cual queda demostrada la continuidad de V; ;. La demostracién para el caso com-
plementario sigue practicamente los mismos pasos que para éste.

Propiedad 2. V; ;(w) es derivable para todo w.

Seguiremos admitiendo el mismo supuesto que en la anterior propiedad. Puesto que
las expresiones (6.5) y (6.6) no dependen de w, hay que esperar que, segin (6.1), Vi ;
empiece con pendiente nula, y otro tanto segin (6.4) en el final de V; ;. Derivando ambas
expresiones:

Vi"j(w) = i) (w — Y-t XOi_1> (caso 1)

Vi"j(w) = i) (w — Y% - X0i> (caso 4)

las cuales se anulan en X% ! + Y%~ y X9 1 Y0 respectivamente.

La comprobacién de la continuidad de la derivada en los demas puntos de contacto es
sencilla:

Vi"j(w) — il (XOi — XOi_1> (caso 2)

Inmediatamente comprobamos que, en el caso 1, Vi”j(XOi + Y% =1y es igual a la funcién
(constante) V;'; del caso 2, que, por otra parte, equivale a Vi”j(XOi_l + Y% usando el
caso 4. Un proceso parecido se haria con el supuesto complementario, usando la siguiente
expresion:

V! (w) = risd (Yoj - Yoj_1> (caso 3)

2¥)

6.2.3 Funcién de distribucién y funcién de densidad de W

Visto lo anterior, ahora podemos decir:

Fuw(w)= Y Vij(w) (6.7)

v(,5)
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Fw(w) es continua y derivable, ya que es suma de funciones continuas y derivables.
Por tanto, su derivada existe, por lo que podremos hablar con propiedad de la funcién de
densidad de W, fuw(w).

Ademds, se observa que Fy(w) es una funcién de segundo grado, ya que es suma
de funciones que, como mucho, son polinomios de grado dos. De aqui deducimos que la
funcién de densidad de X +Y es una funcion lineal continua a trozos, a diferencia de como
eran originalmente X e Y, variables con distribucion de bloques.

6.2.5.1 Caracterizacion de Fy

Con el objeto de hacer mas eficiente una implementaciéon computacional del célculo
de la funcién de distribuciéon Fyy(w), vamos a hallar una expresién alternativa para (6.7).
Por ello, definimos:

U={uju=X"+7Y%1<ij<K-1}

Supondremos que los elementos de U estan en orden creciente. La lista U tiene como
mucho K? valores, pero si dos de ellos estan repetidos, sélo es necesario considerar uno.
De esta manera, tendremos:

X4V =y <up <. <up=XFTT YO8

donde x es la cardinalidad de U y es, como se ha dicho, menor o igual que K2.

U contiene todos los puntos de contacto que se han empleado para definir las funciones
Vi.;. Son, por decirlo asi, los puntos “dificiles” (donde se pierde la continuidad de la segunda
derivada). Sin embargo, entre dos puntos u; y w41, Fy se puede determinar por una tnica
ecuacion cuadratica, suma de todas las ecuaciones que intervienen para u; < w < ujyq.
Podemos decir, pues:

Fw(w) = aw? + bw + ¢, up < w < upgq (6.8)

con ar, by y ¢;, l =1,k — 1, coeficientes reales que se obtendrian de las expresiones (6.1)-
(6.6).

Ahora bien, un procedimiento sencillo para encontrar los coeficientes citados es:

[0] Asignar F1 =0, v = uy, f = 0.
Paral =1,k —1:
Asignar w = uyyq.
Calcular Fyy(w) usando (6.7) y asignar a F2.
[1.3] Hallar los valores de a;, b; y ¢; tales que:
a? 4+ biv 4+ ¢ = F1
apw? + bjw + ¢; = F2
2apv + by = f
Se resuelve facilmente, obteniéndose que:
al:((v—w)>|<f—|—F2—Fl)/(v—w)2
by = f — 2av
cr = F2 —w(apw + by)
Actualizar f = 2 aqjw + by, v = w, F1 = F2.
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La idea que subyace en este procedimiento se plasma en el paso [1.3]: alli se calculan
los coeficientes de cada segmento mediante el conocimiento del valor de la funcién en los
extremos y de la derivada en uno de ellos. Ahora resulta sencillo expresar la forma de la
funcion de densidad de la suma de X e Y:

fw(w) = 2aw + by, up < w < upgq (6.9)

6.3 Cuadrado de suma de dos variables

Supongamos que nos interesamos por la ley de Z, donde Z = W? y W es una variable
con funcién de distribucién tal como (6.8). También podemos expresar Z como (X +Y)2.

Es un calculo directo que:

Fy(z) = P(Z < z)=P(W? <z) = P([W] < Vz)
= P(—Vz <W <Vz) = Fw(Vz) — Fw(—V>2) =
=aiz+ bz + e — (amz —bpvVz+cm), w < Vz<upgr,um < =z < Uy

Con tal de simplificar los calculos, admitamos que W > 0. De esta manera, la anterior

expresion queda como:
Fz(Z) = a;z + bl\/;—l— c;, u;< \/; < Ui (610)

La funcién de densidad para Z es:
fZ(Z):al‘l_ﬁv ur < vz < ugg (6.11)

Por construccion, es inmediato que £z es continua. Para demostrar que también es
derivable (o lo que es equivalente, que fz es continua), hacemos notar que Fyy lo es:

Fyy(w) = Fiy(w™) = Fiy(w™)

De esta manera, expresamos con w_ “cuando tiende a w por la izquierda”, y con w™

“cuando tiende a w por la derecha”. Nos interesa tomar w como uno de los puntos
pertenecientes a U; por tanto, las expresiones de Fyy, son diferentes:

2ai—1u; + bi—1 = 2au; + b
Consideremos una lista V' equivalente a U:

V= {ufo = (XU 479 1<ij<K—1}
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De hecho, v; = u7. Dividiendo por 2u;:

2uy 2uy
aj—1 + L. a; + b _
2./v; 2./v;

Fy(v;) = Fy(v]") = Fy(v)

De esta manera, queda demostrado que fz es una funcion continua.

6.4 Producto de dos variables

Sean X e Y dos variables de bloques al igual que en apartados anteriores, y sea
T = XY . Para hallar la funcion de distribucion de T', realizamos los siguientes pasos:

Fr(t)=P(T <t)= P(XY <t) = P(Y < t/X)

a) b)

03

Y \
02
Y \\
1) 2)

o1 AN
Y

\

Y o 01 02 03
X X X X 3) 4)

Figura 6.2 : Producto de dos variables de bloques. a) Plano X-Y | representando
para un valor de t concreto la curva que limita la regién XY < ¢.
b) Los cuatro posibles tipos de corte de un bloque (la zona gris es el

area de interés).

Hemos asumido que X > 0; también supondremos que ¥ > 0 con el fin de poder
garantizar que T' sea positiva. Por tanto, el plano X-Y queda dividido por ecuaciones de
la familia ¢/ X, y la probabilidad buscada debe hallar el volumen encerrado bajo la FDC
de X e Y restringido por la inecuacién ¥ < t/X —véase a titulo de ejemplo la figura
representada en Fig. 6.2.a). En la Fig. 6.2.b) se muestran las 4 posibles maneras en las
que podemos encontrar un bloque recortado por la citada inecuaciéon. Podemos utilizar la
misma terminologia que para el caso X + Y.

Se procede de la misma manera. Puesto que la densidad fx y es constante en cada
region, se calcula de acuerdo con cada caso una expresion para el area limitada por los
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cuantiles X071 X0 Y9=1 Y0 y la curva t/X. Una vez hecho esto, tenemos que Fr(t)
es la suma de los volumenes calculados segun el parametro ¢.

6.4.1 Integracién de bloques truncados por curvas t/X

6.4.1.1 Caso 1

El primer caso podemos definirlo mediante: X%1=1. V%=1 <¢ < min(X~1.y9% X0t
Y%= El 4rea de interés puede expresarse como:

t/Yoj_l th t XOi—l YOj—l
X0i—1 } B Y01 B

donde el término que substrae se refiere al area incluida por la integral que no pertenece

a la region (7, 7). La solucién, finalmente, puede ponerse como:

. t 4 4
Si(t)y =r"’ (t <log [Xoi—l ,Yoj—1:| — 1) + X0 -Y0]_1> (6.12)

6.4.1.2 Caso 2

Este viene dado si X% - Y%—1 < ¢ < X0i—1.y0j, Andlogamente, el area puede
definirse por:

: t 02 0:—1 05—1
? ? 7
/Oi_1 —dX— <X - X >Y

lo cual da lugar a:

02

o X 4 4 4
st = o[ Z5) o o)

6.4.1.3 Caso 8

El tercer caso se tiene presente cuando X1 . Y% < ¢ < X% .Y% =1 Notar que en
este caso conviene descomponer el resultado buscado en el rectangulo de la izquierda y el
area que esta estrictamente bajo la curva:

Yoj—1
t/ idX— L_L YOj—l_I_(Yoj_Yoj—l)(L_XOi—l)
tyyoi X Yoi-t Yo Y05

Simplificando este resultado obtenemos:

0j

S.5(1) = 0 (1o | oy | - (07 - yor o) (6.14)

6.4.1.4 Caso 4

Este caso se presenta cuando X% Y% > ¢ > max(X%~1.Y0 X0.y%~1) Se plantea
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de manera semejante al caso 3:

XOi
—dX — XOZ - YO]—l YO] o YO]—l - XOl—l
[ (s e

por lo que se llega a:

L t . . . . . 4
S j(t) = rt (—t <log [W] — 1) 4+ X0yt x 0yt ot .YOJ>
(6.15)
6.4.1.5 Cuando la curva Y =t/X no corta la regidn (i,7)

Estos casos son totalmente equivalentes a (6.5) y (6.6), solamente variando en lo que
respecta a la condicién de aplicacion:

Sij(t)=0, t< X0t yo—! (6.16)
Sij(t) =r (VY YO ) (X% - X¥h), t> X%y (6.17)

6.4.2 Funcién de distribucién y funcién de densidad de T

Por tanto, S; ;(t) es una funcién definida a trozos para todo t (en este caso, nos hemos
limitado a t positivo). Puede demostrarse que para cualquier par (2, ), S; ; es una funcién
continua y derivable. También que dentro de su dominio natural empieza y acaba con
pendiente nula. Por todo ello, puede decirse que la funcién de distribucion de T' se expresa

Pr(t)= ) Si;(t) (6.18)

v(,5)

COINO:

Si preparamos una lista ¢} compuesta de todos los posibles valores que se pueden
obtener multiplicando los cuantiles de X con los de Y, y disponiéndolos en orden, de
manera que:

X0V =g <qp<... < qu=X0E"1.y0k=1
(k" < K?) entonces, (6.18) puede escribirse como:
FT(t) = ot logt + ﬂlt + 71, g <t < g (619)

donde «;, B; v v son coeficientes a determinar. Asimismo, la funcién de densidad de T es:

fr(t) = a(logt + 1) + 51, @<t qi (6.20)

6.4.2.1 Caracterizacion de Frp

A continuacion se describe un procedimiento para determinar los coeficientes ay, 51y
~1, I=1, k'-1. El método precisa poder evaluar en los puntos de contacto ¢; las expresiones

(6.12) a (6.17).
[0] Asignar F1 =0,p=¢q, f = 0.
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Paral =1, &' — 1:

Asignar t = q41.

Calcular Fr(t) usando (6.18) y asignar a F2.

1.3| Hallar los valores de «, 31 y v tales que:
aiplogp + fip+ v = F1
altlogt + Gt +y1=F2
aillogp+ 1)+ 31 = f

La solucion de este sistema (lineal) es:

o1 =((p—t) % f + F2— F1) [(p—t + tlog(1)
Bi=f —au(l +logp)
i = F1—ppBi — plog pa

Actualizar f = aq(logt+ 1)+ 1, p=1t, F1 = F2.

6.5 Ejemplo

En los anteriores apartados se han desarrollado una serie de expresiones correspon-
dientes a casos muy particulares: suma, producto, cuadrado de la suma de dos variables
aleatorias. El hecho es que no se puede obrar de una manera mas general: no es directo
desarrollar una expresién para la funcién de densidad de f(X,Y), siendo f una funcién
cualquiera de IR? en IR, ni siquiera en las condiciones méas favorables (como, por ejemplo,
continuidad o monotonia de f). Aun asi, hay que valorar que el esfuerzo realizado no ha
sido excesivo, que es posible llegar a resultados analiticos exactos y que la dificultad del
proceso no radica especialmente en la complejidad de la variable. Puede que sea necesario
un mayor esfuerzo computacional para evaluar una cierta funcién de densidad, pero este
esfuerzo so6lo depende de K. Y puede admitirse que una gran variedad de distribuciones
pueden aproximarse con un numero relativamente pequeno de bloques. Sin embargo, en el
caso de la gran mayoria de leyes de distribucion de probabilidad, no es inmediato encontrar
para un par de variables no independientes una expresion de, por ejemplo, la densidad del
producto de ambas.

En lo que sigue se va a desarrollar un ejemplo consistente en la comparacion de
la verdadera funcién de densidad del cuadrado de la suma de dos variables aleatorias
conocidas (una uniforme y una triangular) con la funcién resultante cuando se opera a
partir de dos variables de bloques. Otro tanto haremos con el producto de las dos variables
antes citadas.

Para definir las dos variables de bloques que han de corresponderse con cada una de
las originales, y la funcion de densidad conjunta, se conoce una muestra aleatoria apareada
de ambas variables. A partir de esta informacion se estimaran todos los parametros que
sean necesarios. Este ejemplo se presenta de esta manera para poder comparar un método
que parte necesariamente de una muestra, como es el estimador kernel, con el analitico.
Ademas, aunque se podrian haber estimado directamente del modelo los parametros mas
apropiados para ajustar las variables de bloques y su FDC, se prefiere trabajar con la
muestra ya que es un enfoque que guarda mas semejanza con una posible situacion real
(en la que desconoce el modelo de origen, generalmente).
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6.5.1 Solucién analitica de (X + Y')?

Supongamos que X y X1 son variables aleatorias independientes y que siguen una ley
uniforme UJ0,1]. Concretamente, la funcién de densidad de X y X1 vale 1 para0 < 2 <1
v 0 en el resto. Llamamos Y a X 4+ X1. Entonces, Y sigue una distribucion triangular:

Yy 0<y<I1
fY(y):{Q—y 1<y <2
0 y<0oy=>2

La FDC de X e Y es:
fxy(z,y) :{

1 0€<e<lyer<y<l+z
0 en otro caso

Podemos comprobarlo hallando las distribuciones marginales, y viendo que coindiden
con las anteriores:

2 14z
/ fxy(z,y)dy = / ldy = 1,suponiendo 0 < 2 <1
0 T

y
1 /ldx:y si0<y<1
| fevtemis =37
0 / ldr=2—-y sil<y<?2
y—1

2 2
Y Y
y
1+x
1 1
X
y
X 0 X 0
1 0 X 1 0 y y-1 1

Figura 6.3 : FDCde X eV del ejemplo. Sobre el drea en gris la densidad vale

1; sobre el area en blanco vale 0.

La Fig. 6.3 muestra la planta de fx y(z,y), y unas indicaciones acerca del modo de
resolver tales integrales.
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Apuntaremos algunos de los momentos de ambas variables:

— E[X]=1/2
— E[Y] =1
— 0% =1/12
— 0% =1/6

— Cov[X)Y] =1/12
— pxy =V2/2
Consideremos ahora W = X +Y. Observamos que W varia en el rango [0,3]. Podemos
llegar sin dificultad a determinar la funcién de distribuciéon Fyy:

0 w <0
w’ 0<w<1
14 1 -
Fy(w) = Z+WT_ 1<w<?
Zn2
1 % 2<w<3
1 3<w
Finalmente, sea Z = W?2. Es inmediato que Fy tiene la siguiente expresién, pues
deriva de la anterior:
(% 2 <0
1 —1
Fr(z)=1 7+ ﬁQ 1<2<4 (6.21)
3 — 2
1— % 4<2<9
1 9<%

Diferenciando (6.21) obtenemos la funcién de densidad de (X + Y)z:

({ z2< 069 < 2
fz(z) = 1 6.22
B=111 1c.cy (6.22)
3— 72

De esta expresion es posible deducir la esperanza de Z, que resulta ser 8/3. Com-
probémoslo:

E[Z] = EWW] = Var[W] + E*[W] = Var[X] + Var[Y] 4 2Cov[X, Y] 4+ E*[X 4 Y]
= 1/12+1/64+2/12 4+ (1/2+1)* =8/3

6.5.2 Solucién analitica de X Y

Sigue una exposicion que tiene el fin de encontrar la distribuciéon de la variable T' =
X Y, cuando X e Y son tales como se ha descrito en la seccion anterior. Para ello,
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2 T I
Y | |

: | trt>=1
| | t’
| |
| |

1 | @ : @
| |
| |
| |
| ' t<=1

Q! @ o
0 : : X
0 1

Figura 6.4 : FDC de X eY del ejemplo, con las curvas t/X y tl/X.

nos ayudaremos de la ilustracion de la Fig. 6.4, en donde aparecen representadas las dos
situaciones tipicas que es posible encontrar. En la figura se representa la planta de fx y,
y sobre ella hay dos fragmentos de curvas, t/X y t'/X, suponiendo que t < 1y ¢’ > 1.
Nuestro propédsito es evaluar Fr(t) y Fr(t'), es decir, calcular el volumen encerrado por
la FDC bajo las curvas mencionadas o, lo que es lo mismo, encontrar cudl es la superficie
delimitada bajo las curvas, que sera proporcional al volumen.

Queda claro que ambos casos son situaciones distintas. Cuando t < 1, el area buscada
se descompone en un paralelogramo (1) (en esta ocasién, el menor de los dos) y un area
de forma cuasi-triangular (2. Sit > 1, tenemos también un paralelogramo (1) (mayor
que antes) y un area (3) limitada por tres segmentos rectos y un segmento curvo. Para
0 <t <2, el drea del paralelogramo (1) es el producto de la altura (segtin el eje Y), que
vale 1, con la base, b. La base se calcula como la solucion del sistema:s:

by = ¢ L, VAT
b+1l=y N 2

El area (2) es la solucién de:

que viene dada por:

1/4— V4t +1/4 +tlog [ 2Vt }

Vat+1-1
teniendo en cuenta el requisito de 0 <t < 1.

Analogamente hallamos como solucién al area de (3), si 1 <t < 2:

/bl (i_l) dv =1/2— 1/4— /A T 1/4 — tlog [@]

z 2
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Por tanto, se obtiene finalmente el siguiente resultado para Fr(t) y fr(t):

0 t <0
—V‘L“Fl—lthlog[?—ﬂ] 0<t<1
Frit) = WLtTiLl—?) 4t+5ﬁ—1 (6.23)
T—I—t/Q—tlog[#] 1<t<?
1 t>2
0 v t<0yt>2
21
Frlt) = log[m] vsrst
1 1 2t VT -1
2\/m+§_\/4t—|—1(\/4t—|—1—1)_10g[ +2 } 1§t§2( |
6.24

Si utilizamos (6.24) para hallar E[X - Y], obtendriamos 7/12, que facilmente se puede
comprobar que es el valor correcto:

E[X -Y] = Cov[X, V] + E[X]E[Y] = 1/12 + 1/2 -1 = 7/12

6.5.3 Muestra utilizada

Como se ha avanzado en un principio, para estimar tanto las variables de bloques
como la FDC se ha procedido a generar una muestra de dos variables con 100 observaciones
cada una de la manera que se ha descrito en la seccién Solucion analitica de (X + Y)z. La
muestra concreta que se ha observado presenta las siguientes caracteristicas:

— Media de X: 0.4977

— Media de Y: 1.0257

— Media de (X + Y)?%: 2.6955
— Media de X - Y: 0.5824

— Variancia de X: 0.07453
— Variancia de Y: 0.15864
— Correlaciéon rx y: 0.66744

En la Fig. 6.5 aparecen: a) el histograma de X. b) el histograma de Y. ¢) el diagrama
bivariante de X e Y, mostrando su distribucién conjunta.

Evidentemente, puesto que las muestras de X e Y son aleatorias, los histogramas
no son mas que aproximaciones a sus funciones de densidad. De la misma manera, las
distribuciones de bloques que de las muestras se deducen no tienen porqué ser las mejores
distribuciones que aproximan a, en este caso, una ley uniforme y una ley triangular. Por
tanto, se es consciente de que en las pruebas que se han llevado a cabo los resultados estan
afectados de imprecisiones desde el principio.

6.5.4 Valoracién de la estimaciéon

6.5.4.1 Estimador kernel
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Figura 6.5 : Muestra utilizada en la prueba. a) histograma de la muestra de X .
b) histograma de la muestra de Y. ¢) diagrama de dispersién ¥ -X .

Sea {x1,...,x,} una muestra aleatoria proveniente de una variable X cualquiera, con
fx desconocida. Un estimador kernel de fx es una funcién tal como:

o= 30k (25

donde k(-) recibe el nombre de funcion kernel. Generalmente, los tinicos requisitos exigidos
a k() son que sea una funcién positiva y cuya integral valga 1; por esta razoén, la funcién
kernel suele ser la funcion de densidad de una variable tipificada, como por ejemplo una
normal, una triangular o una uniforme. h es un real positivo que determina la amplitud
de la banda de influencia de la funcién kernel. Es decir, si h es grande, muchos puntos
intervienen en la valoracién de la densidad en x; si h es pequeno, sélo intervienen los mas

inmediatamente cercanos.

Acerca de los estimadores kernel puede encontrarse una extensa profundizacién en
[SCOT92]. En este trabajo se emplean tnicamente a efectos comparativos. Puesto que
se determinan las variables de bloques a partir de una muestra, tal como la que se ha
presentado en el apartado anterior, consideraremos que la funcién fz, o la fpr, que se
derivan por céleulo analitico son unas posibles estimaciones de la densidad de Z = (X +Y7)?
vy T = XY, respectivamente. Por ello, hallaremos para cada caso funciones estimadas
mediante kernel con las muestras {(z1 +v1)%, ..., (0 + yn)?}, 0 {21Y1, -, TnYn}-

Finalmente, indicar que la funcién kernel empleada en nuestro caso es:
k(z) = { 1+ cos(2ma) —1/2<a<1/2
0 en otro caso
6.5.4.2 ISE

Se define la integral del error cuadratico ISE (por Integrated Squared Error) para X
[SCOTI2] como:

ISE{X} :/(fx —fX>2d:z;
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Utilizaremos esta definicion como criterio de aproximacién de la estimacion ]/C\X al
verdadero valor fx. En nuestro caso, las diferentes estimaciones que trataremos son las
que vienen dadas segin los estimadores kernel (una familia dependiente de /) o segin las
expresiones que aparecen en (6.11) y (6.20), que seréan confrontadas con (6.22) y (6.24).
El estimador ISE permite obtener una medida global de la discrepancia de una cierta
estimacion de la funcion de densidad; queda claro que nuestro caso es una situacion anor-
mal, puesto que fx estd plenamente determinada. Nuestro objetivo principal va a ser, de
cualquier manera, establecer comparaciones entre un procedimiento usual, como es el del
estimador kernel, y una aplicaciéon derivada del uso de variables de bloques. El proced-
imiento sirve, de paso, para poner a prueba la utilidad de este tipo de variables.

6.5.5 Resultados computacionales

En esta seccion se muestran y comentan los resultados obtenidos con el ejemplo que
nos ocupa. Puede ser ttil traer a la memoria que en el presente ejemplo hemos empleado
una distribucion uniforme X y una distribucién triangular Y parcialmente dependientes
entre si tal como se refleja en la Fig. 6.3. Se dispone de una muestra de 100 observaciones
que ha servido para realizar una caracterizacion de X y de Y usando variables de bloques,
estimandose igualmente la FDC.

En primer lugar, consideramos las tablas 6.1 y 6.11. Estas tablas contienen informacién
relativa a pruebas realizadas con funciones de densidad estimadas siguiendo los pasos
descritos en la primera parte de la seccién, tras un cierto calculo usando variables de
bloques. Aparecen en la tabla 6.1 el ISE de Z = (X + Y)?, y en la tabla 6.IT el ISE de
T = XY, teniendo en cuenta que X e Y son variables de {—1 bloques, bajo diferentes
condiciones: 1) con K variando entre 4 y 9. 2) suponiendo que las variables de bloques
han sido estimadas seguin diversos procedimientos, que han sido descritos en detalle en el
capitulo 4 Estimacion de cuantiles de variables de bloques. La estimacion de la densidad
conjunta de X e Y se ha obtenido con a=0, el mecanismo mas sencillo y mas eficiente
descrito en el capitulo 5 Estimacion de funciones de densidad conjunta . . ..

Tabla 6.1. ISE{Z} segtin K y el método de estimaciéon de X e Y.

K QP1 QP2 QP3 Clasico
4 1 0.010326 | 0.055298 | 0.011450 | 0.007789
5 | 0.009329 | 0.007577 | 0.007252 | 0.007191
6 | 0.008681 | 0.011507 | 0.008038 | 0.007486
7 10.012840 | 0.012441 | 0.011856 | 0.011095
8 | 0.015454 | 0.018280 | 0.014320 | 0.011404
9 | 0.017768 | 0.029608 | 0.018208 | 0.014632

De estas tablas se pueden hacer varias lecturas. De lo que no hemos de estar tentados
es de comparar entre si los ISE de Z y de T'; esto seria un error, ya que fz y fr son
bastante diferentes en magnitud, y el ISE se calcula a partir del cuadrado de la diferencia
entre f y f. Una lectura posible es, para Z o para T, y dado un método de estimacion,
reseguir la evolucién segin el valor de K (en sentido vertical); otra lectura es, para Z o
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Tabla 6.I1. ISE{T} segin K y el método de estimacion de X e Y.

K QP1 QP2 QP3 Clasico
4 1 0.150773 | 0.193698 | 0.113732 | 0.116739
5 | 0.135833 | 0.103910 | 0.100276 | 0.105628
6 | 0.133079 | 0.124733 | 0.097591 | 0.113248
7 1 0.126686 | 0.130840 | 0.107795 | 0.108903
8 | 0.128280 | 0.153587 | 0.118037 | 0.103646
9 |1 0.124728 | 0.161547 | 0.118701 | 0.114871

para T, fijado I, observar el resultado dependiendo del método de estimacién (en sentido
horizontal).

Leyendo horizontalmente las tablas, notaremos que los mejores resultados siempre se
obtienen con los métodos clésico y QP3; en particular, el mejor ISE{Z} para todos los
valores de K resulta del clasico. A la inversa, los peores resultados estan con el método
QP2, y también con el QP1.

Leyendo verticalmente, se observa que los mejores resultados suelen presentarse con
K =5y K = 6; por contra, los valores de X' menos afortunados son 4 y 9.

a) b) 0.250 1

0.0457 ISE T

ISE_Z 0.200 -

0.030 1

0.0157

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 3.0 0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00

Comparacion del método multiarticulo con el método kernel. a)
ISE{Z} frente h usando estimador kernel. b) ISE{T} frente h

usando estimador kernel.

Figura 6.6 :

En términos absolutos, el mejor resultado obtenido para fz proviene del método
clasico, con 5 articulos: ISE=0.007191; analogamente, se tiene con fr un ISE=0.097591,
en la columna del método QP3, fila K'=6. En la Fig. 6.6 se muestran para diversos valores
de h los resultados del ISE utilizando el estimador kernel. Se puede calcular, aunque no se
ha buscado una gran precisién, que el minimo ISE{Z} vale 0.0083810266 para h préximo
a 2.29; de la misma manera, el minimo de ISE{T} vale 0.10266 para h préximo a 0.312.

En la Fig. 6.7 se representan las soluciones de fZ v ]/C\T obtenidas mediante calculo
de variables de bloques; ambas soluciones se corresponden con las que hemos destacado
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b)

0.287

0.24 2 4

0.20- 2.1
0.16
0.121

0.08+

0.04

T T T T T T T T

1 2 3 4 5 6 7 8 0.2 04 06 08 10 12 14 16 18 20 T

Figura 6.7 : Comparacién de resultados. a) En linea continua, fz; en linea dis-

continua, f7. b) En linea continua, f7; en linea discontinua, fr.

anteriormente como mejores resultados. También se representan las respectivas soluciones
verdaderas fy vy fr. Para la representacion grafica de estas funciones, se han usado las
expresiones (6.11), (6.20), (6.22) y (6.24) respectivamente. Respecto al caso contemplado
con KK=5, haremos notar que se ha obtenido una correlaciéon px y de 0.649914, y un valor
de E[(X + Y)?] igual a 2.690712. En cuanto al caso K=6, la correlacién es de 0.658182, y
E[X Y] vale 0.582280. Todos estos valores pueden compararse con los valores poblacionales
o con los valores muestrales bastante favorablemente.

1.4 —
1.2/ B -~ L4 | 0.30
1.0 12 — 0.25:f
1.0
0.8 0.20
0.8
0.6 | 0.15
0.6
0.4 04 0.10
0.2 0.2 0.05]
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
02 04 06 08 10X 0.5 1.0 15 200 1 2 3 45 6 7 8 Z

Figura 6.8 : Un casocon K =9a) fx. b) fy. ¢) En linea continua, fz; en linea
discontinua, fz.

Vale la pena senalar que el hecho de aumentar el nimero de bloques a las variables X e
Y no significa mejores resultados, mas bien al contrario. La causa inmediata puede radicar
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en las irregularidades de las distribuciones estimadas. Se observa que cuando interviene
una cantidad relativamente grande de bloques, la funcién de densidad de la variable que
se ha estimado presenta un aspecto notablemente “accidentado” (dependiendo del método
de estimacion, este efecto es mas acusado o menos); puede justificarse pensando que la
densidad, la altura de cada bloque, es inversamente proporcional a la amplitud del bloque.
La variabilidad de la densidad queda muy afectada, aun si la variabilidad en la estimacion
del cuantil no es grande, pero ya apuntamos que se ha observado, empiricamente, que la
variabilidad de los cuantiles aumenta con K. Hay que suponer que las distribuciones de
funciones de las variables, como las que se han mostrado, seran tan o mas irregulares que
las originales. En nuestro caso, tenemos que fz o fr con un valor de K alto son funciones
con gran numero de oscilaciones alrededor de la verdadera funcién de densidad, lo cual
hace que el ISE aumente. La Fig. 6.8 es un ejemplo de lo que se ha dicho. Obsérvese
que las distribuciones de bloques, calculadas con K'=9 y el método clasico, no son todo lo
regulares que se podria esperar (si bien es cierto que existe una muestra por medio y, por
tanto, hay factores aleatorios que introducen cierto nivel de ruido). El resultado de Z a
partir de tales distribuciones se muestra a la derecha.
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CAPITULO 7

RED MULTIARTICULO Y ESTOCASTICIDAD

7.1 Variables multiarticulo en una red hidraulica

La caracteristica principal de una red multiarticulo no es que su topologia sea especial,
sino que cada uno de sus arcos sirve de medio por el que circulan varios objetos. El flujo de
estos objetos que comparten el mismo arco es competitivo, ya que la capacidad total del
arco limita al mismo tiempo a todos ellos. Por lo demas, cada articulo es independiente
del resto, pues en la practica puede pensarse en que existen K réplicas de la misma red
que no se comunican entre si, cada una de las cuales esta asociada a un articulo.

k
Viin

N
Dk

2,a(n)

Figura 7.1 ¢ Arcos multiarticulo incidentes en un nodo 7. Los arcos mds oscuros
estarian asociados a XO; el siguiente tono a Xl, hasta el mas claro

que lo estaria a XK-1

Con la Fig. 7.1 se ilustra esta idea. Tenemos un cierto nodo n el cual representa a un
embalse de una cuenca hidrografica. Supongamos que se considera la red replicada, y que
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tomamos el intervalo ¢. Este nodo recibe unas aportaciones naturales I; , y la descarga
procedente de otro nodo n' situado aguas arriba, D; ;(,). El mismo descarga aguas abajo
a través de un canal D; (n). Por fin, a principio del intervalo, el embalse contiene un
volumen V;_ ,, y al final de V;,. En resumen, en este nodo, la ecuacién de balance se
escribe:

Ii,n + Di,a(n’) + ‘/i—l,n = Di,a(n) + ‘/i,n

Con la representacion multiarticulo, se entiende que cada uno de estos arcos sigue
una distribuciéon de probabilidad de K bloques. Refiriéndonos a un arco genérico X, se
consideraran como variables, por un lado, el valor minimo de la distribucién, es decir, X°,
y por otro las diferencias entre los cuantiles, que vendrian a ser las respectivas anchuras
de cada bloque, es decir, X°* — X% =1 6 m4s abreviadamente, X* parak =1,..., K —1.
De modo que la anterior ecuacion de balance es sustituida por:

Izo,n + D?,a(n’) + V‘O—l,n = D?,a(n) + ‘/;(,Jn

I;,+ Di n ot Vi, = Dzl,a(n) + Vi

i,a(n

II(—I _I_ Df(—l/) _I_ ‘/;1_(1_’711 — Df(—l

1,n i,a(n i,a(n

K-1
) + Vvi,n

A partir de ahora utilizaremos la notacion establecida, segun la cual las variables que
se definan como variables aleatorias de bloques tienen K — 1 bloques con probabilidades
respectivas mp,...,TK—1.

7.1.1 Dependencia total entre las variables

Tal como se indica en el ejemplo de arriba, dado un cierto niimero de variables de
bloques, se postula que la ecuaciéon de balance se cumple para los cuantiles (o para las
diferencias de cuantiles, que viene a ser igual). Interesa aclarar en qué condiciones se
estd imponiendo que la suma de variables aleatorias de bloques sigue una distribucion de
bloques.

Sean XY, Z variables de K bloques tales que X +Y = Z. Ademas, se supone cierto
que:
X'+Yy°=2°
X0 4y 01 _ go

XOI(—I _I_YOI(—I — ZOI&"—I

Puede comprobarse que si X e Y son totalmente dependientes este enunciado resulta
ser cierto. Cuando se dice que son totalmente dependientes nos estamos refiriendo a que
ambas variables mantienen una relaciéon funcional entre ellas, de modo que si se conoce
una de ellas la otra deja de ser aleatoria y puede ser determinada con exactitud.

En el caso de variables de bloques, dicha relacion viene dada por la expresion:

Yk
1/|X:x =y = YOk—l + ﬁ(w o XOk_l), XOk—l S T S XOk
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y Y L

Figura 7.2 ¢ Dependencia total entre variables de bloques. a) la probabilidad 7
(el area oscura bajo las funciones de densidad) determina sobre las
variables X e Y los valores & e Y respectivamente. b) Representacién

de la relacién funcional entre X e Y.

Y|x=. se lee “Y condicionado por la variable X' que toma el valor de 2”. En este caso,
la relacion es positiva, adjetivo que se asumira de aqui en adelante. La Fig. 7.2 ilustra
acerca del concepto de dependencia total; obsérvese que la relacion entre las variables es
una linea quebrada.

Es sencillo comprobar que Fx(x) = Fy(y), para valores x e y ligados segiin la anterior
expresion:
T — XOk—l y — YOk—l

Xk Yk
k-1 k—1
T — Xok—l _ Yok_l
P e D DL yT”k
k=1 k=1

Yk
P(ZSZ):P(X—FYSQ?—FYOIC_I—FF(Z’ XOk_1)>
0k—1 Yk 0k—1 0k—1 Yk 0k—1

(x(+5) < (o))
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7.1.1.1 Swgnificado de la dependencia total entre variables

La interpretacion literal de la hipétesis de dependencia entre las variables de flujo por
la red hidraulica replicada representa que dicho flujo viene determinado por un tinico nivel
de probabilidad, cuya validez se extenderia a todos los arcos, desde el primer intervalo al
ultimo.

Llevado este enunciado a la practica, es innegable que se trata de una hipotesis no re-
alista, puesto que el factor que en este caso introduce el azar en el modelo, las aportaciones,
no se comporta asi. La justificacion que ofrecemos parte de que la dependencia total no
es mas que el grado mas extremo que se contempla para la relacion entre variables. La
dependencia puede entenderse como una medida que transcurre de modo “continuo” desde
este grado maximo hasta la ausencia de relacién o independencia. Cuando las variables
que se van a considerar en la practica mantienen una relacion elevada, el error que esto
significa puede suponerse no tiene porqué ser significativo.

En efecto, cuando la cuenca hidrogréfica que se trata se ubica en una regién no excesi-
vamente extensa, es razonable defender una dependencia fuerte de las aportaciones en los
distintos puntos de mediciéon. En primer lugar. porque no se observan estas aportaciones
puntualmente, sino a lo largo de un intervalo de bastante duracion. Por otro lado, no se
deben confundir las aportaciones con las precipitaciones: existen bastantes factores mas
que contribuyen a eliminar la posible singularidad de algin punto de aportaciéon, como son
las corrientes subterraneas. En consecuencia, una fuerte precipitaciéon local tiene incidencia
en un area bastante mayor que aquella en la que se registra.

En cuanto a la relacion entre variables de diferentes intervalos, las expresiones an-
teriores ponen de manifiesto que las variables que intervienen son los volimenes en un
embalse antes y después de un mismo intervalo. Es de suponer que la localidad temporal
consiguiente es un factor que incide en una fuerte dependencia entre ambas variables.

7.1.2 Politica de flujos

Una determinada asignacion de las variables de la red es factible si satisface las ecua-
ciones de balance en cada nodo, (2.7),(2.10). La versiéon multiarticulo de esta restriccion
debe escribirse asi:

k=0...K—-1
o Xt AVE LI, =D XAV Si=1 N (7.1)
a€An a€lln n=1...Nr

Una asignacion factible determinista indicaria una distribucion de flujo por los arcos
de la red, pero la interpretacion de un flujo factible por una red indeterminista es mas
compleja, puesto que no se especifica un flujo determinado, sino que para cada arco se tiene
una variable aleatoria. El flujo concreto por la red es dependiente de las aportaciones en
cada embalse pero, conocidas éstas, la regla de la dependencia entre los arcos determina
unos flujos dictados segun las distribuciones de probabilidad de las variables. Por esta
razon, una distribucién factible para el flujo en términos de variables de bloques recibe el
nombre de politica.

El ejemplo que aparece en la Fig. 7.3 ilustra acerca de lo que supone para una red
multiarticulo una politica. Se ha supuesto K=3, dos embalses y dos intervalos, con los
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; {16,35,80} ; {12,21,30}
{300,0,0} @ {310.20,60} @ {300,0,0}
Ve N\

{6,15,20} ¢ {24,18,40} (22,4190} ¢ {5,10,16} \/\ Aportacion nat.
B o —3» Descarga
{170 0.0} {200,25,35} (1700 0} = Volumen
{0,8,25} ¢ {57,76,141} ¢

Figura 7.3 : Ejemplo de politica de flujos.

Vs
-

valores impresos entre llaves de las aportaciones {I°, I, I?}, las descargas {D°, D', D*} y
los voltmenes {V° V1 V?%} para cada embalse e intervalo. También puede interpretarse
la informacién que alli aparece en términos de cuantiles, a base de acumular los valores
representados; entonces, la distribucién de la descarga en A en el primer intervalo viene
dada por los valores {6,21,41}, v en el segundo intervalo por {22,63,153}. Noétese asi
mismo que en cada nodo de la red replicada y para cada articulo se cumple la ecuacion
(7.1), por ejemplo, en B, segundo intervalo:

— k =0: 20042245 = 170457
— k=1: 25441410 = 0+76
— k =2: 35490416 = 0+141

La ecuacion de balance se cumple también asumiendo dependencia total para cualquier
nivel de probabilidad. Por ejemplo, si las aportaciones se correspondieran al nivel 0.4 se
obtendrian los siguientes valores para cada arco (asumiendo que 7 = 73 = 0.5):

- L1 4=44=164+35-04/m

~ L p =384
— L =288
-~ Lp=13

— Dy =18

~ Dy p =064
— Dy 4 =548
— Dy p =117.8
~ Vi =326

- Vi = 220
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7.2 La variable de generacién hidraulica

Si la expresion de la potencia eléctrica producida por un salto de agua que se dio en
el capitulo 1, que a continuacién se recuerda:

P=pgQh (7.2)

se aplica a variables aleatorias, o a funciones de variales aleatorias, la potencia en si sigue
también una distribucién de probabilidad.

El caudal ) esta asociado a una variable de descarga, y la altura h deriva de las
variables de volumen en el embalse. Al ser la expresién (7.2) claramente no lineal, aun
asumiendo que las variables que intervienen son totalmente dependientes, se obtiene que
la distribuciéon de P no es una distribucion de bloques. Por ejemplo, si X es de bloques e

Y = X2, entonces:

k-1 \/y_—XOk_l
Fr(y) =P(Y <y)=P(X*<y) = P(X < Vi) = ) mu + 0 =
k=1
dFy w1 0E—1 ok
= — =S5 = X < < X

Se comprueba que la funcion de densidad de Y no se compone de varios segmentos
constantes, como es caracteristico en las variables de bloques, sino de curvas de grado
y=1/2.

La metodologia que sigue es la que se expone en un articulo precedente de los otros
que usan el método multiarticulo, [NABS88]. De él apuntaremos las siguientes ideas con-
sideradas basicas:

— hy se denomina salto equivalente entre el volumen inicial y el volumen final del n-
ésimo embalse en el intervalo ¢ (por simplicidad, no haremos mas esta precision de
aqui en adelante).

— hy, es el salto que corresponde al centro de gravedad de la masa de agua correspondiente
a los volumenes V;_; ,, y Vi » en el embalse n:

Viin

hn X (‘/;,n - ‘/i—l,n) = Cvn(v)dv
‘/i—l,n

en donde CV,(v) es una funcién conocida como “Cota-Volumen” que aproxima el
nivel del embalse dado el volumen v de agua embalsada. Se considera generalmente
un polinomio cubico, aunque en algunas publicaciones se llega a utilizar el cuarto
grado.

— Suponiendo que la expresion de CV,,(-) es:

2 3
Ctn(v) = Co,n + C1,nV + C2.n¥ + C3 nU
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la expresion del desnivel equivalente h,, es:

n ‘/1 n ‘/i— n 2
hn = CO,n‘I’CIQ’ (‘/i—l,n + ‘/;,n) + Co2n <( ’ 3 L ) + W—l,n%,n)
2 (Vimtn + Vea) (V2 Vi) (7.3)

— A continuacién se definen unos pseudo-cuantiles %% utilizando la expresién (7.3) en
funcién de los cuantiles de los volimenes inicial y final. Los llamamos asi porque
aunque se pueda considerar el desnivel como una variable, no se han definido a través
de su distribucion de probabilidad propia. Con ello quedaria:

V‘Ok _ VO_k 2
28 = a0 S ) (PR )
TRV L+ VIV VIR (7.4)

— Obtenemos los valores correspondientes de potencia, a través de la expresién (7.2):
Hy* = pag Qu 13} (7.5)

La variable (), se refiere a caudal instantaneo que desciende por el canal de descarga a
(obviamente, a € Q(n)). Es equivalente a la descarga D, dividida por la duracion del
intervalo; en caso de utilizar la descarga, nuestra variable se entiende que es generacion
hidraulica:

Gt = pag DYF RO} (7.6)

— Por ultimo, se considera que G, es una variable aleatoria de bloques, donde sus cuan-
tiles son G%* k= 0... K —1, y con las respectivas 4reas por bloque 7,k =1... K —1
Estimar de alguna manera el error que supone el empleo de esta aproximacion frente

al uso de otra expresion mas precisa ha sido uno de los problemas que en esta tesis se
ha afrontado. El desarrollo de posible opciones y resultados obtenidos se muestran en el
capitulo 8.

7.3 Funcién objetivo en la optimizacion de la hidrogeneracion

La funcién ¥(-) que aparece en la funcién objetivo (2.9), en la introduccién del capitulo
2 al problema de la optimizacion de la generaciéon hidraulica, es una funcién de coste prob-
able de produccién dependiente de la generacion G. Por ser ésta una magnitud aleatoria,
lo es el coste derivado de G. Por esta razén ¥(-) se interpreta como el coste probable
de produccién esperado, bajo la asuncién de que la esperanza matematica del coste es un
indicador adecuado y que su minimizacion conduce a la determinacion de una politica de
flujos en la red econémicamente atractiva.

Una modelizacion adecuada para el coste probable de produccién, senialada en [NAB93],
es una funcién cuadratica convexa para la variable generacion; no se considera término in-
dependiente, al ser irrelevante en el proceso de optimizacion. Designando como C' al coste
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probable de produccion, podemos escribir:

E[C] = ¥(X ZA“ (X, V) 4 M iGHX, V)

Nt 2
:Z Al,iZE[Gi,a(X,V)HAz,iE (ZGi,a(X,V)> (7.7)
=1 Ya Ya

La esperanza es un operador estadistico lineal; por esta razén, la parte cuadratica de
la esperanza de C' es una expresion de desarrollo complicado. Aun asi, podemos escribir:

@ymmmg =Y E|G0)’| 420 Y ElGui- Gudl (75
Ya Ya Ya a'#a

Bajo la hipétesis de que G, ; sigue una ley de probabilidad de bloques, obtenemos las
siguientes expresiones:

K-—1
E[G,.] = % 7 (GO + GOET) (7.9).a
k=1
1 K-—1
E[(Ga’] = 5 2 m ((655)" + (657" + i) (7.9):
k=1

Aunque la expresion de la esperanza de productos cruzados de la generacién en puntos
diferentes no es trivial, ya que implica el conocimiento de la relacién bivariante de G, ; y
G i, aspecto que no esta contemplado en la politica y que no se deriva necesariamente de
ella. Ya implementada en primeras versiones del método, una posibilidad que se sugiere
es:

>
|
L

ElGai+ Gari] = e (2G0T + GakaE ) + (GO Gt + GG
(7.9).c
Podemos ver que (7.9).c se corresponde con la suposicion de dependencia total entre
cualesquiera dos variables de generacién del mismo intervalo. Asumiendo dependencia
total en dos variables de bloques G, G podriamos escribir:

|
B
Il
-

= e 0k—1 G 0k—1 Tk
E[G, - G Z/Ok 1 (Ga, —I—G—‘;C(:z:—Ga_)) Srd
I\—l

== Z mr (3GUFTIGE 1 3G TG 4 6 GG T 2GR GE)

Es sencillo comprobar que (7.9).c es la misma expresion que aparece arriba, teniendo
en cuenta que ngi = ngi_l + G’;.
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7.3.1 Alternativas a la funcién de coste

La formulacién de la funcién objetivo que aparece en las expresiones (7.7), (7.8) y
(7.9) no es la tnica posibilidad que se ofrece para dotar al problema de la optimizaciéon de
la generacion hidraulica de una funcion de coste. Como una parte esencial del trabajo de
esta tesis, se han investigado planteamientos alternativos con un doble fin:

— Por un lado, estudiar la desviacién que las aproximaciones utilizadas han podido
provocar en la estimacion del valor real del coste.

— Por otro, desarrollar nuevas funciones de coste, computacionalmente competitivas con
la anterior, y que supongan una mejora substancial en el tratamiento de la estocasti-
cidad presente en la generacion.

El primer punto se justifica por la necesidad de valorar el error cometido por las
hipotesis empleadas al construir la funcién de coste descrita anteriormente; dentro de
estas hipdtesis incluimos también la de dependencia total, si bien de forma parcial. La
aditividad de los articulos en cada nodo de la red precisa que esta hipotesis sea bésica. Sin
embargo, se pueden plantear formas alternativas de dependencia entre las variables que
intervienen en la expresion de la generacion (volumen inicial, volumen final y descarga) que
den lugar a diferentes maneras de evaluar la esperanza de C'. De esta manera se generan
expresiones que sustituyen a las que figuran en (7.9), manteniendo el esquema general de
(7.7) y (7.8). La explicacion relativa a estas diferentes formulaciones de la funcién objetivo
aparece en el capitulo 8; la pretensiéon de ser una referencia para la formulacién inicial se
justifica mediante un desarrollo estricto de las expresiones relativas a la esperanza de G y
G2,

Con el segundo punto, el objetivo es la obtencién de una nueva formulacién para la
funcion objetivo. Una expresion de la curva de coste probable de produccion que tiene
un solo grado de libertad, como la anterior, resulta limitada, puesto que la generacion
hidraulica es una variable aleatoria, y debe aplicarse sobre la anterior curva considerando
solo la generacion esperada. Por consiguiente, parece oportuno dejar de lado el esquema
dado por (7.7) y probar nuevas opciones, manteniendo en lo posible la eficiencia com-
putacional en la evaluaciéon del coste y sus derivadas, un aspecto que las funciones mas
“estrictas” del punto anterior no mantienen entre sus objetivos primordiales. Acerca de los
resultados obtenidos en esta direccion, el capitulo 12 esta dedicado a mostrar los principios
del método y los resultados que se han derivado.
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CAPITULO 8

MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACION ESPER-
ADA

8.1 Motivacion

El propodsito del capitulo 8 es presentar diferentes opciones para la evaluacion de las
expresiones E[G], E[G?], E[G;G;] que aparecieron en el capitulo 7 interviniendo en la
funcion objetivo del problema de optimizacion de la hidrogeneracion.

La presentacién de estas alternativas se justifica por la necesidad de llevar adelante
algin tipo de validacién del modelo descrito anteriormente, aunque sin salirse del entorno
multiarticulo, el marco general de este trabajo. En particular, y como se ha senalado
previamente, se han utilizado determinadas asunciones con el propdsito de simplificar el
tratamiento del problema; la que da lugar al andlisis que sigue es la que establece que la
generacion hidraulica posee unos cuantiles que se derivan de los respectivos cuantiles de la
descarga y del volumen y, por ende, la distribucién de la generacion también es de bloques.
Es sumamente interesante, por tanto, una comprobacion de la sensibilidad del modelo; qué
ocurre si la hipotesis anterior no se relaja y no se hacen supuestos acerca de la distribucion
de G. En realidad, el enfoque exacto del problema (obtener la auténtica distribucion de
probabilidad de la hidrogeneracién) no es posible sin utilizar nuevas hipétesis y, por esta
razon, el capitulo se dedica a exponer diferentes escenarios y resolver el interrogante segun
el planteamiento adoptado.

Una consecuencia que se abre en este punto es la necesidad de disponer de instrumentos
que permitan validar una politica concreta, o bien comparar dos soluciones de distinta
procedencia. Este tema resulta ser bastante complejo, pero nace en el momento en que
se necesita realizar la comparacién entre los resultados de dos métodos diferentes, como
puedan ser el original y una variante. El camino elegido es la ejecucion de un numero
generalmente elevado de simulaciones de la generacion hidraulica, intentando reproducir
con la méaxima verosimilitud los factores externos que actiian sobre la red. El procedimiento
se describird en el capitulo 9 en el que ademas se incluiran resultados derivados de la materia
que se desarrolla en este capitulo.

En general, la simulacién de una politica en un entorno realista esta envuelta de
dificultades anadidas, que hacen que los resultados que se obtienen no tengan la fiabilidad
deseada. El origen mismo de estas dificultades podemos localizarlo en la interpretacion
que se hace de la politica. Sin embargo, la simulacién de soluciones tiene gran importancia,
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puesto que debe basarse en procedimientos practicos que, partiendo de la politica obtenida
—expresada como distribuciones de bloques de los flujos por los arcos de la red—, generan
las directrices que debieren guiar la administracién del agua en los embalses de la cuenca.
De esta manera se puede comprobar por via empirica la precisién de la funciéon objetivo
calculando el valor esperado de la generacion hidraulica.

8.2 Supuestos considerados

8.2.1 La generacién como variable aleatoria

A lo largo de este capitulo vamos a desviarnos ligeramente de la notacion utilizada a
lo largo del trabajo con el fin de conseguir una escritura mas aligerada de simbolos. Con
este fin, usaremos:

o para designar la hidrogeneracion obtenida en determinado arco de algin embalse en
cierto intervalo, el simbolo G (sin indicacién adicional). G no sigue una distribucién
de bloques.

o en el caso del producto de generacion en dos arcos de descarga, no se utilizara la
notacion del subindice ¢ o j, para evitar confusién ya que estos simbolos, en este
capitulo, tienen destinado otro uso. En su lugar, escribiremos E[G G2], entendiendo
que de esta manera no hay pérdida de generalidad.

o para designar la descarga por el mencionado arco, d, sin mas indicacion, excepto para
especificar un cuantil determinado: d°,d°!, ete.

o de la misma manera, v significara el volumen del embalse al inicio del intervalo, y V
el volumen final (en vez de V;_; y V; respectivamente).

o la funcién cota-volumen se expresara como:

CV(x) =co+ e+ cox? + cga®

o por ultimo, se desestima la presencia de las constantes que intervienen en la expresion
de la generacion, es decir, p y g. Por ello, asumiremos que G es igual a:

G = h(v,V)d

donde h(-) es la expresion del desnivel equivalente, que ya aparecia en (7.3).

d,v y V son variables de K — 1 bloques con probabilidades 7y,...,7x_1. Pueden ser,
por poner un ejemplo clarificador, algunas de las variables que intervienen en un problema
de optimizacién de la hidrogeneracién. Segin (7.7), el interés reside en calcular el coste
esperado (la reduccién del coste derivado del ahorro por uso de generacién hidraulica, mas
precisamente), expresiéon que se reduce a evaluar la esperanza de G y G?, ademés de la
esperanza de los productos cruzados de generaciones en diversos puntos.

En este preciso punto es donde se introduce una variante. El enfoque original con-
templa G como una variable de bloques, tal como ya se ha mencionado. Sin embargo,
el calculo de la esperanza de una variable de la que no se conoce su distribucion sino
su relacién funcional con otras variables, éstas si conocidas, viene dado por la siguiente



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACION ESPERADA 117

integral multiple:

E[F(Xy,....X))] :/---/F(wl,---,Ilfn)fxl,...,xn(wl,---,Slfn)dilfl---dl’n

donde Xy, ..., X, son variables aleatorias, F(Xy,..., X, ) esunafunciéndeellasy fx, . x,

denota la funcién conjunta de densidad entre las variables. En nuestro caso sabemos que
F(-) se corresponde con:

C2

SV 0P 4 eV + L V)0 V)| d (81

G=lcot+ Zw+V)+ ;

2
pero, puesto que el modelo multiarticulo no incluye informacion acerca de las relaciones
entre las variables, no se puede derivar el valor exacto de una expresion relativa a la esper-
anza de la generacion. En realidad, la hipotesis del modelo establece que la dependencia
entre todas las variables es de dependencia total, ya que esto favorece la aditividad de los
articulos en cada nodo de la red. Sin embargo, existe la duda razonable de que esto sea tal
como se postula; en este caso, hay lugar para considerar diferentes grados de dependencia
entre las variables, cada uno de los cuales se traduce, en suma, en distintas maneras de
evaluar E[G] y E[G?].

Hay que decir en este punto que el caso de E[G1Gz], el producto de la generacién en
dos arcos diferentes pero en el mismo intervalo, supondria realizar hipotesis acerca de las
relaciones entre seis variables (tres de “1”7 y tres de “27), lo cual ha sido dejado fuera de
este estudio. Sin embargo, se ofrecera mas tarde una solucién para abordar el calculo de
este término.

En consecuencia, se incluye a continuacién un desarrollo detallado que se refiere a tres
posibles asunciones relativas a la dependencia entre las variables v, V' y d:

— independencia
— dependencia diagonal

— dependencia total entre v y V; dependencia diagonal entre d y los volumenes

Figura 8.1 : Funcién de densidad conjunta de X e Y. X e Y son variables

diagonalmente dependientes.
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Independencia significa que fg ., v(-) = fa(-)fo(:)fv (). Dependencia diagonal supone
que la funcién de densidad conjunta estd formada por bloques con densidad r*/ nula
cuando ¢ # j. Si se consideran tres variables, la idea es similar: fq, v(-) estd formada por
hiperbloques de altura 7% diferentes de cero solamente si i = j = k. Podemos dar una
idea con la representacion de la funcion de densidad de dos variables, que aparece en la

Fig. 8.1.

8.2.2 Independencia entre las tres variables

En este caso, la hipotesis de independencia abarca no sélo a las variables globalmente
(lo que se denota como fq v v(:) = fal-)fo(:)fv(+)), sino que ademdas son mutuamente
independientes, es decir, se cumple —no se deriva de lo anterior— que fq(-) = fa(:)fu(-),
fav () = faC)fv() vy fov() = fo()fv ().

Existe una importante propiedad de las variables aleatorias independientes que servira
de base para el desarrollo de esta seccion. Dice asi:

E[XY] = E[X]E[Y]

De aqui que nos interese expresar (8.1) de la manera apropiada para extraer provecho
de esta propiedad. Expandiendo los productos que aparecen, obtenemos:
C3

G = <c0 + %l(v +V)+ %2(1)2 + 20V 4+ V) + Z(v3 + 02V +oV? + V3)> d  (82)

Tomando esperanzas en (8.2):

E[G] = (co + 5 (B[] + E[V]) + S (B[] + ERIE[V] + E[V])
2 3 (8.3)
+ B[] + ER?JE[V] + E]E[V?) + E[V])) Eld]

lo cual no es una expresiéon muy complicada: como vemos, el operador esperanza solo se
aplica a potencias de una variable, lo que conocemos con el nombre de momentos. Como
se indica en la expresién (3.6), el momento de orden n de una variable X es igual a:

K-—1
E[Xn] — - —I_ : § T <(XOZ—1)TL _I_ (XOZ—I)TL—IXOZ _I_ . _I_ XOZ—I(XOZ)TL—I _I_ (XOZ)TL>
=1

Veremos que la misma técnica sirve para calcular la esperanza de G?. Para ello, hay
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que elevar al cuadrado (8.2) y agrupar el resultado segin los términos v y V:

2.2 2 3 3 4 2.4 5
G2 _ (cg i Cociv i 0141) 200221) 000231) clc?fv C3C411) i 0291) i 030621)
c§v6 LoV 4 c%vV 2e0c20V  coesv?V o 2¢1090% YV ege03V 2031}3‘/
16 2 3 2 3 2 9
cscavtV c§v5V C%V2 2e0c2 V2 coesv V2 2¢1¢90VE g0tV
3 8 4 * 3 2 3 2
c§v2v2 cscav3V? 3c§v4V2 cocsV? V3 ezeqoV?
3 2 16 2 3 2
QC%UV3 cscav? V3 c§v3V3 csc V4 C%V4 cscav V4
9 2 4 4 9 3
3c§v2V4 n csca VO n C§UV5 n C§V6> e
16 6 8 16

(8.4)

A partir de (8.4), es inmediato encontrar la expresién de E[G?].

8.2.2.1 Derivacidon de los momentos

Puesto que este calculo estd destinado a ser utilizado en la evaluacion del coste es-
perado de cierta politica, como parte de una funciéon objetivo que debe ser minimizada,
es fundamental obtener la expresién exacta de las derivadas de E[G] y E[G?] respecto
las variables del problema, con el fin de acelerar la convergencia del proceso iterativo de
optimizacion.

A continuacién se expone cudles son estas expresiones aunque, debido a la relativa
complejidad de las soluciones que aparecen en (8.2) y (8.4), sélo se dara detalle en términos
generales.

Debemos distinguir para una variable aleatoria X, sea d, v o V', dos tipos de variables:
X° por un lado y X7 por otro, donde j = 1..J{ — 1. Puesto que las variables aleatorias no
se mezclan dentro del mismo operador, la principal dificultad esta en derivar (3.6) respecto
las variables (X y X7). Las expresiones resultantes son:

OE X" K-1 [n—1 - N T
a‘gfo ] _ Z T Z(XOz 1)I(X01)n -1 (85)
=1 LI{=0 i
OE [Xn] — Az:_l T _nz_:l(XOi—l)l(XOi)n—l—l_ + Ty "z—:l [(n . Z)(XOJ—l)l(XOj)n—l—l]
0X =741 Z LI=0 i n+l =0

(8.6)

Como se ve, la implementacién de (8.5) y (8.6) es bastante simple y puede ganarse
eficiencia manteniendo una estructura con todas las potencias necesarias de cada cuantil.
Sin embargo, es evidente que en este caso, ni la sencillez de programacion ni la eficiencia
total estan entre sus cualidades.
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8.2.3 Dependencia diagonal entre las tres variables
Cuando consideramos la funcién de densidad conjunta de bloques:
dOi—l < d < dOi

fd,v,V(d7v7 V) = ri’j’k Uoj_l S v S voj
VOk—l <V < VOk

diremos que fq ., v es diagonal si los tnicos valores ridk diferentes de cero son rbl:!t

=1, K—1,K-1

yeens
. En esta situacion, esta claro que las variables no son independientes; este

tipo de dependencia se designard como dependencia diagonal.

En consecuencia, vemos que r"* es igual a 7; /(d'v'V?") (podemos pensar en ello como

un hiperbloque de volumen ;, “base” d'v'V* y “altura” r""*).

Asumiendo dependencia diagonal, se cumple que:
P <d<d N’ <o <" n VT <V <V =g, i=1.. K1
pero también:

Pt <d<d"no’Tt <o <o) =
P(vol‘—1 << NVl < VOi) —
P(dOi_lgdeOimVOi_lSVSVOi):Fi7 Z:]_IX’_]-

Para proceder con el calculo que nos llevard a una expresion de la generacion esper-
ada, debemos expandir (8.2) en forma de sumas de productos de las variables v, V y d,
obteniendo:

G = cod + %(vd +Vd) + %2(1)261 +20Vd + V2d) + ff(vi’)d +02Vd + oV2d + V3d) (8.7)

Como, en general, no podemos decir que E[XY]=E[X]E[Y] en este supuesto, tomando
esperanzas derivamos la siguiente expresion, que no puede ser simplificada utilizando
propiedades estadisticas:

E[G] = «Eld] + 5 (E[vd] + E[Vd]) + Z(E[v*d] + E[pVd] + E[V*d+ .
%”(E[ﬁd} + E[?Vd] + E[oV2d] + E[V3d]) '

Por tanto, es obligado calcular cada esperanza por medio de su definicion. Si se observa
(8.8), se pone de manifiesto que las variables se hallan combinadas como productos de d
con potencias de v y V. Esto significa que el calculo que deberad hacerse es:

E['V™d] = ///vlvmd fov.a(v,V,d)dv dV dd (8.9)

Hay que senalar que las variables de integracién se han escrito en negrita, tal como
v, V.d, con el fin de distinguirlas de las variables aleatorias (que tienen el mismo nombre).
Los valores de [ y m puede verse que van de 0 a 3, aunque nunca en una combinacion cuya
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suma supere a 3. Teniendo en cuenta la estructura diagonal de la funcién de densidad
conjunta, se sigue que (8.9) puede descomponerse en K — 1 sumas de integrales:

vOz dOi
E[v'V™d] = Z / / / vivmd £, va(v, V,d)dv dV dd =
vOz 1 07—1 d 3

0z—1

vOz dOi ‘
/ / / vivrd — gy dv dd
p0i—1 0i—1 Jg0i—1 v’Vldl

donde hemos empleado la notacién abreviada de v* por v%* — 0%~ vy de la misma manera

para el resto de variables. La solucion de esta integral no es excesivamente compleja:

I\—l

Ep'V™md] =
1 - T 0syI+1 0i—14i+1 0iym+1 0i—1\m—+1
= A A D) 2 e (T @I (VT - ()

<(d0i)2 . (dOi—1)2>

L 5 02 0:—1 : 08yJ (0,00 —13l—=J . 0iNj (1 0i—1ym—j
:2(z+1)(m+1);”i(d 4 ;(” N ;(V YV

(8.10)

Si seguimos el mismo procedimiento, G? se expresaria como suma de productos de v,

V y d (en este caso, el factor descarga aparecera al cuadrado, igual que G); por tanto,

E[G?] resultaria de una combinacién de términos evaluando E[ Vmd?], que resulta ser
muy similar al resultado anterior:

K-1

E lvde — ; dOz 2 dOdez—l dOz—l 2

'V 3(z+1)(m+1);”<( )+ + (@) %
l m
Z p0i— 1 I—j Z(VOi)j(VOi—l)m—j
Jj=0 Jj=0

(8.11)
donde [ y m pueden tomar valores hasta 6 (y mas precisamente, cualquier combinacion tal
que [ +m < 6).

A modo de conclusién del caso que nos ocupa, es interesante resaltar que E[G] y E[G?]
comparten una estructura similar del tipo:

K-—1
E FiCI)(C,UOZ,vOZ_l,VOZ,VOZ_I,dOZ,dOZ_l)

=1

donde ®(-) es una funcién (obviamente, una especifica para cada caso). La estructura
a la que se alude se compone de una suma de K — 1 términos, compuesto cada uno de
ellos por valores que proceden del cuantil presente y del precedente. La anterior expresién
se entiende como una consecuencia de la hipdtesis de dependencia diagonal, que permite
efectuar una separacién efectiva entre bloques, aunque no es particular de este caso sino
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que también puede encontrarse en otros. Basandose en esta propiedad se ha construido un
procedimiento gracias al cual se crea el cédigo que implementa robusta y eficazmente estas
expresiones, y que también es ttil para encontrar las derivadas. Este método se describe
mas adelante, dentro de este mismo capitulo.

8.2.4 Dependencia total entre v y V, y diagonal con d

Dependencia total entre v y V', tal como se explicé en el capitulo 7, significa en la
practica que una de las variables desaparece, ya que no se considera aleatoria si la otra
esta interviniendo en el problema y es conocida. Mediante una relacién funcional dada,
que en el caso de las variables de bloques es:

vl

(V= Vil vt <y <y (8.12)

v = i1 g
la variable v queda absolutamente representada por la variable V. Por otro lado, se supone
que V y d tienen una funcion de densidad conjunta de estructura diagonal. En el resto de
esta seccidn, éste va a ser el tratamiento adoptado para las variables.

En primer lugar, se observa que el desnivel equivalente h es ahora una expresién que
sélo depende de V. Podemos escribirlo como ro+m V4 Vi4rs V3 para VOt <V < VO,
siendo los coeficientes r;:

03(V0i—1)3(vi)3 N CZ(VOi—l)Z(vi)Z
(V)2 (V)2
303v0i—1(‘/0r—1)2(vi)2 cleor—lvi 262v0i—1‘/0r—1vi 363(v0i—1)2‘/0r—1vi
(Vi) - Vi - Vi - Vi
303(V0i—1)2(vi)3 202V0i—1(vi)2
(V)3 v
603v0i—1voi—1(vi)2 N 03(V0i—1)2(vi)2 clvi N 202v0i—1vi
(Vi)z (Vi)z Vi Vi
303(v0i—1)2vi 62‘/0r—1vi 263v0i—1‘/0r—1vi
Vi - Vi - Vi
. 363V0i—1(vi)3 02(1)1‘)2 303v0i—1(vi)2
Sy Ty T
203v0i—1(vi)2 N Cgvi N 203v0i—1vi B CSVoi—lvi
(Vi)z Ve Vi Vi
c3(v)? e3(v))? ezt

_|_

ro = o + clvoi—l T cz(voi—l)Z T c3(v0i—1)3 .

0:—1 071—1\2
r=c1+cv T g0+

01—

ro = c9 + c3v

r3 = c3 +

(8.13)

Se puede observar que la subexpresién v'/V* aparece frecuentemente en (8.13), lo cual
podria llegar a ser un serio problema al desarrollar una expresién para E[G], a causa del
riesgo de que cualquiera de las variables V! tomase un valor cero. Sin embargo, es posible
demostrar que en esta operacion no puede haber cancelaciéon de un denominador cuando
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8€ Ope€ra CoIl:

I\ 1 40t

E[G] =
] lel o

vOz
/ (ro + 11V + 12 V2 47, V3)d dVdd  (8.14)

Como se vera a continuacién, aunque la esperanza de G no se simplifica sustancial-
mente, lo hace lo suficiente como para que desaparezcan todas las subexpresiones v'/V".

Se observa que (8.14) se descompone en K — 1 grupos que se suman, consecuencia
de la relacion diagonal entre las variables V y d, y que cada integral esta afectada de un

, que es el valor de fy v(+) en cada bloque.

ficiente — -
coeficiente
diVe ‘ ‘

Haciendo notar que, dentro de cada intervalo [V =1 V%] los coeficientes rj,j = 0...3
no dependen de V', lo que sigue es equivalente a (8.14):

dOz vOz
szz Zr]/ / Vid dvdd

Ahora podemos agrupar respecto los coeficientes ¢, x = 0...3, y definimos para cada

I\l

E[G] =

uno:

Co <= Po = 1

vt 4V

0i—1 0i—1
€1 P1i =0 +V +

2
Oz—1, .2 N2
Cg <> Pa; = (v01—1)2 + vOz—1VOz—1 T (VOZ 1) +o 0i—1 z + V 5 i (1)3) n
Uiy 4 StV (V2
- VOl—lvz
B + + 3 + 5
Vi 3 ] ‘ ‘ 3 v
C3z < p3’i — ( 4) _I_vol—l |:(VOZ_1)2 _I_UOz—l ( 01—1 _I_ VOZ 1 _I_ v —|— 7) —|—
‘ ‘ .9y ‘ Ve
v (VOZ_1 + o'+ 3 ) + (VOZ—I + ?> ] 4 p0is 1[
02—1 02—1 1) 02—1
V (V + 5 )] +v [V ( 5 T ; >_|_
(Vz)Z . VOi—l vi + Vl
1 + v 5 + 1
Finalmente, se tiene la esperanza de la generacién mediante:
K-1 ﬂ_‘(dOZ 1 + dol) o e o
Rlel= Z { §T P TT P2 T P 8.15
[G] ; 5 ><co,00,-|-2,01,—|-3,02,—|-4,03, ( )

De una manera similar, se podria hallar E[G?], resolviendo y simplificando a partir
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de la expresién:

K—1 ‘ dOi VOi
E[Gz] = Z dlﬂ-{/l /do' /v ' <T0 + T1V + T2V2 + T3V3>2 d2 dVvVdd
i—1 t—1 0z—1

pero, teniendo en cuenta el enorme tamano del resultado, es preferible no mostrar comple-
tamente éste:

210

K—-1
2 { - (210(co)? + 420c0¢1 0" 7 4 210(eq (00 4 420ep5 (001 + 42061 ep(07 )P

=1
420cgez (02 4 210(e0) 2 (0" )t 4 420¢1 3 (00 )t 4 420c0e3(v )P+
210(c3)? (02718 £ 420c0¢1 VO™ 4+ 420( ¢ )20 VO 4 d420cgey 0 TV O 4

140c2¢e30 (V) +210(e3) 20" 1o (V) + 350(c3 )2 VO Lo (VI 4
90(e3)2 (v )2V + T0coes(V')? 4 T0(e3) 20" 1 (V)P +

210(cs " VO (V) 4 60(cs )P o' (V') + 30<c3>2<vi>6>} ((d*) + dd” " 4 (1))
lo cual es s6lo un 6% de la expresiéon completa.

8.3 Implementacion de grandes expresiones y derivadas

De no ser por la ayuda de los ordenadores, la obtencion de férmulas tales como las que
han precedido en secciones previas seria un duro y tedioso ejercicio expuesto con casi toda
seguridad al riesgo de cometer un error indetectable. La mayor parte de las expresiones que
han hecho su aparicién en este capitulo han sido obtenidas con Mathematica, un popular
programa dedicado al célculo simbélico y numérico [WOLF91].

La estructura de E[G] y E[G?], especialmente en los casos segundo y tercero, permite
un uso eficiente de esta herramienta, y obtener resultados parciales segin un bloque . El
programa ha demostrado su utilidad también en la verificacién de resultados que habian
sido producidos “a mano”. Pero donde se ha obtenido el maximo aprovechamiento de
herramientas informaticas aplicadas al problema que nos ocupa ha sido en la generacion
de cédigo Fortran que implementa las operaciones que conducen al cdlculo de E[G] y E[G?].
En este caso el programa se debe al autor, y aunque no es util para analizar cualquier tipo
de expresiéon algebraica, si es méas que suficiente como para abordar las que se presentan
en este terreno.

Aunque Mathematica puede escribir en lenguaje Fortran una expresion algebraica
cualquiera, no resulta una solucién satisfactoria, ya que no produce cédigo optimizado ni
estd adecuado para tratar grandes expresiones. Por otro lado, estéd la cuestion de que junto
con la evaluacion de los componentes de las esperanzas hay que considerar la evaluacion
de las derivadas; cuestién en la que es de esperar el aprovechamiento de subexpresiones
comunes que intervienen en ambas partes. Por todo esto parece apropiado crear un pro-
grama dedicado a generar partes de la funcion objetivo a partir de una expresion deducida
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por Mathematica con el objetivo de conseguir la maxima eficiencia del codigo final.

Como el primer caso (variables independientes) puede considerarse lo bastante simple
como para que su tratamiento no automatico sea suficiente, nos referiremos en lo sucesivo
solamente a los otros dos casos (dependencia diagonal, y dependencia total y diagonal),
que comparten una estructura semejante e incluyen una dificultad adicional teniendo en
cuenta la complejidad del resultado a tratar.

Ambos casos tienen en comun que E[G] v E[G?] pueden ser calculados en K — 1
pasos, cada uno de ellos (digamos el i-ésimo) tomando en cuenta sélo las variables X 0¢~1
v X, donde con X nos estamos refiriendo a voltimenes iniciales v, volimenes finales V o
descargas d. (8.10), (8.11) y (8.15) son resultados que muestran este hecho.

De estas expresiones, se puede observar que E[G] esta relacionado con una suma de
términos tal como:

Mcx(v(”_l)t(vi)w(VOi_l)y(Vi)Z[dOi_l T dOz]

donde M es un ntmero, = es un indice entre 0 y 3, asi como ¢, w, y, z, aunque dependiendo
de x: es decir, mientras se cumpla que t + w + y + z = x. Notese que no vale la pena
tener en cuenta el factor (dOi_1 + dOi): resulta ser un factor comin a todos los términos
vy puede ser obviado de este tratamiento para ser considerado con posterioridad. De la
misma manera, se tiene que E[G?] es una suma de términos como:

Mcxcx/(voi—l)t(vi)w(voi—l)y(vi)z [(doi—l)Z + (dOi)Z + dOi—ldOi] 7

donde M es otra vez un numero, r y ' toman valor de entre 0 y 3, y ¢,w, y, 2z son enteros
que pueden variar entre 0 y 6, nuevamente dependiendo de la combinacion (z,x'): mas
exactamente, de acuerdo con la ecuacién t + w +y + z = x + z'. El factor relativo a la
descarga puede ser dejado de lado hasta el final.

Esta estructuracién se ha adoptado porque es la que usa Mathematica al manejar
expresiones algebraicas. Asi, tras la definicién de un cierto método, se ha procedido a
combinar, generar y simplificar una determinada expresion tedricamente asociada a un
bloque 2. Cuando por fin se obtiene el resultado final, Mathematica produce una salida a
un fichero; por ejemplo:

bO+12*b0*b1*v1+5%b1"2%v1*V1+7*b0*b2*V1"2+3*b1*b2*v1*V1~2+8*%b0*b3*v1*V1"3

que se corresponde con la expresién (evidentemente es sélo una muestra ilustrativa):
co + 12¢ociv’ + 5c%vivi + 7coc2(Vi)2 + 3clc2vi(Vi)2 + 80003vi(Vi)3

El programa desarrollado lee el fichero generado por Mathematica de acuerdo con el
formato explicado. Se supone la siguiente equivalencia de simbolos:
o v0 « V!
o vi v
o VO « V01
o Vi & V¢
e br < ¢,

A continuacion, se organiza segun los coeficientes ¢,. Normalmente, algunas subex-
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presiones aparecen repetidas veces, por lo que deben detectarse y generar cédigo Fortran
para su implementaciéon. Afortunadamente, las subexpresiones que se dan presentan una
estructura muy favorable. Por ejemplo, si un término contiene v*(V?)3, entonces existiran
otros términos que usan las subexpresiones v!(V4)? y (V)3 e incluso v'V* y (V)2

Tras identificar las expresiones comunes, que se asocian a variables auxiliares, se crea
un codigo acorde con los estandares de Fortran:

w__01 = 12%b0*b1l
w__02 = 7*xb0x*b2
w__11 = b*xblx*bl
w__03 = 8*b0*b3

w__12 = 3*bl*b2
w0002 = VixV1
w0011 = Vixy1l
w0003 = w0002%V1
w0012 = w0002x*y1
w0013 = w0003*y1

s_0 = b0

s 01 = w_01*(y1)
.02 = w__02*(w0002)
s_11 = w__11*(w0011)
.03 = w__03*(w0013)
s_12 = w__12*(w0012)

En este momento hay que recordar que Fortran no es un lenguaje que diferencie entre
mayusculas y mintusculas; por esta razén, v' se identifica con la variable llamada y1 en la
salida Fortran, mientras que V* se asocia a V1.

La obtencién de derivadas es un paso casi directo. Por ejemplo, derivar respecto v*
da lugar a la siguiente expresion parcial:

Muw cx(vm_l)t(vi)w_l(VOi_l)y(Vi)Z[dOi_l T dOz]
y respecto v/, con j < i, se tiene:
Mt cx(voi—l)t—l(vi)w(voi—l)y(vi)z[doi—l _I_dOz]

ya que v" 7! =0 ol 4. 407! Para j > i, claramente la derivada es cero. En cuanto
a las derivadas respecto las variables de descarga, se trata de un calculo trivial:

- {2M%@O"‘l>t<pi>w<V0i—1>y<vi>z, Sij <
0di | Mea (") () (VI(VE s =

Un procedimiento similar se seguiria si se considerasen términos relacionados con
E[G?]. En nuestro ejemplo, el cédigo resultante para la codificacién de las derivadas es:

z01y1
z02V1

w__01
w__02%(2%V1)
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z1lyl = w__11%(V1)
z11V1 = w__11%(y1)
z03y1l = w__03%(w0003)
z03V1 = w__03*(3*w0012)
z12y1 = w__12%(w0002)
z12V1 = w__12*(2*w0011)

Finalmente, se tiene la suma de los términos correspondientes:

suma = s 0 + s 01 + s 02 + s_11 + s 03 + s_12
z_.yl = z01y1l + zl1lyl + z03yl + z12y1
z_ V1 = z02V1 + z11V1 + z03V1 + z12V1

Las variables que se generan llevan un nombre apropiado a su significado; a contin-
uacion se describe como se usan estas variables:

w__zx': esigual a Mcycy
witywz: es igual a (00~ H)H(VOI=h)y (i) (V)2
s_z: esigual a Mye, En M, Var,, donde Var, es una variable relativa a E[G] asociada
az.

s_za': esigual a Mycyep Y., M, Var, 1, donde Var, . es una variable relativa a E[G?]
asociada a v y 2'. En estos dos casos, M,,n > 0 son constantes

z_xTn: derivada de los términos en ¢, respecto T
zzx'Tn: derivada de los términos en c,c,: respecto T™
z_Tn: derivada total respecto T"

En estas expresiones se debe asumir:

* x, 2!, valores entre 0 y 3.

* T, se refiere a la variable: v o V', segin sea y o V.

* n, se refiere a 00 — 1 si n=0 o 7 si n=1.

por ejemplo, z_y1 contiene la suma de términos relacionados con la derivada
respecto v'.

suma: es igual a la suma de los términos que componen la expresion inicial

El ejemplo que ilustra esta parte es un caso muy simplificado que no considera las
variables 0%~ y V%=1 En caso de que estuvieran presentes aparecerian los simbolos que
hacen referencia a v/ y V7, con j < i. Es importante notar que, cuando se considera cierto
indice 7, las derivadas para cualquiera de los indices j menores que ¢ son las mismas (pero
a medida que se incrementa ¢ se van diferenciando los distintos indices: asi, el valor 0 es
el que interviene més veces, y el ' — 1 el menos usado).

El algoritmo que genera el cdédigo construye posibles factorizaciones de cada término
leido. Cuando un factor determinado es semejante a un término que aparece en otra parte
de la expresion tratada se produce una coincidencia que es aprovechada para producir
cédigo comun. De esta manera se va generando una secuencia de instrucciones que busca
el minimo esfuerzo computacional en cuanto a ntimero de operaciones a efectuar. La salida
de este programa es un fragmento de codigo Fortran que puede ser facilmente insertado
en una subrutina (esto es aconsejado, manteniendo los nombres usados como variables
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locales). En la funcién objetivo puede haber una instruccién de llamada a la subrutina,
generalmente ubicada dentro de un bucle con el indice variando desde 1 hasta K — 1.
Puesto que no hay errores, se dispone de los gradientes correctos desde la primera ejecucion
(eliminando una pesada etapa de depuracién en la codificacion de las derivadas). Ademads,
al no existir operaciones duplicadas, el codigo que se ha obtenido es muy eficiente, aunque
la expresion matematica de partida fuera tan complicada como las que se han presentado
a lo largo de este capitulo.

8.4 Consideraciones sobre E[G,G.]

En las secciones precedentes se ha abordado el problema de céomo plantear el calculo
de la esperanza de G’y G?, que son partes del problema de hallar el coste esperado para
una politica de flujos dada. Como se comentd, queda pendiente el célculo de E[GGs].
Todos estos componentes quedan ligados al coste por la expresion:

Nt
BICI =) MGEIG]+ A | D E[(Gri))]+2) . ) E[G1iGa] (8.16)

V((l?? V((l?? L£277¢££177

que se deduce de (7.7) y (7.8). La suma que se extiende a “1”7 y a “2” tiene el fin de
determinar los productos cruzados de los distintos puntos de generacion presentes en la
cuenca, ya que se entiende que G; = ) «q» G1 ;. Continuando con la notacién simplificada
que mantenemos en este capitulo, haremos abstraccion del intervalo ¢ en lo sucesivo.

El trabajo hecho en este terreno no ha profundizado tanto como en lo que concierne a
las esperanzas de G y G*: la justificacién de esta resistencia es la complicacién que supone
manejar seis variables a la vez, las del punto de generaciéon “1” y las del punto “2”7. La
via escogida ha sido calcular el término E[G1G2] por una aproximacién que consideramos
es bastante buena. Conocemos que una de las propiedades de las variables aleatorias es:

E[GlGQ] = E[Gl]E[GQ] —|— p1’20'10'2 (817)

siendo o7 la desviacién estandar de Gy y o9 la desviacion estandar de G2, que pueden ser
deducidas sin problemas como veremos. p; 2, en cambio, es el parametro de correlacion
entre las generaciones “1”7 y “2”7. No se deriva de la distribucién de las variables sino
de la distribucion conjunta de las seis variables a que hemos hecho referencia y, por ello
mismo, no es conocido ni puede ser deducido. Sin embargo puede adoptarse como valor
aproximado. En este sentido, tomar como aproximacion el valor de la correlacion de cada
par de generaciones no es adoptar una hipotesis mas problematica que realizar ciertas
suposiciones acerca de la dependencia de las variables; con una gran seguridad puede
decirse que es preferible incluso, ya que la correlacién es un parametro bien conocido. Una
propiedad de la correlacién que resulta muy 1til es que esté estandarizada entre -1y 1. Por
otro lado, a partir de observaciones histéricas de generacion puede hallarse una estimacion
valida. Aunque esta claro que la elecciéon de uno u otro valor de p; » condiciona a la funcion
objetivo y, por tanto, al optimo, creemos que la influencia de este factor es minima, ya que
afecta solo al producto de desviaciones estandar, dentro de la expresion E[GGs], v ésta a
su vez es una parte del término cuadratico de la funcion de coste, la cual esta dominada,



8 MODELOS ALTERNATIVOS PARA LA GENERACION ESPERADA 129

segun se aprecia generalmente en casos reales, por el término lineal y no por el cuadratico
(en otras palabras, Ay suele tener poco peso).

Por otro lado, hemos dicho que es facil calcular la desviacion estandar de la generacion,
mediante:

o = VE[G?] - E[G]?
Notese que disponemos de los métodos que se han descrito en las secciones precedentes
para calcular exactamente las esperanzas de G'y de G*.

El calculo de las derivadas de las expresiones (8.17) es trivial, ya que conocemos las
derivadas de E[G1] y E[G?], para cada arco de descarga. Vamos a adoptar la notacién:

V.E[G] = aEaiG]
V,E[G?] = aEa[SQ]

Para conocer el gradiente segiin una componente x; (una variable que intervenga en
la generacion por el arco “17):

OELC Gal _ G B BIGa] + o102 0 (8.18)
8:1;1 ’ axl
donde 5 1
gL 21
dry 20y <VI1E[G1] QE[Gl]VflE[GlD (8.19)

y similarmente para x2. Una observacién: como se desprende de (8.19), la desviacién
estandar de la generacion no puede tomar el valor de cero, ya que obtendriamos una an-
ulacién de denominador (un gradiente no acotado). Lo cual es equivalente a que no debe
darse en ningtin punto de generaciéon una distribucion de probabilidad constante. Para
solventar este problema, la manera mas eficaz es imponer un pequeno limite inferior a las
variables de descarga d*, con k > 0. No es necesario imponer esta cota a d°, ya que el
valor minimo de la distribucién no tiene incidencia en la dispersiéon de la variable ni, estric-
tamente hablando, tampoco es preciso que la descarga esté acotada en todos los articulos;
basta que alguno de los bloques no sea nulo. Por ello, y teniendo en cuenta la general-
izada asimetria de este tipo de distribuciones (en suma, dependientes de las aportaciones
naturales, que tipicamente poseen una desviacién notable en su rango superior), una re-
comendacion util es aplicar la limitacion inferior de las variables de descarga unicamente
a la variable d®~! de cada punto de descarga.
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CAPITULO 9

SIMULACION DE LA GENERACION HIDRAULICA

9.1 Introduccion

La simulacién es una técnica que combina la modelizacion matematica de un sistema
con el disenio y ejecucién de experimentos llevados a cabo en un ordenador. Usualmente, un
modelo matematico no puede describir globalmente el comportamiento de todo el sistema
a causa de su complejidad, por lo que el procedimiento de simulacién clasico reproduce
secuencialmente los pasos que se dan en el proceso. En otro orden de cosas, a la compli-
cacién intrinseca del sistema es corriente que se le una la participacion de elementos con
caracteristicas estocdsticas, cuyo tratamiento estricto no suele ser simple. Esta dificultad
se solventa en simulacién mediante: 1) el uso de valores obtenidos aleatoriamente. ii) la
repeticion a gran escala del experimento. Para mas informacién acerca del tema puede

consultarse [LAWI1].

En nuestro entorno, la presencia de una entrada aleatoria de agua en cada punto de
aportacion supone un motivo que hace ttil el empleo de la simulacién. Sin embargo, debe
precisarse que ésta no participa en el problema mas que como herramienta para verificar
una cierta politica, mas concretamente, para comprobar la coherencia entre el valor del
coste esperado calculado por una expresion algebraica a partir de tal politica y los valores
provenientes de la simulacién. En este sentido, la simulaciéon no seria una herramienta
adicional en el proceso de busqueda de la gestién optima de los recursos hidraulicos, sino
un mecanismo de validacion de la propia técnica multiarticulo.

Los resultados que aparecen en el presente capitulo se plantean en primer lugar sobre
un caso esquematico, en el que participa unicamente un embalse y un intervalo. Sobre él
se analizan las diferentes opciones que se han presentado, es decir, la original y las tres
variantes del capitulo 8. A continuacion se ofrecen resultados concernientes a un caso real,
una cuenca con 6 embalses y doce intervalos. Un punto necesariamente destacable es que las
variables que van a definir el estado del sistema, las distintas descargas y voltumenes, deben
entrar como distribuciones de bloques, y que la salida de este sistema es el valor esperado
de la generacién en tales condiciones. Mientras los valores que adoptan los cuantiles de
aquellas variables son relativamente arbitrarios en el caso sencillo, es necesario un punto
factible cuando se considera la cuenca real. Por ello, en este caso se adopta un punto
proveniente de la resolucién de un problema de la generacion hidraulica.
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9.2 Caso simple

9.2.1 Descripcién del entorno

En esta parte se ha hecho abstraccion de la red hidraulica hasta reducirla a su minima
expresion: un lugar en el que se produce una descarga de agua con un volumen inicial y
un volumen final. En rigor, también es necesario conocer las caracteristicas de ese lugar,
como la manera en que varia la cota del tedrico embalse dependiendo del volumen de agua
almacenada, y, por supuesto, como valorar econémicamente la generacién que tiene lugar.

Consideraremos, al igual que en el capitulo 8, que d,v y V designan respectivamente
la descarga por el tnico arco existente, el volumen inicial y el volumen final. Se prescinde
de otros arcos de entrada en el embalse, lo cual no se debe interpretar como que no hay
aportaciones naturales sino que se ha hecho con el propésito de no tener que imponer
ninguna restriccion de balance al nodo: asi, cualquier situacién es factible.

Los mencionados arcos d,v y V representan variables de K — 1 bloques, y para los
tests que se han llevado a cabo se ha adoptado que el area de cada bloque sea la misma,
1 1

lo que equivale a decir que II = {=—,..., =1}

Una vez fijado I deben determinarse los valores de:
J
0 701 0K —1
- d’,d . d
L0 01 0K
0 7701 0K —1
L A A 4
que, como se ha comentado, no tienen otra restriccién que la de ser valores coherentes (es
decir, crecientes). A partir de las distribuciones de estas variables se realizard la simulacién
) P
que, en pocas palabras, consistira en la extraccion de valores de descarga, volumen inicial
y volumen final, el célculo de la generacion y el consecuente coste asociado. El caso simple
fija los cuantiles de las variables al azar, mediante el procedimiento que a continuacién se
J ) P q
describe (para una variable genérica X):
P

Generar K ntumeros provenientes de una distribucién uniforme [a, b].
Ordenar los K ntimeros, asignando el menor a X°, el siguiente a X!, etc.
En nuestro caso, se ha adoptado arbitrariamente que a=0 y b=100. La eleccién de
una distribuciéon uniforme también ha sido arbitraria.
Los coeficientes de variacién de la cota respecto al volumen, ignorando el término
independiente ¢y que es irrelevante, se han prefijado como sigue:

® C1 = 0.5
o cp = —0.002
® C3 =6 '10_6

En cuanto a los coeficientes de la funcion de coste respecto la hidrogeneracién Ay y
A2, se han asignado tal como:

[ J /\1 =-14
e )\ =1.75-107*
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9.2.2 Extraccién de valores de las variables aleatorias

El mecanismo a seguir para generar valores que se suponen distribuidos segtin deter-
minadas leyes de probabilidad depende en gran medida de cémo las variables consideradas
estan relacionadas entre si. En nuestro caso concreto, esta relacion se encuentra en la
forma de la funcién de densidad conjunta de d,v y V.

La asuncion mas sencilla es la de independencia; simplemente, cada variable genera
una muestra de observaciones de manera separada de las demas, de acuerdo con el siguiente
algoritmo:

[0] Para obtener una muestra de tamafio N de una variable X, repetir y N

veces:

Generar o de una distribucién uniforme [0, 1].

Calcular Fi'(a).

Como Fx(-) es una funcién lineal a trozos, su inversa también lo es, de modo que el
paso no tiene ninguna complicacién computacional.

Para manejar la asuncion de dependencia, se ha planteado la siguiente situacion:
tal como se expuso en el capitulo 8, hay dependencia diagonal entre la descarga y los
volumenes, por tanto, se asume que fqy(-) es diagonal. En cuanto a la relacién entre los
volimenes inicial y final, en lugar de adoptar sélo dos posiciones (dependencia total o diag-
onal), se generara una funcion de densidad conjunta sujeta a un parametro que permitird
un gran control sobre la dependencia entre v y V. Este pardmetro es la correlacion p, v.

El procedimiento a utilizar que da lugar a una muestra de X y de Y, conociendo la
funcién fx y(-) es:

[0] Para obtener una muestra {z;,y;} de tamano N de un par de

variables (X,Y"), repetir y N veces:
Tomar z; de la distribuciéon de X segtn el algoritmo anterior.

Encontrar fy|x—,(-), y determinar un valor y; proveniente de
esta distribucion.

Para un valor x perteneciente al intervalo (X%~ X%) la funcién de densidad de Y
condicionada por x es:
o 0j—1 0j
fY|X=x(y) = —X , Y <y < Y

¥

Notese que esta distribucién se corresponde con la misma forma de las variables de
bloques, pero que no cumple en general que el area de sus bloques coincida con los valores

de II: 4
Y0
/ - Brx=ely)dy # 7,
Yoi—-1

Por supuesto, este algoritmo no se aplicaria en el caso de que las variables fueran
totalmente dependientes, ya que la determinacion de las observaciones correspondientes a
la segunda variable se haria por medio de la relacion funcional existente entre ellas.

Finalmente, tiene un interés especial indicar la manera en que se obtienen las funciones
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de densidad conjunta de forma general. Como las distribuciones marginales ya se han
obtenido previamente, el fin es hallar los valores de la densidad de probabilidad r*/ de
cada region que viene delimitada por los cuantiles de X e Y. Las restricciones son, ademés
de las que aparecen en (3.11) y (3.12), una restriccién mds que es la igualdad entre la
correlacién y un valor p conocido. En suma, se trata de hallar un punto r factible en la
region que definen:

K-—1

Z ri,in(XOi _I_XOi—l o QMX)Y](YOJ _I_ YOj—l _ Z,UY) — 4:UXUYP

1,7=1

K-—1 -

S iy = I i=1...K—1
j=1 X

K-—1 -

S iyt D j=1...K -2
=1 Yy

Como se puede apreciar, todas las restricciones son lineales. La postura adoptada ha
sido utilizar un paquete estandar de optimizacion capaz de resolver problemas lineales.
Cualquiera de los programas aplicables usa algin método en una llamada fase 0 en la que
busca un punto factible a las restricciones lineales. A partir de alli se dedica a optimizar
la funcién objetivo. Como en nuestro caso no existe esta funcion, utilizaremos solo la fase
0 o bien asignaremos al problema una funciéon objetivo inofensiva que garantice que el
problema se detenga en el primer punto factible; tal funcién debe ser una constante, como
por ejemplo 0 - r. Se garantiza que cada vez que resolvemos este problema hallamos una
funcion de densidad diferente dando como punto inicial —generalmente infactible— una
asignacion de valores al azar.

Sin embargo, ocurre con los programas que siguen la metodologia Simplex que los
resultados que devuelven no son satisfactorios, a causa de una cierta e indeseada abundan-
cia de valores nulos en la solucién. Es un resultado légico, ya que normalmente la fase 0
consiste en la minimizacién de la infactibilidad y, por ello, se obtiene un punto que cumple
las condiciones de un 6ptimo, concretamente, una soluciéon basica. Como la base tiene
tamanio 2( K — 1) y el ntimero de variables es superior, (K — 1)?, hay siempre una cantidad
de variables que se encuentran en su limite inferior, 0, tnica posibilidad para las variables
no basicas.

Desde luego, el resultado es correcto; sin embargo, es bastante inconveniente, ya que
implica que en bastantes regiones, la probabilidad de generar un valor para la muestra
alli es nula. La soluciéon empleada ha sido sustituir el método clasico por un algoritmo de
programacién por Punto Interior. Los métodos de punto interior se basan en una secuencia
de puntos estrictamente interior a la region factible; por ello, no es normal que un punto
factible se encuentre préximo a su limite, 0 en nuestro caso. Para las pruebas que siguen

se ha hecho uso del programa LOQO [VAND92].

9.2.3 Procedimiento

El algoritmo de simulacion para un solo embalse se expone brevemente en los siguientes
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cinco pasos:

Sea N el tamano de muestra deseado, o numero de extrac-
ciones. Conocidos K, p y en general todos los parametros nece-
sarios, inicializar las distribuciones de d,v y V.

Generar las muestras {d;},{v;} y {Vi}, con i = 1...N, de

acuerdo con las distribuciones conjuntas de las variables.

Para cada ¢ = 1...N: evaluar ¢;, generacion resultante de
d;,vi y Vi; hallar A1g; + Aag?, el i-ésimo coste de produccién
térmico (sea 7;).

Bajo la hipdtesis original planteada en el Cap. 7, calcular uf, =
ME[G] + ME[G?]. Aceptar o rechazar la hipdtesis de que la
muestra {7;} pueda proceder de una distribuciéon con media
1e-

Repetir bajo otras hipotesis.

Conviene precisar que la hipotesis a la que se refiere el punto establece que la
generacion es una variable de bloques cuyos parametros se pueden definir a partir de los
de la descarga y los volimenes, en concreto, en §7.2. Las hipdtesis planteables en el punto
aparecen descritas en el cap. 8:

e Caso a): dependencia total entre v y V; dependencia diagonal entre d y los volimenes

(§8.2.4)

e Caso b): independencia (§8.2.2)
e Caso ¢): dependencia diagonal (§8.2.3)

Las pruebas de inferencia sobre la esperanza de C' que se realizan en los pasos v
son un procedimiento estadistico bien establecido, resolubles mediante los siguientes
pasos:

— Plantear las hipotesis:

H, E[C]=
H, :E[C] #

Le Hipdtesis Nula
Le Hipotesis Alternativa
— Escoger el nivel de confianza «, también llamado riesgo de primera especie (p.ej. 0.05)

— Calcula la media muestral 7 y la desviacion estandar muestral s.. Sea:

g _ Mo —T

s /VN

— Z sigue una distribucién de probabilidad normal estandarizada; si |Z| > |Z,| entonces
se rechaza Hy; de otro modo, no se rechaza (en nuestro caso, Zy o5 = -1.96).

9.2.4 Resultados

Presentaremos a continuacion algunos resultados que se han derivado de las pruebas
llevadas a cabo. Se muestran de manera resumida al haber efectuado un nimero muy
elevado de simulaciones, pues se ha tenido muy en cuenta un efecto inherente a las pruebas
de contraste de hipotesis. El hecho es que el nivel « lleva aparejado un determinado riesgo
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de rechazar la hipotesis nula cuando es cierta, por lo que realizar una sola prueba puede no
ser ilustrativo. Es por esta razén que se ha considerado apropiado multiplicar el niimero
de pruebas hasta repetirlas P veces, de las cuales se desprende:
— el nimero de rechazos para la media del coste de produccion térmico.
— la suma de los niveles de significacién obtenidos
— La media de los cocientes pf, /7T
informacién que cada hipdtesis que se pone a prueba puede devolver, y que resulta util
para establecer comparaciones. Aclaremos que el nivel de significaciéon (o p-value) es la
probabilidad de obtener una muestra con una media mas desfavorable que 7, cuando H,
es cierta. Se cumple que si a > p-value podemos rechazar Hy en idénticas condiciones que
como se expuso anteriormente. Por otro lado, la media de pf,/7 da una idea del sesgo
presente en la evaluacion de E[C], dejando aparte si este sesgo es significativo o no.
Expondremos resumidamente la informacion extraida de tres tipos de pruebas, de
acuerdo con los tres tipos de alternativas desarrolladas en el capitulo 8.
Tomemos un ejemplo que permite situarse en el contexto. Se asume en este caso
relacion total entre v y V' y dependencia diagonal entre d y V; con K=4 y N=2000, una
posible salida seria:

Discharge { 54.36 71.13 82.81  95.90}
Volumel {  1.29 41.91 42.21 63.23}
Volume2 {  3.47 11.26 20.28 33.73}

Expect. G-1: -1178.95 Expect. G-2: -1161.28
Sample mean: -1147.13; Variance: 257664.0
T-1: 2.80 P=0.00511 X

T-2: 1.25 P=0.21282

En este ejemplo aparecen en primer lugar los cuantiles de las distribuciones de las
tres variables; después, los costes esperados pf. calculados segun el procedimiento original
(G-1) o el alternativo (G-2); de aqui en adelante, el procedimiento G-1 estara asociado al
que se describio en el capitulo 7, y el G-2 puede ser uno de los casos a, b o ¢ del capitulo
8. Estos van a ser comparados con la media de N =2000 valores generados, 7 =1147.13;
también se indica la variancia, cuya raiz cuadrada retornaria el valor de s,. T-1 y T-2
son los respectivos costes normalizados (que antes hemos indicado como Z), y P es el nivel
de significacion. Obsérvese que el primer contraste ha sido rechazado por tener un nivel
inferior a 0.05 (por eso aparece un signo X), mientras que el segundo ha sido aceptado.
La interpretacion que se haria de este resultado es que el valor de 1178.95 estd demasiado
lejos como para ser aceptado como coste térmico esperado, de acuerdo con los valores
muestrales, pero no hay evidencias en contra del valor 1161.28. Repetir esta prueba con
los mismos métodos pero con diferentes asignaciones para las distribuciones de v,V y d
serviria para reforzar nuestra conclusién, tal como se muestra en la tabla siguiente:

Se han efectuado P=100 pruebas de tamano N=2000 cada una, con diferente ntimero
de bloques para las distribuciones de las variables. Parece claro que el sistema de generacion
de datos favorece especialmente al segundo método, que raramente rechaza los valores de
p¢. propuestos (alrededor de un 5% de las veces, que es la tasa esperada). Por contra,
el primer método registra un comportamiento diferente, pues depende claramente de K:
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Tabla 9.1. Caso a)

Ratio Suma p-value # rechazos
K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1] G-2
3 | 1.040599 | 1.000429 | 11.11165 | 50.62354 | 67 5
4 | 1.024616 | 0.999848 | 22.17593 | 48.67862 | 49 8
5 | 1.019131 | 1.002053 | 29.54305 | 50.09479 | 33 4
6 | 1.012227 | 1.000392 | 40.25681 | 52.25046 | 8 2

se observa que cuando K aumenta, mejoran sus cifras hasta ponerse a la par con las del
método alternativo. Una segunda prueba mas exhaustiva, que aparece en la Tabla 9.11,
intenta ser también mas restrictiva, aumentando el tamano de las muestras con K. En
esta tabla, y en las otras tres que siguen, se ha mantenido el valor de P=100 pruebas.

Tabla 9.1I. Caso a)

Ratio Suma p-value # rechazos

N K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1] G-2
10000 | 3 | 1.042801 | 0.999286 | 3.83357 | 49.53453 | 91 4
20000 | 4 | 1.027123 | 1.000021 | 1.93139 | 50.78265 | 94 4
30000 | 5 | 1.016650 | 0.999433 | 6.30738 | 51.37643 | 84 3
40000 | 6 | 1.011579 | 0.999706 | 7.23030 | 44.44348 | 78 8
50000 | 7 | 1.009236 | 1.000108 | 6.97549 | 49.50433 | 77 7
60000 | 8 | 1.006309 | 0.999838 | 16.34015 | 53.50723 | 61 8
70000 | 9 | 1.005832 | 1.000227 | 13.77641 | 51.15615 | 61 4
80000 | 10 | 1.004775 | 1.000021 | 16.34651 | 52.36673 | 52 3

Una vez més se debe apuntar que hay muy pocos rechazos con la implementacion
alternativa. En el otro extremo, la tabla demuestra que con un tamano suficientemente
grande, pueden rechazarse facilmente la mayor parte de los valores que proporciona la
primera version. Vale la pena subrayar el hecho de que los resultados con G-2 varian
insensiblemente tanto con K como con N, lo cual no ocurre con G-1. También es re-
marcable un apreciable sesgo para G-1, dependiente del ntimero de bloques, en cuanto es
mayor cuanto mas pequeno es K, con un valor que se puede estimar entre un 0.5% y un
4.3%. Esto significa que el coste de produccion térmico esperado es sobreestimado por
este sistema de evaluacion; sin embargo, un incremento en el nimero de bloques de las
distribuciones incrementa la “precision” del calculo en gran manera. Respecto al segundo
método, los valores obtenidos, oscilando alrededor del valor 1, no hacen sospechar acerca

de un calculo sesgado.

Todas estas impresiones, es necesario decirlo, se han basado en valores muy altos de
N, lo cual ha sido preciso para destacar significativamente las diferencias existentes. Este
hecho no anula las conclusiones apuntadas, pero sugiere una proximidad real entre las dos
implementaciones.
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Table 9.II1. Caso b)

Ratio Suma p-value # rechazos

N K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1| G-2
10000 | 3 | 1.080612 | 0.999780 | 0.11469 | 48.45388 | 100 | 10
20000 | 4 | 1.081000 | 1.000202 | 0.99152 | 46.65814 | 99 8
30000 | 5 | 1.083692 | 1.000167 | 0.46483 | 47.44538 | 98 3
40000 | 6 | 1.084519 | 0.999485 | 0.00021 | 49.93533 | 100 2
50000 | 7 | 1.090016 | 1.000657 | 0.00000 | 51.79674 | 100 5
60000 | 8 | 1.104108 | 0.999999 | 0.33181 | 50.74212 | 99 6
70000 | 9 | 1.101098 | 0.999859 | 0.00000 | 53.60552 | 100 5
80000 | 10 | 1.107568 | 1.000200 | 0.00000 | 46.83300 | 100 3

La Tabla 9.III tiene la misma estructura que la 9.II, pero se refiere a un procedi-
miento que genera observaciones de acuerdo con el caso b), es decir, con independencia
entre v,V y d. Consecuentemente, la implementacion de G-2 es ahora la que se describe
en el correspondiente apartado del capitulo 8. Las conclusiones que se refieren a este
método se pueden tomar del caso que se ha analizado previamente: el valor resultante de
la evaluacion de pf no es discordante con la muestra obtenida, como lo prueba el bajo
nivel de rechazos o la suma del nivel de significacién, aproximadamente alrededor de 50.
También es indiferente al nimero de bloques empleado. En cambio, la evaluacion de p§
a cargo del procedimiento original se muestra mucho menos apropiada. El ntmero de
rechazos es casi absoluto, y el sesgo no decrece con A —como antes—, con un exceso de
10% aprox. sobre el valor medio estimado. La conclusiéon inmediata es: si se supusiera
independencia entre las variables, este sistema seria muy inapropiado para hallar el coste
esperado.

La siguiente tabla asume dependencia diagonal entre las tres variables y, por tanto,
el procedimiento implementado bajo G-2 es el que corresponde. Se puede observar que
estos resultados no difieren excesivamente de los de la tabla 9.11, lo cual no es tan extrano,
puesto que se trata de dos casos con muchos aspectos en comun. En efecto, no es dificil ver
que la relacion diagonal entre v y V lleva consigo un considerable grado de dependencia
entre las variables.

Se puede apuntar una primera conclusion: la expresion original para calcular el coste
de produccién esperado descrita con anterioridad parece incluir un cierto sesgo respecto la
media muestral, en el sentido del exceso, vy dependiendo del niimero de bloques empleados
para representar las distribuciones de probabilidad y de la asuncién utilizada para generar
los datos. Cuando se acoge a la asuncion de independencia, el sesgo es considerable, pero
si los datos son dependientes en alto grado, la diferencia puede reducirse aumentando K.

La siguiente tabla contiene los resultados de un experimento con estas caracteristicas:
i) i se mantiene constante (igual a 5). ii) N varia segin una relacién geométrica. iii)
las observaciones se generan de acuerdo con una hipétesis diferente de la implementacion
alternativa G-2. El diseno utilizado en la Tabla 9.V tiene el propdsito de comparar el
sistema original con el sistema del caso c), respecto de dos maneras de generar datos
basados en distribuciones no diagonales; para ello se utiliza el procedimiento de punto
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Tabla 9.IV. Caso c)

Ratio Suma p-value # rechazos

N K G-1 G-2 G-1 G-2 G-1] G-2
10000 | 3 | 1.045909 | 0.999937 | 2.79728 | 48.59382 | 91 7
20000 | 4 | 1.027094 | 1.000721 | 3.44854 | 54.78838 | 94 2
30000 | 5 | 1.015970 | 1.000104 | 2.73832 | 50.61538 | 89 3
40000 | 6 | 1.011125 | 1.000252 | 4.87190 | 47.80997 | 83 3
50000 | 7 | 1.008484 | 0.999815 | 9.94658 | 47.98484 | 69 4
60000 | 8 | 1.006236 | 0.999508 | 14.34798 | 50.91880 | 63 7
70000 | 9 | 1.004723 | 0.999778 | 20.34309 | 55.77815 | 51 7
80000 | 10 | 1.004763 | 1.000218 | 17.18331 | 52.85756 | 45 2

interior descrito anteriormente, empleando los valores de p, y=0.5 (a la izquierda) y de
pv,v=0.85 (a la derecha). La distribucién de d y v es diagonal.

Tabla 9.V. Pruebas con K'=5 bajo el caso ¢)

p=0.5 p=0.85
Suma p-val. # rech. Suma p-val. # rech.
N G-1 | G2 |G1|G2| G-1 | G2 |G-1]|G-2
100 | 29.58 | 33.95 | 30 | 29 |39.54 | 43.07 | 14 | 10
200 | 26.24 | 30.90 | 40 | 34 | 36.26 | 38.65 | 22 | 16
400 | 18.15|25.59 | 53 | 46 | 33.67 | 36.18 | 27 | 18
800 | 14.18 | 24.56 | 56 | 49 | 21.95| 33.34| 43 | 30
1600 | 9.51 | 11.04 | 80 | 67 | 1544 |33.61 | 55 | 36
3200 | 6.36 | 9.50 | 82 | 76 | 15.76 | 28.23 | 61 | 38
6400 | 7.09 | 592 | 82 | 84 | 11.58 | 22.02 | 74 | 50
12800 | 4.26 | 4.85 | 91 | 87 | 3.13 | 17.36 | 90 | 59
25600 | 2.82 | 3.70 | 92 | 88 | 3.94 | 19.09 | 8 | 54
51200 | 3.95 | 437 | 95 | 91 | 0.32 | 13.23 | 97 | 65

Esta tabla revela con claridad que ambos métodos se encuentran con problemas si

tratan con unos datos que no se distribuyen de acuerdo con lo esperado, lo cual no es tam-

poco un efecto sorprendente, sobre todo cuando se utilizan tamanos de muestra elevados.

Mientras que los dos métodos se comportan de manera similar frente a la correlaciéon 0.5,

destaca una leve ventaja del segundo si se tiene mayor correlacion. Podemos hallar una

justificacién teniendo en cuenta que la dependencia diagonal implica generalmente una

correlacion alta, con lo que el segundo supuesto (p,,yy=0.85) se colocaria en una posicién

algo mas favorable para esta implementacion, especialmente en las situaciones menos re-
strictivas (cuando N es menor).
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En resumen, a través de varios ejemplos, se ha visto que la expresion del coste probable
de produccion tal como se ha definido en el capitulo 7 no tiene una correspondencia clara
ni con un caso de independencia entre las variables, ni tampoco considerando dependencia
positiva o negativa; por lo que parece, la situacion mas cercana es la presencia de una
fuerte relacion entre las variables, y quiza aun asi se dé todavia un ligero exceso en la
estimacion del coste esperado. Por otro lado, podemos indicar que un incremento en el
numero I en ocasiones lleva consigo una mejora sustancial en la estimacion de E[C], que
se hace patente en los indicadores utilizados como el ntumero de rechazos sobre el total de
pruebas.

Por dltimo, senalar que entre las evidentes limitaciones de estos experimentos se en-
cuentra la de que no se ha podido estudiar la relacion entre diferentes puntos de generacion,
circunstancia que impide, como caso mas destacable, el no haber podido extraer consecuen-
cias sobre el cédlculo de la esperanza del producto de generaciones cruzadas. Este punto, y
otros, se dejan para la siguiente seccién, dedicada a la simulacion de la generacion en una
red con varios embalses e intervalos.

9.3 Caso real

9.3.1 Introduccién

Bajo el titulo de “caso real” se presentan los resultados obtenidos usando una cuenca
hidraulica de dimensiones suficientemente cercanas a las que se podrian presentar en un
caso como los que han de afrontar las companias eléctricas. No es la tinica diferencia con
el apartado anterior, ni quizas la mas importante. Mientras en el caso simple los valores de
las distribuciones de probabilidad de las descargas y los volimenes se producian al azar,
ahora son el resultado de la optimizacion sobre dicha cuenca de una funcién objetivo que
representa el coste probable de produccién, codificada de diferentes maneras, de acuerdo
con las alternativas presentadas en el capitulo 8. Y, por ultimo, la simulacion que se lleva
a cabo se trata de un procedimiento bastante mas complejo; por ello mismo, ha parecido
conveniente separar las implementaciones de la parte de simulacion de la de optimizacion.

Se cuenta con tres programas diferentes para optimizar el CPP, dependiendo de cual
es la codificacién de E[G] v E[G?]:

— mbgg: la primera version, que implementa el procedimiento descrito en el cap. 7

— mbgj: version que asume independencia entre las variables

— mbgk: version que asume dependencia diagonal entre la descarga y los volumenes, con
dependencia total entre éstos.

Todos ellos utilizan el paquete Minos [MURT83] para obtener el minimo en cada
problema. No hay versién para el caso que resta (dependencia total entre descarga y
volimenes) porque se ha observado que no se trata de un caso que se diferencie signi-
ficativamente del tercero que se ofrece aqui, tal como se podia esperar. Algunas pruebas
realizadas comparando sélo los términos lineales de la generacion se han manifestado en
este sentido.

9.3.2 Descripcién de la cuenca hidraulica
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Figura 9.1 : Esquema de la cuenca del ejemplo.

La figura Fig. 9.1 muestra cual es la topologia de la red que se ha utilizado. Se
compone de seis embalses, cada uno de ellos con un arco de descarga y uno de vertido.
Todos reciben aportaciones naturales, cuya descripcion estadistica aparece resumida en la

tabla 9.VI.

Se ha tomado un periodo de un ano, dividido por meses naturales, lo que da lu-
gar a 12 intervalos, el primero de ellos correspondiendo a enero. Las variables multi-
articulo del problema tienen K — 1 bloques, habiéndose ejecutado cada caso con K =
3...8. Las probabilidades de cada bloque se han escogido tales que fueran iguales (II =

K—-1"""7"K-1
derivado para cada valor de K de acuerdo con el procedimiento de obtencién de cuantiles
sujeto a restricciones que aparece en el capitulo 4. Precisamente, las restricciones que se
refieren a la media y a la variancia de cada distribucion son las que garantizan la minima
diferencia entre las variables de bloques y la informacién historica de las aportaciones.

1 1
{ . ). Las distribuciones de bloques de las aportaciones naturales se han

Este caso produce un problema de optimizacion con 210K variables y 2104-73K re-
stricciones lineales. La funcién objetivo, excepto un término que penaliza vertidos in-
deseables y que se ha dejado de lado puesto que no resulta significativo, representa ex-
actamente el coste esperado de produccion térmica para un problema de optimizacion
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Tabla 9.VI. Valores descriptivos de las aportaciones (en hm3)

A B C D E F

Mes Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st.
Enero | 106.51 | 85.67 17.23 20.86 | 104.30 | 109.33 | 74.51 96.48 44.65 39.43 70.83 91.61
Febr. | 126.70 | 150.46 | 22.13 29.64 | 122.49 | 135.50 | 82.05 | 125.21 | 58.53 62.51 92.76 | 130.09
Marzo | 98.66 | 105.50 | 15.89 23.88 64.02 69.80 26.76 44.89 29.73 29.88 34.74 50.67
Abril 75.36 72.67 8.95 12.65 48.86 44.80 14.33 26.46 25.52 22.79 51.59 | 134.72
Mayo 56.36 40.91 4.90 7.73 37.60 38.68 6.52 10.29 25.11 25.46 11.71 16.60
Junio 42.00 30.87 3.99 5.23 15.04 11.58 2.39 4.62 14.07 11.57 4.60 4.84
Julio 25.04 29.38 6.12 7.7 5.78 12.22 0.54 2.06 11.07 9.16 1.89 3.40
Agos. 29.03 34.26 3.56 4.25 2.43 3.00 0.38 1.64 9.18 8.85 3.45 9.40
Sept. 46.21 44.44 2.59 5.29 5.16 3.81 2.86 5.42 8.95 9.43 1.49 3.85
Oct. 52.61 18.79 5.47 7.88 30.81 47.43 12.49 17.51 15.05 17.28 7.80 16.32
Nov. 66.27 28.27 6.37 6.24 62.44 56.03 35.44 38.84 25.82 22.97 37.65 63.80
Dic. 105.70 | 145.49 | 18.40 26.42 | 112.73 | 152.61 | 85.56 | 151.52 | 48.95 57.78 82.40 | 145.22

hidraulica. Este valor es el que va a ser puesto a prueba mediante el procedimiento de
simulacion; concretamente, cada simulacion produce un intervalo de confianza para la
esperanza del coste, y es de esperar que este intervalo contenga al coste esperado.

9.3.3 Procedimiento de simulaciéon de redes hidraulicas

Someter una cierta politica de flujos a simulacién tiene fundamentalmente una doble
motivacién. La primera es comprobar hasta qué punto coinciden los resultados experimen-
tales (aceptando que el mecanismo de simulacion que se va a presentar entra dentro del
campo de la experimentacion) con el resultado tedrico que representa el cdlculo analitico
del coste esperado de produccién térmica E[C], hallado de diversas maneras por los pro-
gramas antes citados. Como derivacion de este motivo, no es menos interesante verificar
cual de los tres programas encuentra valores mas parecidos a los simulados. Sin embargo,
para respetar la direccién inicial que se dio a la investigacién en este campo, debe quedar
claro que el objetivo es delimitar si la codificacién original de E[C] —claramente mas
eficiente— presenta desviaciones importantes respecto la desconocida y auténtica esper-
anza del coste (que ha de ser suplantada por otros procedimientos, verbi gratia, simulacién
o una propuesta de codificacion de E[C] mds rigurosa).

La segunda motivacién responde a una voluntad de clarificar el sentido de lo que con-
stituye una politica de flujos. De una manera semejante a las dificultades que se presentan
cuando se ha de modelizar un sistema con caracteristicas aleatorias, la interpretacion de
los resultados que aporta la solucién de tales modelos no suele ser trivial; y los modelos
multiarticulo no son una excepcién. La naturaleza de las variables de salida (distribuciones
de probabilidad de bloques) puede resultar extrana, aunque es una consecuencia logica de
las caracteristicas del problema mismo. Construir un procedimiento de simulaciéon implica
aplicar una idea muy precisa de como se debe utilizar una determinada politica para hal-
lar, a través de ella, volumenes y descargas con los que derivar la generacion hidraulica
de la que se encontrara finalmente el coste. Por supuesto, estos volumenes y descargas se
refieren a intervalos largos de tiempo, y no serian apropiados para llevarlos al campo de
la operacién de los embalses; para esto se requiere resolver un problema en la escala del
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corto plazo. Ademas, hay que llamar la atencién sobre un punto: en un problema a largo
plazo en un futuro inmediato, el primer intervalo es especial, porque en sus resultados se
va a basar el problema de corto plazo, y los restantes intervalos sélo delimitan un marco
para considerar el futuro posterior. Con el diseno de simulacién que se ha efectuado, no
existe esta diferencia entre los intervalos; en todos ellos se aplica la politica de la misma
manera, para todos se genera y de todos se extrae el coste subsiguiente. La razon para
haber escogido esta opcion es que la magnitud que se minimiza es, al fin y al cabo, el coste
esperado total, por lo tanto resulta ser la opcién mas logica.

Una de las caracteristicas que ha contribuido mas a la popularidad de la simulaciéon
frente a otros modelos matematicos mas analiticos es que permite incluir un gran nivel de
precisién en el modelo. Por lo tanto, existen ciertas hipotesis que no tienen porqué ser
mantenidas, de la misma manera que se pueden incluir aspectos del sistema que, a la hora
de codificar la funcion de coste esperado, no pueden ser considerados. El caso mads claro
es la relacion entre las variables de aportacion natural. Esta claro que, dado un punto de
aportacion, la serie de valores de aportacion en este punto intervalo tras intervalo marca
un cierta relacion en el tiempo, aunque esta relacion no es de dependencia total, como se
postula en el modelo multiarticulo. Si mantuviéramos escrupulosamente esta hipotesis en
el modelo de simulacién, bastaria que fuera conocido un valor de cualquiera de las variables
para que todas las demas estuvieran fijadas. En su lugar, cuando se simula una politica se
ha procurado estar en una posiciéon mas cercana a la real: por ello, las aportaciones en un
intervalo dependen de las del anterior, pero sélo parcialmente.

Tal vez esta postura no sea correcta, pero indudablemente tampoco lo seria conservar
una hipodtesis que sélo tiene sentido en un modelo de optimizacién. Por lo menos, adop-
tando este planteamiento, el modelo de simulacién intenta acercarse en la medida de lo
posible a la situacién real; si no fuera asi no seria un referente aceptable para estudiar la
validez de los resultados de las funciones de E[C].

Veremos en primer lugar como se considera la dependencia parcial entre las aporta-
ciones de diferentes intervalos. A continuacion se describe el procedimiento para ajustar
los valores de las descargas y los voltumenes, y finalmente el algoritmo de simulacion.

9.3.8.1 Aportaciones condicionadas

Los valores de los cuantiles de las aportaciones, I’* (para un intervalo 7, un embalse
n y un articulo k), pueden hallarse de distintas formés, segun se expone en el capitulo
4: el procedimiento QP4 que se describe alli ha servido para generar los valores de las
distribuciones que se utilizan en el ejemplo con el que se ilustra el uso de la simulacién,
aunque otros procedimientos son semejantes.

Una vez determinadas las distribuciones de bloques de estas variables, se estiman las
funciones de densidad conjunta (FDC). Las FDC se utilizan para hallar la distribucién
de probabilidad de una de ellas cuando se sabe que las demads variables estan fijadas. En
nuestro caso solo se van a considerar FDC de dos variables, aportaciones de intervalos
consecutivos y en el mismo punto, a pesar de que existen argumentos para justificar que
la dependencia de estas variables se remonta varios intervalos atras. De todas maneras,
estimar FDC de mas de dos variables exigiria disponer de muchas observaciones y, en este
aspecto, la informacién suele ser muy escasa. En cuanto a las aportaciones en el mismo
intervalo, se mantiene la hipdtesis de dependencia total.
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Las FDC de cada par de variables se calculan por los procedimientos de Reajuste de
la Aproximacién (RP) descritos en el capitulo 5. Por tanto, se dispone de las distintas
funciones:

frioonia(2,y), i=1...Ni, n=1...Nr

La expresion de la funcion de densidad condicionada es, como ya se ha expresado

antes:

ffi—1,n,fi,n(x7 y)
fIi,n|Ii—1,n:$(y) - f[i_lyn(x)

Se recuerda que la variable condicionada tiene una funcion de densidad de K — 1
bloques, pero si las dos variables no son independientes entonces no comparte con I; ,, el
mismo vector II de probabilidades (en otras palabras, las alturas de los bloques pueden

ser diferentes, ya que sus anchuras son fijas). Por tanto, los valores I?I;;Ui—l,n = x dejan

de ser cuantiles de las probabilidades 7,7 + 72,... y, en consecuencia, en cada embalse
se estarian sumando volimenes de agua que no corresponden a la misma probabilidad. A
causa de este hecho se producen desajustes que es necesario reparar. Este es uno de los
mas complicados problemas que aparecen al desarrollar el modelo de simulacion (y debido
a la innovacion introducida con el dnimo de hacer més realista el modelo).

Podemos exponer con un ejemplo la situacion. Supongamos una cuenca con dos
embalses, R1 y R2, estando R1 aguas arriba respecto R2. Ambos descargan agua que
puede ser utilizada para generar electricidad, y el agua proveniente de R1 va a parar a
R2. En determinado intervalo consideramos que el estado del sistema viene dado por las
variables multiarticulo:

— descarga, dy y ds
— aportacion, Iy y I
— volumen inicial, vy y v9
— volumen final, V; y V5
Las unidades de las variables son unidades de volumen respecto la longitud del inter-
valo (por ejemplo, Hm”).
La Fig. 9.2.a) puede servir para situar estos arcos dentro del sistema. Los valores que
tienen asignados los cuantiles de las variables son:

~ dy: {36,58,75,90}

~ dy: {40,80,110,130}

~ Iy: {26,53,65,88}

~ Iy: {19,42,56,68}

— vy: {120,133,164,190}

— vg: {45,50,54,62}

~ Vi: {110,128, 154,188}

~ Va: {60,70,75,90}

Como resulta evidente, K es igual a 4; las probabilidades por bloque se suponen

igual a —, excepto para las aportaciones. Debido a que se suponen condicionadas por los

respectivos valores de aportacion en el intervalo anterior, el vector II que les corresponde
ha variado:
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Figura 9.2 : FEjemplo de aplicacién de una politica. a) cuenca de dos embalses con
sus arcos. b) aplicacion estricta (los arcos negativos son consecuencia

de la falta de balance). ¢) resultado del ajuste.

para I : {0.475,0.3,0.225}

para I, : {0.27,0.38,0.3}

Supongamos ademas que los volumenes iniciales vy y vy vienen fijados por el ajuste
realizado en el intervalo anterior, siendo estos valores 142 y 48 respectivamente.

La simulacion de las descargas correspondientes a este intervalo empezaria generando
valores acordes con las diferentes distribuciones de probabilidad presentes en el sistema.
Puesto que asumimos que son totalmente dependientes, partimos de un solo valor de
probabilidad («), a partir del cual hallaremos los diversos cuantiles de cada variable. En
la Fig. 9.2.b) se muestran los valores que resultan con o = 0.6. No es complicado hallar
un cuantil de una variable de bloques; por ejemplo:

— para V3: 0.6 = 0.3+ 0.26 = 7 + 0.8m3 — 110+ (128 — 110) + 0.8(154 — 128) = 148.8
— para I1: 0.6 = 0.475+0.125 = 71 + 0.416m2 — 26+ (53 — 26) + 0.416(65 — 53) = 58
Los arcos oblicuos que parten de R1 y R2 contienen el defecto de balance en cada

nodo, puesto que los valores obtenidos no son factibles, debido a que las aportaciones han
sido modificadas por condicionamiento y los voltumenes iniciales estan fijados. Asi:

— R1: 142458 — 71.6 — 148.8 = —-20.4
-~ R2: 484+ 71.6453.6 —104 — 74 = —4.8

Puesto que las variables libres son las descargas y voltumenes finales, buscamos una
solucion de compromiso pero que se mantenga tan cerca como sea posible del nivel . En
términos de probabilidad, esto es posible expresarlo a través de las funciones de distribucion
de dy,dy, V1 v Vi (que son variables aleatorias), tal como:

min  (Fy, (1) = )" + (Fao(22) = a)” + (Fia(23) = )" + (Fy(24) — @)
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lo cual se entiende como la minimizacién de la distancia (dada por la norma euclidea)
entre el nivel deseado « y la probabilidad que devuelve la funciéon de distribucion en los
distintos puntos a1, 22,23 y x4 (correspondientes a dy,dz, Vi y V2). Usar esta expresion
tiene la ventaja de que la probabilidad uniformiza el residuo que corresponde a cada arco,
lo cual no sucede con el flujo, que puede afectar a la funcién objetivo de manera irregular
si hay presentes grandes diferencias de magnitud entre los diversos arcos.

Las incégnitas X de este problema estan sujetas a las ecuaciones de balance de flujo
de la red, y también a los limites que acotan a cada variable (flujo y volumen maximo y
minimo). Para este sencillo problema consideraremos estas dos ecuaciones:

1 + r3 — 200
iz + Ty — 1 = 101.6

La solucién aparece representada en la Fig. 9.2.c). La funcién objetivo en el éptimo
es igual a 0.05965, y las variables han tomado los siguientes valores:

— 11=67.45. Fy,(x1) = 0.5186
— 12=95.29. Fy,(x2) = 0.5032
— 13=132.55. Fy,(x3) = 0.3917
— 14=73.76. Fy,(x4) = 0.5839
Se puede proponer otra solucién, que consiste en minimizar una funcion de los flujos
estandarizados. Para ello hay que dividir el valor del flujo por la desviacion estandar
de cada variable. Esto no garantiza que obtengamos el punto mas cercano al nivel «;
sin embargo, es una alternativa que con mucho menos esfuerzo computacional consigue
resultados casi equivalentes (téngase en mente que, aunque los problemas a resolver son

de muy pequenias dimensiones, se trata de un gran nimero de ellos). Podemos plantear
esta segunda visién de la siguiente forma:

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
min (:1;1 — Fd 1(a)> N (:1;2 — Fd21(a)> N (:1;3 — Fvll(a)> N (:1;4 — Fv2l(oz)>
X o4, 04, ov, av,

siendo F);l() la funcion inversa de la funcion de distribucién de la variable X. Notese
que, puesto que « esta fijado, estos valores son constantes (ademas, son los obtenidos como
consecuencia de una aplicacién estricta de la politica). Por tanto, la funcién resultante
es una forma cuadratica, mientras que la funcién anterior podia ser una funciéon mucho
peor. Mas adelante se tratara este aspecto con detalle. Acabemos este ejemplo diciendo
que la minimizacién de este problema da lugar al 6ptimo {67.15,95.51,132.85,73.24}, que
devolveria si se aplicase a la primera funcion un valor solo ligeramente superior: 0.060886.

9.3.8.2 Reajuste de los arcos

Como el ejemplo del apartado anterior ha dejado ver, el paso principal del algoritmo
de simulacién es compatibilizar los flujos de los arcos con las condiciones impuestas por
las aportaciones (y quiza otras). En general, los arcos de descarga, bombeo, vertido y
los de almacenamiento no tendran unos valores apropiados si son proporcionados por la
politica aplicada al pie de la letra, tomando valores x; tal que P(X; < 2;) = « para cada
arco 7, dado que las distribuciones de las aportaciones han sido alteradas por el grado de
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dependencia parcial existente entre si. En consecuencia, no habria balance en el flujo de
cada nodo, y la soluciéon no seria aceptable en modo alguno.

La solucién que se ha buscado a este problema se ha encontrado en diferentes formas,
unas mas satisfactorias que otras. Se pueden plantear bajo los siguientes angulos:

e desde el punto de vista computacional:
— podemos elegir entre la minimizacion de la norma del residuo de la probabilidad,
— o entre la minimizacién de la norma del residuo de variables estandarizadas.
o desde el punto de vista estratégico:
— se reajusta el flujo en cada intervalo iterativamente,
— o se reajusta en una sola vez para todos los intervalos.

El primer punto de vista encuentra una referencia clara en el ejemplo presentado mas
arriba. En cuanto al segundo, se trata de las dos opciones naturales que se pueden dar,
aunque resulta dificil establecer a priori cudl ofrece mas ventajas. En pocas palabras, se
trata de ver si es mejor resolver muchos problemas pequenos, o uno solo y mayor. De
todos modos, hay que dejar claro que no son dos opciones equivalentes, puesto que con la
primera, al calcular los valores 6ptimos de los volimenes finales en un intervalo, se estan
fijando los volumenes iniciales del siguiente intervalo. Este efecto que introduce una cierta
jerarquia entre intervalos no se produce con la segunda opcién, en la que cada arco de
volumen interviene como variable libre en el balance de dos intervalos.

De todas formas, puesto que la resolucion conjunta de todo el periodo se asemeja
mas a la forma de operar de la funcién objetivo del problema de minimizacion del CPP, y
también por haber observado que se produce una cierta eficiencia computacional al resolver
problemas mas grandes, nuestras preferencias se han dirigido hacia la segunda alternativa.

Veamos a continuacién como se aborda el problema de la representacion de la funcion
de distribucién de una variable de bloques, cuestién que surge cuando se trata la mod-
elizaciéon bajo la primera forma de minimizacién de la norma del residuo. Supongamos que
tenemos Na arcos en la cuenca hidraulica real, Nr embalses y Ni intervalos, y x representa
el vector de variables a optimizar. Si resolvemos un intervalo cada vez, el problema se
plantea de la siguiente manera:

Na-+ Nr 2 i 2
' Fy (22— = 9.1
o 5 (e (252) ) o

st. Bx=S5

x <x<X

donde Fx,(-) es una aproximacién de Fi,(+), de la que se hablard més adelante; B expresa
la matriz de incidencias nodos-arcos de la cuenca hidraulica, sin considerar volumenes
iniciales ni aportaciones, los cuales aparecen en el término S. « es un valor aleatorio entre
0 y 1 generado por el simulador y, finalmente (9.3) pone cotas inferiores y superiores a las
variables, teniendo en cuenta los valores maximos y minimos de sus distribuciones.

Si la opcidn es resolver el problema sobre la cuencia hidraulica replicada temporal-
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mente, entonces escribiremos:

N*

min Z (in

=1

2
T —
— : 9.4
) ) s
s.t. B'x*=5"

x" <x* <x*

TN

siendo N* = Na- Ni + Nr(Ne — 1), y «*, B*, S* y los demas simbolos los correspondientes
al problema extendido a todo el periodo. Para beneficiar la estabilidad numérica en la
evaluacién de Fx,(+) se ha optado por centrar y reducir cada variable, lo cual se efectiia
substrayendo la media p; y dividiendo por la desviacion estandar o;. La probabilidad
an(;) depende del intervalo al que se refiera el arco ¢ (lo cual se denota segun N(¢)); se
supone para las voliimenes que estan incluidos en el intervalo en el que son volumen final.

La razon por la que no se utiliza Fx, () es porque no se trata de una funcién difer-
enciable, con lo que la resolucién de los problemas anteriores se encontraria con muchas
dificultades. Por esta causa se ha construido una aproximacion continua y derivable de
la funcion de distribucién de una variable de bloques, formada a partir de segmentos lin-
eales alternados con funciones no lineales. Estas funciones son polinomios cibicos, cuyos

coeficientes se pueden determinar facilmente a partir de los siguientes supuestos:
— el polinomio es una funcién dada por ¢g + c1x + cox? + cz2®

— los puntos sobre los que se quiere que este polinomio esté definido son el intervalo
[€1,22] (con @1 < x2)

— el valor del polinomio en los extremos del intervalo, x| y w2, es by y bs respectivamente

el valor de la pendiente del polinomio en los extremos del intervalo es p; y ps respec-
tivamente

Puesto que la evaluacién de F x(+) en los segmentos no lineales lleva consigo un cierto
error (solamente la estimacion es correcta en los segmentos lineales), se debe intentar que
el dominio de definicion [z, 2] de cada curva sea lo mas pequeno posible. La asignacion
de los coeficientes ¢;,2 = 0...3 procede de las siguientes expresiones:

2(by —b1) + (x1 — 22)(p1 + p2)

(21 —22)"
ey — (P14 2po)at +3(by — bi)(w1 +a2) + gpl — p2)rixz — (p2 +2p1)3
(w1 - @z) (9.7)
o = r122(21(2p1 + p2) + 6(by — 1) — 51??)(2292 + p1)) + p2af — pray
(z1 — 22)
o — _Talr2p2 = o) = wp(tipy —b) + $1$2(3§$152 — Tab1) + w1w2(p1 — p2))
(w1 — x2)

La funcién de distribucién Fx(-) de una variable de bloques X tiene la expresién que
aparece en (3.2) y la forma que ilustra la Fig. 3.1.b). Las discontinuidades en la derivada
a las que se ha hecho mencién sélo se dan en los cuantiles X% k = 0... K — 1, pero
también es posible que en uno de estos puntos Fx(-) pierda la continuidad si se produce
una acumulacién de probabilidad puntual. Cuando esto ocurre, se tiene que X¢—1 = X 0%
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Ix Fx

i
2 Ll

7T1+7T2 | /
" ™ ) /
—= X : —= X

XO X01:X02 X03 XO X01:X02 X03
a) b)
Figura 9.3 : Variables de bloques con acumulacién de probabilidad. a) funcién

de densidad. b) funcién de distribucién.

para un cierto k, lo que equivale a decir que X* = 0.

En la Fig. 9.3 se aprecia a qué nos estamos refiriendo. La figura a) representa una
funcién de densidad en la que coinciden el cuantil 7y y el cuantil 71 + 72; como este
punto resulta tener una probabilidad igual a m;, representamos su densidad —infinita—
como un impulso. En la figura b) la misma idea es representada a través de la funcién de
distribucién de dicha variable, en la que destaca el salto en el punto en cuestion, dado que:

lim Fx (X —¢)=m

e—0T

FX(XOI) = FX(XOZ) =7 —|—7T2

Las discontinuidades en la derivada son relativamente simples de salvar y, de hecho,
es suficiente con un segmento parabdlico. No es dificil comprobar que en las ecuaciones
(9.7) se anula el coeficiente de tercer grado ¢z si se dan las siguientes condiciones:

— Fx(-) es continua en X ¥

1
- X% = 5(:1;1 + x3), es decir, el cuantil estd en el centro del intervalo dominio de la
curva

Este hecho tiene su importancia ya que, en general, la distancia entre xz; y xo es
muy reducida y, en consecuencia, los coeficientes de cada polinomio (que son inversamente
proporcionales al cubo de esta distancia) toman valores grandes, pudiendo ser causa de
inestabilidad numérica en su tratamiento posterior. Con el empleo de formas cuadraticas,
este riesgo pasa a ser minimo.

El mayor problema viene cuando se produce una acumulacion de probabilidad. En ese
caso hay que recurrir forzosamente al ajuste de una curva de tercer grado. Como es habitual
que se generen politicas de flujos con coincidencia de cuantiles (y es un efecto inevitable,
va que en el éptimo abundan las variables que se encuentran en su cota minima de 0), se
ha observado que el uso de este tipo de aproximacién de la funcién de distribucion, si bien
obtiene resultados validos, conlleva una cierta “lentitud” en la resolucién de los problemas,
y no pocas veces se acaba el proceso sin cumplir las condiciones que se exigen a un minimo
local.

Por tanto, el método que ha merecido més confianza es el que se puede plantear de la
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sigulente manera:

Na-+ Nr —1
. vi — Fy (@)
mnin _ 98
s.t. (9.2)
(9.3)

o bien, segun el modelo extendido temporalmente:

N* -1 2
. r; — Fx (ang))

: 9.9
w2\ 09
s.t. (9.5)

(9.6)

que poseen la buena cualidad de tener como funcién objetivo una expresion cuadratica
convexa. Evidentemente, estos problemas son resueltos con muchisima mayor rapidez y
garantia que aquellos.

9.5.8.8 Algoritmo de simulacion

El nicleo de un simulador es un procedimiento que se repite un cierto ntmero de
veces, y que produce resultados independientes entre si partiendo de la misma situacion
inicial. En nuestro caso debemos contar con toda la informacién relativa a la cuenca
hidraulica, incluyendo una politica (no importa si es éptima o no) y las distribuciones
de probabilidad para las aportaciones, con sus FDC, lo que podemos considerar como la
informacién principal.

Este proceder repetitivo produce una muestra aleatoria simple de valores de coste.
Debido a la implementacion del simulador, no es evidente que el coste que se genera de
esta manera sea el mismo coste que los programas de optimizacién de la hidrogeneracion in-
tentan minimizar, actuando sobre su esperanza. En efecto, la funcién objetivo (cualquiera
de ellas) de estos programas es una codificaciéon de una expresion matematica que identi-
ficamos como esperanza del CPP. Estrictamente hablando, para calcular la esperanza de
una variable es necesario conocer su funcién de densidad y hallar una determinada inte-
gral. Sabiendo que nuestras expresiones de la esperanza del coste no son mas que meras
aproximaciones, supone tomarse un poco de libertad denotar como E[C] este valor. Hasta
ahora este enfoque no resultaba incoherente; sin embargo, ahora conviene precisar un poco
mejor. Por esta razon, al valor de la funciéon objetivo (supuestamente, el coste térmico de
produccién esperado) le llamaremos ¢é. Y entenderemos que C es la variable aleatoria de
coste seguin se ha implementado en el simulador, y que por simulacion somos capaces de
extraer valores de esta variable, los cuales denotamos como ¢,. Asi:

Q=A{e, |r=1...Nc}

es una muestra de valores extraidos de C mediante Nc¢ repeticiones del simulador. Si el
tamano de la muestra es suficientemente grande, entonces con las observaciones de {2 se
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puede hallar un intervalo de confianza para la esperanza de C:

N — 196 Ene + 1.96—F

V/Ne VNe

donde ¢n. es la media muestral de €2, y s¢ su desviacién estandar. Dentro de este intervalo

se espera encontrar, en el 95% de las ocasiones, el valor de ¢, si es que nuestra codificacion
de E[C] es correcta.

Expondremos a continuaciéon un esquema de algoritmo para el ntcleo del simulador
cuando se consideran separadamente los intervalos:

[0] Se supone que estamos en la repeticién r (1 < r < Ne):
Inicializar el contador de intervalo ¢ a 1; inicializar el coste
¢y = 0; inicializar v con el volumen inicial, conocido para cada
embalse.
Obtener un valor « de una distribucién U|0, 1]; extraer el cuan-
til o de cada distribucién de aportaciones correspondientes al
intervalo 1.
Hallar el flujo para V y todos los arcos que forman parte de la
cuenca, de acuerdo con la politica presente.
Calcular g, suma de las generaciones producidas por cada arco
de descarga, usando v y 'V como volumen inicial y final en el
intervalo 7 respectivamente.
Incrementar ¢, con el coste de produccién dado por Aq ;9 +
/\2,i92-
[6] Sii = Ni entonces retornar ¢, y final. Si no, seguir con el
paso [7].
Encontrar la distribucién condicional de las aportaciones nat-
urales del intervalo ¢ + 1 respecto a los valores presentes de
aportacion; tomar v como V; incrementar ¢ en 1; volver al
paso [2].
Se entiende que v y V siguen teniendo el sentido que se les ha asignado en el capitulo
8, s1 bien en este contexto son un vector de dimension Nr, como sugiere el hecho de que
aparezcan en negrita. Podemos senalar que es en el paso donde se resuelve el problema
que puede venir dado por (9.1)-(9.3) o por (9.8),(9.2),(9.3), segtn sea el método empleado
para reajustar los flujos.

Exponemos a continuaciéon como se calcula un cuantil de una distribucion de bloques:

[0] Para determinar el cuantil ¢, de una variable de bloques X:
Encontrar j tal que:

J-1 J
g T < o < E T
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Calcular:
J—1 o J—1 .-
k _ Luk=1 ‘
o= XF g O L= T gy

El esquema basado en el sistema alternativo es como sigue:

[0] Se supone que estamos en la iteracién r (1 < r < Ne):
Para:=1... Nt repetir:
Obtener un valor «; de una distribucién U[0, 1]; extraer el

cuantil «; de cada distribucién de aportaciones correspon-
dientes al intervalo ¢. Si¢ = 1 escogemos la distribucion de
partida; si no, la distribuciéon condicionada de las aporta-
ciones (calculada en la iteracién anterior).

Encontrar la distribucion condicional de las aportaciones
naturales del intervalo 141 respecto a los valores presentes
de aportacion.

Hallar el flujo para los arcos de la cuenca replicada (incluyendo
los de almacenamiento), de acuerdo con la politica presente.

Inicializar el coste ¢, = 0; para ¢ = 1... Ne repetir:

Calcular g, suma de las generaciones producidas por cada
arco de descarga y los volumenes Vi_1 y Vj.

Incrementar ¢, con el coste de produccion dado por Ay ;94
/\2,i92-
Retornar ¢, y final.

En este caso, la notacién mas apropiada es la original, en la que se indexa a los arcos
de volumen respecto al intervalo; indicar nuevamente que se trata de vectores de dimension
Nr. Por otro lado, el paso es el lugar en donde se resuelven los problemas descritos
segtin (9.4)-(9.6) o por (9.9),(9.5),(9.6).

Sobre ambos esquemas se puede hacer una observacién. Cuando un procedimiento de
simulacion se ejecuta, asume que conoce las distribuciones de probabilidad de los fenémenos
aleatorios que intervienen en el sistema que esta siendo simulado o, por lo menos, una
aproximacion de ellas. En todo caso, el procedimiento utiliza algiin método para generar
valores que se supone proceden de tales distribuciones, lo cual no es ningtin problema puesto
que los métodos empleados (por ejemplo, para una variable normal, una gamma o una beta)
son perfectamente fiables. En el modelo que nos ocupa, las variables interaccionan entre
si, ya que estan sometidas a unas restricciones de balance de flujo, de modo que el clasico
procedimiento de generar los valores al azar no es valido, a pesar de que generarlos a partir
de una variable de bloques no presenta la menor dificultad. Actualmente, las extracciones
de las variables de flujo (sin contar con las aportaciones) proceden del resultado de un
problema de optimizacién. La duda que trae consigo el procedimiento presentado es si se
puede garantizar que las variables implicadas se generan aleatoriamente y, por tanto, son
completamente representativos los valores de coste asi obtenidos. Los resultados que se
ofrecen no permiten responder con claridad esta cuestiéon ya que, si bien se ha comprobado
que existe algun sesgo de signo indeterminado en la media de los valores generados, es
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posible que los costes finales resulten ser efectivamente representativos de los costes reales.
Por otra parte, este defecto que se comenta afecta al objetivo primordial, que era verificar
la desviacion de la codificacién del coste de produccion esperado.

9.3.4 Resultados computacionales

Las tablas 9.VII-9.IX presentan la primera vision relativa al comportamiento de los
programas que han optimizado la situacién descrita anteriormente, y un paso de simulacién
posterior, mostrando:

a) el valor del éptimo de la respectiva funciéon objetivo ¢, y

b) un intervalo de confianza para el coste medio, deducido a partir de la politica éptima
resultante.

El valor de p (la correlacion entre generaciones del mismo intervalo para calcular la
esperanza del producto) utilizado en los programas mbgj y mbgk ha sido de 1. Como
veremos, no parece interesante probar con otros valores, al menos en el caso tomado como
ejemplo.

El método de simulacién ha considerado el procedimiento expresado en (9.9), (9.5),
(9.6). Las simulaciones que han dado lugar a los intervalos de confianza han empleado
todas ellas 5000 extracciones de coste, a partir de las cuales se ha calculado el intervalo. La
eleccion de este valor ha sido arbitraria; sin embargo, se ha tenido en cuenta principalmente
que se tratara de un valor elevado, con el fin de conseguir una dispersion limitada en el
intervalo de confianza.

160} nbgj

140}

120}

100} b g k
TCPU g1

601

401

/// mbgg

Figura 9.4 : Tiemposde ejecucién (segs.) de los programas para hallar el 6ptimo.
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~
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La primera conclusion que cobra fuerza es que la version mbgg obtiene unos resultados
cuya evaluacion de la funcion objetivo es netamente diferente de los correspondientes a las
otras dos versiones, e independientemente del ntimero de articulos empleado. Se observa
que las primeras soluciones son del orden de -1.9-10'°, mientras que el resto fluctiian
alrededor de -1.6-10'°. Sin embargo, los intervalos de confianza obtenidos —bastante
similares— prueban que las soluciones en si no deben ser muy distintas, y que lo mas
verosimil es que la diferencia se deba a la manera de evaluar el CPP. Por otra parte, los
tiempos de ejecucion mas rapidos son, como se esperaba, los de mbgg, seguido por mbgk y
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por mbgj; en media, mbgg es 2.77 veces mas rapido que mbgk, y 4.36 veces mas que mbg]j
(ver Fig. 9.4).

Tabla 9.VII. Resultados de mbgg e intervalos de confianza

Tabla 9.VIII. Resultados de mbgj (p = 1) e intervalos de confianza

Tabla 9.IX. Resultados de mbgk (p = 1) e intervalos de confianza

K c Int. conf. (o = 0.05)

3 |-1.92562-10% | (-1.58902-10'°,-1.54912-101?)
4 | -1.88142-10'% | (-1.58484-101°-1.54732-101%)
5 | -1.90217-10° | (-1.62216-10"°,-1.58669-10')
6 | -1.91574-10%" | (-1.61996-10'°,-1.58575-101?)
7 | -1.92081-10' | (-1.63587-10'°,-1.60234-101?)
8 | -1.92619-10% | (-1.65154-10',-1.61851-101?)

K ¢ Int. conf. (o = 0.05)

3 | -1.56368-10'° | (-1.60645-10'° -1.56576-101)
4 | -1.56866-10'° | (-1.59593-101°-1.55711-101%)
5 | -1.60485-10° | (-1.62897-10'°.-1.59300-10'?)
6 | -1.62876-10'° | (-1.63437-10'°.-1.59906-10')
7 | -1.64362-10'° | (-1.63603-10'°-1.60128-10'?)
8 | -1.65275-10% | (-1.63442-10'° -1.60053-101?)

K c Int. conf. (o = 0.05)

3 | -1.58936-10' | (-1.59396-10'°,-1.55303-101?)
4 | -1.59200-10'° | (-1.60301-10'°-1.56410-10'%)
5 | -1.62914-10%" | (-1.62013-10'°,-1.58424-101?)
6 | -1.65516-10'" | (-1.62076-10'°,-1.58604-101?)
7 | -1.66987-10' | (-1.61640-10'°,-1.58263-101?)
8 | -1.67963-10° | (-1.62204-10"°,-1.58819-10'?)

En la Fig. 9.5 se muestra la misma informacion que en las tablas 9.VII-IX (aunque los
valores numéricos se hallan escalados por un factor -10'%); Las letras A, B y C se refieren
al valor de ¢, y los segmentos dibujados reproducen los respectivos intervalos de confianza
para cada uno de los valores de K. Asi, los segmentos con linea continua estan asociados
a la letra A y a la salida de mbgk, los que aparecen con linea discontinua corresponden a la
B y a mbgg, vy los de linea punteada a la C y a mbgj. Resulta evidente la diferencia entre
los optimos de mbgg y los restantes.
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Figura 9.5 : Resultados de la optimizacién e intervalos de confianza. Las letras A,
B y C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,
mbgg y mbgj (p = 1); los segmentos son los intervalos de confianza

respectivos.

Si bien la impresion de que el método original infravalora el coste de produccion
térmica es correcta, vale la pena apuntar que los otros dos métodos tampoco parecen
evaluar correctamente, al menos, segin lo que establecen los intervalos de confianza en-
contrados por el procedimiento de simulacion. Segun los resultados obtenidos, el valor ¢
procedente de mbgj entra dentro del intervalo de confianza con K=4, 5 y 6, mientras que
el optimo de mbgk solo entra con =3 y 4. Nuestra experiencia nos ha mostrado que con
cuencas mas pequenas se pueden obtener resultados todavia menos convincentes, si bien es
dificil establecer si la causa se debe al tamano de la cuenca, a las aportaciones presentes o
mas bien a la magnitud de la politica (si el método de simulacion carece, por construccion,
de la robustez precisa, alguno de estos puntos puede afectarle negativamente). También el
azar de la simulacién puede intervenir de manera importante, obteniendo intervalos difer-
entes y trastocando los resultados anteriores. No obstante, la variabilidad de la simulacion
es limitada, de modo que con el tamano de muestra escogido se pueden hacer conclusiones
con una base suficientemente sélida. Conviene tener presente que la variabilidad observ-
able en los intervalos de la Fig. 9.5 es falsa, ya que cada caso (segin programa o niumero
K) se basa en una solucién diferente, la propia, por lo cual no son comparables.

Respecto a los modelos alternativos, se ha de notar que el valor del CPP devuelto por
mbgk, que adopta la hipdtesis de dependencia fuerte entre las variables, siempre esta por
debajo del de mbgj, el cual supone una hipotesis de independencia entre las variables. Tal
como se observo en la simulacién del caso simple, en el principio del capitulo, el modelo
con dependencia parcial es un caso intermedio entre el que ofrece valores mas grandes
(negativos, en términos de coste) para la implementacién original y los menores para el
caso que trata con independencia. Con respecto a la referencia que supone el intervalo de
confianza, este 1ltimo es el caso que resulta mejor estimado.
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Es interesante hacer notar cémo influye el uso de K en el resultado de los programas. Si
exceptuamos el que proviene de tres articulos, mbgg consigue optimos similares, ligeramente
crecientes —en valor absoluto— pero tendiendo aparentemente a algin valor estable. Un
analisis semejante se desprende de los resultados de las versiones mbgj y mbgk. En cualquier
caso, las soluciones obtenidas con un niimero pequeno de articulos se manifiestan como
las mds sensibles y posiblemente son las que contienen el mayor error. Tres o cuatro
articulos pueden ser insuficientes, aunque de la experiencia ganada por los anios se tiene la
impresion de que incrementar el valor de K a valores mayores que los que aqui aparecen
no compensaria el coste derivado en tiempo y recursos computacionales requeridos para
resolver problemas de esta clase; cuestion aparte es que, en problemas hidraulicos, no
abundan los datos histéricos (en este ejemplo, las distribuciones de aportaciones se han
derivado a partir de una recopilaciéon de 19 anos),

Puesto que la simulacién no parte de que la politica en consideracion es 6ptima o no,
es posible adoptar una funcién diferente que la del coste C. En este caso resulta ilustrativo
mostrar el coste separado en dos partes: la primera corresponde a la componente lineal,
asociada a los coeficientes Aj, que sélo toma en cuenta la esperanza de la generacion.
Lo denotaremos como A E[G]. La segunda parte es la componente cuadratica, ligada a
los coeficientes Ay, que considera las esperanzas del cuadrado de la generacién y también
del producto de generaciones. Se denotard como \E[G?]. A continuacién, se muestran
los resultados obtenidos con nuevas simulaciones, a partir de las mismas politicas, pero
teniendo en cuenta separadamente las componentes de coste (las simulaciones anteriores,
las de primer grado y las de segundo grado son independientes); en las tablas 9.X a XII
aparecen los datos referidos a la componente lineal, y en las tablas 9.XIII a XV las de la
componente cuadratica.

Tabla 9.X. Término lineal de mbgg e intervalos de confianza

K M E[G] Int. conf. (o = 0.05)

3 | -2.51924-10% | (-2.30621-10'°,-2.23349-101?)
4 | -2.42789-101° | (-2.26534-101°,-2.19338-101°)
5 | -2.42835-10%0 | (-2.31482:10'0,-2.24493-101?)
6 | -2.42445.10%0 | (-2.29915-10'°,-2.23069-101°)
7 | -2.41675-10% | (-2.28957-10'°,-2.22090-101°)
8 | -2.42190-10"° | (-2.26865-10'?,-2.20138-10'?)

Las Fig. 9.6 y 9.7 muestran graficamente los resultados expuestos en forma tabular. El
analisis de la parte lineal tiene interés, ya que esta componente es dominante sobre la parte
cuadratica, generalmente de bastante menor peso. El esquema observado en la Fig. 9.5
se reproduce de forma parecida en la Fig. 9.6, si bien hay que destacar que la distancia
existente entre las soluciones de mbgg por un lado y mbgj y mbgk por el otro no esta tan
marcada (efecto incrementado por el hecho de que los dos métodos llamados alternativos
también se distancian entre si). Se respeta el orden B-A-C que ya se habia hecho notar
antes. Asi mismo, los intervalos de confianza se han ampliado considerablemente (senal
de que ha aumentado la variancia del “coste” lineal). De hecho, es logico que sea asi: el
coste es el resultado de la suma de dos términos de signos opuestos, y muy relacionados
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Tabla 9.XI. Término lineal de mbgj e intervalos de confianza

K M E[G] Int. conf. (o = 0.05)

3 | -2.25688-10% | (-2.35127-101°.-2.27966-101°)
4 | -2.21010-10" | (-2.2290510'°,-2.16028-10'7)
5 | -2.20703-10° | (-2.22477-10'°.-2.15998-101)
6 | -2.20046-10'0 (—2.19103-1010,—2.12898-1010)
7 | -2.20083-10' | (-2.16975-101°.-2.10863-101)
8 | -2.20462:10' | (-2.16063-10'°,-2.10100-10'°)

Tabla 9.XII. Término lineal de mbgk e intervalos de confianza

K M E[G] Int. conf. (o = 0.05)
3 | 2.32765-1010 | (-2.28926-1019,-2.21848-10'7)
4 |-2.27625-101° (—2.19567-1010,—2.12824-1010)
5 | -2.26087-101 | (-2.18337-1019,-2.12062-10'7)
6 | -2.26628-1010 | (-2.11841-101°,-2.06003-10'7)
7 | -2.26638-1010 | (-2.14980-10'°,-2.09021-10'7)
8 | -2.27581-10% | (-2.08058:10'°,-2.02530-101)
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Figura 9.6 :

Término lineal del CPP e intervalos de confianza. Las letras A, B

y C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,

mbgg y mbgj (p = 1); los segmentos son los intervalos de confianza

respectivos.

entre ellos (de manera semejante a como lo serfan —E[G] y E[G?]). Como su relacién es,
en términos estadisticos, negativamente correlacionada, resulta que la variancia de la suma
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Tabla 9.XIII

. Término cuadratico de mbgg e intervalos de confianza

K M E[G?] Int. conf. (o =0.05)

3 10.59361-10'° | ( 0.67227-10'°, 0.70669-10'7)
4 | 0.54646-10'° | ( 0.65500-10'°, 0.69281-101?)
5 | 0.52617-10'° | ( 0.65691-10'°, 0.69399-10'7)
6 | 0.50870-10'° | ( 0.61618-10'°, 0.65251-10'7)
7 10.49594-10'° | ( 0.58651-10'°, 0.62333-10'7)
8 | 0.49571-10'° | ( 0.58156-10'°, 0.61796-10'7)

Tabla 9.XIV. Término cuadratico de mbgj e intervalos de confianza

K M E[G?] Int. conf. (o =0.05)

3 1 0.69320-10'° | ( 0.66145-10'°, 0.69334-10'7)
4 | 0.64144-10'° | ( 0.60930-10'°, 0.64194-1019)
5 | 0.60219-10'° | ( 0.56617-10'°, 0.59661-10'7)
6 | 0.57170-10'° | ( 0.51481-10'%, 0.54312-10'7)
7 | 0.55721-10' | ( 0.50733-10'°, 0.53606-10'7)
8 | 0.55187-10'% | ( 0.48560-10'°, 0.51243-10'7)

Tabla 9.XV. Término cuadratico de mbgk e intervalos de confianza

K M E[G?] Int. conf. (o =0.05)

3 10.73828-10' | ( 0.65859-10'°, 0.69070-10'7)
4 | 0.68425-10'° | ( 0.56279-10'°, 0.59321-101)
5 | 0.64072-10'° | ( 0.53569-10'°, 0.56394-10'7)
6 | 0.61111-10'° | ( 0.49318-10'°, 0.51943-10'7)
7 1 0.59651-10' | ( 0.46537-10'°, 0.49050-10'7)
8 | 0.59618-10'% | ( 0.45782-10'°, 0.48132-10'7)

es menor que la variancia de las partes.

Con excepcién del caso con solo tres articulos, es notable el que los valores de A1 E[G] de
cada caso no parezcan depender apenas de . Aproximadamente, encontramos para mbgg
un término -2.42-101%, para mbgj un término -2.20-10'°, y para mbgk un término -2.27-10'°.
En cuanto a los intervalos de confianza, no resultan ser una estimacién demasiado buena:
tan solo en dos casos de mbgj el intervalo contiene a la componente lineal. Visualmente,
el método mbgk se encuentra bastante mas lejos de su intervalo que en el caso ilustrado en
la Fig. 9.5, lo cual no ocurre con el método de la hipotesis de independencia.

A la hora de interpretar la componente cuadratica, observamos una grafica muy dis-
persa, tanto en lo que se refiere a los valores de la funcién objetivo como a los intervalos de
conflanza: ninguin programa presenta una secuencia de valores centrados, pues manifiestan
una tendencia clara a decrecer cuando K aumenta, tendencia tal vez estacionaria para
los valores de K mas altos. Como este efecto ya se habia observado sobre ¢, y teniendo
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Figura 9.7 : Término cuadritico del CPP e intervalos de confianza. Las letras A,
B y C se corresponden respectivamente con los resultados de mbgk,
mbgg y mbgj (p = 1); los segmentos son los intervalos de confianza

respectivos.

en cuenta la senalada constancia de \jE[G], podemos constatar que el origen de aquella
tendencia se debe al célculo de lo que denotamos como A\ E[G?]. De todos modos, no se
dispone de ninguna hipotesis acerca de porqué este valor tiende a disminuir si aumenta
el nimero de articulos: no hay que olvidar que cada caso es un 6ptimo de un problema
diferente y que, por ello, son dificilmente comparables entre si.

Las secuencias respectivas de los intervalos de confianza siguen un patrén muy similar
al de las componentes cuadraticas. Esto confirma al menos que las politicas correspondi-
entes devuelven efectivamente menores valores en la componente cuadratica a medida que
K crece (dentro del rango considerado). Sin embargo, es muy destacable lo siguiente: en
primer lugar, se observa que los distintos métodos ahora se disponen en el orden B-C-A;
no en el anterior B-A-C, ni tampoco en la otra posibilidad légica, teniendo en cuenta que
estos valores se encuentran en el semieje opuesto, C-A-B. En segundo lugar, se aprecia un
considerable desfase entre los valores de la componente cuadratica y el intervalo para los
métodos mbgg (como se podia esperar), y también para el mbgk. La estimacién por inter-
valo para la componente A\yE[G?] segtin el tercer método, sin ser aceptable, es bastante
mas precisa que la de estos dos.

Nuevamente, no resulta sencillo senalar si estos resultados se encuentran afectados
por la magnitud de las soluciones de partida, por las dimensiones del problema o por
un posible sesgo del simulador (independientemente del otro sesgo, el que presentan los
métodos de evaluacion del CPP). Mediante el control de los valores que se generan para
cada arco en la red, puede estudiarse con posterioridad la verosimilitud de la generacion
de variables a partir de la media y variancia muestrales (existen métodos mas apropiados
para aceptar si una muestra se genera de acuerdo a una distribucién dada, pero el sistema
implementado es suficiente para detectar sesgo si se da). Como se conoce por la politica la
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distribucién de bloques de cada variable y, por tanto, su media y variancia tedrica, puede
verificarse a través de técnicas estadisticas de contrastes de hipotesis si para cada muestra
—de valores de descarga, volumen, aportacion, etc.— son aceptables como auténticos los
citados valores teodricos.

En principio, sélo se ha contrastado la esperanza, y en la tabla 9.XVI se muestran
unos ejemplos de los resultados obtenidos en una simulacién concreta. De los resultados
analizados en las experiencias llevadas a cabo, se pueden extraer dos ideas precisas:

o las aportaciones se generan correctamente; de lo que se deduce la consistencia del
mecanismo de generacion a partir de distribuciones condicionadas. Esto también
significa que se dan las condiciones iniciales (estocasticas) previstas.

o las variables restantes, en su mayor parte, no se generan adecuadamente.

A continuacion se aclararan estas primeras conclusiones. Diremos primero que el
criterio utilizado para calificar de adecuada o no adecuada una muestra es el resultado de
un contraste de hipdtesis, mediante la observacion del nivel de significacion, que interviene
como una medida de la verosimilitud de que dicha muestra proceda de una variable con
esperanza igual al valor que se estd sometiendo a prueba, la esperanza de la variable
de bloques. Para nuestros propositos, hubiera sido suficiente un nivel de significacion
mayor que el 5% para aceptar. Sin embargo, el ntimero relativamente alto de experiencias
realizadas unido a la posible variabilidad del método de reajuste provocan unos niveles
insuficientes, lo cual no significa que los valores de la media sean intolerables desde otros
puntos de vista diferentes del estadistico.

La tabla 9.XVI muestra algunos resultados procedentes de una simulacién con K=7.
Pertenecen a la politica determinada por mbgk para el segundo intervalo. Los codigos que
preceden al nombre del arco corresponden a su tipo: D si son de descarga, V si son de
vertido, A si son de aportacion, M si son de almacenamiento (al final del intervalo). ZZZ
es equivalente a un embalse situado aguas abajo, fuera de la cuenca. Algunos valores
del nivel de significacion son de signo negativo, aunque ello se debe a un simple error de
precision numérica ya que su minimo es 0. Se aprecia que las unicas muestras con una
media aceptable son las de las aportaciones; el resto registra diferencias que unas veces
son a favor de la media muestral y otras de la esperanza. En el caso de la variancia,
se ha observado que la muestral suele ser menor que la que en teoria le corresponde,
especialmente si ésta es un valor elevado.

Estas discrepancias posiblemente introducen un factor perturbador en los resultados
del simulador, lo cual nos obliga a examinar éstos con mucha prudencia. La coherencia
presente en los datos de las aportaciones permite suponer que las diferencias observadas no
se deben a un déficit de agua entrante en cada embalse. Sin embargo, resulta muy dificil
establecer los efectos que puedan tener las irregularidades en la asignaciéon de valores a los
arcos de la red, ya que las variables se hallan muy relacionadas entre si a causa de sus
conexiones por causa de la red. Si una variable de descarga tiene déficit en media, ello
no implica necesariamente un decremento en la generacion, ya que el agua no turbinada
permanece en el embalse aumentando con ello el salto. Con bastante seguridad, la vari-
abilidad del CPP calculado por simulacién es menor de lo que debiera ser, puesto que en
muchas variables se produce este hecho; entonces, la amplitud del intervalo de confianza
es menor de lo que tendria que ser y, tal vez, aceptariamos algunos casos que en principio
se rechazarian.
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Tabla 9.XVI. Ejemplo de contrastes sobre la media de los arcos

Int. Arco Media muest. | Media tedér. | Var. muest. | Var. tedr. P-value
2 V:A—B 67.272 50.622 17218.599 17938.166 | 2.22045-1071'°
2 D:A—B 196.306 214.152 24708 .290 25917.984 | -3.77476-1071°
2 V:B—C 112.957 86.707 47547.932 52626.391 | -3.9968-1071°
2 D:B—C 208.497 218.686 10804.561 10463.950 | 4.69702-107!2
2 V:C—D 135.986 105.994 65653.948 78642.945 | -2.66454-1071°
2 D:C—D 353.564 371.214 55022.884 59463.832 1.08096-10~7
2 V:E—D 42.497 25.953 4721.702 4715.013 | 4.44089-10716
2 D:E—D 0.003 0.002 0.000 0.000 4.66294-10714
2 V:D—F 258.467 204 .050 228883.061 | 291456.062 | 3.10862:1071°
2 D:D—F 125.347 134.101 35696.989 48584 .207 0.00105951
2 | V:F—2ZZZ 283.908 226.507 266100.785 | 359138.469 | 3.9968-1071°
2 | D:F—2ZZZ 190.415 205.581 64236.371 86425.141 | 2.36542:107°
2 A: —A 263.578 264.775 78862.748 78672.109 0.763176
2 A: —B 41.395 42.643 3827.142 4031.682 0.153861
2 A: —C 168.096 171.815 33713.233 34434.730 0.152151
2 A: —E 78.624 79.466 5748.335 5826.511 0.432492
2 A: —D 69.858 71.805 13648.198 14244.136 0.238622
2 A: —F 90.091 93.231 15793.291 16753.008 0.0773112
2 M: A— 87.208 87.209 0.000 0.000 0
2 M: B— 1108.971 1184.122 26584 .568 44750.312 | -2.22045-10716
2 M: C— 165.958 165.959 0.000 0.000 3.33067-10716
2 M: E— 611.965 659.171 16964.171 31527.619 | -4.44089-10716
2 M: D— 2470.084 2598.741 91451.018 198743.125 0
2 M: F— 258.078 258.470 5.478 7.544 2.22045-10716

De todas maneras, y a modo de conclusion, el ejemplo presente muestra con suficiente
contundencia que existe un notable desfase en la manera de calcular el coste probable de
produccién térmica suponiendo la generacion hidraulica como variables de bloques o sin
suponerlo, tal como hacen los dos métodos alternativos presentados. Si bien es cierto que
éstos dependen de un parametro p que se supone es la correlacién lineal entre generaciones
en diversos puntos de la cuenca, el cual se ha asumido que es 1 en todo el ejemplo, otros
valores no nos cambiarian la conclusion; en todo caso la reafirmarian, ya que un valor de
p méas pequenio (no puede ser mayor de 1) aumentaria las diferencias. Y, por otra parte,
va se ha visto en el andlisis de la componente lineal (tablas 9.X-XII, Fig. 9.6) que este
desfase es real aun sin considerar este parametro.

Admitiendo hasta cierto punto el arbitraje del simulador propuesto, los intervalos de
confianza obtenidos senalan que los dos métodos alternativos que se han probado retor-
nan una estimacion del CPP mas verosimil que el método original. Tal como aparece
documentado aqui, el método implementado en mbgj resultaria ser el mas ajustado a los
experimentos realizados. Esto no deja de ser sorprendente, ya que que el supuesto de la
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independencia parecia ajustarse poco a la hipdtesis de dependencia total (en la que, al fin
y al cabo, se basa el método del reajuste de flujos) o, por lo menos, parecia a priori mas
adecuado el método de variables parcialmente dependientes que el anterior.

Tampoco se tiene la experiencia necesaria que permita afirmar que la constatacion de
este hecho en este caso particular pueda extenderse a otros casos. En cuencas de menores
dimensiones se aprecia un fenémeno de caracteristicas similares, y es muy posible que el
exceso del método original sea general. De todos modos, no puede dejarse de lado el hecho
de que esta implementacion es la mas eficiente, y de que sus politicas éptimas parecen
similares a las de los otros métodos, al menos, a la luz de lo que muestran las respectivas
simulaciones.
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CAPITULO 10

CQORDINACION HIDROTERMICA Y MODELO MULTIAR-
TICULO

10.1 Introducciéon y notaciéon empleada

El modelo multiarticulo al que se dedica este capitulo para el problema de la coordi-
nacién hidrotérmica a largo plazo es un método descrito en [NAB95], en el que se describe
de manera general el entorno que rodea este modelo. En esta seccion se pretende incidir
en los aspectos mas cercanos al tema de la tesis, es decir, a los que se refieren a la mod-
elizacion de la aleatoriedad presente en el problema que, como ya se ha destacado, se trata
del indeterminismo en la demanda de potencia, en la indisponibilidad de las unidades y en
la cantidad de aportaciones naturales que reciben los embalses.

El trabajo del que estamos hablando dedica especialmente su atencién a proporcionar
un tratamiento preciso a una condiciéon fundamental en problemas de coordinacién: en cada
intervalo la mondtona de carga debe ser recubierta exactamente con la producciéon térmica
e hidrdulica, atendiendo a las restricciones propias de cada unidad. El procedimiento usado
es novedoso, ya que emplea una curva llamada “Curva Potencia-Energia” derivada de la
monotona, y variable segin las condiciones de generacion térmica e hidraulica. A través
de esta funcion, las condicién citada puede ser modelizada con facilidad como restricciones
no lineales.

Aunque la red hidraulica esté modelizada con detalle, distinguiendo entre los diferentes
arcos de descarga que pueden obtener electricidad, se supone a la hora de integrar esta
generacion con la carga y la generacion térmica que en cada intervalo tenemos una tnica
variable que representa la suma de toda la hidrogeneracion producida. Supondremos, pues,
una super-unidad hidraulica que en ese contexto engloba toda la produccion hidraulica.

10.1.1 Simbolos empleados

En la siguiente relaciéon se enumeran y definen los simbolos que aparecen en el texto.
Algunos de ellos se citan en su forma especifica para un intervalo o bien en forma general
(sin explicitar el indice ¢ usado para designar al intervalo concreto) cuando no se estime
necesario para la explicacion destacar este aspecto.

* b;: puntos de Bézier de la Curva Potencia-Energia.

* Ej,(E;): Contribucién media de producciéon a cargo de la j-ésima unidad (en el
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intervalo ¢-ésimo).

x Ex,(E%): Demanda media de energia externa (en el intervalo i-ésimo).

x E.(E"): Demanda de energfa (en el intervalo i-ésimo).

* Fj, (F}’j ): Combustible ( f) disponible para la j-ésima unidad en posteriores intervalos
(al ¢-ésimo).

* G:G% Ga: Generacién hidrdulica; generacién hidrdulica determinista; generacién
hidraulica indeterminista (con subindice ¢ se refieren particularmente al ¢-ésimo inter-
valo).

* I: Numero de articulos para las distribuciones de bloques.

*

Mg (+): funcién de la potencia que representa una monétona suavizada de carga [en
horas].
* Nf: Namero de combustibles.
* Ni: Ntumero de intervalos.
* Nu: Numero de unidades térmicas.
x Pa,(PL): Potencia de la generacién hidraulica estocéstica (en el intervalo i-ésimo).
* ]3, (]3’) Potencia punta (en el intervalo i-ésimo).
x P;: Capacidad de la j-ésima unidad.
% Pp: Capacidad méxima hidraulica.
% Prin, (PL . ): Nivel minimo de carga en el sistema (en el intervalo i-ésimo).

* PE(-),(PE;(+)): Curva Potencia-Energia (del intervalo i-ésimo).

* T1,...,Tik—1: Probabilidades para las variables con distribuciéon de bloques.

x T,(T"): duracién del (i-ésimo) intervalo.

x Tg,(TL): duracién de la base de la monétona suavizada de generacion.

x Tx,(T%): méxima duracién esperada con fallo de potencia (en el intervalo i-ésimo).

* Zj(Z)’}’j): Suministro de combustible ( f) realizado a la j-ésima unidad (en el intervalo
i-ésimo).

Este punto parece indicado para recordar que T'x equivale a la LOLE, y que ésta se

encuentra asociada a la LOLP mediante la expresion: LOLE=T"- LOLP.

10.2 Representacion de oferta y demanda de potencia

Mediante los procedimientos presentados en el capitulo 2, la prevision de la carga
demandada para un intervalo, en forma de mondétona, se convoluciona con la potencia en
fallo de cada unidad del parque térmico, originando la mondtona de generacion. La con-
volucion es un conocido procedimiento que, dadas dos variables aleatorias independientes
X e Y con funciones de densidad conocidas, da lugar a fz(-), donde Z = X +Y, de la
sigulente manera:

4+ oo
fot) = [ fxtwify(u— wide
—

Operando iterativamente con la distribucién de probabilidad de servicio de cada

unidad térmica, se obtiene la mondtona de generacion. Esta puede imaginarse dividida



10 COORDINACION HIDROTERMICA Y MODELO MULTIARTICULO 165

en secciones, cada una de las cuales representa la contribucién media esperada que cada
unidad puede producir (E;, para la j-ésima unidad). Si el area de la monétona de carga

es F, entonces:
Nu

E=) E;+Ex
=1
donde Ex es una cantidad de energia externa que debe ser importada para cubrir el caso
de una eventual insuficiencia de producciéon propia.
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> Pit+P A 2 PitPatP
P [MW] P [MW]
E] ﬁ]‘I’PA 4
~ Z]‘ FJ'
P i
. AN
~ E \‘ ~
E - | E-q°
E, :
D [h] D [h] D [h]

Figura 10.1 : Proceso de transformacién de la monétona. a) Mondtona de carga.
b) Monétona de generacién. c¢) Mondtona de carga descrestada con
hidrogeneraciéon determinista G°. d) Monétona de generacion, a
partir de la monétona descrestada, incluyendo hidrogeneracién es-

tocastica Ga.

Este primer paso se ilustra con la Fig. 10.1, a) y b). La nueva mondtona presenta
una extremidad en el punto de la ordenada de potencia Ej\zl P+ P. Sisélo se dispusiera
de unidades térmicas —con combustible ilimitado—, una solucién factible de un prob-
lema de optimizacion de la generacién debe procurar un recubrimiento de la monotona
de generacion de acuerdo con el orden de mérito econ’omico definido y que respete las
capacidades de las unidades. En general, mientras los componentes del parque térmico
estén sujetos al riesgo de una averia, no se puede obviar la posibilidad de una importacion
de energia de emergencia; por tanto, ese extremo superior no puede ser recubierto por
medios propios. El método que se describe tiene en consideracién que es preciso recurrir
a la importacion de energia, en tanto supone un coste variable, ya que el recubrimiento
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fa

G" Ga

B[]

Figura 10.2 : Generacién asegurada y generacién indeterminista

optimo de la mondtona de cada intervalo con unidades propias se limita a la zona que
queda por debajo de Zﬁl P;.

La inclusién de generacion hidraulica tiene por efecto disminuir tanto el area dada por
Ex como la produccion de algunas unidades térmicas, al quedar sustituida su generacion
por produccion de origen hidraulico. Sin embargo, el procedimiento para averiguar la
contribucion hidraulica no es el mismo que el de las unidades térmicas. Se distinguen dos
partes: una generacién asegurada, que se denota como G°; otra indeterminista, que tiene
como esperanza Ga. Sila generacion hidraulica es una variable aleatoria G, entonces se
tiene: E[G] = G° + Ga (ver Fig. 10.2).

La parte correspondiente a G sirve para descrestar la monétona de carga ( Fig. 10.1.¢)).
Con ello se consigue rebajar la potencia punta a un nivel inferior P y disminuir la de-
manda de energia a E — G°. Seguidamente, puede obtenerse una nueva monétona de
generacién en la que se incluye generacion de origen hidraulico ( Fig. 10.1.d)). Debido a
que la hidrogeneracién no tiene un lugar claramente definido en el orden de mérito carac-
teristico de las unidades térmicas vy a que es necesario respetar la capacidad hidraulica Py,
la generacién indeterminista se encuentra repartida entre todas las posiciones posibles. El
objetivo del problema de coordinaciéon hidrotérmica que se presenta es hallar el recubrim-
iento de la monotona de generacion de cada intervalo que sea mas econémico, ubicando de
la mejor manera la produccion térmica y la hidraulica en el perfil que definen la demanda
de potencia y las caracteristicas de las unidades propias.

10.3 Tratamiento de la generacion hidraulica

En la presente seccion se describe en detalle cudl ha sido el procedimiento empleado
para incluir la hidrogeneracion en el mecanismo de la monoétona de generaciéon, ya que con-
tiene diferencias notables respecto del que clasicamente se usa para las unidades térmicas.

10.3.1 Generacién determinista

Tal como aparece en la Fig. 10.3 (con la monétona traspuesta), la generacién deter-
minista G° causa una disminucién de la carga en las horas punta, que en el caso concreto
de la punta de la mondtona se produce desde P a P'. De esta manera esta garantizado el
uso méas econémico de la hidrogeneracién [WANG94]. El desplazamiento que tiene lugar
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Mr(p) [h]

descrestada

e

original

Poin P P

Figura 10.3 : Descrestado de la monétona con GU.

en la parte superior de lo monétona estd limitado a no ser mayor que Py, la capacidad
hidraulica disponible.

10.3.2 Generacién indeterminista

La generacion hidraulica se adopta como una variable aleatoria de bloques, al igual
que las variables de las que procede: las descargas y los voltumenes iniciales y finales en
el intervalo. Esta idea no es mas que una aproximacién, ya que las funciones no lineales
de variables de bloques no siguen el mismo tipo de distribucion; ni siquiera las funciones
lineales, a menos que su grado de dependencia sea total. Sin embargo, la hipdtesis de
dependencia total es intrinseca al modelo, y en consecuencia resulta conveniente llevarla
hasta el terreno de la generacion. Sobre este particular se puede senalar que la distribuciéon
de la generacién hidraulica como variable aleatoria se entiende de la misma manera que se
ha descrito en el capitulo 7.

Asi, asumimos que los cuantiles de G son {G°, G%',... G2 ~1}; por otra parte, ten-
emos que GGA no es méas que la esperanza de G — G°:

K-1
1 _
Ga =3 ;:1: m (G + G| - G° (10.1)

Para integrar Ga en el proceso de la convolucion seria necesario conocer la potencia
disponible, la distribucién de probabilidad de fallo y la posicion de la super-unidad hidraulica
dentro del orden de mérito, caracteristicas ninguna de las cuales esta determinada para la
hidrogeneracion. La diferencia fundamental entre la generacién térmica y la hidraulica es
que aquella tiene como techo su capacidad méxima (siempre que se pueda suponer que el
combustible no estd limitado); en cambio, la segunda depende de la disponibilidad de agua
descargable y del estado de los embalses: no siempre es posible obtener la méaxima poten-
cia. De aqui se desprende la segunda caracteristica: la potencia en fallo de las unidades
hidraulicas (o, en nuestro caso, de la super-unidad) no adopta un conjunto discreto de
valores como lo hace en el caso de una unidad térmica, y la distribuciéon de probabilidad
de la potencia en fallo es continua en consecuencia. En tercer lugar, a causa de la difi-
cultad en valorar el precio de la energia eléctrica, la cuestién de dénde ubicar una unidad
hidroeléctrica resulta en la practica indecidible.
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Frente a estos problemas, el enfoque que se toma consiste en:

o considerar un area determinada Ga (energia esperada) que debe aparecer en la monétona
de generacion. Es logica esta condicion, pues la generaciéon hidraulica es por su propia
naturaleza limitada en recursos y, por tanto, en energia.

o segregar la produccién hidraulica en Nu porciones, cada una de las cuales se situara
inmediatamente después de cada unidad térmica (nos referiremos a cada porcién como
pseudo-unidad).

o tener en cuenta que la potencia conjunta de las pseudo-unidades, junto con la po-
tencia proveniente de la generacion determinista, debe estar limitada por la maxima
capacidad existente Pp; es decir:

Nu GO
Pa = ;PM <Py—— (10.2)
]:

siendo Pa; la potencia asignada a la j-ésima pseudo-unidad hidraulica, y T la duracion
del intervalo presente; la expresién G°/T es la potencia media determinista, un valor

menos restrictivo y mas apropiado que la potencia maxima P — P’.

Puede observarse que el valor de P depende de dénde y cudnta energia Ga; (j =
1,..., Nu) se ubique en sus posiciones entre las unidades térmicas.

o definir la disponibilidad de las pseudo-unidades como:

Ga

GUR—1 _ G0 (10.3)

A partir de la adopcion de valores de compromiso para la potencia y la disponibilidad
hidraulicas, se aprecia que la solucion seguida opta por dar un caracter similar al de las
unidades térmicas.

10.3.3 Aproximacion de la parte superior de la monétona de generacién

La cantidad de energia media deficitaria Ex y la maxima duracion de fallo esperada
Tx son dos importantes pardmetros a conocer en el presente método de coordinacion
hidrotérmica. Su estimacién se efectua tras obtener un modelo aceptable que proporciona
valores verosimiles segin las condiciones que el problema presenta. Se ha visto que estas
condiciones pueden reducirse a los siguientes factores:
el
~-Y = P, — GTO — PAn + Zjeﬁ(ﬁj — P;), término que representa conjuntamente el
decremento de potencia respecto la capacidad de origen hidraulico o de origen térmico.
Para ese grupo se considera un subconjunto de las unidades de generacion, L, en el
que se cuentan los contratos y las unidades con limitacion de combustible.

El modelo adoptado para Ex es:
aY?

EX = m + (&N (104)
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la misma forma resulta valida para T'x:

dy?

T~ =
X7 o0 ¢

+f. (10.5)

a,b,c,d, e, f son constantes dependientes de cada intervalo, que son estimadas a través del
ajuste del respectivo modelo con las observaciones extraidas por simulacién. Este proced-
imiento obtiene valores reales de déficit de energia y tiempo de fallo tras la convolucion de
la carga del intervalo en consideracién con la potencia en fallo de las unidades térmicas;
se incluye la generaciéon hidraulica determinista a través del descrestado de la monodtona
de carga, y para la indeterminista se adopta un valor de disponibilidad de 0.5, una ca-
pacidad igual a Pj, — GTO y distintas posiciones entre las unidades térmicas. El valor 0.5
adoptado para la disponibilidad es un valor de compromiso, ya que depende del propio
valor de los cuantiles de la generacion; puede derivarse de (10.3) si se asume que 7, = 1/ K
para un caso en que G' = ... = G¥~!. Como puede comprobarse, la disponibilidad de la
hidrogeneracion es muy inferior a la que suelen tener normalmente las unidades térmicas.

Los valores generados para G oscilan entre 0 y una cantidad suficientemente grande
MAXGO = 0.9P, - T. Los valores para Y se toman entre 0 y una cantidad MAXY que se
determina como suma de:

— la potencia maxima de los contratos vigentes en el intervalo.

— la diferencia entre P; y la maxima potencia que puede alcanzar la unidad j € £ (con
combustible limitado), imponiendo que puede estar en funcionamiento durante todo
el intervalo.

~ P, — GTO
Se supone que el decremento de potencia Y se reparte de manera equivalente en-

tre todas las unidades afectadas. En ausencia de produccién hidraulica y de unidades
con decremento de potencia, solo se estiman los coeficientes ¢ y f mediante una simple

convolucién de todas las unidades.

Con cada par de valores (¢°,y) de entre los factibles se halla el correspondiente re-
sultado (ex,tx) procedente de las condiciones impuestas por los factores anteriores. Las
pruebas computacionales que se han llevado a cabo obtienen una matriz de S x S resul-
tados (S=20, particularmente), con los que se llevan a término los respectivos ajustes de
los modelos a fin de determinar los parametros a,b y ¢ por un lado, y d,e y f por otro. El
ajuste de ambos modelos se hace por minimos cuadrados, resolviendo:

s s ) 2
. ay?
min E E <goy_ 2 +c— (eX)m) (10.6)

min 3 s ( v -|-f—(tx)r,s>2 (10.7)

— €

En ambos, el término independiente estd acotado inferiormente por 0; las demaéas
variables se han dejado libres. La resolucion de (10.6) y (10.7) se realiza usando la rutina

E04KDF de la libreria numérica NAG [NAGI0].

La Fig. 10.4 muestra un ejemplo de ajuste realizado para Ex. Los valores hallados
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Ex Ef

Figura 10.4 : Ajuste de Ex. Los puntos de forma cuadrada son observaciones, y

la malla es la funcién (10.4) encontrada.

son: a = 2.1665519,b = —1.0133147, ¢ = 0. El ntmero de puntos utilizados es de 400, el
residuo (el valor de la funcién de (10.6) en el éptimo) es de 1.354884 y el 50% de los errores
se encuentran entre -0.044 y 0.024. La figura pone de manifiesto que el grado de ajuste es
satisfactorio. Aunque otros modelos son posibles (por ejemplo, una forma cuadrética), el
que aparece arriba parece mas robusto; por ejemplo, de manera implicita incorpora una
propiedad no obviable, como es el hecho de que si G° aumenta su valor, tanto Ex como
Tx tienden a cero, logicamente. En el caso de nuestros modelos, la asintota seria ¢ o f
respectivamente, parametros que en algunos casos toman un valor diferente de 0, aunque
en la mayoria de casos probados la norma es la anulacion.

10.4 Representacion de la curva mondtona de generacién

Por su misma naturaleza iterativa, la convolucién de la carga con la potencia en fallo
de las unidades da lugar a una monoétona de generacion con discontinuidades en los puntos
Py, Py + Pa4,..., Eﬁj, Eﬁj + > Paj (ver Fig. 10.1.c). Mantener su forma original
seria complicado y computacionalmente ineficiente, por lo que parece aconsejable tomar
una aproximacion mas apropiada para el empleo de los clasicos métodos de optimizacién,
los cuales asumen el uso de restricciones continuas y derivables.

El equivalente de la monotona de generacién es la mondtona suavizada de generacion
(m.s.g.), de la que es interesante remarcar las siguientes caracteristicas:

— la m.s.g. es una curva continua.
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— el incremento en la disponibilidad de las pseudo-unidades hidraulicas se compensa con
una disminucién de la potencia de Pa a Pa.

— tiene perfil recto desde la potencia 0 a la potencia minima P,,;,; desde aqui hasta
Nu — 5 . .y .
Zj:l P; + Pa es una cierta funcién continua.
— la m.s.g. no esta definida por encima de Ejvzul ?j + JSA
— la punta tiene una duracién igual a Tx.

— su base tiene una duracion T, calculada promediando las disponibilidades de las
primeras unidades en el orden de mérito, y multiplicando por T

P [MW] P [MW]
A
: !
_ ~3 Ex Ga Ga
> j Pj+Px A .
E] P]‘I’PA _
Es
- Es
. -~
a) b) E,
-]
‘ -~
- E
L= Prnin 2 -
E1 : El
I
D [h] Tx Ta D [h]
Figura 10.5 : Suavizacién de la monétona de carga. a) Monétona de generacién,

con hidrogeneracién estocastica (Ga. b) monétona suavizada de ge-

neracion.

La Fig. 10.5 ilustra las citadas propiedades de la m.s.g. Es a partir de esta curva de
la que parte el concepto que es basico en el presente modelo, la Curva Potencia-Energia
(CPE), la cual se define a continuacién.

10.4.1 Curva Potencia-Energia

Sea M, (p) una funcién que representa una determinada curva mondétona de gen-
eracion suavizada. Para esta funcion, el eje de abcisas es el de potencia (carga mas poten-
cia en fallo de las unidades), y el de ordenadas equivale a duracién. La CPE asociada a



172 Aspectos estocasticos en la coordinacién hidrotérmica a largo plazo

esta mondtona es:

P
PE(e) = p,tal que: p >0, / Mg (u)du = e (10.8)
0
PE(E) [MW] 1/ Tx
EFJ—I_PA A
Mqg(P) [h]
Ta :
[ i :
.
P :
(& | :
! | E
\' Lo
| :
Ty - \ . P [MW] 1/Ta | E [MWHh]
a) szn P ZF]‘I_PA b) € E\—GO—EX

Figura 10.6 : Formacién de la curva Potencia-Energia. a) Monétona de generacién
suavizada. b) CPE.

La expresion (10.8) puede describirse con ayuda de la Fig. 10.6. El resultado de
evaluar la funciéon PE(-) con una cantidad e de energia es hallar la potencia p tal que el
area encerrada bajo la mondtona traspuesta que representa M, (+), y entre 0 y p es igual
a e.

Los siguientes puntos resaltan las principales propiedades de la CPE:

[1] Sea EP(-) la funcién inversa de PE(-), es decir:
P
PE™!() = EP() = EP(p) = [ M)
0

[2] La derivada de la funcién PE(-) estéd relacionada con la duracién asociada a cierta
potencia:

dPE(e) 1

de Mz (PE(e))

o equivalentemente:

[3] De aqui se deduce facilmente que:

[3.1] la parte inicial de la CPE, la que transcurre desde 0 hasta TG Ppin, s una recta
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y, por tanto, la ecuacién de la CPE en este segmento podria escribirse como:
PE(e)=¢/Tg, 0<e<TgPnin

[3.2] el extremo final de la CPE presenta una pendiente igual a 1/Tx, pendiente que
en circunstancias normales suele ser bastante pronunciada, ya que es de esperar
que el méaximo tiempo con fallo de potencia sea un valor limitado.

[4] Al ser la m.s.g. estrictamente positiva, tanto la funcién energia-potencia como su
inversa, la CPE, son continuas y estrictamente crecientes.

[5] Tras imponer una suavizacién a la monotona de generacion, la m.s.g. es continua; en
consecuencia, la CPE es derivable en continuidad.

[6] Puesto que la m.s.g. es una funcién decreciente, su integral EP(-) es una funciéon con
segunda derivada no positiva, es decir, concava; de esto se deriva que la CPE es una
funcién con pendiente creciente, es decir, convexa.

[7] Las coordenadas del extremo superior de la CPE son:

Nu
(E —GY — Ex,ZF]‘ —I—ﬁA)

i=1

dado que E—G°— Ex es el 4rea que queda bajo la m.s.g. tras haber descrestado con

la hidrogeneracion determinista y haber descartado la cola asociada con la energia

externa.

Conviene finalmente remarcar que la curva potencia-energia viene parametrizada por
G°, Hx v Ej, j =1, Nu, y que estos pardmetros son en realidad algunas de las variables
que intervienen en el proceso de optimizacién del problema.

10.5 Modelizacion de la CPE

Los autores de [NAB95] hacen la propuesta de usar para representar la CPE una
funcién definida por partes: para la porcién inicial, una ecuacién lineal tal como la
que aparece en el punto [3.1], y para la porcién convexa, una curva de Bézier, [BEZ6S],

[BOHMS4], de cuatro puntos.

10.5.1 Propiedades de las curvas de Bézier

Una curva de Bézier es una curva parametrica en t, y se puede denotar como x(t),
donde:
x(t) = boBy(t) + b1 B{(t) + ... + b, B (1) (10.9)
siendo:
- x(-):[0,1] — IR?
~ by, by, ..., b, puntos de IR?, llamados puntos de Bézier

- By(-),B7(:),...,Bl(-), funciones conocidas como polinomios de Bernstein de grado
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n, definidos como:

B (t) = (”) (1-t)""%, i=0,1,...,n

4

Puesto que la curva x(t) es una combinacién lineal de n+1 puntos, es interesante

saber que los polinomios de Bernstein, que dan lugar a los coeficientes de dichos puntos,
satisfacen dos importantes propiedades:

~ se comprueba que Y BI'(t) =1
— cualquier polinomio de Bernstein cumple que B'(t) > 0, si t € [0, 1].

Lo cual da como consecuencia que una curva de Bézier siempre permanece dentro de
la envolvente convexa definida por los puntos de Bézier.

bo by

Figura 10.7 : Ejemplo de curva de Bézier. Se han considerado cinco puntos.

La Fig. 10.7 es un ejemplo de curva de Bézier definida por cinco puntos.

Hay una propiedad que se demuestra facilmente: la curva de Bézier empieza con t=0
en el punto by y acaba con t=1 en el punto b,,. Es suficiente con comprobar que si t=0,
todos los polinomios de Bernstein se anulan excepto el primero que toma el valor de 1; y
para t=1 el inico que toma un valor no nulo es el ultimo.

Se halla la tangente a x(t) por diferenciaciéon sobre ¢ de la siguiente manera:

d d d
Dix(t) = by By (1) + b1 BY (1) + ... + by Bi(1)

Mostraremos solamente las derivadas de los dos primeros polinomios de Bernstein:

d n n—
B (t) = —n(1 —t)"!
d

EB?(t) =n(1—t)""1 4 n(l —t)""*t —n?*(1 —t)" "%

De estas expresiones se deduce que para t=0, el primer polinomio tiene una derivada
igual a —n, y para el segundo es igual a n. Todos los demads (¢ > 1) anulan la derivada,
ya que son polinomios de grado ¢ como minimo. Por lo tanto, la tangente a la curva x(¢)
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en el punto inicial es el vector n(by; — byg), lo que equivale a decir que en dicho punto el
angulo de la curva sigue la direccion del segmento delimitado por los dos primeros puntos
de Bézier.

Los polinomios de Bernstein cumplen una propiedad que podriamos calificar como
reversibilidad; se deduce sin problemas que:

Bi(t) = B,_i(1—-1)

Una consecuencia primera es que si reordenamos los puntos en orden inverso conseguimos
una curva de Bézier que se solapa idénticamente sobre la primera. Otra consecuencia que
se deriva es que también podemos garantizar que la tangente a la curva en b, coincide con
la direccién marcada por éste y por b,_1.

Por ultimo, hay que mencionar el algoritmo de de Casteljau para la evaluacion de
x(t). Consiste en, utilizando puntos auxiliares:

bE(t) = (1— AT (1) + thS (1)

y sabiendo que b{(¢) = b;, tomar x(¢) = b”(¢). También se puede escribir como:

x(t) = zn: (Z‘) Alb,t!

=0

donde A' denota diferenciacién hacia delante (forward differences), es decir: A°b, = b,,
A'b, = b, — b,, A?b, = A*b, — A'b,, etc.

El algoritmo de de Casteljau no es computacionalmente eficiente para n grandes, pero
constituye un método muy estable y es una importante herramienta tedrica de cara a
posteriores investigaciones en su area de interés.

10.5.2 Curvas de Bézier aplicadas a la CPE

La forma dependiente de un parametro de las curvas de Bézier sugiere que, si se quiere
adoptar como soporte de una CPE, la primera componente de x(t) sea la componente de
energia y la segunda la de potencia:

En ese caso, hay que resolver dos cuestiones:

— como evaluar PE(e)

dPE(e)
de

La primera cuestion se puede escribir como “encontrar t tal que xz.(t) = ey PE(e) =
xp(t)”. Sise puede garantizar que existe la funcién inversa de z.(-), entonces la respuesta
es:

— cémo hallar la expresion de

PE(e) = z,(x(e)) (10.10)
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La segunda da lugar a:

APE() _ day(e7'(e) _ day(t)

de de de

donde queda claro que t es igual a una expresiéon dependiente de e, 7 1(e). Por la intro-
duccion de la regla de la cadena, obtenemos:

dap(t) dt  dxy(t) [dxe(t)} -1

dt de  dt dt

puesto que la variable e puede ser entendida como la funciéon dependiente de t x.(t).
Finalmente, se tiene:

d:z;p(:li;; (e)) [dxe(xj; (6))}_ (10.11)

10.5.2.1 Demostracion de la existencia de inversa para x(-)

A continuacién, se demuestra que una condicion suficiente para que exista la inversa
2
de z.(-) es que los cuatro puntos de Bézier que definen la CPE estén ordenados respecto

el eje e, es decir:
bOe < ble < bze < b3e (1012)

Se adoptara el convenio de que un punto b; es un par de ntimeros denotados como
(bi67 bzp)

Sea la curva de Bézier de cuatro puntos definida de acuerdo a:

ze(t)\ [ @o 4 3art + 3ast? + ast? (10.13)
l’p(t) B ﬂo —|— 3ﬂ1t —|— 3ﬂ2t2 —|— ﬂ3t3 )

Los coeficientes «;, 3;,7 = 0,3 vienen determinados por el método de de Casteljau, por lo
que toman por valor:

ap = boe Bo = bOp
a1 = bre — boe 51 = blp - bOp
ay = bye — 2b1e + boe B2 = bap — 2b1, + bop
as = b3 — 3bge + 3b1c — boe B3 = b3y — 3bap + 3b1, — boy

Demostraremos en primer lugar que x.(t) es creciente si 0 <t < 1. La derivada de
z(t) es:
2! (t) = 3ay + 6ast + 3ast?

Es facil comprobar que, si t=0, el resultado es positivo; concretamente, vale 3oy =
3(b1e — boe) que es, por hipdtesis, positivo. Anélogamente, para t=1:

20(1) = 3a1+6a+3az = 3(bre—boe )+6(bre —2b1c+boe )+3(b3e —3b2e+3b1e—boe ) = 3(bze—bae)

resultado igualmente positivo por la condicién de que bz, > by.. De momento, podemos
resumir constatando que z.(t) es un polinomio de tercer grado con pendiente positiva en
t=0y en t=1.
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Figura 10.8 : Casos posibles de #(t). a) Sin extremos. b) Con a3 < 0. ¢) Con
los dos extremos dentro de [0, 1]. d) Con los dos extremos < 0. e)

Con los dos extremos > 1.

En la Fig. 10.8 puede verse un grafico que ilustra algunos casos posibles, no todos
ellos favorables. Excepto en el caso b), en todos se supone que ag es positivo. Siaz < 0, el
unico caso favorable es trivialmente aquel en el que la funcién () tiene un minimo por
debajo de 0 y un méaximo por encima de 1; de otra manera, no es posible que la funcion
sea creciente en ambos puntos. Como un polinomio de tercer grado no puede tener mas
extremos, la funciéon crece monotonamente entre 0 y 1.

Por otro lado, si a3 = 0 entonces esta claro que x.(t) es creciente entre los dos valores
de t, ya que se trataria de una pardabola o una recta. De ahora en adelante, se asume que
a3 es positivo, es decir:

bSe_gbZe‘l’gble_bOe >0

En este caso, si es posible que la funcién z.(t) no sea creciente dentro del intervalo [0,1];

sin embargo, si asi fuera, los dos extremos locales estarian en el interior ( Fig. 10.8.c)).

Debemos comprobar que x.(t) es creciente estrictamente, porque las posibles raices de
!

x.(t) o bien son negativas ( Fig. 10.8.c)) o bien son mayores que 1 ( Fig. 10.8.e)).

€

Las raices de 2! () vienen determinadas por la solucién de z! () = 0:

. —2a9 £ 4@% —4doqag

20&3

—bye +2bye — by = \/bze2 — baebie — bacboe + blez — b3ebie 4 bsebye
bSe - 3bZe ‘I’ 3ble - bOe
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Suponemos que t* son soluciones reales. En otro caso, la funcién z.(t) no tendria
extremos y seria creciente en toda la recta real ( Fig. 10.8.a)). En primer lugar, se tomara
la hipétesis de que t* es positivo (denotaremos las dos raices segin el signo del radical
como t% o t* y tomaremos en cada caso la que interese):

0<t! <= 0<—ay —/ai —aja3 <= 0> as +4/as —ajaz3 <= 0> ay (10.14)

La conclusion a la que se llega es que necesariamente ay serd negativo. A continuacion,
tomaremos el supuesto de que t* es menor que 1:

1>t <= a3 > —as + al —ajas <= az +az > /a2 —ajaz >0 (10.15)

La segunda conclusion es que as + a3 es positivo. Podemos anadir a esta lista de requer-
imientos la condiciéon de existencia de soluciones reales:

a5 —ajaz >0 (10.16)
y el hecho de que a3 se construye por diferenciacién a partir de by, bye, boe:
g = A?boe = A'bye — AMboe = (bze — bie) — (bie — boe)
Como por (10.12) las diferencias A'b;. son positivas y ag = A' b, se tiene que:

ag +al >0 (10.17)

Pues bien, las condiciones (10.14)-(10.17) no son consistentes, ya que no puede cumplirse
a la vez que:
—0y < (3
—0y < 1

2
Qy > (103

Por lo tanto, al ser creciente en los extremos del intervalo [0,1] y no poseer extremos
en el interior de ese intervalo, x.(t) es creciente para t € [0,1]. Puesto que es creciente,
posee inversa, es decir, para cualquier valor e entre by, y b3, existe un tnico valor ¢ € [0, 1]
tal que z.(t) = ¢ |

10.5.3 Evaluacién de la CPE

Puesto que la CPE se basa en cuatro puntos, ello da lugar a que tanto el polinomio
ze(+) como el xp(-) sean de tercer grado. Aunque no trivialmente, si es posible encontrar
analiticamente una solucién t a la ecuacién:

Clo—|—a1t—|—a2t2—|—t3:0

por medio de las ecuaciones que publicara Cardano, matematico del siglo XVI; véase en
[CHIL79] una explicacién concerniente a la obtencién de las raices de un polinomio cibico.
Mediante el uso de una rutina de la libreria matematica Harwell, [HARWS89], se obtienen
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las soluciones de la ecuacion x.(t) = e, tras algunas transformaciones:

ze(t) =€

ap 4 3aqt + 3ast? + ast® = ¢

DT g%y 3922 s
a3 a3 a3

donde «;,2 =0...3 dependen de las abcisas de los 4 puntos, siendo:

oy = bOe

a1 = ble - bOe

g = bye — 2b1¢ + boe

ag = bz — 3b2e + 3b1e — boe

Un tdnico punto t entre 0 y 1 se encuentra siempre que se cumpla que by, < e < bg,.
El siguiente paso es evaluar x,(t):

xp(t) = PE(e) =y + 361t + 3517 + B3¢t
Bo = bop
B1 = b1p — bop
B2 = byp — 2b1p + bop
B3 = bsp — 3bap + 3b1p, — boy

Conociendo la raiz ¢, encontramos la expresion de la derivada de la CPE respecto la
variable e:
dPE(e) . 3&1 + Gﬂzt + 3ﬂ3t2 . 61 + Qﬂzt + ﬂ3t2
de 3oy + 6ast + 3ast?  aq + 209t + ast?

Los puntos b; no son estaticos, sino que dependen de varios factores que inciden en
la monotona de generacion. Las caracteristicas mas importantes de la m.s.g. pueden
intervenir directa o indirectamente en la definicién de los puntos de Bézier; entre ellas:

— la energia demandada E
~ la capacidad de las unidades P; y Pa;
— la generacién determinista G°

— la duracion base de la m.s.g. T¢

la duracién de fallo T'x
— la potencia minima P,,;,
— la energia externa Ex

De esta manera, obtenemos las coordenadas correspondientes al primer y cuarto pun-

PhinTa E—G'— Ex
by = b; = w == = 10.18

pero también se introducen relaciones con los puntos 2 y 3. La continuidad en la derivada

tos:

de la CPE para el punto by con el tramo recto que lo une el origen obliga, segun la
propiedad que se ha comprobado anteriormente, a que by esté en la prolongacién de la
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recta que une el origen y by, o sea, a que se cumpla que:
ble = TGblp (1019)

Asimismo, la condicién de que la CPE debe tener una derivada igual a 1/Tx en by es un

b3—b20( (i)
Tx

Podemos reescribir esta condicién de la siguiente manera:

requisito para que:

by —boy _ L
bSe - bZe B TX
bge — b
by = bz — % (10.20)

En consecuencia, quedan por determinar by, por la ecuacién (10.19) y by por la
ecuacion (10.20). Es decir, el segundo y tercer punto tiene cada uno un grado de libertad;
un aspecto interesante que se deriva de esta conclusion es que el ajuste de la curva de
Bézier puede ser optimizado para condiciones particulares mediante la parametrizacion de
tales puntos.

10.5.4 Puntos de Bézier variables

En la seccion anterior ya se ha expuesto como dependen los extremos de la CPE de
las circunstancias que rodean a una determinada monodtona de generacion. Veremos en el
presente apartado una posible modelizacion de los puntos de Bézier interiores, los cuales
pueden desplazarse a lo largo de cierta direcciéon y respetando ciertas restricciones, lo cual
puede ser 1util para adecuar lo mas posible la forma de la curva de Bézier a la CPE ideal.

2500] B 2500

2000 20004

15001 15007

b)

1000 1000y

500 i 500
B0

00 500 1000 1500 2000 002 0406 08 1 12 1416 18 2 22 24

Figura 10.9 : Variacién de una monétona segin la posicién de los puntos de
Bézier. a) Curvas PE y poligonales que unen los respectivos pun-
tos de Bézier: B0-B1’-B2’-B3 —en trazo continuo—, y B0-B1-B2-B3

—en trazo discontinuo. b) Mondtonas respectivas.
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La Fig. 10.9 pone de relieve la dependencia entre la posicion de los puntos de Bézier y
la forma que cobra finalmente la curva mondétona derivada de la CPE. Comenzaremos con
una exposicién de las condiciones que vienen impuestas por la naturaleza del problema:s:

— La unicidad de t obliga a que by < b1 < bye < b3e.

— La légica indica que también by, < by, < by, < b3y, si es que se desea que para cada
valor de potencia exista un sélo valor de energia.

— by v bs estdn fijados de acuerdo con (10.18).

— También estan fijadas las pendientes en by v bs y, por tanto, la direccién en la que
se encuentran by y bs.

— Como se debe cumplir que Mg(+) es decreciente, esto implica que la funcién PE(-)
es convexa (propiedad [6] de la CPE). Es suficiente con asegurar que los puntos de
Bézier configuran una quebrada convexa para garantizar esta propiedad, lo cual se
puede expresar como:

1 bip —bop  bap —bip by — by 1

i = — 10.21
TG ble - bOe < bZe - ble < bSe - bZe TX ( )

Todo ello nos hace ver que los puntos by y by no pueden sobrepasar un punto B dado
por la interseccién de las rectas sobre las que pueden desplazarse:

bSe - bSpTX
Bp:Be/TG l—Tx/TG
B =
Bp — b3p = (Be — 636)/TX — bSe - bSpTX
T —Tx

En conclusién,
® boe < bre < Be < bze < bze
o byp < bip < By < by < b3y
es lo mismo que imponer la condicion de convexidad para la quebrada.

Dada una monoétona de generacion, puede determinarse un conjunto de puntos a partir
de distintos valores de potencia y el area de la monotona hasta dicho nivel de potencia.
Sea, por tanto, el conjunto de estas observaciones M = {(me;,mp;),2 = 1,..., Nm}. A
partir de M se pueden determinar los valores mas adecuados para by y bz, mediante un
ajuste por minimos cuadrados; para ello, se plantea el siguiente problema de minimizacion:

Nm
: 1 2
min g Z; (PE(mei) — mypi)
s.t. bOp S blp S Bp
Be < bye < b (10.22)

donde O es el vector de variables independientes que, en este caso, es igual a {b1,, b}, ya
que todas las demas son valores conocidos a priori o se pueden determinar a partir de ©.
Tras haber descrito la manera de evaluar la CPE usando una curva de Bézier, es

necesario plantear como se definen las derivadas de la funcién objetivo de (10.22) respecto
una variable del problema, digamos 6. Puede ser conveniente destacar que la expresion de
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la pendiente de la CPE respecto la energia es un problema diferente y, en cierta manera,
mas sencillo. En esta ocasiéon no es oportuno, ya que los valores de energia estan fijados a
los valores observados m.;.

Llamemos ¢(0) a la funcién objetivo de (10.22). Es trivial observar que los compo-
nentes del gradiente de ¢(-) son de la forma:

> (PE(mei) — mp;) VoPE(me;)

=1

donde VyPE(m.;) expresa la derivada parcial de la CPE respecto la variable correspondi-
ente, la que genéricamente llamamos 6. Para ser precisos, observemos que la CPE es una
funcién paramétrica sobre t, es decir, es mas apropiado escribir:

oo - (1)

wp( )

Hemos prescindido de la expresion de la energia m.;, ya que no juega ningun papel en esta
parte. Ademas, se pone de relieve que la CPE depende de la variable 6 incluyéndola como
argumento.

Puesto que PE(e) = wz,(x.'(e)), expresaremos VgPE(t,6) tomando la derivada de
zp(+). Siendo t un parametro de conexion entre las dos componentes de la CPE, pensaremos
en la funcién de potencia como si sélo dependiera de 6, es decir, z,(8); por esta razén,

dz
buscaremos la expresién de VyPE(t,0) a través de lo que se denotard como d—ep.

Asi pues, tenemos que:

dx, _ Oz,  Oxp dt
do 00 ot de

¥y, por otra parte, se tiene que la funcién z.(-) es igual a determinado valor de energia, por
lo que diferenciando a ambos lados:

VyPE(t,0) =

ze(t,0) = e =
dr.  Ov. Oz dt

oo "o VT
O,
dt " o9
de — Oz,
ot
En consecuencia, la derivada buscada se expresa como:
O,
Ox 0xy, 5o
PE(t,0) = £ — =L 10.2
VePE0) = 59~ o or (10-29)
ot

Tengamos en cuenta que las subexpresiones parciales de (10.23) son facilmente calcu-
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lables: 5
Te
8t :3Oé3t2—|—60é2t—|—30é1
0
% — 3052 + 6yt + 35,
ox
< = (3t — 612 + 31T,
Dy 3476
ox
© = (—3t% 4 3¢?
by ( + 3t%)
Oxy
= (3> — 6t 4+ 3t
s = +3t)
Oy 3 2
= (-3t 3t/ T
b, ( +3t°)/Tx

10.5.4.1 Puntos de Bézier dependientes de la generacion

Se puede constatar sin problemas que, dependiendo de cuanta hidrogeneracion haya
intervenido en la convolucién y descrestado de la mondtona de cargas, el perfil de la
m.s.g. es una forma variable. Por esta razon, puede interesar una modelizacién en la que
la posicién de los puntos de Bézier sea una funcién de G; concretamente, la generacion
determinista es con claridad el factor que mas incide en la forma de la monétona ya que,
aparte de restar una cantidad de energia al total E, el descrestado produce una deformacion
apreciable en su perfil.

Suponiendo que los puntos que anteriormente formaron el conjunto de variables inde-
pendientes son ahora funciones conocidas con parametros a determinar ©. Precisando un
poco mas, © procede de la unién disjunta de dos conjuntos de pardmetros ©, y ©., que
intervienen respectivamente en las expresiones de by y ba.:

bip = blp(GOv ®p)
bZe - bZe(G07 ®e)

Las expresiones de la derivada de la funcién objetivo del problema no seran muy
diferentes; por aplicacién de la regla de la cadena, tal como se han definido z.(-) y #,(-)

en (10.13):

gz; = (3t — 6t + 3t) T aé’;P
gz: = (—3t* + 3t2)82:€

g%j — (31> — 6% + 3t)%

ng = (=3¢° + 3t2) /Ty 82:e

Un ejemplo podria ser (0, = {6,0,0p1,0p2}, 0c = {0c0,0c1,8c2}) v tomar polinomios
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de segundo grado para la evolucién de los puntos 1 y 2 segtin el valor de G°:

blp(GO) = 9p2(G0)2 + eplGO + Opo
bZe(GO) - eeZ(GO)z + 961 GO + 960

El conjunto M de observaciones deberia ser ampliado para acoger observaciones prove-
nientes de distintos valores de G°. Por otro lado, un problema intrinseco de esta técnica es
que es dificil asegurar que para cualquier G° se satisfacen las condiciones que debe cumplir
una CPE modelada como curva de Bézier, que son:

bOp Sblp(GO) < Bp
Be SbZe(GO) S bSe

Asi, para una forma cuadratica como la que figura més arriba habria que establecer un
limite superior para G° y aplicar tales restricciones a este limite y a 0, pero por otra parte
deberia procurarse que el posible extremo de cada funciéon apareciera entre las respectivas
cotas, lo cual es complejo de resolver, no porque haga intervenir una restriccion no lineal

. 2 . . . ,
(del tipo by, < —9p1/(49p2) + 6,0 < B,) sino porque esta clase de restricciones esta
condicionada a que dicho extremo esté en el interior del intervalo de generaciones factibles.

10.6 Restricciones de generacién y potencia usando la CPE

La CPE debe entenderse como un instrumento equivalente a la monoétona de gen-
eracion, aportando la ventaja de poder relacionar de manera simple los dos principales
factores interviniendo en el problema de coordinacion, la potencia y la energia. Mediante
una funcién PE(-) se da forma matematica al concepto de recubrimiento de la monétona,
lo cual permite llevar las restricciones que ligan la carga con la generaciéon al campo de la
programacién matematica.

Asi, para determinar la potencia generada por la j-ésima unidad térmica en cierto in-
tervalo del que se ha determinado una curva Potencia-Energia, conociendo las generaciones
de las unidades térmicas y de las pseudo-unidades hidraulicas, puede escribirse:

j—1 Jj—1
P, = PE (Ej + Y En+ GAm> — PE (Z E,. + GAm> (10.24)

m=1 m=1

De esta manera, pueden imponerse a cada unidad limites a su capacidad de generacion,
empleando la expresion (10.24):

P; < Py, j=1,...,Nu (10.25)

Considerando el total del parque, tenemos la restriccion que se refiere al recubrimiento
de la mondétona propiamente dicho:

Nu Nu
PE Z(Ej—I—GA]‘) = ZP]‘—I—PA (10.26)
j=1

J=1
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A través de (10.1) se calcula el valor de Ga. En consecuencia, la generacion hidraulica
se comporta como una unidad mas, excepto que se trataria de una unidad con limitacion
de potencia y, sobre todo, de energia.

10.7 Restricciones hidraulicas

En la introduccién del capitulo 2 al problema de la coordinaciéon hidroeléctrica se
postula la existencia y tratamiento de una red hidraulica en el modelo. Esto se traduce en
que la topologia de dicha red origina unas variables representando los distintos flujos por
la misma. Como el modelo incluye una subdivision del tiempo en intervalos, ademas se
incluyen variables de almacenamiento de agua en los embalses al final de cada intervalo.

La parte hidraulica del modelo de coordinacién es comun con la que se describe en el
capitulo 7, de modo que a continuaciéon sélo se exponen las restricciones necesarias.

Las variables de flujos (descargas, bombeos y voliumenes fundamentalmente) son las
variables primarias de la parte hidraulica del modelo; de éstas es de donde se deriva
el calculo que lleva a la determinacién de la generacién hidraulica. G°, G, ..., Ga son
expresiones intermedias ttiles para el desarrollo del problema, pero las verdaderas variables
motivo de optimizacién son aquellas.

De acuerdo con la notacién previamente presentada, sea V;, el volumen de agua
almacenada en el n-ésimo embalse al final del i-ésimo intervalo; X; , denota un arco de
la red hidraulica propiamente dicha, donde a es un indice generalmente relativo a un
conjunto A,, arcos con entrada en el embalse n, o a un conjunto €2,,, arcos con salida del
embalse n. Se excluyen los arcos de aportacion natural, que se denotan como I; , y que
ademas no forman parte del conjunto de variables del problema, aunque si intervienen en
la formulacién de las restricciones.

Asi, considerando la naturaleza multiarticulo de cada uno de estos elementos, la ecua-
cion de balance en cada nodo n se escribe como:

E=0...K—-1
DXL AVE A = ) X AV =1 N (7.1)
e acQ, n=1...Nr

y cada variable esta sujeta a restricciones limitando cada articulo, ademas de restricciones
de capacidad mutua dadas por la capacidad del arco:

—k . . Ek=0...K—1
0<Vk <V, =1...Nv—1
SVin S Vi U Y SRS (10.27)
OgXikjaSXi,a (2=1...N) a€ Ay Vacl,
K—-1
Y VE <Via (i=1..Ni-1)
k=0 n=1...Nr
K-1 {GEANVGEQn (1028)

Y X[, <Xiw (i=1...N)
k=0
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10.8 Restricciones de combustible y generacion térmica

En el capitulo 2 se presento el problema de la coordinacion hidrotérmica enfocando
la seccién térmica como una red temporal en la que circulan como flujo cantidades de
combustible, parte del cual era consumido en cada intervalo y parte pasaba a ser el stock
disponible para posteriores intervalos. La Fig. 2.2 ilustraba este concepto de manera
esquematica.

En la realidad suelen producirse situaciones bastante mas complejas; por ejemplo:
— No todas las unidades térmicas pueden usar el mismo combustible.
— Algunas unidades son capaces de funcionar con diferentes tipos de combustible.

— La adquisicién del combustible puede realizarse en momentos diferentes del que rep-
resenta el inicio del periodo.

zy

Nt
Z1,1

Ni)

2 Zfl
1) Zl,l \1 \L
IZI
[

2\ N\ B

[] (2

\ AN \ N\ N\ S
cee Ei
—> Comb.?M \ \

[1 (Nu

/ \E \ NEY

2
2,Nu

N

—> | Comb.1 f———vs

N

Figura 10.10 : Red térmica replicada. Se incluyen varios combustibles y adquisicién

multiple.

De aqui que surja la necesidad de ampliar la definicién de red térmica con estos
nuevos conceptos; la Fig. 10.10 propone un par de situaciones corrientes. Por un lado,
el combustible 1 representa un contrato tipo “take-or-pay”: las distintas unidades ligadas
a él realizan sus adquisiciones, considerando un méximo Z;, a lo largo de unos intervalos
—en este caso, todo el periodo—, y eventualmente tienen excedentes de combustible que,
de todos modos, ya han pagado; el combustible no adquirido va a parar al pozo por el arco
Z?7. Por otro lado, el combustible 2 representa una adquisicién puntual en el intervalo
2 —como podria ser, por ejemplo, un barco de gas— por un total de Z, unidades de
combustible, del cual se sirven un par de unidades que deben gestionar su consumo y su
stock para el resto del periodo (observar que se consume o se guarda todo el combustible,
va que no hay arco que vaya a parar al pozo).
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En general, se considera un cierto niimero Nf de combustibles (carbén, gas natural,
fuel-oil, etc.) que se encuentran asociados a las unidades térmicas con capacidad para

consumir determinado combustible, asociacion que se pone de manifiesto mediante los
arcos que parten de los nodos de los combustibles (a la izquierda en la figura) y que tienen
el significado de “suministro”. La variable asociada a un suministro se denota como Z}’j,
donde f es un combustible, 7 una térmica e ¢ el intervalo en el que se materializa dicho
suministro (no se representan en la figura todos los arcos que parten del “depdsito” inicial

por no complicar inttilmente la figura).

Puesto que una determinada unidad puede ser alimentada con varios tipos de com-
bustible, puede recibir varios suministros al mismo tiempo. Por ello, los arcos de com-
bustible residual deben desdoblarse, para permitir el flujo separado de los diferentes com-
bustibles. Debido a limitaciones de almacenamiento, se entiende que todos los combustibles
admitidos por una central tienen una restriccion comun. Es por ello que se entiende la red
térmica como una red multiarticulo. En este sentido, cada arco F}, y por la misma razén
cada arco de generacién E}, contiene realmente Nf variables, },j v E}’j, con f =1...Nf.

Ahora ya se puede reescribir la ecuacion (2.6) en los términos de las nuevas variables:

| | | | i=1...Ni
Fi'+Zy;=F;+eiEp; {Jj=1...Nu (10.29)
f=1...Nf

También se pueden considerar limites sobre la generaciéon o sobre el combustible, en
varias configuraciones. Por ejemplo:

Ny N
: Enl = 1....V1
;Ff,ng], {j:l...Nu

es una restriccion para la cantidad de combustible que se puede almacenar en cada intervalo
para cada unidad térmica, segun la maxima capacidad disponible F';. Puede verse que se
trata de la restriccion sobre la capacidad mutua del arco multiarticulo F. Por otra parte,

Nf . .
; =i 1=1...\¢
;EmSEw {j:l...Nu

seria una restriccion para la generacion eléctrica de una unidad. Puede verse que esta
via permite modelizar adecuadamente restricciones de amplio interés, como por ejemplo
la emision de contaminantes (si se admite que el volumen de éstos es proporcional a la
generacién producida). Ademds, la inclusién de estas restricciones no es especialmente
gravosa, ya que se tratan de restricciones lineales, como la siguiente:

>, . D 8B} <CONT

fECF i€CI jeCU

Suponiendo determinados combustibles (contenidos en el conjunto C'F'), determinados in-
tervalos (CI)y determinadas térmicas (CU), conociendo la caracteristica 5},]‘ que permite
la transformaciéon de la generacion a volumen de contaminantes, podemos imponer que
éstos sean inferiores a una determinada cantidad limite CONT.
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10.9 Formulacién ampliada del problema

Con las nuevas consideraciones, el problema de coordinacién hidrotérmica quedaria
plasmado en los términos siguientes:

Nt Nu Nf

min Yy | >N wpiZp; kB (10.30)

i=1 \j=1 f=1

j—1 j—1
s.t. P! = PE, (E; + Y El+ Ggm> — PE; (Z E + Ggm>

m=1 m=1

i=1...Ni,j=1...Nu  (10.31)

Nu
Gh =) Gi i=1...Ni  (10.32)
j=1
P! <P i=1...Ni,j=1...Nu  (10.33)
Y Ei+Gi=FE i=1...Ni  (10.34)
j=1
GYF =T (XF, VF. VE k=0...K—1,4=1...Ni  (10.35)
Fi5' + 2}, =F},; +¢e;E} i=1...Ni,j=1...Nu  (10.36)
Yo XbAVE LI =) XE AV
a€ Ak aEQ,
k=0...K—1,=1...Ni,n=1...Nr  (10.37)
K—1
Xikja < X, para todo arco a,z =1... N
k=0
K—-1
VE <Va i=1...Nion=1...Nr  (10.38)
k=0
Xi’fag—f para todo arcoa,k =0... K —1,:=1... M\
VE <V} k=0...K—-1,4=1...Nijn=1...Nr  (10.39)

Los cambios sobre la formulacién aparecida en (2.1-2.8) afectan a la funcién objetivo
(10.30), en la que se integran las nuevas variables de suministro; se explicita la expresion de
la potencia de cada unidad térmica con (10.31); la funcién I'(+) de la restriccién (10.35) es
la expresion que aparece en el capitulo 7, donde se encuentran (7.4) y (7.6), la forma segtin
la que se derivan los parametros de la distribucion de la generacion hidraulica cuando se
asume que sigue una distribucion de bloques; finalmente, todas las variables hidraulicas se
expresan en forma multiarticulo, de manera que el nuevo modelo tiene en consideracion el
caracter estocastico del problema.
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10.10 Ejemplos resueltos

Los siguientes ejemplos serviran para ilustrar acerca de las caracteristicas del método.
Se han elegido teniendo en cuenta que se tratan de casos realistas, aunque de dimensiones
moderadas, lo cual es conveniente para el propdsito de realizar una exposicion en este
capitulo.

El primer caso consta de una cuenca con 4 embalses, y un parque térmico de 4
unidades, cuyas caracteristicas se reflejan en la tabla 10.I. Ademas, se consideran 3 con-
tratos de compra de energia, cuyas condiciones aparecen en la tabla 10.I1. El periodo de
estudio se subdivide en 12 intervalos que abarcan desde el mes de enero hasta el mes de
diciembre. La carga maxima prevista para cada intervalo varia entre los 1466 MW y los

1857 MW. La capacidad hidraulica se ha supuesto igual a 1000 MW.

Tabla 10.1. Descripcion del parque térmico (caso 1).

Unidad | P [MW] q Efic. | Precio [ECU/MWHh]
#1 489 0.07 | 86.12% 5.544
# 2 207 0.065 | 34.83% 7.128
# 3 282 0.10 | 37.45% 9.756
# 4 526 0.10 | 38.83% 10.188

Tabla 10.I1. Descripcion de los contratos (caso 1).

Contrato | P [MW] q Precio [ECU/MWHW]
#1 319 0.045 39.12
# 2 335 0.045 39.88
# 3 132 0.065 40.63

P significa capacidad de cada unidad o contrato; ¢ se refiere a la proporcién de tiempo
en que previsiblemente la unidad o contrato no estara disponible. Se indica ademéas un co-
eficiente que representa la eficacia en la conversion de energia potencial de los combustibles
a energia eléctrica por parte de cada unidad térmica. El precio indicado se refiere a energia
potencial para las unidades térmicas, y a energia eléctrica adquirida para los contratos. El
coste de la energia externa se ha fijado en 80 ECU por MWh importado, aproximadamente
el doble del precio de los contratos, que son la fuente mas cara del parque disponible y,
por tanto, se ubican en ultimo lugar en el orden de mérito.

Para la representaciéon multiarticulo de las variables, se han realizado pruebas con
distintos valores de K, desde 3 hasta 8. De cada una de las ejecuciones se han recogido
algunos indicadores de interés, informacion que se muestra en la tabla 10.1I1.

La primera columna expresa el coste en ECU estimado en cubrir la demanda con los
medios de los que se dispone —incluyendo la hidrogeneraciéon—, segun la politica 6ptima
hallada. Tanto G° como G y Ex representan la suma de energia acumulada a todos los
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Tabla 10.I1I. Resultados del caso 1.

K | F. Obj. [ECU] | G° [MWh] | Ga [MWh] | Ex [MWHh] | T.cpu [seg]
3 | 1.1603298-10% | 2.22227-10° | 2.199548-10° 1825 17.3
4 | 1.1425431-10% | 2.07731-10° | 2.302738-10° 2465 15.6
5 | 1.1634727-10% | 2.13957-10° | 2.189002-10° 1668 7.8
6 | 1.0840690-10° | 2.36555-10° | 2.488162-10° 1681 18.9
7 | 1.1503812-10% | 2.01332:10° | 2.236564-10° 1510 29.0
8 | 1.1389304-10° | 2.48995-10° | 2.237775-10° 1444 36.4

intervalos. El error relativo en la funcién objetivo que estos resultados ponen al descubierto
es de un 6.8%, debido al 6ptimo hallado con K=6, que se encuentra bastante lejos de los
resultados con diferente nimero de articulos. Sin contar éste, la discrepancia se reduce
a un error del 2.1%. Por otro lado, observamos que el coste flucttia bastante, sin que
se manifieste una tendencia creciente o decreciente segun K, como suele ocurrir en los
programas de optimizacion de la hidrogeneracion.

Respecto a la generacién hidraulica, se observa una media de 2.18:10°MWh de gen-
eracién determinista para el periodo, y una media de 2.28-10°MWh de generacién es-
tocastica, respecto a los valores recogidos para los diferentes supuestos en el ntimero K.
Los datos que se refieren a Ex no varian excesivamente, alrededor de 1765 MWh calculado
como la media aritmética de los valores de la tabla. Finalmente, los tiempos de ejecucion
logrados no vienen determinados de forma importante por el namero de articulos —por el
ntamero de variables hidraulicas, en suma—, sino mas bien por la dificultad de hallar un
optimo local en un problema de perfil no lineal muy acusado. Puede ser significativo que
el problema con 5 articulos haya acabado en muy poco tiempo, pero con un 6ptimo local
de peor calidad que el resto (si nos atenemos al valor que devuelve finalmente la funcién
objetivo).

El segundo caso tiene unas dimensiones mayores: la cuenca hidraulica consta de 6
embalses, con una capacidad instalada de 2000 MW. El parque térmico dispone de 7
unidades, y se complementa con 4 contratos de compra de energia. La potencia punta
que alcanza la carga mensual también crece: entre 3000 MW y 3800 MW. La informacion
pertinente se muestra en las tablas 10.IV y 10.V. Los resultados se han recogido en la tabla

10.VL

Tabla 10.IV. Descripcion del parque térmico (caso 2).

Unidad | P [MW] q Efic. | Precio [ECU/MWHh]
#1 471 0.07 | 86.12% 5.364
# 2 489 0.07 | 86.12% 5.544
# 3 207 0.065 | 34.83% 7.128
# 4 282 0.10 | 37.45% 9.756
#5 526 0.10 | 38.83% 10.188
# 6 522 0.10 | 38.66% 10.800
#HT 336 0.045 | 41.55% 13.176
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Tabla 10.V. Descripcion de los contratos (caso 2).

Contrato | P [MW] q Precio [ECU/MWHW]
#1 319 0.045 39.12
# 2 330 0.045 39.28
#3 335 0.045 39.88
# 4 132 0.065 40.63

Tabla 10.VI. Resultados del caso 2.

K | F. Obj. [ECU] | G° [MWh] | Ga [MWh] | Ex [MWHh] | T.cpu [seg]
3 | 2.1594068-10° | 7.91250-10° | 5.883753-10° 7781 9.6
4 | 2.5172235-10% | 1.07652-10° | 4.414232.10° 5047 11.8
5 | 2.2711910-10% | 9.16309-10° | 5.489615-10° 8598 11.3
6 | 2.5355221-10° | 6.11630-10° | 4.756524-10° 7301 15.1
7 | 2.5235045-10° | 8.86253-10° | 4.801416-10° 9081 18.5
8 | 2.4725791-10° | 5.37921-10° | 4.790657-10° 2001 34.7

En esta ocasion se vuelven a presentar discrepancias en el coste de la solucion optima,
y bastante notables para =3 y 5. Se puede sospechar que el aumento del coste se debe
a la disminucion de la generacién estocastica (la correlacién entre estas dos magnitudes es
cercana a -1), aunque se ignora si existe un motivo que justifique esta pérdida de generacién
para los casos con peor coste. En general, no conviene confiar demasiado en el caso con
menor numero de articulos, ya que el cdlculo de la generacién hidraulica no suele ser
suficientemente preciso. En cuanto a la prueba con K=5, parece claro que el superavit de
generacion hidraulica respecto a los otros casos explica la diferencia de coste, por lo que
se puede pensar que se ha generado una politica considerablemente eficaz. Los tiempos de
ejecucion presentan una cierta tendencia dependiente de K, pero cabe destacar que en este
caso se han alcanzado tiempos que se comparan muy favorablemente con los anteriores,
teniendo en cuenta que se trata de problemas de mayores dimensiones que los del caso 1.

La tabla siguiente responde a la relevante cuestion de qué ocurre si la demanda au-
menta. En esta ocasiéon, se parte de una situacion igual a la del caso 2, excepto que la
carga se ha incrementado en un 10% (esta situacion seréd denominada caso 2+.

Tabla 10.VII. Resultados del caso 2, con incremento de carga (2+).

K | F. Obj. [ECU] | G [MWh] | Ga [MWh] | Ex [MWHh] | T.cpu [seg]
3 | 3.1094326-10° | 8.31424-10° | 4.687250-10° 6293 12.6
4 | 3.0733815-10° | 8.72007-10° | 4.705048-10° 4691 19.5
5 | 2.9921124-10% | 8.55315-10° | 4.999781-10° 2845 12.4
6 | 3.0937861-10° | 6.83028-10° | 4.700077-10° 2096 22.1
7 | 2.8254011-10° | 8.55626-10° | 5.545215-10° 1507 25.3
8 | 3.0224201-10° | 7.73098-10° | 4.963718-10° 4275 37.2
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Se observa en primer lugar un légico incremento de la funcién objetivo. Comparandolo
con el caso anterior, se cifra este incremento entre un 12% y un 44%, siendo la media un
25%. La generacién hidraulica no ha contribuido mas de lo que lo hacia anteriormente,
lo que es correcto, pues se espera siempre el maximo apoyo de la hidrogeneracion, y
no han aumentado los recursos hidricos. Es destacable una notable estabilizacion en las
magnitudes de G a, y especialmente de G°. Evidentemente, la causa del aumento del coste,
muy superior al 10%, se debe a los incrementos de generaciéon de los contratos y de las
unidades mas caras, necesarios ya que las unidades mas econémicas no pueden incrementar
su produccion al estar ubicadas en la base de la monoétona de generacion. Los cambios mas
notables se muestran a continuacién (datos correspondientes a K'=6, donde el incremento
de coste global asciende a un 22%):

Tr.# 3 Tr.# 4 Tr.# 5 Tr.# 6 Tr.# 7
Caso 2 [ECU] | 2.9186-107 | 4.6011-107 | 6.7544-107 | 3.9281-10" | 1.0492-107
Caso 2+ [ECU] | 3.2695-107 | 5.2244-107 | 8.8237-107 | 4.9779-107 | 1.8103-107
Incremento 12% 13% 31% 26% 2%
Cont.# 1 | Cont.# 2 | Cont.# 3 | Cont.# 4

Caso 2 [ECU] | 6.4498-10° | 3.6298-10° | 1.5424-10° | 131207
Caso 24 [ECU] | 1.0200-107 | 6.931-10° | 1.7252-10° 89480
Incremento 58% 91% 19% -31%

Para finalizar con los ejemplos, se muestran unos resultados gréaficos construidos a
partir de la informacién suministrada por la politica éptima. Concretamente, se trata del
caso con I{=6 e incremento del 10% de la carga.

Generacion total

3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Figura 10.11 : Generacién hidraulica total del ejemplo. [MWh]
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Figura 10.12 : Descargas y volimenes del ejemplo. [Hm3]
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Figura 10.13 : Resultado expresado sobre las monétonas de generacién.
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En la Fig. 10.12, los seis embalses de la cuenca se designan con las letras G a L (en el
capitulo 12 hay mas detalles sobre la cuenca). Cada grafica registra la evolucién temporal,
bien del volumen de agua almacenada al final de cada intervalo, bien de la cantidad de
agua descargada por los arcos de generacion. Las distintas tonalidades estan asociadas a
un articulo, la més oscura al articulo 0 y la mas clara al K — 1. De esta manera pueden
representarse las distribuciones que corresponden a cada arco.

La Fig. 10.11 considera la suma de las generaciones en MWh de cada arco, aunque
aqui se muestran las diferentes distribuciones por intervalo, no solamente la generacion
determinista (el articulo 0) y la esperanza del resto, que son los objetos que hasta ahora
se han mostrado porque es lo que entiende el modelo hidrotérmico presentado. Destaca
especialmente la gran cantidad de generacion correspondiente al articulo K — 1; ello es
debido a la distribucion de las aportaciones naturales presentes, que presentan la misma
caracteristica. Se debe interpretar como la posibilidad (no muy probable, sin embargo)
de alcanzar grandes cotas de generacion en el caso de que se presentasen unos niveles de
aportaciones tan inusuales. De todos modos, la figura deja en claro que la expectativa de
generacion es bastante mas modesta.

Por ultimo, en la Fig. 10.13 se han dibujado las monotonas de generacion de cada in-
tervalo con el cubrimiento resultante, en el que participan ademas de las unidades térmicas
y los contratos, la generacion hidraulica estocastica en las posiciones que se han determi-
nado como mas idoneas. El valor de potencia indicado sobre el eje de ordenadas corre-
sponde a la punta de la monétona de generacion (todas las graficas se representan a la
misma escala). Los valores respectivos de Ex ;,G? y Ga ; aparecen para cada intervalo
. Obsérvese que la posicion de la generacion estocastica depende de la magnitud de ésta:
si es escasa, se ubica en las posiciones altas, rellenando la misma punta y evitando la
puesta en marcha de los contratos. Si es abundante, baja hasta las primeras posiciones,
en donde la duracion disponible permite rebajar la potencia hidraulica, sujeta al limite de
la capacidad Pj,.
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CAPITULO 11

ANALISIS DE LA CONVOLUCION CON UNIDADES HIDRAU-
LICAS

11.1 Introduccion

El concepto de mondtona de generaciéon, muy asociado al de convolucién dentro del
tema que nos ocupa, ha sido introducido, nombrado y referenciado en varios capitulos de
esta tesis. En el presente se le dedica una atenciéon preferente, pero no sélo para explicar
cuél es el conocido procedimiento de convolucién de la carga con la distribucion de potencia
en fallo de una unidad térmica. El centro de interés del capitulo es la descripcion detallada
de un procedimiento de eficiencia probada para sumar la carga con una variable aleatoria
continua que perfectamente puede representar capacidad hidraulica.

A partir de las ideas que se exponen en [WOODB84], las cuales provienen a su vez del
texto primordial de Balériaux et al., [BALE67], se ha ido desarrollando un entorno en el
que se encaja en primer lugar el tema de las unidades térmicas. Sobre ello, se describe un
método de evaluacion de costes basado en costes no lineales respecto la potencia, al tiempo
que se introduce el concepto de contribucion. Una vez situados en este campo, el siguiente
paso es realizar la extensién pertinente en el caso de que la unidad que se considera fuera
una unidad hidraulica. FEl concepto de contribucién, al igual que el de distribucion de
potencia en fallo, tienen cabida en este terreno, una vez adaptados a las caracteristicas
correspondientes.

El capitulo se ha regido atendiendo a un riguroso planteamiento matematico; se con-
sideran no solo las caracteristicas propias de la distribucién de probabilidad de la hidrogen-
eracion —en las que el marco de las variables de bloques resulta 6ptimo— sino también
la posibilidad de ubicar a esta unidad en cualquier posicion del orden de mérito de las
unidades térmicas. La explicacion se acompana con ejemplos e ilustraciones que ayudan
en su seguimiento.

11.2 Simbolos, formulacion empleada y algunos conceptos

Como ha convenido en otros capitulos, en éste se va a especializar un tanto la notacion,
con el fin de evitar que algunos simbolos aparezcan excesivamente recargados, mientras se
espera concentrar la atencion primordialmente en los aspectos fundamentales del capitulo.
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Por supuesto, mientras se pueda mantener, la notaciéon sera homogénea con la del resto
del trabajo.

En primer lugar, hay que ubicarse en una situacién general con las siguientes lineas
maestras: se trata de un sistema de potencia que integra una parte térmica y una parte
hidraulica, y el entorno temporal es de largo plazo. No se consideran limitaciones de
combustible; si se consideran, obviamente, todas las caracteristicas estocasticas que han
ido apareciendo a lo largo de la tesis: aportaciones naturales, demanda de potencia e
indisponibilidad aleatoria de las unidades térmicas.

11.2.1 Sobre la monétona de carga

Tomamos un intervalo indeterminado, al cual nos referiremos como uno general, sin
necesidad de aludir al resto (y sin necesidad de recordar continuamente que se trata del
intervalo ¢). Sea:

* Nh: duracién en horas del intervalo

Cuando nos estemos refiriendo a generacion o a energia en este capitulo, siempre sera
la produccién a lo largo de estas Nh horas. Lo mismo en lo que respecta a la demanda.
La monotona de cargas del intervalo va a ser la representacion de la estocasticidad de
la carga, cuyos valores limites son Py, v P MW. Aunque normalmente la monotona de
cargas es una mera ordenaciéon de valores de carga pasados, o una prevision construida a
partir de observaciones histéricas, aqui vamos a darle un enfoque diferente, con el fin de
poder introducir comodamente esta magnitud en las operaciones matematicas que se van
a llevar a cabo. Por ello, tendremos que:

* My (p) designa a la mondtona de cargas como una funciéon de la potencia p.
Hay que tener presente que My (-) cumple estas propiedades:

— Mp(p) vale Nh para p < Ppin

— Mp(p) vale 0 para p > P

— es una funcién continua y decreciente

Por tanto, puede dérsele a My (p) la siguiente interpretacion; “duraciéon en horas del
tiempo en que se espera tener una carga mayor que p MW”. Como se puede apreciar, la
funcién My (-) modeliza el comportamiento aleatorio de la carga; sin embargo, puede ser
mas apropiado utilizar la funcién:

« Ru(p) = VLT

que expresa la misma idea pero en términos de probabilidad (es decir, la probabilidad de

: funcion de fiabilidad de la carga,

tener una carga mayor que p). A partir de Ry () se derivan sin dificultad las funciones de

distribucién Fr(-) v fr(-):

Fr(p)=1— Rp(p) = Prob(L < p)
d
= —F
fr(p) i L(p)
Podemos ver sin dificultad que la esperanza de la carga L, P, concide con la superficie
que se encuentra bajo la funcién de fiabilidad. P es, por definicién de media de variable
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aleatoria:

~

P
P = /0 pfr(p)dp

Como esta expresion puede ser tratada integrando por partes, obtenemos:

~ ~

- [ =0~ [ 0= Rup)ar -

0
G B B
P / dp + / Ry (p)dp = / Ri(p)dp
0 0 0

De aqui se deduce trivialmente que la energia media que habra que suministrar, E,
equivale al area bajo la funcién My (-) y es igual a Nh - P. A lo largo del capitulo iremos
viendo que es indiferente referirse a generacién esperada o a potencia esperada y, por
tanto, aunque el motivo de interés preferente es averiguar cudl va a ser la produccién de
una unidad térmica o cudl el coste que supone, utilizaremos de manera predominante el
célculo a través de las funciones de probabilidad (y, con ello, ligadas a la potencia).

{pF L (P)} ’

11.2.2 Sobre las unidades térmicas

El caracter estocdstico mds importante de una unidad térmica es la posibilidad de que
no se encuentre disponible para generar electricidad por causas de fuerza mayor, es decir,
imprevistas. Asi, denotaremos:

* ¢y probabilidad de que la unidad v (v = 1... Nu) no esté disponible

Teniendo en cuenta que no consideramos limitacién de combustible, una unidad puede
generar en toda su capacidad de produccién P, si y sélo si esta disponible. En términos
medios, podemos ver que en todo el intervalo funcionara unas ¢, - Nh horas. Con esto,
podemos definir ya una variable Pf. conocida como potencia en fallo y que significara
“potencia térmica no disponible”. Puesto que se trata de una variable aleatoria con dos
estados posibles, la describiremos totalmente con su funciéon de probabilidad:

1—qu, stz=0

frr(x) = { 5 (11.1)

Gus stz =P,

Una aproximacion que haremos se refiere a la valoracion de la generacion térmica.
Supondremos que el coste de producir p MW a cargo de la unidad u sigue una relacién
cuadratica de la potencia p, cuyos coeficientes son:

* 214 coeficiente lineal
* 29 4 coeficiente cuadratico

Para evaluar el coste de la energia externa se utiliza el mismo procedimiento, con
coeficientes que conoceremos como 21 x y 22, x.

Esta suposiciéon persigue una mayor precision a la hora de evaluar el coste que acar-
rea una unidad térmica, especialmente aquellas que por no estar situadas en la base de
la monétona de generaciéon funcionan una parte del intervalo a potencia menor que su
capacidad. Sin embargo, de esta manera se plantea una dificultad adicional. Ya que los
costes dejan de ser lineales respecto a la generacion, podria darse la circunstancia de que
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una unidad ¢ fuera mas econémica que una unidad j por debajo de cierta potencia, y a
la inversa por encima, con lo que se produce un transtorno en el orden de mérito inicial
que la metodologia de Balériaux et al. no contempla. Una posible solucion seria desdoblar
las unidades en conflicto, formando un nuevo orden de mérito en la que estas unidades
participarian divididas en tramos intercalados entre las demas: dicho orden se basaria en
los costes de las unidades y de los tramos de las unidades particionadas. De esta manera
se asegura el recubrimiento 6ptimo de la monétona. En el presente trabajo, sin embargo,
no se ha realizado la implementacién que contemple este punto.

11.2.3 Sobre la hidrogeneracién

Denotamos como H y G la potencia y la generacién hidrdulicas respectivamente (con
unidades MW y MWh), adoptando nuevamente la potencia como una generacién escalada
por la duracién del intervalo. Se supone una inica unidad que retune la produccién de todos
los puntos de generacion hidraulica del sistema. De acuerdo con la linea de todo el trabajo,
se asume que H (y G) es una variable de K —1 bloques, designandocon Il = {7,,...,7x_,}
las probabilidades de cada bloque. H es la llamada potencia hidraulica determinista, pues
se supone asegurada; por otro lado, se define:

* F: HOK—l _ HO

como la capacidad indeterminista hidraulica.

fu — fry —

) )

2 T2
7T3 7T3 :
T : : ™

HO H01H02 H03 0 HfOl HfOZ Hf03
Figura 11.1 : Distribuciones de la pot. hidraulica y de la pot. hidraulica no
disponible. a) fr(+) (I{=4). b) fo()

La generacion determinista tiene un caracter particular, y se considera separadamente,
mediante procedimientos que simulan el efecto del descrestado de la monoétona. Como
consecuencia de esta operacion, que tiene por objetivo rebajar la punta de la mondtona a
fin de evitar que se pongan en funcionamiento las ultimas unidades en el orden de mérito,
las mads caras, la potencia punta que se va a considerar, P, es menor que la potencia punta
original, y la funcién My (-) contiene asimismo las modificaciones que el descrestado ha
introducido en el perfil real de la monotona. Se ha elegido este punto de vista teniendo en
cuenta que el descrestado es algo que se realiza previamente, y porque puede simplificar
notablemente la presentacion de los temas que son preferentes en el capitulo.

En cuanto a la parte de potencia indeterminista, definiremos una variable Hf como
HOE=1_H v seidentificard como potencia hidraulica no disponible. Debe entenderse esta
nueva variable como el margen de la capacidad hidraulica (no sobre la capacidad méaxima,
sino sobre el méximo de la distribucién) que no llega a utilizarse; una especie de potencia
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en fallo para unidades de generacion hidraulicas, cuya capacidad de generacion esta condi-
cionada por la presencia de agua en los embalses. Como se aprecia en la Fig. 11.1, se
distribuye igualmente como una variable de bloques, destacando las siguientes propiedades:

— su limite inferior es 0 (no hay potencia no-disponible: se llega al maximo previsible)

— su limite superior es H

— la forma de la funciéon de densidad de Hf es un reflejo lateral de la de H; las proba-
bilidades también se han invertido.

Todas estas propiedades son facilmente comprobables. La probabilidad mx_; que
corresponde al ultimo bloque de H se transforma en:

-1 =Prob(H > HOK_Z) = Prob(—H < _HOK—2) —
Prob(HOI(—l —H S HOI(—I . HOI(—Z) — PI’Ob(Hf S HOI(—I . HOI(—Z) — 7{_1

es decir, HOF=1 — HOK=2 e el 7p_i-cuantil de Hf. Como se trata del primer limite
de bloque —aparte de 0— de la nueva variable, podemos asignar un nuevo conjunto de

probabilidades II" asociado a Hf:
* 7Ti = 7TK—1;7Té =TK—25--+) 7TIK_1 =Tm
y, en consecuencia, definir sus cuantiles principales como:
* Hfo — 0;Hf01 — HOK—l _ HOK—Z; - .;HfOK_l — HOK—l _ HO
Claramente, 7r"i =TK—j, ¥ Hf% = gOK-1 _ gOK—j—1

11.2.8.1 Hipotesis sobre la potencia hidrdulica del modelo

Como consecuencia del uso de las variables de descarga en la optimizacion de la
hidrogeneracion, se contempla un concepto de generacion ligado a la duracion del intervalo
considerado —una semana, un mes, ... Cuando se reflexiona acerca de la estocasticidad
de la generacion, solamente se puede poner en relacién con acontecimientos que afectan a
la globalidad del intervalo: por ejemplo, las aportaciones de toda la semana, o de todo el
mes.

La potencia es un concepto de naturaleza distinta, ya que su definicién no precisa de un
espacio temporal, al tratarse de una magnitud de caracter instantaneo. La aleatoriedad
de la potencia hidraulica en un intervalo contempla una dimensiéon adicional de la que
presenta la generacion, ya que fluctiia continuamente dependiendo de las condiciones de
carga. Es bien conocido que los embalses de regulacion funcionan preferiblemente en las
horas punta, mientras que a ciertas horas no descargan en absoluto.

Este modelo de largo plazo incurre conscientemente en una simplificacion que en cierta
medida le resta precision: la dimension instantanea de la potencia es parcialmente ignorada,
al admitir que la variable H se define como la generacién G dividida por la duracion
Nh. Esta decision es aceptable en términos de esperanza: en cualquier circunstancia,
E[G] = NhxE[H], pero soslaya otros aspectos, como que es posible adoptar el valor 0
aunque G° > 0 (por lo que hemos dicho antes, la potencia hidrdulica nula resulta ser
bastante normal), asi como también es admisible alcanzar la maxima capacidad P sin
que la GO%~1 sea la maxima generacién. Es decir, derivada de la hipétesis anterior, se
asume que la capacidad indeterminista es H = (G°*~! — G°)/Nh cuando posiblemente un
valor superior seria mas adecuado.
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Aunque es prioritario en investigaciones futuras la revision de estas ideas con el fin
de acercarlas mas a las circunstancias reales, debe aclararse que la generacion hidraulica
determinista cuenta ya en el presente modelo con un tratamiento especial, el descrestado,
el cual deshace en cierta manera la dependencia entre energia y potencia.

11.2.4 Sobre la monétona de generacién

Entendemos por monotona de generacion la forma que representa como se cubre la
demanda de potencia por parte de las unidades implicadas en la generacion (entre las
que se incluye la hidraulica). Como sabemos, el proceso de célculo de la monétonaa de
generacion se realiza mediante la convolucién sucesiva de L y cada una de las potencias
en fallo, ya que se asume que cada una de las variables que interviene posee una funciéon
de distribucién. Puesto que el proceso es, por naturaleza, iterativo, definimos:

* J,, variable aleatoria que representa la suma de la carga y la potencia en fallo de las
primeras n unidades en orden de mérito.

* R("(-), funcion de fiabilidad de J,,, obtenida tras convolucionar la carga y las primeras
n unidades de la lista de orden de mérito.

Podemos ser generalistas, y admitir que entre estas n unidades se incluye la hidraulica,
o no. Suponemos a priori que la generacion hidraulica no tiene posiciéon asignada en la
lista, y por ello dejaremos que pueda entrar en cualquier lugar.

Ampliaremos nuestra notacién especificando que R(°(p) es igual que Rz(p), vy que Jo
es la carga L. Ademés, emplearemos en el sentido usual las funciones F("(-) y f("(-) como
funciones de distribucién y de densidad respectivamente de la carga méas la potencia en

fallo.

El simbolo Y sera utilizado, cuando se supone que han entrado n unidades en con-
volucién con la carga, para designar la suma de capacidades de estas unidades, es decir:
n—1
* Y = Z P; + H, si se incluye hidrogeneracion.

=1

n
* Y = Z?i, si no se incluye.
=1
Como se vera mas adelante, en §11.4.1, la monoétona de generacion queda exactamente
determinada a través de las funciones R("(-). Si se supone un parque de Nu unidades, e
identificamos con la funcién MG(-) a la monétona de generacion, se define como:

n—1 n
Nh(l - Qn)R(n_l(p)v ﬁu <p< Zﬁu
MG(p) = N N
NRRWY(p), P,<p<N P,+P
u=1 u=1

La monoétona de generacion proviene de Nu 4 1 segmentos de las funciones R(O(p),
RUY(p), ..., RN%(p), escalados convenientemente por la duracién del intervalo Nh y la
disponibilidad de las unidades. En la literatura se entiende el mismo concepto como carga
por cubrir, que se basa en la construccién de una mondtona visible a partir de la entrada
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de cada unidad. El procedimiento desplaza al semieje negativo la parte de carga cubierta,
con lo que se mantiene en el semieje positivo sélo la parte superior (desde 0 hasta P), cada
vez menor a medida que se incorporan mas unidades.

Jn esta definida entre un minimo, P,;,, ¥y un maximo, dado por P+Y. Por ello,
aunque la suma de capacidades supere a la potencia punta, siempre existe la posibilidad
de que una cierta carga no pueda ser suministrada debido al fallo conjunto de un ntimero
suficiente de unidades. El segmento de R("(p) que queda por encima de Y es el que viene
asociado a la pérdida de carga con n unidades; si n = Nu 4 1 entonces esta asociado a la
idea de energia externa Ex. El calculo de Ex se deriva de:

P+Y
Ex = Nh- /Y (p = Y) N (p)dp (11.2)

Puede verse que la expresion (11.2) responde a la forma de la esperanza matematica
de una variable igual a p — Y cuando sélo se considera la posibilidad de una potencia p
superior a Y. Continuaremos esta prueba descartando la constante Nh; asi, en vez de
un valor de energia se hallard un valor de potencia Px (un término medio de déficit de
potencia).

Integrando por partes encontramos que, en efecto, se llega a determinar la relacion
con el area encerrada bajo la funcion R(N”'H(-) y a partir de Y:

P+Y P+Y
Py = =V - [ FOGdp -
Y Y
R Pty
(P4+Y —Y)1 — (Y — V) FWNetly)— / (1 — RN (p))dp =
Y
R P+y P+Y Pty
P—/ @+/ HM“@@z/ RN (pdp )
Y Y Y

Siguiendo la Fig. 11.2, vemos que la situacion inicial es una energia demandada E que
equivale a la superficie bajo la curva de la mondtona (si en vez de considerar la monétona
fuera una funcion de fiabilidad, hablariamos en términos de potencia). Del total de E,
una porcion no se espera satisfacer con los recursos propios: esta fraccién de energia (o de
potencia) externa viene dada por el area de la cola superior de la monétona de generacion,
que es equivalente a la cola de R(N”'H(p). Se extiende el concepto de carga perdida media
con n unidades de manera inmediata:

Pyy
u¥=L (- V)" (p)dp

Esta claro que Px = P)((Nu—i_l.

11.3 Convolucion de unidades de generacién con J,

Se llama convolucion al procedimiento por el que se obtiene directamente la dis-
tribucion de probabilidad de la suma de variables aleatorias independientes. En términos
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=)

Pmin

: g == P
Figura 11.2 : Integral de las monétonas. a) Monédtona de cargas y demanda esper-

ada . b) Funcién de fiabilidad de .J,,, con el valor que representa

la pérdida media de carga.

concretos, si X e Y son variables independientes, la funciéon de densidad de Z = X +Y
proviene de:

+oo
frwy = [ Fxtwifetu = w)de (113)

— 0

Debe recordarse que el trabajo de Balériaux et al. [BALEG?] imprimié un impulso
decisivo a la utilizaciéon de esta técnica dentro del campo de los sistema de potencia, para
derivar la distribucion de la suma de la carga y la potencia en fallo de unidades térmicas.

11.3.1 Inclusién de una unidad térmica

A través de simples transformaciones, (11.3) puede adaptarse para venir en términos

de funciones de fiabilidad:

Reu) = [ " it = / ” / :° Fc () fr(t = w)dwdi =

/+Oo Fx(w) /:OO Fy(t — w)dtdw = /+Oo Fx(w)Ry (u — w)dw (11.4)

— 0 — 0

Como hemos comentado anteriormente, el proceso de obtencion de la monoétona de
generacién pasa por hallar sucesivamente RU (), R(+),..., etc. Por lo tanto, es conve-
niente reescribir (11.4) en los términos de nuestro problema:

+oco
R = [ g (0RO = )

— 0
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Hemos supuesto una situaciéon general en la que n unidades (n > 0) ya han sido

convolucionadas.
1 g 1
a T 1 T
L I% — rf
0 P 0 P

Figura 11.3 : Funciones de prob. de la potencia disponible y en fallo de una unidad

térmica.

Como se tiene que la potencia en fallo Pf,, 1 es una variable discreta, tal como se
apreciaen la Fig. 11.3, que ilustra la funcion de probabilidad de la potencia P y la potencia
en fallo de una unidad térmica genérica, la integral anterior se reduce a una suma de solo
dos términos:

(1 - Qn—l—l)R(n(u + dn+1, o s szn SES szn + ?i\n—l—l
R(n+1(u) = ¢ (1= qut1) R (W) + qug1 - R"(u — Pry1), st Prjn + Ppyr <u< P
Gnt1 - RU(u — Ppiy), si P <u

R S

(11.5).a
si se cumple que P + ?n—i—l <P, y:

(1— Qn+1)R("(u) + ¢nt1, S1 Ppin <u < P
R(n+1(u) - An+1, o si P <u S_szn + Fn—l—l (115)b
Gna1 - R"(u — Poyq), st Ppin + Prng1 < u

en caso contrario.

De hecho, el método se ha generalizado en algunos casos en que se debe modelizar a
unidades que funcionan por grupos, y cuya averia no significa necesariamente el cese de
la generacién. En estos casos, se considera una variable aleatoria que asume probabilidad
para un cierto numero discreto de valores de potencia y, en consecuencia, la integral de
convolucién da lugar a una expresion en la que interviene igual nimero de sumandos.

11.3.2 Inclusién de una unidad hidraulica

En lo que sigue se va a describir como se incorpora la estocasticidad presente en
la generacién hidraulica a la distribucion que forman la carga y la potencia en fallo de
las unidades térmicas. Para ello se utiliza un procedimiento particular para convolucionar
ambas variables (Hf y J,, ), asumiendo como en el apartado anterior que n (n > 0) unidades
se han convolucionado previamente. Como hemos expuesto inicialmente, se requiere la
independencia entre las variables implicadas; en nuestro caso hemos asumido esta hipotesis
por dos motivos: en primer lugar, la generacion hidraulica depende sustancialmente de
las aportaciones naturales; en segundo lugar, la parte de generacion hidraulica que esta
influida por la carga (entra en momentos de alta demanda) es la determinista, la cual
se ha eliminado de consideracion desde el momento que la distribucién de la carga se ha
modificado con el descrestado de la mondtona de cargas.
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Representamos la potencia en fallo hidraulica Hf mediante su funcion de densidad, la
cual viene a ser:

TK—1 : 0K —1 0K —2
HOK—1 _ fjok—2 ' O0<z<H —H
- ‘ a -
fo(x): WZIJOI si HOK 1—H02<$<HOI 1 _ gol (11.6)
! < 70K —1 01 0K —1 0
m st H — H <z < H — H

La principal diferencia entre Hf y Pf es el caracter continuo de aquella (continuo, en
el sentido opuesto a discreto, que corresponde a Pf), que hace que la convolucién entre
Jn v la indisponibilidad de potencia hidraulica necesite de un procedimiento diferente.
También del uso de distribuciones continuas resulta una funcién algo diferente que cuando
solo se convolucionan distribuciones discretas. Pongamos como ejemplo el siguiente caso.
La distribuc/i\én de la carga es una distribucion uniforme entre la potencia base P,
y la punta P, y consideramos la convoluciéon sobre esta mondtona de una distribucion
supuestamente perteneciente a una unidad térmica, y de otra distribuciéon que se supone
proviene de una unidad hidraulica, con K —1 bloques y capacidad méxima H=H"* 1 —HO,
Al no considerar la duracién del intervalo (que nos transformaria los datos a unidades de
energia), suponemos las magnitudes resultantes como potencias. Los valores adoptados
son:

- P=11,

— Pnin=5,

— P=H=4,

- ¢=0.15,

- K=4,

— los cuantiles de Hf: {0,2,8/3,4} y
1

M Em ==

La Fig. 11.4 muestra como son las funciones de fiabilidad —aqui asimiladas a las
monétonas— de las variables implicadas. En trazo discontinuo, en a) y ¢), R(p) se cor-
responde con la monotona de cargas, un segmento rectilineo puesto que la densidad de la
variable es constante. En a), en trazo grueso aparece el resultado de la convolucién con
la variable discreta (R(p)), mientras que en ¢) R (p) representa la convolucién con la
variable de bloques. b) y d) muestran respectivamente las funciones de probabilidad de Pf
y Hf. Obsérvese que R(p) esta formada por segmentos rectilineos, mientras que R (p)
es una curva suave (diferenciable una vez, puesto que en realidad se compone de segmentos
cuadréticos).

Si hiciéramos el célculo de la potencia media con la que cada unidad contribuye a
satisfacer la demanda obtendriamos para la térmica 3.4, y para la hidraulica 2.222, difer-
encia que se justifica evidentemente por la mayor posibilidad de la térmica para alcanzar
potencias altas.

Es muy ilustrativo explicar el significado de sumar la carga con la potencia en fallo.
Tanto la demanda como la indisponibilidad de generar son claramente variables a las
que podemos asignar el mismo sentido, mientras que la generacién real recibe el sentido
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Sl =

— — = p [MW]

Figura 11.4 : FEl ejemplo de convolucién ilustrado. a) monétona de carga y resul-

tado de convolucionar con la térmica. b) distribucién de probabilidad

de Pf. ¢) monétona de carga y resultado de convolucionar con la

hidraulica. d) distribucién de probabilidad de Hf.

opuesto. Como toda compania eléctrica esta obligada a satisfacer la demanda de energia,
ésta resulta igual a la aportada por las unidades que componen su parque de generacién
mas un probable resto que ha de importar a causa de eventual insuficiencia de produccién
del parque propio. La aportacion real (hablando en términos de expectativa) de una unidad
es menor que su capacidad méaxima por la duracién Nh debido a dos factores:

— la unidad no puede generar siempre a maxima capacidad, y

— en ocasiones la demanda es inferior a la capacidad disponible

A esta aportacion la llamaremos contribucién. Es muy importante conocer esta mag-
nitud, pues resulta imprescindible para valorar el coste de produccion de cada unidad
térmica. Mds adelante comprobaremos que no hay que identificar la contribucién con la
esperanza de P o H, precisamente por el segundo de los factores citados anteriormente.

11.8.2.1 Procedimiento de convolucion con variables de bloques

Conviene partir de (11.3) expresada adecuadamente segiin las variables que intervienen
en el problema:

+oco
f(""H(u) = / fo(w)f("(u — w)dw (11.7)

— 0
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Jn es la suma de la carga L y la potencia en fallo de n unidades (supuestamente
térmicas, aunque no es necesario hacer hipétesis al respecto), representada en (11.7) medi-
ante su funcién de densidad f("() Recordemos que esta funcion es nula fuera del intervalo

dado por Ppin ¥ P+ Yo, P;. En lo que respecta a Hf, se distribuye solamente entre 0
y H; por lo tanto, podemos deducir que la variable w debe respetar los siguientes limites:

0<w<H

=1

U_PsupSUJSu_szn

En consecuencia, puede verse que la integral anterior queda mejor expresada tomando

la interseccién de los intervalos anteriores:

min(H,u—Pryin)
FOt ) = / Frp(w) f" (w — w)dw (11.8)
max(0,u—Psyp)
en el que se aprecia que los limites de integracion dependen de w.
A continuacién, conoceremos como a y b los limites de la integral de (11.8); es decir,
suponiendo fijado cierto u:
— a =max(0,u — Psyp)
— b=min(H,u — Ppin)
Sea, ademads, B el conjunto de valores formado por la unién de {a,b} y los cuantiles
de Hf que caen dentro del intervalo (a,b). Expresado de otro modo:

B ={a,b} U{Hf 0<i< K,a < Hf" <b}
= {Bo,B1,. .., Bnj+1,tal que By < B1 < ... < PBnjy1}

U-w T — T T T T
< —mmm > b

Bofr B 3 Ba P 36

Figura 11.5 : Determinacién de B.

En el ejemplo de la Fig. 11.5 observamos que, en esta situacion, el conjunto B estaria
compuesto por fy (dado que es a en realidad), Fs (que es b), mas cinco cuantiles que
reciben la notacién de 3y, ..., 35.

Es evidente que la funcién de densidad de Hf es constante en cada intervalo [3;_1, 3;],

Tk . .
H—fk; el valor de k corresponde, en lenguaje llano, al del bloque que contiene

el intervalo citado. A partir de ahora A; serd la densidad de la variable en el intervalo.

e igual a



11 ANALISIS DE LA CONVOLUCION CON UNIDADES HIDRAULICAS 209

Teniendo en cuenta que [a, b] es la unién disjunta de [, 1], [#1, B2], ete., resulta inmediato
transformar (11.8) en suma de varias integrales, con lo que se consigue:

FOortiy ;A /ﬁﬁl F(u — w)dw = Z A; <_F(n(u B w)> ZJ:-l—l

J

_ZA < Fn u—5]+1)‘|‘F( (U_51)>
—ZA <1—F(n(u—ﬂﬁ-l)—1‘|‘F(n(u_51)>

= Z Aj <R("(U — Bj1) — R (u - 51)) (11.9)

El resultado anterior es concluyente: para llevar a cabo la convolucion con una variable
de K — 1 bloques sélo es preciso sumar Nj 4+ 1 términos; las integrales que en un principio
intervenian se han transformado. Como mucho, el nimero de sumandos sera de K, que
es la maxima dimensién que puede alcanzar el conjunto B; podemos ver que el coste es
bastante modesto, pues el ntumero de articulos suele ser bajo.

Podemos encontrar una dificultad: qué ocurre si la variable Hf no tiene una funcién
de distribuciéon continua. En ese caso, como se explico en el capitulo 9, la densidad de
probabilidad en un punto —en el que se acumulan varios cuantiles— es infinita y, por
tanto, se obtiene un A; igualmente infinito que no tiene sentido considerar en (11.9).

La solucion viene dada de acuerdo con el siguiente razonamiento. Supongamos que 3
es un punto de acumulacion; es decir, es un punto en el que la probabilidad de que Hf = 3
es estrictamente mayor que 0 (lo cual no ocurre nunca en las distribuciones de variables
continuas). Llamamos 7 a dicha probabilidad Prob(Hf = /). El problema no se daria
si esta probabilidad en vez de estar concentrada en un solo punto correspondiera a una
region alrededor de 3, por ejemplo, un intervalo [3, 3 4 ¢]. Si se supone un bloque de area
7 sobre este intervalo, podemos determinar:

/ﬁﬁ+a zf("(u o) = 7 <—F("(u B w)) Z-l—a _ FR("(u — B —¢)—R"(u—B)

9 9 9

Imponiendo que ¢ tiende a 0:

(g — B — &) — R —
lim 7TR( f—e) - B 6):7r-f("(u—ﬂ) (11.10)

e—0 &

De aqui que, siempre que se dé el hecho de que en un punto se acumulan varios
cuantiles, podemos evaluar la probabilidad 7 correspondiente a tal punto (sumando los
valores de II respectivos), y usar (11.10) en el lugar oportuno de la expresion (11.9).

Puede ser util para la comprension de esta parte el siguiente ejemplo. Supdéngase que,
con K=5, los cuantiles de Hf son: {0,4,5,5,8}. Nétese que Hf? = Hf% luego 3 =5
es un punto con acumulacién de probabilidad, con Prob(Hf = 5) = Prob(Hf%? < Hf <
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Hf%) = m3. Si tuviéramos que resolver la integral f28 Frp(w) fO(u — w)dw, en primer
lugar hallariamos:

B =1{2,4,5,8}
y la solucion correcta viene dada por:

T
4—-0
T4

8—19

T2

5—4
(R<"(u —8) — RU"(u — 5)) tos - fU(u — 5)

<R("(u —4)— RU"(u - 2)) + <R<"(u _5) — RU"(u — 4)) +

11.4 Calculo de la contribucion

Para satisfacer la demanda a lo largo de un intervalo, la compania suministradora de
electricidad cuenta con tres fuentes principalmente:
— el parque térmico (incluyendo contratos)
— el parque hidraulico
— la importacion de energia
Tanto para valorar los costes operacionales de las unidades propias como el coste de la
energia externa, es necesario efectuar una estimacion de la cantidad de energia media que
cada unidad va a aportar. Por otro lado, aunque la energia de origen hidraulico carece de
costes variables, veremos una manera de calcular la contribucion efectiva de la generacion
hidraulica representada por una variable de bloques.

11.4.1 Contribucién de una unidad térmica

En nuestro modelo se ha hecho el supuesto de que el coste instantdneo es una funcién
de tipo cuadrético, sin término independiente, tal como z1 ,p + 22,4,p?. De hecho, aunque
no se exprese de forma generalizada, el calculo subsiguiente no se ve condicionado por
esta suposicién, y por otro lado tiene la ventaja de que, al no suponer proporcionalidad
entre generacién y coste, permite exponer un método para encontrar el coste esperado de
produccién diferente del comun, basado normalmente en una relacion lineal entre la porcion
de la monétona correspondiente a cada unidad y el coste que supone tal generacion.

Es importante recordar que toda unidad de generaciéon en funcionamiento debe fun-
cionar hasta el punto exacto que la carga demandada le indique. Por esta razon, la potencia
de una unidad no tiene porqué ser constante e igual a su capacidad méaxima, ya que en
determinados momentos es necesario hacer entrar una unidad para que complemente a las
unidades base, terminando de cubrir la carga.

La variacién en la potencia de una unidad térmica queda recogida en la monodtona
de generacion. De esta manera queda destacada la importancia que tiene el orden de
mérito: una unidad ubicada en las primeras posiciones tiene grandes posibilidades de
generar siempre que esté disponible a capacidad maxima, pues muy probablemente su
intervencion no baste para cubrir la demanda. Logicamente, estas posiciones son ocupadas
por las unidades que producen a menor coste. Las unidades que generan la energia a peor
precio quedan relegadas al final del orden de mérito; un requisito para estas unidades
suele ser que los procesos de encendido y apagado sea rapido y poco costoso, ya que
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presumiblemente éstas sean operaciones a realizar con frecuencia.
Para averiguar la contribucién de una unidad n debe calcularse la diferencia entre
n—1 n n o . . ST . .
P)(( v P)(( . Recordemos que P)(( significa la pérdida de carga media cuando disponemos
de n unidades dando servicio. Evidentemente, con una unidad menos la pérdida es mayor.
La expresiéon de la contribucion seria, por definicién:

Piy P+Y+P,
PP = / RO (u)du — / R (u)du (11.11)
Y Y4+P,

En esta ocasion hemos asumido que Y es la suma de las capacidades de las primeras
n — 1 unidades, sin incluir por tanto a la n-ésima. De todas maneras, podemos eliminar
el factor Y en los pasos intermedios que vamos a realizar mediante un cambio de variable:
tomamos r(u) = R""'(u + Y) y, por otro lado, modificamos en (11.11) los limites de
integracién. Por tltimo, teniendo en cuenta (11.5), observamos que R("(-) puede ser
expresado en términos de R("_l(-). Con todo ello, escribimos:

~

Priint+Pan P
Py = / (1 = gn)r(u) + qn)du + / ((1 = gu)r(u) + gn - r(u — Py))du

P+P, .
+ /A qn - r(u — Py)du

P
Prin+Pn P
~Gg0 [ et P =) [ r(wd
P, PrintPn
P-P, P
—I—Qn/ r(u)du + ¢n /A _r(u)du
Prrin P-P,
P
ZQanzn‘l'l_Qn/ du—l—qn/ r(u)du
Py Prrin
f5 P,
Prrin
Notese que ¢y, - Prain V @n fp (u)du son regiones adyacentes bajo la misma funcién:

esto significa que podemos sumar las dos expresiones y reescribir el resultado como un
término tnico:

— ~

i /0 " r(u)du + /F P r(u)du
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La contribuciéon, en consecuencia, se expresara como:

~

/O ) — g /0 5 r(u)du — /F 13 r(u)du

-/ . / " = (1= g) / "

Y+P,
=(1- qn)/ R("_l(u)du
Y

Calculemos a continuacion cuél es el decremento sufrido por el valor esperado de la
generacion, restandole la contribucion de la unidad:

Y+P, Y+ P,
(1= gu)Pu — (1 - g0) /Y RO () = (1 - g) /Y (1 RO=1(u))du

Y+ P,
=(1- qn)/ F("_l(u)du
Y

(1= )R (p)

Decremento

Contribuciéon

Y P,+Y

Figura 11.6 : Generacién de la dltima unidad térmica convolucionada.

El significado del resultado final se interpreta facilmente con el esquema que muestra
la Fig. 11.6. Tomemos la funcién de fiabilidad R("~'(-) o la de distribucién F("71(.),
indiferentemente (puesto que se trata de la misma figura representada invertida o no).
Consideremos el producto con la probabilidad de que la unidad se encuentre disponible
1 — gn, v el intervalo [Y,Y + P,]. El rectdngulo comprendido en esta regién equivale a la
produccién esperada de la unidad en el caso de que no se produzca una falta de carga. En
la figura, vemos que este drea queda dividida en dos por la funcién (1— ¢, )R™~(-), siendo
la inferior la que corresponde a la contribucion y la superior al decremento de potencia
sobre lo esperado.

Claramente, la contribuciéon de energia de la unidad térmica n es:
Y+P,
E" = Nh <P)(("_1 - P)(("> — NR(1— qn)/ RO (u)du
Y

Vale la pena recalcar que el resultado deducido es una manera alternativa de calcular
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la contribucion, y que no precisa de convolucionar la distribucion de Pf,, con la de J,,_;.
La demostracion aqui descrita también es diferente de la empleada por Balériaux et al.,
quienes ya senalaron en su articulo [BALEG?] esta notable interpretacion geométrica de la
contribucion.

Un modelo que supusiera que los costes son proporcionales a la generacion sélo deberia
calcular 2, 1 - E(_ Un modelo no lineal debe evaluar este coste de una manera consider-
ablemente més compleja. Llamamos C(" al coste derivado de la produccién de la n-ésima
unidad térmica:

Nh-R(=1(Y) ,
= (1-g,)- / — (snPaa(8) = Y) + 2 (Paca () = Y ) i
Nh-R(n=1(Y+P,)
(1= qn)- Nb- RO £ P) <zl,nﬁn + zz,nﬁi> (11.12)

La no linealidad que consideramos puede expresarse diciendo que una hora de gen-
eracién a potencia p MW supone un coste igual a z1 ,p + 22 ,p* unidades monetarias. Por
tanto, es necesario conocer la distribucion de las potencias de generacion de la unidad a
lo largo del intervalo. Podemos evaluarlas a través de la funcion P,_1(-), que es como
vamos a denotar a la funcién inversa de la n — 1 -ésima mondtona o, més precisamente, de
Nh - R"=1(.). Dado un valor de t horas, P,_1(t) retorna la minima potencia (carga més
potencia en fallo) presente en una duraciéon no superior a t. Cuanto mayor es t menor es
esta potencia, y para t igual a la duracién de todo el intervalo la potencia obviamente es
P, in. Podemos pensar que hay un tiempo ty correspondiente a Y, y también un tiempo
t1 < to asociado con Y + P,,. Resulta trivial ver que:

— to = Nh- RU"1(Y)
~t; = Nh- R""Y(Y + P,)

Para tiempos intermedios ¢, las potencias resultantes P,_;(t) menos la capacidad
acumulada Y retorna la potencia que la unidad n aporta; esta potencia es la necesaria
para complementar a las n — 1 previas y satisfacer exactamente la demanda (por ello, es
menor que P,). En (11.12) es el término que contiene la integral que se extiende a todas
las t entre t; y tg. Para tiempos menores que t;, no basta con la contribucién de la n-
ésima unidad: en consecuencia, la potencia que se considera es la méxima. En (11.12) es
el segundo término, que ya no precisa ser integrado puesto que la potencia es constante.

Nh - R("=1(p)

to -
11 .
Y P,+Y
Figura 11.7 : Evaluacién del coste de una unidad térmica. La ilustracién muestra

cémo se interpretan tg y 7.
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La Fig. 11.7 puede aclarar bastante acerca de la interpretacion anterior. Obsérvese
la presencia de una regiéon de forma irregular y la de otra de forma rectangular.

De manera similar, es posible calcular el coste que supone la energia importada de
otras companias. Para ello hay que considerar la cola de la funcion de fiabilidad de la
carga y la potencia en fallo de todas las unidades:

Nh-RIN =41 (y) 2
Cx = / <Z1,X(PNu—|—1(t) —Y)+ 22 x (Pnug1(t) = Y) > dt (11.13)
0

Nu
donde ahora Y = Zﬁ’ + H.

=1
11.4.1.1 Conclusion

Si se dispone de un parque de unidades térmicas sin minimos técnicos ni limitaciéon de
combustible para satisfacer una determinada demanda a lo largo de un intervalo, el coste
esperado total viene expresado por el siguiente calculo:

Nu

n=1

11.4.2 Contribucién de una unidad hidraulica

Después de haber visto como se calcula la distribucién de la suma de J,, con una
variable de bloques (Hf), a continuacién se estudia la manera de hallar la contribucién
efectiva de potencia de una unidad hidraulica que se incluye tras n unidades térmicas.
En este apartado, cuando empleemos la notacion “n + 1”7 nos estaremos refiriendo a la
convolucién de la carga con la potencia en fallo de las primeras n térmicas y una hidraulica,
en este orden.

En primer lugar, se define una expresién auxiliar Z que sera util para encontrar la
expresion de la contribucion:

P+Y+H o
7z / (u—Y — )+ (u)du
Pmin

Puede precisarse que Z es en realidad la esperanza de J, 41 menos la suma de las n+1
capacidades.

La funcién de densidad de probabilidad f("*!(u), que aparece en (11.9):

es, en general, una expresion bastante complicada; unicamente si A =2 se trata de un caso
suficientemente simple como para permitir su analisis. En esa situaciéon, podemos apreciar
que B (véase §11.3.2.1) siempre tiene s6lo dos valores, fy v 1. Concretamente, segin
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(11.8), By puede valer 0 o u — pP- Y,y 31 esu— Ppin o H, dependiendo de cuanto valga .
Si K es mayor que 2, las complicaciones que se originan proceden de la dimension variable

de B.

T : f | U
Figura 11.8 : Regién de trabajo para convolucionar con una variable de K — 1
bloques.

La Fig. 11.8 puede ayudar a la comprension de esta idea. Tenemos un eje por donde
se mueve una variable independiente u. Las dos lineas continuas oblicuas son rectas que
se corresponden con las ecuaciones antes mencionadas, v — Ppip v u — P—Y de izquierda
a derecha. En la dimension de la ordenada vemos que las rectas estan comprendidas entre
0 y H. Suponiendo que K =2, para encontrar los limites de integracién a usar para una
u dada basta con tomar los puntos de intersecciéon de la figura romboidal con una linea
vertical levantada sobre el punto u. Conocidos estos limites, se integra sobre una funcién
determinada. Suponiendo K > 2, la diferencia estribaria en que se atraviesa un numero
variable de cuantiles de Hf, lo cual significa que cambia la densidad de probabilidad de la
variable A; y, por tanto, la funcién que se estéd integrando.

Como se aprecia en la figura, la posicion de la interseccion entre las citadas rectas
y los cuantiles de Hf sirve para particionar el segmento de u comprendido entre P, ¥
P+Y + H. Por ejemplo, si Pp,in + H es menor que P+ Y, se daria la siguiente particion:

— (Pins Prin + Hf1),

(Pmm + H Ol,Pmm + H 02), RN

(Pin + Hf'" 7%, Ppoin + H),
~ (Ppin + H,P +Y),

(P+Y,P+Y + Hf''),

(P+Y + HfY P+Y + Hf?), ..,

~ (P+Y +Hf' 2, P+Y + H)

Esta opcion se puede ilustrar con el esquema de la izquierda de la Fig. 11.9, mostrando

una variable Hf con K=5. Su caracteristica mas elemental es que es facil de formular, pues

el senalado requisito obliga a un unico orden de los puntos que determinan la particion:
siempre un punto Py, + Hf% es inferior a cualquier otro P+Y + Hf°*. Sino es asi (como

en la figura de la derecha), estos puntos se mezclan entre si, de modo que intentar una
descripcion general seria algo mas complejo. De todos modos, a pesar de sus diferencias
formales, se trata de dos casos que no precisan de distinciéon en la practica.

Probemos que ambos casos son en realidad el mismo. Para ello, obsérvese que la region
de trabajo con forma de paralelogramo se compone de tres tipos de superficies delimitadas



216 Aspectos estocasticos en la coordinacién hidrotérmica a largo plazo

04 ! !
Hf

Figura 11.9 : Regién de trabajo dependiendo de si Ppyipn + H<P + Y.

por los cuantiles y las lineas oblicuas:

A) Areas rectangulares (marcadas con un simbolo e)

B) Areas triangulares (o trapezoidales), con la diagonal por encima
C) Areas triangulares (o trapezoidales), con la diagonal por debajo

Las dreas de la clase B son las que estan bordeadas por la recta u — Ppip; las de la
clase C limitan con la recta u — P — Y. Un rectangulo siempre esta acotado por un par
de cuantiles Hf%"~! y Hf%  que podemos asociar respectivamente con un par 3; vy Bj41.
Retomando la expresion (11.9), un sumando cualquiera puede ser reescrito de una de las
siguientes maneras:

A) Hfl e (FO (= HfY) = FU'(u — Hf"))
B) H; FU(u — Hf")
C) g1 = F"u = H"))

Considérese en el paso anterior lo siguiente: 1) F("(u —(u— Ppin)) = F("(Pmm) =0,
2) F'"(u — (u = P —Y)) = F"(P +Y) = 1. Aplicando estas subexpresiones al primer

caso, es posible definir completamente f("'H(u) de la manera siguiente:

o si PrintHfY ' <u< Ppin +HfY - Bi=Hf"i=0...5—1, j =u— Ppin —
1

.
|
)
Rl

(P — HfY) = F(u — Hf*) 4 L F(u — B

(411 —
FU ) = HfI

7

=

e,

!

1
os1Pmm—|—H<u<P—|—Y
K

@ZHfOi,i:O...I(—l —

1

by
|

l

fG“W—HP“U—FWﬂ—HWD

osi P+ Y+HF! <y 13+ Y+ HfY - By =u—DP— Yﬂl+1]_H0":j...I&’—1—>
' K-1

H_f]( F(n HfO] _I_ Z F(n Hfoi—l) . F(n(u_HfOz))

1= ]—I—l

Fot () =

||M

Fot () =
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Si resultara que Py, + H fuera mayor que P+ Y. la reescritura de f("'H(u) seria
algo mas complicada; de cualquier modo, es posible hacerlo y para ello se utilizarian las
mismas formas que aparecen sobre estas lineas, atendiendo a una ordenacion de los puntos
mas complicada que la expuesta.

Como hemos visto, f("'H(u) interviene en la expresion de Z definida con anterioridad.
Es decir, Z puede escribirse en términos de las areas A, B y C, donde cada clase de area
origina una parte de la nueva expresion de Z, tal como se indica a continuacion:

R A ! | |

A) — / (u — H — Y)_’Z <F("(u _ HfOZ—l) _ F(n(u . Hfoz)> du

(11.14).a

K-—1 szn‘i‘HfOl o ,ﬂ./ ( ‘

B) — / u—H—-Y)—F"(u— Hf')du 11.14).b

) ; Prin+H, Oi—l( )Hf’ ( ) ( )

Kol Py ! |

) — /A (w—H V)t (1= P~ Hf*)) du (11.14).c
— JPtyyHpoi-1 Hf

(11.14)a-c resulta ser una descomposicién de Z (equivale a la suma de los tres términos).
Podemos distinguir en el desarrollo de las integrales anteriores unas estructuras concretas
(no asociadas biunivocamente con las clases A, B y C), que se pueden presentar como:

!
1) /(u — H — Y)%F("(u — Hf%""Y)du, (con signo positivo).
!
2) /(u — H — Y)%F("(u — Hf")du, (con signo negativo).
!
3) /(u —H - Y)HF—}idu, (siempre con signo positivo).
Por tanto, tomando como referencia estas tres clases de integrales, podemos hallar
otra manera diferente de reescribir Z:

K—1 ]/3\—|—Y—|—Hf0i_1 o ( ‘
Z = / u—H—-Y)—-F"(u — Hf' 1du
; Prnin+ HfO3=1 ( Jar )

E-1 . PyY+Hf" o o ‘
- /P o (u—H—Y)H—J;iFW(u—HfOZ)du
=1 min T 03
E-1 PyY+Hf" o o
+ / (u—H—-Y)==du (11.15)
= JPyytHpoi-1 Hf'

A los términos de (11.15) —que aparecen en respectivas lineas— los llamaremos de
ahora en adelante “clase 17, “clase 2”7 y “clase 3”7. Los de las clase 1 y 2 pueden ser
ligeramente modificados:

Pyt T i ( 0i—1 Pry - 0i1y T (
u—H-Y)=—-F'""(u—Hf""" " )du :/ u—H-Y+Hf" ) —=—=F""(u)du
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P4+Y+Hf L ( 4 P+Y L (
(u—H-Y) ’F"( HfOZ)du:/ (u—H —-Y + Hf") ’F"( )du

Ahora hemos conseguido que ambas clases se puedan escribir sin referencias a la
variable Hf en los limites de la integral, ni en el argumento de la funciéon de distribucién
F("() Mas atan, puesto que se ha conseguido identificar los limites de sendas integrales,
es inmediato unificar las clases 1 y 2 en una sola, obteniendo una expresion mucho mas

simple:
K—1 p_|_y ( K—1 . Pyy4Hf o o
7 = / ’F"( )du + / u—H-Y) :
Z Prin Hfl ; P4y Hfoi-1 Hf

resultado consecuencia de haber simplificado (v — H — Y 4+ Hf%""!) — (u — H — Y + Hf%)

n (—Hf'). Obviamente, la primera integral (lo que queda de las clases 1 y 2, puesto
que la tercera clase permanece todavia invariable), se va a simplificar mas, al hacerse
independiente la integral propiamente dicha del operador sumatorio:

—AZI /P+Y F(u)du = (-1 )/ﬁ” FO(u)du = — (13— Py + /Y F<"(u)du>

mzn szn szn
(11.16)
1 F ()
a)
0 U
1 F'(u)
b)
Y Puin P+Y
Figura 11.10 : Esquema para la solucién de fF("(u)du a) Y > Ppin. b)
Y < Pmm.

Con la ayuda de la Fig. 11.10 puede interpretarse este resultado: contemplamos dos
posibilidades, segin sea Y mayor (a) o menor (b) que Pp;,. En cualquier caso, vemos que
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(11.16) refleja, con signo negativo, el area que queda por debajo de la funcién F("(-) hasta
el punto P +Y.
Ahora se estudiard el término de la llamada clase 3. Una transformacién similar da

lugar a:

K-1

P4+Y+HfO o o PHfY-H
R (u—H-Y)=—du= /,\ U——du (11.17)
/P+Y+Hf0i—1 Hf — JPyupoi-im Hf

K-1

=1

Para llegar a una interpretacion simple de (11.17), hemos de apreciar que la expresién
obtenida tiene la misma estructura que la esperanza matemadtica de una cierta variable de
bloques por determinar; para constatar esto, puede compararse con la expresion general
(3.6) v (3.7). A través de los diferentes valores que adopta ¢ se encuentra que los cuantiles
de esta variable son:

- P-H
- P-H + Hf"
- P

Llamaremos U a esta variable. No es muy dificil verificar que U es una traslacion de
Hf, concretamente U = Hf + P-H. Ademés, tenfamos que Hf = H — H: por tanto,
deducimos que U = P—-H vy, finalmente, que (11.17) es igual a P- E[H].

Resumiendo, hemos llegado a concluir que Z equivale a:

Y Y

Z =P -E[H] - (P — P4 / F<"(u)du> = P" —E[H] - / FO'(u)du
Puesto que:

P+Y+H o Y+H o
Pyt = / (u—Y — At (w)du = Z — / (u—Y — H)F" (w)du

se sigue que la contribucion de una unidad hidraulica es:
Y Y+H .
Py — Pt = P — P L E[H] + / F(u)du + / (u—Y — H) O (w)du
Y Y+H .
= E[H] —I—/ F("(u)du—l-/ (u—Y—H)f("+1(u)du

11.4.2.1 Conclusion

Aun podemos ir un poco mas alla observando ciertos casos particulares. Por ejemplo,
si Y +H es menor que Pp,;, (esto en la practica supone que la unidad hidraulica se posiciona
entre las primeras unidades), la contribucion a la carga es exactamente la potencia media
de generacion de la unidad, ya que las integrales que aparecen en la expresion final se

anulan.
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Otro caso en el que conviene detenerse ocurre si se da que Y + H > Ppin pero
Y < Ppin; la contribucion se escribiria:
Y+H . Y+H
E[H] - / (Y +H —u)f" " (u)du = E[H] — / FUH () du

Nétese que el cambio de signo proviene de la inversién de u —Y — H por Y + H — u,
a fin de contar con un componente positivo en el argumento de la integral. Esta forma
prueba que en este caso la contribucion sufre de una cierta mengua respecto la generacion
de potencia esperada. Por ultimo, cuando Y > P,,;,,, nos queda la expresion general:

Y Y+H
E[H]+/ F<"(u)du—/ FOH () du (11.18)

la cual da lugar a una interesante conclusiéon: la contribucion es la generacion afectada por
un incremento y por un decremento de potencia. El decremento procede claramente del
posible déficit de carga que repercute en las n unidades primeras mas la unidad hidraulica.
El incremento se refiere a una pérdida de carga atribuible a la falta de capacidad de las n
unidades, recuperada parcialmente por la intervencion de la unidad hidraulica.

Queda una ultima conclusion, de caracter mas general. Mientras que para unidades
térmicas se cuenta con dos maneras posibles de calcular la contribucién, a partir de la
monétona de generacién o segun (11.11), una unidad hidraulica no tiene equivalente a
través de la mondtona. La cuestion pendiente es si se puede encontrar una definicién
apropiada de monoétona de generacion cuando interviene una unidad hidraulica, aunque
sin duda no es una cuestion de peso puesto que el problema principal, que es determinar
la contribucion, ya esta resuelto.

11.5 Ejemplo practico

Esta seccién va a servir para introducir un caso simple que sera tutil para reflejar los
resultados anteriores y poder ilustrarlos con un resultado numérico. Por ello, se van a
hacer las siguientes hipotesis:

- ) = (4~ Poin

el dominio efectivo de u es [Ppin, Pmin + 1]; asi, vemos que ¥ < 1

K =2 (Hf sigue una distribucién uniforme)

~ H°=0
La convoluciéon de J, y Hf da lugar a:
- szn 2 . . I7
%7 SleznSUSmln(szn+H7szn+1)

(n+1 — -
f (u) 7 81 Prin+1<u<P,imm+H
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11.5.1 Calculo del decremento

Se define A como el decremento de potencia sobre la generacion media, es decir, la
diferencia entre E[H]| y la contribucién esperada a cargo de la unidad hidraulica:

Y+H Y
A= / F("+1(u)du — / F("(u)du
En el caso que Y < Pin <Y + H:

12H

Y+H
A= / F("+1(u)du =
Pmin

Claramente, el decremento es 0 si la capacidad conjunta de las n4+1 unidades iguala
a la potencia minima. Es interesante observar que si la capacidad hidrdaulica aumenta,
a causa del exponente de cuarto grado presente en la expresion precedente, se espera
inicialmente un pequeno incremento de A de potencia.

Supongase a continuacion que la capacidad Y de las n unidades excede de P,,;,. Debe
distinguirse entre:

a) H < ]3, tomando P como Poin+1-Y.
b) P<H<I1
c) H > 1, o de manera equivalente, Pyin + 1 < Poin + H
Estas tres hipotesis pueden reescribirse como sigue:
a) Ppin+ H<Y +H < Ppin+1
b) Puin+H < Ppin+1<Y+H
¢) Ppin+1<Y+H<Ppin+H
Continuaremos el ejemplo calculando para cada uno de los tres casos el valor de A,
teniendo en cuenta que es inmediato hallar el término comun a todos ellos:

Y _ .33
/ F(u)du = & = Ponin )" (11.19)
Prin 3

11.5.1.1 Caso a)

En primer lugar, se puede determinar que:

Y+H Point+H Y+H
/ FOt (w)du :/ F Y () du +/ FUH () du

—3
:§+T<(Y—|—H—Pmm)2—|—(Y—|—H—Pmm)(Y—Pmm)—|—H2>
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Haciendo la diferencia con (11.19) obtenemos:

H /— _

A= <H2 4 2 Ponin — V)(3( P — V) — 2H)> (11.20)

lo cual es una expresién de signo positivo, por tanto, acorde con la afirmaciéon de que la
contribucién es menor que la potencia generada correspondiente a H.

11.5.1.2 Caso b)

Operando con el primer término del decremento nos llevaria a:

Y+ H

/ FrH () du = / F<"+1(u)du+/ F("+1(u)du+/ FU () du
—3 —
H 1-H (—2 — 3 -9 —
=5t <H2 —H+ 2) —|—{H3—3H2—|—9H—3—|—(H(H—2—|—Pmm—Y)—5)(Pmm—Y)
— 1
( Ry 7 i o
T 4H 3 2 3H ™t 9H  12H

H H H °2H 2H 3H 12H

De aqui que el decremento resulte ser:

4 3 2 3H Y71 3 12H 3SH H

P, 1 P2, Puin 1 v
)Y A Poin — = | VP (o 2 Y = =
3H ) <2H 2H ) ( SH 3) 12H

3 8H+6H —8(Y — Puin) + 12H(Y — Prvin) |

12H
12H

Es interesante comprobar que esta expresion y la que aparece en (11.20) son funciones
en H continuas en el punto de unién, H = Pp,;, — 1 — Y, en donde ambas dan como valor

de decremento:
(14 Ppin —Y) (1 =2Ppin + 3 P2, +2Y — 6PpinY +3Y7)
12

Por otro lado, se puede advertir que la expresion de A puede escribirse en términos de
Y — Pyin (v esto es cierto para los casos a) y ¢) también). Esto nos hace ver que la variable
“exceso de capacidad sobre la potencia minima” es una variable de gran importancia, méas
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que las mismas Y y P, por si mismas. Llamaremos W a este término: W =Y — Poin,
haciendo notar nuevamente que W siempre es positiva. Entonces, A queda como:

3_SH +6H —8W + 12HW + 6W?2 —aHW3 — W

11.21
12H ( )

Teniendo en cuenta que Y < 1, H < 1y H > 1 — W, puede constatarse que A es
positivo en todo el dominio correspondiente a este caso.

11.5.1.8 Caso c)

Por tltimo, vemos el caso con mayor capacidad hidraulica, H > 1:

Y+H Prin+1 Y+H
/ F Y () du :/ F<"+1(u)du+/ FUH () du

H —4H +12H —12H 4+ 4+ 12H(Y — Poin)
N 12H
12H

Combinando este término con (11.19), tenemos que A es:

A+ 12H(H —1)—4H +H + (12H — 8)(Y — Ppin)

_|_
12H
12H
44 12H(H—1)—4H +H + (12H —8)W + 6W?2 — 4HW?* — W* (11.22)
- 120 '

que, para el caso de H = 1, obtiene:

—WH —4W3 +6W?2 +4W +1
12

El mismo resultado que si evaluamos (11.21) en H = 1, con lo que se verifica que el
decremento es una expresion continua para todo valor de H. Las expresiones (11.21) y
(11.22) difieren entre si por un término igual a:

(H —1)*

H

con lo que comprobamos no sélo que el decremento en el caso ¢) es todavia mayor que en el
caso b) —lo cual es l6gico— sino que ademas A aumenta con gran velocidad, una prueba
de que una gran capacidad hidraulica puede tener un aprovechamiento muy pobre.

Finalmente, se muestra la representacién grafica de unos casos concretos. Las tres
funciones representadas en la Fig. 11.11, respecto a la capacidad hidraulica H, son: la
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0.75
=< Energia esperada
<——— Contribucion (1)
0.50
<——— Contribucién (2)
0.25 7
T T T T T H

0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50

Figura 11.11 : Comparacién de la generacién esperada con la contribucién: (1)
asumiendo W=-0.2, (2) asumiendo W' =0.2. En el eje de abcisas
aparece H .

esperanza de la generacién (H /2), en forma de una recta; la contribucién suponiendo un
caso en el que Y es menor que la carga minima, exactamente Y = P,;, — 0.2 (este caso
estd sefialado con el nimero 1); la contribucion suponiendo que YV = Py + 0.2 (ntimero
2). Obsérvese que el caso (1) no se separa en exceso de la generacion esperada, es decir,
el decremento A correspondiente es moderado, incluso insignificante hasta la mitad de la
escala considerada. Ello se debe a que el margen de carga W presente en el caso permite
obtener un buen uso de la generacién, incluso con capacidades relativamente elevadas. Sin
embargo, en el caso (2), la contribucién se aleja notablemente de la expectativa de gen-
eracion, a causa de que la carga es preferentemente atendida por las unidades precedentes
y se da un uso bajo de la generacion hidraulica. Todo ello constituye un argumento méas
que reafirma la idea de que el lugar natural para la hidrogeneracion en el orden de mérito
es el primero.
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CAPITULO 12

OPTIMIZACION DE LA HIDROGENERACION

12.1 Introduccion

Aunque el tema de la optimizacién de la hidrogeneraciéon ha aparecido en otros
capitulos anteriores —una formulacién inicial en el cap. 2, un planteamiento de partida
expuesto en el cap. 7, y unas propuestas para el calculo de la esperanza de la generacion
en el cap. 8—, el titulo resulta apropiado para el contenido que se presenta en éste. En
primer lugar, porque esta dedicado a la explicacion de un nuevo modelo para la resolucion
del problema que nos ocupa, basado en la técnica de convolucién de unidades de gen-
eracion hidraulica desarrollada en el cap. 11. En segundo lugar, porque los resultados
computacionales obtenidos demuestran que se trata de una alternativa al primer método
multiarticulo, con resultados méas robustos y mejores tiempos de ejecucion en la obtencion
del 6ptimo.

Basicamente, el método consiste en hallar una funcion de coste probable de produccion
(CPP) que, a diferencia del enfoque dado por Viramontes y Hamilton [VIRAT8], no de-
pende de la esperanza de G sino que, asumiendo que la generacion hidraulica se distribuye
como una variable de bloques, viene dada en funcién de los cuantiles de G. Este cam-
bio supone algunos cambios importantes en la implementacion primitiva aunque, debido
al hecho de seguir asumiendo la hipotesis de la distribucion de G, se conserva la estruc-
tura original. En el capitulo se dedica igualmente un espacio para la explicacion de un
procedimiento para estimar la nueva funcion de CPP.

Finalmente, a través de ejemplos resueltos, se evalian los resultados obtenidos. Igual
que en el caso anterior, se han efectuado pruebas de simulacion de las politicas, mediante
las cuales se pretende valorar la efectividad del método. También se han generado a
partir de los mismos datos funciones de CPP segin el método de Viramontes y Hamilton,
obteniéndose soluciones sensiblemente diferentes.

12.2 Modelo

En el planteamiento del problema que se quiere abordar encontramos las mismas
condiciones que las consignadas anteriormente: se tiene una cuenca hidraulica que da
origen a una red de embalses y arcos por los que fluye el agua (algunos de los cuales son de
generacién, es decir, llevan asociados una turbina y un generador). El periodo de tiempo
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de estudio se divide en intervalos y, por tanto, la red original se replica temporalmente
dando lugar a los arcos de almacenamiento para cada embalse e intervalo. Tenemos unas
aportaciones naturales aleatorias que alimentan la red en cada embalse a lo largo de todo
el periodo. También se dispone de la informacién del parque térmico, al que la generacion
hidraulica complementa, y de la carga de potencia; con ello se deriva una funcién que a
partir de la generacién producida en la cuenca obtiene el valor del decremento en el coste
de produccion consecuencia de la contribucion del parque hidraulico. Los simbolos que
denotan las magnitudes que intervienen seran los mismos que ya aparecian en los pasados
capitulos.

12.2.1 Funcién de coste probable de produccion

Como se ha comentado en la introduccion, el cambio principal consiste en la sustitucion
de la funcién objetivo. La expresion (7.7):

E[C] = ¥(X ZA“ (X, V) 4 M iGHX, V)

N2 2
S S EG (X V)] 4 E (zai,m,m)
=1 Ya Ya

es una expresién que acaba siendo funcion de la esperanza de la generacion (y de la gen-
eracion al cuadrado), pero sin que la forma de la distribucién intervenga directamente; de
hecho, el término cuadratico, relacionado con la variancia, afecta ligeramente al resultado

final, pero su influencia es de poco peso.

Como ya se expuso en su momento, se considera que la generacién posee las carac-
teristicas de una variable de bloques. Es por esto que podemos hablar de unas magnitudes
GYUX,V),G¥(X,V), etc., las cuales conocemos como cuantiles de la generacién en el in-
tervalo 7. Aunque se sabe que estos valores proceden del calculo que las relaciona con los
cuantiles de la descarga y el volumen, tal como queda patente en (7.4), (7.5) y (7.6), de
ahora en adelante prescindiremos de la notacion tipo G;(X, V) para escribir solamente G;.
Exactamente del mismo modo podemos entender la distribucién de H, ya que se concibe
como la variable generacion dividida por la duracién del intervalo.

Se redefine el coste probable de produccién como la siguiente funciéon cuadratica re-
specto la potencia hidraulica media:

Nt
v =Y (G QH 4B ) 121)
=1

donde:
— H, significa el vector formado por los cuantiles de H,;: (HY, H!,. .. ,H?K_l)
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— Q' es una matriz simétrica:

7 7
iy - Qi
7 7
Nk - A K
— B! es un vector: ‘
(3
b
7
K

Los (K? + 3K)/2 pardmetros que intervienen para cada intervalo deben ser estimados
mediante un procedimiento descrito mas adelante.

Suponiendo conocidas las derivadas de la potencia respecto las variables independi-
entes del problema, tal como puede encontrarse en [NABS8g], el calculo del gradiente de
U(-) resulta sencillo:

ov
=

OH;
ox

(Qi CH; + Bi)

12.2.1.1 Consideraciones sobre el concepto de potencia

En la funcion ¥(-) se hace uso de la variable H (potencia hidraulica), lo cual se explica
por el hecho de que en la convolucion es necesario utilizar una variable con significado de
potencia. Sin embargo, ¥(-) se mide con unidades de coste, lo cual implica un gasto o
ahorro de energia, es decir, una generacion durante un lapso de tiempo.

Como se explica en el cap. 11, la separacion de los conceptos de energia y potencia
hidraulica no queda bien definida en nuestro modelo. Exceptuando la parte determinista,
la diferenciacion entre una y otra se reduce a un cambio de escala a través de la duracién
del intervalo. Por ello, el caracter estocastico de la potencia no esta suficientemente bien
plasmado.

Por ello, el sentido que adquiere en este capitulo el concepto de potencia es muy
cercano al de generacién. Las variables independientes del modelo son descargas producidas
a lo largo de un intervalo y, por ello, implican s6lo produccion de energia. Debe entenderse
que el uso del término “potencia” en el texto es en ocasiones equiparable al de “energia”
porque implicitamente supone que se aplica a un intervalo de tiempo. Su significado como
potencia instantanea es reemplazado entonces por el de potencia media. A pesar de ello,
por coherencia con la notaciéon empleada, prevaleceran las referencias como “potencia”.

12.2.2 Restricciones de potencia y energia

De modo independiente al cambio de la funcién objetivo, se ha considerado incluir
limitaciones a la potencia y a la generacién hidraulicas. La restriccion de potencia se
escribe como:

Py (1—enG) 4 (BN - H)) <Py =1 N (12.2)
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donde:
— Py, es la capacidad méxima del parque hidraulico

— wu; es un coeficiente negativo relacionado con la generaciéon determinista

PO (MW)

0 G° (MWh)

Figura 12.1 : Modelo exponencial de la potencia determinista P% deducida del
descrestado de G°.

La expresién de la izquierda de (12.2) se compone de dos términos que se interpre-
tan segun corresponda a la potencia de origen determinista o a la de origen estocastico
respectivamente. Recordemos que la generacion determinista es dejada de consideracion
tras la operacién de descrestado de la mondtona de carga (la Fig. 10.3 puede servir para
comprobar el efecto de esta operacién). El descrestado se desarrolla principalmente en los
momentos de punta de carga, y por ello da lugar a un consumo de la capacidad hidraulica
disponible de forma no uniforme: describiendo someramente lo que suele ser una situacion
tipo de este tipo de operacion, durante un lapso de tiempo se pone en funcionamiento una
gran parte de la capacidad Py, y durante una cierta porcién del intervalo no se utiliza
generacion de este origen. La parte de la capacidad hidraulica que en el plazo de un inter-
valo —y, por tanto, no de naturaleza puntual— se atribuye al empleo de G? se modeliza
con una funcién exponencial; la Fig. 12.1 muestra un grafico con la representacion de la

funcién empleada, en donde se entiende que P° es igual a Py, <1 — e”iG?>. El coeficiente

u; que interviene en el exponente se escoge de manera que el crecimiento de la funcién no
sea excesivamente brusco, lo que decrementaria demasiado la capacidad disponible para
la generacion estocéstica, que se representa en el segundo término. Esta parte es la que
interviene a través de la convolucion de la potencia en fallo hidraulica con la carga y la in-
disponibilidad de las unidades del parque térmico. El segundo término es igual al cociente

0K —1 0

7 L. v da una estimacién de la potencia que podriamos denominar indeterminista.
13

Por otra parte, en casos en que la potencia hidraulica instalada sea muy grande com-
parada con la carga que se presenta, es necesario incluir limitaciones contra la posibilidad
de una excesiva hidrogeneracion en algun intervalo. Por ello, en tales casos se puede
considerar la presencia de restricciones como:

Nhi-HN"V<E;,  i=1...Ni (12.3)

donde N; signbifica duracion en horas del z-ésimo intervalo.
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12.2.3 Formulacién

La formulaciéon completa del modelo queda como sigue:

Nt
1 R Lo

i SHA(XY Q- Hi(X)+ B H (X 12.1
i, 3 (GO0 Q0 B ) (12.1)
st. AXF=R' k=0,..., K1 (12.4)
Xk < xt <X k=0...K—1 (12.5)

K—1
d xt<r (12.6)

k=0

HONY(X) = HY(X) = Py - M) o= 1 Ni (12.7)
Nh; - HO" (X)) < E;, i=1...Ni (12.3)

El vector de variables X comprende no sélo las variables principales del problema,
descargas y volimenes (D y V), sino también aquellas otras que podrian intervenir de-
tallando partes de la cuenca hidraulica como vertidos, trasvases o bombeos, que en esta
formulacién se omiten por simplicidad. A su vez, el vector de descargas D comprende los
valores Df’j: variable de descarga para el intervalo ¢, arco j, articulo k, y lo mismo se
aplica a las demés variables. La restriccion (12.4) se refiere al balance de flujos en cada
nodo de la red (donde la matriz A expresa la topologia de la red hidréulica y R* es un
vector con las inyecciones del articulo correspondiente). (12.5) representa cotas inferiores
y superiores para las variables, y (12.6) la restriccién de capacidad mutua para cada arco
multiarticulo. La expresion que aparece en (12.7) es otra forma de escribir la restriccion
para la potencia hidraulica (12.2). Finalmente aparece la restriccién de la hidrogeneracién
de (12.3).

La implementacién de este modelo supone la incorporacion de restricciones no lineales
al modelo anterior, que carecia de ellas. Se han desarrollado tres versiones: una completa,
otra sin las restricciones (12.3) y otra sin éstas y sin las restricciones de potencia, todas ellas
usando el paquete Minos para obtener el punto éptimo. En las versiones con restricciones
no lineales, el jacobiano se ha construido de forma esparsa para una mayor eficiencia en
su calculo.

12.3 Estimacion de los parametros de las funciones de CPP

Previamente al proceso mismo de optimizacion de la generacion hidraulica es necesario
asignar valores apropiados a las componentes de las matrices Q! y los vectores Bi. El
procedimiento que efectiia esta asignaciéon ajusta para cada intervalo ¢ las incégnitas q;’k v
b;, j=1...K,k=y... K, mediante la técnica de ajuste por minimizacién del cuadrado de
los residuos, lo cual implica tener unas observaciones fidedignas que relacionen los cuantiles
de la potencia hidraulica con el decremento de coste de produccién.

Prescindiendo de la notacion del intervalo que se desea tratar, destaquemos que la
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situacion se presenta en términos de:
— la mondtona de carga My (-), con su potencia base P, v su potencia punta P

— el parque térmico de Nu unidades, cada una con su probabilidad de servicio 1 — ¢, v
su capacidad P,; se supone que no hay limitacion de combustible ni minimos técnicos

— el orden de mérito de las unidades térmicas

— el coste de generacion de cada unidad, expresado como una funcién de la potencia p,
21,uP + ZZ,up2

— la capacidad de generacién del conjunto de embalses de la cuenca Py,

— los pardametros estadisticos de las distribuciones de bloques K y IT

12.3.1 Problema de minimo cuadrado del residuo

El método implementado para estimar los componentes de la funciéon de CPP genera
observaciones de coste partiendo de un nimero suficiente de posibles distribuciones de
bloques de la potencia hidraulica H. Como se ha dicho anteriormente, el ntunero de
incégnitas a determinar es igual a (K2 + 3K)/2. Puesto que el modelo cuadratico es una
aproximacion del comportamiento real (y desconocido) del coste respecto la distribucién
de H, debemos elevar la cantidad de observaciones recogidas muy por encima de este
namero para obtener un sistema sobredeterminado que nos permita encontrar un ajuste
suficientemente robusto. Asi, el tamano de la muestra generada es igual al ntumero de
incognitas por un factor multiplicativo mayor que 1 que libremente podemos asignar; en
otros términos:

x Ntmero de observaciones = Mr = Fc x (K? +3K)/2, con Fc > 1

El valor que se asigne a Fc permite escalar las dimensiones del problema sin tener
en cuenta el ntmero de articulos que intervienen. Por otro lado, esta claro que el coste
computacional de la generaciéon de observaciones y del propio ajuste esta muy relacionado
con la magnitud que se dé a este coeficiente.

Cada observacion proviene de la evaluacion del decremento del coste respecto de la
situacion en la que sélo interviene el parque térmico cuando se tiene en cuenta una cierta
distribucién de la generacion. En otros términos: generamos una aplicacion:

x [HY, 7' ... H'%-1'] — R

El dominio de esta aplicacién es el conjunto de los puntos de R® tales que 0 <
H° < H < ... < H'% -1 < P;. La imagen de la aplicacién debe ser el semieje real
negativo, ya que no se espera incrementar el coste debido al uso de generacién sin coste.
Llamaremos I' a un subconjunto del dominio que contiene los Mr puntos de los que se
derivan las observaciones del coste de produccion. Cada punto de T' se denota como
hom,m =1...Mr (hy, € IRK). A su vez, los costes resultantes se escriben como @, m =

1...Mr (pm <0).

Por tanto, el ajuste de los valores de Q y B se produce minimizando la funcion:

Mr 1 2
Z<§ h;l-Q-herB’-hm—qom) (12.8)

m=1

Como se puede apreciar, se trata de un ajuste de regresion lineal multiple sobre
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las variables ¢;x v b; y sin término independiente. Una formulacién equivalente es la
minimizacién de la norma euclidea del vector M - © — T, donde M es una matriz Mr x
(K? + 3K)/2 compuesta a partir de los valores de T', © es el vector de incégnitas y T es
el vector con los Mr costes observados. Como ejemplo ilustrativo, si K fuera igual a 2

quedaria:
()72 ()7 /2 mgengt By >
: q2,2 ;
M-O-"T=|[ (n0)%/2 (R9)%/2 h% 22 S B || @2 | — | @m
. by :
: b .
(W) /2 (RS5)7 /2 RSy Sl By Bk, 2 P

La resolucion de este problema se efectia a través de una rutina de minimizacion
de funciones cuadréticas de la libreria numérica NAG, EO4NCF, que permite restringir el
problema y acotar las variables. No se ha hecho uso de esta facultad, aunque se conoce
que los valores de b; han de ser negativos (el gradiente en 0 de la funcién CPP debe
ser negativo). No se tiene referencia de cudl es el procedimiento usado por la rutina.
Una alternativa a esta via es obtener la descomposicion QR de M mediante matrices
ortogonales de Householder, resolviendo el sistema triangular consiguiente. A pesar de que
los resultados obtenidos por la rutina NAG son buenos, este segundo método es interesante
si la dimensiéon Mr es grande, ya que en tales casos algunos procedimientos dan lugar a
matrices mal condicionadas.

12.3.2 Generacién de cuantiles

Para obtener unos resultados satisfactorios, el conjunto I' deberia estar compuesto por
puntos distribuidos uniformemente por todo el dominio factible de valores que componen
los cuantiles de una posible variable de potencia, ya que se ignora a priori cuales son los
puntos que se van a evaluar como consecuencia de la busqueda de la politica de flujos
optima. Sin embargo, la parcelacién equitativa de un dominio de dimensién mayor que 2
y que ademas esta sometido a la restriccion que impone el obligado orden de los cuantiles
no es un ejercicio simple. Por ello, se ha optado por la obtencion al azar de los cuantiles
Rk k= 0...K — 1. Este procedimiento tiene como inconveniente principal el que la
repeticion de la estimacion del CPP no puede partir exactamente de las mismas condiciones
iniciales, puesto que los puntos de I' se generan aleatoriamente y seran diferentes de los
que se obtuvieron en otras ocasiones. Ello da lugar a una estimacion distinta de Q y B
cada vez, las cuales logicamente producen politicas éptimas distintas.

Por otro lado, la experiencia muestra que las matrices Q estimadas asi no suelen
ser definidas positivas, aunque se podrian calificar como quasi-definidas positivas, ya que
la estructura de valores propios de las matrices muestra algin valor (generalmente uno)
negativo y no muy alejado de 0. La garantia de que estas matrices fueran definidas positivas
seria deseable para el buen rendimiento del proceso de bisqueda del éptimo de la funciéon
objetivo (12.1), pero no es suficiente para asegurar la localizacién del 6ptimo global, dado
que la expresion de la generacion en funcion de las variables independientes no es una
funcién convexa. Por el momento, no se posee la prueba de que los parametros que se
desean estimar deban corresponder o no a una (desconocida) matriz definida positiva.
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Pruebas realizadas repitiendo la estimacion de un caso determinado muestran con claridad
que el azar que ha intervenido en la creacion de I' se manifiesta por una notable variabilidad
de los valores propios resultantes.

Tabla 12.1. Resumen estadistico de los valores propios obtenidos en un caso con 5 articulos.

Fe =50 Fe =150
Media | Desv. est. | Media | Desv. est.
# 1| 4.592 1.099 3.982 0.747
# 2| 2.021 0.661 1.6089 0.2540
# 3| 1.1745 0.2938 0.9965 0.3122
# 4| 0.397 0.631 0.3167 0.5145
# 5| -1.356 0.885 -1.210 0.725

La tabla 12.1 refleja la idea apuntada, en base a dos muestras de 30 ejecuciones cada
una, encaminadas a estimar la funcion de CPP de un caso con K=5. Los valores propios
han sido previamente ordenados en cada caso, de modo que las muestras estan formadas
respectivamente por las primeras raices del polinomio caracteristico, por las segundas, etc.
En la izquierda, el factor de sobredimensionado Fe es 50, lo que quiere decir que el tamano
correspondiente de I', Mr, es igual a 1000. A la derecha, el nimero de observaciones es tres
veces superior, lo que da lugar tal como se podia esperar a una disminucion de la variancia
en la estimacién de los valores propios, aunque no es el caso del tercer valor propio por una
pequena diferencia. En cuanto al valor medio registrado, se producen notables diferencias
estadisticamente significativas en los tres primeros, mientras que en los dos ultimos no es
asi. El caso mostrado no es representativo de otros casos, debido a la importante variabil-
idad presente en los valores propios. Sin embargo, algunas particularidades comunes si se
han observado, por ejemplo, el mayor valor propio generalmente tiene asociado un vector
propio en el que el término de mayor peso corresponde a la variable H°.

La Fig. 12.2 contiene representadas 6 matrices Q de las estimadas en el experimento
anterior, tres de ellas a base de 1000 observaciones y las otras tres con 3000 observaciones.
Los circulos negros representan valores g;  positivos y los blancos valores negativos; el area
de cada circulo es proporcional a su valor. Nuevamente destaca por su magnitud el punto
1,1, el cual corresponde exclusivamente a la energia descrestada. En general, es notorio
que se presentan acusadas diferencias, revelando que la estimacién de cada componente
de la matriz es poco robusta. Sin embargo, se observa que distintas funciones evaluadas
en un punto h factible difieren relativamente poco entre si, y no sélo en la parte lineal de
(12.1) sino también en la parte cuadratica. Por ejemplo, las seis funciones de las que son
parte componente las matrices que aparecen en la Fig. 12.2 retornarian en un punto dado:
{160, 280, 500, 740, 1240} [MW] los siguientes valores respectivamente:

—12046892 —11881458 —11910839
—11901896 —11952165 —11925185

Si ademas consideramos que en un problema de optimizacién tipico se evalian varias
funciones de CPP -estimadas independientemente—, tantas como intervalos intervienen,
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Figura 12.2 : Matrices Q. Arriba, con Fe = 50; abajo, con Fe=150.

se espera que los diversos errores que cada una de ellas contiene se cancelen mutuamente,
disminuyendo la importancia de la discrepancia del resultado.

12.3.3 Aleatorizaciéon de la muestra I’

La representatividad de los valores de potencia escogidos para ser convolucionados
como distribuciones de H es critica. Como se ha expresado al principio de la seccion, es
conveniente que el espacio factible quede uniformemente cubierto por el conjunto de puntos
integrante de I'; de no ser asi, la seleccion irregular de distribuciones de probabilidad
utilizadas provocaria un ajuste deficiente del CPP en alguna region del espacio factible.

El hecho de que los cuantiles de una variable estén ligados por una relacion de orden,
impuesta por su propio significado, impide que puedan ser extraidos al azar simplemente.
Si fueran independientes, todo lo que habria que hacer para obtener un punto seria generar
K valores de potencia factibles. Sin embargo, la condicién necesaria H® < H < ... <
HO5=1 no se cumpliria en buena parte de los puntos hallados de esta manera. Optar
por un método tipo Montecarlo, en el cual se rechazasen los casos desfavorables, no seria
una opcién eficiente, ya que la probabilidad de encontrar un caso aceptable disminuye
rdpidamente con el ntimero de articulos: concretamente, como (K!)~!. Por ejemplo, con
7 articulos, se deberian generar en media unas 5000 distribuciones para encontrar un caso
favorable.

Una alternativa mejor consiste en determinar A valores y ordenarlos, asignandolos
respectivamente a H°, H' ... H°X~!  De esta manera se consigue efectivamente un
punto uniformemente distribuido en la regiéon factible. No obstante, este método tiende a
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obtener distribuciones de bloques en donde el maximo es muy alto, proximo a la capacidad
hidraulica, y este efecto se acusa especialmente cuanto mayor sea K (un hecho muy ligado
a la estimacion del méaximo, exposicién realizada en el capitulo 4). También es cierto
que, por otro lado, el método tiene tendencia a asignar a la potencia H® generalmente
valores muy bajos. De las dos desviaciones senaladas, la primera puede tener una mayor
repercusion, ya que es probable que los puntos de potencia destinados a ser evaluados no
estén proximos a su maxima capacidad (en general, la potencia media de funcionamiento
de los grupos generadores de un embalse suele ser baja), mientras que es normal que la
potencia determinista sea pequena. Teniendo en cuenta esta reflexién, el sistema anterior
se ha planteado como sigue:

Elegir un valor PH entre 0 y Py,

Determinar K numeros distribuidos uniformemente en el in-

tervalo [0, PH].

Ordenarlos en orden creciente, y asignarlos respectivamente a
HO,H(H,. - ,HOA_l.

En el paso [1], la eleccién de PH no tiene porqué ser uniforme en el citado rango;
depende de las posibilidades que se entrevean para funcionar a mayor o menor régimen.
Tampoco tiene porqué partir de 0. Basicamente, se trata de un esquema en el que se
puede intervenir para ajustarlo como convenga a situaciones particulares. De todos modos,
también se ha constatado que el sistema citado es suficientemente robusto como para que
una variacion introducida en el método no origine una severa desviacion en la estimacion
de las funciones de CPP respecto de las halladas sin tal variacién.

12.3.4 Posiciéon de la unidad hidraulica entre las unidades térmicas

En el modelo desarrollado, la unidad hidraulica se convoluciona junto con las unidades
térmicas con la carga tal como se explico en el capitulo 11. De esta manera se llega a
determinar el ahorro medio derivado del uso de generacion hidraulica. Se ha incluido
también la opcién de considerar diferentes posiciones entre la lista definida por el orden de
mérito de las unidades térmicas. Es decir, la unidad hidraulica puede sumarse con la carga
en primer lugar, o tras cualquiera de las Nu unidades térmicas. Pero la indefinicion que
acompana a este asunto puede aconsejar que la posicion de la generacion hidraulica esté en
diferentes lugares, por ejemplo, entre las seis primeras unidades térmicas, o entre las seis
ultimas. En estos casos, el coste derivado se halla promediando los diferentes resultados.

La implementacion realizada se ajusta a alguno de los siguientes casos, aunque facilmente
se podrian haber considerado situaciones mas generales:

— La unidad hidraulica se sittia entre las y primeras del orden de mérito.
— La unidad hidraulica se sittia entre las y tltimas del orden de mérito.

Pongamos un par de ejemplos para aclarar el procedimiento que se va a exponer
a continuacién. Supodngase un parque con seis unidades térmicas. El procedimiento de
convolucién con la carga y la posterior integracion con la ecuacion de coste correspon-
diente determina para cada unidad unos costes de generacion y ademds un coste adi-
cional por energia externa que es necesario importar. Denominaremos a estos costes segtin
Ay,u =1...6 y Ax respectivamente. El coste de esta operativa seria en consecuencia

6 . . . g .
Y ee1 Au+ Ax. Seguidamente, considérese una cierta generacion hidraulica que participa
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en el cubrimiento de la monoétona. Tras el descrestado de la mondtona de carga con la
generacion determinista, se supone que la generacion estocastica se sitiia por delante de
todas las unidades térmicas, de manera que cuando les llega el turno a éstas dan lugar a
unos costes de generacion diferentes y que denotaremos como B,,u = 1...6 y Bx, para
el coste de la energia externa. La situacion, por tanto, queda asi:

Unidad H1 | #2 | #3 | #4 | #5 | #6 | Ext.
No participa H | Ay | Ay | Az | Ay | A5 | Ag | Ax
Sl, participa H Bl BQ B3 B4 B5 B6 BX

El decremento en el coste de produccion se hallaria de acuerdo con la ecuacién:

6 6
u=1 u=1

suponiendo que la posicion de la unidad hidrdulica fuera la primera. El término entre
paréntesis es constante y lo llamaremos Chys; €l término de la derecha, por depender de
H, lo escribiremos como C(H). Para un caso mas general, con y posiciones posibles, se
denotara como Cy(H) si son las primeras posiciones, o como C'¥(H ), si son las dltimas. Es
entonces fundamental darse cuenta que para una unidad térmica cualquiera no es impor-
tante saber la posicién exacta de la generacion hidraulica, sino sélo si ésta se sittia delante
o detrds de la misma. Es sencillo comprobar esto: la distribucién de probabilidad de la
variable J,41 —recordemos que se trata de la suma de la carga, n unidades térmicas y una
hidraulica— se cine a la conmutatividad de la suma de variables y, por tanto, no depende
del orden en que se hayan sumado las unidades implicadas.

Asi pues, el coste medio resultado de suponer que la generacion hidraulica se ubica
entre las tres primeras posiciones se puede hallar como:

Cs(H) = (By + By + Bs + By + Bs + Bs + Bx) %+
(41 + B2+ Bs + By + Bs + Bs + Bx) %—I—
(A1 + Az + Bs + By + Bs + Bs + Bx) %
y si estuviera entre las tres ultimas tendriamos:
C*(H) = (A1 4 Ay + A3 + Ay + A5 + Ag + Bx) %+
(A1 + A2 + 43 + Ay + 45 + B + Bx) §+
(A1 + A2 + A3 + Ay + Bs + Bs + Bx) %

La consecuencia inmediata es que, supuesta cualquier hipotesis acerca de la posicién
(o posiciones) de la unidad hidraulica, no es necesario mas que realizar una vez el proceso
de convolucién de la carga y las unidades, ubicando la hidraulica en primer lugar. FEl
calculo del coste de produccion se llevara a cabo mediante una combinacion de los costes
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asi obtenidos y los costes iniciales.

Podemos finalmente enunciar cudles serian las expresiones generales que conducen a
la obtencion del coste de produccién:

Nu+1—y 1 y—1
CY(H) = Ay + - - ANut1—i —1)- Byu+1-i)+ B
@P = C?J(H) - Cbas
en un caso, y:
Nu 1 y—1
Cy(H)=> Bu+= > (i-Bi+(y—i)- Ai)+ Bx
py p (12.9).b

@P = Cy(H) - Cbas
en el otro caso.

12.3.5 Determinacién de los coeficientes u;

En el caso de que las restricciones (12.7) se incluyan en el modelo, es necesario conocer
una aproximacién de la relacién entre la generaciéon G° y la proporcién de la capacidad
hidraulica que se considere ocupada por tal generacién que, como ya hemos dicho, no
interviene de manera uniforme a lo largo de todo el intervalo.

El descrestado de la mondtona se puede entender como la satisfaccién de la demanda
que ocurre cuando la carga supera un cierto umbral de potencia, siendo este umbral un
valor alto; en otras palabras, cuando se presenta un valor de carga notable, posiblemente
una punta de corta duracién, la mejor manera de responder es generando energia hidraulica,
va que puede entrar en servicio en muy poco tiempo y sin los altos costes que presentan las
unidades térmicas de respuesta rapida. Asi pues, la influencia de este tipo de generacion
se manifiesta en la monodtona de cargas como el alisamiento de su parte superior. A la
duracion total de tales intervenciones la podemos denominar T, que, por supuesto, depende
de cuanta energia se ha llegado a descrestar.

Aunque se llegase a ocupar en momentos puntuales toda la capacidad Py, esto no
seria motivo para impedir la presencia de generacién —estocastica— en otros momentos
del intervalo. Por ello, la potencia asociada a la generacién determinista P se ha tomado
como el cociente G° /Ty, el cual es evidentemente un valor més conservador que la maxima
potencia empleada en algiin momento.

De esta manera, mediante un numero suficiente de descrestados con diferentes valores
de G°, se puede determinar la forma que aparece en la Fig. 12.1. Las observaciones, en
ntamero de n, se pueden denotar:

G ¥ 9d |- | gn_y]|gn

PO pd oS | ey | P
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El calculo del coeficiente optimo v que minimiza:
n o . 9
SRR
1=

puede ser sustituido razonablemente transformando el modelo exponencial que subyace en
la formulacion anterior por un modelo lineal, en cuyo caso la determinacién del coeficiente

u se plantea como:
n po 2
0 ?
ug, — log (1 — = ))

Esta nueva formulacién, que no es equivalente a la anterior, permite solucionar analiticamente

el problema. Igualando la derivada de la expresion anterior a 0, hallamos el valor de u
buscado:

ZZg? (ug? — log (1 — _—’>> =0=
=1 P

h

Yo gdlog (1— 27
w= "2 <0 . Ph> (12.10)

12.3.6 Algoritmo de estimaciéon de funciones de CPP

Finalmente, se tiene el siguiente esquema para la determinaciéon de las matrices Q' y
vectores B' que intervienen en la evaluacién del coste probable de produccién:

El siguiente proceso se repite para cada intervalo : = 1... Ne:

[=][S]

Hallar los costes iniciales de generacion A,,u =1... Nuy Ax;
calcular Cy,s como EuNil A, +Ax.

Determinar el coeficiente u; mediante (12.10).

Sea Mr = Fe x (K2 +3K)/2

Param = 1... Mr hacer:

(][] [19]

Encontrar un punto h,, que corresponda a una distribucién
factible de potencia hidraulica.

Incorporar en primer lugar en el orden de mérito la unidad
hidraulica, y hallar los nuevos costes B,,u = 1...Nu y

Bx.
Calcular @y, de acuerdo con (12.9) y el valor de y presente.
Resolver (12.8) para determinar Q! y B,

12.4 Resultados computacionales

Para ilustrar la explicacion precedente, se incluyen diversos resultados obtenidos con la
ejecucion del modelo descrito. Se trata de un ejemplo en el que se consideran 12 intervalos
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correspondientes a meses naturales, una cuenca hidraulica compuesta por 6 embalses y un
parque térmico de 12 unidades.

12.4.1 Descripcién del caso

12.4.1.1 Cuenca hidraulica

VR
\/& Aportacion natural

¢ V — Descarga

w@ L oo Vertido )
Vi 4

o ()

Figura 12.3 : Esquema de la cuenca del ejemplo.

La Fig. 12.3 muestra cémo se disponen los embalses de la cuenca, unidos por 6 arcos
de descarga y 6 de vertido. Cada uno de ellos cuenta con su propia aportacién natural.
Aunque la topologia es idéntica a la del caso que aparece en el capitulo 9, en realidad
las caracteristicas fisicas son muy distintas. La capacidad instalada de todos los embalses
supera los 2.5 GW. En la tabla 12.IT aparece la informacién estadistica relativa a las
aportaciones en cada punto.

12.4.1.2 Parque de unidades térmicas

La tabla 12.IIT resume las caracteristicas principales de las unidades térmicas consid-
eradas. Figuran en ella para cada unidad la potencia maxima, la probabilidad de estar
fuera de servicio y los dos coeficientes que sirven para calcular el coste segun la expresion
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Tabla 12.I1. Valores descriptivos de las aportaciones (en hm3)
G H I J K L
Mes Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st. | Media | Des.st.
Ener. 22.54 12.83 | 165.52 | 122.63 | 152.41 | 96.37 56.11 41.82 2.35 3.22 0.40 1.12
Febr. 29.41 27.65 | 242.41 | 266.10 | 246.31 | 277.49 | 73.49 81.81 1.40 3.91 0.46 1.00
Marzo | 18.43 11.68 | 161.36 | 123.39 | 162.09 | 132.88 | 41.90 34.60 7.95 25.42 0.63 1.17
Abril 16.76 8.27 141.36 | 99.85 | 146.01 | 89.98 40.12 26.34 1.20 1.54 0.21 0.91
Mayo 15.13 7.86 107.10 | 76.12 | 112.90 | 81.79 37.92 28.49 2.27 3.84 0.84 2.96
Junio 8.77 3.81 62.69 32.64 77T 49.95 26.06 14.39 2.13 2.98 1.69 4.09
Julio 5.07 2.16 26.43 22.24 34.52 26.06 17.35 10.11 4.35 5.63 2.07 5.23
Agos. 4.35 2.12 17.49 10.41 22.95 14.77 18.09 9.98 5.45 8.79 1.49 3.04
Sept. 4.70 3.13 26.49 15.45 32.98 11.27 17.34 9.04 1.27 2.12 0.41 0.70
Oct. 9.97 10.15 54.57 43.01 49.27 23.62 18.21 8.57 2.46 7.52 0.95 2.53
Nov. 14.28 8.60 85.33 60.33 76.40 53.21 26.45 16.11 0.21 0.52 0.65 1.44
Dic. 26.56 24.88 | 157.08 | 153.38 | 108.73 | 64.85 49.04 54.46 2.05 7.23 0.49 1.00

21p + zp?. La capacidad instalada de todo el parque asciende a 3.75 GW. El orden en el
que aparecen corresponde al orden de mérito econémico. En lo que respecta al coste de
la energia externa, se ha supuesto un precio de 100 ECU/MWh. Hay que advertir que los
datos que han sido utilizados son ficticios, aunque se ha procurado dotarlos de una relativa

verosimilitud.
Tabla 12.III. Descripcion del parque térmico.
Unidad | P [MW] q z1 [ECU/MW] | 2o [ECU/MW?]
#1 471 0.07 18.0 6.8-1073
# 2 489 0.07 18.0 7.2.1073
# 3 207 0.065 224 2.8-1072
# 4 282 0.10 23.1 1.5-1072
#5 526 0.10 23.2 8.5:1073
# 6 522 0.10 23.9 7.6-1073
# 7 336 0.045 28.0 1.1-1072
# 8 275 0.10 30.4 1.3-1072
# 9 224 0.08 33.7 2.0-1072
# 10 150 0.10 35.3 3.2.1072
# 11 150 0.05 36.2 3.8:1072
# 12 118 0.08 40.0 4.5-1072

12.4.1.83 Demanda de potencia

Daremos como descripcion relativa a la carga que debe satisfacerse en cada intervalo un

resumen descriptivo en la tabla 12.IV con algunos valores significativos: potencia minima,
maxima, media y energia total demandada.
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Tabla 12.IV. Descripcién de la demanda.

o~

Mes | Ppin [MW] | P [MW] | P [MW] | E [MWHh]
Enero | 1210.9 3075.8 | 2148.6 | 1598569
Febr. | 1364.0 3528.9 | 2306.6 | 1550043
Marzo | 1184.6 3866.0 | 2427.9 | 1806337
Abril | 1187.1 3579.7 | 2453.9 | 1766799
Mayo | 1453.4 3758.9 | 2634.8 | 1960271
Junio |  1387.5 3456.9 | 2409.4 | 1734733
Julio |  1305.6 3027.1 | 2196.5 | 1634205
Agos. | 1300.9 3143.7 | 2240.1 | 1666666

Sept. 1518.4 3505.9 2497.1 1797933
Oct. 1565.9 3652.5 2638.7 1963169
Nov. 1521.6 3393.6 2370.4 1706720
Dic. 1344.3 3111.8 2262.8 1683528

12.4.2 Métodos alternativos
Se ha implementado el modelo (12.1), (12.4), (12.5), (12.6), (12.7), (12.3) en un pro-

grama de nombre mcg3, aunque también se han dispuesto otras versiones mas simples. Asi,
el programa mcg2 omite las restricciones de energia y el programa mcgl omite también las
de potencia. A fin de poder enjuiciar los resultados que se muestran, se han preparado al-
gunos ejemplos para poder ser resueltos mediante otras técnicas. Entre ellas nos referimos a
las relacionadas con funciones de CPP dependientes de la esperanza de la hidrogeneracion,
la cual se muestra en (7.7), tal como los programas ya citados mbgg o mbgk. Por otro
lado, la solucion del modelo desarrollado en este capitulo puede ser sometido a simulacién,
aunque con algunas variantes introducidas en el método que se detallaran a continuacion.

El calculo de las funciones de CPP (7.7) se obtiene por el método de Viramontes
y Hamilton [VIRAT8]. La diferencia entre éste y el que aparece en estas paginas no es
demasiada: el primero de ellos data del final de la década de los 70 y, logicamente, es mas
simple (pero hay que decir, en justicia, que el nuestro se inspira directamente en aquel).
Viramontes y Hamilton intercalan una pseudo-unidad hidraulica que no se diferencia de las
unidades térmicas entre las que se ubica: se entiende que la potencia escogida para aquella
es un valor medio y, con ello, se adopta un valor de disponibilidad total, un compromiso
entre las ocasiones en las que se generard mas y en las que se generara menos. Segun
la generacion media establecida y las diferentes posiciones utilizadas, se determina una
funcién de coste de produccién de una sola variable por ajuste minimo cuadréatico a partir
de las observaciones que se han derivado.

Respecto al procedimiento de simulaciéon para las soluciones obtenidas a través de la
funcién objetivo (12.1), ha sido necesario adaptar el algoritmo propuesto en el capitulo 9
a la nueva funcion de evaluacion del coste. El inconveniente que presentaba este método
es que la nueva funcién tiene como argumento un vector que se supone el conjunto de
cuantiles de una distribuciéon de bloques, mientras que cada iteraciéon del simulador sélo
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proporciona un valor numérico de generacion. El problema ha sido superado de la siguiente
manera.

Dejamos claro que la mayor parte de los aspectos de este simulador son comunes a
los del descrito previamente en §9.3.3.3: la politica que dirige la simulacion consiste en la
misma estructura de variables multiarticulo, se utiliza el mismo mecanismo de generacion
de aportaciones, y el mismo sistema de reajuste de flujos. Unicamente se ha hecho uso
de la version que reajusta globalmente todos los intervalos al unisono, de acuerdo con la
idea adquirida en anteriores experiencias de que este procedimiento era mas ventajoso.
Como merece destacarse, la sola diferencia es que no es posible calcular el coste de pro-
duccién mediante la operacién A1 ;g + A2.;9%, va que estos coeficientes A corresponden a la
metodologia de Viramontes y Hamilton.

De acuerdo con la notacion establecida, se trata de calcular un conjunto €2 que con-
tenga las Nc observaciones de coste, ¢1,...,cNe, necesarias para calcular un intervalo de
confianza para la esperanza de C, la variable aleatoria cuyo coste medio se quiere comparar
con el resultante de la evaluacion de la politica a cargo del programa optimizador, ¢. Para
determinar el j-ésimo coste, se parte de una muestra de valores de potencia de tamano
Ns (estos valores se han hallado a través del proceso de simulacién, tras precisamente Ns
iteraciones). Mediante un procedimiento sencillo, descrito en el capitulo 4, se estiman
los K cuantiles de la potencia correspondientes a 0, 71,...,71 + ...+ Tx_2, 1, necesarios
para el calculo posterior. Se denota como {h?, hgl, cees h?K_l} al conjunto formado por la
estimacion de los cuantiles a partir de la j-ésima muestra de Ns valores de potencia. En

este momento podemos determinar el coste:

c; =

1 0 701 0K—1 J 0 701 0K—1
0K -1
hj

En realidad, puesto que se supone que el periodo de estudio se compone de un cierto
ntmero de intervalos, la expresion (12.11) se aplica parcialmente para calcular el coste
J-ésimo en el i-ésimo intervalo, ¢; j, y el coste total que forma parte de {2 se determina
sumando los costes de cada intervalo.

En consecuencia, el numero total de simulaciones que dan lugar a una reproducciéon
de las condiciones indicadas por la politica es igual a Ne X Ns. En realidad, esto no implica
que este nimero tenga que ser muy superior a las cantidades que se manejan en las sim-
ulaciones con funcién del tipo Viramontes y Hamilton. Se ha visto con la experiencia que
la amplitud de los intervalos de confianza hallados con un tamano pequeno de §2 es similar
a la amplitud de los obtenidos con la anterior version del simulador, mientras el nimero
total de simulaciones se mantuviera en parecida magnitud. Puede justificarse si se entiende
que la variabilidad de los costes que devuelve la segunda version del simulador es mucho
menor que en la primera, a causa de que las distribuciones de la potencia {h?, ey h?K_l}
que sirven para evaluar estos costes provienen a su vez de una muestra, lo cual reduce la
variabilidad de los cuantiles empleados. Es de esperar que estas operaciones se realicen sin
sesgo, de modo que finalmente el valor esperado de ¢; coincida con la esperanza de C. En
la practica, el nimero total de iteraciones se reparte de modo que aproximadamente Ns
sea un 50% mayor que Ne; el motivo es dotar a ambas muestras de un tamano suficiente,
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aunque es mayor la muestra de potencias porque la estimaciéon de los cuantiles es bastante
mas imprecisa que la del coste medio. Por poner un ejemplo, si se pide simular unas 5000
iteraciones, entonces Nc vale 58 y Ns es igual a 87 (cuyo producto resulta 5046).

12.4.3 Pruebas con el modelo

Tras haber situado el entorno, en esta secciéon se muestran y comentan algunos re-
sultados computacionales relacionados con el ejemplo descrito. Se han llevado a cabo
ejecuciones con diferente ntimero de articulos, desde 3 a 8. En todos los casos, el vector
II se compone de valores con el mismo peso 1/(K — 1). En principio, las pruebas se han
realizado con la version sin restricciones no lineales. Se ha considerado conveniente asignar
una capacidad hidraulica menor que la real, y se ha adoptado igual a 1500 MW; por otra
parte, la generacion de los cuantiles en la fase de estimaciéon de los parametros de Q v B
se basa en elegir PH de manera uniforme entre 0 y P}, (ver del algoritmo). De acuerdo
con el hecho de que la energia hidraulica es la fuente de energia mas econémica, se ha
colocado en primer lugar dedl orden de mérito. El factor Fe es igual a 100 en todos los
casos. El numero de iteraciones de la simulacion es exactamente 5046 para cada prueba.

K

8 1 * —_
f f f Coste
-2.35 -2.25 -2.15

Figura 12.4 : Resultados de la optimizacién e intervalos de confianza, provenientes

de la versién mcgl.

La Fig. 12.4 y la tabla 12.V sirven para exponer los primeros resultados. En la
figura, las unidades del eje son -10° ECU, y el simbolo x indica la posicién de ¢&. Se
aprecia una tendencia claramente influida por el niimero de articulos, visible en resultados
anteriormente expuestos en el cap. 9, por la que el decremento del coste aumenta (en
valor absoluto) con K. El efecto es menor si K es grande que si es pequeno; entre si, las
diferencias relativas entre los cuatro tltimos resultados son inferiores al 4%. Los intervalos
de confianza retornan una estimacion insuficiente en general (el caso con menor ntiimero de
articulos no deberia ser considerado), y se muestran menos sensibles a I, aunque también
evidencian una pequena tendencia. El error relativo entre el valor central del intervalo y ¢
esta entre el 2% y el 6%. En cuanto a los tiempos de ejecucion que se hacen constar, como
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Tabla 12.V. Resultados de mcgl e intervalos de confianza.

K ¢ Int. conf. (o =0.05) T.cpu (seg.)
3 | -2.1153243-10% | [-2.16957-10%,-2.14007-108] 2.3
4 | -2.2115483-10% | [-2.18071-10%,-2.14703-108] 3.7
5 | -2.3003353-10% | [-2.20098-10%,-2.17069-10°%] 7.7
6 | -2.3349433-10% | [-2.22671-10%,-2.19871-108] 11.0
7 |-2.3601748-10% | [-2.23267-10%,-2.20523-108] 13.6
8 | -2.3909788-10% | [-2.26664-10%,-2.23671-10°%] 18.2

se vera, se pueden comparar favorablemente con los invertidos a cargo de una version de
tipo Viramontes y Hamilton.

K
3 * I
4 | *
5 - * —
6 - * —
7 ] * —
8 | * _
f f f f Coste
-2.75 -2.65 -2.55 -2.45
Figura 12.5 : Resultados de la optimizacién e intervalos de confianza, provenientes

de la version de Viramontes y Hamilton.

Tabla 12.VI. Resultados de mbgg e intervalos de confianza.

K ¢ Int. conf. (o =0.05) T.cpu (seg.)
3 | -2.7062914-10° | [-2.45401-10%-2.40759-10] 3.8
4 | -2.7069674-10% | [-2.45690-10%-2.41519-108] 7.3
5 | -2.7306526-10% | [-2.48055-10%,-2.44017-108] 12.6
6 | -2.7438941-10% | [-2.46571-10%,-2.42796-10°] 19.2
7 | 2.7568147-10° | [-2.48638-10°%,-2.44882.10°] 24.3
8 | -2.7650316-10% | [-2.49793-10%,-2.46068-10°] 32.5

A pesar de la notable diferencia en la magnitud de los costes provenientes de una
u otra evaluacién, destaca principalmente en la

Fig. 12.5 y en la tabla 12.VI que la
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discrepancia entre ¢ y el intervalo sea mayor que en el caso previo, estimando un error
de aproximadamente un 10% en todos los casos. Este punto resulta interesante, pues hay
que tener en cuenta que el modelo con la funcién objetivo (12.1) postula, al igual que el
empleado en esta version de Viramontes y Hamilton, la suposiciéon de que la generacion
hidraulica (y la potencia) siguen una ley de probabilidad de bloques, cuyos parametros son
deducibles a partir de los de las variables de descarga y volumen, suposicion que ya ha sido
estudiada y de la que se sospecha que introduce una sobreestimacion del coste probable
de produccién. Puesto que con la nueva funcién objetivo se ve que el error disminuye
y, ademads, con mejores tiempos de ejecucion, parece razonable afirmar que esta funcion
supone una pequena mejora dentro del campo de la optimizacién hidrotérmica.

En cuanto a la causa de la distinta magnitud de los 6ptimos segin hayan sido cal-
culados por una funcién o por otra, sorprende teniendo en cuenta que los parametros de
partida (los pardmetros de carga y del sistema de generacion) son los mismos. De todas
maneras, el método de Viramontes puede confiar excesivamente en la capacidad hidraulica,
a menos que se infravalore drasticamente ésta y se introduzca como dato de entrada un
valor P, bastante menor que el real o, por lo menos, que el suministrado al método de la
convolucién de potencia hidraulica estocdstica. De todas maneras, decidir cuanta debe ser
esta reduccién no es sencillo, y por el momento no se dispone de datos que puedan servir
para aclarar la cuestion.

Un comentario mas: se observa que los resultados procedentes de mbgg son mas esta-
bles que los de mcgl, hecho palpable en la dispersion de los valores de é. Se desconocen los
posibles motivos de este hecho, ya que se ha constatado que el método de generacion de
cuantiles para la estimacion de Q y B no da lugar a distribuciones diferentes segiin K (por
lo menos, en lo que respecta a las esperanzas de las variables de bloques), ni tampoco se
aprecian diferencias en los valores de coste de produccion derivados @,,. Esto hace pensar
que la razon se halla en la obtencion de politicas 6ptimas mas propicias cuando el niimero
de bloques es mas alto.

Los casos recogidos en la tabla 12.VII muestran los resultados obtenidos por el ejemplo
si se empleara la funcion objetivo del programa mbgk, que no asume que la generacion sea
una distribucién de bloques. La disminucién de la funciéon objetivo respecto la versién
mbgg nos reafirma en la idea de que esta version sobreestima el CPP, pero al colocarse
entre ésta y la del modelo que se describe en estas paginas, surge la duda de si la funciéon
objetivo (12.1) subestima el coste de produccion o si el método de Viramontes y Hamilton
contiene un sesgo inherente que provoca la estimacion incorrecta de los coeficientes A que
intervienen en 7.7. La respuesta a esta duda no ha encontrado cabida en este trabajo.

Tabla 12.VII. Resultados de mbgk (con p=1).

K ¢ Int. conf. (o =0.05) T.cpu (seg.)
3 | -2.4579888-10% | [-2.48274-10%,-2.43636-10°] 7.8
4 | -2.4762967-10% | [-2.45745-108-2.41572-108] 15.1
5 | -2.5017769-10° | [-2.48205-10%,-2.44279-10] 24.3
6 | -2.5168108-10% | [-2.48599-10%,-2.44716-10%] 40.3
7 | -2.5318715-10% | [-2.50708-10%,-2.47058-108] 59.9
8 | -2.5400795-108 | [-2.49410-10%,-2.45685-10°] 77.3
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Figura 12.6 : Descargas y voltiimenes del ejemplo con J{=5. [Hm3]
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G /Generacion 250000 H /Generacion

3000Q0 | /Generacién 7000 J /Generacién
6000
5000
4000

3000
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1 23 456 7 '8 9101112
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3 45 6 7 8 9 1011 12

Figura 12.7 : Generacién en el ejemplo con K =5. [MWHh]
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3e+Q6 Generacioén total

2.5e+Qs

2e+06

1.5e+Q¢

le+Q6

5000Q(

3 4 5 6 7 8 9

Figura 12.8 : Generacién total del ejemplo con K =5. [MWh]
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Figura 12.9 : Vertido en el ejemplo con K =5. [Hm?]
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Descargas y volimenes del ejemplo con /{=5. Se contemplan re-

stricciones sobre la potencia hidraulica [Hm?].
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Figura 12.11 : Generacién en el ejemplo con /A =5. (con restricciones en la potencia)

[MWHh]
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Figura 12.12 : Generacién total del ejemplo con [ =5. (con restricciones en la po-
tencia) [MWh]

Parece conveniente, aparte de la informaciéon ya comentada, examinar el contenido
de las soluciones, puesto que no podemos dejar de lado que se esta intentando establecer
un método para obtener una politica de generacion hidraulica lo mas econémica posible.
El método que se explica en este capitulo, como los desarrollados previamente, tiene el
nexo comun en el uso de redes multiarticulo para modelizar el flujo de agua de naturaleza
indeterminista. Asi pues, es del mayor interés exponer y comentar las politicas obtenidas.

Las Fig. 12.6, 12.7 y 12.8 muestran graficamente la solucién del problema formulado
con 5 articulos. En la primera aparecen para cada arco la evolucion de la descarga de
agua por intervalos y articulos, y la evolucién para cada embalse del agua almacenada. En
la segunda se muestra para cada arco las distribuciones de la generacién, mientras que la
tercera figura es un grafico que comprende la generacién acumulada de todos los embalses.

La Fig. 12.9 representa el vertido determinado para cada embalse. Nétese especial-
mente que sélo figura en estas graficas el articulo quinto, correspondiente a los niveles con
menos probabilidad, y de manera considerable nada mas que en algunos intervalos que
vienen a ser los de la época del deshielo y la primavera, cuando se produce la mayor aflu-
encia de aportaciones. La interpretacion, pues, deberia ser: se preven vertidos en el caso
de que las aportaciones alcanzaran volumenes muy importantes, ya que la capacidad de los
embalses no admitiria mas agua. En otro orden de cosas, cabria preguntarse si los vertidos
que aparecen no son excesivos, aunque el resultado mostrado depende casi exclusivamente
de la confianza depositada en los datos historicos de aportacién de los que se ha partido.

Como se aprecia, la solucién opta por mantener los embalses tan llenos como sea
posible, a fin de elevar su nivel y de esta manera favorecer con la ganancia de salto la
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Figura 12.13 : Vertido en el ejemplo con JX=5. (con restricciones en la potencia)
3
[Hm?]

produccién de electricidad. Los embalses mas pequenos (I, K y L) siguen esta idea es-
trictamente, y aprovechan para descargar grandes volumenes de agua. Los embalses de
cabecera (G y J) mantienen un comportamiento diferente, pero similar entre si: descargan
lo minimo a fin de aumentar rapidamente el volumen almacenado, para vaciarse atin mas
rapidamente en los meses de verano y, de paso mantener el nivel previsto para el final del
periodo. El coste de produccion estimado para esta politica es de unos -230 millones de

ECU.

El caso expuesto en las Fig. 12.10 a Fig. 12.13 ilustra acerca del efecto de la aplicacion
de restricciones de potencia. En esta ocasién, se mantiene la funcion objetivo, y se hace
uso de la restriccion (12.7) con el valor de 1500 MW como potencia maxima. En la
solucion optima, todas las restriciones son activas. Como aparece claro en las graficas que
acompanan, la inclusién de estas restricciones (una por intervalo) modifica la politica de
forma sensible, aunque no drasticamente. El coste de producciéon ha aumentado hasta la
cifra de -217.45 millones de ECU. Puede verse en la Fig. 12.12 que la suma de generaciones
en cada intervalo se mantiene a raya a base de una presencia insignificante del quinto
articulo, lo cual se ha conseguido moderando las descargas de agua correspondiente a este
nivel. Este hecho ha repercutido en los vertidos, pero no de una manera importante:
destaca la apariciéon de vertidos en los intervalos de verano, antes inexistentes.

De paso, podemos hacer notar que la inclusién de estas restricciones ha impedido la
eventualidad de una generacion excesiva, incluso mayor que la que la demanda necesita
(una posibilidad real, segin la solucién para los intervalos 1, 7 6 12). Dado que empleare-
mos una capacidad moderada, no haremos una demostracion de la version mcg3, la cual
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Figura 12.14 : Comparacién de la generacién total con y sin restricciones. A la
izquierda, grafica de E[Gl]; a la derecha, grafica de Var[Gl]l/z.

acotaria esta super generacion a limites razonables.

La Fig. 12.14 ilustra acerca del cambio experimentado en los parametros de la gen-
eracion. Desciende la generacion media —alrededor de un 10%—, y sobre todo desciende
la dispersion en la produccion, reflejada en la desviacién estandar —un 22%. Los vertidos
han aumentado en todos los intervalos; el incremento, considerando el vertido esperado
total, es de un 50% aproximadamente. Sin embargo, el descenso del coste es sdlo del 5.5%.
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Figura 12.15 : Descargas y voltiimenes del ejemplo con /{=6. [Hm3]
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Figura 12.16 : Generacién en el ejemplo con I =6. [MWh]
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Figura 12.17 : Generacién total del ejemplo con K =6. [MWHh]

En cuanto a la salida de resultados plasmada en las Fig. 12.16 a 12.17, se refieren al
caso base (sin restricciones de potencia) pero utilizando 6 articulos. Segun se desprende del
calculo de la media de la generacion total, ha habido un incremento de un 5% respecto el
ejemplo previo, aunque el coste de esta politica es de -233.5 millones de ECU, un 1.5% més
que con KK=5. Se puede resaltar especialmente de esta prueba que el perfil que ofrecen la
evolucion de volumen y descarga en cada embalse resulta semejante al anterior. El hecho
de que el problema pueda ser resuelto con diferentes valores del parametro K, y que las
soluciones halladas sean similares y coherentes entre si es una propiedad interesante que
merece ser destacada.

Otras pruebas con valores de K entre 3 y 8 han sido llevadas a cabo. En todas ellas el
coste ¢ se reduce (en valor absoluto) una fraccién semejante, a excepcién del ejemplo con
menor numero de articulos, un nimero que demuestra no ser suficientemente robusto como
para garantizar soluciones verosimiles. Los tiempos de ejecucion han resultado similares.
Es notable observar que, si se pretende relacionar el tiempo de ejecucién necesario para
encontrar el optimo y K, los tiempos de ejecucién se ajustan razonablemente bien respecto
el cuadrado del nimero de articulos: los valores expuestos en la tabla 12.V corresponden
aproximadamente a 0.2855K7, mientras que los de la tabla 12.VI —programa mbgg—
devuelven 0.506K2.

Finalmente, para acabar con el método expuesto en este capitulo, se expone un par de
ejemplos que ilustran las dificultades que todavia no estan bien resueltas. En la estimacion
de los pardmetros de la funcién objetivo existen, como se ha dicho con anterioridad, aspec-
tos cuya modificacion se traduce en una perturbacion que afecta al resultado final. Estos
aspectos intervienen ya que son parte integrante del método, pero no estan bien precisados.
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Por ejemplo, la capacidad hidraulica a emplear; se trata de un factor bien establecido en
teoria, puesto que se conocen las caracteristicas mecanicas de las instalaciones que per-
miten generar electricidad en los embalses. Sin embargo, saber cudl es el valor maximo no
implica casi nada acerca de como se distribuye la potencia, de lo cual hacemos uso para
estimar las matrices y vectores que aparecen en la funciéon objetivo. Para demostrar esta
influencia, se ha supuesto que el valor a adoptar para Py, en vez de ser 1500 MW, fuera
de 2000 MW. La consecuencia ha sido que el coste se ha elevado a -238.5 millones de ECU
(resultado para K=5). A pesar de la aleatoriedad existente en la estimacién de Q! y B,
no es posible una discrepancia semejante con la potencia anterior.

El segundo ejemplo parte en otra direccion, aunque mantiene el propésito de exhibir la
necesidad de un uso dirigido por el buen sentido. Manteniendo la capacidad a 1500 MW,
supéngase que en el algoritmo de generacién de cuantiles de potencia fija el pardmetro
PH a Pj,. Este simple cambio se va a traducir también en una funcién de CPP diferente,
puesto que viene condicionada para ajustarse a distribuciones de potencia hidraulica de
alto valor. En consecuencia, el nuevo coste esperado seria de -237.6 millones de ECU
(K=5).

De todas maneras, creemos que estos inconvenientes no suponen un menoscabo para
el método, sino mas bien el reconocimiento de que exigen un cierto grado de experiencia
que permita ajustar sus posibilidades a la situacién real que se desea modelizar.
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CAPITULO 13

CONCLUSION Y POSIBLES AMPLIACIONES

13.1 Contribuciones del trabajo

Tras los pormenores del trabajo, descritos en los capitulos precedentes, se exponen
seguidamente las ideas principales que el autor destacaria:

e se ha expuesto un completo estudio desde el punto de vista estadistico realizado sobre
las distribuciones aleatorias de bloques en los capitulos 3 a 6; en el 4 se incluye una
metodologia para estimar variables de bloques a partir de una muestra procedente
de una variable cualquiera. De hecho, estas variables podrian llegar a aproximar
razonablemente bien un gran nimero de distribuciones, si se define un valor K sufi-
cientemente alto.

e en el capitulo 8 se ha determinado el calculo de expresiones de la generacion hidraulica
esperada para la validacion de la aproximacion descrita en el cap. 7. La comparacion
posterior en el cap. 9 sobre casos concretos evidencia una cierta sobreestimacion en el
calculo de la generacion por parte de la version inicial. Estas expresiones reducen el
sesgo en la estimaciéon de la generaciéon hidraulica esperada, aunque son alternativas
menos eficientes computacionalmente.

o en el capitulo 9 se explica un procedimiento que permite simular politicas de largo
plazo aplicables a una cuenca hidraulica. El proceso genera valores de aportaciones
naturales condicionadas entre si, y permite verificar si la politica obtenida mediante la
minimizacién de una funcién de coste probable de produccion genera costes aceptables.
También se ha desarrollado una versién especifica para la funcién de coste probable
de produccién que aparece en el cap. 12.

o el método multiarticulo se extiende a un modelo de coordinacién hidrotérmica a través
de las técnicas especificas que se explican en el capitulo 10, mediante las que se inte-
gra la estocasticidad de la generacion hidraulica con un parque térmico para cubrir
conjuntamente la demanda de energia.

e se ha desarrollado un método en el capitulo 11 para hallar la distribucién de la suma
de una variable de bloques y otra cualquiera independiente de la primera por el pro-
cedimiento de la convolucién, y aplicacién del mismo a distribuciones de la potencia
en fallo hidraulica con la carga del sistema. A partir del mismo se construye en el
cap. 12 una nueva funciéon de coste probable de produccion que no depende, como las
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anteriores, solamente de la esperanza de la generacién hidraulica, sino de todos los
cuantiles de la generacion.

e se incluyen numerosas pruebas computacionales con una comparativa de resultados
considerando la influencia que presenta el ntimero de bloques con que son represen-
tadas las variables. Con las pruebas efectuadas no se ha determinado estrictamente
cudl es el namero 6ptimo de bloques a usar, aunque si se puede afirmar que los valores
por debajo de 5 no son aconsejables si no es como medio para obtener una rapida
estimacion. De todos modos, el incremento en el tiempo de ejecucién que supone au-
mentar K no es desmesurado, ya que se ha visto que el tiempo de CPU utilizado para
obtener el éptimo es O(K?) (por ejemplo, pasar de 4 a 5 articulos viene a significar
aproximadamente un incremento del 56%).

13.2 Lineas futuras de investigacion

El trabajo realizado hasta este punto no puede considerarse completo, maxime cuando
el tema todavia se encuentra en una fase de explotacion inicial. Asimismo, diversas sim-
plificaciones se han asumido en ciertos puntos con el objeto de facilitar el tratamiento,
puntos que deben ser corregidos y mejorados en un futuro.

A continuacién se explicitan posibles lineas de actuacién inmediata.

e En algunos capitulos (9 y 12) se han mostrado resultados procedentes de la opti-
mizacién y de la simulacién de las respectivas politicas optimas, y de la comparacion
subsiguiente se han observado notables diferencias, mayores o menores dependiendo
del método seguido para evaluar la funcién objetivo. Es del mayor interés desarrollar
algin tipo de correccion en la evaluacion del coste esperado de modo que se produzea
mayor coincidencia entre los valores tedricos y los simulados.

e En el modelo hidraulico no se ha prestado atencion a la presencia de bombeo en
algunos embalses. En ocasiones, el bombeo no se reduce a una actividad de ciclo
diario, sino que tiene un ciclo mucho mayor. Por tanto, es susceptible de tratamiento,
mediante arcos multiarticulo. Esta por ver si el enfoque de Viramontes y Hamilton
es admisible y en qué condiciones. Las posibilidades serfan: i) sustraer el consumo
derivado del bombeo a la generacién. ii) suponer unos coeficientes de incremento del
coste que afectasen al bombeo esperado, operando paralelamente a los términos de la
generacion, es decir, tener una funcién objetivo parecida a:

ME[G] + \E[G?] + i E[B] + 12 E[B?]

donde B expresa bombeo, y p1 v po los coeficientes implicados. De todos modos,
el bombeo plantea varios problemas, debido a las particularidades de su empleo. El
bombeo siempre se ubica en las zonas valle de la curva de carga o, lo que es lo mismo,
en la parte inmediatamente superior a la potencia base en la mondétona de carga. Por
razones economicas, la generacion y el bombeo no se pueden solapar temporalmente:;
de aqui que ambas variables posean una relacién estadistica especial, cuya prevision
es de obligado cumplimiento a la hora de valorar los costes consiguientes.

e La misma generacién hidraulica y su ubicacién en la mondtona de generacion es una
cuestion abierta y no satisfactoriamente resuelta ain. Como esta apuntado en el cap.
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11, a causa de la dependencia parcial entre la potencia hidraulica y la carga, el proced-
imiento de convolucion viene afectado por un cierto error sin cuantificar. La solucion
parece ser una consideracion adicional, no limitada a la generacién determinista, me-
diante la cual una parte de la generacién —o la totalidad— se trataria por descrestado
en la parte superior de la monoétona. El mecanismo exacto esta por establecer aunque
seria deseable que el procedimiento considerase los paraametros de la generacion en
su totalidad, y no solamente la generaciéon esperada.

e En cuanto al modelo que se utiliza en el problema de coordinacién hidrotérmica,
existen bastantes mejoras que la experiencia sugiere incluir o modificar. Por ejemplo,
el calculo de la generacion hidraulica esperada puede mejorarse sin asumir que la
generacion es una variable de bloques. El tratamiento de la generacion hidraulica en
la monétona de generacién puede cambiar, de acuerdo con las ideas planteadas en el
punto anterior, y también el procedimiento de obtencién de las funciones que retornan
la energia externa Ex y la maxima duracion con pérdida de carga T'x.

e Otro punto de interés es el tratamiento conjunto de varias cuencas hidraulicas en el
mismo problema. Esta situacién se corresponde mas bien con puntos con poca depen-
dencia entre si, que con la que describe a una sola cuenca, con puntos de generacion
muy dependientes, lo que favorece su adiciéon en una super-unidad. La solucion pasa
por separar la generacién de las diferentes cuencas; si bien, el coste esperado en cada
cuenca puede sumarse, por la linealidad del operador E[-], habria que considerar con
cierto cuidado los términos cuadraticos.
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APENDICE 1

NOCIONES DE PROBABILIDAD Y VARIABLES ALEATORIAS

En este apéndice se introducen unas breves referencias a algunos de los conceptos
bésicos que se presentan en la teoria de la probabilidad y variables aleatorias. Una lectura
que requiera mayor profundidad en estos temas puede acudir a cualquiera de los numerosos
textos que abundan sobre estadistica matematica, como por ejemplo [HOELT71], [LARS92]
o [MARI90].

1.1 Probabilidad

Supoéngase que nos interesamos por una experiencia de la que no podemos predecir el
resultado. Con tal de sistematizar este tipo de experiencias, se define:

1. El espacio muestral 2: el conjunto de todos los resultados posibles.
2. Acontecimiento, o suceso: cualquier subconjunto de €. Sea £ un conjunto de sucesos.
3. Probabilidad P: Una aplicacién del conjunto de sucesos £ al intervalo real [0, 1].

(Q, &, P) forman lo que se conoce como espacio de probabilidad. Es necesario que la
probabilidad cumpla determinados axiomas con tal que el triplete mencionado constituya
un espacio de probabilidad. No es, en cambio, necesario que el conjunto £ esté compuesto
por todos los sucesos posibles. Esto ultimo se refiere especialmente al caso en que €2
no es un conjunto numerable. Se entiende por numerable el conjunto cuyos elementos
pueden ponerse en correspondencia inyectiva con el conjunto de los ntumeros naturales. Si
Q no cumple esta condicién, entonces no se puede asignar un valor de probabilidad a cada
subconjunto de €. Por todo ello, £ debe ser tal que verifique las hipotesis de una o-algebra.

Consultar [HOEL71], [MARI90] por mas detalles.

1.2 Variables aleatorias. Indicadores de una variable

Una variable aleatoria es un concepto matematico para cuantificar una experiencia del
azar, proporcionando la descripcién sintética de la que adolece la descripcion exhaustiva
dada por €. En concreto, una variable aleatoria real es una aplicacion de los elementos de
un espacio muestral en la recta real, cumpliendo algunas condiciones que pueden verse en

[HOELT1].

Las variables aleatorias permiten concentrar la atencién en los puntos primordiales,
segun la optica de nuestras aplicaciones. Su naturaleza numérica facilita en gran manera el
tratamiento de los aspectos estocasticos o, en ocasiones, simplemente permite abstraer la
experiencia aleatoria para concentrarse en aspectos formales relativos a la propia variable.

Segun sea (2 numerable o no, se distinguen como t