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Figura 5.12: Les forces en el cas direccional depenen de 1'ellipse associada
a un punt i no sols actuen sobre els punts extrems d’una aresta siné també
sobre les arestes oposades a un vértex d'un triangle. A la figura, la forca F;;
(entre els punts 7 i ) és la suma de les forces provocades per 'admissibilitat
del triangle superior, 1'(%, j, k), com de Vinferior, T'(3,1, j).

per cada triangle T que conté el punt p fer
Deformar T segons la transformacié lineal corresponent a Eg(p)
per cada aresta ij de T deformat fer
Calcular F;;(p) com en el cas isdtrop
Deformar F;j(p) segons la transformacié lineal inversa
Acumular F;;(p) en els dos vértexs extrems de I'aresta
fper
fper

Notem que en deformar ’espai paramétric 'eHipse Er(p) passa a ser un
cercle, 1 per tant estem en condicions d’aplicar les mateixes formules per
al calcul de la forga que en cas isotrop — ja es tracti d’una forca constant
o de la corresponent al comportament d’una molla (vegeu la seccié 4.5.4).
Acumular una forca Fj;j(p) en els vértex extrems d’una aresta simplement
significa sumar-la a la forga resultant que mourd cadascun dels dos vertexs.

Igualment que en el cas isdtrop, un cop calculades les forces que pro-
voquen tots els vértexs, es mouen els vértexs interiors en la direccié de les
forces resultants i s’itera tot el procés, fins aconseguir una situacié estable.
Fem notar que en aquest cas la tendéncia del procés de relaxacié a obtenir
triangles equilaters no serd tan acusada, ja que la magnitud de les forces
varien en funcié de orientacié de les arestes.
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Capitol 6

Resultats, conclusions i
treball futur

6.1 Introduccié

Als capitols precedents hem desenvolupat dos algorismes de facetitzaci6é de
superficies, I'isotrop i el direccional. Admeten com a entrada un solid des-
crit en un model de fronteres amb les cares no planes, limitat per pedagos
retallats i produeixen triangulacions que poden ser escrites en diversos for-
mats. Els dos algorismes obtenen una triangulacié del solid original que
és conforme, admissible i s’adapta a la curvatura de les superficies, i tenen
com a objectiu minimitzar el nombre de triangles. A més a més, també hem
considerat un objectiu addicional, referent a la forma dels triangles. En el
cas de l'algorisme direccional, aquest darrer objectiu és menys important,
atés que minimitzar el nombre de triangles resultants és 'objectiu clarament
prioritari, ja que es pretén obtenir arestes la longitud i direcci6 de les quals
depengui de la curvatura de la superficie.

Durant el desenvolupament dels algorismes de triangulacié, han sorgit
una série de problemes que hem resolt proposant diversos nous metodes:

* Dos algorismes que converteixen un pedag triangular degenerat de
Bézier en un pedag rectangular retallat. Aquests son preprocessaments
dels algorismes principals que cal aplicar per evitar malfuncionaments
(capitol 3).

* Un segon preprocessament de les dades d’entrada per reparametrit-
zar els pedagos, amb la finalitat de millorar la qualitat dels triangles
resultants (capitol 3).

* El metode de refinament d’arestes, que constitueix el nucli dels algoris-
mes de triangulacié. Aquest métode permet triangular 'interior d’una
cara del solid garantint 'admissibilitat i ’adaptaci6 de la triangulacié,
i esta basat en les fites sobre la curvatura de les superficies (capitols 4
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ib).
* El post-processament de relaxacid, desenvolupat per millorar la forma
dels triangles resultants a posteriori (capitols 4 i 5).

* Un algorisme incremental que obté la triangulacié restringida de De-
launay d’un graf genéric. Aquest metode el fan servir tant el refina-
ment d’arestes com el post-processament de relaxacié (apéndix A).

Dels tres darrers processos n’existeixen dues versions, una primera utilit-
zada per P’enfoc isotrop i una segona, que és una generalitzacié que manega
informacié direccional. Tots aquests processos, amb les seves diverses va-
riants, han estat implementats i provats sobre un ampli joc de proves, el
qual inclou objectes especialment dissenyats per avaluar els algorismes. Els
programes resultants admeten triar tant la variant de 'algorisme que es vol
executar (per exemple, si es vol realitzar el preprocessament de reparame-
tritzacid), com d’altres parametres secundaris, per exemple el nivell maxim
de subdivisié dels pedacos d’entrada per calcular-ne les fites de curvatura.

Si bé la forma dels triangles és el nostre objectiu menys prioritari, en
alguns casos resulta una qiiestio rellevant per a les aplicacions que realit-
zen calculs utilitzant les triangulacions, com per exemple en el cas dels
metodes d’elements finits. Tot i que en els algorismes de triangulacié desen-
volupats hem introduit diversos criteris que tenen en compte la forma dels
triangles (principalment, 1'ids de la triangulacié de Delaunay i el postproces-
sament de relaxacid), tots ells treballen en espai parametric, la qual cosa,
tal com ja sabem, provoca que els resultats depenguin fortament de la pa-
rametritzacié dels pedagos originals. Precisament, el preprocessament de
reparametritzacié dels pedagos intenta resoldre aquesta qiiestid. Tantma-
teix, amb la finalitat de poder mesurar Poptimalitat dels resultats obtinguts
en espai imatge, hem desenvolupat un postprocessament, que presentem a
la seccié 6.2. Aquest postprocessament donada una triangulacié obtinguda
utilitzant un dels dos algorismes de triangulacié (’isotrop o el direccional)
mou els punts per intentar millorar la qualitat dels triangles.

La seccié 6.3 mostra els resultats de les analisis que hem realitzat amb
la finalitat d’avaluar els diversos algorismes que hem desenvolupat, a la
seccié 6.4 hi hem recollit les conclusions d’aquesta tesi i la seccié 6.5 descriu
diverses linies futures que podrien servir per ampliar o complementar el
nostre treball.

6.2 El postprocessament de millora de la forma

L’algorisme que presentem en aquesta seccié ’hem desenvolupat amb la fi-
nalitat d’obtenir una referéncia per poder comparar les triangulacions obtin-
gudes utilitzant Palgorisme isotrop o el direccional amb una de sub-Optima
segons un criteri de la forma dels triangles. L’objectiu no és obtenir un algo-
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risme eficient, siné un que ens garanteixi que obté una triangulacié admissi-
ble i amb triangles de forma millorada es espai imatge. Per tant, I’algorisme
proposat és un procés iteratiu que fa una cerca exhaustiva, i utilitza un
criteri d’optimitzacio local sobre la triangulacié resultant.

La principal diferéncia d’aquest algorisme respecte als altres processos
que hem presentat al llarg d’aquesta tesi és que treballa en espai imatge, no
en espai parameétric; és a dir, que la mesura de la forma dels triangles es
realitza en R?. El problema de la deformacié de I’espai paramétric ja ha estat
explicat préviament, al capitol 3, on hem desenvolupat un senzill algorisme
de preprocessament per intentar minimitzar-lo, la reparametritzacié dels
pedacos.

Aixi doncs, I'algorisme de millora de la forma dels triangles és un procés
que es basa en intentar millorar Pangle minim dels triangles en espai imatge.
Igualment com el postprocessament de relaxacid, tant sols mou la posicié
dels vertexs de la triangulacid, sense incloure’n de nous, perd en canvi no
canvia la topologia de la malla, atés que la triangulacié no es recalcula a
cada pas. Una altra diferéncia d’aquest algorisme respecte a la relaxacié és
que l'algorisme de millora de la forma tant sols admet moure un punt si es
pot garantir ’admissibiliat de la triangulacio resultant. Aquesta és una altra
de les circumstancies per les quals no podem assegurar que la triangulacié
final obtingui la forma dels triangles optima, siné tant sols una configuracié
sub-Optima.

Donat un vértex z d’una triangulacié, definim el seu veinatge com
el conjunt de triangles que hi convergeixen. Els extrems de les arestes del
veinatge de z els anomenarem z3, 22, ... Zn, els triangles que hi convergeixen
seran ti,ty,...tn, i els angles al voltant de z els anomenarem aj,as,...a,
(vegeu la figura 6.1). Definim també la funcié a,,in(z) com el minim angle
al voltant de z:

Definicié 38.
Gmin(z) = min {angle(zg,z,zk41)} = min {ax}
k=1l..n k=1l..n
on j...Ip soén els vertexs del veinatge de z i @1 ... a, les arestes d’aquest
veinatge.
Es pot intentar incrementar aquest angle movent el punt z sobre la

superficie S, pero cal tenir en compte diversos fets:

¢ La funcid amin(z) pot tenir discontinuitats arbitraries al voltant de
z, depenent de la configuracié del seu veinatge. Per tant, petits des-
placaments del punt z, fins i tot al llarg d’una direcii6 fixada, poden
causar discontinuitats de la funcié amin ().

¢ Trobar la posicié que maximitza anmin(z) és una tasca dificil, perque
cal moure el vértex sobre la superficie. Es més, la nova triangulacio,
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Figura 6.1: Representacié del veinatge d’un vértex z.

que és la mateixa que 'original amb z situat en la posicié optima,
podria no ser admissible.

¢ Els dos problemes anteriors son conseqiiéncia de situacions en les quals
diversos angles del veinatge de = s6n propers al minim, amin(z):

day, = angle(zg, T, Tk41) tal que 0 < ap — amin(z) <€

La darrera observacié ens ha dut a definir el concepte de vertex e-
millorable:

Definicié 39. Direm que un vértex z és e-millorable si i només si
amin(z) <ar—e, Vke{l...n} talque ai # amin(x)

on ai ...a, son els angles del veinatge de z.

L’algorisme que proposem es basa en trobar els vértexs e-millorables
d’una triangulacid, triar el pitjor i moure’l sobre la superficie, intentant
millorar els angles. El pitjor vértex z e-millorable d’una triangulacié és
aquell tal que apin(z) < amin(y) per a tots els vértexs e-millorables y de
la triangulacié. Abans de moure el vértex, realitzarem dues comprovacions
per garantir que la nova triangulacié resultant efectivament millora I'anterior
(els angles minims sén efectivament millors) i que la triangulacié encara és
admissible (segons els quadtrees de fites). En cas que no es compleixin
aquestes condicions, el vértex no es moura. Aquest procés el repetirem fins
que cap veértex interior de la triangulacié no es pugui moure.
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L’algorisme per a millorar una triangulaci6é admissible T' d’una superficie
S(u,v) és el segiient:

algorisme MilloraAngles(T : Triangulacid)
L := llista de vértexs € — millorables de T
mentre L no és buida fer
Treure z , el pitjor vértex € — millorable, de L
@ = Qpin{(z)
Calcular ¢ := cercle(a + §)
Calcular el punt z*
7 := Normal(PlaTangent(S, )
(u*,v*) := Intersecta(z* + A7, S)
mentre la nova triangulacié T no és admissible fer
Portar (u*,v*) prop de z , per biseccié
fmentre
si la nova triangulacié T millora llavors
Canviar la nova posicié de = per S(u*,v*)
Actualitzar L segons la nova triangulacio
fsi
fmentre
falgorisme

El calcul de la nova posicié S(u*,v*) del punt z és la tasca més dificil
de D'algorisme. Aixd requereix realitzar calculs auxiliars per a ¢, z*, 7, i

(u*,v*) (vegeu la figura 6.2):

: b

Xe+1

X X
L :

Figura 6.2: Calcul de la nova posicid per al vértex z.

* ¢ és un cercle en el pla del triangle ¢; corresponent a 'angle minim al
voltant de z. El cercle passa per zj i zx. i és tal que I'angle format
per zx, un punt arbirari y sobre el cercle i zx41 és o + §;

e z* és el punt d’interseccié de ¢ amb la linia recta que passa per = i el
centre de c. Obviament, angle(zi,z*, Tp41) = @ + §;
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e 77 és la normal a la superfie S al punt z;

e (u*,v*) sén les coordenades parameétriques del punt d’interseccié entre
la recta z* 4+ A7 (recta que passa per z* i té direccié 7) i la superficie
S;

¢ la nova triangulacié T és la mateixa que 'anterior amb el vertex x
situat a la posicié S(u*,v*).

Un cop les coordenades (u*,v*) han estat calculades, cal garantir ’ad-
missibilitat de la nova triangulacié. Aix0 s’aconsegueix utilitzant un métode
de bisecci6 (en espai paramétric) que apropa el punt cap a la seva posicié
original z fins que es troba que la triangulacié és admissible. Fem notar que
el test d’admissibilitat tant sols cal realitzar-lo localment, atés que només
hauran canviat els triangles del veinatge de z. En el cas que la triangulacié
resultant no millori els angles al voltant de z (la qual cosa pot passar en
alguns casos ja que la nova posicié no és la calculada directament, siné que
I’hem hagut de projectar sobre la superficie i potser moure’l lleugerament),
el punt es descarta. En cas contrari, obtindrem una nova triangulacié millo-
rada, i per tant caldra actualitzar la llista L de vértexs e-millorables segons
els nous valors dels angles al voltant de z (altre cop, es tracta tant sols d’un
canvi local).

6.3 Analisi dels resultats

En aquest apartat presentarem una série de resultats que ens serviran per
mostrar els resultats dels diversos algorismes que hem desenvolupat al llarg
d’aquesta tesi. En primer lloc, descriurem els cinc objectes que hem triat,
en segon lloc farem el seguiment de 'execucié d’un cas concret i finalment
presentarem una série de grafiques i exemples que iHlustren els resultats que
es poden desprendre.

6.3.1 Joc de proves

En aquest descriurem els objectes que conformen el joc de proves. Tots ells
son objectes tancats limitats per superficies retallades que han estat disse-
nyats amb un modelador de sélids i superficies emmagatzemats en fitxers
en format VDA. Alguns, com la copa o la tetera de Utah, sén solids que
podrien corresponen a objectes reals, mentre que d’altres sén blocs més o
menys cibics on una o més de les seves cares planes ha estat substituida per
una o més superficies especialment pensades per a provar els algorismes de
triangulacio.

La figura 6.3 mostra els diversos objectes que farem servir com a joc
de proves, i la taula 6.1 en mostra algunes de les seves caracteristiques
geometriques: nombre de pedagos retallats que els composen, ordre maxim
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dels pedagos, nombre de trams de corbes de retallat (vistes com a corbes
sobre la superficie). Recordem que cadascuna de les corbes de retallat en
el model VDA té tres representacions: dues com a corba sobre les dues
superficies que hi conflueixen i una tercera com a corba en espai imatge
(3D). De vegades pot ocorrer que no coincideixen les dues representacions
com a corbes sobre cadascuna de les superficies que conflueixen a l’aresta,
és a dir, que el nombre de trams de corba corresponents a una aresta no
coincideixi amb els de la seva aresta oposada. Es per aquest motiu que en
algun cas el nombre de trams de corbes no és parell, quan en principi sembla
que ho hauria de ser perque hi ha dues corbes sobre la superficie per a cada
aresta (un per a cada semi-aresta). '

Figura 6.3: Objectes que conformen el joc de proves

El primer objecte del joc de proves, que hem anomenat superficie 1, és el
resultat de tallar un paralelepiped per una superficie de grau forca elevat.
Aquest pedag (Iinic que no és pla) presenta una curvatura molt elevada
prop d’una de les arestes, mentre que la resta del pedag és molt més suau
(vegeu la figura 6.6, que mostra la curvatura del pedag).

El segon objecte 'hem anomenat superficie 2 i és el resultat de realitzar
una unié booleana entre dues altres superficies, la primera de forma toroi-
dal i una segona semblant al cas anterior (és a dir, un cub tallat per una
superficie). Si bé aquest segon objecte estd format per molts més pedagos,
aquests no sén de grau tan elevat com en el cas anterior.
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Num. de | Ordre maxim | Nim. de corbes | Ordre maxim
Objecte | pedacos | dels pedacos de retallat de les corbes
Supf. 1 6 8x6 16 8
Supf. 2 16 5x4 46 8
Supf. 3 7 4x2 17 5
Copa 18 8x8 36 4
Tetera 35 4x6 78 8

Taula 6.1: Numero de pedagos i corbes de retallat que composen els objectes
del joc de proves i ordre maxim d’aquests pedagos i corbes.

El tercer objecte, la superficie 3, és un escombrat d’una corba, tancada al
llarg d’un segment de recta. El resultat és un tronc de cilindre, les “tapes”
del qual (és a dir, les cares planes del tub) no sén paraleles. Com que la
corba escombrada era de grau baix, tant els pedagos com les corbes que els
retallen també ho sén.

El quart objecte és una copa i té la particularitat d’estar formada per
pocs pedacos, tenint en compte que ha estat generat com un escombrat
rotacional d’un conjunt de corbes, pero de grau elevat. D’aquesta manera
hem aconseguit formar tot el peu de la copa mitjancant tinicament quatre
pedacos simeétrics respecte a l’eix de la copa (a part del de la base, que és
pla). Aquesta quatre pedacos s6n especialment conflictius perqué presenten
una, forta variacié de la curvatura; a més a més, la magnitud de la curvatura
d’aquest pedag depén fortament de la direccio.

El cinqueé objecte del jo¢ de proves és ben conegut en el mén dels grafics
per computador: la tetera de Utah. L’hem inclos dins d’aquest joc de proves
perqué és un objecte relativament complex, format per bastants pedagos
retallats de Bézier de formes ben diverses, perd que no sén de grau massa
elevat.

No cal dir que hem realitzat proves sobre un conjunt d’objectes molt
més ampli que els del joc de proves que acabem de presentar. Si hem triat
aquests cinc objectes en particular per al nostre joc de proves ha estat perque
sén especialment representatius de cara als resultats que hem trobat. Per
exemple, la superficie 1 és especialment apta per a comprovar la capaci-
tat d’adaptacié a la curvatura dels algorismes de triangulacid; la tetera és
un exemple més o menys complex, amb pedagos retallats bastant diversos;
o encara, la copa i la superficie 3 resulten forga adequades per veure les
diferéncies entre I'Gs de I'algorisme de triangulacié isotrop i el direccional;
etc.
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Pordre del perimetre del quadrat. Anomenant a a la longitud d’una de les
arestes del quadrat obtenim la segiient relacié teorica:

N; = 2a® — 4a, és a dir,
Ny = 2N, — 4/ N,

Atés que la cara superior del solid que estem analitzant no té cap forat i
suposant que la regi6 triangulada és més o menys quadrada, podem inten-
tar veure si es compleix aquesta relacié. En el cas de lalgorisme direccio-
nal obtenim els resultats que es mostren a la taula 6.2 (i en el cas isotrop
n’obtindriem una de semblant).

[ Tolerancia (¢) | .20 | .15 .10] .08 | .06 | .04 | .02 | .01 ] .005 ]
N, 106 | 124 | 148 | 160 | 182 | 214 | 288 | 382 | 552
N, 90 | 101 | 116 | 125 | 136 | 156 | 196 | 251 | 349
2N, —4y/N, | 142 [ 162 | 189 | 204 | 225 | 262 | 336 | 439 | 623

Taula 6.2: Comparacié entre el nombre de triangles i de vértexs d’una tri-
angulacié.

Com es pot veure, els resultats no s’acosten a la relacié teorica trobada,
tot i que existeix una relaci6 lineal entre les dues magnituds.! Aixd és con-
sequéncia de queé el nombre de punt del contorn és molt més elevada del qué
haviem suposat principalment per dues raons: primer, perqué el contorn no
s’ajusta gaire a un quadrat, siné a una figura amb concavitats i convexitats
de perimetre més llarg, i segon perque la discretitzacié de les corbes de reta-
llat, és a dir, del contorn, és més densa que la de Pinterior de la cara. Aquest
darrer fet, facilment observable a la figura 6.11, és consequéncia de la forma
com es discretitzen les corbes de retallat (usant un métode de bisecci6). En
qualsevol cas, el qué queda clar és que analitzar el nombre de triangles d’una
triangulaci6é és comparable a analitzar-ne el nombre de vértexs. Per tant,
d’ara en endavant només caldra que analitzem una d’aquestes magnituds, el
nombre de veértexs. .

La figura 6.20 mostra diverses triangulacions d’un dels objectes del joc
de proves, la tetera de Utah, visualitzada en filferros. Cadascuna de les
triangulacions ha estat obtinguda utilitzant 1’algorisme direccional amb un
valor de la tolerancia diferent. Ressaltem que la triangulacié corresponent
a la tolerancia més gran, la de dalt a ’esquerra, tot i estar composta per un
nombre reduit d’entitats geomeétriques (408 triangles i 402 punts) és encara
una aproximacié bastant fidel del solid original que conté totes les seves
principals caracteristiques.

'El lector pot facilment comprovar que el nombre triangles en aquest cas s’ajusta molt
més si considerem que la relacié és Ny = 2N, — 8/ Ny, és a dir, si considerem que el
nombre de punts del contorn és el doble del qué haviem suposat.
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Figura 6.20: La tetera triangulada utilitzant P’algorisme direccional amb
diferents valors de la tolerancia. D’esquerra a dreta i de dalt a baix, els
valors de la tolerancia usats han estat e =2, e =1, =0.4, i € = 0.2.

Comparacié de 'algorisme isdtrop amb el direccional

La finalitat de les segiients proves que hem realitzat ha estat comparar els
resultats dels dos algorismes proposats en aquesta tesi, I'isotrop i el direc-
cional. Les grafiques 6.21, 6.22 i 6.23 mostren el nombre de punts de les
triangulacions resultants en ambdéds casos amb diferents tolerancies. Cal
tenir en compte que, tal com hem esmentat, aquestes grafiques han estat re-
presentades en funcié de I'invers de la tolerancia, per poder comparar millor
els resultats.

Queda clar que el nombre de punts en el cas isdtrop és sempre més
gran que en el cas direccional. No només aix0, sino que segons mostren
les grafiques la tendéncia d’un i altre algorisme és clarament diferent, tant
sols cal comparar les pendents de les grafiques en un i altre cas. Aquest
fet ja s’acorda amb els resultats tedrics esperats, ja que segons hem vist al
capitol 5 les fites que determinen el nombre d’entitats produides (funcié R,
longituds maximes de les arestes admissibles, etc.) sén més ajustades en el
cas direccional. A les fites teoriques cal afegir-hi la distorsié provocada per
les qiiestions de la implementaci6: cal tenir en compte que I’algorisme no
calcula la funcié R de forma exacta a cada punt de I’espai paramétric sind un
valor en cada node del R-quadtree que depén de fites de les segones derivades,
calculades usant un altre métode numéric (basat en la transformacié de
les superficies de la base de Bernstein-Bézier a la de Tchebychev, vegeu la
secci6 4.2.3).
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Observeu la diferéncia en un i altre cas del nombre d’entitats produides i
160

de la forma dels triangles. Noteu també 'adequacié de les arestes a la

P’esquerra) i direccional (a la dreta) sobre la copa amb la mateixa tolerincia.
direccionalitat de la curvatura en el segon cas.

Figura 6.25: Triangulacions resultants en aplicar els algorismes isotrop (a
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