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Avaluacié de la reparametritzaci6

Els algorismes de triangulacié que hem desenvolupat treballen gairebé inte-
grament en espai parameétric i per tant depenen de la forma com estiguin
parametritzats els pedagos del solid original. D’aquest problema ja ha ens
n’hem ocupat i de fet hem desenvolupat un preprocessament, la reparame-
tritzacié, per intentar solucionar-lo i un postprocessament de millora de la
forma en espai imatge que ens confirmara que, com a minim en alguns casos,
les triangulacions obtingudes podrien ser millors tenint en compte la forma
dels triangles. Comprovar que aquest inconvenient existeix en realitat és
ben senzill: tant sols cal aplicar els algorismes de triangulacié amb i sense la
reparametritzacié sobre algun objecte. Per exemple, la figura 6.26 mostra
un exemple molt iHustratiu. Aquest mateix objecte ens serveix per compro-
var que pot ser molt convenient aplicar la reparametritzacié als pedagos que
composen els objectes, si mes no en alguns casos concrets, tal com haviem
previst a la seccié 3.5.

Figura 6.26: Exemple que mostra clarament fins a quin punt pot arribar a
dependre la triangulacié obtinguda de la parametritzacié dels pedagos. A
P’esquerra, el resultat de 1’algorisme isotrop aplicat sobre la supefficie 3; a la
dreta, el mateix objecte triangulat fent servir també 'algorisme isdtrop pero
aplicant préviament la reparametritzacié dels pedagos que el composen.

Efectivament, hem pogut veure que la reparametritzacié pot arribar a ser
molt 1til si es volen obtenir triangles de forma bona en aquells casos en qué
les distancies en espai paramétric i en espai imatge no es corresponen, tal
com haviem dit. Aixo no obstant, com que es tracta d’una reparametritzacié
lineal hi ha pedagos que no pot arreglar gaire, sobretot aquells en qué hi ha
fortes variacions de la superficie en diferents direccions.

Queda encara una altra qiiestié per respondre: la reparametritzacié
afecta de diferent forma a 1’algorisme isdtrop que la direccional? Per res-
pondre aquesta pregunta, hem realitzat una strie de tests, consistents en
executar els dos algorismes de triangulacié amb i sense la reparametritzacié
en el quart objecte del joc de proves, la copa, la qual sabem que es veu
bastant afectada per la ibrma com estiguin parametritzats els seus pedacos.
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Hem executat doncs ambdés algorismes, amb diverses tolerancies per te-
nir un conjunt de dades més ampli. La grafica 6.27 mostra els resultats
d’aquestes proves.
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Figura 6.27: Comparacié entre el nombre de punts resultants de 1’algorisme
isotrop 1i el direccional aplicant i sense aplicar el preprocessament de la re-
parametritzacio.

Podem observar que el nombre de punts resultant aplicant la reparame-
tritzacié o sense aplicar-la varia molt més en el cas isotrop que en el direc-
cional, és a dir, que la reparametritzacié afecta molt menys a I’algorisme
direccional que a l’isdotrop. Aquest efecte resulta facil de raonar: les fites de
I’algorisme direccional inclouen més informacié6 de la forma de les superficies
originals en espai imatge que I'isotrop, ja que diferéncia les diverses direcci-
ons de la curvatura. En altres paraules, 1’algorisme isotrop té molt més en
compte la forma dels triangles que el direccional, perd no oblidem que les
mesures de la forma es realitzen en espai parameétric. Per tant, una para-
metritzacié molt diferent tindrd com a efecte que els triangles resultants no
s’assemblin gaire quan s’aplica la reparametritzacié que quan no s’aplica.
La conclusi6 és que si bé en el cas isotrop sempre val la pena utilitzar el pre-
processament de reparametritzacié, en el cas direccional pot ser que sigui
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un pas no gaire 1tils en alguns casos.

Avaluacié de la forma dels triangles

En aquest apartat valorarem els dos postprocessaments que s’ocupen de
millorar la forma dels triangles, la relaxaci6 i el meétode de millora de la
forma. Recordem que la relaxaci6 és un pas addicional que podem aplicar per
tal de millorar la forma dels triangles i que consisteix en un algorisme iteratiu
que mou els punts de la triangulacié en espai parametric segons unes forces
calculades en funcid de ’admissibilitat de les entitats (arestes i triangles). El
meétode de millora de la forma en espai imatge, en canvi, mesura la geometria
dels triangles en R3 i ha estat especificament desenvolupat amb la finalitat
d’avaluar si es poden aconseguir triangulacions de millor qualitat, en termes
de la forma dels triangles, que les obtingudes amb els nostres meétodes de
triangulacié.

Presentarem un exemple d’aplicacié d’aquest algorisme sobre un objecte
del joc de proves. Hem triat la cara superior de la superficie 1, perque sa-
bem que la seva parametritzacié s’adiu bastant amb les distancies en espai
imatge i que per tant les triangulacions que obtinguem sén de forma prou
bona. Hem obtingut una série de triangulacions d’aquest objecte amb dife-
rents tolerancies utilitzant ’algorisme direccional i en cada cas hem mesurat
la forma dels triangles en espai paramétric i en espai imatge. Una manera
d’avaluar la qualitat de la triangulacié en termes de la forma consisteix en
mesurar els angles minims dels triangles; com més s’apropin a 60 deg, més
propers a ser equilaters seran els triangles. Les taules 6.3 i 6.4 mostren els
resultats de les execucions en aplicar el métode direccional sense aplicar cap
postprocessament (columnes segona i tercera), aplicant la relaxacié (colum-
nes quarta i cinquena) i aplicant a més a més el métode de millora en espai
imatge (columnes sisena i setena). La taula 6.4 mostra també els resultats
del métode de la forma dels triangles aplicat sobre la triangulacié a la qual
no s’ha realitzat la relaxacié (dues darreres columnes). En cada cas, hem
mesurat tant Pangle minim de tota la triangulacié (amin) com la mitjana
dels angles minims de tots els triangles (@min)-

A Thora de mesurar els angles minims dels triangles, cal tenir en compte
que n’hi ha que resultaran inalterats tant per la relaxacié com per la millora
de la forma en R3, els formats per dues arestes del contorn d’una cara, ja
que tant sols els vértexs interiors sén els que es mouen. Per tant, les taules
ja no tenen en compte aquests angles.

Els resultats d’aquestes execucions sén ben iHustratius. En primer lloc,
vegem que el procés de relaxacié en tots els casos millora considerablement
la mitjana dels angles minims en espai parametric, si bé en algunes ocasions
pot empitjorar ’angle minim absolut. Es a dir, que aquest procés resulta
util per millorar globalment la forma dels triangles, perd que en alguns
casos pot afectar negativament algun angle en concret. Aixd resulta ben
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Direccional | + Relaxacié | + Millora R3
£ Gmin | 9min | Qmin | Omin | Omin Amin
.20 16.13 | 39.72 | 10.98 | 42.49 | 13.23 | 42.63
.15 8.83 | 38.53 | 16.40 | 42.38 | 15.16 | 42.58
.10 8.83 | 38.87 | 12.10 | 40.86 | 12.10 | 40.73
08 16.23 | 39.76 | 10.76 | 43.28 | 10.76 | 42.57
.06 10.32 | 40.43 | 4.49 | 45.47 | 5.01 | 45.14
.04 6.07 | 38.17 | 723143001 7.23! 4255
.005 7.93 | 37.01 4.01 | 41.45 4.01 | 41.28

Taula 6.3: Angles minims en el pla paramétric (R?) dels triangles resultants
en aplicar 'algorisme direccional amb i sense els passos de la relaxacié i de
millora de la forma en espai imatge.

Direccional | + Relaxacié | + Millora R* | + Millora R®

— Relaxacié

€ Amin | Gmin | @min | Qmin | Gmin Omin | Omin | Gmin
20 | 12.28 |1 40.34 § 8.24 1 51.99 | 8.72 | 52.08 | 12.28 | 40.42
.15 7.05 | 40.88 | 7.66 | 48.26 | 7.87 | 48.29 | 7.05 | 41.66
10 7.05 140.52 ; 9.13 | 44.11 ;] 9.13 | 44.20 ; 7.05 | 40.71
.08 |11.63 | 38.82 | 7.89 | 48.57 | 7.89 | 48.58 | 11.63 | 39.52
.06 7.98 | 45.29 | 5.06 | 50.06 | 5.17 { 50.09 | 7.98 { 45.29
.04 4.54 | 41.16 | 4.88 | 42.34 | 4.88 | 42.41 | 4.54 | 42.84
005 | 6.36 3740 3.02 |38.85 ] 3.02{ 39.00| 6.36 { 39.16

Taula 6.4: Angles minims en espai imatge (R®) dels triangles resultants en
aplicar l'algorisme direccional amb i sense els passos de la relaxacié i de
millora de la forma en espai imatge.

entenedor si es té en compte que es tracta d’un procés que mou cada punt
de la triangulacié a partir d’una for¢a ponderada, no pas tenint en compte la
pitjor situacié d’admissibilitat. A més a més, com que tal com ja hem dit la
parametritzacié de la superficie 1 es correspon bastant amb espai imatge,
la millora dels angles provocada per la relaxacié també és notoria en R3,
cosa que podria no ocorrer en un pedag de parametritzacié no adequada.
En segon lloc, la taula 6.3 mostra que, com és logic, no té sentit mesurar
en R? el procés de millora de la forma en R3; comparant els angles en
espai parametric just abans d’aplicar aquest procés (és a dir, els resultants
de la relaxaci6) amb els angles finals, observem que tant poden millorar-se
com empitjorar. Cal fixar-se doncs en les dades de la taula 6.4 i comparar
els angles abans i després d’aplicar aquest postprocessament, o sigui, les
columnes quarta i cinquena amb la sisena i setena, i les columnes segona
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i tercera amb les dues dltimes. Observem que aquest métode és capag de
millorar la qualitat dels triangles en R3. En moltes ocasions no millora
I’angle minim absolut, perd en tot cas no I'empitjora a conseqiiéncia de com
ha estat dissenyat 1’algorisme. En canvi, en totes les proves tabulades menys
una, la mitjana dels angles minims creix, encara que sigui lleugerament i de
forma no tan notoria com la relaxacid; no oblidem perd que es tracta d’una
mitjana. De fet, Pobjectiu d’aquest metode ja era aquest, comprovar que les
triangulacions es poden millorar fins i tot amb un algorisme molt simple. Si
la millora no és excessiva és degut tant sols a qué es tracta d’un el metode
de forga bruta que no altera la configuraci6 topologica de la triangulacié de
partida i que conté moltes restriccions (referents a ’admissibilitat, scbretot).

Finalment, esmentem que el fet d’utlitzar un algorisme de triangulacié
de Delaunay i Palgorisme de refinament d’arestes tenen com a conseqiiéncia
que els triangles, ja d’entrada, tendeixin a tenir formes no excessivament
dolentes. Com és ben sabut, la triangulacié de Delaunay té la particularitat
que maximitza els angles minims de la triangulacié [Bow81, GS85]. D’altra
banda, 'algorisme de refinament d’arestes tendeix a millorar els angles per
la forma com insereix els punts auxiliars, ja que en inserir un punt en una
triangulacié de Delaunay justament en el circumcentre d’un dels triangles,
el triangle desapareixera i se’n creard un de nou amb un angle doble que
el de lanterior [SH92, Rup92]. En conseqiiéncia, els algorismes que hem
desenvolupat, tot i no tenir com a primer objectiu optimitzar la forma dels
triangles, si que tenen en compte aquest critert, i llevat de casos patologics
obtindran triangulacions bastant acceptables des d’un punt de vista de la
forma. Aquesta afirmacié és molt més valida per a l'algorisme isotrop que
no pas pel direccional, el qual utilitza versions modificades dels meétode
d’obtencié d’una CDT i de refinament d’arestes.

Altres exemples

En aquesta seccié hem inclos uns quants exemples més que ratifiquen les
afirmacions que hem fet a les seccions anteriors. També poden servir per
acabar de veure el comportament dels algorismes que hem desenvolupat i
comprovar que sén valids no tant sols per triangular solids compostos per
un nombre reduit de cares siné també per aproximar fidelment solids més
complexos limitats per un conjunt elevat de pedagos retallats.

La figura 6.28 ens serveix per acabar de comparar I'algorisme direccional
amb V'isdtrop. Com ja hem dit, I'objectiu de la forma dels triangles és menys
important en el cas de l'algorisme direccional. De fet, si bé P'algorisme di-
reccional obté molts menys triangles també és cert que alguns d’ells sén de
forma pitjor (contenen angles petits). Aixd no obstant, podem afirmar que,
fixada una tolerancia, els triangles que construeixi 'algorisme direccional
aproximaran millor la superficie original que els que aconsegueixi I'isotrop,
ja que en els dos casos seran triangles admissibles i en el cas direccional redu-
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Figura 6.28: Exemple que mostra la diferéncia entre minimitzar el nombre de
triangles i optimitzar I'error de segona especie. A D’esquerra, triangulacio de
la superficie 3 obtinguda mitjancant 1'algorisme isdtrop (reparametritzant);
a la dreta, la mateixa superficie triangulada amb l’algorisme direccional.

eixen l’error de segona espécie (la diferéncia entre les normals dels triangles
i les de la superficie, vegeu la secci6 2.2.3). De fet, de vegades I'algorisme
de relaxacié direccional aconsegueix una millora la forma dels triangles perd
empitjora lerror de segona especie. A la figura 6.28 es pot veure que mal-
grat que la triangulacié resultant de I’algorisme isotrop té més triangles que
la que s’obté amb el métode direccional, la representacié amb suavitzat és
millor en el segon cas que en el primer.

Les figures 6.29 i 6.30 mostren d’altres exemples d’aplicacié dels algoris-
mes de triangulacié que hem desenvolupat en aquesta tesi.

6.4 Conclusions

A les seccions anterior hem presentat una série d’exemples que permeten
avaluar els algorismes isotrop i direccional, aix{ com els diversos subprocessos
que hem desenvolupat especificament per a aquestes aplicacions. Aquesta
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secci6 recull les conclusions a qué hem arribat.

e Conversié dels pedagos degenerats (seccié 3.4): es tracta d’un pre-
processament en principi independent dels algorismes de triangulacié
que a la practica sempre resulta indispensable, per evitar situacions
patologiques. Mentre que el primer algorisme aproxima el pedag de-
generat amb continuitat d’ordre 0 (C?), el segon obté continuitat de
primer ordre (G!), tot i que no exacta, siné tant sols aproximada. No
obstant, hem mostrat com es pot focalitzar 'error de continuitat aprop
del vertex degenerat elevant de grau el pedag o bé subdivint-lo.

e Reparametritzacié dels pedagos (seccié 3.5): és un preprocessament
senzill I'tinic inconvenient del qual pot ser 1’elevacié de grau (no massa
perillosa) dels pedagos originals. Hem observat que en diversos casos
freqiients resulta un procés molt 1til per millorar la forma dels trian-
gles. Ara bé, si els objectius de la triangulacié no inclouen la forma
dels triangles, com pot ser el cas de P’algorisme direccional, realitzar
aquest preprocessament pot resulta un pas no massa til.

¢ Refinament d’arestes (seccions 4.5.1 i 5.4.3): aquest pas és el nucli
dels algorismes que hem desenvolupat, atés que és el que obté la tri-
angulacié de Dlinterior de les cares. Esti basat en I'is de les fites
de la curvatura i en Palgorisme incremental que obté una CDT, per
tant n’existeixen dues versions, una per al cas isdtrop i l'altre per al
direccional. L’inconvenient que es pot objectar és que treballa en es-
pai parameétric i per tant depén fortament de la parametritzacidé dels
pedacos. Aquesta qiiestié resulta molt menys important en el cas de
lalgorisme direccional, gracies al fet que les fites direccionals inclo-
uen més informacié geometrica sobre la forma dels pedacos en espai
imatge.

¢ Relaxaci6 (seccions 4.5.4 i 5.4.4): malgrat que aquest métode ha estat
dissenyat per millorar la forma dels triangles, pot valer la pena no
només fer-lo servir en el cas isotrop sind també en el direccional, ja
que es tracta d’un postprocessament independent que no incrementa
el nombre de triangles ni vertexs resultants.

e Algorisme d’obtencié d’'una CDT (apéndix A): es tracta d’un algo-
risme 1til per a triangular un graf qualsevol i que té 'avantage que
treballa incrementalment, és a dir, que permet afegir vértexs i ares-
tes a una CDT donada. Com en el cas dels dos algorismes anterior,
n'existeixen dues versions, una per al cas direccional i ’altra per a
I'isotrop; ambdues poden fer-se servir en qualsevol altre ambits de tre-
ball que faci s del concepte de triangulacié de Delaunay, ja es tracti
de la CDT classica o d’una que tingui en compte distancies diferents
de I’habitual.
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e Comparacié6 dels dos algorismes de triangulacié proposats (seccié 6.3.3):
tal com ens esperivem, l'algorisme isotrop obté triangulacions amb
més triangles i veértexs que el direccional. Mentre que els triangles
creats per 'algorisme isotrop sén millors des del punt de vista de la
forma, els produits per I'algorisme direccional s’adapten millor a la
superficie en termes de ’error de segona espécie. D’altra banda, com
ja hem dit 'algorisme isotrop depén més de la parametritzacié dels
pedagos que el direccional.

e Algorisme de millora de la forma (seccié 6.2): tot i que no ha estat
pensat per ser un algorisme eficient, ens ha permés comprovar que
es pot optimitzar la qualitat de les triangulacions produides en espai
imatge, fins i tot sense haver de modificar la topologia de la malla.

6.5 Treball futur

Durant el procés de desenvolupament d’un treball tan voluminds i llarg de
dur a terme com una tesi, és 0Obvi que apareixen una serie de qiiestions que
hom creu que poden millorar-se o d’altres que seria interessant investigar,
perd que requeririen un estudi a part. En aquesta seccié incloem les que
se’ns han anat acudint.

¢ La implementacié actual dels algorismes de triangulacié tant sols per-
meten treballar amb pedacos de Bézier retallats. Una versié futura
podria admetre altres tipus de representacions, d’altra banda cada cop
més freqiients en el mén del disseny assistit per ordinador, com puguin
ésser les splines o les NURBS. Remarquem que aquesta adaptacié dels
nostres algorismes tant sols requeriria poder llegir i emmagatzemar
d’altres formats i saber calcular les fites sobre les segones derivades
de les superficies, ja que les fites de la curvatura es poden obtenir
independentment del tipus de representacié que s’utilitzi.

e Una altra millora que proposem dels algorismes consistiria en adap-
tar els programes de manera que admetessin grups de superficies que
no descrivissin obligatoriament un solid tancat. Aquesta ampliacié no
seria gaire costésa, tant sols caldria suprimir les comprovacions to-
pologiques que garanteixen que el solid d’entrada descriu un volum
tancat i discretitzar les corbes de retallat “obertes” (aquelles corbes
que no limitessin amb cap altra veina) tenint en compte la curvatura
de la propia corba, no la dels pedagos que hi convergeixen (vegeu la
seccié 4.4). Aixo es podria fer, per exemple, tenint en compte els re-
sultats del teorema 2, el qual proporciona fites de la maxima longitud
que pot tenir un segment per aproximar una corba en funcié de la
curvatura, sempblantment a com la solucié adoptada a [SH92].
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e El nostre esquema algorismic en primer lloc poligonalitza les ares-
tes del solid original i posteriorment triangula linterior de les cares.
D’aquesta forma es garanteix la conformitat de la triangulacié resul-
tant 1 les cares es poden triangular per separat, independentment unes
de les altres. No obstant, aquest enfoc té alguns inconvenients:

— Les cares de 'objecte planes (o gairebé planes) limitades per ares-
tes curvades queden aproximades per un conjunt de triangles de
forma qualsevol, sovint per triangles afuats. Aquest problema
potser caldria evitar-lo, sobretot si es déna preferéncia a la forma
dels triangles sobre la quantitat de triangles. No obstant les so-
lucions que se'ns han acudit fins ara impliquen un esquema al-
gorismic que treballés globalment amb tots els pedagos alhora, la
qual cosa sembla dificil de definir i costosissima de dur a terme.

— La relaxacié treballa localment sobre cada cara del solid. Una al-
ternativa podria ser un meétode de relaxacié que permetés moure
els punts al llarg de les corbes de retallat o fins i tot entre cares
veines. Nogensmenys, hem pensat en desenvolupar un nou algo-
risme de triangulacié que permetés situar triangles amb vertexs
en cares veines (sempre que els pedagos de les dues cares s unissin
a I’aresta amb continuitat suficient).

e L’algorisme de millora de la forma en espai imatge mostra que es pot
millorar la qualitat de les triangulacions produides fins i tot limitant-
se a fer servir el mateix nombre de vértexs i la mateixa configuracié
topologica. Una idea interessant podria ser desenvolupar nous algo-
rismes per als casos en qué I'objectiu de la forma dels triangles sigui
prioritaria o complementaria a la minimitzacié del nombre de triangles.

e Tal com també hem esmentat a les conclusions, I’algorisme que obté
una CDT es pot fer servir en molts ambits de treball. Atés que hem
desenvolupat una generalitzacié d’aquest algorisme incremental que
permet manegar informacié direccional associada a cada punt del pla,
seria molt interessant fer servir aquest algorisme modificat a qualsevol
lloc on la nocié de direccionalitat tingui alguna rellevancia. En concret,
estem pensant en un algorisme de simplificacié de malles triangulars
que tingués en compte la curvatura direccional associada a cada vertex
de la malla original.
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Figura 6.29: Objecte triangulat utilitzant ’algorisme isotrop.
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Figura 6.30: Escena composta per un conjunt d’objectes que han estat tri-
angulats utilitzant els algorismes desenvolupats. A dalt a la dreta podem
veure la mateixa escena visualitzada utilitzant I’algorisme de Phong.
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Apendix A

Triangulacié de Delaunay
restringida

A.1 Introduccié

El problema de la obtencié de la triangulacié de Delaunay d’un conjunt de
punts donat i el seu graf dual de Voronoi ha estat estudiat extensivament
per nombrosos autors, i s’han proposat diferents algorismes per solucionar-
lo (vegeu [GS78], [Bow81], [GS85], [PS85], [S1o87] i [OBS92], entre molts
d’altres). D’altres treballs, no tant nombrosos, s’ocupen de la obtencié d’una
triangulacié de Delaunay d’un conjunt de punts que inclogui a més a més un
conjunt d’arestes donat (per exemple, [LL86], [Che89a), i [dFP92]). Aquest
problema és conegut dins la geometria computacional amb el nom de la trian-
gulacié de Delaunay restringida pel conjunt d’arestes (CDT) i té aplicacions
practiques en diverses arees: triangulacié de superficies, analisi d’elements
finits, modelatge de terrenys i reconstruccié d’objectes, entre d’altres.

La majoria d’algorismes proposats per obtenir una triangulacié de De-
launay restringida (amb algunes excepcions, com [dFP92]) requereixen que
tots els punts i arestes que formen 'entrada de I’algorisme siguin coneguts a
priori. Aquesta condicié no sempre es pot aconseguir, de vegades els punts
i arestes es van adquirint de forma incremental. Algunes aplicacions, per
exemple, requereixen calcular una triangulacié inicial i refinar-la en certes
zones, afegint-hi nous punts i arestes.

En aquest apéndix, presentem un algorisme incremental que donat un
graf planar G = (A,V) obté una triangulacié de Delaunay del conjunt de
vertexs V restringida per les arestes de A. Presentarem també dues genera-
litzacions de ’algorisme incremental que permeten treballar amb distancies
elliptiques aixi com amb informacié direccional diferent associada a cada
punt del pla. El treball inclos en aquest apendix ha donat lloc a un article
publicat en una revista, [Vig97], i a dos informes de recerca del departament
de Llenguatges i Sistemes Informatics, [Vig95] i [Vig98].

173



La notacié que farem servir en aquest apéndix és la mateixa que la usada
al llarg de tota la tesi que s’explica a la seccié 2.4. No obstant, com que
estem parlant d’entitats geomeétriques en dues dimensions, sempre que ens
referim a un graf estarem parlant d’un graf planar.

L’algorisme que volem obtenir serd incremental, és a dir, que obtindra
la CDT d’un graf afegint un a un cadascun dels punts i arestes del graf.
En conseqiiéncia, desenvoluparem dues accions, una primera que donada la
CDT d’un graf G = (V,.A) i un vertex p ¢ V obtingui la CDT del graf
augmentat (V U {p},.A); i una segona que donada una CDT d’un graf G =
(V,A) i una aresta ab ¢ A, a,b € V, obtingui la CDT del graf augmentat
(V, AU {ab}).

Les arestes del conjunt A, les que restringeixen la triangulacid, les ano-
menarem arestes fizes, donat que, pel fet de ser incremental, ’algorisme en
cap moment les eliminara de la CDT en curs.

Aquest plantejament coincideix amb el de [dFP92], no obstant difereix
tarit en la solucié trobada per al métode de vértexs com en el meétode
d’inserci6 d’arestes.

A.2 Algorisme d’insercié de vertexs

El metode d’insercié de punts que utilitzem és un metode forga conegut.
Ha estat usat, entre d’altres, per Sloan amb la finalitat d’aconseguir un
algorisme incremental que calcula la DT d’un conjunt de punts. Aquest
meétode es basa en la segilent proposicié:

Proposicié 9. Sigui A una DT d’un conjunt de punts donat, S. Llavors, la
insercid d’un punt p ¢ S interior a la regid triangulada, formant la nova DT
de SU{p}, modifica tinicament els triangles de A tals que el seu circumcercle
conté el punt p.

Per a una demostracié d’aquesta proposicié vegeu [Law77]. L’algorisme
que se’n deriva comenca generant un triangle que conté tots els punts dels
quals es vol aconseguir la DT, per tal de garantir que tots els punts cauran
dins la triangulacié en curs. Els punts es van inserint un a un dins la
triangulacié; cada punt inserit implica fer un seguit d’intercanvis d’arestes
compartides per dos triangles, fins aconseguir que tots els triangles tals que
contenen el punt inserit s’hagin actualitzat. El mateix Lawson demostra que
aquest procés iteratiu convergeix després d’un nombre finit de passos a la
nova DT.

L’anterior proposicié es pot generalitzar en el cas que es tracti de cons-
truir una CDT enlloc d’una DT. En aquest cas, sols cal considerar la condicid
addicional de visibilitat entre punts, obtenint la nova proposicié:
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Proposicié 10. Sigui A una CDT d’un conjunt de punts donat, S. Llavors,
la insercid d’un punt p ¢ S interior a la regid triangulada, formant la nova
CDT de S U {p}, modifica tinicament els triangles de A tals que:

(i) el seu circumcercle conté el punt p; i
(i1) els tres vértexs del triangle son visibles des de p.

La demostracié d’aquesta altra proposici6 es pot trobar a [dFP92]. Aquest
plantejament ens duu a proposar el mateix métode per a la insercié d’un
punt dins una CDT que el de la proposta [S1o87], perd tenint en compte que
les arestes que restringeixen la CDT no poden ser mai alterades. En con-
seqiiéncia, n’hi ha prou amb mantenir un indicador a 'estructura de dades
que identifiqui les arestes fixes, és a dir, les que restringeixen la triangu-
lacié. Durant el procés d’intercanvi d’arestes, impedim que les arestes fixes
es modifiquin. A continuacid, presentem la rutina escrita en pseudocodi per
inserir un punt a una CDT, amb la precondicié que el punt ha de ser interior
a la regié del pla recoberta per la CDT.

accié AfegirPuntCDT(T : CDT,p: Vértex)
{Prec: p¢ T A p € Interior(T)}
pila := PilaTrianglesBuida
Trobar el triangle t € T que conté p
Dividir t en tres triangles, ty,1s i t3, segons p
Push(pila, t;)
Push(pila, t5)
Push(pila, t3)
mentre -EsBuida(pila) fer
t := Pop(pila)
topo := TriangleOposat(t, p)
si 'aresta compartida per t i topo no és fixa i
p € Circumcercle(t,p,) llavors
Intercanviar Paresta compartida per ¢ i top0
Push(pila, t)
Push(pila, topo)
fsi
fmentre
faccio

El pas que divideix un triangle ¢ en tres segons un punt interior p, forma
tres nous triangles. Si els vértexs del triangle ¢ eren v;, v2 i v3, els nous
triangles seran t; = (vq,v2,p), t2 = (v2,v3,p) i t3 = (v3,v1,p). Aquesta
divisié esta representada a la figura A.1. Aquesta accié i totes les que canvien
la triangulacié T actualitzen la informacié adequadament, de forma que
s’'introdueixen els nous triangles necessaris, s’esborren els vells i s’actualitzen
les relacions de veinatge.
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La rutina TriangleOposat donat un triangle ¢ i un dels seus vértexs, p,
retorna el triangle vei de t tal que és oposat a p, és a dir, el triangle vei de
t que no comparteix el vertex p.

L’operaci6é d’intercanvi d’arestes, coneguda en anglés com a edge swap,
donats dos triangles veins que formen un quadrilater convex, canvia 'aresta
compartida pels triangles per la que uneix els seus vértexs no compartits.
Aquesta operacié també esta representada a la figura A.1. Com que estem
parlant de triangulacions, és a dir, de grafs planars, aquesta operaci6 sola-
ment serd valida quan els dos triangles veins formen un quadrilater convex.

(2a) v3 (2b)

swap

vl
v2

Figura A.1: Operacié de divisié6 d’un triangles segons un punt interior i
operaci6 d’intercanvi d’arestes.

Lema 5. Siguin t; = T(a,b,q) i t2 = T(q,b,a) dos triangles veins d’una
CDT. Llavors, tot punt interior al CC(t1) oposat a ¢ per laresta ab és
també interior al CC(t2).

-

- - -

Figura A.2: Representacié del lema 5

Demostracié. Com que ¢ i to sén triangles d’'una CDT, compleixen la con-
dicié del circumcercle buit. En concret, el punt q serd exterior a CC(t;).
En conseqiiéncia, els dos circumcercles es tallen en els punts a i b (vegeu la
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figura A.2) i la recta que passa que per aquests dos punts divideix el cercle
CC(t1) en dues parts, una de les quals queda inclosa dins CC(t5) i laltra,
que correspon a la zona on hi ha el vértex ¢. Per tant, tot punt dins de
CC(t1) oposat a c per 'aresta ab sera interior al CC(t2). g

Proposicié 11. L’algorisme anterior, basat en l’intercanvi d’arestes, do-
nada una CDT d’un graf G = (V,.A) i un vértez p ¢ A obté la CDT del graf
augmentat G' = (VU {p}, A)

Demostracio. La proposicié 10 ens assegura que els tnics triangles ¢ =
T(a,b,c) que es modificaran sén tals que contenen el vértex p i que els
seus vertexs a, b i ¢ siguin visibles de s de p. A més, sabem que aquests tri-
angles formen una regi6 estd delimitada per un poligon de forma estrellada
Qp tal que la CDT de G’ s’obté unint tots els seus vértexs amb p [dFP92].
Considerem ara un triangle qualsevol t € Q,, i vegem que, efectivament, el
nostre algorisme acabard unint p amb els seus vertexs de manera que es
conservin les fronteres externes de Q.

En primer lloc, vegem que en el cas que p sigui interior al triangle ¢, la
part inicial de I’algorisme dividira el triangle en tres i, per tant, els vértexs
de ¢ quedaran units amb p.

En cas contrari, en que p sigui exterior a ¢, notem que hi ha un unic
vertex de ¢ tal que I'aresta del triangle oposada al vértex deixa el vértex i
el punt p en semiplans diferents. Anomenarem c¢ a aquest vértex de £ i els
altres dos vértexs del triangle els anomenarem a i b (vegeu la figura A.3).

Figura A.3: El punt p esta contingut dins el circumcentre de ¢ perd no dins
del propi triangle ¢.

Com que ¢t és un triangle de la CDT del graf original, el seu circumcercle,
CC(a,b,c) no conté cap punt de V. Conseqiientment, existeixen una série
d’arestes de la CDT original tals que separen el vértex p del vértex ¢, amb els
seus extrems no interiors a CC(a, b, ¢), que podrem ordenar de més a menys
propera al punt p (vegeu la figura A.3). Fixem-nos que cap d’aquestes arestes
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no pot ser fixa, donat que altrament el vértex ¢ no seria visible des de p.
Farem induccié sobre el nombre-d’arestes amb aquestes caracteristiques.

Com a minim, hi haurd una aresta d’aquestes caracteristiques, ’aresta
ab del propi triangle . Per tant, el cas base de la induccié és que sols hi
hagi una aresta, la ab. En aquest cas, I’algorisme haurd introduit p dins el
triangle vei de ¢ segons I'aresta ab (dividint el triangle en tres) i, per tant,
s’haura format el triangle T'(a, b, p), el qual s’haura afegit a la pila el triangle
t. L’algorisme desempilard aquest triangle en algun moment i considerara (i
efectuard, en comprovar que és valid) 'intercanvi de l'aresta ab per la cp.

Passem al cas en queé existeixin n arestes separadores, és a dir, sigui
t = T'(a,b,c) un triangle de la CDT inicial tal que el seu circumcercle conté
el vértex p, amb els seus tres vertexs visibles des de p 1 que esta separat de
p per n arestes (inclosa P’aresta ab). Sense pérdua de generalitat, suposem
que la segiient aresta d’entre les separen el triangle de p és I'aresta ag (vegeu
la figura A.3; altre cas possible és que la segiient aresta sigui del tipus br
i es resoldria de forma simétrica). En aquestes condicions, el lema 5 ens
assegura que CC(a,b,q) conté p, donat que els triangles ¢ i T(q,b,a) sén
triangles veins de de la CDT original, el punt p és interior a CC(a,b,c) i
la recta que passa per a i b deixa a costats oposats els punts g i ¢. D’altra
banda, el vertex g és visible des de p donat que T'(a, b, q) era un triangle de
la CDT original i, per tant, CC(a,b,q) no conté cap altre punt del conjunt
V.

Per hipotesi d’induccid, en ser el triangle T'(a, b, ¢) un triangle separat
de p per n — 1 arestes, amb tots els seus vértexs visibles des de p i tal que el
seu circumcercle conté a p, I’algorisme en algun moment haura fet els inter-
canvis d’arestes per arribar a obtenir els triangles T'(p, b, q) i T'(a,b,p). Per
tant, s’haurd empilat el triangle ¢ (vei de T'(a, b, p)) i Palgorisme considerara
Pintercanvi de I’aresta ab per la pc. a

A.3 Algorisme d’insercié d’arestes

L’algorisme per inserir una aresta ab en una CDT d’un graf segiieix I’esquema
segiient:

1. Eliminar de la CDT els triangles ¢;,--- ,fx tallats per ab, amb el que
quedara una regié sense triangular.

2. Afegir al resultat I'aresta ab.

3. Retriangular les regions superior i inferior de ’aresta ab que han quedat
sense triangular en el primer pas.

La figura A.4 mostra el procés d’insercié d’una aresta dins una CDT.
Seguidament, detallarem cadascun d’aquests passos i comprovarem que la
nova triangulaci6 obtinguda és la CDT que busquem.
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(i) a

Ad NP

Figura A.4: Insercié d’una aresta dins una CDT: (i) Localitzacié i eliminacié
dels triangles tallats per l'aresta; (ii) Inserci6 de P’aresta (iii) Retriangulacié
de les regions veines a ’aresta.

b

El primer pas implica trobar en primer lloc el triangle de la CDT que
conté el vertex a i que és tallat pel segment ab. La localitzaci6 del triangle
d’una triangulacid tal que conté un punt és una accié ben coneguda; la forma
més efectiva de realitzar-la consisteix en partir d’un triangle qualsevol de la
triangulaci6 i anar-se desplagant cap a triangles veins, segons la classificacié
del punt en qiiesti6 respecte a les arestes del triangle, fins arribar al triangle
que conté el punt. Aquest mateix procediment és valid per a la localitzacié
d’un triangle qualsevol, £, de la triangulacié tal que tingui com a un dels
seus vertexs el punt a.

A partir del triangle £, podem fer servir la relacié de veinatge entre els tri-
angles per recorrer els triangles que convergeixen a a, girant en sentit horari,
fins trobar el triangle tal que és tallat pel segment ab, al qual anomenarem
t1 (vegeu la figura A.5).

® (i)

il i2

Figura A.5: Inserci6é d’una aresta: (i) Localitzacié del triangle ¢; que conté
a i que és tallat per ab (ii) Eliminacié dels triangles ¢;,-- - , tx tallats per ab.

Un cop s’ha obtingut el triangle ¢, la resta de triangles to, - - - , t; tallats
per ab es troben facilment usant les mateixes relacions de veinatge i el test
de classificacié d’un punt respecte a una recta. Aquest procés ens permet
alhora classificar els veértexs dels triangles {tj};?=1 en dos conjunts, el dels
vértexs superiors a l'aresta ab, {s;}}-,, i el dels inferiors {i;}7.,. La série

~
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de vertexs {a, s, - ,5n,b} tanquen una regié de 'espai situada per sobre
laresta ab, a la qual anomenarem pseudopoligon superior i notarem com
Ps; de la mateixa manera, els vértexs {b,%1,--- ,%m,a} limiten una regié de
I’espai que anomenarem pseudopoligon inferior i notarem com P;. Aquestes
dues regions Pg i Pr sén les que caldra tornar a triangular.

Fem notar que, estrictament parlant, les regions Ps i Py poden no ser un
poligon tal com convencionalment s’entén, donat que poden contenir vértexs
repetits dins la série de vértexs que formen el seu contorn !. La figura A.6
mostra un exemple d’un cas en qué el pseudopoligon superior conté vertexs
repetits. Aquest fet no complica el metode proposat per a la retriangulacié
dels pseudopoligons més que en la part en queé es refa el lligam entre els nous
triangles generats per la retriangulacié i la triangulacié ja existent.

PS

Pl

Figura A.6: Exemple en qué els pseudopoligon superior conté vértexs repe-
tits

La forma com es retriangula l'interior dels pseudopoligons Py i Ps per
obtenir la nova CDT és mitjancant un algorisme recursiu. Cadascun dels
dos pseudopoligons es triangula per separat, donat que la nova CDT no pot
contenir arestes amb un extrem en Pg i 'altre en P; tal que tallin ab, ja que
aquesta aresta impedeix la seva visibilitat. Descriurem, doncs, 1'algorisme
per al cas de Pg; per a Py els mateixos raonaments sén valids.

En primer lloc, fixem-nos que tota triangulacié del pseudopoligon Ps ha
de contenir for¢osament un sol triangle amb ab com una de les seves arestes,
és a dir, un cert triangle amb vértexs a, b,i¢c,onc = s;,1 <! < n. Com que
la triangulacié que es vol obtenir ha de ser de Delaunay, el triangle T'(a, b, ¢)
ha de complir la condicié del circumcercle buit, és a dir, que, en concret,
el seu circumcercle no pot contenir cap vértex de Ps (a part dels seus tres
extrems, a, b i ¢). D’aquesta propietat se’n deriva l’algorisme recursiu per
triangular Vinterior de Ps (figura A.7):

¢ Buscar el vértex ¢ = s; tal que el circumcercle de T'(a, b, ¢) no contingui
cap altre punt de Pg;

e formar el triangle T'(a, b, c), que divideix Ps dues subregions, Pg =
{a,sh"' ,81} l-PD = {Sl,'“ ,Sn,b};

1Aquesta circumstancia no s’especifica explicitament en Dalgorisme proposat en
[dFP92)
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¢ aplicar ’esquema recursivament a les regions Pg i Pp, respecte a les
arestes ac i cb respectivament en cada cas.

El cas base de la recursivitat és aquell en que la regi6 que cal triangular
esta limitada per tres o menys punts, casos trivials de tractar.

Figura A.7: Representacié de I’algorisme recursiu per triangular un pseudo-
poligon.

A continuacié veurem que la triangulacié que resulta de laplicacié de
’algorisme descrit és la CDT del graf original al qual se li ha afegit 'aresta
ab.

Proposicié 12. Sigui A una CDT triangulacié d’un graf donat G = (V, A)
i sigui ab una aresta tal que ab ¢ A, a,b € V. Llavors, la triangulacié
obtinguda eliminant les arestes de A tallades per ab, inserir 'aresta ab 1
retriangulant els pseudopoligons Ps i P (resultants de leliminacid d’arestes)
és la CDT del graf G = (V, AU {ab}).

Demostracié. El segment ab ha de ser una aresta de la nova CDT; per tant,
com que la triangulacié és un graf planar, les arestes tallades per ab no
poden formar part de la nova CDT i poden ser eliminades. Atés que els
punts del graf sén els mateixos que els de la CDT original, les arestes que
hauran quedat continuen complint la condicié del circumcercle buit, i per
tant segueixen essent arestes vélides de la nova CDT. En conseqiiéncia, la
nova CDT es pot obtenir fusionant el que resta de la CDT després d’eliminar
les arestes amb la triangulacié de Delaunay dels pseudopoligons Pg i Py,
restringits per les arestes que els formen el seu contorn.

O

A continuaci6 presentem la rutina que insereix una aresta a una CDT i
el refinament de 'accié que calcula la triangulacié de Delaunay d’un pseu-
dopoligon.

acci6 AfegirArestaCDT(T : CDT,ab : Aresta)
{Prec: a,be T Aab¢ T}
Trobar el triangle t € T que té com a vértex a
i que és tallat per ab
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Pg := LlistaVértexsBuida()
P := LlistaVértexsBuida()
vi=a
mentre t no conté b fer
tseq := TriangleOposat(t, v)
Vseg := VértexOposat(tseg,t)
si vseq per sobre I'aresta ab llavors
AfegirLlista(Ps, Vseg)
v 1= Vértex comi a t i t5¢g que esta per sobre ab
si no
AfegirLlista(Pr, vseq)
v := Vértex comit a t i ;¢ que esta per sota ab
fsi
Eliminar t de T
1= tseq
fmentre
TriangularPseudopoligonCDT(Ps, ab, T)
TriangularPseudopoligonCDT(Py, ab, T)
Refer els veinatges de T
Afegir I'aresta ab dins T
Marcar Paresta ab dins T com a fixa

faccié

La rutina TriangleOposat és la mateixa que la de I’algorisme d’insercié
de punts i la funci6 VértexOposat donats dos triangles veins, 2 i £opo, retorna

el vertex de ¢,5, que no pertany a t.

El pas en qué es refan els veinatges interiors és necessari per tal de
reconstruir les relacions de veinatge entre els nous triangles resultants de
la triangulacié de Pinterior dels pseudopoligons i els triangles de la CDT
inicial. Cal anar amb compte en el cas que un pseudopoligon contingui
punts repetits, ja que en aquest cas ¢és possible que calgui Higar com a veins
dos triangles de l'interior del pseudopoligon a través d’una aresta que ja
existia en la CDT inicial.

accié TriangularPseudopoligonCDT(P : LlistaVertexs,
ab : Aresta, T : CDT)
si P té més d’un element llavors
¢ := PrimerVértex(P)
per cada vértex v € P fer
si v € Circumcercle(a, b, ¢) llavors
ci=v
fsi
fper
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Dividir P en Pg i Pp, on P = Pg + {c} + Pp
TriangularPseudopoligonCDT(Pg,ac, T)
TriangularPseudopoligonCDT(Pp, cb, T')

fsi

si P no és buida llavors
Afegir el triangle de vértexs a,b,c dins T

fsi

faccié

A.4 Algorisme de triangulacié de Delaunay d’un
poligon

Els algorismes anteriors permeten aconseguir una CDT d’un graf geneéric
qualsevol. En concret, poden servir per aconseguir la triangulacié de Delau-
nay d’un poligon.

La triangulacié de Delaunay d’'un poligon no és més que la CDT del
seu graf, és a dir, la DT dels seus vertexs restringida pel conjunt de les
seves arestes. En conseqiiéncia, podem utilitzar els algorismes que acabem
d’exposar per aconseguir la CDT del poligon, afegint els vértexs i arestes
del poligon de forma incremental. Cal, pero, partir d'una CDT inicial que
contingui tots els punts del poligon, donat que I’algorisme d’insercié de punts
aixf ho exigeix. Com en la proposta [Slo87], la CDT inicial que prenem és la
formada per un sol triangle (el supertriangle) que conté el poligon, el qual
es pot calcular facilment a partir de la caixa contenidora dels vertexs del
poligon.

Habitualment, quan es parla de la triangulacié d’un poligon s’entén que
s’estd parlant d’un recobriment de Pinterior del poligon per triangles (dis-
junts). En el nostre cas, la CDT del poligon que haurem obtingut no sols
recobreix 'interior, sin també part de Pexterior (inclou tota la regié del su-
pertriangle). Per aconseguir un recobriment del poligon, n’hi ha prou amb
retirar de la CDT resultant els triangles que sén exteriors al poligon. Aixo
es pot aconseguir de forma senzilla mitjancant un algorisme de gérmen que,
partint d’un triangle exterior (qualsevol que tingui un dels vértexs del su-
pertriangle és valid), recorre tots els triangles de la CDT seguint la relacié
de veinatge. A cada pas, va marcant cada triangle com a exterior o interior,
depenent de la paritat del nombre de cops que hagi avancat a través d’'una
aresta fixa dins la CDT. Acabat aquest procés de marcatge, n’hi ha prou
amb quedar-se amb els triangles identificats com a interiors.

Ates que Palgorisme és incremental, deixa llibertat sobre 'ordre en queé
s'introdueixin els punts i les arestes del graf. Ja que el cost de la introduccié
d’una aresta dins una CDT depén del nombre de triangles que quedin tallats
per l'aresta, convé afegir primer les arestes com més aviat millor a la CDT

-
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(d’aquesta manera, tallaran menys triangles). Una altra rad per introduir
les arestes el més aviat possiblé és que d’aquesta manera impedeixen que
es realitzin accions de swap que altrament podrien arribar-se a realitzar
en inserir nous punts a la CDT (recordem que les arestes fixes limiten la
visibilitat entre punts i, per tant, tallen el procés d’intercanvi d’arestes).
Per la mateixa rad, és recomanable inserir com més aviat millor les arestes
de linterior del graf, donat que és probable que limitin la visibilitat dels
punts més exteriors.

Aquestes consideracions ens han dut a proposar un esquema per a la
triangulacié d’un poligon que segueixi les premisses segiients:

o Inserir els punts i les arestes en ’ordre definit pels poligons que limiten
el poligon.

o Inserir en primer lloc els vertexs i arestes dels forats del poligon i
posteriorment els vértexs i arestes del poligon exterior.

La primera condicié estd basada en ’observacié que habitualment dos
veértexs que formen una aresta el contorn d’un poligon sén propers entre
ells, i, per tant, en inserir-la dins la CDT en curs no tallara gaire triangles.
A continuacié presentem la nostra proposta d’un algorisme per triangular
un poligon basat en la introduccié incremental dels vértexs i arestes dels
poligons que la formen.

funcié CDTPol(C : Poligon) retorna Triangulacié
Calcular el supertriangle que conté C
T := triangulacio que sols conté el supertriangle
per cada poligon forat P de C fer
per cada vertex v de P fer
AfegirPuntCDT(T,v)
z := SegiientVértex (v, P)
AfegirArestaCDT(T,vz)
fper
fper
P := Poligon exterior de C
per cada veértex v de P fer
AfegirPuntCDT(T ,v)
z := Segiient Vértex (v, P)
AfegirArestaCDT (T, vz)
fper
retorna 7
ffuncié

La figura A.8 mostra cinc exemples d’aplicacié d’aquest algorisme de
triangulacié de poligons. El cas (a) és un poligon simple; el cas (b) és un
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poligon amb veértexs al seu interior; el cas (c) també és un poligon amb
punts al seu interior que ha estat especialment dissenyat per comprovar que
Palgorisme sap tractar la inclusié d’arestes de restriccio fins i tot en casos
complexos; el cas (d) és un poligon amb forats; i el cas (e) és un poligon
amb forats i vértexs interiors.
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Figura A.8: Diversos exemples d’aplicacié d’obtencié de la CDT de diversos
poligons, alguns d’ells amb forats i vértexs addicional al seu interior.
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A.5 Adaptacié dels algorismes per a la distancia
induida per una ellipse

L’objectiu d’aquesta seccié és generalitzar els algorismes incrementals que
acabem de presentar de manera, que serveixin per obtenir la CDT d’un graf
tenint en compte que la distincia entre els punts no és I’habitual (I’euclidiana
en el pla), siné la determinada per una ellipse deformadora del pla, o fins
i tot que tinguem una funcié que determini una deformacié diferent per a
cada punt del pla.

Ates que introduim la nocié de deformacid, utilitzarem una notacié per
diferenciar els dos plans: D sera el pla original, mentre que el pla deformat
P’anomenarem Dg. Aixi mateix, com hem dit disposem d’una elipse que
ens indica com transformar el pla, i determina la distancia; aquesta el-
lipse, que anomenarem elipse deformadora, la notarem per F. Farem dues
aproximacions al problema: una primera en la qual I'eHipse deformadora és
Unica per a tot el pla, i una segona en la qual F sera diferent per a cada
punt del pla.

Les triangulacions que volem obtenir sén tals que tenen en compte la
transformacié del pla determinada per ’eHipse (o eHipses) deformadora, de
tal manera que les arestes de la triangulacié resultant s’aliniin seguint la di-
reccié dels eixos d’aquestes eHipses (per fer-se una idea a priori dels resultats
que desitgem obtenir, vegeu les figures A.9 i A.10).

Altres autors han utilitzat la nocié de triangulacié de Delaunay genera-
litzada per a distancies no habituals, alguns d’ells amb finalitats properes a
la nostra. Aixi, en [CD86] es generalitza un algorisme per obtenir la DT d’un
conjunt de punts per a una distancia convexa qualsevol, en [NF89] s’inclou
una generalitzacié del graf de Voronoi i de la DT per a normes invariants
a transformacions afins i [OBS92] descriu diverses generalitzacions del graf
de Voronoi per a distancies no habituals (com distancies en les quals cada
punt del pla té un pes assignat, etc). Potser els metodes més propers al que
presentem en aquesta secci6 siguin els descrits en [DS89], [Mav90] i [Pos93].

El primer d’aquests tres articles, [DS89], s’ocupa de triangular una funcié
quadratica convexa (univaluada) de forma que es minimitzi ’error d’aproximacié.
Els autors afirmen que I'objectin de minimitzar aquest error és contrari a
optimitzar els angles dels triangles. L’algorisme que obté la triangulacié
que recobreix 'envolupant convexa d'un conjunt de punts donat de tal ma-
nera que lerror d’aproximacio és el minim. L’algorisme és una modificacié
d’un meétode ben conegut per obtenir una TD d’un conjunt de punts, el
qual consisteix en partir d’una triangulacié inicial qualsevol i anar efectant
intercanvis d’arestes fins obtenir la TD (no restringida). La modificaci6
que introdueixen a aquest algorisme és el criteri per realitzar els intercanvis
d’arestes, que es basa en els punts transformats segons una ellipse calculada
a partir de les curvatures principals de la superficie quadratica. Fem notar

-
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que aquesta transformacié és vinica per a tots els vertexs.

El métode que es presenta a [Mav90] serveix per obtenir una malla adap-
table d’'un flux viscés de manera que es tingui en compte una funcié de
deformacié direccional (que proporciona per a cada punt del pla un vector
de deformacié, és a dir, una magnitud i una direccié). La solucié que s’hi
proposa és, efectivament, similar a la nostra: modificar un algorisme del
calcul d’'una DT de manera que tingui en compte la deformacié direccional,
de manera que el métode resultant, tal com afirma el mateix autor, es pot
veure com un procediment de construccié d’una DT on els circumcercles
dels triangles en espai deformat corresponen a eHipses en 'espai original.

El tercer d’aquests articles, [Pos93], és una proposta d’un meétode per
obtenir una DT generalitzat per al calcul d’una malla triangular, que supo-
sadament també s’utilitzaria per resoldre problemes de dinamica de fluids
mitjancant la técnica dels FEM. La proposta suposa que una de les dades
d’entrada és una funcié que per a cada punt del pla proporciona la seva
“circum-forma” (generalitzant la idea de circumcercle del cas de les triangu-
lacions de Delaunay), la qual s’imposa que sigui convexa, perd no té perqué
ser una elipse.

En el nostre cas la funcié que deforma el pla, determinada per les el-
lipses, serd una transformacié lineal. Notem que la nostra proposta és una
generalitzacié de I’algorisme de calcul d’'una CDT, és a dir, que no només
admet un conjunt de punts sind també arestes restrictives.

Tal com remarquen dos dels autors dels articles que acabem d’esmentar,
cal que la funci6é de deformacié sigui “suau”, és a dir, que varii poc com-
parada amb la densitat dels punts que es volen triangular [Mav90, Pos93].
Efectivament, si tenim una rapida variacié de la funcié de deformacié entre
dos punts propers, com que els métodes proposats treballen prenent el valor
de la funcié assignat a un punt, com si en un entorn fos constant, la triangu-
laci6 resultant no podra reflectir aquests canvis. En el nostre cas, I’algorisme
que proposem també té aquesta caracteristica, ja que, com veurem, treballa
localment per a cadascun dels punts o arestes inserits, és a dir, suposa que
P’ellipse deformadora del pla és constant per a cada pas incremental que
realitza.

Tot seguit, definirem la transformacié del pla induida per una eHipse
qualsevol i presentarem les dues generalitzacions del métode incremental
tenint en compte aquestes deformacions.

A.5.1 Transformacié induida per una eHipse

Disposem d'una ellipse E que té com a matriu associada Mg. Anomenarem
A1 1 Ap als valors propis de la matriu, i els vectors propis, que indiquen
la direccié dels eixos principals de I’ellipse, els anomenarem v; = (ey,ez) i
vo = (e, —ey). Aixi doncs, tenim que els punts de I’eHipse z € D sén aquells

188



z € D que compleixen que
T Mgz =1

amb
ME — (61 €2 ) ()\1 0) (61 €2 > - ( /\16% -+ )\26% ()\1 - )\2)6162>
e —e 0 X e —e; (A — A2)eres )\16% + /\26%
Volem aconseguir una funcié de deformacié de l'espai, fg : D — Dg,
tal que es compleixi que tres punts estan sobre 1’ellipse E si i sols si les seves
imatges segons fr estan sobre un cercle unitari en Dg. Es a dir, que el
que volem aconseguir és que dos punts en D) estiguin a distancia elliptica r
si 1 només si estan a distancia r en Dg (vegeu la definici6 37, de distancia
elliptica).
Per tant, la funcié fg és una transformacié lineal, que podem definir de
la segiient manera:

fe(z) = Mz

w=(2 =) ) (@ =) -

_ ( Vet +vVhoed (VAL - \/E)ewz)
T\ = VA2)eres VL€l + Vged

Anomenarem fg funcié de transformacié induida per 1’eHipse E. No-
tem que una alternativa hauria estat definir la funcié de transformacié com
que un sol gir i un escalat; és a dir, si tinguéssim

w= (G 200 m)

la. condicié que hem imposat referent a les distancies també es compliria.

on

A.5.2 El meétode incremental generalitzat

El metode incremental que obté una CDT d’un graf general es basa en dos
algorismes, un que afegeix un vertex al graf 1 un altre per afegir una aresta
entre dos vertexs del graf. Les comprovacions geometriques que realitzen
ambdds algorismes per garantir que la triangulacié resultant sigui de De-
launay queden recollides pel test que comprova si un punt és interior al
circumcercle d’un triangle. Per tant, n’hi haurd prou amb adaptar la ru-
tina que realitza aquest test, de manera que tingui en compte la distancia
elliptica enlloc de la distancia euclidia habitual, per obtenir el nou métode.

»
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Tinguem en compte que gracies a} fet que I'algorisme que hem desenvolupat
per obtenir una CDT d’un graf és incremental, el test de distancia eliptica
no afecta a tots els vertexs del graf, siné tant sols als d’un entorn del vértex
que s’insereix; per tant, és només a aquest subconjunt reduit de vertexs a
qui caldra aplicar les deformacions per al calcul de la distancia elliptica.

La manera més senzilla d’adaptar aquesta rutina possiblement sigui
transformar els punts que rep com a parametres d’entrada segons la funcio
de transformaci6 induida per I’elipse, per tot seguit realitzar el test habi-
tual. Cal fer notar que, com que es tracta d’una transformacié lineal, els
canvis topologics que realitzen els algorismes (intercanvis d’arestes en el cas
de l'algorisme d’insercié d’un vertex, triangulacié de pseudopoligons en el
cas de la inserci6 d’una aresta) seran canvis valids en espai deformat: una
transformacié lineal no afecta a la condicié de convexitat ni tampoc a la de
visibilitat entre entitats.

Recordem que el primer pas de ’algorisme general que triangula un graf
consisteix en escalar els vertexs del graf, de forma que les seves coordenades
quedin normalitzades, i tot seguit afegir un supertriangle, perqué la rutina
d’insercié d’un punt a la CDT requereix que els punts inserits siguin in-
teriors a la triangulacié en curs (vegeu la seccié A.4). Per tant, cal tenir
en compte que la deformacié ’hem d’aplicar sobre les coordenades originals
dels vertexs, abans de ser normalitzades, i també cal anar en compte amb els
vértexs del supertriangle, atés que pot no tenir sentit calcular-hi la funcié
de transformaci6 fg.

Tot seguit, presentem dues generalitzacions del métode d’obtencié d'una
CDT: en el primer cas, suposem que existeix una tnica ellipse que deforma
tot I’espai segons la mateixa transformacié, mentre que en el segon disposem
d’una funcié que proporciona una elipse diferent per a cada punt del pla.

Cas I: Existeix una sola eHipse que determina la deformacié de
Pespai

Seguint la notacié de 'apartat anterior, ens referirem a ’elipse com a E i
la matriu de deformacié de I’espai serd M. En aquest cas, el métode incre-
mental d’obtencié d’una CDT pot treballar en espai deformat, Dg, o sigui,
tenint en compte la distancia eliptica induida per E. Per tant, pel qué fa a la
implementacid, el nou meétode pot transformar les coordenades dels vértexs
del graf segons la funcié de transformacié induida per E, aplicar el métode
incremental per obtenir la CDT, i finalment recuperar les coordenades dels
vértexs en 'espai original D.

Si en el cas de la CDT habitual els triangles compleixen el criteri del
circumcercle buit, en el aquest altre cas els triangles resultants compliran el
que hem anomenat criteri de la circumeHipse buida.

Definicié 40 (CircumeHipse d’un triangle). Donada una elipse E amb
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matriu associada Mg i un triangle 7', anomenarem circumellipse de T' a I’el-
lipse E' que té els mateixos eixos i relacié d’aspecte dels eixos que I’eHipse
donada, F, i que passa pels tres vértexs del triangle. Esa dir, E’ és l’eHipse
amb matriu associada Mg’,

Mg' =rMg amb reRt
tal que passa pels tres vertexs z1,xy, 13 de T.
T 1 .
T; Mg'z; =1, Z€{1,2,3}

Proposicié 13. Tot triangle d’una CDT obtinguda aplicant el métode in-
cremental adaptat per a distincies elliptiques és tal que la seva circumellipse
no conté cap punt de la triangulacié visible des d’ell.

Aquesta proposicié és trivial de demostrar si es té en compte que la
funcié fg transforma un cercle de D en ’ellipse F a l’espai Dg.

La figura A.9 mostra un exemple d’aplicacié de l’algorisme sobre un graf
compost per un poligon amb un forat i un conjunt de punts interiors. Podem
observar que la triangulacié resultant compleix la propietat de la circumel-
lipse buida i, en conseqiiéncia, les arestes tendeixen a alinear-se segons la
direccié marcada per 1'ellipse E, tal com haviem demanat al principi.

Cas II: Cada punt del pla té assignada una eHipse deformadora

En aquest cas, les ellipses varien en funcié del punt del pla; o, el qué és
equivalent, la funcié fr no és constant, siné que depén del punt del pla.
La generalitzacié que proposem aprofita el fet que 'algorisme treballi in-
crementalment per variar ’eHipse a cada crida a les rutines d’insercié d'un
punt i d’una aresta a la triangulacié (AfegirPuntCDT i AfegirArestaCDT).
Durant la insercié6 d’un nou punt a la triangulacid, 1’ellipse que determina
la deformacié de ’espai sera ’associada al punt del pla afegit. Aquest és un
altre punt que diferencia el nostre metode del proposat en [Mav90], en el
qual la deformacié que s’aplica és un promig de les deformacions associades
als punts que es veurien afectats per la inclusié del nou punt en cas que
es tractés d’'una CDT amb la distancia habitual. En el nostre cas, aquesta
eleccié ens permetra enunciar la proposicié 14 sobre la triangulaci6 resultant
(enunciada més avall). Fem notar que, gracies al fet que I’algorisme treba-
lla incrementalment, la deformacié determinada per una ellipse cal aplicar-la
tant sols a un subconjunt de punts reduit (els punts veins al que s’ha inserit).
L’algorisme modificat per inserir un punt en una CDT és el segiient:

-
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accié AfegirPuntCDTModif (T : CDT,p : Vértex)
{Prec: p¢ T A p € Interior(T)}
pila ;= PilaTrianglesBuida
Trobar el triangle t € T que conté p
Dividir t en tres triangles, t1,t9 i t3, segons p
ell := EllipseDeformadora(p)
Push(pila,t;)
Push(pila, ts)
Push(pila, t3)
mentre ~EsBuida(pila) fer
t := Pop(pila)
topo := TriangleOposat(t, p)
si l'aresta compartida per t i to,p, no és fixa i
p € CircumEllipse(topo, ell) llavors
Intercanviar I'aresta compartida per t i top,
Push(pila,t)
Push(pila, top,)
fsi
fmentre
faccié

La funcié EllipseDeformadora és la rutina que retorna lellipse associ-
ada a un punt qualsevol del pla . Aquesta rutina la proporciona 'usuari
de la CDT modificada.

Quan es tracta d’afegir una aresta de restriccié a la triangulacié, Pel-
lipse deformadora varia durant el procés d’insercid, enlloc de ser una tnica.
Fixem-nos que el criteri del circumcercle buit en aquest cas tant sols es fa
servir durant la triangulacié dels pseudopoligons inferior i superior (vegeu la
seccié A.3). Per tant, a la rutina TriangularPseudopoligonCDT n’hi haura
prou amb triar una ellipse deformadora en cada pas de la recursié per triar
el punt en qué queda subdividit el pseudopoligon (punt ¢ de Palgorisme);
I’eHipse escollida ha estat I'associada a un dels extrems del pseudopoligon.
Si hem triat aquesta opci6 enlloc d’utilitzar una sola elipse deformadora
durant tot el procés d’insercié d’una aresta a la triangulacié és principalment
per poder garantir la proposicié 14: fixem-nos que els triangles formats a
cada pas de la recursié sén tals que la seva circumelipse (triant com a el-
lipse 'associada a un dels seus extrems) és buida. Fem notar que el meétode
proposat en [Mav90] no s’ocupa de les arestes de restriccié (és a dir, treballa
com si es tractés d’'una DT no restringida) perqué, segons assegura 'autor,
la mateixa naturalesa de les dades fa que la distribucié dels punts sigui tal
que no calgui preocupar-se’n (la triangulacié sempre contindra les arestes
del contorn).

Ateés que el procediment que insereix una aresta entre dos vertexs d’una
CDT no realitza cap test geometric realcionat amb el criteri del circumcercle
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buit, roman inalterat (es pot fer servir el mateix que en el cas de la CDT
no modificada). Es a dir, que tant sols caldra canviar la subrutina que
retriangula 'interior d’'un pseudopoligon aresta-visible:

acci6é TriangularPseudopoligonCDTModif (P : LlistaVertexs,
ab: Aresta, T : CDT)
si P té més d’un element llavors
¢ := PrimerVértex(P)
ell := EllipseDeformadora(a)
per cada vértex v € P fer
si v € CircumEllipse(a, b, ¢, ell) Havors
ci=v
fsi
fper
Dividir P en Pg i Pp, on P= Pg +{c} + Pp
TriangularPseudopoligonCDT(Pg, ac, T)
TriangularPseudopoligonCDT(Pp, cb, T)
fsi
si P no és buida llavors
Afegir el triangle de vértexs a,b,c dins T
fsi
faccié

Remarquem que en aquest cas 'ellipse deformadora triada hauria pogut
ser 'associada a Paltre extrem de 'aresta, és a dir, la del punt b.

Seguint aquest procediment, ens assegurem que ’algorisme general que
obté la triangulacié segueix essent valid, ja que cadascun dels passos in-
crementals que afegeixen una aresta o un punt a la triangulacié funcionen
correctament i convergeixen en un nombre finit de passos. Demostrar aques-
tes afirmacions no implica fer altre raonament que en el cas anterior, en que
I’ellipse és tinica per a cada punt.

Aix0 no obstant, cal tenir en compte que, pel fet d’existir diferents el-
lipses, la nocié de distancia eliptica deixa de ser valida, i per tant no existeixi
una sola triangulacié que compleixi la condicié del circumcercle buit - o,
millor dit, de les circumelipses buides. Fins i tot, com en el cas de les
distancies no convexes, pot ocorrer que el diagrama de Voronoi contingui
teseles limitades només per dues arestes, és a dir, que el seu dual, el graf de
Delaunay, no sigui una triangulacié [CD86]. Ara bé, fem notar que, malgrat
tot, tal com acabem de veure el métode incremental obté una triangulacié
valida; I"inic que ocorre és que la triangulacié que s’obtindra pot depén de
Iordre de la insercié dels punts.

-
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Per la forma com hem descrit que treballa Palgorisme, podem afirmar que
la triangulacié obtinguda complira la seglient propietat, que hem anomenat
criteri de la circumeHipse quasi-buida:

Proposicié 14. Tot iriangle d’una triangulacié obtinguda aplicant el mé-
tode incremental adaptat per al cas en qué Uellipse depén del punt del pla és
tal que la circumellipse associada a algun dels seus tres vértezs no conté cap
altre punt de la triangulacid visible des d’ell i que s’hagi afegit abans que ell.

Aquesta proposicié resulta immediata de demostrar si es té en compte
que, tal com hem dit, els algorismes que afegeixen nous punts i arestes
de restriccié a la triangulacié treballen deformant l’espai respecte a l'el-
lipse associada al punt afegit, o als extrems del pseudopoligon que s’esta
triangulant en el cas que s’estigui afegint una aresta a la triangulacié.

La figura A.10 mostra un exemple en el qual s’ha aplicat I’algorisme al
mateix graf que en el de la figura A.9, pero tenint en compte 'eHipse defor-
madora és diferent per a cada punt del pla v x v. Tal com es pot veure, la
relacié d’aspecte de les ellipses en cada punt és funcié de la direccié horit-
zontal (u) del pla, i Porientaci6 dels eixos principals de les eHipses és funcié
de la direcci6 vertical (v). Tal com era d’esperar, la triangulacié que s’obté
mostra clarament les propietats enunciades. Notem que la direccionalitat
que prenen les arestes resultants concorda perfectament amb les direccions
de les ellipses.

La figura A.11 és un test simple per comprovar la propietat que hem
anunciat referent a qué la triangulacié resultant en aplicar 1'algorisme mo-
dificat per al cas II (cas en qué cada punt del pla té assignada una elipse)
depén de l'ordre en qué s’hagin inserit els punts. En aquest exemple, el
graf esta format per quinze punts, catorze d’ells situats en els veértexs d’un
poligon regular i el quinze en-el centre del poligon. En aquesta ocasié, ates
que el graf original no té arestes de restriccié que limitin un contorn, la
triangulacié resultant és la que recobreix ’envolupant convexa dels punts.
Obtenir un algorisme que calculi la triangulacié de Delaunay que recobreix
Penvolupant convexa d’un graf basant-se en les dues rutines incrementals
resulta trivial de fer: tant sols cal modificar 'esquema que ens ha servit
per al calcul d’una triangulacié de Delaunay d’una cara de manera que, al
final, enlloc de treure els triangles exteriors de la cara s’eliminin els que sén
exteriors a 'envolupant convexa, és a dir, aquells que tenen un dels vertexs
del supertriangle.

Seguint amb P'exemple de la figura A.11, les elipses deformadores en
aquest cas sén iguals que les de 'exemple segiient (vegeu la figura A.12 de
baix a ’esquerra), és a dir, s6n ellipses que apunten cap al centre de la figura i
que s6n més allargassades com més allunyades del centre estan. Els punts en
el primer cas (figura A.11a) han estat inserits comencant pel punt del centre
i acabant pel superior, mentre que en el segon cas (figura A.11b) Pordre
d’insercid és justament Pinvers. Atés que el test geométric de algorisme
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d’insercié d’un punt en una CDT que comprova si un punt és interior a
una circumelipse depén de ’ellipse associada al punt inserit, 'algorisme es
comporta de forma diferent en un o altre cas, és a dir, que realitzard uns o
altres intercanvis d’arestes. Tal com es pot comprovar en aquest exemple,
la triangulacié resultant en algunes ocasions pot ser molt diferent.

Aquest mateix exemple ens serveix també per iHustrar la relacié enunci-
ada entre la distribucié dels punts del graf original i la variaci6 de les eHipses
deformadores. Segons hem dit, i tal com també fan notrar d’altres autors
[Mav90, Pos93], si el graf conté una zona sense cap punt i en la qual la
forma de les eHipses deformadores canvia molt, sera impossible que les ares-
tes (o, si es vol, els triangles) de la triangulacié resultant reflexin aquesta
gran variacid, i s’orientin seguint la direccionalitat. Aquesta circumstancia
és justament la que ocorre en el cas de la figura A.11, atés que ’eHipse en la
qual les eHipses associades a cadascun dels vertexs del graf és molt diferent.

La figura A.12 és un altre exemple d’aplicacié de ’algorisme direccional
sobre en graf amb un nombre considerable d’elements. En aquest cas, el graf
consisteix en un poligon amb forma de trébol de quatre fulles i un conjunt de
punts interiors. Les eHipses deformadores sén les mateixes que en 'exemple
anterior, i els punts interiors estan distribuits de forma diferent en cadascuna
de les quatre fulles del trébol: en la fulla superior esquerra els punts formen
una reticula quadrada; la superior dreta conté un nombre elevat de punts al
seu interior, més o menys emplacats de forma aleatoria; la inferior esquerra
conté pocs punts; i en la inferior dreta hi ha un nombre bastant elevat de
punts, agrupats en cercles.

Aquesta distribuci6é heterogénia de punts interiors té com a efecte que
lalgorisme de la CDT modificada es comporti de manera diferent en ca-
dascuna de les quatre fulles. En la fulla superior dreta ’algorisme crea el
mateix tipus de triangles que en el cas de la CDT no modificada (triangles
rectangles), amb 'inica diferéncia que les arestes en aquest cas apunten,
com era d’esperar, cap al centre del trébol. En la fulla superior dreta, com
que hi ha un nombre molt elevat de punts I'algorisme pot crear els triangles
que més li plagui, i per tant els resultats sén els esperats en aquesta zona.
Pel contrari, en no haver-hi gaires punts en la fulla inferior dreta, els trian-
gles que crea P’algorisme depenen de ’ordre en que s’han inserit els punts a
la triangulacié. Finalment, en la fulla inferior esquerra només alguns dels
triangles s’adapten a la direccionalitat marcada per les ellipses, degut a la
distribucié irregular dels punts en aquesta regio.
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Figura A.9: Exemple d’aplicacié de I’algorisme per al cas d’una sola elipse.
La figura superior esquerra mostra el graf original, mentre que la superior
esquerra 6s la CDT del graf segons la distancia habitual. La figura inferior
mostra la triangulacié que s’aconsegueix tenint en compte la deformacié
induida per I’eHipse representada.
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Figura A.10: Exemple d’aplicacié de l'algorisme en el cas en que P'elipse
deformadora depén del punt del pla. La figura de esquerra representa
diverses ellipses en diferents punts del pla, mentre que la figura de 'esquerra
mostra la triangulacid resultant.

(a) (b)

Figura A.11: Exemple senzill que mostra que la triangulacié produida per
Palgorisme modificat en el cas II depén de I'ordre d’insercié dels punts en la
triangulaci. Els punts en la triangulacié de I’esquerra han estat introduits
en 'ordre invers que en la de la dreta, i el resultat és completament diferent
malgrat que les ellipses deformadores son les mateixes en ambdos casos.
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Figura A.12: Exemple d’aplicaci6 de I’algorisme sobre un graf amb un nom-
bre elevat d’entitats. A dalt, el graf original i la seva CDT habitual (no
modificada). A baix, les ellipses deformadores del pla evaluades en diferents
punts del pla i la triangulacié resultant.
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