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Capitulo 1

Introduccion General

1.1. Motivacion

Las tultimas décadas han sido muy fructiferas en la construccion de
métodos numéricos que mejoran la integracion clasica. La idea central
de estos nuevos métodos es adaptarse al problema diferencial, por
ejemplo al construir trayectorias numéricas que presenten propiedades
analogas a las trayectorias exactas. Un ejemplo de ello son los avances
en la integracion numérica de problemas hamiltonianos, los cuales han
contribuido a la consolidaciéon de un campo de investigacion denominado
Integracion Geométrica que permite la resolucién de ecuaciones diferenciales
conservando sus propiedades.

Se debe recordar que un evento que desencadend el interés por la integracion
simpléctica de los sistemas hamiltonianos, y mas generalmente por la
Integracion Geométrica, fue el descubrimiento simultaneo en los articulos
[Las88|, [SS88], [Sur88] del hecho de que existen métodos Runge-Kutta
simplécticos. Asi se encontraba un nexo entre los métodos de integracion
clasicos y la teoria de la Geometria Simpléctica.

En concreto, estd siendo de gran interés el estudio y construccion de
métodos numéricos cuyas soluciones muestren el mismo comportamiento
asintotico y los mismos invariantes que el problema exacto. Por ello la
necesidad de abordar el estudio de estos temas, para desarrollar nuevos
métodos de integracion geométrica, que puedan ser aplicados en diversas
areas de la ciencia aplicada, con costos de computo viables, y en muchos
casos mejores que los procedimientos tradicionales, o bien, a veces con una
precision equivalente a la de algoritmos de mayor orden de complejidad.



Para desarrollar una disertacién coherente y que combine equilibradamente
el desarrollo tedrico y préactico de estos temas, la estructura de esta tesis
consta de cuatro capitulos. El primero contempla una descripcién de los
principales objetivos que persigue, asi como una presentacién introductoria
de los temas tedricos que requiere el trabajo para los desarrollos presentados
en los demas capitulos.

En el capitulo 2, se detalla el desarrollo de diversos integradores geométricos,
entre ellos un nuevo método de splitting, presentando diversas experiencias
numéricas, que enfatizan sus posibilidades y contratiempos. Ademés
se desarrolla el método de Magnus, y métodos de orden 4, 6 y de paso
adaptativo sobre SL(n), basados en el método de splitting antes mencionado.
También se presenta una version de este algoritmo para el cédlculo del caso
constante e’ y el método de Voslamber para el problema Y’ = %A(t)Y
cuando el parametro € es pequeno.

El tercer capitulo se centra en la Expansion de Magnus aplicada a sistemas
diferenciales matriciales no lineales. Se analizan y construyen varios métodos
de integracién numérica, que son probados para problemas altamente
oscilatorios como los modelados por las ecuaciones de Emden-Fower,
Lane-Emden y Thomas-Fermi. Se finaliza este capitulo con el disenio de una
version especial del método splitting para el caso no lineal.

Por dltimo, en el capitulo 4 se presenta la férmula de
Baker-Campbell-Hausdorff (BCH), con desarrollos cldsicos de esta
serie. Se construyen procedimientos nuevos para la formula de Zassenhaus,
analizando su convergencia y aplicaindola en algunos ejemplos. Se expanden
los resultados anteriores para una féormula de Zassenhaus generalizada,
estudiando empiricamente la convergencia. Concluye el capitulo con el
desarrollo de un nuevo procedimiento algoritmico para la formula de Wilcox
[Wil67], que corresponde al caso continuo de la férmula de Zassenhaus. Se
discuten un par de ejemplos donde se aplica este procedimiento.

1.2. Objetivos generales del proyecto de tesis
doctoral

El estudio y analisis de nuevos integradores geométricos implica una serie
de desafios, tanto tedéricos como practicos. La tesis se centra en ambos ejes,



exponiendo, desarrollando y aplicando la tedria y praxis necesarias en una
amplia variedad de casos de estudio. Como toda tesis, ésta se planted varios
objetivos, los cuales se detallan en el mismo orden en que se presentan a lo
largo del estudio.

= El objetivo inicial de este estudio es tratar en forma basica, pero precisa,
los elementos matematicos: definiciones, teoremas, proposiciones y
resultados tedricos necesarios para el desarrollo posterior de la
discusién. En los preliminares matematicos, se desarrollan los conceptos
fundamentales de algebra y grupo de Lie, asi como ejemplos de los
principales grupos de Lie matriciales, que representan componentes
de gran importancia en varios de los nuevos métodos numéricos
desarrollados a lo largo de este trabajo. Para lograr un cabal
entendimiento de los elementos abstractos involucrados en la génesis
de los integradores geométricos, es necesario manejar la aplicacion
exponencial. Con ella se puede reconstruir completamente un grupo de
Lie a partir de su algebra de Lie asociada. Ello permite, en términos mas
practicos, que su uso logre mantener o preservar propiedades inherentes
al contexto fisico del problema. En otros palabras, resaltamos el hecho
que disponer de procedimientos numéricos eficientes para exponenciar
matrices (o el logaritmo de ellas) permite resolver sistemas diferenciales
matriciales, en forma eficiente y precisa, lo cual es fundamental en una
gran gama de aplicaciones fisico/matemaéticas.

= El objetivo siguiente es el tratamiento de problemas lineales
dependientes del tiempo. Para lograr esto recurrimos a integradores
en grupos de Lie. Se requiere desarrollar la expansion de Magnus con
modificaciones que la hacen mas adecuada. También se desarrolla un
procedimiento algoritmico para el método de Voslamber, adecuado
para problemas lineales en el régimen adiabatico. Se aplicara este
nuevo procedimiento a varios problemas en de este tipo, analizando
su eficiencia en comparacién con otros procedimientos.

= También se estudiara una adaptacion del algoritmo de splitting basado
en matrices triangulares [Cas07], que permite trabajar con paso h
variable de acuerdo a las necesidades de precision que requiera la
aproximacién numeérica en cuestion.

= Un desafio interesante es el de completar el tratamiento del paper
[Cas07], en el sentido de adaptar el proceso para aproximar e,
siendo A una matriz de traza nula. Con ello se contard con un nuevo

procedimiento para el calculo de la exponencial de una matriz.



= Otro de los objetivos importantes del trabajo es el tratamiento del
caso no lineal, es decir, poder resolver aproximadamente el sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales dado por Y’ = A(t,Y)Y. Resulta
clave, en particular, la construcciéon de nuevos métodos de orden 4 y 6.

= La aplicacién de los métodos de integracion geométrica a problemas
de sistemas de ecuaciones diferenciales cuya soluciéon es altamente
oscilatoria, y aparecen en diversas areas de la fisica, es uno de los
desafios del presente trabajo.

= El objetivo del tultimo capitulo es abordar el estudio y desarrollo de
nuevos procedimientos para las formulas BCH y Zassenhaus, y su uso
en diversas aplicaciones. Para desarrollar este desafio se plantean las
siguientes acciones.

e Partimos haciendo una detallada introducciéon de estas famosas
formulas, sin pretender ser una especie de estudio del arte en
este tépico, pero si exponiendo los elementos tedricos necesarios e
imprescindibles para el trabajo posterior.

e La construccion de un nuevo procedimiento recursivo de los
términos de la férmula de Zassenhaus. Es decir, obtener
Cn(X,Y) € L(X,Y) polinomio homogéneo de Lie en X e Y de
grado n en el desarrollo

o
XHY X Y H COn(XY) _ X Y [Ca(X)Y) [Cs(X)Y) ||| Cu(X)Y) |,
n=2

e Este nuevo método ha de ser capaz de construir una secuencia
{C,},n > 1 de forma eficiente. Ademés, debe ser capaz cumplir
criterios que permitan la convergencia del desarrollo en expancion
de la serie.

» Realizar una generalizacién del nuevo algoritmo al problema

e)\A1+)\2A2+--~+)\nAn+-~ — 6)\01 6)‘202 . 6)\"Cn .

= Aprovechando las experiencias anteriores, se analizard una versién
continua de Zasssenhas, conocida como desarrollo de Wilcox.
Consideramos de nuevo el sistema lineal
dX(t)

= = MOX(W), X(0) =1
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y desarrollaremos un nuevo procedimiento del tipo

oo

X(t) _ H ekka(t) — A (t) eAQWQ(t)ez\3W3(t) .
k=1

obteniendo recurrencias para generar los términos W,,.

= Para los nuevos desarrollos expuestos, se analizardn criterios de
convergencia, asi como se estudiara sus rendimientos computacionales.

= En todos los desarrollos de interés, se detallan las versiones
algoritmicas, de seudo cédigo o en cédigos de Matlab o Mathematica.
Asi, el lector interesado podra usar los procedimientos para sus fines.

1.3. Meétodos de integraciéon geométrica

Algunos de los métodos mas simples para hallar aproximaciones
numéricas a la solucion de las ecuaciones del movimiento de sistemas
mecanicos, como por ejemplo el método de Euler o los métodos Runge-Kutta,
son adecuados conceptualmente pero, en la practica, presentan serios
inconvenientes, especialmente cuando el sistema fisico modelado presenta
magnitudes conservadas, tales como energia, momento angular, etc. Incluso
métodos mas sofisticados y de orden més alto presentan el mismo
inconveniente cuando se considera la evolucion en periodos largos de tiempo.

Los métodos numéricos que ademas de minimizar el error muestran
correctamente los invariantes de las soluciones (su geometria), reciben el
nombre de integradores geométricos. Integracion Geométrica es el término
que se suele usar para describir los métodos numéricos utilizados para
resolver ecuaciones diferenciales que preservan una o mas propiedades
fisicas/mateméticas del sistema de forma exacta (hasta error de redondeo).

Como ejemplo, bastante estudiado, esta el problema de la interaccion
gravitatoria de dos cuerpos de acuerdo con la ley de Newton, En este caso
se preserva la enegia y el momento angular. Ademds, y debido al hecho
de que se trata de un sistema hamiltoniano, el sistema posee propiedades
geométricas particulares, derivadas de la preservacion de la forma simpléctica.
Asi, en particular, la preservacion de la forma simpléctica para un sistema
hamiltoniano con un grado de libertad es equivalente a la preservacion del
area en el espacio de fases, lo cual garantiza la existencia de soluciones
periodicas.

Durante las iltimas décadas han aparecido nuevos esquemas numéricos
que preservan las estructuras consideradas relevantes en un problema dado.



La preservacion de estas propiedades tiene importantes consecuencias de
cara a la correcta simulacion de sistemas fisicos provenientes de areas tan
diversas como la mecénica celeste, los aceleradores de particulas, la dindmica
molecular, la mecénica cuantica, la dinamica de fluidos, la dindmica del sélido
rigido, etc.

La denominacion Integracion Geométrica es el término que se suele usar
para describir los métodos numéricos utilizados para resolver ecuaciones
diferenciales que preservan una o més propiedades fisicas/mateméticas del
sistema de forma exacta. Este area tiene su origen (a) en el convencimiento
de la importancia de preservar las caracteristicas cualitativas conocidas
del problema continuo subyacente cuando la ecuacién se discretiza y (b)
en el hecho de que los métodos numéricos tradicionales no preservan
esas propiedades cualitativas. En consecuencia, durante los ultimos anos,
han aparecido nuevos esquemas numéricos que preservan las estructuras
consideradas relevantes en un problema dado. La preservacién de estas
propiedades tiene importantes consecuencias en la simulacién de ciertos
sistemas dinamicos de interés en las aplicaciones.

Como valor anadido, resulta que el hecho de preservar las propiedades
geométricas del sistema no sélo produce un comportamiento cualitativo
mejorado de la aproximacion, sino que también permite efectuar una
integracion a tiempos mas largos que los métodos tradicionales, debido al
favorable mecanismo existente en la propagacién de errores. La base tedrica
para este superior comportamiento estriba en la idea del andlisis regresivo
del error. Lo anterior ha permitido que el area de la integracién geométrica
haya incrementando su desarrollado intensamente en los tltimos tiempos,
permitiendo construir nuevos métodos y mejorando potenciales aplicaciones
y simulaciones complejas en muy diversos campos.

De entre los integradores geométricos, la clase de métodos disenados para
sistemas de ecuaciones diferenciales que evolucionan en grupos de Lie son
sumamente interesantes, debido sobre todo a sus aplicaciones. La proxima
seccion trata de los principales elementos mateméticos necesarios para los
desarrollos expuestos en este trabajo.

1.4. Preliminares matematicos

Para poder seguir y comprender los temas que trata esta tesis, se requiere
de varios elementos matematicos, que en esta seccion se definen, asi como de
cierta notacién y terminologia pertinente. Como gran parte de la exposicion
trata de elementos en grupos y algebras de Lie asociadas, aunque la mayor
parte de los resultados discutidos en estas paginas son validos en un contexto



mas general, partiremos considerando los elementos tedricos principales.

Los grupos de Lie son importantes en andlisis matematico, fisica y
geometria porque sirven para describir la simetria de estructuras analiticas.
Como punto de partida, definimos el concepto de grupo y dlgebra de Lie, para
seguir desarrollando las ideas de integradores en grupos de Lie matriciales.

Por un grupo de Lie G entendemos un conjunto que combina una
estructura algebraica con una topoldgica. A nivel algebraico, dos elementos
de G se pueden combinar por una ley interna de composiciéon para producir
un tercer elemento también en G. La ley requiere ser asociativa, tener un
elemento identidad y cada elemento debe tener un inverso.

Definicién. Un grupo de Lie es una variedad diferenciable G, con una
estructura de grupo, para la que las aplicaciones

(a,b) €EGXxG—abeG, a€G—a'eg

son diferenciables. Habitualmente denotaremos con e € G el elemento neutro
del grupo y con notacion multiplicativa la operacion del grupo. Llamaremos
morfismo de grupos de Lie a todo homomorfismo de grupos de Lie que sea
diferenciable.

Para cada elemento a € G definimos las aplicaciones

R,:beG—bacG, L,:begG—abeg,

consistentes en trasladar por la derecha y por la izquierda respectivamente,
el grupo mediante el elemento a.

Los grupos de Lie se clasifican con respecto a sus propiedades algebraicas
(simple, semisimple, resoluble, nilpotente, abeliano), su conexidad (conexo o
no conexo) y su compacidad [Magb4].

A cada grupo de Lie podemos asociar un algebra de Lie que captura
totalmente la estructura local del grupo.

Un algebra de Lie g es un espacio vectorial cuyos elementos pueden ser
combinados con una segunda ley, el corchete de Lie, que representamos por
[A, B] = C, con A, B, C elementos de g, de tal manera que la ley es bilineal,
antisimétrica, es decir,

[A, B] = —[B, A] (1.1)
y satisface la identidad de Jacobi,
[A,[B,C|| + [B,[C, A]] + [C,[A, B]] = 0. (1.2)

Un ejemplo clésico de dlgebra de Lie es el conjunto gl(n) de todas las matrices
n X n no singulares. En ese caso podemos elegir como corchete de Lie el
conmutador,

[A,B]=AB—BA, Acgl(n), BE€gl(n), (1.3)

7



con AB representando el producto comin de matrices. Para toda la
exposicion pensamos en matrices reales o complejas.

Si consideramos un algebra finita de Lie con dimension d y denotamos
por {A;,..., A4} a una base, entonces se tendra

donde los coeficientes cfj son las llamadas constantes de estructura del algebra
de Lie con respecto a la base dada.

Como ejemplo, podemos citar lo que acontece con el dlgebra de Lie s[(2, R)
de las matrices 2 x 2 de nimeros reales con traza nula, la cual tiene una base
formada por las matrices

(1 0 (01 /(00
“a={o 1) “2"\oo) S=\10)

Las constantes de estructura no nulas son: ¢3, = 2, ¢l; = =2, ¢y = 1.
Debido a la independencia lineal se puede afirmar que las constantes de
estructura cumplen una ley de anticonmutatividad:
[Ai, Aj] = —[A;, A = ¢ = = (1.5)
Asociado con cualquier A € g se puede definir un operador lineal ady4 :
g — g que actia segin

adyB=[A,B], ad,B=[Aad;'B], adYB=B, jeNBecag.

(1.6)
También sera de interés en el caso matricial la exponencial del operador
anterior,

AdA = exp(adA), (17)

cuya accion sobre B € g corresponde a

| —

Ada(B) = exp(A) B exp(—A) =Y —adiB, Beg  (L8)
k=0

>

A lo largo de este trabajo manejaremos con frecuencia tipos especiales de
matrices, particularmente ortogonales, unitarias y simplécticas. Presentamos
a continuacién su caracterizacion y la notacién que se utilizara para el grupo
y algebra de Lie correspondiente.

El grupo ortogonal especial, SO(n), es el conjunto de todos las matrices
n x n sobre los reales con determinante unidad, que satisfacen ATA = AAT =
I, donde AT es la transpuesta de A y I denota la matriz identidad. El



correspondiente algebra so(n) estd formado por las matrices antisimétricas.
Una matriz A n x n compleja es llamada unitaria si ATA = AAT = I, donde
AT es la matriz conjugada traspuesta de A. El grupo especial unitario, SU(n),
es el conjunto de todas las matrices n X n unitarias con determinante uno.
Su dlgebra asociada su(n) consiste en las matrices antihermiticas de traza
cero. Especial relevancia en algunos problemas de la mecanica cuantica que
discutiremos tendra el caso n = 2. Una base conveniente para su(2) estd
formada por las matrices de Pauli

(0 ) e (U ) e () 0) o

las cuales verifican
00k = Ojk + iEjlil, (110)

de donde se deduce la identidad
[O’j, O'k] = 2i€jklal- (111)

Aqui el simbolo €;;; denota el tensor de Levi-Civita, definido mediante

+1si (kD) es (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
€jm=1< —1 si(jk1)es(3,2,1),(1,3,2),(21,3)
0 sij=kok=lol=y

Otra identidad 1til en la practica es la siguiente: dados a y b vectores de R3,

(a-o)b-o)=a-blI+ilaxb)- o, [a-o,b-0] =2i(axb) o (1.12)
En sistemas hamiltonianos, el grupo simpléctico Sp(n) juega un papel
fundamental. Este grupo es el formado por las matrices reales 2n x 2n que
satisfacen

OTL In
ATJA = J, con J = ( T o > (1.13)

La matriz I,, corresponde a la identidad y O,, a la matriz de ceros, ambas de
dimensién n. El dlgebra de Lie asociada sp(n) estd formada por las matrices
que verifican BTJ + JB = O,,. Este se puede considerar como un caso
particular del llamado grupo J-ortogonal [Pos94], definido como

Oy(n) ={A € GL(n) : ATJA=J}, (1.14)

donde GL(n) es el grupo de todas las matrices nxn reales no singulares, y J es
una matriz constante en GL(n). Se recupera el grupo ortogonal cuando J = I,

9



el grupo simplectico Sp(n) cuando J es la matriz simpléctica basica dada en
(1.13), y el grupo de Lorentz SO(3,1) cuando J = diag(l,—1,—1,—1). El
algebra de Lie asociada es

os(n) ={B € gl(n,R) : B"J+ JB = O}, (1.15)

donde gl(n,R) es el dlgebra de Lie de todas las matrices n x n de nimeros
reales. Si B € o;(n), entonces la transformacién de Cayley

A= (I —-aB) (I +aB) (1.16)

proporciona una matriz A J-ortogonal.

Otro importante grupo matricial de Lie es SL(n), compuesto por todas las
matrices n X n de nimeros reales con determinante uno. Su correspondiente
algebra de Lie sl(n) comprende a todas las matrices con traza cero.

A manera de resumen, la siguiente tabla muestra algunos grupos de Lie
matriciales involucrados (varios de ellos) en el desarrollo de los integradores
geométricos abordados en este trabajo.!

Grupo de Lie Definicién Dimension
Lineal general, R | GL(n,R) = {A € R™" : det A # 0} n?
Lineal especial | SL(n,R) = {A € R™" : det A = 1} n?—1
Ortogonal O(n) ={AeRY™: ATA =id} n(n+1)/2
Especial ortogonal | SO(n) ={A4A € O(n):detA=1} | n(n+1)/2
Lineal general,C | GL(n,C) = {A € C™" : det A # 0} 4n?
Unitario Un)={AeCm": A*A =id} n?
Especial unitario SU(n) ={A € U(n):det A =1} n*—1
Simpléctico Sp(n) ={A € H(n): A*A =id} 2n% + 2

Sera comun a lo largo del presente trabajo el utilizar el concepto de norma
de una matriz. Diremos que la norma de una matriz cuadrada de dimensién
n es un escalar no negativo simbolizado por || Al|, que satisface

a) ||A|| > 0 para toda Ay ||A|| =0 siy sélo si A= O,,.
b) [[aA| = || ||A||, para todo escalar «.
&) |14+ B| < ||| + IB].

Muy a menudo se anade la propiedad sub-multiplicativa

|AB]| < |A] 1B}, (1.17)

L Aqui H representa el cuerpo de los cuaterniones.
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pero no todas las normas de la matriz satisfacen esta condicién [GL9I6].
Existen diversas normas matriciales. Entre las mas comunes figura la

llamada p-norma, ||A||,, y la norma de Frobenius, ||A]|r.

Definimos ambas normas, para una matriz A con elementos a;;, 7,5 =1...n,

mediante

[All, = méx [l Ax], (1.18)

lIx[[p=1

[AlF = ZZI@M = Vir(AfA), (1.19)

=1 j=1

donde ||x[|, = (3_7_, ]xj\p)% y tr(A) es la traza de la matriz A. Aunque ambos
verifican (1.17), la p-norma tiene la importante propiedad de que para cada
matriz A y x € R” se tiene ||Ax||, < ||A][l, [|x||,- La p-norma més utilizada
corresponde ap =1, p =2y p = oo. En particular, la 2-norma corresponde a
la norma euclidea, también llamada norma espectral y se puede caracterizar
como la raiz cuadrada del mayor valor propio de ATA. Es frecuente utilizar
la inecuacion que relaciona la norma de Frobenius y la norma espectral, de
la siguiente forma:

IAll2 < IAllr < V[l All2. (1.20)

De hecho, la tltima desigualdad se puede hacer mas precisa [Tyr97]:

|A||F < v/rango(A) ||A]|2. (1.21)

Considérese una matriz en un algebra de Lie g y una norma que satisface
la propiedad (1.17). Entonces ||[4, B]|| < 2||A||||B]|, y el operador ad definido
por (1.6) estd acotado por

lad.all < 2[|All

para una matriz A.

Una norma matricial se dice que es unitariamente invariante si |[UAV|| =
|A|| siempre que U, V' son matrices unitarias. La norma de Frobenius y la
p-norma son ambas unitariamente invariantes [HJ85].

En algunas de las férmulas mas bésicas para la expansion de Magnus
apareceran los llamados ntimeros de Bernoulli B,,, que son definidos a través
de la funcién generatriz [AS65]

t zt o tn
C =Y Bz, ltl<2n (1.22)
n



con B, = B,(0). Equivalentemente,

(o)
r B,
ex—l_z n!x’
n=0

Y 0
e’ —1 _ Z ; o
x —~ (n+1)!
Los primeros niimeros de Bernoulli distintos de cero son By = 1, B; = —%,
By = é, By = —%. En general se tendra Bs,, 1 = 0 para m > 1.

Un grupo de Lie G tiene asociada un &algebra de Lie g. Para estudiar
la relacion entre la estructura de estos dos objetos se emplea el mapeo
exponencial exp : g — G, el cual lleva lineas rectas que pasan por el origen
en g a subgrupos uniparamétricos? de G. Formalmente el mapeo exponencial
se define de la siguiente manera: Para X € g, hay un tinico homomorfismo
analitico 0x : R — @G, es decir, un tnico subgrupo paramétrico, tal que
0% (0) = X. De esta manera, el mapeo exponencial es dado por X —
exp(X) = dx(1).

Un hecho interesante es que si tenemos g el dlgebra de Lie de un grupo
de Lie G, y 0 € G, entonces tenemos un isomorfismo analitico de g sobre él
mismo dado por I, : g — ogo~!. Luego el mapeo (1.7) es un homomorfismo
analitico de G en GL(g), que satisface Ad(exp(X)) = e, es decir, el
siguiente diagrama conmuta:

g—"% gl(g)

G — GL(9)

Para un tratamiento mas exhaustivo de los grupos y algebras de Lie resulta
pertinente la referencia [Gil74].

Para el grupo de Lie GL(n, R), cuya élgebra de Lie es gl(n,R) que se
identifica con las matrices reales de n x n, el mapeo exponencial no es mas
que la exponencial de matrices exp(A4) = e#, para A € gl(n,R).

En general, sea A € M, (K), con A = (a;;)|a;; € K,4,j =1,...,n, donde
K denota un cuerpo. La exponencial de A, exp(A), se define por

2Un grupo uniparamétrico o subgrupo uniparamétrico es un subconjunto de un grupo
de Lie de dimensién uno.

12



A? A™
- A —
exp(A)=e”" =1+ A+ +..._§ e

(1.23)
2! e

Notemos que, aparentemente, exp(A) debiera ser también una matriz
en M,(K) ya que en su definicién sélo estamos usando las operaciones
matriciales basicas en este espacio, por lo que cada término en (1.23) esta bien
definido. Sin embargo, el problema en este caso es garantizar la convergencia
de la serie en (1.23), lo cual nos permitird estar seguros de que exp(A) estd
bien definida para cualquier matriz A.

La serie definida en (1.23) converge si cada una de las entradas

(D) + (A)y + (§)++ (%) o

converge. Esto nos motiva para el siguiente resultado

Proposicién 1 Sea A € M, (K) y sea m = méax{|a;;|,1 <1i,j <n}.
Si AP = (ag’)), entonces |al(-§)| < (nm)P,Vi,j.
En consecuencia la serie (1.23) converge y la matriz e estd bien definida.

Se tienen ademads las siguientes propiedades [Bak02]:

Proposicién 2 Sea A € M, (K).
i) Para u,v € K, et+)4 = gudevad
ii) e € GLg y (e) 1 =4

iii) Si A y B conmutan entonces €'
iv) Si ||A—1I|| <1, entonces e™A) = A

A+B) _ eAeB
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Capitulo 2

Integradores en grupos de Lie
para problemas lineales
dependientes del tiempo

2.1. Introduccion

Los sistemas de ecuaciones diferenciales lineales aparecen en modelos de
problemas de gran importancia en el mundo real. Por ejemplo: problemas
mecanicos de acoplamiento de resortes, problemas eléctricos, evolucién de
poblaciones, modelos depredador/presa, mezclas de distintas sustancias en
un estanque, entre muchas otras. La amplia variedad de fenémenos que
permiten modelar los sistemas de ecuaciones diferenciales ha originado un
extenso estudio de los mismos.

Aunque aparentemente sencillos, los sistemas lineales dependientes del
tiempo a menudo requieren para su resolucion el uso de métodos numéricos de
integracion. En este capitulo se analizan varias técnicas que permiten obtener
tanto aproximaciones analiticas como numéricas para este tipo de sistemas.
Empezaremos presentando las principales caracteristicas del desarrollo de
Magnus para después analizar la modificaciéon propuesta por Voslamber.
A continuacién presentaremos un esquema particularmente apropiado para
sistemas lineales matriciales del tipo Y’ = A(?)Y cuando Y evoluciona en el
grupo SL(n). Finalmente, se presenta una versién de este algoritmo para
el célculo del caso constante de la exponencial de una matriz, es decir,
e, Todos los métodos estan acompafiados de experiencias numéricas que
permiten visualizar las principales caracteristicas de ellos, asi como sus
limitaciones.
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Para empezar el tratamiento, consideramos el problema de valor inicial
para la matriz Y (t) que satisface la ecuacion diferencial matricial lineal

Y'(t) = AQ)Y (),  Y(0) =Y, (2.1)

Aqui A(t) es una funcién matricial, con t € R, tal que la existencia y unicidad
de la solucion estd garantizada. En particular tomaremos el caso de A : R —
M, (R), donde M, (R) representa al conjunto de matrices n xn sobre el cuerpo
de los reales. En este contexto la existencia y unicidad de soluciones de (2.1)
queda establecida por el siguiente teorema [Bel65].

Teorema 3 Si A(t) es una matriz n X n continua para t > 0, hay una
solucion unica para la ecuacion diferencial vectorial

Yo Aww. w0 =w, (22

con y(t) € R™. Esta solucion existe para t > 0 y puede escribirse como

y(t) =Y (t)yo, (2.3)
siendo Y (t) la tinica matriz que satisface la ecuacion diferencial matricial

dy
o A)Y (1), Y(0)=1. (2.4)
El teorema 3 nos senala una relacién estrecha entre la soluciéon de una
ecuacion diferencial vectorial y su equivalente matricial.
La ecuacién (2.4) es, al menos en principio, facilmente resuelta por
iteracion, desarrollando

Y(t)=1+ f:Pk(t), (2.5)
k=1

con P,(0) = 0. Luego sustituyendo en la ec. (2.4) se obtiene el algoritmo
recursivo

P
%f:A@&A, Py=1. (2.6)

El esquema anterior recibe diferentes nombres dependiendo del contexto:
serie de Neumann, serie de Dyson, etc. La serie en la ec. (2.5) converge
para todos los valores de t. Sin embargo, un serio inconveniente del método
es que su convergencia suele ser demasiado lenta y ademas al truncar la
serie generalmente se pierden algunas de las propiedades de la solucion
exacta. Por ejemplo, supongamos que A(t) es antihermitica. Entonces,
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claramente, la solucién de (2.4) es unitaria. No obstante, al truncar la
serie (2.5), la correspondiente aproximacién perderd este caracter en general.
Interesaria, pues, desarrollar procedimientos para obtener aproximaciones
que si respetaran ese caracter, es decir, que preservaran esa propiedad
cualitativa de la solucion eexacta.

2.2. Desarrollo de Magnus

Para motivar el desarrollo propuesto por Wilhelm Magnus (1907-1990),
consideremos primero el problema (2.4) cuando n = 1, es decir, en el caso
en que tanto Y como A son funciones escalares de una variable real. En ese
caso la solucion se reduce a

Y (t) = exp < /0 tA(s)ds) | (2.7)

Este es también el caso si n > 1 y para cualquier para de valores de ¢, ¢; y to,
se tiene que A(t1)A(ta) = A(t2)A(t1). Nétese que esto ocurre, en particular,
cuando A es constante. Entonces la solucién también se puede representar en
la forma (2.7). No obstante, es importante resaltar que (2.7) no es la solucién
en el caso general de una matriz A(t) de dimensién n > 1.

La propuesta de Magnus consiste esencialmente en construir la solucion
de (2.4) como la exponencial de una matriz €)(t), y determinar la estructura
de esta matriz Q(t). Especificamente, se construye la solucién de (2.4) en la
forma

Y (t) = expQ(t), Q0)=0

y se expresa el exponente €)(t) como una serie

Q) =3 ()

llamada serie de Magnus. Para los primeros términos se tiene las siguientes
expresiones:

O (t) = /0 CAlt) diy,
lr) = 5 /0 at, /0 Cdty [A(t), Alta)
ou(t) = 5 [ an [t [ dts (A0, [AGa). A + [AGa). 1Ak, A)])
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donde A; = A(t;) y [X, Y] = XY — Y X es el conmutador de X e Y.
En general, los €;(t) son combinaciones lineales de integrales y
conmutadores anidados que involucran la matriz A en diferentes instantes

[IN99).

Para deducir el resultado de Magnus, consideremos primero el problema
de calcular la derivada temporal de la exponencial de una matriz dependiente

del tiempo. Dada una funcién escalar w(t) € R, la derivada de la exponencial
dew(®)

= W' (t)e*®. Se podria pensar en una férmula similar para un matriz
Q(t). Sin embargo, este no es el caso, ya que en general [(2, '] # 0. En lugar
de ello se tiene el siguiente resultado.

Lema 4 La derivada de exp(€)(t)) se puede escribir alternativamente como

d

(a) — exp(Q(t)) = dexpoq) (Y (1)) exp(€(t)). (2.8)
1) Lep@t) = ep@O)ded oo@@). (29
(¢) %exp(Q(t)) = /1e”Q(t)Q'(t)e(l_x)Q(t)dx, (2.10)

donde dexpq(C) se define mediante la serie de potencias

[e.e]

dexpo(C) = 3 7 +1 5 2eh(C) = explado) = 1 -y (2.11)

ad,
= Q

[e=]

Demostracion: Sea €2(t) una funcién matricial diferenciable y el conjunto
de funciones

Y (0,1) = o (exp(o9(1) exp(~o01)

para g,t € R. Diferenciando con respecto a o,

g_i = % (exp(cQ2)Q) exp(—o2) + % (exp(02)) (=€) exp(—0€2)
— (explomer + 3 (explo) @) expl—o)
—% (exp(cQ2)) Qexp(—o) = exp(cQ)Q exp(—o2)

© K
o

= explady)(@) = ) Tradh (@),
k=0
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donde la primera igualdad en la tltima linea sigue facilmente de (1.7) y (1.8).
Por otra parte

%(exp Q) exp(—Q) =Y(1,t) = /0 —Y(o,t)do (2.12)

ya que Y(0,1) =0,y

! d e Uk k 1 = 1 k /
/O a—O_Y(O', t)dO’ Z FadQ(Q )dO’ = Z madQ<Q ),

0 ko ™ k=0

por la férmula (2.8). La convergencia de la serie de potencias (2.11) es una
consecuencia del acotamiento del operador ad: ||adg|| < 2||€2|.
Multiplicando ambos lados de (2.11) por exp(—£2), tenemos

_qde® —Q N ad N P /
e =e dexpqg(2)e” = e ~2dexp () = WQ = dexp_q(€Y)

de la que (2.9) sigue facilmente. Por ultimo, la ecuacién (2.10) se obtiene
tomando

1
—Y (o,t)do = / exp(a Q)Y exp(—oQ)do
0

n (2.12). O

Como consecuencia, el mapeo exponencial tiene una inversa local en las

proximidades de un punto € tal que dexpg, = (exp(adg)—1I)/adg es invertible.
El siguiente lema establece cudndo se puede aplicar.

Lema 5 (Baker 1905). Si los wvalores propios del operador lineal adg son
diferentes de 2mmi con m € {=£1,4+2,...}, entonces dexp es invertible.
Ademas,

_ — By
dexpg!(C) = eadﬂ =) =& ik adb,(C (2.13)

k=0

y la convergencia de la expansion dexpg’ estd asegurada si ||| < 7.

Demostracion: Los valores propios de dexpg, son de la forma

e’ — 1
H= Zk—i—l v

donde v es un valor propio de adg. Por supuesto, los valores de p son diferentes
de cero, por lo que dexpg, es invertible. Por definicién de los ntmeros de
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Bernoulli', la composicién de (2.13) con (2.11) da la identidad. El hecho de
que converge para ||| < 7 se deduce de que [|adg|| < 2||Q|| y de que el radio

de convergencia de la expansién de la serie z/(e” — 1) es 2. O

Queda por determinar los valores propios del operador adg. De hecho, no
es dificil demostrar que si € tiene n valores propios {\;, j = 1,2,...,n},
entonces adg tiene n? valores propios {\; — \¢, 7,k =1,2,...,n}.

Como consecuencia de la discusion anterior, se puede establecer el
siguiente teorema.

Teorema 6 La solucion de la ecuacion diferencial Y = A(t)Y con condicion
inicial Y (0) = Yy puede ser escrita como Y (t) = exp(§2(t))Yo, con Q(t)
definido por
Q' = dexpg' (A(t)), Q(0) = O, (2.14)
donde .
Bk

T 2%
k=0

dexpgt(A

Demostracion: La comparacién de la derivada de Y'(t) = exp(£2())Yp,

day  d
dt dt

con Y’ = A(t)Y, permite obtener A(t) = dexpq (). Aplicando el operador
inversa dexpg' de esta relacién se obtiene la ecuacién diferencial (2.14) for
Q(t). O
Teniendo en cuenta los valores numéricos de los primeros nimeros de
Bernoulli, la ecuacién diferencial (2.14), por tanto, se convierte en

1
12

(exp(€2(£))) Yo = dexpq (') exp(2(t))Yy

1
O'=A@t) = 5[ A+ Q. [ AD] + -,
que es no lineal en €. Definiendo
t
Qv=0, Q= / A(ty)dty,
0
y haciendo uso de la iteracién de punto fijo de Picard, se obtiene

t
Qi) — / (A(tl)dtl - %[QWH,A] + %[Q["”, Qi A+ ) dty
0

y 1im,,_0o QU(t) = Q(t) en un entorno del origen.

Los ntimeros de Bernoulli (denotados por B,) constituyen una sucesién de nimeros
racionales con profundas conexiones en teoria de ntmeros. Ellos se definen en (1.22).
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En general, la integracién de (2.14) en forma iterativa lleva a una serie
infinita para €2,

fMﬂzzii(h@) (2.15)

Férmulas explicitas para todos los ordenes (), se pueden obtener
usando teoria de grafos [IN99]. Disponiendo de las expresiones explicitas (o
aproximadas) de los términos de la expansiéon de Magnus (EM), se pueden
construir diferentes aproximaciones a la solucién de (2.4) a través de la serie
truncada de €.

La EM tiene la muy atractiva propiedad de garantizar la conservacion
de importantes propiedades cualitativas de la solucion exacta para cualquier
orden de truncamiento.

Desde la década de 1960, la EM ha sido aplicada con éxito como
herramienta analitica en numerosas areas de la fisica, quimica, la fisica
nuclear, atémica y molecular, en la teoria de la resonancia magnética nuclear
y la electrodindmica cuéntica (vedse [Bak02] para una lista de referencias y
[BCORO09] para un tratamiento exhaustivo del desarrollo de Magnus y sus
aplicaciones). A finales de los anos 90 del siglo pasado, Iserles y Norsett
[IN99] utilizaron herramientas de teoria de grafos para analizar los términos
de la expansién, produciendo un procedimiento recursivo para generar y
construir algoritmos précticos para la integracion numérica de la ecuacion
(2.4). Los esquemas resultantes son ejemplos de de integradores geométricos,
y han demostrado ser muy competitivos con otros esquemas numéricos mas
convencionales, incluso con respecto a la exactitud y esfuerzo computacional

[BCRO2).

2.2.1. Generador de la expansion de Magnus

Los términos de la expansion de Magnus se pueden generar

recursivamente. Si sustituimos Q(t) = > 2, €, en la ecuacién (2.8) e
igualamos los términos del mismo orden, se obtiene en general
0 =A
n—1
: 2.16
S S TR ) 210
— j!
7=1
donde
n—j
St — [Qm S,(f_‘n?] : 29<j<n—1
" 2; =7 = (2.17)
S =, Al STV =adg N(A).
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Después de integrar se obtiene el siguiente resultado
t
0y = / A(r)dr
0

n—1 B t (218)
Q, = Z j_'J/o S,S])(T)dT, n > 2.
j=1

Analizando esta recurrencia, se llega a una expresion de la forma

n—1 t
Qn(t) = Z% > /0 ado,, (s) ado,, (s) ... adg, (s), n>2.
j=1 ky+othj=n—1
=
(2.19)

Obsérvese que cada término €,(t),n > 2 en la serie de Magnus es una
integral multiple de combinaciones de n — 1 conmutadores anidados que
contienen n operadores A(t). Si, en particular, A(t) pertenece a un algebra
de Lie g, entonces €2(t), y por ende cualquier serie truncada de la serie de
Magnus, también pertenece a g y por consiguiente e € G, donde G denota,
como ya se ha dicho, al grupo de Lie asociado a g.

Otra propiedad importante de la expansién Magnus es que la serie
converge. Especificamente, se obtiene el siguiente resultado:

Teorema 7 Consideremos la ecuacion diferencial Y' = A(t)Y, donde las
matrices pueden ser reales o complejas o mds en general definidas en un
espacio de Hilbert H con Y (0) = I, y sea A(t) un operador lineal acotado
en H. Entonces la serie de Magnus Q(t) = Y ;- Q(t), con Q dada por
(2.19) converge en el intervalo t € [0,T), estando T' dada implicitamente por
la relacion

T
/ 1A(s)[lods <
0

y la suma Q(t) satisface expQ(t) = Y (t). Este resultado también es vdlido
cuando H es de dimensidn infinita siY es un operador normal (en particular,
siY es unitario).

2.2.2. La Expansiéon de Magnus y la teoria de
perturbaciones dependiente del tiempo

Como mencionamos al comienzo del capitulo, la solucién de (2.1) se puede
representar por (2.5). De hecho se puede establecer una conexién entre la serie
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de Magnus Q = >, Q y la serie (2.5) [Dys49]. Resolviendo iterativamente

(2.6) se llega a
t tn—1
t):/ dtl.../ dt,A1As ... Ay,
0 0

donde A; = A(t;). Entonces, igualando Y (t) = exp (t) con (2.5) tenemos

o

> 0;(t) = log <1 + ia(@) .

Insertando el desarrollo de Taylor de la funcién logaritmo e igualando
términos se llega a

=P, - Z RU n>2, (2.20)

donde
R; .. Zk’ (Z1+22+"'+Zk:n)-
Esta ltima ecuacién se puede expresar recursivamente como

n—j+1

R ] 1)’
Z Hnm (2.21)

RW — Pn, R™ = pr,

n

siendo los primeros términos

lepl
1 2
QQ:P2—§P1 (222)

1 1
93:P3—§<P1P2+P2P1>+§P13

2.2.3. Meétodos de Integracion Numérica basados en la
expansion de Magnus

La necesidad de contar con métodos de integracion numérica que

mantengan las principales caracteristicas cualitativas del problema resulta

clave para muchas aplicaciones. Por ejemplo, es comun representar fenémenos

por ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) y mds concretamente por
problemas de valor inicial (PVI) de la forma

x' = f(t,x(t)), x(to) =xo € C% (2.23)
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Métodos de integracién numérica estandar, como los métodos de tipo
Runge-Kutta y multipaso, proceden iterativamente sobre un intervalo [to, ]|
dividiéndolo en n subintervalos, [t;_1,t;],7 = 1,...,n, con t,, = t y calculando
la secuencia de valores x(t;) mediante

Xit+1 = ¢(hz'7 X, Ni—1,Xi—1, -, ho, Xo) (2-24>

partiendo desde xq. Ejemplos conocidos son el método explicito de Euler
(orden 1) o el método de Runge-Kutta de orden cuatro.

Cuando este tipo de métodos se aplica a la ecuacion lineal Y' = A(t)Y
definida en un grupo de Lie (por ejemplo, si Y es ortogonal o unitaria),
resulta que la aproximacién construida no estd en dicho grupo. Asi, si Y
es ortogonal, las aproximaciones Y; obtenidas a partir del esquema (2.24)
si se aplica un método Runge-Kutta no seran ortogonales. Ocurre un caso
analogo a lo que sucede con la aproximacién analitica obtenida al aplicar el
formalismo clasico de la teoria de perturbaciones dependiente del tiempo: las
propiedades cualitativas de la soluciéon exacta no se conservan. Esto motiva
la cuestion de si es posible construir nuevos métodos de integracion numérica
a partir del desarrollo de Magnus.

Profundizando un poco mas en estas cuestiones, podemos decir que la
pérdida de la calidad de la solucion aproximada entregada por un método
numérico, como el descrito genéricamente por (2.24), puede ser inaceptable
en términos cualitativos. Por ejemplo: la solucién numérica proporcionada
por un esquema iterativo de la familia de métodos de Runge-Kutta, y en
general por un integrador de la forma descrita se construye como una suma
de vectores en R". Supongamos, por ejemplo, que x es un vector conocido
que evoluciona en una esfera. Uno no espera que x; construido como una
suma de dos vectores conserve esta caracteristica de la solucion exacta.

Asi pues, caben las siguientes pregunta: ;Es posible disenar métodos
de integracion numérica para la ecuacién (2.23) de tal manera que las
aproximaciones numeéricas correspondientes aun conserven las principales
caracteristicas cualitativas de la solucion exacta? Por otra parte, dado que la
expansion de Magnus constituye un procedimiento extremadamente 1til para
la obtencion analitica, ;soluciones aproximadas a la ecuacién de evolucion
lineal, Y" = A(¢)Y, podrian ser utilizadas para construir, en términos
factibles, esquemas numéricos eficientes de integracion? Resulta que las dos
preguntas se pueden contestar de manera afirmativa. Es mas, la EM permite
disenar y construir métodos que en la mayoria de las veces reproducen las
caracteristicas cualitativas de la solucion de la ecuacién diferencial que se
esta discretizando, en particular sus propiedades geométricas.
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La préxima seccion presenta dos esquemas numéricos de Magnus que se
usan a lo largo de este trabajo.

2.2.4. Integradores de Magnus

Dado que la serie de Magnus converge sélo localmente, para poder
entonces integrar sobre un intervalo el procedimiento habitual consiste en
dividir el intervalo temporal [ty,t] en N pasos tal que la serie de Magnus
converge en cada subintervalo [t,_1,%,], n =1,..., N, con ty = t;. De esta
manera la solucién de (2.4) en el tiempo final ¢ esta representado por

V(i) = [[exp(@tn, ta 1) Yo (2.25)

y la serie Q(t,, t,_1) puede ser truncada adecuadamente. Los primeros pasos
de este enfoque fueron tomados en [CL69], donde esquemas numéricos de
segundo y cuarto orden fueron utilizado para los cédlculos de colisiones
ineldsticas y para la dispersion por un potencial, respectivamente.

Estos autores eran conscientes de que el método de integracién resultante
se convertiria en practico sélo cuando la ventaja de ser capaz de utilizar
tamanos de paso mas grandes es mayor que la desventaja en tener que
evaluar las integrales que intervienen en la serie de Magnus y luego hacer
la exponenciacién. Mds tarde, siguiendo un enfoque similar, Devries [Dev85|
disené un procedimiento numérico para determinar una aproximacién de
cuarto orden para la ecuacién de Schrodinger. Sin embargo, fue en [IN99]
donde Iserles y Ngrsett llevaron a cabo el primer estudio sistematico de
la EM con el objetivo de construir integradores numéricos explicitos para
problemas lineales. Para ello analizaron detalladamente la dependencia del
tiempo de cada término €2, y en particular el orden de la aproximacién de
cada término.

En términos generales, el proceso de hacer de la EM un algoritmo practico
de integraciéon numérica implica tres pasos:

= En primer lugar, la serie {2 ha de ser truncada en un orden adecuado.

» En segundo lugar, las integrales multiples de la serie truncada
Qb = >F_, € son reemplazadas por aproximaciones convenientemente
elegidas.

» En tercer lugar, la exponencial de la matriz Q! tiene que ser calculada.
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Consideremos ahora brevemente las dos primeras cuestiones, puesto que el
problema general de la evaluacion de la exponencial de una matriz es tratado
tanto mas adelante como en el Apéndice A.

Un hecho destacado de la EM es que es simétrica con respecto al tiempo,
es decir, la aplicacién ¢' : Y (tg) — Y (¢) correspondiente a la ecuacién
diferencial (2.1) es simétrica: p~ "o’ = Id, donde la variable de integracién ¢
toma valores entre ¢, (tiempo inicial) y ¢; (tiempo final). Puesto que Y (t) =
U(t,to)Yp, siendo U una matriz de n x n, entonces el operador ¢! puede
ser expresado en términos de la matriz fundamental (operador de evolucion)
Ul(t,ty) como

Ul(to, tf) = Uﬁl(tﬁ to)

0 en términos de la EM
Q(tr, to) = —Qto, ty).

Para aprovechar esta caracteristica, escribamos la solucién de (2.4) en el
tiempo final t; = ¢y + s como

s s s s
Y(ti2 + 5) = exp (Q(tl/Q + §,t1/2 — 5)) Y (ti2 — 5), (2.26)
donde t/5 = (to + t¢)/2. Entonces
s s s s
Y(tijp — ) =exp <—Q<t1/2 + =ty — —)) Y(tio+2). (2.27)
2 2 2 2
Por otro lado, la solucién a t; puede ser escrita como
s s s s
Y(ti2 — 5) = exp <Q(t1/2 5 t12 + 5)) Y (t12 + 5)7 (2.28)
de manera que, mediante la comparacién de (2.27) y (2.28),
s s s s
Qty9— =t =)= —=Qt —, 10— =). 2.2
(t12 % 1/2+2) (1/2+2, 1/2 2) (2.29)

Como consecuencia de la ecuacién (2.29), si A(t) es una funcién analitica
y se evalia su serie de Taylor centrada alrededor del punto medio de un
subintervalo [t,,t, + h| particular, entonces cada término en € es una
funcién impar de h, y por lo tanto Qg1 = O(h**™3) para s > 1. De
manera equivalente, Q272 = Q + O(h¥*1) y Q=1 = Q + O(h?*!). En
otras palabras, para lograr un método de integracién de orden 2s, (s > 1)
solamente se requieren hasta términos s o en la serie Q [IN99], [BCR02].
Una vez que la expansion de la serie se trunca hasta un orden apropiado,
las integrales multidimensionales involucradas tienen que ser calculadas o al
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menos convenientemente aproximadas. Aunque a primera vista esto parece
ser una empresa muy dificil, resulta que su misma estructura permite
aproximar todas las integrales multiples que aparecen en €2 sélo mediante
la evaluacion de A(t) en los nodos de una cuadratura [IN99].

Para ilustrar lo tratado, vamos a expandir la matriz A(t) en serie de potencias
en torno al punto medio, ;)5 = t, + h/2, del subintervalo [t,, t,11],

1 d7A(t)
j i ’t:tl/z'

Za] t—t1/2 , donde a; = (2.30)

j=0

Insertando la serie (2.30) en la recurrencia de la definicién de la EM (2.17),
(2.18), se obtiene de forma explicita la expresién de Qj hasta orden h°

Ql = hCLO —|— h3—a2 —|— h5—a4 —I— O(h7)

80
—1 1 1

Q = h s, @) + b Slao, as] + S slaras] ) + O(T)
1 1

0 — h5<360[a0,a0,a2] 240[a1,a0,a1]>+(9(h7) (2.31)
1

QY = h5720[a0,a0,a0,a1]+(’)(h7)

mientras Q5 = O(h7), Qs = O(h7) y Q7 = O(h?). Aqui escribimos para mayor
claridad [a;, @iy, .., i, ;)] = laiy, (@i, |- -5 [ai_,5a5] - - .]]]- Fijémonos en
que, segun lo previsto, sélo potencias impares de h aparecen en {2 y, en
particular se tiene que, Q911 = O(h?*3) para i > 1.

Alternativamente, introduciendo

A(i—l) (t1/2)

y agrupando en potencias de h, se tiene hasta orden h%:

1 1 1 1
Q = a1 + EO@ 12 [Oél, Oég] 240 [Oég, Oé3] 360 [Oél, aq, Oég] (232)
1 1
— [, aq, ag) + =50 ——[an, ay, a1, an] + O(R7).

240

Resulta que es posible construir métodos de orden p = 2s considerando solo
los términos que incluyen oy, ..., as en £2. A continuacién, estos términos se
pueden aproximar por combinaciones lineales adecuadas de la matriz A(t)
evaluada en diferentes puntos. Es asi como se llega a los siguientes esquemas
numéricos.
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Orden 2. Sélo se tiene que aproximar «; en (2.32). Esto se puede
hacer con la regla del punto medio, que conduce al método

Yn+1 = exp(hA(tl/g))Yn (233)
Alternativamente, si se utiliza la regla del trapecio para la integral, se tiene
Y1 = exp(h(A(tn) + A(tnt1)) Yo

Aunque aparentemente se utilizan dos evaluaciones de A por paso, esto es
s6lo asi en el primero, porque en los restantes A(t,.1) se reutiliza como la
primera evaluacién del paso siguiente.

Orden 4. Utilizando la regla de cuadratura de Gauss-Legendre,

Ale(thr(%—%g) h), A2:A<tn+<%+%§) h), (2.34)

se tiene

h h/3
] = §(A1 + AQ), Qg = W(AQ - Al) (235)

Entonces, sustituyendo en (2.32) y descartando términos de orden superior
a 4, obtenemos
h 3
Q(n) = o (A1 + 4s) — hQ%[Al, Ay
Vo = exp(QE(h))Y,. (2.36)

Alternativamente, si evaluamos A en puntos equidistantes, con k =3y ¢; =
0,c0 = 1/2,¢5 = 1; by = bg = 1/6,by = 2/3, es decir, usando la regla de
aproximacién de Simpson para la integral f;ﬁh A(s)ds,

A = Alt), AzzA(tn+§), Ay = Alt + 1)

tenemos oy = %(Al +4A;+ A3), ag = h(As — Ay), luego
2

h

[A) +4A; + A3, Ag — Ay]. (2.37)
Aunque aparentemente mas evaluaciones de A son necesarias en (2.37),
este no es el caso, ya que As puede ser reutilizado en el siguiente paso de

integracion.
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Orden 6. Se puede demostrar que

C1 = |ag, a9,
1
CQ = 60 [041, 20&3 -+ 01] (238)
1 1
9[6} = O{1+EC¥3+%[ 200[1—043+Ol,062+02],

verifica que QI = Q + O(h7).
En términos de los puntos de colocacion de Gauss-Legendre, se tendré

1 V15 1 1 V15
A1=A(tn+(§—w)h), A2:A(tn+§h), A3:A(tn+(2+w)h)
y similarmente obtendremos

15h 10h
] = hAQ, Qg = \/_ (Ag - Al) 3 = (Ag - 2142 + Al) (239)

que luego se inserta en (2.38) para llegar a la aproximacién Y,,; =
exp(QUY,.

Si la matriz A(t) sélo se conoce en puntos equidistantes, podemos utilizar
la cuadratura Newton-Cotes, con s =3y k=05, by = b5 = 7/90,by = by =
32/90,b5 =12/90y ¢; = (j —1)/4, j =1,...,5. Entonces conseguimos

1

o = @( 7 A1 + A5 + 28(142 + A4) + 18A3)
1

Qo = E(? A5 Al + 16(A4 - Ag)) (240)
1

3 = §<7(A1 + A5) — 4(A2 + A4) — 6A3)

Ambos esquemas implican el nimero minimo de conmutadores (tres) y
requieren tres o cuatro evaluaciones de la matriz A(t) por paso de integracién
(hay que tener en cuenta que As puede ser reutilizado en el siguiente paso
en la implementacién de Newton-Cotes porque ¢; =0y ¢5 = 1).

Los correspondientes algoritmos se pueden expresar como sigue:

Magnus de segundo orden

» Input: Matriz A(t), Yo = Y(0), t € [to, t; = tn]
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» Output: La solucién aproximada Y,,11 = Y (t,41)
= Paran=0,1,.... N —1
1. Calcular las cuadraturas con la regla del punto medio

At1/2 =A (to _;— tf)

2. Aproximacion
Yn+1 = 6Xp<hA(t1/2))Yn

Magnus de cuarto orden

» Input: Matriz A(t), Yo =Y (0), t € [to,tf = tn]
» Output: La solucién aproximada Y, 11 = Y (tn41)
= Paran=0,1,.... N —1

1. Calcular las cuadraturas con la regla de Gauss-Legendre
A=A+ (3-2)n), A=A(ta+ (F+%)n)
2. Calcular el término
QUI(R) = B(A, + Ag) — h2Y2[A,, Ay

3. Aproximacion

Yn+1 = eXp(Q[4] (h))Yn

Magnus de sexto orden

» Input: Matriz A(t), Yo = Y(0), t € [to,t; = tu]
» Output: La solucién aproximada Y;,11 = Y (t,41)
= Paran=0,1,... N —1

1. Calcular las cuadraturas con la regla de Gauss-Legendre
A=A+ (5= ¥E)h), A=A (t+ 3h)
e (19
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2. Calcular
a; = hAs, ay = @(Ag —-Ay), az= %(A:a —24,+ Ay)
Cy = [ar, ),  Cy = —g5lar, 203 + C1]

3. Calcular el término
Q[6]<h) =1 + %Oég + ﬂlo[—QOOél — (O3 + Cl, Qo + OQ]

4. Aproximacion

Yn+1 = eXp(Q[ﬁ] (h))Yn

2.3. Procedimiento iterativo de Voslamber

El método de Voslamber, originalmente descrito en [Vos72|, permite el
calculo aproximado del exponente en la representacién Y (t) = e%® de
la solucién del sistema lineal Y’ = A(¢)Y de una forma alternativa al
desarrollo de Magnus. De hecho, la aproximacion conseguida al aplicar este
procedimiento se puede interpretar como una resumaciéon de términos en la
serie de Magnus, poseyendo ademas caracteristicas especiales no compartidas
por la correspondiente aproximacion obtenida por Magnus. En esta seccion se
expondra un nuevo integrador numérico para ecuaciones diferenciales lineales
dependientes del tiempo, de cuarto orden, basado en el esquema propuesto
por Voslamber, asi como su ilustracion en algunos ejemplos numeéricos.

2.3.1. Elementos previos

Consideremos el problema de valor inicial
Y' = 0A(1)Y, Y(0)=1 (2.41)

con § > 0 un cierto parametro. Como sabemos, para valores suficientemente
pequenos de ¢, la solucién de (2.41) puede ser escrita como

Y (t;0) = e (2.42)

donde .
Qt;6) = > 6" (1), (2.43)

n=1

Aunque las aproximaciones obtenidas al truncar la serie (2.43) preservan
importantes caracteristicas de la solucién exacta, segin hemos visto
anteriormente, hay una propiedad notable que no es preservada por dichas
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aproximationes y que no obstante puede ser relevante en ciertas aplicaciones:
(1/0) >, 0™Q,(t) con m > 1 no estd acotada cuando § — oo, aun cuando
Q(t,§)/d es uniformemente convergente con respecto a d bajo unas hipétesis
bastante generales sobre la matriz A(t) [Vos72].

Este comportamiento es particularmente relevante en el caso de sistemas
lineales de la forma

aUu

—

siendo S(7), U(7) matrices complejas n x n. Obsérvese que la matriz de

coeficientes S varfa con el tiempo a través de ¢t /T, y que T determina la escala

de tiempo del sistema. De manera equivalente, mediante la introduccién de

la variable 7 = t/T = At, tenemos

T =ssU, Uy =1 (2.44)

con el pardmetro 0 < A < 1. Entonces, en la ecuacién (2.44) hay dos escalas

de tiempo diferentes, t y 7, y es el parametro A el que controla la separacién

de escalas de tiempo: cuanto menor A, mas lenta serd la variaciéon de S(\t)

en la escala de tiempo rapida fijada a priori por t. La variable tiempo 7 = At

en la que S varia es llamada la escala de tiempo lenta. Fijémonos que este
caso corresponde a la ecuacién (2.41) identificando § = 1/\, t = 7T, etc.

Podemos citar al menos dos ejemplos relevantes con estas caracteristicas:

=S\)U, con AN=1/T<1,

1. El tratamiento del oscilador armonico dependiente del tiempo en la
mecanica clasica. Se describe por la funcién hamiltoniana

Hg.p.) = 507 + & (M)6?). (2.45)

Como es bien sabido, en este caso la “variable accién”J(r) =
H(7)/w(T) es un invariante adiabdtico: permanece aproximadamente
constante durante un intervalo de tiempo del orden de 1/A. De hecho,
esta propiedad fue muy importante en la formulacion de la vieja teoria
cudntica (y fue objeto de estudio por parte de Einstein, Lorentz, etc.).

2. Mecanica Cuantica. La ecuaciéon de Schrodinger dependiente del
tiempo en el régimen adiabdtico
dy 1
ith— = —H (7). 2.46
L= LH (2.46)
En este caso el Teorema adiabdtico cudntico (Born, Fock) establece
que, en el limite A\ — 0, los valores absolutos de los coeficientes en la
representacion de los estados propios son invariantes adiabaticos.
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Una propiedad importante de la representacién (2.42) como solucién de la
ecuacion (2.41), se obtiene cuando aplicamos el teorema de la triangulacién
unitaria a la solucion exacta Y'(¢;6):

T; =U'YU, (2.47)
donde Tj es diagonal y U unitaria. Derivando (2.47) con respecto a t, tenemos

T} = SUTAUT; + [T5, U],

siendo [,] el conmutador. Como el segundo término del lado derecho de la
ecuaciéon no incluye a la diagonal principal, se tiene

t
T5 = exp (5/ (UTAU)Ad:s),
0

donde el subindice A denota a la parte triangular superior (incluidos los
términos de la diagonal principal) de la correspondiente matriz. Teniendo en
cuenta (2.43), se tiene

Qt;0) =6U </Ot(UTAU)Ads> AR (2.48)

Considerando ahora la norma de Frobenius (que es unitariamente invariante)
de ambos lados de esta ecuacion, se tiene

t
1e = bl [ @ av).as
0

t
< 161 / (U AV o ds
I 0
t t
<15 / |UT AU ds = |3] / 1A lLe ds. (2.49)
0 0

Si en lugar de la norma de Frobenius consideramos la norma espectral, de
las desigualdades (1.20), (1.21) y (2.49), se concluye que

t
|92 < rango{4) 18] [ ] ds.
0

Es importante subrayar aqui que para la soluciéon exacta se tiene que
Q(t;6)/6 es uniformemente convergente con respecto del pardmetro §. El
unico requerimiento de A es que sea de dimension finita y sus elementos sean
funciones integrables.
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2.3.2. Aproximaciéon de Voslamber

Voslamber propone un algoritmo de aproximaciones sucesivas de la
expresion (2.42) de tal manera que cualquier truncamiento preserva la notable
propiedad citada en el ultimo parrafo de la seccién anterior, es decir, que
QmI(t:6) /6 converge con respecto a § cuando m — oo.

El punto de partida consiste en considerar el operador

I =eY20) e Y2 (2.50)
Insertando €’ = dexpg,'(A) en (2.50), se tiene

adg

I'= ead9/2Q/ = dexpél((SA) = eadﬂ/2m<5A)
adg = B,( 1/2
= adg(0A
sinh Q/Q nz )
Como By(1/2) = —(1 — 2'7%) By, llegamos finalmente a
21 n
r=>" 1 Baad;04). (2.51)

n=0

A fin de expresar I' como una serie de potencias de 9, se tiene que introducir
la serie de Magnus en la ecuacién (2.51). Obtenemos entonces

o0

D(t6) =Y 6"Tn(t), (2.52)

n=0

donde los términos I',, se pueden expresar como funcién de €, con k < n—2,
a través de un proceso recursivo. Especificamente se tiene

n—1
adg(6A) = §’adg, (5A) + O(5")

7j=1

n—1
= §adg, A+ O(5),

j=1
de manera que
[e'e) n—1 )
D crad(6A) = 6A+0>  cjadh A+ O™,
k=0 j=1
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Aqui

con g1 =0,c0 = —1/24, ¢, = 7/5760, etc. Ahora

n

n—1 n—1 -1
0 cadhA=30% ¢;y 8 adg, adg,,..adg, A+ O
j=1 =1 l=j

l=j PAq
n -1
= Z (51 Cj Z akolako2 ...adgij + O((SnJrl),
=2 j=1 PAqQ

donde p y ¢q corresponden a las representaciones de las condiciones légicas
ki+---+kj =1y k >1N...Ak;j > 1, respectivamente, que se deben cumplir
simultaneamente.

Entonces resulta claro que I'y = Ay

-1
I = Z Cj Z adﬂklakoQ "'adﬂij’
j=2

PAq

pero ¢; = 0, de manera que I'y = 0. Entonces queda finalmente

Fl - A, FQ = 0,
n—1
2.53
Fn = Z Cj Z akol ako2...akojA, n Z 3. ( )
J= PAG

En particular

1
1—\3 = _ﬂ[le [QhA]]

Ty = (1900, 19, A + [, [0, A]).

(2.54)

Ahora por la definicién de T, la ecuacion (2.50), se escribe
O = €7Q/2F€Q/2,

que, después de integrarse sobre t, puede ser usado para la construccion
de la sucesion de aproximaciones de () una vez que los términos I', son
determinados en términos de i, k < n — 2. Asi, la n-ésima aproximacion,
QM queda definida por

t
QO (1) = / e 22T VOTM e Vg =12, (2.55)
0
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donde la dependencia de § ha sido omitida por simplicidad y T'™ =
ZZ:I 5Ty, Q© = 0. Asi, las dos primeras aproximaciones explicitas son

t
QW (t;6) = 6 (t) = 5/ A(s)ds
0

t
Q3 (t;6) = 5/ e 720 A(5)er ¥V 0 s,

0

(2.56)

Con este procedimiento la solucién aproximada esta dada por Y (¢) ~ 2" Se
debe observar que Q™ contiene contribuiciones de una infinidad de érdenes
en 0, mientras que el n-ésimo término en la serie de Magnus (2.50) es
proporcional a 6™. Ademds, Q™ contiene S on_, 6%, y también potencias
mayores de 0™, m > n.

Analizamos a continuacién el caso especifico n = 2. Es claro que

,lg(l) 19(1) . k o G 1) k
de 2 52 2,%' d wA = 52 S0 ad6, A,
k=0 =0
de manera que
(2) - (—=DF k '
0 (t):522k—k!6 Oadgl(s)A(s)ds
—5/ ds—-52/[ {(5), A())ds + 63 .
0 k=2

D e [
Qkk;‘ (5 . adgl(s)A<S)d8.

= 6 (1) + 62 (t) +

k=2
Entonces, finalmente tenemos
QB (t;6) = 6 () + 6Qu(t) + R (6,1),
donde
IR U Gt DA T A
Z Z TL (5 t = Zm5 /O adgl(s)A(S)dS.
k=3 I=k+1

Se puede apreciar que Q3 contiene a 6Q; + §°Q, y a un nimero infinito
de términos en § y t. Como consecuencia, consideramos Q® como una
aproximacién de orden t*, pero ahora incluidos una infinidad de términos
en  de tal manera que ||2?)|/|§] tiene limite. A partir de la estructura de
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la expresion (2.55) es también posible hallar el comportamiento asintético de
QM /§ (n > 3) para 6 — oo y demostrar que sigue siendo acotada, como
es la solucién exacta. Esta propiedad del algoritmo iterativo de Voslamber
puede conducir a una mejor aproximacién de Y (¢) cuando el pardmetro ¢ no
es muy pequefio, ya que en ese caso se espera que 2 /§ permanezca cerca
de Q/96.

2.3.3. Un esquema numérico basado en el
procedimiento de Voslamber

El procedimiento iterativo de Voslamber, aunque es mas complicado
que el de Magnus, presenta varias ventajas adicionales, por lo que
parece conveniente tratar de disenar un esquema numérico incorporando
las principales propiedades del método. Especificamente, se construye un
integrador numérico de cuarto orden a partir de la expresion (2.55). Este
algoritmo se basa en expresar Q) para un paso de tamano h como

Q(Q)(h> — 6_(a1A1+a2A2)hh(/31A2 + BIAQ)e(a1A1+a2A2)h7 (257)

donde A; y A, son evaluaciones en los nodos de la regla de cuadratura de
Gauss—Legendre de cuarto orden,

Ay = A(t, + a1h), Ay = A(t, + csh),
con
1 V3 1 V3
== —, Cg ==+ —
2 6 2 6

v «y, B; son coeficientes a determinar de manera que 9(2)(h) coincida con la
expresion exacta hasta orden h?*. Esto se puede hacer mediante la expansién
en series de potencia de h, tanto de la expresion exacta

tn+h
QP (b, + h,t,) = / e 32 A(5)e32 O s
tn

como de la expresién propuesta en (2.56) para A(t) = ag + ayt + ast® + - -.
Procediendo asi llegamos a

1 1 1
9(2) (tn + h, tn) :aoh + §h2a1 + h3 <§CL2 - E[ao, al])

1 1 1
+ ht <16L3 — E[a(h as] + 6—4[%7 [ao, G1H> + O(h°).
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Por otro lado, expandiendo (2.57) obtenemos

Q(Q)UL) =h(B1 + Ba)ao + h*Bray

- h3a2é(_(_2 +V3)B1 + (2 + V3)B2) + h’[ao, al]aﬁl;\/;lﬁz
wf — f

4 h4a3%<<9 —5v3)Bh + (94 5v3) ) + hao, a1

(o1 + ag)(—asfi + a1f32)

2v/3 '

[gualando esta expresién con la precedente se obtienen los valores de los
coeficientes como

_9+4V3 9—4v/3 1
o487 B

En consecuencia, el método propuesto para avanzar la solucién en el paso de
t, at,y1 =t, + h estd dado por

V3

+ h*{ao, [ag, a1]]

aq

Q(?)(h) — ge—(alAl-i-chAQ)h(Al + Ag)e(a1A1+a2A2)h (258)

Y1 =20y, (2.59)

Este método de cuarto orden requiere dos evaluaciones de la matriz A
por paso y dos exponenciales matriciales, pero asi se evita el calculo de
conmutadores. En cualquier caso, conviene notar que una de las exponenciales
es la inversa de la otra.

2.3.4. Ejemplos numéricos

[lustramos a continuacion el procedimiento de Voslamber en comparacion
con los métodos basados en el desarrollo de Magnus en dos ejemplos sencillos.

Primer ejemplo. El primer caso que analizamos corresponde a la ecuacién

ay(r) 1
=-A(n)Y 2.60
0 Ly, (2.60)
con
_( 7T 7
A(T) = ( o ) . (2.61)
Esta matriz tiene valores propios u(r) = ++/72+~2. Por lo tanto, el

parametro v > 0 determina la distancia minima entre los valores propios.
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Elegimos v = 2 y calculamos la solucién del sistema en el intervalo [—1, 1]
con distintos tamano de paso h.

Este ejemplo admite una solucion en términos de funciones
hipergeométricas, pero muy poco amigable, que se pueden obtener con
un software de manipulacién simbélica, como Mathematica.

Inicialmente estudiamos el tiempo de CPU versus el error relativo de los
métodos de Voslamber, Magnus de orden 4 y 6, aplicados al problema. Para el
calculo de la exponencial de las matrices, en el método de Voslamber descrito
en (2.58) y (2.59), se utilizé la funciéon expm() de Matlab, ademas de la
condicién inicial Yy = Y(—1) = I. Se puede notar, en la figura 2.1, que el
esquema iterativo de Voslamber es competitivo con el método de Magnus de
cuarto orden, mejorando ligeramente en precision y tiempo de CPU, lo cual
es consistente con la teoria, dado que el esquema numérico implementado del
método de Voslamber es de orden 4. Por otra parte el método de Magnus de
orden 6 presenta una pendiente méds empinada (por su mayor orden) que el
resto, ademas de invertir mas tiempo de CPU.

Ahora consideramos el mismo problema, con la misma condicién inicial,
pero esta vez estudiamos el comportamiento de las aproximaciones cuando

e — 0, es decir, § = % — oo. Para conseguir esto, graficamos el
comportamiento del error relativo de Q™ /§ cuando n = 2 en (2.58) y usando
como tamafio de paso constante h = 1074 En la figura 2.2 se muestra

los resultados. Cuando el parametro € es pequeno, se aprecia que el error
relativo de Q) /§, decrece rapidamente, es decir, [|Q™ /5§ — Q/5|| — 0,
con n = 2. Situacién que ya habfamos descrito, y que corresponde a una
propiedad del método de Voslamber. Con este ejemplo se ilustra el hecho que
el procedimiento de Voslamber construido va mejorando sus aproximaciones,
superando a Magnus de cuarto orden para este caso, cuando los valores de €
son pequenos.

Segundo Ejemplo: modelo de Rosen—Zener. Consideremos ahora
un problema tipico en mecanica cuantica: un sistema de dos niveles. El
Hamiltoniano genérico de un sistema de dos niveles tiene la forma

E(t)  C@)
H(t) = ( o0 EMD ) (2.62)

donde FEi(t), E5(t) son funciones reales y C(t) es, en general, una funcién
compleja de t. Se define la parte resoluble del Hamiltoniano como la matriz
diagonal

Ho(t) = ( Elo(t) E;Zt) > (2.63)
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Figura 2.1: Tiempos de CPU VS error relativo de tres métodos: Voslamber,
Magnus de orden 4 y 6. Los procedimientos numéricos se aplican a la ecuacién
(2.60) con A(r) dada por (2.61), v = 2, € = 1/25. Para los tres métodos se itera
sobre el intervalo [—1, 1], con Yy = I. Tomandose distintos valores de h, segin la

férmula h = con k =0,1,...,5. Se observa que el compartamiento del método

27]6’
de Voslamber se asemeja al de Magnus de cuarto orden. El método de Magnus
de orden 6 presenta una gréafica de mayor pendiente, como era de esperar por su
mayor orden. Se utilizdé como referencia del valor exacto, en la comparacién de

todos los métodos, el dado por Magnus de sexto orden con h = 1075,

y toda la interaccién dependiente del tiempo estéd descrita por la funcién C(t),
la cual se considera como una perturbacion. En la imagen de interaccién el
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Gréfico de la convergencia uniforme de Voslamber

— + — Magnus4 GL
—&— Voslamber

Error Relativo ©(n})/ s

0 10 20 30 40 50

Figura 2.2: Comportamiento del error relativo de Q™ /4, es decir, se grafica en el
eje vertical la expresién || Q) /6—Q/4||/||Q/5|| para el procedimiento de Voslamber
y el de Magnus de orden 4, usando como aproximacién de 2/ el método de Magnus
de 6° orden con h = 1075 y barriendo los valores de d en el intervalo [0, 50].

nuevo Hamiltoniano viene dado por

0 C(#) exp (z /0 t dt’w(t’))
o= O () exp <—¢ /0 t dt’w(t’)) 0
(2.64)

con w = (E; — Es)/h. Supongamos que Hy no depende del tiempo. Entonces
U(t) = exp(—iHot/h) Us(t). Sin pérdida de generalidad, se puede considerar
que Hj tiene traza nula, de manera que F; = —F, = E. Asi £F denota
las energias propias correspondientes a los vectores propios |+) = (1,0)7,
|—) = (0,1)T de H,, el sistema no perturbado. En términos de las matrices
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de Pauli el Hamiltoniano se puede expresar como
1
H(t) = Shwas + f(B)on + g(t)o, (2.65)

con f =Re(C)y g=—Im(C).
Como Hj es diagonal, la probabilidad de transicién entre los estados
propios |+), |—) de Hy estd dada por

P(t) = [{+|Ur(t)|=)I*. (2.66)

Como caso particular consideramos el modelo de Rosen—Zener. En dicho
modelo la interacciéon C(t) en (2.62) estd dada por la funcién real

2V

et/T + e—t/T’

V(t) = Vosech(t/T) =

donde T determina la escala temporal. Utilizamos la notacion v = wVyT'/h
y & =wl =2ET/h.

El Hamiltoniano correspondiente, escrito en términos de las matrices de
Pauli, es

H(t) = Eos +V(t)oy = a(t) - o, V(t) = Vi/ cosh(t/T), (2.67)
con a = (V(t),0, F). En la imagen de interaccién se tiene
Hi(s) = V(s)(oqcos(€s) — o sin(€s)) (2.68)

en términos de la variable temporal adimensional s = ¢/T. El resultado
exacto para la probabilidad de transicién (considerando un intervalo temporal
que se extiende desde —oo hasta +00) es

sin?

Py = ’(U)m(—oo, +OO)|2 - m

(2.69)
Para aplicar el método numérico de Voslamber descrito en (2.58) y (2.59)
usamos Y, = eQ(2>(h)Yn. Ademads, para este experimento numérico,
tomamos los datos presentados en la siguiente tabla

Variable Significado Valor
T Escala de tiempo 1
E Energia 1
Vo Potencial inicial z
Constante reducida de Planck 1
s Intervalo de Tiempo [—25, 25]
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Las figuras 2.3 y 2.4 muestran las aproximaciones numéricas para la
probabilidad de transiciéon (2.69) del modelo de Rosen-Zener con distintos
valores de . Tanto el método de Voslamber como el de Magnus de cuarto
orden se ejecutaron en el intervalo de tiempo [—25,25], como una referencia
a un intervalo de tiempo que se extienda de —oo a +o00, para una coleccién
de valores 7 igualmente espaciados en el intervalo [0, 27].

Gréfico para & = 0.3 Gréfico para € = 0.6

m— SoluciOn exacta m— Solucion exacta
09 = = \oslamber 4 09r == \oslamber
““““ Magnus4 v Magnusd

e =4 o
o = ~

o
=

Probabilidad de Transicion
Probabilidad de Transicion

o
w

o
N

01

Figura 2.3: Gréfica de la probabilidad de transicién, con £ = 0.3 y £ = 0.6, para
el modelo de Rosen—Zener.

Completamos el tratamiento de este ejemplo, figura 2.5, estudiando el
comportamiento de las gréficas obtenidas para la probabilidad de transicion,
pero esta vez correspondientes a tomar un valor fijo de v y variar £&. En
particular se tomaron: v = 1y v = 1.5 con £ € [0,2]. Se observa que al
método de Voslamber le va muy bien en este caso, pues casi coincide con la
curva analitica desplegada en la gréfica.

2.4. Métodos de splitting basados en
matrices triangulares.

En las secciones anteriores se han tratado diversas técnicas para la
resolucion aproximada de la ecuacion diferencial lineal matricial

Y = AQ)Y, Y(0) =1 (2.70)

que son particularmente apropiados cuando, como ocurre a menudo en las
aplicaciones, la ecuacién estd definida en un grupo de Lie matricial G.
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Figura 2.4: Gréfica de la probabilidad de transicién, continuacién. Se puede
apreciar que la aproximacién dada por el esquema numérico basado en la
formulacién de Voslamber tiende a estar préxima a la solucén exacta, aunque
en el tramo mostrado es superada por la aproximacién dada por el método de

Magnus de cuarto orden, para ambos valores de £, §E =1y £ = 1.3.

Gréfico paray =1
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Figura 2.5: Grafica de la probabilidad de transicién, con v = 1 y v = 1.5, en
ambos casos haciendo variar £ € [0, 2] para el modelo de Rosen Zener.

Ejemplos relevantes aparecen en sistemas hamiltonianos (G Sp(n)) v
en mecanica cuantica (G = SU(n)). En ese sentido, los métodos (tanto
analiticos como numéricos) basados en el desarrollo de Magnus y en el
procedimiento iterativo de Voslamber tienen la peculiaridad de proporcionar
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aproximaciones a la solucién exacta que estan definidas en el mismo grupo
de Lie G, independientemente de donde se trunquen los desarrollos.

Ya se ha comentado (ver Apéndice A) que el problema de calcular
exponenciales matriciales tiene una larga tradicién en anédlisis numérico, y
que existen diferentes procedimientos para calcularla, a menudo no exentos
de problemas y limitaciones: aproximantes racionales, métodos basados
en subespacios de Krylov, polinomios de Chebyshev, etc. En el caso de
integradores en grupos de Lie es crucial que la aproximacion usada transforme
el dlgebra de Lie g donde A(t) esta definida en el grupo G. Obviamente, esto
siempre se puede lograr si la exponencial se calcula hasta error de redondeo,
pero el procedimiento es costoso computacionalmente cuando la dimensién n
es grande y el resultado puede estar influido por efectos no deseados debido
a la acumulacién de errores.

Otra posibilidad consiste en aproximar exp(z) por una funcién R(z)
diferenciable en una vecindad de z = 0 de tal manera que e* = R(z) +
O(hP™1), donde p > 1 es el orden del método de grupo de Liey R(g) C G. Este
es el caso, por ejemplo, de aproximaciones basadas en desarrollos de Padé
diagonales o la transformacion de Cayley para grupos de Lie J-ortogonales,
tales como el grupo ortogonal, el simpléctico y el grupo de Lorentz [VCO04].

Hay casos, sin embargo, en que la aproximacién de exp(z) por dicha
funcién R(z) no pertenece a G y por lo tanto el método general no conserva la
estructura de grupo de Lie. Esto se produce, en particular, cuando G = SL(n),
el grupo lineal especial [Bak02]. Equivalentemente, cuando la matriz en (2.70)
es tal que tr(A) = 0. En otras palabras, en el caso de que el problema (2.70)
estd definido en el grupo SL(n), si queremos aplicar un método numérico
basado en el desarrollo de Magnus, hemos de calcular necesariamente la
correspondiente exponencial matricial (hasta error de redondeo) para que la
aproximacién resultante esté definida también en SL(n). Usando cualesquiera
de las aproximaciones a la exponencial enumeradas en el Apéndice A no
tendremos garantizado que la solucién numérica resultante esta en SL(n).

i Por qué es conveniente que la aproximacién esté en el grupo SL(n)? Un
conocido resultado de la teoria de ecuaciones diferenciales lineales establece
que

% detY = tr(A(t))detY.

Por consiguiente, la solucién de (2.70) preserva el volumen a lo largo del
tiempo, mientras que esto sélo es cierto en el caso del desarrollo de Magnus
si la exponencial se calcula hasta error de redondeo.

La preservaciéon de volumen juega un papel importante en muchos
sistemas dindmicos que surgen en las aplicaciones fisicas, tales como
perturbaciones de los sistemas hamiltonianos, en la discretizacion de las
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ecuacion de ondas, etc.

En esta secciéon presentamos un procedimiento para construir nuevos
integradores numéricos para la ecuaciéon (2.70) que no requieren el cdlculo
de la exponencial matricial y que sin embargo preservan la estructura del
grupo de Lie SL(n) cuando tr(A) = 0. La solucién aproximada se construye
como un producto infinito de matrices triangulares superiores e inferiores
obtenidos explicitamente como soluciones de ciertas ecuaciones diferenciales
lineales en términos de cuadraturas. El procedimiento es iterativo, pero con
pocas iteraciones es posible alcanzar érdenes extraordinariamente altos. El
procedimiento se presenté en [Cas07], pero aqui haremos un anélisis mas
exhaustivo y lo extenderemos hasta orden 6. Basado en estos resultados,
presentaremos un procedimiento para aproximar la exponencial de una
matriz con traza nula de manera que, por construccién, dicha aproximacion
posea determinante unidad. En otras palabras, construiremos un algoritmo
computacionalmente efectivo capaz de aproximar la exponencial de un
elemento de sl(n) de manera que pertenezca a SL(n) para todo n.

2.4.1. Esquema general del algoritmo

Partimos del sistema lineal Y/ = A(t)Y, con Yy = Y, Ay = A, y separamos
la matriz como

Ao(t) = Ao, (t) + Ao_(2),

donde Ay, € V,, es una matriz triangular superior estricta, es decir, todos
los elementos en la diagonal principal y abajo de ella son ceros. En forma
andloga, Ay_ € A\, es una triangular inferior. Representaremos

Yo(t) = Lo(t)Z(2),

donde
Lg = Ag_Lo, Lo(0)=1.

Consecuentemente, Ly(t) es también triangular inferior y
Z'=Cy(t)Z, Z(0)=1 donde Cy(t)= Ly (t)Ao, (t)Lo(t).
A continuacién representamos
Z(t) = Up(t)Y1, porlo tanto  Yo(t) = Lo(t)Un(t)Y1(t),

con

U, = Co, (U, Up(0) = 1. (2.71)
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Aqui Cy, € V., es la parte triangular superior de Cy, de manera que Up(t)
también es triangular superior y se puede obtener resolviendo (2.71). Ahora
bien, es facil demostrar que Y; satisface

Y= A%, Yi(0) =1, (2.72)

- AL(t) = Uy () Co_ (1) Up(2). (2.73)

De esta forma hemos completado el primer ciclo del procedimiento. A
continuacion se procede del mismo modo con Y; y A;. Asi, separamos

A1:A1++A17, A1+€VH7A17€A7L

y escribimos Y) = LU Y3 con L = Ay Ly, L1(0) = I y asi sucesivamente.
Al final se logra una factorizaciéon como la siguiente

Y(t) = Yo = Lo(®)Uo(t) La(D)UL(2) - - - L (U () Yieyr,  k=0,1,2,...

(2.74)

con

Ap=Ap, + A, M, €V, A €A,

Ly, = ALy, Li(0) =1,

Co = L' Ag, Ly =Ch, +Cip, Ci, €V,,Ch €Ay, (2.75)

U,=Cy, U, Ug(0)=1I,

Apn1 =U'C Uy, Y = A1 Yesr, k=0,1,2,...

El esquema iterativo se trunca haciendo Y., = I, para algin k. En lo

que sigue analizamos la aproximacion obtenida. Para ello introducimos un
pardmetro € > 0 en la matriz A. El esquema original se obtiene sin mas
que hacer ¢ = 1. Consideramos primero la expansién de la serie de Taylor
alrededor de t = 0,

Alt)=¢ i a;t’.
=0

Cuando esta serie es insertada en (2.75), y después de un calculo sencillo, se
tiene

1
Lo(t) =1+ &?tozgo) + §6t2a§0) + -
©)
J
calculo del producto Ly ' 4 + Lo y agrupando las potencias de € y t obtenemos

donde «; " es la parte a;j_;,7 > 1 de matriz triangular. Entonces, por el

Co, = evfo) + t(evéo)) + 527§0) + -
Co_(t) = 120 + #2(26y) + 26) + - -
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para los coeficientes determinados ’yj(o), (5;0) en funcion de a;, y entonces
Uo(t) = I +etB” + (e B5") + -+
con ﬁ?) = aoago). A continuacién se calcula A; = Ay, + A;_ con
Ar (1) = te2alV + t2(52a§1) + 53a§1)) +---
1
Ap, (t) = 2280 + 83380 + 48) + -

m _ 50

donde, en particular, a;” = d;

obtiene en general

,J = 1,2,3. Procediendo por induccion se

A; =1t"ie™ (50z§j) + t(aaéj) + €2a§j)) + O(t?))

IR, G e . (2.76)
Aj = tmMemi(ef) +t(efs” +e°65) + O(t?)).

Al insertar (2.76) en el algoritmo (2.75) y repitiendo todo el procedimiento
se obtiene, para el paso j-ésimo:

1 G 1 .
Li(t) =1+ W(ia) it 4 mt 2 (eaf) +e2a) + -

. 1 ' _ . :
J J
(2.77)

Ui(t) =1 +

y expresiones del tipo (2.76) para Ag1)_(t) y Ag+1), (1), pero ahora con

U7ES| :nj+mj+1, (2 78)
ij:nj—i—ij—i—Z, ]:1,2, '

Los primeros valores de n; y m; aparecen en la siguiente tabla.

(i f[r]2]3[4]5 |
n; |1]4]12]33] 88
m; | 272054143

Examinando la tabla y la expresién (2.78), es claro que al truncar la
factorizacion (2.74) con k = 0 (Y; = I) se tiene una aproximacién de primer
orden en t, mientras que con k = 1 se tiene

Y (t) = Lo(t)Uo(t) L1 (1)UL (t) + O(t°€%). (2.79)
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Andlogamente Y (t) &~ LoUyL1U; Ly produce una aproximacién de orden 7,
Y (t) &= LoUyL1U; LU, produce una aproximacién de orden 12,

Y (t) = LoUyL,1Uy LyUsy Ly produce una aproximacion de orden 20,

Y (t) &~ LoUo LU, LoUs L3Us produce una aproximacion de orden 33.

Estos resultados también muestran que el algoritmo (2.74)-(2.75) es
particularmente adecuado para los sistemas de la forma Y’ = (By + ¢B)Y
cuando la ecuacién U’ = ByU puede ser resuelta exactamente. En este caso
la solucién puede ser factorizada como Y = UV con V' = eU'B,UV y se
aplican las consideraciones anteriores a esta ultima ecuacion.

Por otro lado, el comportamiento del procedimiento con respecto a la
preservacién de la estructura de grupo Lie queda descrito por el siguiente
teorema:

Teorema 8 Si la matriz de coeficientes A(t) en Y' = A(1)Y pertenece a
sl(n), es decir, al dlgebra de Lie de las matrices de nxn con traza 0, entonces
el algoritmo descrito en (2.74)-(2.75) produce una solucion aprozimada
Y™ (t) en el correspondiente grupo de Lie SL(n).

Demostracion. Procederemos por induccion. Para esto es suficiente
analizar el paso k-ésimo del algoritmo (k > 0), [Cas07].
Vamos a dividir A, en dos matrices, Ay, € V,, matriz triangular superior
estricta y una triangular inferior débil A;_ € A,. Entonces A, pertenece a
una subalgebra soluble de sl(n), ya que Ay tiene traza nula. Por lo tanto la
solucién Ly (t) del problema de valor inicial L) = Ag_Lj puede obtenerse
en forma explicita, en un subgrupo soluble de SL(n). A continuacién,
observamos que la traza de Ay, es cero y como la traza es invariante bajo una
transformacién de semejanza, tenemos tr(Cy,) = tr(L, ' Ay, L) = tr(Agy) =
0, luego C}, € sl(n).
La nueva matriz es separada como Cj, = Ciy + Cp_, con Cpy € Vo
y Cy_ € /A,. Aplicando un argumento similar al aplicado anteriormente,
resulta claro que la solucién del problema de valor inicial U;, = Cj Uy, con
Ui(0) = I, también estd en SL(n) y Ag1 = Uy 'Crp_Uy, € sl(n). 0

A continuacién se construye un nuevo integrador geométrico basado
en este desarrollo, y posteriormente lo ilustramos en un ejemplo numérico
sencillo.

Construcciéon de un Integrador Geométrico

Este nuevo algoritmo, en su version de cuarto orden, requiere dos ciclos del
proceso anterior. A continuacion se detallan los pasos del proceso. Denotamos
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por a;;(t) los elementos de Ay = A(t), L;;(t) serdn los elementos de Lo(t),
7 <1y finalmente

Au(t) = /0 t azi(s)ds.

Paso 1.- En primer paso se elige un tamano de paso h y se consideran los
elementos diagonales A;;(h),i = 1,2,...,n, que han de aproximarse hasta
orden cuatro. Esto se puede hacer con la regla de Simpson,

= A;i(h) + O(h%).
Ademés
Au(h/2) = 2h—4{aii(0) + 8ais(h/2) — au(h)} + O(hY)
= A;i(h/2) + O(hY).

Paso 2.- El computo de Ly procede como sigue: primero se determinan los
elementos de la diagonal principal de la matriz, es decir,

Lii(h) = ™ L O(R%), i=1,2,..n
Li(h/2) = @2 L oY), i=1,2,...,n— 1.

Luego las correspondientes aproximaciones de L;;(h), y L;;(h/2), j < i, se
hacen

Lij (h) — oAii(h)

T

F;;(t)dt, donde

1
Fz](t> = €—Aii(t) alk(t)Lk](t>

.
|

k=
Asi
L) = M0 (0, (0) + 4F (1/2) + By () + O(R),
Lij(h/2) = M50 (50, (0) 4 8, (h/2) — Fy(h) + O,

24
donde Fj;(h/2) y F;;(h) pueden obtenerse hasta orden h?.

Paso 3.- Ahora la matriz Cy puede aproximarse como

Co<0> = A0+(0)
Co(h/2) = L5 (n/2) Aoy (h/2) Lo(h/2)
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con error O(h*) y
Co(h) = Ly (h) Aoy (h) Lo(h)

con error O(h).

Paso 4.- En forma andloga al paso 1, pero ahora con la matriz C, se
tiene

Cii(0) + 4C5(h/2) 4+ Cyi(h))

Ciu(h/2) = 57 (3Ci(0) + 8Cui(h/2) = Cus(h)).

Paso 5.- Calculamos la matriz U. Primero su diagonal:
Uss(h) = %™ 1 O(h%),
Usi(h/2) = ¢S - O(hY),

y para los demas elementos

h
Usj(h) = ecii(h)/ G,j(t)dt, donde
0

y entonces

Ui(h) = D2 (Cy(0) + Gug(/2) + Gig() + OUF),

Ui (/2) = €0 L (50,(0) + 8y (/2) — Gog()) + O,

Para el segundo ciclo, se calcula la matriz A; en los nodos de cuadratura

A1(0) = Co-(0)
Ay (h)2) = Uyt (h/2)Co—(R/2)Us(h/2), con error O(h*)
Ay(h/2) = Uyt (h)Co_(R)Uy(h), con error O(R®)

y los pasos del 1 al 5 se reemplaza con A;.

Paso 6.- Una vez alcanzado el orden del esquema de aproximacion
deseado se aplica la factorizacién (2.74).
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Ejemplo numérico

Este esquema de integracion de orden 4 se aplica a continuacién al
problema lineal (2.1), con Yy = I y dos matrices de coeficientes distintas.
La primera esta dada por

Ay =sinft(i® —5%)], 1<i<j<n (2.80)

con A;; = Aj; yn =10, t € [0,10]. Se observa que tr(A) = 0. En este
caso la solucién ortogonal Y (¢) oscila con el tiempo, principalmente debido
a la dependencia del tiempo de A(t). Esto queda de manifiesto al observar la
grafica de componente Y7;(t) de la solucién, figura (2.6)(izquierda).

En la grafica derecha de la misma figura 2.6 se representa la soluciéon
aproximada para el mismo problema diferencial, pero esta vez con la matriz

] — . .
Ai=log|1+t—— |, 1<i<j<n. 2.81
j=tog (1461 7) j (281

Por otra parte, en la figura 2.7 se muestra los tiempos de CPU que requiere
el algoritmo de splitting anterior y el que utiliza la expansion de Magnus,
ambos de orden cuatro, para el problema diferencial matricial con A dado
por (2.80).

A manera de sintesis, el nuevo algoritmo basado en splitting tiene un
tiempo de CPU menor que el requerido por el integrador numérico de cuarto
orden equivalente basado en Magnus, y ademés una mejora en la precision,
al dar un error relativo menor al de Magnus para este ejemplo.

2.4.2. Algoritmo de orden 6

Se puede lograr una aproximacion de orden 6 en t con el procedimiento
anterior si se aplican dos ciclos y medio, es decir, con LoUyL,U;Lsy. Esto
requerird ademads utilizar reglas de cuadratura de mas precision que las
consideradas previamente. En particular, poremos utilizar la regla de Bode
para el calculo aproximado de integrales:

Z alke““ ( ) [75k]+32Fk3 (h/4)+12ij (h/2>+32FkJ (3h/4>+7Fk3 (h)]

-1

Lij(h)2) ~ Z caii(h/2) (QZ> (78,432 (h/8)+ 12Fy; (h/4)+32F; (3h/8)+TFys (h/2)]
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Figura 2.6: Gréfico (izquierda) de la componente Y (1, 1) de la solucién aproximada
del problema (2.70), con A;; = sin[t(i2 — j3)],1 < i < j < 10;¢t € [0,10], y
la condicién incial Yy = I, dada por el método basado en splitting. La grafica
(derecha) del componente Y (1,2), para el problema diferencial matricial (2.70),

con A;; =log (1 +tg ,1 <i<j<10;t € [0,10]. En ambos casos se puede
J ]+

apreciar la forma altamente oscilatoria de esta componente de la matriz solucion.

También es preciso aproximar L;;(

h h/4
LU(Z>::5%““{A Fy(t)dt

= Auh/) ) (a1 F3(0) + agFyi(h/4) + azFy;(h/2) + aaFij(3h/4) + asFi;(h)] +
O(n"),

%). Partimos de la expresién

donde A;(h/4) usarfa los mismos puntos de cuadratura en la integracién
aproximada de A;;(h/4). Usando la serie de Taylor para Fj;(t) (en torno a
0), tenemos

t? 3 ¢
Fyj(t) = Fy(0) + Fj(0)t + Fj(0) 5 + Ff (0) ¢ + F(0) 57 + O(R).

Asi

h/4 h 1/h 2 1 h 3 1 3 4
F..(t)dt = F;;(0)— + F/.(0)= [ = F" (0 w "0 n
/0 e 107+ 1,0 (4) 503 (4> + Fi 0 <4) +

Fi(j‘”(())é (%)5 + O,
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Figura 2.7: Grafico de tiempos de CPU y error relativos del algoritmo basado en
divisién (SEPOR4) y el integrador de Magnus (M4EX1) para el problema (2.80)
Se observa que ambos métodos presentan pendientes semejantes, al ser del mismo
orden. Sin embargo, el método basado en splitting registra una mejor precision
(error relativo menor), invirtiendo menos tiempo.

Luego

/h/4 Fij(t)dt =h [lezJ(O) + dgﬂj(h/él) + dSsz(h/Q) + d4Fij(3h/4) 4 dSFzJ(h)]

+O(h")

= hd, F;;(0)+

by | 7, 0) + ﬂ’j(O)g + F3(0) };2 F/"(0) Z; + Fﬁ)(())%} +

s [£0)+ Fy0)F + Fy(0) 55 + 005 + PO 5 +
b | Fu0) + Fy Oh + F3(O)5 + F0) % + E&-‘”(O)Z—ﬂ .
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Agrupando adecuadamente se obtiene

hE;;(0)(dy + do + d3 + dy + d5)+

1 1 3

1 1 9 1
3 - - - -
h°F5(0) (32d2 + 8d3 - 32d4 - 2d5) +
1

1 9 1
—dy+ —dy + —dy + =d
3842+483+1284+65>+
1

1 81 1
RFEY (0 dy + ——ds + ——dy + —d- | .
i (0) 61442 T 382 T graa™ T o4

Como, por otra parte,

4 32" 384" 6144 ¥

h/4 - _ 1 - 1 / 2 1 " 3 1 " 4
F(t)dt = —Fij(0)h 4+ —F(0)h* + — F/{(0)h* + ——F7(0)h* +
0

se obtiene el sistema de ecuaciones lineales

1
d1+d2+d3+d4+d521

1 1 3 1
—dy + —ds + Sdy + ds = —
10T gl et ds = o9

1 1 9 1 1
—dy+ —ds+ —dy+ ~dy = —
3% T gls tgpdat 5ds = oo
1 1 9 1 1
—dy 4 —ds + —dy + -ds = ——
3512 T g™ T 18 T 5% = G1m
1 1 81 1 1

6144d2 + ﬁd?’ + 6144d4 + ﬁd5 = 122880’

cuya solucién viene dada por

6977 —2263 391
dy ds

1

~ 32760 ~ 131040 ~ 4368
5729 5T
47 131040 > 65520

122880

En forma andloga se obtienen los coeficientes en las cuadraturas

correspondientes a foh/ 2 Fy(t)dt, fogh/ !
muestran en la siguiente tabla.

95

F;(t)dt y foh F;;(t)dt. Estos valores se

(4)

ij

(0)h”,



t ‘ w1 ‘ Wao ‘ W3 Wy ‘ Wy ‘
ﬁ —6069 | 1839 | 327141 —7101 282
2 155360 | 3884 | 1242880 | 1242880 | 4855
3h [ 2551 | 1592 | 35447 313 —941
4 14565 | 8739 | 233040 233040 1 87390
h —221I8 | 5248 4639 —199 10789
14565 | 8739 14565 14565 43695

Ejemplo numérico

La implementacién del método de splitting desarrollado anteriormente se
aplica al problema lineal definido por la matriz de coeficientes
Ay =sinft(i® —5%)], 1<i<j<n.
La figura 2.8 muestra los tiempos de CPU vs el error relativo del método de
orden 6 y el de orden 4, para el sistema matricial diferencial Y’ = A(¢)Y,t €
[0,10]. Las graficas se contruyen usando los valores de h = 1071, 10721073
y 1074, Se aprecia en el grafico que el método de orden 6 disminuye el error
relativo mas que el método de orden 4. Sin embargo, esto requiere invertir
mas tiempo de CPU, lo que se aprecia como una traslacion de la recta del
método de orden 6, a la derecha de la figura. En otras palabras, no parece que
el nuevo método de orden 6 sea mas eficiente que usar el método de orden 4
con un tamano de paso mas pequeno.

2.5. Tamano de paso adaptativo.

Para lograr resultados numéricos mas precisos, pero sin el dilema de
invertir mas recursos de CPU, se puede recurrir a una estrategia de paso
adaptativo, o de seleccion automatica del paso de integracion. De esa forma,
es posible cambiar el paso de integracion de manera que el error cometido v se
encuentre siempre por debajo de cierta tolerancia d. Esto siempre es posible
en el caso de métodos de un paso que permitan la estimacion del error. Un
algoritmo de estas caracteristicas ampliamente usado es el siguiente:

Algortimo h-adaptativo

L. En cada iteracion, dado un paso h, el algoritmo entrega dos
aproximaciones de Y (t), Y e Y, de orden p = 2y p = 4 respectivamente,

con .
Y - LOUOL1
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Figura 2.8: Gréfico de tiempos de CPU y error relativo del algoritmo basado
en divisién de orden 6 (SEPORG6), comparado con el de orden 4 (SEPOR4). El
método de orden 6 resulta de mayor precisién, sin embargo, invierte mas tiempo
de CPU. Lo cual queda de manifiesto al observar la pendiente mas pronunciada
del método splitting de sexto orden y su desplazamiento a la derecha de la
grafica, respectivamente. Se utiliza una expansion de Magnus de orden sexto como
referencia, con h = 1076,

Y = LyUy L Uy
2. Deseamos que ||§/} Y| <Tol,1<i,j<n,

donde Tol;j = ER;; +max{|Y;;| — |Yi;|} - EA;

Y vi; \ 2
3. Calculamos err = Zl 1 fjwol ”)
ij

4. El nuevo paso se obtiene de la féormula:
Pnew = h - min{ fraz, w}
donde w = max {fmm, f- (ew)qil }
con ¢ = min{p,p} = 2, fmae € [1.5;5], fonin = h-1073 y el factor de
seguridad f, que se suele tomar del conjunto {0.8;0.9; (3 )4+1}

5. El nuevo paso, h,e., calculado en el paso anterior, se utilizard
efectivamente en la proxima iteracion del método si err < 1; si no,
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se utilizara el mismo valor de paso h.

Estudiamos el comportamiento del método de splitting con h adaptativo,
para nuestra matriz A usada con anterioridad,

Ay =sinft(i* —5%)], 1<i<j<n

con A;; = Aj; y n = 10, pero ahora la integracién se lleva a cabo en el
intervalo ¢ € [0, 1].

En la figura 2.9, se registra el comportamiento del valor del paso h en
el método de splitting con paso adaptativo. Se puede apreciar la evolucion
totalmente coincidente del tamano del paso y el error relativo producido en el
intervalo de tiempo [0, 1]. El perfil de ambas graficas es muy similar y refleja
la incidencia directa de la eleccion del paso y la precision obtenida en ese
instante. Ademas se puede apreciar cémo el tamano de paso va oscilando,
contrayéndose y elongandose, a medida que la precision obtenida en cada paso
cumpla o no los criterios establecidos para el algoritmo. El comportamiento
del paso adaptativo sigue relacién con el cardcter oscilante de Y'(t) en el
tiempo.

Para dar una referencia del comportamiento del método adaptativo
frente al de paso fijo, la tabla n°1 registra el tiempo de CPU que requieren
ambas versiones para cotas de error relativo dadas, al ser comparadas con
la solucién de referencia dada por el esquema de Magnus de orden 6 con
h = 107%. El tiempo utilizado por el algoritmo h-adaptativo del método
splitting aumenta casi en forma aritmética (alrededor de 1 seg/CPU). En
contraste el método de paso fijo [Cas07] lo hace casi geométricamente
(aumentando 10 veces).

Tiempo
Cota ER CPU
Paso fijo | Paso variable
0.015 0.8268 0.4212
1073 4.0092 1.9188
1074 38.4364 3.0567
107 378.4428 4.0248
Tabla n° 1

En estas experiencias se utilizaron los valores de los parametros dados en
la tabla n°2.
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Figura 2.9: Evolucién del tamafio del paso h , (gréafico superior) y el error relativo
(gréfico inferior) en el intervalo de tiempo ¢ € [0, 1], al resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales matricial (2.1) con A4;; = sin[t(i?> — j%)]. El tamafio de
paso inicial es de h = 1072. En el gréafico superior se aprecian los ciclos que sufre
el tamano del paso, situacion que obedece a la naturaleza ciclica de la solucién de
este sistema diferencial. Como era de esperar el comportamiento del error relativo
sigue una relacién a corde con el tamano del paso, obviamente teniendo encuenta la
holgura dispuesta como parametro de entrada del procedimeinto, es decir, el error
se ve incrementado con la eleccion de pasos grandes y se ve reducido cuando se elige
pasos mas reducidos. Se tomaron los valores de la Tabla n°2 para los parametros

del algoritmos adaptativo.

’ Parametro \ Valor usado ‘

frnaz 2.5
f 0.8
ER 0.00001
EA 0.001
Tabla n° 2

A manera de sintesis, sobre el método de splitting con h-adaptativo se
puede senalar que en las experiencias numéricas realizadas se encontro:

= El error relativo es comparable, en general, con el obtenido con el de

paso fijo.
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» Se disminuye ostensiblemente la cantidad de iteraciones necesarias
para conseguir una precision similar a la del método comun.

= Kl punto anterior implica una disminucién en los tiempo de CPU.

» Tanto la precision lograda como el tiempo de CPU que requiere el
método adaptativo se vera limitada por los valores de los parametros
del algoritmo, de esta manera superado los valores de la tolerancia,
0, el método estanca sus resultados y el tiempo requerido se vuelve
constante, pues no invierte en ese contexto mas calculos.

Hay que senalar por ultimo que, aunque se aplique un tamano de paso
diferente a lo largo de la integracién, el resultado seguird estando en el grupo
SL(n) por construccion.

2.6. Aplicaciéon al calculo de la exponencial
de una matriz con traza nula

En esta seccion aplicaremos el algoritmo desarrollado anteriormente para
construir un algoritmo eficiente que permita calcular, dada una matriz A €
sl(n), su exponencial (o mejor dicho una aproximacién a la misma) que por
construccion estard en SL(n).

Para ilustrar el procedimiento descrito se calcularad la exponencial de
matrices cuyo resultado analitico se conoce en la mayoria de los casos.
También los resultados obtenidos con este algoritmo se comparara con los
resultados que entrega el software Matlab con la funcién expm(A), asi como
con los resultados entregados por otras técnicas, tales como la aproximaciéon
de Padé ([ML03]) (splitting-Padé-squaring) dada por la expresién:

23 o, 1 1 1\*
I+B*> +B'—— + B>+ B~
A 28 1680 "2 " 84 (2.82)
= 3 1 1| '
[+B>~ 4 B'— — B> — B3—
MR TR T et R

A
con B = T y la expansion truncada de la serie de Taylor.
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2.6.1. Descripciéon del proceso

Al ser la matriz A independiente de la variable ¢, el procedimiento que
construye el integrador numérico descrito anteriormente se transforma en los
siguientes pasos algoritmicos:

1. Aproximamos e? por la factorizacion:
Y (t) =Yo(t) = LoUg L1 Uy... LU Y1 (1), k=0,1,2,... (2.83)

con

Ap = Ay, + Ap_.

Aqui Ay, y Ai_ denotan las matrices triangulares superior e inferior
de A, respectivamente.

L' = Ay Ly, Li(0) =1
Ck = L,;lAk+Lk = Ck+ + Ck_

U = Cy, Uy, Up(0) =1

Ap1 = U 'Oy _Uy, Ay = A1 Vi, k=0,1,2,..

Usualmente la factorizacién (2.83) es truncada en el paso k-ésimo,
cuando Yy = I.

2. Por simplicidad tomaremos el caso particular de k = 0, y denotaremos
por a;; los elementos de Ay, i,j = 1,...,n. En forma analoga para
L;;(t),i < j. Asi, definimos

t
Aw(t) = / (lm‘(S)dS.
0

Como A = A(t), tenemos

h
Am<h) = /0 CLZ'j<S)d8 = aijh,

a2 = [ =a, (3)

También denotamos

h
Co(t) = (cij), Uo(t) = Uy, Cij(h) = /0 cij(s)ds.



3. La matriz triangular Ly(t) se obtiene por la integracién de la ecuacién
LEJ = Ay_Lg. Para el calculo de L primero se calcula su diagonal, para
los argumentos h y h/2

Li(h) = e, Ly(h/2) = "2,

Las expresiones para L;;(h) y L;;(h/2), j < i, son:
h i—1
L”(h) = €aiih/ E] (t)dt con Ej (t) =e % Z alkLk](t>
0 =

Se aproximan los L;;(h) y L;;(h/2), j < i, con la regla de Simpson,
dando:

Lih) = €y + Ay (1/2) + Fy () + O

Lij(h/2) = eai*h/”%@azj +8F;;(h/2) — Fy(h)) + O(h*)

4. La matriz Cy(0) se puede aproximar mediante

Co(0) = Ao, (0),

Co(h/2) = Ly (h/2) Ao, (h/2)Lo(h/2),

Co(h) = Ly (W) Ao, () Lo().

En forma similar al paso 3, construimos las matrices C;;(h) y Cy;(h/2),
con orden 4 y 3 respectivamente:

~ h
5. Los célculos de la diagonal de la matriz U son

Ul(h) ~ €C~’n‘(h)7 Uu(h/Q) s eé’u(h/Z)'
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Los demas términos de la matriz se aproximan por

_ h ~ J
Ulj(h) =~ ec“(h)/ Gij (t)dt con Gij (t) = €7C“(t) Z CikUkj(t)7
0

k=i+1

luego

Uij(h) =~ 661-1-@)%(%(0) +4Gi;(h/2) + Gi(h)),

o h
Us(h/2) ~ O ®) 2 (50,(0) +8Gyy(h/2) = Giy(h).
6. Para la segunda iteracion se calcula la matriz A; por:

A1(0) = Co_(0),

A1(h/2) = Uy (h/2)Co_(R/2)Us(h/2),

Ay (h) = Ui (h)Co_(h)Uys(h).

Puesto que el proceso es iterativo se repiten los pasos de (1) a (5), usando
la matriz A;.

Finalmente, el producto Y, 11 = LoUyY,, es la aproximacion de
Y (tni1 =t, + h), donde h es el tamano de paso del método.

Para concluir estd secciéon, y a manera de sintesis, se presenta una
version algoritmica del método discutido (una implementacién en Matlab se
encuentra en el Apéndice C). En la practica el ciclo se hace dos veces (k = 1)
para un cierto valor de h.

Algoritmo expmS(A)

» Input: La matriz A € R"*" tal que tr(A) =0
Output: La matriz Y ~ e4

» Inicializar: A0 = A = (aj)nxn, ¥ =1

= Paran = 0,1,2,....k. Hacer
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1. Calcular las Matriz (Ah2)™, (Ah)", etapa n-ésima
(AR2)} = (%) a;
(AR)}, = hai
2. Calcular las Matriz Lh2,,, Lh,
(Lh2): = exp((AhQ)%)
(Lh)5; = exp((Ah);)
(Lh2)}; = (55) exp((AR2)}) (5ai; + 8Fy;(h/2) (§) — Fis(h))
(Lh)E = (§) exp((AR)}) (ay; + 4Fy; (5) + Fij(h))
con FZ]( )= Z_IJ aix(Ly;)™ (1)

3. Calcular las matrices C,, y C
(CO)" = (A0) ,
donde A corresponde a la triangular superior de la matriz.
(Ch2)" = ((LhZ)")‘l((Ah2)”)A((Lh2)")
(Ch)" = ((Lh)")” (AR a((LR)")
(Ch2)y; = (25) (5(CO)E + 8(Ch2)7, — (Ch)E)
(Ch)}; = ( ) ((CO) +4(Ch2)}; (Ch)”)

4. Calcular la matriz U
(Uh2): = exp((~Ch2)?j)
(Uh)5; = eXp(( h)i;)
(Uh2)}: = th (2—2) (5(C0) + 8Gy;
(Uh) = (Uh ( ;) ((CO) + 4Gw (3
con Gi;(t) = Z L(Cy)(t )

Gi;(h))

(5) -
+ G;;(h)

5. Preparacion de A para la proxima iteracion:
(A0)™*! = ((CO)")v,
donde V representa la triangular inferior de la matriz.
(An2)™+t = ((UR2)") "1 ((Ch2)")v (Uh2)"
(An)"+ = (UR)")~H((Ch)")w (UR)".

= Factorizacién de la solucion aproximada:

Y = (Lh)*(UR)(Lh){(UR) ...(Lh)F(UR)FY

2.6.2. Experimentos numéricos

A continuacién se muestran diferentes ejemplos numéricos que ponen de
manifiesto las principales caracteristicas de este algoritmo.
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Ejemplo 1. Nuestro primer ejemplo corresponde al calculo de la
exponencial de la matriz 2 x 2

—49 24
A‘[ 64 31]

Es facil calcular la matriz aproximada e? por el método de Padé dado por
la férmula (2.82), o por el método de la serie truncada de la expansién de
Taylor [MLO03], [GL96], dado por
R
k!

k=0
Para este ejemplo la figura 2.10 muestra el comportamiento del error relativo
del método de Taylor, Padé y el método de splitting, con distinto ntimero
de términos en el caso de la serie de Taylor. Se aprecia claramente que el
algoritmo de Taylor reduce el error relativo lentamente, de hecho requiere
al menos 60 términos para alcanzar una precision un poco mejor que la de
(2.82). Sin embargo, el método basado en splitting presenta un error relativo
menor que los demés procedimientos. Utilizamos el resultado proporcionado
por el comando expm() de Matlab como solucién de referencia.

Esta matriz es un caso particular de

A o
A:[O u}’

cuya exponencial esta dada por

eAt _ e,ut

eM o
oA — -
0 ekt

Ejemplo 2. Aplicamos el método a la matriz A cuyos elementos son
Ajj=sinfi® - %, 1<i<j<n

con A;; = Aj; y n =20y 100 respectivamente. Se observa que tr(A) = 0.
Los resultados de aplicar el método usando esta matriz se muestran en las

figura 2.11. Se utiliza en ellos una escala logaritmica para el error relativo.
Los resultados se compararon con los dados por la instrucciéon expm()

de Matlab, y para el error se utiliza la norma matricial de Frobenius. Mas

concretamante A A
ER — Heap - eref”

; (2.84)
||€}4€f||

65



— Splitting
Taylor
Pade
10° 1
210 | 1
kS
[
S
© 10° | 1
107 1
10_15 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100

Cantidad de términos de Taylor

Figura 2.10: Comportamiento de la expansién de Taylor para aproximar e con la

matriz del primer ejemplo. Se observa que el error relativo a partir de expansiones
con mas de 60 términos estanca su valor de error relativo. Sin embargo, el método
basado en splitting tiene un error relativo menor a los demés métodos, aun cuando
para este caso tr(A) # 0.

donde eaAp y efef, son los valores dados por el método basado en splitting y
la rutina de Matlab, respectivamente.

Se desprende de estos resultados que el método splitting mantiene la
misma tendencia de error relativo, no afectandose por la dimension de la
matriz A, sin embargo, disminuye ligeramente su precisién comparada con la
funcién expm(). Nétese el orden 4 de la aproximacion.

El teorema 8 establece el comportamiento de Y¥(¢) cuando A(t) € sl(n):
las aproximaciones de e estan en el grupo SL(n). Esto queda de manifiesto
en la grafica de la figura 2.12, donde se representa el valor det(expmS(A))
de la matriz usada en la figura 2.11 con n = 20. Se puede apreciar que
det(expmS(A)) — 1 — 0, cuando h — 0 (figura izquierda), lo cual es una
muestra empirica de la validez del teorema.

Ejemplo 3. Esta experiencia replica la estudiada en [MLO03], con una
matriz de tamano n = 25. Esta matriz A se forma de la siguiente manera
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error relativo
-

error relativo
-

n° iteraciones n° iteraciones

Figura 2.11: Gréfica del error relativo para los casos de una matriz simétrica
n xn, con elementos A;; = sin[i* — j%] = A;; para n = 20 (grafico izquierdo) y
n = 100 (grafico derecho). Se aprecia en ambas situaciones que la pendiente es
igual y sélo varia el nivel de precisién, el cual disminuye cuando la dimensiéon

de la matriz aumenta. El eje de abscisas corresponde esencialmente al valor
1/h.

segun la sintaxis de Matlab:
n=25;
C=diag(ones(n-1,1),1); C(n,1)=1,
D=diag(exp(2*pi*i*(0:n-1)/n));
|=eye(n); A=C+D-1.1%|;

Este ejemplo ilustra el fenémeno de ‘joroba’ de la gréifica de ||| con
respecto a t, t € [0,50]. Vedse la figura 2.13. Los resultados son muy similares
a los obtenidos en [MLO03], al aplicar la funcién expm.

Ejemplo 4 Aplicaremos el algoritmo basado en splitting sobre una matriz
de Hilbert, definida por

1
(Hz)nxn = / -CEH_]_Qd-T = T . con n =>5.
0 1+7—1

Las matrices de Hilbert son ejemplos clasicos de matrices mal condicionadas,
haciéndolas muy dificiles de utilizar en el cédlculo numérico [Sal87]. Por
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10° T

—+— det(expmS(A)) - 1 il —+— det(expmS(A))| |

Valor
Valor

ol +—o—o—o—o—o—o—w

10 I I I I L L L L

10° 10° 107 10" 10 10 10° 107 10 10

Tamafio de paso Tamafio de paso

Figura 2.12: Observamos que det(expmS(A)) — 1 practicamente toma un valor
cero, para el rango de valores de h, h € [107°,107!], figura izquierda. Cabe notar
que para todos los valores de h el error se mantiene acotado por debajo de 107Y.
O bien, en otras palabras det(expmS(A)) — 1, cuando h — 0, figura derecha.

ejemplo, el niimero de condicién? de la matriz anterior es alrededor de
k(H) = 4,8 - 10°, cuando se utiliza norma 2. Al aplicar el algoritmo de
splitting a esta matriz de Hilbert y comparar sus resultados con los dados por
expm(H ), se obtuvo la grafica del error relativo de la figura 2.14. Se aprecia
que el error relativo del método de splitting de cuarto orden va disminuyendo
considerablemente a medida que aumenta el nimero de iteraciones, es decir,
a medida que se toman tamanos de paso h mas pequenos. Llega un momento
en que el error relativo se mantiene, esto se explica por el error de redondeo
que produce Matlab, y esto no depende ostensiblemente de la dimension de
la matriz de Hilbert.

Si bien las experiencias numéricas discutidas anteriormente no tienen un
caracter exhaustivo de prueba para el algoritmo basado en splitting, en su
versién para la exponencial de una matriz A constante, si ponen de manifiesto
que este nuevo algoritmo es tanto o mas efeciente, en precisién, que otros
métodos de exponenciacién matricial existentes o estandares en software
numérico para los casos analizados.

Ademas, el algoritmo desarrollado podria ser usado en conjuncién con

2Las matrices mal condicionadas son aquellas en que pequeilas perturbaciones en los
coefcientes de un sistema de ecuaciones lineales (Az = b) provocan grandes perturbaciones
en la solucién del sistema [War77]. Se le define por k(A) = ||A| - [|A7L|
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expmS()
300

200

100

expm()

300

200

100

Norma de Frobenius

o | | | |
0 10 20 30 40 50

Valores de t

Figura 2.13: Comportamiento, virtualmente idéntico, de ||e*|| para los algoritmos
de exmpS() (arriba) basado en splitting y expm(), con n = 25. El método de
splitting implementado en el cédigo exmpS() se comporta igual al cédigo expm()
de Matlab.

otros esquemas numéricos de integracion de forma consistente, ya que en
principio no es necesario ir a error de redondeo para que el resultado final
esté en el grupo SL(n). Por ejemplo, podriamos usar un método de Magnus
de orden 4 y calcular la correspondiente exponencial matricial con ayuda de
este algoritmo (también de orden 4), produciendo resultados en SL(n) de
manera mas rapida que usando otros procedimientos, y asegurandonos a la
vez que el esquema global es de orden 4.

Este algoritmo se podria de hecho generalizar para el calculo de la
exponencial de una matriz cuadrada A n xn con traza no necesariamente nula
de la siguiente forma. Supongamos que tr(A) = 7 # 0. Entonces formamos
la nueva matriz B = A — Z1, la cual tiene ahora traza nula. Por consiguiente

T T T
oA = pEIA-ZI _ ZIB

y ahora el algoritmo desarrollado en este capitulo se puede aplicar al calculo
de e”.
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Figura 2.14: Gréfica error relativo de ef’»| con H,, una matriz de Hilbert, n=10,25
y 50, respectivamente, usando un método numeérico basado en splitting de cuarto
orden. Este es un ejemplo del comportamiento numérico del algoritmo, cuando se
aplica a una matriz mal condicionada.
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Capitulo 3

Tratamiento de problemas no
lineales mediante integradores
en grupos de Lie

En este capitulo nos centramos en el diseno y analisis de diversos
procedimientos numeéricos para la resolucién de la ecuacion diferencial no
lineal matricial

Y'(t) = A(t, Y)Y, Y(0) =Y, €, (3.1)

donde G es un grupo de Lie matricial, A : R, x G — gy g denota el dlgebra
de Lie correspondiente al grupo G.

La ecuacion (3.1) aparece en muchos ambitos fisicos, como por ejemplo en
la dinamica del sélido rigido y en el calculo de los exponentes de Lyapunov
(G = SO(n)), en sistemas dindmicos hamiltonianos (G = Sp(n)) y la
mecénica cudntica (G = SU(n)). Ademds, se puede demostrar que cada
ecuaciéon diferencial que evoluciona en un grupo de Lie matricial se puede
escribir en la forma (3.1). Por otra parte, el andlisis de las ecuaciones
diferenciales genéricas definidas en espacios homogéneos se puede reducir a la
ecuacién en un grupo de Lie [HLWO06]. Es por ello de gran interés desarrollar
técnicas aproximadas de resolucién de la ecuacién (3.1) que a la vez respeten
la estructura algebraica subyacente.

Una técnica ampliamente usada es de hecho una generalizaciéon del
procedimiento que sirvié para formular el desarrollo de Magnus: se introduce
una ecuacion diferencial alternativa en el correspondiente algebra de Lie g, se
resuelve dicha ecuacion y por iltimo se transforma la solucion de nuevo a G
por medio de la funcién exponencial. Una posibilidad a este respecto consiste
en aproximar la solucién de la ecuacion diferencial en el dlgebra de Lie g por
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medio de un método clasico de Runge-Kutta. Esta es la idea que subyace a
los llamados métodos de tipo Runge-Kutta—Munthe-Kaas (RKMK)[MK98].

Otra posibilidad es formular directamente una generalizacion del
desarrollo de Magnus llevado a cabo para problemas lineales en el capitulo
anterior. Analizamos a continuacién estos métodos. Por otra parte, también
aqui son aplicables los comentarios realizados entonces cuando el grupo de
Lie G es el grupo lineal especial SL(n): a menos que se calcule de forma
exacta la exponencial matricial, ni los métodos RKMK ni los basados en el
desarrollo de Magnus no lineal van a preservar la estructura algebraica y por
tanto el volumen en el espacio de fases, al contrario que la solucién exacta.
Por este motivo, estudiamos la generalizacion del tratamiento realizado por
medio de matrices triangulares al caso no lineal definido por (3.1).

3.1. Meétodos de Runge-Kutta—Munthe-Kaas

Como en el caso lineal, la solucién de (3.1) se puede representar por
Y (1) = exp(Q(t, Y)Y, (3.2)
donde 2 € g satisface la ecuacion diferencial
Q' = dexpg' (AL, e?Y))) , Q(0) =0, (3.3)

y el operador dexpg' se ha definido en (2.13). Esta ecuacién constitute,
de hecho, el punto de partida para disenar métodos de integracién que
proporcionan aproximaciones numéricas en G para todo t. Esto se puede
hacer mediante la aplicacién de un método de Runge-Kutta a (3.3), en lugar
de a la ecuacién original (3.1).

La serie de la definicién del operador dexp~!,

~. B 1 1
dexp,'(v) = k—fadﬁv:v—i[u,v]—l—ﬁ[u, [u,v]] + -+ -
k=0

puede ser truncada ya que se utiliza sélo en los casos en que el argumento
u = O(h). De esta manera una aproximaciéon v = (¢, + h) es construida, y
la solucién numérica es obtenida por Y, .1 = exp(v)Y,,. Mds especificamente,
con un método Runge-Kutta de orden p con s etapas, se puede escribir
el correspondiente esquema Munthe-Kaas (RKMK) de la siguiente forma,
donde h es el tamano de paso y a;;,b; son los coeficientes del método
Runge-Kutta.
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for:=1:sdo
w; = Z;:l a;j dexpinv(u;, kj,p — 1)
ki = hA(exp(tn + cih, ¢"'Yy)

end do

v =>""b; dexpinv(u;, k;, p)

Y1 = exp(v)Y,

Aqui dexpinv(u,v,p) denota un orden de aproximacién p a dexpu~!(v),
es decir, dexp,'(v) — dexpinv(tu,v,p) = O(t’™) para todos u,v € g. En
otras palabras, incluso si dexp~! se aproxima de este modo, el algoritmo
resultante es del mismo orden que el esquema Runge-Kutta subyacente, y

la solucién estd en el grupo de Lie donde la ecuacién diferencial (3.1) estd
definida.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de métodos particulares de
esta clase:

= Método de Euler explicito:

Yot = xp(hA(ta, Y;)) Y.

= Regla implicita del punto medio

v = ﬁA(tn + g,

5 e’Y,), Y1 = exp(v)Y,.

» Regla del trapecio (implicita)

uy = h,A(tn,Yn)

uy = hA(t, + h,ez1ty)
L (wy + )

v = —=(u (s
2 1 2

Yn-‘rl - eXp(U>Yn'

s Método de Heun
U = hA(tn,Yn)
1 1
Uy = hA(tn+§h,e§“1Yn)

vo= 5(’&1 -+ Ug)

Yn+1 = eXp(U)Yn-
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Para los métodos de orden superior, se debe calcular un nimero
significativo de conmutadores a la hora de evaluar dexpinv(u,;, k;,p)
directamente a partir de la serie (2.13). En su lugar, resulta ventajoso
introducir unas nuevas variables (); por medio de

Qi =) Vijkj =0(0"), i=1,...,s, (3.4)
j=1

donde las constantes Vj; se eligen de tal manera que los nimeros enteros
resultantes ¢; son tan grandes como sea posible. Entonces es evidente que

[Qi17 [Qi27 R [Qimprim] .- ]] = O(hQi1+"'+Qim>,

lo que hace que sea facil desechar términos de orden mas alto que el método
en si. La aplicaciéon de esta técnica al método RK clésico de cuarto orden
(ver Apéndice B) da como resultado el siguiente algoritmo optimizado:

uy = 0
ki = hA(t,,Y,) Q1 =k =O(h)
1
Uz = 5@1
1
ky = hA(t,+ N e"Y,) Qs = ky — k; = O(R?)
1 1 1
uz = 5@1 + 5@2 — g[Ql, Q2]
1
kg = hA(tn -+ éh, e“‘”’Yn) Qg = ]{3 — kg = O(hS)
ug = Q1+ Q2+ Qs
ky = hA(t, + h,e™Y,) Qs =ky —2ky + k1 = (’)(h3)

v o= Q1+ Qs+ %Qg + é@; — é[@l; Q2] — %[Qlan
Yn—i—l = exp(v)Yn.

El método requiere 4 evaluciones de la exponencial de A y sdlo 2
conmutadores. Esta técnica se puede combinar con otras estrategias para
obtener métodos RKMK con una reduccion significativa en el nimero de
conmutadores.
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3.2. Desarrollo de Magnus para ecuaciones
no lineales

Como antes, el punto de partida es la representacién de la solucion de
(3.1) en la forma

Y (t) = Y, (3.5)
donde (2 satisface la ecuacion
Q' = dexpg' (A(t, e?Yy)), Q(0) =0, (3.6)
con .
dexpg'(c) = %adga
k=0

En el caso lineal, es decir, cuando A depende sélo del tiempo t, la serie de
Magnus para €2 se puede obtener por la iteracién de Picard,

Q%) =0

t t B
0 0 :

De forma andloga, el mismo procedimiento se puede aplicar para el caso no
lineal, obteniéndose

t
Qi) :/ dexpg[lm](s) A(s,eﬂ[m](s)Yo)ds
0

‘& B o (3.7)
= / ﬁadmm](s)A(s, Y ) ds,  m > 0.
0 .

k=0

El siguiente paso para obtener aproximaciones de forma explicita es truncar
adecuadamente el operador dexp™' en la expansién (3.7). En términos
generales, cuando se considera toda la serie de dexp™, el desarrollo en serie
de potencias de Q! (t),k > 1, s6lo reproduce la expansién de la solucién
Q(t) hasta cierto orden, digamos O(#™). En consecuencia, las series (infinitas)
de potencias de Q¥l(¢) y QF+1(#) difieren en términos de orden OO (t™*!).
La idea es entonces descartar en QFl(¢) los términos de orden mayor que
O(t™). Por supuesto, esto requiere un analisis cuidadoso de cada término en
la expansion.

Por ejemplo, Q% = O lo que implica que (Q!)" = A(t,Yy) vy de esta manera

Qll(t) = /tA(s, Yo)ds = Q(t) + O(t),
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con

A(s, e O)Yg) = A(0,Yp) + O(s),

lo que implica que
I Qll
~3 [ 196 A5, Oy s = O(8).
0

Asi,

t
Qm(t):/ A(s,eml](s)Yo)ds.
0

En general

Qlll(t) = /t A(s,Yy)ds

m—2 B t (38)
Qlml(t) = Z k—f/o adgim-11(5)A(s, eﬂ[m_”(s)YO)ds. m > 2
k=0

El orden de la aproximacién se concluye a partir del siguiente resultado:

Teorema 9 Sea Q(t) la solucion ezxacta del problema de valor inicial (3.1) y
Ql(t) la aprozimacion dada por el esquema (3.8). Entonces se cumple que

Q(t) — Q") = o™,

Es decir, usando Q™(¢) en la ecuacién (3.5), se logra temer una

aproximacién explicita para la solucién de (3.1) que es correcta hasta el
orden O(t™+1).

Demostracion. Para simplificar las cosas, consideraremos el caso
auténomo, es decir, Y/ = A(Y)Y. La extensién para el caso general es
sencilla. En este caso la solucién exacta de (3.6) se puede escribir como la
serie infinita

Qt) =ty
=1
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con wy = A(Yp), wy = %Gl y, para [ > 3,

-1
B
oy =Gy + Y 0 Y ady,, ..ady, A(Y0)

j=1 7" kit..tkj=l-1
E1>1,...k;>1

-2 J

s
+ Z Z o Z ady,, - adw, [ Gio1-j

7j=1 s=0 ’ k’l-‘r...-‘rk’j:l—l

k1>1,..k;>1
1-2
3 B; 3
+ —‘ adwkl . adwkj Gl,
j=1 J: kit..+kj=I-1
k1>1,..k;>1

siendo G una funciéon dependiente de Yy, wy, ..., wy, es decir,
Gr = Gi(Yo; wi, wa, ..., wy), k> 1.

Por otra parte, si descartamos todos los términos de orden superior a O(t"™)
en Q" (t) dado por (3.8), entonces

[e.9]

Qt) =ty

=1

donde w; = A(Yy) y Wy, 2 <1 < m, es dado por misma expresion desarrollada
para [w; con las sustituciones

wy, — W, G — Gy,

para la nueva Gy = Gy(Yo; Wy, Wa, ..., Wp—1),k = 1,...,m. Para w; = wy,
tenemos G; = (G; y por induccién

w; = wl,@l =Gy, paral=1,....m—1,

pero R R
G = Gk(YbS{Dh@% ---,@mfl),
mientras que G, = G, (Yo;wy, wo, ..., w,), de modo que @m # G En
consecuencia
Y (t) — (A7) = t™(G — G) + O™
y asi se tiene que Q(t) — QM (1) = O(t™+). 0
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Para construir un integrador numérico practico basado en la expansion

de Magnus no lineal (3.8), las integrales que aparecen en la formulacién
tienen que ser convenientemente evaluadas. Para la mayoria de los problemas,
sin embargo, sélo la aproximacién de primer orden QM(t) puede ser
calculada exactamente, y asi las integrales restantes necesarias de 6rdenes
superiores debe ser reemplazadas por cuadraturas apropiadas, dependiendo
del problema particular. También la existencia de varios conmutadores y
exponenciales matriciales en las etapas intermedias requiere un tratamiento
detallado para reducir la complejidad computacional y hacer de los esquemas
de integracién procedimientos practicos.
Para ilustrar los diferentes temas involucrados en la construccién de métodos
numéricos para (3.8), consideramos aqui los esquemas de 6rdenes 2, 3 y 4. En
todos los casos se elige una cuadratura con puntos equidistantes a lo largo
del intervalo [t,,t, + h].

Orden 2. Este caso corresponde a m = 2 en (3.8), luego

Q) = /tA(s,Y('))ds, (3.9)
Q@) = /tA(s,eQ““s%))ds. (3.10)

Si A es tal que la integral (3.9) se puede calcular con exactitud, todo lo
que se requiere para obtener un integrador de segundo orden es reemplazar
la integral (3.10) por una regla de cuadratura de orden 2. Por ejemplo, si
discretizamos Q1 con la regla del trapecio, tendremos

QP (h) = g (A00.%0) + A(h. ™ OY;)) + O(h?). (3.11)

De hecho, se puede construir un esquema de segundo orden que no evalia
exactamente la integral (3.9), sino s6lo una aproximacién de primer orden
de ella. Si, por ejemplo, se utiliza el método de Euler, QU (h) = hA(0,y0) +
O(h?), se tendra un nuevo esquema explicito de segundo orden, dado por

v = g (A(0,Yp) + A(h, " O0Vy)) = QB(h) + O(h?)
Yi — €U1%7 (312)

que es precisamente el método de dos etapas de Runge-Kutta-Munthe-Kaas
(RKMK), con tablero de Butcher (ver Apéndice B)




Vale la pena mencionar que el método (3.12) es diferente de (3.11)
cuando la matriz A depende explicitamente del tiempo, aunque ambos son
aproximaciones de segundo orden a §2(t).

Si QP se discretiza con la regla del punto medio se tendra

h
v = hA (5, egA(O’YO)YE)> = QB(n) + O(n?)
Yi = e, (3.13)

Vemos que, en el orden 2, los esquemas explicitos RKMK son producidos
por la EM al utilizar una aproximacién de QM con una cuadratura de
primer orden. Surgen nuevos esquemas, sin embargo, cuando Q[ es evaluado
exactamente.

Orden 3. En forma andloga a las ecuaciones (3.9) y (3.10), tenemos que
trabajar ademés con

09 = [ (Aa(s) - 5192(5) Aa(6)] ) . (3.14)

donde Ay(s) = A(s,e?®Yy). Si utilizamos la regla de Simpson para
aproximar (3.14), tenemos

QI(R) = (A0, 5) + 44s(h/2) + As(D))

_g[gm(h/z), As(h)2)] — 1—’7’2[9[2](h), Ay(h)] + O(h).

Ahora QI se puede aproximar con Euler y Q2/(h) con la regla del punto
medio, ecuacién (3.13), mientras que

QlZ( h
2’

h h
5) =1 (A(o,Yo) + 7A( eﬁ”A(OvYO%)) +O(h?)
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para obtener un esquema de orden 3. El algoritmo se puede formular como

uy = 0
kl = hA(O7}/0)

1
Uo = 51{51
ky = hA(h/2,e"Y))

1
ks = hA(h/2,e¢"Y)
Uy = ]{32
ki = hA(h,e™Yy)

ke Ay 4 ) — S, ] — [, R

V3 = g\ 3 4 3U3,3 12U4,4
i = %Y

Este método se asemeja mucho al esquema RKMK basado en el tablero de
Butcher

(3.16)

—ol= O

D =N
wing N

La eleccion de un método como los descritos o los de tipo RKMK se puede
basar en el coste computacional que involucran [CI06], el cual puede variar
segun el orden deseado.

1
6

Orden 4. Con m = 4 podemos usar la regla de Simpson para aproximar
QU(h). Los célculos que se llevan a cabo para QPl(h), se pueden reutilizar
aqui, pero todavia es necesario calcular Q% (h/2) hasta orden O(h%) y realizar
dos nuevas evaluaciones de A. El algoritmo resultante se presenta en el
apéndice de [CI06] y requiere seis evaluaciones de A, dos conmutadores y
seis exponenciales de matrices por cada paso de tiempo.

3.3. Aplicaciones

3.3.1. La ecuacion de Emden—Fowler

Vamos a considerar la ecuacion diferencial de segundo orden
y' +alt,y,y) =0, y(0) =1y, ¥(0)=uwp, (3.17)
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la cual se puede representar como un sistema de EDO

y = A(t,y)y, y(0) =y, (3.18)

donde A = ( —a((i)f,y) (1) ), y = (y,9)T.

Estudiaremos inicialmente la ecuaciéon de Emden—Fowler, que se obtiene
de (3.17) cuando a(t,y,y’) = ty*. Se debe senalar que esta ecuacién es un
caso particular de la ecuacion y” = kt"y™, que tiene solucién analitica sélo
para algunos valores de n y m [Zwi97].

En concreto, estudiaremos inicialmente la ecuacion diferencial de segundo
orden

y' +ty’ =0, y0)=yo=1, ¢ (0)=yy=0 (3.19)

cont € [0,60]. A este modelo tedrico le aplicamos diversos métodos numéricos
y contrastamos los resultados.

Comenzamos el estudio de la ecuacién (3.19), mostrando su naturaleza
altamente oscilante. Ello se aprecia claramente al resolver el problema
diferencial con Matlab.

Ecuacion Emden-Fowler
1 T T T

0.8 i

0.4r

0.2

10 20 30 40 50 60

Figura 3.1: Solucién aproximada, con alta precision, obtenida por Matlab.
Notese la caracteristica oscilante de la solucién.

81



Por otra parte, la solucién aproximada y(t) de la ecuacién (3.19) que
entrega Magnus de cuarto orden al comparar el error relativo cometido versus
el tamano de paso h, figura 3.2, nos indica el orden del método.

10
ki
I|
1
|
1
|
|III
-1 _#
107} __
(7]
= |
3 |
X
o
v Y
i)
3 B
1072k i
N
1 O_G (:] : 1 I 2 3
10 10 10 10
1/h

Figura 3.2: Comportamiento del error relativo cometido por el método de

Magnus de cuarto orden en contraste al tamano de paso para el problema
dado por el modelo (3.19).

Para contrastar el método de RK de cuarto orden y el método de Magnus

de igual orden, se presenta en la figura 3.3 las gréaficas del error relativo
de ambos procedimientos, comparados con RK de orden 6 (con h = 1075),

como referencia. Se integra con ¢ € [0, 10], y tamanos de paso indicados. El
cardcter altamente oscilatorio de la solucién de (3.19) también se aprecia en
la distribucién del error relativo a lo largo del intervalo de la integracion.

Resultados de un método Magnus modificado de cuarto orden

En el articulo [CI06] se describe con detalle un método de Magnus
modificado. El algoritmo, presentado a continuacién, corresponde a esta

variacién del método de Magnus, que contempla una disminucion de ciertas
operaciones aritméticas.
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Grafico evolucion de Error Relativo Grafico evolucion de Error Relativo

10 T T T

—RK4
— - — Magnus4

Error Relativo
Error Relativo
\

Tiempo, t Tiempo, t

Figura 3.3: Los gréficos corresponden a los errores relativos de los métodos
de Runge-Kutta y Magnus, ambos de cuarto orden. El grafico de la izquierda
utiliza un paso h = 0.1 y el de la derecha h = 0.001. En las dos experiencias
se observa que el método de Magnus tiene un error relativo menor, aunque se
estrecha la brecha de la diferencia cuando refinamos el paso de integracion.

A continuacién se detalla el algoritmo para la integracién numérica de
cuarto orden de la ecuacién Y = A(t, Y)Y basado en la expansién no lineal
de Magnus (3.1).

Algoritmo Magnus modificado

En cada iteracién se obtendrd la aproximacion Y, .1, usando ¢,.1 =1, + h

1. uy = 0
ki1 = hA(t,, Yn), Q1=k

1
2. up = 5@1 .
ke = hA (tn + §7€U2YO) , Qe=ky—Fk
1 1
3. ug = 5@1 + ZQz
k?):hA (tn+gveugy()) ) Q3:k3_k2
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4. uy = Q1 — Qo
k4 = hA (tn + ha 61‘4}/0) ’ Q4 = k:4 - 2k2 - kl

1 1 1 1 1
5. U5 = 5@1 + ZQQ + §Q3 — ﬂ@l — 4_8[Q1’ Q2]

ks = hA (tn+ g,€u5yo> ;o Qs =ks — ko

2 1 1
6. ug = Q1+ Q2 + §Q3 + 6Q4 — E[Ql’ Q2]
kﬁ = hA(tn + h, €u6Y0), QG = ]{36 — 2:1{?2 + kl

2 1 1 1
7. UZQ1+Q2+§Q5+6Q6_6 [Q17Q2—Q3+Q5+§Q6
Yn+1 :evYn.

Aplicamos esta variacion del método de Magnus a la ecuacién de
Emden-Fowler presentada en (3.19).

Comparamos los tiempos de CPU que requiere el algoritmo modificado
con el de RK del mismo orden, figura 3.4, con respecto al mismo tamano de
paso. Se aprecia que el algoritmo de Magnus modificado requiere de menos
tiempo de CPU, en particular para tamanos de paso h decrecientes.

Algoritmo de Magnus con Q! exacta

En esta seccién modificamos el algoritmo de la seccién anterior, usando la
evaluacién de forma exacta para la primera integral, es decir, QY en vez de
considerar una cuadratura. Esto resulta sencillo para el caso que nos ocupa.

Recordemos que

Q1) = /tA(s,YO)dS.

Examinando la férmula (3.8) y usando m = 2, obtenemos QI para (3.18),
en cada uno de los tramos de la particion del intervalo para t, es decir,

tn+h tn+h
" " 0 1 0 h
o, _—/ A ,Ynd——/ ( )d——( )
( +1> . (S )S . _SyTZL 0 S _6 0

1
donde 8 = —=y2h(2t, + h). Esto genera una nueva versién del algoritmo del

apéndice de [CI06].
El grafico de la figura 3.5 muestra los errores relativos de y, ~ y(t,) para
ambos algoritmos, el que célcula QMU en forma aproximada y en forma exacta.
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Figura 3.4: Gréfico del tiempo de CPU para RK4 y EFMag4. El método de
Magnus modificado presenta menor requerimiento de tiempo CPU debido a
que el algoritmo presentado en el apéndice de [CI06] requiere seis evaluaciones
de A, dos conmutadores y seis exponenciales de matrices por cada paso de

tiempo. Esto es un poco menos de calculo de punto flotante que su simil
RK4.

Como era de esperar, la versién que utiliza el clculo exacto de QM tiene un
comportamiento con menor error relativo que su version aproximada.

3.3.2. Ecuacién de Lane—Emden

Al igual que hicimos para la ecuacién de Emden—Fowler, resolvemos el
problema (3.18), pero ahora con la ecuacién de Lane-Emden, también de
frecuente uso en modelos fisicos. En este caso la funcién a(t,Y) = (%)n_l.
Nosotros tomaremos n = 3. La solucién aproximada, con una alta precision,
obtenida por el software Matlab se muestra en la figura 3.6. La grafica

3.7 representa el diagrama de eficiencia: error vesus tiempo de CPU del
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Grafico evolucion del Error Relativo para Magnus de Cuarto Orden

1 0 T

Error Relativo

107 -'Y"i‘“'f/““ff;-'\

SN 2.

Q[1] aprox
— — Q[1] exac

6

10

Tiempo, t

Figura 3.5: Gréfico del error relativo del método de Magnus con QM
aproximada y exacta, con tamaiio de paso h = 1072, y evolucionando el
tiempo t € [0,10]. Nuevamente como referencia de la solucién exacta se usé
RK de orden 6, con h = 107%. Al igual que en la figura 3.3, se aprecia las
formas de cupulas periédicas que va tomando el error relativo a medida que
la variable ¢ va recorriendo el intervalo de integracion.

método de Magnus modificado, con las versiones de QI aproximada y
exacta. Se aprecia que ambas versiones alcanzan una precisién similar, con un
costo en tiempo de cémputo ligeramente mayor en el caso de QU calculada
exactamente.

3.3.3.

La ultima ecuacién que se estudiara es la de Thomas-Fermi!. En este caso

se tiene que a (¢,Y) = —\/g . La solucion de esta ecuacion, dada por Matlab

Aplicacién. Ecuaciéon de Thomas—Fermi

'Esta ecuacién aparece en el modelo de Thomas-Fermi, que es una teoria de la
mecéanica cuantica para explicar la estructura electrénica de sistemas de muchos cuerpos,
desarrollado de forma semiclédsica poco tiempo después de la introduccion de la ecuacion
de Schrodinger
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Ecuacion Lane-Emden
15 T T T

Figura 3.6: Solucién para la evolucion en el tiempo ¢,¢ € (0, 60] obtenida por
Matlab para la ecuaciéon de Lane-Emden con n = 3.

con alta precision, también presenta un aspecto oscilatorio y uniforme, como
se aprecia en la grafica de la figura 3.8.

Para contrastar los método de RK de cuarto orden y el método de Magnus
de igual orden, se presentan en la figura 3.9 las graficas del error relativo de
ambos procedimientos, comparados con RK de orden 6 como referencia. Se
integra con t € (0,70]. El cardcter oscilatorio de la grafica de la solucién
aproximada también se aprecia en la distribucion del error relativo a lo largo
del intervalo de integracion. En la grafica 3.10 se presenta el diagrama de
eficiencia del método de Magnus modificado con ambas versiones de céalculo
de QM aproximada y exacta. En esta experiencia se llega a utilizar por ambas
verisones del método de Magnus un valor de paso de h = 1075, por ello se
tiene un tiempo de CPU bastante elevado. Sin embargo, al igual que en las
experiencias anteriores (Emden—Fowler y Lane-Emden) se aprecia que ambas
versiones alcanzan una precision similar, con un costo en tiempo de computo
ligeramente mayor en el caso de QY calculada exactamente.
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Figura 3.7: Diagrama de la efeciencia del método de Magnus modificado, con
las versiones de QY aproximada y exacta, para el modelo gobernado por la
ecuacién de Lane-Emden con n = 3. Se utiliza RK de orden 6, con h = 1079,
como referencia de la solucién exacta.

3.4. Método de splitting basado en matrices
triangulares

En esta seccién se amplia el estudio del método de tipo splitting
desarrollado en el capitulo 2, para problemas no lineales. Se describe
detalladamente el procedimiento para calcular los diversos componentes que
requiere este nuevo método, descrito en ([Cas07]). En concreto, discutiremos
el problema no lineal representado por la ecuacion

Y'(t) = A, Y ()Y (t), con Y(to)=Yy en GL(n), (3.20)

donde A(t,Y) es una matriz que depende de ¢t e Y (t). Por simplicidad se
tomard el caso to = 0 e Yy = I. Por igual motivo se analizara sélo el primer
ciclo del procedimiento.
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Ecuacion Thomas—Fermi
6 T T T

Figura 3.8: Solucién dada por Matlab para la ecuacién de Thomas—Fermi.
Al igual que en las otras ecuaciones estudiadas, la ecuacién de Thomas-Fermi
presenta una solucion oscilante.

Nuestro punto de partida sera la construccion de la solucién del sistema
Ly = A_(t, Lo) Lo, Lo(0) =1, (3.21)

que puede ser integrado exactamente. Aqui A_ es triangular inferior.
Denotaremos las filas de Ly por llT, 12T, ey IZ. En forma andloga, las filas
de A_ se denotan por al y las de I por 1;‘F
Definiremos la matriz extendida

Co=[10 1. . . 1] i’ m=1,2..n

T
m—1 m

i
Observamos que C; = Y (0) = I. Asi el primer renglén de la matriz A_ sera

a?(t, L()) = [CLH(t, Cl), 0, ceey 0]

y entonces

1?/ = an(t, Cl)lf,

que es soluble exactamente por cuadraturas.
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Graéfico evolucion de Error Relativo
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Figura 3.9: Evolucién de error relativo en el tiempo ¢ € [0,70], con las
versiones de QI aproximada y exacta, para la ecuacién de Thomas-Fermi. Se
utiliza RK de orden 6, con h = 107°, como referencia de la solucién exacta.

La siguiente ecuacion surge del segundo renglén de A_,
al(t, Lo) = [as(t, Cy), as(t,Cs),0, ...,0].
Asi tendremos la ecuacion
I3 = an(t, Co)ll + anl(t, C)l],

también soluble exactamente.
En general tendremos que el m-ésimo renglén de la matriz A_,

al (t,Lo) = [ami(t, Cpn), @ma(t, Con), ooy G (£, Cr), 0, ..., 0], m=1,2..n.

Asi se forma la ecuacién diferencial
m
T Z T
lm = amj(t, Cj)lj N m = 1,2,...71,.
j=1
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Figura 3.10: Diagrama de la efeciencia del método de Magnus modificado, con
las versiones de Q! aproximada y exacta, para la ecuacién de Thomas—Fermi.
Se utiliza RK de orden 6, con h = 1079, como referencia de la solucién exacta.

3.4.1. Procedimiento para el calculo de L;

Desarrollaremos el procedimento para el calculo de Ly, en particular para
k=0yn=2.

Para obtener la matriz Ly = [1,17,...)IL, construimos cada fila de la
matriz, resolviendo secuencialmente las siguientes ecuaciones:

1*FEec. l’{/ = au(t, Cl>l¥1

QaEC. lg/ = a21(t, Cg)l? + a22(t, Cg)lg

jesima . 1T = Z amy(t, Cj)lf-
j:l
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Podemos resolver las ecuaciones a través de una cuadratura como la regla
Sitmpson. Por ejemplo, para la primera ecuacion se tiene:

lill“(t) _ efg a11(h,C1)dh _ eAH(t)7

con

t
h
/ (111<h, Cl>dh ~ 6[&11(0, Cl) + 4&11(t/2, Cl) + all(t, Cl)]
0
Se utiliza este resultado para obtener [1':
lgT, = a1 (t, Co)lIT + ans(t, Co)ls = l,21 = a9 (t, C)l11 + a(t, Co)ly

= ll21 = ax (¢, CQ)GAn(t) + ago(t, Cy)lar.

De esta manera
t
In(t) = efot aza(s,Ca)ds [121(0) +/ e lo GQQ(S’CQ)dSazl(SaCz)eAll(S)dS :
0

Dado que l5;(0) = 0, entonces la expresién anterior se reduce a

t
lgl(t) = 6A22(t)/ G_AQQ(S)am(S, Cg)ln(S)dS,
0
donde Ags es el término que se obtiene, en forma analoga a ly;, para loo

l22(t> — efOt a22(s,C2)ds — eAQQ(t)'

En términos mas precisos utilizamos las siguientes féormulas:
h h h ~
Ap(h) = ayi(t,Ch)dt = 6 a11(0, Ch) + 4an 5701 +ai(h,Cr)| = Au(h).
0
Hemos usado la regla de Simpson para aproximar A;;. Analogamente.

h h h ~ h
An <§) ~ ﬁ {56111((), Cl) + 8aq;y <§701> - a11(h7 C1>:| = An <§> )

luego N
(k) = ™

I (g) _ Au(%)
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De esta manera

& h
Agg(h) = / an(t, Cg)dt ~ 6
0

h h h ~ h
AQQ (§> ~ ﬂ [5@22(0,02) + 8&22 (5,02) — agg(h,cg)] = AQQ (—2)

Por 1ltimo,

h ~
{@2(0, Co) + dag (5’ 02) + ag(h, 02)} = Ax(h),

lgg(h) ~ 6222(}1)
h ~

(@ﬂQC%m)+4&1(g)+lﬁdm>

lo1(h) = o A22(h)

>

h T ny h h
Iy (§> = eA”(f)ﬁ (5(121(0, C5(0)) + 8Fy (§> - F21(h)) ’

Fgl(t) = 6_A22(t)a21(t, Cg(t))lll(t)

Asi, tenemos construida la matriz

. lu(t) 0

%@mehmﬂj>a Lo(0) = I.

3.4.2. Procedimiento para el calculo de Uy(t)

El procedimiento para resolver el problema no lineal (3.20) requiere,
después del céalculo de Ly, la factorizacién

Y(t) = Lo(t)Z(t) = Z' = Co(t, 2)2Z,  Z(0) =1,
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donde

C21 (€22

Co(t, Z) = Lgl[A(t,LOZ) — A_(t, Ly)]Ly = { C11 C12 ]

Z(t) = Uo(t)Y:(t)

U(/) - CO+<t, Uo)Uo, Uo(O) — [,
con
t, U t, U,
Co, (t, Vo) = [ G }
| U1ir U2
Uy — { e ] .
Definimos
1 0
D1_17 D2_|:0 u22(t):|a
luego
t
Ull(t) = €Cll(t), Cll(t) = / Cll(S,Dz)dS
0

t
u1a(t) = ecll(t)/ e’C“(s)clg(s,Dg)uQQ(s)ds.
0

Aligual que en el calculo de Ly, se utiliza la regla de Simpson para aproximar
los elementos de Up(t).
De esta manera construimos

U1l (t) 'LL12(t)

V= { 0 uxlt) }

3.4.3. Parte final del método

Una vez calculada la matriz Uy(t), obtenemos Z(t) dado por
Z(t) = Uo(t)1 (1),
donde
Y/ = Uy '(Co — Co, )UpY1 = Ai(t, Y1)Y1, Y1(0) = 1.

Asi se completa el primer ciclo. Este procedimiento iterativo genera la
siguiente factorizacién

Y(t) = YE)(t) = LoUoLlUl...LkUkYk+1(t), k= 0, 1, 2,
Cabe notar que este procedimiento reproduce el algoritmo de la seccién 2.4

en el caso de una ecuacion lineal.
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3.4.4.

Ejemplo numérico

Tomamos la ecuacién diferencial (3.17), que se puede representar como
una ecuacién diferencial matricial (3.18). En particular, estudiamos el caso
de la ecuacién de Emden-Fowler [IN99], es decir, a(t,y) = ty*. En la grafica
de la figura 3.11 se representa los diagramas de eficiencia del método basado
en splitting desarrollado en esta seccion y el de Magnus.

10 ¢ T ——rr ey e
: —+— Splitting
i T —&— Magnus
g |
10 ! 3 [| E
: § 1
[ \
i) 2 \ \
2 0%}
5 ; 8 %
TR N
10°L LN :
L \\"-»
[ o
4
']D = I' 1 5 1 :
10 10 10 10 10
Tiempo

Figura 3.11: Diagrama de eficiencia, error relativo versus tiempo de CPU,
para los métodos de splitting no lineal y el de Magnus desarrollado al
inicio del capitulo. Se aprecia que el método de splitting requiere un poco
mas de tiempo pero proporciona una precisén similar a Magnus. Ambos
procedimientos se aplican a la ecuacién de Emden-Fowler, usando como
solucion exacta el resultado dado por un método de Runge-Kutta de sexto

orden, con h = 1076,
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Capitulo 4

Aspectos computacionales de la
formula de

Baker—Campbell-Hausdorft y
la formula de Zassenhaus

4.1. Introduccion

Como hemos visto en los capitulos anteriores, los desarrollos
exponenciales son de gran importancia a la hora de construir aproximaciones
(tanto analiticas como numéricas) a sistemas de ecuaciones diferenciales
que poseen propiedades cualitativas. Un ejemplo de tales desarrollos
exponenciales es el desarrollo de Magnus. Consideremos en particular el
problema de valor inicial

U= AWMU,  U®0) =1, (4.1)

con
Y 0<t<l1

A<t):{X 1<t<2,

siendo X e Y dos matrices n x n constantes que, en general, no conmutan:
[X,Y] = XY — YX # 0. La solucién exacta de este problema en ¢ = 2 es
claramente

Ult=2)=e"e".

Por otra parte, si aplicamos el desarrollo de Magnus, podremos expresar



donde Q(2) depende de X, Y y sus conmutadores anidados. Este es de hecho
un caso particular de la llamada formula de Baker—Campbell-Hausdorff: el
producto de la exponencial de dos matrices que no conmutan es igual a la
exponencial de otra matriz obtenida a partir de las dos anteriores mediante
una combinacién lineal (con coeficientes racionales) de sus conmutadores
anidados.
Supongamos ahora que tenemos eX*Y. Sabemos, por lo que hemos
comentado anteriormente, que en general
XHY L X oY

X+Y

Ahora bien, ;es posible expresar e como un producto de la forma

XY = X oY oC2 05 . ?

Tal desarrollo, dual del anterior, recibe el nombre de férmula de Zassenhaus,
y ha encontrado aplicacién recientemente en varios campos.

En este capitulo se estudiard con detalle tanto la férmula de
Baker—Campbell-Hausdorff como la de Zassenhaus, atendiendo
principalmente a sus aspectos computacionales (esto es, a la forma
mas eficiente de generarlas) y a las condiciones que se han de verificar para
que se tenga asegurada su convergencia.

Asi como en cierto sentido el desarrollo de Magnus puede considerarse
como una versiéon “continua” de la formula de Baker—-Campbell-Hausdorff,
analizaremos también el andlogo continuo de la férmula de Zassenhaus,
conocido como el desarrollo de Wilcox.

La férmula de Baker—Campbell-Hausdorff (BCH, para abreviar) fue
establecida (cualitativamente) por Campbell ([Cam97] y [Cam98]) a finales
del siglo XIX analizando el problema de la construcciéon de un grupo de
Lie directamente a partir de un dlgebra de Lie [Gil74]. Esencialmente, este
resultado establece que eX e¥ = e¢Z, donde Z se puede escribir como una
serie que contiene unicamente conmutadores de X e Y. Posteriormente Baker
[Bak05] y Hausdorff [Hau06] de forma independiente también formularon un
resultado andlogo dentro de un marco abstracto méas amplio, aunque ninguno
de ellos proporcioné una demostraciéon rigurosa del resultado. En palabras
de Bourbaki, “chacun considere que les démonstrations de ses prédécesseurs
ne sont pas convaincantes” . Finalmente, Dynkin logré encontrar una férmula
explicita para Z.

4.2. Laférmula de Baker—Campbell-Hausdorff

La férmula de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH, para abreviar) fue
establecida (cualitativamente) por Campbell ([Cam97] y [Cam98]) a finales
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del siglo XIX analizando el problema de la construccion de un grupo de
Lie directamente a partir de un algebra de Lie [Gil74]. Esencialmente, este
resultado establece que eX e¥ = €%, donde Z se puede escribir como una
serie que contiene unicamente conmutadores de X e Y. Posteriormente Baker
[Bak05] y Hausdorff [Hau06] de forma independiente también formularon un
resultado analogo dentro de un marco abstracto mas amplio, aunque ninguno
de ellos proporcioné una demostracién rigurosa del resultado. En palabras
de Bourbaki, “chacun considere que les démonstrations de ses prédécesseurs
ne sont pas convaincantes” . Finalmente, Dynkin logré encontrar una férmula
explicita para Z.

El exponente Z en eX e¥ = eZ se puede determinar usando el desarrollo
en serie de la funcién exponencial

o0

1
el =y — XYY, (4.2)

!
iy OPC]

y sustituyendo esta serie en la serie formal de la funcién logaritmo,

— 1)k
log(Z) =) _ %(z — ). (4.3)
k=1
Asi se obtiene
e -1 XPya | XPrYdk
gt ) = > S ,

lgq! 0.
p pila! .. el
donde los términos no negativos de la suma interna p1, g1, ..., pr, ¢x cumplen
pi+¢q >0 (i=1,..,k). Agrupando los términos para los que p; + ¢; + p2 +
G2 + -+ + pr + @ = m, podemos escribir

7 = log(e* ZP X,Y), (4.4)

donde P,,(X,Y’) es un polinomio homogéneo de grado m en las variables no
conmutativas X e Y. Como hemos dicho, Campbell [Cam98|, Baker [Bak05]
y Hausdorff [Hau06] abordaron la cuestién de si Z se puede representar en
general como una serie de conmutadores anidados de X e Y, pero fue Dynkin
quien finalmente derivé una férmula explicita para Z como

= (—1)k+1 [XPrya | XPeY ]
Z=3.3 - . (4.5)
= e (S +a)) mia! - pilas!

99



Aqui la suma interna se hace tomando todos los enteros no negativos
P1,q1, - Pk, Qr tal que p; +¢q; > 0, parai = 1,... ky [XPY D | XPrY ]
denota el conmutador anidado hacia la derecha basado en la palabra
XPyo XPeYa [Dynd7|. Asi, por ejemplo,

(XY2X?Y) = (XY [y (X [X YL

La expresién (4.5) es conocida como la serie BCH en la forma de Dynkin.
Agrupando términos se llega finalmente a

Z =log(eXe") =X +Y + ) zn(X,Y), (4.6)

m=2

donde los z,(X,Y) son polinomios homogéneos de Lie en X e Y de
grado m, es decir, una combinacion lineal de los conmutadores de la forma
Vi, [Va, ooy [Vin1, Vi) .. ]] con V; € {X,Y} para i = 1,...,m, siendo los
coeficientes nimeros recionales. Los primeros términos en forma explicita
son

1
Z = Q[X Y]
- LIXY] - VXY
z3 = 12 ) ) 12 ) )
1
24 = ﬂ{Xa [Ya [Y7 X]H
La expresién eXe¥ = e? es llamada férmula de Baker-Campbell-Hausdorff,

aunque se utilizan comtinmente en la literatura otros nombres (por ejemplo,
Campbell-Baker—Hausdorff, Baker—Hausdorff, Campbell-Hausdorff). La
férmula (4.5) es ciertamente dificil de usar debido a la complejidad de las
sumas involucradas. Notese, en particular, que diferentes opciones de p;,
¢i, k en (4.6) pueden dar lugar a un mismo conmutador. Asi, por ejemplo,
[(X3Y1 = [X'YOX?Y!] = [X,[X,[X,Y]]]. Una dificultad adicional surge del
hecho de que no todos los conmutadores son independientes, debido a la
identidad de Jacobi

(X1, [Xo, X3]] + [Xo, [ X3, Xa]] + [X5, [X1, Xo]] = 0.

La férmula BCH juega un papel fundamental en diversos campos de
las matematicas. Por ejemplo: en la teoria de ecuaciones diferenciales
[Magb4], grupos de Lie [GOV97], andlisis numérico [HLWO06], la fisica tedrica
(teorfa de perturbaciones [DF76], mecanica cuantica [WM62], mecénica
estadistica [Kum65] [Wil67], computacién cudntica [SS99]) y teoria de control
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(en andlisis y disenio de leyes de mando no lineales, filtros no lineales,
estabilizacion de los cuerpos rigidos, etc. [TTMO05]).

En particular, en el analisis numérico de ecuaciones diferenciales la
formula BCH a veces se utiliza como sigue. Supongamos que tenemos una
ecuacion diferencial

du

W X(w), w(0) =g (47)
definida en un cierto grupo de Lie (por ejemplo, un sistema Hamiltoniano),
y que el campo vectorial X puede ser separado como X (u) = A(u) + B(u)

de manera que las ecuaciones correspondientes a A(u) y B(u),

du du

ToAW), =B, u(0)=g
pueden resolverse de forma exacta. Entonces, una practica habitual consiste
en considerar un método de splitting de la forma

U, = haAgtiB | harA by B

para la solucién exacta e“+5) de (4.7) en un paso de tiempo h. La idea es
entonces obtener las condiciones que deben cumplir los coeficientes a;, b; de
modo que

Un(q) = u(h) + O(h"),
y esto se puede hacer mediante la aplicacion sucesiva de la formula BCH para
la expresion de ¥ hasta el grado requerido por el orden de la aproximacion

D-

Ademas de la forma de Dynkin hay otros procedimientos estandar para
construir de forma explicita los términos de la serie BCH. Una de ellos es la
forma asociativa explicita

Z=X4Y+> Y gaw (4.8)

donde w denota una cadena de simbolos X e Y (una palabra), es decir,
W = WiwWy -+ Wy, con w; € {X,Y}, g, es un coeficiente racional y todas
las cadenas w tienen longitud, o cantidad de simbolos, |w| = m. Estos
coeficientes se pueden calcular a través de un proceso basado en polinomios
calculados de forma recursiva [Gol56].

Aunque la ecuacién (4.8) carece de conmutadores, siempre es posible escribir
esta expresion como

Z:X+Y+i% > gmlw, (4.9)

w,|w|
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es decir, los términos individuales son los mismas que en la serie asociativa
(4.8) excepto que la palabra w = wyws - - - w,, se sustituye por el conmutator
anidado por la derecha [w]| = [wy, [wa, ... [Wy_1,wy]...]] ¥ el coeficiente de
gw se divide por la longitud m de la palabra correspondiente [Tho82]. Esto
es un caso particular del teorema de Dynkin—Specht—Wever [Jac79)].

Si Z = Z(7) es la solucién de eZ = e™Xe™ | diferenciando esta relacién con

. . . k . .
respecto a 7 y considerando la serie Z = 2@1 T2k, es posible derivar la
férmula de recurrencia [Var84|

21 :X+Y
1 [n/2] B,
(n+ D = 51X =Y, 2] + p; (2p§! > e [ By, X+ Y]], m> 1,
(4.10)

donde la segunda sumatoria se extiende sobre todos los enteros positivos
tal que ki + -+ + kop = n y By, son los nimeros de Bernoulli [AS65].

Alternativamente, si consideramos e?(® = e'Xe¥ entonces Z(t) verifica la
ecuacién diferencial

dZ =By o,
dt — k‘ a Z<* ( )

De aqui es posible obtener la siguiente recurrencia para los términos de la

serie Z(t) = 3, -1 za(t) [BCO4]:

n—1 t
B
A=Y 2 % /0 ady, (gada o -+ adsy (o Xds, 722,

7=1 ki+-4kj=n—1

(4.11)

donde para la sumatoria interna se debe cumplir que &, > 1,...,k; > 1.
Esta ultima férmula es particularmente conveniente desde un punto de vista
computational, ademads si en (4.11) se toma t = 1, se vuelve a la serie BCH.

Las férmulas explicitas (4.5), (4.9), asi como las recurrencias (4.10),
(4.11) se pueden utilizar, en principio, para la construccién de la serie
BCH hasta grado arbitrario en términos de conmutadores. Varios calculos
sistematicos de la serie han sido llevado a cabo a lo largo de los anos,
empezando con el trabajo realizado por Richtmyer y Greenspan en 1965
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[RG65], en el que informan de resultados hasta grado ocho. Més tarde,
Newman y Thompson obtuvieron los coeficientes g, en (4.9) hasta cadenas
de longitud 20 [NT87], mientras que Bose [Bos89] propuso un algoritmo
para calcular directamente el coeficiente de un conmutador determinado en
la forma de Dynkin (4.5), y Oteo [Ote91] y Kolsrud [Kol93| presentaron una
expresién simplificada de (4.5) en términos de conmutadores anidados por
la derecha, hasta grado ocho y nueve, respectivamente. Més recientemente,
Reinsch [Rei00] ha propuesto una formulacién basada en operaciones con
matrices para el calculo de los polinomios P,,(X,Y) en (4.4) que puede ser
implementado facilmente en cualquier paquete de algebra simbdlica. En ese
caso, se tiene que recurrir de nuevo al teorema de Dynkin—Specht—Wever
para escribir las expresiones resultantes en términos de conmutadores .

Como se menciono antes, todos estos procedimientos exhiben una limitacion
clave: los conmutadores iterados no son linealmente independientes debido
a la identidad de Jacobi (y otras identidades que implican conmutadores
anidados de grado superior obtenidas como consecuencia de la misma
[Ote91]). En otras palabras, no se proporcionan expresiones directamente
en términos de una base del algebra de Lie libre generada por X e Y,
L(X,Y), y por lo tanto es dificil de estudiar con ellas las caracteristicas
especificas de la serie, tales como la distribucion de los coeficientes y otras
propiedades combinatorias [NT87]. Por supuesto, siempre es posible expresar
las férmulas resultantes en términos de una base de L£(X,Y’) (por ejemplo,
la base Hall o la de Lyndon), pero este proceso de reescritura es muy lento
y requiere grandes recursos de memoria de un computador. En la préctica,
més alld del grado n = 10, se trata de una tarea dificil [Kos93], [TTMO05], ya
que el nimero de términos que intervienen en la serie crece exponencialmente.

En la referencia [CMO09], sus autores desarrollan un nuevo algoritmo
para la expresiéon de la serie BCH como

Z =log(exp(X) exp(Y)) = >z E;, (4.12)

i>1

donde z; € Q (i > 1)y {E; : i=1,2,3,...} es una base de L(X,Y") cuyos
elementos son de la forma

E1 = X, E2 = Y7 y Ez = [Ei/, Ei//] 1 Z 3, (413)

para numeros enteros adecuados ',7" < ¢ (para i = 3,4,...). Cada FE; en
(4.13) es un polinomio de Lie homogéneo de grado |i|, donde

| =2/=1 y |if=|+" for i>S3. (4.14)
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En ese trabajo se considera una clase general de bases para un algebra
de Lie libre £(X,Y’), que la literatura actual refiere como bases de Hall
generalizadas y también como bases Hall-Viennot [C.R93|, [Vie78|. En
concreto, se propone un nuevo procedimiento para escribir la serie BCH
(4.12) en términos de una base Hall-Viennot arbitraria. Tal algoritmo se
basa en los resultados obtenidos en [Mur06].

El algoritmo ha sido implementado en Mathematica™™ (aunque también se
puede programar en Fortran o C para una mayor eficiencia). El procedimiento
resultante da la serie BCH hasta un grado prescrito directamente en términos
de una base Hall-Viennot de £(X,Y") y es capaz de conseguir la serie hasta
el grado n = 20 en cuestién de minutos. La expresion resultante tiene 109697

coeficientes no conocidos de 111013 elementos E; de grado |i] < 20 en la
base Hall.

T™

Por ejemplo, el ultimo elemento de grado 20 en la base de Hall es

Eiii013 = [HHK X]vY]7 D/a X“, [[[Y7 X]vX]v [Y7 X]Ha
[y, XT, Y], [Y, X)L (MY, X], YL Y] YL

y el coeficiente correspondiente z; en (4.12) es

19234697

FHI013 = 7110792940288

La convergencia de la serie BCH también ha sido un tema importante en el
tratamiento de la férmula BCH a lo largo de los anos, y muchos resultados
estan disponibles en la literatura. Supongamos que introducimos una norma
| - || sub-multiplicativa, tal que

1Y) < pll XY (4.15)

para algin g > 0. Entonces la serie (4.5) es absolutamente convergente
siempre que || X ||+ [|Y]| < log2/u [Bou89]. De hecho, se han obtenido varias
cotas mejoradas para las diferentes presentaciones. Asi, en particular, la
presentacién de Lie (4.9) converge absolutamente si ||z|| < 1/py ||Y] <1/u
en un &lgebra de Lie g dotada de una norma que satisface (4.15) [NT87],
[Tho89]. Se ha demostrado también, a partir del procedimiento recursivo
(4.10), que la serie Z(X,Y) =>" -, Z,(X,Y) es absolutamente convergente

para todos los X, Y e S={V eg: [|[V] < %}, donde la constante 0 estd
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dada por [NT87]

2

1

5:/ dy = 2.17373740 . ..
o 2+ 3y — zcot(3y)

Por otra parte, en [BCO4] se demostré que la serie Z = » . Z,, es

decir, expresada como una serie de polinomios de Lie homogéneos en X e
Y converge absolutamente en el dominio Dy U D5 de g X g, donde

D, = {(X,Y) : u||X||</2W Ldaz} (4.16)

vy 9()

Dy = {(X,Y) : M||Y||</2W de} (4.17)

alx) 9(x)

y 9(x) = 2+ 5(1 —cot ). Por tltimo, si X e Y son elementos acotados en un
espacio de Hilbert H con dimH > 2, entonces la férmula BCH en la forma
(4.8), es decir, expresada como una serie de polinomios homogéneos de Lie
en X e Y, converge cuando || X + ||Y|| < 7 [CM09], mientras que la serie
diverge en general si ||.X |+]|Y|| > 7 cuando p = 2 [Mic74]. Este resultado se
puede generalizar a cualquier conjunto finito de operadores Xy, Xs, ..., Xj:
la serie BCH correspondiente es convergente si || Xi| + -+ | Xz]| < 7 en la
norma 2.

[lustramos los resultados anteriores con un ejemplo sencillo. Dadas

X:(%_ﬁ), Y:<8§), (4.18)

con «, B € C, un simple calculo nos da

2

log(eXe ) = X + m}/,

que es una funcién analitica para |a| < 7 con las primeras singularidades
en a = +im. Por lo tanto, la férmula BCH no puede converger si |a| > ,
independientemente de § # 0. Al tomar la norma espectral, es evidente
que || X = |af, |Y|| = |B], por lo que el dominio de la convergencia es
la| 4+ |B] < 7. Nétese que en el limite |5 — 0 este dominio es 6ptimo.

En términos generales, sin embargo, el limite anterior es conservador, es decir,
la serie BCH converge para valores mayores de || X]|| e ||Y]|. Asi, en este
ejemplo, para cualquier v y 8 con |o| < 7y |a| + |5] > 7, la serie BCH
también converge. Resulta que una caracterizacién mas precisa del dominio
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de convergencia de la serie es posible cuando X e Y son matrices (real o
complejas) en términos de los valores propios de eZ [CM09)].

A veces es necesario calcular la serie de Lie W definida por

exp (%X) exp(Y) exp (%X) = exp(WW). (4.19)

Esto ocurre, por ejemplo, si uno estd interesado en la obtencién
de las condiciones de orden que deben satisfacer los métodos de
composicion simétricos temporales para la integracion numérica de
ecuaciones diferenciales [Yos90]. La aplicaciones de la férmula habitual BCH
da entonces la expresion de W en la base Hall de £(X,Y).

Se obtiene un procedimiento més eficiente, sin embargo, mediante la
introduccién de un pardmetro 7 en (4.19) de tal forma que

W (r) = log(e™/? &Y e7X/2) (4.20)
y derivando la ecuacién diferencial satisfecha por W (7). A través de la
derivada de la funcién exponencial, se obtiene
dW B, .,
=X+ ; —radp X, W(0) =Y, (4.21)
de donde es posible construir de forma explicita W como la serie W (7) =
> re o Wi(T), con
Wi(r) = X74Y
g
Wi(r) = ). ]—{/O (adl, X), ds, 1>3
j=2

donde en general Ws,, = 0 para m > 1.
Siguiendo un método similar al utilizado con la ecuacién (4.10) en la serie
BCH habitual, la recursién (4.22) nos permite expresar W en (4.19) como

W => wkE;. (4.23)

i>1
Con respecto a la convergencia de la serie, del resultado obtenido

anteriormente para la serie BCH se deduce que el presente desarrollo es
convergente al menos cuando || X|| + ||Y] < 7.
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4.3. Una aplicacion de la formula BCH

En la referencia [Cer74] Cernusca analiza el siguiente problema. Dados

X e Y dos operadores no conmutativos, se trata de expresar la exponencial

exp(X +AY), donde A € R, como el producto de exp(A) veces la exponencial
de una serie de potencias de A, es decir,

eX-‘r)\Y — €X eU()\) (424)

Y

donde U(X) = Auy + ANuy + ---. Cernusca propone dos procedimientos
diferentes para calcular esta serie. El primero consiste simplemente en escribir

PUR) — =X XA

y aplicar la férmula BCH, reordenando los términos sucesivos de acuerdo con
la potencia de \. El segundo trata de obtener primero la ecuacién diferencial
satisfecha por U y luego resolverla por iteracion. Con ambos procedimientos,
Cernusca es capaz de obtener los primeros términos de la serie U()) como

iy = (Y XY é[x, XV~ o X XL X Y] - ) A

1 1

iy = (Y] - YY)

1 2
- SRV )

pero no proporciona expresiones generales. Nuestro proposito aqui es calcular
la serie U(A) hasta un grado arbitrario en A con las técnicas que se han
desarrollado para el estudio de la formula BCH.

A continuacién analizamos el problema un poco més general definido por

HXHXY) _ otX UL (4.25)

€ )

donde t € R. El problema original se recupera tomando ¢ = 1. En realidad,
nada nuevo se puede decir sobre el primer procedimiento para obtener U (¢, A):
se aplica el algoritmo optimizado desarrollado previamente para la formula
BCH con las sustituciones obvias

X — —tX, Y — t(X + YY)

y se reordena la serie correspondiente en potencias de t y/o A.

En lo que sigue analizamos con detalle la segunda forma, con el objetivo
de obtener un procedimiento mas eficiente que nos permita construir la
serie que define U(t, A). Para continuar, primero diferenciamos (4.25) con
respecto a t. Entonces
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(X 4+ A\Y)et XY — jt (eeV) = XU + etX%eU
= Xty XY g (1),
de modo que
AT HXFA) Y glXHAY) — \padoixonY = dexp_, (U')
y finalmente

U' = Xdexp_, (e *x+mY) U)=1. (4.26)

Recordemos que

dexpg' (C) = adg C Z adk

eadQ _

F = doxony = Z —t’“ adfx )Y = ) fut".
k=

Construiremos U como una serie de potencias en t, es decir,
= t"U,(\) = tUi(A) + £TUz(N) +

y nuestro objetivo ahora es conseguir una recurrencia para los términos U; ().
Es claro que

oU -
S (1) = > (k+ D)t Upgr + O™
k=0
y
ady = tady, +t*ady, + -+ + t"ady, + O("1).
En general

n
adf,, ) = St Y ady, ady, --ady, +O(").
i ky+-+kj=l
k1>1,..,k5>1

Por otra parte,

dexp ;(F) = F+ Z(—l)j%ad{](F) +Oo@mY

Jj=1 j!
n n ' n—1
= > R+ ) (-1 —=ad], (Z fktk) + O™
k=0 j=1 k=0



Analicemos este tltimo término:

j=1 j=1
n l B
I R.
= E t E (_1)]]_'3 E adUk1 adUk,2 s
=1 j=1 ' kyt- k=l

k1>1,.,k5>1

n n. ' n—1 n B. 4 n B. A n—1
Z(—l)ﬂ%ad{] (Z fk:tk) = Z(—l)ﬂﬁad@fo + Z(_l)]#ad]U <Z fktk>
: k=0 ) j=1 ’ k=1

ady,_fo

o) +Ztlzz P (Z fktk)

=1 s=1 j=1
l 'Bj
- Zt Z( 1> j' Z adU’ﬁ adUkQ T
= j=1 T kptetkj=s
kp>1,.. k >1
+O(" ).
Por lo tanto, igualando potencias en ¢, obtenemos
U = fo= adg(Jr)\yY =Y
(n + 1)Un+1 = fn + Z Z Z adUkl adUk2 tee adUk.j fn—s
s=1 j=1 kytotkj=s
k21,0 >1
o equivalentemente,
Uy = fo (4.27)
n l B.
nUn = fnfl + Z (_1>]_'J Z adUkl adUkQ e adUkj fnflfl-
=1 j=1 J: kyto k=l

k21,0 >1

Computacionalmente es més ventajoso introducir los siguientes generadores:

A SO = ady ! fi

n,

Sm = [U
S9) = [Um,sg;l ,  k=0,1,....n—2. (4.28)

n,

Entonces,

l
1 Z
=
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Hemos puesto en marcha esta recurrencia en Mathematica™ y calculado
hasta el término Uy4(A). Reproducimos los resultados obtenidos mediante la
aplicacién de la formula BCH (primer procedimiento). En general se reduce
el tiempo de calculo y los recursos de memoria que requiere el uso de las
recurrencias (4.29) son menos estrictos. Para la comparacién, se incluyen en

la siguiente tabla estos datos, obtenidos con un computador personal con 2
GB de RAM.

n || Tiempo de CPU (segundos) | Memoria (MBytes)
BCH Rec BCH Rec

12 || 11.54 10.92 59.49 27.01

13 || 44.28 30.85 129.49 37.33

14 || 190.91 93.37 478.03 65.08

Cuadro 4.1: Tiempo de CPU y memoria necesarios para el cémputo de los
términos Uy, Us, ..., U, hasta el valor determinado de n, utilizando la férmula
de Baker-Campbell-Hausdorff (BCH) y la recurrencia (4.29) (Rec). Se aprecia
que esta ultima recurrencia es més eficiente al crecer el n, es decir, requiere de
menos recursos de tiempo de CPU y memoria, frente al mismo input.

A manera de ilustracién, los primeros términos generados por (4.29) son:

U(\) = \Y

Uy(0) = —AX.Y]

Us() = A [ Y]]+ VY X V)

UiN) = gAY X X Y]] - o2 XX Y]

Us(A) = g X DX X [ Y] 4 o VIV, X [, DX YT +
SNV Y X DG VI = = XY, Y X V)
SV YL DX IX Y] = o N YL YY)

Reordenando la serie y tomando ¢ = 1 podemos escribir U(A\) = Auy + A2ug +
-+, es decir, resolvemos el problema planteado por Cernusca. De esta manera
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tenemos

wo= Y - SIX Y] S Y]] - o XX X YT+
sl D6 [ X Y

wy = IV, Y]) = V1 DY+ Y X1 [ Y]+
S YL Y]+

w = VY X V) = SV Y+ (430

donde cada término u; contiene infinitos términos. La pregunta es entonces la
siguiente: jexiste alguna férmula cerrada para u; proporcional a cada potencia
de \?

Para resolver este problema, tomamos de nuevo como punto de partida
nuestra ecuacion (4.25), que ahora se escribe como

et(X+/\Y) — etX ‘/" (431)

y derivamos la ecuacion diferencial satisfecha por V:

Gcli_‘t/ — e Xyt Xy = )\}7@)‘/’ V(0)=1. (4.32)

A continuacién aplicamos la expansién Magnus a (4.32), por lo que V se
puede escribir como la exponencial de una serie de potencias en A:

V(tA) =N U A) = Nug(t)
k=1
Los primeros términos de esta serie estan dados por

Ul(t) = /t?@l) dth

/ dt, / dt2 Y(t), (tg)} (4.33)
:6/0 dtl/o dt2/0 dtg( Y/(tl), [Y/(tz),?(tg)ﬂ + [f/(tg), [Y/(tz),f/(tl)H)

Estos son de hecho las expresiones cerradas que estabamos buscando. Para
verificarlo, examinemos la primera:

tadX

¢ t ¢
- 1—
ui(t) = / Y(t:) dt, = / e Xy el Xt = / e~Mxyds==_S "y
0 0 0 adx

(4.34)
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y esta expresion es la serie de potencias formales cuyos primeros términos se
incluyen en la primera férmula de (4.30).

4.3.1. Ejemplos Numéricos

Para ejemplificar el comportamiento niimerico de la recurrencia para Uy
presentada en (4.29), tomamos las matrices

(1) v (o) 35

— k i
y comparamos exp(X + \Y) con exp(X)exp(U*) donde UM = Y7 | XU,
Asumiendo como una mejor aproximacién el resultado n = expm(X + \Y),
dado por Matlab, la expresion para el error relativo sera:

X UK
o kel |
I
El resultado de computar Er, para k =1,--- ,20, se aprecia en la figura 4.1

para A = 1. A medida que se anaden términos a la serie U()) se logra un
menor error relativo de la misma, es decir, va aumentando su precision.

Ahora realizamos otra experiencia numérica, esta vez con matrices 3x3
del tipo

a a/2 b —a a/2 0
X=|-2a B 0 |, Y = a —fB c|. (4.36)
b —c —¢ —-2b 0 6

Tomamos A = X + \Y, de manera que A € s0(3) y

0 a b sin o 1 —coso
et = exp —a 0 c =1+ A+ 5 A%
b —c 0 g g

donde ¢ = +va?+b>+ % Elegimos A = 1, y las demds constantes
a, 3,6, a,b, c toman valores aleatorios entre 0 y 1.

Aligual que en el caso anterior, graficamos, figura 4.2, los errores relativos,
es decir, Ery para k = 1,--- ,20. Nuevamente tenemos la misma pendiente
de decrecimiento del error relativo de la serie, con respecto a la cantidad de
términos de la misma.

Como conclusién de estas pruebas numéricas, hallamos que para el
problema propuesto por Cernusca las dos experiencias estudiadas tienen un
resultado muy preciso al utilizar la recurrencia obtenida en (4.29), lo que
muestra su efectividad en este tipo de casos.
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Figura 4.1: Grafica error relativo para el problema propuesto por Cernusca. Se
utilizé la funcién expm(), que dispone Matlab, como referencia del resultado
exacto. Con pardmetro A = 1 y las matrices X e Y de (4.35).

4.4. Foérmula de Zassenhaus

En el articulo [CMN12] se desarrolla un nuevo procedimiento para generar
los términos de la serie de Zassenhaus. También se analiza en términos
generales las cotas que deben cumplir las matrices para garantizar su
convergencia. En el resto del capitulo se desarrolla los elementos necesarios
para explicar este procedimiento innovador de la férmula de Zassenhaus,
asi como un estudio empirico sobre lo préactico del algoritmo con matrices
cercanas a las cotas que deben cumplir las matrices. Para ello se desarrollaron
cbdigos en Matlab cuyos resultados se comentan. Ademads se presenta el
desarrollo de la férmula de Zassenhaus generalizada, con su estudio de
la region de convergencia asociada y finalmente se presenta en detalle el
desarrollo de Wilcox, que resulta ser el analogo continuo de Zassenhaus.
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Figura 4.2: Gréfica error relativo para el problema propuesto por Cernusca. Con
pardmetro A = 1 y las matrices X e Y de (4.36). Se puede apreciar que el error
relativo disminuye més que en el ejemplo previo, debido a que en este caso la
solucién de referencia es la exacta, y no una aproximacién.

4.4.1. Introduccion

En el articulo sobre la expansién que lleva su nombre, Magnus [Magb4]
cita una referencia inédita de Zassenhaus, comentando que existe una férmula
que puede ser llamada dual de la formula de Baker—Campbell-Hausdorff. Este
resultado puede expresarse como sigue.

Teorema 10 (Férmula de Zassenhaus). Sea L(X,Y') el dlgebra de Lie libre

generada por X e Y. Entonces eX*Y se puede descomponer de manera unica
como
o0
XY XY H Cn(XY) (X Y (Ca(XY) (Ca(XY) | (Cn(XY) (4.37)

n=2

donde C\,(X,Y) € L(X,Y) es un polinomio homogéneo de Lie en X eY de
grado n.

La existencia de tal férmula es una consecuencia inmediata del teorema
BCH. De hecho, esta claro que e XeX*Y = ¢¥*P donde D involucra
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polinomios de Lie de grado > 1. Ahora e~ e¥*+2 = ¢%+D_donde D involucra

polinomios de Lie de grado > 2 y el proceso se repite de nuevo. El resultado
general se obtiene entonces por induccion.

Mediante la comparacién con la féormula BCH es posible obtener los
primeros términos de la férmula (4.37) como

Co(X,Y) = —%[X, Y], C3(X,Y) = %[Y, (X, Y]] + é[X, (X, Y]]

Aunque menos conocida que la férmula BCH, la férmula Zassenhaus
constituye, sin embargo, una herramienta estandar en varios campos, por
ejemplo, en mecdnica estadistica, teorias de muchos cuerpos, 6ptica cuantica,
g-analisis en grupos cuanticos, etc. También en la teoria de aceleradores de
particulas, Dragt y sus colaboradores han utilizado la férmula de Zassenhaus
[DF76).

En la literatura se pueden encontrar diversos célculos sistematicos de los
términos C,, para n > 3 en la férmula de Zassenhaus. En particular, en
[Wil67] se presenta un procedimiento recursivo que ha sido posteriormente
utilizado para obtener expresiones explicitas hasta Cg en términos de
conmutadores anidados. Por otro lado, Volkin [Vol68] propuso una técnica
general para expresar una funcion general de operadores no conmutativos
como un desarrollo de conmutadores (de orden cada vez maés alto) de los
operadores involucrados. De esta forma, fue capaz de obtener férmulas
recursivas hasta Cy. Siguiendo una idea ya sugerida por Wilcox en [Wil67],
Suzuki [Suz77] obtuvo los términos sucesivos C,,(X,Y’) en

2 3
AXFY) L AX QY N0y N3 (4.38)

mediante la diferenciacién de ambos lados con respecto a A y evaluando en
A = 0 después de cada diferenciacién. De este modo

C, = l (d_z(e)\Ye)\Xe)\(XJrY))) _ E[Y X]
2 \ d\? 2
03 — l (d_3<€)\2CQeAYe)\XeA(X+Y))> — 1[02 X + QY]
31\ dA3 - 3
y en general, para n > 3,
]_ dn n—1 2
Cn = ﬁ (W(e‘k Cn-1, .. e_A Cze—AYe—AXeA(XJrY))) ) (4.39)
: A=0

Por dltimo, Baues [Bau8l] dio férmulas explicitas para los términos de
Zassenhaus utilizando elementos de la teoria de homotopias.
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Todas estas propuestas dan resultados para ), como una combinacién
lineal de conmutadores anidados. Por contra, Scholz y Weyrauch [SW06]
propusieron un procedimiento recursivo basado en matrices triangulares
superiores que se pueden implementar facilmente en un paquete de algebra
simbdlica. En este caso, sin embargo, las expresiones para C),, no estan
escritas explicitamente en términos de polinomios homogéneos de Lie.
Maés recientemente [WS09], los mismos autores han aplicado una técnica
relacionada con una utilizada anteriormente por Witschel [Wit75] para
obtener (), hasta n = 15 en menos de 2 minutos de tiempo de CPU. Aqui
también los términos Zassenhaus se escriben como

Cn= Z Gu W, (4.40)

w,|w|=n

donde g, es un coeficiente racional y la suma se toma sobre todas las palabras
o cadenas w con longitud |w| = n con los simbolo X e Y, es decir, w =
aias - - - a,, cada a; es X o Y. Como sucedia con la féormula BCH, se puede
aplicar el teorema de Dynkin-Specht-Wever [Jac79], y expresar C,, como

cn:% S gulw) (4.41)

w,|w|=n

es decir, los términos individuales son los mismos que en la serie asociativa
(4.40) excepto que la palabra w = ajas . . . a, se sustituye por el conmutador
anidado por la derecha [w] = [ay,[ag,...[an—1,a,]...]] v el coeficiente g,
estd dividida por la longitud n. De esta manera C, se construye como
una combinacion lineal de conmutadores anidados homogéneos de grado
n, es decir, como una combinacion lineal de los elementos del subespacio
homogéneo L(X,Y),, de grado n del dlgebra de Lie libre £(X,Y).

En la referencia [CMN12| se presenta una nueva recurrencia que permite
expresar los términos de Zassenhaus C,, directamente como una combinacion
lineal de elementos independientes del subespacio homogéneo £(X,Y),. En
otras palabras, el procedimiento, que puede ser implementado facilmente en
un paquete de algebra simbélica, da C,, hasta un grado prescrito directamente
en términos de conmutadores independientes que implican n operadores X e
Y. De esta manera, no es necesario ningin proceso de reescritura en una base
L(X,Y), ahorrando considerable tiempo de célculo y recursos de memoria.
Por otra parte, los C),, se expresan directamente con un nimero minimo de
conmutadores requeridos en cada grado n.

El segundo aspecto analizado en [CMN12] se refiere a la convergencia de
la férmula de Zassenhaus en un algebra de Banach. A este respecto, sélo
habia dos resultados previos en la literatura. El primero de ellos lo obtuvo
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Suzuki [Suz77] a partir de la recurrencia (4.39). Especificamente, fue capaz
de demostrar que si [A|(]|X]|| + ||Y]]) < log2 — 1/2, entonces el producto
infinito (4.38) converge. Posteriormente, Bayen [Bay79] generaliza el analisis,
demostrando que el producto (4.38) converge si [A|(|| X + ||Y]]) < r, donde
r = 0.596705 es una raiz de una cierta ecuacién trascendental. En [CMN12],
siguiendo la metodologia de Bayen, se obtuvieron limites mas precisos para
los términos de la férmula Zassenhaus que muestran que el producto (4.37)
converge en un dominio mas extenso.

Una observacion simple pero importante es la siguiente: en algunas
aplicaciones se considera la formula Zassenhaus ‘orientada a la izquierda’

XY L pCa(XY) [Os(XY) [Ca(X)Y) Y X (4.42)

en vez de (4.37). Es fécil ver entonces que los exponentes C; y C; se relacionan
como

Ci(X,Y) = (1) Cy(X,Y), i>2

y asi podemos limitarnos a analizar la férmula ‘orientada a la derecha’ (4.37).

4.4.2. Construccion de los términos de Zassenhaus.
Una nueva recurrencia

Para derivar un procedimiento recursivo es conveniente utilizar un
pardmetro A como en (4.38),

MXHY) _ AX Y X202 N3C3 NICy (4.43)

e

Cuando se hace A = 1, se tiene la formula clasica. Ahora se considera la
composicion
Ri(\) = e M e WA+ n>2. (4.44)

Generalizando, definimos para n > 2
Ry(A\) = e N'On o g N2 A m W AXHY) — o= N"Crpp - ()), (4.45)

que también se puede expresar como
Rn()\) —_ 6)\n+lCn+16)\n+2cn+2 el (446)

A continuacién introducimos

F,(\) = (%Rn(A)) R,(\), n>1, (4.47)

donde F,,()), es una serie de elementos del dlgebra de Lie libre £(X,Y).
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Una adecuada manipulacién algebraica de (4.45) nos permite obtener,
para n > 2

n d n
F,(\) = —nC, A"t e (aRn_l(A)> Ry (Nt en
= —nC A" e E, (V) M
= —nC A" e MM g (M)
= e Mo (F, () —nC, A", (4.48)

Por otra parte, diferenciando la expresién (4.46) con respecto a A y usando
(4.47), se tiene

Fu(N) = (n+1) Copn X"+ D g A N e N oL 0 (4.49)
Jj=n+2
O bien,
Fy(\) = (n+ D)Coit " + G (N),  n>1,

donde Gfﬁl(O) =0, Vk > 0, y para n > 1. En consecuencia, tenemos para
n>1,

Fra(A) = e G,y (V), (4.50)
1
— _ = 0
Cun(N) = B~ 2TF(0). (452)

Las expresiones (4.50)-(4.52) pueden ser calculadas recursivamente para
hallar los términos C,, partiendo de Fj()). La secuencia es

F,.(A) — Cipy1 — Gopi(N) — Fopg(A\) — -+, n>1.

Vamos a analizar con mas detalle este procedimiento, con el objetivo de
proporcionar un algoritmo optimizado desde el punto de vista computacional.
Para n = 1, y teniendo en cuenta (4.44), formamos

Fi(\) = =Y —e?Y XM e (X 4 V)t et
- _VY — ef)\adYX + e*)\adYe*)\&dX (X + Y)
6—)\a.dy (e—AadX _ ])Y

Esto da

oo 00 _)\ i+j ) '
Fi(\) = ZZ( Z,U?, adi-adl Y (4.53)



o equivalentamente

o0 k
—1)* o
Fl()\) = Z fl,k /\k’ con fl,k = Z ﬁad@ JadJXY (454)
k=1 j=1"7" )

En general, a partir de (4.48) un calculo sencillo muestra que para n > 2,

[k/n]—1

Fn()‘> = Z fn,k )\k’ con fn,k = Z ( j') adJCnfnfl,kfnju k > n.
k=n ’

j=0

(4.55)
Aqui [k/n] denota la parte entera de k/n. Por otra parte, un examen més
detenido de (4.49) revela que

F,(A) = (n+1)Cu A"+ (n+2)eN 80 oA 4
= M+ 1DC A"+ (n+2)Cra A" 4 -
+(2n 4 2) Oy o AT+ N22[C 41, Crga] + -+
2n+2
= ) RGN NH, (M), (4.56)
k=n+1
donde H, () involucra conmutadores de Cj,7 > n + 1. Se debe tener en

cuenta que los términos C 41, ..., Cyyyo de la férmula Zassenhaus pueden
entonces obtenerse directamente de F),(\). En particular,

n—1
_ 1 _ 1 (D" ey B
Chi1 = s 1f17n = 2 i _j)!adyadx Y, paran = 1,2,3.(4.57)
Explicitamente,
1
02 = 3 [Xa YL
2
1 1
1 1
Al comparar (4.55) con (4.56) se obtiene la expresion general
1
- > 4.
Cn—i—l n+1 f[n/Q],n n = 5a ( 58)

donde la expresion f,, x se puede obtener recursivamente por (4.55).

A partir de las ideas expuestas, se desarrolla un procedimiento que
permite el calculo eficiente de los polinomios homogéneos C,,n > 2, de la
serie de Zassenhaus (4.37).
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4.4.3. Procedimiento

El método requiere de los siguientes pasos algoritmicos:

Procedimiento de Zassenhaus

Input: Operadores X e Y.

Output: Los operadores Cy, Cy, - - -.

k _1\k o .
fie = Zj:1 %adf/ Tad’ Y.

fn,k = ngz/gb}_l (Z#adénfnfl,kfnj-

Luego:
u Cn:%fl,nfh n:27374
* Co=tfimnpaa 025

Esto constituye una nueva forma recursiva para obtener directamente
el término C),, como un polinomio Lie homogéneo en X e Y de grado n
arbitrariamente alto, que puede ser implementado facilmente con un paquete
de algebra simbdlica.

4.4.4. Independencia Lineal

El algoritmo anterior, o equivalentemente el procedimiento dado
por las identidades (4.50)-(4.52) proporcionan expresiones para C, que,
por construccién, involucran sélo conmutadores independientes. En otras
palabras, no se puede simplificar mas mediante el uso de la identidad de
Jacobi y la propiedad de antisimetria del conmutador.

Para probar esta afirmacién, es conveniente obtener una expresiéon mas
explicita de F,,(A) y Cphy1 a partir de (4.50)-(4.52). Para ello, se tiene en
cuenta que para n > 1 los conjuntos 7, v Z, de (n + 1)-tuplas de ntimeros
enteros no negativos recursivamente definidas de la siguiente manera:

T = {(ig,i1) € N* : ig > 1},
In — {<207Z177Zn)€\7n . ZO+Z1+222—|—+n/Ln:n}7
Tnp1 = (jn\In) x N.
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El conjunto Z,, se puede definir directamente como el conjunto de las
(n + 1)-tuplas de nimeros enteros no negativos que satisfacen

JH+1<ig+i3 +2i9+---+ji; para j=0,...,n—1 (4.59)
Entonces, en particular Z; = {(1,0)}, Z» = {(1,1,0),(2,0,0)}, etc.
Observamos, que por construccién, cada (ig, i1, - . ., i,) € Z, es tal que i, =0
sim >n/2.

Con (4.50)-(4.52), se puede demostrar por induccién sobre n que, para
n>1,

F.() = )] — adz - ad2 adlad2y,
10:71+* * lp-

(i07il ~~~~~ Zn)ejn

e | Z io!il[...in!aCn"'acga yady I (4.60)
(i07i1 ----- Zn)EIn

De hecho, esto es claramente cierto para n = 1 (ecuaciones (4.53) y

(4.57), respectivamente), mientras que la aplicacién sucesiva de (4.50 )-(4.52)

conduce al resultado general.
Ahora, aplicando repetidamente el principio de eliminacién de Lazard

[C.R93], junto con Z; = {(1,0)}, {Co} = {—i[X.Y]} = {—lad}adRY :
(10,71) € Z; }, muestra que, como un espacio vectorial,
L(X,Y) = spn{X}a L({ad}Y : j>0})
= spn{X} @ spn{Y} @ L({ad}adyY : i>0,j>1})
= spn{X,Y}® L({ad%adlY : (ip,31) € T1})
= spn{X,Y} @ L{Cy} U{aditadRY : (i,i1) € Ji\T1})
= spn{X,Y,Cs} & L({adZ aditadlY : (ig,i1,i2) € Jo}).
Mas en general, la aplicacién de la eliminacién de Lazard junto con (4.60) da
LIX,)Y) C spn{X,Y,Cy,...,C,}
@ L({adg ---ad@ adfadPY : (ig,...,in) € Tu})
C spn{X,Y,Cs, ..., C,}
B L{Cryr} Ufadg - -ad@ adpadQY : (io,...,i5) € Tu\Zn})
C spn{X,Y,Cs, ..., Cpi1}
@ L({adg"! - -adZ adpadQY : (io,. .. int1) € Tni1})-

Cn+1

En consecuencia, los términos {adz}”m e adé%2 adadQY : (ig,i1,...,0m) €
Jn} son linealmente independientes en el algebra de Lie libre £(X,Y) y lo
mismo es cierto para la representacién (4.60) de los términos de Zassenhaus.
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4.4.5. Aspectos computacionales

Se ha implementado el procedimiento recursivo descrito en la seccién 4.4.2
en Mathematica™ de la siguiente manera

Clear[Cmt, ad, ff, cc]l;
$RecursionLimit= 1024;
Cmtla_, a_]:= 0;

Cmtla___, O, b___]:= 0;

Cmtla___, c_ +d_, b___] := Cmt[a, ¢, b] + Cmt[a, d, bl;
Cmtl[a___, n_ c_Cmt, b___]:=n Cmtla, c, bl;

Cmtla___, n_ X, b___]:=n Cmtl[a, X, b]l;

Cmtla___, n_ Y, b___]:=n Cmtl[a, Y, b]l;

Cmt /: Format[Cmt[a_, b_]]:= SequenceForm["[", a, ",", b, "]"];

adla_, 0, b_]:= b;
adla_, j_Integer, b_]:= Cmt[a, adl[a, j-1, bl];
ff[1, k_1:= ff[1, k] =
sum[((-1)"k/ (! (k-j)1)) adlY, k-j, ad[X, j, Y11, \{j, 1, kK\}];
cc[2] = (1/2) ff[1, 11;
fflp_, k_]:= fflp, k] =
Sum[((-1)~j/j!) adlcclpl, j, fflp-1, k - p j11, \{j, O,
IntegerPart[k/p]l - 1\}1;
cc[p_Integer]:= cclp] =
Expand[(1/p) ff[IntegerPart[(p-1)/2], p-1]1];

El objeto Cmt[z1, xo, . .., T,_1,T,] representa el conmutador anidado
(21, [T2, ... [Tn-1,2n] - - ]]. Sblo se dotado de la propiedad de linealidad (no
hay necesidad de agregar a dicho objeto la propiedad de antisimetria y la
identidad de Jacobi). El simbolo ad representa el operador adjunto y sus
potencias adflb, mientras que ff[1,k], ff [p,k] y cclp] corresponden a
expresiones (4.54), (4.55) y (4.58), respectivamente. Procediendo de esta
manera, hemos obtenido las expresiones de C), hasta n = 20 con un razonable
consumo de tiempo y memoria de céalculo. Asi, por ejemplo, la construccion
de los términos hasta grado n = 20 con una computadora personal (2,4 GHz
Intel Core 2 Duo con 2 GBytes de RAM) tarda menos de 20 segundos de
tiempo de CPU y 35 MB de memoria. La expresién para Cy, tiene 48.528
términos, todos ellos independientes. Las expresiones resultantes para Cs son
idénticas a las expresadas en la base clasica de Hall.

En la tabla 4.2 recogemos el tiempo de CPU (en segundos) y la memoria
(en MBytes) necesaria para construir los términos Cs, Cs, ..., C, hasta un
determinado valor de n, con la recurrencia descrita en la seccién 4.4.2 ( Nuevo)
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y la implementacién proporcionada en [WS09] usando una variante del
llamado método de comparacion, introducido previamente en [Wit75]. Nétese
que con este método, que es el mas eficiente de todos los procedimientos
analizados en [WS09], los exponentes Zassenhaus C; se expresan como
combinaciones lineales de palabras de longitud j y no directamente en
términos de conmutadores independientes. Como comparacién, Cig tiene
54.146 términos cuando se expresan como combinaciones de palabras, pero
solo 3711 un acuerdo con la nueva formulacién. Esto se traduce directamente
en los requisitos de memoria de ambos algoritmos, como es evidente a partir
de los resultados recogidos en la tabla.

n || Tiempo CPU (segundos) || Memoria (MBytes)
W-S Nuevo W-S Nuevo
14 | 29.18 0.14 122.90 0.88
16 | 203.85 0.59 764.32 4.09
18 3.01 11.12
20 19.18 35.27

Cuadro 4.2: Tiempo de CPU y de memoria necesarios para el cémputo de los
términos Cy,Cs,...,C, en la férmula de Zassenhaus hasta el valor dado de n
usando el algoritmo presentado en [WS09] y la recurrencia (4.58) (Nuevo).

4.5. Convergencia de la formula de
Zassenhaus

Supongamos ahora que X e Y se definen en un algebra de Banach A, es
decir, un algebra que es también un espacio lineal normado completo cuya
norma es submultiplicativa,

XY < XY (4.61)

para cualquier par de elementos de A. Entonces para el conmutador se tiene
II[X, Y]] < 2| X]||||]Y] v tiene sentido analizar la convergencia de la férmula
de Zassenhaus (4.37).

Sélo hay dos resultados previos acerca de la la convergencia, siendo ambos
de la forma || X|| + ||Y|| < r con r > 0. Especificamente, Suzuki [Suz77]
obtiene ry = log2 — % ~ 0.1931, mientras que Bayen [Bay79] demostré que el
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dominio de la convergencia puede ser aumentado a un valor de r, dado por
la solucion positiva tnica de la ecuacion

z 2w _q
2 (1 +2/ dw) =4(2log2 —1).
0w

Un célculo numérico muestra que r, = 0.59670569 . . .. Entonces para || X || +
IY|| < rp tenemos

lim eXe¥ @2 ... e = XY (4.62)
n—oo

A continuacién, se utiliza la recursividad (4.50)-(4.52) para demostrar
que (4.62) se cumple, para (z,y) = (||X][,]|Y]]) € R? en un dominio que es
mayor que {(z,y) ER? : 0 < x+y < rp}.

Claramente, (4.62) se cumple si

fm ||Ra(1)]| = 1, (4.63)

n—oo

donde R, (A) es dado por (4.46), y es la solucién de un problema de valor
inicial

d

dx
Es bien sabido que, si f01 | Fn (M) ]|dA < oo, entonces existe una tinica solucién
R,(N\) de (4.64) para 0 < A < 1, y que |R,(1)]| < exp(f; [|[F(N)[|dN). En
consecuencia, (4.63) converge siempre que (z,y) = (|| X||, [|[Y]]) € R? es tal
que

Ro(N\) = Fy(MRo(N),  R,(0) = 1. (4.64)

n—oo

1
lim/ IEL(V) | dA = 0.
0

De (4.60) tenemos que ||Cpi1|| < 041, donde 6o = zy y paran > 2,

1 ‘ - . . .

5 1 — fdln .. 612 ’lezO .

" n+1l Z tolig! i) " 2Y Y
(30,81 5e--yin )ELn

Similarmente, ||F,(A)|| < f.(\), donde

2)\ to+i1
ZZ yraty =eM(en — 1)y, (4.65)

10l !
i1=01p=1 0:¢1°

y para n > 2,

2i0+~--+in)\io+i1+2i2+"'+nin ) L
in 2, 41 .0
L= Y L ooyt
o - 10:01: " lp-
(0,81,.-, in)EIn
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Esto implica

[ nnmnsY s,
0 k=n

de modo que (4.63) se garantiza si la serie Y ., d) converge. Analicemos
cada término de esta serie imitando el procedimiento recursivo dado por
el algoritmo de la seccién 4.4.2. De (4.54) (o alternativamente de (4.65)) y
(4.55), obtenemos

1 . .9k
[k/n]—1 9i
|
=
de donde .
[Cnll <05 = Ed[(nq)/z],nq, n > 3. (4.67)

Una condicion suficiente para la convergencia se obtiene mediante la
imposicién de
lim 5n+1

< 1. (4.68)

n—oo 0,

En este punto vale la pena senalar que, aunque no se refleja en la notacion,
tanto d,, ; y 9, dependen (x,y) = (|| X]|, ||Y||]), por lo que la condicién (4.68)
implica, de hecho, una restriccién en el dominio de la convergencia (z,y) € R?
de la férmula de Zassenhaus. En la figura 4.3 se muestra graficamente el
dominio D de tales puntos (z,y). Esto ha sido obtenido mediante el célculo
para cada punto de los coeficientes d, ; y 0, hasta n = 1000 (de hecho,
teniendo en cuenta un valor menor de n no hay cambio significativo). También
se han incluido para la comparacion los resultados anteriores: x4y < 0.1931 y
x+y < 0.5967, de Suzuki y Bayen, respectivamente. Observamos que el nuevo
dominio de convergencia es considerablemente més extenso. En particular,
contiene la region x + y < 1.054, pero no se limita a eso. Por ejemplo, el
dominio de convergencia contiene los conjuntos {(z,2.9216) x < 0.00292} y
{(2.893,y) y < 0.0145}, y también los puntos (z,0), (y,0) con valor de x o y
arbitrariamente grande.

4.5.1. Implementacién

Para hacer posible el estudio numérico de esta serie, se implementé en
coédigo Matlab el procedimiento descrito con anterioridad.
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3077

Y1l

10+ .

X1

Figura 4.3: Limite superior del dominio de la convergencia de la férmula
Zassenhaus obtenido con el procedimiento (4.66) - (4.67). Resultados anteriores
0<|IX||+ Y] <0.1931y 0 < || X + [|Y] < 0.5967 también se representan para
la comparacién. El nuevo dominio contiene la regién | X || 4 ||Y]| < 1.054.

function CC=Cn(A,B,n,m)

*operador Cn :

* Cn matrices cuadradas de los términos de Zassenhaus
* 1 natural

* Se calcula Cn para n> 1

* A y B matrices m x m
sk sk s sk sk sk kot Rk sk sk sk sk sk kot ks ks sk sk sk sk kot

C = cell(15,1);

for i=1:15 Ci,1=zeros(m); end

for i=2:n if ij=4
Ci,1=(1/i)*f1k(A,B,C,1,i-1,m); end

if i>5
Ci,1=(1/i)*fnk(A,B,C,floor((i-1)/2),i-1,m);
end

end
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CC=C;end

function fn=fnk(A,B,C,nk,m)
* operador fn )k :
* A B, C matrices cuadradas
* n,k,m natural
e L
S=zeros(m);
for j=0:floor(k/n)-1;
if n-1==
S = S+ (((=1)%)/(factorial(j))) * adj(Cn, 1,4, f1k(A, B,C,n — 1,k — n x
j.m));
else
S =S+ (((=1)))/(factorial(5))) * adj(Cn, 1, j, fnk(A,B,C;n — 1,k — n *
3,m));
end
fn=S; end
sk kot ok sk kot sk skt sk sk sk ok
function f1=f1k(A,B,C,nk,m)
* operador f1,k :
* A y B matrices cuadradas
* k natural, m tamano matriz
sk skt ook sk koo k skt Rk k ok o
if n==1
S=zeros(m);
for j=1:k;
S = S+(((=1)*)/(factorial(k—7)* factorial(j)))*adj(B, k—j,adj(A, j, B));
end
f1=S;
end

end

4.5.2. Algunos resultados numéricos

Los términos C,, n > 2 de la férmula de Zassenhaus generados por
el nuevo procedimiento forman un conjunto linealmente independiente
[CMN12]. Para comparar la efectividad numérica del método, generamos
matrices X e Y 10 x 10 aleatorias, que cumplen con la cota
11+ Y] < 1.054.
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La figura 4.4 muestra el comportamiento del error absoluto. Observamos
que el error absoluto va disminuyendo a medida que el niimero de términos
de la serie de Zassenhaus va aumentando, lo cual es de esperar dado que la
serie infinita converge para matrices en la regién senalada en [CMN12].

Nueva Aproximacion Zassenhaus
10 T

—— Evolucién del Error VS el grado de Cn

Error Absoluto

10 | | | |
2 4 6 8 10 12 14 16

Grado polinomio Cn

Figura 4.4: Gréfica del error absoluto. Se utilizé la funcién expm(), que dispone
Matlab, para el calculo de referencia. Con parametro A = 1. Se aprecia que el
error absoluto decrece rapidamente al aumentar el niimero de términos de la serie,
es decir, al crecer el grado de C,,, no importando las matrices utilizadas en la zona
de convergencia dada por la cota.

En la figura 4.5 se representa el comportamiento de los errores absolutos
de distintas series de Zassenhaus, tomandose tres valores del parametro A,
a saber, (A = 0.5;1.0;1.5). Se utilizaron matrices 2 x 2 generadas al azar
con Matlab. Se puede apreciar que el parametro A = 0.5 ofrece una caida
mas brusca del error absoluto de la serie de Zassenhaus al compararla con la
expresiéon e*X+tY) aproximada por Matlab.

Estas experiencias indican que para lograr acelerar la convergencia el
parametro A juega un papel importante, més alla de la forma de las matrices
utilizadas, encontrandose éstas en la region de convergencia.
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T —%—2=0.5

Error Absoluto

2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Grado polinomio Cn

10 I I I

Figura 4.5: Gréfica error absoluto. Se utiliz6 la funcién expm(), que dispone
Matlab. Con distintos valores del pardmetro A. En términos precisos se utiliz6
para esta prueba A € {0.5,1,1.5}.

4.5.3. Comportamiento de la convergencia

Como se cité antes, una cota (entre otras [Suz77],[Bay79]) para la
convergencia de las matrices en el nuevo procedimiento de la férmula de
Zassenhaus estd dada en términos de la norma de las matrices X e Y. Mas
en concreto, si las matrices (X,Y) € Vo, con

Vo = {A, B € Mnxn /0 < [|A[ + | B < £}, (4.69)

entonces el procedimiento converge cuando x = 1, 054.

Una cuestiéon que puede plantearse es si, a partir de matrices cuya
norma sea tal que estén fuera de la regién de convergencia garantizada,
pero relativamente cerca, jsigue convergiendo el procedimiento? Se trata de
determinar numéricamente si la regién de convergencia garantizada por el
teorema es el mejor resultado que se puede conseguir o no. Para contestar
esta pregunta estudimos el comportamiento de parejas de matrices aleatorias
en las cercanias de la region de convergencia.

Describimos lo anterior en los siguientes pasos:

129



i

L L L L L L L L L L x L L L L L L e
0 02 04 06 08 1 12 14 0 02 04 08 08 1 12 14 16 0 02 04 06 08 1 12 14 18
11XI1 [0 ]

Figura 4.6: Gréfico de distintas regiones de convergencias, Vi os4.7, para 7 =
0.3821; 1;1.1573 respectivamente. Estos valores de 7 se generaron aleatoriamente,
por una distribucién uniforme sobre el intervalo (0,2). Se aprecia claramente cémo
a medida que el pardmetro 7 crece la nube de puntos se va disipando.

» Generar aleatoriamente (X,Y), tal que

(XJ Y) € V1,054;T7 donde
Viosar = {A, B € Mayo/1,054 < ||A|| +||B|| < 1,054 + 7,7 € B(0,2)}

» Calcular:
2 3 n
g = He)\Xe)\YeA Cge)\ Cs . ~6)\ Cr eA(XJrY)”

= Graficar en el plano R? el punto (|| X]|,[|Y]]) si € < 0.000001.

La figura 4.6 resena la experiencia con 7 = 0.3821;1;1.1573. Se aprecia
que a medida que 7T crece, las parejas de matrices con una convergencia
adecuada (€ < 0.000001) se encuentran distribuidas de forma mas dispersa,
es decir, cada vez hay menos matrices que cumplen la cota y la precision de
convergencia requeridas. Sin embargo, se observa que la cota teérica de 1.054
puede mejorarse en la practica.

4.6. Formula de Zassenhaus generalizada

La expresion generalizada de Zassenhaus que abordamos es:

2 )\ 2 n
e)\Aﬁ-/\ Agt A" Aptee 6)\016)\ Cy . e/\ Cn . (470)

donde A;, C;;i = 1,2, ... son matrices. Las C; seran los términos de la serie
de Zassenhaus generalizada que deseamos hallar.
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Partimos definiendo

FO) = Ay + XAy + - = Y NA, (4.71)
i=1
de manera que
Fr) =) ixA; (4.72)
=1

Como ya hemos visto, la derivada de la exponencial de f()) se expresa como

d
0N = dexpy) (1 () (4.73)
donde dexp se define mediante la serie de potencias, siempre que converja,

o)

ey (1) = 3 Gegadion ) (4.74)

k=0

Por otra parte, al derivar ef® se tiene

d d 2 n
5efm _ ﬁ[emlex Co... A"On...]
= 011N XAy L 3NN N3
(4.75)
Aplicando la relacién (4.73), y el hecho de que
e — oA Cn A0 A0y (4.76)
se obtiene
d
dexpf fr= (56]) et
o0 (4.77)
=G+ Y e L M
j=2
Por otra parte, tenemos
/ - 1 k pr 1 ! 1 2 p1
k=1
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Sea

fi=adf =1[f, f] (4.79)
Observamos que se puede construir (4.79) como una serie infinita en \. Para
ello

=1L 1= DA+ X2 A0+ -+ A" Ay + - AL 20 Ay XA, -]
= \2(2[A1, As] + [Ag, Aj]) = N2[Ay, A

+ N3(3[A1, As] + [As, A1]) = 2X%[A4,, Aj]
+ M(2[As, Ag) + 3[Ay, As] 4+ 4[Ay, Ay] + [Ay, A1) = N(3[Ay, Ayg] + [As, As])
+ /\5(4[A1, A5] + 2[A27 A4]) + -

/2]
+ N (= k4 Dada, Ajp -

k=1

Por consiguiente

fi= Z )\jfl,ja (4.80)
j=2
con
/2] [i/2]
fri=> (G —k+DadaAjp1 =Y (G —k+1)[Ap, Ajpa]. (481)
k=1 k=1
A continuacién definimos
fo=adif = [f,ad.f]. (4.82)

Desarrollando esta 1ltima expresion tenemos

[fradp f'] = ML+ XAy + -+ fi]
= DMA + N A+ N Ag N i+ XN fis+ N fiat -]
= >\3(A1f1,2 — fa1) = AS[Alfl,Q]
+ M(Afis — fs1 A+ Asfio — fanAa) = A([Ar, frs] + [As, fia])
+ XN (Arfia — fiaAi+ Asfis — fs1do + Asfia — f1243)
= )\5([A1,f1,4] + [Ag, fis] + [As, fio]) + -+

Luego
f2=> N faj, (4.83)
j=3
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donde

j—2
i= E ada, f1-k-
k=1

Antes de hacer una generalizacion de los f;, definimos

fa=adif' = [f,adif] = [f, fo]- (4.84)

En forma andloga a los casos anteriores, tenemos que

f3= [)\A1+/\2A2+"' , fol
= XAy, fos] + N([AL fau] + [As, fas]) + -,

que se puede escribir como

0 7—3 fe'e)
fs=> N adafoy k=) Nfsy (4.85)
j=4 Jj=3

Con lo anterior en mente, estamos en condiciones de generalizar a fx,

j—k
fr = adjf ZAfk], fei = adafe-rj, k=2 (4.86)
j=k+1 =1

Ahora podemos continuar el desarrollo de la expresién (4.74), pero omitiendo
el primer término de la serie, asi que

> 1 it 1
dexpiy(f'(N) = adf f/(A) =) i
“—~ (k+1)! — (k+1)!
1 — 1 —
- ETZE:‘X]flJ +‘§T:£:‘X]fé]'+
j=2 7=3
1 o= .
+ Z N foi1;+
j=n

Escribimos esta tltima expresion como una serie en A,

= 1 1 1 1
Z (k + 1)!ad]}()\)f/(/\) = /\25]‘11,2 + )\3(5](‘1,3 + 5]0273)

k=1

1 1 1
+ )\4(5]01,4 + §f2,4 + ngA) +e
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de manera que

00 1 00 7j—1
Z—adk 1 Z)\] 11
F(A J
k=1 (k+ 1)! j=2 =1 )
Es decir,
de ' =Y et = £+ Y-
k::0< +1)! k:1< +1)!
=A T+ DNA. —_—
1+;<j+ ) J+1+kz:;(k 1)|
00 00 7j—1 (487)
, , , 1
= A+ Z(] + DN A+ Z/\J Z mfl,j
j=1 =2 =1 ’
1
_A1+2/\A2+Z/\J <]+1 J+1+Z I+ 1) f )
7j=2

Al aplicar la ecuacién (4.77) y asumiendo C; = A, se tiene
dexp; f' — Cy = Z]AJ Leadaer ... "Nl 0 (4.88)

Por otra parte,

1
dexp; f' — A1—2>\A2+2)\j<j+1 J+1+Z le1)f )

=2 (4.89)
= Z N'h,
n=1
donde
hl = 2A2
B = (1 4+ 1) Apsr + nz L s a2 (4.90)
— I+ 1" -
A continuacion, procedemos definiendo
Gl = €7adAA1 (d eXpy f/ — Al) (491)
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Aplicando un poco de manipulacion algebraica a esta ultima expresion,

G—i(_)\)k dt ., (d " A
1= ad®, 4, (dexp; f 1)

k!
k=0
-3t (S )
k=0 j=1
— (NS — (V& k
= k! > adi Mh; = k! > Nadj by
k=0 j=1 k=0 j=1

Desarrollando la serie,
(=A)°
0!

Ao 3 .
— i()\ adAlhl + A adAth + A adAlhn,l + - )

G = (Mg + Nhg + -+ + A"hy,)

1
+ ﬁ(Afﬂadihhl + Xad? ha + -+ Aad) Ryt + )

1
3l

) 1 ) 1 1

= My + A (hg — FadAlhl) + A (hg — FadAlhg + EadAlhl)
1
3!

(Aad¥ 7y + Nad® by + -+ A"ad by g+ 0 )+

1 1
+>\4(h4_ ﬂadAlhg—i-aadA%hg— adAi’hl)_F"' .

Asi, se tiene

l

G = un)\l donde ¢ = Z ((l —)j)‘ adlAljhj. (4.92)
=1 j=1 :

De esta manera se obtiene una recurrencia andloga a la obtenida para la

férmula de Zassenhaus original (4.58), ahora en términos de las funciones
Gn(A):

0o [k/n]—1 (_1)] A
Gn(/\) = Z Qn,k)\ky Ank = Z ;i adjc,ﬂn—l,k—nj- (4.93)
k=1 j=0 ’

4.6.1. Algoritmo de Zassenhaus (Generalizado

En términos practicos, la aplicacion de este nuevo procedimiento para
Zassenhaus se sintetiza en los siguientes pasos algoritmicos:
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Zassenhaus Generalizado

= Input : las matrices Ay, A, - - -
Output : las matrices Cy,Cy, - - -

s Calcular:
Cl - Al
Cy = Ay
li/2]
fri = Z<J +2k — Dada, Aj_kt1; 7 =2,3,...
k=1
j—k
frj = ZadAlfkfl,jflS k=23,..
=1
Jj—1 1
hy = (j4+1)Aj + ; mfu; j=2.3. .
s Calcular:

(=D ke
Qr=> ad' h;;  k=1,2,3,...

—_ 7\!
[k/p]—1 ;
1) .
Qpk = Z <j+')adjchp—l,k—pj; k > p
Jj=0 '

4.6.2. Algunos aspectos sobre de la convergencia de la
formula de Zassenhaus generalizada

En el trabajo de Suzuki ([Suz77]) se presenta una extensién de la férmula
de Zassenhuas, en los siguientes términos.
Para un conjunto de operadores Ay, As, ..., A, de un édlgebra de Banach,

2 n J=pP 4.
Mrehz L MpN O A AV A cuando n — 00 (4.94)
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para
P 1
A Al <log2 — = 4.95
\ !;H il <log 5 (4.95)

Se puede ver que la expresion (4.6.2) es menos general que la desarrollada
a partir de la expresién (4.6). Sin embargo, podemos utilizarla para generar
una cota de convergencia, aunque no éptima. En particular podemos afirmar
que

AATEN Apbo kNP An s ACL A0 MO (4.96)
i 140 <~ (log2— 1. (4.97)
2 Il < 1 2

4.6.3. Estudio empirico de la convergencia

En el paper [CMN12] se estudi la convergencia de la féormula clasica de
Zassenhaus. La cota hallada fue de R = 1.054, pero en la préactica se puede
tener matrices X e Y tales que || X||+|Y|| < R+, con 7 pequeno y que ain
permitan convergencia, como se indico en la secciéon 4.5.3 de este capitulo.

Es de pensar que para el caso generalizado ocurra algo similar.

Primer enfoque: La situacién grafica 4.7 muestra el comportamiento
del error relativo de tres grupos de matrices 10 x 10, cada grupo de diez
experiencias y cada experiencia con cinco matrices generadas aleatoriamente,
que cumplen con distinta cota ¢, es decir,

5
Z |Aill <cr, €0 ={c1,cac3}
i=1

Para realizar este experimento numérico se utilizé el conjunto de cotas
© = {1,0.5,0.2}. El grupo de experiencias que presenta, ostensiblemente, un
menor error relativo, es el grupo con cota de ¢3 = 0.2. En términos promedio
se obtuvo

e

— < 0.00055
Hezi:l XA
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Parece razonable suponer entonces que una cota adecuada para Zassenhaus
generalizado, podria ser

= R
D Al € Rze = oy donde R = 1.054. (4.98)
j=1

10

—*— C=1
—+—C=0.5

- % —C=0.2

Error Relativo

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N° de la experiencia

10

Figura 4.7: Comportamiento del error relativo de distintos grupos de experiencias.
Cada grupo implica diez experiencias y cada experiencia involucra a cinco matrices
10 x 10, generadas aleatoriamente por Matlab. Las cotas usadas, para los grupos
son ¢1 = l,co = 0.5 y c3 = 0.2, respectivamente. Para todos los casos se utilizd
A=1

Se obtiene una mejora considerable de las aproximaxiones dadas por la
expansion de Zassenhaus generalizado, es decir, una reduccién importante
del los errores relativos, cuando se utiliza A = 0.5. Vedase la figura 4.8. De
hecho en el grupo que utilizé la menor cota, c3 = 0.2, se obtuvo un error
relativo promedio inferior a 0.00001. En los términos de la cota presentada
en la seccién 4.5.3, un valor |\| — 1 implicard una cota mas grande para la
suma de las normas matriciales de las matrices A;.

Segundo enfoque: Podemos analizar la convergencia de la expresién
(4.6), haciendo una analogfa al caso del andlisis de Zassenhuas (seccién 4.5).
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—*— C=1

—+—C=0.5
— * —C=0.2
107} ;
P g
o
=
8
& 107 ;
S
= *
L —
_ AN — ¥
— *
* *\ /*/ \\ /
N v
_5 - — = /
10 N . , 1
N /
\\ /
/
*
10_6 L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

N° de la experiencia

Figura 4.8: Comportamiento del error relativo anélogo al estudio de la figura 4.7,
pero con A = 0.5.

Para ello definimos

Tu(A) =D XNA;, n>1 (4.99)
i=1
Luego
eArt Aot Ante _ Tn(1) Tmsn(1) (4.100)

De esta manera tendremos que una cota para la convergencia serd ||, (1)||+
T msn(1)]] < 1.054.

4.7. Desarrollo de Wilcox

Consideramos de nuevo el sistema lineal

dX (1)
dt

= M) X,(1), X,(0) = 1. (4.101)
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El objetivo ahora es construir la solucién como un producto infinito de
exponenciales de la forma

Xa(t) = Hek"’Wk(t) — AWA(E) NPWa () NPWa(E) 7 (4.102)
k=1
es decir, se trata de construir el analogo continuo de la férmula de Zassenhaus.
Tal desarrollo fue considerado por Wilcox, atribuyéndolo erréneamente a Fer.
Sustituyendo (4.102) en la ecuacién (4.101), derivando y multiplicando
por la derecha por el operador inverso

[Xk(t)]il = .- e_ASWB(t)e—XQWQ(t)G_Awl(t)
tenemos

AW A2W-
d(e _1(t)) e AW | AVN(D) d(e —2<t)) e_’\QWQ(t)e_/\Wl(t)—l—

dt dt (4.103)

AW
)\Wl(t)e)\ZWg(t)d(e 2<t))6—)\3W3(t)e—)\QWg(t)e—)\Wl(t) = AA(D).
dt

Esta ultima expresién se puede reescribir como

=€

e /\n+1 x© 0 /\m+2n+2

2 Tt M 2 0 e (s 172)

(4.104)
oo o0 0o )\k+2m+3n+3

+ Z Z mad%ad?& <ad%3W3> + e = )\A(lf),

k=0 m=0 n=0

donde hemos denotado W; = W;(t), i > 1. Igualando en esta ecuacién los
coeficientes de las distintas potencias de A es facil encontrar la expresion de
los primeros términos W;:

Wy = A(t)

. 1 .

Wy = —§adW1W1

. 1 . .
Wy = —gad%,vlwl—adwlwg,

de donde, con un poco de algebra, se obtiene

Wi(t) = /0 CA(ty) dty,
Wy(t) = % /0 "ty /0 "ty [A(t), A(ty)] (4.105)
Wa(t) =3 [ an [t [t (A, Al Al + (A, [A(), A)])
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Nuestro objetivo consiste ahora en elaborar un procedimiento que nos
permita calcular los términos W;(t) en el desarrollo (4.102) hasta un orden
arbitrario y que sea sisteméatico. Aunque en principio esto se puede lograr a
partir de (4.104) desarrollando las series y aislando los términos relevantes de
acuerdo con la potencia de A, construir términos mas alla de W5 constituye
una tarea dificultosa (en la referencia ([GS02]) se ha llegado hasta Wy en
términos de los W; precedentes). Dadas las similitudes con la férmula de
Zassenhaus, vamos aplicar aqui el mismo tipo de técnicas.

Teniendo en cuenta la expresién de la derivada de la exponencial de un
operador dependiente del tiempo,

%e’\ Wi = X' dexpyiyy, (W) e,

podemos escribir (4.103) como

Ad expywy, Wy + \2eAM dexp,\2W2(W2)ef’\W1 +

2 : —)\2 —
N e W2 dexpay, (Wa)e M W2e MW .o = XA
o bien

Ad expyy, Wy + N2etadw dexpVWZ(Wg) + Aeradw e’\2adW2dexp/\3W3(W3) + -

Aadw, ,AZad An~lad i
)\neawle aWQ..-e aWn71depran(Wn)+...:)\A‘

Por consiguiente,
o0
I i Aad N~ lady, i
A — Mdexpyy, Wi = Z Ne ... *Wimtdexpyy, (W), (4.106)
j=2
En este punto, conviene introducir las series

F1:Zf1,l)\l, con fin=4; fiu=0, [>1
=1

y

: : )kl b >

Gi = Adexpyy, Wi =AW + ) madwlwl => g,
k=1 ' =1
de manera que
. 1 .
g11 = Wi, g1l = ﬁadi/vllwl-
Imponiendo f11 — ¢1,1 = 0 resulta
Wy = A, (4.107)



con lo que, por una parte, tenemos

F=F -G = qu = Z(fl,l =
=2 =2

y por otra parte, de (4.106),

F~11 _ )\QeAadwl deXp)\2W2(W2) + Z )\je)\adwl .. eAjflade—ldeXp)\jo (WJ)
j=3
(4.108)
Estamos ahora en condiciones que ir al paso siguiente. De (4.108) se tiene

e adw, Fl =\ deXp)\QWQ(WQ) + Z )\jez\zadwg e eAj—lade,ldeXp)\jo (VV]>

j=3
(4.109)
Introducimos a continuacion la serie
Fy=e M py (4.110)
Desarrollando esta expresion, podemos escribir
o0 [(l_l)]_l (_1)k _
F2 = Z )\lfQ,lv donde f?,l = Z k" adl‘jvl fl,l—k'
1=2 k=0 ’

Anélogamente, definimos
Ga = N dexpyey, (W) = Z A go o,
=1

siendo
g22 = Wz, 9220 = l—lladl@lwza gor = 0, r#2l
De esta forma, se tiene que
FQ =F -Gy = )\2(f2,2 — go2) + )\3f2,3 + )\4(f274 — goa) + -
Comparando esta expresién con (4.109), e imponiendo que
f22 = g22 =0,
se deduce que

. _ 1 .
Wy=fia=—gi2= _§adW1W1-
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De esta forma
o0
. e .
Fy = E A faq,  con Jou = fa1— g2u-
1=3
Es claro que también se verifica

FQ — >\3€)\Qadw2 deXp)\SW3(W3) + Z )\je)\QadWQ . eAj_lade_ldexp)\jo (W])’
Jj=4

con lo cual el proceso se puede iniciar de nuevo, esta vez con

o0
_)\2 ~
Fy = eV, = E N s
1=3

Gy = X dexp,\3W3(W3) = Z >\3l93,3l
=1
Fg = Fg—G3:)\3(f3,3_g3,3>+)\4f3,4+"' )

de manera que al imponer f33 — gs3 = 0 podemos obtener la expresién de
Wg, etc.

En resumen, la recurrencia general viene dada por las siguientes
expresiones (n > 2):

[=71-1

[oe) _1 k B
F, = an,ﬁ\l, Jng = Z %adlﬁvnlfn—u—(n—nk, I>n
=2 k=0 ’

[ee) 1 L
Gn = Zgn,nl)\nlv gnl = ﬁadi/[/iwnv gngr = 0,7’ # nl
=1 )

Fn = Fn _Gn = Z /\lan,lu fn,l = fn,l — Gn,l (4111)

l=n+1

Wn = fn,n = fnfl,n = fnfl,n — Gn—1n-

(4.112)
De esta forma, los primeros términos son:

W, = A

. 1 .
WQ = — 5 adwl W1

. 1 .
W3 = §ad%/[/1 W1

. 1 3 1 .
W4 = —gadwl W1 + Zadm/2 adm/1 Wl.
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4.7.1. Ejemplos

Ejemplo 1: Un problema propuesto por Bellman. FEn la referencia

[Bel65][p. 175], Bellman propone el siguiente ejercicio: dadas dos matrices

cuadradas A y B, suponiendo que e+ se puede escribir en la forma
eAJrEB eCq 68202 68303 o (4113)

determinense las matrices C;, C5, (5, etc.. Bellman anade que,
contrariamente a otros desarrollos perturbativos previamente considerados,
éste aproxima la matriz eAT*P (unitaria si las matrices A y B son
antihermiticas) mediante un producto de matrices que también son unitarias.

Este problema se puede resolver facilmente con las técnicas desarrolladas
en este capitulo. En efecto, consideremos la matriz ligeramente mas general
e!4+eB) v escribamosla en la forma

U(t) = etA+=B) — ¢ty (4.114)

tal como hicimos al abordar el problema de Cernusca (ecuacién (4.31)). Dado
que

:€A€

au(t
YO _(avemum.  vo)=1
un sencillo calculo muestra que V satisface la ecuacién diferencial
av .
=ce BV =eB)V,  V(0)=1. (4.115)

dt
Aplicando ahora el desarrollo de Wilcox a esta ecuacién, tenemos
V(t) = eEWL(t) 22 Wa(t) 2 Wis(t) | ’

con lo que finalmente,

U(l) — pAteB _ LA eW(1) €€2W2(1) 653W3(1) o

Por consiguiente, calculando las recurrencias (4.111) y efectuando las
correspondientes integrales hasta t = 1, seremos capaces de determinar las
matrices C; en (4.113) hasta el orden que nos interese. En particular, la
expresion de C; estd dada por una expresion anédloga a la (4.34):

1 1 1 1 — eadA
C, = / B(t)dt = / e " BeAdt = / e ™ABdt = ———B
0 0 0 ad
1 1 1

Resulta interesante notar que la técnica usada para resolver el problema de
Cernusca y el de Bellman es similar: se efectiia una transformacion previa, se
determina la ecuacién diferencial satisfecha por la nueva variable y se resuelve
ésta mediante el desarrollo de Magnus (Cernusca) y el desarrollo de Wilcox
(Bellman) hasta el orden que interese.
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Ejemplo 2. Vamos a considerar ahora un sistema cudntico simple: se trata
de una particula de spin 1/2 en el seno de un campo magnético oscilatorio.
De forma mas precisa, se tiene la ecuacion

d

54
! dr

(1) = —pS - B(1) (),
donde y es constante (con unidades sec™'.Gauss™'), S = g& es el operador
de spin expresado en términos de las matrices de Pauli 0, j =1,2,3,y

B, cos(wT)
B(t) = 0 : B., B, = cte
B,

es el campo magnético con tiempo inicial 75 = 0. En este sistema —uB,S3
se puede considerar como la parte no perturbada y —uB, cos(wT)S; como
una perturbacién cuya intensidad es proporcional a B, y que depende de la
frecuencia w como un parametro adicional.

Usando la variable adimensional ¢ = wr, y los parametros
(adimensionales) a = —uB,/(2w), ¢ = —uB,/(2w) v x(t) = ¥(t/w), el
sistema se escribe como

i dfl—iﬂ = (a 03+ €0y cost)x(t), x(0) = Xo- (4.117)
Si tomamos h = 1, esta ecuacién se puede escribir como (4.101) (con A = 1),
con matriz de coeficientes

A(t) = —i(aos + €0y cost).

La codificacién en el software Mathematica™ que permite la generacién
de los términos Wy (t) de la serie de Wilcox para este ejemplo es la siguiente:

Clear[Cmt, ad, ff, cc, hh, ggl;
Cmtla_, a_] := 0;

Cmtla___, O, b___] := 0;

Cmtla___, c_ +d_, b___] := Cmt[a, ¢, b] + Cmt[a, d, bl;
Cmtla___, n_ c_Cmt, b___] :=n Cmtl[a, c, bl;

Cmtla___, t°n_ x_, b___] := t°n Cmt[a, x, bl;

Cmtla___, x_ y_, b___] := Cmt[a, Expand[x y], bl;
mtla___, n_ sigl[j_Integer], b___] :=n %

Cmt[a, sigl[jl, bl;
Cmt[sigli_], siglj_]1] := -Cmtl[sigljl, siglill /; 1 > j
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Cmt[z_Cmt, sig[i_]] := -Cmt[siglil, z];
Cmt [Cmt [sigli_]1, siglj_11, z_Cmt] := -Cmt[Cmt[sigl[jl, z], siglil]l -
Cmt [Cmt [z, siglil]l, sigljl];
Cmt [z_Cmt, Cmt[sigli_], sigl
j_11] := -Cmt([sigli], Cmt[siglj], z]] - Cmt[sigljl, Cmt[z, siglill];

Cmt [sig[1], sigl2]] := 2 I sigl[3];
Cmt[sigl[1], sigl3]] := -2 I sigl2];
Cmt [sig[2], sig[3]] := 2 I sig[1];

adla_, 0, b_] := b;

adla_, j_Integer, b_] := Cmt[a, adla, j - 1, bl];

Alt_] := -1 (a sigl[3] + ? Cos[t] sigl[1]);

W[1] = Integrate[A[s], {s, 0, t}];

ff[1, 11 := A[t); £f£f[1, n_] := 0; ggln_, m_] := O;

ggll, k] := (1/kxDad[W[1], k - 1, ££f[1, 11];

ffhat([1, k_]:=ff[1, k]-ggll, k];

ffln_, 1.1 := Sum[((-1)"k/k!)

ad[W[n-11, k,ffhat[n-1,1-(n-1)k1]1, {k, 0, IntegerPart[(1-1)/(n-1)1-1, 1}];
ggln_, r_] := (1/(r/n)Vad[Wln], (r/n) - 1, ff[n, nl] /; IntegerQ[r/n];
ffhat[n_, 1_] := ff[n, 1] - ggln, 1];

R[n_] :=Simplify[Integrate[ffhat[n - 1, n], tl];
Wln_]:=Collect[Simplify[R[n]-(R[n] /. t -> 0)],{sigl1], sigl[2], sig[3]1}];

Los primeros términos de la serie de Wilcox, generados de esta manera
son

W1 (t) = —i(atO'g + 0, sin(t))
Wi(t) = iacoa(—2+ 2cos(t) + tsin(t))

Ws(t) = %iasal (3at cos(t) + a(—3 + ¢*) sin(t))

4. te 1 3 .
+ giacas (5 + Zte cos(2t) — € sm(2t)) :

Al realizar cdlculos numéricos con Matlab, para las constantes a = 1,¢ =
1y A =1, tomando como intervalo de integracién ¢ = 1, obtenemos

4 : .
Nt =1) ~ H WD) _ —0.2798 4+ 0.7033¢ 0.1009 — 0.64572
= —0.1009 — 0.6457¢ 0.2798 + 0.70331

Comparando estos resultados con los obtenidos por una version de Magnus
de orden 4, usando como referencia un método de RK de orden 6, con h =
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—6— Magnus
—+— Wilcox

10° -

1071 :

Error relativo

10°
10° 10
Tiempo

Figura 4.9: Comportamiento del error relativo de la norma de Frobenius para la
matriz de la solucién aproximada dada por el método de Wilcox, evolucionando el
sistema de una particula de spin 1/2 en el seno de un campo magnético oscilatorio,
cuando el tiempo ¢ se toma en el intervalo [0,1].

107°, figura 4.9, se aprecia que el algoritmo de Wilcox entrega una buena
aproximacion, superando en este caso del problema de la particula de spin
1/2, al método de Magnus de cuarto orden, en varias de las evaluaciones
tomadas del tiempo ¢,¢ € [0, 1].
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de este trabajo se fue creando un cimulo de experiencias
que adecuadamente canalizadas permitiron dar soluciéon a algunos de los
desafios planteados en esta tesis. Las principales conclusiones se refieren a
continuacion en el orden a los temas tratados.

= Se dio una exposicién detallada de la teoria necesaria para el desarrollo
de nuevos métodos de integracion numérica en el contexto de los
grupos y algebras de Lie. Esto se logré presentando una sintesis de
las definiciones, teoremas, proposiciones y demas temas relacionados,
con ello se armo6 la estructura abstracta que sustenta los métodos
clasicos y nuevos, presentados a lo largo del texto. Un punto de partida
clave de esta exposicion fue el concepto de un grupo de Lie, como
una variedad diferenciable [Gil74], [Var84], asi como la de que un
algebra de Lie es un espacio vectorial, cuyos elememtos pueden ser
combinados por el corchete de Lie. La definicién del operador ada, y
la exponencial de éste facilitan el trabajo algebraico, bastante arduo
a veces, en el desarrollo de los métodos de integracién. Cabe destacar
que una adecuada comprension de los grupos matriciales de Lie facilita
el desarrollo de los integradores geométricos [Gil74], [Pos94], [CI00].

= Se confeccionaron y analizaron diversos métodos de integracién
numérica para ecuaciones diferenciales definidas en grupos de Lie
[CI00]. Estos métodos resultan competitivos con los métodos de Magnus
[Bur81], [BCRO2] para algunos de los problemas tratados. Es el caso
del método de splitting de orden 4. Se disendé e implementé una
version de orden 6, que podria ser utilizada para situaciones donde se
requiera una precision aun mayor. Ademas se desarrollaron interesantes
modificaciones como la del célculo de e4 para A matriz constante con
traza nula, cuyo algoritmo expmS() se implementé especialmente en
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Matlab y es una alternativa adecuada a otras rutinas del estandar
de este software [MLO3] que permiten calcular la exponencial de una
matriz.

Se disend una version algoritmica de paso adaptativo, que permite
modificar el tamano del paso cuando la precision lo requiere. De
esta manera se consiguieron buenos resultados de cotas de error y
con un esfuerzo computacional obtensiblemente menor al que requiere
su equivalente de paso fijo. El procedimiento desarrollado resulta
especialmente propicio para problemas que presentan soluciones en
algunas zonas del rango de integracién con cambios abruptos, y otras
con variaciones menores [HLWO06].

Se obtuvo un esquema numérico basado en el procedimiento propuesto
por Voslamber [Vos72|, apropiado, en particular, para problemas
adiabéticos [Net00]. El esquema numérico desarrollado para el método
de Voslamber mantiene interesantes propiedades de convergencia de
la solucién aproximada, lo que hace adecuado su utilizacién en
diversos problemas. Se expuso, implement6 y probé el nuevo esquema,
dando resultados que comparados con técnicas clésicas [MK98|, como
Runge-Kutta, mostraron gran efectividad, tanto en la precisién de los
resultados como en el tiempo de CPU requeridos.

Se elaboraron procedimentos para resolver sistemas no lineales a
través de la generalizacion de la Expansién de Magnus [Magb4],
[CI06]. Siendo estos procemientos variados para la forma de calcular
Q2 y con ello se consiguié6 un error relativo menor de las soluciones
aproximadas que la dada por el esquema basado en Magnus de
cuarto orden [CI06], para problemas que involucran ecuaciones clésicas
como las ecuaciones de Emden—Fowler, Lane-Emden y Thomas—Fermi
[Zwi97], [Won75], [GL07], [SS99]. Estas ecuaciones aparecen en
fenémenos de alta oscilacion, lo cual suele perturbar a los métodos
numéricos tradicionales. Los procedimientos desarrollados son efectivos
y eficientes en las experiencias desarrolladas.

Se estudi6 profusamente la formula de Baker—-Campbell-Hausdorff y la
de Zassenhaus [CMO09], [WM62], [Kur07], consiguiendo procedimientos
nuevos y eficientes. En particular, para la féormula de Zassenhaus
se desarrollé un eficiente método [CMN12] que permite calcular los
términos C, de tal manera que por construcciéon sélo involucran
conmutadores independientes y que permiten mejores cotas de
convergencias comparados con otros esquemas.
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= Se generalizO el nuevo procedimento para la factorizacién

24,4 2 .
AN Azt AN At — pACLEATC2 L o A"Cn L con un nuevo algoritmo
que permite obtener los términos C),.

Se estudid y construy6 un procedimento para la versién continua de la
férmula de Zassenhaus, conocida como férmula de Wilcox [Wil67]. El
nuevo esquema numeérico se utilizo para experiencias como la propuesta
por Bellman y un problema que involucra un sistema cuantico simple:
se trata de una particula de spin 1/2 en el seno de un campo
magnético oscilatorio. Los resultados de estas experiencias muestran
que el algoritmo desarrollado es eficaz y con una precision comparable
a otros esquemas ya probados.

5.1. Futuros trabajos

Las investigaciones y desarrollos que ha producido esta tesis doctoral
abren la posibilidad de seguir, en futuros trabajos, el desarrollo de
nuevos métodos geométricos y abordar nuevos problemas aplicados, que
modelen situaciones de alta complejidad para la fisica/matemdtica. Al
respecto se puede destacar las siguientes lineas de investigacion:

Ampliar las pruebas del esquema numérico de Voslamber a otros
problemas que requieran sus propicias propiedades numéricas y
comparar exhaustivamente su rendimiento con otros esquemas.

Obtener nuevos esquemas numéricos para el método propuesto por
Voslamber de mayores 6rdenes. Realizar experimentos numeéricos de
eficiencia y de complejidad de computo.

Confeccionar nuevos esquemas adaptativos de orden mas alto basados
en splitting para problemas formulados en el grupo lineal especial y
aplicarlos a situaciones conocidas para medir su rendimiento, asi como
a otros casos de interés.

Adaptar el método de splitting de orden 6 para el clculo de e, con A
matriz constante de traza nula. Analizar el rendimiento de este nuevo
algoritmo, comparandolo con la amplia variedad de métodos existentes
[MLO03]. Asimismo, generalizaremos la técnica para el caso mas general
de una matriz cuadrada arbitraria.

Ampliar el tratamiento de problemas no lineales mediante integradores
en grupos de Lie a nuevos problemas de interés en las aplicaciones de
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la fisica-matematica. Analizar las ventajas de utilizar el calculo exacto
o aproximado de QI en cada nueva situacion.

Adaptar el método de splitting de orden 6 para sistemas de ecuaciones
diferenciales matriciales no lineales y analizar su desempeno.

Realizar un estudio de la formula BCH para el caso de mas de dos
variables.

Emprender el estudio detallado de la convergencia del esquema de
Zassenhaus generalizado desarrollado en este trabajo para asi obtener
cotas de convergencias méas ajustadas.

En la misma linea del item anterior, desarrollar un estudio detallado
sobre la convergencia del nuevo esquema numérico de Wilcox propuesto
en la tesis, obteniendo cotas tedricas y empiricas.

Aplicar el esquema numérico de Wilcox, en forma exhaustiva, para
obtener comparaciones cualitativas y cuantitativas de las soluciones
aproximadas obtenidas, versus otras técnicas numéricas, en el contexto
de problemas mas complejos.
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Apéndice A

Calculo de la exponencial de
una matriz

Un gran nimero de integradores numéricos en grupos de Lie requieren el
calculo de la exponencial de una matriz o, al menos de una aproximacién a
la misma en el grupo de Lie corresponciente. Este es un problema estandar
en el andlisis numérico y se puede realizar de varias maneras: aproximaciones
racionales (Baker 1975, Iserles y Norsett 1991), métodos basados en
subespacios de Krylov (Hochbruck y Lubich 1997), descomposicién de Schur
(Golub y Van Loan 1996), entre otros. Sin embargo, en el contexto de los
integradores en grupos de Lie, nuestra tarea esta sujeta a una restriccion
importante: la aproximaciéon debe asignar a un elemento en el algebra de Lie
g otro en el grupo de Lie G correspondiente.

En el caso de &lgebras de Lie de dimension baja el problema es
relativamente facil y con frecuencia se puede evaluar la exponencial de forma
explicita. En particular, los siguientes dos casos son de importancia practica:

1. Algebra s[(2). Teniendo en cuenta que cualquier matriz A € sl(2) es de
la forma A = [a b },

c —a
. A sinh w
facilmente podemos establecer que e = coshwl + A donde w =
w
Vva? + be.
0 a b
2. Algebra s0(3). En este caso, la exponencial de A= | —a 0 ¢ | €
—b —c 0
. 1 _
s0(3)eset =1+ T A+ C2OSUA2, donde o = Va? + b + 2.

o o
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Cuando ni una férmula explicita, ni el cdlculo numérico con precision de
la maquina son factibles, tenemos que recurrir a ciertas aproximaciones. Esos
procedimientos deben ajustarse a dos condiciones: (i) el resultado debe estar
en el grupo de Lie G y (ii) la aproximacién ha de ser consistente con el grado
de aproximacion del método de integracion en el grupo de Lie.

Una forma estandar de aproximacion es reemplazar e* por una funcién
r(z), analitica en un entorno del origen. La accién de dicha funcién se puede
extender desde C a gl(n), por lo tanto, se extiende a cualquier algebra de
Lie matricial. Las dos cosas que deseamos ahora pueden ser reformuladas, al
exigir 7(z) = € + O(2P™), siendo p > 1 el orden de consistencia del método
de integracién y r(g) C G.

Como ha sido demostrado por Feng Kang y Shang (1995)!, la tnica
funcién analitica que mapea sl(n) en SL(n) para cada n € Ny es la identidad
en cero, es r(z) = e para a € R. Para una demostracion vease [HLWO06].

Esto significa que debemos elegir la exponencial exacta. Por otro lado, en
un algebra de Lie cuadratica hay muchas funciones con estas caracteristicas:
dada una funciéon arbitraria f, analitica alrededor del origen, entonces
e/9) C G (Celledoni y Iserles 1998). En particular, éste es el caso de todas
las aproximaciones de Padé diagonales,

. pm(Z)
T(Z) - Pm(—Z)’

donde los polinomios p,, se generan de acuerdo a la siguiente recurrencia:

po(z) =1, pilz) =2+2,
pm<Z) = 2(2771, - 1)pm—1<z) + )\2pm_2<2).

Entonces se verifica que pa,,(2) = exp(z) + O(z2™T1).

A.1. Aproximacién de Chebyshev

Otra alternativa valida es el uso de aproximaciones polinémicas a la
exponencial de una cierta matriz C. Supongamos que, en particular, que
C' es una matriz de la forma C' = —iTH, con H hermitica y 7 > 0, como

I'Este hecho es producto del siguiente resultado:
Lema: Sea R(z) una funcién diferenciable definida en una vencidad de z = 0, y asumiendo
que R(0) =1y R'(0) = 1. Entonces, se tiene para n > 3

det(R(A)) =1, VAe{X € Mg : Tr(X) =0} & R(z) =¢€* &
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es el caso en la Mecanica Cuéantica. En la aproximacién de Chebyshev, el
operador exp(—iTH) se desarrolla en serie de polinomios de Chebyshev,
en analogia con la aproximacién de una funcién escalar [TEK84]. Como es
conocido, dada una funcién F(z) en el intervalo [—1, 1], las aproximaciones
polinémicas de Chebyshev son 6ptimas, en el sentido de que el méximo error
en la aproximacién es minimo en comparacion con casi todas las posibles
aproximaciones polinémicas [SM03]. Para aplicar este procedimiento, se tiene
que disponer de los valores propios extremos i, v Enax de H. Entonces
para una expansién truncada de Chebyshev de exp(—iz) en el intervalo
[T Emin, TFmax| se tendra

m

exp(iz) ~ Z cnPo(),

n=0

donde

2r — Emax_ Emin
Pn(zl:):Tn< T—T T )

TEmax - TEmin

con coeficientes ¢, elegidos apropiadamente. Aqui 7,,(z) son los polinomios de
Chebyshev en el intervalo [—1, 1] [AS65], que se pueden determinar a través
de la relacién de recurrencia

Toi1(x) =2xt,(x) — Thoa(z); Ti(z)=x; To(zx) =1.

Por 1ltimo, se utiliza la aproximacion

m

exp(—iTH) = _ c,Po(TH). (A1)

n=0

Esta técnica se utiliza con frecuencia en el tratamiento numérico de problemas
en Mecédnica Cudntica para calcular exp(—i7H )1)g a tiempos muy largos. Esto
se puede hacer con m productos matriz/vector, si en la aproximacion (A.1)
se considera hasta grado m. De hecho, el grado m necesario para lograr una
precisién especifica depende linealmente del tamano de paso 7 y el radio
espectral de H [Net00).

En una implementacién practica, m puede ser elegido de tal manera que la
precisién sea dominada por el error de redondeo [LBCT91]. Este enfoque tiene
dos inconvenientes principales: (i) la aproximacién resultante no es unitaria, y
por lo tanto, la norma no se conserva (aunque la desviacién unitaria es muy
pequena debido a su extrema exactitud), y (ii) no se obtienen resultados
intermedios, ya que por lo general 7 es muy grande.
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A.2. Meétodos basados en espacios de Krylov

Como ya hemos senalado, muy a menudo lo que es realmente necesario, en
lugar de la exponencial de la matriz C' en si, es el célculo de exp(C') aplicado a
un vector. En esta situacion, la evaluacién e es de alguna manera andloga a
computar C~1 para obtener el solucién del sistema lineal de ecuaciones Cz =
b para distintos b: otros procedimientos son claramente mucho més deseables.
El cilculo de e“v se puede hacer de manera eficiente con los métodos de
Krylov, en el que aproximaciones a la solucién se obtienen en los espacios
de Krylov generados por los vectores {v, Cv, C?v, ..., C%v} para algin j que
es tipicamente pequenio en comparacién con la dimensién de C' [DK95]. El
método de Lanczos para resolver iterativa y simétricamente problemas de
valores propios es de esta forma [Wat02]. Si, como antes, C' = —iTH, el
proceso simétrico de Lanczos genera de forma recursiva una base ortonormal
Vin = [v1--vyp] del m-ésimo subespacio de Krylov, que podemos escribir
como K,,(H,u) = (u, Hu, ..., H" 1u) tal que

HV, =VyLy +[0---080 ,0mi1],

donde la matriz simétrica m x m tridiagonal L,, = V.L HV,, es la proyeccién
ortogonal de H en K,,,(H,u). Finalmente,

exp(—i7H)u = Vy, exp(—iT L)V, u

y la matriz exponencial exp(—iTL,,) se puede calcular diagonalizando L,,,
Ly = QmD,, QL como

exp(—iTLy) = Qum exp(—i7 Dy, ) QL
con D,, una matriz diagonal. Este proceso iterativo se detiene cuando
B H(exp(—z’TLm))m’mH < tol

para una tolerancia fija. A menudo se obtienen muy buenas aproximaciones
cuando existen valores relativamente pequenos de m y cotas de error
computables para la aproximacion. Esta clase de esquemas requieren
generalmente O(n?) operaciones en coma flotante para el clculo de e“v si C
es una matriz n x n. Més detalles estdn contenidos en la referencia [HL99].

A.3. Meétodos de splitting

Existe una gran variedad de métodos basados en descomponer la matriz
de manera tal que el cdlculo de la exponencial de cada una de las partes sea
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mas simple que el calculo de la exponencial de la matriz original. Es decir, se
aplica la consabida premisa muy usada en la computacion numérica, dividir
para vencer. En las lineas siguientes comentamos con més detalle un esquema
de este tipo.

Dado A € g, queremos aproximar e como e ~ R(tA) = etBretB2, e!Ps
donde las matrices B = {Bj, Bs,..., Bs} estdn sujetas a los siguientes
requisitos:

» Cada B € g.

» Cada exponencial exp(tB;) es facil de calcular y ademas el producto de
estas exponenciales es relativamente barato.

» El error es suficientemente pequeno, R(tA) = et 4+ O(tP*1).

Una posibilidad consiste en descomponer la matriz A de manera que cada
B; sea una matriz de rango bajo. Sean K y L dos matrices N x r, con r > 1
pequeno. Supongamos que

M =T+ tKD (P — 1)L,

donde D = LTK. Se debe tener en cuenta que D es de dimensién r x r y el
coste de evaluar e es moderado para valores pequeiios de 7.

Como ejemplo, consideremos g = so(n). Hacemos r = 2, s = n— 1, donde
er € R" es el k-ésimo vector unitario. Dejando B = Bl — B, observamos
que su primera fila y columna desaparecen. Seguimos en una forma similar a
la factorizacién tipica LU, dejando Bl = Bi-1 — B; y

B; = bgiil]e;fr - eiby*l} €so(n), i=1,2,..,n—1
Celledoni y Iserles [CI00] muestran la estimacion precisa de los costos, detalles
de la implementacién y un ejemplo similar para sl(n), asi como un ejemplo,
de nuevo con r = 2, que elimina dos filas y columnas de B € so(n) a la vez.

La principal desventaja de los métodos de splitting de bajo rango es la
calidad de la aproximacion: en general, podemos esperar orden p = 1. La
condicién de segundo orden es

Z_: Z [Br, Bi] =0

k=1 l=k+1

y es facil de verificar que se cumple cuando R(tA) es precisamente el splitting
de Strang, es decir, s = 25 + 1 y Bgy; = Bs_;. En principio, es facil
convertir cualquier matriz de rango bajo de modo que se convierta en un
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spliting de Strang, en primer lugar una aproximacién %A con una division de
primer orden R(tA), al lado de la aproximacién de la misma matriz con la
misma divisién pero con las matrices dispuestas en orden inverso y finalmente
agregar el centro de los dos términos. El resultado es

S(tA) —_ etBl/26t32/2...etBS_l/QetBS/Q...etBQ/QetBl/2.
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Apéndice B

Métodos de Runge—Kutta

La idea general de los métodos de Runge-Kutta (RK) es producir una
férmula para ®(t,,x,; h) en el integrador

para la ecuaciéon diferencial

Vo, O =u (5.2

de manera que (B.1) coincida con el desarrollo de Taylor de la solucién exacta
y(t) de (B.2) hasta términos de orden O(h"), r > 1, sin tener que calcular
derivadas de f, sino sélo reevaluando f en puntos intermedios entre (t,,,y,) vy
(tns1, Yns1)- Dos ejemplos sencillos de esta clase de métodos son los siguientes:

» Método de Euler modificado:
1 1
Yn+1 = Yn + h.f (tn + Ehv Yn + §hf(tn7 yn)) . (Bg)
= Método de Euler mejorado:

i = Y+ g Pl ) S+ o+ S ))) - (B4)

Ambos son de orden 2. Tal vez uno de los métodos mas usados en la practica
dentro de esta clase es el método de Runge—Kutta cldsico de orden cuatro. En
él la funcion ® es un promedio con pesos de cuatro evaluaciones de la funcién
f, donde los argumentos en cada evaluacion dependen de la precedente.
Especificamente, el esquema es como sigue:

1
Ynt1l = Yn + Eh(kl + 2ky + 2ks + ky), (B.5)
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con

kl - f(trwyn)
1 1
ky = f(tn+ §h7 Yn + §hk’1)

1 1
ks = f(tn + ih’ Yn + §hk’2) (B.6)

Maés en general, dado un entero s (el nimero de etapas) y los coeficientes
reales a;j, b, ¢; (1 =1,...,s,7=1,...,i—1), el método

ki = f(tw yn)
ky = f(tn + c2h,yn + haoik)
ks = f(tn + csh,yn + h(asik: + asks))
NP (B.7)
ks = [ty +csh,yn + hlagks + - + ass-1ks—1))
Tpr1 = Tp+ h(biky + - 4 bsky)

se llama esquema de Runge-Kutta explicito de s etapas. Usualmente (pero

: i—1 .
no siempre) ¢; = .~ a;;, de manera que todos los puntos donde se evalia

f son aproximaciones de primer orden a la solucion.
Se pueden considerar métodos todavia mdas generales (implicitos) para

la ecuacién diferencial (B.2) permitiendo que j = 1,...,s en la expresién
(B.7). Asi se tiene la clase general de métodos de Runge-Kutta de s etapas
caracterizado por los nimeros reales a;;, b; (i,7 =1,...,s) vy ¢; = ijl a;j
cOmo

k'i = f(tn+clh’7yn+hzazjk]), 7;:1"”75

j=1
i=1

Normalmente, se suele expresar el método a través del llamado tablero de
Butcher como sigue:

C1 | 11 ce Qg
(B.9)
Cs | Qg1 c. Qgg
B b,
Si el método es explicito (a;; = 0, j > i), los coeficientes a;; nulos (en

la parte triangular superior del tablero) se suelen omitir. Con la notacién
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(B.9), el método de Runge-Kutta de orden 4 (B.5)-(B.6) se puede expresar
como

(B.10)

=N I= O

o= O Ol
Iy O
aIN =

[N
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Apéndice C
Cédigo expmS()

El codigo Matlab aqui incluido es una adaptacién del método de splitting
que permite el célculo aproximado de e?, siendo A una matriz n x n de
nimeros reales con traza cero.

function ysold=exp_splitting(A)

% Aproxima exp(A), A de traza cero

% using the new method of ORDER 4 based on

% separability + splitting

Yoot o oo oo To o ToToToTo oo o o o o o o o o o o o o o o T o ToToToToTo oo oo oo o

% Dimension of the matrix

n=length(AO) ;
n=3;

% Initial time
t0=0;

% Final time
tfinal = 1;

% Step size
%h=2e-2;
%h=0.1;
h=0.001;

% Matrices to be used
ysold = [];

yo = [1;

error = [];

tot = [J;

err = [];
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time = [];

compl = [];
comp2 = [];
%A0 = [1;
Al = [];
A2 = [];
LOh = [];
LOh2 = [];
FO = [1;
Fh2 = [];
Fh = [1;
prol =[1;
coo = [];
Coh2 = [];
coh = [];
uoh2 = [J;
Uoh = [J;
Gh2 = [J;
Gh = [1;
AA10 = [];
AA1h2 = [];
AAth = [];
prol= [1;
c10 = [1;
Cih2 = [];
Cih = [];
Uth = [J;
MP4 = [];
MP4es = [];
MP4re = [];

Jnumber of steps
nsteps=floor((tfinal-t0)/h + eps);

% Initial conditions
ysold = eye(n);

h=(tfinal-t0)/nsteps;
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h2 = h/2;
h6= h/6;
h24= h/24;

t = t0;

C00=triu(A0)-diag(diag(A0));
AA10=tril(C00)-diag(diag(C00));
C10=triu(AA10)-diag(diag(AA10));

for i2 = 1:nsteps;

yO=ysol4;

%Evaluation of the matrices at the NC quadratures
tl = t + h2;
t2 =t + h;

A1=A0;
A2=A0;

% The iteration begins: LO(h/2) and LO(h)
for i=1:n;
LOh(i,i)=exp(A0(i,i)*h);
LOh2(i,i)=exp(A0(i,1)*h2);
for j=1:i-1;
s1=0;
s2=0;
for k=j:i-1;
s1=s1+A1(i,k)*L0h2(k,]);
s2=s2+A2(i,k)*LOh(k, j);
end
Fh2(i,j)=sl*exp(-A0(i,i)*h2);
Fh(i,j)=s2%exp(-A0(i,1)*h);

LOh2(i,j)=L0h2(i,i)*h24*(5%A0(i,]j)+8*Fh2(i,j)-Fh(i,j));
LOh(i,j)=LOh(i,i)*h6*(A0(i,j)+4*Fh2(i,j)+Fh(i,j));
end
end
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% Matrices CO0(h/2), CO(h)
prol=(triu(Al)-diag(diag(A1)))*LOh2;
COh2=LOh2\prol;
prol=(triu(A2)-diag(diag(A2)))*LOh;
COh=LOh\pro1l;

% U0(h/2), UO(h)
for i=n:-1:1,;
CCh=h6*(C00(i,i)+4%COh2(i,i)+COh(i,i));
UOh(i,i)=exp(CCh);
CCh2=h24%* (5%C00(i,1)+8*COh2(i,i)-COh(i,i));
U0h2(i,1)=exp(CCh2);
for j=i+l:n;
s1=0;
s2=0;
for k=i+1:j;
s1=s1+COh2(i,k)*U0h2(k,j);
§2=52+CO0h (i, k) *UOh(k, j);
end
Gh2(i, j)=exp(-CCh2)*s1;
Gh(i,j)=exp(-CCh)*s2;
UOh2(i, j)=UOh2(i,i)*h24*(5%C00(i,j)+8*Gh2(i,j)-Gh(i,j));
UOh(i,j)=UOh(i,1)*h6*(CO0(1i,j)+4xGh2(i,j)+Gh(i,]));
end
end

% Matrices A1(0), A1(h/2), A1(h)
prol=(tril(COh2)-diag(diag(COh2)))*UOh2;
AA1h2=UOh2\pro1l;
prol=(tril(COh)-diag(diag(COh)))*UOh;
AA1h=UOh\pro1l;

%% Second cycle begins. ..
% L1(h/2) and L1(h)
for i=1:n;
AMh=h6+* (AA10(i,i)+4*AA1h2(i,i)+AA1h(i,i));
L1h(i,i)=exp(AMh);
AMh2=h24x* (5%AA10(i,1i)+8*AA1h2(i,i)-AA1lh(i,1));
L1h2(i,i)=exp(AMh2);
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for j=1:i-1;
s1=0;
s2=0;
for k=j:1i-1;
s1=s1+AA1h2(i,k)*L1h2(k, j);
s2=s2+AA1h(i,k)*L1h(k,j);
end
Fh2(i, j)=exp(-AMh2)*s1;
Fh(i,j)=exp(-AMh)*s2;
L1h2(i,j)=L1h2(i,i)*h24*(5*xAA10(i,j)+8*Fh2(i,j)-Fh(i,j));
L1h(i,j)=L1h(i,i)*h6*(AA10(i, j)+4*Fh2(i,j)+Fh(i,j));
end
end

%% Es una aproximacion de orden 2
% Matrices C1(h/2), Cil(h)

prol=(triu(AA1h2)-diag(diag(AA1h2)))*L1h2;
C1h2=L1h2\proil;

prol=(triu(AAlh)-diag(diag(AA1h)))*L1h;
Cih=L1h\prol;

% U1l(h)
for i=n:-1:1;
CCh=h6*(C10(i,i)+4*C1h2(i,i)+C1h(i,1));
U1lh(i,i)=exp(CCh);
CCh2=h24x* (5%C10(i,1)+8*C1h2(i,i)-C1h(i,i));
U1h2(i,i)=exp(CCh2);
for j=i+1l:n;
s1=0;
s2=0;
for k=i+1:j;
s1=s1+C1h2(i,k)*U1h2(k,j);
s2=s2+C1h(i,k)*Ulh(k, j);
end
Gh2(i, j)=exp(-CCh2)*s1;
Gh(i,j)=exp(-CCh)*s2;
Ulh(i,j)=Uth(i,1)*h6*(C10(i,j)+4*Gh2(i,j)+Gh(i,]));
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end
end

% Final Result
ysol4d =LOh*xUOh*L1h*Ulh*yO;

% ymd=yO0;
% t =t +h;
CO0=triu(A0)-diag(diag(A0));

AA10=tril(C00)-diag(diag(C00));
C10=triu(AA10)-diag(diag(AA10));

end Y%Jnsteps

format long; ysol4d
return

end
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