Capitulo 4

K-regularidad condicionada

4.1 Introduccién

El principal objetivo de este capitulo es establecer una generalizacion de la
condicién de Pdlya para la interpolacion K-algebraica, que proporcione una
condicién necesaria y suficiente para la K-regularidad condicionada de una
matriz de interpolacién (Palacios y Rubid, 2003 [72]). A tal fin, se realiza
un nuevo enfoque del problema que consiste en una relacién de mayoracion
entre el sistema de 6rdenes de derivacion y el sistema de grados. La condicion
de Pdlya generalizada destaca por su sencillez conceptual y facilidad de uso,
permitiendo sustituir el cdlculo de las constantes de Pélya por una simple
comparacién de n-plas.

En la Seccion 4.2 se establece la reformulacién de la condicién de Pélya basada
en la mayoracién del sistema de 6rdenes de derivacién. La nueva formulacion
es aplicable a matrices de interpolacién no normales y, sobre todo, permite
realizar de forma simple la extensién al problema K-algebraico.

En la Seccién 4.3 se define la K-condicion de Pdlya para un sistema de
ordenes de derivacién y para una matriz de interpolacion.

En la Seccién 4.4 se introduce la union creciente de n-plas y se aborda el
problema de extender y restringir adecuadamente un par de Pélya (Q, K), de
forma que el par resultante sea de Pélya. Los resultados obtenidos permiten
simplificar notablemente las demostraciones de K-regularidad.

En la Seccién 4.5 se demuestra el Teorema de K -reqularidad condicionada
que establece la K-condicién de Pélya como condicién necesaria y suficiente
para la K-regularidad condicionada de una matriz de interpolacién.
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Finalmente, en la Seccién 4.6, se define y estudia el sistema de grados de
Polya minimo Kj,, menor sistema de grados respecto del cual la matriz de
interpolacién E verifica la condicién de Pdlya.

4.2 Condicién de Pédlya

4.2.1 Sistemas de 6rdenes de derivacion de Pdélya

En el problema de interpolacion algebraica cldsica, la condicién de Pdlya
es condicién necesaria y suficiente para la regularidad condicionada. En
esta seccién presentamos una reformulacion de la condicién de Pélya (para
la interpolacién algebraica clédsica) que se basa en el sistema de drdenes de
derivaciton: secuencia no decreciente de enteros que indica los érdenes de
derivacién involucrados en un problema de interpolacién de Birkhoff. La
siguiente definicién introduce el concepto de sistema de 6rdenes de derivacién
de Pdlya.

Definicién 4.1 Sea Q = (q1,...,q,) un sistema de drdenes de derivacion.
Decimos que Q) verifica la condicion de Pdlya si se cumple

¢ <j—1, para j=1,....n (4.1)
en tal caso, decimos que () es un sistema de drdenes de derivacion de Pdlya.

Las n condiciones especificadas en (4.1) pueden resumirse en una tinica con-
dicién de mayoracién uniforme entre n-plas

Q<(0,1,....n—1) (4.2)

A continuacién definimos las constantes de Pdlya asociadas a un sistema
de ordenes de deriwacion; seguidamente, la Proposicién 4.1 muestra como
la definicién de la condicién de Pélya en la forma (4.2) es equivalente a
una formulacién basada en las constantes de Pdlya del sistema de 6rdenes
de derivacion y que es formalmente andloga a la empleada para definir la
condicién de Pélya de matrices de interpolacién normales.

Definicién 4.2 Sea Q = (q1,...,q,) un sistema de drdenes de derivacion.
Denominamos constantes de Pdlya de () a los enteros

M, (Q)=card{j:q; <r—1}, r=1,...,n
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Proposicion 4.1 Un sistema de n drdenes de derivacion Q) verifica la con-
dicion de Pdlya Q < (0,1,...,n—1) si y sdlo si sus constantes de Pdlya
cumplen

M.(Q)>r, para r=1,...,n (4.3)
Demostracion. Sea Q = (qi,...,q,) ¥y supongamos que se cumple M; > j,
para j = 1,...,n. Entonces, para cada j tenemos

G <@p<---<¢g<(@{G-1)

y, obviamente, ¢; < 7 —1. Por lo tanto, () es un sistema de 6rdenes de Pélya.

Reciprocamente, supongamos que () es un sistema de 6rdenes de derivacion
de Pélya. Entonces, para cada j se cumple g; < (j — 1) y, como es

G <q<---<g,

obtenemos M; (Q)) =card{s:¢; <j—1}>jparaj=1,...,n. O

4.2.2 Condiciéon de Pdlya para matrices de interpola-
cién

Dada una matriz de interpolacién E = (e;;) con m filas y n unos, la definicién
habitual de la condicién de Pélya para E se hace a mediante sus constantes
de Pdlya:

My(E)=>"> ex, j=0,...,n—1 (4.4)

La matriz de interpolacién E verifica la condicién de Pélya si sus constantes
de Pélya cumplen

M;(E)>j+1 para j=0,1,...,n—1

Dada la matriz de interpolacién

— O =
_— O O =
O~ =) O

vemos que sus constantes de Pélya (4.4) no estdn definidas més alla de la
tercera columna (de indice 7 = 2). Para salvar este inconveniente, se hace
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necesario completar la matriz £ con 4 columnas nulas (normalizar), resul-
tando

1100000
w_|[1010000
0010000
1100000

La matriz de interpolacién E’ contiene la misma informacién que E, pero
ahora podemos calcular las constantes de Pélya

My=3, My =5 My=7 Ms=My=DM;=DMs=T,

y establecer, en la forma habitual, que E’ es una matriz de Pdlya.

En este trabajo, las condiciones de Pélya para una matriz de interpolacion
no se apoyan en las constantes de Pdlya, en su lugar se emplea la condiciéon
de mayoracion (4.2) sobre el sistema de 6rdenes de derivacién de la matriz.
Este enfoque no requiere la normalizacién de la matriz de interpolacién, pa-
ra matrices de interpolaciéon normales es equivalente al enfoque habitual vy,
ademads, admite una generalizacién sencilla al problema K-algebraico.

Definicién 4.3 Decimos que una matriz de interpolacion E con n unos ve-
rifica la condicion de Pdlya si su sistema de ordenes de derivacion Q (E)
verifica la condicion de Pélya Q(E) < (0,1,...,n—1).

En la siguiente proposiciéon vemos que la nueva definicién de condicién de
Pélya es equivalente a la definicién habitual cuando ésta ltima es aplicable.

Proposicion 4.2 Sea E una matriz de interpolacion normal con n unos. E
verifica las condiciones M;(E) > j+ 1 para j = 0,1,...,n — 1, si y solo si
se cumple Q(E) < (0,1,...,n—1).

Demostracion. Sea m el nimero de filas de E = (e;;). La constante de Pélya

m

M;(E) = Zzeis

i=1 s=0

cuenta el nimero de 6rdenes de derivacion < j especificados en la matriz
E. Si observamos la definicién de las constantes de Pélya de un sistema de
érdenes de derivacion M, (Q) = card{j : ¢; < r—1}, estd claro que se cumple
M, (Q(E)) = M,_,(F). Para matrices de interpolacién normales, existen las
constantes de Pélya My(FE), My(E),..., M,_1(E) y, obviamente, se verifica
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M, (Q(E)) > r parar =1,...,n, siy sélo si se cample M;(E) > j + 1 para
J =0,1,...,n — 1. Para completar la demostracién, basta con observar la
Proposicién 4.1. O

Si una matriz de interpolacién E con m unos no es normal pero es norma-
lizable, esto es, si E especifica inicamente 6rdenes de derivacién inferiores
a mn, entonces la condicién @ (E) < (0,1,...,n — 1) implica que la matriz
normalizada F’ cumplird la condicién de Pélya

M;(E")>j+1 para j=0,....,n—1.
Con la nueva formulacién, podemos establecer la condicién necesaria y sufi-

ciente de regularidad condicionada en los siguientes términos:

Proposicion 4.3 Una matriz de interpolacion E es condicionalmente requ-

lar (para la interpolacion algebraica cldsica) si y solo si su sistema de drdenes
de derivacion verifica la condicion Q (E) < (0,1,...,|E| —1).

Es interesante resaltar que la regularidad condicionada es una propiedad
compatible con la equivalencia en érdenes de derivacién. Si un sistema de
ordenes de derivacion @) verifica la condicién de Pélya, entonces toda matriz
de interpolacién de clase () es condicionalmente regular.

Ejemplo 4.2.1 Clase condicionalmente regular.

La matriz de interpolacién

— O =
_ O O =
— = O

0
tiene n = 7 unos, y su sistema de 6rdenes de derivacion es
Q(E)=(0,0,0,1,1,2,2).
Para ver si E cumple la condicién de Pélya, basta con observar que se verifica
Q(F)=(0,0,0,1,1,2,2) <(0,1,2,3,4,5,6).

Por lo tanto, la matriz de interpolaciéon E es condicionalmente regular.

Tomemos ahora el sistema de 8 érdenes de derivacién

Ql = (070707 172727373) .
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Como se verifica
@1 =1(0,0,0,1,2,2,3,3) <(0,1,2,3,4,5,6,7) ,

toda matriz de interpolacién de clase ) es condicionalmente regular. Las

matrices

1111 11

101 1], E=[10
1000 100

son de clase ()1, ambas son condicionalmente regulares. F; es regular or-

denada, pues carece de secuencias impares soportadas. Fs es fuertemente

singular, por ser indescomponible y tener una fila con exactamente una se-
cuencia impar soportada. O

1
E1: 0 )
1

4.3 K-condicion de Pdlya

La condicién de Pdlya (4.1) se extiende de forma natural a la interpolacién
K-algebraica.

Definicién 4.4 Sea K = (ky, ..., k) un sistema de grados. Decimos que un
sistema de drdenes de derivacion Q = (qu,...,qm) verifica la condicion de
Pdlya respecto de K (o mds brevemente, la K-condicion de Pdlya) sim =n
y se cumple q¢; < k; para j =1,...,n. En ese caso, escribimos Q < K. Una
matriz de interpolacion E verifica la K-condicion de Pdlya si su sistema

de drdenes de derivacion Q(E) wverifica la K-condicién de Pdlya, esto es,
Q(E) < K.

Cuando el sistema de grados es K = (0,1,...,n — 1), la K-condicién de
Pélya se reduce a Q(F) < (0,1,...,n — 1). Seguin hemos visto en la seccién
anterior, la condicién Q(F) < (0,1,...,n — 1) equivale a la condicién de

Pélya de la interpolacion algebraica, por lo tanto, la K-condicién de Pdlya
es una extensién de la condicién de Pélya al problema K-algebraico.

Ejemplo 4.3.1 K-condicion de Pdlya.

El sistema de érdenes de derivaciéon
Q =(0,0,1,3,5,11)
no verifica la condicién de Pdlya, pues es inmediato comprobar que se cumple

@ =(0,0,1,3,5,11) £ (0,1,2,3,4,5).
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En el contexto de la interpolacién algebraica de Birkhoff, toda matriz de
interpolaciéon de clase () es totalmente singular.

Si tomamos el sistema de grados
K =(1,3,7,9,10,11),
() cumple la K-condicién de Pélya
@ =(0,0,1,3,5,11) < (1,3,7,9,10,11).

Existe una infinidad de sistemas de grados respecto de los que () cumple la
condicién de Poélya. El sistema de grados

K*=(0,1,2,3,5,11)

es el menor de todos ellos (con la mayoracién uniforme de n-plas), en el
sentido de que si () verifica la K-condicién de Pélya, entonces se cumple
K* < K. La matriz de interpolacién

01 000O0O0O0T1
000O0O0O0®O0O® O

es de clase @), por lo tanto verifica la condicién de Pélya respecto de K y
K*. O

00
01

La siguiente definicién muestra como pueden extenderse las constantes de
Pélya al problema K-algebraico. Es inmediato observar que en el caso K =
(0,1,...,n — 1), se obtienen las constantes de Pélya de la Definicién 4.2.

Definicién 4.5 Sea K = (ky, ..., k) un sistema de grados y Q = (qu, - - -, qn)
un sistema de ordenes de derivacion. Denominamos constantes de Pdlya de
Q respecto de K (o mds brevemente, K-constantes de Pdlya de Q) a los
enteros

M,(Q,K)=card{j:q; <k}, r=1,...,n

Las K-constantes de Polya de una matriz de interpolacion E son las K-
constantes de Pdlya de su sistema de drdenes de derivacion Q(E).

Proposicion 4.4 Sea K un sistema de n grados. Un sistema de n drdenes
de derivacion Q verifica la K -condicion de Pélya si y sdlo si las K -constantes
de Pdlya de Q cumplen M,.(Q,K) >r parar =1,...,n.
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Demostracion. Sea K = (ki,...,kn,) y Q = (q1,...,¢s). Si para cada r
se cumple M,.(Q, K) > r, obtenemos ¢; < --- < ¢, < k,, de donde resulta
@ < K. Reciprocamente, supongamos que ( verifica la K-condicién de Pdlya.
Entonces para cada r con 1 < r < n, se cumple ¢, < k.. Como () es no
decreciente, obtenemos ¢; < -+ < ¢, < k, y, por lo tanto, M,.(Q, K) >r. O

Ejemplo 4.3.2 K-constantes de Pdolya y condicion de Pdlya.

Consideramos el sistema de grados
K=(1,3,7,9,10,11).
Para el sistema de 6rdenes de derivaciéon
Q =1(0,0,1,3,5,12),
obtenemos las K-constantes de Pélya
Mi(Q,K) =2, M(Q K)=4, M(Q,K)=5,
My(Q,K) =5, M;(Q,K)=5, MQ,K)=5.

Observando el valor de la constante Mg(Q, K), podemos afirmar que @ no
cumple la K-condicién de Pélya. Obviamente, para llegar a esta conclusion
es mucho més simple observar que K no mayora (uniformemente) a Q. O

Las siguiente proposicién relaciona la K-condicién de Pélya con el K-exceso
total de grado.

Proposicion 4.5 Sea K un sistema de n grados y QQ un sistema de érdenes
de derivacion que verifica la K-condicion de Pdlya. Entonces: (i) Q tiene
K-ezceso total de grado, esto es pi(Q) > 0. (ii) pr(Q) = 0 si y sdlo si
Q=K.

Demostracion. Sea K = (ky,...,k,) vy Q = (q1,--.,qn). El K-exceso total
de grado de @) es

p(Q) =D (ki —q).
i=1
(i) Como @ < K, obtenemos py(Q) = ¥ (K — Q) > 0. Observemos que el
reciproco no es cierto. (ii) Si se cumple @) = K, es inmediato que pg(Q) = 0.
Reciprocamente, supongamos que se cumple py(Q) = 0. Como @ verifica la
K-condicién de Pélya, pi (@) es suma de enteros no negativos, por lo tanto,
debe ser k; —q; =0 parai=1,...,n. O
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4.4 Extensiones y restricciones de Pélya

En las demostraciones de las propiedades de K-regularidad de una matriz
de interpolacién, recurrimos frecuentemente a la ampliacién de la matriz de
interpolacion y del espacio de interpolacién de forma que el problema resul-
tante sea mas manejable. Esto nos ha conducido a estudiar la extensién de
los sistemas de 6rdenes de derivacion, para ello, hemos definido una operacién
especial entre n-plas: la unidn creciente, que ha resultado ser especialmente
apta para este cometido.

Definicién 4.6 Dadas Q = (q1,...,¢.) y K = (ki,...,ks), definimos la
unidn creciente de QQ y K como la (r + s)-tupla que dispone de forma cre-
ciente a los enteros qi,...,q-, ki,...,ks. Representamos la union creciente
de Q y K por QW K. Decimos que QQ y K son disjuntas cuando no tienen
elementos comunes.

La siguiente proposicién establece condiciones para extender adecuadamente
un par de Pélya (Q, K) de forma que el par resultante (@', K') sea de Pdlya.

Proposicion 4.6 Sea K un sistema de grados, () un sistema de ordenes de
derivacion, R un sistema de grados disjunto con K, K' = KWR y Q' = QWR.
Si Q wverifica la K-condicion de Pdlya, entonces Q' verifica la K'-condicion
de Pdlya.

Demostracion. Notemos que K’ estd bien definido, pues K y R no tienen
elementos comunes y veamos, en primer lugar, que la proposicién es cierta
cuando R tiene un sélo elemento. Sea

R:(T), Q:(Q17"'7qn)7 K:(k17""kn)’

Q/: (Q17"'7Q;17Q;L+1)7 K/: (k17"'7k;7k;1+1)7

10:112%};{@3Qi§7“}7 ]Ozlrg%}%{]:kjgr}-

Supongamos, como primer caso, que se cumple r < ¢;. En este caso obtendre-
mos 1 < q; < kp, de donde resulta Q' = (r,q1,...,q.) y K' = (r, k1, .., kp).
Por lo tanto, es Q' < K.

Como segundo caso, sea ¢; < r < k;. Entonces existe iy y jo no esta definido.
Consideramos dos subcasos: (i) ip = n y (ii) iy < n.

En el subcaso (i) resulta Q" = (q1,...,qn,7) y K' = (1, k1, ..., k), de donde
obtenemos ¢q; < r <k’ para j =0,...,n+ 1y, por lo tanto, Q" < K'.
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En el subcaso (ii), obtenemos

K/ = (Ta kl? R kio—la kioa k’io-i—la s kn)a
Q, = (q17 q ..., G, T, Qig+15 -+ qn)

Para j =i +2,...,n+ 1, se cample q; = g;_1 < k; 1 = K, por verificar Q)
la K-condicién de Pélya; para j =1,...,io+ 1, es ¢; <7 < k). En definitiva,
se cumple Q' < K.

Finalmente, como tercer caso, supongamos que se cumple ¢; < k; < r. En
este caso los indices 7y y jo estdn bien definidos. Consideramos tres subcasos:

(lll) 19 < jo, (IV) 19 = j() y (V) 19 > jo.
En el subcaso (iii) obtenemos ¢;,+1 > 7y kiy+1 < 7, que estd en contradiccién
con que ) cumpla la K-condicién de Pélya, por lo tanto, este caso no sucede.

En el subcaso (iv), si se cumple iy = jo = n, tendremos K’ = (ky, ..., kn,7),
Q = (q1,--,qn,7), y siesig=7jo<mn, resulta

K, = (1{31, cee kioa T, ki0+17 ey k’n),

QI = (QD sy Gigs Ty Qg1 - QTL)

De donde obtenemos que K’ mayora a ('.

Finalmente, en el subcaso (v), se cumple iy > jo y tendremos
K' = (]{31, cee k‘i]'07| ro, ..., kio—l |]{Ii0, kio+1 ey k’n),

Q/: (q17 <oy o

Qjo+15 -+ 5 Gig, | Ty Qig+1 --- 5 dn )

En los bloques primero y tltimo, es inmediato que K’ mayora uniformemente
a ('; en el bloque central, se cumple

Gior1 < S Giy ST < kjopr <o < kg1

y, por lo tanto, cada orden de derivacién estd mayorado por su grado corres-
pondiente.

Para completar la demostracién por induccién, supongamos que la propo-
sicién es cierta para todo sistema de grados R con p elementos. Si R =
(T1,...,7p, Tps1) €s un sistema de p + 1 grados disjunto con K, entonces
Ry = (r1,...,m,) es un sistema de p grados disjunto con K. Segin la hi-
pétesis de induccién Q) = Q W Ry verifica la condicién de Pélya respecto de

K| = KW¥ Ry, por otra parte, R = (r,,1) es un sistema de un grado disjunto
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con Kj y, por lo tanto, @} & R), verifica la condicién de Pélya respecto de
K| @ R),. Finalmente, como se cumple

QYR=Q|WR, KWR=K, 4R,
la proposicién queda demostrada por induccion. O
Ejemplo 4.4.1 Unidn creciente, extension compatible con la K-propiedad
de Polya.
Dadas las n-plas
R =(0,5,6,8,10), S=(1,1,5,8),
su unién creciente es
RwS=(0,1,1,5,5,6,8,8,10).
Consideramos el sistema de grados
K =(1,2,3,7,9,11,14)
y el sistema de érdenes de derivacién
Q=(1,2,2,4,4,6,10).

R es un sistema de grados disjunto con K y () verifica la K-propiedad de
Pélya. Segun la proposicién anterior, Q W R verifica la propiedad de Pdlya
respecto de K W R.

En efecto, si formamos las uniones crecientes, se obtiene
QWR=1(0,1,2,2,4,4,5,6,6,8,10,10),

KWR=(0,1,2,3,5,6,7,8,9,10,11,14).
Es inmediato observar que K & R mayora uniformemente a Q W R. O

La siguiente proposicién muestra como se puede obtener un par de Podlya
(@, K) a partir de un par de Pélya (@', K') mediante la eliminacién de ele-
mentos comunes a Q' y K.

Proposicion 4.7 Sea K un sistema de grados, Q) un sistema de drdenes de
derivacion y R un sistema de grados disjunto con K. Si () = QW R verifica
la condicion de Pdélya respecto del sistema de grados K' = K W R, entonces
Q@ verifica la condicion de Pdlya respecto de K.
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Demostracion. Como R estd formado por enteros no negativos distintos y
no tiene elementos comunes con K, K W R es efectivamente un sistema de
grados. Sea K = (ki1,...,k,), Q@ = (q1,...,¢,) y veamos que la proposicién
es cierta cuando R tiene un elemento, esto es, R = (r). Definimos, como en
la proposicién anterior

202112%{%4&7“}, Jozlrgja%{l]:kjér}.

Supongamos, como primer caso, que ¢; y ki son mayores que 7. Entonces,
obtenemos K’ = (r,ky,...,kn), @ = (r,q1,...,¢). Sise cumple Q' < K,
es inmediato que @ < K.

En el caso k; < r < q1, jo estd definido y obtenemos

K/:(kla---akjoar7kj0+17"'akn)a Q,: (Taqla“'?(.In)a

de donde resulta la contradiccién r < k; < r; por lo tanto, este caso no
sucede.

Como tercer caso, supongamos que se verifica ¢; < r < k;. En este caso, ig
estd definido y obtenemos

K,: (7’, 1{31, e k’iofl, kio)} kio+1v cee kn )7

Q,: (q17 q, ..., Qig s T, ‘ Qig+15, --- 5 Qn )

Tenemos
G <Ly ST <k <-es < Ky,

y para j = i + 1,...,n, es inmediato que se cumple g; < k;, en definitiva,
resulta @) < K.

Finalmente, consideremos el cuarto caso en que k; y ¢; no superan a r.
Entonces ig y jo estdan bien definidos y distinguimos tres subcasos

(1) 10 < Jo, (11) 10 = Jo, (111) 10 > Jo-
En el subcaso (i) es iy < jo, de donde obtenemos

K' = (1{31, e k’io?} ki0+1, ey kjm } T, ..., kn ),

Q,: (Q17 B qz’oa{ T, ey Qo }QJ'0+17 ) Qn)

y de ahf resulta » < k; 41 < kj, < r, lo cual es una contradiccién, por lo
tanto, este caso no sucede.
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En el subcaso (ii) es ig = jo, entonces

K' = (kh ) kig?} r |ki0+17 SR kn)a

Q,: (q17 T Q’ioa‘ r |Qi0+17 cee Qn)
y es inmediato que () < K.

Finalmente, en el subcaso (iii), suponemos que es ig > jo. Entonces tendremos
para K'y @'

(ki ooy K

T, ..., kio—ly kioa ‘ kio—‘rla ey kn )7

<QI7 Tt Qj07| jo+15 -+ 5 Gig LA ’qio+17 ) QTL)

Esté claro que se cumple ¢; < k; paraj=1,...,j0y para j=1io+1,...,n;
en el bloque central, obtenemos

Gio+1 <o X Gip 1 < kjoqr < -or < k.

Por lo tanto, también en este caso se verifica Q) < K.

Para completar la demostracion por induccién, supongamos que la proposi-
cion es cierta para todo sistema R con t grados que es disjunto con K y sea
R = (ry,...,r441) un sistema de t + 1 grados disjunto con K tal que Q W R
verifica la condicién de Pélya respecto de K & R. Formamos

Ki=KW(ry,...,r), Qi=QUW(r,... 1)

y tomamos R; = (res1)- Ry es un sistema de un grado disjunto con K; y
Q1 W R, verifica la condicién de Pélya respecto de K; & R;. Segtin hemos
visto en la primera parte de la demostracién, (), verifica la condicién de Pélya
respecto de K y, segin la hipétesis de induccién, () verifica la condicién de
Pélya respecto de K. O

Ejemplo 4.4.2 Aplicacion de la Proposicion 4.7.

Una forma tipica en la que usaremos la Proposicién 4.7 es la siguiente. Con-
sideremos la matriz de interpolacién

10110101
E=111010000
11000000

El sistema de 6rdenes de derivacion de E es

Q(E) = (0,0,0,1,1,2,3,3,5,7).
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Si representamos por Q1(E) el sistema de 6rdenes de derivacién que espe-
cifica la primera fila de E y Q.(F) el sistema de 6rdenes de derivacién que
especifican las filas restantes, obtenemos

1(E)=1(0,2,3,5,7), Q.F)=1(0,0,1,1,3).
Tomemos el sistema de grados
K =(0,1,2,3,5,7,9,10,11,12).
Vemos que E cumple la propiedad de Pdlya respecto de K. En efecto
Q(F) =(0,0,0,1,1,2,3,3,5,7) <(0,1,2,3,5,7,9,10,11,12) = K.

Por otra parte, Q1(F) es una t-pla de enteros distintos contenida en K y
podemos establecer la descomposicién

K=K.WQi(E), K,=(1,9,10,11,12).

Como también se verifica Q(E) = Q.(F) W Q1(F), la Proposicién 4.7 nos
permite asegurar que la submatriz

5 _ 11010000
c\110000O0TO0)"
resultante de suprimir la primera fila en E, cumple la condicién de Pélya

respecto del sistema de grados K., formado a partir de K suprimiendo los
grados que especifica @, (E). O

4.5 Teorema de K-regularidad condicionada

En esta seccion demostramos que la K-condicién de Pdlya es condiciéon ne-
cesaria y suficiente para la K-regularidad condicionada de una matriz de
interpolacién (Palacios y Rubié, 2003 [72]).

Proposicion 4.8 Sea K un sistema de n grados, QQ un sistema de n drdenes
y E una matriz de interpolacion de clase Q). Si Q) no verifica la K -condicion
de Pdlya, entonces E es totalmente K-singular.

Demostracion. Sea K = (ki,...,k,), @ = (q1,...,¢,). Como @ no veri-
fica la K-condicién de Pdlya, existe un vy € {1,...,n} tal que ¢, > ky,.
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En E obtendremos un elemento Cirgry = 1. Organizamos los e;, = 1 de E
segtin el orden lexicogréfico creciente de los pares (i, k) con prevalencia del
segundo indice. Con esa disposicién, la matriz de Vandermonde generalizada
V(E, K, X) tiene la siguiente estructura triangular superior por bloques

xkl .« .. xkrofl l’kTO xkroJrl e :L»kn
M, :
k
)
ei,qm 0 -0 0
0 -0 0
. ET . M2

donde M es una matriz cuadrada de orden ro—1 y M es una matriz cuadrada
de orden n — ry. Para cualquier eleccion el sistema de nodos X, obtenemos
DE,K,X)=0. O

Teorema 4.1 Sea K un sistema de n grados, QQ un sistema de n drdenes de
deriwacion y E una matriz de interpolacion de clase Q). E es condicional-
mente K-reqular si y solo si Q) verifica la K-condicion de Pdlya.

Demostracion. En la proposicién anterior se ha establecido la K-condicién
de Pdlya como condicién necesaria para la regularidad condicionada respecto
de K, veamos ahora la suficiencia. Sea K = (kq,...,kn), Q = (¢1,---,qn) ¥
Q < K. Siesk, =n—1, estamos en un problema de interpolacién algebraica
cldsica que verifica la condicién de Pélya. Por lo tanto, F es condicionalmente
regular respecto de K.

Supongamos que es k, > n y sea K* = (k},..., k) el sistema de grados
formado por los elementos de K, = (0,1,...,k,) que no estén en K. K*
tiene r = k,, — n + 1 elementos y, obviamente, es disjunto con K. Formamos
una matriz de interpolacién
== (z)
E

donde F7 es una fila de longitud k,, + 1 que tiene unos en los lugares especifi-
cados por K* y E es una matriz con el mismo nimero de filas que E v k, + 1
columnas que tiene unos en las mismas posiciones que F. La construccion
de E es posible, pues la matriz F verifica la K-condicién de Pélya y, por lo
tanto, todos sus unos se encuentran en las columnas 0, ..., k,.
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Observamos que E* es una matriz de interpolacién con k, + 1 unos cuyo
sistema de ¢érdenes de derivacién es @ (E*) = Q W K*. Como @ verifica la
K-condicién de Pélya, segin la Proposicién 4.6, resulta que @ (E*) verifica la
condicién de Pélya respecto de KW K* = (0,1,...,k,), esto es, la condicién
de Pélya del problema algebraico clasico. Por lo tanto, E* es condicional-
mente regular (en la interpolacién algebraica clésica).

Sea m el nimero de filas de F, podemos determinar un sistema de m + 1
nodos X* = (y,x1,...,T,) tal que el (E*, X*) sea un problema de interpola-
cién algebraica regular. Como la regularidad de problemas de interpolacién
algebraica no se ve afectada por transformaciones afines de los nodos, po-
demos suponer, sin pérdida de generalidad, y = 0. Organizamos la base de

Pr,(R) en la forma
xkf xk: xkl xkn
L R Y R

y los elementos e; = 1 de E* segin el orden lexicografico creciente de los
indices (i,j) con prevalencia del primer indice. Con esa disposicién, la ma-
triz de Vandermonde generalizada V (E*, X*) presenta la siguiente estructura
triangular inferior por bloques

I’I’ O'I’XTL
V(E*, X*) = :
M | V(E, K, X)

donde I, es la matriz unitaria de orden r, M es una matriz con n filas
y r columnas y V(E, K, X) es la matriz de Vandermonde generalizada del
problema (E, K, X), con X = (zi,...,x,) (para una disposicién adecuada
de la base de Pk (R) y de los elementos e;; = 1 de E). Dada la estructura de
V(E*, X*), obtenemos D(E, K, X) = D(E*, X*) #0 O

Proposicion 4.9 Sea K un sistema de grados, E una matriz de interpola-
cion de m filas que verifica la K -condicion de Polya y X = (z1,...,%y). El
determinante de la matriz de Vandermonde generalizada D(E, K, X) es un
polinomio homogéneo en las variables x1, ..., Zy,, de grado total px(F).

Demostracion. Segun el Teorema 4.1, cuando E verifica la K-condicién de
Pélya, el determinante D(E, K, X) no es idénticamente nulo. En la demos-
tracién de la Proposicién 3.4, hemos visto que, cuando no es idénticamente
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nulo, el determinante D(E, K, X) es un polinomio homogéneo en las variables
T1,...,Tm, de grado total py(E) = %(K — Q). O

4.6 Sistema de grados de Pélya minimo

Dada una matriz de interpolaciéon E, siempre es posible obtener un sistema
de grados K respecto del cual E verifica la condicién de Pélya. En efecto,
si Q(E) = (qi,--.,qn) es el sistema de 6rdenes de derivacién de E, nos vale
cualquier sistema de grados K = (ky, ..., k,) que verifique k; > ¢,. En esta
secciéon vemos que el conjunto de los sistemas de grados K, respecto de los
que E verifica la condicién de Pdlya, tiene un elemento minimo (respecto de
la, mayoracién uniforme de n-plas).

Definicién 4.7 Sea Q = (q1,-..,qn) un sistema de drdenes de derivacion.
Definimos la n-pla K = (ki, ..., k) como sigue

% kik = (g1,
Q~ * * .
Ky = max{k} ; +1,¢;} para j=2,...,n.

Denominamos a K¢, el sistema de grados de Pdlya minimo correspondiente
a Q. Si E es una matriz de interpolacion y Q(E) su sistema de drdenes de
derivacion, el sistema de grados de Pdlya minimo de E es KZQ(E); lo repre-
sentamos por Kr,.

Proposicién 4.10 Sea Q un sistema de drdenes de derivacion y K¢, su sis-
tema de grados de Pdlya minimo. K¢, es un sistema de grados y Q) verifica
la K§-condicion de Pdlya.

Demostracion. Sea Q = (q1,-..,q.) y K = (ki,...,k;;). Como los ¢; son
enteros no negativos, los elementos de K¢, también son enteros no negativos.
Ademss, se cumple ki > ki_y+ 1 para j =2,...,n, por lo tanto, K¢, es un
sistema de grados. Veamos ahora que @) verifica la K()-condicién de Pdlya.
Para j = 1, se cumple ¢y = ki y, paraj = 2,...,n,es k = max{k:;_lqtl, 4},
de donde obtenemos k} > g;. Por lo tanto, se cumple @ < K. O

Proposicién 4.11 Sea () un sistema de n drdenes de derivacion, K¢ su
sistema de grados de Pdlya minimo y K un sistema de n grados. (Q verifica
la K -condicion de Pdlya si y solo si K mayora uniformemente a K.
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Demostracion. Supongamos que se cumple K > K¢). Segin hemos visto en
la proposicién anterior, () verifica la condicién de Pélya respecto de K¢,. Por
lo tanto, obtenemos @) < K, < K y @ verifica la K-condicién de Pélya.

Veamos ahora que si K no mayora uniformemente a K¢, entonces () no
verifica la K-condicién de Pdlya. Supongamos, pues, que K no mayora a
K}. Entonces existe un primer fndice jo en {1,...,n} tal que kj, < k.
Consideramos dos casos: (i) jo = 1y (ii) jo > 1. En el caso (i) es jo = 1.
Se cumple k) < kj = ¢1 y @ no verifica la K-condicién de Pélya. En el caso
(ii) es jo > 1y se cumple kj = max{kj ; +1,q;,}. Si fuera £} =k} , +1,

tendrfamos kj, < kj _; + 1y de ahf kj,_1 < kj, — 1 < kj _;, que contradice

la definicién de jo; en consecuencia, debe ser k} = gj,, de donde obtenemos
kj, < kj, = gj,- Por lo tanto, en este segundo caso, ) tampoco verifica la
K-condicién de Pélya. 0O

Ejemplo 4.6.1 Sistema de grados de Pdélya minimo.

Para la matriz de interpolacién

E =

o O O
—_ e
o OO
o OO
o OO

0
0
1

_ O
O O O
O O O
= o O
O = =

obtenemos el sistema de érdenes de derivacion
Q(F)=(1,1,1,5,6,6,9,10,10).
Si seguimos la Definicién 4.7, resulta

ki =q =1,

k3 = max{ki +1,¢2} = max{2,1} = 2,

kY = max{k} +1,¢3} = max{3,1} = 3,

ki = max{k} +1,q,} = max{4,5} =5,

k¥ = max{kj + 1,¢5} = max{6,6} = 6,

ki = max{kZ +1,qs} = max{7,6} =7,

k% = max{kj + 1,¢;} = max{8,9} =9,

ki = max{k% + 1, ¢s} = max{10, 10} = 10,
ks = max{k +1,qo} = max{11,10} = 11.

El sistema de grados de Pélya minimo para E es

K5 =(1,2,3,5,6,7,9,10,11) .
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Podemos obtener K73, de forma sencilla a partir de la tabla

Kp
QE)[1]1][1[5[6[6]9]10]10

Para ello, basta con completar los grados de izquierda a derecha, colocando
en cada casilla el menor entero que supera al grado situado a su izquierda
y supera o iguala al orden de derivacién situado debajo. En nuestro caso
obtenemos

Ki [1]2[3[5][6]7]9[10]11
QE)[1]|1]1[5[6[6]9]10][10

También podemos obtener el sistema de grados de Pélya minimo realizando
la fusion de las filas de la matriz de interpolacién (ver [60], pag. 26). Para la
matriz F, obtenemos la siguiente fila de fusién

F*=(0,1,1,1,0,1,1,1,0,1,1,1).

Si consideramos F* como una matriz de interpolacion, su sistema de 6rdenes
de derivacién es Q(F*) = (1,2,3,5,6,7,9,10,11) = K5. O

Proposicion 4.12 Una matriz de interpolacion E con n unos verifica la
condicion de Pdlya si y sélo si Kj, = (0,1,...,n—1).

Demostracion. E verifica la condiciéon de Pdlya si y sélo si E verifica la K-
condicién de Poélya respecto del sistema de grados K,, 1 = (0,1,...n — 1).
Teniendo en cuenta la Proposicién 4.11, E verifica la condicién de Pélya si y
s6lo si K, < K,,_1. Ahora bien, para todo sistema de n grados K se cumple
K,-1 < K, por lo tanto, la condicién Ky < K,,_; equivale a K}, = K,,_;.
O
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