Capitulo 8

Conclusiones y futuras lineas
de investigacion

8.1 Conclusiones

En este trabajo se ha completado un marco tedrico adecuado para la inter-
polacion de Birkhoff mediante polinomios lacunarios. Mds concretamente,
podemos resumir los principales resultados particulares obtenidos como si-

gue:

1.

Formulacién de la K-condicion de Pdlya, que extiende a la interpola-
cion K-algebraica la condicién de Pélya de la interpolacién algebraica
clasica.

Caracterizacién de las matrices de interpolacién condicionalmente K -
requlares.

. Determinacién del sistema de grados de Pdlya minimo Kj,.

. Formulacién de la propiedad de inclusion (inclusion ordenada). La

propiedad de inclusién (inclusién ordenada) es condicién necesaria de
K-regularidad (K-regularidad ordenada) sobre [0, 1].

. Estudio completo de la K -reqularidad para problemas de un nodo.

. Estudio de la K-regularidad ordenada sobre [0,1] para problemas de

dos nodos. Determinacién de una condicién necesaria y suficiente de
K-regularidad ordenada sobre [0, b para problemas de dos nodos con
z1 = 0; extension de la condicién a intervalos de la forma [a, 0].
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10.

11.

12.

13.

14.
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Determinacién de una condicién necesaria y suficiente de K-regularidad
ordenada sobre intervalos de la forma [a, 0] y [0, b] para matrices de in-
terpolacion hermitianas. Determinacion de una condicién necesaria y
suficiente de regularidad ordenada sobre [0, b] para problemas de inter-
polacion K -algebraicos casi-hermitianos con xy; = 0; extensién de la
condicién a intervalos de la forma [a, 0].

. Definicién del concepto de secuencia K -soportada y obtencién de con-

diciones suficientes de K -regularidad ordenada sobre [0, b] que genera-
lizan el Teorema de Atkinson—Sharma; extensiéon de las condiciones a
intervalos de la forma [a, 0].

. Formulacién de la K-condicion fuerte de Pdlya, que extiende a la in-

terpolaciéon K-algebraica la condicién fuerte de Pélya (condicién de
Birkhoff) de la interpolacién algebraica.

Extensién del concepto de descomposicion normal y generalizacion del
Teorema de descomposicion normal a la interpolacién K-algebraica.

Obtencién del sistema de grados indescomponible minimo Kj de una
matriz de interpolacién. Caracterizacién de las matrices de interpola-
cion totalmente indescomponibles.

Construccién de una forma estandar para representar los pares (E, K)
que permite eliminar las columnas iniciales nulas de £ mediante una
reduccién de grados.

Construccién de una descomposicion candnica para pares (E, K), don-
de cada componente es indescomponible y estd en forma estandar. For-
mulacién de un Teorema de descomposicion candnica que permite ca-
racterizar la regularidad de un par (F, K) mediante la regularidad de
sus componentes canénicos.

Formulacién de condiciones suficientes de singularidad ordenada sobre
0, b] para pares (E, K) indescomponibles en forma candnica. Las con-
diciones extienden el concepto de singleton soportado y generalizan la
condicion suficiente de singularidad de Lorentz y Zeller para matrices
de interpolaciéon de Birkhoff. Extensiéon de las condiciones suficientes
de singularidad ordenada a intervalos de la forma [a, 0].

En cuanto a la exploracién de las posibilidades de los polinomios lacunarios
como aproximantes, en el Apéndice adjunto se han construido los polinomios
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interpoladores para algunos casos simples de interpolaciéon de Birkhoff K-
algebraica sobre [0, 1]. El espacio de interpolacién Pk (R), se ha determinado
mediante condiciones adicionales del tipo DWp(z;) ~ DU f(z;).

Los resultados obtenidos se han aplicado a la interpolacién de funciones de
gran crecimiento, en concreto, de funciones exponenciales del tipo

flz)=¢€em" m>0,

y de funciones racionales del tipo

fla) = ——

— >0, €>0,
(x—1—¢)™ " ‘

que poseen una asintota vertical arbitrariamente préxima a z = 1.

También se ha desarrollado una estrategia simple de interpolacion polinomial
K-algebraica a trozos con particion homogénea que se ha aplicado a la in-
terpolacién de funciones f(x) = e™® sobre intervalos [a,b]. Para funciones
racionales del tipo f(z) =1/ (z — 1 — €)™, se ha construido una estrategia de
interpolacion polinomial K -algebraica a trozos con particion no homogénea
sobre intervalos [1, x,] con T}Ln;o T, =1+e€.

En todos los casos, se han estudiado ejemplos concretos que confirman con
toda claridad el potencial interés practico de la interpolacion K -algebraica.

8.2 Resumen de resultados obtenidos

En los apartados siguientes, se detallan de forma sucinta los principales re-
sultados obtenidos.

K-condicién de Pélya y Teorema de regularidad condicionada

Denominamos sistema de n grados a una n-pla K = (ky,...,k,) € Z" que
verifica 0 < ky < --- < k,,. El sistema de drdenes de derivacion de una matriz
de interpolacién E con n unos es la n-pla Q(E) = (qi, - - ., qn), que se obtiene
ordenando de forma no decreciente (eso es: ¢ < --- < g,) los 6rdenes de

derivacién especificados por E. Para la matriz de interpolacion
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obtenemos el sistema de 6rdenes de derivacién Q(E) = (1,2,2,4,5,7) .

Una matriz de interpolacién E verifica la K -condicion de Pdlya si se cumple
Q(F) < K (< representa la mayoracién uniforme de n-plas). Cuando el
sistema de grados es K, 1 = (0,1,...,n— 1), la K-condicién de Pdlya es
equivalente al cumplimiento de la condicion de Pdlya de la interpolacion
algebraica clésica.

La K-condicién de Pélya nos permite extender la condicién necesaria y sufi-
ciente de regularidad condicionada: Una matriz de interpolacién E es condi-
cionalmente K-regular si y sélo si F verifica la K-condicién de Pélya (Teo-
rema 4.1)

Sistema de grados de Pélya minimo

En la interpolacién algebraica clésica, si una matriz de interpolacién E no
verifica la condicién de Pélya, entonces E es totalmente singular y no es
apta para construir un problema de interpolacién. En contraste, en la inter-
polacién K-algebraica, dada una matriz de interpolacién arbitraria, existen
una infinidad de sistemas de grados que verifican Q(E) < K, respecto de los
cuales, F es condicionalmente K-regular.

El sistema de grados de Pdlya minimo correspondiente a una matriz de inter-
polacién, que representamos por K7, es el menor de los sistemas de grados
K que verifica Q(F) < K (Proposicién 4.11). Si el sistema de 6rdenes de de-
rivacién de E es Q(F) = (q1,.-.,qn), podemos construir Kj = (kf,..., k%)
mediante la expresion

" kj{ = (g1,
E k; = max{k} ; +1,¢;}, para j=2,...,n.

Una forma practica de obtener K7, consiste en formar la fila de fusiéon F*
de la matriz E. Entonces, los grados de K7}, coinciden con los érdenes de
derivacién especificados en F™.

Una matriz de interpolacién E con n unos verifica la condicién de Pélya de
la interpolacién algebraica clasica si y sélo si K5 = (0,1,...,n— 1) (Propo-
sicién 4.12).

La propiedad de inclusién

Dadas Q@ = (q1,-.-,q2) ¥y K = (k1,...,kn), decimos que @ estd incluida
en K si se verifica {g; : j =1,...,n} C {k; : 5 =1,...,m}. En tal caso,
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escribimos ) C K.

Una matriz de interpolacién E es K-inclusiva si se cumple Q(F) C K. Si
0 € A, la propiedad K-inclusiva es condicién necesaria de K-regularidad
sobre A (Proposicién 5.1).

Representamos por @Q;(FE) al sistema de 6rdenes de derivacién formado por
los 6rdenes de derivacién especificados en la primera fila de E. Una ma-
triz de interpolacién E es K-inclusiva ordenada si se verifica Q1(E) C K.
La propiedad K-inclusiva ordenada es condicién necesaria de K-regularidad
ordenada en [0, 1] (Proposicién 5.2).

En la interpolacién algebraica clésica, el cumplimiento de la condicién de
Pélya implica el cumplimiento de la condicién K-inclusiva.

K-regularidad para problemas de un nodo

Fl siguiente cuadro resume los resultados de K-regularidad para problemas
de un nodo. FE representa una matriz de interpolacién de una fila (Proposi-
ciones 5.3 y 5.4).

» =0, (E, (r)) K-regular & E es K-inclusiva.

» z#0, (E,(r)) K-regular < FE verifica K-Pdlya.

K-regularidad para problemas de dos nodos

El siguiente cuadro resume los resultados obtenidos para la K-regularidad
ordenada sobre [0, 1]. E representa una matriz de interpolacién de dos filas
y el sistema de nodos es X = (z1,25) con 0 < z7 < x5 < 1 (Proposicién 5.8).

» F no K-Pélya — E totalmente K-singular.

FE es K-inclusiva

> =0 (EX)es Korogulares © QA0

» I K-Pélya

» z; # 0 — No se puede decidir.

Estos resultados contrastan con los correspondientes a la interpolacién alge-
braica clasica, donde las matrices de dos filas de Pélya son regulares. En el
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Ejemplo 5.4.2, puede verse un caso de matriz de interpolacién de dos filas
que verifica la K-condicién de Pélya y es K-singular ordenada sobre [0, 1].

Sobre intervalos de la forma [0, b], valen los mismos criterios que sobre [0, 1]
(Proposicién 5.9). Para intervalos de la forma [a, 0], sea E la matriz que se
obtiene invirtiendo el orden de las filas de F y X = (z1,22) un sistema de
nodos con a < 77 < 2 < 0. Cuando z5 = 0, el par (F,X) es K-regular
si y s6lo si E verifica la K-condicién de Pélya y es K-inclusiva ordenada
(Proposicién 5.10). Si zo # 0, no podemos decidir la K-regularidad de
(E, X).

K-regularidad ordenada para matrices de interpolacién hermitianas
y casi-hermitianas

Para matrices de interpolaciéon hermitianas, podemos asegurar la K-regula-
ridad ordenada sobre el intervalo (0, 1], esto es, cuando el primer nodo no es
nulo (Proposicién 5.12). Sobre [0,1], obtenemos la siguiente caracterizacién:
una matriz de interpolacién hermitiana E es K-regular ordenada en [0, 1] si
y s6lo si E' es K-inclusiva ordenada (Proposicién 5.14).

Para matrices de interpolacién casi-hermitianas que verifican la K-condicién
de Polya, la propiedad K-inclusiva ordenada sélo nos permite caracterizar
la K-regularidad ordenada sobre [0, 1] para los problemas de interpolacién
(E,K,X)con 0=z <--- <z, <1 (Proposicién 5.16).

Los resultados obtenidos sobre [0, 1] se extienden directamente a intervalos de
la forma [0, b] (Proposiciones 5.15 y 5.17). Sobre intervalos [a, 0], empleamos
la matriz LA?, que se obtiene invirtiendo el orden de las filas de E. Una
matriz de interpolacién hermitiana E es K-regular ordenada en [a,0] siy
s6lo si E es K-inclusiva ordenada (Proposicién 5.15). Si E es una matriz
casi-hermitiana que verifica la K-condicién de Pélya y X es un sistema de
nodos con a < x; < --- < z,, = 0, entonces el par (F, X) es K-regular si y
slo si E es K-inclusiva ordenada (Proposicién 5.18).

Condicién suficiente de K-regularidad ordenada

Dada una matriz de interpolaciéon E = (e;;), hemos introducido la notacién
Si;(E) para representar una la secuencia de unos de E de longitud r cuyo
primer elemento es e;; = 1. En la interpolacién algebraica clasica, la secuencia
Si;(E) estéd soportada si existen en F dos elementos e;, j, = 1, €4, 5, = 1, tales
que i3 <@ <12y J1,J2 < J.
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Sea K = (ki,...,kn), Q(E) = (q1,---,q0) y K* = (k],...,k}) formado
por los grados de K, = (0,1,...,k,) que no estén en K. Decimos que
la secuencia Sj;(E) estd K-soportada si se cumple: (i) existe un elemento
€ir.j» = 1 que verifica iy > 1y jo < j, (ii) o bien existe un elemento e;, ;, =1
que verifica i; < 7y jo < 7, 0 bien, se cumple kj < j.

El concepto de secuencia K-soportada nos permite extender el Teorema de
Atkinson—Sharma a la interpolacién K-algebraica en los siguientes términos:
Sea K un sistema de grados y F una matriz de interpolacién que verifica la
K-condicién de Pélya y es K-inclusiva ordenada. Si E carece de secuencias
impares K-soportadas, entonces E es K-regular ordenada en [0, b] (Teore-
ma 5.1, Proposicién 5.21).

Sobre intervalos [a, 0], si la matriz E (que se obtiene invirtiendo el orden de
las filas de E) es K-inclusiva ordenada y que carece de secuencias impares
K-soportadas, entonces E es K-regular ordenada sobre [a,0] (Proposicién
5.21).

K-condicién fuerte de Pdélya y Teorema de descomposiciéon

Sea E una matriz de interpolacién de n unos, K = (k,...,k,) un sistema
de n grados y Q(E) = (q1,...,qn) €l sistema de 6rdenes de derivacién de
E. Decimos que la matriz E es K-indescomponible (o que el par (E,K) es
indescomponible) si se verifica

gj1 <kj, para j=1,...,n—1 (8.1)

Si el indice jo € {1,...,n — 1} verifica ¢;,+1 > kj,, decimos que E es K-
descomponible y que jo es un indice de descomposicion del par (E, K).

Hemos denominado condicion fuerte de Pdélya del par (E, K) (K-condicién
fuerte de Pdlya para F) al sistema de condiciones (8.1). Cuando el sistema
de grados es K = (0,1,...,n— 1), las condiciones (8.1) son equivalentes a la
condicion fuerte de Pdlya de problema algebraico clésico.

Sea E una matriz de interpolacién con m filas, s columnas y n unos, K un
sistema de n grados respecto del cual E verifica la condicién de Pélya y es
descomponible y jo un indice de descomposicién del par (F, K). La descom-
posicion de indice jo del par (E, K) estd formada por los pares (E%%o, K1)
y (E%tLs Kiotln) “donde:

e [%%o es la submatriz de F formada por las g, + 1 primeras columnas
de E (de indices 0, ..., gj, ).
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L] Kl,jo = (l{fl, R ,kjo).

e E%0t1h$ es una matriz de interpolacién de las mismas dimensiones que
E (m filas, s columnas) cuyas primeras g;, + 1 columnas (de indices
0,...,gj,) son nulas y las restantes columnas (de indices ¢;, +1,...,s)
coinciden con las de F.

° Kj0+1yn — (kj()"'l’ e ,kn)

Empleamos la notacion
(E7 K) = (E17 Kl) L <E27 KQ)

para indicar que (F, K') puede descomponerse en los pares (F1, K1), (F2, K3).
Si el par (F, K) es descomponible, se puede reducir el estudio de la regula-
ridad de (F, K) al estudio de la regularidad de sus pares componentes: Si el
par (E, K) admite la descomposicién

(E,K) = (F,K;y) L (Ey, Ky),

entonces F es K-regular ordenada (regular) en [a,b] si y sélo si Fy es K-
regular ordenada (regular) en [a,b] y Fs es Ky-regular ordenada (regular) en
la,b] (Teorema 6.1).

Sistema de grados indescomponible minimo. Matrices totalmente
indescomponibles

Observando la condicién fuerte de Pélya para el par (F, K) dada en (8.1),
estd claro que, para toda matriz de interpolaciéon F, existen sistemas de
grados K tales que el par (F, K) es indescomponible.

Dada una matriz de interpolacién F con n > 2 unos, existe un sistema de
grados K3 que es el menor de los sistemas de grados (para la mayoracién
uniforme de n-plas) respecto de los cuales E es indescomponible. Lo hemos
denominado sistema de grados indescomponible minimo.

SiQE) = (qu,---,qn) y K3 = (KT, ..., k), resulta

kik* = {2,
K = { k= max{k?, + L) para j=2...n -1,
ke = ke 11
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Hemos denominado matrices de interpolacion totalmente indescomponibles a
aquellas matrices de interpolacién tales que el par (E, K) es indescomponible
para todo sistema de grados respecto del cual E verifica la condicién de Pélya.
Observemos que toda matriz de interpolacién que verifique la condicién fuerte
de Pdlya (esto es, indescomponible en la interpolacién algebraica cldsica) es
totalmente indescomponible.

Podemos caracterizar las matrices de interpolacién totalmente indescompo-
nibles empleando el sistema de grados de Pélya minimo K7, y el sistema de
grados indescomponible minimo K}*: Sea E una matriz de interpolacién con
n > 2 unos, E es totalmente indescomponible si y solo si se verifica Ky, = K3
(Proposicién 6.10).

Si nos apoyamos tinicamente en el sistema de grados de Pélya minimo, pode-
mos establecer una interesante condicién necesaria para que una matriz sea
totalmente indescomponible: Dada E una matriz de interpolacién con n > 2

unos, sea K5 = (kf,..., k) su sistema de grados de Pélya minimo. Si E es
totalmente indescomponible, entonces K7, esta formado por grados consecu-
tivos, esto es, para j = 2,...,n, se verifica k; = kj ; +1 (Proposicién 6.12).

Forma estédndar de un par (F, K). Teorema de traslacién de 6rdenes
y grados

Hemos denominado forma estdndar de una matriz de interpolacion E a la
matriz de interpolacién E que se obtiene cuando eliminamos en F la filas
totalmente nulas, las columnas iniciales nulas y las columnas finales nulas.

Sea E una matriz de interpolaciéon que verifica la K-condicién de Pdlya,
Q(E) = (q1,- - -, gn) susistema de 6rdenes de derivacién, E la forma estdndar

de By K = K — g (sistema de grados con elementos k; = k;j —q1). Decimos
que (E, K) es la forma estandar del par (E, K).

La regularidad de los pares (E, K) de Pdélya se reduce a la regularidad de
su forma estdandar: Sea E una matriz de interpolacién y K un sistema de
grados tal que el par (E, K) es de Pélya. El par (E, K) es regular (regular
ordenado) si y solo si su forma estdndar (E K ) es regular (regular ordenado)
(Teorema 7.1).

Descomposiciéon canénica

Sea E una matriz de interpolacién, Q(E) = (q1, . . ., ¢,) su sistema de 6rdenes
de derivacién, K = (ky,...,k,) un sistema de grados tal que (F, K) es un
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par de Pélya descomponible y I(E, K) = (i1, ...,14,) el sistema de los indices
de descomposicién del par (F, K) (se verifica iy < ... < 1,).

Dados i < ', lanotacién E(qg;, ¢ ) representa a la submatriz de E formada por
sus columnas ¢;, ¢;11, - - -, gy. Consideremos las r+1 matrices de interpolacién

El = E<q17Qi1)7
EJ = E(Qij—lJrl?qij)? para j =2,...,7,

Err = E(gi, 11, Gn)-
y los r + 1 sistemas de grados
Kl - (]{31, e 7]62'1),
K; = (Ki;_i41,- .-, ki), para j=2,...,7,
Kr—‘rl = (kir+1a SRR kn)

Para j = 1,...,r + 1, sea E; la forma estdndar de Ej, Ki=Ki—-qy
K; = K; — g, .41 para j = 2,...,7 + 1. Decimos que los pares (E;, K),
j=1,...,7r4+1son la descomposicion candnica de (E, K), lo representamos
por

(E7K) = <E1>K1) ©--- D (ET+1>KT+1)'

Cada componente candnica (E;, K;) es un par de Pélya indescomponible en
forma estdandar. El estudio de la regularidad de un par (F, K) de Pélya
descomponible se reduce al estudio de la regularidad de sus componentes
canénicas: Si el par (F, X) admite la descomposicién canénica

(E,K) = (B, K1) @ -+ & (Eria, Krpa),

entonces, el par (E, K) es regular (regular ordenado) en [a, b] si y sélo si los
pares (E;, Kj), j =1,...,7+ 1, son regulares (regulares ordenados) en [a, b]
(Teorema 7.4).

Condicién suficiente de K-singularidad ordenada

Para (E, K) indescomponible y en forma esténdar, podemos establecer la
siguiente condicién suficiente de singularidad: Sea (£, K') un par indescom-
ponible en forma esténdar. Si la matriz E tiene una fila que contiene exac-
tamente una secuencia impar K-soportada (las restantes secuencias de esa
fila, de existir, son pares o no estan K-soportadas), entonces F es K-singular
ordenada en [0, 1] (Teorema 7.6).
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Segtin hemos visto, la descomposicién candnica produce componentes (E;, K;)
indescomponibles y en forma estdndar. En consecuencia, la condicién sufi-
ciente de K-singularidad ordenada es especialmente apta para aplicarse en
combinacién con la descomposicién candnica. Destaquemos que la condicién
suficiente de singularidad no es cierta cuando el par (£, K) no estd en forma
estandar.

La condicién suficiente de K-singularidad ordenada se extiende directamen-
te a intervalos de la forma [0,b] (Proposicién 7.10). Para intervalos [a, 0],
empleamos la matriz E que se obtiene invirtiendo el orden de las filas de E:
Sea (E, K) un par indescomponible en forma esténdar. Si la matriz E tiene
una fila que contiene exactamente una secuencia impar K-soportada (las res-
tantes secuencias de esa fila, de existir, son pares o no estdn K-soportadas),
entonces E es K-singular ordenada en [a, 0] (Proposicién 7.11).

8.3 Futuras lineas de investigacién

Una vez establecido un marco tedrico que nos permite movernos cémoda-
mente en los problemas de interpolaciéon K-algebraica de Birkhoff, parece
natural abordar las siguientes cuestiones:

1. Determinar una cota superior del error de interpolacién para problemas
particulares de interpolacién K-algebraica (Interpolacién de Lagrange,
Taylor, Hermite, etc.)

2. Determinacién de una cota superior del error de interpolacién para la
interpolacién K-algebraica de Birkhoff.

3. Estudio de férmulas de cuadratura basadas en la interpolacién K-
algebraica.

4. Construccién de splines con tramos p;(z) € Pk (R).

5. Estudio sistemdtico de la Interpolacién K-algebraica de Birkhoff con
condiciones adicionales de Birkhoff, esto es, determinacién del espacio
de interpolacién imponiendo el cumplimiento aproximado de condicio-
nes del tipo DWp(x;) = DU f(x;).

6. Estudio rigurosos de la interpolaciéon de Birkhoff K-algebraica para
familias particulares de funciones.
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