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Introducción 

Entenderemos por anillos blowup cierto tipo de anillos graduados asociados a filtra-

ciones de un anillo conmutativo A. Los anillos blowup aparecen a menudo en Algebra 

Conmutativa y Geometría Algebraica. Expondremos a continuación algunas de las apli-

caciones de estos anillos en diversos problemas y que han motivado el estudio de sus 

propiedades. 

Destacan entre ellos los anillos blowup asociados a un ideal I ya que el anillo RA{I) = 
®n>o supone una realización algebraica de la noción clásica de explosión de una 

variedad a lo largo de una subvariedad. Concretamente, si X = Spec(A) es un esquema 

afín e Y = V(I) es un subesquema cerrado de X, entonces 

Proj(ß^(7)) ^ Spec(A) 

es la explosión de X con centro Y. El morfismo estructural n es un isomorfisme fuera de 

7r-i(V(/)) = Proj(G^(/)) , donde GA{I) = ®„>o Nos referiremos a los anillos 

RA{I) (el anillo de Rees) y GA{I) (el anillo graduado asociado) como anillos blowup. 
Estas transformaciones juegan un papel importante en el estudio de variedades alge-

braicas y particularmente en el estudio de singularidades. Para centros generales (ideales 

arbitrarios) poco se conoce del morfismo explosión Proj(Ä^(/)) — S p e c ( A ) , excepto 

que es propio y birracional [Ha]. El estudio de estos morfismos supone describir como 

dependen de las propiedades de X = Spec(A), F = ^(7) y de la inmersión Y C X. 
Entre las aplicaciones de este tipo de transformaciones destacan los resultados de Za-

riski e Hironaka para la desingularización de variedades de característica cero. En el 

caso de superficies Zariski considera centros regulares Y tales que X es equimultiple 

a lo largo de Y; estos centros permisibles se corresponden algebraicamente con idea-

les I equimultiples tales que A/I es regular. Hironaka, para el caso general, refina la 

V 
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condición de equimultiplicidad por la de X normalmente plano a lo largo de Y. Así, 

algebraicamente, la condición de equimultiple es sustituida en el caso de Hironaka por 

la de ideales normalmente planos, es decir, tales que son planos sobre A/I para 

todo n > O (o, equivalentemente, GA{I) es un módulo libre sobre A/I). Una motivación 

geométrica para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de los anillos blowup es 

relacionar entre sí estas distintas nociones de centros permisibles. En [HIO] se ofrece un 

estudio detallado de todas ellas que permite deducir las siguientes relaciones entre las 

mismas: sea A un anillo local. Si I es normalmente plano entonces I es equimultiple. 

Por otra parte, si A/I es regular y GA{I) es Cohen-Macaulay entonces equimultiple 

implica normalmente plano. 

En el estudio de singularidades aparecen también anillos blowup asociados a filtra-

ciones no ádicas. Tomari y Watanabe en [TW] presentan una teoría de blowup de 

filtraciones generales de un anillo local {A, m) que permite conocer propiedades e inva-

riantes de (A, m) en el contexto de singularidades. Esencialmente, su método consiste 

en "aproximar" el anillo A por un anillo graduado GAÍI) = asociado a 

una filtración de A (en general no ádica) y ver como buenas propiedades aritméticas 

del anillo GA{^) se traducen en buenas propiedades geométricas de A. Entre las apli-

caciones de la teoria que desarrollan destaca el estudio de las singularidades normales 

2-dimensionales. 

Otra de las aplicaciones de los anillos blowup es la construcción de contraejemplos 

al Problema 14 de Hilbert. En el Segundo Congreso Internacional de Matemáticas 

celebrado en 1900 en Paris, Hilbert propuso, entre otros, el siguiente problema: sea S el 

anillo de polinomios en n variables con coeficientes en un cuerpo K y sea F un subcuerpo 

del cuerpo de fracciones de S conteniendo K. Entonces, ¿es el anillo 5 fl F finito 

generado sobre /sT?. En 1954 Zariski [Za] planteó el siguiente problema que generaliza el 

de Hilbert: sea F un cuerpo finito generado sobre un cuerpo K. Sea S una Ä'-algebra 

finito generada íntegra y normal con cuerpo de fracciones F' conteniendo F. Entonces, 

¿es el anillo S D F finito generado sobre K7. Los anillos blowup de filtraciones simbólicas 

aparecen en este contexto y permiten encontrar contraejemplos. 

Sean A un dominio noetheriano e / un ideal de A. Denotaremos por a la 

intersección de las componentes primarias minimales de (n-ésima potencia simbólica 
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de / ) . Entonces (/("•')n>o define una filtración de ideales de y denotaremos por 

Rs{í) = a su anillo de Rees (anillo de Rees simbólico). Si A es un anillo 

verificando la condición de Serre S2, entonces el anillo Rs{I) es el anillo de funciones 

regulares de un abierto de Spec(i?4(J)) definido por el complementario de V{f,g) para 

ciertos £ A. Rees [Rel] ofrece el siguiente argumento para encontrar el primer 

contraejemplo al problema de Zariski: sean A un dominio noetheriano e / un ideal 

de A y consideremos TI una indeterminada sobre RA{I) Y tal que /T i + GT2 = 1; 

entonces, RA{I)[TI,T-2] fi ¿ = Rs{I) (donde L es el cuerpo de fracciones de 

Además, Rees construye un ideal primo P en el anillo de coordenadas homogéneas de 

una curva proyectiva de género > 1 tal que Rs{P) no es noetheriano. Posteriormente, 

diversos autores como Nagata [Na2], Roberts [Ro] y Goto, Nishida y Watanabe [GNW 

construyen ideales / con Rs{I) no noetheriano. 

Sea I un ideal de A. Un elemento a € A es íntegro sobre I si satisface una ecuación 

del tipo 

+ + . . . + = O, con a¿ G P . 

El conjunto de elementos íntegros sobre I es un ideal que denotaremos por I. Entonces, 

define una filtración de ideales de A y el anillo de Rees de esta filtración, que 

denotaremos por RA{I) = 0„>o es la clausura entera de RA{1) en A[t]. A menudo 

nos referiremos al anillo RA{I) como anillo de Rees normalizado de / . Se dice que I 

es íntegramente cerrado si / = / y que I es normal si = / " para todo n > 0. Es 

bien conocido el siguiente resultado de Zariski (ver [ZS]): si A es un anillo local regular 

2-dimensional (más en general, si A es una singularidad racional 2-dimensional [Lil]), 

entonces todo ideal íntegramente cerrado es normal. Este resultado no es cierto en 

dimensiones superiores y demostrar este hecho supone una motivación para el estudio 

de los anillos blowup asociados a la filtración de las clausuras enteras de las potencias 

de un ideal. 

Sean A un anillo noetheriano e / un ideal de A. Ratliff y Rush definen en [RR] la 

siguiente clausura de / : 

I ^ l j i l ' - ' ' : ! ' ) . 
k>i 

Geométricamente, si I contiene una sucesión A-regular de longitud 2 y Z = Proj(f í^( / ) ) 
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tenemos que V{Z, Oz{n)) = (ver [HHK]). Si (A,m) es un anillo local e / es un ideal 

m-primario, entonces I es el ideal mas grande que contiene I con su mismo polinoraio 

de Hilbert. La sucesión de ideales {I"-)n>o define una filtración de A. El estudio de 

los anillos blowup de estas filtraciones permite obtener información sobre la función de 

Hilbert de los anillos blowup asociados a I (ver, por ejemplo, los trabajos de Huneke 

;Hun2], Itoh [It3] , Sally [Sa3], Blancafort [Bl] y Hoa [Ho]). 

Además, buenas propiedades aritméticas de los anillos blowup asociados a un ideal 

nos aseguran un buen comportamiento de sus funciones de Hilbert y viceversa. En 

particular, buenas propiedades del anillo blowup Fm{I) = iios ofrecen 

resultados acerca del mínimo número de generadores de las potencias de un ideal. No-

temos que geométricamente, es la fibra del morfismo explosión en el maximal m. 

Lo anterior supone una pequeña ilustración de las múltiples ocasiones en que apare-

cen los anillos blowup y de porque es interesante el estudio de sus propiedades aritméticas. 

En esta memoria estudiaremos principalmente la profundidad, y en particular la 

propiedad Cohen-Macaulay de los anillos y módulos blowup noetherianos asociados a 

filtraciones generales de un anillo local {A, m) de dimensión d. Diversos autores se han 

dedicado al estudio de tal propiedad en el caso de filtraciones ádicas en los últimos 

años el número de trabajos en esta dirección ha sido muy alto. Podemos destacar 

esencialmente dos tipos de resultados. Por una parte, los que relacionan la propiedad 

Cohen-Macaulay de A, GA{I) Y RA{I) y, por otra, resultados positi\os acerca de la 

propiedad Cohen-Macaulay de los mismos. Un tercer tipo de resultados sería el estudio 

de la propiedad Cohen-Macaulay de Fm(/), pero los resultados conocidos en este sentido 

son escasos. 

Es bien conocido que imponer que los anillos blowup sean lo más sencillos posible, por 

ejemplo anillos de polinomios, implica fuertes condiciones sobre el ideal. Los siguientes 

resultados sirven de muestra: 

(i) I está generado por una sucesión regular de longitud n si y solo si GA{I) es isomorfo 

al anillo de polinomios A/I[Xi,..., Xn • 
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(ii) I está generado por una familia de elementos analíticamente independiente en 

I de longitud n si y solo si el anillo es isomorfo al anillo de polinomios 

A/ in[Xi , . . . . 

Sin embargo los ideales I con anillos GA{I) y RA{I) Cohen-Macaulay son muy di-

versos. Son bien conocidos, entre otros, los resultados siguientes: 

Supongamos que / está generado por una A-sucesión regular y que A es Cohen-

Macaulay. Entonces Barshay demuestra en [Ba] que el anillo RA{I) es Cohen-Macaulay. 

Además, se pregunta si se obtiene el mismo resultado para potencias de tales ideales. 

El propio Barshay demuestra en el mismo artículo que la respuesta es afirmativa si I 

está generado por una sucesión regular de longitud 2. Valla en [Va] cierra el problema 

demostrando que si A es Cohen-Macaulay e / está generado por una sucesión A-regular 

(de longitud arbitraria) entonces los anillos son Cohen-Macaulay para todo n > 

1. 

Supongamos que / está generado por una ¿-sucesión a i , . . . , a fc (la noción de d-

sucesión generaliza la de sucesión regular y fue introducida por Huneke en [Hunl]). 

Si A es Cohen-Macaulay entonces Herzog, Simis y Vasconcelos (ver [HSVl] y [HSV2]) 

desarrollan una teoría de complejos de aproximación que les permite caracterizar la 

propiedad Cohen-Macaulay de GA{I) en función de cotas sobre las profundidades de los 

módulos de homología del complejo de Koszul de i4 a coeficientes en o i , . . . , a*;. 

Supongamos que I es un ideal casi intersección completa. Si además A es Cohen-

Macaulay e I es genericamente intersección completa, Brodmann en [Br] calcula las 

profundidades de RAÍ^) y GA{I) en función de la profundidad de Ají y en particular 

caracteriza cuando estos anillos son Cohen-Macaulay. 

Uno de los métodos que permite estudiar ideales con anillos blowup Cohen-Macaulay 

involucra la noción de reducción de un ideal introducida por Northcott y Rees [NR] (y 

utilizada por ellos para el estudio de las funciones de Hilbert). Un ideal J Ç / es una 

reducción de I si existe un entero r tal que = JF, equivalentemente si RA{J) ^ 

RA{I) es un morfismo finito de anillos graduados (o equivalentemente si J = í). La 

relación entre un ideal y una reducción del mismo permiten obtener información de los 

anillos blowup asociados a / a través de la de los anillos blowup asociados a J. Se define 
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el número de reducción de I respecto una reducción J como el mínimo entero r tal que 

r'^^ = J F . Se demuestra que si A/m es infinito existen reducciones minimales, es decir, 

que no contienen ninguna otra reducción propia de / y se define el número de reducción 

de / (que denotaremos por r ( / ) ) como el mínimo de los números de reducción de I 

respecto sus reducciones minimales. 

Este método permite estudiar la propiedad Cohen-Macaulay de GA{I) para idea-

les con desviación analítica y número de reducción pequeños. Supongamos que A 

es Cohen-Macaulay. Sally demuestra en [Sal] que si r(m) < 2, entonces es 

Cohen-Macaulay. Para ideales / equimúltiples, Ikeda y Trung demuestran en [TI] que si 

r{I) = 1, entonces el anillo GA{I) es Cohen-Macaulay si y solamente lo es el anillo AjI. 

En [HHl] y [HH2], Huckaba y Huneke ofrecen condiciones suficientes para que el anillo 

GA{I) sea Cohen-Macaulay para ideales / con desviación analítica 1 o 2 y número de re-

ducción menor o igual que 1. Posteriormente, se han obtenido diversas generalizaciones 

de estos resultados, siempre bajo la condición I genericamente intersección completa, 

como son los obtenidos en [GNl], [GN2], [Ab], [AH], [JU], [U12], [U13]. En [GNN], Goto, 

Nakamura y Nishida unifican estos resultados dando una única lista de condiciones su-

ficientes que aseguran que GA{I) es Cohen-Macaulay. Una herramienta importante en 

la demostración de este tipo de resultados es la aplicación de un resultado de Valabrega 

y Valla [VV, Corollary 2.7], al cual nos referiremos como criterio de Valabrega-Valla, 

que caracteriza cuando una sucesión de formas iniciales de elementos de A es regular en 

GA{I). 

En cuanto a aquellos resultados que giran entorno a las relaciones entre la propiedad 

Cohen-Macaulay de los anillos A, GA{I) y RA{I) recordamos los siguientes resultados: 

es bien conocido que si GA{I) es Cohen-Macaulay entonces A es Cohen-Macaulay y 

que sin embargo, el recíproco no es cierto. 

Goto y Shimoda en [GS] demuestran que si A es Cohen-Macaulay e / es un ideal m-

primario, entonces RA{I) es Cohen-Macaulay si y solamente si GA{I) es Cohen-Macaulay 

y r{I) <d-\. 

Supongamos que I es un ideal equimúltiple. Entonces, Grothe, Herrmann y Orbanz 

en [GHO] ofrecen un resultado que relaciona la propiedad Cohen-Macaulay de GA{I) y 
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Ga{I + {xi,..., via la propiedad A normalmente Cohen-Macaulay a lo largo de I, 

donde xi,.. .,Xr es un sistema de parámetros módulo I. Esto, les permite generalizar 

el resultado de [GS] a ideales equimultiples. Concretamente, demuestran que si I es un 

ideal equimultiple en un anillo A Cohen-Macaulay entonces, RA(I) es Cohen-Macaulay 

si y solamente si GA(I) es Cohen-Macaulay y r(I) < ht ( / ) — 1. 

Por otra parte, Ikeda y Trung en [TI] extienden un resultado previo de Ikeda [Ik] a 

ideales arbitrarios que permite caracterizar la propiedad Cohen-Macaulay de RA{I) en 

función de los módulos de cohomologia local de GA{I) y A. Este resultado particulariza 

en el caso A Cohen-Macaulay al siguiente: RA{I) es Cohen-Macaulay si y solamente 

si GA{I) es Cohen-Macaulay y a(Gyi(/)) < O, donde es un invariante coho-

mológico de GA{I)-

Por tanto, si GA{I) es un anillo Cohen-Macaulay el cálculo de A{GA{I)) determina 

la propiedad Cohen-Macaulay de RA{Í)- Bajo esta condición, Herrmann, Ribbe y Zar-

zuela notan en [HRZ] que si / es un ideal m-primario entonces a(G^(/)) = r{I) — ht ( / ) 

y posteriormente, Trung en [Tri] generaliza este resultado para ideales equimultiples. 

Ribbe [Ri] demuestra que si I es casi intersección completa entonces A{GA{I)) = —ht ( /) . 

Goto y Huckaba en [GH] calculan este invariante para ideales / genéricamente intersec-

ción completa con desviación analítica uno y r ( / ) > O, demostrando que a(G'^(/)) = 

r[I) — ht (/) — 1. En [HRZ] se calcula también a{GA{I)) para ideales / fuertemente 

Cohen-Macaulay obteniendo en este caso que a(G^(/)) = —ht (/). Para ideales con des-

viación analítica arbitraria existen resultados que determinan el a-invariante de GA{I) 

si / verifica ciertas condiciones (ver, por ejemplo, [Ta], [SUV]). 

Los resultados de Aberbach, Huneke y Trung [AHT], Johnston y Katz en [JK] y 

Ulrich en [Ull] en los cuales se determina el invariante a(G^(/)) en función de números 

de reducción y desviación analítica permiten recuperar los resultados anteriores. 

Existen también resultados que relacionan las profundidades de los anillos A, GA{I) 

y RA{I)- En este sentido Huckaba y Marley demuestran en [HMl] las desigualdades 

depthG^(/) < depthA, depthG^i/) < dep thñ^ í / ) y que depthñ^( / ) = depthG^(/) + l 

si depthGx(/) < dep ths o bien cierto invariante cohomológico adepthGA(/)(^^(-^)) 

negativo. Posteriormente, Marley en [Ma] obtiene resultados análogos para los grados 

de un ideal homogéneo conteniendo RA{I)+{1) respectivamente en los anillos A, GA{I) 
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y RA{I). 

Los resultados que obtenemos en esta memoria pueden clasificarse en tres tipos: 

— Relaciones entre los grados de los distintos anillos y módulos blowup. 

— Estudio de la profundidad de los anillos blowup asociados a un ideal / 

con desviación analítica pequeña. 

— Estudio de la propiedad Cohen-Macaulay del cono de la fibra. 

Fijaremos a continuación las notaciones necesarias para ofrecer un resumen dé los 

resultados obtenidos. 

Sea (A,tn) un anillo local noetheriano. Dada una filtración de ideales 1 = {In)n>o de 

A (es decir, una sucesión decreciente de ideales A = Iq D Ii D . . . 3 • • • verificando 

Iním Ç !n+m para todo n, m > 0) consideraremos los anillos graduados blowup asociados 

aX; 

RAÍX) = 0 „ > o Int^ Q anillo de Rees de A respecto X, 

= 0 „ > o L·/In+ii el anillo graduado de A respecto X o anillo de formas de X, 

FTO(X) = 0 „ > o L·/'^Im el cono de la fibra de A respecto X. 

Diremos que X es una filtración noetheriana si su anillo de Rees RA{X) es noetheriano. 

Sea E un A-módulo y E = {EN)N>O (donde E =: EQ) una filtración de módulos 

X-compatible (es decir, tal que InEm Ç En+m para todo n,m > 0). Podemos entonces 

considerar los siguientes módulos respectivamente sobre los anillos RA{X), GA{X) y 

FAX) 

a los cuales nos referiremos en general como módulos blowup asociados a E respecto X. 

En este trabajo los anillos y módulos blowup se supondrán siempre noetherianos. 

En el Capítulo 1 introduciremos los conceptos y notaciones necesarios para el des-

arrollo de la memoria. Para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de los anillos 
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blowup asociados a un ideal I hemos destacado tres resultados: el criterio de Valabrega-

Valla [VV, Corollary 2.7] que caracteriza cuando una sucesión de formas iniciales de 

elementos de A es regular en GA(I), el resultado de Ikeda y Trung [TI, Theorem l . í 

que caracteriza la propiedad Cohen-Macaulay de EA(I) en función de los módulos de 

cohomologia local de A y GA(I), y el cálculo del a-invariante de GA(I) cuando éste 

es Cohen-Macaulay, resultado este último probado independientemente por Aberbach, 

Huneke y Trung [AHT], Johnston y Katz [JK] y Ulrich [Ull]. En el caso general de fil-

traciones de ideales noetherianas se pueden obtener resultados análogos a los anteriores. 

En este sentido, en la última sección del Capítulo 1, presentamos un resultado de Viet 

[Vi] que generaliza a filtraciones de ideales el correspondiente resultado ádico de [TI 

y ofrecemos la versión correspondiente del criterio de Valabrega-Valla y del cálculo del 

a-invariante. Para la demostración de estas versiones generales podemos seguir esencial-

mente la misma línea que en las originales pero algunos de los argumentos utilizados en 

el caso ádico requieren un refinamiento en el caso general. (Notemos por ejemplo que a 

diferencia del caso ádico el álgebra de Rees de una filtración de ideales no está necesaria-

mente generada por elementos de grado uno.) Ofreceremos con detalle la demostración 

de la versión general del criterio de Valabrega-Valla ya que ésta será aplicada a lo largo 

del trabajo. 

Una de las principales técnicas utilizadas para determinar el grado de un ideal ho-

mogéneo respecto un módulo graduado es el estudio de la anulación de sus módulos de 

cohomologia local. En el Capítulo 2 veremos como los morfismos de conexión entre los 

módulos blowup 

O R{E)+ R{E) 

O Ä(E)+(1) —^ RÍE) G(E) O 

y la graduación de sus módulos de cohomologia local nos permiten relacionar los grados 

de £J, GAÍE) y El principal resultado que obtenemos es el siguiente: 
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Teorema Sea J un ideal homogéneo de conteniendo Ra{X)^{1). Entonces 

(i) deptlijG(E) < depth jñ(E) . 

(ii) depth^G(E) < àepthjr^AE, y 

si depthjG(E) < d e p t h e n t o n c e s depthjß(E) = depthjG(E) + 1-

Además, para J = M el ideal maximal homogéneo de RAÇL) tenemos que 

(m) si adeptliG(E)(^(®)) < 0 entonces depthñ(E) > depthCÍE) + 1. 

Estos resultados generalizan los obtenidos por Huckaba y Marley y Marley respec-

tivamente en [HMl] y [Ma] para filtraciones ádicas. Estas fórmulas nos permitirán por 

ejemplo obtener información sobre la profundidad del módulo canónico del anillo de 

formas de una filtración noetheriana. Podemos también emplear las fórmulas que nos 

ofrece el teorema principal para relacionar la condición de Serre de los módulos R(E) 

y G(E). Para filtraciones de módulos E Cohen-Macaulay podremos determinar la pro-

piedad Cohen-Macaulay de R(E) en función de la propiedad Cohen-Macaulay de (?(E) 

y del invariante a(G(E)), generalizando así el resultado de Ikeda y Trung en [TI] para 

filtraciones ádicas. 

En el Capítulo 3 consideraremos ideales I de anillos A Cohen-Macaulay. Nuestro 

principal objetivo es determinar la profundidad del anillo GA{I) en función de la pro-

fundidad de los anillos A!I'^ en la línea de los resultados ya conocidos ( [TI]. [Br], [HHl], 

[HH2], [Zar], [GNi]). 

Los principales resultados que obtenemos aquí son los siguientes. 

Teorema Si I es un ideal equimultiple con r{I) < 1 entonces 

depthG^(/) = depthA// + ht (/) . 

En particular, recuperamos el resultado de [TI] donde se obtiene que GA{I) es Cohen-

Macaulay si y solamente si A l I es Cohen-Macaulay. 
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Teorema Si I es un ideal equimultiple integramente cerrado con r{I) <2 entonces 

min{dep ths / / , depthA//^} + ht ( / ) - 1 < 

depthG^(/) < 

min{depthA//, depthA/P} + ht ( /) . 

Además, 

(i) si depthA//2 < depthA/ / entonces depthG^Í/) = depthA//^ + ht ( / ) , y 

(ii) si depthA/I < depthA//^ entonces depthG^(/) = dep thA/ / + ht ( / ) - 1. 

Para el caso de desviación anah'tica uno obtenemos. 

Teorema Si I es un ideal puro genericamente intersección completa con ad ( / ) = 1 y 
^ 2 entonces 

inin{depthA//, depthA/P} + ht ( / ) < 

depthC^Í/) < 
min{depthA//, depthA/P} -f ht ( / ) + 1. 

Además, 

(i) si depthA/P < depthA/I entonces depthG'^(/) = depthA/P + ht ( / ) + 1, y 

(ii) si depthA/I < depthA/P entonces depthGAÇI) = dep thA/ / + ht ( / ) si ht ( / ) > O 

y depthG^(/ ) = depthA/I si ht ( /) = O y depthA/I <d-\. 

En particular, recuperamos el resultado de Goto y Nakamura en [GNl] en el cual se 

demuestra bajo la hipótesis A/I Cohen-Macaulay que GA{I) es Cohen-Macaulay si y 

solamente si depthA/P > dim A / / - 1. 

Mediante estos resultados podemos también obtener fórmulas para la profundidad 

del anillo de Rees de / y de los anillos graduados asociados a potencias de l . 

Los dos últimos capítulos están dedicados al estudio de la profundidad del cono 

de la fibra. Si I es un ideal generado por una familia de elementos analíticamente 

independiente, entonces Fm{I) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes en A/m 

y y,{I) variables y por tanto es Cohen-Macaulay. Shah demuestra en [Sh] que si J es una 
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reducción minimal de I generada por una sucesión regular verificando las condiciones 
P = Jp^ P r\ J = JI y mP = J m / , entonces Fm{I) es Cohen-Macaulay. El principal 
resultado que obtenemos en el Capítulo 4 es una extensión del resultado de Shah para 
filtraciones E de módulos J-compatibles. (Si a es un elemento de h denotaremos por 
a* y a° respectivamente a sus imágenes en /1//2 y h/mli). 

Teorema Sean o i , . . . , elementos de h tal que 

(i) Ol,... ,ajt 65 una sucesión regular en E. 

(ii) ( o i , . . . , ak)E n En+i = ( o i , . . . , ak)En para todo n > 0. 

Entonces: 

... ,a° es una Fjn(E)-sucesión regular mEn+i fl (oi,..., a^) = (oi,... ,ak)mEn 
para todo n > 0. 

Para demostrar este resultado utilizaremos ciertos complejos de Koszul modificados 
que permiten obtener una versión del criterio de Valabrega-Valla para los módulos (?(E). 
Estos complejos han sido construidos de diversas maneras por diferentes autores, como 
Kirby y Mehran [KM], Marley [Ma], Guerrieri [Gue] y Huckaba y Marley [HM2] y 
utilizados por los mismos para el estudio de la función de Hilbert y la profundidad de 
los anillos Cj^(X). Aquí adaptaremos la construcción de [KM] a nuestra situación. 

En el Capítulo 5 estudiamos el cono de la fibra en el caso de filtraciones buenas 
de ideales. Esta clase de filtraciones noetherianas verifican /„+i = h i n para n sufi-
cientemente grande e incluyen, entre otras, las filtraciones ádicas, las filtraciones de las 
clausuras enteras de las potencias de un ideal y las filtraciones de clausuras RatlifF-Rush 
de las potencias de un ideal. Una de las ventajas que ofrecen este tipo de filtraciones es 
que permiten definir (como en el caso ádico) una filtración "reducción" de las mismas. 

El teorema principal del capítulo anterior junto con el criterio de Valabrega-Valla 
nos permiten formular lo siguiente: 



XVll 

Teorema Sean X una filtración buena de ideales y J = (ai,..., a^) una reducción mini-

mal de X con Ol,..,, a^ sistema minimal de generadores de J. Supongamos que o^,..., ct* 

es una GA{I)sucesión regular. Entonces son equivalentes 

(i) Fm{X) es Cohen-Macaulay 

(ii) m/„+i n J = Jmin para todo n < rj{X). 

Aplicaremos especialmente este resultado al cono de la fibra de un ideal (es decir 

para X filtración ádica) y al cono de la fibra normalizado de un ideal (es decir para X 

filtración de las clausuras enteras de la potencias de un ideal). 

Podremos entonces determinar la propiedad Cohen-Macaulay de Fm(/) para ciertos 

tipos de ideales. Por ejemplo, si I es un ideal equimultiple con r ( / ) < 1 o bien I es 

genéricamente intersección completa con ad(/) = 1 y r{I) < 1 entonces el anillo Fm(I) 

es Cohen-Macaulay. 

Daremos también un criterio para determinar cuando el cono de la fibra (respectiva-

mente el cono de la fibra normalizado) de un ideal m-primario con segundo coeficiente de 

Hilbert (respectivamente el segundo coeficiente de Hilbert normalizado) igual a uno es 

Cohen-Macaulay. Esto nos permitirá caracterizar las singularidades racionales o elípticas 

2-dimensionales cuyo cono de la fibra normalizado es Cohen-Macaulay. 

Finalmente, probaremos el siguiente comportamiento de la función de Hilbert del 

cono de la fibra cuando éste es Cohen-Macaulay. 

Teorema Sean J una reducción minimal de X, r = rj{X) y s = s{X). Si Fjn{I) es 

Cohen-Macaulay entonces 

Á l n ) = Y: Í=OW Í ) - l e n g t h ( n m/,)) 

= Y Z M h ) - i eng th( j / ._ i / j / ,_x n m / o ) r : : r ' ) -

Este resultado generaliza otro de Shah [Sh] a filtraciones buenas. Obtendremos en-

tonces expresiones "agradables " para el mínimo número de generadores de las potencias 

de un ideal I (respectivamente de las clausuras enteras de las potencias de un ideal I ) 

si el anillo Fm(/) (respectivamente Fm{I)) es Cohen-Macaulay. 
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Capítulo 1 

Preliminares 

En este capítulo introducimos conceptos y notaciones utilizados a lo largo del presen-

te trabajo. Los resultados que aparecen sin demostración o referencia explícita pueden 

encontrarse, entre otros, en los libros [BH] y [HIO]. Todos los anillos se suponen con-

mutativos y unitarios. 

Un anillo graduado S es un anillo con una descomposición S = SN como 

Z-módulo tal que 

SnSm Q Sn+m, \ fn ,m G Z. 

Un 5-módulo graduado M es un 5-módulo con una descomposición M = ^^ç^Mn 

como Z-módulo tal que 

SnMmQMn+m, 

Mn se denomina la n-ésima componente homogénea de M. Los elenícnios de M„ se 

llaman elementos homogéneos de grado n. Un ideal de S se dice cjuc es liomogéneo si 

es un 5-módulo graduado. 

El siguiente resultado permite caracterizar los anillos graduados noetherianos. Sea 

S un anillo graduado. Entonces son equivalentes: 

(i) S es un anillo noetheriano. 

(ii) Todo ideal homogéneo de S es finito generado. 

(iii) So es un anillo noetheriano y 5 es de tipo finito sobre So-

1 
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(iv) SO es un anillo noetheriano y 0„>o Sn, 0„>o S-N son de tipo finito sobre SQ. 

1.1 Cohomología local graduada 

Sea S un anillo graduado noetheriano y consideremos la categoría de 5-módulos 

graduados que denotaremos M^{S). Sean M = ^^e'^Mn-, N — ^nez^rt ¿'-módulos 

graduados. Un morfimo / : M —N en M'^{S) es una aplicación í'-lineal tal que 

f{Mn) Ç Nn para todo n G Z. Si M(n) es el 5-módulo graduado cuya graduación 

viene definida por M(n)m = Mn+m, denotamos por Homcf Af, el grupo abeliano 

de morfismos en M'^iS) de M en N{n). Sea HomgfM, N) = HomcfM, 

HomcfM, N) es un 5-módulo graduado, que coincide con B.oms{M,N) si M es un 

¿"-módulo graduado finito generado. 

Puede verse fácilmente que un 5-módulo graduado / es inyectivo (respectivamente 

proyectivo) en M''{S) si el functor Homçí - J ) : —> M^{S) es exacto (respec-

tivamente si el functor Homg(/, •) : M^{S) —Y es exacto). Notemos que un 

¿-módulo graduado I inyectivo en M^{S) puede no ser inyectivo como ¿-módulo (ver 

por ejemplo [HIO, (33.7) Example]). M^{S) es una categoría abeliana con suficientes 

inyectivos. Todo ¿-módulo graduado libre es proyectivo en M^(S) y todo ¿-módulo 

graduado es cociente de un ¿-módulo graduado libre, por tanto M' ' (¿) tiene suficientes 

proyectivos. Denotaremos los functores derivados por la derecha de HomcfM. • ) por 

Ext^íM, • ) (respectivamente a los functores derivados de Homg( •, N) por Ext5( •, N)). 

Sean M, N ¿-módulos graduados. Entonces, como en el caso no graduado, podemos 

calcular ExtgfM, N) mediante una resolución projectiva de M. Como ¿ es noetheriano, 

si M es un 5-módulo graduado finito generado, tenemos una resolución de M por S-

módulos graduados finito generados. Así, ExtUM, N) í:: Ext5(M, A'") para todo i > 0. 

Sean M un ¿-módulo graduado y J un ideal homogéneo de ¿ . Definimos el ¿-ésimo 

módulo de cohomología local graduada de M respecto J como 

Ej{M) := limE^¿(¿/J",M). 
n 

Como ¿ / J " es un ¿-módulo finito generado para todo n > O, de lo anterior se deduce 
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que E x ¿ ( 5 ' / J " , M) = Ex t¿ (5 / J" , M). Por lo tanto 

H!j{M) = limExt'5(5/J",M) =: Wj{M). 
n 

Es decir, H^{M) y Hj{M) coinciden como 5-módulos. A partir de ahora para todo 

5-módulo graduado M e ideal homogéneo J , denotaremos H^{M) por Hj{M), sin 

olvidarnos por ello de su graduación. 

Consideremos ahora el ¿'-submódulo graduado de M 

Tj{M) = {x e M \ r x = d para algún n G N+} = | J (O :m J")-
n>0 

Obtenemos entonces un functor aditivo, covariante, exacto por la izquierda 

Comprobando que los functores H j{ - ) verifican las propiedades características de los 

functores derivados i ? T j ( • ), es decir: 

(i) Si I es un modulo inyectivo en entonces Hj{I) = O para todo i > 0. 

(ii) Para toda sucesión exacta corta O —> M' —> M —> M" —^ O en M^{S) 

tenemos una sucesión exacta larga 

O ^ H°j{M') H%M) —> H%M") H]{M') —^ • • • 

^ Wj{M') Hy{M) H}{M") H f \ M ' ) —^ • • • 

se obtiene que los functores de cohomología local Hj{-) son equivalentes a los functores 

derivados i ? T j ( • ). 

Sea S = 0 „ > o Sn un anillo graduado noetheriano con (¿"ojmo) un anillo local. De-

notaremos 54. := 0 „ > o Sn al ideal irrelevante àe S y M := mo ® Si ® @ Sn •• • al 

ideal maximal homogéneo de S. 

Consideremos el siguiente resultado general: sea A —B un morfismo de anillos 

pl^no. Sea I un ideal de A y T un /1-módulo. Entonces tenemos isomorfismos 
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Sean M un 5-módulo graduado y J un ideal homogéneo de S. Sea S'ò la completación 

rrio-ádica de So y M := M (giso So- Por el resultado anterior obtenemos isomorfismes 

ff}(M) 0s SM ^ H)^ {M ®s SM), 

Además, 

Wj{M) = O ^ H'jsJM ®s = O 

Wj{M) = O Ht{M) = 0. 

ya que SM Y S son 5-módulos fielmente planos en la categoría M^{S). 

Si M es un S-módulo graduado finitamente generado y J es un ideal homogéneo de 

5, se definen los invariantes 

a¿(J,M) = sup{n|[/í}(M)]„7^0}. 

En particular, 

ai{M) := a i{M,M) = sup{rzl[iíj^(.V/)]„ ^ 0}, 

a,(M) a¿(S+,M) = sup{n|[//¿^ (M)]„ ^ 0}. 

Por la propiedad artiniana de los módulos H)^{M) tenemos que a¿(M) < oo. Por 

otra parte es conocido que de un teorema de Serre se deduce que [Hg+ {.M)]n = O para 

n > O (para su demostración ver, por ejemplo, [Ko] o [Bl]), por tanto tenemos también 

a¿(M) < oo. adims(5') se denomina a menudo el a-invariante de S y se denota a{S). Se 

define también la regularidad de Castelnuovo-Mumford 

reg S = max{¿ + «¿(S); i > 0}. 

Decimos que M es finitamente graduado si M„ = O para n > 0. Goto y Huckaba 

GH, Lema 2.2] demuestran que si M es un 5-módulo graduado finitamente generado y 

finitamente graduado entonces tenemos isomorfismos de 5o-módulos 

para cualesquiera i,n € Z. 
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1.2 Anillos graduados sobre anillos locales 

Sea A un anillo noetheriano y T un A-módulo finitamente generado. Recordemos 

que una sucesión x i , . . . ,Xn de elementos de A es una sucesión T-regular si y solamente 

si satisface las siguientes condiciones: T ^ (xi,..., Xn)T y Xi no es un divisor de cero en 

r / ( a ; i , . . . , Xi-i)T para ¿ = 1 , . . . , n. Si / es un ideal de A se define entonces depthjT, 

el grado de I en T, como la longitud máxima de una sucesión T-regular de elementos 

en I . El grado de / en A se denota a menudo por grade(/). 

Supongamos que {A, m) es un anillo local. Entonces se define la profundidad de T 

como el grado de m en T", que denotaremos por depth^T. Decimos que T es un A-módulo 

Cohen-Macaulay (C.M.) si dimT = depth^T. Si A es un A-módulo Cohen-Macaulay 

entonces se dice que A es un anillo Cohen-Macaulay. (Escribiremos depth T en lugar de 

depth^T si ello no induce a confusión.) 

El siguiente resultado es conocido como depth-lemma: dada una sucesión exacta de 

A-módulos finito generados 

O ^ T" ^ T r " —> O 

entonces 

(i) dep thr ' > depthr = depthT", o bien 

(ii) depthr > depthr = depthT" + 1, o bien 

(iii) depthT"' > depthT = depthT'. 

Sean A un anillo noetheriano y T un A-módulo finito generado. Decimos que T es 

un A-módulo Cohen-Macaulay si T^ es Cohen-Macaulay como Am-módulo para todo m 

ideal maximal de A. Se demuestra entonces que son equivalentes: 

(i) T es un A-módulo Cohen-Macaulay. 

(ii) Tp es un Ap-módulo Cohen-Macaulay para todo p ideal primo de A. 

Decimos que T satisface la condición de Serre Sk si 

depthTp > min{A;,dimrp} 
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para todo p € SpecA. 

Sean S un anillo graduado noetheriano sobre un anillo local (^ojmo) y M un S-

módulo graduado finito generado. Se define entonces depth5M := dep th^M. Si J es 

un ideal homogéneo de S se tiene 

depthjM = inf{i¡H}(M) ^ 0}, 

d imM = sup{i\H}^{M) 0} 

y por tanto 

deptli5M < dimM, 

depthjM = depthj-M, 

depthjM = depthj5^(M SM), y 

deptli5M = deptii5^(M 0s SM)-

N o t a 1.2.1 En particular, si M es un 5-módulo finito generado y finitamente graduado, 

de los isomorfismes ic H^{Mn) se deduce inmediatamente que 

depth5M = min{depthM„}. 

Si P es un ideal primo de S se define P* como el ideal de S generado por todos los 

elementos homogéneos de P; es decir, P* es el ideal homogéneo más grande contenido 

en P. P* es un ideal primo de S. Sea M un ¿'-módulo finito generado. Entonces, todo 

ideal primo P de 5 verifica las siguientes propiedades: 

P* ^ P ^ d i m M p = dimMp. + 1, 

P e Supp (M) y P* ^ F depthMp = depthMp. + 1, 

Mp es Cohen-Macaulay Mp* es Cohen-Macaulay. 

Se deduce entonces que son equivalentes: 

(i) M es un ¿"-módulo Cohen-Macaulay. 

(ii) Mp es un 5p-módulo Cohen-Macaulay para todo P ideal primo homogéneo. 

(iii) MM es un 5;n-niódulo Cohen-Macaulay. 

Luego, M es un 5-módulo Cohen-Macaulay si y solo 

si depth '̂AíT — dim Ai. O equi-

valentemente, M es un ¿-módulo Cohen-Macaulay si y solamente si HM{M) — O para 

todo i < dim M. 
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1.3 Filtraciones 

Sea A una anillo de dimensión D. 
Una filtración de ideales de A es una sucesión decreciente de ideales de A, 

Io = D ír^ D ... 

verificando Inlm ^ In+m para cualesquiera n, m € N. 
Dada una filtración I = (/„)„>o de A, podemos asociarle los siguientes anillos gra-

duados: 

RA{^) = 0„>o Ç ^Wí el anillo de Rees de A respecto J , 
R*a{1) = I-nf^ Q A[t, el anillo de Rees extendido de A respecto 1, 
GA{^) = 0„>o -^n/Zn+i, el anillo graduado de A respecto X o anillo de formas de J , 

donde = A para todo n < 0. 
Tenemos entonces las siguientes sucesiones exactas: 

O — ^ Í-'RaÍ^) — ^ RAÍ^) GA{1) O 

O RaÍI)+ RaÍT) A ^ O 
O Ra{X) GA{X) O 

1.3.1 Filtraciones noetherianas 

Una filtración X de ideales de A se denomina filtración noetheriana si el anillo RA{X) 
es noetheriano. 

El siguiente resultado nos permite caracterizar las filtraciones noetherianas. Sea 
X = {In)n>O una filtración de ideales de A. Entonces son equivalentes: 

(i) X = (In)n>o es una filtración noetheriana. 

(ii) A es un anillo noetheriano y RA{X) es una A-álgebra finito generada. 

(iii) A es un anillo noetheriano y existen enteros positivos n i , . . . , n r G N tales que 

In = Ui=\ In-mlm, Vn. 

(iv) A es un anillo noetheriano y existe un entero positivo A; 6 N tal que INK = {hY^ 
Vn. 



32 Preliminares 

Notemos que si Z es noetheriana, entonces los anillos A y GA{Z) son noetherianos. 

Ejemplo 1.3.1 Sea I un ideal de A] a la filtración (/'*)„>o de A la denominaremos 

filtración /-ádica de A. Si A es un anillo noetheriano entonces toda filtración /-ádica 

es noetheriana. En este caso denotamos a los anillos graduados asociados por RA{I) y 

GA{I). 

Ejemplo 1.3.2 Sea S — 0„>o-S'n un anillo graduado noetheriano e X' la filtración 

de ideales de S definida por J^ = ^^Y^SM- Si 5 = 5o[ai , . . . , a^] con a,- € SM, y 

mi < . . . < nir entonces Rs{X') = = So[aiP-, l < i <r, O < j < m^], y por 

tanto I ' es una filtración noetheriana. En particular si I es una filtración noetheriana 

de A, R{I)m)n>o ^^^ filtración noetheriana de RaÍZ). 

Ejemplo 1.3.3 Sean p € SpecA un ideal primo y p̂ "̂  = p"/4p fi A la n-potencia 

simbólica de p. X = (p^"^)n>o define una filtración de ideales de A en general no noet-

heriana. Si A es un anillo noetheriano sabemos que Rs{p) RA{X) es noetheriano si 

y solo si existe un entero A; > 1 tal que = (p^)". En [GNi] podemos encontrar 

ejemplos de filtraciones simbólicas noetherianas y no noetherianas. 

Ejemplo 1.3.4 Sean (A,m) un anillo local reducido e / un ideal de A. Denotaremos 

por / a la clausura entera de I: 

I = {x Ç: A\ existen a¿ € P verificando 2;" -f • • • — a, = 0 } . 

En [Re2, Theorem 5.32] se demuestra que A es un anillo analíticanieiue no ramificado 

si y solo si para todo ideal I de A existe un entero p = p(/) tal que /'• Ç para 

todo n > 0. Así pues, si A es un anillo local analíticamente no ramificado la filtración 

(-^")n>o es noetheriana para todo ideal I de A. En este caso denotamos RA(1) := RA(Z) 

yGA(I):=GA(X). 

Ejemplo 1.3.5 Sea I un ideal de A. Ratliff y Rush en [RR] definen la siguiente clausura 

de I: 

1= : 
fe>i 
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Si / contiene un elemento no divisor de cero, entonces / " = / " para n suficientemente 

grande y por tanto la filtración J = (/")„>o es noetheriana. 

En particular, si (A, m) es un anillo local Cohen-Macaulay e / es un ideal m-primario, 

entonces la filtración de las clausuras Ratliíf-Rush de las potencias de / es noetheriana. 

Supongamos que (A,m) es un anillo local. Sea J = (/„)„>o una filtración noetheriana 

de A. Entonces 

(¿) -v/TT = \/Iñ para todo n > 1. 

(n) dim(?^(J) = d. 

(^n) d i m ñ . ( í ) = ( ^ + 1 ^̂  ^̂  ^ P ^ 

[ oí en caso contrario, 

(íü) d i m ß ^ ( J ) = d + l . 
donde Assh(A) = {p G Spec(A) | dimA/p = dim .4}. 

Diremos que una filtración X = (/n)n>o es separada si P /„ = O, y fuertamente 
n>0 

separada si ^{K + /„) = K para cualquier ideal K de .4. 
n>0 

Nota 1.3.6 Por el teorema de intersección de Krull. toda filtración /-ádica sobre un 

anillo local noetheriano es fuertemente separada. Es fácil por tanto deducir que las 

filtraciones noetherianas sobre anillos locales son fuertamente separadas ya que si ¿ € N 

es tal que I^k = {hY n > O entonces para todo ideal K de A tenemos 

+ K) Ç + K) = f]{{h:r + K) = K. 
n>0 n>0 n>0 

1.3.2 Filtraciones de módulos 

Sea E un A-módulo. Una filtración E = {EN)N>o de E es una cadena decreciente de 

A-submódulos de E tal que EO = E. 

Sea X — {In)n>o una filtración de ideales de A. Decimos que E es una filtración 

I-compatible si INEM Ç EN+M > 0. Sea EN = E para todo n < 0. Entonces 

R{E) = ^NT"" es un RAÍX) - módulo graduado, 

R*(E) = ENF^ es un - módulo graduado, 

G(E) = 0 „ > o EN/EN+I es un GA{X) — módulo graduado. 
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y tenemos las sucesiones exactas 

O —^ r^R*(E) —f R*(E) G(E) O 

O ^ R{E)+ R{E) 

O Ä(B)+(1) —> R{E) —^ G{E) O 

Diremos que E es una filtración noetheriana si R{E) es un i?^(Z)-módulo noethe-

riano. Tenemos entonces el siguiente resultado de Bishop, Petro, Ratliff y Rush que 

permite caracterizar las filtraciones noetherianas. 

Proposición 1.3.7 ([BPRR, Theorem 3.8]) Sean A un anillo noetheriana, E un A-

módulo finito generado, I = (/n)n>o wna filtración de ideales de A y E = {En)n>o "^na 

filtración de E I-compatible. Entonces son equivalentes: 

(i) R{E) es un Rj^^^T)-módulo finito generado. 

m 
(ii) Existe un entero positivo m tal que En = para n > 0. 

¿=i 

(iii) Existe un entero positivo k tal que En+k = hEn para todo n> k. 

(iv) G(E) es un GA{1)-'^ódulo noetheriano y existe un entero positivo g tal que Egn Ç 

rad{IiYEi para n > 0. 

(v) (?(E) es un Gji^ÇL)-módulo noetheriano y para todo n existe un entero positivo p{n) 

tal que Ep(n) Q rad{IiYEi. 

En particular si X es una filtración noetheriana entonces R{E) es un ñ^(J)-módulo 

noetheriano si y solamente si se verifica alguna de las condiciones equivalentes de la 

Proposición 1.3.7. 

Nota 1.3.8 En [BPRR] se dice que E es una filtración noetheriana si G{E) es un 

módulo noetheriano y que es X -buena si satisface la condición (ii) de la Proposición 

1.3.7. 

Nota 1.3.9 Sean (A,m) un anillo local noetheriano, E un A-módulo finito generado, 

X = (/„)n>o una filtración de ideales de A y E = (£^n)n>o una filtración de E l '-

compatible. Supongamos que ß (E) es un i?(J)-módulo finito generado, entonces la 
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filtración E es fuertemente separada: en efecto, de la Proposición 1.3.7 tenemos que 

existe un entero k tal que Enk = Ik'^Ek para todo n > 1. Entonces para todo submódulo 

E' de E tenemos 

f i { E n + ^ n + = n + Ç n ( ^ r ' ^ + = 
n>0 n>0 n>0 n>0 

por el Teorema de intersección de Krull. 

Nota 1.3.10 Si I es un ideal de A diremos que E = {En)n>o es una filtración I-

compatible si lEn Ç En-̂ -i para todo n > 0. Entonces, una filtración es /-compatible si 

y sólo si es {/"}„>o-compatible. Notemos también que si E es una filtración X = (/n)n>0" 

compatible, entonces es /i-compatible. 

Concluiremos esta sección con el siguiente resultado que determina las dimensiones 

de G(E), R{E) y R*{E) en función de la dimensión de E. 

Proposición 1.3.11 Sean (A, m) un anillo local, E un A-módulo, X una filtración noet-

heriana de ideales de A y E una filtración de E X-compatible. Supongamos que -R(E) 

es un RA{I)-módulo finito generado. Sea Assli(£^) = {p Ç Min(i4nn(£J)) ( d imA/p = 

dim£^}. Entonces: 

{i) dimGiE) = àimE. 

/ X T í dinií^ + 1 s¿ /i í p para algún p € Assh(£'), 
[11) d imn(E) = < 

[ dimE en caso contrario. 

(zii) dimR'iE) = dimE + l. 

Demostración: Como G(E) - R*{E)/t-^R*{E) y es un elemento regular en R*{E) 

contenido en el único ideal maximal homogéneo de RA{^) es suficiente probar {ii) y {iii). 

Por otra parte, AnnÄ(E) = 0„>o(/n n AnnÊ)^ y Annß*(E) = n 

Ann£J)í": si a € /„ H AnnE e y = bf^ es un elemento homogéneo de i?(E), enton-

ces = 0. Recíprocamente, sea x = af^ € Ann/?(E); entonces, si y es cualquier 

elemento de E tenemos O = x{yt^) = = ayf^ y por tanto a e Ann£. De 

forma análoga se demuestra el resultado para i?*(E). 

Entonces dimi?(E) = dimRA{1)/AnnR{E) = d i m n AnnE. Por lo 

tanto, la dimensión de R(E) coincide con la dimensión del anillo de Rees asociado a una 
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filtración noetheriana de ideales del anillo A/AnnE para el cual su dimensión es conocida 

y coincide con la del enunciado. Análogamente obtenemos el resultado correspondiente 

para R*{E). • 

1.4 El módulo canónico 

Sea S un anillo graduado noetheriano sobre un anillo local (5o, mo) de dimensión d. 

Se dice que una extensión M Ç N de 5-módulos graduados es esencial en si 

para todo submódulo graduado O ̂  L Ç N se tiene L Ci M ^ 0. Si además, M ^ N, 

se dice que M C N es una extensión esencial propia en M^[S). Como en el caso no 

graduado, se tiene que un 5-módulo graduado es inyectivo si y solamente si no admite 

extensiones esenciales propias en M^(S) y que todo ó'-módulo graduado M tiene una 

única (salvo isomorfismos) envolvente inyectiva en que denotaremos por Es{M). 

En general, la envolvente inyectiva de M en M^{S) no es la envolvente inyectiva de M 

como ¿"-módulo. 

Si So es completo se define el módulo canónico de S como Ks := E)^ 

donde E := Es{SfM) es la envolvente inyectiva de S/M en M^{S). Si So no es 

completo se dice que Ks es un módulo canónico de S si Ks <S)So So — donde 

So es la completación mo-ádica de So-

Si S tiene módulo canónico Ks-, éste es un 5-módulo graduado finito generado y 

único salvo isomorsfismos. Además 

a{S) = -mm{n | [iTsJn ^ 0}. 

Una de las principales herramientas en el estudio de los módulos canónicos es el 

siguiente resultado conocido como teorema de dualidad local: 

Supongamos que ^o es completo. Entonces S es Cohen-Macaulay si y solamente 

si para todo 5-módulo graduado finito generado M tenemos isomorfismos naturales en 

Hom5(íf;(M), E) - Ks) 

pa ja todo i. 
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El anterior resultado permite demostrar, por ejemplo, que si S es Cohen-Macaulay, 
entonces Ks es un 5-módulo graduado Cohen-Macaulay con depthíí5 = dim S y que 
Ks tiene dimensión inyectiva finita en M^{S). 

Sean (^4, m) un anillo local e I una filtración noetheriana de ideales de A. Si A es 
Cohen-Macaulay y A tiene módulo canónico, entonces los anillos RA{1) y también 
tienen módulo canónico. Supongamos que ht {Ii) > 0. En el siguiente resultado, Trung, 
Viet y Zarzuela [TVZ] muestran la relación existente entre los módulos canónicos de 
RA{^) y GA{^) en términos de una filtración del módulo canónico de A. 

Teorema 1.4.1 [TVZ, Theorem 1.2] Supongamos que RA{^) es Cohen-Macaulay. En-
tonces existe una filtración K = {Kn)n>o de KA tal que 

K r a d - Kn = Ä(K)+ 
Kgat) ^ SnM Kn-i/K^ = G(K)(- l ) . 

La filtración K es J-compatible y noetheriana. Notemos que en general KR^I) 
depende de KN con n > 1 y en cambio KG^I) depende de toda la filtración K. Si 
KQ = KI entonces KR^^X) Y KG^I) Pueden considerarse respectivamente como el módulo 
de Rees y el módulo graduado asociados a una filtración de KI. 

1.5 Reducciones 

1.5.1 Reducción de un ideal 

Sean A un anillo noetheriano e / un ideal de A. 
Diremos que un ideal J Ç I es una reducción de / si existe un entero r? 6 N tal que 

= es decir, si RA{I) es un i2yi(J)-módulo finito generado. Se define entonces 
el número de reducción de I respecto J como rj{I) = min{n ( = J / "} . Si I denota 
la clausura entera del ideal / , se demuestra que J es reducción de I si y solamente si 
J = I. Decimos que J C I es una reducción minimal de I si para todo J' Ç J reducción 
de I entonces J' = J. 

Supongamos que (A, m) es un anillo local. En este caso se demuestra que todo ideal I 
de A tiene una reducción minimal. De hecho puede verse que si J ' Ç / es una reducción 
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de I existe J Ç I reducción minimal de I con J Ç J'. Se define entonces el número de 
reducción de / como r ( / ) = min{rjr(/) | J e s reducción minimal de I}. Sean I un ideal 
de A y / una reducción minimal de I. Sea L un ideal de A de manera que J Ç L Ç L 
Entonces todo sistema minimal de generadores de J puede completarse a un sistema 
minimal de generadores de L. 

Decimos que x i , . . . , a ;„ es una familia analíticamente independiente en / si pa-
ra todo polinomio homogéneo f(Xi,... ,Xn) € A[Xi,...,Xn] de grado m tal que 
/ ( x i , . . . , € m/ '" entonces todos los coeficients de / estan en m. Sea Fm(/) = 

= RA{I)IVCIRA{I) = el cono de la fibra de I. Defi-

nimos la dispersión analítica de / como 5(7) = dimF^Í/) . Si a € / denotaremos 
aO e II^I ^ f^^ry 

Supongamos que A tiene cuerpo residual infinito. Sean I un ideal de A, / Ç / 
una reducción de / y . . . , un sistema minimal de generadores de J . Entonces son 
equivalentes: 

(i) J es reducción minimal de I. 

(ii) es un sistema de parámetros de 

(iii) x i , . . . , x n es una familia analíticamente independiente en I . 

(iv) n = s(I). 

Si ß{I) denota el mínimo número de generadores de I tenemos 

ht ( / )< 5(7) <//(/). 

En [HHl] se define la desviación analítica de 7 como la diferencia ad(7) = s(7) — 
ht (7). Decimos que un ideal es equimultiple si s(I) = ht (7); es decir, si tiene desviación 
analítica 0. (Ver [HIO] para más información sobre estos ideales.) 

1.5.2 Reducción de una filtración 

Sea A un anillo noetheriano. Okon y Ratliflf [OR] extienden la noción de reducción 
y reducción minimal de un ideal al caso de filtraciones. Sean J = ( J„)n>o e J = (7n)n>o 
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filtraciones de ideales de A. Se dice que J es una reducción de I si: J„ Ç /„ para todo 

> O, y existe un entero positivo m tal que /„ = /„-i Ji H \-In-mJm para todo re > 0. 
Una reducción de 1 se llama minimal si no contiene propiamente ninguna reducción de 
X. En [OR] se demuestra que no existen reducciones minimales para ninguna filtración. 

No obstante, si nos restringimos a un cierto tipo de "buenas" filtraciones tendremos 
la existencia de "buenas" reducciones minimales. Sea / un ideal de A. Una filtración 
X = {In)n>o de ideales de A se denomina /-filtración buena si / / „ Ç In+i para todo 
n > O e /„+i = Iln para todo n ^ 0. X se denomina filtración buena si es una I-
filtración buena para algún ideal I de A. Se deduce fácilmente que X es una filtración 
buena si y solo si es una /j-filtración buena. Es inmediato que toda filtración buena es 
noetheriana. Es muy útil también la siguiente caracterización de las filtraciones buenas: 
X es una /-filtración buena si y solo si / / „ Ç /„^^ para todo n > O y existe un entero r 
tal que /„ Ç (ver [Bo, Corollary III.3.1.4]). 

Ejemplos 1.5.1 (i) Si / es un ideal de A, la filtración /-ádica es buena. 

(ii) Sean (A, m) un anillo local reducido e / un ideal de A. Sea X = (/"•)n>o la 
filtración definida por las clausuras enteras de las potencias de I. Entonces A es un 
anillo analíticamente no ramificado si y solo si la filtración X = (/")n>o es buena para 
todo I ideal de A. 

(iii) Sea / un ideal de A conteniendo un elemento regular. Sea X = (/")n>o la 
filtración definida por las clausuras de Ratliff-Rush de las potencias de / . Entonces, 
X = (/")n>o es una /-filtración buena. 

(iv) Blancafort [Bl] y Hoa [Ho] extienden la noción de clausura de Ratliíf-Rush de 
ideales a filtraciones buenas: si X = {I„)n>o es una filtración buena de ideales de A la 
clausura de Ratliff-Rush de X es la filtración I = (/„ )n>o, donde /„ denota la clausura 
de Ratliff-Rush de /„ respecto X y esta definida por 

r j =\JiIn+k:h)=[jiIn+k:I^). 
k>l k>l 

Si II contiene un elemento regular, entonces X es una filtración buena de ideales de A 
que coincide en el caso ádico con la definición habitual. 
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Supongamos que (A, m) es un anillo local con cuerpo residual infinito. 
Sean JT", X filtraciones de ideales de A. Supongamos que I es una filtración buena. 

Decimos que J es una reducción buena de X si es una filtración buena y es reducción 
de X. Supongamos que J es una reducción buena de I . Decimos que es una reducción 
minimal de X (buena) si no esta propiamente contenida en ninguna otra reducción buena 
de X. Contrariamente al caso general, tenemos ahora el siguiente resultado que prueba 
que toda filtración buena admite una reducción minimal. 

Proposición 1.5.2 [HZ, Proposition 2.6] J es una reducción minimal de una filtración 
buena X si y solamente si J = {J'^)n>o, donde J es una reducción minimal de Ii. En 
particular, existen reducciones minimales de X. 

Sea FxaiX) :— 0 „ > o In/vnin, el cono de la fibra de X. Análogamente al caso ádico 
se define la dispersión analítica de X como s{X) =dim Fm(X). El siguiente resultado 
permite ver que la noción de reducción minimal de filtraciones buenas coincide con 
la noción básica de reducción minimal de ideales. Si o € /i , denotaremos por a° € 
h/mh F^(X). 

Proposición 1.5.3 [HZ, Lema 2.8] Sean X una I-filtración buena y ai,...,as € Ii. 
Entonces, son equivalentes: 

(i) ai,... jOs es un sistema minimal de generadores de una reducción minimal de Ii. 

(ii) a°,..., a° es un sistema de parámetros de F^{X). 

En particular s{X) = s{Ii) = s{I). 

Si X es una filtración buena y J es una reducción de J , se define el número de 
reducción de X respecto J como rj(X) = min{n | Im+\ = Jim para todo m > n}, y el 
número de reducción de X como r(X) = min{rj(J) | J reducción minimal de X}. Si J 
es /-ádica entonces r{X) = r{I). 

Nota 1.5.4 Si X = (/n)n>o es una filtración buena de A con r{X) < 1, entonces X es una 
filtración ádica; de hecho X = {/f}ji>o con r{X) — r ( / i ) . Sea J una reducción minimal 
de X con r(X) = r j (Z) . Si r{X) = 1, h+i = J h Vn > 1 y entonces h+i = Ç 
luego tenemos la igualdad. Si r ( I ) = O, In+i = J In V n > O y X = {J"}n>o-



Algunos resultados sobre la profundidad 17 

Notemos también que en general r{I) y r( / i ) no tienen relación alguna como veremos 

por ejemplo en el Capítulo 5, Ejemplo 5.2.13. 

1.6 Algunos resultados conocidos sobre la profundi-

dad de los anillos blowup 

Sea (A, m) un anillo local e J = (/„)„>o una filtración noetheriana de A. Para todo 

elemento x Ç: A no nulo podemos considerar el entero v{x) tal que x € ^(j;) \ Iv{x)+\-

Notemos que para x,y A tenemos: 

(i) v{x) es finito ya que la filtración es fuertemente separada como observamos en la 

Nota 1.3.6. 

(ii) v{xy) > v{x) + v{y). 

(iii) v{x + y) > min{í;(a;), u(y)}, y si v(x) ^ v{y) tenemos la igualdad. 

Denotaremos entonces por x* a la clase de x en Iv(x)/Iv{x)+i ^ y diremos 

que X* es la forma inicial de x en GA{1-). 

Sea K un ideal de A y K* el ideal de GA{T) generado por las formas iniciales de 

todos los elementos de K. Si K — {ai,..., o^), en general los ideales K* y ( c j , . . . , a*) 

no coinciden. De hecho para todo n > O tenemos 

( a i , . . . , — (/n n (ai, . . . , Cr) + /n+l)/-ín+l! Y (1-1) 

(Cj,... = + /n+i)//n+i, para todo n > 0. (1.2) 

donde = f(a¿) para i = l,... ,r. 

El siguiente lema caracteriza cuando ambos ideales coinciden. 

Lema 1.6.1 Sean (A, tn) un anillo local, X = (In)n>o wa filtración noetheriana de 

ideales de A y K un ideal de A. Si K = {ai,..., ar), entonces 

r 
IC = (al,..., O ^ 4 n = J ] Vn > 1, 

¿=i 

donde pi := u(ai). 
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Demostración: Supongamos /„ fi Â̂  = Vn > 1. Entonces por las expre-

siones (1.1) y (1.2) es inmediato que K* = ( o j , . . . ,a*). 

Recíprocamente, supongamos K* = (a^ , . . . , a*). Entonces tenemos inclusiones K fi 

^n Q In-Pidi + In+I para todo n. Por tanto, n / „ = In-piai +K f] In+i para 

todo n, luego K f) In = f l t ^ i ( E L i + A" n /„+<) Ç f l í ^ i ( E¿=i In-piai + In+t) = 

S L i ^N-PIO-I por ser X fuertemente separada. • 

El siguiente resultado es una generalización al caso de filtraciones noetherianas del 

conocido criterio de Valabrega-Valla [VV]. Este criterio nos dice cuando una familia de 

formas iniciales del anillo es una sucesión regular. La demostración que daremos 

sigue esencialmente la misma línea que la original de [VV] y utiliza reiteradamente la 

propiedad de que toda filtración noetheriana es fuertemente separada. 

Proposición 1.6.2 Sean {A^m) un anillo local el = {In)n>o una filtración noetheriana 

de ideales de A. Si Xi,... ,Xr son elementos de A, entonces son equivalentes: 

(i) X j , . . . es una sucesión GAÇ^)-regular. 

(ii) xi,... ,Xr es una sucesión A-regular e fl ( x i , . . . , Xr) = ^n-piXi para todo 

n>l, 

donde pi := u(x¿). 

Demostración: (¿) (ii) Supongamos que x*, . . . es una (?(J)-sucesión regular y 

sea J = ( x i , . . . , Xr). Para ver la igualdad fl J = In-piXi, Vn > 1 procederemos 

por inducción sobre r. 

Supongamos que r = 1. Sea x € A tal que x* es regular en G{T). Entonces tenemos 

la igualdad de ideales (x)* = (x*). En efecto, si a € es un elemento no nulo, entonces 

a*x* ^ O y por tanto (ax)* = a*x* € (x*). Aplicando el Lema 1.6.1 tenemos el resultado 

en este caso. Supongamos r > 1 y sea a € ( x i , . . . ,Xr) fl /„. Entonces a = x + yxr 

con X € ( x i , . . . , Xr_i) e y Ç. A. Podemos suponer que a ^ ( x i , . . . , x^-i). Sea entonces 

t := max{m | a € ( x i , . . . , x^-i) + Xrlm} {i es finito ya que I es fuertemente separada). 

Así pues yXr € {In + (^i, • • • ,a;r_i)) Pl It+p^- Supongamos que t pr < n; entonces 

yXr € It+pr+i + (a^i, • • •, Xr-i) n It+p, y por tanto (yxr)* € ( x i , . . . , x^-i)*. Por otra parte 

y*xl = (yXr)* por ser x^ regular en G(X), y ( x i , . . . , x^-i) = (x^ , . . . , x*_i) por hipótesis 
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de inducción y el Lema 1.6.1. Entonces y* € (a;*,..., x*_i) . Así y G (2:1,..., 2:^-1) n 

It + /t+i y consecuentemente a € (x i , . . . ,a;r-i) + Xrh+i contradiciendo la elección de 

y. Por lo tanto í + Pr > Entonces a = a; + yx^ € ( (x i , . . . , x^-i) + x^In-pr) ^ /„ Ç 

{In n { X i , . . . , X r - l ) ) + Xr In—pr = Y f i = i I n - p i X i + X r i n - p r Por hipótesis de inducción. 

Veamos ahora que la sucesión xi,...,xr es regular. Sea a € ( x i , . . . , x¿_i) : x¿ 

con v{a) = n; entonces (ax¿)* = a*x* G ( x i , . . . , x¿_i)* = (x^ , . . . , x̂ L J . Luego a* € 

(x i , . . . y por tanto a e ( (xi , . . . ,x¿_i) + /n+ i ) H ( (x i , . . . ,x ,_ i ) : x¿). Entonces 

a = X + y con X e ( x i , . . . , x¿_i) eye In+i- Por tanto y e ( (x i , . . . , Xi_i) : x¿) íl /„4.I. 

Repitiendo el argumento sucesivamente y utilizando una vez más que X es fuertemente 

separada obtenemos a € n j>o((xi , . . . ,x¿_i) + = (x i , . . . ,Xi_i). 

(¿i) (i) Veamos primero las igualdades /„ D ( x i , . . . , Xj) = XILi-^^-pí^" P^^^ 

j = l , . . . ,r. Procediendo por recurrencia es suficiente demostrar el caso j = r — 1. Sea 

a € /„ n ( x i , . . . , Xr-i) Ç n ( x i , . . . , x^) = In-p.Xi. Por tanto a = YH^I ^ÍXÍ 

con bi 6 In-pii i = l , . - . , r . Así, b̂ -Xr G ( x i , . . . , x^-i) fl y por tanto br 6 

( x i , . . . , Xr-i) n In-pr poî  ser x i , . . . , Xr una A-sucesión regular. Obtenemos así la inclu-

sión n ( x i , . . . , Xr_i) Ç In-piXi + ( (x i , . . . , Xr-i) n In-p,)xr- Si = O obtenemos 

el resultado aplicando el lema de Nakayama. Si pr > O, podemos aplicar inducción sobre 

n para obtener el resultado. 

Veamos ahora que x i , . . . , x * es una (T(I)-sucesión regular. Sea a G A tal que 

a*x* e ( x j , . . . ,x*_j) con v{a) = n, entonces ax¿ € (x i , . . . ,x¿_i) + Escribiendo 

axi = z -{-b con ^ € ( x i , . . . , x¿_i) y 6 € /n+p¿+i obtenemos que b = YL\=\ ^^^^ ^ 

In+pi+i-p^. Así, a-bi € (x i , . . . ,x¿_i) : x¿ = (x i , . . . ,x,_i) y a € (xj )n /„ + /„+i 

y por lo tanto a* € (x^ , . . . , x*_i). • 

Sea X G A. Denotaremos por I / x a la filtración de ideales de .-V i.r; definida por 

(In + (x)/(x))„>o. El resultado anterior permite demostrar fácilmente lo siguiente: 

Corolario 1.6.3 Sean (A,m) un anillo local, X = (/„)n>o una filtración noetheriana 

de A y Xi,... ,Xr elementos de A. Supongamos que x* , . . . , x* es una sucesión Ga{I)-

regular. Entonces: 

. . . , X.)) - Ga{X)I{x\, . . . , X:)GA{X). 

Determinar cuando el anillo de Rees de una filtración es Cohen-Macaulay es un pro-



20 Preliminares 

blema difícil en general. Un resultado satisfactorio en este sentido es la caracterización 

de la propiedad Cohen-Macaulay del anillo de Rees en términos de la cohomologia local 

del anillo graduado asociado. La versión que presentamos aquí es de Viet [Vi] y gene-

raliza al caso de filtraciones noetherianas un resultado previo de Ikeda y Trung [TI] en 

el caso ádico. 

Proposición 1.6.4 [Vi, Theorem 1.1] Sean (A,m) un anillo local de dimensión d e 

X = (/n)n>o una filtración noetheriana de A con dimRiX) = á-l-1. Entonces 

[HÍ,{GAÍI))1 = o n ^ - 1 , ¿ = o, . . . , d - 1. 

[HÍf{GAÍX))l = O si n>0. 

En este caso, HÍJ{GA{X)) ^ para ¿ = O,.. . , á - 1. 

Cohen-Macaulay 

En particular, si A es un anillo Cohen-Macaulay se obtiene el siguiente resultado. 

Corolario 1.6.5 [Vi, Corollary 2.1] Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay de 

dimensión d e X = (/n)n>o wna filtración noetheriana de A con dimR{X) = d + 1. 

Entonces Ra{^) es Cohen-Macaulay si y solo si Ga{1-) es Cohen-Macaulay y a{GA{1-)) < 

0. 

Es por tanto interesante para el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay del anillo 

de Rees poseer información sobre el a-invariante del anillo graduado asociado. En el 

caso de filtraciones /-ádicas se tienen resultados que relacionan el a-invariante con el 

número de reducción de / . 

En [HZ] se demuestran para filtraciones buenas las siguientes acotaciones para el 

número de reducción (ver [Tri] para el caso de filtraciones ádicas) 

GA{X)) + s{X) < r{X) < reg(G^(J)). 

Si X es una filtración buena y p es un ideal primo de A, la sucesión de ideales 

definida por (2n 0 •^p)n>o ^p ^^^ filtración buena de Ap que denotaremos Xp. 

E n t o n c e s GA^Í^P) = GA{X) ® Ap y = RAÇL) ® Si / es u n i d e a l d e A 

denotaremos V(I) = {p € Spec(A) | p 3 /}. Las anteriores acotaciones de r(X) nos 

permiten demostrar el siguiente resultado utilizando las mismas técnicas que Ulrich en 

Ull]. (Ver también [AHT] y [JK].) 
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Teorema 1.6.6 Sean (A, m) un anillo local e X = {In)n>o una filtración buena de A 

con dispersión analítica s y número de reducción r. Sea A{Ii) = {p € V{h) 1 ^{^p) = 

ht (p)}; y supongamos que G{X) es Cohen-Macaulay. Sea J una reducción minimal de 

X. Entonces 

A{GAÍX)) ^ max{r(Ip) - S{XP) \ p € A{H)} 

= max I max{r(Ip) - s(Xp) | p Ç ^(/ i ) ,5(Jp) < s}, r - 51 

= max{r(Jp) - 5(Jp) | p € V'(/i)}. 

Además, 

r < rj{X) < reg(G^(X)) < a((?^(X)) + 

Nota 1.6.7 Notemos que si = r—s entonces r j ( J ) no depende de la reducción 

minimal J de Ii. 

Definición 1.6.8 Decimos que una filtración buena X = (/„)n>o es equimultiple si Ii 

es un ideal equimultiple, es decir si lit(/i) = s{Ii). 

Utilizando la Proposición 1.6.4 y el Teorema 1.6.6 podemos recuperar algunos resul-

tados conocidos cuando Ii es un ideal con desviación analítica pequeña. 

Corolario 1.6.9 [HZ] Sea X una filtración buena equimultiple. Supongamos que GA{X) 

es Cohen-Macaulay. Entonces a(G^(J)) = r ( J ) —s(J) y r{X) no depende de la reducción 

minimal J de X. 

Corolario 1.6.10 [HZ, Corollary 3.11] Sea X una filtración buena equimultiple. Supon-

gamos que A es Cohen-Macaulay y que ht {II) > 0. Entonces RA{X) es Cohen-Macaulay 

si y solo si GA{X) es Cohen-Macaulay y r{X) < h t ( / i ) . 

Diremos que I es un ideal genéricamente intersección completa si /i(/p) = ht ( / ) 

para todo p 6 Min(yl//). Si / es un ideal genéricamente intersección completa con 

desviación analítica uno, el Teorema 1.6.6 nos permite determinar el a-invariante del 

anillo graduado asociado a la filtración /-ádica de A. Recuperamos así los resultados 

obtenidos por Ribbe en [Ri] para ideales con número de reducción cero y de Goto-

Huckaba en [GH] para ideales con número de reducción positivo. 
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Corolario 1.6.11 Sea I un de A idealgenericamente intersección completa con ad(/) = 
1. Supongamos que GA{I) es Cohen-Macaulay. Entonces 

a{GAÍI)) = max{-ht ( /) , r ( / ) - ht ( /) - 1}. 

En particular, a{GA{I)) = - h t ( / ) sir{I) = O ya(C?^(/)) = r ( / ) - h t ( / ) - l sir{I) > 1. 
En este último caso, rj[I) = r ( / ) para cualquier reducción minimal J de I. 

Corolario 1.6.12 Sea I un ideal de A genericamente intersección completa con ad(/) = 
1 y ht (I) > 0. Supongamos que A es Cohen-Macaulay. Entonces RA{I) es Cohen-
Macaulay si y solo si GA{I) €S Cohen-Macaulay y r{I) < ht ( /) . 



Capítulo 2 

Relación entre las profundidades del 

anillo de formas y del álgebra de 

Rees 

2.1 Introducción 

Sean (A, m) un anillo local noetheriano de dimensión c?, X una filtración noetheriana 

de ideales de A, E nn A-módulo y E una filtración de E I-compatible. Consideremos 

los anillos RA{X), GA{^) y sus respectivos módulos ñ ( E ) y G(E). Sea J un ideal 

homogéneo de RA{X). El objetivo de este capítulo es relacionar los grados áepth.j^^E, 

depth^(Ä(E)) y depth^(G(E)). 

Nuestro principal resultado, el Teorema 2.3.1, así como su demostración, estan ins-

pirados en los trabajos de [TI], [HMl] y [Ma]. El teorema se obtiene relacionando los 

módulos de cohomologia local de E, ß(E) y G(E). Uno de los puntos claves para su 

demostración es la aplicación de la Proposición 2.2.5 que determina los valores de i para 

los cuales los módulos HJ{R{E)) y HJ{G{E}) son finitamente graduados. 

La Sección 2.2 está dedicada a la finita graduación de los módulos de cohomologia 

local con el propósito de demostrar la Proposición 2.2.5. 

En la Sección 2.3 ofrecemos la demostración del Teorema 2.3.1. La aplicación de este 

resultado en las Secciones 2.4 y 2.5 nos permite determinar la profundidad del módulo 

23 
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canónico de GA{^) en función de la profundidad del módulo canónico de A (Proposición 

2.4.4) y relacionar la condición de Serre de los módulos R(E) y G(E) (Proposición 2.5.1). 

En este capítulo recuperamos ios resultados de [Co . 

2.2 Finita graduación de los módulos de cohomo-

logía local 

Sea S = Sn un anillo noetheriano, graduado positivamente. Recordemos que 

un 5-modulo graduado N = finitamente graduado si Nn = O 

para todo n excepto un número finito. Sea J un ideal homogéneo de S. 

En general, es difícil determinar para que enteros i € Z los módulos de Hj{N) son 

finitamente graduados. La siguiente nota puede encontrarse demostrada en [Ma, Sección 

21. 

Nota 2.2.1 (i) N 5-finitámente graduado S+ C \/AnnsN. Además, si N es ¿'-finito 

generado vale el recíproco. 

(ii) N 5-finitamente graduado ^ Hj{N) finitamente graduado V?. Además, si 5o es 

un anillo local y N es 5-finito generado vale el recíproco. 

Definimos entonces los siguientes invariantes: 

gj(N) = sup{A; G Z tal que iy}(A'') es finitamente graduado V¿ < k}, 

tj{N) = sup{fc e Z tal que 5+ C y/AnnsH}{N) V¿ < k}. 

Notemos que depthj N < gj{N). 

Faltings en [Fa, Satz 1] prueba el resultado siguiente: 

supongamos que S un anillo noetheriano imagen homomorfa de un anillo regular. 

Sean J, K ideales de 5 y A'' un 5-módulo finito generado. Entonces 

sup{Â: € Z tal que K C ^JkiiïísH){N) Vz <k] = 

min {depth Np + ht (g/p)}. 
jO, g € Spec5 

K ^ p 

J + p Ç Ç 
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En [Ma] Marley prueba que si S, K y N son graduados en la fórmula anterior es 

suficiente considerar los ideales primos homogéneos de 5 y que gj{N) — tj(N) (igualdad 

probada por Ikeda y Trung en [TI] cuando So es local y J es el ideal maximal homogéneo 

de S). Agrupamos estos resultados en el siguiente lema (ver [Ma, Section 2] para su 

demostración). Denotamos HSpec S el conjunto de ideales primos homogéneos de S. 

Lema 2.2.2 Sea S un anillo noetheriano positivamente graduado, imagen homomorfa 

de un anillo regular y J un ideal homogéneo de S. Sea N un S-módulo finito generado. 

Entonces: 

9J{N) = tj{N) = min {depth N^ + ht (ç/p)}, 
jo, ç € HSpecS 

S+^P 

J + pCq 

Nota 2.2.3 Si S es catenario y pi C P2 C q son ideales primos de S entonces depth Sp^ + 

^ depth Sp2 + ht (q/pí)- Observemos pues que para el cálculo de gj{N) es sufi-

ciente considerar los ideales primos maximales del conjunto de ideales que no contienen 

A partir de ahora en toda esta sección {A, ra) es un anillo local noetheriano, E un 

A-módulo, X = {In)n>o una filtración de ideales A, E = (E„)„>o una filtración de E X-

compatible y J un ideal homogéneo de Denotaremos R := RA{X), G := GA{X)^ 

Como GA{X) ^ Ä^(X)/I, el Lema 2.2.2 nos permite relacionar GJ{RIE)) y ^j(G'(E)). 

Además, el siguiente lema nos será muy útil para tal fin. 

Lema 2.2.4 Sea P E Specß^i^) TO-I çwe RA{X)+ ^ P. Sea I = í?a(2^)+(1)- Suponga-

mos que I Ç. P y sea Q = P/Î € SpecG^(X). Entonces 

depthñ(E)p = depthG(E)Q + 1. 

Demostración: Sea a; € I un elemento homogéneo de R tal que xt ^ P (tal ele-

mento existe ya que R+ ^ P e lí = Veamos que a:i?(E)p = i?(E)+(l)p. No-

temos que es suficiente demostrar la inclusión i?(E)+(l)p Ç xR(E)p. Sea y e En+i, 
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entonces ^ = con G R{E) y la inclusión es ahora inmediata. Por lo 

tanto G{E)Q - (Ä(E)/ß(E)+(l))Q - R{E)P/R{E)+{l)p - R{E)p/xR{E)p. Aho-

ra es suficiente demostrar que x ^ Z(R(E)P). Supongamos lo contrario: entonces 

X £ q = (O IR f ) para algún primo asociado q de R, q Ç P. Así, {xt)f = OyxteqCP 

contradiciendo la elección de x. • 

Proposición 2.2.5 Supongamos que (A,m) es imagen homomorfa de un anillo local 

regular. Sea X una filtración noetheriana de A. Supongamos que R{E) es un RA{X)-

módulo finito generado. Sea I = J 3 I es un ideal homogéneo de RA{I) 

entonces: 

gj{R{E))=gj{G{E))^\. 

Demostración: Observemos que R y G son imagen homomorfa de un anillo regular 

por serlo A. Por lo tanto podremos aplicar el Lema 2.2.2. 

Veamos primero la desigualdad 5j(i?(E)) < gj{G{E)) + 1: para ello podemos supo-

ner 5'j(G(E)) < oo. Entonces gj{G{E)) = depth G(E)p ht (ç/p) para ciertos p,q € 

HSpec R donde P^R+YQDJ + P. Por el Lema 2.2.4 tenemos entonces 

gjiR(E)) < depth R{E), + ht (q/p) = depth G(E), + 1 -h hiq/p) = gjiG{E)) + 1. 

Para la desigualdad gj{G{E)) < gj(R{E)) - 1 podemos de nuevo suponer que 

gj{R(E)) es finito. Entonces 5'j(i?(E)) = depth i2(E)p ht (ç/p) para ciertos p,q E 

HSpecR con p ^ R+, q 2 J + P- Vamos a ver que existe p' e HSpecR tal que 

il,p)Çp'ÇqyR^^p'. 

Esto es inmediato si R+ ^ q. Si R+ Ç q localizando en qo = q f ) A podemos 

suponer que qo = Tn y que q es el ideal maximal homogéneo de R. En tal caso, si 

R+ Ç p' para todo ideal primo homogéneo p' D ( / ,p) tendríamos que R+ C 

Así, (/?+)"'' C ( / ,p) para cierto entero no. Por ser R noetheriano existe un entero k tal 

que 

In= 
ai+2a2-l hfcafc=n 

para todo n > 1. Consideremos la función ak{n) (introducida por Viet en [Vi]) definida 

como 

ak{n) = min Oi + h ük. 
ai+2a2H \-kai,=n 
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En el posterior Lema 2.2.6 veremos que existe un entero K Ç.Z tal que «¿(n) > no para 

todo n > K. Por lo tanto /f ' • • • I^T C (I^t, • • •, Ç (/ j í , • - •, Ç 

(ß^)a.(n) g e / „ r Ç Ç ( / ,p) V n > Así, In = /„+1 + Pn para todo 

n > K, donde p^ es la n-ésima componente del ideal primo homogéneo p. 

Por otro lado, como R+ p existe 1 < j < fe tal que Ijt^ ^ p. Pero pn+if^ i l j t ^ ) = 

C p, que implica Pn+i Ç para todo n ya que p es primo. Entonces 

4 = Pn + 4+1 = Pn + 4+2 = Ç\m>l{Pn + 4+m) = p„ V n > Ä" luegO Ç JO. ComO 

JO es primo esto implica que /?+ Ç j9 contradiciendo la hipótesis sobre p. 

Sea ahora Q = p'¡I. Como R es catenario, podemos aplicar la Nota 2.2.3 obteniendo 

gj{R{E)) = depth Ä(E)p + ht (ç/p) = depth + ht (ç/p') = depth C?(E)q + 1 + 

ht (ç/pO > ^j(G(E)) + 1 por el Lema 2.2.4. • 

Acabaremos esta sección con la prueba del lema técnico anunciado como Lema 2.2.6. 

Su utilización en la demostración de la Proposición 2.2.5 supone un ejemplo de como 

las demostraciones de resultados sobre filtraciones ádicas pueden adaptarse (no trivial-

mente) al caso general. 

Lema 2.2.6 Sea k nn entero positivo. Definimos para todo n > O 

ak{n) := min ai H h a^. c, G N. 
ai+2a2H |-Â:afc=n 

Si no > o, existe K tal que afc(n) > no para todo n > K. 

Demostración: Notemos que ak{n) > 1 Vn, k. X'amos a ver que 

si n = rk 

Entonces, tomando K > k{nQ — 1) + 1 obtenemos el resultado. 

Por definición o;i(n) = n para todo n, y si n = 1 , . . . , ^ entonces »¿(n) = 1 para todo 

k. Supongamos n > A; > 1. Si n = rfe y o i , . . . , Qfc es una familia de enteros positivos tal 

que Ol + 2a2 H + kak = rk debemos probar que ai + 02 H h ûfc > r. Supongamos 

primero que Ok ̂  0. Entonces ai + 2a2 + • • • -b {k — l)afc_i = k{r — a^) < kr = n con 

O < r — a¿ < r. Por inducción sobre r obtenemos ai + 02 + • • • + o,k-i > r — ük y por 

tanto Ol + 02 H + c ik>r . 
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Si ük = O, sea k' = max{z | a¿ ^ 0} < k. Entonces Oi + 2a2 H h k'ak' = n y por 

inducción sobre k obtenemos 

n, 
Ol + 02 + h öfc = Ol + 02 H h O/t' > ctk'{n) > [—] > 

n 
= r. 

donde [ ] denota la parte entera. 

Supongamos ahora que n = rk s con 0 < 5 < A; y sea o j , . . . , a^ una familia de 

enteros positivos tal que ai +2a2H l·kaf. = rk-\-s. Debemos probar que ai+a2-\ h 

ak>r + l . Si Ofc 0 entonces Ci + 2a2 + \-{k- l)afc-i = k{r - ak)s < k r s = n 

con Q<r — ak<ry por inducción sobre r obtenemos ai + «2 H h a^-i > r — ajt + 1, 

luego Ol + 02 H h Ofc > r + 1. 

Si ük = 0, sea k' como antes. Entonces, Oi + 2a2 + • • • + k'ak' = n y por inducción 

sobre k tenemos 

ai + 02 H h Ofc = Gl H h ak' > ocyin) = • 

Es fácil probar que en ambos casos ak'{n) > r + 1. • 

r' si n = r'k' 

r' + l si n = r'k' + s ' 

con 0 < s' < k'. 

2.3 Formulas para los grados 

Sean (A, m) un anillo local noetheriano de dimensión d, X una filtración de ideales 

de y un A-módulo. El siguiente resultado relaciona los grados de un ideal de R{X) 

en y los módulos blowup asociados a una filtración de E X-compatible. Consideremos 

Teorema 2.3.1 Sean (A,m) un anillo local; X una filtración noetheriana de A y J 

un ideal homogéneo de RA{X) conteniendo Sea E un A-módulo y E una 

filtración de EX- compatible. Supongamos que -ñ(E) es RA{X) finito generado. Entonces 

(i) depthjC?(E) < depthj i?(E) . 

(ii) dep th jG(E) < depth^n.1 E, y 

si depth j G(E) < depthjn^ E entonces depth j R(E) = depth j G{E) + 1. 
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Demostración: Tomando la completación m-ádica de A podemos suponer que A es 

imagen homomorfa de un anillo local regular (ver las Secciones 1.1 y 1.2). 

Consideremos las sucesiones exactas de ñ-modulos graduados 

O fí(E)+ ñ (E) £ O (2.1) 

O ^ Ä(E)+(1) ^ R{E) G(E) -> O (2.2) 

y sean g = dep th j G(E), r = depthji?(E), s = d e p t h E . 

De las sucesiones exactas (2.1) y (2.2) obtenemos las sucesiones exactas largas de 

cohomologia local 

• • - ^ Tj{R{E)) ^ H){E) ^ • • • (2.3) 

• • - Wj{R{E)^{l)) ^ H){Rm ^ H){G{B)) • • • (2.4) 

y tomando la componente de grado n tenemos las sucesiones exactas 

• • • i i}(Ä(E)+)„ ^ i/}(Ä(E))„ ^ ^ ^ • • • (2.5) 

• - • / f}(ß(E)+)„+i ^ i/}(i?(E))„ Tj{G{E))n ^ • • • (2.6) 

Es fácil ver que H}{E) = En particular, Hj{E)n = O para todo n ^ 0. 

Obtenemos así de (2.5) isomorfismos l í j ( i?(E)+)„ ic Hj{R{E))n para todo ¿ y n ^ O y 

de (2.6) isomorfismos ií}(i?(E)+)„+i ic iï}(i?(E))„ para todo i < g y todo n. Luego 

Hj{R{E))n ^ Hj{R{E))n+\ para n ^ -l e i < g. Por otra parte, por la Proposición 

2.2.5, gj{R{E)) = gj{GiE)) + 1 > y + 1, y por lo tanto H'j{R(E)) = O para todo i < g. 

Así d e p t h j C?(E) < dep th j R{E} y (i) está probado. 

Para (ii) supongamos lo contrario. Entonces s < g. De la sucesión exacta lar-

ga (2.5) tenemos O ^ H'j{E) H'/\R{E)+)o ya que r > ^ > 5 en virtud de 

(i). Luego ^j+^(Ä(E)+)o ^ 0. De (2.6) obtenemos las inyecciones / i j+^(Ä(E)+)„ 

^^•^^(^(E))«-! para todo n ya que Hj{G(E)) = O, en particular para n = O obte-

nemos ^ 0. Teniendo en cuenta que para todo n ^ O tenemos iso-

morfismos H ' / \R{E)+) r^ ^ H ' / \ R i E ) ) n , obtenemos inyecciones H ' / \ R { E ) ) n ^ 

iy5+^(Ä(E))„_i para todo n ^ O, y como Hp-\R{E)).i ^ O entonces H'/\R{E)) 
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no es finitamente graduado, lo cual implica gj{R{E)) < á + l < 5 ' + l < 5'j((?(E)) + 1. 

Esto es una contradicción con la Proposición 2.2.5. 

Además, si g < s de (2.5) obtenemos H}(R{E)+)n ^ H'j(R(E))n para todo i < g 

y de (2.6) las inyecciones íí}(i?(E)+)„+i ^ ff}(i?(E))n para todo n y i < g. Por lo 

tanto ff}(ñ(E))n+i ^ Wj{R{E))n para i < g. Así, Wj{R{E)) = O si î < ^ ya que 

gj{R{E)) = gj{G{E)) + 1 > 1 obteniendo r > g- + 1. Por otra parte, de (2.3) y (2.4) 

obtenemos respectivamente - y H'j{G{E)) -

para todo i < r — 2, por lo que Hj{G{E)) si ¿ < r — 2. En particular, si 

r > g + 2 tendríamos Hj{G{E)) O y por tanto g = s, contradiciendo 

nuestra hipótesis. • 

Para J = A^, el ideal maximal homogéneo de RA{X), obtenemos el siguiente corola-

rio. 

Corolario 2 .3 .2 Sean [A^ m) un anillo local, X una filtración noetheriana de A, E un 

A-módulo y E una filtración de E X compatible. Supongamos que R{E) es un RA{X)-

módulo finito generado. Entonces: 

(i) depth G(E) < depth i?(E). 

(ii) depth G'(E) < depth y 

si depth G(E) < depth ÍJ entonces depth Ä(E) = depth (?(E) + 1. 

(Hi) Si 0¿ep thG(E ) ( ^ (E) ) < O, entonces depth i?(E) > depth C?(E) + 1. 

Demostrac ión: (z) y (ii) se obtienen directamente del Teorema 2.3.1 teniendo en cuen-

ta que í f ^ ( G ( E ) ) Hj^{G{E)) donde M = A i / I es el ideal maximal homogéneo de 

G{X). Vamos a probar (iii). Sea g — depth (?(E). Como depth Ä(E) > g es suficiente 

ver que H^{R(E)) = 0. De la sucesión exacta larga (2.5) para J — M obtenemos 

H%i(R{E)+)n ^ H^(R{E})n para todo n O, y por tanto de (2.6) obtenemos in-

yecciones H%¡{R{E))n+i ^ H%i{R{E))n para todo n - 1 . Por otra parte, como 

^A<(ß(E)) = gM{G{E)) + 1 > 5f - H por la Proposición 2.2.5, i i ^ ( ß ( E ) ) es finita-

mente graduado y en particular F ^ ( i ? ( E ) ) „ = O para n < 0. Así H%^{R{E))n = O 

para n < —1. Además para n > O tenemos por hipótesis que H%^{G{E))n = O y por 
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tanto isomorfismos - Como El^(R(E))n = O para n » O 

tenemos = O para todo n > 0. • 

En particular, para E = I tenemos: 

Teorema 2.3.3 Seal una filtración noetheriana de A y J un ideal homogéneo de RAÍ"^) 

conteniendo Entonces 

(i) depthjG^(I) < depthjRAil). 

(ii) d ep th jG^( I ) < depthjn^ A, y 

si depth j GAÇC) < depthj,-,^ A entonces depth j RA{1) = depthj + 1. 

Corolario 2.3.4 Sean X una filtración noetheriana de A. Entonces 

(i) depth < depth 

(ii) depth < depth A, y 

si depth < depth A entonces depth = depth + 1. 

(iii) Si 0¿epthG^(J)('^-4(2:)) < O, entonces depth > depth + 1. 

Nota 2.3.5 Del Corolario 2.3.2 (ii) obtenemos que si E es Cohen-Macaulay y G(E) 

no es Cohen-Macaulay entonces depth i?(E) = depth G(E) + 1. Si además dimÄ(E) = 

dim£^ + 1 entonces jR(E) no es Cohen-Macaulay. Notemos también que si G(E) es 

Cohen-Macaulay y a(G(E)) < O entonces dimi?(E) = d imE + 1. 

Como aplicación de Corolario 2.3.4 obtenemos los siguientes resultado;. 

Corolario 2.3.6 Sea A un anillo local regular de dimension d y 1 una filtración noet-

heriana de A con h t / i > 0. Entonces depth/?4(X) = depth + 1. 

Demostración: Notemos que dimi?(J) = á-f 1 ya que h t / i > 0. Si G{1) no es C.M. 

la afirmación es cierta por el Corolario 2.3.4 (ii). Además, G{X) es C.M. si y solo si 

R{X) es C.M. por el resultado probado por Lipman [Li3, Theorem 5] (ver también Goto 

Go]). Por tanto la afirmación también es cierta en este caso. • 
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Ejemplo 2.3.7 Sea A un anillo local regular y p / O un ideal primo de A. Consideremos 

RsiP) 

y supongamos Rs{p) es noetheriano. Entonces depth = depth Gs(p) + 1. Este 

caso particular fue estudiado por Goto, Nishida y Shimoda [GNS, Theorem 2.1] cuando 

dim A = 3 y dimA/p = 1. 

Corolario 2.3.8 Sea S = 0„>o SN un anillo graduado noetheriano con SQ anillo local. 

Consideremos la filtración X'^ := Si «¿epthsí'^) ^ ^ entonces depth i?(J') > 

depth 5 + 1. En particular, si S es Cohen-Macaulay y a{S) < O entonces R{X') es 

Cohen-Macaulay. 

Demostración: Sea m el ideal maximal de S'ò y Ai = m © M' = Ai ® R{X')+, 

M" respectivamente los ideales maximales homogéneos de 5, Rs{X') y Rsj^{X'j^). En-

tonces depth 5 = depth depth = depth Äs(Z^^m' = depth = 

d e p t h y GSMÍ^'M) = Gs{X') ®s SM = G{X') - S como anillos graduados. 

Aplicando el Corolario 2.3.4 (iii) a la filtración noetheriana X'ĵ  de Sm obtene-

mos que depth > depth Gs^ (J^^) + 1 ya que = 

«depthsí'^) < O' y depth > depth 5 + 1. • 

Si S es el álgebra de Rees de una filtración noetheriana recuperamos un resultado 

de Goto y Nishida [GNi, Part II, Corollary 6.4]: 

Ejemplo 2.3.9 Sea A un anillo local y X una filtración noetheriana de A con ht h > 0. 

Consideremos el algebra de Rees R{X) y la filtración = ß(X)m = ^rn-

Si R{X) es Cohen-Macaulay, entonces adepthjí(2:)(^(^)) = = - 1 < O (ver [GNi, 

Part II, Lemma 3.3]) y por tanto R{X') es también Cohen-Macaulay. 

El siguiente resultado es una generalización al caso de filtraciones de módulos de un 

resultado de Viet [Vi] (ver la Proposición 1.6.4 de los preliminares) para filtraciones de 

ideales de A. 
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Proposición 2.3.10 Sean (A, m) un anillo local, I = (/n)n>o una filtración noetheriana 

de A, E un A-módulo y E = (£'n)n>o una filtración de E I-compatible. Supongamos 

que RÇE) es un RA{X)-módulo finito generado y que dim-ß(E) = + 1. Entonces: 

= 0 s i n ^ - 1 , = 0 , . . . , d i m £ ; - 1. 
R{E)es Cohen-Macaulay'¡^ 

En este caso, H)^ (G(E)) - Hl{E) para ¿ = O, . . . , dim ¿J - 1. 

Demostración: Considerando las sucesiones exactas largas de cohomologia local 

(2.5) y (2.6) podemos proceder como en [Vi] para obtener el resultado. 

(<í=) Veamos que H)^{R{E)) = O para todo i < dimE. De (2.5) y (2.6) obtenemos 

isomorfismes H\^{R(E))n+i ^ H}^{R(E))n para todo n ^ —l y todo ¿ = O,. . . ,dimE — 

1, isomorfismos ^ para n > O y también inyecciones 

^ para todo n - 1 . Por lo tanto es suficiente ver 

que Hj^{R{Ei)) es finitamente graduado para todo i < dimE. Por la Proposición 2.2.5 

gM{R{E)) = 5'>í(G(E)) + 1 > d i m £ + l . Así, H%i{R{E)) es finitamente graduado para 

todo i < dim E. • 

En el caso que E sea Cohen-Macaulay obtenemos el siguiente resultado. 

Corolario 2.3.11 Sean (A, ra) un anillo local, X = (/„)tí>o una filtración noetheriana 

de A, E un A-módulo Cohen-Macaulay yE = (En)n>o una filtración de E I-compatible. 

Supongamos que R{E) es un RA{I)-módulo finito generado y que dimi2(E) = dimE' + l . 

Entonces: 

R{E) es Cohen-Macaulay ^ G(E) es Cohen-Macaulay y a{G{E)) < 0. 

N o t a 2.3.12 Notemos que la implicación se obtiene también por el Corolario 2.3.2 

(iii). 

2.4 El módulo canónico 

Sea (A, m) un anillo local noetheriano de dimensión á, X una filtración de ideales de 

A y E un A-módulo. 
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Sea E = (EN)N>Q una filtración del A-módulo E. Sea / € Z un entero arbitrario. 

Denotaremos por ^E a la filtración del A-módulo Ei definida por 'E„ = En+i, donde 

EN+i = E si n +1 < 0. Si Z es una filtración de ideales y E es J-compatible, entonces ^E 

es X-compatible. Notemos que °E = E. Denotaremos también por c(E) al invariante de 

E definido como a(E) = max{n \ EQ = EI = • • • = EN}- El siguiente resultado relaciona 

las profundidades de los módulos blowup asociados a 'E con las de los módulos blowup 

asociados a E. 

V 

Corolario 2.4.1 Sean (A, m) un anillo local, X = {In)n>o 'ana filtración noetheriana de 

A, E un A-módulo ¡/ E = (En)n>o v-na filtración de E X-compatible. Supongamos que 

i2(E) es un RA{X)-módulo finito generado. Sea r e Z un entero no negativo. Entonces: 

(i) deptliÄ(-'-E) > depthG(E). 

(ii) deptli(9(E) < depths: deptliÄ(-'-E) = depthG(E) + 1. 

(iii) r < -adepthG(E)(^(E)) depthß(-'-E) > depthG(E) + 1. 

En particular, si E es Cohen-Macaulay: 

(iv) G{E) no Cohen-Macaulay depth/2(-"E) = deptliG(E) + 1. 

(v) Supongamos que dimi?(E) = dim£^ + 1. Entonces, 

R{~''E) es Cohen-Macaulay G(E) es Cohen-Macaulay y r < - a (G(E) ) . 

Demostración: Notemos que G(~''E) = G(E)(—r). En particular tenemos las igual-

dades depthGí(-'·E) = depthG(E) y c¿{G(-'-E)) = ai(G(E)) -f r. Por lo tanto (i), (ii) 

y (iii) se obtienen inmediatamente del Corolario 2.3.2. (iv) es un caso paticular de (ii). 

Para probar (v) podemos aplicar la Proposición 2.3.10. • 

Si en el corolario anterior tomamos E = X = (I")n>o recuperamos ios siguientes 

resultados de Morey, Noh, Vasconcelos en [MNV] y de Herzog, Simis y Vasconcelos en 

HSV3]. Siguiendo las notaciones de [MNV] y [HSV3], si r es un entero denotaremos 

por {i,tY := A e Ai ® • • • e ® ®. • • = r{-^x). 
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Corolario 2.4.2 [MNV, Proposition 1] Sean A un anillo local Cohen-Macaulay e I un 
ideal de altura positiva. SÍGA{I) no es Cohen-Macaulay y grade(G^(/)+) > O, entonces: 

d e p t h ( M r > í 
[ depthG^(/) sir>l. 

Demostración: Por el Corolario 2.4.1 (ii) tenemos que depth(l,í)' ' = depthG^(/) + 1 
para todo r > 0. O 

Corolario 2.4.3 [HSV3, Theorem 2.6] Sean A un anillo local Cohen-Macaulay e I un 
ideal con grade(/) > 2. Supongamos que RA{I) es Cohen-Macaulay. Entonces es 
Cohen-Macaulay si y solamente si r < —a(G^(/)) — 1. 

Demostración: Por el Corolario 2.3.11 tenemos que GAÍI) es Cohen-Macaulay. Apli-
cando ahora el Corolario 2.4.1 (v) obtenemos el resultado. • 

Supongamos que A tiene módulo canónico KA- Sea 1 una filtración noetheriana de 
ideales de A con dimi?(J) = d + 1. Sean KR^(I) y respectivamente los módulos 

canónicos de RA{^) y GA{1)- Trung, Viet y Zarzuela [TVZ] demuestran que si R{X) 

es Cohen-Macaulay entonces existe una filtración K = {Kn)n>o de KA X-compatible 
y noetheriana tal que KR^(I) 0 „ > i Kn y KG^{I) ^ 0 „ > i Kn-i/Kn- En este caso 
podemos utilizar los resultados anteriores para determinar la profundidad del módulo 
canónico de GA{X) en función de la del módulo canónico de A. 

Proposición 2.4.4 Sean (A,m) un anillo local el = {In)n>o una filtración noetheriana 
de ideales de A con dim = d-t 1. Supongam.os que RA{X) es Cohen-Macaulay y 
que a(G'^(X)) < —2. Entonces: 

depth/l'G^(2:) = depth/í^. 

Demostración: Sea K = {Kn)n>o la filtración de KA tal que ä'ä^(j) ^ ©„>1 Kn = 
R{'K){-1) y Ka^ii) ^ = G(K)(-1) . Como = - m i n { n | 

.KGA{i)]n 0} < - 2 por hipótesis, tenemos que c(K) > 1. Es decir, Ka ^ Kq = Ki. 
Por lo tanto depthÄ'GA(i) = depthG(^K). Luego, en este caso, tenemos que KR^(X) 
y -^G^(i) pueden tomarse respectivamente como el anillo de Rees y el anillo graduado 
asociado a una filtración del A-módulo KA-
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Como R{I) es C.M., también lo es su módulo canónico. Luego, es C.M. Por 

otra parte, por el Corolario 2.3.2 tenemos deptliÄ"G;̂ (x) = deptliG(^K) < deptli/i'^· 

Supongamos que depthG(^K) < depth/i'^^; entonces el Corolario 2.3.2 asegura que 

depthi?(^K) = depthG(^K) + 1 < depthÜT^ + 1 < á + 1 contradiciendo las hipótesis. • 

2.5 La propiedad de Serre 

Vamos ahora a estudiar la condición de Serre los módulos blowup utilizando las 

técnicas y resultados del Teorema 2,3.1. El siguiente resultado está probado para el 

caso de filtraciones de ideales ádicas por Aberbach, Huneke y Trung [AHT, Theorem 

6.8] mediante métodos distintos. 

Proposición 2.5.1 Sean (A,m) un anillo local, X— (/„)n>o wna filtración noetheriana 

de A, E un A-módulo y E = {En)n>o wna filtración de E I-compatible con dimi2(E) = 

dim£' + 1. Supongamos que i?(E) es un R{X)-módulo finito generado. Si E satisface 

Sk+i entonces: 

r ^ I (j(E) satisface Sk 
R{E) satisface Sk+i ^ i 

[ i?(Ep) es Cohen-Macaulay'^p D h con dim^p < k. 

Demostración: (=>) Supongamos que R(E) satisface Sk+i y sea Q un ideal primo de G. 

Probaremos que depthG(E)Q > min{dimG'(E)Q,fc}. Notemos que es suficiente consi-

derar ideales primos homogéneos. Sea P € Spec/? tal que Q = P/l y sea p = P n A. Lo-

calizando en p podemos suponer que p = m ya que depthG(E)Q = depthe(j^)^G(Ep)Q. 

Si P ^ por el Lema 2.2.4 depthG(E)Q = depthÄ(E)p - 1 > min{dimÄ(E)p, fc -1-

1} - 1 = min{dimi?(E)p - = m i n { d i m G ( E ) Q , y a que R(E) satisface y 

G{E)Q ^ R{E)p/xR{E)p para cierto elemento x regular en R{E)p (ver la demostración 

del Lema 2.2.4). 

Supongamos P D Entonces P = A^, el ideal maximal homogéneo de R. 

Por el Teorema 2.3.3 (ii), depthG(E) < dep ths y si depthG(E) < dep th s entonces 

depthG(E) = depthi?(E) - 1; por tanto depthG(E)Q = depthgGÍE) = depthpÄ(E) -

1 = depthñ(E)p - 1 > min{dimñ(E)p, fc -F 1} - 1 = min{dimG(E)Q, fc} ya que fí(E) 



Propiedad de Serre 37 

satisface S'fc+i y diini?(E) = dimG(E) + 1. Supongamos depthG'(E) = depth£^, en-

tonces depthG(E)Q = depthEp > min{dini£;p,fc + 1} = min{dimG(E)Q,/c + 1} > 

min{dimG(E)Q, ya que E satisface Sk+i-

Sea ahora p un ideal primo de A tal que p D Ii y dim Ep < k. Queremos ver que R{Ip) 

es C.M. Considerando P = (p, R+) en Speci? es suficiente probar que Ä(E)p es C.M. ya 

que éste es la localización de R{Xp ) en el único ideal maximal homogéneo de Jp ). Como 

i?(E) satisface 5^+1 obtenemos depthi?(E)p > min{dimi2(E)p, fc + 1}, y por tanto es 

suficiente ver que dim i?(E)p <k + l. Pero dim Ä ( E ) P < dim £;P + l < h t p + l < / t + l . 

(<í=) Sea P un ideal primo de Speci?. Veamos que ahora que tenemos la des-

igualdad depthfí(E)p > min{dimñ(E)p,fc + 1}. Como antes es suficiente conside-

rar ideal primos homogéneos. Sea p = P fl A. Si p ^ /i entonces R{Xp) = Ap[t] y 

R{Ep) = Eplt] ya que Ap = (/f)p Ç {Qp y Ap{En)p Ç (Ä„+i)p. Entonces Ä(Ep) satis-

face Sk+i y R(Ei)p también satisface Sk+i por ser una localización de R{Xp). De hecho, 

depthÄ(E)p > depthfí(£;p) = depth£;p[t] > min{dim£;p[í], fc-f 1} = min{dim^p + l, + 

1} > min{dimfi(E)p,fc-H}. 

Supongamos p D /i . Localizando en p podemos suponer p = m. Si P ^ I podemos 

considerar un elemento x = ai" ^ P, a Ç. In+i- Entonces t = ^ ^ ^ ç R^ y R^ = 

A[t]x. Luego, i2(E)a; = E[t]x y i?(E)p satisface Sk+i porque es una localización de 

R(E)x. Supongamos P D l- Sea Q = P/l G SpecG. Si P ^ podemos concluir 

como en la primera parte de la prueba de (=>). Si P D Ä+ entonces P = M y 

por el Teorema 2.3.3(ii) depthG(E) < depth£;. Si depthG(E) < depthí^ entonces 

depthP(E)p = depthG(E)Q -K 1 > min{dimG(E)í3,/:} + 1 = min{dimP(E)p, A; -f 1}. 

Supongamos ahora que depthG(E)Q = depthEp. Si dim£p < k entonces R{Ep) es 

C.M. por hipótesis y también lo será P(E), de hecho depthP(E)p = depthP(Ep) = 

dim£Jp + 1 > min{dimP(E)p,Ä + 1}- Si dimi^p > fc 1 por el Teorema 2.3.3(i) 

depthß(E)p > depthG(E)Q = depthí^p > min{dimí;p, fc-1-1} = min{dimß(E)p,fc + 1 } 

ya que E satisface Sk+i y dimP(E)p = dim^Bp 1 > A; -f-1. • 

Nota 2.5.2 Notemos que para probar que la propiedad Sk+i de P(E) implica la pro-

piedad Sk para G(E) es suficiente que E sea Sk-

En particular para filtraciones de ideales tenemos: 
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Proposición 2.5.3 Seal = (/„)n>o una filtración noetheriana de A tal que ht [Ii) > O 
y supongamos que A satisface Sk+i- Entonces: 

satisface Sk+i < satisface S^ 
[ RAJ,(TP) es Cohen-Macaulay Vp D /i con htp < k. 

Como consecuencia de la Proposición 2.5.3 obtenemos el siguiente resultado probado 
en el caso ádico por Noh y Vasconcelos. 

Proposición 2.5.4 [NV, Theorem 2.2] Supongamos que A satisface Sk+i y sea X = 
{In)n>Q una filtración noetheriana de A. Si h.tli>k + l, entonces RA{I) satisface Sk+i 
si y solo si GaÇX) satisface Sk-

Sea / un ideal de A. Diremos que el módulo canónico KR^J^ de RA{X) tiene la forma 
esperada si A^ííi) = At®- • • • para algún r > 0. Los resultados anteriores 
nos permiten obtener el siguiente resultado de Herrmann, Hyry y Korb [HHK . 

Corolario 2.5.5 [HHK, Lema 5.1] Sean (A,m) un anillo local e I un ideal de A de 
altura positiva tal que el módulo canónico Kfi^^) tiene la forma esperada. Sea k un 
entero tal que A y RA{I)satisfacen Sk- Entonces también satisface Sk-

Demostración: Äh(/) = AtB-'-eAfelf"^^®--- para r = - ( a ( G ( / ) ) +1) . Es decir, 
considerando J = (/")n>o, Por lo tanto, aplicando el Teorema 
2.5.1 es suficiente ver que satisface Sk-i Y que es C.M. para todo 
p 2 / con ht p < - 1. 

Por otra parte, como A y R(I) satisfacen Sk, por la Proposición 2.5.3 tenemos 
que G{I) satisface Sk-i Y Â(-̂ p) es C.M. para todo p ^ I con htp < k — 1. Como 
G{I){-{r - 1)) = es suficiente ver que es C.M. para todo p D / 
con h tp < k — 1. Sea p 2 con h tp < k — 1. Entonces Ap es C.M. ya que A 
satisface Sk- Ahora, aplicando el Corolario 2.3.11, es suficiente ver que 
es C.M. y < 0. Es inmediato que depthG'(-^'-^)Jp) = depthCÍ/p) y que 
a(G(-<'-i)jp)) = a{G{Ip))+r-l = a{G{Ip))-a{G{I))-2. Por otra parte G(/p) es C.M. 
de nuevo por el Corolario 2.3.11. Luego habremos concluido si a{G{Ip)) — a{G{I)) < 0. 
Ahora bien, - (^h(/))p (ver [GNi, (2.10)]) y por tanto a{G{Ip)) < a{G{I)). • 



Capítulo 3 

Fórmulas para la profundidad de los 
anillos graduados asociados a un 
ideal 

3.1 Introducción 

Sean (A,in) un anillo local noetheriano Cohen-Mac au lay de dimensión d e I un ideal 

de A. El objetivo de este capítulo es calcular la profundidad de los anillos graduados 

asociados a / en función de las profundidades de los anillos .4//". La dificultad aumenta 

cuanto mayor es el número de reducción del ideal. Aquí obtenemos resultados para el 

caso en que el número de reducción es menor o igual que 2 y la desviación analítica 

es menor o igual que 1. Expondremos a continuación los resultados conocidos en este 

sentido. 

Supongamos que I es un ideal equimúltiple, es decir ad(/) = 0. Si r{I) = O, 

equivalentemente si I esta generado por una sucesión regular, el anillo GA{I) es isomorfo 

al anillo de polinomios en variables con coeficientes en A / / y por tanto es Cohen-

Macaulay. Además, tenemos por Barshay [Ba] que el anillo de Rees RA{I) es siempre 

Cohen-Macaulay. 

Si r(I) = 1 Ikeda y Trung en [TI] obtienen el siguiente resultado. 

39 



40 Formulas para la profundidad 

Proposición Sea I un ideal equimultiple con r{I) = I y supongamos ht ( / ) > 2. En-
tonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) Ají es un anillo Cohen-Macaulay. 

(ii) GA{I) es un anillo Cohen-Macaulay. 

(iii) RA{Í) es un anillo Cohen-Macaulay. 

Si r{I) = 2 e / = m, Sally prueba en [Sal] que G(tn) es Cohen-Macaulay. En [TI 
obtiene la siguiente generalización. 

se 

Proposición Sea I un ideal equimultiple con r ( / ) = 2. Supongamos que ht (1) > S y 

GA{I) es un A/I-módulo plano. Entonces las siguientes condiciones son equivalentes: 

(i) Ají es un anillo Cohen-Macaulay. 

(ii) GA{I) es un anillo Cohen-Macaulay. 

(iii) RA{I) es un anillo Cohen-Macaulay. 

Supongamos ahora ad(/) = 1. Si r ( / ) < 1 Huckaba y Huneke obtienen en [HHl] y 
HH2] lo siguiente: 

Proposición Sea I un ideal de altura positiva con ad(/) = 1 y genericamente intersec-
ción completa. Si r{I) < 1 las siguientes condiciones son equivalentes 

(i) àepthA/I > dim A/1 - 1. 

(ii) GA{I) un anillo Cohen-Macaulay. 

(iii) RA{I) 65 un anillo Cohen-Macaulay. 

Zarzuela en [Zar] obtiene en este caso las siguientes fórmulas para las profundidades 
de GA{I) y RA{I)I que extienden los resultados ya conocidos de Brodmann [Br] para 
ideales casi intersección completa (ad(/) = 1 y r(I)=0). 
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Proposición Sea I un ideal de A. Supongamos ht (/) > l, ad(/) = l y genericamente 
intersección completa. Si r{I) < 1 entonces: 

(i) depthG^(/) = mm{dimA, dep th^ / / + ht (J) + 1}. 

(ii) depthß^( / ) = miii{dimA + 1, depthA// + ht (/) + 2}. 

Para r ( / ) < 2 Goto y Nakamura en [GNl] obtienen el siguiente resultado. 

Proposición Sea I un ideal con ad(/) = 1 y genericamente intersección completa. Su-
pongamos que A/1 es un anillo Cohen-Macaulay. Si r{I) < 2 las siguientes condiciones 
son equivalentes. 

(i) dep thA/P > dimA/J - 1. 

(ii) GA{I) un anillo Cohen-Macaulay. 

Entonces RA{I) 65 Cohen-Macaulay si dimi4 > 3 y DIMA/I = 1. 

Notemos que GA{I) puede ser Cohen-Macaulay sin serlo A j í (ver los ejemplos de 
Huckaba y Huneke en [HHl, Section 4]). 

Los resultados que obtendremos aquí proporcionan fórmulas para la profundidad de 
GA{I) en los casos siguientes. En el caso equimultiple y número de reducción menor o 
igual que 1 veremos: 

Teorema 3.1.1 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple 
de A. Supongamos r{I) < 1. Entonces: 

depthG A{I) = depthA/I + ht (/). 

En particular, este resultado nos permitirá recuperar el de [TI . 

Para r{I) <2 obtenemos el resultado siguiente. 

Teorema 3.1.2 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple 
íntegramente cerrado de A. Supongamos que r(I) < 2. Entonces: 

min{depthA//, depthA//^} + ht (/) - 1 < 

depthí?A(/) < 
min{depthA/7, depthA//^} + ht (/). 

Además, 
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(i) si depthA/P < d e p t h s / / entonces depthG^Í/) = depthyl//^ + ht (/) , y 

(ii) si depthA/J < depthA//^ entonces depthGA(/) = depthA// + ht ( / ) - 1 

Si I es un ideal con ad(/) = 1 y r(I) < 2 obtenemos: 

Teorema 3.1.3 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A con 

ad(/) •= 1 y genericamente intersección completa. Supongamos r{I) < 2. Entonces: 

min{depthA//, depthA/P} + ht ( / ) < 

depthCxi/) < 

inin{depthA//, depthA/P} + ht (/) + 1. 

Además, 

(i) si depthA/P < depth A/1 entonces depthG^^(/) = dep thA/P + ht ( / ) + 1, y 

(ii) sidepthA/I < depthA/P entonces depthC^Í/) = depthA// + ht ( / ) s ¿h t ( / ) > O 

y depthGa{I) = d e p t h s / / si ht ( / ) = 0 y depth.4// <d-l. 

Recordemos que un ideal es puro si no tiene primos immersos. Notemos también 

que el Teorema 3.1.3 cubre el resultado de [GNl . 

En las Secciones 3.2, 3.3 y 3.4 probamos respectivamente los Teoremas 3.1.1, 3.1.2 

y 3.1.3. Aplicaremos estos resultados, en la Sección 3.5. para el estudio de la profun-

didad de los correspondientes anillos de Rees y, en la Sección 3.6, para el estudio de la 

profundidad de los anillos graduados asociados a las potencias de un ideal con número 

de reducción menor o igual que dos y desviación analítica menor o igual que uno. 

Para las demostraciones de los Teoremas 3.1.1, 3.1.2 y 3.1.3 nos reduciremos al caso 

de ideales de altura cero. Concluiremos esta sección con los siguientes lemas que nos 

serán útiles a lo largo del resto del capítulo para reducirnos a este caso. 

Lema 3.1.4 [Hu, Proposition 2.2] Sea (A,m) un anillo local e I un ideal de A. Su-

pongamos que a £ I satisface (a) n = aP para todo n > 0. Sea Ai = A/{a) e 

Il = I/{a). Si a forma parte de un sistema minimal de generadores de una reducción 

minimal de I, entonces s( / i) = s{I) — 1. 
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Lema 3.1.5 Sean (A,m) un anillo local e I un ideal de A. Sea ai,...,ak una suce-

sión de elementos de I \ P y la sucesión de sus formas iniciales en GA{I)-

Supongamos que al,..., al es una sucesión regular en GA{I)- Consideremos el anillo 

Ak := A/{ai,...,ak) y el ideal h := I/{ai,... ,ak). 

(1) Si áe-pÚiAlP < depthA//, entonces depthAfc//| = depthyl//^. 

(2) Si depthA// < depthA//^ entonces depthAk/Il = d e p t h s / / - 1. 

(3) Si depthA/I = depthA//2, entonces depthAfc//^ > depthA// - 1. 

Demostración: Recordemos que por el criterio de Valabrega-Valla tenemos que la 

sucesión ai,...,au es regular en A y que (ú!i,...,a¿) f] P •= ( a i , . . . , a ¿ ) / para todo 

i = l,...,k. 

Consideremos el morfismo AjP —v Aijll cuyo núcleo (ci)/(ai) fl = (a i ) / (a i ) / 

es, teniendo en cuenta la observación anterior, isomorfo a Ají. Aplicando el depth-

lemma a la sucesión exacta 

O — ^ A / I — ^ A I P —^ A1//2 —i O 

obtenemos 
d e p t h s / / > deptíiA//2 = depthAi//f , o bien 

depth A/P > depth A / / = depth Ai/Jj^ + 1, o bien 

depthAi//f > depthA// = depthA//^ 

Reiterando el anterior argumento tenemos para todo i = 1,... ,k-l sucesiones exactas 

O MI h A l l f A i + i l l l , O 

de las que se obtiene, aplicando de nuevo el depth-lemma, 

depthA// > depthAi//? = depthA¿+i//?+i, o bien 

depthAillf > depthA// = depthAi+i//f+i + 1, o bien 

depthA¿+i//4i > depthA// = depthA¿//f, 

teniendo en cuenta que A¿//¿ íí A / / . 

Distingamos ahora los casos (1), (2) y (3). 

(1) Si depthA//^ < depthA// es entonces immediato a partir de las desigualdades 

anteriores que depthA,//^ = depthA//^ para todo i =l,...,k. 
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(2) Si depthyl// < depthA/P, entonces depthAi//i^ = d e p t h A / / - ! . En particular, 

depthAi/Zf < depthA/I y por (1) tenemos depthA¿//? = depthAi//f = d e p t h A / / - 1 

para todo i — 1 , . . . , fe. 

(3) Supongamos ahora que depthA// = depthi4//^. En este caso puede ocurrir 

depthA// = depthA//^ = depthAi//i^,o bien 

depthA/P = depthA/I = depthAi/If + l , o bien 

dep th^ i / / f > d e p t h s / / = depthA//2. 

Si depthAi//f = depthyi// —1, por (1) tenemos que depthAi/Jj^ = • • • = depth.AA://¿ = 

depth A / / — 1. Si depth. Al j II > depth A / / , deducimos de (2) que depthAa//! = • • • = 

depthAfc//| = depthA// — 1. Si depthAi//^ = depthA// , podemos proceder por in-

ducción sobre i para concluir que depthA¿/// > depthA// — 1 para todo i = 2,...,k. 

En cualquier caso se verfica que d e p t h A , / > depthA// — 1 para todo i = 1,.. .k. • 

A partir de ahora en todo este capítulo mantendremos las siguientes hipótesis y 

notaciones. (A, m) es un anillo local noetheriano Cohen-Macaulay de dimensión d e l 

es un ideal de A. Denotaremos G := GA{I)I R := RA{I) y A^ := m ® Ä+. Si a es un 

elemento de A denotaremos por a* a su forma inicial en G. A lo largo del capítulo nos 

referiremos también a los casos (1), (2) y (3) del Lema 3.1.5. 

3.2 Ideales I equimúltiples con r{I) < 1 

El propósito de esta sección es demostrar el siguiente resultado. 

Teorema 3.1.1 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple 

de A. Supongamos r{I) < 1. Entonces: 

depth(?A(/) = depthA// + ht (/). 

Demostración: Reduciremos la demostración al caso ht (/) = 0. 

Supongamos que ht ( / ) = 0. Entonces P = O y por tanto GA{I) = A/I ® I. Luego, 

por la Nota 1.2.1 depthG^(/) = min{depthA//, depth/} = depth^A// . (Para la última 

igualdad aplicamos el depth-lemma a la sucesión exacta 

O I A ^ A/I —^0.) 



Meedes equimúltiples con número de reducción dos 45 

Supongamos que h := ht (/) > 0. Sea J - {ai, ...,ah)C I una reducción minimal de 

I tal que P = JI. Como a i , . . . , o/i es una A-sucesión regular y se satisfacen trivialmente 

las igualdades H J = JI"" para todo n > O, aplicando el criterio de Valabrega-

Valla tenemos que la sucesión a j , e s (?^(/)-regular. Entonces por el Corolario 

1.6.3 tenemos que G A { I ) ! . . . , AL) - donde Ah = A / ( a i , . . . , a,») E H = 

II{ai,..., ah). Luego, depthCAÍ/) = depthG4^(4)4-/i. Además, el ya citado criterio de 

Valabrega-Valla nos permite aplicar reiteradamente el Lema 3.1.4 a la sucesión ai,...,ah 

para demostrar que el ideal / es equimultiple. Así, h es un ideal equimultiple con 

lit(//i) = O y r{Ih) < 1. Aplicando el resultado para ideales de altura cero obtenemos 

àepthGAh{h) = àepthAh/Ih = depthA// y por lo tanto deptliG^Í/) = depthA// + 

l i t ( / ) . • 

3.3 Ideales I equimúltiples con r{I) < 2 

Esta sección está dedicada a la demostración del Teorema 3.1.2. Sea / un ideal 

equimultiple de A tal que r{I) < 2. Sea h := ht (/). Sea J una reducción minimal de 

/ con P = J P y û i , . . . , o/i un sistema minimal de generadores de J . Los siguientes 

lemas nos permitirán reducir la demostración al caso ht ( / ) = 0. Si K es un ideal de A 

denotaremos K a su clausura entera. 

Lema 3.3.1 [Itl, Theorem 1] Si K es un ideal generado por una sucesión regular, 

entonces fl = / l ' " ^ para todo n > 1. 

Lema 3.3.2 Supongamos que I es íntegramente cerrado. Entonces es una 

sucesión regular en G. 

Demos t rac ión : Como P — JP, por el criterio de Valabrega-Valla es suficiente com-

probar la igualdad P 0 J = U. Aplicando el lema anterior al ideal J para n = 1 

tenemos J^nJ = JJ. Luego, P n J CP n J = lß f ) J = JJ = 7 J = IJ y^ que I es 

íntegramente cerrado. • 

En este caso tenemos el resultado siguiente. 
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Teorema 3.1.2 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple 

íntegramente cerrado de A. Supongamos que r{I) < 2. Entonces: 

min{depthA//, deptliA//^} + ht (/) - 1 < 

depthG^C/) < 

mm{depth^ / / ,dep th^ / /2} + ht (/). 

Además, 

V . 

(i) si ht ( / ) = 0 entonces depthG^(/) = min{depthyl//, àe^thA/P}, 

(ii) si dep thA/P < depthA// entonces depthG^Í/) = depthA/P + ht (I), 

(Hi) si depth^l/ / < depthA/P entonces depthG^i-^) = depthyl// + ht (/) - 1. 

Demos t r ac ión : Supongamos que Ä = 0. Entonces P = Q y por tanto el anillo de 

formas G = A/1® I/P © P. Luego depthG = mm{depthA// ,depth// /2,depth/2}. 

Aplicando el depth-lemma a las sucesiones exactas 

I A-^ A/I —^0 

O —5. / 2 — > A ^ A/P — ^ O 

O —^ IIP A/P —^A/I—^0 

I/P O 

se deduce fácilmente (i). 

Sea h > O y J = ( a j , . . . una reducción minimal de / con = JP. Consi-

deremos el anillo Ah = A/J y e\ ideal Ih = I / J . Como I es un ideal íntegramente 

cerrado con rj{I) < 2, podemos aplicar el Lema 3.3.2 para deducir que (¡'¡ es una 

sucesión regular en GA{I)- ASÍ, tenemos que GA{I)l{A\, • • • .AL ) G A. ' IH ) por tanto 

depthG^(/) = depthí9A^(/A) + h. Por otra parte, Ah es un anillo Cohen-Macaulay y por 

el Lema 3.1.4 el ideal h es equimultiple con ht ( / ) = 0. Aplicando el resultado obtenido 

para ideales equimultiples de altura cero tenemos ahora 

depthG,i(/) = min{depthA//,depthylA//n + h. 

Finalmente por el Lema 3.1.5, que relaciona las profundidades de A / / , A/P y Ah/Ih 

podemos distinguir los siguientes casos: 
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(1) si depthA/P < depthA/I, entonces depthAk/I^ = deptliA//^ y por tanto 

deptliG^(/) = min{depthA//, depthA//^} + h = depthA/I^ + h. Obtenemos así (ii). 

(2) Si depthA// < depthA/P, entonces depthAh/Il = depthA/I - 1. Por tanto 

depthG4(/) = min{depthA/J, depthA// - l } + h- depthA// + y (iii) queda así 

demostrado. 

(3) Si depthA// = depthA//^, entonces depthAk/Il > depthA// - 1 y por tanto 

depthA/I + h-l < depthG A{I) < depthA// + h. 

En culaquier caso se verifican las desigualdades del enunciado. • 

N o t a 3.3.3 Notemos que la misma demostración es válida para ideales I que contienen 

una reducción minimal tal que las formas iniciales de un sistema de generadores de la 

misma forman una sucesión regular en El resultado de Itoh, Lemma 3.3.1, nos 

permite encontrar una tal sucesión en el caso en que I es íntegramente cerrado. 

Observemos también que si r[I) < 1 entonces se deduce fácilmente, teniendo en 

cuenta que en este caso P = (ai , . . . ,afc) / para cierta sucesión regular contenida en 

I y utilizando la sucesión exacta O —¥ I/P —> A/P — A / / , que depthA// = 

depthA/P. 

3.4 Ideales / con ad(/) = 1 y r{I) < 2 

Sea / un ideal con ad(/) = 1. La demostración del resultado principal de esta sección, 

el Teorema 3.1.3, se reduce al caso de ideales de altura cero. En este caso, existe un 

elemento a de / tal que a ^ Z{I) y = {a)r para cierto r. En primer lugar, vamos 

a estudiar estudiar el anillo graduado asociado a un ideal de este tipo. 

Supongamos que existe a € / , a ^ ZA{I) tal que = aF, para cierto entero 

^ ^ 1. Consideremos entonces los siguientes G-módulos: 

Ur := ^n>r ^n = P ¡ ® ' " " ® ' " " , 

y, := Ur/~atUr - p/ap, y 

a = A// e • • • ® p-yp. 

Lema 3.4.1 at es un elemento regular en Ur-
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Demostración: Si x e I", n > r y ax £ = entonces existe y € tal que 

ax = ay y por tanto a(x — y) = 0. Luego x — y e {0 : a) D î = 0. • 

Aplicando el depth-lemma a la sucesión exacta 

A/r O 

tenemos 

d e p t h ^ r = min{á,depthA/r + 1}. 

Por tanto 

d e p t h s r / a r = min{á - l ,dep t l iA/ r} , 

y a que a ^ ZAÍI"), y 

depthfji/r = min{(í, d e p t h A / r + 1} 

por el Lema 3.4.1. 

Por otra parte, como Cr es finitamente graduado, tenemos que 

deptli(;Cr = m i n { d e p t h ^ r / / " + \ O < n < r - 1}. 

Además, la sucesión exacta 
(SEr) 

nos permite relacionar las profundidades de G, Ur y Cr-

Los siguientes lemas nos proporcionan cotas para los a-invariantes de 6r y G que 

nos serán útiles para comparar las profundidades de los anillos G y Ajl'^ para valores 

pequeños de r. 

Lema 3.4.2 ai{Ur) < r - 1 V¿. Además, si H)^{Ur) ^ O entonces H)^{Ur)n ^ 

H)^{Ur)r-r V n < r - 1 . 

Demostración: De la sucesión exacta 

O —^ Ur{-1) ^Ur-^Vr-^Q 

obtenemos la sucesión exacta larga de cohomología local 
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Como H)^{Vr)n = o para n ^ r, obtenemos isomorfismos H)^{Ur)n-i H)^{Ur)n para 

todo n r y en particular ai{Ur) < r - 1. Observemos también que si Hj^{Ur) 4=- O 

entonces a¿(í/r) = r - 1 y H)^{Ur)n H)^{Ur)r-i para n < r - l . • 

Lema 3.4.3 a¿(G) < r - 1 Vz. Además, si depthG = g < d entonces ag{G) < r - 1. 

Demos t rac ión : De la sucesión exacta {SEr) obtenemos la sucesión exacta larga de 

cohomología local 

• • • ̂  HUUr)n HUCr)n ^ " " " 

para todo n. Aplicando el Lema 3.4.2 y teniendo en cuenta que Hj^{Cr)n — H}^{{Cr]n) 

para todo n tenemos la primera afirmación. 

Supongamos depthG^ = g < d. Entonces por el Corolario 2.3.4 depthÄ = g + 1. 

Consideremos las sucesiones exactas 

O ^ ß + ( l ) O (3.1) 

(3.2) 

De la sucesión exacta larga de cohomología local asociada a (3.1) obtenemos isomorfis-

mos ^ para todo n > r ya que a¿(G) < r - 1. Análogamente, 

de (3.2) tenemos isomorfismos — H)^{R)n para todo n 

Si ag{G) = r - 1, (3.1) nos proporciona inyecciones y por 

tanto ^ 0. Entonces para todo n > r tendríamos isomorfismos ^ 

H'M\R)n ^ Así, i- o para todo n > r contradiciendo el 

hecho de que a5+i(ß+) < oo. • 

Para el caso r = 1 obtenemos el siguiente resultado. 

Proposic ión 3.4.4 Si a ^ Za{I) e P = al, entonces 

depthG^i/) = min{íí, depthA// + 1}. 

Demostración: Consideremos ahora la sucesión exacta correspondiente a (SEr) para 

r = 1: 

O G ^ Ci ^ 0. (5Êi) 
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Ahora Ui = G+ y Ci = A/I. Además depth£/i = min{á, depthA// + 1}. Aplicando el 

depth-lemma a {SEi] obtenemos 

depthG > depthA// si depthA// < d, y 

depthG = d si depthA// = d. 

Sea t := depthA/ / < d. Si depthG = t entonces de la sucesión exacta larga de coho-

mología local asociada a {SEI) tenemos inyecciones H%I{G) ^ H ^ { A / I ) por lo que 

H^{G)o O, contradiciendo el Lema 3.4.3. Por tanto, depthC? > t + 1. De la suce-

sión exacta larga de cohomología asociada a {SEi) y tomando la componente de grado 

- 1 obtenemos inyecciones M- Luego / O ya que 

depth//i = í + 1, y por el Lema 3.4.2 ^ 0. Por lo tanto depthG^ = í + 1. • 

Para el caso r = 2 obtenemos el siguiente resultado. 

Propos ic ión 3.4.5 Si a ^ ZA{I) e P = aP, entonces 

min{depthA// ,depthA//^} < depthC?(/) < min{depthA//, depthA//^} + 1. 

Además, 

depthA//2 < depthA// depthG(/) = áepthA/P + 1, y 

depthA// < depthA//2 < d depthG(/) = depthA// . 

Demos t r ac ión : La sucesión exacta correspondiente a (SEr) es ahora 

> C 2 — ( S E 2 ) 

con 
depthgi/a = min{á, depthA//^ 4-1} y 

depthGC2 = min{depthA// ,depth^// /^}. 

Consideremos también la sucesión exacta 

O ^ IjP —^ A¡P Ají —í- 0. (3.3) 

Distinguiremos ahora los casos (1), (2) y (3) del Lema 3.1.5. 

Aplicando el depth-lemma a (3.3), la profundidad de I¡P es respectivamente en cada 

caso 

= depthA//^ en el caso (1), 

depth / / /^ = depthA// + 1 en el caso (2), 

> depthA// en el caso (3). 
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De la sucesión exacta {SE2) obtenemos para G que 

depthG > min{depthA//,depthA//^} = 

d e p t h s / e n el caso (1), 

d e p t h s / / en el caso (2), 

depthA// en el caso (3), 

y en el caso (2) tenemos igualdad si depthA/P < d. 

Estudiemos ahora separadamente los tres casos. 

Caso (1): 

supongamos depthA//^ = k < depthA/J = t. Sabemos que depthG > k. Si 

depthG = k < d entonces de la sucesión exacta larga de cohomología local asociada a la 

sucesión exacta {SE2) obtenemos inyecciones H^{C2)n para todo n. Así 

pues HÍ^{G)n - O para n # 0,1 y Hl,{G)o ^ K { A / I ) = 0. Por tanto ^ O 

contradiciendo el Lema 3.4.3 que nos dice que ak{G) < 1. Luego depthG > A; + 1. 

Veamos H ^ ^ ( G ) ^ 0. De la sucesión exacta larga de cohomología local asociada a 

(SEg) tenemos 

de donde obtenemos que O ya que Jïj^iCg) 0. Por el Lema 3.4.2 resulta 

en particular que H'^^(1/2)0 ^ 0. Además H^(C2)o - H^{A/I) = 0. Así, para n = O 

tenemos inyecciones H^^{1/2)0 ^ H ^ \ G ) o por lo que H^^{G)o # 0. Por lo tanto en 

este caso se obtiene que 

depthC = depthA/P + 1 = min{depthA//, depthA//^} + 1. 

Caso (2): 

supongamos depthA// = í < depthA//^ = k. S\ k < d entonces depthG = t. Si 

k = d y t < d — l, áe Idi sucesión exacta {SE2) y teniendo en cuenta que depth.QU2 = d 

obtenemos en cohomología un isomorfismo H%^{G) Hj^{C2)- Como depth|3C2 = t 

tenemos depthG = t. Por último, si k = dyt = d-l entonces depthG >d-l. 

Caso (3): 

supongamos depthA// = depthA//^ = t. Sabemos que depthG > t. En particular 

sit~d entonces G es Cohen-Macaulay. 
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Supongamos t < d. De la sucesión exacta (SE2) obtenemos sucesiones exactas de 

cohomología 

O ffUíGh ffmñ mHU2h 

y también que H'j^{G)n = O para n ^ 0,1. Luego, por el Lema 3.4.3 depthG = í si y 

solo si ^ 0. 

Veamos que depthG < í + 1. Podemos suponer t < d—2. Supongamos que H'j^[G) = 

0. Entonces es suficiente ver que = 0. Para todo n < O tenemos inyecciones 

^ y por tanto ^ O para n < 1 ya que deptliQÍ/s = k + l 

y o para todo n < 1 por el Lema 3.4.2. En este caso se tiene que 

min{deptliA//, d e p t h s / < depthG < min{depth^/ / , depthA//^} + 1. 

En cualquiera de los tres casos tenemos que se verifican las desigualdades enunciadas. 
• 

Sea I un ideal genericamente intersección completa con ad(/) = 1 y J una reducción 

minimal de / . Los siguientes lemas nos permitirán reducir la demostración del Teorema 

3.1.3 al caso ht ( / ) = O si / es un ideal puro. El primero de ellos nos permite escoger un 

sistema de generadores de J con buenas propiedades. Sea h := ht (/). 

Lema 3.4.6 Sea I un ideal genericamente intersección completa con ad(/) = 1 y 

J una reducción minimal de I. Entonces existe un sistema minimal de generadores 

üx,... ,ah,a de J verificando: 

(i) Ol,..., o^ es una sucesión A-regular. 

(ii) /p = (a i , . . .,ah)p para todo p € Min{A/I). 

(iii) ((öl,..., a/,)'" : = (oj,..., a;,)'" para todo n,m>l. 

(iv) Si h > 1 e P = J I , n/" = {ai,... para todo n > 1, i = 

Demostración: Para la demostración ver [Zar, Lemma 2.2] y [HHl, Remark 2.1 (iii) 
• 
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A partir de ahora J denotará una reducción nainimalde I con P = JP y ai,... ,ah,a 
será un sistema minimal de generadores de J satisfaciendo las propiedades del Lema 
3.4.6. 

L e m a 3.4.7 Si /^fl ( a i , . . . , a^) = {ai,.. .,ah)I entonces tenemos las igualdades fl 
{ai,...,ah) = (oi, •..,ah)P para todo n > 0. 

Demos t rac ión : Si n > 2 entonces n(ai , . . . ,a /^) = ( a i , . . . , ah , a )P r \{a i , . . . ,ah) = 
( a i , . . . , ak)P + aP n ( a i , . . . , ah). Veamos aP D (ai, ...,ah) Ç ( a i , . . . , ah)P. Tene-
mos aP n (ai, ...,ah) = a(ai,..., a^, n ( c i , . . . , a^) Ç (o i , . . . , an)!'' + a^-^P n 
( a i , . . . ,ah) . Si G (a i , . . . , a^ ) con o; G P entonces o; € ( (a i , . . . ,oa) : a""^) nP Ç 
( a i , . . . ,a/i) por el Lema 3.4.6. Por tanto q € P f ) (ai,... ,ah) = {ai,..., ah)I y 

e ( a i , . . . , a A ) / " . • 

L e m a 3.4.8 Supongamos que I es un ideal puro. Entonces a\,...,a\ es una sucesión 
regular en G{I). 

Demos t rac ión : Por el criterio de Valabrega-Valla es suficiente verificar las igualdades 
/"" '•^n(ai, . . . , a/i) = (a i , . . . , a h ) P para n > O, ya que a i , . . . ,a/i es una sucesión regular. 
Por el Lema 3.4.7 es suficiente comprobar la igualdad P C\ {ai,... ,ah) = ( a i , . . . , ah ) I -
Veamos que D {ai, . . . ,ah)p Q Ip{ai,.. . ,ah)p para todo p € Ass(>l/ / (ai , . . . ,a/i)). 
Tenemos Ass (^ / / ( a i , . . . , a^ ) ) Ç Ass(A//) U Ass(A/(ai , . . . ,a/,)). Si p € Ass (^ / / ) = 
Min(A//) entonces /p = (a i , . . .,ah)p. Sea p G Ass(A/(ai, . . .,ah))', entonces ht (p) = h. 
Si p D / tenemos Ip = (a i , . . .,ah)p, en caso contrario p ^ / y entonces Jp = Ap. En 
cualquiera de ambos casos obtenemos la inclusión. • 

Demostraremos ahora el resultado principal de esta sección. 

Teo rema 3.1.3 Sea (A,Tn) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A con 
ad(/) = 1 y genericamente intersección completa. Supongamos r{I) < 2. Entonces: 

min{depthA//, depthA//^} + ht (/) < 
depthG^(/) < 

min{depthA//, depthA//^} + ht ( / ) + 1. 

Además, 
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(i) si depth A/ /2 < depth A / / entonces depthC^Í/) = depth A//^ + ht ( / ) + y 

(ii) si depthA// < depthA//^ entonces depth(?^(/) = d e p t h s / / + ht (/) si ht ( /) > 0 
y depthG^(/) = depthA// si ht ( / ) = 0 y depthA// < d - 1. 

Demostración: Sea h := h t ( / ) . Si h = O entonces por el Lema 3.4.6 P = aP para 
cierto a ^ ZA{I) y obtenemos el resultado por la Proposición 3.4.5. 

Supongamos que I es un ideal puro con > 0. Sea J una reducción minimal de I con 
P = J P y Ol , . . . , a î, a un sistema minimal de generadores como en el Lema 3.4.6. Sean 
Ah = Aj(oi,..., üh) e Ih = / / ( o i , . • •, «A)- Por el Lema 3.4.8 la sucesión Oj , . . . , a^ es 
regular en G y por tanto Gl{a\,..., a^) ic GAnih))- Luego, depthG = áepthGAh{Ih)+h. 
Por otra parte, aphcando una vez más el criterio de Valabrega-Valla y el Lema 3.1.4 
tenemos que Ah es un anillo C.M. e Ih es un ideal genericamente intersección completa 
con ad(/) = 1, altura cero y r{Ih) < 2. Luego, 

min{depthA//, depthA^//^} < d e p t h G ^ < minjdepthA// , depthAA//f} + L 

Distinguiremos ahora los casos (1), (2) y (3). 
Caso (1): 

supongamos depthA//^ < dep th^ / / . En este caso, por el Lema 3.L5 resulta 
dep thA/P = depih-AhlIl < depth>l//. Aplicando la Proposición 3.4.5 tenemos depthG 
= depthG(A) + h = depthAft//^ + 1 + = depth.4//- + + 1. 
Caso (2): 

supongamos depthA// < depthA//^. Aplicando el Lema 3.1.5 y la Proposición 
3.4.5 obtenemos que depthA;j// | = depthA// - 1 y depthG = depthG(4) + = 
depthA;,//^ + 1 + A = depthA// - l + l + h = depthA// + h. 
Caso (3): 

supongamos depthA// = depthA/P. Entonces por la Proposición 3.4.5 

min{depthA//, depthAft//!} < depthG^^(/;,) < min{depthA// ,depthA; , / /5 + 1, 

y por el Lema 3.1.5 tenemos que depthAft/ / | > depthA// — 1. Si depthA^//^ = 
depthA/ / — 1 entonces depthGAnih) = depthA// de nuevo por la Proposición 3.4.5 y 
depthG = depthA// + h. Por el contrario, si depthA^//^ > depthA// entonces 

depthA// < depthGA^ih) < depthA// + 1 
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y por tanto 

depthA// +h< depthG < d e p t h s / / + h + l. 

Observemos que en cualquier caso tenemos las desigualdades del enunciado. 

N o t a 3.4.9 Notemos que utilizando las mismas técnicas que en la demostración del 
Teorema 3.1.3 podemos demostrar las fórmulas de [Zar] para ideales con r{I) < 1. 
En este caso, el Lema 3.4.6 (iv) nos asegura la existencia de una sucesión regular de 
GAÍI) de longitud ht (/). Podemos entonces reducirnos a ideales de altura cero y, para 
éstos utilizar la Proposición 3.4.4. Observemos por último que si r{I) < 1 tenemos 
P = ( a i , . . . , üh, a)I para ciertos elemntos o i , . . . , an, a verificando las condiciones del 
Lema 3.4.6 y entonces se deduce fácilmente: depthA//^ = depthA// < dim A / / o bien 
depthA/P = depthA// - 1 = dim A / / - 1. 

3.5 Anillos de Rees 

Los resultados obtenidos para la profundidad del anillo de formas en las Secciones 
3.2, 3.3 y 3.4 junto con los resultados del Capí tu lo 2 que relacionan la profundidad de 
éstos con la del anillo de Rees nos permiten ahora obtener fórmulas para la profundidad 
del anillo de Rees asociado a un ideal I con ad(7) < 1 y r{I) < 2. 

Para ideales equimultiples tenemos los siguientes resultados. Si el número de re-
ducción del ideal es menor o igual que uno obtenemos las siguientes fórmulas para la 
profundidad del anillo de Rees. 

Proposic ión 3.5.1 Sean (A,Tn) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple de 
A. Supongamos r ( / ) < 1 ^ ht (/) > 2. Entonces: 

depthi?^(/) = depthG^Í/) + 1 = depthA// + ht (/) + 1. 

Demostración: Si G no es C.M. entonces depthJ? = depthG + 1 por el Corolario 2.3.4 
(ii). Supongamos que G es C.M.. Entonces, por el Corolario 1.6.9 a{G) = r ( / ) —ht (/) < 
1 - /i < O y aplicando el Corolario 1.6.5 tenemos que R es C.M.. Luego, en ambos casos 
depthi? = depthG + 1 = àepth.A/1 ht (J) + 1 por el Teorema 3.1.1. O 

En particular recuperamos así el resultado de [TI 
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Corolario 3.5.2 [TI, Proposition 7-4] Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un 
ideal equimultiple de A. Supongamos r{I) < 1 y ht (/) > 2. Entonces son equivalentes: 

(i) RA{I) es Cohen-Macaulay. 

(A) GA{I) es Cohen-Macaulay. 

(m) A/I es Cohen-Macaulay. 

Demostración: Immediate a partir del Teorema 3.1.1 y la Proposición 3.5.1. • 

Si el ideal es de altura uno podemos ver que el resultado anterior no es cierto. 

Proposición 3.5.3 Sean (A,Tn) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple de 
A. Supongamos r{I) = 1 y h t (J ) = 1, Entonces RA{I) no es Cohen-Macaulay. 

Demostración: Si G no es C.M. como depthi? = depthG + 1 tenemos que R tampoco 
es C.M.. Supongamos que G es C.M,. Entonces a{G) = r{I) — ht ( / ) = O y por tanto R 
no es C.M.. • 

Finalmente, para ideales de altura cero tenemos el siguiente resultado. 

Proposición 3.5.4 Sean (A,Tn) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple de 
A. Supongamos r{I) = 1 y ht (/) = 0. Entonces son equivalentes: 

(i) RA{I) GS Cohen-Macaulay. 

(ii) depthG^(/) >d-l. 

(iii) depthA/I >d-l. 

Demostración: La equivalencia entre (ii) y {iii) es inmediata del Teorema 3.1.1. Como 
en este caso R = A® I tenemos que depthi? = depth^/. Aplicando el depth-lemma a 
la sucesión exacta 

I ^ A ^ A/I 

obtenemos que depth^/ = d e p t h s / / = d ó depth^/ = depthA// + 1. Por lo tanto, R 
es Cohen-Macaulay si y solamente si depthA// > d — l . • 

Para ideales con número de reducción dos obtenemos: 
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Proposic ión 3.5.5 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimul-
tiple integramente cerrado de A. Supongamos ht (/) >2> y r{I) < 2. Entonces: 

niin{depth^//, depthA/P] + ht (/) < 
depthi?^(/) < 

min{depthA//, àepthA/P} + ht (/) + 1. 

Además, 

(i) si depthA//^ < depthA// entonces depthÄ^(/) = depthA//^ + ht (/) + 1, y 

(ii) si depthA// < depthA//^ entonces depthi?^(/) = depthA// 4- ht (/) . 

Demos t rac ión : Aphcando el Corolario 2.3.4 (ii), el Corolario 1.6.5 y el Corolario 1.6.9 
tenemos que depthi? = depthG + 1. El resultado se obtiene entonces directamente del 
Teorema 3.1.2. • 

Para ideales con desviación analítica uno obtenemos ios siguientes resultados a partir 
del Teorema 3.1.3. 

Corolario 3.5.6 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro genéri-
camente intersección completa de A con ad(J) = l y r{I) < 2. Si GA{I) es Cohen-
Macaulay, entonces: 

depthyl// > depthA//2 > dim A / / - 1. 

Inversamente, 

(i) si depth^l// = depthA//^ = dim A/ / , entonces GA{I) es Cohtn-Macaulay. 

(ii) Si depthA// = dim A / / y depthA//^ = d imA/ / - 1, entonces GA{I) es Cohen-

Macaulay. 

Demostración: El resultado es inmediato a partir de Teorema 3.1.3. • 
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Propos ic ión 3.5.7 Sea (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro de A 

genericamente intersección completa con ad(/) = 1, y r ( / ) < 2. Supongamos ht ( / ) > 2. 

Entonces: 

min{depthA//, àepÛiA/P} + ht ( / ) + 1 < 

depthfí^í / ) < 

min{depths / / , depthA//^} + ht ( / ) + 2. 

Además, 

(i) si àe^ÛiA/P < depthA// entonces depthi?^(/) = depth^/ /^ + ht ( / ) + 1, y 

(ii) si depthA/J < depthA//^ entonces depthß^i / ) = depthA// + ht (/) si ht ( /) > O 

y depthi?^(/) = àepthA/I si ht (1) = O y depthA// <d-l. 

Demos t rac ión : Como en la Proposición 3.5.1, se trata de ver que bajo las hipótesis 

del enunciado tenemos depthi? = depthG + 1, teniendo ahora en cuenta que si G es 

C.M. entonces a{G) = max{-A( / ) , r ( / ) - ht ( / ) - 1} por el Corolario 1.3.2. • 

3.6 Anil los graduados asociados a las potencias de 

un ideal 

Sea / un ideal y n un entero positivo. Ribbe en [Ri] demuestra que si / es un 

ideal casi intersección completa entonces, las profundidades de los anillos graduados 

asociados al ideal no dependen de n. Posteriormente, Zarzuela en [Zar] extiende 

este resultado a ideales genéricamente intersección completa con ad(/) = 1 y r(I) < 1. 

Aquí obtenemos resultados análogos para la ciase de ideales que hemos tratado en este 

capítulo. Para ello, utilizaremos el siguiente resultado de [Ri]. Ofreceremos con detalle 

las demostraciones de los resultados que se obtienen para ideales equimultiples. En 

cambio, para ideales con desviación analítica uno no explicitaremos las demostraciones 

ya que éstas se obtienen fácilmente siguiendo la misma línea de demostración del caso 

equimultiple. 
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L e m a 3.6.1 Sean n e N y g := depthC?A(/). 

fij Si H%i{GA{I))j O, Vi < O, trúoncts depth(?A(/") = depthG^(/). 

(ii) Si ht ( / ) > 1 y O, Vj < O, entonces depthÄ^i/") = depthÄ^(/). 

Demos t rac ión : (ii) es immediato ya que = para todo n. Para (i) ver 

Ri, Lemma 5.3.1]. • 

Para ideales equimultiples con número de reducción menor o igual que uno tenemos: 

L e m a 3.6.2 Sea I un ideal equimultiple con r{I) < 1. Sea g := depth(?(/). 

(i) Si ht ( / ) > 1, entonces Wj^{GA{I))j Vj < - h t (/). 

(ii) Si ht ( / ) > 2, entonces Vj < - h t (/) + 1. 

Demos t rac ión : Demostraremos (i) por inducción sobre h t ( / ) . Sea h := h t ( / ) . Su-

pongamos h = 1. Entonces por el Teorema 3.1.1 g = depthA/7 + 1. Por otra parte, 

P = al para cierto a ^ ZA{A), y por tanto podemos utilizar las notaciones y resultados 

de la Sección 3.4. 

Considerando la sucesión exacta larga de cohomologia local asociada a {SEi) obte-

nemos para todo j 

En particular, para j < - 1 tenemos monomorfismos H^{Ui)j M- H^{G)j . Además, 

tenemos que depthí/i = g y entonces por el Lema 3.4.2 H%i{Ui)j ^ O para todo j < 0. 

Por lo tanto H%^{G)j ^ O para todo j <-1 = -h. 

Supongamos h > 1. Sea J = (a i , . . . ,a/j) una reducción minimal de I con P = JI. 

Sea Ä — A¡{ai) e 7 = I/{ai)- El ideal / es equimultiple con r(7) < 1 y ht (7) = — 1. 

Además, como Gj es un elemento regular en G tenemos la sucesión exacta 

O —» C?(-l) ^ G ^ G{ï) O 

que nos proporciona en cohomología inyecciones 
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Por hipótesis de inducción ^ O para todo j < - h t ( / ) = 1 - h. Luego, 

Ií^(G)n O para todo n <—h y (i) queda demostrado. 

Veamos ahora (ii). Como ht (J) > 2 entonces depthñ = ^ + 1 por la Proposición 

3.5.1. Las sucesiones exactas 

O —> R+ — y R —¥ A —>0, 

nos proporcionan en cohomología isomorfismos ^ para todo j ^ O 

y monomorfismos ^ Por (i) tenemos que O para 

j < -h y por tanto ^ O para j < + 1. Podemos así concluir que 

H^jJ¡\R)j O para todo j < + 1. • 

Proposición 3.6.3 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay, I un ideal equimul-

tiple con r{I) < l y n gN un entero positivo. 

(i) Si h t ( J ) > 1; entonces depthG^(/") = depthG.4(/). 

(ii) Si h t ( / ) > 2, entonces depthÄ^C/") = depth/?.4(/). 

Demostración: El resultado es immediato aplicando los Lemas 3.6.1 y 3.6.2. • 

Para ideales equimultiples con número de reducción menor o igual que 2 tenemos los 

siguentes resultados. 

Lema 3.6.4 Sea I un ideal equimultiple, íntegramente cerrado con r ( / ) < 2. Suponga-

mos que áepth.A[P < depthA/ / y sea g := depthG(/). 

(i) Si ht ( / ) > l, entonces H%^{GA{I))j # 0 Vj" < - h t (/). 

(ii) Si ht ( /) > 3, entonces \/j < - h t (/) + 1. 

Demostración: Demostraremos (i) reduciéndonos al caso de altura uno. Sea h := 

ht ( /) . Sea I un ideal equimultiple con r ( / ) < 2, /i = 1 y tal que depthA//^ < depthA// . 

Entonces P = {A)P para cierto a ^ ZA{Á) y por la Proposición 3.4.5 tenemos que 

g = depthA/P-\- l . Utilizaremos a lo largo de la demostración las notaciones y resultados 

pertinentes de las secciones anteriores. 
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Considerando la sucesión exacta larga de cohomología local asociada a (SE2) obte-

nemos para todo j 

• • • ^ ^ ^ • • • . 

En particular, para todo j < —1 tenemos monomorfismos H^{U2)j M- H^{G)j. 

Además, tenemos que depthí72 — g y entonces por el Lema 3.4.2 H^{U2)j O pa-

ra todo i < 1. Por lo tanto H%i{G) O para todo j < —1. 

Sea ahora I un ideal equimultiple íntegramente cerrado con h > 1, r{I) < 2 y tal 

que depthA//^ < depthA// . Sea J = (a i , . . . , a / i ) una reducción minimal de I con 

P = JP. Entonces por el Lema 3.3.2 la sucesión Oj , . . . ,«^ es regular en G. Consi-

deremos ahora los ideales de Ai introducidos anteriormente para i = 1 , . . . — 1. 

En la demostración del Teorema 3.1.2 vimos que si depth A/P < depthA/I, entonces 

àepÚiA/P = depthAi//^ = ••• = Ah-i¡Il_i. Luego, h - i es un ideal equimultiple 

con r{Ih-i) < 2, ht (//i_i) = 1 y depthAh-i/I^-i < depthAh-i/h-i- Por tanto 

^ O para todo j < - 1 . 

Considerando para todo ¿ = 1 , . . . , — 1 (donde IQ := I) las sucesiones exactas 

O — > G ( / ¿ - i ) ( - l ) A —> G i l i ) O 

obtenemos en cohomología inyecciones 

Procediendo por recurrencia descendente sobre i obtenemos que H^{G)j ^ O para todo 

i £ —h y (i) queda demostrado. 

Para ver (ii) podemos utilizar los mismos argumentos que en el Lema 3.6.2 teniendo 

ahora en cuenta que depthi? = depthG -f 1 si ht ( / ) > 3 por la Proposición 3.5.5. • 

Propos ic ión 3.6.5 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimul-

tiple, íntegramente cerrado con r{I) < 2. Supongamos que depth^l//^ < depthA// . 

Entonces, para todo n 6 N entero positivo: 

(i) Si h t ( / ) > 1, entonces depthG^Í/'^) = depthí?^(/). 

(ii) Si h t ( / ) > 3, entonces depth^A(/") = depthi?^(/). 
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Demos t rac ión : El resultado es immediato aplicando los Lemas 3.6.1 y 3.6.4. O 

Para ideales con desviación analítica uno obtenemos resultados análogos a los ante-

riores. 

Lema 3.6.6 Sea I un ideal puro, genéricamente intersección completa con ad(/) — 1 y 

r{I) < 2. Supongamos que depthA//^ < depthA// y sea g := deptliG(/). 

(i) V i < - h t ( / ) - l . 

(ii) Si ht (J) > 2, entonces Vj < - h t (/). 

Proposición 3.6.7 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal puro, 

genéricamente intersección completa con ad(/) = 1 y r ( / ) < 2. Supongamos que 

áej)ihA/P < depthA/ / . Entonces, para todo n 6 N entero positivo: 

(i) depthG^Í/") = depthG^(/). 

(ii) Si ht ( /) > 2, entonces depthÄ^C/") = depthß^(/) . 

Los ejemplos de ideales equimultiples con número de reducción 1 son diversos. En 

este sentido, los trabajos de Corso, Polini y Vasconcelos [CPV], Corso y Polini [CPl], 

CP2] y, Polini y Ulrich [PU] muestran como obtener ideales de este tipo via Hnkage. 

El siguiente es un ejemplo de ideal equimultiple con número de reducción 2, al cual 

aplicaremos los resultados obtenidos para el cálculo de la profundidad de sus anillos 

graduados asociados. 

Ejemplo 3.6.8 Sea A = KllX,V,Ti,... ,Tnj]/(X^V) = Kllx,y,ti,... donde K 

es un cuerpo y n > 3. A es un anillo Cohen-Macaulay n -h 1-dimensional. Sea I = 

(xy,¿1,.. . / es un ideal equimultiple, íntegramente cerrado (notemos que Ají es 

un anillo reducido), con ht (/) = n y r{I) = 2. Además es fácil ver que depthA/J = 1 

y áepih.A/P = 0. Luego, aplicando el Teorema 3.1.2, la Proposiciones 3.5.5 y 3.6.5 

tenemos que para todo m entero positivo depthG^(/''^) = n y d e p t h ( / " ' ' ) =• n 

En los trabajos de Vasconcelos [Vas], Aberbach y Huneke [AHun] y Aberbach, 

Huckaba y Huneke [AHH] se ofrecen ejemplos de ideales con desviación analítica 1, 

genéricamente intersección completa y con número de reducción 2. 



Capítulo 4 

Sucesiones regulares en el cono de la 
fibra 

4.1 Introducción 

Sean (A, m) un anillo local e X una filtración de ideales de A. Si a es un elemento 

de II denotaremos por a*, y a' a sus imágenes en h / h h / m l i 

Fm(X), y H/If GA{II), respectivamente. (Recordemos que con anterioridad habíamos 

denotado por a* a la forma inicial de a en GA{I)- Sin embargo, como será el caso en 

este capítulo, bajo ciertas condiciones ambas definiciones coinciden. Por comodidad, 

cometeremos aquí este abuso de notación.) 

Sea O l , . . . , una sucesión de elementos de h . En este capítulo se ofrece un criterio 

que determina si la sucesión a " , . . . , es Fm(2^)-regular. El resultado principal es el 

Teorema 4.3.5 en el que se demuestra lo siguiente: supongamos que O j , . . . , es una 

sucesión (?4(X)-regular. Entonces son equivalentes 

(i) . . . , a° es una sucesión Fm(J)-regular, 

(ii) ( o i , . . . , afc) n m/„ = ( a i , . . . , ak)mln-i para todo n > 1, 

(iii) (a ' i , . . . , a'iJ) es una sucesión G(J^)-regular, 

donde T^ es una filtración de submódulos de A /i-compatible. 

63 
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En la sección 4.2 obtenemos un criterio análogo al de de Valabrega-Valla para filtra-

ciones E de módulos via ciertos complejos de Koszul modificados asociados a E . En la 

sección 4.3 veremos como la relación existente entre los complejos de Koszul modificados 

asociados a Z, 2™ y el complejo de Koszul de F^ÇL) nos permite demostrar el Teorema 

4.3.5. 

4.2 Complejos de Koszul modificados 

Sean A un anillo noetheriano (no necesariamente local), I un ideal de A y un 

v4-modulo. Sea E = {En)n>o una filtración de submódulos de E. Supongamos que E es 

una /-filtración; es decir, IEn Ç -En+i Vn. Siguiendo las notaciones de Kirby y Mehran 

KM], dada una familia a i , . . . , a^ de elementos de I el A-módulo E = En tiene 

estructura de módulo graduado sobre el anillo de polinomios A[Ti , . . . ,Tk] mediante la 

multiplicación 

/ ( T i , . . . , T k ) m i = / ( a i , . . . , a t ) m¿, rm € E , . 

Luego podemos considerar K{Ti,.. .,Tk;'E) el complejo de Koszul graduado de los ele-

mentos Ti,.. .,Tk con coeficientes en E. (Ver [HIO], [Pl].) Su componente de grado n 

tiene la forma 

Kn(Ti, ...,Tk;Ë): O -i En-k {En-k+lf {En-lf ^ En ^ 

y es un subcomplejo del complejo de Koszul K{ai.,ak', E) de oi G;,. a coeficientes 

en E. Tenemos así una sucesión exacta de complejos: 

O ̂  Kn{Ti, ...,Tk-,Ë)^ A > i , . . . , afc; E) ^ C7(ai , . . . . a , : E: n . O (4.1) 

donde C { a i , . . . , a/t; E; n) = K i a , , E ) / K n { T u . . . ,Tk; Ë). 

Def in ic ión 4 .2 .1 El complejo C{ai,..., a^; E; n) es el n-ésimo complejo de Koszul mo-

dificado de aij... ,ak con coeficientes en E . 

C ( a i , . . . , a¿; E; n) es un complejo de la forma 

O ̂  E/En-k ^ (E/En-k+i)^"-'^ • • • {E/En-2ß) (E / E^-lß^ El En 0. 
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Kirby y Mehran [KM], así como también Marley [Ma], Guerrieri [Gue], Huckaba y 

Marley [HM2], utilizan estos complejos para el estudio de la función de Hilbert y la 

profundidad de los anillos graduados GA{I) asociados a un ideal 1. 

Si C. es un complejo, denotaremos por (̂ [—1]- al complejo definido por C¿ = Ci-i 

y la misma diferencial que C.. Entonces, de las sucesiones exactas naturales (ver por 

ejemplo [No, Proposition 2]) 

O . . . , Tk-ü E) A^Ti , . . . , Tfc; E) . . . , E ) [ - l 

O K{ai,...,ak-ùE) K{ai,... ,ak-, E) /i ( o i , . . . , a^-i; E ) [ - l 

O, 

O 

y tomando la componente de grado n obtenemos la sucesión exacta de complejos de 

Koszul modificados 

O C ( a i , . . . , ak-i; E; n) C(aa , . . . , afc; E; n) C ( a i . . . . , ak-ú E; n - 1)[-1] O, 

así como la correspondiente sucesión exacta larga de homología 

^ i í¿(C(ai , . . . ,afc_i;E;n)) —^ i/,(C( új. . . . , â t; E; n)) —^ 

, H i . i { C { a i , E ; n - 1)) Hi.^{C{a^..... E; n)) • • • (4.2) 

Podemos calcular los siguientes módulos de homología de C ( a i , . . . , a^; E; n). 

L e m a 4 . 2 . 2 (t) . . . E; n)) = + (ûj, . . . 

(ii) HkiC{ai,...,ak;E-,n)) = {En-k+i :e {üi,. .. .a-,))/E^^k-

(ni) Si a i , . . . , es una sucesión regular en E entonces 

Hi(C(ai , . . . , a fc ;E;n)) = {{au-. ..ak)E D En)/[au.. .,ak)En-i • 

Demostración: (i) De la sucesión exacta (4.1) obtenemos en homología la sucesión 

exacta larga 

^ Ho{Kn{Tu ...,Tk-, Ë)) ^ Ho(K{a,, ...,ak-, E)) ^ • • •, E; n)) ^ 0. 

Por tanto 

fío(C'(ai,. . . , û/t; E; n)) = E/{ai^ • • - iClu 

= EIEn + {au...,ak)E. 
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(ii) Procederemos por inducción sobre k. Para fe = 1, el complejo C(ai; E; n) es 

O ̂  E l Er,., ^ E l Er. O, 

y Hi{C{ai-, E; n) = En : ailEn-i- Si A; > 1 la sucesión exacta (4.2) nos proporciona 

O —> Hk{C{ar,..., E; n)) ^ . . . , a^-i; E; n - 1)) 

luego 

i í j t (C(ai , . . . ,afc;E;n)) = 

KER{ERI-K+I -E (OI, • • • ,AK-I)IEN-K ^ EN-K+2 -E {AI, • • • ,AK-I)IER^-K-I) = 

En-k+l '-E (OI, • • • 

(iii) De (4.1) obtenemos en homología teniendo en cuenta que a i^ . . . , ak es una 
sucesión regular en E la sucesión exacta 

O í í i (C(ax , . . . , E; n)) ...,Tk; 1 ) ) HoiK{a,,. ..,ak; E)). 

Por tanto 

KeriEJiai,...,ak)E,,.i-^EI{au...,ak)E) = 
Enn{au..., ak)EI{ai,aifc)E„_i. • 

Consideremos ahora una filtración X = (/„)n>o de ideales deA. Supongamos que E 
es una filtración J-compatible. (En particular /i-compatible.) 

En el siguiente resultado veremos algunas de las propiedades que satisfacen los com-
plejos de Koszul modificados C{ai,..., a ;̂; E; n): la relación existente entre éstos y el 
grado del ideal (a^ , . . . , al) en Í?(E), un aspecto de rigidez satisfecho por dichos comple-
jos, y por último recuperaremos un criterio del tipo Valabrega-Valla para el caso general 
de filtración de módulos E. 
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Proposición 4.2.3 Supongamos que X es una filtración noetheriana de A y que G(E) 

es finitamente generado como GA{X)-módulo. Sea ai,...,au una familia de elementos 

en Ii. Entonces 

(i) depth(a.^ = mm{j | Hk^j{C{ai,... E; n)) ^ O para cierto n}. 

(ii) Si Hj(C{ai,..., a^; E; n)) = O para todo n, entonces Hi{C{ai,..., E; n)) = O 

para todo i > j y n. 

(iii) Supongamos que A es un anillo local. Entonces a^ , . . . es una sucesión regular 

en (?(E) si y solamente si es una sucesión sucesión regular en E y 

(ai,... ,ak)E f ) En = {ai,... ,ak)En-i para todo n >1. 

Demostración: (i) Consideremos K{a\,.. -, a^; C?(E)) el complejo de Koszul de la 

sucesión Oj , . . . , a coeficientes en G(E). Entonces 

dept^^.^.^.pG'ÍE) = min{j | Hk.,{K{al, ...,al- G{E)) ^ 0}. 

Si K{a l , . . . ,a l ; G(E)) = 0„>o Kn{ai, . . . G(E)), tenemos la sucesión exacta natural 

O Kn{a\, ...,al-G(E)) ^ C{ai,..., E; n) ^ C ( a i , . . . , â t; E; n - 1) O (4.3) 

Queremos ver: 

Hi{K{al G(E)) = O V¿ > j ^ i í¿ (C(ai , . . . , a^; E; n)) = 0 V¿ > j y Vn. 

Si Hi{K{ai,... ,al;G(E)) = O para todo i > j y todo n entonces considerando la 

sucesión exacta larga de homología asociada a (4.3) obtenemos para todo n isomorfismos 

HiiC{ai, ...,ak;E-, n)) - Hi{C{ai,..., a^; E; n - 1)). 

Por otra parte, Hi{C{ai, . . . , ajt; E; n)) = O para todo n < 0. Por tanto los isomorfismos 

anteriores nos permiten deducir que Hi{C{ai,..., a^; E; n)) = O para todo n e i > j. 

Reciprocamente, de la sucesión exacta (4.3) tenemos la sucesión exacta larga de 

cohomología 

• • Hi+i{C{ai, . . . , a,; E; n - 1) H^iK^al , G(E)) F , ( C ( a i , . . . , a^; E; n)) • • 
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Por tanto, si i f¿(C(ai , . . . E;n) = O para todo n e i > j tenemos entonces que 

Hi{K{a*i, ...,al; G(E)) = O para todo i > j. 

(ii) Procederemos por inducción sobre k. Para ^ = 1 el resultado es immediato. Si 

Ä; > 1, de (4.2) obtenemos la sucesión exacta larga 

Hi+i{C{ai,.. .,ak-r,E-,n}) —^ ií¿+i(C(ai,... ,ûfc;E;n)) —^ 

F¿(C(a i , . . . , ; E; n - 1)) — H i { C { a i , . . . , a^-i; E; n)) ^ 

> Hj+i{C{ai,...,ak_i-,E;n))—y Hj+i{C{ai,... ,ak]E-,n))—> 

Hj(C{ai,...,ak-i;E;n-l)) —^ Hj{C{ai,... ,ak-ùE;n)) 0. 

De ésta se obtiene que Hj{C{ai,... ,a¿_i ;E;n)) = O para todo n ya que trivialmente 

Hj (C{ai , . . . ,ak-i]E-,n)) = O para todo n < 0. Luego, por hipótesis de inducción 

Hi(C{ai,... E; n)) = O para todo n e i > j y entonces obtenemos de la sucesión 

exacta que Hi{C{ai^..., Cfc; E; n)) = O para todo n e i > j. 

(iii) Por los apartados (i) y (ii) tenemos que a^ , . . . es regular en G(E) si y sola-

mente si I l i ( C ( a ¡ , . . . , E; n)) = O Vn. Entonces por el Lema 4.2.2 (iii) obtenemos 

el resultado. • 

4.3 El cono de la fibra 

Sean A un anillo, X = {IN)N>o una filtración noetheriana de ideales de A y i / un 

ideal de A conteniendo Ji. 

Definición 4.3.1 El anillo graduado FH{X) = 0„>o •̂ n/·í̂ '̂ n es el cono de la fibra de 

X respecto H. 

Si (A,m) es un anillo local, al anillo FTO(I) lo llamaremos el cono de la fibra de X. 

Si E = {En)n>o es una filtración Z-compatible podemos considerar el Fiy(J)-módulo 

graduado definido por Fír(E) = E'n/i/En- Por otra parte la siguiente filtración 

de E: 

E ^ = {E^)n>o. donde E^ = HE^-i sin > 1, E^ = E 

es una /i-filtración, y en consecuencia G(E^) es un G(/i)-módulo graduado. 
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Puede verse entonces, de las propias definiciones, que tenemos la siguiente relación 

entre los complejos de Koszul a coeficientes en el cono de la fibra y los complejos de 

Koszul modificados a coeficientes en E y E'^. 

Proposición 4.3.2 Sean ai,...,ak elementos en h. Existe una sucesión exacta de 

complejos 

O ^ ...,AL- FH(E)) ^ C{AI,..., a ;̂ E^; n + 1) ^ C(a i , . . . , a ;̂ E; n) -> O 

donde Kn{a1,... FH(EI)) es la n-ésima componente del complejo de Koszul graduado 

¿e ..., con coeficientes en FH(E). 

La sucesión exacta anterior nos permite entonces formular el siguiente resultado. 

Proposición 4.3.3 Supongamos que X es noetheriana y G(E) finitamente generado co-

mo GA{X)-módulo. Sean ai,.. .,ak elementos en h. Si depth^^. ^^.^^(E) > r entonces 

H j { K { a l . . . , al-, F,/(E)))„ ~ H^{C{ai,..., a,; E^; n + 1)) 

para todo j > k — r y todo n. 

Demostración: De la sucesión exacta de la Proposición 4.3.2 obtenemos la sucesión 

exacta larga de homología 

^ Hi+i{C{au.. . , afc; E; n)) ^ Hi{K{al , . . . , F//(E) ) —> 

Hi{C{ai , . . . , a^; E^ ; n + 1)) ^ •• - , a,; E: n ) )—>•• • . 

Si depth(jj. > r entonces i í j ( C ( a i , . . . , E; n)) = O para todo j > k — r y 

todo n por la Proposición 4.2.3 (i), y por tanto 

H ^ { K { a l . . . , al-, ~ . . . , a, ; E^ ; n + 1 )) 

para todo j > k — r y todo n. • 

En particular, suponiendo depth((i.̂ _ _ máxima obtenemos: 

Proposición 4.3.4 Supongamos que st verifican las hipótesis de la Proposición 4-3.3. 

Si depth(,.,...,<,.)G(E) = k entonces deptli(,o „ojFjy(E) = 
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Demos t rac ión : Por la Proposición 4.3.3 tenemos isomorfismes 

HjiK{al FHÍE)))^ ~ Hj{C{au . . . , a,; E; n + 1)) 

para todo j > O y todo n. El resultado es entonces immediato a partir de la Proposición 
4.2.3 (i). • 

Finalmente, interpretando la proposición anterior en términos de condiciones del tipo 
Valabrega-Valla, obtenemos el criterio objetivo central de este capítulo: 

Teorema 4.3.5 Sea (A,m) un anillo local, X una filtración noetheriana de ideales de 
A, y E, una filtración de submódulos de un A-módulo E. Supongamos que E es I-
compatible y Cr(E) es finitamente generado como GAÍ^)-módulo, y sea ai,...,au una 
familia de elementos en Ii. Supongamos que 

(i) ai,... es una sucesión regular en E. 

(ii) ( a i , . . . , ak)E r\ En = (ai, • • •, ak)En-i para todo n > 1. 

Entonces: 

deptli(„o_ = ( a i , . . . , ak)E n H En = (ai,..., ak)HEn-i para todo n > 1. 

Demos t r ac ión : Aplicando las Proposiciones 4.3.4 y 4.2.3 (iii). • 



Capítulo 5 

Propiedad Cohen-Macaulay del 
cono de la fibra 

5.1 Introducción 

Sea (A, tn) un anillo local noetheriano e X una filtración buena de ideales de A. 

Consideremos F^IL) = RA{1)JMRAIL) = ^^^ ^^ El 

principal objetivo de este capítulo es el estudio de la propiedad Cohen-Macaulay de 

FraiX). 

Si X es la filtración /-ádica e I esta generado por una familia de elementos analítica-

mente independiente, entonces F-m{I) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes 

en A/m y ß{I) variables, y por tanto es Cohen-Macaulay. Por otra parte, Huneke y 

Sally en [HS] demuestran que si A es Cohen-Macaulay e / es un ideal m-primario con 

número de reducción uno, entonces FJ^I) es Cohen-Macaulay. Shah [Sh] t rata este tema 

de forma más general obteniendo los siguientes resultados. 

P ropos ic ión [Sh, Theorem 1] Sea I un ideal de A y J una reducción minimal de I 
generada por una sucesión regular tal que P = JI. Entonces Fm{I) es Cohen-Macaulay. 

Proposición [Sh, Theorem 2] Sea I un ideal de A y J una reducción minimal de I 

generada por una sucesión regular tal que P = JP. Supongamos que P H J = JI y 

tnP = Jml. Entonces Fmil) es Cohen-Macaulay. 
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El método utilizado por Shah es el siguiente: como J está generado por una familia 
de elementos aniíticamente independiente tenemos que Fra{J) es un anillo de polino-
mios sobre el cuerpo residual A/tn. Por otra parte, Fm(I) es una extensión finita de 
Fm(J). Por tanto, Fm(I) es Cohen-Macaulay si y sólo si es un Fm(J)-módulo libre. Las 
condiciones de Shah garantizan la existencia de una base de Fjn{I) como Fni( J)-módulo. 

Uno de los objetivos de este capítulo es extender los resultados anteriores a número 
de reducción arbitrario. En este sentido probamos lo siguiente: 

Teo rema Sea un anillo local noetheriano e I un ideal de A. Sea J una reducción 
minimal de I. Supongamos que J esta generado por una sucesión regular y J fl = 
J/""^ para todo 1 < n < rj{I). Entonces Fm(/) es Cohen-Macaulay si y solamente si 
J n m / " = J m / " para todo 1 < n < rj{I). 

Este resultado recubre los de Shah pero nuestra aproximación al problema es com-
pletamente distinta. Un sistema minimal de generadores de J proporciona un sistema 
de parámetros de Fm{I) formado por elementos homogéneos de grado 1. Entonces, el 
criterio obtenido en el capítulo anterior, ver el Teorema 4.3.5, determina cuando esta 
familia de elementos es una sucesión regular en 

En la Sección 5.2 veremos como nuestro método permite extender el resultado an-
terior a filtraciones de ideales buenas, ver el Teorema 5.2.2. .A.plicaremos este resultado 
en el estudio del cono de la fibra de filtraciones buenas equimultiples. En particular, 
podremos determinar, en el Teorema 5.2.8 (resp. en el Teorema 5.2.11), cuando el cono 
de la fibra (resp. el cono de la fibra normalizado) de un ideal m-primario con segun-
do coeficiente de Hilbert (resp. con segundo coeficiente de Hilbert normalizado) igual 
a uno es Cohen-Macaulay. Esto nos permitirá, en el Teorema 5.2.12, caracterizar las 
singularidades 2-dimensionales racionales o elípticas cuyo cono de la fibra normalizado 
es Cohen-Macaulay. 

En la Sección 5.3 probaremos que si A es Cohen-Macaulay e / es un ideal genérica-
mente intersección completa con desviación analítica uno y número de reducción uno, 
su cono de la fibra es siempre Cohen-Macaulay. En la Sección 5.4 obtenemos el mismo 
resultado para los ideales 1-GNN introducidos por Goto, Nakamura y Nishida [GNN]. 

En [Sh, Theorem 6], Shah demuestra que si F^{I) es Cohen-Macaulay entonces su 
función de Hilbert tiene un comportamiento especial. En la Sección 5.5 generalizamos 
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este resultado para filtraciones buenas de ideales I con Cohen-Macaulay. En 
particular, obtenemos expresiones sencillas para el mínimo número de generadores de 
las clausuras enteras de las potencias de un ideal. 

5.2 Filtraciones buenas equimúltiples 

Sean (A, m) un anillo local con cuerpo residual infinito e J = (ín)n>o una filtración 
buena de A. (i.e. = I\In Vn 0). Si a € /i denotaremos respectivamente a*, aP 
a sus imágenes en h / h ^ GA{X)·, A/tn/i 

Recordemos que se define la dispersión analítica de X como la dimensión del anillo 
Fto(X). En general, para una filtración arbitraria X de ideales de A las dimensiones de 
los anillos F^ÇX) y GAÍX)/mGA{X) no coinciden. En [HZ, Lemma 2.8] Hoa y Zarzuela 
demuestran que si X es una filtración buena entonces ambas dimensiones son iguales. 
Además, como observamos a continuación, si la profundidad de Fm{X) es positiva tene-
mos igualdad entre los anillos Fto(X) y G{X)/xnG{X) . 

L e m a 5.2.1 Sea X una filtración buena de ideales de A. Si depth > O entonces 

-^n+i Ç m/„ para todo n > O y F^iX) = G(X)/mG(X). En particular, si / i = m entonces 
X=(m")„>o. 

Demos t rac ión : Consideremos la sucesión exacta 

O ^ 0 ( m / „ + /„+ i ) /m4 ^ F^{X) ^ (?(J)/mG(J) O . 
n > 0 

Como X es buena tenemos que /„+i Ç m/n para n > O, por tanto dim(0^>o(m/„ + 
/„+i)/tn/n) = 0. Si depthFm(J) > O esto implica que ®„>o(m4 + In+i)/mln = O, y 
por tanto Z^+i Ç min para todo n > 0. En particular, si / i = m tenemos Iiln Ç Ç 
Tn/„ = Il In para todo n > 0, esto es, In+i = hin para todo n > 0 y, en consecuencia 
î = (m")n>o. • 

El siguiente resultado al cual nos referíamos en la introducción nos ofrece un criterio 

para probar la propiedad Cohen-Macaulay del cono de la fibra. 
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Teorema 5.2.2 Sean X una filtración buena de ideales de A y J una reducción minimal 

de X. Supongamos 

(i) J esta generada por una sucesión regular, y 

(ii) J n /„ = JIn-1 para todo 1 < n < rj{X). 

Entonces Fm{X) es Cohen-Macaulay si y solamente si J H min = Jm/„_x para todo 

l<n<rj{X). 

Demostración: Sea J = ( a i , . . . , a s ) con s = s{X). Entonces, por la Proposición 

1.5.3 tenemos que .. es un sistema de parámetros de Fm{X). Por otra parte, 

las igualdades J fl /„ = JIn-i se satisfacen para todo 1 < n < rj{X) por hipótesis, y 

también para n > rj(X) ya que en este caso = JIn-i- Luego, por el Teorema 4.3.5 

Fto(X) es Cohen-Macaulay si y solo si JHrnln = Jm/„_i para todo n > 1. El resultado es 

entonces inmediato teniendo en cuenta que trivialmente se tiene que J H min = Jtn/„_i 

para n > rj(X). O 

El Teorema 5.2.2 nos permite obtener los siguientes resultados. 

Corolario 5.2.3 Sean (A,m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple. Su-

pongamos r ( / ) < 1. Entonces F^{I) es un anillo Cohen-Macaulay. 

Demostración: Como A es Cohen-Macaulay e I es equimultiple, cualquier reducción 

minimal de I esta generada por una sucesión regular. Sea J una reducción minimal de I 

con r j ( I ) = r ( / ) . Entonces, la condición (ii) del Teorema 5.2.2 se satisface trivialmente. 

Por otra parte, todo sistema minimal de generadores de J es una familia analíticamente 

independiente en / y por tanto J ñml = Jm. Luego, Fm(I) es Cohen-Macaulay por el 

Teorema 5.2.2. • 

En el siguiente ejemplo ofrecemos un ideal tal que Fm{I) es Cohen-Macaulay y en 

cambio GA(I) no es Cohen-Macaulay. 

Ejemplo 5.2.4 Sea A = K[[X,Y,Z,T]]/{T\ZT,XZ - YT) = K[[x,y,z,t]] donde K 

es un cuerpo con j/ifl = oo. A es un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional y 

X + z, y forman un sistema de parámetros de A (ver [HIO, Remark (22.21)]). Sea 
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I = ((x + yt(x + z)) y J = ((x + z)^). Entonces J es una reducción minimal de I 
con rj{I) = 1 e / es un ideal equimultiple con h t ( / ) = 1 y r{I) = 1. Por el Corolario 
5.2.3 Fm(/) es Cohen-Macaulay. Por el contrario, A/I no es Cohen-Macaulay y por el 
Teorema 3.1.1 podemos concluir que GA{I) tampoco es Cohen-Macaulay. 

Corolar io 5.2.5 Sean (A, m) un anillo Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple ínte-
gramente cerrado. Supongamos r{I) < 2. Entonces F^il) es un anillo Cohen-Macaulay 
si y solamente si J fl mP = Jxnl. 

Demostración: Sea J una reducción minimal de / con rj{I) = r{I) < 2. Entonces, la 
condición (i) del Teorema 5.2.2 es inmediata por ser A C.M. e / equimultiple. Además, 
la condición (ii) del Teorema 5.2.2 se reduce a comprobar la igualdad J C\P = JI. Esta 
igualdad se satisface por el Lema 3.3.1 por ser / íntegramente cerrado. Luego, por el 
Teorema 5.2.2 tenemos que Fm(/) es Cohen-Macaulay si y solamente J CwnP = Jvcil ya 
que las igualdades J D m/" = Jm/""^ se satisfacen trivialmente para n 2. • 

En el caso que / j es un ideal m-primario obtenemos el siguiente resultado. (Tales 
filtraciones se denominan usualmente de Hilbert, ver [HM2].) 

Proposición 5.2.6 Sea X = (/„)„>o una filtración buena con /i m-primario. Suponga-
mos que GA{X) es Cohen-Macaulay y sea J una reducción minimal de I . Las siguientes 
condiciones son equivalentes 

(i) Fm(X) es Cohen-Macaulay. 

(ii) J n tn/n = Jm/„_i for allí <n < rj{X). 

Demostración: Sea J = ( o j , . . . , ai). Entonces a^ , . . . , es un sistema de parámetros 
de G{X). Como G{X) es C.M. tenemos que es una 6'lJ)-sucesión regular, 

condición equivalente a las condiciones (i) y (ii) del Teorema 5.2.2 por la Proposición 
1.6.2. Aplicando ahora el Teorema 5.2.2 tenemos el resultado. • 

Supongamos que I es m-primario. Sean Hi{n) = length(i4//") y Pi{X) la función y 
el polinomio de Hilbert de I respectivamente. Es bien conocido (ver [BH, Chapter 4]) 
que Hj{n) = Pi{n) para n O y que Pi{n) puede escribirse de la forma 

PiH = 
i=o V d — i 
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Supongamos además que A es Cohen-Macaulay. Northcott [No] demuestra en este caso 
que ei{I) > eo(/) - length(A//) > O y que ei(/) = O si y solo si I esta generado 
por un sistema de parámetros de A. También ha sido probado por Huneke [Hun25 
Theorem 2.1] y Ooishi [Oo2, Theorem 3.3], independientemente, que ei{I) = eo(/) — 
length(A//) si y solo si rj{I) < 1 para cualquier reducción minimal J de I. Más 
recientemente, Sally [Sa2] prueba que si á > 2 y e2(/) O, entonces ei( / ) = eo(^) — 
length(A//) + 1 si y solo si para alguna (toda) reducción minimal J de / , rj{I) = 2 
y length( /^ /J / ) = 1, y que si se satisfacen tales condiciones entonces 62(1) = 1, ver 
también [HM2]. Además, Sally también nota que la igualdad eo(/) — length(A//) + 1 = 
ei(/) no implica e2{I) 0. Finalmente, Itoh [It3] demuestra que esta última implicación 
es cierta si / es íntegramente cerrado; en este caso, resumimos estos resultados en el 
siguiente lema. 

Lema 5.2.7 [ItS, Corollary I4J Sean (A,Tn) un anillo Cohen-Macaulay, I un ideal 
íntegramente cerrado y J una reducción minimal de I. Las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

(i) e : ( / ) - e o ( / ) + length(A//) = l . 

(ii) P = JP y l eng th( /VJ / ) = 1. 

(iii) e2(/) = 1. 

En tal caso GA{I) es Cohen-Macaulay. 

Para esta clase de ideales equimultiples con número de reducción 2 podemos formular 
el siguiente resultado. 

Teorema 5.2.8 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay y I un ideal m-primario. 
Supongamos que I es íntegramente cerrado y 62(1) = 1. Las siguientes condiciones son 
equivalentes: 

(i) Fm{I) es Cohen-Macaulay. 

(ii) fi(JI) < fJ-iP) po-fa cualquier reducción minimal J de I. 

(iii) ß{JI) = yi-iP) — 1 Pßi'o cualquier reducción minimal J de I. 
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Demos t rac ión : Sea J una reducción minimal de I. Por el Lema 5.2.7 rj{I) = 2, 

length( /^ /J / ) = 1 y G{I) es Cohen-Macaulay. Por tanto aplicando el Corolario 5.2.5, 

Fm{I) es Cohen-Macaulay si y sólo si J n xnP = Jm/ . Además, m P Ç J I ya que 

1 = l eng th ( /V / / ) = length(/Vm/2) + length(Tn/VJ/ n mP). Luego, es Cohen-

Macaulay si y solamente si mP = J m / . 

Consideremos la sucesión exacta 

O J/ —^ P/JI — ^ 0. 

Tensorializando por A/m obtenemos la sucesión exacta 

JllmJI - A PjmP P/JI4- m / ' —^ O. 

(¿) {iii) Supongamos que raP = J m / . Entonces o es inyectivo y teniendo en cuenta 

que P/JI + mP = P/JI ^ A/m tenemos que vkA/m{P/mP) ^ v k A / m i J I / m J I ) + 1-

[iii) (z) Recíprocamente, de la sucesión exacta 

O ^ Kev(l> Jl/mJI 4 P/mP 4 P/JI ^ O 

tenemos que vkA/ra{JI/^JI) = rk A/m(Kerçí») rk .4/m(Im¿>). Por otra parte, por hipó-

tesis TkA/m{JI/mJI) = rk^/„(/V-m/^) - 1 = rk ^/„(Kert') + 1 - 1 = rk^/„x(Im</>). Así, 

Kercf) = O y por tanto mP = J m / . 

[iii) (n") es trivial. Veamos (n") (i). Si rk .4/m( J / / m J / ) < ú iAi^{P /mP) = 

rk /̂m(Im<?!)) 1 = r k ^ / m ( J / / m J / ) - rkA/m(Kero) 1. Esta desigualdad implica que 

Ker<^ = O o equivalentemente que F-^{I) es C.M. • 

Sea ahora (A,m) un anillo local analíticamente no ramificado e / un ideal de A. 

Consideremos la filtración (/")n>o definida por las clausuras enteras de las potencias de 

/ . Supongamos además que / es m-primario y sean H ¡(n) = lengthy (A//") la función 

de Hilbert normalizada de / , y Pi{X) su polinomio de Hilbert. Entonces Hi{n) = Pi{n) 

para n suficientemente grande y Pi{n) puede escribirse como 

d 

i=0 ^ 

n d — i — V' 

d-i 

(ver por ejemplo [Ool, Theorem 1.3(2)]). Supongamos además que A es Cohen-Macaulay 

de dimensión á > 2 e / es un ideal de parámetros. Resumimos en el siguiente lema al-

gunos de los resultados obtenidos por Itoh en [It2]. 
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Lema 5.2.9 [It2] Sea (A, tn) un anillo local Cohen-Macaulay analíticamente no rami-

ficado de dimension d >2. Sea I un ideal de parámetros. Entonces 

fi) ë i ( / ) - length(7//) = 0 r/( /) < 1. 

(ii) ê i ( / ) — length(/ / / ) > length(P//7)^ y tenemos igualdad si y sólo si rj{I) < 2. 

(m) 62(7) > êi(I) — length(/ / /) ; y tenemos igualdad si y sólo si ri{I) < 2. 

El siguiente lema puede obtenerse fácilmente a partir del anterior. 

Lema 5.2.10 Sea (^,Tn) un anillo local Cohen-Macaulay analíticamente no ramificado 

de dimensión d > 2. Sean I un ideal va-primario y J una reducción minimal de I. 

Entonces: 

(i) Si 62(7) = O, f j { I ) < 1 fe 7 es normal), 

(ii) Si ê2(/) = 1, f j { I ) = 2 y Iength(7^/J7) = 1. 

Además, si I es íntegramente cerrado y 62(7) < 1 entonces rj{I) < f j ( I ) , 62(1) < 

62(7), y se satisfacen las igualdades si y sólo si I es normal. 

Demos t rac ión : Notemos que 7" = J^· para todo n y J es un ideal de paramètres por 

ser J reducción de 7. 

Si 62(7) = O por el Lema 5.2.9 tenemos las igualdades O = ëi(7) — length(7/J) = 

length(72/J7) = O y rj{I) < 2. Como además P = JI podemos concluir que rj{I) < 1. 

En particular, si 7 es íntegramente cerrado, tenemos P Ç P = JI y por tanto r j (7) < 1. 

Entonces, 7""*"̂  Ç 7"+^ = JI'^ = J"7 para todo n > 1 y por lo tanto 7 es normal. 

Si 62(7) = 1 por el Lema 5.2.9 obtenemos ahora las desigualdades 1 = 63(7) > 

ëi(7)- lengt l i (7/J) > length(72/j7) > 0. Si length(72/J7) = O una de las desigualdades 

será estricta y la otra será una igualdad, contradiciendo el Lema 5.2.9. Ahora, si 7 es 

íntegramente cerrado tenemos que P = JI o bien P = P. Si P = JI entonces 

< 1 < e 7 no es normal. Si P = P entonces 7 es normal. • 

Sea I = (P)n>Q y denotemos por Fjn(7) = ®„>o7"/m7" el cono de la fibra nor-

malizado de 7 (en el caso particular en que 7 = m denotaremos Fm{I) por 'F{A))· 

Obtenemos de forma análoga al Teorema 5.2.8 el siguiente resultado. 
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Teorema 5.2.11 Sea (^íTTI) un anillo local Cohen-Macaulay con dimension d > 2 

analíticamente no ramificado e I un ideal m-primario. Si ë2(/) = 1 las siguientes 

condiciones son equivalentes: 

(i) Fm{I) es Cohen-Macaulay. 

(ii) < para cualquier reducción J de I. 

(iii) yi{JI) = lJí{P) — 1 para cualquier reducción minimal J de I. 

Además, si I = m, F{A) es Cohen-Macaulay si y solamente si tu es normal. 

Demos t rac ión : En primer lugar notemos que G{1) es Cohen-Macaulay por el Lema 

3.3.1 y la Proposición 1.6.2 (ver también [Itl, Proposition 3]). Podemos entonces pro-

ceder como en la prueba del Teorema 5.2.8. Finalmente supongamos / = m. Si F{A) 

es Cohen-Macaulay entonces m es normal por el Lema 5.2.1. Recíprocamente, si m es 

normal entonces F(A) = G{X) = G{m) que es Cohen-Macaulay como ya hemos notado. 
• 

Recordemos que si (A,m) es un anillo local analíticamente no ramificado de dimen-

sión d e I es m-primario, se define el género normal de I como g{I) = ëd(/), y el 

género aritmético de A como Pg{A) =sup {g{I)\I is m—primario}, ver [Ool]. Supon-

gamos además que A es 2-dimensional y Cohen-Macaulay. Puede verse entonces que 

para todo ideal / m-primario, el género normal g{I) es igual a length(ií^(X, Ox)) donde 

X = Proj{R(I)), [Ool, Theorem 3.1]. Si además A es analíticamente normal entonces 

Lipman demuestra en [Li2] que existe una desingularización Y Spec{A), y que el en-

tero length(iï^(y, Oy)) no depende de F y es igual a H{A) = sup {\ength{H\Z, Oz)) 

Z Spec{A) es una aplicación birracional con Z normal}. Además, si A es normal 

tal desingularización puede obtenerse por explosión de un ideal m-primario. Luego, si 

A es analíticamente normal tenemos que Pg{A) = H{A). El anillo A se dice que es una 

singularidad racional si H [A] = O, y elíptica si H {A) = 1. 

Teorema 5.2.12 Sea (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional y analí-

ticamente normal. Si A es una singularidad racional, entonces F{A) es Cohen-Macaulay. 

Si A es una singularidad elíptica, las siguientes condiciones son equivalentes: 
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(i) F{A) es Cohen-Macaulay. 

(ii) m es normal. 

(iii) m es normal y r(Tn) = 1, o r(m) = 2. 

Demos t rac ión : Si A es una singularidad racional, entonces ë2(m) = O y por el Lema 

5.2.10 r(m) = r(Tn) < 1 y m es normal. 

Supongamos que A es una singularidad elíptica, entonces 62 (m) < 1 . Si F(A] es 

Cohen-Macaulay entonces m es normal por el Lemma 5.2.1. Supongamos ahora que m 

es normal. Entonces r(Tn) = f(m) y por el Lemma 5.2.10 tenemos que r(m) < 2 ya que 

ê2(m) < 1. 

Para (üi) => (i) es suficiente ver que si r(Tn) = 2 entonces F(A) es Cohen-Macaulay. 

Pero, por el Lema 5.2.10 tenemos que m es normal con 62(111) = 1, y aplicando ahora el 

Teorema 5.2.11 F(A) es Cohen-Macaulay. • 

E j emplo 5.2.13 (Utilizamos la notación de [Di, Chapter 4]). 

(i) Sea A = + + z^) (el anillo local de una singularidad de una 

superficie elíptica compleja de tipo Ei)- Es fácil ver que en este caso r(m) = 1 y m no 

es normal, por tanto F{A) no es Cohen-Macaulay. (Notemos que r{m) ^ r(m).) 

(ii) Sea A = C[[x,y,z]]l{x^ + + z^) (tipo Ee). Entonces r(m) = 2 y F(A) es 

Cohen-Macaulay por el Teorema 5.2.12. 

(iii) Sea A = C[[x,y,z]]/{x^ + J/̂  + z'^) (tipo Es)- Ahora r(m) = 1, y puede verse 

que m es normal. Por lo tanto, F(A) es Cohen-Macaulay. 
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5.3 Ideales con desviación analítica uno 

Sean (i4, tn) un anillo Cohen-Macaulay e / un ideal de A genéricamente intersección 

completa con ad(I) = 1. 

N o t a 5.3.1 Recordemos (ver el Lema 3.4.6 ) que si J es una reducción minimal de 

/ entonces existe un sistema minimal de generadores a i , . a n + i de J verificando las 

siguientes condiciones: 

(i) Ol , . . . , a^ es una sucesión regular en A. 

(ii) /p = ( a i , . . . , ah)p para todo p £ Min(A//). 

(iii) ( ( a i , . . . , üh)"^ : a^^j) fl = ( a i , . . . , a^)"" para todo n, m enteros positivos. 

(iv) Si h > 1 e P = JI, {ai,...,ahy n / " = (o i , . . . , a^)/""'' para todo n > 1, 

¿ = 1 , . . . ,n — 1. 

Veamos que si r{I) < l entonces el cono de la fibra de / es Cohen-Macaulay. 

T e o r e m a 5.3.2 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal de A. Su-

pongamos que I es genericamente intersección completa con ad(/) = 1 y r ( / ) < 1. 

Entonces, Fm{I) es Cohen-Macaulay. 

Demos t rac ión : Reduciremos la demostración al caso h t ( / ) = 0. Sea h := h t ( / ) . 

Supongamos h = O y sea J = (oj) una reducción minimal de I con P = JI y ai 

verificando las condiciones de la Nota 5.3.1. Como dimFm(/) = 1 es suficiente ver que 

a\ G I¡val ^ Fm{I) no es divisor de cero. Ésto equivale a demostrar que : 

Ol) n = m/" para n > O, lo cual es claro si n = O ya que Oi forma parte de un sistema 

minimal de generadores de / . Supongamos n > O y sea a; € : oi) Pl /" . Entonces 

xa^ € = 111(01)/" ya que r{I) < 1. Por tanto existe y € m/" tal que ai(x — y) = 0. 

Luego x - y € (O : ai) n / = O por la Nota 5.3.1 (iii) y (m/^'+i : ai) n / " = m/" como 

queríamos ver. 

Supongamos ahora que h > l y sea J = ( a i , . . . , ah+i) una reducción minimal de / 

como en la Nota 5.3.1. Veamos que 0° , . . . ,a° es una sucesión regular en Fm(/). Por el 

Teorema 4.3.5 es suficiente ver que se satisfacen las condiciones (i): ( a i , . . . , a/̂ ) n = 
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( a i , . . . , a^)/", y (ii): (ai , . . . , a h ) n = ( a i , . . . , ah)ml'', para todo n > 0. (i) es 

consecuencia directa de la Nota 5.3.1 (iv). Probemos (ii). Si n = O entonces ( o i , . . . , ah)r\ 

mi = ( a i , . . . , ah)va porque a i , . . . , a^ forma parte de un sistema minimal de parámetros 

de I. Supongamos n > 0. Como r ( / ) < 1 entonces ( a i , . . . , o/i) fl = ( a i , . . . , a/̂ ) n 

m J P = {ai,...,ah) n (m(ai , . . . + ma^+i/") = m(a i , . . . , a/,)/" + {{ai,..., an) n 

ma/i+i/"). Así, es suficiente ver que (a i , . . . ,a ; i ) f) mah+il'^ Ç m ( a i , . . . , a/i)/". Sea 

XQh+i G (a i , . . . , a / i ) con x e m/". Entonces x G {I 0 {ai,... ,ah) : üh+i) y por la 

Nota 5.3.1 (iii) tenemos que x € ( a i , . . . , a^j). Por tanto x € m/" D (a i , . . . , a / i ) = 

{ai , . . . ,ah)ml"·~^ por hipótesis de inducción. Luego, xüh+i € m{ai , . . . ,ah)I^ como 

queríamos ver. 

Sea ahora B = A/(ai, . . . ,0/,), m = m/(ai, . . . , a/,), 7 = I/{ai,... ,ah) y 7 = 

J / ( a i , . . . , ah). Entonces B es un anillo Cohen-Macaulay e / es un ideal de B genérica-

mente intersección completa con ad(/) = 1 (por el Lema 3.1.4), ht (/) = O y r j ( / ) < 1. 

Además, F« ( / ) / ( a ° , . . . , ag ) ~ F^{7) ya que ( a i , . . . ,aA) n ^ = (a i , . . . ,aA)/"-^ para 

todo n > 1. Luego, depthFTn(/) = depthFjñ(/) + h. Como ya hemos visto que Fm{I) es 

Cohen-Macaulay tenemos que Fm{I) también lo es. • 

N o t a 5,3.3 Notemos que podemos encontrar ideales de desviación analítica uno con 

r{I) = 1 tales que el anillo graduado GA{I) no es Cohen-Macaulay, ver [Zar, Example . 

N o t a 5.3.4 Sea K = [Xi,..., Xn,y, Z], donde K es un cuerpo. Sea I el ideal de 

definición de una variedad monomial proyectiva de codimensión 2. Una tal variedad 

admite una parametrización del tipo 

ari = Xa = . . . , = , y = • • < " , 2: = tzŜ  • •. 

con l < i < n y ai,hi,Ci enteros no negativos tales que a¿ O, (6i,c,) (0,0), 

( 6 i , . . . , 6 , ) ^ ( 0 , . . . , 0 ) y ( c i , . . . , c „ ) ^ ( 0 , . . . , 0 ) . 

Morales y Simis demuestran en [MS, Proposition (3.1.2)] que si I es el ideal de 

definición de una curva monomial sobre una cuádrica, entonces I es un ideal con ad(/) = 

1 y '''{I) < 1. Luego, podemos aplicar el Teorema 5.3.2 para concluir que el cono de 

la fibra de tales ideales es Cohen-Macaulay. En [MS] se demuestra también este hecho 

pero utilizando métodos distintos. 
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Posteriormente, Gimenez [Gi] (ver también [GMS]) demuestra en el caso general que 

la dispersión analítica de I es igual a 2 si 7 es intersección completa y que es igual a 3 

en el resto de los casos. Además, prueba que si el ideal de presentación de RA{I) está 

generado por formas de grado a lo sumo 2 (es decir, si el tipo de relación de / es menor 

0 igual que 2), entonces Fm{I) es Cohen-Macaulay y r ( / ) = 1. 

Recientemente, Barile y Morales [BM] han probado que el número de reducción de 

1 es igual a uno. Luego, aplicando los resultados obtenidos en este capítulo se tiene que 

Fjn{I) es Cohen-Macaulay (independientemente del tipo de relación de / ) . 

5.4 1 - G N N ideales 

Sean [A, tn) un anillo local Cohen-Macaulay ¿-dimensional e / un ideal de A. Sean 

h = h t ( / ) , s = s{I) y J una reducción minimal de I. Goto, Nakamura y Nishida 

demuestran en [GNN] que existe un sistema minimal de generadores c i , . . . , a« de J 

verificando las condiciones (*) y (* *) siguientes: 

(*) ( o i , . . . , ai)Ap es reducción de Ip para todo p € V'(/) con i = ht (p) < s 

donde V{I) denota el conjunto de ideales primos que contienen I. 

Sea Ji = ( o i , . . . , a¿) para O < ¿ < 5 y denotemos por 

r¿ = max{rj.^(/p) ; p € V{I) y ht (p) = i} 

para h < i < s. 

(* *) a¿ ^ p si p € ASSAA/JÍ^I \ V{í) para todo 1 < i < s. 

Además, para tal sistema de generadores la sucesión c i , . . . , c/i es regular. 

Sean J una reducción minimal de / y r € Z un entero no negativo, y consideremos 

IcLS siguientes condiciones: 

(a) d e p t h i 4 / I ' ^ > d - s - \ - r - n para todo 1 < n < r, 

(b) ri < max{0, i - s + r} para todo h <i < s, 

(c) A/{Ji : I ) es Cohen-Macaulay para todo h<i<s — r — l,y 

(d) rj{I) < r. 

Para simplificar los enunciados, ofrecemos la siguiente definición. 
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Definición 5.4.1 Diremos que I es un r-GNN ideal si existe una reducción minimal J 

de I con un sistema minimal de generadores que satisfacen las condiciones (*); (* *) y 

{a), (6), (c), (<¿) anteriores. 

Para este tipo de ideales en [GNN] se demuetra lo siguiente: 

Proposición 5.4.2 [GNN, Theorem 1.1] Sea I un r-GNN ideal de A. Entonces GA{I) 

es Cohen-Macaulay. 

La propiedad Cohen-Macaulay de GA(I), aunque no es necesaria para la propie-

dad Cohen-Macaulay de F-„i{I), nos permite aplicar el Teorema 4.3.5 a sucesiones de 

elementos de Fm{I) y determinar si éstas son regulares. 

El siguiente resultado nos proporciona ejemplos de 1-GNN ideales. 

Proposición 5.4.3 Supongamos que A es Gorenstein y sea p un ideal primo de al-

tura positiva y desviación analítica 2. Supongamos que A/p es Cohen-Macaulay y se 

satisfacen una de las siguientes condiciones: 

(i) pq es intersección completa para todo ideal primo q 2 P con ht (q/p) < 2. 

(ii) pq es intersección completa para todo ideal primo q 3 p con ht (q/p) < 1 y r(I) < 

1. 

Entonces, p es un 1-G7V7V ideal. 

Demos t r ac ión : La condición (a) se cumple trivialmente. Si se verifica (i) entonces 

' ' j(p) < 1 para toda reducción minimal J de / por [HHl, Corollary 3.3]. En el caso 

de verificarse (ii) existe una tal reducción por hipótesis. Sea J una reducción minimal 

de I con rj{I) < 1, es decir, verificando (d). Sea a i , . . . , a s un sistema minimal de 

generadores de J cumpliendo (*) y (**). La condición (b) se verifica ya que la única 

reducción de un ideal intersección completa es el propio ideal. Por último, (a) se verifica 

por [PS, Lemma 1.3]. • 
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E j e m p l o 5.4.4 Sean R = k[Xij,X2j | j = 1,2,3,4] el anillo de polinomios en ocho va-

riables sobre un cuerpo infinito A;, y P el ideal primo generado por los menores maximales 

de la matriz 

Xii Xi2 Xi3 Xi4 

X21 X22 X23 X24. 

Sea M — {Xij,X2j \ j = 1,2,3,4), A = Rm, y Ï» = PA. Entonces p es un ideal primo 

Cohen-Macaulay de altura 3, con ad(p) = 2 y tal que pq es intersección completa para 

todo ideal primo q 5 p con ht (q/p) < 1. Además, existe una reducción minimal J de p 

tal que o ( p ) = 1, ver [GN2, Example 4.7]. Entonces p es un 1-GNN ideal. 

Supongamos que I es un 1-GNN ideal. Nuestro principal objetivo es demostrar que 

Fm(I) es un anillo Cohen-Macaulay viendo que a i , . . . es una Fm{I)-sucesión regular. 

Para ello necesitaremos las siguientes propiedades de intersección satisfechas por esta 

clase de ideales: 

L e m a 5.4.5 Sea I un 1-GNN ideal. 

(i) Si O < i < s entonces, Ji fl = J , / " para todo n > 0. 

(ii) Si Q<i<s — l entonces, [Ji : a¿+i) H = J,J" para todo n > 0. 

Demos t r ac ión : Las demostraciones pueden encontrarse en [GNN], Lemma 3.1 y Co-

rollary 3.3. • 

L e m a 5.4.6 Sea h < i < s. Entonces, Ji fl = JiVnl"' para todo n > 0. 

Demos t rac ión : Procederemos por inducción descendente sobre i. Supongamos pri-

mero que i = s. Para n = O la igualdad Js Hml = J^m se satisface ya que J^ = J y 

Ol, . . . es parte de un sistema minimal de generadores de I. Por otra parte, como 

rj{I) < 1, = JI"" para todo n > 1 y por tanto J^ fl = J^m/". 

Sea ahora i = s -1. Para n = O la igualdad J^-i C\val = Js-ira se verifica como 

antes. Sea n > 0. Entonces Js-i n = J^-i n m / " J = m/^J^. i -f a^m/" n J^ . i . 

Luego es suficiente ver que a^m/^n J j - i Ç m/"Js_i. Si xus € Js~i con x € m/" entonces 

X € {Js-i : as)n / = Js-i por el Lema 5.4.5 y x € J s - i R m / " = por inducción 

sobre n. Así, xUs G Js-itn/". 
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Sea h < i < s—1 y supongamos que = JkXnl"- para todo n >Oei < k < s. 

Si n = O entonces J iOml = Jiva. Sea n > 0. Entonces J¿nm/"+^ = JiC\xnI'^J = J¿m/" + 

(a¿+i, . . . , fl Ji. Sea XÍ+IÜÍ+I + \- XSÜS € Ji con x¿+i,...,a;^ G m/". Entonces 

Xs € {Js-i : as) n / = Js-i por el Lema 5.4.5 y Xs £ Js-i n mP = Luego, 

Xsüs e J í - i m / ^ y (a¿+i , . . . ,as)m/"nJ¿ Ç J^-imPCiJi Ç + (a¿+i, . . . , n 

Ji- Repitiendo este argumento sucesivamente obtenemos que (a¿+i, . . . , as)m/" fl J¿ Ç 

Jim/"- + (a,·+i)m/"· n J¿. Pero si x G mJ" es tal que ai+ix € Ji entonces x G (J¿ : 

a¿+i) n / = J¿ por el Lema 5.4.5. Así, íc G J¿ fl m/" = por inducción sobre n y 

a¿+ix G Jitn/". O 

Probaremos ahora el principal resultado de esta sección. 

Teo rema 5.4.7 Sean (yl,rn) un anillo local Cohen-Macaulay local e I un l-GNN ideal. 

Entonces Frn{I) es Cohen-Macaulay. 

Demos t r ac ión : Veamos primero que podemos suponer ht (/) = 0. 

Sea J = ( a i , . . . , Os) una reducción minimal de I verificando (*), (* *) y (a), (b), (c), 

(d). Como ya hemos observado, entonces Ci , . . . , a^ es una sucesión regular y J^n/""'"^ = 

Jh,/" para todo n > O por el Lema 5.4.5. Luego, por el Teorema 4.3.5 la sucesión 

a ? , . . . , a^ es regular en si y solamente si Jh fl = A m / " para todo n > O, 

y esto sigue directamente del Lema 5.4.6. Luego, 0° , . . . , a° es una sucesión regular en 

Fm{I). Consideremos ahora el anillo Cohen-Macaulay A/(ai,..ah). Entonces, el ideal 

/ / ( a i , . . . , a / I ) es l-GNN y J / ( a i , • • .,AH) = (ÖA+I, ...,ÜS) es una reducción minimal de 

/ / ( a i , . . . , a/i) verificando las condiciones (*), (=t= *) y (a), (b), (c), (d) (ver [GNN, Lemma 

3.4]). Por otro lado, como J^ D / " = J/i/""^ para todo n > 1, puede verse fácilmente 

que Fm(/) / (aJ , . . . ,0^) ic ^ „ ( / / ( a i , . . . ,0^)). Luego, podemos suponer ht ( / ) = 0. 

Supongamos ht ( / ) = 0. Queremos ver que o? , . . . , es una Fni(/)-sucesión regular. 

Ésto equivale a demostrar las igualdades 

+ J i r : a¿+i) n / " = m/" + J,/""^ para 0 < ¿ < 5 - l y n > 0 . 

Sea n = O y veamos que (m/-)-/i : aj\|.i) = m - f - S e a x un elemento de A tal que XÜÍ+I G 

mi -\r Ji. Entonces existen a G m/ e j / i , . . . , G A tales que xa¿+i = z + yiOi -i- . . . y¿a¿, 

por tanto z £ mi n Ji+i = mj¿+i Ç m Ç m J,-. 
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Sea ahora n > 0. Entonces + J i P : a¿+i) n / " = ( m P J + : a¿+i) n /" . Si 

X Ç. y xci+i € m / " J + = J¿/" + (a¿+i,...,a/)Tn/" entonces existen a^,... £ I'^ 

y ßi+i,. ..,ßie m/" tales que ara¿+i = aiOi + . . . + aía¿ /9¿+ia¿+i + - . . + ßias- Luego, 

ßs e (Js- i : a^) n m/'^ Ç : a,) fl = Js-il""'^ por el Lema 5.4.5 y ßs e 

m / " n Js_i = Js-im/""^ por el Lema 5.4.6. Entonces, existen y i , . . . ,ys-i € tales 

quea;ai+i = (ai+í/ias)ai + .. . + (a¿+y¿aí)a¿+(/3¿+i+y¿+ias)a¿+i + . . +2/5-105)05-1 

con a j + y j ü s e para j = 1 , . . . , i y ßk + y k ^ s G m/", para k = ¿ + 1 , . . . , 5 - 1. 

Repitiendo este argumento obtenemos que a;a¿+i = aiOi + • • • + aiüi -f /3¿+ia¿+i con 

»i € / " y Ä+i € mP. Entonces x - A+i € {Ji : a¿+i) n = por el Lema 5.4.5, 

y por tanto x G m/^ + • 

Observemos que para la demostración del teorema 5.4.7 es suficiente que I verifique 

las propiedades de intersección del Lema 5.4.5. Estas son satisfechas por una clase de 

ideales más amplia que los ideales 1-GNN. Por ejemplo: 

Propos ic ión 5.4.8 Sea I un ideal y J una reducción minimal de I con P = JI. 

Supongamos que I es equimultiple o genéricamente intersección completa con ad(/) = 1. 

Entonces, existe un sistema minimal de generadores o i , . . . ,05 de J tal que: 

(i) Ji n = para todo 0<i<s y todo n > 0. 

(ii) {Ji : a¿+i) n = J i / " para todo 0<i <s-l y todo n > 0. 

Demos t r ac ión : Supongamos primero que I es equimultiple. Entonces s •= h y 

Ol, . . . ,Oí es una A-sucesión regular. Trivialmente, J D = J/'"' [)ara todo n > O 

ya que P = JI. Así, por el criterio de Valabrega-Valla, a] «' es una sucesión 

regular en G{I) y por tanto también lo es a^ , . . . ,a* para todo O < ; < /. Utilizan-

do de nuevo el criterio de Valabrega-Valla tenemos que J¿ fl = para todo 

n > 0. Para la condición (n") notemos que (J¿ : a¿+i) = J¿ para todo i < s y por tanto 

{Ji : Oi+i) n = Ji n = Jil^ por {i). 

Supongamos ahora que 7 es genericamente intersección completa con ad(7) = 1. Sea 

J una reducción minimal de 7 con P = JI. Entonces J j Pl = trivialmente. 

Ahora s = h + 1. Consideremos un sistema minimal de generadores a i , . . .,05 de J 

verificando las condiciones de la Nota 5.3.1. Por tanto, podemos suponer que a\,.. .,ah 

es una sucesión regular, Jh H 7"+^ = JhP para todo n > O y {Jh : «A+I) 0 7 = Jh. 
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Utilizando una vez más el criterio de Valabrega-Valla tenemos que Ji fl/""^' = J j / " para 

todo n >0 eO <i < h. Para ver (ii), notemos que si i = s — 1 = h tenemos para n > O 

que ( 4 : a^+On/^+i Ç (Jh : ah+i)nl = A . Luego, {A : Ç = 

por (í) y tenemos la igualdad. Finalmente, si i < h es suficiente tener en cuenta que 

{Ji : a¿+i) = Ji. • 

Es decir, de la demostración del Teorema 5.4.7 podemos recuperar el Corolario 5.2.3 

y el Teorema 5.3.2 en los que obteníamos la propiedad Cohen-Macaulay respectivamente 

para ideales equimultiples e ideales genéricamente intersección completa con ad(/) = 1, 

en ambos casos bajo la hipótesis r{I) < 1. 

Notemos también que, en general, los ideales que verifican las popiedades de intersec-

ción de la Proposición 5.4.8 no son 1-GNN ideales ya que para ideales equimultiples la 

condición (a) implica que A / / es Cohen-Macaulay, y para ideales con desviación analítica 

uno implica depth/1// > dim A / / — 1. (Observemos también que las condiciones (b),(c) 

y (d) son satisfechas trivialmente por esta clase de ideales.) 

5.5 La función de Hilbert del cono de la fibra 

En esta sección queremos describir el comportamiento de la función de Hilbert del 

cono de la fibra. Sean (A, m) un anillo local e J = (/n)n>o una filtración buena de ideales 

de A, entonces la función de Hilbert de J), f{n) = length(/„/tn4), nos da el mínimo 

número de generadores de /„. Sea J una reducción minimal de I . Existe entonces un 

morfismo finito de anillos graduados definido por 

ö € J ^ / m J " " M- ( p { ä ) = a° e I n / m i n 

(notemos que $ es inyectivo en grado uno ya que J n m/i = m j ) . Además, como 

J está generado por una familia de elementos analíticamente independentes tenemos 

que Fto(J) es isomorfo al anillo de polinomios a coeficientes en A/m y /^(J) = s{X) 

variables. Así, tenemos que Fm(J) es un anillo Cohen-Macaulay si y sólo si Fm(/) es 

un i^m(./)-módulo libre. En particular, la multiplicidad e{Fm{I)) es igual a su rango, y 

como JFvi{X) = ^n^ií-Z-^n-i + tn/n)/m/„ está generado por un sistema de parámetros 

de Fra[T) obtenemos que e(F^(/)) = length(F«(I)/JF„,(J)). 
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Resumimos las consideraciones anteriores en el siguiente lema. 

Lema 5.5.1 Sean (A,m) un anillo local e X una filtración buena de ideales de A. Sea 

J una reducción minimal de X. Entonces: 

(i) es Cohen-Macaulay si y sólo si Fm{X) es un Fm.{J)-módulo libre. 

(ii) Si Fm{X) es Cohen-Macaulay entonces 

= e(F^(J)) = length(F«(Z)/JF„(J)). 

Nota 5.5.2 Observemos que si F^iX) es Cohen-Macaulay entonces el morfismo $ es 

inyectivo y por tanto J " O m/„ = mJ" for all n > 0. 

En el siguiente resultado describimos el comportamiento de la función de Hilbert del 

cono de la fibra cuando éste es Cohen-Macaulay. Este resultado generaliza el de Shah 

Sh, Theorem 6] a filtraciones buenas. 

Teorema 5.5.3 Sean (A,m) un anillo local eX = (/n)n>o una filtración buena de ideales 

de A. Sea J una reducción minimal deX, r = rj[X) y s = s{X). Si Fm{X) es Cohen-

Macúulay entonces 

l·^iQ = ElM^i) - lengtHJU-i/JIi-i n m/,))("+::;-') 

= E r = o W i ) - i eng th ( j / ,_ i / j / , _ i n 

Demos t rac ión : Consideremos la familia de elementos en Fm{X) dada por el conjunto 

< 1, {af , . . . , a° } > , donde 1 € A/m y , . - • .} es una base del A/m-espacio 

vectorial I¿/m/¿ -1- J /¿- i , para todo i = 1 , . . . , r. Entonces j 1, {a¿ , . . . , } > es 

un sistema de generadores de Fm{X) como J)-módulo y por tanto es una base ya que 

su cardinal es igual a length(Fm(X)/JFTO(X)) = Denotaremos por bj a 

a l , para todo ¿ = 1 , . . . , r y j = 1 , . . . , r¿. Entonces, = ( y 

tomando la componente de grado n tenemos In/min = • • • ^Ki)Fra{J)n-i para 

todo n > 0. Como length(Fm(</)n-¿) = (""^rrí"^) tenemos que //(/„) = length(/„/Tn/n) 

Por otra parte, r¿ = length(/¿/m/¿ + JU- i ) = length((/¿/m/¿)/(Tn/¿ J/¿_i/Tn/¿)) = 

length(/,7m/i) - length(m/¿ -f J/¿_i/m/¿) = - length(J/¿_i/J/¿_i n ra/¿). La suma 

puede extenderse a oo ya que J¿ = J l i - i para ¿ > r. • 
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Nota 5.5.4 Del anterior resultado se deduce que si F„I{I) es Cohen-Macaulay entonces 

r j ( J ) y lengtli(J/¿_i/J/¿_i D m/¿) no dependen de J para todo i > O 

Nota 5.5.5 D'Cruz, Raghavan y Verma pueban en [CRV] que para filtraciones ádicas el 

recíproco del Teorema 5.5.3 es cierto. La misma idea puede aplicarse para el caso de fil-

traciones buenas: suponiendo que la función de Hilbert tiene la forma del Teorema 5.5.3 

puede verse que la multiplicidad de Fm{X) coincide con la longitud de F„(2) / JFm(I) 

para concluir que es Cohen-Macaulay (ver por ejemplo [BH]). 

En el caso de filtraciones buenas m-primarias con anillo graduado Cohen-Macaulay 

podemos expresar la función de Hilbert del cono de la fibra del modo siguiente. Podemos 

además responder afirmativamente a la conjetura que planteada por Shah [Sh] (en el 

caso de filtraciones /-ádicas): ^ ( í" ) — > O para todo n. 

Corolario 5.5.6 Sea (A,m) un anillo local e X = (/n)n>o wna filtración buena tal que 

IL es m-primario. Sea J una reducción minimal de X y r = rj[X). Si GA{X) y FM{X) 

son Cohen-Macaulay entonces: 

^ /n + d — i - 1\ 
= ~ para todo n > 0. 

¿=o ^ ^ 

Además, y¡,{Ii) — fx{JIi-i) > O para todo ¿ = O, . . . , r . 

Demostración: Por la Proposición 5.2.6 J l i - i D m l i Ç J O m l , = ./m/,_, Ç J l i ^ i O m l i 

para todo O < ¿ < r. Luego, J /¿_jnm/¿ = Jm/¿_i para todo O < ¿ < r. Aplicando ahora 

el Teorema 5.5.3 y teniendo en cuenta que (u(/¿) —/i(J/¿_i) = lengthi /. m/¡ - J / ,_ i ) > O 

para todo ¿ = O, . . . , r tenemos el resultado. • 

Para ideales con número de reducción igual a uno obtenemos expresiones muy sen-

cillas. 

Corolario 5.5.7 Sean {A,m) un anillo local e I un ideal de A con r(I) = 1. Sea 

s = s(I) y supongamos que Fm(/) es Cohen-Macaulay. Entonces 

'n -I- s - 1\ n + 5 - 2' 
fji{r) = ( ^ _ ^ + W ) - „1 ) P<íra todo n > 0. 

s - 1 



La fundón de Hilbert del cono de la ñhra 91 

Demos t rac ión : Basta aplicar el Teorema 5.5.3 teniendo en cuenta que si J es una 

reducción minimal de I entonces J 0 m/ = mJ. • 

Obtenemos así del Corolario 5.5.7 los siguientes resultados. 

Corolario 5.5.8 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal equimultiple 

de A con r[I) = 1. Entonces 

Mn= paratodo n > 0. 

Demostración: Fm{I) es Cohen-Macaulay por el Corolario 5.2.3. • 

Corolario 5.5.9 Sean (A, m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un ideal de A. Su-

pongamos I genericamente intersección completa intersection, ad{I) = l, y r{I) = 1. 

Sea h = ht(/). Entonces 

^[P) = + ^^ + _ /i _ 1) + ^ - para todo n > 0. 

Demostración: Fm{I) es Cohen-Macaulay por el Teorema 5.3.2. • 

Para ideales m-primarios con segundo coeficiente de Hilbert uno obtenemos la si-

guiente fórmula si (¿ = 2. 

Corolario 5.5.10 Sea m) un anillo local Cohen-Macaulay 2-dimensional e I un 

ideal m-primario íntegramente cerrado. Supongamos que 62(1) = l y que Fm{I) es 

Cohen-Macaulay. Entonces 

= npt.{I) para todo n > 0. 

Demostración: Sea J una reducción minimal de / . Por el Lema 5.2.7 rj{I) = 2 y 

G{I) es Cohen-Macaulay. Además, por el Teorema 5.2.8 ß{JI) = — 1- Luego, por 

el Corolario 5.5.6 obtenemos /i(/") = ( " f ) (/i(/) - 2)(^) + = nn{I) para todo 

n > 0. • 

De forma similar, si el segundo coeficiente normalizado de Hilbert es uno obtenemos: 
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Corolario 5.5.11 Sea {A,m) un anillo local Cohen-Macaulay S-dimensional, analíti-
camente no ramificado e I un ideal xa-primario. Supongamos 62(1) = l y que Fm(I) es 
Cohen-Macaulay. Entonces 

= nfj,(I) para todo n > 0. 

También podemos recuperar el siguiente resultado de Ooishi [Oo3] sobre el mínimo 
número de generadores de las potencias del ideal maximal de una singularidad de su-
perficie elíptica. Recordemos que si (A, m) es un anillo local, se define la dimensión de 
inmersión de A como emb(A) = /i(rn). 

Corolario 5.5.12 [Oo3, Corollary 3.6] Sea (A, m) un anillo local y supongamos que 
A es una singularidad de superficie elíptica. Entonces, o bien /u(tn'̂ ) = e{A)n + 1 = 
(emb(A) — l)n para todo n>0, o bien //(tn") = e{A)n = emb(A)n para todo n > 0. 

Demostración: Como A es elíptica ^(m) < 1 y por el Lema 5.2.9, r(m) < 2. Si r{m) = 
1 entonces G(m) es Cohen-Macaulay por el Corolario 5.2.3. Luego, por el Corolario 
5.5.7 = (emb{A) - l)n + 1 = e(A)n -h 1 para todo n > 0. Si r{m) = 2 entonces 

m es normal por el Lema 5.2.10, y E(A) = G(m) es Cohen-Macaulay por el Teorema 
5.2.11. Aplicando ahora el Corolario 5.5.11 tenemos ^(m") = e(A)n = emb(A)n para 
todo n > 0. • 

Finalmente, tenemos el siguiente resultado para ideales 1-GNN. 

Corolario 5.5.13 Sean (A,m) un anillo local Cohen-Macaulay e I un 1-GNN ideal de 
A no generado por una familia de elementos analíticamente independientes. Entonces, 

( I ) K N = + Í M - ôdo « > o. 
(ii) Para toda reducción minimal J de I, rj{I) = 1. 

Demostración: (i) es immediato a partir del Teorema 5.4.7 y el Corolario 5.5.7. (ii) 

se deduce de la Nota 5.5.4. • 



Summary 

Let (A, m) be a noetherian local ring. For a filtration of ideals X = {In)n>o of A (that 

is, a decreasing sequence of ideals A = /Q 3 / i D . . . 3 • • • verifying Inim Ç In+m for 

all n, m > 0) we consider the following blowup graded rings associated to I : 

RA{1) — 0 „ > o ^ Rees ring of A with respect to J , 

GA{T) = 0 „ > o In/In+I, the associated graded ring of A with respect to X, 

FM{L) = 0 „ > o IN/MIN, the fiber cone of A with respect to I . 

We will say that I is a noetherian filtration if the Rees ring RAÍ^) is noetherian. 

Let E be an A-module and E = {EN)N>O (with E = EQ) a filtration of submodules 

J-compatible (that is, such that InEm Q En+m for all n,m> 0). Then we can consider 

the following graded modules respectively over the rings RA{X), GA{X) and FM{I) 

m = e n > 0 Ent\ 

which we refer as blowup modules associated to E with respect to I . From now on all 

rings and modules will be assumed noetherian. 

In this thesis we obtain results in three different aspects: 

- Relat ions between the depths of the blowup rings and modules associated 

to a filtration. 

- T h e computat ion of the depths of the blowup rings associated to an ideal 

I w i th small analytic deviation. 

- T h e s tudy of the Cohen-Macaulay property of the fiber cone. 

93 
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In C h a p t e r 1 we introduce the definitions and notations that we will need for the 
development of the thesis. 

The first goal in C h a p t e r 2 is to study the relationship between the depths of 
R{E) and G{E) with respect to any homogeneous ideal of R{X) containig R{I)+{1). In 
this sense we obtain the following result. 

Teorema 2.3.1 Let J be an homogeneous ideal of RA{X) containing 
Then 

(i) depthjG(E) < dep th jß(E) . 

(ii) depthj(?(E) < depthjn^^; and 

if depthjG{E) < d e p t h e n t o n c e s depthji î(E) = depthjG(E) + 1. 

Moreover, for J = M the homogeneous maximal ideal of RA{I) we have 

(Hi) if adepthG(E)(^(^)) < 0 depthÄ(E) > depthG(E) + 1. 

This result and its proof are inspired by the papers [TI], [HMl] and [Ma] and ge-
neralizes the corresponding result by Marley for adic filtrations. Although most of the 
arguments of [Ma] can be adapted in the general case, there are some critical points 
which have to be treated specifically. 

Sections 2.2 and 2.3 are devoted to the proof of Theorem 2.3.1, which relies on the 
relationship between the local cohomology modules of E, i?(E) and G(E) provided by 
the connection morphisms 

0 —^ R{E)+ R{E) 

0 —^ ß(E)+( l ) Ä(E) C?(E) —> 0 

A key step in its proof is to determine the integers i for which Hy{R{E)) and H}{G{E)) 

are finitely graded. 
As an application of Theorem 2.3.1, in Sections 2.4 and 2.5 we obtain results on the 

Serre's condition for blowup modules, and the depths of the canonical modules of some 
blowup rings. 



95 

The main aim in Chapter 3 is to determine the depths of the graded rings associated 

to an ideal / of a Cohen-Macauiay ring A in terms of the depths of the rings A/P. 

Some results are known in this sense, as the ones in [Ba], [TI], [Br], [GNi] and [Zar] for 

equimultiple and analytic deviation one ideals with small reduction number. Here we 

obtain the following results for equimultiple ideals. 

T h e o r e m 3.1.1 Let (A, m) a Cohen-Macaulay local ring and I an equimultiple ideal 

of A. Assume r ( J ) < 1. Then: 

depthG^(/) = depth A/ / + ht ( / ) . 

T h e o r e m 3.1.2 Let (A, m) be a Cohen-Macaulay local ring and I an equimultiple 

ideal integrally closed of A. Assume r ( / ) < 2. Then: 

min{depthA/ / ,depthA/ /2} -(. ht ( / ) - 1 < 

depthG^(/ ) < 

min{depthA/ / ,depthA/ /2} + ht ( / ) . 

Moreover, 

(i) ifdej>thA/P < dep thA/ / then depthG^(/ ) = depthAJP + ht {I), and 

(ii) ifdepthA/I < depthA/P then depth(?^(/) = depth .4/ / + ht ( / ) - 1. 

For analytic deviation one ideals we obtain the following: 

T h e o r e m 3.1 .3 Let (A, m) be a Cohen-Macaulay local ring and I an unmixed ideal 

of A with ad ( / ) == 1 and generically complete intersection. Assume r{I) < 2. Then: 

min{depthA/ / ,depthA/ /2} + ht ( / ) < 

depthG4(/) < 

min{depthA/ / ,depthA/ /2} + ht ( / ) + 1. 

Moreover, 

(i) ifdepthA/P < dep thA/ / then depthG^( / ) = depthA//^ + ht ( / ) + 1, and 

(ii) ifdepthA/I < depthA//2 depthG^(/ ) = d e p t h A / / + ht ( / ) if ht ( / ) > 0 and 

depthO A{I) = depthA/1 if ht ( / ) = 0 and dep thA/ / <d-l. 
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In Sections 3.2, 3.3 and 3.4 we prove respectively Theorems 3.1.1, 3.1.2 and 3.1.3. 
In Section 3.5 we apply the results obtained in Chapter 2 to obtain formulas for the 
depths of the corresponding Rees rings. Finally, in Section 3.6 we show that under 
particular conditions the depths of the Rees ring and the form ring associated to J" 
don't depend of n. 

In Chapter 4 we show a criterion which characterizes when a sequence of elements 
of II provides a regular sequence in Fm(J). More precisely, we obtain the following: 

Theorem 4.3.5 Let (A, m) be a local ring; I a noetherian filtration of ideals of A 
and Ol,..., Ofc a sequence of elements in Ii. Assume a^,..., is a regular sequence in 
Ga{1). Then the following conditions are equivalent. 

(i) O j , . . . , a° is a regular sequence in Fm{X). 

(ii) (a i , . . . n m/„ = (a i , . . .,ak)mln-i for all n > 1. 

This criterion can be seen as a some kind of "mixed" Valabrega-Valla condition. In 
order to prove it, we introduce a filtration T^ of submodules of A whose associated 
graded ring can be thought as an intermediate of the associated graded ring and the 
fiber cone associated to I , while to controle depths we use certain modified graded 
Koszul complexes. In Section 4.3 we show that the connection between the modified 
graded Koszul complexes of I , P " and the Koszul complex of F^{X) allows us to prove 
Theorem 4.3.5. 

The first purpose in Chapter 5 is to use the results obtained in Chapter 4 to prove 

the following: 

Theorem 5.2.2 Let X be a noetherian filtration of ideals of A and J a minimal 
reduction ofX. Assume 

(i) J is generated by a regular sequence, and 

(ii) J n /„ = JIn-i for all l<n< rj{X). 

Then Fm{X) is Cohen-Macaulay if and only if J Dmln = Jm/„_i for all 1 < n < rj{X). 
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This result recovers a result by Shah [Sh] for adic filtrations with reduction number 

at most 2. 

Section 5.2 is devoted to study fiber cones of equimultiple good filtrations. In par-

ticular, we give a criterion for an integrally closed m-primary ideal whose second Hilbert 

coefficient (resp. normalized Hilbert coefficient) is equal to one having Cohen-Macaulay 

fiber cone (resp. normalized fiber cone). This allow us to characterize for which 2-

dimensional rational or elliptic singularities the fiber cone is always Cohen-Macaulay. 

In Section 5.3 we prove that if A is Cohen-Macaulay and I is an analytic deviation one 

ideal with reduction number one the fiber cone of I is Cohen-Macaulay. In Section 5.4 

we obtain the same result for certain kind of ideals introduced in [GNN]. Finally, in 

Section 5.5 we apply all the above results to determine in each case the minimal number 

of generators of the powers or the integral closure powers of the ideal. 

Some of the results obtained in this thesis are contained in the following publications: 

- T. Cortadellas, Depth Formulas for the Rees Algebras of Filtrations, Comm. Alge-

bra, 24(2)(1996), 705-716. 

- T. Cortadellas, S. Zarzuela, On the Depth of the Fiber Cone of Filtrations, to 

appear in J. Algebra. 

- T. Cortadellas, S. Zarzuela, On the Cohen-Macaulay property of the fiber cone of 
ideals with reduction number at most one, to appear in the Proceedings of the Interna-

tional Conference of Hanoi about Algebra, Geometry and Computer Algebra. 
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