Sint minim 1 et 1 quos imaginaberis
inaequales. Adde, fient 2. cui adde
maiorem 1 fient 3. cui adde 2 fient 5.
cui adde 3 fient 8. cui adde 5 fient 13.
cui adde 8 fient 21.

J. KEPLER
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PORMULACION PROPUESTA
PARA DERIVACION DE INTEGRALES




A2.1 INTRODUCCION

En este anejo abordamos el problema de derivacién de 1las
funciones reales.

P<§>=”[ _ (g, x)dV
E (x) ¢ x (a2.1)

Q(x)=JL(;)9(C.x)dQ (a2.2)

F(x)= ’Cr(;)(b(c-x)dl (a2.3)

analogas respectivamente a las definidas en (al.2), (al.3) y (al.4d},
y en las que las funciones subintegrales tienen una expresién
explicita respecto a las coordenadas de referencia.

La motivacién de este anejo radica en la obtencién de
expresiones equivalentes a las (al.13), (al.15) y (al.16) pero en
términos de operaciones realizadas integramente en el espacio de
referencia.

Durante el desarrollo, utilizaremos la nomenclatura descrita
en el anejo Al.
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A2.2 PUNTOS PREVIOS

A2.2.1 Derivacién del determinante jacobiano de la transformacién

Siendo J el determinante de la matriz jacobiana (al.5), su
derivada direccional

ad
DSJ= 6Jup Ds Jap=c°f('1up) Ds JGB=
14
- 7B - -1
-—Jar DsJap"J tr(g Dsg) (a2.4)
a

La derivada direccional de la inversa de la matriz jacobiana
puede escribirse en la forma

D g™ =-J7'(D

I (a2.5)

A2.2.2 Derivacién del vector normal a una superficie

Siguiendo el desarrollo del parrafo Al.2.2 obtenemos

N =J2-T‘ﬁ (a2.6)

donde

=21

i
&

>
<JN

Derivando el vector N en la direccién s

=D J J T+J DI HM =

=(tr(J" Dsg)i—g‘T D, gT '1\7)



Derivando el médulo del vector ﬁ

N -
I)'NI ﬁ:i Dshl=
1 - —_ _ —_
—.:—(tr(J 'p HINE-N'J T D JT N):
IN| ~
N (J‘T D, JON
=(u~(g“ D, J) - | IN| =

NTN

A2.2.3 Derivacidon del vector tangente a una curva

(a2.7)

Siendo la tangente a la curva Cr(;) en un punto arbitrario T,

- 1 -
t = f:rrt
Ir |
con
-t —
r =dJ
1 1 ~

(a2.8)

(a2.

9)



A2.3 DERIVACION DE INTEGRALES DE VOLUMEN

Sea:
p(§)=”[ - @, x)av
E (x)
r
realizando el cambio de variable ;==5(Z,;) se obtiene
P(E):”JE 11(Z, x)J di, di, d,

[4

Derivando la expresién anterior, en la direccién s obtenemos

DSP=J”E Ds(n(2,§)J)dcldczdz3
4

luego

- (a2.10)
DSP—I I JE [DSII J + 11 DSJ]dCldlzd(a
4

sustituyendo la derivada direccional del jacobiano
obtenido en (a2.4) resulta la expresidén alternativa

= -1 (a2.11)
DSP-—I ] ]E [DSII + 11 tr(g D_J) Jdg, dg, dg,

4
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A2.4 DERIVACION DE INTEGRALES DE SUPERFICIE

Sea:
Q(§)=” _ ©(Z,x)dQ
Fr(x)

realizando los cambios de variable

p (L, x)

=~
I

T (u,v)

™~
"

se obtiene

Q(;)=JJ. ©(Z, x)| N |dudv
r
4

Derivando la funcién Q(x) en la direccién s,

DSQ=” Ds<e(2.§)|§|>dudv
r
4

du dv (a2.12)

DSQ=Hr [DSG IN|+6 D |N|
4

Sustituyendo la derivada direccional

del médulo del vector N
obtenido en (a2.7) resulta la expresidn:

DQ:H [D 9+9(tr(J'1D J) -
) rc ) ~ S

- — (a2.13)
mTg-1g-T J M _
= )]IJJ'TMIdudv
M ~
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A2.5 DERIVACION DE INTEGRALES DE LINEA

Sea:

F(§)=] _ &(Z, x)d!
Cr(x)

realizando los cambios de variable
r=p( x)
¢=¢(v)

se obtiene

F(§>=] ¢ (g, x)|r, |de
%

Derivando la funcién F(x) en la direccién s,

D,F= L Ds(¢(2, x)| ;;|>dt
[4

Ds[?:’c [Ds(b Irl+¢ Dslrtlldt (22.14)
{

y sustituyendo la derivada direccional calculada en (a2.9),

T
] { ¢, d DJ ¢ - (a2.15)
C F4 ~
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A2.6 DERIVACION DE ORDEN SUPERIOR

Definiendo los operadores

7T ;= = = 2.16
szn(c,x) - Dsn(z,x)+tr(g‘1DsJ)n(c,x) (a )
r 7 - -z - _ﬁ’rg“l Dsg"r _N_l - -
D :0((,x) - D O, x)+ — T e, x) (a2.17)
MJg'g ™
—.'T T -
- - _ JTDJ o
DSC:¢(C,X) - Ds(l)((,x)+ C'E-NT TSN—'(' ¢(<'x) (32.18)
( JJd¢

Las ecuaciones (a2.1l), (a2.13) y (a2.15) pueden escribirse en
la forma:

DsP=J [J _ DEH(Z.;)dV (a2.19)
Er(x)
DSQ=” _ DO(g, x)dQ (a2.20)
Fr(x)
DSF=[ _DSe (L, x)al (a2.21)
Cr(X)

expresiones cuyos segundos miembros tienen la misma estructura que
los segundos miembros de las ecuaciones (a2.l1l), (a2.2) y (a2.3)
respectivamente.

Por tanto la operacién de derivacién direccional puede ser
expresada en forma recurrente, obteniendo para la derivada n-ésima
de las funciones definidas por (a2.1), (a2.2) y (a2.3) las
siguientes expresiones.



_ E E s =
_”JE Dy ... Dy M(Z, x) Jdg dgdg,

n

p( ” _8(f,x)dQ =
5 I (x)

= Df ...DF ©(Z,x) |94 T M|dudv
r sn sl ~
Z

- jc D¢ ...DC &(Z. %) 13T, ldr

n
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(a2.22)

(a2.23)

(a2.24)



