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Introducci�o

Una xarxa �es un conjunt d�elements o nodes lligats per enlla�cos f��sics� Un
graf �es� per de�nici�o� l�objecte matem�atic que permet modelar una xarxa�
Els v�ertexs s�associen als nodes� de manera que les arestes �o arcs en el
cas dirigit� s�associen als enlla�cos� L�inter�es d�aquestes estructures �es la
possibilitat de comunicar els elements entre ells� Quan el nombre d�enlla�cos
�es limitat� la comunicaci�o entre dos v�ertexs s�estableix a trav�es de v�ertexs
intermitjos� Per tant� el primer que interessa �es que la dist�ancia entre dos
punts sigui petita i que el cam�� a seguir per anar d�un punt a un altre
sigui f�acil de determinar� Aquests i altres problemes que es poden plantejar
depenen de diversos factors�

Quan es parla de xarxes en un entorn inform�atic� es fa refer�encia a di�
ferents tipus de xarxes� un conjunt d�ordinadors connectats entre ells� o
xarxa de comunicacions� presenta unes condicions molt diferents que un
conjunt de processadors treballant en paral�lel com una sola m�aquina� on les
comunicacions es realitzen a trav�es de la xarxa d�interconnexi�o� En el primer
cas� la topologia de la xarxa vindr�a determinada per les necessitats dels
usuaris i� en principi� s�haur�a d�acceptar que el model pot ser qualsevol graf�
Una xarxa amb un nivell d�integraci�o m�es alt imposar�a menys restriccions
a l�hora de triar el model�

La xarxa d�interconnexi�o �es un dels elements m�es importants d�una
m�aquina distribu��da� en qu�e un problema �es resolt per diversos proces�
sadors ���� 	� ��� La distribuci�o de dades i l�intercanvi o difussi�o de resul�
tats intermitjos s�han de poder efectuar de manera r�apida i e�ca�c� perqu�e
in�ueixen en el temps d�execuci�o dels programes tant com la rapidesa de
c�alcul de cada processador� I malgrat els aven�cos tecnol�ogics� les comunica�
cions s�on lentes comparat amb les operacions de c�alcul� �Es per aix�o que es
solen triar topologies amb propietats de simetria� que faciliten la resoluci�o
de problemes ��� 		��

A m�es de les restriccions que imposa el tipus de xarxa� hi ha altres condi�
cionants de tipus tecnol�ogic� Aix�o vol dir que es tenen limitacions sobre el
nombre d�enlla�cos i sobre com es realitza la comunicaci�o� Des de les primeres
xarxes en mode tel�efon� �ns a les actuals xarxes de tecnologia �optica� s�ha
passat per diversos models de comunicaci�o� i els aven�cos en aquest camp han
portat problemes nous� Per exemple� en una xarxa �optica� cada enlla�c pot
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ser utilitzat simult�aniament per m�es d�una transmissi�o� gracies a les diferents
longituds d�ona� i gr�acies al desenvolupament dels dispositius d�encamina�
ment� hi ha la possibilitat d�establir comunicacions entre nodes allunyats�
sense que els nodes intermitjos necessitin emmagatzemar el missatge �	���

Quins s�on els problemes que es poden plantejar i els factors a tenir en
compte quan es modela una xarxa per un graf� En primer lloc� �es interessant
estudiar topologies amb propietats de simetria� ja que permeten simpli�car
la de�nici�o d�algorismes per a les comunicacions� Han estat molt estudiats
els grafs v�ertex�sim�etrics� que s�on grafs que es veuen de la mateixa manera
des de qualsevol dels seus v�ertexs� Dins d�aquests� els grafs de Cayley s�on
grafs de�nits a partir de l�operaci�o d�un grup� i per tant permeten utilitzar
l��algebra �����

A m�es� i dins de l�estudi de la topologia� hi ha alguns par�ametres del graf
que s�han de considerar si es vol que les comunicacions es realitzin de manera
e�cient i �able� El di�ametre �es un par�ametre important� ja que d�ona una
idea de com poden estar d�allunyats dos v�ertexs� �es a dir del retard en les
comunicacions� �Es el primer dels par�ametres a tenir en compte� i es demana
que sigui petit� A m�es el nombre d�enlla�cos� que en el graf �es el grau� sol
estar limitat� Aquest �es el primer con�icte que apareix i la cerca de grafs
amb una bona relaci�o entre el nombre d�enlla�cos i les dist�ancies entre nodes
ha sigut l�objecte d�estudi de molts treballs en teoria de grafs ���� �
�� La
connectivitat del graf est�a lligada a un problema de caire diferent� donat que
el nombre d�elements de la xarxa pot ser gran� s�ha de preveure que alguns
dels elements puguin fallar� i interessar�a que aix�o afecti el m��nim possible el
funcionament de la resta de la xarxa� �es a dir que el graf resultant d�eliminar
els elements que fallen segueixi sent connex�

Quant als esquemes per a les comunicacions� es distingeix entre comuni�
cacions punt a punt o encaminament de missatges� i comunicacions globals�
on es troben implicats tots els nodes�

Un encaminament �es una funci�o que diu� per a cada parella de v�ertexs�
quin �es el cam�� que s�ha de seguir quan s�ha d�enviar informaci�o d�un a
l�altre� Per al bon funcionament de la xarxa� �ns i tot quan es produeixen
avaries en algun dels seus elements� els algorismes d�encaminament han de
satisfer algunes propietats� Haurien de ser senzills en la seva de�nici�o� A
m�es� en cas de fallada d�alguns elements� s�han de poder reencaminar els
missatges entre els nodes que segueixen actius� Es diu que l�encaminament
ha de ser poc vulnerable� i es mesura aquesta condici�o amb dos par�ametres
b�asics� La vulnerabilitat del di�ametre diu com augmenta el di�ametre del graf
quan es suprimeixen els elements que ja no estan actius� i �es independent
de l�encaminament considerat �	���� El graf de superviv�encia ���� �es un
graf en qu�e dos nodes s�on adjacents si el cam�� entre aquests dos nodes
donat per l�encaminament no es veu afectat per les fallades� El seu di�ametre
indica en quants passos es pot reencaminar un missatge� si es volen fer
servir els camins �xats per l�encaminament ��
�� Finalment� per assegurar
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que l�encaminament est�a ben distribu��t� �es a dir� que no hi ha nodes ni
enlla�cos que hagin de suportar un tr�ansit excessiu quan diverses parelles de
v�ertexs comuniquen simult�aniament� s�introdueix l���ndex de transmissi�o �
���
o nombre m�axim de camins que passen per un v�ertex o arc� Per minimitzar
con�ictes es busca que l���ndex de transmissi�o sigui petit�

En les comunicacions que impliquen tots els v�ertexs hi ha tres problemes
b�asics� broadcasting o difusi�o d�informaci�o� acumulaci�o� i gossiping o inter�
canvi d�informaci�o ���� ���� Les restriccions imposades per com la informaci�o
passa d�un node a un altre a trav�es dels enlla�cos i com es comporta el mis�
satge en els nodes intermitjos han donat lloc a diversos models� m�es o menys
realistes� �Es per aix�o que la literatura sobre el tema �es molt extensa�

Per acabar� un altre tipus de problema que no s�ha estudiat en aquest tre�
ball �es el de l�emulaci�o d�una xarxa per una altra� En cas de tenir algorismes
prou bons en un cert model� pot ser interessant poder�los implementar en
una xarxa modelada per un graf diferent� El problema �es com es simulen en
la xarxa els enlla�cos del model on es t�e de�nit l�algorisme� �es a dir� l�estudi
d�immersions de grafs�

Aquesta tesi contribueix a l�estudi dels grafs com a models per a xarxes
d�interconnexi�o� Ha estat realitzada en el marc de les activitats de recerca
del Grup de Teoria de Grafs i Combinat�oria del Departament de Matem�atica
Aplicada i Telem�atica de la Universitat Polit�ecnica de Catalunya� Part del
treball s�ha dut a terme al Laboratoire de Recherche en Informatique de la
Universit�e de Paris�Sud�

El treball tracta de les propietats d�una fam��lia de grafs� anomenats
anells cordals� que poden ser representats utilitzant tessel�lacions del pla�
Tot i que en el seu conjunt els resultats� basats en gran mesura en aquesta
eina geom�etrica� han estat motivats per l�estudi de les comunicacions� una
part important de la tesi est�a dedicada a les propietats estructurals dels
anells cordals�

Els anells cordals s�on grafs regulars de grau 
 que es de�neixen a partir
d�un cicle d�ordre parell� afegint a cada v�ertex una corda de longitud cons�
tant� senar� Associant a cada v�ertex un triangle� es pot fer correspondre
a cada graf de la fam��lia una tessel�laci�o del pla� El treball de cerca bibli�
ogr�a�ca ha posat de manifest que� amb el nom d�anells cordals es coneixen
tamb�e altres fam��lies de grafs� Sobretot� hi ha molts treballs que parlen
d�anells cordals referint�se als grafs circulants que contenen l�	 en el conjunt
de generadors� i m�es en particular als de grau � o grafs de doble lla�c� Un
dels objectius del treball �es mostrar de quina manera els anells cordals tal
com estan de�nits aqu�� estan relacionats amb els grafs circulants� A m�es� es
veu que aquests grafs s�on grafs de Cayley sobre el grup di�edric i tenen� per
tant� bones propietats de simetria�

Quant a les propietats din�amiques d�aquests grafs� hi ha en aquesta
tesi dues parts ben diferenciades� La de�nici�o i estudi de la vulnerabilitat
d�encaminaments en anells cordals de di�ametre senar i ordre m�axim� i la
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de�nici�o d�un algorisme de gossiping en el mode de comunicaci�o de camins
aresta�disjunts� amb l�estudi de la seva optimalitat� Aquests problemes i
altres sobre comunicacions que resten oberts han portat al plantejament de
q�uestions referents a les propietats de simetria i als valors de certs par�ametres
dels grafs�

El c�alcul de cotes superiors de la bisecci�o ha estat utilitzat per a l�es�
tudi de la complexitat de l�algorisme de gossiping� Amb l�estructura c��clica
del graf s�ha pogut determinar el grup d�automor�smes i les classes d�iso�
mor�sme dins de la fam��lia� i tamb�e mostrar com la tessel�laci�o associada
a un anell cordal el determina de manera �unica� En particular� es sap que
els anells cordals arc�transitius s�on justament els que en la tesi s�anomenen
anells cordals �optims� que tenen di�ametre senar i ordre m�axim� i per als
quals s�ha pogut estudiar el problema de la vulnerabilitat d�encaminaments�

La organitzaci�o d�aquest treball �es la seg�uent�
Segueix a aquesta introducci�o un cap��tol de resultats previs� on es do�

nen les nocions b�asiques de teoria de grafs� i tamb�e la de�nici�o i propietats
elementals dels grafs de Cayley i els grafs circulants� Un apartat sobre co�
municacions introdueix els conceptes b�asics i resultats necessaris en cap��tols
posteriors sobre encaminaments i comunicacions globals� Finalment� s�in�
clou en aquest cap��tol un apartat on es parla dels grafs de triple lla�c� per la
seva estreta relaci�o amb els anells cordals� Encara que es tracti d�un cap��tol
de resultats previs� l�algorisme de c�alcul de coordenades en un graf de triple
lla�c �es part de l�article �	��� que ha estat acceptat per a publicaci�o a la re�
vista Networks� L�inter�es de la secci�o on es presenta aquest c�alcul �es el fet
de donar una formalitzaci�o de la representaci�o dels grafs amb tessel�lacions�

En el cap��tol � es de�neixen els anells cordals i s�estudien les seves propi�
etats� Es fa �emfasi en la tessel�laci�o associada a cada graf i les propietats
que se�n dedueixen� L�apartat ��� presenta un algorisme de reconeixement
d�anells cordals� i en l�apartat ��� es caracteritza el grup d�automor�smes
d�aquests grafs� Aquests dos apartats han constitu��t l�article �	��� presen�
tat al congr�es �th International Colloquium on Structural Information and

Communication Complexity� �SIROCCO���� i publicat a les seves actes�
Quant a l�apartat ��� on es donen cotes superiors per a l�aresta�bisecci�o
dels anells cordals� ha donat lloc al report de recerca �	��

Els cap��tols 
 i � tracten de problemes de comunicacions� La de�nici�o i
estudi de la vulnerabilitat d�un encaminament per a anells cordals �optims�
�es a dir� amb un nombre m�axim de v�ertexs respecte del di�ametre� es troba
al cap��tol 
� Es d�ona un algorisme per al c�alcul efectiu de v�ertexs centrals
en cas de fallada d�un o dos v�ertexs� Com s�ha comentat m�es amunt� aquest
cap��tol �es part de l�article �	��� I en el cap��tol � es d�ona un algorisme de
gossiping en el model de camins aresta�disjunts� Es descriu el mode de co�
municaci�o� aix�� com l�algorisme gen�eric� basat en una descomposici�o del graf
en subgrafs interconnectats� que permet despr�es fer�ne una an�alisi senzilla
de la complexitat� L�optimalitat de l�algorisme s�estudia recolzant�se en els
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resultats sobre l�aresta�bisecci�o de l�apartat ��� Aquest cap��tol �es fruit de la
col�laboraci�o amb Johanne Cohen del Laboratoire de Recherche en Informa�
tique de la Universit�e Paris�Sud� i amb Margarida Mitjana� del Departament
de Matem�atica Aplicada I de la UPC� i ha donat lloc a l�article �	��� pre�
sentat al congr�es MFCS���� Workshop on Communication� i publicat a les
actes� Una versi�o �nal d�aquest treball ha estat acceptada per a publicaci�o
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En aquest cap��tol es presenten de�nicions i resultats que s�utilitzen en els
cap��tols seg�uents� En la secci�o 	�	 s�on introdu��ts els conceptes i propietats
b�asics de teoria de grafs� Seguidament es tracten alguns temes relacionats
amb aquest treball� Donat que els anells cordals s�on grafs de Cayley que
provenen de grafs circulants� en la secci�o 	�� hi ha la de�nici�o� les propietats
b�asiques dels grafs de Cayley en general i dels grafs circulants en particular�
A m�es� com que en aquest treball s�ha utilitzat la representaci�o mitjan�cant
tessel�lacions del pla per als anells cordals� en la secci�o 	�� es mostra en
qu�e consisteix aquesta representaci�o i quins s�on els treballs existents que
utilitzen aquesta t�ecnica� Com es veu m�es endavant� es pot associar a un
anell cordal un graf de triple lla�c� i per tant� poden ser �utils algunes de les
seves propietats� que es presenten en la secci�o 	���	� La secci�o 	�
� que tracta
sobre encaminaments i comunicacions globals� cont�e de�nicions i resultats
necessaris en els cap��tols 
 i ��

��� Teoria de grafs

Un graf �es un parell ordenat de conjunts� G � �V�E�� tal que E � P��V ��
Els elements de V es diuen v�ertexs i els elements de E es diuen arestes�
L�ordre de G �es el nombre de v�ertexs� n � jV j� i la mida de G �es el nombre
d�arestes� m � jEj� Si e � fu� vg � E� es diu que u i v s�on els extrems de e i
tamb�e que u i v s�on adjacents i s�escriu u � v� Dues arestes s�on incidents si
comparteixen un dels extrems� Dos v�ertexs no adjacents� o dues arestes no
incidents� es diu que s�on independents� Normalment es representa un graf
en el pla� un punt per a cada v�ertex amb l��nies que uneixen les parelles de
v�ertexs adjacents� Enumerant els v�ertexs entre 	 i n� lamatriu d�adjac�encies

de G �es una matriu n � n� A � �ai�j�� els elements de la qual s�on 	 o ��
ai�j � 	 si i nom�es si els v�ertexs i i j s�on adjacents�

Sigui G � �V�E� un graf i v un v�ertex de G� Es de�neix el conjunt de
ve�	ns de v per�  �v� � fu � V� u � vg� Aleshores� el grau de v� d�v�� �es el
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nombre de v�ertexs adjacents a v� �es a dir� d�v� � j �v�j� El grau m
	nim de
G �es ��G� � min

v�V
fd�v�g i el grau m�axim de G �es !�G� � max

v�V
fd�v�g� En

un graf d�ordre n sempre es compleix� � � � � ! � n� 	� Si � � ! � d� es
diu que el graf �es regular de grau d o d�regular�

Dos grafs G � �V�E� i H � �W�F � s�on isomorfs� G �� H� si existeix
una bijecci�o � � V � W tal que per a tota parella de v�ertexs de G� u� v �
V� fu� vg � E si i nom�es si f��u�� ��v�g � F � Si e � fu� vg� es de�neix
de manera natural ��e� � f��u�� ��v�g� La bijecci�o � es diu que �es un
isomor�sme de G en H� Un automor�sme d�un graf G �es un isomor�sme
de G en G� Un graf G �es v�ertex�transitiu si per a tota parella de v�ertex
u� v hi ha un automor�sme de G� �� tal que ��u� � v� Un graf G �es aresta�
transitiu si per a tota parella d�arestes e� f hi ha un automor�sme de G�
�� tal que ��e� � f � Si es t�e en compte la orientaci�o es diu que el graf �es
arc�transitiu�

Un digraf o graf dirigit �es un parell ordenat de conjunts D � �V�A�� tal
que A � V � V � f�v� v�� v � V g� Els elements de A es diuen arcs� Donat
un v�ertex v d�un digraf D el grau de sortida de v� d��v�� �es el nombre
d�arcs amb origen v� i el grau d�entrada de v� d��v�� �es el nombre d�arcs
amb �nal v� Un digraf �es regular de grau d quan per a tot v�ertex de D�
v� es compleix d��v� � d��v� � d� Els conceptes que es donen per a grafs
es poden donar de manera an�aloga per a digrafs� amb les difer�encies que
es deriven de la de�nici�o� A vegades pot interessar tamb�e� tan en el cas de
grafs com de digrafs� considerar arestes m
ultiples� �es a dir� arestes diferents
amb els mateixos extrems� o b�e lla�cos� �es a dir� arestes amb els dos extrems
iguals�

El graf complet d�ordre n� Kn� �es el graf on cada v�ertex �es adjacent a
tots els altres� El graf K�� que consisteix en nom�es un v�ertex� s�anomena
graf trivial� El graf cam
	 o trajecte de llargada n �es el graf Pn � �V�E� tal
que V � fv�� v�� � � � � vng i E � ffvi� vi��g� i � 	� � � � n� 	g� El cicle d�ordre
n �es el graf Cn � �V�E� tal que V � fv�� v�� � � � � vng i E � ffvi� vi��g� i �
	� � � � n� 	g 	 ffvn� v�gg�

Un graf �es bipartit si hi ha una partici�o dels v�ertexs en dues classes tal
que cadascuna de les arestes t�e un extrem en cada classe�

Donat un graf G � �V�E� un subgraf de G �es un graf H � �W�F � tal
que W � V i F � E� Si W � V � es diu que H �es un subgraf generador�
Si W � V � el subgraf indu�	t de G per W �es G�W � � �W�E�W ��� on E�W �
s�on les arestes de G que tenen els dos extrems a W �

Un recorregut de longitud l en G �es una successi�o de v�ertexs v�� v�� � � � � vl
que satisf�a� per a tot i� si � � i � l� aleshores fvi� vi��g � E� Els v�ertexs
v� i vl s�anomenen� respectivament� origen i �nal del recorregut� i la resta
de v�ertexs s�on v�ertexs interns del recorregut� Un circuit o recorregut tancat
�es un recorregut tal que v� � vl� Un cam
	 �es un recorregut sense v�ertexs
repetits� Un cicle �es un cam�� tancat� Si entre dos v�ertexs u� v de G hi ha
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un cam��� la dist�ancia entre u i v �es d�u� v� � minfl� 
 un cam�� de longitud
l de u a vg� Si entre dos v�ertexs u� v de G no hi ha cap cam��� aleshores
d�u� v� � �� Un graf G �es connex si per a tota parella de v�ertexs u� v� hi
ha un cam�� de u a v� Els components connexos de G s�on els subgrafs de G
connexos maximals� El di�ametre de G �es D�G� � maxfd�u� v�� u� v � V g�

Un graf G �es k�connex si suprimint k�	 v�ertexs qualssevol no es descon�
necta� �es a dir� per a tot S � V� si jSj � k � 	� aleshores G� S �es connex�
La connectivitat de G� ��G� �es el m��nim nombre de v�ertexs que s�han de
suprimir de G per tal que deixi de ser connex o s�arribi al graf trivial� �Es
a dir� ��G� � k si i nom�es si G �es k�connex� per�o no �es �k � 	��connex�
L�arestaconnectivitat de G� ��G�� �es el m��nim nombre d�arestes que s�han
de suprimir de G per tal que deixi de ser connex� si G �� K�� Es de�neix
��K�� � �� Es compleix per a tot graf� G� ��G� � ��G� � ��G��

Un v�ertexbisector de G �es un subconjunt de V que separa el graf en
dos conjunts de v�ertexs d�igual cardinal� �es a dir� hi ha una partici�o en dues
classes del conjunt V menys el conjunt bisector� totes dues amb el mateix
nombre de v�ertexs� de manera que no hi ha cap aresta amb un extrem
a cada classe� La v�ertexbisecci
o de G �es el m��nim cardinal dels v�ertex�
bisectors� Un arestabisector de G �es un subconjunt de E que separa el
graf en dos conjunts de v�ertexs amb cardinal igual o diferents en una unitat�
�es a dir� hi ha una partici�o en dues classes del conjunt V amb el mateix
nombre de v�ertexs� o un d�ells amb un v�ertex m�es que l�altre� de manera
que les �uniques arestes entre aquests dos conjunts s�on les de l�aresta�bisector�
L�arestabisecci
o de G �es el m��nim cardinal dels aresta�bisectors�

Un recorregut de G �es euleri�a si en ell apareixen totes les arestes una
�unica vegada� Es diu que un graf �es euleri�a si t�e un circuit euleri�a� Un graf
connex G �es euleri�a si i nom�es si tots els v�ertexs tenen grau parell� Un graf
connex G t�e un recorregut euleri�a de u a v si i nom�es si els �unics v�ertexs
de grau senar de G s�on u i v� Un cam�� de G �es hamiltoni�a si recorre tots
els v�ertexs� Es diu que un graf �es hamiltoni�a si t�e un cicle hamiltoni�a� No
es coneix un teorema de caracteritzaci�o de grafs hamiltonians�

Un graf T � �V�E� �es un arbre si �es connex i ac��clic� Els arbres s�on els
grafs connexos minimals� o b�e els grafs ac��clics maximals� Es poden de�nir
tamb�e com els grafs tals que entre dos v�ertexs qualssevol hi ha un �unic
cam��� Una fulla d�un arbre �es un v�ertex de grau 	� Donat un graf G� un
arbre generador de G �es un subgraf generador de G que com a graf �es arbre�

Una k�coloraci
o d�un graf G �es una aplicaci�o c � V � f	� � � � � kg tal
que si u i v s�on v�ertexs adjacents de G� aleshores c�u� �� c�v�� La imatge
d�un v�ertex� c�u�� es diu color de u� Si un graf admet una k�coloraci�o es
diu que �es k�colorable� Una k�aresta�coloraci�o d�un graf G �es una aplicaci�o
c � E � f	� � � � � kg tal que si e� i e� s�on arestes incidents de G� aleshores
c�e�� �� c�e��� La imatge d�una aresta� c�e�� es diu color de e�

Altres de�nicions i resultats generals de teoria de grafs es poden trobar
en ���� o b�e en �
���
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��� Grafs de Cayley

Els grafs de Cayley van ser introdu��ts com una manera de representar
grups �
�� 
	�� Amb els elements del grup com a conjunt de v�ertexs� les
adjac�encies es de�neixen mitjan�cant un subconjunt generador a partir de
l�operaci�o del grup� Aix�o permet utilitzar l��algebra per a l�estudi de les
seves propietats� En particular� com que s�on v�ertex�transitius� �es a dir� tots
els seus v�ertexs s�on equivalents� poden ser bons com a models de xarxes
d�interconnexi�o� a l�hora d�implementar algorismes d�encaminament i de co�
municaci�o �vegi�s la secci�o 	�
�� Sobre grafs de Cayley en general i propietats
de simetria en grafs en particular� la literatura �es molt extensa� Una de les
refer�encies interessants �es el llibre ����� del qual formen part el treball de
Scapellato �	��� sobre grafs v�ertex�transitius i grups de permutacions� l�es�
tudi sobre isomor�sme de grafs circulants d�Alspach ��� i el survey sobre
grafs de Cayley i xarxes d�interconnexi�o de Heydemann ����� on es donen
resultats sobre encaminaments� connectivitat i ��ndex de transmissi�o� Alguns
autors estudien les propietats dels grafs de Cayley i com classi�car�los a par�
tir de l�estructura del grup sobre el qual estan de�nits� Li et al� ��	�� Hi ha
tamb�e treballs que estudien les propietats dels grafs de Cayley com a models
de xarxes d�interconnexi�o� per exemple els de Akers i Krishmamurthy ��� ���
Annexstein et al� �		�� el de Dinneen i Hafner ��
� sobre el problema �!�D��
Annexestein i Baumslag �	�� presenten cotes sobre el di�ametre i la bisecci�o
en grafs de Cayley� Hamidoune i Serra en ���� calculen la v�ertex�bisecci�o
de grafs de Cayley sobre grups abelians� i Schibell �	�� estudia problemes
d�encaminament utilitzant la representaci�o de recorreguts per una successi�o
de generadors�

Tot seguit es presenten la de�nici�o i les propietats b�asiques d�aquests
grafs� Per a les de�nicions i resultats b�asics de teoria de grups es poden
consultar� per exemple� els llibres ���� i �	����

����� De�nici�o

Donat un grup � � � i un subconjunt de  � S� el graf de Cayley de  i S
�es el digraf Cay� � S� amb conjunt de v�ertexs  i arcs �g� g  s� per a tot
g �  � s � S� Un arc de la forma �g� g  s� es diu que est�a etiquetat per s
o que t�e color s� Si el subconjunt S genera  � el graf Cay� � S� s�anomena
graf de Cayley de  generat per S�

Si S no cont�e l�element neutre i �es tancat per inversos� aleshores Cay� � S�
�es un graf� o un digraf sim�etric�

Els grafs de Cayley m�es senzills s�on el graf complet Kn i el cicle Cn� Els
grafs circulants� presentats m�es avall� s�on grafs de Cayley sobre grups c��clics�
L�hipercub H�n�� el graf Star� el graf Butter�y s�on tamb�e grafs de Cayley
que han estat estudiats des del punt de vista de les xarxes d�interconnexi�o
�vegi�s ��� 	�����
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����� Propietats

Els grafs de Cayley s�on v�ertex�transitius� En efecte� si G � Cay� � S�� es
pot considerar per a tot w �  la bijecci�o de  donada per �w�v� � wv per
a tot v �  � Aquestes bijeccions s�on automor�smes del graf que conserven
el color de les arestes� S�anomenen translacions i formen un subgrup regular
del grup d�automor�smes de G� isomorf a  � denotat per GL � f�w� w �  g�
Sabidussi en �	��� caracteritza els grafs de Cayley com els grafs tals que el
seu grup d�automor�smes cont�e un subgrup que actua regularment sobre el
conjunt de v�ertexs�

Donats dos v�ertexs qualssevol d�un graf de Cayley� x i y� l�automor�sme
�x�y � �y�x�� �es la translaci�o que satisf�a �x�y�x� � y�

Els resultats coneguts sobre hamiltonisme en grafs de Cayley es presen�
ten en els treballs de Gallian i Witte ��� i de Curran i Gallian �
��� La
conjectura� proposada per diversos autors� que diu que tot graf de Cayley
de m�es de dos v�ertexs �es hamiltoni�a� resta oberta�

����� Grafs circulants

Els grafs de Cayley sobre Zn s�anomenen digrafs circulants� ja que van ser
de�nits per primera vegada com grafs per als quals la matriu d�adjac�encia
�es una matriu circulant� Quan s�on sim�etrics� �es a dir� quan el subconjunt
generador �es tancat per inversos� s�anomenen grafs de m�ultiple pas� i han
estat molt estudiats des del punt de vista de les xarxes d�interconnexi�o
�vegi�s el survey de Bermond et al� ������ El problema de l�isomor�sme entre
circulants tamb�e ha estat molt estudiat utilitzant les propietats de Zn com
a grup i de l�anell de les arrels n��esimes de la unitat� La generalitzaci�o de la
de�nici�o ha donat lloc a noves fam��lies de grafs com els grafs c�circulants ����
��� i els grafs endo�circulants ��� ���� o els circulants multidimensionals ��
�
����

De�nici�o

El digraf circulant d�ordre n i grau d amb passos A � fa�� a�� � � � � adg � Zn�
G�n�A�� �es el digraf amb conjunt de v�ertexs Zn i adjac�encies donades pels
passos� de manera que per a tot i � Zn� i �es adjacent a i � aj� per a tot
j � 	� � � � d� �Es a dir� G�n�A� �es el graf de Cayley sobre Zn amb subconjunt
generador A� Si A � �A es tracta d�un graf�

Els digrafs circulants de grau dos s�anomenen digrafs de doble lla�c� i els
de grau quatre sim�etrics grafs de doble lla�c� Igualment� els digrafs circulants
de grau tres s�anomenen digrafs de triple lla�c� i els de grau sis sim�etrics grafs
de triple lla�c� El graf de doble lla�c d�ordre N i passos A i B �es el graf
DN �A�B� � G�N�S�� on el conjunt S �es S � f�A��Bg� Aix��� el conjunt
de v�ertexs �es ZN i per a cada i � ZN � i � i � A i i � i � B� amb les
operacions m�odul N � El graf de triple lla�c d�ordre N i passos A� B i C
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�es el graf TN �A�B�C� � G�N�S�� on el conjunt S �es f�A��B��Cg� Com
en els grafs de doble lla�c� el conjunt de v�ertexs �es ZN i per a cada i � ZN �
i � i�A� i � i�B i i � i� C� amb les operacions m�odul N �

Propietats

Una matriu n�n�M � �ai�j�� es diu que �es circulant si i nom�es si la �la i�	
s�obt�e despla�cant c��clicament un lloc cap a la dreta els elements de la �la
i ����� Per a tot i � 	� � � � n� 	� ai���j � ai�j�� si � � j � n� i ai���� � ai�n�
Un digraf G �es un digraf circulant si i nom�es si� amb un cert ordre per als
v�ertexs� la seva matriu d�adjac�encies �es una matriu circulant�

Un digraf �es circulant si i nom�es si el seu grup d�automor�smes t�e un
subgrup c��clic� Aix�o �es conseq�u�encia de la caracteritzaci�o dels grafs de Cay�
ley donada per Sabidussi �	���� i implica que tot graf v�ertex�transitiu d�ordre
primer �es circulant ���� 		���

La conjectura d��Ad�am� proposada el 	�� en �	�� diu que dos digrafs
circulants G�n�A� i G�n�A�� s�on isomorfs si i nom�es si hi ha un element
inversible� � � Z

�
n� tal que A� � �A� �Es clar que si A� � �A amb �

inversible� aleshores G�n�A� �� G�n�A��� per�o el rec��proc �es fals� Aix�o va
donar lloc al concepte d��Ad�am�isomor�sme� dos digrafs circulants G�n�A� i
G�n�A�� s�on �Ad�am�isomorfs si existeix un � � Z�n tal que A� � �A� Aquest
concepte tamb�e ha estat tamb�e generalitzat a grafs de Cayley sobre altres
grups ��� ��� ����

Elspas i Turner ��� mostren que els grafs de triple lla�c T���	� �� � i
T����� 
� �� s�on isomorfs per�o no �Ad�am isomorfs� En treballs posteriors�
diversos autors han estudiat per a quins grafs la conjectura d��Ad�am �es certa�
�es a dir� per a quins valors de n i de d �es el mateix isomor�sme que �Ad�am�
isomor�sme� Per exemple� Alspach i Parsons ��� donen resultats en termes de
l�ordre i Toida en �	��� en termes del grau� Boesch i Tindell ���� conjecturen
i Delorme et al� ��	� demostren que per a d � � la conjectura d��Ad�am �es
certa� Tamb�e Mans et al� ���� extenen la classe de grafs que satisfan la
conjectura d��Ad�ams amb t�ecniques de teoria de nombres sobre arrels de la
unitat� Muzychuk ���� estudia el problema de recon�eixer un graf circulant�

��� Comunicacions

S�on diversos els problemes que es plantegen quan s�estudien els grafs com
a models de xarxes d�interconnexi�o� En general� per treballar en paral�lel
o en distribu��t interessa que les comunicacions entre nodes siguin �ables i
e�cients� En aquest sentit �es interessant l�estudi d�algorismes d�encamina�
ment i de comunicaci�o en diferents topologies� Es parla d�encaminament
quan es volen establir comunicacions d�un node a un altre de la xarxa� i de
comunicacions globals quan les comunicacions es realitzen entre conjunts de
nodes� ja sigui per difondre la informaci�o d�un node a tots els altres �o a un
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subconjunt�� broadcasting� acumular la informaci�o de tots els nodes �o d�un
subconjunt� cap a un� acumulaci�o� o b�e de fer con�eixer a tots els nodes tota
la informaci�o del conjunt de tots els nodes� gossiping�

����� Encaminaments

Un encaminament estableix les comunicacions punt a punt� En general �es
interessant que l�encaminament estigui de�nit de manera senzilla� apro�tant
les simetries del graf per tal que els camins siguin f�acils de determinar�
En aquest sentit� diversos autors han estudiat encaminaments compactes i
encaminaments per intervals� Per exemple� Narayanan et al� ����� Krizanc i
Luccio ���

A m�es de problemes relacionats amb la de�nici�o de l�encaminament� hi
ha dos tipus de problemes importants� En primer lloc� el comportament
de la xarxa quan es produeixen fallades� Per exemple� la connectivitat del
graf �es un par�ametre que �es independent de com es realitzin les comuni�
cacions i que d�ona una primera mesura de la �abilitat de la xarxa� ja que
indica el nombre m�axim d�elements que poden fallar� si es vol assegurar
que la xarxa segueix funcionant� �es a dir� que el graf obtingut en eliminar
els elements que fallen segueix sent connex� La vulnerabilitat del di�ametre�
tamb�e independent de l�encaminament� mesura com augmenta el di�ametre
del graf quan falla un cert nombre d�elements �	���� En canvi� �xat l�en�
caminament� estudiar�ne la vulnerabilitat �es veure com es poden connectar
els v�ertexs en cas que un element o m�es d�un falli� Un dels primers treballs
sobre aquest tema �es el de Dolev et al� ����� on s�introdueix el concepte de
graf de superviv�encia� Es poden citar tamb�e� entre d�altres� els treballs de
Mukhopadhyaya i Sinha ���� sobre vulnerabilitat d�encaminaments en grafs
de m�ultiple pas� i en grafs de doble i triple lla�c� Aguil�o i Fiol ���� Arden i
Lee �	��� Escudero et al� ����� F�abrega i Zaragoz�a ��	�� Liestman et al� �����
Manabe et al� ��
�� Mukhopadhyaya i Sinha ����� Narayanan i Opatrny �����
i Zaragoz�a �		���

El segon tipus de problemes� que no es presenten aqu��� s�on els proble�
mes deguts a con�ictes� Quan hi ha m�es d�una parella de v�ertexs que es
comuniquen entre ells pot ser que els dos camins comparteixin v�ertexs o
arestes� El nombre de camins que passen per cada element� o ��ndex de
transmissi�o� dep�en de l�encaminament i interessa que sigui com m�es petit
millor� La resoluci�o de problemes de congesti�o o� en el cas extrem�de blo�
catge� haur�a de passar per la rede�nici�o dels camins� Si es fa de manera
din�amica parlem d�encaminaments adaptatius �vegi�s el cap��tol 
 de �	��� i
les seves refer�encies��

Un encaminament en un graf �es una funci�o que de�neix un cam�� per a
cada parella de v�ertexs �x� y�� ��x� y� � x� x�� ���� xr��� y�

Un encaminament �es de cam
	 m
	nim si per a tota parella de v�ertexs el
cam�� de�nit t�e longitud igual a la dist�ancia� Un encaminament �es consistent
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si per a tota parella de v�ertexs x i y amb ��x� y� � x� x�� � � � � xd��� y es
compleix ��x� xi� � x� x�� � � � � xi��� xi i ��xi� y� � xi� xi��� � � � � y� per a tot i
entre 	 i d�	� Si un encaminament �es consistent� al �xar un v�ertex v del graf
i considerar la uni�o dels camins ��v� x�� per a tot v�ertex x� s�obt�e un arbre�
Un encaminament �es bidireccional si per a tota parella de v�ertexs x i y amb
��x� y� � x� x�� � � � � xd��� y es compleix ��y� x� � y� xd��� � � � � x�� x�� x� �es a
dir� si el cam�� de y a x �es el cam�� de x a y recorregut en sentit contrari�

Siguin G un graf� � un encaminament en G� i F � V amb jF j � ��G��
Aleshores� el graf de superviv�encia associat� R�G� ���F � �es un digraf que in�
dica quins camins segueixen funcionant quan els elements de F fallen� �es a
dir� quins camins no contenen v�ertexs de F � Aix��� R�G� ���F � �VR� ER��
amb VR � V � F � v�ertexs de G� F � i fx� yg � ER si i nom�es si ��x� y� no
cont�e cap element de F � Donat que el subconjunt F indica quins s�on els
elements del graf que fallen� la condici�o jF j � ��G� assegura la connexi�o
del graf resultant� De manera an�aloga es pot de�nir el graf de superviv�encia
quan fallen enlla�cos� En aquest cas es tindr�a F � E amb jF j � ��G�� El
di�ametre del graf de superviv�encia d�ona una mesura de la vulnerabilitat de
l�encaminament� Donada una xarxa� un problema interessant �es trobar en�
caminaments que tolerin la fallada de molts elements� sense que el di�ametre
de l�arbre de superviv�encia s�incrementi massa�

Es diu que un v�ertex �es ��� F ��central si en R�G� ���F �es adjacent cap a
i des de tots els altres� L�exist�encia d�un v�ertex central �es interessant perqu�e
permet rede�nir el cam�� entre dos v�ertexs qualssevol de fora de F en nom�es
dos passos� �es a dir� assegura que el di�ametre del graf de superviv�encia �es ��

����� Disseminaci�o d�informaci�o

En l�estudi de les propietats de les xarxes d�interconnexi�o� el problema de
la disseminaci�o d�informaci�o �es una �area de recerca molt activa ���� 	����
De fet� per que un graf sigui un bon model per a una xarxa d�intercon�
nexi�o� les comunicacions en qu�e es troben implicats tots els v�ertexs� �es a
dir� la difussi�o de la informaci�o d�un v�ertex a tots els altres� l�acumulaci�o
de la informaci�o de tots els v�ertexs en un� o b�e la difussi�o simult�ania de la
informaci�o de tots els v�ertexs a tots els altres� s�han de poder realitzar de
manera e�ca�c� La majoria de les biblioteques de comunicacions existents
per a sistemes paral�lels� com MPI ����� inclouen procediments per a real�
itzar aquests processos� Aix�o �es degut a que la resoluci�o d�un problema �unic
per diversos processadors passa per la distribuci�o de dades i l�intercanvi i
comparaci�o de resultats intermitjos� Per exemple� per a la sincronitzaci�o de
processos �		
�� per a algorismes de cerca ����� i per a algorismes d��algebra
lineal �����

Hi ha tres problemes b�asics�

Difussi�o o broadcasting des d�un v�ertex� la informaci�o que coneix un v�ertex
s�ha de difondre a tots els v�ertexs del graf�
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Acumulaci�o en un v�ertex� hi ha un v�ertex que ha d�arribar a con�eixer la
informaci�o de tots els altres�

Intercanvi o gossiping� cadascun dels v�ertexs ha d�arribar a con�eixer la in�
formaci�o de tots els altres�

L�intercanvi d�informaci�o entre dos v�ertexs� en el cas no dirigit� o la
transmissi�o d�informaci�o d�un v�ertex a un altre� en el cas dirigit� s�anomena
una crida� Un algorisme de comunicaci�o es de�neix com una seq�u�encia
d�etapes� cadascuna de les quals est�a constitu��da per un conjunt de crides que
es produ��ran simult�aniament� El nombre d�etapes �es el temps de l�algorisme�
si no es tenen en compte la llargada del missatge ni les dist�ancies entre
v�ertexs� Les restriccions a l�hora de de�nir les etapes d�un algorisme depenen
del mode de comunicaci�o considerat�

En un cert model� o mode de comunicaci�o� interessa estudiar algorismes
de comunicaci�o amb temps el m�es petit possible� Aix��� per un graf donat�
o per a una fam��lia de grafs� es busquen algorismes �optims� Es tenen les
de�nicions seg�uents� per als problemes de broadcasting� acumulaci�o i gossip
ing�

El model es denota per M � i siguin G un graf �en alguns models podria
ser un digraf� i v un dels seus v�ertexs�

	� bM �v�G� �es el m��nim nombre d�etapes d�un algorisme de broadcasting
des de v� en el model M �

�� bM �G� � maxv�V bM �v�G� �es el temps de broadcasting de G en el
model M �


� aM �v�G� �es el m��nim nombre d�etapes d�un algorisme d�acumulaci�o
cap a v� en el model M �

�� aM �G� � maxv�V bM �v�G� �es el temps d�acumulaci�o de G en el model
M �

�� gM �G� �es el m��nim nombre d�etapes d�un algorisme de gossiping de G�
en el model M �

Una distinci�o que es fa en tots els models� independentment d�altres que
hi pugui haver� �es si els v�ertexs d�una crida intercanvien la informaci�o� �mode
�way o fullduplex� els enlla�cos s�on arestes� o b�e si una crida �es un parell
ordenat de v�ertexs� de manera que la informaci�o passa d�un v�ertex cap a
l�altre per�o no a l�inrev�es �mode �way o halfduplex� els enlla�cos s�on arcs��

Els resultats que es donen a continuaci�o suposen que� tant per a models
fullduplex com halfduplex� la xarxa est�a modelada per un graf� Aleshores
el problema del broadcasting i el problema de l�acumulaci�o s�on equivalents
i es t�e bM �v�G� � aM �v�G� i bM �G� � aM �G�� Aix�o �es aix�� ja que un
algorisme de broadcasting d�ona autom�aticament un algorisme d�acumulaci�o�
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invertint el sentit de les comunicacions i l�ordre de les etapes� A m�es� aM �G�
i bM �G� donen una cota per a gM �G�� ja que es pot fer gossiping acumulant
la informaci�o en un v�ertex i fent una difussi�o a tots els altres des d�aquest
v�ertex �broadcasting��

Sobre aquest tema� la literatura �es molt extensa� amb problemes t��pics
com trobar cotes per al temps de broadcasting i gossiping en grafs complint
certes condicions� donar algorismes per a aquests problemes en fam��lies con�
cretes de grafs� trobar grafs que satisfacin les cotes inferiors o superiors que
es coneixen� i tamb�e que satisfacin una certa cota i tinguin alguna propietat
afegida� En ���� �	� ��� es troben els resultats b�asics en els primers models
estudiats� aix�� com refer�encies a altres treballs sobre comunicacions globals�

El mode est�andard de comunicaci�o

En el mode est�andard de comunicaci�o� la comunicaci�o es realitza a trav�es
dels enlla�cos� arestes en al model fullduplex� que s�anomena mode tel�efon� i
arcs en el model halfduplex� que s�anomena mode tel�egraf�

El mode tel�efon es caracteritza per les dues condicions seg�uents�

�� un v�ertex nom�es pot prendre part en una crida a cada etapa �	�port��

�� dos v�ertexs poden intercanviar informaci�o si en el graf hi ha una aresta
que els uneix�

En el mode tel�egraf� la comunicaci�o es realitza amb les mateixes restric�
cions que en el mode tel�efon� llevat que les crides estan determinades per
arcs en lloc de per arestes� tal com s�ha especi�cat en la distinci�o entre
fullduplex i halfduplex�

Designant el mode tel�efon per F � i el mode tel�egraf per H� a continua�
ci�o es d�ona un resum d�alguns resultats b�asics sobre la complexitat de les
comunicacions en aquest model �vegi�s ������

Donat que els problemes de broadcasting i acumulaci�o s�on equivalents�
en els resultats es parla nom�es del temps de broadcasting� Es poden obtenir
amb raonaments senzills les cotes seg�uents� on G �es un graf qualsevol d�ordre
n�

	� D�G� � bF �G��

�� dlog� ne � minv�V bF �v�G� � bF �G��


� si el grau de G �es d� bF �G� � �d� 	�D�G� � 	�

�� dlog� ne � gF �G� � gH�G��

En �
��� Comellas i Hell donen algorismes de broadcasting �optims per als
anells cordals�
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El mode de camins aresta�disjunts

En el cap��tol � d�aquesta tesi es considera el model edgedisjoint paths o
camins disjunts per arestes� en el qual els dos v�ertexs d�una crida poden
estar a dist�ancia m�es gran que 	� La comunicaci�o es realitza a trav�es de
camins� amb la condici�o que a cada etapa� els camins han de ser disjunts
per arestes �o arcs� en el cas dirigit��

Aquest model va ser introdu��t per Farley en ����� i es caracteritza per les
restriccions seg�uents�

�� un v�ertex nom�es pot prendre part en una crida a cada etapa �	�port��

�� la comunicaci�o entre dos v�ertexs d�una crida� es realitza a trav�es d�un
cam���

�� els camins que corresponen a crides simult�anies� �es a dir� en una mateixa
etapa� no poden compartir arestes �en el cas �way� o arcs �en el cas
�way��

El model vertexdisjoint paths o camins disjunts per v�ertexs� es pot de�nir
de manera an�aloga substituint la hip�otesi ���� per la seg�uent�

��� els camins que corresponen a crides simult�anies� �es a dir� en una mateixa
etapa� no poden compartir v�ertexs�

En aquests models es permet que els v�ertexs que constitueixen una crida
puguin ser a la vegada v�ertexs intermitjos en el cam�� corresponent a dos
v�ertexs d�una altra crida�

En ����� Farley demostra que aquest model permet fer broadcasting en
una xarxa qualsevol de n v�ertexs en dlog� ne etapes� La prova utilitza
camins a trav�es de les arestes d�un arbre generador del graf� En canvi� el
problema del gossiping per a un graf qualsevol resta obert�

De fet� els treballs actuals en els modes de camins aresta�disjunts i de
camins v�ertex�disjunts inclouen la restricci�o�

�� un v�ertex intermig en un cam�� corresponent a una crida no pot ser origen
o �nal en una altra crida�

Aquests models es denoten per �EDP � 	EDP � �V DP i 	V DP � on el �
indica que es tracta del mode fullduplex i l�	 indica que es tracta del mode
halfduplex� El mode EDP es diu a vegades mode line�

Hromkovic et al� ���� donen algorismes de broadcasting en el model
	EDP � a partir dels quals es dedueix per a un graf G d�ordre n que

dlog� ne � b�EDP �G� � dlog� ne� 	

En realitat� es pot veure que si en G hi ha un cam�� hamiltoni�a d�origen v� es
t�e b�EDP �v�G� � dlog� ne� L�algorisme per a un graf hamiltoni�a simula un
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algorisme de broadcasting en l�hipercub� En el cas de grafs no hamiltonians�
es treballa amb arbres generadors� i es demostra que pels arbres binaris
complets la cota s�assoleix�

En el mateix treball es donen cotes inferiors del temps de gossiping en
aquest model per a algunes fam��lies de grafs� Els mateixos problemes en el
mode V DP s�on estudiats en ���� Per al problema del gossiping en el mode
EDP � es tenen resultats per arbres �Laforest ���� i tamb�e per grafs planars
i graelles �Klasing �����

El treball citat de Klasing constitueix un bon resum de resultats coneguts
en els modes EDP i V DP � En particular� les cotes conegudes per al temps
de gossiping en grafs qualssevol� presentades per Klasing en ���� s�on�

Mode V DP � Si Gn�k �es un graf d�ordre n i v�ertexs�bisecci�o k�

�dlog� ne � dlog� ke � dlog� log� ke � � � g�V DP �Gn�k�

i si k � n

log� n
� aleshores

g�V DP �Gn�k� � �dlog� ne � log� k � log� log� k � �

Mode EDP � Si Gn�k �es un graf d�ordre n i aresta�bisecci�o k�

�dlog� ne � log� k � log� log� k � � � g�EDP �Gn�k� � �dlog� ne

Les demostracions per a les cotes inferiors es fan� en tots dos models� comp�
tant en un nombre donat d�etapes� quina quantitat d�informaci�o pot passar
a trav�es d�un conjunt minimal de v�ertexs �en mode V DP � o d�arestes �en
mode EDP � que separi els v�ertexs en dos conjunts del mateix cardinal�

��� Grafs i tessel�lacions

Una tessel�laci
o del pla �es un recobriment del pla amb regions poligonals� Si
tots els pol��gons s�on iguals es diu que la tessel�laci�o �es regular�

Per representar un graf o un digraf mitjan�cant una tessel�laci�o del pla
s�associa a cada v�ertex del graf un pol��gon de tants costats com el grau del
v�ertex� i es de�neixen les adjac�encies entre pol��gons com adjac�encies entre
v�ertexs� amb orientaci�o si es tracta d�un digraf� Aquest procediment d�ona�
en alguns casos� una tessel�laci�o� Per exemple� per a un graf regular de grau �
no es podr�a obtenir mai una tessel�laci�o� ja que degut a les seves propietats
topol�ogiques el pla no es pot tessel�lar amb pent�agons� Treballant amb
tessel�lacions regulars dels pla� el grau nom�es pot ser 
� � o �� Els esquemes
d�adjac�encies per a aquests tres casos es mostren a la �gura 	�	�

En general� un graf o digraf es pot representar mitjan�cant una tessel�laci�o
del pla si se li pot associar algun d�aquests esquemes d�adjac�encies de manera
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Figura 	�	� Tessel�lacions amb triangles� quadrats i hex�agons�

que una regi�o del pla que contingui una �unica vegada cadascun dels v�ertexs�
es repeteixi peri�odicament en iterar l�esquema d�adjac�encies i tot el pla quedi
recobert� Aquesta regi�o� que es pot triar de m�es d�una manera� s�anomena
rajola associada al graf� A m�es� el conjunt de pol��gons que contenen un
v�ertex �xat �es un reticle del pla� que determina la tessel�laci�o�

L�estudi de grafs i digrafs associats a tessel�lacions va ser iniciat per
Wong i Coppersmith �		�� i Fiol et al� �����

Els grafs m�es senzills que es poden representar d�aquesta manera s�on les
malles t�oriques i els grafs i digrafs de doble lla�c� amb un quadrat per a cada
v�ertex� els grafs i digrafs de triple lla�c amb el tercer pas igual a la suma dels
dos primers� amb un hex�agon per a cada v�ertex� i els anells cordals� objecte
d�estudi d�aquest treball� amb un triangle per a cada v�ertex� Per�o hi ha
altres fam��lies de grafs que es poden representar mitjan�cant tessel�lacions�
Per exemple� Aguil�o et al� �
� treballen amb tessel�lacions tridimensionals
de l�espai per� associant a cada v�ertex un cub� estudiar els grafs de triple
lla�c amb passos qualssevol� i treballant encara al pla� Morillo ���� i Yebra
et al� �		�� associen una tessel�laci�o amb quadrats als grafs de Petersen ge�
neralitzats� associant cada quadrat a una parella de v�ertexs� Morillo en la
seva tesi ���� d�ona un estudi de les diverses possibilitats a partir d�aquests
esquemes�

Donat que un recorregut en el graf es tradueix en la tessel�laci�o per un
recorregut entre pol��gons mitjan�cant les adjac�encies� aquesta representaci�o
geom�etrica permet estudiar algunes propietats dels grafs relacionades amb
dist�ancies i camins� El problema de minimitzar el di�ametre per un ordre
donat� i el de maximitzar l�ordre coneixent el di�ametre� han estat estudiats
per a diverses fam��lies en els casos dirigit i no dirigit� Aix�� tenim� entre d�al�
tres� els treballs d� Aguil�o i Fiol ���� Aguil�o et al� �
�� Bermond i Tzvieli ��
��
Chen i Jia �

�� Du et al� ����� Erd"os i Hsu ����� Esqu�e et al� ����� Fiol et
al� ����� Hsu i Shapiro ���� ��� Morillo et al� ���� �
�� Tzvieli �			� i Yebra
et al� �		���

Quant a l�estudi de problemes d�encaminament i disseminaci�o d�infor�
maci�o� les tessel�lacions han estat utilitzades per diversos autors per de�nir
encaminaments amb bones propietats i algorismes de comunicaci�o� Escude�
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Figura 	��� El graf de triple lla�c T���	� �� 
��

ro et al ���� i F�abrega i Zaragoz�a ��	� han estudiat encaminaments en grafs
i digrafs de doble lla�c� Liestman et al� ���� estudien el problema del broad
casting en grafs de doble i triple lla�c� i el mateix problema �es estudiat per
Comellas i Hell en �
��� i per Armitage en �	
�� Narayanan et al� ��� donen
una cota superior per a l��ndex �optic dels grafs de doble lla�c�

����� Grafs de triple lla�c

Un graf de triple lla�c d�ordre N amb passos A� B i C �es un graf TN �A�B�C�
amb v�ertexs de ZN i adjac�encies de�nides per� i � ZN � i � i � A� i �
i�B� i � i�C� En la �gura 	�� es d�ona un exemple de graf de triple lla�c�

Aquests grafs s�on ��regulars� connexos quan mcd�N�A�B�C� � 	� S�on
grafs de Cayley sobre ZN� i per tant com a digrafs sim�etrics s�on circulants�
Per cada parella de v�ertexs� x� y� la translaci�o � tal que ��x� � y ve donada
per ��i� � i� y � x� per a tot i de ZN�

A continuaci�o es resumeixen algunes propietats dels grafs de triple lla�c
amb passos A� B i C � ��A�B�� que es poden representar mitjan�cant una
tessel�laci�o del pla� on cada v�ertex correspon a un hex�agon� segons l�esquema
de la �gura 	�
�

Els v�ertexs es repeteixen peri�odicament� de manera que els hex�agons que
contenen el v�ertex �� o qualsevol altre v�ertex �xat� constitueixen un reticle
del pla� i es pot trobar un �o m�es d�un� patr�o que recobreix el pla i que cont�e
tots els v�ertexs del graf una vegada i nom�es una� Les translacions del graf
com graf de Cayley corresponen a les translacions del pla�

Utilitzant la tessel�laci�o es pot calcular l�ordre m�axim d�un graf de triple
lla�c de di�ametre donat D� A partir d�un hex�agon central� es compta el
nombre d�hex�agons que hi pot haver a dist�ancia com a molt D� Tal com es
veu a la �gura 	��� es demostra que si TN �A�B�C�� amb C � ��A�B�� t�e
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Figura 	�
� Adjac�encies i tessel�laci�o per a TN �A�B�C��

di�ametre D� aleshores

N � ND � 
D� � 
D � 	

La tessel�laci�o que correspon a aquesta rajola d�ona les equacions del
reticle de zeros �vegi�s la �gura 	���� Aix��� un graf de triple lla�c d�ordre ND

t�e di�ametre D si els passos satisfan les equacions en ZND
�

A�B � C � �

�D � 	� � A�D � B � �

D � C � �D � 	� � B � �

i la condici�o de connexitat mcd�A�B�ND� � 	�

Les ternes �A�B�C� � ��
D�	�B�B���
D���B� veri�quen les equa�
cions per a tot B � ZND

� Amb aquests valors per A� B� C es compleix la
condici�o mcd�A�B�ND� � 	 si i nom�es si B � Z�ND

� Aix�� doncs� el graf de
triple lla�c TND

��
D�	�B�B���
D���B� t�e di�ametreD per a tot B � Z�ND
�

I a m�es� per a qualsevol parella de no divisors de zero� B� B� � Z�ND
� l�apli�

caci�o z �� B�B�� z �es un isomor�sme entre TND
��
D�	�B�B���
D���B�

i TNk
��
D � 	�B�� B����
D � ��B���

Hi ha encara una altra possibilitat de distribuci�o dels zeros del reticle�
associada al graf de triple lla�c de di�ametre D i ordre ND� que prov�e d�una
distribuci�o diferent de les rajoles per a tessel�lar el pla� La difer�encia amb
el que es presenta a la �gura 	�� �es� simplement� una simetria respecte d�un
eix vertical� Aix�o d�ona els mateixos passos� ordenats de manera diferent�
Per tant� s�obtenen tots els grafs de triple lla�c de di�ametre D i ordre m�axim�

En �		��� Zaragoz�a estudia la vulnerabilitat d�encaminaments en aquests
grafs� En els c�alculs s�utilitzen les coordenades dels v�ertexs� sense donar
per�o un procediment per a calcular�les�

En l�apartat seg�uent es de�neixen les coordenades dels v�ertexs� i es d�ona
un algorisme per a calcular�les�
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Figura 	��� Ordre m�axim per a un graf de triple lla�c�

����� Coordenades dels v	ertexs d�un graf de triple lla�c

En els grafs de triple lla�c que s�estudien aqu�� els tres passos� per tant tres
direccions� satisfan una relaci�o de depend�encia que fa que es puguin repre�
sentar en el pla� La relaci�o C � ��A � B� que compleixen els passos s�ha
de traduir per una relaci�o de depend�encia lineal entre els vectors que els
representen� Les ternes de coordenades enteres correspondran a un v�ertex
del graf� Per�o hi ha m�es d�una terna per a cada v�ertex�

Coordenades dels hex�agons

Considerant la tessel�laci�o del pla per hex�agons regulars i prenent com a
origen de coordenades� O� el centre d�un hex�agon� i com a sistema de re�
fer�encia els vectors A � �	� ��� B � ��	����p
��� i C � ��	���p
���� els
centres dels hex�agons s�on les combinacions lineals dels vectors A� B i C de
coe�cients enters� I un hex�agon de centre P tindr�a per ve��ns els hex�agons
de centres P �A� P �B i P �C� i es compleix A�B � �C�

De�nici�o �� Es pot identi�car un hex�agon amb el seu centre� Es diu que

una terna �m�n� p� representa l�hex�agon P si i nom
es si �m�n� p� s
on les

coordenades del vector OP en el sistema de refer�encia fA�B�Cg� 
es a dir�

si el vector mA� nB� pC 
es el vector OP �

La relaci�o A�B �C � � d�ona un conjunt in�nit de representants per
a un hex�agon� Aquest conjunt es denota per �P � � f�m�n� p� representants
de Pg� Si �m�n� p� � �P � aleshores �P � � f�m�n� p� � ��	� 	� 	�g�

De�nici�o �� Sigui �m�n� p� � �P � tal que jmj � jnj � jpj � d 
es m
	nim�

La terna �m�n� p� es diu que s
on les coordenades de l�hex�agon P i d 
es la

dist�ancia entre O i P �
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Figura 	��� Tessel�laci�o per a ordre m�axim donat el di�ametre�

Les coordenades de P s�on �uniques i es poden de�nir equivalentment com
la terna que representa P tal que� almenys una coordenada �es nul�la i si les
altres dues no ho s�on� tenen signes oposats�

En dues dimensions es pot parlar de coordenades en funci�o de A i B� o
de coordenades en funci�o de B i C o en funci�o de A i C� Si �m�n� p� � �P �
aleshores �X�Y� �� � �m � p� n � p� �� � �P � �es l��unica terna amb tercera
coordenada nul�la que representa P � De manera an�aloga� ��� Y �� Z �� � ��� n�
m� p�m� i �X ��� �� Z ��� � �m� n� �� p� n� tamb�e representen P �

Coordenades dels v�ertexs

Fixats dos enters A i B� s�associa a cada hex�agon P el nombre enter mA�
nB � pC� on C � ��A�B� i �m�n� p� � �P �� Si �A�B�C� � �� per a cada
enter del conjunt �Z hi haur�a un conjunt d�hex�agons que el contindran�

D�aquesta manera� i prenent com a origen un hex�agon O que contingui
el v�ertex zero� es pot parlar de coordenades d�un hex�agon i de coordenades
d�un v�ertex� de la manera seg�uent�

Donat un graf de triple lla�c TN �A�B�C�� amb C � ��A�B�� constru��m
la seva tessel�laci�o associada a partir de la tessel�laci�o del pla amb hex�agons�
S�associa a l�hex�agon O el v�ertex �� i si l�hex�agon P t�e associat el v�ertex z�
aleshores s�associa a l�hex�agon P�J el v�ertex z�J � per a J � �A��B��C�
tal com es veu a la �gura 	�
�

De�nici�o �� Una terna �m�n� p� representa el v�ertex z si i nom
es si z �
mA� nB � pC en ZN� que 
es equivalent a dir que el v�ertex z 
es el v�ertex
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associat a l�hex�agon de coordenades �m�n� p��

S�escriu �z� � f�m�n� p�� mA� nB � pC �N zg� on �N indica la igualtat
en ZN� El reticle del pla format pels hex�agons que contenen el v�ertex z es
denota per Rz� Per a cada v�ertex z del graf el conjunt Rz de punts que
contenen el v�ertex z �es una translaci�o del reticle R��

De�nici�o �� Una rajola que representa el graf 
es qualsevol pol
	gon �con

nex� obtingut per uni
o d�hex�agons adjacents tal que cada v�ertex hi 
es repre

sentat una vegada i nom
es una�

Es pot veure f�acilment que una rajola que representa el graf tessel�la el
pla� A m�es� per a un graf donat hi ha m�es d�una rajola que el representa�

Si z �es un v�ertex del graf� aleshores d��� z� � min
Q�Rz

fd�O�Q�g �es la dist�ancia
en el graf� Les coordenades d�un punt del pla �m�n� p� � �z� donen recor�
reguts en el graf de � a z� ja que un recorregut format per m passos A� n
passos B� i p passos C� a partir del v�ertex �� arriba al v�ertex z� Si �m�n� p�
d�ona la dist�ancia de l�origen a z� els camins s�on de longitud m��nima� les
ternes �m�n� p� � ��� donen circuits� que en alguns casos poden ser cicles�

Graf de triple lla�c �optim

Siguin N � ND i els passos A� B i C tals que el di�ametre del graf �es D� La
rajola associada a TND

�es el pol��gon constitu��t per un conjunt d�hex�agons a
dist�ancia com a moltD d�un hex�agon donat �el centre�� Quan aquest pol��gon
est�a centrat a l�origen� s�anomena rajola central� Per a tot v�ertex z del graf
hi ha un �unic hexagon H en la rajola central que cont�e el v�ertex z� �es a dir
H � Rz� i les coordenades de H� �m�n� p�� donen jmj� jnj� jpj � d��� z� en
el graf� Es diu que aquesta terna s�on les coordenades de z�

De�nici�o �	 La terna �m�n� p� s
on les coordenades de z si i nom
es si

jmj� jnj� jpj � d��� z�� que 
es equivalent a dir que jmj� jnj� jpj � D i una

de les dues 
es nul�la i les altres dues tenen signes oposats �o b
e n�hi ha dues

de nul�les��

Nom�es es poden associar coordenades als v�ertexs de manera �unica a
partir de la tessel�laci�o si el graf �es �optim�

Es pot treballar amb nom�es dues coordenades ja que les ternes �m�n� p�
i �m�p� n�p� �� representen el mateix hex�agon� Els eixos A i B divideixen
el pla en quatre zones� representades a la �gura 	���

Un hex�agon es troba a la rajola central si les seves coordenades �X�Y� ��
satisfan alguna de les condicions seg�uents�

	� � � X � D i � � Y � D�

�� � � �X � D i � � �Y � D�
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Figura 	��� Zones amb coordenades �X�Y� ���


� X 	 �� Y � � i X � Y � D�

�� X � �� Y 	 � i Y �X � D�

En aquest cas� les ternes que representen el v�ertex zero s�on ��� � f��� �� ���
��D�	�D� ���
�����D�	��D����	� 	� 	�g� i el reticle de zeros� R�� est�a
generat pels vectors �D � 	�D� �� i �����D � 	��D��

Algorisme de c�alcul

L�algorisme que es proposa a continuaci�o permet calcular les coordenades
d�un graf de triple lla�c �optim� basant�se en una senzilla divisi�o entera� Per
a fer�ho es treballa amb el graf TND

�
D � 	� 	���
D � ���� Qualsevol altre
que tingui el mateix ordre i el mateix di�ametre ser�a isomorf�

Donat � � z � ND� l�algorisme retorna �m�n� p�� coordenades de z�

�� Inicialitzaci�o� i � b z


D � 	
c� j � z �mod 
D � 	��

�� C�alcul coordenades en funci�o de A i B�

��� Si j � D aleshores �X�Y� �� � �i� j� ���

��� Si j 	 D aleshores �i�� j�� �� � �i�D� j � �D � 	� ���

����a Si j� � � o j� � i� � D aleshores �X�Y� �� � �i�� j�� ���

����b Si j� � i� 	 D aleshores �X�Y� �� � �i� �D�	� j� �D� ���

�� Pas de coordenades en funci�o de A i B a coordenades en funci�o de A� B
i C�
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��� Si X � Y � � aleshores �m�n� p� � �X�Y� ���

��� Si X � Y 	 � aleshores�

����a Si jY j � jXj aleshores �m�n� p� � ��� Y �X��X��
����b Si jY j � jXj aleshores �m�n� p� � �X � Y� ���Y ��

Proposici�o �� L�algorisme calcula les coordenades�

Demostraci
o� Donat un v�ertex qualsevol� z� s�obt�e una terna �m�n� p�� S�ha
de veure que mA�nB� pC � z i que jmj� jnj� jpj �es m��nim� Els valors
assignats a i i j en � satisfan i A � j � z i les desigualtats � � i � D i
� � j � 
D�	� A m�es es t�e DA��D�	�B � � i �D�	�A�DB � �� en
ZND

� Per tant� la terna �X�Y� �� obtinguda en el pas � representa el v�ertex
z�

A continuaci�o es demostra que �X�Y� �� s�on les coordenades de z en
funci�o de A i B� �es a dir que representen l�hex�agon que cont�e z de la rajola
central� En el cas ��	� � � j � D� aleshores � � X � D i � � Y � D� i es
t�e un hex�agon de la rajola central� En el cas ���� els valors assignats a i� i
j� satisfan �D � i� � � i �D � j� � D� Si es compleix j� � i� 	 D� �es a
dir� en el cas ����a� l�hex�agon �X�Y� �� � �i�� j�� �� est�a en la rajola central�
En el cas ����b� els valors X � i��D�	 i Y � j��D� satisfan � � X � D
i X � Y � D� Per tant l�hex�agon de coordenades �X�Y� �� es troba a la
rajola central�

Finalment� la terna �m�n� p�� obtinguda en el pas � d�ona les coordenades
de z� ara en funci�o de A� B i C� Com que en el cas ��	 �m�n� p� � �X�Y� ���
i en els altres dos casos� ����a i ����b� nom�es s�afegeix un m�ultiple del vector
�	� 	� 	�� la terna �m�n� p� representa el mateix hex�agon que �X�Y� ��� A
m�es� en qualsevol dels tres casos s�obt�e una terna amb una coordenada
nul�la i les altres dues de signe oposat� �

El que fa aquest algorisme �es� en realitat� calcular les coordenades d�un
hex�agon que cont�e el v�ertex z� com es veu en la �gura 	�� i en els casos en
qu�e no �es l�hex�agon de la rajola central� fer un canvi de rajola utilitzant els
vectors generadors del reticle� ja mostrats en la �gura 	���
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Figura 	�� Primer pas de l�algorisme de c�alcul de coordenades per a D � ��
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Cap��tol �

Anells cordals

��� Introducci�o

En l�estudi dels grafs com a models de xarxes� els cicles constitueixen la
topologia m�es senzilla� Malgrat la seva simplicitat i simetria tenen incon�
venients molt importants� el di�ametre �es gran i la connectivitat petita� Per
tal de millorar�ne aquests par�ametres mantenint per�o d�alguna manera les
seves bones propietats� es poden afegir a un cicle arestes o arcs� Les diverses
maneres de fer�ho porten a noves fam��lies de grafs�

Els grafs que en aquest treball s�anomenen anells cordals s�on grafs re�
gulars de grau 
� que s�obtenen d�un cicle d�ordre parell afegint arestes que
uneixen cada v�ertex parell amb un de senar segons un pas constant� En
la �gura ��	 se�n mostra un exemple� La regularitat d�aquesta construcci�o
assegura la simetria� De fet� com es veur�a m�es endavant� aquests grafs� que
van ser introdu��ts per Coxeter el 	��� �
�� i presentats com a model per a
xarxes d�interconnexi�o per Arden i Lee �	��� s�on grafs de Cayley sobre el
grup di�edric�

Per�o en la literatura� amb el nom d�anells cordals es troben refer�encies
a diverses fam��lies de grafs� En tots els casos� un anell cordal �es un cicle al
qual s�han afegit cordes� Les difer�encies v�enen donades per quantes cordes
s�afegeixen i com�

En ��� Aiello et al�� i en �	�
� Rosenberg� de�neixen els anells cordals
com grafs constitu��ts per un cicle al qual s�han afegit cordes que no es tallen
�vegi�s la �gura ����� Tang i Arden donen una de�nici�o d�anell cordal i
d�anell cordal generalitzat que inclou els anells cordals tal com es de�neixen
en aquest treball i tamb�e els grafs circulants� i que s�utilitza per a la repre�
sentaci�o dels anomenats BorelCayley graphs �	���� La mateixa de�nici�o es
cita en el treball de Bermond et al� ��	��

Altres treballs parlen d�anells cordals referint�se a grafs de m�ultiple pas�
�es a dir grafs subjacents de digrafs circulants� Sobretot en el cas de grau ��
o grafs de doble lla�c� En aquests grafs� Narayanan i Opatrny ���� estu�
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Figura ��	� Exemple d�anell cordal�

dien esquemes d�encaminament compactes i encaminaments per intervals� i
Narayan et al� ��� n�estudien l���ndex �optic� En ambd�os treballs s�utilitzen
les tessel�lacions del pla per a la representaci�o dels grafs� Krizanc i Luc�
cio �� estudien encaminaments booleans en grafs de doble lla�c� Iwasaki et
al� ��� troben arbres generadors independents en grafs de doble lla�c amb
passos 	 i d� de�nits de manera que� en el cas particular d�ordre �d� el grau
�es 
� Per a digrafs de doble lla�c� Mans i Santoro ���� donen protocols �optims
per al problema de l�elecci�o d�un l��der� i Mans en ���� estudia el mateix tipus
de problema� utilitzant el que anomena sense of direction� una representaci�o
del graf basada en associar als arcs d�un tipus una direcci�o del pla� Per a
refer�encies a treballs sobre grafs de m�ultiple pas es pot veure el survey �����

Nayak et al� ���� estudien isomor�smes entre circulants� anomenant�los
anells cordals� En �	�� Attiya et al� de�neixen els anells cordals com cicles
amb cordes addicionals� encara que estudien el problema de l�elecci�o d�un
l��der en el cas particular dels circulants�

Quant als anells cordals de grau 
 amb corda constant anomenats a partir
d�ara anells cordals �a la Arden i Lee�� hi ha� a m�es dels treballs de Coxeter
sobre simetria en grafs �
� 
�� i l�estudi del di�ametre d�Arden i Lee �	�� ja ci�
tats� algunes refer�encies d�altres autors� Hu i Wang ��� i Hwang iWright �
�
n�estudien la �abilitat en termes de l�aresta�connectivitat� els primers� i de la
connectivitat del digraf de superviv�encia� els darrers� En �		��� Zimmerman
i Esfahanian de�neixen els anells cordals com grafs hamiltonians de grau 
�
�es a dir� un cicle amb una corda a cada v�ertex� encara que presenten un
estudi sobre toler�ancia a fallades pel cas particular dels anells cordals �a la
Arden i Lee��

La representaci�o de grafs mitjan�cant tessel�lacions del pla permet gene�
ralitzar aquesta fam��lia� Morillo ��
�� i estudiar�ne algunes de les propietats
m�etriques� com la maximitzaci�o de l�ordre per a di�ametre donat i el c�alcul
del di�ametre m��nim per a alguns valors de l�ordre� Yebra et al� �		��� Morillo



�� De�nici�o i propietats ��

s

s

s

s
sss

s

s

s

s

s

s

s
s s s

s

s

s

E
EE

E
EE �

��

�
��

A
A

A
A

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

�
�

HH

HH

hhh

hhh 		

		

���

���

�
�
�
�
�
�
�

B
B
B
B






�
�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�

���������
���

PP
PPP

HH
HH

HH

A
A
A
A
A
A
A
A
AA

�
�
�
��

�
�
�
�
�
��

�
�
�
��

Figura ���� Un altre model d�anell cordal�

et al� ��	�� �Es com a generalitzacions de grafs de m�ultiple pas� alguns dels
quals es poden representar tamb�e mitjan�cant tessel�lacions� que Bermond et

al� els citen en el survey �����

Alspach i Zhang ��� demostren que els grafs de Cayley sobre el grup
di�edric s�on hamiltonians� Els grafs que aqu�� s�estudien s�on els grafs de
Cayley sobre el grup di�edric quan es trien 
 generadors adequats� Aix�o
implica� en particular� que la generalitzaci�o dels anells cordals presentada
en ��
� es pot veure tamb�e com un cicle amb cordes�

Quan un graf modela una xarxa d�interconnexi�o interessa estudiar els
problemes de difussi�o d�informaci�o� Comellas i Hell van presentar en �
��
un algorisme de broadcasting �optim per anells cordals� utilitzant tamb�e
tessel�lacions del pla� Armitage en la seva tesi �	
� estudia algorismes de
broadcasting en malles t�oriques i en anells cordals t�orics�

A continuaci�o� s�estableix la de�nici�o d�anell cordal que ser�a utilitzada
al llarg de tot aquest treball i s�estudien les propietats d�aquesta fam��lia de
grafs�

��� De�nici�o i propietats

De�nici�o �� L�anell cordal d�ordre �n� amb n � 
� i cordes a� b� c�
senars diferents de Z�n� 
es el graf que denotarem per C�n�a� b� c�� amb con

junt de v�ertexs Z�n� i amb les adjac�encies de�nides per� cada v�ertex parell
�i 
es adjacent als v�ertexs senars �i�a� �i�b� �i�c� Per tant� cada v�ertexs

senar j � �i� 	 
es adjacent als v�ertexs parells j � a� j � b� j � c�

Segons la de�nici�o d�Arden i Lee �	��� un anell cordal �es un graf constitu��t
per un cicle d�ordre parell amb cordes que uneixen� seguint un pas cons�
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tant� cada v�ertex parell amb un v�ertex senar� Per exemple� en la �gura ��	
s�afegeix al cicle de longitud 	�� arestes que van de cada v�ertex parell i al
v�ertex senar i�� �i� per tant� de cada v�ertex senar j al v�ertex parell j� ���
Aix��� l�anell cordal d�ordre �n i pas d� amb d senar entre � i �n� C��n� d��
s�obt�e afegint a un cicle de longitud �n les arestes seg�uents�

f�� dg� f�� d � �g� f�� d � �g� ���� f�n� �� d � �n� �g
fent les sumes m�odul �n� �Es clar que la de�nici�o ��	 �es una generalitzaci�o
de la de�nici�o d�Arden i Lee� ja que C��n� d� � C�n��	� d� 	��

De la de�nici�o anterior es dedueix trivialment que C�n�a� b� c� �es 
�regular
i bipartit� Els v�ertexs parells s�on dos a dos independents� i passa el mateix
amb els v�ertexs senars� A m�es� les arestes de la forma f�i� �i � ag consti�
tueixen un 	�factor� igual que les de la forma f�i� �i � bg i les de la forma
f�i� �i � cg� Les cordes de�neixen doncs una coloraci�o de les arestes� i cada
v�ertex �es incident amb una aresta de cada color�

Els anells cordals s�on grafs v�ertex�transitius� Donats dos v�ertexs� x i
y� per de�nir un automor�sme del graf que apliqui x en y nom�es s�ha de
tenir en compte que x� a� x� b i x� c s�apliquen en y � a� y � b i y � c�
respectivament� on la operaci�o � �es suma quan el v�ertex �es parell i resta
quan el v�ertex �es senar�

�Es f�acil veure que C�n�a� b� c� �es connex si i nom�es si mcd�a � b� b �
c� �n� � mcd�a � b� b � c� c � a� �n� � �� Nom�es cal observar que hi ha un
cam�� de � a �i si i nom�es si �i �es m�ultiple de mcd�a � b� b � c� �n�� Si
mcd�a� b� b� c� �n� � �k� aleshores C�n�a� b� c� t�e k components connexos
isomorfs cadascun d�ells al graf C�m�a

�� b�� c�� on m � n�k i k �a� � b�� �
a� b� k �b� � c�� � b� c� k�c� � a�� � c� a� En aquest treball es consideren
nom�es anells cordals connexos�

La proposici�o seg�uent diu quan un anell cordal �es �a la Arden i Lee��

Proposici�o �� Si mcd�a�b� �n� � � o b
e mcd�b�c� �n� � � o b
e mcd�c�
a� �n� � �� aleshores existeix d� senar entre � i �n� tal que C�n�a� b� c� ��
C�n��	� d� 	��
Demostraci
o� Es pot suposar sense p�erdua de generalitat que mcd�c �
a� �n� � �� Sigui � �

�
c� a

�

���
en Zn� Per a tot i� � � i � n� es t�e

�i � ��c � a�i� Sigui � � Z�n �� Z�n la bijecci�o de�nida per ���i� � ��i i
���i�c� � ��i�	� Aquesta bijecci�o indueix un isomor�sme entre C�n�a� b� c�
i C�n��	� d� 	�� per a d � ��b� c� � 	 � ��b�� �

De la proposici�o es dedueix que els anells cordals C�n�a� b� c� no isomorfs a

C�n��	� d� 	� per a tot d� s�on exactament els que satisfan mcd
�
b� c

�
� n

�
�

�� mcd

�
c� a

�
� n

�
� 
� i mcd

�
a� b

�
� n

�
� �� amb � �� 	� 
 �� 	 i � �� 	
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Figura ��
� Representaci�o de C���
� �� �� com a ��cicle generalitzat del graf
circulant d�ordre 	� i generadors 	� � i ��

enters tals que mcd��� 
� �� n� � 	� L�ordre d�un d�aquests anells cordals �es
almenys ��� que correspon a � � �� 
 � 
 i � � �� Per exemple� C���	� 		� �
no �es isomorf a cap dels anells cordals de la forma C����	� d� 	��

En les dues proposicions seg�uents� utilitzant els par�ametres x �
a� 	

�
�

y �
b� 	

�
i z �

c� 	

�
� es veu com es pot de�nir un anell cordal a partir

d�un digraf circulant �Proposici�o ��
�� i es demostra que els anells cordals
s�on grafs de Cayley �Proposici�o ����� Observi�s que mcd�x � y� y � z� n� �
mcd�x� y� y � z� z � x� n� � 	� ja que mcd�a� b� b� c� �n� � ��

Proposici�o �� El graf C�n�a� b� c� 
es el �cicle generalitzat provinent del

digraf circulant d�ordre n i generadors x� y i z�

Demostraci
o� Ordenant els v�ertexs de la forma �� �� �� � � � � �n��� 	� 
� � � � � �n�
	� la matriu d�adjac�encia de C�n�a� b� c�� A � �aij�i�j������n� es pot des�
composar en quatre blocs� B�� � �aij�i�j�����n� B�� � �aij�i�����n�j�n������n�
B�� � BT

��� B�� � �aij�i�j�n������n� de manera que B�� � B�� � � i B�� �es la
matriu circulant de�nida per la primera columna

bx���� � 	� by���� � 	� bz���� � 	

La matriu B�� �es la matriu d�adjac�encia del digraf circulant de generadors
x� y i z� �

Es pot observar que quan un dels passos a� b o c val 	� el generador
corresponent val zero� i per tant hi haur�a lla�cos en el digraf circulant� Donat
un anell cordal C�n�a� b� c� i un enter � qualsevol es compleix C�n�a� b� c� ��
C�n�a���� b���� c���� fent les sumes m�odul �n� Fixant els v�ertexs parells�
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i afegint �� als senars es t�e un isomor�sme� Aix��� un anell cordal es pot veure
com a ��cicle generalitzat de m�es d�un digraf circulant� i sempre es pot triar
un dels passos igual a 	� En la �gura ��
 es pot veure un exemple d�anell
cordal com a ��cicle generalitzat d�un digraf circulant�

Proposici�o �� El graf C�n�a� b� c� 
es isomorf al graf Cay�Dn� S�� amb

S � frxs� rys� rzsg� on Dn 
es el grup di�edric� r denota la rotaci
o d�angle

��n i s denota una simetria axial�

Demostraci
o� El grup di�edric Dn �es el grup de les simetries del pol��gon
regular de n costats� Prenent com a generadors els elements r i s� es
t�e Dn � fI� r� r�� � � � � rn��� s� rs� r�s� � � � � rn��sg� Sigui � � Z�n �� Dn

la bijecci�o de�nida per ���i� � ri i ���i � 	� � ris� Aleshores� com

que x �
a� 	

�
� y �

b� 	

�
i z �

c� 	

�
� es t�e ��a� � rxs� ��b� � rys i

��c� � rzs� I la bijecci�o � indueix un isomor�sme entre els grafs C�n�a� b� c�
i Cay�Dn� S�� �

La bijecci�o � de la demostraci�o anterior indueix un isomor�sme de grups
entre Dn i �Z�n� � on l�operaci�o  es de�neix per v  w � v � ��	�vw�

L�operaci�o  de�neix un automor�sme del graf per a cada element de
Z�n� Aix��� la imatge d�un v�ertex i per l�automor�sme �w� on w � Z�n� �es
�w�i� � w  i � w���	�wi� Per a dos v�ertexs u� v qualssevol es denota per
�u�v la translaci�o de C�n�a� b� c� tal que �u�v�u� � v� tal com s�ha de�nit en
la secci�o 	��� En aquest cas� per a tot i � Z�n� �u�v�i� � v� ��	�u�v�i�u��
De fet� aquests automor�smes s�on els ja comentats en aquesta mateixa secci�o
en parlar de la v�ertex�transitivitat dels anells cordals�

Proposici�o �	 �Alspach i Zhang ���� Tot graf de Cayley c
ubic sobre un

grup di�edric 
es hamiltoni�a�

Per tant� en particular� els anells cordals s�on hamiltonians� El resultat
�es trivial per als grafs de la forma C�n��	� d� 	�� No ho �es per�o per a grafs
de Cayley en general� tal com s�ha observat en la secci�o 	���

��� Anells cordals i tessel�lacions del pla

S�ha vist a la secci�o 	�� com es pot associar a un graf una tessel�laci�o del pla�
La tessel�laci�o del pla amb quadrats correspon a un graf de doble lla�c� i la
tessel�laci�o amb hex�agons correspon a un graf de triple lla�c� Un anell cordal
�es un graf 
�regular i� per tant� per representar�lo mitjan�cant una tessel�laci�o
s�hauran d�utilitzar triangles� Aix�o d�ona la darrera de les tres tessel�lacions
del pla que existeixen si nom�es es volen fer servir pol��gons regulars� En
aquesta secci�o es veu com �es aquesta tessel�laci�o i quines propietats dels
grafs se�n poden deduir�
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Figura ���� Esquema d�adjac�encies d�un anell cordal�

����� Tessel�laci�o associada a un anell cordal

Considerant un anell cordal connex C�n�a� b� c�� es pot representar cada
v�ertex per un triangle� de manera que v�ertexs adjacents corresponguin a tri�
angles adjacents� com es mostra en la �gura ���� S�obt�e aix�� una tessel�laci�o
del pla on� tal com passava en el cas dels grafs de doble i triple lla�c� els
v�ertexs es repeteixen peri�odicament i els triangles que contenen el v�ertex �
constitueixen un reticle del pla� Una seq�u�encia de triangles adjacents �es un
recorregut en el graf i els recorreguts entre zeros del reticle s�on cicles que
depenen de les relacions entre a� b� c i �n� Un exemple es pot veure a la
�gura ����

Els anells cordals s�on� com ja s�ha vist� grafs de Cayley sobre el grup
di�edric� Els generadors determinen una coloraci�o de les arestes� i en la
tessel�laci�o els tres colors s�on les tres direccions que segueixen les adjac�encies�
Hi ha dues orientacions diferents per als triangles que constitueixen la tes�
sel�laci�o� i la orientaci�o del triangle que cont�e un v�ertex determinat dep�en de
la seva paritat� Aix�o �es aix�� degut a que els elements del grup que generen
el graf s�on involutius�

Veiem doncs que en la tessel�laci�o es poden veure d�alguna manera les
propietats del graf relacionades amb la seva estructura alg�ebrica� En grafs
de doble i triple lla�c� que s�on grafs de Cayley sobre Zn� les translacions del
graf com a graf de Cayley s�on� exactament� les translacions de la tessel�laci�o�
Donat que el subgrup GL de les translacions �u�v �es isomorf al grup� una
pregunta que es planteja �es com queda representada aquesta estructura sobre
la tessel�laci�o� Aix�o �es el que es veu en les dues proposicions seg�uents�
Proposici�o �� Sigui C�n�a� b� c� un anell cordal� i u� v � Z�n dos v�ertexs

de la mateixa paritat� Siguin U i V triangles de la tessel�laci
o associada

que contenen els v�ertexs u i v� respectivament� Aleshores� l�automor�sme

�u�v es pot veure en el pla com la translaci
o de vector
���
UV �

Demostraci
o� Els triangles U i V tenen la mateixa orientaci�o� La translaci�o
de vector

���
UV porta un triangle que cont�e el v�ertex i a un triangle que cont�e

el v�ertex i� v � u� i �u�v�i� � i� v � u� �
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Figura ���� Tessel�laci�o del pla associada a C���	� ���	��

Proposici�o �� Sigui C�n�a� b� c� un anell cordal� Es �xa arbitr�ariament

un triangle O de la tessel�laci
o associada� que contingui el v�ertex zero� i sigui

A el triangle adjacent a O que cont
e el v�ertex a� Aleshores� l�automor�sme
���a es pot veure en el pla com el gir d�angle  amb centre el punt mig del

vector
��
OA�

Demostraci
o� Denotem per r el gir d�angle  amb centre el punt mig del
vector

��
OA� Per veure que r �es una representaci�o de ���a� s�ha de veure que

un triangle que cont�e un v�ertex i es transforma per r en un triangle que
cont�e el v�ertex ���a�i� � a� i� Per�o aix�o �es clar ja que ���a �es fer un canvi
de signe i despr�es sumar a� I aix�o en el pla �es el gir de centre O i angle �
seguit de la translaci�o de vector

��
OA� Per raonaments senzills de geometria

plana� es prova que aquesta composici�o coincideix amb r� �

Aquesta darrera demostraci�o est�a basada en el fet que �xant l�origen de
coordenades en un punt arbitrari O del reticle de zeros i considerant nom�es
v�ertexs parells� si el triangle de coordenades �x� y� cont�e el v�ertex i� aleshores
el triangle de coordenades ��x��y� cont�e el v�ertex �i�

Igualment es pot observar observar que amb les dues proposicions es t�e
una representaci�o de les translacions �u�v del graf� per a u i v qualssevol�
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Figura ���� Esquema d�adjac�encies� en aparellar els v�ertexs�

����� Graf de triple lla�c associat

En la secci�o 	���	 s�han donat alguns resultats sobre grafs de triple lla�c
TN �A�B�C� que satisfan C � ��A � B�� Considerant en l�anell cordal
C�n�a� b� c� camins de longitud � en lloc d�arestes� i nom�es v�ertexs parells
o nom�es v�ertexs senars� s�obt�e un graf de triple lla�c amb n v�ertexs que �es
isomorf a un graf de triple lla�c en les condicions esmentades�

De�nici�o �� El graf de triple lla�c associat a l�anell cordal C�n�a� b� c� 
es

el graf de triple lla�c Tn�A�B�C� amb �A � b� c� �B � c� a i �C � a� b�

Aquest graf �es isomorf al graf que resulta d�aparellar v�ertexs en l�anell
cordal� Es consideren com a v�ertexs les parelles Pi � f�i� �i � ag per a
i � Zn amb les adjac�encies de�nides per camins de longitud � entre v�ertexs
parells de l�anell cordal� �es a dir� passos dobles �A � b � c� �B � c � a i
�C � a� b� Vegi�s la �gura ����

Donat un anell cordal C � C�n�a� b� c�� i el seu graf de triple lla�c associat
T � Tn�A�B�C�� considerem els triangles que contenen v�ertexs parells de
la tessel�laci�o associada a C� El que s�obt�e �es la tessel�laci�o associada a T�
Aix��� els zeros estaran distribu��ts segons un reticle del pla� que ser�a el mateix
per a C que per a T� S�observa a m�es que un recorregut de longitud l en
T d�ona un recorregut de longitud �l en C� canviant cada aresta per dues
cordes successives� A es canvia per b��c� i �A per c��b� B es canvia per
c��a� i �B per a��c� �nalment� C es canvia per a��b� i �C per b��a� En
particular� es poden expressar les equacions del reticle de zeros� �es a dir� els
vectors que el generen� com equacions en Z�n en funci�o de �b� c�� �c� a� i
�a� b�� o b�e com equacions en Zn en funci�o de A� B i C�

Propietat � Si dos anells cordals s
on isomorfs� aleshores tenen grafs de

triple lla�c isomorfs�
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Propietat � Si dos anells cordals tenen� llevat simetries del pla� la mateixa

tessel�laci
o� aleshores s
on isomorfs� I passa el mateix per als grafs de triple
lla�c�

Aix�o �es clar� ja que un possible isomor�sme seria posar les tessel�lacions una
sobre l�altra�

Propietat � Dos grafs de triple lla�c amb la mateixa tessel�laci
o associada
s
on 
Adamisomorfs� 
Es a dir� si Tn�A�B�C� i Tn�A

�� B�� C �� satisfan C �
��A�B� i C � � ��A��B��� i tenen la mateixa tessel�laci
o associada llevat

simetries del pla� aleshores existeix un � � Z�n tal que f�A���B���C �g �
f��A���B���Cg�

Per veure que aix�o es compleix n�hi ha prou amb observar que si Tn�A�B�C�
i Tn�A

�� B�� C �� tenen la mateixa tessel�laci�o associada aleshores Dn�A�B�
i Dn�A

�� B�� tenen tamb�e la mateixa tessel�laci�o associada� i com que la
conjectura d��Ad�am �es certa per a grafs de doble lla�c� tal com es demostra
en ��	�� resulta f�A���B�g � f��A���Bg per a algun � invertible de Zn�
A m�es� C � ��A�B� i C � � ��A� �B��� i d�aqu�� es dedueix la propietat�

����� Ordre m	axim d�un anell cordal de di	ametre donat

Com en el cas dels grafs de triple lla�c� utilitzant la tessel�laci�o es calcula
l�ordre m�axim d�un anell cordal de di�ametre donat D� comptant a partir
d�un triangle central el nombre de triangles que hi pot haver a dist�ancia
com a molt D �vegi�s ��	���

Lema �� Si C�n�a� b� c� t
e di�ametre D� aleshores �n � 


�
D� �




�
D �

	

�
�

Com es veu a la �gura ��� hi ha 
i triangles a dist�ancia i d�un de donat�

Per tant es compleix �n � 	 �
PD

i�� 
i �



�
D� �




�
D �

	

�
� Aquesta cota no

s�assoleix� ja que el nombre de triangles corresponents a v�ertexs parells �es
diferent del nombre de triangles corresponents a v�ertexs senars� Com que si
D �es parell hi ha massa v�ertexs parells� i si D �es senar hi ha massa v�ertexs
senars� per donar una cota m�es bona es compta el nombre de triangles
corresponents a la paritat de D� 	� i s�assigna a cadascun d�ells una parella
de l�altra paritat� El nombre m�axim de v�ertexs d�un anell cordal de di�ametre
D es denota per mD� El lema seg�uent d�ona una cota superior per mD en
els dos casos� D senar i D parell�

Lema ��
 Si C�n�a� b� c� t
e di�ametre D� aleshores es compleix�

�� D � �l � 	 � mD � ��	 �
Pl

i�� �i� � �l� � �l � � �

D� � 	

�
�

�� D � �l � mD � ��
Pl

i�� 
��i � 	�� � �l� �

D�

�
�
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Figura ��� Ordre m�axim per a un anell cordal de di�ametre ��

Proposici�o ��� �Di�ametre senar� Donat D � �l � 	� senar� hi ha un

anell cordal de di�ametre D i ordre mD �

D� � 	

�
�

Demostraci
o� L�anell cordal CmD
�a� b� c� t�e di�ametre D si i nom�es si el seu

graf de triple lla�c associat� TmD���A�B�C� amb �A � b � c� �B � c � a i
�C � a� b� t�e di�ametre l� Per�o mD�� � 
l� � 
l � 	 �es el valor de l�ordre
m�axim per a un graf de triple lla�c de di�ametre l� Aix��� tal com s�ha vist
en la secci�o 	���	� TmD���A�B�C� t�e di�ametre l si i nom�es si B � Z�mD��

�

A � �
l � 	�B i C � ��
l � ��B� Aleshores� CmD
�a� b� c� t�e di�ametre D

si i nom�es si existeix B � Z�mD��
tal que b � c � ��
l � 	�B� c � a � �B i

a�b � ���
l���B� Per exemple� prenent B � 	 i c � 	� s�obt�e� A � 
l�	
i C � ��
l � ��� i per tant� a � �	 i b � �l � 
 � 
D� �

Una observaci�o interessant �es que la soluci�o �es �unica� �es a dir� tots els anells
cordals de di�ametre D i ordre mD s�on isomorfs� A m�es� el fet que el graf de
triple lla�c associat sigui �optim implica que es poden de�nir les coordenades
dels v�ertexs�

Estudiant la tessel�laci�o associada� representada a la �gura ���� es pot
veure quan el di�ametre �es parell que la cota trobada no s�assoleix� Si hi

hagu�es un anell cordal de di�ametre D � �l i ordre

D�

�
� les equacions del

reticle� en funci�o dels passos A� B i C del graf de triple lla�c associat� serien
les equacions

A�B � C ��l� �

l A� l B ��l� �

l B � l C ��l� �

I les solucions d�aquest sistema no satisfan la condici�o de connexitat ja que
s�on de la forma �A�B�C� � ��l� 
l���� � 
�l� amb � �� 
� Estudiant
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Figura ���� Rajola i tessel�laci�o en el cas D � � i �n � 
D����

les possibles rajoles que s�obtenen en reduir l�ordre del graf� es pot veure
que no hi ha anells cordals de di�ametre parell D � �l i ordre m�es gran

que mD �

D�

�
�D� Aquest resultat apareix en ����� per�o no ha estat

formalment provat�

Proposici�o ��� �Di�ametre parell� Donat D � �l� parell� hi ha un anell

cordal de di�ametre D i ordre mD �

D�

�
�D�

Demostraci
o� Sigui CmD
�a� b� c� de di�ametre D� El seu graf de triple lla�c

associat �es T�l��l�A�B�C�� amb �A � b� c� �B � c� a i �C � a� b� Si es
pren com a possible tessel�laci�o associada la que es mostra a la �gura ����
s�ha de complir�

A�B � C ��l��l �

l �A� l � B ��l��l �

�l � 	� � B � l � C ��l��l �

i la condici�o mcd�A�B� 
l� � l� � 	�

La soluci�o d�aquestes equacions �es B � A � ��
l � 	�� A � � � 
l i
C � ��A�B� amb la condici�o �A�B� l�
l � 	�� � 	� Per exemple� prenent
A � 	 i 
 � �� es t�e � � 	� B � 
l i C � ��
l � 	�� i es satisf�a la condici�o
de connexitat� Prenent b � 	 s�obt�e c � �	 i a � �
D � 	� �
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Figura ���� Tessel�laci�o en el cas D � �� per a ordre mD apropiat�

��� Reconeixement d�un anell cordal

En aquesta secci�o s�estudia el problema del reconeixement d�anells cordals�
El problema del reconeixement consisteix en decidir si un graf pertany o
no a una certa fam��lia� Donat un graf G d�ordre �n i 
�regular� s�ha de
determinar si existeixen passos a� b i c tals que G �� C�n�a� b� c� i� en cas
a�rmatiu� quins s�on aquests passos�

�Es clar que si dos grafs s�on isomorfs� han de tenir per a cada k el mateix
nombre de cicles de longitud k� L�algorisme que aqu�� es d�ona per resoldre
aquest problema es basa en determinar la partici�o de les arestes en colors a
partir dels cicles de longitud � i � del graf� Ser�a �util� per tant� l�estudi dels
cicles d�aquestes longituds d�un anell cordal�

����� Caracteritzaci�o dels �
cicles i �
cicles en un anell cordal

Per notar els cicles es fan servir successions de colors� a� b o c� Per exemple�
el cicle abcabc �es el cicle ��� a� a�b� a�b�c� c�b� c�� que en la tessel�laci�o
s�on els hex�agons� I quan es diu que ababab forma un cicle vol dir que
��� a� a�b� � a�b� � a�� b� 
 a�� b� �es un cicle� �es a dir que 
 a�
 b ��n ��

Quins cicles de longituds � i � poden apar�eixer en C�n�a� b� c�� Lle�
vat canvi d�ordre en els passos� poden haver�hi nom�es dos tipus de ci�
cles de longitud �� abab i abac� i quatre tipus de cicles de longitud ��
ababab� ababac� abacbc i abcabc� Aquests cicles es poden representar
en la tessel�laci�o� Vegi�s la �gura ��	��

Quant a quins tipus de ��cicles s�hauran de tenir en compte� es pot
observar que tots els anells cordals tenen cicles de la forma abcabc� que
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Figura ��	�� Forma dels cicles de longitud � i �� llevat simetries�

seran anomenats per raons �obvies hex�agons� A m�es� l�exist�encia de ��cicles
de la forma abacbc implica l�exist�encia de ��cicles de la forma acac� que
per simetria s�on ��cicles de la forma abab�

El teorema seg�uent diu quina �es l�estructura d�un anell cordal amb ��
cicles�

Teorema ��� Si un anell cordal G � C�n�a� b� c� t
e cicles de longitud ��

aleshores es donar�a una de les situacions excloents seg�uents�

�� G � C��	��	� 
� � K����

�� G � C��	��	� 
� �� K	�	 � F � on F 
es un �factor�

�� G cont
e nom
es cicles de tipus abab� Per a algun k l�ordre 
es �n �
�k � 	� i el graf 
es G �� C	k��k � 	� 	��	�� A m
es� les arestes de
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Figura ��		� Reticles corresponents a l�exist�encia de dos tipus de ��cicles�
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Figura ��	�� Ordre ��� cinc ��cicles abab�

color c no estan contingudes en cap �cicle� mentre que le arestes de

colors a i b estan contingudes cadascuna en un 
unic �cicle�

�� G cont
e nom
es cicles de tipus abac� L�ordre 
es �n � 	� i G ��
C�n�	��	� 
�� A m
es� les arestes de color a estan contingudes cadas

cuna en dos �cicles� mentre que le arestes de colors b i c estan

contingudes cadascuna en un 
unic �cicle�

Demostraci
o� Com s�ha observat m�es amunt� nom�es hi pot haver ��cicles de
dos tipus� abab i abac� Aleshores� els quatre casos de l�enunciat surten de
distingir si n�hi ha de m�es d�un tipus o nom�es d�un�

En primer lloc es consideren anells cordals C�n�a� b� c� amb dos tipus de
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Figura ��	
� Dos cicles abac compartint una aresta�



�� Anells cordals

��cicles� �Es f�acil veure que nom�es hi ha dues possibilitats� representades en
la �gura ��		� Si hi ha cicles de la forma abac i tamb�e de la forma bcba�
les equacions del reticle de zeros s�on

�a� b� � �a� c� ��n �

�b� c� � �b� a� ��n �

amb la condici�o de connexi�o mcd�b � c� c � a� a � b� �n� � �� La primera
equaci�o �es a� b ��n c� a� Aix�o d�ona mcd�a � b� �n� � �� i es pot suposar
a � 	 i b � �	� de manera que el valor de la tercera corda nom�es pot ser
c � 
� Amb aquests valors per a les cordes� s�obt�e en la segona equaci�o
�	� 
 � 	� 	 ��n � i� per tant� l�ordre �es �� C��	��	� 
� � K��� �es l��unic
anell cordal d�ordre �� El raonament per a la resta de casos �es an�aleg� Si
hi ha cicles de la forma abab nom�es poden haver�n�hi de la forma cbca�
Les equacions � �a � b� ��n � i �c � b� � �c � a� ��n � amb la condici�o de
connexi�o mcd�b� c� c� a� a� b� �n� � �� impliquen que l�ordre �es � i el graf
nom�es pot ser C��	��	� 
� � K	�	 � F � amb F un 	�factor�

Sigui ara C�n�a� b� c� amb nom�es ��cicles de la forma abab� Aleshores
es compleix �a� �b � �n i� per tant� l�ordre �es divisible per �� �n � �k� El
graf descomposa en k cicles de longitud �� dos a dos disjunts� enlla�cats per
les arestes de color c� que no estan contingudes en cap cicle de longitud ��
Les altres arestes estan contingudes cadascuna en un �unic ��cicle� Tal com
es veu en la �gura ��	�� hi ha dues possibilitats per a la tessel�laci�o� Es pot
veure que la segona nom�es es pot donar si k �es senar� ja que k�b� c� �	k �
amb k parell contradiu la condici�o de connexi�o� i tamb�e que en aquest cas�
les dues tessel�lacions donen el mateix graf� De fet� la descomposici�o en
cicles disjunts permet establir les equacions del reticle

� �a� b� �	k �

k �b� c� � �a� b� �	k �

Es pot suposar sense p�erdua de generalitat que � �a � b� � �k i k �b� c� �
�a � b� � �k� Fixant b � 	� s�obt�e per a les altres dues cordes els valors
a � �k � 	 and c � �	� El graf obtingut �es� per tant� C	k��k � 	� 	��	��

Finalment� siC�n�a� b� c� cont�e nom�es ��cicles de la forma abac� aleshores
per cada aresta de color a passen dos d�aquests cicles� mentre que per les
de color b i c nom�es en passa un� En la �gura ��	
 es mostra l�estruc�
tura de dos d�aquests cicles que comparteixen una aresta� S�ha de complir
�a� b� � �a� c� ��n � i la condici�o mcd�a� b� b� c� c� a� �n� � �� Es pot
doncs assegurar que mcd�a� b� �n� � �� Aix�o permet triar a � 	 i b � �	�
de manera que llavors� c � 
 i el graf �es C�n�	��	� 
�� �

En general C�n�a� b� c� no cont�e ��cicles� Per estudiar com �es un anell
cordal en funci�o dels ��cicles que cont�e� no cal considerar l�exist�encia de
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Figura ��	�� Ordre 
�� cinc ��cicles ababab�

��cicles de la forma abacbc ja que impliquen l�exist�encia de ��cicles acac�
Aix��� es pot suposar que els ��cicles que apareixen nom�es poden ser de tres
tipus� hex�agons� ababab i ababac� Utilitzant la tessel�laci�o� la �gura ��	�
representa l�estructura c��clica d�un anell cordal amb nom�es ��cicles de la
forma ababab i hex�agons� La �gura ��	� mostra en la tessel�laci�o� tres ��
cicles ababac compartint una aresta de color a� El teorema seg�uent descriu
tots els casos possibles�

Teorema ��� Si un anell cordal G � C�n�a� b� c� no t
e cicles de longitud
�� aleshores es donar�a una de les situacions excloents seg�uents�

�� L�ordre 
es �n � 	�� 	� o b
e 	�� i G �� C�n�	��	� ���
�� En G no hi ha m
es �cicles que els hex�agons� Aleshores l�ordre de G


es �n � �� i per cada aresta passen exactament dos hex�agons�

�� En G nom
es hi ha �cicles ababab� a m
es dels hex�agons� Aleshores
l�ordre 
es �n � �k per a algun k � �� i G �� C�k��k � 	��	� 	� o b
e

C�k��k�	��	� 	�� depenent del valor de k� A m
es� les arestes de color

c estan nom
es en dos �cicles� mentre que les de colors a i b estan

cadascuna en tres �cicles�

�� En G nom
es hi ha �cicles ababac� a m
es dels hex�agons� Aleshores

l�ordre 
es �n � ��� i G �� C�n�	��	� ��� A m
es� cada aresta de color

a est�a continguda en cinc �cicles� cada aresta de color b est�a con

tinguda en quatre �cicles i cada aresta de color c est�a continguda en

tres �cicles�

Demostraci
o� Els quatre casos de l�enunciat apareixen en distingir quins
��cicles hi ha� a m�es d�hex�agons�

En primer lloc� es suposa que C�n�a� b� c� t�e� a m�es dels hex�agons� ��
cicles de m�es d�un tipus� Hi ha nom�es tres casos� �	� en G hi ha cicles de
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Figura ��	�� Cicles de la forma ababac�

la forma ababab i bcbcbc� ��� en G hi ha cicles de la forma ababab i
algun dels de la forma ababac� �
� en G hi ha ��cicles de la forma ababac
diferents� El cas �	� �es impossible� ja que l�equaci�o a � b � b � c i la
condici�o mcd�a � b� b � c� �n� � � impliquen que l�ordre �es �� i llavors hi
hauria ��cicles� En el cas ���� es pot veure que� per assegurar que no hi
ha ��cicles i que el graf �es connex� l��unica possibilitat llevat simetries �es
que existeixin ��cicles ababab i cbcbca� Aleshores l�ordre �es 	�� i el graf
�es C������	� 	�� En el cas �
�� l�estudi de la tessel�laci�o permet veure que
hi ha dues possibilitats� llevat simetries� La primera possibilitat �es que hi
hagi cicles ababac� bcbcba i cacacb� Aleshores es satisfan les equacions
��a � b� ��n c� a� ��b � c� ��n a� b i ��c � a� ��n b� c� i la condici�o de
connexi�o mcd�a� b� b� c� c� a� �n� � �� Per tant� l�ordre nom�es pot ser 	��
ja que �a � b� ��n � i mcd�a � b� �n� � �� i triant a � 	� b � �	 l�altra
corda nom�es pot ser c � �� El graf �es C�	�	��	� ��� La segona possibilitat
�es que hi hagi cicles ababac i cbcbca� Ara les equacions donen el graf
C���	��	� ��� Aix�o completa el primer cas de l�enunciat�

Sigui ara un anell cordal C�n�a� b� c� amb nom�es hex�agons� Aquest �es
el cas m�es general� Es pot comprovar que cada aresta est�a continguda en
dos hex�agons i que� en un hex�agon� arestes oposades s�on del mateix tipus�
D�aquesta manera es t�e� doncs� el segon cas de l�enunciat�

Sigui ara C�n�a� b� c� un anell cordal que cont�e nom�es ��cicles ababab� a
m�es dels hex�agons� Es compleix 
a� 
b � �n� i per tant� l�ordre �es divisible
per �� Escrivint �n � �k� segur que k � � ja que en cas contrari hi hauria
��cicles o b�e m�es ��cicles� Es pot descomposar el graf en k cicles de longitud
�� dos a dos disjunts� enlla�cats per les arestes de color c� contingudes nom�es
en els hex�agons� Per tant� les arestes de color a i b estan contingudes en
tres ��cicles i les de color c en dos� En la �gura ��	� hi ha representats els
cinc ��cicles ababab corresponents a un graf d�ordre 
�� Per a k qualsevol



�� Reconeixement d�un anell cordal ��

es produeix una situaci�o semblant� Les equacions del reticle s�on


 �a� b� ��k �

k �b� c� � � �a� b� ��k �

on � pot ser �� 	 o �� Per a cada valor de k� nom�es es tenen en compte
els valors de � que satisfan la condici�o de connexi�o del graf� El cas � � �
nom�es es pot donar si mcd�k� �� � 	� i d�ona un graf isomorf al que s�obt�e
quan � � 	 o � � �� amb un canvi d�ordre dels colors� Si � � 	 aleshores
G � C�k��k� 	��	� 	� i si � � � aleshores G � C�k��k�	��	� 	�� Aquests
dos grafs s�on isomorfs quan k � 
�� Si k � �� � � aleshores � �� �� i si
k � �� � � aleshores � �� 	� Amb aix�o queda demostrat el tercer cas de
l�enunciat�

Finalment� resta nom�es el cas en qu�e C�n�a� b� c� nom�es t�e ��cicles ababac�
a m�es dels hex�agons� Es compleix ��a�b� ��n c�a i la condici�o de connexi�o
mcd�a�b� c�a� �n� � �� Es t�e doncs mcd�a�b� �n� � � i es pot triar a � 	
i b � �	� de manera que resulta c � �� El graf �es C�n�	��	� ��� i l�ordre ha
de ser �n � ��� ja que en cas contrari el graf contindria ��cicles o m�es ��cicles
dels que es suposen� S�observa en la �gura ��	� que� cada aresta de color a
est�a continguda en tres dels ��cicles ababac i dos hex�agons� cada aresta de
color b est�a continguda en dos dels ��cicles ababac i dos hex�agons� i cada
aresta de color c est�a continguda en un dels ��cicles ababac i dos hex�agons�
Aix�o completa la prova del teorema� �

La taula ��	 resumeix els dos lemes anteriors� Aquests dos lemes permeten
de�nir un algorisme polinomial per a recon�eixer si un graf �es o no un anell
cordal� basat en identi�car el color de les arestes a partir dels cicles de
longituds � i � del graf�

����� Algorisme RAC

Donat un graf G d�ordre �n i 
�regular� l�algorisme seg�uent retorna a� b i
c si G �es isomorf a C�n�a� b� c��

�� Ordres petits

A� Si �n � �� � o 	�� comprovar si G �es isomorf a C�n�	��	� 
��
B� Si �n � 	�� 	� o 	� i G no t�e ��cicles� comprovar si G �es isomorf a

C�n�	��	� ���

�� Ordre �n � 	� i G cont�e ��cicles

A� Per i � f�� 	� �g� sigui Ei el conjunt d�arestes contingudes en exac�
tament i ��cicles�



�� Anells cordals

B� Cas �� E� � � i jE�j � �jE�j � �n�

Es pot assignar el color a a E� i els colors b i c a la resta
d�arestes� utilitzant que tots els ��cicles s�on de la forma abac
�vegi�s la �gura ��	
�� Assignar a les cordes els valors a � 	� b �
�	 i c � 
� Aix�o permet etiquetar els v�ertexs� i despr�es compro�
var si G �es isomorf a C�n�	��	� 
��

C� Cas �� �n � �k per a algun k� E� � �� i jE�j � �jE�j � �n�

En aquest cas� assignar el color c a E�� i els colors a i b respecti�
vament a les parelles d�arestes oposades en els ��cicles abab� En
cada ��cicle es pot triar arbitr�ariament quina de les parelles �es de
color a i quina de color b� llevat de quan k �es parell� en qu�e el
color de les arestes de l��ultim ��cicle ve determinat pel color de
les arestes dels cicles anteriors� Vegi�s la �gura ��	��

Si k �b�c���a�b� ��n � aleshores assignar a les cordes els valors
a � �k�	� b � 	� i c � �	� Si k �a� c� � �b� a� ��n � aleshores
assignar a les cordes els valors a � 	� b � �k � 	� i c � �	� Amb
aquests valors per a les cordes� etiquetar els v�ertexs i despr�es
comprovar si G �es isomorf a C	k�a� b��	��

�� Ordre �n � �� i G no cont�e ��cicles

A� Per i � f�� 
� �� �g� sigui Ei el conjunt d�arestes contingudes en
exactament i ��cicles�

B� Cas �� E� � E� i Ei � � per i �� ��

Per assignar els colors a� b� i c a les arestes s�utilitza que dues
arestes oposades d�un hex�agon tenen el mateix color� Sigui k
l�enter positiu m�es petit tal que k �a� b� ��n �� Aleshores� es pot

assignar a les cordes a i b els valors a �
N

k
� 	 i b � �	� En

aquest punt� es poden etiquetar �k v�ertexs� Si k � n� establir
el valor corresponent a la corda c a partir de les etiquetes dels
v�ertexs� Si k � n� establir el valor de la tercera corda en c �
N

�
� 	 on � �es l�enter positiu m�es petit tal que � �c� b� ��n �� i

etiquetar la resta de v�ertexs� Despr�es comprovar si G �es isomorf
a C�n�a��	� c��

C� Cas �� E� � �� i jE�j � jE	j � jE
j � n�

En aquest cas� assignar el color a a E
� el color b a E	� i el color
c a E�� Es pot assignar a les cordes els valors a � 	� b � �	� i
c � �� Aix�o permet etiquetar els v�ertexs� i despr�es comprovar si
G �es isomorf a C�n�	��	� ���

D� Cas �� �n � �k per a algun k� E	 � E
 � �� i jE�j � �jE�j � �n�

Es pot assignar el color c a E�� i els colors a i b a la resta
d�arestes utilitzant que dues arestes oposades d�un hex�agon tenen



�� Reconeixement d�un anell cordal ��

el mateix color� Si k �b � c� ��n � aleshores intercanviar els
colors a i b� Aix�o implica que k �b � c� � � �a � b� ��n � per
a � � 	 o � � �� Aix�� es pot assignar a les cordes els valors
a � �k � ��	��� b � �	� i c � 	� Etiquetar els v�ertexs i despr�es
comprovar si G �es isomorf a C�n��k � ��	����	� 	��

Teorema ��	 Donat un graf G d�ordre �n i grau �� l�algorisme RAC
retorna a� b i c si G 
es isomorf a C�n�a� b� c��

Demostraci
o� El teorema �es conseq�u�encia dels teoremes ��	
 i ��	��
Del cas 	 del teorema ��	
 i del fet que tots els anells cordals d�ordre

	� s�on isomorfs� es dedueix ��A� Del cas 	 del teorema ��	� es dedueix ��B�
En ��A es de�neixen els conjunts Ei per i � f�� 	� �g per tal de determinar
quins tipus de ��cicles cont�e el graf� Del cas � del teorema ��	
 es segueix
��B� i del cas 
 del teorema ��	
 es segueix ��C� En ��A� com en ��A� es
de�neixen els conjunts Ei per i � f�� 
� �� �g per tal de determinar quins
tipus de ��cicles cont�e el graf� Els passos steps ��B� ��C i ��D es dedueixen
dels casos �� 
 i � del teorema ��	�� respectivament� �



	
 Anells cordals

Taula ��	� ��cicles i ��cicles en C�n�a� b� c��

Anells cordals d�ordre petit

Ordre Graf Comentaris

�� �� 	� C�n�	��	� 
� Hi ha ��cicles

	�
C���	��	� 
�
C���	��	� �� Hi ha ��cicles

	�� 	�� 	� C�n�	��	� 
� No hi ha ��cicles

Anells cordals d�ordre �n � 	� amb ��cicles

Ordre Graf Comentaris

�n � �k C	k��k � 	� 	��	�
��cicles abab
c en cap ��cicle
a i b en un �unic ��cicle

�n C�n�	��	� 
�
��cicles abac
a en exactament dos ��cicles
b i c un �unic ��cicle

Anells cordals d�ordre �n � �� sense ��cicles

Ordre Graf Comentaris

�n C�n�a� b� c�
Nom�es hex�agons
Cada aresta pertany a dos ��cicles
Arestes oposades s�on del mateix color�

�n � �k C�k��k � 	� 	��	�

��cicles ababab
c en exactament dos ��cicles
a i b en exactament tres ��cicles
Els hex�agons contenen les arestes c� i
arestes oposades s�on del mateix color�

�n C�n�	��	� ��
��cicles ababac
a en exactament cinc ��cicles�
b en exactament quatre ��cicles
c en exactament tres ��cicles



�	 Grup d�automor�smes 	�

��� Grup d�automor�smes

El problema de determinar si un graf �es o no arc�transitiu �es interessant� ja
que pot ser �util en la resoluci�o de problemes� com l�estudi de l���ndex �optic�
en qu�e de�nir un ecaminament a partir de les simetries del graf facilita els
c�alculs �	�� ���

En el cas dels anells cordals� la caracteritzaci�o dels cicles en la tessel�laci�o
permetr�a� a m�es de recon�eixer els anells cordals� descriure el seu grup d�au�
tomor�smes� Com que la imatge d�un k�cicle per un automor�sme ha de ser
tamb�e un k�cicle� una aresta i la seva imatge per un automor�sme estan con�
tingudes en el mateix nombre de k�cicles� En l�apartat anterior s�ha vist que
l�estructura dels ��cicles� o dels ��cicles si n�hi ha� determina la tessel�laci�o�
A partir dels mateixos resultats previs� �es a dir els teoremes ��	
 i ��	�� en
aquesta secci�o es demostra que llevat d�un cas particular� els automor�smes
d�un anell cordal conserven la partici�o de les arestes en colors� i es veu tamb�e
en quins casos hi pot haver permutaci�o de colors�

Si G � C�n�a� b� c�� denotem per Aut�G� el seu grup d�automor�smes�
�Es �util considerar� a m�es del subgrup de translacions GL � f�w� w � Z�ng�
el subgrup d�automor�smes que deixen �x el v�ertex zero� A� � Aut�G��
�Es clar que Aut�G� � GL � A�� Les translacions donen els automor�smes
sense punts �xos� i els automor�smes que �xen un punt donaran les possibles
permutacions de colors�

Per altra banda� un automor�sme es pot veure en el pla com una trans�
formaci�o entre els triangles� Aix��� les translacions com graf de Cayley s�on
gaireb�e les translacions del pla� Si �w � GL� per a w parell �w �es una
translaci�o i per a w senar �w �es una translaci�o seguida d�un gir d�angle �
Aquestes transformacions del pla s�on isometries que conserven el color de
les arestes i les equacions del reticle� encara que no el reticle� ja que no hi
ha punts �xos� Per tant� el problema es redueix a estudiar A��

Fixant l�origen del pla en un triangle que contingui el v�ertex zero� un
element de A� �es una bijecci�o entre els triangles que deixa �x l�origen i que
conserva el reticle de zeros� En aquesta secci�o es veu que� en general� els
elements de A� es poden veure tamb�e com isometries del pla que conserven
les equacions del reticle� El resultat no �es trivial� En particular� hi ha una
subfam��lia en qu�e apareixen automor�smes que no corresponen a isometries
del pla�

Lema ��� Sigui G � C�n�a� b� c� un anell cordal i � � Aut�G�� Aleshores
� 
es una isometria del pla si i nom
es si la imatge per � de dues arestes del

mateix color s
on dues arestes del mateix color�

Demostraci
o� Sigui � un automor�sme deG que �es una isometria� Aleshores
� conserva rectes paral�leles� A m�es� els colors de les arestes en la tessel�laci�o
s�on direccions� Per tant� arestes del mateix color tenen imatges del mateix
color�



	� Anells cordals
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Figura ��	�� C���		� 	��	� amb u � 	
� v � 
� w � 	�� z � ��

Rec��procament� es pot suposar sense p�erdua de generalitat que � � A��
Aleshores� les imatges dels v�ertexs a� b i c amb la condici�o que dues arestes
del mateix color es transformen en dues arestes del mateix color� determinen
�� I �es clar que hi ha nom�es tres casos� si els tres v�ertexs a� b i c s�on �xos�
aleshores � �es la identitat� si un dels tres v�ertexs �es �x� � �es la simetria
axial respecte la recta que passa pel zero i pel v�ertex �x� i si cap dels tres

�es �x� nom�es pot ser ��a� � c� ��b� � a i ��c� � b� i � �es el gir d�angle
�



�

o b�e ��a� � b� ��b� � c i ��c� � a� i � �es el gir d�angle
�



� Totes aquestes

transformacions del pla s�on isometries� �

Lema ��� Sigui C�n�a� b� c� un anell cordal d�ordre �n � ��� �A� cont
e

nom
es isometries si i nom
es si el graf no cont
e �cicles de la forma abab�

Demostraci
o� Siguin G � C�n�a� b� c� d�ordre �n � �� i � � A�� Suposant
que G no cont�e ��cicles de la forma abab� s�ha de veure que � transforma
dues arestes del mateix color en dues arestes del mateix color�

Si G t�e cicles de la forma abac� aleshores cada aresta de color a est�a
continguda en un ��cicle� i les de color b i c nom�es en un� A m�es no hi
ha m�es ��cicles que aquests� Per tant� el conjunt d�arestes de color a �es
invariant per �� I la imatge d�un cicle abac pot ser� o b�e abac� o b�e acab�
Per l�estructura dels ��cicles� mostrada en la �gura ��	
� si � deixa �xos
els colors b i c d�un dels cicles� aleshores passar�a el mateix en els altres
cicles� De manera que� o b�e els colors es conserven� o b�e les arestes b es
transformen en arestes c i les arestes c en arestes b�

Raonant de la mateixa manera� amb els ��cicles� es demostra que si G
no t�e ��cicles passa el mateix� quan G t�e ��cicles de la forma ababac els
colors s�on �xos per �� quan G t�e ��cicles de la forma ababab nom�es es
poden intercanviar les arestes de color a per arestes de color b � i si nom�es
hi ha hex�agons� s�utilitza que una aresta est�a continguda en dos hex�agons�
que dues arestes d�un hex�agon tenen el mateix color si s�on oposades i que
dues arestes oposades d�un hex�agon es transformen per � es transformen en
dues arestes oposades d�un hex�agon�



�	 Grup d�automor�smes 	�

Per veure el rec��proc� aplicant el teorema ��	
� nom�es cal veure que per a
tot k � � el graf C	k��k�	� 	��	� t�e automor�smes que no s�on isometries�
Vegi�s una representaci�o de C���		� 	��	� en la �gura ��	��

En C	k��k � 	� 	��	� els k cicles abab s�on Ci � f�i� �i � �k � 	� �i �
�k� �i� �k � 	 � �i� 	g amb i � �� � � � � k � 	� Aleshores� donat i entre � i
k � 	� la bijecci�o 
i de�nida per


i��i� �k � 	� � �i� 	


i��i� 	� � �i� �k � 	


i���i � 	�� � ��i� 	� � �k


i���i � 	� � �k� � ��i� 	�

amb la resta de v�ertexs �xos �es un automor�sme del graf� per�o no �es una
isometria� ja que hi ha arestes de color a i de color b �xes� i tamb�e hi ha
arestes de color a i b que s�intercanvien� En la �gura ��	�� 
� �es l�automor�
�sme que intercanvia els v�ertexs u i v i tamb�e els v�ertexs w i z� deixant la
resta de v�ertexs �xos� �

Si fx� y� zg � fa� b� cg� es denota per xy la simetria axial respecte de la
recta que passa per l�origen i pel triangle adjacent a l�origen que cont�e el

v�ertex z� i per r i r� els girs d�angle
�



i
�



respectivament� Aleshores

fI� ab� bc� ca� r� r�g �es el conjunt de totes les isometries del pla que �xen
el zero i transformen triangles en triangles� D�aquestes aplicacions nom�es
s�on automor�smes de G les que deixen invariants les equacions del reticle�
�es a dir el reticle de zeros� ja que el zero �es �x� De fet s�on les que indueixen
sobre el conjunt de v�ertexs una bijecci�o�

En els dos lemes seg�uents es fa servir que si un automor�sme �es una
isometria del pla aleshores conserva les equacions del reticle� Aix�o d�ona
condicions de simetria sobre les equacions� que permeten caracteritzar el
graf� Donat que les equacions v�enen donades en termes de A� B i C� les
condicions buscades es dedueixen de les imatges dels v�ertexs �A� �B i �C�

Lema ��� Sigui G � C�n�a� b� c� un anell cordal� En Aut�G� hi ha una

simetria axial si i nom
es si existeixen dos enters positius � i m tals que es
compleix una de les dues condicions seg�uents�

�� n � ��m� mcd���m� � 	 i G �� C	km��m� 	� 	� �m � ��� 	��

�� n � �m� � i m tenen la mateixa paritat� mcd�m�
��m

�
� � 	� i G ��

C�km��m� 	� 	�m � �� 	��

Demostraci
o� Es pot suposar que ab � A�� Les imatges dels v�ertexs a� b i
c determinen les equacions del reticle� tal com es veu a continuaci�o� Com
que ab�a� � b� ab�b� � a i ab�c� � c� sobre els v�ertexs �A � b� c� �B �



	� Anells cordals
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Figura ��	� Anell cordal d�ordre ��� corresponent a m � 
� k � ��

c � a i �C � a � b es t�e ab��A� � ��B� ab��B� � ��A i ab��C� �
��C� Sempre que es compleixi xA � y B � z C �n �� que vol dir que
el triangle de coordenades �x� y� z� cont�e el v�ertex zero� es tindr�a tamb�e
�y A � xB � z C �n �� A m�es� canviant de signe les equacions� valdr�a
tamb�e �xA� yB � z C �n � i xA� y B � z C �n ��

�Es clar que� si �x� y� z� i ��y��x��z� contenen el v�ertex zero� �x�y� y�
x� �� tamb�e� Considerant el valor positiu m�es petit dem ambmA�mB �n

� i tamb�e el valor positiu m�es petit de � tal que �C �n �� es poden distingir
dos casos� En el primer cas� aquestes dues equacions generen tot el reticle de
zeros� En el segon� els punts que satisfan les equacions pertanyen al reticle
de zeros� per�o no s�on tots els zeros� Si les equacions del reticle s�on

�C �n �

mA�mB �n �

aleshores G �es un anell cordal que es pot descomposar en �m cicles disjunts
de longitud �� que contenen nom�es arestes a i b� En aquest primer cas n �
��m� i l�anell cordal tindr�a ordre ��m� La condici�o de connexi�o es complir�a si
i nom�es si mcd���m� � 	� Aix�o �es f�acil de comprovar fent � � �x i m � �y�
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mA� ��m

�
C � 


Figura ��	�� Anell cordal d�ordre 
�� corresponent a m � 
� k � ��

de manera que les equacions queden �xC � ���xy i �y A��yB � ���xy�
Combinant�les adequadament s�arriba a � � x��y A � �y B� � y�xC �
��xy A� Aleshores mcd�A�C� n� � #�� i nom�es pot ser � � 	�

Llevat simetries� i triant b � 	� les equacions del reticle ara donen a �
�m� 	 i c � �m � �k � 	� El graf �es doncs C	km��m� 	� 	� �m � �k � 	��
En la �gura ��	 es mostra la tessel�laci�o associada a C	��	
� 	��	�� amb
m � � i � � 
�

Si les equacions �C �n � i mA�mB �n � no generen tot el reticle� �es
f�acil veure que l��unica manera de mantenir la simetria respecte de la recta

per � i c� �es que es compleixi mA� ��m

�
C �n �� en particular� � i m han

de tenir la mateixa paritat� Aleshores n � �m i el nombre de cicles disjunts
de longitud �� amb nom�es arestes a i b �es m� El reticle estar�a generat per
les equacions

mA�mB �n �

mA� ��m

�
C �n �

La condici�o de connexi�o es compleix si i nom�es si mcd

�
m�

��m

�

�
� 	�



	� Anells cordals

Per veure aix�o s�escriu� com en el cas anterior� m � �y i
��m

�
� �x�

de manera que � � ��x � y i n � ��y��x � y�� i les equacions queden
�y A��yB � � i �y A��xC � �� Combinant�les adequadament s�arriba a
� � x��y A��y B��y��y A��xC� � ���xy��y��A� Aix�� �y��x�y�A � �
en Zn� on n � ��y��x� y�� Aleshores mcd�A�C� n� � #� i� per tant� � � 	�

Llevat simetries i triant b � 	� les equacions del reticle ara donen a �
�m � 	 i c � m � � � 	� El graf �es doncs C��m��m � 	� 	�m � � � 	�� La
tessel�laci�o associada a C���� 	��	� est�a representada en la �gura ��	��

Rec��procament� les equacions del reticle de zeros corresponent a l�anell
cordal C	�m��m� 	� 	� �m � ��� 	� s�on

�C ��lm �

mA�mB ��lm �

i les equacions del reticle de zeros corresponent a l�anell cordal C��m��m �
	� 	�m � �� 	� s�on

mA�mB �lm �

mA� ��m

�
C �lm �

En qualsevol dels dos casos� la simetria ab conserva les equacions� �

Lema ��� Sigui G � C�n�a� b� c� un anell cordal� En Aut�G� hi ha els

girs r i r� si i nom
es si hi ha un enter positiu � tal que es compleix una de
les dues condicions seg�uents�

�� n � 
�� � 
�� 	 i G �� C�n��	� �l � 
� 	��

�� � 
es senar� n � 
�� � 
�� � i G �� C�n�	� ���� ��� �� � 	� 	��

Demostraci
o� Com en el lema anterior� suposant que r � A�� les imatges
dels v�ertexs a� b i c determinen les equacions del reticle� Com que r�a� �
c� r�b� � a i r�c� � b� es t�e r��A� � �C� r��B� � �A i r��C� � �B� Sempre
que es compleixi xA�yB�z C �n �� es complir�a tamb�e y A�z B�xC �n �
i z A� xB � y C �n �� Aix�o implica que les equacions del reticle seran

k A� �B �n �

k B � �C �n �

k C � �A �n �

per a algun valor positiu de k i �� per als quals es pot suposar k 	 �� En
particular� n no pot ser qualsevol� ja que les equacions del reticle determinen
la rajola i� en particular� l�ordre� En la �gura ��	� es pot veure com seria la
tessel�laci�o� cas d�existir l�anell cordal� pels valors k � � i � � 
�
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Figura ��	�� La tessel�laci�o quan k � � i � � 
�

Per calcular l�ordre en funci�o de k i � es compta el nombre de triangles
parells que cont�e la rajola� En la representaci�o� es veu que els cicles k A��B�
k C � �A i k B � �C determinen la frontera de la rajola i� per tant� s�han
de comptar tots els v�ertexs interiors� i els de la frontera sense repeticions�
El c�alcul d�ona�

n �

k����X
i�k��

i�

k��X
i����

i� ��� 	 �
	

�
�k � �� 	��k � �� � k��� 	�� �k � 	

Fent k � ��m s�obtenen les equacions ���m�A � �B �n �� ���m�B �
�C �n � i ���m�C� �A �n �� i el valor n � 
���
�m�

m� �m

�
�m�	�

A m�es� la relaci�o A�B �C � � permet reduir el sistema a dues equacions
en A i B�

���m�A� �B �n �

�A� ����m�B �n ��

Ara� si A� B i C �es una soluci�o del sistema� aleshores per a � � Z�n� �A� �B
i �C �es tamb�e una soluci�o del sistema� ja que anells cordals corresponents
tenen la mateixa tessel�laci�o� Aix��� les dues equacions s�han de poder reduir
a una de sola� �es a dir� el determinant d�aquest sistema ha de ser zero o un
m�ultiple de n�



	� Anells cordals

El determinant de la matriu de coe�cients �es 
���
�m�m�� I si aquest

nombre ha de ser un m�ultiple de n � 
���
�m�
m� �m

�
�m�	� nom�es pot

ser exactament n� Es t�e doncs 
���
�m�m� � 
���
�m�
m� �m

�
�m�	

i per tant
m� �m

�
�m� 	 � m�� que d�ona m� � 
m � � � �� Aix�o d�ona

dos possibles valors de m� m � 	 i m � ��
Si m � 	� aleshores n � 
�� � 
�� 	� i les equacions s�on

��� 	�A� �B �n �

�A� ���� 	�B �n �

Per tant� una soluci�o �es a � �	� b � ���
� i c � 	� I el graf �es C�n��	� ���

� 	��

Si m � �� aleshores n � 
�� � ��� �� i les equacions s�on

��� ��A� �B �n �

�A� ���� ��B �n �

La condici�o de connexi�o nom�es es satisf�a si � �es senar� En aquest cas�
doncs� una soluci�o �es a � 	 � ��� � ��� b � �� � 	� i c � 	� El graf �es
C�n�	� ���� ��� �� � 	� 	�� per a � senar�

Rec��procament� com en el lema ��	�� �es f�acil comprovar que r conserva les
equacions del reticle dels grafs C�n��	� ���
� 	� i C�n�	�������� ���	� 	��
�

En el seg�uent teorema� conseq�u�encia d�aquests dos lemes� es d�ona la
caracteritzaci�o del grup d�automor�smes d�un anell cordal d�ordre �n � ���
Per a gaireb�e tots els anells cordals el grup d�automor�smes �es exactament
el grup de translacions� �es a dir� A� � fIdg� Si el grup cont�e no nom�es
translacions� hi ha quatre casos� Els tres primers corresponen a anells cordals
per als quals tot automor�sme deixa �x un color� En l�enunciat del teorema�
els grafs es descriuen suposant que el color �x �es c� igual que en els lemes
anteriors� Els automor�smes 
i s�on els que han estat de�nits en la prova
del lema ��	�

Teorema ��
 Sigui G un anell cordal d�ordre �n � ��� Per a tot enter

k � �� i per a tot enter i� � � i � k � �� es de�neix 
i� bijecci
o de Z	k� per


i��i��k�	� � �i�	� 
i��i�	� � �i��k�	� 
i���i�	�� � ��i�	���k�

i���i� 	� � �k� � ��i � 	�� i la resta de punts� �xos�

�� Si hi ha un enter senar k � � tal que G 
es isomorf a C	k��k�	� 	��	��
aleshores A� 
es el grup generat pel conjunt f
i� � � i � k � �g�

�� Si hi ha un enter parell k � � tal que G 
es isomorf a C	k��k�	� 	��	��
aleshores A� 
es el grup generat pel conjunt fabg	f
i� � � i � k��g�



�� Anells cordals isomorfs 	�

�� Si hi ha dos enters m i �� amb mcd���m� � 	� tals que G 
es isomorf

a C	�m��m� 	� 	� �m � ��� 	�� o si hi ha dos enters m i � �� �� amb

mcd�m�
��m

�
� � 	� tals que G 
es isomorf a C��m��m�	� 	�m���	��

aleshores A� � fId� abg�

�� Si hi ha un enter � tal que n � 
�� � 
� � 	 i G 
es isomorf a

C�n��	� ���
� 	�� o si hi ha un enter senar � tal que n � 
���
���
i G 
es isomorf a C�n�	�������� ���	� 	�� aleshores A� � fId� r� r�g�

�� Altrament� A� � fIdg� i el grup d�automor�smes de G 
es el conjunt

de translacions GL�

El teorema es dedueix dels lemes ��	� i ��	� En el cas �� A� cont�e 
i�
Per�o tamb�e �es f�acil comprovar que C	k��k�	� 	��	� � C	�m��m�	� 	�m�
� � 	�� amb � � � i m � k parell� Per tant� les equacions del reticle s�on
invariants per ab� tal com s�ha vist en el lema ��	�� L��ultim cas del teorema
correspon als anells cordals arc�transitius� El grup d�automor�smes cont�e
nom�es isometries de la tessel�laci�o� i A� �es isomorf al grup c��clic d�ordre 
�
�Es interessant recordar que� el graf C�n��	� ���
� 	�� amb n � 
���
��	
�es l�anell cordal de di�ametre senar ��� 	 i ordre m�axim� ja estudiats en la
Secci�o ��
�
�

��	 Anells cordals isomorfs

L�an�alisi dels cicles d�un anell cordal permet� a m�es de resoldre el prob�
lema del reconeixement i de descriure el grup d�automor�smes� determinar
les classes d�isomor�a d�aquesta fam��lia de grafs� De fet� el que es veu
en la secci�o ��� �es que la tessel�laci�o determina el graf� Segons es veu en
el lema ��	� hi ha anells cordals que tenen automor�smes que no conser�
ven la partici�o en colors de les arestes� Aquest resultat mostra que� la
resposta negativa a la pregunta de si pot haver�hi anells cordals isomorfs
amb tessel�lacions diferents potser no �es tan intu��tiva com podria semblar�

En la secci�o ��
��� la propietats 
 permet donar isomor�smes d�anells
cordals� a partir d��Ad�am isomor�smes dels grafs de triple lla�c associats�
Aix��� si per a un cert � � Z�n les cordes a� b� c i a�� b�� c� satisfan a� � b� �
��a�b�� b��c� � ��b�c� i� per tant� c��a� � ��c�a�� aleshores C�n�a� b� c� ��
C�n�a

�� b�� c��� L�isomor�sme C�n�a� b� c� �� C�n�a��i� b��i� c��i� es dedueix
d�aquesta propietat amb � � 	�

El que es pot assegurar ara �es que� llevat canvis d�ordre en les cordes�
que en el pla s�on simetries de la tessel�laci�o� aquests isomor�smes s�on els
�unics�

Donats un anell cordal i el seu graf de triple lla�c associat� C�n�a� b� c� i
Tn�A�B�C�� amb mcd�A�n� � �� mcd�B�n� � 
 i mcd�C� n� � �� Sempre



�
 Anells cordals

es poden suposar les cordes ordenades de manera que � � 
 � �� Aquesta
notaci�o �es la que s�utilitza en les proposicions seg�uents�

Proposici�o ��� Si � � 
 � � i A � z�� aleshores els grafs de triple lla�c

Tn�A�B�C� i Tn��� x
� y��� amb x
 � z��B i y� � z��C� s
on isomorfs�

En aquest cas� C�n�a� b� c� �� C�n��y� � ��� 	� �� � 	� 	��

Proposici�o ��� Si � � 
 � 	� � �� 	 i C � z�� aleshores els grafs
de triple lla�c Tn�A�B�C� i Tn�x� y� ��� amb x � z��A i y � z��B� s
on
isomorfs� En aquest cas� C�n�a� b� c� �� C�n��� � �x� 	� �x� 	� 	��

Proposici�o ��� Si � � 
 � � � 	� aleshores el graf Tn�A�B�C� 
es

isomorf als tres grafs de triple lla�c Tn�	� x���x�	��� Tn�x��� 	���x���	��
i Tn��	�x�

�����	�x����	� 	�� on x � A��B� En aquest cas� C�n�a� b� c�

es isomorf als anells cordals C�n���x � 	� 	��	�� C�n��	� �x�� � 	� 	� i

C�n�	��	��	 � ��	 � x�����

Les tres proposicions es dedueixen d�aplicar al graf de triple lla�c associat a
l�anell cordal� Tn�A�B�C�� un isomor�sme de la forma A � �A� B � �B
i C � �C� amb l�enter � inversible en Zn adequat� A m�es� d�aquestes tres
proposicions es dedueix f�acilment com es pot determinar si dos anells cordals
s�on isomorfs�

Siguin C�n�a� b� c� i C�n�a
�� b�� c�� anells cordals� amb grafs de triple lla�c

associats Tn�A�B�C� i Tn�A
�� B�� C ��� respectivament� �Es clar que si hi

ha isomor�sme� es poden reordenar les cordes de manera que mcd�A�n� �
mcd�A�� n� � �� mcd�B�n� � mcd�B�� n� � 
 i mcd�C�n� � mcd�C �� n� �
�� amb � � 
 � �� Es poden distingir els tres casos seg�uents�

�� Si � � 
 � �� per la proposici�o ���	 hi ha dos enters y i y�� amb
mcd�y� n� � mcd�y�� n� � 	� tals que C�n�a� b� c� �� C�n��y� � �� �
	� �� � 	� 	�� i C�n�a

�� b�� c�� �� C�n��y
�� � ��� 	� �� � 	� 	��

Aleshores� C�n�a� b� c� �� C�n�a
�� b�� c�� si i nom�es si y � y��

�� Si � � 
 � 	� � �� 	� per la proposici�o ���� hi ha dos enters x i x��
amb mcd�x� n� � mcd�x�� n� � 	� tals que C�n�a� b� c� �� C�n�����x�
	� �x � 	� 	�� i C�n�a

�� b�� c�� �� C�n��� � �x� � 	� �x� � 	� 	��

Aleshores� C�n�a� b� c� �� C�n�a
�� b�� c�� si i nom�es si x � x� o b�e x�x� �

��

�� Si � � 
 � � � 	� per la proposici�o ���� hi ha dos enters x i x��
amb mcd�x� n� � mcd�x�� n� � 	� tals que C�n�a� b� c� �� C�n���x �
	� 	��	�� i C�n�a

�� b�� c�� �� C�n���x� � 	� 	��	��
Aleshores� C�n�a� b� c� �� C�n�a

�� b�� c�� si i nom�es si ���x� � 	� �
f���x � 	�� �x�� � 	��	� ��	 � x���g�
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��
 Aresta�bisecci�o dels anells cordals

L�aresta�bisecci�o d�un graf �es el m��nim nombre d�arestes que s�han d�eli�
minar per a obtenir dues components connexes del mateix ordre� o d�or�
dres amb una unitat de difer�encia� Molts dels grafs utilitzats sovint com
a models de xarxes d�interconnexi�o tenen la bisecci�o gran �vegi�s el llibre
de Leighton ����� Aix�o �es degut a que la bisecci�o �es un factor important
al determinar la complexitat d�algorismes en els quals la informaci�o s�ha
d�intercanviar entre dues meitats de la xarxa� Per exemple� en ���� �� ��
es donen cotes inferiors per a la complexitat del problema de gossiping en
els modes de comunicaci�o de camins v�ertexs disjunts i de camins aresta�
disjunts� en funci�o de l�ordre i de la bisecci�o del graf� En el cap��tol � es d�ona
un algorisme de gossiping en els anells cordals en el model de camins aresta�
disjunts� L�estudi de l�optimalitat d�aquest algorisme ha motivat el c�alcul
de l�aresta�bisecci�o� per a la qual nom�es s�ha pogut trobar una aproximaci�o�

El problema del c�alcul de la bisecci�o de grafs �es un problema NP�complet�
Per a calcular la bisecci�o d�algunes fam��lies de grafs s�ha treballat amb
m�etodes diversos� Per exemple� Leigthon d�ona en ��� l�aresta�bisecci�o de
les malles i de l�hipercub� La t�ecnica aplicada en aquest cas mostra que� en
general pot ser f�acil trobar cotes superiors� mentre que demostrar que una
cota �es ajustada� �es a dir� trobar cotes inferiors� pot ser m�es dif��cil� Com a
exemples dels treballs sobre bisectors de grafs� el problema per a v�ertexs en
grafs de Cayley �es estudiat per Annexstein i Baumslag �	��� Blackburn ���� i
Hamidoune i Serra ����� En �	�	�� Pothen et al� utilitzen m�etodes espectrals
per trobar particions de grafs� Monien i Diekmann ��� donen cotes per
l�aresta�bisecci�o de grafs de grau parell�

En aquesta secci�o es presenten cotes superiors per a l�aresta�bisecci�o dels
anells cordals� Per als anells cordals de la forma C�n��	� d� 	�� els resultats
s�on quasi �optims�

����� Preliminars

Lema ��� Si k 
es el m
	nim cardinal d�un conjunt d�arestes bisector de

C�n��	� d� 	�� amb d � n� aleshores k � d� ��

Demostraci
o� La partici�o del conjunt de v�ertexs f�� � � � � �n � 	g en els dos
conjunts f�� � � � � n � 	g i fn� � � � � �n � 	g d�ona aquesta primera cota� tal
com es veu en la �gura ����� El conjunt d�arestes X � f�i� j� � E� � �
i � n � 	� n � j � �n � 	g separa els v�ertexs f�� � � � � n � 	g dels v�ertexs
fn� � � � � �n� 	g�

Si n �es parell� tenint en compte que d � n� es t�e X � X� 	X� 	X� on

X� � f��n� d� 	� 	�� ��n � d� 
� 
�� � � � � ��n� �� d� ��g
X� � f�n� d� 	� n� 	�� �n� d� 
� n� 
�� � � � � �n� �� n� d� ��g
X� � f��n� 	� ��� �n � 	� n�g�
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Figura ����� Bisector de C����	� �� 	��

El c�alcul del cardinal d�aquests conjunts d�ona jX�j � d� 	

�
� jX�j � d� 	

�
i

jX�j � 	� Per tant� jXj � d� 	�

De la mateixa manera� per n senar es troba jXj � d� �� �

A continuaci�o s�utilitza la tessel�laci�o associada a un anell cordal per a
millorar aquesta cota� en els grafs de la forma C�n��	� d� 	��

Com ja s�ha vist� es poden associar coordenades a cada v�ertex parell� de
manera que la terna �x� y� z� representa el v�ertex x �A� y �B� z �C � Z�n�
Per�o tamb�e es pot veure una terna �x� y� z� com una seq�u�encia d�arestes del
graf� de la manera seg�uent� Si x� y i z s�on positius� �x� y� z� representa la
seq�u�encia que cont�e x vegades �b��c� seguit de y vegades �c��a�� i seguit de
z vegades �a��b�� Per a ternes d�enters qualssevol� s�ext�en aquesta notaci�o
de manera natural� si x �respectivament y o z� �es negatiu� apareix �x
vegades �c��b� �respectivament �y vegades �a��c�� o �z vegades �b��a���

Per a cada v�ertex parell� v� es denota per v � �x� y� z� el recorregut
d�origen v determinat per la seq�u�encia �x� y� z�� �Es d�ona un exemple en la
�gura ���	� El recorregut v� �x� y� z� �es un cicle si es compleix xA� y B�
z C �n �� I ja ha estat vist en la secci�o 	���� que� utilitzant A�B �C � ��
es pot reduir una relaci�o de la forma xA�yB�z C �n � a una altra en qu�e
nom�es intervinguin dos dels tres enters A� B i C� amb els coe�cients de signe
diferent� En efecte� suposant per exemple que x � y � z� xA�y B�z C �n

� es pot reduir a �x � y�A � �y � z�C �n �� En la �gura ���	 �b� hi ha
un exemple de la representaci�o de cicles en el pla� Es diu que dos cicles s�on
paral�lels si segueixen la mateixa direcci�o en la tessel�laci�o� i tenen l�origen
en v�ertexs a dist�ancia dos� tal com en la �gura �����

Amb aquesta notaci�o� s�estableixen els dos lemes seg�uents� que valen per
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v
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Figura ���	� �a� Representaci�o dels camins de longitud parell d�un anell
cordal� �b� Representaci�o dels cicles de C	���	� �� 	�� En �b�� el reticle de
zeros associat a C	���	� �� 	� �es el conjunt de triangles que contenen ��

a anells cordals amb cordes a� b i c qualssevol�

Lema ��	 Sigui v un v�ertex parell d�un anell cordal C�n�a� b� c�� i sigui
w � v � �C� Siguin x i y dos enters positius tals que xA � y B �n ��
Aleshores� els cicles Cv � v � �x��y� �� i Cw � w � �x��y� �� estan con

nectats per totes les cordes a amb un extrem en el subconjunt del conjunt

de v�ertexs de Cw

fw� w � �A� � � � � w � �x� 	��Ag

i per totes les cordes b amb un extrem en el subconjunt del conjunt de v�ertexs

de Cv

fv � x �A� v � x �A� �B� � � � � v � x �A� �y � 	� �Bg

Demostraci
o� Nom�es s�ha de comprovar que les cordes a enumerades tenen
l�altre extrem a Cv� i tamb�e que les cordes b enumerades tenen l�altre extrem
a Cw� Vegi�s la �gura ����� �

Els cicles de l�enunciat del Lema ���� segueixen les direccions �A��B�� Si
x i y s�on dos enters positius tals que xB�y C �n �� o tals que xA�y C �n

�� �es possible fer una construcci�o semblant en les direccions donades pels
parells �B��C� i �A��C�� En efecte� si xB � y C �n �� i v �es un v�ertex
parell� aleshores els cicles Cv � v � ��� x��y� i Cw � w � ��� x��y�� amb
w � v � �A� s�on cicles paral�lels connectats per x cordes b i y cordes c� I
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Cv � v � �������

Cw � w� �������

Figura ����� Cicles paral�lels Cv i Cw d�un anell cordal que satisf�a A �
�B �n ��

de la mateixa manera� si xA� y C �n �� i v �es un v�ertex parell� aleshores
els cicles Cv � v � �x� ���y� i Cw � w � �x� ���y�� amb w � v � �B� s�on
cicles paral�lels connectats per x cordes a i y cordes c�

Lema ��� Sigui C�n�a� b� c� un anell cordal� Siguin x i y dos enters posi
tius tals que

xA� y B �n �� o b
e xB � y C �n �� o b
e xC � y A �n ��

Aleshores l�arestabisecci
o de C�n�a� b� c� 
es com a molt ��x� y� � 	�

Demostraci
o� Per simetria� els tres casos es poden demostrar de la mateixa
manera� Per tant nom�es cal considerar el cas xA� y B �n �� A m�es� es pot
suposar sense p�erdua de generalitat que el cicle determinat per �x��y� ��
�es simple� En cas contrari� es podrien trobar enters x� i y� complint x�A�
y�B �n �� amb x� � y� � x� y�

En primer lloc� es considera el cas n divisible per ��x � y�� Es denota

per � el resultat de la divisi�o� � �
n

��x� y�
� La seq�u�encia �x��y� �� i el

conjunt de v�ertexs vi � �C i� amb � � i � � � 	� de�neixen un conjunt de
cicles paral�lels� Ci � vi � �x��y� ��� Vegi�s la �gura ���
 �a��

Pel Lema ����� els ve��ns de qualsevol v�ertex de Ci� per a 	 � i � �� ��
pertanyen a Ci��� Ci� o b�e Ci��� A m�es� hi ha x � y arestes de C� a C��
i x � y arestes de C��� a C���� Sigui V la uni�o dels v�ertexs de tots els
cicles Ci� i V � Z�n � V � Si jV j � n� aleshores es poden trobar enters x�

i y� per als quals es compleix una de les equacions de l�enunciat� i tals que
x� � y� � x� y� Per tant� es pot suposar jV j � jV j � n� Per construcci�o de
V � les �uniques arestes amb un extrem a V i l�altre a V s�on

les cordes a amb un dels extrems al subconjunt de v�ertexs de C�

fv�� v� � �A� � � � � v� � �x� 	� �Ag

les cordes b amb un dels extrems al subconjunt de v�ertexs de C�

fv��x �A� a� � � � � v��x �A� �B� a� � � � � v��x �A� �y� 	� �B� ag
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Figura ���
� �a� El graf C�	��� 	�� 	� satisf�a �A�
B �n �� Hi ha un conjunt
bisector amb 	� arestes� �b� El graf C������ 	� ��� satisf�a �A � �B �n ��
Hi ha un conjunt bisector amb 	� arestes� En les dues representacions� el
reticle de zeros �es el conjunt de triangles que contenen O� i els triangles que
contenen � representen els punts de V � mentre que les arestes del conjunt
bisector estan representades amb tra�c gruixut�

les cordes a amb un dels extrems al subconjunt de v�ertexs de C���

fv��� � b� v��� � �A� b� � � � � v��� � �x� 	� �A � bg�

i les cordes b amb un dels extrems al subconjunt de v�ertexs de C���

fv��� � x �A� v��� � x �A� �B� � � � � v��� � x �A� �y � 	� �Bg

Aquest conjunt d�arestes t�e mida ��x � y�� i separa els v�ertexs del graf en
dos conjunts del mateix ordre� Aix�� doncs� en aquest cas� l�aresta�bisecci�o
�es com a molt ��x� y��

El cas n � � ��x � y� � 
� amb 	 � 
 � ��x � y� es pot resoldre de
manera semblant� Si 
 �es parell� s�obt�e la mateixa cota superior� ��x� y��
Mentre que si 
 �es senar� amb la construcci�o descrita trobem un bisector de
mida ��x� y� � 	� Vegi�s un exemple en la �gura ���
 �b�� �

����� Aresta
bisecci�o dels anells cordals C�n���� d� ��

Per a anells cordals de la forma C�n��	� d� 	�� es t�e

�A � d� 	� �B � �� and �C � ��d� 	�� ���	�



�� Anells cordals

Per aplicar el Lema ����� s�ha d�estudiar les equacions xA � y B �n �� o
xB � y C �n �� o xA � y C �n � per a les quals x � y �es m��nim� Els

valors de A� B� i C en ���	� donen A� d� 	

�
B � �� Per tant� el Lema �����

permet tamb�e obtenir la cota superior d��� la mateixa que en el lema �����
Aquesta cota� per�o� es pot millorar�

Suposant �xat l�origen del pla en un dels punts del reticle� es busca
en la tessel�laci�o el cam�� m�es curt des de l�origen a un altre punt del ret�
icle� Per simetria� n�hi ha prou amb considerar les parelles de direccions
�A��B�� �B��C�� i �A��C��

Es denoten per q i r els enters positius que satisfan

�n � q�d� 	� � r i � � r � d� 
� r parell �����

An�alogament es denoten per q� i r� els enters positius que satisfan

�n � q��d� 	� � r� i � � r� � d� 	� r� parell ���
�

Les equacions ���	�� ����� i ���
� permeten deduir que

q A�
r

�
B � ��

r�

�
B � q�C � �� i q� � q

En la �gura ���� hi ha representats els cicles �q� r� � �� and ���
r�

� ��q���

Teorema ��� Sigui k la arestabisecci
o de C�n��	� d� 	��
�� Si q� � q� aleshores k � minf�q� � r� � 	� d� �� r�g � d� ��

�� Si q� � q � 	 i �q � d� 	 aleshores

si r� � � aleshores k � �q� � 	 � d� ��

altrament k � �q � 	 � d� ��

�� En els altres casos� k � d�� 
es la cota superior m
es petita que es pot

trobar�

Demostraci
o� Suposant q� � q� aleshores com que q�d�	��r � q�d�	��r��
es t�e r � �q� � r� � d � 	� Les ternes �q� r� � �� i ��� r

�

� ��q�� representen el
mateix triangle� En aquest cas� doncs� nom�es hi ha tres punts del reticle
que puguin donar un valor petit per x� y��

	��d� 	

�
� �

�
�

�
��
r�

�
��q�

�

i la suma dels dos anteriors��
	��d� 	

�
� �

�
�

�
��
r�

�
��q�

�
�

�
	�
�d� 	 � r�

�
��q�

�
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Figura ����� Representaci�o dels cicles de C����	� � 	�� El triangle que cont�e
� �es l�origen� mentre que el reticle de zeros �es el conjunt de triangles que
contenen �� Els enters x i y en la terna �x� ���y� satisfan x �d� 	�� y�d�
	� � �n i x 	 q�

Com que en aquest cas es compleix 	 	 �q� 	 �d� r� � 	

�
� la terna

�
	�
�d� 	 � r�

�
��q�

�

es pot reduir a �
q� � 	�

�d� 	 � r� � �q�

�
� �

�

Pel Lema ����� les cotes que donen aquests tres punts s�on d��� �q�� r��	
i d � � � r�� Aix�� doncs� k � minf�q� � r� � 	� d � � � r�g � d � �� En la
�gura ���� �a� es pot veure un exemple d�aquest cas�

Es considera ara el cas en qu�e q� � q � 	� Aleshores� tal com es mostra
a la �gura ���� �b�� els tres punts que donen el valor m�es petit de k s�on�

�	��d� 	

�
� ��� �q�

r

�
� �� i ���

r�

�
��q���

Com que ara q�d � 	� � r � �q � 	��d � 	� � r�� es t�e r � �q � r� i� per
tant� �q � r� La terna �q� r� � �� es pot reduir a �q � r

� � ��� r
� �� I aplicant el
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Figura ����� �a� C����	� 		� 	� satisf�a q� � q� �b� C����	� �� 	� satisf�a
q� � q � 	� En les dues representacions� el triangle que cont�e � �es l�origen�
mentre que el reticle de zeros �es el conjunt de triangles que contenen ��

Lema ����� es troben les cotes d � �� �q � 	� i �q� � r� � 	� La m�es petita
d�aquestes cotes �es�

�q� � 	� si �q � d� 	 i r� � ��

�q � 	� si �q � d� 	 i r� �� ��

d� �� si �q � d� 	�

Per acabar� si q� q� � �� aleshores l�equaci�o q�d� 	�� r � q��d�	�� r�

implica �q 	 d � 	 	 r� i �q� � r� 	 d � 	� Per tant� les cotes donades per
�q � r

� � ��� r
� � i ���

r�

� ��q�� s�on �q � 	 i �q� � r� � 	� respectivament� totes
dues m�es grans que d� �� Tamb�e es poden considerar els punts �x� ���y��
amb x i y enters positius i x�d� 	� � y�d� 	� � �n� Es comprova que� per
a aquests punts� x 	 q� Aix�� doncs� d�� �es la cota superior m�es petita que
es pot trobar� Vegi�s la �gura ���� per un exemple d�aquest cas� �

En ��� es mostra que per a un graf Gn�k d�ordre n i aresta�bisecci�o k
el temps de gossiping en el mode �EDP � g�EDP �Gn�k�� satisf�a

g�EDP �Gn�k� � �dlog� ne � log� k � log� log� k � �

En el cap��tol � es presenta un algorisme de gossiping per a anells cordals de
la forma C�n��	� d� 	�� El temps d�aquest algorisme �es una cota superior de
g�C�n��	� d� 	��� i d�ona

�dlog� �ne � log� d�O�	� si q� � d� 	



�� Aresta�bisecci�o dels anells cordals ��

i
�dlog� �ne � log� q

� �O�	� si q� � d� 	�

Aquests resultats permeten concloure que� en els casos � i 
 de l�enunciat
del teorema ���� la cota trobada per a l�aresta�bisecci�o �es� de fet� l�aresta�
bisecci�o�

����� El cas general

Donat que un anell cordal no �es sempre de la forma C�n��	� d� 	�� pot
ser interessant preguntar�se qu�e es pot dir de la bisecci�o d�un anell cordal
C�n�a� b� c� qualsevol� Els anells cordals C�n�a� b� c� no isomorfs a C�n��	� d� 	�
per a tot d� s�on exactament els que satisfan mcd�A�n� � �� mcd�B�n� � 
�
i mcd�C�n� � �� amb � �� 	� 
 �� 	� i � �� 	 enters tals que mcd��� 
� �� n� �
	�

Els lemes ���� i ���� de la secci�o ���	 permeten deduir� per a anells
cordals qualssevol� el resultat seg�uent�

Propietat � Sigui C�n�a� b� c� un anell cordal i siguin � � mcd�A�n�� 
 �
mcd�B�n� i � � mcd�C�n�� Aleshores l�arestabisecci
o de C�n�a� b� c� 
es

com a molt minf�n� � 	� �n� � 	� �n� � 	g�

Aquesta propietat �es conseq�u�encia del lema ���� i de les equacions

n

�
A �n ��

n



B �n ��

n

�
C �n �

que C�n�a� b� c� satisf�a�
Per a obtenir cotes superiors m�es acurades de l�aresta�bisecci�o d�un anell

cordal qualsevol� s�haurien d�estudiar les equacions en Zn de la forma xA�
y B �n �� xB� y C �n �� i xA� y C �n �� per a valors qualssevol de A� B�
i C�



�
 Anells cordals



Cap��tol �

Encaminament en anells

cordals �optims

En aquest cap��tol es de�neix un encaminament consistent de camins m�es
curts a partir de la tessel�lci�o associada a un anell cordal de di�ametre senar
i ordre m�axim� Tamb�e es presenta l�estudi la vulnerabilitat de l�encamina�
ment� veient com es poden rede�nir els camins en cas de fallada d�un o dos
v�ertexs� Donat que el grau �es 
� la fallada de m�es de dos v�ertexs podria
desconnectar el graf� El fet que el graf de triple lla�c associat a un anell
cordal �optim sigui tamb�e �optim ha perm�es determinar v�ertexs centrals per
a l�encaminament�

En el cas d�un anell cordal qualsevol� no es poden generalitzar els re�
sultats trobats per al cas �optim� Ni tan sols en el cas d�anells cordals de
di�ametre parell i ordre m�axim� que no tenen un graf de triple lla�c associat
�optim�

��� L�encaminament

Donat D � �l � 	 senar� es considera l�anell cordal de di�ametre D i ordre

m�axim CmD
�a� b� c�� on mD �


D� � 	

�
� De�nir un encaminament en CmD

�es associar a cada parella de v�ertexs del graf x� y un cam�� de x a y� ��x� y��
Per la v�ertex�transitivitat del graf nom�es s�ha de de�nir l�encaminament �
per a les parelles ��� z��

Donat z � ZmD
� z �� �� sigui z� �

z

�
si z �es parell� i z� �

z � a

�
si

z �es senar� El v�ertex z� �es el v�ertex corresponent a z en el graf de triple
lla�c associat� Es diu que z t�e coordenades �m�n� p� si i nom�es si z� t�e
coordenades �m�n� p� en el graf de triple lla�c associat�

De�nici�o �� Donat un v�ertex� z� es de�neix la situaci�o de z� S�z� per�
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AK
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Figura 
�	� Situaci�o dels v�ertexs per a D � �

�� S�z� � � si z t
e coordenades ����n� p� amb n � �� p � �� o b
e

�m��n� �� amb m 	 �� n 	 �� o b
e z 
es senar i t
e coordenades
�m� �� �� amb m 	 ��

�� S�z� � 	 si z t
e coordenades ��m�n� �� amb m � �� n � �� o b
e

��m� �� p� amb m 	 �� p 	 � �

�� S�z� � �	 si z t
e coordenades �m� ���p� amb m � �� p 	 �� o b
e

��� n��p� amb n 	 �� p 	 �� o b
e z 
es parell i t
e coordenades �m� �� ��
amb m 	 ��

S�observa en la �gura 
�	 que els semieixos determinats pels vectorsA� B
i C divideixen la rajola en tres zones� i S�z� diu en quina de les tres zones
es troba el v�ertex z�

De�nici�o �� Es denota per � l�aplicaci
o donada per� si z 
es parell i
t
e coordenades �m�n� p� aleshores ��z� 
es el v�ertex parell de coordenades

�n� p�m� i si z 
es senar� ��z� � ��z � a� � c�

L�aplicaci�o � �es una bijecci�o de ZmD
i si z �es parell i t�e coordenades �m�n� p�

aleshores ����z� �es el v�ertex parell de coordenades �p�m� n� i si z �es senar�

����z� � ����z � a� � b� Geom�etricament� � �es el gir d�angle
�



i ��� �es

el gir d�angle ��


� tots dos amb centre � �vegi�s la �gura 
����

����� De�nici�o de ��x� y�

Donats x i y es de�neix l�encaminament ��x� y� utilitzant les de�nicions
anteriors�
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Figura 
��� Els girs � i ����

�� z � �x���y�

�� Si S�z� � �� aleshores $z � z�
Si S�z� � 	� aleshores $z � ����z��
Si S�z� � �	� aleshores $z � ��z��

�� C�alcul de ���� $z�� expressat com una successi�o d�arestes�

a� $z parell de coordenades ����n� p�� n� p � �
���� $z� � a� �b� �z �

�

� a� �b� �z �
�

� � � � � a� �b� �z �
p

� a� �c� �z �
�

� a� �c� �z �
�

� � � � � a� �c� �z �
n

b� $z v�ertex parell de coordenades �m��n� ��m�n 	 �
���� $z� � a� �c� �z �

�

� a� �c� �z �
�

� � � � � a� �c� �z �
n

� b� �c� �z �
�

� b� �c� �z �
�

� � � � � b� �c� �z �
m

c� $z v�ertex senar de coordenades ����n� p�� n� p � �
���� $z� � a� �b� a� �z �

�

� �b� a� �z �
�

� � � � � �b� a� �z �
p

� �c� a� �z �
�

� �c� a� �z �
�

� � � � � �c� a� �z �
n

d� $z v�ertex senar de coordenades �m��n� ��m 	 �� n � �
���� $z� � a� �c� a� �z �

�

� �c� a� �z �
�

� � � � � �c� a� �z �
n

� �c� b� �z �
�

� �c� b� �z �
�

� � � � � �c� b� �z �
m

�� Si S�z� � �� aleshores ���� z� � ���� $z��
Si S�z� � 	� aleshores ���� z� � ������ $z��
Si S�z� � �	� aleshores ���� z� � �������� $z��

	� ��x� y� � ���x����� z���
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Figura 
�
� Arbre d�encaminament de ���� z��

Proposici�o �� L�algorisme de�neix un encaminament de camins m
es curts�

consistent i que es pot representar gr�a�cament per l�arbre d�encaminament

���� z� de la �gura ����

Demostraci
o� Per veure que ���� z� es pot representar per l�arbre d�encam�
inament de la �gura 
�
� n�hi ha prou amb �xar�se en els v�ertexs del graf
z de situaci�o S�z� � �� per als quals es calcula el cam�� directament� Els

girs d�angle
�



i ��



permeten calcular el cam�� per a la resta de v�ertexs�

i l�arbre de la �gura �es invariant per aquests girs�

Per veure que � �es consistent s�ha de veure que per a qualsevol parella de
v�ertexs x� y si v � ��x� y� aleshores els camins satisfan ��x� y� � ��x� v� 	
��v� y�� N�hi ha prou amb observar que l�arbre ���� x� �es invariant per rotaci�o
d�angle  i centre l�origen� si es consideren nom�es v�ertexs a dist�ancia com a
molt D� 	 del zero� i tamb�e que un subarbre de ���� x� arrelat a un v�ertex
qualsevol v �es la imatge per la translaci�o �v del subarbre arrelat al zero�
�

Donat que � �es consistent� un node inicial o intermig en un cam�� de
�nal un v�ertex donat nom�es haur�a de calcular quin �es el v�ertex seg�uent en
el cam��� Aix��� donat xi � ��x� y�� per calcular qui �es xi�� nom�es s�ha de
calcular en quina situaci�o es troba el v�ertex y quan es centra la rajola en
xi� i aix�o determinar�a l�aresta a trav�es de la qual s�arriba a xi���

Proposici�o �� Sigui xi � ��x� y� i sigui z � �xi���y�� aleshores

�� si C�z� � � aleshores xi�� � xi  a�

�� si C�z� � 	 aleshores xi�� � xi  c�
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�

Figura 
��� L�encaminament des del zero i cap al zero�

�� si C�z� � �	 aleshores xi�� � xi  b�
on l�operaci
o  indica sumar si el primer terme 
es parell i restar si el primer
terme 
es senar�

����� Els arbres de l�encaminament

L�encaminament de�nit no �es bidireccional� De fet� no �es possible de�nir
en aquests grafs un encaminament de camins m�es curts� traslladant ���� z�
per les translacions del graf que sigui consistent i bidireccional� Per tant� els
dos camins entre dos v�ertexs qualssevol x i y� ��x� y� i ��y� x� no tenen� en
general� la mateixa representaci�o� El que s�� que es pot dir� per la consist�encia
de l�encaminament� �es que la uni�o de tots els camins ��z� �� quan z recorre
tot el conjunt de v�ertexs �es un arbre� que ser�a anomenat arbre de tornada cap

al zero de l�encaminament� Amb el lema seg�uent es mostra quin �es aquest
arbre� Com en la secci�o ���� es denota per bc la simetria axial respecte de
la recta per � i a�

Lema �	 Es denota per R�x el conjunt de camins ��x� y� i per R�
x el con

junt de camins ��y� x�� amb y variant en ZmD
en els dos casos� Aleshores�

R�
� � bc�R

�

� ��

Demostraci
o� Per la consist�encia de l�encaminament� nom�es s�han d�estudiar
els camins ��z� �� per a z parell� �

El lema diu que l�arbre de tornada cap al zero de l�encaminament es troba
aplicant a l�arbre d�anada des del zero la simetria axial� Per tant� es poden
representar gr�a�cament tal com es mostra a la �gura 
��� S�ha demostrat
en la secci�o ��
 que els automor�smes ���x s�on una translaci�o del pla si x
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Figura 
��� Centre senar�

�es parell i una translaci�o del pla seguida d�un gir d�angle  si x �es senar�
Per tant� i com a conseq�u�encia del lema anterior� els arbres donats amb el
v�ertex zero com origen i �nal representen tamb�e els camins amb origen i
�nal un v�ertex parell qualsevol� A m�es� els arbres de la �gura 
�� s�on l�ar�
bre d�encaminament d�anada amb origen un v�ertex senar qualsevol i l�arbre
d�encaminament de tornada amb �nal un v�ertex senar qualsevol�

��� Vulnerabilitat

A continuaci�o es presenten els resultats obtinguts sobre la vulnerabilitat de
l�encaminament de�nit en la secci�o anterior� S�ha estudiat de quina manera
es pot rede�nir l�encaminament quan falla un v�ertex i quan en fallen dos�
Com que el grau del graf �es 
� no �es possible assegurar que� en fallar tres
v�ertexs segueixi essent connex� Un v�ertex �es central per un encaminament i
un cert conjunt d�elements� v�ertexs i%o arestes� si i nom�es si el cam�� des de o
cap a un altre v�ertex de fora del conjunt no cont�e cap element del conjunt�

V�ertexs i arestes per als quals el zero �es central

Lema �� Siguin

Linf � f�i �A � �l � i� �B� � � i � lg 	 fi �B � �l � i� �C� � � i � lg	
fi �A � �l � i� �C� � � i � lg
i

Lsup � fi �A��l� i� �B�a� � � i � lg	f�i �B��l� i� �C�a� � � i � lg	
f�i �A � �l � i� �C � a� � � i � lg�
El conjunt L � Linf 	 Lsup 
es el conjunt de v�ertexs de grau � en els arbres

d�encaminament ���� z� i ��z� ��� El v�ertex � 
es ��� L�central� ja que per a
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Figura 
��� Els v�ertexs de la frontera�

qualsevol v�ertex z �� L els camins ���� z� i ��z� �� no contenen cap element

de L�

Els v�ertexs de Lsup s�on els v�ertexs senars que s�on fulles de ���� z� i de
��z� ��� S�on tots els v�ertexs que estan a dist�ancia D � �l � 	 del v�ertex ��
Estan situats a la frontera de la rajola� en la meitat superior�

Els v�ertexs de Linf s�on els v�ertexs parells que s�on fulles de ���� z� i de
��z� ��� S�on tots els v�ertexs que estan a dist�ancia D � 	 � �l del v�ertex �
tals que la seva parella senar no est�a en Lsup� �es a dir� que la seva parella
senar est�a a dist�ancia D � � del �� Estan situats a la frontera de la rajola�
en la meitat inferior�

Els dos v�ertexs u � �l �A i v � l �A estan situats a la frontera de la
rajola� per�o no s�on de L� ja que u �es fulla de ���� z� per�o no ho �es de ��z� ���
i v �es fulla de ��z� �� per�o no ho �es de ���� z�� Vegi�s en la �gura 
�� la
representaci�o del conjunt L�

C�alcul de v�ertexs centrals

Les proves de l�exist�encia de v�ertexs centrals que es donen a continuaci�o s�on
constructives� �es a dir� es presenten algorismes de c�alcul efectius�

Si F �es un conjunt de v�ertexs� per veure que un v�ertex v �es ��� F ��central
n�hi ha prou amb veure que� centrant la rajola al v�ertex v els v�ertexs del
conjunt F queden situats a la frontera de la rajola� �Es a dir� n�hi ha prou
amb veure que �v���F � � L�

Proposici�o �� Per a tot v�ertex z del graf CmD
�a� b� c� hi ha un v�ertex v

tal que v 
es ��� fzg�central�
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Figura 
�� Falla un sol v�ertex�

Demostraci
o� En la �gura 
� es pot veure la situaci�o de z en la frontera�
en funci�o de la seva paritat�

Si z � zs �es senar� el v�ertex v � zs�a� l �C �es ��� fzsg��central� ja que
�v���zs� � zs� v � l �C�a � L� Si z � zp �es parell� el v�ertex v � zp� l �B
�es ��� fzpg��central� ja que �v���zp� � zp � v � l �B � L� �

En cas de fallada d�un sol v�ertex el v�ertex central no �es �unic� De fet� hi ha
tants v�ertexs centrals com v�ertexs a la frontera� �es a dir jLj�

Per exemple� es poden buscar tots els v�ertexs ��� f�g��centrals� �Es f�acil
veure que s�on tots els del conjunt Lsup	fv � z�a� z � Lsupg�fl �A� �l �Ag�

Proposici�o �� Per a qualsevol parella de v�ertexs x� y del graf CmD
�a� b� c�

hi ha un v�ertex v tal que v 
es ��� fx� yg�central�

Demostraci
o� En el cas jx � yj � a �es pot suposar sense p�erdua de gener�
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Figura 
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alitat que y � x� a�� no es poden situar tots dos v�ertexs a la frontera de la
rajola� Per�o �es f�acil veure ��gura 
��� que els dos v�ertexs parells u � x�l �A
i v � x�l �A� aix�� com les seves parelles u�a i v�a� s�on ��� fx� yg��centrals�

En general� jx� yj �� a� Cal distingir dos casos� segons que jx� yj sigui
parell o senar�

�a� En el primer cas� es suposa que fallen dos v�ertexs x i y amb difer�encia
x� y parell�

Suposant z � �x���y�� i v un v�ertex ��� f�� zg��central� aleshores ���x�v�
�es ��� fx� yg��central� Aix��� es pot reduir l�estudi als conjunts de la forma
f�� zg amb z parell�

A m�es� com que per l�automor�sme �x�� el conjunt fx� yg es transforma
en el conjunt f�� zg� i per l�automor�sme �y�� el conjunt fx� yg es transforma
en el conjunt f���zg� n�hi haur�a prou amb calcular el v�ertex central quan
z estigui a la meitat superior de la rajola�
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Els v�ertexs z parells� per als quals s�ha de calcular el v�ertex ��� f�� zg��
central corresponen en el graf de triple lla�c a v�ertexs z� � z�� de la forma�
z� � z� � mA � nB amb coordenades �m��n� ��� � � m � l� � � n � l�
z� � z� � �mA� pC amb coordenades ��m� �� p�� � � m � l� � � p � l�
i z � z� � �nB � pC amb coordenades ����n� p�� � � n � l� � � p � l�
Per a cadascun dels tres casos� que es mostren en la �gura 
��� es calcular�a el
v�ertex central� Aix�o vol dir� situar � i z en la frontera de la meitat inferior
de la rajola�

�a�	� En el cas z� � z�� Centrant la rajola en v �mA� l C� els v�ertexs
� i z es troben en la frontera de la meitat inferior de la rajola� tal com es
pot veure en la �gura 
�	��

En l�anell cordal CmD
�a� b� c�� es consideren u � � v � m �A � l �C

i l�automor�sme �u�� de�nit per �u���i� � i � m �A � l �C� Aleshores�
�u����� � �m �A � l �C � m ��B � �C� � l �C � m �B � �l � m� �C i
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Figura 
�	�� Tercer cas� z� � z��
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Figura 
�	
� Quatre casos� segons la situaci�o de z��

�u���z� � z �m �A� l �C � m �A� n �B �m �A� l �C � �n �B � l �C �
n ��A� �C�� l �C � n �A� �l � n� �C� tots dos v�ertexs de L� Per tant� el
v�ertex u �es ��� f�� zg��central� �Es f�acil veure que el v�ertex u � a tamb�e �es
��� f�� zg��central�

�a��� Si z� � z�� centrant la rajola en v � �mA � l B els v�ertexs � i
z� queden situats a la frontera de la meitat inferior de la rajola �vegi�s la
�gura 
�		��

Ara� siguin u � �v � a i l�automor�sme de l�anell cordal �u���i� �
�m �A� l �B � a� i� Com en el cas anterior� es veu f�acilment que �u�����
i �u���z� pertanyen tots dos a L� El v�ertex u �es� doncs� ��� f�� zg��central�
Prenent l�automor�sme �u�a�� es veu que el v�ertex u�a �es tamb�e ��� f�� zg��
central� per a p �� l�

�a�
� En el darrer dels tres casos� z� � z�� s�ha de suposar z
� situat en

una rajola adjacent adequada� Per aix�o es transformen les coordenades de
z� afegint ��l � 	�A � l B � �� Ara� z� t�e coordenades ���l � 	�� l � n� p��
Es centra la rajola en v � �l�n�	�B� l C� tal com es veu en la �gura 
�	��
Com en els casos anteriors� els v�ertexs � i z es troben en la frontera de la
meitat inferior de la rajola�

El v�ertex u � �v � a de CmD
�a� b� c� �es ��� f�� zg��central� ja que l�auto�

mor�sme �u���i� � �l�n�	� �B � l �C � a� i transforma � i z en v�ertexs
de L� Considerant �u�a��� es veri�ca tamb�e que u� a �es ��� f�� zg��central�
per a p �� l � 	 i n �� 	�

�b� Finalment� s�ha de considerar el cas en qu�e fallen dos v�ertexs x� y
de difer�encia x� y senar�

Com en el cas �a�� es t�e en compte nom�es el cas F � f�� zg� El nombre
de casos a estudiar es redu��a a valors de z corresponents a la meitat superior
de la rajola� perqu�e �x���y� � ��y���x� quan x i y tenen la mateixa paritat�
Ara� per�o x i y s�on de paritats diferents� i es t�e �x���y� � �y���x�� de manera
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�	�� Primer cas� z� � z��

que s�han de tenir en compte totes les parelles ��� z�� Per trobar un v�ertex
��� f�� zg��central s�ha de situar � en la frontera de la meitat inferior de la
rajola� i z� que �es senar� en la frontera de la meitat superior de la rajola�
Aix�o es pot fer en el graf de triple lla�c associat amb � i z� � �z � a����
Tamb�e en aquest cas es pot reduir el nombre de casos a estudiar� Nom�es
s�ha d�observar que anomenant � la simetria axial respecte de l�eix vertical
per l�origen� resulta que si centrant la rajola en v� s�obt�e un v�ertex central
per a f�� zg� aleshores� centrant la rajola en ��v�� s�obt�e un v�ertex central
per a f�� ��z�g�

En la �gura 
�	
 hi ha representats els quatre casos que s�han de tenir
en compte� z� � z� � �nB � pC amb coordenades ����n� p�� � � n �
l� � � p � l� p � n� z� � z� � mA � nB amb coordenades �m��n� ���
� � m � l� � � n � l� z� � z� � mA � pC amb coordenades �m� ���p��
� � m � l� � � p � l� and z� � z	 � nB � pC amb coordenades ��� n��p��
� � n � l� � � p � l� n � p�

�b�	� Si z� � z�� es centra la rajola en v � l A � pC� El v�ertex � es
troba en la frontera inferior� i el v�ertex z� en la frontera superior �vegi�s la
�gura 
�	��� Tornant a l�anell cordal� siguin u � �v � a i l�automor�sme
�u���i� � l �A � p �C � a � i� Es t�e �u����� � l �A � p �C � a � l �A �
p ��A�B�� a � �l� p� �A� p �B� a � L� i �u���z� � l �A� p �C� a� z �
l �A � p �C � a � �z� � a � l �A � p �C � n �B � p �C � l �A � n �B �
l �A � n ��A � C� � �l � n� �A � n �C � L� I� per tant� el v�ertex u �es
��� f�� zg��central� Per a p �� �� es pot veure que el v�ertex u � a tamb�e �es
��� f�� zg��central� considerant l�automor�sme �u�a���

�b��� Per als c�alculs en el segon cas� z� � z�� s�ha de situar adequadament
z� en una de les rajoles adjacents� Afegint �A � �l � 	�B � �l C � �� les
coordenades de z� s�on �m � 	� l � n� 	� �l�� i es pot prendre com a centre
de la rajola el v�ertex v � �l � n � 	�B � l C� En la �gura 
�	� es veu la
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situaci�o dels v�ertexs � i z� en la frontera de la rajola�
Siguin el v�ertex de l�anell cordal u � �v i l�automor�sme �u���i� �

i � �l � n � 	� �B � l �C� Calculant es demostra que �u����� i �u���z� s�on
tots dos a L� I� com en els altres casos� aix�o diu que u �es ��� f�� zg��central�
De manera semblant es veu que un altre v�ertex ��� f�� zg��central podria ser
el v�ertex u� a�

�b�
� Si z� � z�� es considera una altra vegada z
� en una rajola adjacent�

afegint �	 � l�A � �l B � �	 � p�C � �� Les coordenades de z� s�on ara
��l�m�	���l��p�	�� i el v�ertex triat com a centre �es v � �l B��	�p�C
�vegi�s la �gura 
�	���

Amb u � �v� l�automor�sme �u���i� � i� l �B � �p� 	� �C transforma
els v�ertexs � i z en v�ertexs de L� Per tant� u �es ��� f�� zg��central� I �es f�acil
veure que tamb�e ho �es el v�ertex u� a�

�b��� Finalment� el cas z� � z	 es presenta en la �gura 
�	� Ara� les
coordenades de z� que s�utilitzen s�on ����l � n� 	� l � p� i el v�ertex triat
com a centre de la rajola �es v � l A� �l � p�C�

El v�ertex u � �v �es ��� f�� zg��central en l�anell cordal� Com en tots els
altres casos� aix�o es demostra veient que l�automor�sme �u���i� � i� l �B�
�p � 	� �C transforma els v�ertexs � i z en v�ertexs de L� El v�ertex u � a
tamb�e �es ��� f�� zg��central� �
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Cap��tol �

Gossiping en anells cordals

Com s�ha comentat en la secci�o 	�
� l�estudi dels problemes de broadcasting
i gossiping en una xarxa dep�en del model utilitzat per a les comunicacions�
En aquest cap��tol es presenta un algorisme de gossiping en anells cordals�
en el mode de comunicaci�o �EDP � Aquest model consisteix b�asicament en
utilitzar per a l�intercanvi d�informaci�o en cada etapa camins disjunts per
arestes� mentre que en el mode tel�efon s�utilitzen arestes�

S�ha dividit el cap��tol en dues parts� En primer lloc� es presenten els
resultats previs en els quals es basa l�algorisme� En la segona secci�o es
descriu l�algorisme de gossiping i es fa una an�alisi de la seva complexitat�

��� Preliminars

����� Mode de comunicaci�o EDP

Un algorisme de comunicaci�o �es una seq�u�encia d�etapes� cadascuna de les
quals est�a constitu��da pel conjunt de parelles de v�ertexs que intercanvien
informaci�o� Les etapes s�han d�ajustar a les restriccions imposades pel mode
de comunicaci�o�

En la secci�o 	�
�� es descriu el model EDP � que es caracteritza per les
condicions seg�uents�

�� un v�ertex nom�es pot prendre part en una crida a cada etapa �	�port��

�� la comunicaci�o entre dos v�ertexs d�una crida� es realitza a trav�es d�un
cam���

�� els camins que corresponen a crides simult�anies� �es a dir� en una mateixa
etapa� no poden compartir arestes �en el cas �way� o arcs �en el cas
�way��

�� un v�ertex intermig en un cam�� corresponent a una crida no pot ser origen
o �nal en una altra crida�
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El temps de broadcasting i el temps de gossiping d�un graf G es denoten
per b�EDP �G� i g�EDP �G�� respectivament�

Si G �es un graf hamiltoni�a d�ordre n�

b�EDP �G� � dlog� ne

Si Gn�k �es un graf d�ordre n i aresta�bisecci�o k� aleshores

�dlog� ne � log� k � log� log� k � � � g�EDP �Gn�k� � �dlog� ne

Aquests resultats es presenten en ���� ��� ���

����� Algorisme en tres fases

L�algorisme que es proposa m�es avall per als anells cordals es basa en un
algorisme de caire gen�eric� que es desenvolupa en tres fases� Es descomposa
el graf en parts i es tria un representant per a cada part� En la primera fase�
s�acumula la informaci�o de cada part en el seu representant� En la segona
fase es fa gossiping� per�o nom�es entre els representants� I la tercera fase� que
es pot realitzar com la primera invertint etapes� �es una difusi�o d�informaci�o
en cada part des del seu representant� Aquest algorisme no �es �optim ja que
en cada etapa hi pot haver molts v�ertexs inactius� sobretot a la segona fase�
per�o permet en molts casos millorar la cota superior�

Algorisme �F

�� Inicialitzaci�o Descomposar G en r subgrafs connexos amb exactament
un v�ertex d�acumulaci�o o representant en cadascun� Aquests subgrafs
s�anomenen components d�acumulaci
o� I es denota perA�G� el conjunt
de v�ertexs d�acumulaci�o�

�� Fase d�acumulaci�o Cada v�ertex u � A�G� acumula la informaci�o dels
nodes de la seva component�

�� Fase de gossiping Els v�ertexs de A�G� intercanvien informaci�o�

�� Fase de broadcasting Cada v�ertex u � A�G� difon la informaci�o als
nodes de la seva component�

Per tal d�obtenir un algorisme efectiu� s�ha de buscar un conjunt de
v�ertexs d�acumulaci�o tal que la fase de gossiping sigui realitzable en temps
�optim� �es a dir� tan r�apid com en el graf complet� i de manera que l�ordre de
les components sigui petit� per intentar minimitzar el nombre d�etapes en les
fases d�acumulaci�o i broadcasting� A m�es� triant les components d�acumu�
laci�o que siguin subgrafs de G hamiltonians� es podran aplicar els algorismes
d�acumulaci�o i broadcasting �optims descrits en ���� amb temps dlog� ne�
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����� Gossiping en el graf complet

Per a la fase de gossiping� els nostres algorismes es basen en als seg�uents
algorismes sobre el graf complet Kn�

Algorisme G�� per a ordre parell

n parell� Kn graf complet�

�� Per a j � 	 fins a dlog� ne

�� Per a tot v�ertex i parell� fer en paral�lel

�� intercanvi d�informaci�o entre el v�ertex i i el v�ertex i� �j � 	�

Algorisme G	� per a ordre senar

n senar� Kn graf complet�

�� m � bn��c�

�� Per a tot v�ertex i tal que � � i � n��� fer en paral�lel

�� intercanvi d�informaci�o entre el v�ertex i i el v�ertex i�m�

�� si m �es senar aleshores n� � m� 	 altrament n� � m� ��

	� Fer gossiping en el graf complet de v�ertexs f�� � � � � n�g� amb l�algorisme
G��


� Per a tot v�ertex i tal que � � i � n��� fer en paral�lel

�� intercanvi d�informaci�o entre el v�ertex i i el v�ertex i�m�

Quan s�apliquen aquests algorismes en l�algorisme en tres fases� una co�
municaci�o entre els v�ertexs i i j es substitueix per una comunicaci�o entre
els v�ertexs d�acumulaci�o de la component i��essima i el de la component j�
�essima� Aquesta comunicaci�o s�estableix a trav�es d�un cam�� entre els dos
v�ertexs d�acumulaci�o� i la longitud d�aquesta comunicaci�o es de�neix com el
nombre de components que el cam�� atravessa m�es 	� Aix��� l�algorisme en tres
fases� suposant que es realitza l�intercanvi entre els v�ertexs d�acumulaci�o de
manera �optima� utilitzar�a �dlog� se� dlog� re etapes� on r �es el nombre de
components d�acumulaci�o i s �es el tamany de la component d�acumulaci�o
m�es gran�

Ara cal de�nir una descomposici�o dels grafs que permeti de�nir els
camins en les etapes de l�intercanvi entre v�ertexs d�acumulaci�o de manera
que no tinguin arestes comunes�
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��� Gossiping en C�n���� d� ��

Considerant els anells cordals de la forma C�n��	� d� 	�� la corda d d�ona de
manera natural una descomposici�o del graf en cicles� Si la descomposici�o
t�e r components d�ordre com a molt s� i k �es l�aresta�bisecci�o de C �
C�n��	� d� 	��
�dlog� �ne � log� k � log� log� k � � � g�EDP �C� � �dlog� se� dlog� re

La descomposici�o del graf ha de complir dues condicions� S�han de poder
de�nir camins entre els v�ertexs d�acumulaci�o� de manera que els que corres�
ponen a cadascuna de les etapes determinades pels algorismes de gossiping
en el graf complet G� i G	 de la secci�o ��	�
 siguin arest�disjunts� A m�es�
interessa que els valors de r i s permetin relacionar la cota inferior amb la
superior� que hauria de ser el m�es ajustada possible� Per a aix�o es fan servir
les cotes per a la aresta�bisecci�o calculades en la secci�o ���

����� El cas �n � �d� ���

Sigui el graf C�	��	� � 	�� Tal com es pot veure en la �gura ��	� es pot
descomposar el graf en vuit cicles de longitud �� Ci � f�i� �i�	� � � � � �i�g
per a i � � � � � � A m�es de les arestes que constitueixen els vuit cicles� en el
graf nom�es hi ha arestes entre els cicles Ci i Ci��� amb C� � C�� i aquestes
s�on�

f�i� �� �i � �g� f�i � �� �i� 		g� f�i � �� �i � 	
g� f�i � � �i � �g
Es prenen aquests cicles com a components d�acumulaci�o� i en el cicle Ci el
v�ertex Ri � �i� � com a v�ertex d�acumulaci�o�

L�algorisme 
F requereix log � � 
 etapes per a la primera fase� d�acu�
mulaci�o en els representants de cada cicle� i log � � 
 etapes per a la tercera
fase� de broadcasting des del representant a cada cicle� La segona fase� de
gossiping entre representants� es pot fer tamb�e en log � � 
 etapes� de�nint
els camins a partir de l�algorisme G�� de la manera seg�uent�

Etapa �� La longitud de la comunicaci�o �es �� � 	 � 	�

Per a i � �� �� �� �� el v�ertex Ri � �i � � intercanvia informaci�o amb
el v�ertex Ri�� � �i� 	� a trav�es del cam�� �i� �� �i � 	
� �i � 	��

Etapa �� La longitud de la comunicaci�o �es �� � 	 � 
�

Per a i � �� �� �� �� el v�ertex Ri � �i � � intercanvia informaci�o amb
el v�ertex Ri�� � �i�
� a trav�es del cam�� �i��� �i� 	
� �i� 	�� �i�
	�� �i � 	�� �i � ��� �i � ��� �i � 
	� �i � 
��

Etapa �� La longitud de la comunicaci�o �es 	 ja que ���	 �  i Ri�� � Ri���

Per a i � �� �� �� �� el v�ertex Ri�� � �i� � intercanvia informaci�o amb
el v�ertex Ri � �i� � a trav�es del cam�� �i� �� �i � �� �i � ��
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Figura ��	� L�anell cordal C�	��	� � 	�� amb els camins de l�etapa � de la
fase de gossiping�

En la �gura ��	 hi ha representats els camins de l�etapa �� En cada etapa�
el conjunt de camins s�on aresta�disjunts�

De la mateixa manera� per a un valor qualsevol de d i per a ordre
�n � �d � 	��� es poden triar com a components d�acumulaci�o els d � 	
cicles Ci � f�d � 	�i� �d � 	�i � 	� � � � � �d � 	�i � dg amb i � � � � � d� de
longitud d � 	� i com a v�ertex d�acumulaci�o de la component Ci el v�ertex
Ri � �d� 	�i� d� 	�

Aix�� entre el cicle Ci i el cicle Ci�� hi haur�a
d� 	

�
arestes�

f�d� 	�i� �� �d � 	�i� �g� f�d� 	�i� �� �d � 	�i� 		g� � � � �
� � � � f�d � 	�i � d� 	� �d � 	�i� d� �g� f�d � 	�i � d� �d� 	��i � 	�g�

L�algorisme 
F requereix dlog�d�	�e per a la primera fase� d�acumulaci�o
en els representants de cada cicle� i dlog�d�	�e etapes per a la tercera fase�
de broadcasting des del representant a cada cicle�

Per a la segona etapa� de gossiping entre representants� les crides es
de�neixen a partir de l�algorisme G�� El nombre d�etapes �es dlog�d� 	�e� i
en l�etapa j cadascun dels representants de sub��ndex parell i� Ri� intercanvia
informaci�o amb el representant de sub��ndex senar i� �j � 	� Ri��j���

Per tant� s�ha de de�nir per cada crida un cam��� de manera que els que
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corresponen a una mateixa etapa siguin dos a dos aresta�disjunts� Gene�
ralitzant els camins de�nits per a C�	��	� � 	�� es de�neix per a un cert
sub��ndex i i una longitud �� el cam�� entre Ri i Ri��� denotat per Pi�i���
per la seg�uent uni�o de camins�

Pi�i�� � P� 	 P� 	 � � � 	 P�
amb

Pk � Ri�k � �k�Ri�k � �k � d�Ri�k � d� 	 si � � k � �

i
P� � Ri�� � ���Ri�� � ��� 	� Ri�� � ��� �� � � � � Ri�� � d�Ri��

Si � � k � �� el cam�� Pk comen�ca en Ci�k i acaba en Ci�k��� i el �nal de
Pk �es igual a l�origen de Pk��� ja que Ri�k � d � 	 � Ri�k�� � ��k � 	��
A m�es� el cam�� P� �es un cam�� en el cicle Ci��� des de Ri�� � �� �ns al seu
v�ertex d�acumulaci�o� Ri��� sempre i quan �� � 	 � d� ja que el v�ertex m�es
petit de Ci�� �es Ri�� � d � 	� Aix�� doncs� la condici�o �� � 	 � d� �es a dir�

� �
d� 	

�
� �es la condici�o que assegura que els camins estan ben de�nits� De

fet� la longitud ha de ser com a molt igual al nombre d�arestes que hi ha
entre un cicle i el seg�uent�

Ara� en l�etapa j de la segona fase� si

�j � 	 �mod d� 	� � d� 	

�

aleshores es de�neix la longitud de la comunicaci�o per

� � �j � 	 �mod d� 	�

i els camins en aquesta etapa s�on

Pi�i��� per a cada i parell

Per�o si resulta
d� 	

�
� �j � 	 �mod d� 	�

aleshores es de�neix la longitud de la comunicaci�o per

� � d� 	� ��j � 	 �mod d� 	��

i els camins en aquesta etapa s�on

Pi�i��� per a cada i senar

�Es a dir� tal com en la tercera etapa de l�algorisme per a C�	��	� � 	�� els
camins van de v�ertex senar a v�ertex parell� Aix�o assegura que els camins
estan ben de�nits�
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Figura ���� L�anell cordal C�	��	� �	� 	��

El conjunt de camins d�una etapa s�on aresta�disjunts� i com que el nom�
bre d�etapes �es dlog�d � 	�e� el temps total de l�algorisme �es dlog�d� 	�e �
dlog�d � 	�e � dlog�d � 	�e � �dlog �ne � log�d � 	� � O�	�� Donat que en
aquest cas la bisecci�o del graf �es exactament d � 	 �vegeu la secci�o ����
l�algorisme �es �optim�

Per a un anell cordal d�ordre �n i corda d � n qualsevol� es proposa
un algorisme que �es una generalitzaci�o del que acabem de descriure quan
d � 	 �es l�arrel de l�ordre� La descomposici�o es basa tamb�e en els cicles
de longitud d � 	 de la forma �i� �i � 	� � � � �i � d que cont�e el graf� per�o
apareixen diversos casos segons que d� 	 divideixi l�ordre o no� i en funci�o
del resultat d�aquesta divisi�o�
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����� Descomposici�o de C�n���� d� ��

Es distingeix en C�n��	� d� 	� un conjunt de a � b �n
d��c cicles de longitud

d� 	� disjunts denotats per C�� � � � � Ca��� amb�

Ci � fi�d � 	�� i�d � 	� � 	� � � � � i�d � 	� � dg�
Si �n � a�d � 	� � b amb b parell entre � i d � 	 � aleshores C�n��	� d� 	�
es pot descomposar en els a cicles C�� � � � � Ca��� i un cam�� amb b v�ertexs�
amb un conjunt addicional d�arestes que enllacen aquests subgrafs�

En el cicle Ci � fi�d � 	�� i�d � 	� � 	� � � � � i�d � 	� � dg� es diu que el
v�ertex i�d � 	� � j �es el v�ertex j��essim� per a � � j � d� �Es f�acil observar
que el v�ertex � de Ci �es adjacent als v�ertexs 	 i d de Ci� A m�es� per a

tot i� � � i � b �n
d��c � 	� els cicles Ci i Ci�� comparteixen

d� 	

�
arestes�

Entre aquestes arestes�
d� 	

�
s�on de tipus fx� x�dg i nom�es una �es de tipus

fx� x� 	g� Per a cada valor de j parell entre � i d� el v�ertex j��essim de Ci

�es adjacent al v�ertex �j � 	���essim de Ci�� per una aresta de tipus d� En la
�gura ��	 es pot veure la descomposici�o de C�	��	� � 	� i en la �gura ��� la
de C�	��	� �	� 	��

Per a la de�nici�o de l�algorisme de gossiping es consideren dos casos�
�n � a�d � 	� i �n � a�d � 	� � b amb � � b � d � 	� Per a aquests dos
casos� es de�neixen les components d�acumulaci�o utilitzant la descomposici�o
en cicles donada m�es amunt� Despr�es es tria per a cada component un
v�ertex d�acumulaci�o� I �nalment� s�estableixen els camins que corresponen
a comunicacions entre v�ertexs d�acumulaci�o de�nides pels algorismes G� o
G	 de gossiping en el graf complet� A m�es es comprova que els camins aix��
de�nits� en cada etapa� s�on dos a dos aresta�disjunts�

En tots els casos� r denota el nombre de components d�acumulaci�o i s
l�ordre de la component m�es gran�

����� Cas �n � a�d� ��

Les components d�acumulaci�o estaran constitu��des de manera natural per
grups de cicles del conjunt C�� � � � � Ca��� El nombre de cicles de cada com�
ponent d�acumulaci�o dep�en del par�ametre a�

Si a � d � 	 aleshores hi ha a components� �es a dir� r � a� Cadascuna
d�elles �es un cicle de d� 	 v�ertexs i� per tant� s � d� 	�

Si a � d � 	 aleshores hi haur�a d � 	 components� �es a dir� r � d � 	�
Dividint a per d�	� es pot escriure a � ��d�	��
 amb � � 
 � d�	�
Aleshores hi ha 
 components que s�on de la uni�o de ��	 �d�	��cicles
consecutius i les altres d� 	�
 components s�on la uni�o de � �d�	��
cicles consecutius� Per tant� s � ��d�	� si 
 � �� i s � �c�	����	�
en cas contrari� En qualsevol cas� s � �d� 	��� � 	��
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Les components s�etiqueten entre � i r�	� En la component k��esima� els
cicles s�etiqueten entre 	 i  � on  �es el nombre de cicles en la component k�
Denotant per �k� i� j� el v�ertex j del i��esim cicle de la component k��esima�
els v�ertexs d�acumulaci�o s�on els v�ertexs de la forma �k� 	� d � 	��

Com que totes les components s�on connexes i hi ha un cam�� hamiltoni�a
amb origen al v�ertex d�acumulaci�o� les fases d�acumulaci�o i broadcasting
requereixen dlog� se etapes� utilitzant en cada component l�algorisme de�nit
en ����� Es pot passar� per tant� a la fase de gossiping� Per cada etapa de
l�algorisme de gossiping en un graf complet �G� o G	�� hi ha d�haver un
conjunt de camins de la forma Pi�i�� mod r� on � �es la longitud de la
comunicaci�o� �es a dir� el nombre de components que s�atravessen entre dos
v�ertexs d�acumulaci�o que comuniquen� I en cada etapa� aquesta longitud �es
la mateixa per a tots els camins�

Cam�� Pi�i��� donada la longitud �

Per a � � d� 	

�
� es de�neix Pi�i�� mod r� com la uni�o de � � 	 camins

denotats per P �i� ��� P �i� 	�� � � � � P �i� ��� on P �i� k� indica el cam�� que enlla�ca
la component i� k amb la component i� k � 	� i es deineix de la manera
seg�uent�

	� Si � � k � �� 	� aleshores hi ha dos casos�

si la component i � k �es un �unic cicle de d � 	 v�ertexs� aleshores
P �i� k� � f�i� k� 	� d� 	� �k�� �i� k � 	� 	� d� 	� �k � 	�� �i�
k � 	� 	� d � 	� �k � ��g�

si la component i�k �es la uni�o de  cicles de d�	 v�ertexs� aleshores
P �i� k� � f�i� k� �� d� 	� �k�� �i� k� � � 	� d� 	� �k � 	�� �i�
k� ��	� d�	��k�� � � 	� � � � � �	g	f�i�k� � d�	��k�� �i�
k � 	� 	� d � 	� �k � 	�� �i � k � 	� 	� d � 	� �k � ��g�

�� Si k � �� aleshores P �i� �� �es un cam�� en la component i� �� del v�ertex
�i� �� 	� d� 	� ��� al v�ertex �i� �� 	� d� 	�� passant pel �i� �� 	� ���

La condici�o �� � d � 	 assegura que els camins estan ben de�nits� En
cada etapa de la fase de gossiping de l�algorisme es pot de�nir l�intercanvi
d�informaci�o a trav�es d�aquests camins�

	� Si el nombre de components �es parell es procedeix com en el cas �n �
�d � 	��� En l�etapa j� el v�ertex d�acumulaci�o de sub��ndex parell i
intercanvia informaci�o amb el v�ertex d�acumulaci�o de sub��ndex senar

i��j�	 �mod r�� Si �j�	 �mod r� � d� 	

�
� l�intercanvi es realitza

a trav�es dels camins Pi�i�� mod r� amb � � �j�	� per a tot i parell�
Si �j�	 �mod r� 	

d� 	

�
l�intercanvi es realitza a trav�es dels camins
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Pi�i�� mod r� amb � � r � ��j � 	 �mod r�� � d� 	

�
� per a tot i

senar�

�� Si el nombre de components �es senar� r � �r��	� i l�etapa �es la primera
o l��ultima� Aleshores els representants de sub��ndex i i i� r�� per 	 �
i � r�� intercanvien informaci�o mitjan�cant els camins Pi�i�r� mod r��

amb r� � d� 	

�
�


� Si el nombre de components �es senar� r � �r��	 per�o es tracta d�una
de les etapes intermitges� Aleshores les components n�� � � � � r � 	� on
n� � r� o n� � r� � 	 �es senar� s�uneixen en una de sola� I per a
aquestes etapes� hi haur�a un nombre parell de components�

Finalment� nom�es cal veure que els camins de�nits d�aquesta manera s�on
dos a dos aresta�disjunts�

Lema �� Donats dos camins qualssevol Pi�i�� i Pj�j��� amb i � j� els
camins s
on arestadisjunts� sempre i quan i� � �� j�

Demostraci
o� Nom�es s�ha de veure que� quan dos camins atravessen una
mateixa component� ho fan per v�ertexs diferents� Per simetria es suposa
que i � �� i que per a k � � es compleix j � k� Aix��� P ��� k� i P �j� k � j�
atravessen tots dos la component k del graf� S�ha de veure que no tenen
v�ertexs en com�u�

En P ��� k� hi ha v�ertexs amb tercera component R��k o b�e R��k�	�
mentre que en P �j� k� j� hi ha v�ertexs amb tercera component R��k��j
o b�e R� �k � �j � 	� que s�on diferents quan j �� �� com �es el cas� �

����� Temps de l�algorisme en el cas �n � a�d� ��

El nombre d�etapes de l�algorisme �es �dlog� se � dlog� re � �dlog� �ne �
dlog� re�O�	�� Quan �n � a�d�	�� hi ha dos valors en funci�o de la relaci�o
entre a i d�

Si a � d� 	� aleshores r � d� 	 i s � ��� 	��d � 	�� i es t�e

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � dlog� de�O�	�

Si a � d� 	� aleshores r � a i s � d� 	� i es t�e

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � dlog� ae�O�	�

���� Cas general

Sigui C�n��	� d� 	� un anell cordal� amb �n � a�d�	�� b i � � b � d� Com
que �n i d� 	 s�on parells� b �es tamb�e parell� Hi ha dos casos a considerar�
a � b�� i a � b���
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Cas a � b��

Un graf de tipus A �es un subgraf de l�anell cordal indu��t per un conjunt de
d�
 v�ertexs consecutius� el primer dels quals �es parell� Un subgraf de tipus
A cont�e dues arestes de tipus �x� x� d� i d�� arestes de tipus �x� x�	�� Si
i �es el v�ertex m�es petit en un subraf H de tipus A� aleshores s�anomena el
v�ertex i� j v�ertex j��esim de H �el v�ertex � de H �es incident als v�ertexs 	
i d en H��

Hi ha dos casos que depenen del par�ametre a� En tots dos casos� el graf
es separa en a� b�� cicles de d� 	 v�ertexs i en b�� grafs de tipus A � �es a
dir� amb d� 
 v�ertexs�

Si a � d�	� aleshores hi ha a components� Si � � i � b���	� la component
i �es un subgraf de tipus A� Ai� Si b�� � i � a� 	� la component i �es
un cicle de longitud d�	� Ci� El graf �es la uni�o de subgrafs consecutius

A�� A�� � � � � Ab����� Cb��� � � � � Ca��

I per a cada i� � � i � a� 	� el subgraf d���ndex i d�aquesta seq�u�encia
es connecta als subgrafs d���ndexs i� 	 i i� 	� m�odul a� per �c� 	���
arestes�

Si a � d� 	� aleshores hi ha d� 	 components� Cadascuna de les compo�
nents cont�e com a molt un subgraf de tipusA� mentre que pot contenir
alguns cicles� Es divideix a per d� 	� escrivint a � ��d� 	� � 
� amb
� � 
 � d�	� Aleshores� les primeres 
 components estan constitu��des
per �� 	 subgrafs consecutius� i les altres d� 	� 
 components per
� subgrafs consecutius� A m�es� nom�es el primer dels subgrafs en les
primeres b�� components �es un subgraf de tipus A�
Aix��� si � � i � b���	� la component i �es la uni�o Ai� Ci��� � � � � Ci��i de
subgrafs consecutius� on Ai �es un subgraf de tipus A� i Ci�j un cicle
de longitud d�	� Mentre que si b�� � i � c� 	� la component i �es la
uni�o Ci��� Ci��� � � � � Ci��i de cicles de longitud d� 	� El valor de  i �es
� si i � 
 � 	� i �� 	 altrament�

El graf es pot descriure per la seq�u�encia seg�uent�

A�� C���� � � � � C����� �z �
component �

� A�� C���� � � � � C����� �z �
component �

� � � �

� � � Ab����� Cb������� � � � � Cb������b����� �z �
component b����

�

Cb����� Cb����� � � � � Cb����b��� �z �
component b��

� � � � � Cd����� Cd����� � � � � Cd����d��� �z �
component d��

�

En cada component� s�etiqueta amb un 	 el subgraf de tipus A i els
cicles amb �� 
� � � �
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La component k t�e �k� 	� d � 	� com a v�ertex d�acumulaci�o si no cont�e
subgraf de tipus A� i �k� 	� d � 	� altrament�

Les fases d�acumulaci�o i broadcasting es realitzen com en el cas anterior�
amb l�algorisme de ����� ja que cada component �es connexa i cont�e un cam��
hamiltoni�a amb origen el v�ertex d�acumulaci�o� Es pot passar� doncs� a la
fase de gossiping� Com en els casos anteriors� per cada etapa de l�algorisme
de gossiping en un graf complet hi ha d�haver un conjunt de camins de la
forma Pi�i�� mod r� on � �es la longitud de la comunicaci�o� �es a dir� el
nombre de components que s�atravessen entre dos v�ertexs d�acumulaci�o que
comuniquen� I en cada etapa� aquesta longitud �es la mateixa per a tots els
camins�

Com en el cas anterior� per a � � c� 	

�
de�nim P �i�i�� com la uni�o

de � � 	 camins denotats per P ��i� ��� P ��i� 	�� � � � � P ��i� �� on P ��i� k�� per
� � k � �� es de�neix de la manera seg�uent�

	� Si la component i � k � 	 no cont�e un graf de tipus A o b�e k � ��
aleshores P ��i� k� � P �i� k�� tal com s�ha de�nit en la secci�o ����
�

�� Si k �� � i la component i� k � 	 cont�e un graf de tipus A� aleshores
es consideren quatre casos�

si la component i � k cont�e nom�es un graf de tipus A� aleshores
P ��i� k� �es el cam�� f�i� k� 	� d� 	� �k� ��� �i� k�	� 	� d� 	�
�k � 	�� �i � k � 	� 	� d � 	� �k�g�

si la component i�k cont�e nom�es un cicle de d�	 v�ertexs� aleshores
P ��i� k� �es el cam�� f�i� k� 	� d� 	� �k�� �i� k�	� 	� d� 	� �k�
	�� �i � k � 	� 	� d � 	� �k�g�

si la component i� k t�e un graf de tipus A i  � 	 cicles de d � 	
v�ertexs� aleshores P ��i� k� �es el cam�� f�i�k� 	� d�	��k���� �i�
k� �� d�	��k�	�� �i�k� �� d�	��k�g	f�i�k� �� d�	��k�� �i�
k� ��	� d�	��k�	�� �i�k� ��	� d�	��k�� � � �� � � � � �	g	f�i�
k� � d�	��k�� �i�k�	� 	� d�	��k�	�� �i�k�	� 	� d�	��k���g��

si la component i� k t�e  cicles de d� 	 v�ertexs� aleshores P ��i� k�
�es el cam�� f�i� k� �� d� 	� �k�� �i� k� � �	� d� 	� �k� 	�� �i�
k� ��	� d�	��k�� � � 	� � � � � �	g	f�i�k� � d�	��k�� �i�
k � 	� 	� d � 	� �k � 	�� �i � k � 	� 	� d � 	� �k � ��g�

Com abans� �es f�acil veure que a cada etapa de la fase de gossiping l�in�
tercanvi d�informaci�o es pot realitzar utilitzant els camins que s�acaben de
de�nir� A m�es� en una etapa tots els camins tenen la mateixa longitud� Per
tant� el lema ��� diu que el conjunt de camins corresponents a una etapa
s�on dos a dos aresta�disjunts�

Lema �� Donats dos camins qualssevol P �i�i�� i P �j�j��� amb i � j� els
camins s
on arestadisjunts� sempre i quan i� � �� j�
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Demostraci
o� La demostraci�o �es an�aloga de la del lema ��	� Nom�es cal veure
que� quan dos camins atravessen una mateixa component� ho fan per v�ertexs
diferents� �

Cas a � b��

Com que b � d � 	� aix�o implica que a � �d � 	���� Hi haur�a a cicles de
longitud c�	 i un cam�� de longitud b� El graf C�	��	� � 	� de la �gura ���
�es un exemple d�aquest cas� Ara el nombre de components �es r � a � 	�
Les components 	 � � � a contenen un d� 	�cicle i la component � �es el cam��
de b v�ertexs� El v�ertex j del cam�� de longitud b en la component � t�e
etiqueta ��� 	� j� i els v�ertexs en les altres components estan etiquetats com
en la secci�o anterior� Prenent ara �k� 	� b � ��� k � � � � � a� com a v�ertexs
d�acumulaci�o� hi ha b�� � 	 arestes que connecten la component r� 	 amb
la component ��

Amb aquesta descomposici�o la de�nici�o de l�algorisme es pot fer com en
el cas �n � a�d� 	� i a � d� 	�

����� Temps de l�algorisme en el cas general

El nombre d�etapes de l�algorisme �es �dlog� se � dlog� re � �dlog� �ne �
dlog� re�O�	�� Quan �n � a�d� 	� � b� els valors d�aquesta cota depenen
de la relaci�o entre a i d� i de b�

Si a � b���

Si a � d� 	� aleshores r � d� 	 i s � ��� 	��d� 
�� i es t�e

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � dlog� de�O�	�

Si a � d� 	� aleshores r � a and s � d� 
� i es t�e

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � dlog� ae�O�	�

Si a � b�� � �d� 	���� aleshores r � ba��c � 	 i s � ��d� 	�� i es t�e

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � dlog� ae�O�	�

��� Optimalitat de l�algorisme

En aquesta secci�o s�analitza �ns a quin punt les cotes superiors de g�EDP
donades pel temps de l�algorisme s�on ajustades� Com que la cota inferior
coneguda dep�en de l�aresta�bisecci�o del graf� per a aquesta an�alisi es fan
servir les cotes superiors de la bisecci�o calculades en la secci�o ���

Si C�n��	� d� 	� t�e aresta�bisecci�o k� a i b s�on els dos enters tals que
�n � a�d � 	� � b amb � � b � d� i q i r s�on els dos enters tals que
�n � q�d� 	� � r amb � � r � d� 
� es tenen els resultats seg�uents�
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Cota inferior de g�EDP � Vegeu ���� ���

�dlog� �ne � log� k � log� log� k � � � g�EDP �C�n��	� d� 	��

Cota superior de k� Del lema ���� i el teorema ��� de la secci�o ���

En qualsevol cas� k � d� ��

A m�es� si a � q� aleshores k � minf�a� b� 	� d� �� bg � d� �

i si a � q � 	 i �q � d� 	 aleshores

si b � � aleshores k � �a� 	 � d� ��

altrament k � �q � 	 � d� ��

Cota superior de g�EDP � De l�algorisme presentat en aquest cap��tol�

�� a � d� 	

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � log� d�O�	�

�� a � d� 	

g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � log� a�O�	�

Sempre que es tingui g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne � log� x�O�	��
si es pot assegurar que x �es una cota superior de l�aresta�bisecci�o� �es a dir�
si k � x� aleshores es pot concloure que� d�una banda l�algorisme �es �optim�
i de l�altra� x �es� de fet� l�aresta�bisecci�o �llevat una constant��

Per tant� en el cas a � d � 	� l�algorisme �es �optim� i d � � �es l�aresta�
bisecci�o� De fet �es d � 	 si a �es parell i d � � si a �es senar� En el cas
a � d�	� hi ha dues possibilitats� que corresponen als casos del teorema ����
Si a � q � 	� resulta k � �a� 	 o b�e k � �q� l�algorisme �es tamb�e �optim� i
la cota superior obtinguda �es l�aresta�bisecci�o�

Finalment� el cas que queda �es el cas en qu�e a � q� que �es equivalent a
dir �a� b � d� 	� En aquest cas� la cota superior per g�EDP �C�n��	� d� 	�
no �es prou bona� i �es probable que l�algorisme es pugui millorar� A m�es� aix�o
fa que no es pugui assegurar que la cota superior de k trobada �es ajustada�



Cap��tol �

Conclusions

En aquest cap��tol� es d�ona un resum de les aportacions d�aquest treball i es
descriuen alguns problemes oberts� amb un apunt sobre el possible desen�
volupament de treballs posteriors�

��� Aportacions d�aquesta tesi

Aquesta tesi tracta de les propietats dels anells cordals de grau 
� que s�on
grafs de Cayley sobre el grup di�edric� Aquest grup no �es commutatiu� per�o
els seus elements satisfan bones relacions� A m�es� la seva relaci�o amb el grup
c��clic fa que els anells cordals tinguin molt a veure amb els grafs circulants�
anomenats tamb�e� per alguns autors� anells cordals�

Una part important del treball �es l�estudi de les propietats estructurals
dels anells cordals� mentre que en una segona part es donen algorismes d�en�
caminament amb bones propietats i d�intercanvi d�informaci�o entre tots els
nodes o gossiping� Aquestes dues parts del treball estan interrelacionades�
ja que les propietats estructurals dels grafs s�utilitzen en les de�nicions i en
l�an�alisi dels algorismes que es proposen en la segona part i� a la vegada�
l�estudi de les comunicacions ha motivat el plantejament de problemes de
caire m�es te�oric� com la classi�caci�o per isomor�sme dels anells cordals� la
caracteritzaci�o del seu grup d�automor�smes o el c�alcul de l�aresta�bisecci�o�

Part de l�inter�es d�aquest treball �es l��us de les tessel�lacions per a la
representaci�o dels grafs� Aquesta eina s�ha revelat molt �util en l�estudi de
propietats m�etriques i de problemes en qu�e s�han d�establir camins entre els
nodes� ja que en facilita la visualitzaci�o� Les altres fam��lies que han estat
estudiades per diversos autors mitjan�cant tessel�lacions del pla s�on� sobretot�
els grafs circulants de grau �� en qu�e s�utilitzen quadrats per representar els
v�ertexs� i els de grau �� en qu�e s�utilitzen hex�agons� Per als anells cordals
de grau 
 s�han utilitzat triangles� En particular� es veu com la tessel�laci�o
determina totalment el graf� i les propietats del graf es tradueixen en propi�
etats de la tessel�laci�o�



�
� Conclusions

M�es concretament� es poden destacar els resultats seg�uents�

���� Propietats estructurals

En el cap��tol � es presenten les propietats estructurals dels anells cordals�

En les seccions ��	 i ���� s�estableix la de�nici�o dels grafs� que es deno�
taran per C�n�a� b� c�� i es demostra que s�on grafs de Cayley sobre el grup
di�edric i que es poden veure com ��cicles generalitzats de grafs circulants� En
l�apartat ��
 es presenta la tessel�laci�o associada a un anell cordal� l�eina que
es fa servir en gaireb�e tots els resultats posteriors� Aquesta representaci�o
geom�etrica ja ha estat utilitzada per altres autors per veure que l�ordre

m�axim d�un anell cordal de di�ametre senar D �es mD �

D� � 	

�
� i que les

cordes s�on a � �	� b � 
D i c � 	� A m�es� es demostra que les translacions
d�un anell cordal com a graf de Cayley es poden veure com isometries del
pla� De fet� per�o� els resultats interessants d�aquest cap��tol es troben en les
seccions ���� ��� i ���� per una banda� que constitueixen l�article �	��� i la
secci�o ��� que ha donat lloc al report de recerca �	��

En l�apartat ��� es fa una an�alisi dels ��cicles i ��cicles del graf� a partir
d�una descripci�o en termes de la tessel�laci�o� El resultat es resumeix en
dos teoremes� El teorema ��	
 diu que� llevat dels anells cordals amb ordre
� i �� nom�es els anells cordals de la forma C	k��k � 	� 	��	� i els de la
forma C�n�	��	� 
� tenen cicles de longitud �� El primer d�aquests casos �es
interessant ja que est�a constitu��t pels anells cordals que tenen automor�smes
que no es poden veure com isometries del pla� L�exist�encia de diferents
tipus de ��cicles es resumeix en el teorema ��	�� En primer lloc� s�observa
l�exist�encia de cicles de la forma abcabc� anomenats hex�agons� en tots els
grafs de la fam��lia� I el teorema diu que si l�ordre �es m�es gran que 	�� hi ha
nom�es tres possibilitats� o b�e els �unics ��cicles s�on els hex�agons� o b�e el graf
�es de la forma C�k��k � 	� 	�� o b�e el graf �es de la forma C�n�	��	� ���

Com a conseq�u�encia d�aquests teoremes� es pot determinar el color de
les arestes i assignar valors a les cordes d�un anell cordal� sabent nom�es
en quants ��cicles est�a continguda cada aresta� o en quants ��cicles� si n�hi
ha� Utilitzant aquesta propietat� es d�ona un algorisme de reconeixement en
temps lineal�

Una altra conseq�u�encia d�aquests teoremes �es que la tessel�laci�o deter�
mina completament el graf� Es pot dir� doncs� que dos anells cordals s�on
isomorfs si i nom�es si tenen la mateixa tessel�laci�o� �es a dir� les mateixes equa�
cions del reticle de zeros� A partir d�aquesta caracteritzaci�o� en l�apartat ���
es determina el grup d�automor�smes d�un anell cordal� En la majoria dels
casos el grup d�automor�smes �es el conjunt de les translacions� En alguns
casos� per�o� hi ha tamb�e automor�smes que no conserven la coloraci�o de les
arestes� Quan els colors es permuten� per�o la partici�o de les arestes �es la
mateixa� els automor�smes es poden veure en el pla com simetries axials o



	� Aportacions d�aquesta tesi �
�

rotacions� Aix�o es demostra en els lemes ��	� i ��	��

Tanca la secci�o el teorema ����� l�enunciat del qual es pot resumir com
segueix� El grup d�automor�smes de C�n�a� b� c� �es� el conjunt de transla�
cions� en el cas m�es general� el grup generat per les translacions i una simetria
axial si el graf �es isomorf a C	km��m�	� 	� �m����	�� amb mcd���m� � 	� o

b�e a C�km��m�	� 	�m���	�� amb mcd�m� ��m

�
� � 	� el grup generat per

les translacions i el gir d�angle
�



si el graf �es isomorf a C�n��	� �l � 
� 	��

amb n � 
�� � 
� � 	� o b�e a C�n�	 � ��� � ��� �� � 	� 	�� amb � senar i
n � 
���
���� o b�e un grup que cont�e automor�smes que no conserven la
partici�o de les arestes en colors� �es a dir� que no corresponen a isometries de
la tessel�laci�o� si el graf �es isomorf a C	k��k�	� 	��	�� Donat que l�estudi del
grup d�automor�smes ha sorgit a partir de preguntar�se quan un anell cordal
�es arc�transitiu� val la pena remarcar que� els anells cordals arc�transitius
s�on precisament els �optims per als quals s�ha donat l�encaminament i l�estudi
de la vulnerabilitat en el cap��tol 
�

L�apartat ��� cont�e un m�etode per decidir si dos anells cordals s�on
isomorfs� on es d�ona expl��citament l�isomor�sme� Pels resultats dels dos
apartats previs� es t�e que dos anells cordals s�on isomorfs si i nom�es si els
seus grafs de triple lla�c associats s�on �Ad�am�isomorfs� �es a dir� C�n�a� b� c� i
C�n�a

�� b�� c�� s�on isomorfs si i nom�es si hi ha un element inversible de Zn�
�� tal que a� � b� � ��a� b� i b� � c� � ��b � c�� L�isomor�sme dep�en dels
valors de mcd�a� b� �n�� mcd�b� c� �n� i mcd�c� a� �n��

La secci�o �� �es la darrera d�aquest cap��tol� L�objectiu d�aquest apartat
�es el c�alcul de l�aresta�bisecci�o dels anells cordals� Per a C�n��	� d� 	� s�han
pogut trobar cotes superiors ajustades� que s�han utilitzat en el cap��tol �
per a l��analisi de l�algorisme de gossiping�

En el teorema ���� q i r denoten el quocient i la resta de la divisi�o
entera de �n per d � 	� �es a dir� �n � q�d � 	� � r amb � � r � d � 
�
An�alogament� q� i r� denoten el quocient i la resta de la divisi�o entera de
�n per d�	� �es a dir� �n � q��d�	�� r� amb � � r� � d� 	� Amb aquesta
notaci�o� la aresta�bisecci�o de C�n��	� d� 	�� k� dep�en dels valors de q� r� q� i
r�� si q� � q� aleshores k � minf�q��r��	� d���r�g � d��� si q� � q�	
i �q � d � 	 aleshores� quan r� � �� k � �q� � 	 � d � �� i quan r� �� ��
k � �q � 	 � d � �� en els altres casos� k � d � � �es la cota superior m�es
petita que es pot trobar�

La demostraci�o �es constructiva� i els conjunts bisectors que es donen es
basen en la representaci�o dels cicles del graf mitjan�cant la tessel�laci�o� Com�
parant el temps de l�algorisme de gossiping en el mode de comunicaci�o de
camins aresta�disjunts que es proposa en el cap��tol �� amb les cotes inferiors
conegudes per a la complexitat del problema del gossiping en aquest mode
de comunicaci�o� es pot veure que aquestes cotes s�on ajustades�



�
� Conclusions

���� Comunicacions

Els cap��tols 
 i � contenen els resultats sobre problemes de comunicacions
en anells cordals�

El cap��tol 
� que a donat lloc a l�article �	��� �es la de�nici�o d�un encamina�
ment consistent de camins m�es curts per als anells cordals de di�ametre senar
donat i ordre m�axim� i l�estudi de la seva vulnerabilitat� En el cap��tol �� que
constitueix l�article �	��� es proposa un algorisme de gossiping en el mode de
camins aresta�disjunts i es veu que aquest algorisme �es �optim en gaireb�e tots
els casos� Aquest �es l��unic cap��tol en qu�e no s�han utilitzat les tessel�lacions
del pla� Com ja s�ha comentat m�es amunt� en l��analisi de l�algorisme es fan
servir les cotes de l�aresta�bisecci�o calculades en el cap��tol ��

En el cap��tol 
 es considera� donat D senar� l�anell cordal de di�ametre

D i ordre mD �

D� � 	

�
� Sobre la rajola associada al graf� es de�neix

un encaminament de camins m�es curts� ��x� y�� que preserva les rotacions

d�angle
�



per a parelles de v�ertexs a dist�ancia com a molt D�	� La rajola

centrada en un v�ertex es divideix en tres zones� de manera que� establint les
comunicacions a trav�es de �� un node intermig d�un cam�� podria calcular a
trav�es de quina aresta ha d�enviar el missatge en funci�o de la situaci�o del
node al qual el missatge va destinat�

En l�apartat 
�� es veu que en cas de fallada d�un o dos v�ertexs es poden
rede�nir les comunicacions punt a punt mitjan�cant el mateix encaminament
en nom�es dues etapes� Aix�o sempre es pot fer si es poden determinar v�ertexs
centrals� La proposici�o 
�� de demostraci�o senzilla� diu que per a tot v�ertex
z hi ha un v�ertex v tal que v �es ��� fzg��central� En la proposici�o 
��
es consideren conjunts de dos v�ertexs� L�enunciat diu que per a qualsevol
parella de v�ertexs x� y hi ha un v�ertex v tal que v �es ��� fx� yg��central�

Per a la demostraci�o d�aquestes proposicions es fa servir el lema 
���
En aquest lema es d�ona una expressi�o dels v�ertexs de la frontera de la
rajola tenint en compte que� com que l�encaminament no �es bidireccional�
els arbres d�encaminament des d�un v�ertex i cap a un v�ertex s�on diferents�
Aix��� es de�neixen el conjunt Linf � f�i �A � �l � i� �B� � � i � lg 	
fi �B � �l � i� �C� � � i � lg 	 fi �A � �l � i� �C� � � i � lg i el conjunt
Lsup � fi �A � �l � i� �B � a� � � i � lg 	 f�i �B � �l � i� �C � a� � � i �
lg 	 f�i �A � �l � i� �C � a� � � i � lg � Aleshores� L � Linf 	 Lsup� que
�es el conjunt de v�ertexs de grau 	 en els arbres d�encaminament ���� z� i
��z� ��� �es la frontera de la rajola centrada al v�ertex �� Per tant� el v�ertex
� �es ��� L��central� ja que per a qualsevol v�ertex z �� L els camins ���� z� i
��z� �� no contenen cap element de L�

Si F �es un conjunt de v�ertexs� per veure que un v�ertex v �es ��� F ��central
n�hi ha prou amb veure que� centrant la rajola al v�ertex v els v�ertexs del
conjunt F queden situats a la frontera de la rajola� �Es a dir� n�hi ha prou
amb veure que �v���F � � L�



	� Problemes oberts �
	

S�ha vist que l�encaminament aqu�� de�nit t�e bones propietats� ja que
apro�ta l�aresta�transitivitat dels grafs i� com es comenta en la secci�o seg�uent�
s�est�a utilitzant per a l�estudi de l���ndex �optic dels anells cordals�

Finalment� en el cap��tol � es proposa un algorisme de gossiping en el
mode de comunicaci�o EDP � En aquest model es sap que si G �es un graf
hamiltoni�a d�ordre n aleshores el temps de broadcasting de G �es b�EDP �G� �
dlog� ne� i tamb�e que si Gn�k �es un graf d�ordre n i aresta�bisecci�o k�
aleshores el temps de gossiping satisf�a les desigualtats �dlog� ne � log� k �
log� log� k � � � g�EDP �Gn�k� � �dlog� ne�

L�algorisme parteix d�una descomposici�o del graf en subgrafs hamilto�
nians de mida r� en els quals es pot fer broadcasting i acumulaci�o en temps
dlog� re� En cadascun d�aquests subgrafs es tria un v�ertex representant� Si el
nombre de components �es s� es tracta de trobar camins aresta�disjunts entre
els representants que puguin simular les etapes d�un algorisme de gossiping
en el graf complet Ks en temps dlog� se� Aix�o d�ona un algorisme en tres
fases� acumulaci�o en els representants� gossiping entre els representants i
broadcasting des dels representants� en temps �dlog� se� dlog� re�

Considerant els anells cordals de la forma C�n��	� d� 	�� la corda d d�ona
de manera natural una descomposici�o del graf en cicles de longitud d � 	�
C�� � � � � Ca��� amb Ci � fi�d � 	�� i�d � 	� � 	� � � � � i�d � 	� � dg� Si �n �
a�d � 	� � b amb b parell entre � i d � 	� aleshores C�n��	� d� 	� es pot
descomposar en els a cicles C�� � � � � Ca��� i un cam�� amb b v�ertexs� amb un
conjunt addicional d�arestes que enllacen aquests subgrafs�

Com es veu en la secci�o ����
� el cas �n � �d � 	�� �es el m�es senzill�
Per a la resta de casos� es fa una generalitzaci�o� que permet donar en la
secci�o ��
� a partir dels apartats ����� i ����� i de les cotes per a l�aresta�
bisecci�o donades en la secci�o ��� el resultat seg�uent sobre l�optimalitat de
l�algorisme�

Si a � d�	� aleshores� g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne�log� d�O�	��
el valor de l�aresta�bisecci�o �es k � d � 	 si a �es parell i k � d � � si a �es
senar� i l�algorisme donat �es �optim�

Mentre que� si a � d�	� aleshores� g�EDP �C�n��	� d� 	�� � �dlog� �ne�
log� a � O�	�� per�o el valor de l�aresta bisecci�o dep�en de q i r� del teo�
rema ���� Si a � q � 	� resulta k � �a � 	 o b�e k � �q i l�algorisme
�es tamb�e �optim� per�o si a � q� que �es equivalent a dir �a � b � d � 	� la
cota superior per g�EDP �C�n��	� d� 	�� no �es prou bona� i �es probable que
l�algorisme es pugui millorar�

��� Problemes oberts

���� Anells cordals

Quant a les propietats de la fam��lia de grafs estudiats� �es clar que alguns
problemes no han quedat completament resolts� S�han fet servir resultats
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d�altres autors quant al nombre m�axim de v�ertexs que t�e un anell cordal
quan es �xa el di�ametre ����� Malgrat que aquesta cota sembla ser correcta�
i en el cas de di�ametre senar se�n t�e una demostraci�o senzilla� no s�ha trobat
la demostraci�o per al cas de di�ametre parell� Tampoc es t�e un resultat
complet quant al c�alcul del di�ametre d�un anell cordal qualsevol� Nom�es
s�han trobat en la literatura alguns resultats per a valors concrets de l�ordre
i de les cordes ��	��

El c�alcul exacte de l�aresta�bisecci�o �es tamb�e un problema encara obert�
Com ja s�ha observat en la introducci�o de la secci�o �� dedicada al c�alcul de
cotes superiors per a aquest par�ametre� la di�cultat d�aquest problema �es
provar que una cota superior �es prou ajustada ���� En aquest sentit s�est�a
treballant� fent servir les tessel�lacions per veure que la con�guraci�o en el pla
dels conjunts bisectors constru��ts �es la millor possible� Cal observar per�o que
el treball que s�est�a realitzant paral�lelament sobre encaminaments �optics
podria donar algun resultat ja que hi ha una relaci�o entre l�aresta�bisecci�o
d�un graf i el seu ��ndex de transmissi�o� Aquests problemes es comenten m�es
avall�

Un altre problema� aquest amb un plantejament m�es general� �es el de la
relaci�o d�aquests grafs amb els grafs circulants� Per exemple� es poden de�nir
els anells cordals a partir dels grafs circulants� I s�ha vist en la secci�o ���
que dos circulants no isomorfs poden donar el mateix anell cordal� Aix��� una
pregunta a fer�se �es� quina �es la relaci�o que satisfan dos grafs circulants per
tal que els anells cordals que de�neixen siguin isomorfs�

���� Generalitzacions

La primera generalitzaci�o d�una fam��lia de grafs que apareix de manera
natural� i m�es encara quan es tracta de grafs de grau tan petit� �es la de�nici�o
de grafs amb la mateixa estructura per�o amb grau m�es gran� Aix�� apareixen
els grafs de Cayley sobre el grup di�edric amb grau qualsevol� Quin inter�es
podria tenir l�estudi d�aquests grafs� m�es enll�a del pur exemple de graf de
Cayley sobre un grup no commutatiu amb bones propietats� Els v�ertexs
d�un anell cordal de grau 
 es poden representar per ternes �x� y� z�� tals que
x � y � z � � si el v�ertex �es parell i x � y � z � 	 si el v�ertex �es senar�
Generalitzar aquesta construcci�o a un nombre m�es gran de coordenades
equival a demanar grau m�es gran� A partir d�aquesta manera de veure els
grafs de Cayley sobre el grup di�edric� sorgeixen algunes q�uestions de caire
combinatori� i tamb�e de caire geom�etric� amb la pregunta potser m�es dif��cil
de si es pot trobar un equivalent de la representaci�o amb tessel�lacions quan
el grau �es m�es gran� La comparaci�o� quant a bones propietats� amb altres
fam��lies de grafs i� en particular amb els grafs circulants� passa per l�estudi
dels par�ametres cl�assics com el di�ametre� la connectivitat i la bisecci�o�

Una altra generalitzaci�o basada en la tessel�laci�o del pla mitjan�cant tri�
angles� es troba de�nint els grafs mitjan�cant isomor�smes locals� Aix�o vol



	� Problemes oberts �
�

dir partir del graf in�nit donat per la tessel�laci�o amb triangles on cada trian�
gle representa un v�ertex diferent� i donar les regles que permeten identi�car
v�ertexs� Amb aquesta de�nici�o� cada graf de la fam��lia t�e una tessel�laci�o
associada� I la majoria d�aquests grafs s�on anells cordals� Qu�e hi ha doncs
de nou� S�obtenen� a m�es dels anells cordals� els grafs connexos correspo�
nents a equacions del reticle que no satisfan la condici�o de connexi�o i que�
per tant� no s�on anells cordals� Com que les simetries s�assemblen molt a
les simetries dels anells cordals� un problema a resoldre �es si s�on grafs de
Cayley i sobre quin grup�

���� Comunicacions

En la part de propietats din�amiques hi ha alguns problemes oberts� en alguns
dels quals s�est�a treballant�

Quant a comunicacions globals� el problema del broadcasting en mode
tel�efon ha estat resolt de manera �optima� per al problema del broadcasting
en el model EDP hi ha algorismes �optims v�alids per a qualsevol graf� i el
problema del gossiping es resol en aquesta tesi� Per tant� un problema que
es podria resoldre �es el del gossiping en el mode tel�efon� que resta obert� aix��
com treballar en altres models� Igualment es podria treballar amb altres
models� com el model allport�

Sobre encaminaments� hi ha dos problemes oberts importants en relaci�o
a aquesta tesi� El primer �es la de�nici�o d�encaminaments per a anells cordals
no �optims i l�estudi de la vulnerabilitat� El segon �es l�estudi d�encamina�
ments �optics�

En les dues seccions seg�uents es comenta en quin punt es troba el treball
realitzat sobre cadascun d�aquests dos temes�

���� Vulnerabilitat d�encaminaments en el cas no 	optim

Per a D � �l � 	 senar� l�anell cordal de di�ametre D i ordre m�axim �es

CmD
��	� 
D� 	�� amb ordre mD �


D� � 	

�
� El seu graf de triple lla�c as�

sociat �es TNl
�
l � 	� 	���
l � ���� on l�ordre �es Nl �

mD

�
� 
l� � 
l � 	�

Aquest �es� justament� el graf de triple lla�c de di�ametre l i ordre m�axim� En
aquest graf de triple lla�c� un v�ertex a dist�ancia d del v�ertex � es troba en un
�unic hex�agon a dist�ancia d de l�origen� prenent com origen un dels hex�agons
que contenen el v�ertex �� com es mostra en la secci�o 	���	� Prenent tots els
hex�agons a dist�ancia com a molt l de l�origen� no hi haur�a v�ertexs repetits�

Amb l�anell cordal� no passa el mateix� Tal com s�ha vist en la secci�o ��
�
�
en la rajola associada al graf hi ha tots els triangles a dist�ancia com a molt
D� 	 de l�origen� i dels triangles a dist�ancia D nom�es en cont�e uns quants�
Aix�o fa que en els 
D triangles a dist�ancia D de l�origen hi ha els l � 	
v�ertexs a dist�ancia D del v�ertex �� per�o repetits� En aquest cas� per�o� s�ha
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pogut �xar un encaminament i trobar per a aquest encaminament v�ertexs
centrals quan fallen un o dos v�ertexs� Per�o l�encaminament trobat no �es
bidireccional� i s�ha hagut de tenir en compte els camins d�anada des d�un
v�ertex� i els camins de tornada cap a un v�ertex� Aquests s�on els resultats
que es presenten en el cap��tol 
�

Quan es �xa un di�ametre parell� D � �l� es sap que l�ordre m�axim d�un

anell cordal amb aquest di�ametre �es m�es petit que

D�

�
� que �es la cota que

s�obt�e fent els c�alculs de la mateixa manera que en el cas de di�ametre senar�

Tamb�e es coneix que hi ha anells cordals d�ordre mD �

D�

�
�D i di�ametre

D� L�ordre m�axim �es mD si tots els anells cordals d�ordres entre mD i

D�

�
tenen di�ametre m�es gran que D� De fet� aix�o es compleix en tots els

exemples que s�han pogut estudiar�

En tot cas� per a un anell cordal de di�ametre parell i ordre m�axim no
passa el que passava per als de di�ametre senar� Ara� el graf de triple lla�c
associat no t�e ordre m�axim respecte del di�ametre� Aix�o fa que hi hagi m�es
v�ertexs del graf repetits en la rajola que cont�e tots els triangles a dist�ancia
D de l�origen� Per tant� la rajola es pot de�nir de m�es d�una manera� Per
a de�nir un encaminament� doncs� el primer que s�haur�a de fer �es �xar la
rajola� �es a dir� decidir quins dels triangles que contenen un mateix v�ertexs
es consideraran� El pas seg�uent �es de�nir els camins� segons la posici�o dels
v�ertexs en la rajola� Treballant d�aquesta manera� es redueixen les possibil�
itats per a la de�nici�o de l�encaminament� per�o n�hi ha moltes m�es que en
el cas de di�ametre senar� I en tots els casos que s�han estudiat� no ha sigut
possible trobar v�ertexs centrals�

L�estudi del cas general passa per la resoluci�o del problema en el cas
particular� per�o no �optim� dels anells cordals de di�ametre parell i ordre
m�axim�

��� Encaminaments 	optics

Donat un encaminament en una xarxa� una de les mesures de la seva e�ci�encia
�es el seu comportament quan hi ha diverses comunicacions simult�anies� Si
dos o m�es camins volen passar per un mateix node o utilitzar un mateix en�
lla�c� en el model est�andard de comunicaci�o no poden fer�ho simult�aniament�
Per a l�estudi d�aquests problemes� s�introdueix el concepte de c�arrega d�un
v�ertex o d�un arc� i l���ndex de transmissi�o d�un graf �
��� Alguns resultats
sobre aquests par�ametres es troben en ��
� ����

Degut als aven�cos tecnol�ogics� les xarxes �optiques amb tecnologia WDM
estan actualment en el punt de mira de molts treballs �	�� 
��� En aques�
ta mena de xarxes� un enlla�c �optic pot ser utilitzat per comunicacions si�
mult�anies� gr�acies a la utilitzaci�o de diferents longituds d�ona� Llavors� un
problema important �es determinar quantes longituds d�ona s�on necess�aries
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�

com a m��nim en la xarxa per tal d�evitar con�ictes� Aquest nombre s�ano�
mena ��ndex �optic del graf� �Es clar que si en un graf es t�e de�nit un en�
caminament� el m��nim nombre de longituds d�ona necess�aries per a aquest
encaminament �es com a m��nim la c�arrega m�axima de les arestes� L���ndex
�optic �es per tant m�es gran o igual que l���ndex de transmissi�o per arestes�

Determinar l���ndex �optic d�un graf �es un problema complicat� �ns i tot en
grafs amb bones propietats de simetria ���� i alguns resultats sobre encami�
naments �optics s�on conjectures que estan per provar �	��� En aquest sentit�
s�est�a treballant en l�estudi de l���ndex de transmissi�o i l���ndex �optic dels
anells cordals� i es tenen alguns resultats quan els grafs s�on arc�transitius
que� com s�ha vist en la secci�o ���� s�on els anells cordals �optims�
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