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Capitulo 3

Conectividad de digrafos y
grafos bipartitos densos

3.1 Introduccion

El problema abordado en este capitulo es el estudio de la conectividad de digrafos
y grafos bipartitos densos. En todo este capitulo, G = (V, A), V = Uy U U},
denotara un digrafo bipartito (simple y finito) con conjunto de partes de vértices
Us, Uy, y conjunto de arcos A, los cuales representan elementos diferentes de
Up x Uy 0 Uy x Uy.

Recordemos que el nimero maximo de vértices de un digrafo bipartito con
grado méximo A # 1y didmetro D (cota de Moore) es

AD+1 -1 .
2ﬁ, Dlmpa:r
VIs{ o
A A
oy e

En [34] se probé que esta cota s6lo puede ser alcanzada cuando D < 4. En este
articulo se present6 ademaés la construccién de una familia que da lugar a digrafos
bipartitos densos. Concretamente, dados d, n, enteros positivos con d < n, el
digrafo bipartito BD(d,n) tiene como conjunto de vértices V = Z, x Z, =
{(ayi);a € Zo,i € Z,}, y cada vértice (a,i) es adyacente a los vértices del
conjunto

T*(a,4) = {(@, (=1)°d(i + a) +t); t=0,1,...,d— 1}
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34 Conectividad de digrafo's y grafos bipartitos densos

0,1)

(1,3) |
Figura 3.1: Digrafo BD(2,5)

donde 0 =1y 1= 0. La Figura 3.1 muestra el digrafo BD(2, 5).

Cuando D = 3,4y n = dP~1 + dP~3, el digrafo BD(d,n) tiene didmetro D y
de aqui que su orden alcance la cota de Moore |V| = 2n. Para D > 5 se obtienen
digrafos bipartitos densos, ya que el orden de los digrafos BD(d, d°~! + dP3) es
m4s grande que (d* — 1)/d* veces la cota de Moore. Ademés los célculos llevados
a cabo en [34] para evaluar D mostraron que [log;n] < D < [log,n] + 1, asi
como que el pardmetro ¢(BD(d,n)) > D — 2, ya quei de hecho los digrafos linea
LBD(d,n) = BD(d,dn), y en consecuencia L”~*BD(d,d? + 1) = BD(d,dP~! +
dD—3)_ :

En todo el capitulo se supone que el digrafo bipa,i'tito G es conectado, y por
tanto 6(G) > 1. Como hemos dicho al principio, nuestro propésito es el estudio de
la conectividad k = k(G) y arco-conectividad A = A(@) de digrafos bipartitos con
grado méximo A y didmetro D con gran cantidad de vértices. En relacion con este
problema hay trabajos recientes en el marco general de digrafos densos que han
mostrado que, cuanto mas grande sea el orden més altas son las conectividades.
Por ejemplo, Imase, Soneoka y Okada [45] probaron las siguientes implicaciones.

k< 6sin < k{p(A,D-1)+A};
A< 6sin < Mp(A,D—-2)+A+1},

donde p(A, D) = 1+ A+ A?+..-+ AP En virtud de estos resultados, podemos
deducir las siguientes condiciones suficientes para que un digrafo G sea maximal-
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Introduccién e S 35

mente conectado:

k=6 sin>(6— 1){p(A,D—- 1) +A}; : (31)
A=6 sin>(6—1){p(A,D—-2)+A+1}.

En relacién con el pardmetro ¢, en [23] se dieron los resultados ya comentados en
el Teorema 1.5.1 del Capitulo 1, que intuitivamente podemos interpretar en el sen-
tido de que cuanto maés pequertio sea el didmetro mas altas son las conectividades.
Posteriormente, Fiol en [27, 28] agrupé las ideas de los anteriores resultados para
dar condiciones de‘tipo mixto (sobre el orden n y el pardmetro £) para alcanzar
conectividades médximas. Por ejemplo, en el caso de digrafos d-regulares estas
condiciones son las siguientes.

k=d sin>dP~H'42d" - 2d+1, (3.2)
A=d sin>dPt+2df -2

Cuando ¢ = 1 estos resultados suponen una mejora respecto a los dados por
(3.1). De hecho se prueba también en estos articulos que son las mejores posibles
al menos para diametro impar en el caso de la vértice-conectividad, proponiendo
como ejemplo los digrafos generalizados de Kautz, estudiados en profundidad por
Homobono y Peyrat en [44]. Ejemplos particulares muestran lo mismo para la
arco-conectividad.

En lo referente a digrafos bipartitos se ha hecho mucho menos trabajo hasta
ahora. No obstante, en el caso de digrafos bipartitos d-regulares, Aider [1] probd
los siguientes resultados.

kK=d sin>2(dD“1—1); 3.3
A=d sin>2dP-2 (3:3)

que pueden compararse con los de (3.2) para £ = 1.

Como ya hemos comentado en el capitulo anterior, las condiciones suficientes
sobre el didmetro para digrafos bipartitos son las siguientes:

k=6 siD<2¢

A=6 siD<2+1. (3.4)

Estos resultados se hallan en [31, 26] y también en [5]. Obsérvese que las cotas
mejoran en una unidad respecto a las dadas en el Teorema 1.5.1 para el caso
de digrafos en general. Esto es asi precisamente porque en un digrafo bipartito
entre dos vértices sélo hay caminos de la misma paridad. A modo de ejemplo
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podemos aplicarlos a los digrafos anteriormente citados, BD(d,n). Como estos
digrafos cumplen que £ > D —2, es ficil verificar que si D > 4 son maximalmente
conectados, y, si D > 3 son maximalmente arco-conectados.

! .
En las secciones siguientes agruparemos las ideas expuestas sobre digrafos
bipartitos para obtener condiciones de tipo mixto 51m11ares a las dadas en [27 28].
Este trabajo se encuentra en [6).

Notaciones y resultados similares se aphcan a graflos y algunos de ellos serdn
revisados en la tltima seccién. ’

3.2 Digrafos bipartitos densos

|
Esta seccién estd dedicada a derivar nuevas condicioﬁes de tipo mixto suficientes
para asegurar méxima conectividad en digrafos bipartitos densos. Estas condi-
ciones unifican y mejoran los resultados conocidos de Aider [1] y también los
contenidos en {31]. En primer lugar, vamos a considerar el caso de la vértice

conectividad. j

Teorema 3.2.1 Sea G un 'dz'gmfo ‘bz'partito con pardmetro £, didmetro D, orden
n, grados mdzimo y minimo A y 6, respectivamente, y conectividad k. Entonces,
st Kk <6, |
f
(i) n<k{p(A,&)+p(A,D-£-1)-2}+2, si6>3;

(@) n < p(A, ) +p(A,D—2—1) =1+ J{AH! - AD#1} g1 6 =2.

Demostracion: Sea G = (V, A), V = UpUUj, un diérafo bipartito. Para probar
(¢) sea F' un conjunto desconectador minimo de G, es decir, [F| = k. Entonces,
el conjunto V' \ F puede ser partido en dos fragmentos V=, V* tales que G — F
no tiene arcos desde V~ a V*. Podemos consideralf a su vez una particién de
los fragmentos V~ y V* en subconjuntos V;, 1 < :1 SuyVi,1<35< 4,
segln su distancia hacia F' y desde F, éstoes, V; = {z € V™ : d(z,F) = i}
yV/={z e V*: d(F,z) = j}, (Vo = Vj = F). Nétese que |V;| < A|V;_4],
1<ispylViI<AV |, 1<j <. Como cualquler camino desde V- a V+
atraviesa F', la distancia desde un vértice en V, a uno en V, es al menos p + u'
y por tanto D > p+ p'. Sin pérdida de generalidad, lsupongabmos que p < ' (si
no, usamos el digrafo inverso de G).
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Bajo las anteriores condiciones, se probé en (23] y también en [31] que si u <
¢ — 1 entonces |F| = k > §, contradiciendo nuestras hipétesis. La demostracién
es como sigue: Si g < £ — 1, consideremos un vértice z € V,, y § de sus vecinos
de salida 1,Zo,...,Z5. Sea f; € F un vértice a minima distancia desde ;.
Puesto que |F| = k < §, debe ser f; = f; para ciertos ¢ # j. Entonces habria
dos caminos de longitud i o p + 1 contradiciendo la definicién de ¢, ya que
p<d(z, fi) <1+d(z, fi) <1+p <L

Luego podemos suponer que x > £, y, en consecuencia, y < g/ < D —pu <
D-¢.
(a) u>€+1. Entonces ' < D—-pu<D-£-1.

(1) SiV)_,_; =0, éstoes,si g’ < D—£~2 el orden n = |V| de G debe
satisfacer

@ ©

n = Z:olvil +J,2_?OIV}’I —|F| < s{p(A,p) +p(A, 1) =1} <

K{p(&, 1) +p(B, D —£-2) — 1} = x{p(A,0) + p(A, D= £~ 1) - 2}+

k{ 3 Af— AD-14 1) < k{p(A, £) + p(A, D — £~ 1) — 2},

i=0+1

T —art <1 2R S <o
yvaque D—{¢—-1>¢+1.

puesto que 1+

(a.2) Si V5_,_; # 0, podemos considerar un vértice y € V},_,_,;. Como todos
los caminos desde z € V, a y atraviesan F debe ser d(z,y) > d(z, F) +d(F,y) =
p+D—-£€—-1>4+1+4+D—-£¢—-1= D. Por tanto, p = £ + 1. Ademds, para
todo z € Vpu1, I't(z) C V;; en caso contrario, sea ' € I't(z) N V4. Como antes,
todos los caminos desde z’ a y atraviesan F, y por eso d(z’,y) = D. Entonces,
tendriamos dos caminos diferentes desde z a y, uno de longitud D y el otro,
zz' — y, de longitud D + 1, lo cual es imposible en un digrafo bipartito. Luego,
para todo z € Vpyq, I't(z) C Vj, lo cual implica que |[Vp4q| < -%IVA. De un modo
similar, probamos que para cualquier vértice y € Vj5_,_;, I (y) C Vj_p_a, ¥y PO
consiguiente |V},_,_;| < 2|V}_,_,|- De esta manera obtenemos que

£ D-£-2
n= S Vl+ 5 V= IFl+ Vel +[Vpol <
i= j=

“{P(A,e) +p(A, D—-¢-2)— 1} + %{A“l + AD-e_1} _
K{p(D,0) + p(A, D — £ — 1) — 2} + S{A%1 4 AD=t-1} 4 {1 — AP~¢-1} <
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s{p(4,€) +p(A,D —£-1) -2},
Ae+1. AD —£-1

+1<

1
puesto que S{A“l + AP} 41 - AP

AE+1 Ae+1 41
— - -D=—+1=(2-8=

(b) u=£. Entonces W <D-{D> 2£+1 Ahora, para todo & € V,, Tt (z)NV, #
(; en caso contrario consideremos § de sus vecinos dé salida, z1,23,...,Zs, Y S€8
fi € F el vértice a minima distancia de cada z;. Entonces, como |F| < § habria

dos caminos diferentes de longitud ¢, a saber, zz; — f; y xz; — f;, donde i # j,

+1<0, yaqueD>2@+2y6>3.

fi = fj, lo cual contradice la definicién del pardmetro £. Este hecho implica que
Vi_o = 0, puesto que G es bipartito. Ademds, el maxgmo cardinal de V,UV},_,_,
se puede reducir en al menos k — 2. En efecto, dados € V; y 4 de sus vecinos de
salida, 1,2, ..., Zs, algunos de ellos deben estar en rV;_», lo que significa que hay
un f; € F tal que d(z, f;) = £+1, y hay un f; € F tal que d(z, f;) = £. Por tanto,
FQ—FnUo#QYFl FﬂUl#(D SeaFo {fl, --,fa})Flz{fa+1:--~afn}
y consideremos los dos casos siguientes.

(b.1) Si el didmetro D es impar, sabemos que losé vértices de la misma parte
estdn como mucho a distancia D — 1. De aqui que, los caminos cortos f; — f1,
t=2,...,0,y ft = fe,t=a+1,...,6—1deben ser ide longitud < D — 1. Estos
caminos deben tener algin arco (o, ;) con su vértice inicial a; en algin Vj,
0<j <D-{-1,y su vértice terminal 5, en algﬁri Vi,, 0 <4y < £. De hecho,
debe ser 0 < j, < D—{—2, o bien, 0 < i, < £—~1, de lo contrario, si a; € Vj,_,_,;
y B; € Vg, tendriamos que D — 1 > d(f;, f) = d(ft,at!f) +1+d(B, f) > D, donde
f = fi, o bien, f = fx, lo cual es una contradiccién. Vamos a considerar los
posibles casos siguientes: :

o Si, para algin ¢, oy € Vj;, 0 < jy < D —£~2, entonces |V} | < kAJH+ —
asi pues, [VH_,_;| < chD “1 .

e Si, para algin ¢, a; € V}_,_,, entonces f; € V;;con 0 < i < ¢~ 1y, como
antes, |Vy| < kAf — 1.

e Si, para ciertos t1,...,8, 0y, = - = 0y, = Oy € Vb_,_,, entonces o, € V;,
0<i<l-1,y|Vp_oy| S kAP-E1—(b=-1), de aqui que |[Vp|+|Vp_,_,| <
k(A + APy _p, l

Por tanto, de todo lo anterior concluimos que, paraicada a;, 2 <t < k-1, el
méximo cardinal del conjunto V;UV},_,_, se puede reducir en al menos uno. Asi

|
|
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pues,
-1 Dot-2 ,
n= Eo Vil + ,E:o Vil = |F|+ Vel + [VD_pa| <
k{p(D,0—1)+p(A,D—-£0-2) -1+ A+ AP-¢1} - (k-2) =
k{p(A,0) +p(A,D—-£€—-1) -2} + 2.

(b.2) Si el didmetro D es par, los vértices de diferentes partes estdn a lo sumo -
a distancia D — 1. Por eso, ahora consideramos los caminos més cortos f; — fi,
t=a+1,....,6—1,y fi = fc, t =2,...,a. Entonces, razonando como antes,
obtenemos el resultado deseado.

(#7) Cuando 6 = 2, sea F = {f} un minimo conjunto desconectador. Entonces
g > £+ 1; de otro modo, si u = £ debe ser I'*(z) NV, # O para todo z € V,,
porque hay un tnico camino corto desde = a f de longitud £. Pero en este caso
sea ' € I't(z) NV, entonces d(z’, f) = £ y habria un camino desde z a f de
longitud ¢, y otro camino zz’ — f de longitud £ + 1, lo cual no es posible en un
digrafo bipartito. Por tanto, f+1 < u< W <D—-u<D-¢-1,D > 20+ 2.
Ademdés, para todo z € V,,, debe ser I'* () NV, = §; de otro modo tendrfamos un
camino desde z a f de longitud p y otro de longitud p + 1, lo cual es imposible
en digrafos bipartitos. Entonces |V,| < %ﬁ. Anélogamente, para todo y € V,,

I~(y)NV, =0,y de aqui que |V | < 9—25'—1. Asi pues
w2l w1 1 7
n="S IVI+"E V]I = IF|+ Vil + V] <
1= J:

p(A,u—1)+p(A,D—u_1)_1+_A_“_+_2_A_Lz_ﬁ= |

AF — AL ADE_AD-e A4 AD-H
A-1 A~1 + 9 <

p(A)+p(A,D—£¢—-1)—1+ %{Aeﬂ _ AD—e-1},'

puesto que la funcién ¢(u) = A + AP~# es decreciente en el intervalo [(+1, D —
£-1]. O

p(A, 0 +p(A,D—0—1)—1+

En el siguiente corolario se da una condicién suficiente sobre el nimero de
vértices para que un digrafo bipartito G alcance maxima conectividad.

Corolario 3.2.2 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, orden
n, grados mdzimo y minimo A y 6, respectivamente, y conectividad k. Entonces,
k=20 si
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Figura 3.2: Dos representaciones de un digrafo blpartlto 3-regular de 14 vértices
con didmetro 3 y conectividad 2 '

/]

(i) 623 yn>(E-1){p(A0)+p(AD—t-1)-2}+2;
(i) 6 =2 yn>p(A,€) +p(A,D—£—1) - 1+ L{AH+ — AD-¢-1} O

Ademas, si G es d-regular obtenemos la s1gu1ente condicién para que G sea
maximalmente conectado. ,
i

Corolario 3.2.3 Sea G un digrafo bipartito d'regulaﬁ‘ con pardmetro £, didmetro
D, orden n, y conectividad k. Entonces, |

(i) k=d sid>3yn>dP-t4+d"* —2d+2;
() k=2 sid=2yn>3(2+20t2_1). O

Nétese que cuando ¢ = 1, el resultado anterior m;ejora la condicién de Aider
(3.3). Disponemos de algunos ejemplos particulares que muestran que este resul-
tado es el mejor posible. Por ejemplo, la Figura 3.2 muestra dos representaciones
pictéricas de un digrafo bipartito 3-regular con didmetro D = 3, cuyo orden es
n=dP~14+d?—2d+2 = 14 y tiene conectividad k = 2. Otros ejemplos de di-
grafos bipartitos 2-regulares se muestran en la Figura: 3.3, también representados

de dos formas diferentes. |
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&

Figura 3.3: Dos representaciones de dos digrafos bipartitos 2-regulares de 8 y 14
vértices con conectividad igual a 1

Aplicando la técnica del digrafo linea al Teorema 3.2.1, podemos obtener
también una condicién suficiente sobre el nimero de arcos para que G tenga
méxima arco-conectividad. Es decir, como se establecié en el Capitulo 1, el
digrafo linea k-iterado L*G tiene didmetro D + k y £(L*G) = £+ k. Por tanto,
sustituyendo estos valores en el Teorema 3.2.1 y usando el hecho de que un digrafo
es bipartito si y sélo si su digrafo linea lo es, estamos preparados para establecer
las condiciones anteriormente mencionadas sobre el nimero de arcos de G.
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©

Figura 3.4: Dos representaciones de un digrafo bipart}ito 3-regular de 16 vértices
con didmetro D = 4 y arco-conectividad A = 2

|
Corolario 3.2.4 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro ¢, didmetro D, nimero
de arcos m, mdzimo y minimo grados A y & respectivamente, y arco-conectividad
A. Entonces, si A < 6, .'

(i) m<Mp(AL+1)+p(A,D—£—-1)~2} 42, 56> 3;
() m < p(A L+ 1) +p(A, D —£—1) — 1+ 1{AM2 - AD-t-1} 5i5 =2,
Demostracién: Supongamos que el resultado no efs cierto. Entonces existiria

un digrafo bipartito G = (V, A) con m arcos, para’.jmetros 6, A, ¢, Dy arco-
conectividad A < § tal que '

m > Mp(A £+ 1) +p(A,D—-£0-1) -2} +2.
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Entonces su digrafo linea LG, tendria n’ = m vértices, grado minimo 8, grado
méximo A, didmetro D' = D+1, pardmetro ¢’ = £+1, y conectividad ' = )\ < 6,
satisfaciendo '

n' > &'{p(A, ) +p(A, D' — ¢ - 1) -2} + 2,

lo que contradice el teorema anterior. El caso § = 2 se prueba andlogamente. O

Cuando el digrafo G es d-regular tiene m = dn arcos, de donde podemos
deducir el siguiente corolario.

Corolario 3.2.5 Sea G un digrafo bipartito d-regular con pardmetro £, didmetro
D, orden n, y arco-conectividad A. Entonces,

A=d si n>dP¢14¢gHt1 -2 0O

Cuando £ = 1, el resultado anterior mejora la condicién de Aider (3.3). La
Figura 3.4 muestra dos representaciones de un digrafo bipartito 3-regular con
didmetro D = 4, orden n = d°~2+d? — 2 = 16 y arco-conectividad A = 2, lo que
significa que la cota obtenida es éptima.

Sea G un digrafo bipartito d-regular (d > 1) de orden n, didmetro D y £(G) =
¢. Teniendo en cuenta que el orden del digrafo linea k-iterado es d*n, de los
resultados anteriores deducimos las siguientes condiciones suficientes para que el
digrafo linea k-iterado sea maximalmente conectado.

Corolario 3.2.6 Sea G un digrafo bipartito d-reqular, d > 1, con pardmetro ¢,
didmetro D, orden n, vértice y arco-conectividad k y A respectivamente. En-

tonces,
, _ dP=t —2d+2
(l) N(LkG) =d si k > logy W—”
- _ . D~¢-1 _ 2
(ii) M(L*G) = d si k > log, ——gm - U

A partir de este corolario deducimos los siguientes resultados que deben ser com-
parados con (3.4).

k(L*G) =d si k > D — £ — logy(n — d**1);
ML*G) =dsi k> D —£—1-logy(n— d?).

Podemos obtener una cota superior sobre el nimero de vértices de cualquier
digrafo bipartito G con arco-conectividad A < § usando un razonamiento directo
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|

similar al empleado en la demostracién del Teorema 3.2.1.

Teorema 3.2.7 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro ¢, didmetro D, orden

n, grados mdzimo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco-conectividad A.
|

Entonces, |

A<= n<Mp(A,0)+p(A,D—0-2)).

{
Demostracién: Sea G = (V,A), V = Uy U Ui, un digrafo bipartito y sea E
un conjunto minimo arco-desconectador de G, es de¢ir, |E| = A. Consideremos
los dos a-fragmentos que determina V=, V* y los confjuntos disjuntos de vértices
F={f,(f,fYe E}YyW={f,(f,f)e E}. A cé)ntinuacién definimos V; =
{er‘:d(:v,F)=i},0_<_i_<_u,ny={:c€V“:d(W,sc)=j},OS]’SV’,
.como en la demostracién del Teorema 3.2.1 (Ahora Vo = F y Vj = W). Luego
v+ v +1< Dy podemos suponer v < /. Como eni el Teorema 3.2.1, se puede
probar (ver [31]) que si.v < £~ 1 entonces |E| = A > 6, contradiciendo nuestra
hipétesis. Es decir, podemos suponer que v > £,y por%tanto, v<V<D-pu-1<
D — ¢ — 1. Tenemos los siguientes casos: |

(ayv>£¢+1. Entoncest' < D—-v-1<D-{ — 2. 8iVp_y_p =0, éstoes,
siv' < D—{¢-3,elorden n=|V|de G debe satisfacer

n= 3 Wl+ VIS Mp(A,0) + 28} <

Mp(A,v)+p(A,D—-£-3)} =
Mp(A, 0) +p(A,D—20-2)} + ,\{:%l Af — AD-8-2) <

Mp(A,0) +p(A,D - £ —2)}, |
ya que |
AVl _ A8 Detd 2-A Det9 A£+1]
a1 A T SEDAT Taopse
Si Vh_,_o # ©, podemos considerar un vértice y i€ V4_,_,. Como todos los
‘caminos desde z € V,, a y, deben atravesar E, debe ser d(z,y) > d(z, F) + 1+
d(F',y)=p+1+D—-£€—-22> D. Por tanto, p = £+ 1. Ademds, para todo
T € Vpu1, I'*(x) C V; en caso contrario, sea 2’ € I't(2)NV;4;. Como antes, todos
los caminos desde z’ a y deben atravesar E y también d(z’,y) = D. Entonces,
deberiamos tener dos caminos desde z a y, uno de longitud D y el otro, zz’' — vy,
de longitud D + 1, lo cual es imposible en un digrafo bipartito. Luego, para todo
T € Vi, [H(z) C V,, lo cual implica que |Vii| S‘ 41V,|. De un modo muy
|
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parecido, probamos que para todo vértice y € Vj_,_,, I'"(y) C Vj_,_3, ¥, por
tanto |Vj_,_s| < £|Vh__s]- De esta manera obtenemos que,

£ D—¢-3
n=.ZOIVi|+ _Zo Vil + [Veral + [Vhop—al <
= 7=

Mp(A,€) + p(A, D — £ — 3)} + 2{A%! 4 AD-£-2} —
Mp(A,€) +p(A, D — £ — 2)} + 2{AH 4 AD-6-2) _ \AD-t-2 <
Mp(A,€) +p(A, D - £—2)},

puesto que
AR — (5§ —1)AP~#2 < (2 - 6)A"! <0, ya que D > 20+ 3.

(b) v = ¢. Entonces v’ < D—£¢—1, D > 20+ 2. Ahora, para todo z €
Vi, It (z) NV, # 0; de otro modo se contradice la definicién del pardmetro
. Este hecho implica que V},_, ; = @, puesto que si existiese un vértice y €
V) —_e—1, tendriamos que, para todo z € V,, d(z,y) > d(z,F) + 1+ d(F',y) = D.
Considerando =’ € 't () NV, y puesto que todos los caminos desde z’ a y deben
atravesar ‘E, obtendriamos que d(z',y) = D, lo cual contradice el hecho de que
G es bipartito.

£ . D—¢-2
n=3%Vil+ & V| < Mp(A,6) +p(A,D—-¢-2)}. O
i= j=

Es interesante observar ya que n > %, que el teorema anterior también im-
plica los resultados del Corolario 3.2.4 y en consecuencia, también los del Coro-
lario 3.2.5. El préximo corolario proporciona una condicién suficiente sobre el
numero de vértices para asegurar maxima arco-conectividad en cualquier digrafo
bipartito.

- Corolario 3.2.8 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, orden
n, grados mdzrimo y minimo A y 6 > 1 respectivamente, y arco-conectividad \.
Entonces,

A=6 sin>(6-1D{p(A,0)+p(A,D—-£-2)}. O

3.3 Grafos bipartitos densos

Sea G un grafo. Soneoka, Nakada, Imase y Peyrat [55] probaron las siguientes
implicaciones.
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k<6 sin<k(A-1)P142
A<6 sin<AMp(A-1,D-2)+}+A-1

También demostraron que estas condiciones son las mejores posibles, al menos
para A = K = § y valores pequefios del didmetro. Los/resultados concernientes al
girth del grafo G fueron dados en [54] y [55].

' D <g-2, gimpar.
k=206 si ;

Dsg—3,gmd

D<g-1, gimpar.
A=06si ‘
D<g-2, gpar

Estas ideas fueron agrupadas para derivar zablgunasE condiciones suficientes que
asegurasen alta conectividad, lo cual mejoré en algunos casos los resultados an-
teriores. Ver (27, 28].

Ahora sea G = (V, A) un grafo bipartito con orden n, grado méximo A,
grado minimo 6 > 1, didmetro D, girth g, conectividad &, y rama-conectividad
A. Recuérdese que, en este caso, la cota de Moore para el nimero de vértices es

|
2D, A=2 .

VI < (A 1P -1

> 3.
Az 423

Aider [1] probé los siguientes resultados para el caso d-regular.

1

k=d sin>2dd-1)"7? para D> 3; )
(35
A=d sin>2((d-1)P"?+d*—d), para D > 5.

Como ya se sabe, el girth de un grafo bipartito cfebe ser par. Los resultados
correspondientes para grafos bipartitos en relacién con tal pardmetro, se encuen-
tran en [31] y fueron derivados directamente de (3. 4)

A=6si D<g-1.

!
|

!
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Por consiguiente, cualquier grafo bipartito con didmetro tres es mazimalmente
rama-conectado. Este resultado ya fue dado por Plesnik y Zndm en [51]. Ahora
vamos a dar algunas nuevas condiciones suficientes de tipo mixto para obtener
grafos bipartitos con altas conectividades, que, en general, mejoran los resultados
anteriores. ‘

Teorema 3.3.1 Sea G un grafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, ordenn,
grados mdzimo y minimo A > 3 y 6 respectivamente, y conectividad k. Entonces,

k<béb=>n<k{p(A-1,¢-1)+p(A-1,D-£¢-1)}.

Demostracién: Sea G = (V, A), V = Uy UU;, un grafo bipartito y sean F', V—,
V*, Vi 'y V] como en el Teorema 3.2.1. Ahora necesitamos la siguiente notacién:
Para cada f; € F, 1 < j<k,seal <a(f;)=|F(f)NV] <A 1Ld(fy) =
IT(f;) NV*| < A, donde a(f;) + a'(f;) < A, ésto es, a/(f;) < A —a(f;). Para
cada f; € F se definen los siguientes conjuntos, V;; = {z € V;|d(=z, f;) =i}, 1 <
j <k, 1 <4 < p. Entonces, tenemos |V;| < 5., [Visl < T5.; a(f5)(A - 1)"'1
Andlogamente, para cada 1 <1 </, V| S &5 d/(f)(A = 1)1 < 55, (A
a(£;))(A - 1)

Bajo las condiciones anteriores, se prueba en [23] y también en [31] que, si
p < £—1, entonces |F| = k > 6, contradiciendo nuestra hipétesis. Luego podemos
suponer p > £, y, por tanto, 4 < ' < D — p < D — {. Estudiamos los siguientes
casos:

(a) u>€+1,V)_, ,=0,éstoes, < D—¢—2. Entonces el orden n = |V|
de G debe satisfacer

K '
n=$ Wi+ £ Wi+ IR <

5 B el =17+ £ (A -a(f)(A -1 +r=

i=]j=1

i [VJ:

jglam)pm— Lp=1)+ 5 (A=a(f)pA =Ly~ +k <
k+kAp(A—~1,D—-£-3)<k{p(A-1,4-1)+p(A—-1,D—-L—-1)};
puestoque u < Y < D—-{-2,y,
Ap(A-1,D—¢-3)<(A-1)p(A-1,D-¢-3)<p(A-1,D—-£-1),
porque A > 3.

Si V)_,_; # 0, del mismo modo que para digrafos, considerando y € V,_,_;
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obtenemos que d(z,y) = D paratodoz € V, y en éonsecuencia u=£4+1 Es
decir, I'(z) € Vg, T(y) C V§_,_,. Este hecho implica que

A-1 A=1
|Vel, IVIIJ—l—ll < T‘Vﬁ—e—ﬂ-

WVerr| <

Por tanto,

v 2 D—£-2 '
n= LI L VI I+ Vel 4 V] €

£ Falf)a-1 T SA-alf))a -1

w43 Sal)(A - 1)+ (A -alf))(A - 1)’“‘;2}.

El lado derecho de la relacién anterior es maximo, cuando a(f;) =1, debido a
que £ < D — ¢ — 2. Luego tenemos que,

n < K{p(A—1,0-1)+p(A—1,D €~ 2)} + H{(A - 1)+ (A - 1)P-¢-1} <
s{p(A-1,6-1)+p(A-1,D~£-1)},

Ya que !
P(A=1,D—0-2)+ H(A— 1)+ (A—1)P-1) =
MA—JWD—K—D+%KA~1Y—M—JXA—LPQ”}ngL—LD—e—I)

(b) Cuando u = ¢, igual que en digrafos, tenemo}s ['(z)NVy # @ y entonces
Vh_, = 0. Por tanto,

g a(f;)(A - 1)1 + Di-é:el_ljél(A — (A1) +k <

Mm

K

1
j§a<f,>p<A—1 -1+ (A= alfHA-1,D—2-2)+x

J—l
Esta expresién es méxima cuando a(f;) = 1, puestc;' que ahora { < D - /¢ - 1.

Entonces, |

|
n<k{p(A-1,¢4-1)+p(A-1,D—-¢-1)}. O

Como para grafos bipartitos 2{+2 = g, el teorema; anterior puede ser reescrito
!

t
k<b=>n<k{p(A-1,%)+p(A-1,D-%)}

en términos del girth como

;
|
il
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Corolario 3.3.2 Sea G un grafo bipartito con girth g, didmetro D, orden n,
grados mdzimo y minimo A > 3 y 6 respectivamente, y conectividad k. Entonces,

k=206 si n>(6'—1){p(A-‘1,g%4)+P(A—LD—'%)}' D

El préximo teorema da una cota superior sobre el niimero de vértices para
cualquier grafo bipartito G con rama-conectividad A < 6, la demostracién sigue -
los mismos pasos que el Teorema 3.3.1.

Teorema 3.3.3 Sea G un grafo bipartito con pardmetro £, didmetro D, orden
n, grados mdzimo y minimo A > 3 y 6 respectivamente, y rama-conectividad .
Entonces,

A<§=>n<Mp(A-1,0+p(A—-1,D—€-2)}; O

Este resultado puede ser también reescrito en términos del girth del siguiente
modo.

Corolario 3.3.4 Sea G un grafo bipartito con girth g, didmetro D, orden n,
grados mdzimo y minimo A > 3 y 6 respectivamente, y rama-conectividad A.
Entonces,

A=6 sin>(6—1){p(A—-1,%2) +p(A-1,D-£2)}. O





