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Capitulo 4

Superconectividad

4.1 Introduccion

Sea G (# K}) un (di)grafo y z € V(G) un vértice con grado de salida [grado de
entrada] 6. Entonces el conjunto de vecinos de salida [vecinos de entrada] de z
se llama conjunto trivial, y es claramente un conjunto vértice-desconectador. El
(di)grafo G se dice que es super-« si es maximalmente conectado y cada conjunto
vértice-desconectador de orden minimo es trivial. Un conjunto trivial de arcos
se define anédlogamente, y un (di)grafo maximalmente arco-conectado se llama
super-) si cada conjunto arco-desconectador de orden minimo es trivial. Soneoka
probé en [53] que para valores dados del grado méximo A y del didmetro D,
si el orden n del digrafo es suficientemente grande no sélo se maximiza la arco-
conectividad, sino que también se minimiza el numero de conjuntos de arcos de
corte con orden minimo, ya que el digrafo es super-A. Las condiciones suficientes
que se dan para que un digrafo G sea super- son las siguientes.

Un digrafo G es super-Asi  n > 6{p(A,D —2) + 1} + AP, (4.1)

donde p(A, D) = 1+ A+ A?+...+ AP. Asimismo, sefiala que estas condiciones
suficientes permiten probar que el digrafo de Kautz K(d, D) es super-\. Ademaés
también prob6 en [53] que estas cotas son las mejores posibles al menos para
valores del didmetro D = 2 y 3. En el caso dirigido cohstruyé los digrafos G,
y G, d-regulares maximalmente arco-conectados, con orden n = 3d y 2d? + 2d
respectivamente, que tienen conjuntos arco-desconectadores de orden minimo no
triviales. A continuacién se describen estos digrafos y en la Figura 4.1 mostramos
dos ejemplos de estos digrafos G, y G, para d = 3.
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52 ! Superconectividad

e Los vértices del digrafo G; con didmetro D = 2 estdn partidos en tres
conjuntos disjuntos, Yy = {u;|1 < 7 < d}, Y = {n|l1 <i<d}, e
Y) = {w;|1 < i < d}. Los vértices en Y; constituyen un digrafo completo
Kg. Hay dos emparejamientos completos desde Yy a Yy, (us, v;), y desde Y/
a Yy, (wy,u;). Un vértice v; en Yj es adyacente a todos los vértices w; en
Y{,7=1,2...,d,y v; en Y] es adyacente desde itodos los vértices w;, j # 1
en Y/. Es evidente que el emparejamiento desde Yy a Y es un conjunto
minimo de arcos de corte no trivial.

¢ De un modo anélogo, los vértices del digrafo Gr; con didmetro D = 3 estan
partidos en cuatro conjuntos disjuntos, Yy = {u,l 1<i<d},Yy={uvl|1<
i <d), Y] ={w;|1<i<d1<j<d},e¥)={z;]1<i<d 1<
Jj £ d}. Los vértices en Y; constituyen un d-igfrafo completo K;. Hay un
emparejamiento completo desde Yy a Yy, (u;,v;). Un vértice v; en Y] es
adyacente a todos los vértices w;;, j = 1,2...,d, en Y{, un vértice w;; en
Y/ es adyacente a todos los vértices z;;, k=1, 2...,d,en Y,, y un vértice
z;; en Y, es adyacente a u; en Yy y a todo vg, k # 4, en Yy si j = 1. En
los demés casos z;; es adyacente a todos los v;lértices wi, k= 1,2...,d.
Es evidente que el emparejamiento completo desde Yy a Y es un conjunto
minimo de arcos de corte no trivial. |

Con respecto a digrafos que son super-vértice-conectados, la técnica del di-

grafo linea proporciona digrafos de esta clase, ya que, claramente, de la propia
definicién de digrafo linea se desprende que

l
LG es super-k <> G es super-\. (4.2)

Al igual que en los capitulos anteriores, el pardmetro £ juega un papel primordial a
la hora de obtener condiciones suficientes para obtener digrafos superconectados.
En [23, 32] encontramos las siguientes condiciones stlfﬁcientes sobre el didmetro.
Sea G un digrafo con grado minimo § > 3, didmetro D y pardmetro £ = {(G)
entonces,

G es super-x si D £ 20— 2; (4.3)

G es super-Asi D < 20— 1. (4.4)

Estos resultados tienen corolarios interesantes tapto para grafos como para
digrafos. Por ejemplo, los siguientes establecen que'si el orden de iteracién es
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Figura 4.1: Digrafos de Soneoka con D =2y 3 cuando d =3
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54 ' Superconectividad

suficientemente grande, entonces el digrafo linea k-itq{rado es superconectado.
LFG es super-x si k> D — 20+ 2; (4.5)
L*G es super-Asi k> D — 24 ;§+ 1. (4.6)

Otro tipo de condiciones suficientes que se han estudiado en los dltimos afios
para obtener digrafos superconectados, relacionan los; parametros D, 8§, A, £ con
el orden n. Asi, podemos ver en [27), [30] nuevas condiciones suficientes para
que un digrafo sea superconectado. Los resultados principales de [30] para un
digrafo G con grado mdximo A, grado minimo 8, didmetro D y £ = ¢(G) son los
siguientes. l

Gessuper-ksif>2,6>3y

; (4.7)
n>6{p(A,l-1)+p(A,D—-€) -2} + AD—!-}-;I ey

G es super-A si n > 8{p(A,£—1)+p(A,D —£—-1)} + AP~¢, (4.8)
El resultado relativo a los arcos generaliza el de Soneoka (4.1), y cuando se toma
£ = 2 y se supone que el digrafo G es d-regular, d > 3, se obtiene que,
t

3d2+1 D=3,

G es super-k si n > { (4.9)

2dP-1 4+ dP2+ .. +d*+2d%+1, D >4
También en [30] se conjetura que éste es el mejor r!esultado posible, poniendo
como ejemplo los digrafos linea de los de Soneoka antes descritos, ya que LG,
LG, tienen didmetro D = 3 y 4, pardmetro { = 2, y orden 3d? y 2d°® + 242,
respectivamente, uno més que las cotas dadas en [30], y desde luego no son
super-x debido a (4.2). En las secciones siguientes veremos que la cota dada en
este articulo se puede mejorar en una unidad por lo q1§1e la conjetura antedicha no
es cierta, pero de todos modos los digrafos LG, LG, s;ervira’,n como ejemplos para
mostrar que el resultado que veremos después es el mejor posible, al menos en el
caso d-regular, parametro £ = 2 y para didmetros tres y cuatro respectivamente.

|
4.2 Conjuntos desconectadores en digrafos su-
perconectados :

1
En esta seccién abordamos el problema de desconectar de manera no trivial un
digrafo superconectado. En este contexto, entenderemos que un conjunto de

|
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Conjuntos desconectadores en digrafos superconectados 55

vértices o arcos es no trivial cuando no contiene un conjunto trivial, es decir,
no contiene ni a los vecinos (o arcos) de salida ni a los de entrada de ningin
vértice z. En [32] encontramos planteado y resuelto parte de este problema.
Allf se prob6 que el parametro £ estd relacionado con la méxima distancia que
un vértice puede estar alejado de un conjunto no trivial de a lo sumo 26 — 3
vértices. La demostracién que alli se da es de tipo constructivo, lo que permite _
formular algoritmos de encaminamiento para encontrar caminos entre vértices que
evitan un conjunto dado de vértices o arcos. En lo que sigue, proporcionamos
una demostracién no constructiva de un resultado similar. Nos centraremos en
averiguar la méxima distancia que un vértice puede estar alejado de un conjunto
desconectador no trivial de a lo sumo 26 — 3 vértices. Con este fin, consideramos
un digrafo G = (V, A) maximalmente conectado con grado minimo § > 3, y un
conjunto desconectador de vértices F no trivial con |F| < 26 — 3. Sean V~, V',
Vi,1<i<u,yV),1<j <y, como en el Teorema 2.4.1(a) o en el Teorema 3.2.1.
Obsérvese que Vp = Vj = F. Dado un vértice z denotamos por f~(z) uno de los
vértices de F' tal que d(z, F') = d(z, f~(z)). La siguiente propiedad serd bésica en
los resultados que demostraremos a continuacién: Supongamos g < ¢ — 1; dado
z € V,, sean z1,Z2,...,Ts, vecinos de salida de z. Si f~(z;) = f~(zk) con i # k,
habria dos caminos distintos, zz; — f~(z;), zzx — f~(z;), de longitud p o p+1,
contradiciendo la definicién de ¢, ya que p < d(z, f~(z;)) < p+1 < £. Por tanto,
para todo z € V,, hay un dnico camino corto P, = zx; — f~(z;), de longitud p o
p+1, segin que z; € Vg ox; €'V, 1 <@ < 6. En lo sucesivo nos referiremos
a esta propiedad como Propiedad bdsica. Suponiendo que ¢ > 2 obtenemos los
primeros lemas.

Lema 4.2.1 (a) Si p < € — 1 para cada vértice z € V, existe un vértice T, €
I't(z) tal que z; € V, y un conjunto F' C F con |F'| £ 6 —2, tal que d(z,, F') >
{— 1, d(il)l,F— F’) > £

(b) Si u < €—2 dados dos vértices z,z; € V,,, tales que x; € I't(z), entonces
|V.NnTH(z,)] > 2, V-1 NTH(z)| > 2.

Demostracién: (a) Supongamos que para cada z € V,,, I't(z) C V|,_;, es decir,
como F es no trivial 4 > 1. Sean z;,%,,...,Zs, vecinos de salida de z. Bajo
las condiciones supuestas y en virtud de la propiedad bésica los caminos cortos
P, = zz; — f~(z;), son tnicos y de longitud p. Considérese también los vértices
Y1,Y2,---,Ys € I'H(z1). (Nbtese que como £ > 2 se verifica que y; # z;, pero
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algin y; podria ser el propio z si el digrafo tuviese c:dl’gonos). Supongamos que
y, pertenece al camino corto P, = zx; — f7(z)), o sea, f(z1) = f~(w1).
Para 2 < i < &, se cumple que, p — 1 < d(z1, f(%)) < p+ 1. Dado que
|F| < 26 — 3, deben existir al menos dos vértices f‘;(x,) = f~(y-), r=2,3. El
camino corto P, = zz, — f~(z,) es tnico y de longitud u, lo que significa que
|lzz1y, — f(z,)| > 1+ 2, es decir, |z;9» — f~(z,)| = p + 1. En consecuencia,
yr € V,, 7 = 2,3. Bajo nuestras hipétesis podem:os considerar {f/} y {9},
1 < i < 6, vértices de F a distancia p de y2 € y3 rEespectivamente. Entonces,
como |F| < 26 — 3 debe haber al menos tres vértices f; = g, t = 1,2, 3; es decir,
T1ys — fi, T1y3s — f;, son caminos diferentes de longitud p+ 1, lo cual contradice
el pardmetro ¢, salvo que d(zy, f;) = p — 1 y en consecuencia, zz; — f; son
caminos cortos de longitud x. Como ésto sucede para cada z; € I'*(z) podemos
contar 38 vértices en F que necesariamente han de ser diferentes entre ellos, lo
cual contradice el hecho de que |F| < 2§ — 3. As1’§ pues, si 4 < £ — 1 hemos
probado que para cada z € V, existe un z; € I'*(z) tal que z; € V,. Adem4s
obsérvese que si p < £ —1, d(z, f~(z;)) > p+ 1 para cada 2 < j < 4, lo cual

{

demuestra la segunda parte de (a). :

i
Para probar (b) obsérvese que si z; € V, NT'*(z), tanto este vértice como
z satisfacen la propiedad bésica, es decir, los caminos cortos zz, — f~(z,),
T1Y — f~(yr) son ambos de longitud p o g+ 1. De nuevo deben existir al menos
dos vértices en F tales que f~(z;) = f~ (%), 7 = 12,3, ya que |F| < 26 — 3.
Por tanto, como g < ¢ — 2 la tnica posiblidad es que |z,y, — f~(z,)| = p + 1,
lzz, — f~(z,)] = 1, r = 2,3, lo cual confirma (b) e impide que z € ['*(z;). B
|
|
Lema 4.2.2 Sea G un digrafo mazimalmente conectado, con{ > 2, grado minimo
8 > 3, F un conjunto no trivial desconectador tal que |[F| <26—-3 y V=, V't los
fragmentos que determina. Entonces, ?
_ }
(a) p = max,ey- d(z, F) > £ — 1, y para cualquier F' C F, tal que |F'| < 6 -2,
existe un vértice z € V- tal que d(z, F') > ¢ -1y d(z,F\F') > ¢.
!
(b) i = maxzey+ d(F,z) > £—1, y para cualquier F' C F, tal que |F'| < § -2,
eziste un vértice z € V¥ tal que d(F',z) > € —1 yd(F\ F',z) > ¢.
. {
| .
Demostracién: (a) Supongamos p < £—2. El Lema 4.2.1 nos permite conside-

rar dos vértices z,y € V,, y € I'*(z), tal que {yi,%0,...,u} = V., NT*(y),

|
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Figura 4.2: Demostracion del Lema 4.2.2

con k > 2. Otra vez el Lema 4.2.1 nos indica que los vértices y;, 1 < j < k,
satisfacen también (b) del mismo lema, es decir, que |V,-; NT*(y;)| > 2. Por
tanto, para cada 1 < j < k, existen f~(y;), fi (y;) € F, tales que d(y;, f~(y;)) =
d(y;, fi (y;)) = p. (Ver Figura 4.2). Ahora consideremos {Yk+1,Yk+2,---,¥s}
C V-1 NT*(y), y los correspondientes vértices f~(y;) € F a minima distancia.
Debido a la propiedad bésica todos estos vértices de F' son diferentes entre ellos.
En efecto, si para ciertos 1 < j < k, 1 < i < 6, fi(y;) = f(y:), habria
dos caminos diferentes desde y hasta f~(y;) de longitud @ o u+ 1, a saber,
lyy; = fi ()l =p+1, p<lyy = f~ ()| < p+1,s1<i< 6 Andlogamente
se prueba que fi (y;) # fi (%), j # ¢. Por tanto, 26 — 3 > |F| > § + k, es decir,
6> k+3>5. Luegosi§ < 4, el lema estaria probado. Ademds, si k > § — 2,
|F| > 26 — 2. Por tanto |V, NIt (y)| = k < § — 3. Es decir, hemos probado que
si z,y € V,,, y € I'*(z), se cumple que

2<|V,NTH ()| <6~3, |V NI (y)| > 3.

Aplicando este resultado a los vértices {y1,92,...,¥} = V, NI'*(y), resulta que
|Vu-1 NT*(y;)| = 3,1 < j < k. Repitiendo el razonamiento anterior, podemos
contar en F al menos § + 2k vértices diferentes, o sea, |F| > 8 + 2k, es decir,
k < 6§—4, porque si k = § — 3, |F| > 36 — 6, lo que es imposible ya que
26 —3 < 36 — 6 cuando 6 > 5. Entonces k = |V, NIt (y)| < 6 -4, y de aqui
|V._1 NT*(y)| > 4. Reiterando este proceso se prueba que cada y € V, NI'*(z),
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con z € V, verifica,
|
VunTH(y)l =2, [V NTH(y) 2 6 - 2.

" Aplicando este resultado a los vértices {y1, 32} = V,"T*(y) con y € V,NT*(z),
en F podemos contar al menos 3(8 — 2) vértices diferentes, o sea, |F| > 36 — 6,
lo cual es una contradiccién porque |F| < 26 — 3. P;or tanto, si u < £ — 2 para
todo z € V,,, se verifica que I'*(z) C Vj,_4, lo cual contradice el Lema 4.2.1. Asi
pues, p > £ — 1.

t

Si g > £ la segunda afirmacién del lema es evi‘giente. Por tanto suponga-
mos que u = £ — 1. Por el Lema 4.2.1(a), deben existir z,z; € Vj_; tales
que z; € I't(z) y un conjunto F” C F, tal que |F”| < 6§ — 2 de manera que
d(z1,F") > -1, y d(z,, F — F") > ¢. Para concluir queda por comprobar que
el mismo resultado es védlido para cualquier F' C F tal que [F'| = |F"|. Con este
fin, basta comprobar que podemos intercambiar el papel de dos vértices, f € F"
y f € F— F”, es decir, afirmamos que si F' = (F” — {f"}) U {f}, existe un
vértice w € Vp_; tal que d(w, F') > £ -1, y d(w, F — F') > {. En efecto, como
|F" U {f}] < 6 —1 existe al menos un vértice y € I'"(z;) que no estd en los
posibles caminos cortos de longitud < £ que unen Z; con estos vértices de F.
Entonces, d(y, F") > ¢, d(y, f) > ¢, d(y, F — (F" U{f})) > £ — 1. Finalmente,
cualquier w € ' (y) que no esté en los posibles caminos cortos de longitud < ¢
que unen el vértice y con los vértices de F— F’ veriﬁcg las condiciones requeridas.

1
El caso (b) se razona de un modo anélogo al (a).! O

Dado un digrafo G super-« definimos su superconectividad k; = k,(G) como el
minimo cardinal de un conjunto no trivial de vértices cuya supresion desconecta
G. La super-arco-conectividad \; = ) (G) se define andlogamente.” Por otra
parte, como G es un digrafo superconectado cualquier desconectador minimo no
trivial ha de tener k; = |F| > 6. En consecuencia, si Ky = |F| < 26 — 3, entonces
6 > 4. Es decir, en un digrafo G superconectado;con grado minimo § = 3,
siempre se verifica que k; > 26 — 2. El siguiente teorefma proporciona condiciones
suficientes sobre el didmetro para obtener cotas inferiores sobre estas medidas de
superconectividad.

|
Teorema 4.2.3 Sea G un digrafo cond > 3 y pardm?etro ¢. Entonces ky > 26—2
siD<2¢—-2. :
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Demostracion: Como D < 2/-2 el digrafo G es super-vértice-conectado debido
a (4.3). Supongamos que F es un desconectador no trivial de G, tal que k; =
|F| < 26—3. Como todos los caminos desde V™~ a V' deben atravesar F se cumple
que p + ¢’ < D. Supongamos g < ' (si no consideramos el digrafo inverso de
G). Luego p < £—1. Pero en virtud del Lema 4.2.2 debe ser u > £— 1. Es decir,
pu=p =£€-1y D=2¢—2. Denuevo por el Lema 4.2.2 sabemos que dado un
conjunto F' C F, |F’| < § —2, existe un vértice z € V,_ tal que d(z, F') > £ -1,
d(z, F— F') > {. Sea ahora F C F— F' tal que [F"| < §—2. Por el mismo lema
- sabemos que existe un vértice y € V,_, tal que d(F",y) 2 £—1,d(F-F",y) > ¢£.
Por otra parte, como todos los caminos desde z a y pasan por F' se cumple que
d(z,y) = d(z, f) + d(f,y), para un cierto f € F. Perosi f € F', d(f,y) > £y si
f € F— F', entonces d(z, f) > ¢, en cualquier caso d(z,y) > 2{—1 > D, lo cual
es una contradiccién. Por tanto, G — F' estd conectado. O

Para estudiar el mismo problema respecto a arcos, consideramos un digrafo
maximalmente conectado G = (V, A) con grado minimo 6 > 3 y un conjunto de
arcos E desconectador no trivial con |E| < 26—3. Consideremos los a-fragmentos
que determina, V=, V*, y los subconjuntos de vértices F', W, iniciales y finales
de los arcos de E. El siguiente lema es una consecuencia directa del Lema 4.2.2.

Lema 4.2.4 Sea G un digrafo, con grado minimo 6 > 3, pardmetro £, E C A
un conjunto de arcos desconectador no trivial tal que |E| <26 -3 y V=, V* los
a-fragmentos que determina. Se tiene que, '

(a) Si F es el conjunto de vértices inciales de E entonces v = maxzey- d(z, F) >
¢ -1, y para cualquier F' C F, tal que |F'| < § — 2, existe z € V™~ tal que
d(z,F')>¢-1yd(z2,F\F')>¢.

(b) SiW es el conjunto de vértices finales de E entonces v' = max,ey+ d(W, ) >
¢ —1, y para cualquier W' C W, tal que |W'| < § — 2, existe z € V* tal

que dW',2) >0 —-1ydW\W'z)>¢.

Demostracién: Si/ = 1 las afirmaciones contenidas en (a) y (b) son inmediatas.
Supongamos £ > 2. Para probar (a) se demuestra que los valores 1 < v < € —2
son imposibles razonando como en el Lema 4.2.2, ya que |F| < |E| £ 26— 3. Sélo
hay que estudiar el caso v = 0. En este caso, F = V~. Como F es no trivial, para
cada r € F existeun y € I''(z) N F, y # z, ya que G no tiene lazos. Denotemos
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por w*(z) = {(z,f') € E} y por wt(H) = UmeHz;u*”(m), siendo H cualquier
subconjunto de F. Como para cada f € F se tiene que |w*(f)| > 1 deducimos
que [w* (2)| + [w* (T*(z) N F — {y})| 2 6 ~ 1. Ademés, T*(z) NT*(y) =0, ya
que ¢ > 2, lo que significa que,

1B > |w+<x>|+|w+(r+(x)nF-{y}>|+lw+(y)|+|w+j(r+<y)nF—{x})| > 2-2,

lo cual es una contradiccién. La segunda parte del lema se razona igual que en
el Lema 4.2.2.

El caso (b) es andlogo al (a). O 1
|
)
Como en el caso de vértices siempre que § = 3 se cumple que A; > 26—2. Enel

siguiente teorema se obtienen condiciones suficientes que aseguran que A, > 26—2

y son una consecuencia directa del lema que acabamos de establecer asi como del
t

Teorema 4.2.3. ‘

1

Teorema 4.2.5 Sea G un digrafo coné > 3 y pammetro L. Entonces A > 262
siD<2¢-1.

|

Demostracion: Como D < 2¢ — 1 el digrafo G debe ser super-arco conectado
debido a (4.4). Sea E C A(G) un conjunto de arcos de orden minimo que
desconecta G de manera no trivial, o sea, A\; = |E| <26~3. Seanz €V,
y € V. Los caminos desde z a y deben atravesar E yi de aqui que v+ +1 < D.
Por tanto, si D < 2¢ -1, v < £—1. Pero por el Lerria 42.4,v>0¢—1. Esdecir
v = £—1. Razonando como en el Teorema 4.2.3 se ve que v = £—1 es imposible.
- Asf pues, G — F estéd conectado. O

Sin més informacién sobre la estructura de G, ésto es todo lo que podemos
deducir de las condiciones dadas. No obstante, si G czontiene un digono, es decir,
si (z,9),(y,z) € Ay I't(z) NT*(y) = 0, entonces I‘TQ(x) UT*(y) \ {z,y} podria
ser un ejemplo de conjunto desconectador no trivial con 26 — 2 vértices, de donde
podriamos afirmar que k1, A; < 26 — 2.

4.3 Superconectividad de digrafos densos

En esta seccién se mejora la cota dada en [30] sobre el orden del digrafo para
obtener super-vértice-conectividad y ademés se ve que es la mejor posible. Para

i
'
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ello usamos el siguiente lema, que es una consecuencia inmediata del Lema 4.2.2.

Lema 4.3.1 Sea G un digrafo mazimalmente conectado con grado minimo § > 3,
€ > 2, F un conjunto de vértices desconectador no trivial tal que |[F| =6 y V~,
V* los dos fragmentos que determina. Entonces se tiene que,

(a) p = max,ey- d(z,F) > £ — 1, y para cualquier f € F, eriste un vértice
ze€V~,d(z,F)=p, tal que d(z,f) > ¢ -1 yd(z, F\{f}) > ¢.

(b) ¢ = max,ey+ d(F,z) > € — 1, y para cualquier f € F, eziste un vértice
z€ VY d(F,z) =y, tal que d(f,z) >€—-1yd(F\{f},2) > ¢ o

También utilizaremos las siguientes condiciones suficientes para que un digrafo
con pardmetros n, 6 > 2, A, £ y D sea maximalmente conectado, contenidas en

[28):

k=6si n>(8-1){p(A,D-0)+p(A,L-1)-2}+A%+1
4.10
A=6si n>(6-1){p(A,D-€-1)+p(A,L~1)}+ At (4.10)

Los apartados (i) y (i) de la demostracién del siguiente teorema son los mis-
mos que los de la demostracién del Teorema 2.1 contenido en [30]. Aqui se repiten
por completitud.

Teorema 4.3.2 Un digrafo G con didmetro D, £ > 2 y 6 > 3 es super-k si
n > 6{p(A,£~1)+p(A,D - £) - 2} + AP,

Demostracién: Podemos suponer que D — £+ 1 > £, ya que en caso contrario
debido a (4.3) G serfa super-k. Ademds, en virtud de (4.10) el digrafo G es
maximalmente conectado. Sea F' un conjunto desconectador no trivial, |[F| = é.
Sean V=, V*,V,, V] como antes. Nétese que |Vi| < AlVi|, 1 <i<p, V)| <L
AV ,|,1<j<u'yVo=V; = F. Como cualquier camino desde V= a V* debe
atravesar F, la distancia desde un vértice en V,, a uno en V,;, es al menos u + o/
y de aqui que p + ' < D. Sin pérdida de generalidad, supongamos p < y' (Si
no, consideramos el digrafo inverso de G). Entonces, por el Lema 4.3.1 es obvio
que p > £ — 1. Distinguimos bédsicamente tres casos diferentes:

(i) p>¢+1. Entonces/ < D-pu<D—-£¢~1,D>2{+2,y por tanto el
orden n.= |V| de G debe satisfacer
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n< ZIVI+ z V!| = |F| < 6{p(A,p) + p(D, D — p) — 1}.

La funcién ¢(p) = p(A, p) +p(A, D — p) es decreciente, ya que 4 < D — p. Luego
la relacién anterior es maxima cuando u sea minimo. Asi pues tenemos que,

i

n<8{p(AL+1)+p(A,D—-£€-1)-1} z
< 6{p(A,£—1)+p(A, D - £) — 2} + AP+

puesto que §(Af+ A1 +1) < AP-#+1 ya que D—2¢+1 > 3. Una contradiccién
con las hipétesis. ' }

(ii) u = €. Entonces ' < D—¢, D > 2{. Ahora dado z € Ve, denotemos como
c*(z) el nimero de caminos de longitud £ desde z a los vértices de F. Nétese que
por definicién de ¢, para cualquier f € F hay a lo sjﬁmo un tal z — f camino.
Sea ¢t = min{c*(z); z € V;}. Es evidente que ¢t 2 1. Ademaés, puesto que el
nimero de caminos de longitud ¢ desde V; a F es a lo sumo §Af, y puesto que
todos los caminos desde z € V;, ¢t (z) =c*, a V;:’ atraviesan F' tenemos que

i
(5A£ i
Vil <25 Vi < ctAP-

Por tanto, como 1 < ¢t < 6, y,D—€>¢, ;
Vel + Vh_ol < AM&AD-?.

Luego, '
'n<Z|V|+ Z |V'|—|Fl+|Ve|+|VDe| ’

< 8{p(A, e—1)+p(AD £-1) -1}+Af+5ADf
=6{p(A,€—1)+p(A,D~¢)— 1} + At
< 6{p(A,£— 1) +p(A, D — £) — 2} + AP+, |

+

puesto que D — £ > £, y de nuevo se contradicen las hipétesis.

(iii) u=€—1. Entonces /' < D—-¢+1,D > 22—52. Ahora por el Lema 4.3.1
sabemos que para cada f € F existe un vértice z € Vg-l tal que d(z, f) > £ -1,
y d(z,F — {f}) 2 €. De aqui que |[V}_,, | < AP-#1,

Ademds, la cota superior del cardinal de Vi1 UV}_,,; se puede reducir en
6 unidades al menos. Sea F = {fi1, f2,..., fs} - Va;mos a probar que por cada
fit € F con I'~(f;) C V4, la cota superior del cardina_i de Vi1 UV)_,,; se puede
reducir en uno por lo menos. En efecto, para todo f € F, f # fi, d(f, fi) =

i
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d(f,z) +1 < D, para algin z € I'"(f,). Entonces, d(f,z) < D -1, lo que
significa que hay un arco (a4, ;) en el camino corto f — 2f;, con su vértice
inicial oy en algin V}-’ ,0<j < D-{+1,y su vértice terminal, G;, en algin
Viy1<i<{€—1 Luegosil =2 0 =zyo0 €V, conj<D-Yloque
implica que |Vj_ppq| < AP~#1 — 1,y si £ > 3 debe ser, o bien, 0 < j < D — ¢,
o bien, 1 <4 < £ —2; de lo contrario, si a; € V_,y, ¥ Bt € Vp-1 tendriamos,
d(f,2) = d(f,) + 1+ d(B,2) > D, lo cual es una contradiccién. Es decir
tenemos los siguientes casos:

e SifB eV, 1<i<{-2, entonces |V41| <A™ —1.

e Sif; € Vi1, entonces oy € V], con 0 < j < D—2Ly, como antes, |Vp_p4] <
AD—€+1 -1.

Supongamos ahora que para todo f; € F, I'"(f;) C Vi y que existen f;, fm, € F
de modo que los caminos cortos f — f;, f = fm, (f # fi, fm) contienen los arcos
(ag, By), (am,By). Si B € Vi, 1 < i < £~ 2, significa que |V;] < 6A™! — 2, por
lo que |Vo_1| < 6A! — 2. Si B, € V,_1, entonces se tendria que oy, oy € Vj con
0 < j £ D— 2y por tanto |Vj_p,,| < AP~#1! — 2. En consecuencia, podemos
concluir que |Vpo1| + [Vh_ps1] < AT + AP-#41 — § si para todo f; € F,
I'~(f;) € V1. De otro modo, si para algin f; € F, existe un vértice z € I'"(f;)
tal que z ¢ V), entonces |Vi| < §A — 1, y de aqui que la anterior afirmacion sea
también verdad. Por tanto, tenemos que

-1 D=t ’
nﬁgmﬂ+;U%Lﬂﬂ+ﬂ@%m
<6{p(A,—-1)+p(A,D—10)— 1} + AP _§
=6{p(A,£—1)+p(A,D - £) — 2} + AP

lo que contradice de nuevo las hipétesis. O

Cuando se toma £ = 2 y suponiendo que el digrafo G es d-regular obtenemos
el siguiente corolario, que mejora el resultado (4.9) dado en [27, 30].

Corolario 4.3.3 Sea G un digrafo d-regular, d > 3, de orden n, con didmetro
D >3 y £ > 2. Entonces,
| 3d2 D=3,

G es super- sin >
2dP-' 4+ dP-2 4+ .. . +d*+2d% D >4 O
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Los digrafos linea de los digrafos de Soneoka, LG;, LG2 que mencionamos en la
introduccién demuestran que este es el mejor resultado posible, ya que tienen
didmetro D = 3 y 4, pardmetro £ = 2 y érdenes 3d? yij2d3 + 2d?, respectivamente,
son maximalmente vértice-conectados, pero no son super-«. Otros corolarios y
consecuencias de este resultado se pueden ver en [27, 30).

!
!

4.4 Digrafos con Superconectividad optima

Sea G = (V, A) un digrafo superconectado de grado minimo 6. Diremos que
un digrafo G tiene superconectividad dptima cuandé K1 > 26 — 2. Asimismo
diremos que tiene arco-superconectividad dptima cuanﬁo A1 > 26—2. En secciones
anteriores ya hemos visto que cuando § = 3 un digrafo superconectado tiene
superconectividad y arco-superconectividad éptima, respectivamente. Nuestro
objetivo en esta seccién es encontrar condiciones sufﬁcientes sobre el orden del
digrafo que aseguren si tiene superconectividad o arco-superconectividad éptima
cuando § > 4. Basicamente usaremos la misma técnica que en el Teorema 4.3.2.

Teorema 4.4.1 Sea G un digrafo con didmetro D; ¢ > 2, 6 > 3. Entonces
K1 >26—2 si :

n > (26 - 3){p(A, £ - 1) +p(A,D - £) -2} + (6 — 2)AP-#+1,
Demostracion: Debido al Teorema 4.3.2 las hipéte’:sis indican que el digrafo G
es super-£. Por tanto si 6 = 3 se cumple que «; 2 26 — 2. Asumiremos que
0 > 4, usaremos la misma notacién que en el Teorema 4.3.2 y supondremos que
k1 = |F| £ 26 - 3. Entonces, por el Lema 4.2.2 es obvio que y > £ — 1. Ademids
podemos suponer que D — £+ 1 > ¢, ya que si n(f), debido al Teorema 4.2.3
tendriamos que k; > 26 — 2. Al igual que en el tec;’rema anterior distinguimos
basicamente tres casos diferentes: :

) pu>e+1. Entoncesu’gD—,usD—E—l,:DZ2€+2,yportantoel

orden n = |V| de G debe satisfacer |

I D-u L
n< SVil+ T V- IF] < mp(8,0) + (8, D - ) = 1},

La funcién ¢(u) = p(A, p) +p(A, D — p) es decreciente en el intervalo [u, D — u,
luego la relacién anterior es maxima cuando u sea mfl'nimo. Es decir,

n < ki{p(A,€+1)+p(A,D-£-1)—-1}
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< (26— 3){p(A, £ — 1) + p(A, D — £) — 2} + (6 — 2)AD-4+1,

puesto que k; (Al + AP +1) < (6§ —2)AP-41 yaque D—20+1>3y 6> 4.
Una contradiccién con las hipétesis.

(ii) o = £. Entonces ' < D—¢, D > 2¢. Ahora dado z € V,, denotemos como
c*(z) el niimero de caminos de longitud £ desde z a los vértices de F. Nétese que
por definicién de ¢, para cualquier f € F hay a lo sumo un tal z — f camino. -
Sea ¢t = min{c*(z); z € V;}. Es evidente que ¢t > 1. Ademds puesto que el
nimero de caminos de longitud £ desde V; a F es a lo sumo k;Af, y puesto que
todos los caminos desde z € V,, ¢*(x) = c*, a V], atraviesan F' tenemos que

[Vh_ol < ctAPE,

Por tanto, como 1 < ¢* < k;,y, D — £ > ¢, tenemos que

k1 —ct
ot

< (k) — cT)AP~t + Al 4+ ct AP < K, AP+ AL

[Vl + Vel < Af 4+ Af + ctAP-E

Luego,
-1 D-¢-1 , ,
n< LVl 2 V= IFl+ Vel + Vol
< ki {p(B, 2 —1)+p(A,D—€—1) =1} + Al + k,AP~¢
= r1{p(A, - 1) +p(A, D - €) - 1} + Af
< (26 - 3){p(Aa l— 1) +p(Aa D —e) —~ 2} + ((5 - 2)AD—E+1,

puesto que k1 + Af < (6-2)AP¢! yaque D—£€+1>£¢+1y é > 4y de nuevo
se contradicen las hipdtesis.

(iii) p =£€—1. Entonces i/ < D—£€+1, D > 2¢—1. Ahora por el Lema 4.2.2
sabemos que para cada F' C F tal que |F'| < § — 2 existe un vértice z € V,_; tal
que d(z,F') > ¢—-1,y,d(z,F — F') > £. De aqui que

WVh_gl < (6 —2)AP,

Ademds, la cota superior del cardinal de Vp—; UV} _,,, se puede reducir en al
menos k; unidades. Igual que en el Teorema 4.3.2 se prueba que por cada f; € F,
1 <t < Ky, con I (f;) C W4, la cota superior para el cardinal de V,—y U V) _,,,
se puede reducir en uno por lo menos, lo cual implica que si para todo f; € F,
I'~(f,) € Vi, entonces |Ve_1] + |Vp_gp1| < k1A + (6 — 2)AP-¢+1 — ;. De otro
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modo, si para algin f; € F, existe un vértice z € I'” (ft) tal que z ¢ V}, entonces
Vil € k1A — 1, y de aqui que la anterior afirmacién sea también cierta. Por
tanto, tenemos que

-2 D-¢ \,
n< T+ 5 V= P+ Vil + Vhogia]

< ka{p(A, €= 2) + (A, D — £) — 1} + £, A1 4 (6 — ) AP+ —
< (26— 3){p(A, £ — 1) + p(A, D — £) — 2} + (5 — 2)AP-¢+1,

lo que contradice de nuevo las hipétesis. O

|
H
b
i

Corolario 4.4.2 Sea G un digrafo con niimero de arcos m, pardmetro ¢, didmetro
D, y grados mdzimo y minimo A y & > 3 respectivamente. Entonces Ay > 26 —2
st

> (26— 3){p(A,0) +p(A, D - £) - 2} + ( )AD gazy

Demostracion: Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existiria
un digrafo G con m arcos, parametros 6 > 3, A, £y D el cual tendria un conjunto
desconectador E C A no trivial cuyo orden serfa A; = |E| < 26 — 3 tal que

m > (26— 3){p(A, £) + p(A, D = €) - 2} + (5 = AP,

Entonces, su digrafo linea LG seria un digrafo con unif desconectador F C V(LG)
no trivial de orden k) = |F| < 26 — 3 y con n’ = m vértices, grado minimo 6,
grado méximo A, didmetro D' = D 4+ 1 y pardmetro £ = £ + 1 > 2 satisfaciendo

n' > (26— 3){p(A, € — 1) + p(A, D' = £) = 2} + (6 — 2)AD'~¢+1,
lo cual contradice el teorema anterior. O |
}
Ademsds, cuando el digrafo G es d-regular, tiene A = § = d y m = dn arcos.

Luego, sustituyendo estos valores en el Teorema 4.4.1 y en el corolario anterior
obtenemos el siguiente resultado.

i
Corolario 4.4.3 Sea G un digrafo d-regular, d > 3, de n vértices, con pardmetro
¢ y didmetro D. Entonces,

(a) k1 >2d — 2 si
{e>3 v n>(2d-3){p(d,0~1)+p(d, D~ &) - 2} + (d~ 2d>,

1d2

(=2 y n>(d—————)d”1+d(d 2){1+ —

d—



Digrafos con superconectividad éptima - - 67

(b)) A\ >2d—2si>1y

n> (2d - 3){p(d, £ —1)+pd,D—-€—-1) -2} +(d—-2)d°t. O

Sea G un digrafo d-regular (d > 3) de orden n, didmetro D, y ¢(G) = £.
Entonces, como se establecié en el Capitulo 1 el digrafo linea k-iterado L*G tiene
orden d*n, didmetro D+k y £(L*G) = £+k. Por tanto sustituyendo estos valores
en el Teorema 4.4.1 obtenemos las siguientes condiciones suficientes para que un
desconectador no trivial F' de L*G tenga orden |F| > 2d — 2.

d*n > (2d — 3){p(d,£ — 1+ k) + p(d, D — £) — 2} + (d — 2)dP~4+1.

Despejando k y teniendo en cuenta que este valor debe ser un entero, podemos
mostrar explicitamente cual es el minimo orden de iteracién k para que en L*G
los anteriores resultados sean validos.

Corolario 4.4.4 Sea G un digrafo con didmetro D, orden n, £ > 2, d > 3.
Entonces k1(L¥G) > 2d — 2 si
alD‘”l_(Vd2 —d—1)—2d(2d - 3)

k> logs — I T atza - 3)

A partir de este corolario obtenemos el siguiente resultado que debe ser com-
parado con el Teorema 4.2.3.
n — 2d*

d

A través de un razonamiento directo, similar al que se usa en la demostracién

ki (L*G)>2d—2sik>D—£+2—log,

del Teorema 4.4.1, podemos obtener una cota superior sobre el nimero de vértices
que indique cuando un digrafo G con § > 3, tiene arco-superconectividad 6ptima.

Teorema 4.4.5 Sea G un digrafo con didmetro D, orden n, pardmetro £, § > 3.
Entonces Ay > 26 — 2 si

n > (26— 3){p(A, € = 1)+ p(A, D — £ — 1)} + (6 — 2)AP~¢,

Demostracién: Supongamos que las hipdtesis son vélidas y por tanto en virtud
de (4.8) G = (V, A) es super-A. Luego si 6 = 3 ya sabemos que se cumple
A1 > 26 — 2. Supongamos 6 > 4 y sea E un conjunto arco-desconectador minimo
no trivial, es decir, A; = |E| < 26 — 3 y consideremos los subconjuntos de vértices
V-, Vt, F, W, V,, Vj como en el Teorema 4.2.5. Ahora v + V+1< Dy
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se puede suponer v < /. Aplicando el Lema 4.2.4 tenemos que v > £ — 1y

v<vV<D-v—-1<D-{. Ademss debido al Teorema 4.2.5 podemos suponer

D — ¢ > £. Por tanto, basta distinguir dos casos.

|
(i) > ¢ Entonces ) < D—-v—-1<D—-£-1,D>2(+1yel orden n de
G debe satisfacer '

=3 Vil+ Z V1< X{p(8v) +p(8, D - v+ 1)}

H
i

< A{p(A,0) +p(A, D — £~ 1)} %
< (26 -3){p(A,£—1) +p(A,D - £—1)} + (§ — 2)AP%,

ya que \AY < (6 — 2)AH < (6 — 2)AP¢, al ser D >¢+1yA>4 Una
contradiccién. ‘

(i) yv=£€—-1. Entonces Y < D—¥¢, D > 2 — 1. Ahora por el Lema 4.2.4
sabemos que para cada F’ C F tal que |F'| < § — 2 existe un vértice z € V,_; tal
que d(z, F') > £~ 1,y d(z,F — F') > £. De aqui que;|Vp_,| < (§ —2)AP¢, y el
orden debe satisfacer, ;

n< .zo Vil + z‘o IVI] < (26 = 3){p(A, £ 1) + p(A, D — £ — 1)} + (6 — 2)AP,
i= j= '

de nuevo una contradiccién con las hipétesis. 0O
Es interesante observar que el Teorema 4.4.5 implica también el resultado del

Corolario 4.4.2 para £ > 2. En cierto sentido el Corolaiio 4.4.2 muestra la relacién
entre los Teoremas 4.4.1 y 4.4.5.

- Sea G un digrafo d-regular (d > 3) de orden n,, didmetro D, y £(G) =
Aplicando el Teorema 4.4.5 al digrafo linea k iterado L*G obtenemos que LFG
tiene arco-superconectividad dptima si ‘

d*n > (2d — 3){p(d, € ~ 1 + k) + p(d, D — £ — 1)} & (d — 2)d°~.

Despejando k y teniendo en cuenta que este valor det}>e ser un entero, obtenemos
un corolario similar al Corolario 4.4.4. f

Corolario 4.4.6 Sea G un digrafo con didmetro D, orden n, parametro Lyd>
3. Entonces
dP-t(d?-d—-1) - 2(2d - 3)

)\I(L’“G) > 2d-2 si k > log, n(d=1) = d(d L 3)

|

!
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Este corolario implica el sigﬁiente resultado que debe ser comparado con el Teo-
rema 4.2.5.
n — 2d°

M(LFG)>2d—-2sik>D~£+1~logy, =

4.5 Grafos superconectados

En esta seccién consideramos un grafo G = (V, A) de orden n con grado méximo
A, grado minimo § > 3, didmetro Dy girth g. Recuérdese que la cota de Moore en
este caso estd dada por [V| < (A(A—1)P—2)/(A—2). Como ya fue mencionado
en la Seccién 3.3 del Capitulo 3, en [55] se probé que :

A=6sin>(6-1){p(A-1,D-2)+1}+A-1. (4.11)

Soneoka dio en [53] las siguientes condiciones suficientes para que un grafo G sea
super-A.

G es super-) si n > §{p(A —1,D —2) + 1} + (A — 1)P~L. (4.12)

Ademds también probd en [53] que estas cotas son las mejores posibles para
D = 2,3,4y 6. Asimismo, mostré que estas condiciones suficientes permiten
probar que la mayor parte de los grafos densos conocidos son super-A, como se
muestra en la Tabla (4.1). En lo referente al girth, en [23] se probé por primera
vez los siguientes resultados:

D < g—3, g impar

G es super-k si (4.13)
D<g-4, gpar

D < g-—2, gimpar
G es super-) si (4.14)
D<g-3, gpar
También podemos encontrar condiciones suficientes sobre el didmetro y el girth
para que un grafo G sea superconectado en [32, 53].

Condiciones de tipo mixto para obtener grafos superconectados, en funcién
de ambos parametros el orden y el girth (o pardmetro £), fueron en primer lugar
dadas en [27] y después en [30], donde se recogen los siguientes resultados que
generalizan los de (4.12). Sea G un grafo de orden n, grado méximo A, grado
minimo 6 > 3, didmetro D y girth g (¢ = [9;—1 J) Entonces,
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e

A 2 3 4 5 6 7 8
%k ok ok ok Xk * % % * % % * % % Iox *

3| 10 20 38 70 130 . 184 320
(10) (22) (46) (94) (190) (382) (766)
Kok ok kokk ok ok ok * k% *ok . % '

41 15 41 95 364 740 - 1155 3025
(17) (83) (161) (485) (1457) . (4373) (13121)

_ * ok ok ok * * *ok f '

51 24 70 186 532 2754 ' 5334 15532
(26) (106) (426) (1706) (6826)  (27306) (109226)
Kok ok kx ok * **

6 | 32 105 360 1260 7860 - 18775 69540
(37) (187) (937) (4687)  (23437) l;(117187) ~ (58937)
ok ok kK ok * * _'

71 50 144 630 2756 10566 47304 214500
(60) (302) (1814) (10886) (65318) (391910) (2351462)
Xk k k% *ok * *k

-8} 87 253 1081 4704 39396 E 111691 654696
(65) (457) (3201) (22409) (156865) (1098057) (7686401)
ok kK K % *ok * %0k

9] 74 585 1430 7334 75198 264024 1354896
(82) (658) (5266) (42130) (337042)

(2696338)  (21570706)
|
I

Tabla 4.1: Grafos densos conocidos. Un * simboliza los grafos rama-conectados;
% simboliza los grafos que son super-), y * * * los que son super-«. Los niimeros

entre paréntesis indican la cota de Moore

(a) un grafo G es super-k si D >3, ¢ > 2(g > 5)

4
n>6{p(A-1,0-2)+p(A-1,D-10)} s+ (A — 1)P-t+1,
o bien el grafo G es d-regular, D >2 (£>1) y

n>(d-1)"+2p(d—1,D=-2)+2.

(b) Un grafo G es super-Asi D > 2y i
|

,n>5{p(A—1,e-1)+p(A—1,D-e-1;?)}+(A—1)D-f-'

(4.15)

(4.16)

(4.17)

2
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En la Tabla (4.1) reflejamos para cada valor del grado y del didmetro el
orden de los grafos densos A-regulares conocidos. Ver [11, 53]. Los grafos densos
correspondientes al triple asterisco son super-x de acuerdo a (4.16); los corres-
pondientes al doble asterisco son super-\ segin (4.12), mientras que el asterisco
representa los que son maximalmente rama-conectados de acuerdo a (4. 11) Los
numeros entre paréntesis representan la cota de Moore.

Recuérdese que si G tiene girth g, entonces G es ¢-geodético para £ = lg;_IJ
Reciprocamente, si G is £-geodético, entonces su girth g es o bien 20+ 1 0 20+ 2.
Teniendo presente este hecho todos los resultados obtenidos para digrafos en la
Seccién 4.2 son aplicables a grafos superconectados. De hecho cuando el girth es

par, éstos se pueden mejorar, como se expone en el siguiente lema.

Lema 4.5.1 Sea G un grafo mazimalmente conectado, con grado minimo 6 > 3
y girth g = 20 + 2.

(a) Si F es un conjunto de vértices desconectador no trivial tal que |F| <
26 — 3, y V=, V* son los dos fragmentos que determina, se tiene que
i = maxzey- d(z, F) > £, y, 4 = maxev+ d(F,z) > L.

(b) Si E es un conjunto de ramas desconectador no trivial tal que |E| < 26 —
3, y V-, VT son los dos a-fragmentos que determina, se tiene que v =
maxzey- d(z, F) > £, y, V' = maxzey+ d(W,z) > £, donde F C V-, W C
V*, son los vértices terminales de las ramas de E.

Demostracién: (a) Si p < £ — 1 se razona del mismo modo que en digrafos
que para cada vértice z € V, existe un adyacente y € V. Sean z;,73,...,%s-1,
vértices adyacentes de z diferentes del vértice y; consideramos a su vez § — 1
vértices adyacentes de y, ¥1,¥2,...,¥s—1, diferentes de =z (Nétese que como el
girth es par se verifica que z; # y;). Dado que |F| < 26 -3, debe existir al menos
un vértice en F' a minima distancia de z; e y;, f~(x;) = f~ (), es decir, se cierra
el siguiente ciclo:

f(z:) © zizyy: < F(zi),
cuya longitud es a lo sumo 2(u+1)+1 < 2¢+1 < g, lo cual es imposible. Luego
u > £. Para probar el caso (b) basta examinar el caso v = 0, o sea, F = V~. Sea

z € F, como FE es no trivial podemos considerar un vértice y adyacente de z tal
que y € F. Ademés, cada vértice de F' pertenece a una rama de E'y como el girth
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es par I'(z) NT'(y) = @. En consecuencia podemos conplﬁir 26—32>|E|>226-2,
lo cual es una contradiccién. O .

i

Corolario 4.5.2 Sea G un grafo, con 6 > 3, girth g %y didmetro D.

(a) Si D < g — 3 entonces el grafo es super-k y Ky > 26 — 2.

(b) Si D < g — 2 entonces el grafo es super-\ y A\ 2 26 — 2.

Demostracién: (a) Si g = 2¢+ 1 el resultado es inmediato debido a (4.3) y
al Teorema 4.2.3. Por tanto supongamos que g = 2 +2. Como D < 20 —1 el
grafo es maximalmente conectado. Si no fuese super-x podriamos considerar un
desconectador F no trivial con |F| = § vértices. En virtud del Lema 4.5.1(a) se
tendria que D > p+ p' > 2¢, lo cual es una contradiccién. Por tanto es super-x.
Si existiese un desconectador F' no trivial con k1 = |F| < 26 — 3 aplicando de
nuevo el Lema 4.5.1(a) obtendriamos otra vez una contradiccién.

El caso (b) se prueba de un modo similar aplicando’el Lema 4.5.1(b) y teniendo
presente ahora que D >v+1+/. O
|
Ya sabiamos que todos los grafos de didmetro do$ son maximalmente conec-

tados. El corolario que acabamos de probar anade que si son de girth par son
ademds super-\. '

Nos proponemos dar condiciones suficientes sobre e?l orden en los que k; > 26—
2, A1 > 26—2. De nuevo obsérvese que como G es supérconectado K1 > 6, A >0,
de donde se deduce que un grafo superconectado con 6 = 3 estd automdticamente
superconectado de manera éptima. :

!
i
I
t
i

}

Teorema 4.5.3 Sea G un grafo con didmetro D, g=2¢+12>5, § > 3.
(a) Ky > 26— 2 si |
. |
n> (26— 3){p(A - 1,6—2) +p(A —1,D — £)} + (6 — 2)(A — 1)P-44,

(b) M > 26— 2 si
n> (26— 3){p(A—1,6— 1)+ p(A—1,D — £+ 1)} + (8 = 2)(A — 1)P-C.
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Demostracién: En virtud de (4.15) el grafo G es super-« de donde k; > 26—2
si 6 = 3. Asumamos § > 4. Sean F, V-, V*, V,, Vj’ como antes y supongamos
que k1 = |F| <26 — 3. Obsérvese que ahora |V;| < (A —1)|Vi_1], 2 < i < g,
V/| < (A-=DIVl, 2 <i <,y que |Vi| +|V]| € k1A. Como en teoremas
anteriores u + ' < D, y u < 4. Entonces, por el Lema 4.2.2 es obvio que
p > € —1. Ademés podemos suponer que D — £+ 1 > ¢, ya que si no, debido al
Teorema 4.2.3 tendriamos que k; > 26 — 2. Distinguimos los siguientes casos:

(i) u>£€+1. Entonces f’ < D—u<D—-¢—-1,D > 20+ 2,y por tanto el

orden n = |V| de G debe satisfacer

K w
n= ,EllVil + _EIIV,-’I + |F|
= Jj=
B ) w )
SIS -+ VI S0 - D7 4

7 .
< (IVII + IVY') ZI(A - 1)1_1 + K < /clAp(A - 1, D—/¢- 2) + K
< (26 - 3){p(A - lag - 2) +p(A - 1)D - e)}a
puesto que A < (A —1)%, ya que A > 4. Una contradiccién con las hipétesis.

(ii) p = ¢. Entonces ' < D —4¢, D > 2¢.
¢ , 4 .
n< i Z(A-D)T+ VI ZA -1+

<Wlp(A-1,6-1)+ (kA = [Vi)p(A = 1,D = £ = 1) + k1.

El coeficiente de |V;] es negativo ya que /—1 < D—£—1. Por tanto, esta relacién
" es maxima cuando |V;| sea minimo, es decir, |Vj| = k; y sustituyendo este valor
tenemos que

n < K‘l{p(A - l’e_ 1) +p(A - l)D - e)}
< (26-3){p(A-1,£-2)+p(A—1,D = £)} + (6 — 2)(A — 1)P~HH,
puesto que D — £ > £, y § > 4, contradiciendo de nuevo las hipétesis.

(iii) o = € — 1. Entonces ' < D —{+ 1, D > 20— 1. Ahora por el
Lema 4.2.2 sabemos que para cada F' C F tal que |F'| < § — 2 existe un
vértice z € V,_; tal que d(z,F') > £ -1, y d(z,F — F') > £. De aqui que
Vh_es1l < (6 —2)(A — 1)P~#1. Luego tenemos que

Ul u 1 !
n= El Vil +]§1 Vil + |F| + VD41l
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. i
< [Vilp(A=1,0-2)+ (kA= Vi) )p(A—1, D— 1)+ +(6—2)(A—1)P=¢+1.
t
El coeficiente de |V} | es negativo ya que £—2 < D—{¢+1. Por tanto, esta relacién
es maxima cuando |V;| sea minimo, es decir, |V;| = &; y sustituyendo este valor
tenemos que

n< (26 -3){p(A-1,-2)+p(A—1,D—¢)} Jr (6 — 2)(A — 1)P-8+1,

x
lo que contradice de nuevo las hip6tesis. La demostracién de (b) es muy semejante
a la demostracién del Teorema 4.4.5. De hecho (b) es el mismo resultado de este
teorema sustituyendo A por A—-1. O ‘

Si el girth del grafo es par se pueden mejorar las co%as dadas por (4.12), (4.15),
(4.16) y por (4.17), para valores del didmetro D > 2¢ + 2 como se refleja en el
siguiente teorema. '

Teorema 4.5.4 Sea G un grafo con didmetro D, g=2¢(+22>4, 6 > 3.

(a) G es super-k sin > 6{p(A—1,—-1)+p(A - 1,D - 0)};
(b) G es super-A si n>6{p(A—-1,0)+p(A—-1,D—-¢-1)}.
(c) k1 226—2sin> (26— 3){p(A~1,6~1)+p(A—1,D~0)},

()M>26-25si n>(26-3){p(A-1,0)+p(A~1,D—£—1)}.

{
La demostracién es una consecuencia directa del Lema 4.5.1, y sigue las mismas
lineas de razonamiento que el Teorema 4.5.3.





