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Capitulo 5

Superconectividad de digrafos
bipartitos

5.1 Introduccion

La superconectividad de digrafos bipartitos ha sido muy poco estudiada hasta
el momento. Cabe sefialar el trabajo desarrollado en los articulos [26, 29]. En
este iltimo encontramos condiciones suficientes para que un digrafo, asi como
un digrafo bipartito, sea super-arco-conectado. En concreto, dado G, un digrafo
bipartito con orden n, grado minimo 6§ = {6*,6~} > 2, y didmetro D, entonces,
G es super-) si alguna de las siguientes condiciones es cierta.

(a) D=3,y G es diferente de 123,5 0] R&,t;

(b) G es diferente de 2Kj_; 4, y, para todo par de vértices u, v tales que d(u,v) >
3, se verfica que §*(u) + 6~ (v) > [(n+1)/2] +1;

(c) para todo par de vértices del digrafo u,v tales que d(u,v) > 3, se verifica
que §t(u) + 6 (v) > [n/2] +2.

La familia de digrafos bipartitos a la que hacen referencia estas condiciones
es la siguiente:

Por I-(‘n,m se denota el digrafo bipartito completo unidireccional con conjunto
de vértices V) U Vs, |V1| = n, |Vo| = m, y conjunto de arcos E = {(v,v2) : v; €
Vi,un € Vo). Sean 5,6 >6—1,6> 2 Ko5 = (U UUp E), y K5, = (ViU V4, F).
Un digrafo bipartito 123,5 W E&,t, con conjunto de partes de vértices U U Vi y
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76 Superconectividad de digrafos bipartitos

Figura 5.1: Un digrafo I-fg,a w;l?3'3

U, U Vs, se obtiene afiadiendo algunos arcos a los digirafos K 5,65 I?M para unirlos
de tal modo que

(i) el grado minimo del digrafo resultante es §; !
(ii) 6*(u) = 6~ (v) = 6 para cualquier u € Uy y v € V5;

F
(iii) los tinicos arcos que hay desde U; UU; a V; UV, son los de un emparejamiento
completo (de 8 arcos) desde U, a V).

Nétese que el digrafo inverso de 1?8,5 W I?M es un digirafo Rt,5 W }?5’8. A modo de
ejemplo la Figura 5.1 muestra un digrafo I_{‘g,g W I_{‘3,3f. '

Cuando s =t = 6—1, se puede obtener un digrafo}[? 6=1,6 61?5,5_1 simplemente
uniendo dos copias de un digrafo bipartito completo; simétrico Kj_, 4, segln las
reglas anteriores (nétese que en este caso, sélo hemos de tener cuidado con (iii)).
Entonces en 2K;_, s cada vértice u de una copia tiene grado de salida 6*(u) = 6,
y cada vértice v de la otra copia tiene grado de entrada 6~ (v) = é. La Figura 5.2
muestra un digrafo 2K3 ,.

El mismo resultado se satisface para el caso de érafos bipartitos. Se deduce
de estos teoremas que si G es un digrafo o grafo bipartito con orden n y grado
minimo 6 > |(n+2)/4] + 1, entonces G es super-\. En este contexto, Volkmann
[56] mostrdé que si-§ > |n/4] + 1, entonces G es ma,%imalmente arco-conectado,
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Figura 5.2: Un digrafo 2K 3

Fébrega y Fiol en [26] llegaron a la misma conclusién para cada digrafo bipartito
o grafo con didmetro D = 3. Independientemente Plesnik y Zndm [51] probaron
el mismo resultado para grafos. En (7] se encontraron condiciones similares a
las de Chartrand que son suficientes para asegurar que un digrafo s-geodético es
super-«.

Otros resultados interesantes expuestos en [29] son los siguientes.

(a) Sea G un digrafo bipartito de didmetro 3, con n vértices, grados minimo y
méximo § y A respectivamente. Si n > 2(A + §), entonces G es super-A.

(b) Sea G un grafo bipartito de didmetro 3, con n vértices, grados minimo y
méximo 8§ y A respectivamente. Sin > 2(A+6—1), entonces G ‘es super-\.

La mayoria de los resultados de las préximas secciones estén contenidos en [8].

5.2 Superconectividad de digrafos bipartitos con
diametro pequeno

Iniciamos esta seccién estableciendo en un teorema condiciones similares a las
dadas en (4.3) y (4.4), que son suficientes para asegurar superconectividad en di-
grafos bipartitos con didmetro pequefio. Para ello utilizamos una notacién muy
similar a la del capitulo anterior, es decir, consideramos, en primer lugar, un
conjunto F' desconectador no trivial con orden minimo del digrafo bipartito G
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que determina, como en capitulos anteriores, los fragmentos V~, V*, y los sub-
conjuntos V;, 1 <i <,y V), 1<j <y En segufndo lugar, para estudiar el
problema respecto a arcos, consideramos un conjunto de arcos E desconectador
no trivial de orden minimo que determina los a-fragmentos V=, V* y los subcon-
juntos FC V-, WcV*H V,0<i<yy Vi,0< jgs ' igual que en capitulos

anteriores.
I

Dado un vértice z denotamos por f~(2) los vértices de F tales que d(z, F) =

d(z (). |

Teorema 5.2.1 Sea G un digrafo bipartito con pardmetro ¢, didmetro D, y grado
minimo 6 > 3. Entonces,

(a) G es super-k st D < 20— 1;

(b) G es super-A si D < 2¢.

Demostracién: (a) Sea G = (V,4),V =U,ul; un digrafo bipartito y sea F
un conjunto desconectador minimo de G. Como cuélquier camino desde V™~ a
V'* debe atravesar F, la distancia desde un vértice en V,, a uno en Vj, es al menos
p+u'y de aqui que p+u' < D < 2¢-1. Por tanto, uno de los nimeros, o bien 1 o
4 es como mucho £— 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos u < ', es decir,
i < € —1 (si no, usamos el digrafo inverso de G). Ademads, G es maximalmente
conectado, ya que D'< 2¢ — 1, (recordar Teorema 1.5.1), y por tanto |F| = é.
Sean z € V), 71,25, . . ., Ts, vecinos de salida de z. Si; f~(z;) = f~(zx) con i # k,
habria dos caminos distintos, zz; — f~(x;), zz; — f~(z;), de longitud p o p+1,
contradiciendo la definicién de ¢, ya que p < d(z, f~(z;)) < p+1 < £. Por tanto,
para todo x € V,, hay un dnico camino corto P, = zz; — f~(x;), de longitud p o
p+1, segin quez; € Vg 0z €V,, 1 <i <6 En{ lo sucesivo nos referiremos
a esta propiedad como Propiedad bdsica.

Ahora probaremos que I't (z) C V),—; para todo z € V},, y de aqui deduciremos
que la longitud de los 6 caminos F;, debe ser 4. Supongamos que z; € I'* (z)NV,;
entonces z; satisface la propiedad bésica por lo que d(h:.;, F)y=d(zi, f~(x;))=ny
para cada j # i, 1 < j < §, o bien d(z;, f~(z;)) = u, o bien d(z;, f~(z;)) = p+1.
Entonces tenemos dos caminos diferentes desde z a f~(z;), claramente, el camino
més corto P; = zz; — f~(z;), ¥, P/ =zz;— f ‘(xj)i cuyas-longitudes deben ser

de la misma paridad, puesto que G es bipartito. Poritanto, o bien P; y P; tienen
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ambos longitud p+1, lo cual contradice la propiedad bésica, o P; tiene longitud u

y P tiene longitud p+2, o sea, d(z;, f~(z;)) = p+1. Luego, [T*(z;)NV,_4| = 1.

Pero en este caso, como § > 3, tendriamos al menos dos vecinos de salida de z;,

llamémosles z;}, zi € V,. Si d(z}, F) = d(z}, f~(z})) = p, entonces los caminos

ziz; — (), ziz! — f~(z}), serfan distintos, y de longitud x + 1 ya que G es

bipartito; de nuevo una contradiccién con la propiedad bésica. Por tanto, para

todo z € V,, T*(z) C V,_, y la longitud de los caminos P, = zz; — f~(z;),
1<i< 6, es p.

Si p =1 el resultado es trivial porque F' = I'*(z) para cualquier z € V,,. Asi
pues, supongamos 4 > 1. Entonces, veamos que para todo j # i, d(z;, f~(z;)) 2
p+1; en caso contrario, si para algin j # i, u—1 < d(z;, f~(z;)) < p, tendriamos
dos caminos cortos, a saber, zz; — f~(z;), P; = zz; — f~(z;) (de longitud pu),
lo cual es una contradiccion. Luego, |{I'*(z;) N V,—2| = 1, y en consecuencia
IT*(z;)NV,| > 6§ —1, lo cual implica que al menos hay dos vecinos de salida de z;
enV,, =}, =], yaque § > 3. Pero entonces habria dos caminos diferentes desde z;
a cualquier f € F de longitud u+1 porque d(z}, f) = d(z}, f) = u, contradiciendo
la definicién del pardmetro £. Es decir, debe ser p = 1y F = I't(z) para cualquier
z € V,, tal como afirmabamos.

(b) Sea E un conjunto desconectador de arcos con orden minimo. Como D < 2¢
resulta que G es maximalmente arco-conectado (por Teorema 1.5.1), es decir,
|E| = 6. Ahora v+1v'+1 < 2¢, y suponiendo otra vez v < /, tenemos v < £— 1.
Entonces, razonando como en el caso (a), se prueba que los valores 1 <v < ¢—1
son imposibles. Si v = 0 entonces F = V™ y |F| < |E| = §. En este caso,
afirmamos que W = I'*(z) para algin z € F. En efecto, para cada z € F
consideremos el conjunto E(z) = {(z, f'), f' € W}; entonces |E(z)| + |F|-12>
6t (z), es decir, |E(z)| > 6 — (|F| — 1). Por tanto,

§=|E| =} |E(z)| 2 |F|(6 - (IF| - 1))

zeF

lo cual implica |F|(|F| — 1) > (|F| — 1)é. De aqui que |F| =10 |F| = 6. Si
|F| = 1 entonces W = I'*(z). De otro modo, si |F| = §, cada z € F' es adyacente
exactamente a un vértice en Wy a todos los demés vértices de F. Pero ésto es
una contradiccién puesto que § > 3 y los vértices de I't () son independientes
cuando el digrafo es bipartito (es decir, la distancia entre ellos es al menos dos).
O
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Nétese que, como consecuencia del teorema anterior, todos los digrafos bi-
partitos (§ > 3) sin subdigrafos como el de la Figura 5.3 (esto es, £ > 2) y con
D < 3 son super-k, y aquellos con D < 4 son super-s)\. Como ya se comenté en
el Capitulo 3, el pardmetro ¢ de los digrafos BD(d,n) satisface que £ > D — 2.
En consecuencia, si D > 5 estos digrafos son super-«;y si D > 4 son super-A.
|

>
i
Figura 5.3: Subdigrafo de un digrafo bipaf.rtito conf=1

Otros corolarios interesantes de este teorema se' pueden encontrar en [26],
donde se di6 una demostracién de tipo constructiv,b de este mismo resultado.
Por ejemplo, a partir de la propiedad (1.1) y de la iProposicién 1.4.1 podemos
concluir que si el orden de iteracién es bastante grande, el digrafo linea k-iterado
es superconectado, condiciones que son similares a las dadas en (4.5) y (4.6).

Corolario 5.2.2 Sea G un digrafo bipartito con p&ra’metm ¢, didmetro D, y
grado minimo 6 > 3. Entonces, ;
!
(a) L*G es super-x si k> D — 20+ 1;

(b) L*G es super-\ si k> D—2(. O |

La demostracién del Teorema 5.2.1 tiene la ventaja de ser 1til para derivar otros
resultados tal como se hace en la préxima seccidn, yaf que de ella se desprende el
siguiente corolario. |

Corolario 5.2.3 Sea G un digrafo bipartito mazimalmente conectado, con grado
minimo 6 > 3 y pardmetro £. Entonces |

(a) Si F es un conjunto desconectador no trivial tal que |F| = 6§ y V—,

V+, son los dos fragmentos que determina, entonces se cumple que p =
maxgcy- d(z, F) > £, 4 = maxgev+ d(F,z) > Zl

{

(b) Si E es un conjunto de arcos desconectador no trivial tal que |[E| =86 yV~,
V*, son los dos a-fragmentos que determina, éntonces se cumple que

v = maXgev- d(z, F) 2 £, V' = maxeey+ d(W, z) > ¢, donde

F={f:(ff)€BYCV-yW={f': (/)€ B} CV*. O

1
§
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5.3 Superconectividad de digrafos bipartitos
densos

A partir de los resultados que nos brinda la demostracién anterior, podemos
mejorar para el caso particular de digrafos bipartitos los resultados conocidos que
dan condiciones suficientes sobre el orden del digrafo en relacién a los pardmetros -
6,A,¢ y D. Utilizaremos también los resultados obtenidos en el Capitulo 3,
donde se obtuvieron condiciones suficientes sobre el orden de un digrafo bipartito
con § > 3 que aseguran conectividad méxima, las cuales se dieron en [6] y que
recordamos a continuacién.

k=06 si n>(6—1){p(A,€0)+p(A,D—-£—-1)—-2}+2 (5.1)
A=6si n> (6~ 1){p(A £ +p(A,D—t—2)}. (5.2)

En primer lugar, estudiamos la super-(vértice)-conectividad.

Teorema 5.3.1 Sea G un digrafo bipartito con orden n, pardmetro £, didmetro
D, y grados mdzimo y minimo A y § > 3 respectivamente. Entonces,

(a) G es super-x si£>2y
n>6{p(A,e—1)+p(A,D—[_1)_2}+AD—Z+Ae;
(b) G es super-k sit=1yn>28+6{p(A,D~2)~1} +1.

Demostracién: (a) Sea G = (V, A), V = Uy U Uy, un digrafo bipartito. Usa-
remos la misma notacién que en la demostracién del Teorema 5.2.1(a). Debido
precisamente a este teorema podemos suponer que D —{¢ > £. Entonces en virtud
de (5.1) y de las hipétesis, G es maximalmente conectado. Sea F' un conjunto
desconectador no trivial tal que |F| = 8. Nétese que |Vi| < AV, 1 < i <y,
ViI <AV, 1<j< iy Vo=V;=F. Ahora tenemos p + ' < D. Vamos
a suponer p < /. Entonces, por el Corolario 5.2.3(a), 4 > £. Distinguimos
basicamente dos casos diferentes:

(i) u>€+1 Entonces f/ < D—p<D—-€—-1,D2>2(+2.
(i.1)SiVh_,_, =0, éstoes, si yf < D—£~2 el ordenn =|V|de G debe

satisfacer

I @
n=Y |Vi|+ X |V]| - |F|
1=0 3=0
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< 8{p(A,p) +p(A, ) - 1} ;:
< 8{p(A,m) +p(A,D—€-2) -1} [
= 6{p(A,0—1)+p(A,D~¢—-1) -2} +5{f: Ai — AD--14 1)
i=e !
< 6{p(A,£~1)+p(A,D—£~1) -2}, |
—_ Ae Det1 AD—[—IF(A _ 2) + Ae
——— — b Ad < _ A
puesto que 1 + A1 A <1 S
ptl1<D—-£-1y D>20+2 ;

< 0, porque

(i.2) Si V},_,_; # 0, podemos considerar un vértice y € Vj_p—;. Como todos
los caminos desde z € V), a y atraviesan F, debe ser, di(x, y) 2 d(z, F)+d(F,y) =
p+D—-£€—-1>04+1+D—-¢—1=D. Por tanto; u = £+ 1. Ademés, para
todo z € Vi1, T*(z) C Vj; en caso contrario podremos considerar un vértice
g’ € T'*(z) N Vgy1. Como antes, todos los caminos ‘desde z’ a y atraviesan F'
y también d(z',y) = D. Entonces, tendriamos dos caminos diferentes desde z
a y, uno de longitud D y otro, zz' — y, de longitud D + 1, siendo imposible
esta situacion en un digrafo bipartito, de donde deduicimos que, para todo z €
Ves1, IH(z) C V,, lo cual implica que |Vpy1| < 2[V) < A%, De igual modo,
probamos que para todo vértice y € Vp_,_;, I'7(¥) C V)_,_5, ¥ por tanto,
IVi_e—1] € 21Vh_e_sl < AP=#1. De este modo obtenemos que

= S+ TE W= P+ Vol + Vo]

< §{p(A,0) + p(A, D — £ — 2) — 1} + A1 4 AD-E-1

= 6{p(A, £~ 1)+ p(A, D~ £—1) = 2} + §{1 + A* — AP=71} 4 AtH
+AP < §{p(A, L 1)+ p(A, D~ £ 1) — é} + 8,

puesto que A% 4 SAL 4§ — (6~ 1)AP~ < 24 + 6 — (6 - AP <
(83— 6)AP41 4+ §< 6, porque D>2¢+2y 6> 3. ]
5

(i) p= £ Entonces ' < D~ £, D > 2¢.

(111) SiV)_,=0 éstoes, siy/ <D—-¢-1, el orden n = [V| de G debe
satisfacer i

n < 6§{p(A, &) +p(A,D~£-1)-1}
= §{p(A, £~ 1) +p(A, D~ €~1) -2} +§(1 + A9
< 6{p(A, €~ 1) +p(A, D —£—1) = 2} + AL+ AP,
ya que §(1 4+ Af) < §(1 + AP-E1) < A(1 + AP IS Af + AD-E,

i
I
1
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(ii.2) Si V)_, # 0, es decir, ' = D — ¢, dados z € V, e y € V}_,, como
antes d(z,y) > d(z,F) + d(F,y) > D, lo cual significa que I'*(z) C V-1, y,
I'"(y) C Vp_p_1. Noétese que este caso es imposible si £ = 1, ya que estamos
suponiendo que F' = V} es un conjunto desconectador no trivial. Entonces por
ahora supondremos que £ > 2. Por tanto,

Vel < §1Veer| S A%y, Vool < $[Vhoe] < AP

Ademés, la cota superior del cardinal de V,UV/},_, se puede reducir en al menos
8 unidades. Sea F' = {f1, f2,..., fs} . Vamos a probar que para cada f; € F con
I'=(f:) C W4, la cota superior para el cardinal de V; U V},_, se puede reducir por
lo menos en uno. En efecto, para todo f € F, f # f, d(f, fi) = d(f,2) +1 < D,
para algin z € T'"(f;). Entonces, d(f,z) < D — 1, lo que significa que hay un
arco (ay, B;) en el camino corto f — 2f;, con su vértice inicial a; en algiin Vj' ,
-0< 7 < D-—{ ysu vértice terminal §; en algin V;, 1 < i < £. De hecho, debe
ser0<j<D—-¢—-1,01<i<{—1;delocontrario,siay € V},_, y B € V
tendriamos, d(f, z) = d(f,) + 1+ d(B;,2) > D, lo cual es una contradiccién.
Distinguiendo casos similares a los estudiados en la demostracion del Teorema
4.3.2 del Capitulo 4 tenemos que si para todo f; € F, I'"(f;) C V4, entonces
Vel + |Vh_el < APt + A® — §. Si no, si para algin f; € F, existe un vértice
z € T'~(f) tal que z ¢ Vi, entonces |V}| < 6A — 1, y de aqui que la anterior
afirmacién sea también verdad. Por tanto, tenemos que

n < &§{p(A,£—1)+p(A,D—£—1) -2} + APt 4+ AL,

Si 4 = £ = 1, teniendo en cuenta los anteriores resultados tenemos que para
todo z € Vi, I'"(z) NV} # 0, puesto que F es un conjunto desconectador no
trivial, es decir, Fo = FNUy # 0y F; = FNU, # 0. Ademss, V)_, =0, y
n < 6{p(A,D — 2) + p(A,1) — 1}. Ahora, mostraremos que o bien |V;| < 2A
o |Vh_,| < (6 — 1)AP~2. Supongamos que |V;| > 2A. Entonces [V; NU;| > A,
y |Fol > 1 (o |[ViNUp| > Ay |Fi| > 1). Luego, existe un vértice z € V; N U,
yun f € F tal que z ¢ T'"(f). Consideremos un vértice y € V},_, tal que
d(f,y) = D — 2. Si el didmetro D es impar, entonces y € U; ya que f € Fy;
en caso contrario, y € Uy. Como vértices de la misma [diferente] parte estdn
a lo sumo a distancia D — 1 cuando el didmetro es impar [par], resulta que
d(z,y) < D — 1, y por tanto, |V}_,| < (6 — 1)AP-2. Asi podemos suponer que
1| < 24.

Ademis, la cota superior del cardinal de VjUV},_, se puede reducir en al menos
6 — 1. Supongamos que el didmetro es impar y |Fp| > 1. Razonando como antes
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obtenemos que, o bien, todos los vértices de Fp tienen sus vecinos de entrada en V;
y entonces |V),_,| < 8AP-2—|Fy|, o bien, existe un vértice en Fj con al menos un
vecino de entrada que no esté en V;, y entonces |Vi|[+|V}_,| < 2A+6AP-2—|F|.
Ademss, si |F1| > 1, podemos sustraer también eéte nimero de la cantidad
anterior. Luego, en el peor caso, |Vi| + |V)_,| < 2A + 6AP=2 — (§ - 1). Siel
didmetro es par el razonamiento es sobre vértices de partes diferentes. Por tanto,

n<2A+6{p(A,D-2)—1}+1. O

Corolario 5.3.2 Sea G un digrafo bipartito con nimero de arcos m, pardmetro
¢, didmetro D, y grados mdzimo y minimo A y 6 > 3 'respectivamente. Entonces,

G es super-\ sim > 6{p(A,€) + p(A, D — £~ 1) — 2} + AP~t 4+ A#H,

Demostracién: Supongamos que el resultado no es cierto. Entonces existirfa
un digrafo bipartito G no super-A con m arcos, y parametros 6>3, A0y D
tales que

m > 6{p(A,0) + p(A,D — £— 1) — 2} + AP~E + AL, .

Entonces, su digrafo linea LG seria un digrafo bipartito no super-« con n' = m
vértices, grado minimo 6, grado méximo A, diémetrip D' = D + 1 y pardmetro
¢ ={+1 > 2 satisfaciendo i

n' > 6{p(A, € — 1)+ p(A, D' — ¢ — 1) — 2} + AD~¢ 4 A?

lo cual contradice el teorema anterior. O

Ademas, cuando el digrafo G es d-regular, tiene A = § =dy m = dn arcos.
Luego, sustituyendo estos valores en el Teorema 5.3. 1 y en el corolario anterior
obtenemos el siguiente resultado.

Corolario 5.3.3 Sea G un digrafo bipartito d- regular d > 3, de n vértices, con

pardmetro £ y didmetro D. Entonces, i

d ]
(>22yn> a——(de+dD_e‘—2d)+dD‘e+de
(a) G es super-k st 1 !

=1 d
¢ yn>+d1

(b) G es super-A si n > a—d—l(de+dD -1 2)~i—c.;lD'e'1 +df. O
|

i
|
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Figura 5.4: Un digrafo bipartito 3-regular con A = 3 y no super-}, con 12 vértices
y diametro 3

Por ejemplo, si D = 3 y £ > 1 obtenemos que G es super-\ si n > 4d; y
si D=4y { > 2, entonces G es super-x si n > 4d®. Para mostrar que estos
resultados son los mejores posibles, vamos a considerar la siguiente familia de
digrafos bipartitos que se construye como sigue. Sea K, = (V1 UF, A) el digrafo
bipartito completo simétrico, y denotemos por K 24 €l digrafo que se obtiene de él
al suprimir un emparejamiento completo de F a V4. El digrafo bipartito Kog K. >
donde K}, = (F' UV}, E') es una copia de K,q4, se obtiene uniendo dos copias
con dos emparejamientos completos: uno desde F' a F' y el otro desde V{ a V;.
Entonces, las partes de Koq I—(‘éd son VU F'y FUV/. La Figura 5.4 muestra
un ejemplo para d = 3. Esta construccién proporciona una familia de digrafos
bipartitos d-regulares con didmetro D = 3, parametro £ = 1 y orden n = 4d,
los cuales son maximalmente arco-conectados pero no son super-A. Sus digrafos
linea tienen D = 4, pardmetro £ = 2, orden n = 4d?, y son maximalmente
vértice-conectados, pero no son super-x.

Sea G un digrafo bipartito d-regular (d > 3) de orden n, didmetro D, y ¢(G) =
¢. Entonces, como ya se establecié en el Capitulo 1, el digrafo linea k-iterado L*G
tiene orden d*n, didmetro D + k y £(L¥G) = £+ k. Por tanto sustituyendo estos
valores en el Corolario 5.3.3 obtenemos las siguientes condiciones suficientes para
que L*G sea superconectado.

L*G es super-« si d*n > d{p(d, £+ k — 1)+ p(d, D — £ — 1) — 2} + dP~¢ + d*+F,
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L*G es super-\ si d*n > d{p(d, £+ k — 1)+ p(d, D — £ — 2) — 2} +dP~¢"1 4 gt+*,

Despejando k y teniendo en cuenta que este valor débe ser un entero, podemos
mostrar explicitamente que es el minimo orden de 1terac10n para el cual las si-
guientes desigualdades son vélidas.

Corolario 5.3.4 Sea G un digrafo bipartiio d-regular, d > 3, con orden n,
pardmetro £ y didmetro D. Entonces,

dP-4(2d — 1) - 24%"
n(d—1)—d?(2d = 1)’

H
|

dP~t1(2d — 1) — 2d

(a) L*G es super-x si k > logy

k . .. O
(b) L*G es super-) si k > log, n@d=1) = #@d=1)
Puesto que 5
2dP-¢+1 (2d — 1)dP—¢ — 24° 2dP-¢ (2d—1)dP-t1 - 24

o — 241~ n(d—1) - d2d—1) " 2m =287~ n{d—1) = &(2d - 1)
los resultados del Corolario 5.3.4 implican los siguientes resultados que deben ser
comparados con los del Corolario 5.2.2.

LXG es super—f{ sik>D~{0+1—logy(n—d*Y); |

4

L*G es super-A si k > D ~ £ — logy(n — d**1).
Obsérvese que es una iteracién mds que las necesarias para garantizar conectivi-
dad méxima, tal como obtuvimos en el Capitulo 3. Ademaés la iteracién k = 0
proporciona cotas superiores sobre el didmetro que a partlr de un cierto valor del
orden suponen una mejora de las obtenidas en el Teorema 5.2.1

'Se puede obtener una cota superior sobre el nimero de vértices que indique
cuando un digrafo bipartito G es super-A, usando un razonamiento directo similar
al que se usa en la demostracion del Teorema 5.3.1. ]’

|
Teorema 5.3.5 Sea G un digrafo bipartito con ordeh n, pardmetro £, didmetro
D, y grados mdximo A y minimo 6 > 3, respectivaménte. Entonces,

G es super-\ si n > 6{p(A,€—1)+p(A,D—-{— 2)} + Al + AD-EL
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Demostracién: Como en la demostracién del Teorema 5.3.1 supongamos que
las hipétesis son vélidas, de donde G es maximalmente arco-conectado por (5.2).
Por el Teorema 5.2.1(b) podemos suponer D — ¢ > £+ 1. Usamos la misma
notacién que en tales teoremas. Sea |E| = §, y supongamos que F es un conjunto
arco-desconectador no trivial. Entonces por el Corolario 5.2.3 (b), v > £y v <
V<D-v-1<D—-¢-1 |

() v2£€+1. Entonces ' < D—v—-1<D~£€~2 SiV)_, ,=0,éstoes
V< D—{£-3, el orden n = |V| de G debe satisfacer

n= éo Vil + ,—‘VEO [V} < 6{p(A,v) +p(A, )}
< §{p(A,v) +p(A,D - £ - 3)}
=6{p(A,£-1)+p(A,D~£~2)} + 6{éAi — AD-¢-2}

< 6{p(A,£-1) +p(A, D —£-2)},
Au+1 _ Ae B AD—e—z < (2 - A)AD—£—2 _ AZ
A-1 - A-1

Si V,_,_s # 0 podemos considerar un vértice y € Vpj_,_,.. Como todos los
caminos desde z-€ V, a y deben atravesar F, debe ser d(z,y) > d(z, F) + 1 +
d(F',y) =v+14+D—-£~2> D. Por tanto, v = £ + 1. Ademds, para todo
z € Vg1, I''(z) C Vp; de otro modo, sea ' € I'*(z) N Vpy;. Como antes,
todos los caminos desde z’ a y atraviesan E y también d(z’,y) = D. Entonces,

ya que <0

tendriamos dos caminos diferentes de z a y, uno de longitud D y otro, zz' — y,
de longitud D + 1, lo cual es imposible en un digrafo bipartito. Luego, para todo
z € Viy1, I'*(z) C V,, lo que implica que |Vp4q] < %|Ve[ < A#!. De un modo
similar, probamos que para todo vértice y € V}_,_,, I (y) C Vj_,_3 ¥ por tanto
[Vh_oe_al < 2|Vh_o_3] < AP=42 De este modo obtenemos

n= B VI+ L I Vel + Vpoeool
< 6{p(A,£—1)+p(A, D — £ - 2)} + 6{A = AP=2} 4+ ABT 4 ADZE2
< §{p(A, € —1)+p(A, D~ £—2)} + A1 + AP
ya que Af — AP~¢-2 < 0, porque D > 2 + 2.

(ii) v =¢. Entonces v/ < D—£€—1. SiVj_,_, =0, entonces D > 2( + 2 y el
orden debe satisfacer

4 D—-£-2
n< T V4 2 V< 8{p(A, £~ 1) +p(8, D — £~ 2)} + 84"
1= j=
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< 5{P(A., £—1)+p(A,D—£-2)} + A + AD-E-1
va que AL < Al 4+ AP~t-1, debido a que D > 20+2,

SiVh 1 # 0, esdecir, V< D—-v—-1<D —f—1.Seaz €V, yE€ Vo
como antes d(z,y) > d(z, F)+d(F,y)+1 > D, lo cual significa que I'* (z) C V,,
y I'"(y) C Vp_,_,. Por tanto,

|‘/£| S %‘lVZ’—ll S Al, Y |Vb_g_1| S %lVb—Z—Zl S.AD_Z_I. Luego,

4 D—¢-1
n=3Vil+ X |Vj| <6{p(A,€—1)+p(A, D~ —2)}+ Al + AP,
a :

|

En el caso particular D = 3 (£ > 1) obtenemos que G es super-\ si n >
2(A+96), como fué probado en [29]. Es interesante notar que, puesto que n > %,
el teorema anterior también implica el resultado del ;Corolario 5.3.2 y por tanto

también los resultados de los corolarios 5.3.3(b) y 5.3.4(b).

|
|

5.4 Conjuntos desconectadore$ en digrafos bi-
partitos superconectados | |

3
y

Consideramos un digrafo bipartito G = (Uy U Us, A)' maximalmente conectado,
con grado minimo § > 3. Al igual que en la Seccién 4.2 del Capitulo 4, nos
proponemos hallar la mfnima profundidad que han de tener los fragmentos V—,
V+ determinados por un conjunto F' desconectador no trivial de a lo sumo 26 — 3
vértices. Sean V;, Vj’ , 1 <1< p,1<j <y, como en secciones anteriores.
Sean z € V,, 1,2,...,25, 6 de sus vecinos de salida y denotemos por f~(z;),
1 <4 < 6, los vértices de F' a minima distancia de z;. La siguiente propiedad
se prueba como en la demostracion del Teorema 5.2.1 y nos referiremos a ella
también como Propiedad bdsica: Si p < £ — 1 entorices para cada T € V. hay
un unico camino corto P, = zz; — f~(x;), 1 £ ¢ < 8, de longitud u o p + 1,
dependiendo de si z; € V,_1, 0, ; € V. |

Ademss utilizaremos e] resultado del Lema 4.2.1: Si p < ¢ — 1 para todo
z € V, existe un vértice z; € V,,, tal que z; € I'*(z).

Lema 5.4.1 Sea G un digrafo bipartito mazimalmente conectado, con § > 3,
pardmetro £, F un conjunto desconectador no trivial tal que |F|<26-3y V-,
V* los dos fragmentos que determina. Entonces, !
{

i
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- p=maXgey-d(z, F) > £, y, 4 = maxzey+ d(F,z) > L.

Demostracién: Supongamosque u < {—1yseanz € V,, 1,22, ...,2Zs, 6 de sus
vecinos de salida. Supongamos que z5 € V,, y consideramos a su vez y1,¥a, - - - , Ys,
vecinos de salida de z5. (Obsérvese que z; # ¥, ya que el digrafo es bipartito).
Es obvio que f~(z5) = f(ys), pero ademéds, en virtud de la propiedad bésica .
anterior y dado que |F'| < 26 — 3, deben existir al menos otros dos vértices tales
que f~(z;) = f~(w), ¢ = 1, 2, lo que significa que desde z a cada f~(z;), i = 1, 2,
hay dos caminos diferentes, a saber, €l corto zz; — f~(z;), de longitud po u+1
y el camino zzsy; — f~(z;) de longitud g+ 1 o £+ 2. De nuevo por la propiedad
bésica se tiene que |zsy; — f~(z:)] = 1+ 1, y como el digrafo es bipartito se
tiene ademds que |rz; — f~(z;)| = u, i = 1,2. Es decir hemos probado que
Va1 NTH(2)| 2 2, [VuNTH(z6)| > 2. Sean {y1,¥2,...,¥x} = VuNTT(z5). Cada
uno de estos vértices satisface que |V, NT'*(y;)| > 2, ya que cumplen las mismas
condiciones que zs, y en consecuencia también satisfacen |V,—1 NT'*(y;)| > 2 ya
que cumplen las mismas condiciones que z. Luego existen f~(y;), fi (y;) € F,
de manera que los caminos zsy; — f~(y;), zsy; — fi (y;), 1 < j < k, son de
longitud u+1y por la propiedad bésica necesariamente son tinicos. Por otra parte,
los caminos zsy; — f~(y;), k+1 < j <6, son de longitud p y también tnicos.
Por tanto, 26—3 > |F| > 6+k, es decir, § > k+3 > 5. Luego si § < 4, el teorema
estarfa probado. Ademds, si k > 6 — 2, |F| > 26 — 2. Por tanto k < § — 3, lo que
significa que |V,_1NI'"*(z5)| > 3, y como los vértices y; € V,NI'*(z5), son como z;
resulta que |V,_; NI (y;)| > 3, 1 < j < k. Repitiendo el razonamiento anterior,
en F podemos contar al menos § + 2k vértices diferentes, o sea, |F| > 6§ + 2k,
es decir, 6§ > 2k +3 > 7. Ademéssi k = 6 — 3, |F| > 38 — 6, pero ésto es
imposible ya que 26 — 3 < 36 — 6 cuando 6 > 4. Entonces k < § — 4, y de aqui
que |V,—1 NT*(y;)] > 4. En un nimero finito de pasos se prueba que k = 2 y
que |V,_1 NTH(y;)| = 6§ -2, j = 1,2. Luego en F podemos contar al menos
3(6 — 2) vértices diferentes, o sea, |F| > 36 — 6, lo cual es una contradiccién
porque |F| < 26 — 3. Por tanto, hemos probado que si u < £ — 1 para todo
z € V,, se verifica que I'*(z) C V},_3, lo cual contradice el Lema 4.2.1.

Anélogamente se demuestra que y' > £¢. O

En el siguiente teorema obtenemos una condicién suficiente sobre el didmetro
que proporciona una cota inferior sobre la superconectividad k, = k1(G) del
digrafo bipartito superconectado. Ademds obsérvese que como 6 < k; = |F| <
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4
|

26 — 3, entonces 6 > 4. Es decir, en un digrafo G {superconectado con grado
minimo § = 3, siempre se verifica que x; > 26 - 2. |
|

Teorema 5.4.2 Sea G un digrafo bipartito con 6 > 3, *parametro £ > 2. Entonces
K1 226—2siD<2—1. !

!

Demostracion: Como D < 2/—1 el digrafo G es sup%ar-vértice-conectado debido
al Teorema 4.3.2(a). Supongamos que F' es un desconectador no trivial de G, tal
que k1 = |F| < 26 — 3. Como todos los caminos desde V= a V* deben atravesar
F se cumple que p+ g/ < D. Supongamos p < p/ (si no consideramos el digrafo
inverso de G.) Luego p < £ — 1. Pero en virtud del Lema 5.4.1 debe ser u > ¢
lo cual es una contradiccién. Por tanto, si F' es un desconectador no trivial de G
hadeserk; =|F|>26—-2. O

En el siguiente lema, que es una consecuencia directa del Lema 5.4.1, es-
tudiemos el mismo problema respecto a arcos.

Lema 5.4.3 Sea G un digrafo bipartito mazimalmente arco-conectado, con grado
minimo 6 > 3, E C A un conjunto de arcos desconectador no trivial tal que
|E| €26 -3 y V-, V* los dos a-fragmentos que detqrmz'na. Entonces,

V = maxgey- d(z, F) > ¢, V' = max,ey+ d(W, z) 2 ¢, donde

F son los vértices iniciales y W son los vértices terminales de los arcos de E.

Demostracion: Los valores 1 < v < £ —1 se derﬁuestra que son imposibles
razonando como en el Lema 5.4.1, ya que |F| < |E| < 26 — 3. Sélo hay que
estudiar el caso v = 0. En este caso, F =V ~. Comof E es no trivial, para cada
z € Fexisteuny € T*(z)NF, y # z, yaque G r';10 tiene lazos. Denotemos
por wt(z) = {(z,f') € E} y por w*(H) = Uzen 111)+($)’ siendo H cualquier
subconjunto de F. Como paracada f € F se tiene que {w*(f)| > 1 deducimos
que [wt(z)] + [wtT*H ()N F-{y})|=>6-1. Adenfl‘és, It(z)NTt(y) =0, ya
que G es bipartito, lo que significa que, |

|E| 2 fw* (2)|+|w* (T ()N F = {y})] +|w™ (¥)] + |w* (F+(y)ﬂF {zP| =2 26-2,

\
. &
lo cual es una contradiccién. O g

t
|
13

b
i
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Como en el caso de vértices siempre que 6 = 3 se cumple que \; > 26 —
2. El siguiente teorema es una consecuencia directa del lema que acabamos de
establecer, asi como del Teorema 4.2.3.

Teorema 5.4.4 Sea G un digrafo bipartito con § > 3, pardmetro £. Entonces
M >26—-2siD<20.

Demostracién: Como D < 27 el digrafo G debe ser super-arco conectado de-
bido al Teorema 4.3.2(b). Sea E C A(G) el conjunto con minimo niimero de arcos
que desconecta G de manera no trivial, o sea, Ay = |E| < 26—-3. Seaz € V,,
y € V. Los caminos desde z a y deben atravesar E' y de aqui que v+v'+1 < D.
Por tanto, si D < 2¢, por ejemplo v < £ — 1, pero por el Lema 5.4.1 debe ser
v 2> £ lo cual es una contradiccién. Por tanto, si E es un desconectador no trivial
de G hadeser \y =|E|>26—-2. O

Sin maés informacién sobre la estructura de G, ésto es todo lo que podemos
deducir de las condiciones dadas. No obstante, si G contiene un digono, es decir,
si (z,y), (y,z) € A, como I't(z) NT*(y) = O, entonces I't(z) UTH(y) \ {z,y}
podria ser un ejemplo de conjunto desconectador no trivial con 26 — 2 vértices,
de donde podriamos afirmar que k1, A; < 26 — 2.

Si el didmetro del digrafo no pasara las condiciones suficientes expuestas en los
lemas anteriores disponemos del siguiente teorema en donde se enuncian condi-
ciones suficientes, pero sobre el orden, que aseguran también superconectividad
6ptima.

Teorema 5.4.5 Sea G un digrafo bipartito con orden n, pardmetro £, didmetro
D, y grados mdzimo y minimo A y § > 3 respectivamente. Entonces,

(a) k1 226—-2si0>2y
n> (26 — 3){p(A,£—1)+p(A,D —£—1) — 2} + APt 4+ AL;
(b) k1 >26—2sil=1yn>20+ (26 -3){p(A,D—-2)—-1}+1.

(c) \ >26—2si n>(26—-3){p(A,€-1)+p(A,D-2¢-2)}+ At + ADP-E1,
g

La demostracién es como en los Teoremas 5.3.1, 5.3.5.
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[ * ! * *
5.5 Superconectividad de grafos bipartitos den-
SOs |

|
En esta seccién presentamos resultados similares pa.ra%el caso de grafos bipartitos.
Ahora sea G = (V, A) un grafo bipartito de n vértices, con grado maximo A, grado
minimo 6§ > 3, didmetro D y girth g. Nétese que, puesto que G tiene girth par,
entonces £ = (g — 2)/2. Luego, los Teoremas 5.2.1, 5 4.2, 5.4.4 nos conducen al
siguiente corolario. i

]
}

Corolario 5.5.1 Sea G un grafo bipartito con grado minimo 6 > 3, girth g y
didmetro D. Entonces,

(a) Si D < g — 3 entonces el grafo G es super-k y k; > 26 — 2.

(b) Si D < g — 2 entonces el grafo G es super-A y le >26—-2. O

Como consecuencia inmediata de este corolario tenemos que cualquier grafo bi-
partito con g > 6 y didmetro D < 3 (respectivamente D < 4) es super-« (respec-
tivamente super-1). Por ejemplo los grafos bipartitos més grandes que se conocen
dados por Bond y Delorme en [17] son super-x y super-), y sus superconectivi-
dades son éptimas, ya que se puede mostrar que pasan esta condicién.

En el Capitulo 3 se estudiaron condiciones suficientes sobre el orden de un
grafo bipartito con § > 3 que aseguran conectividad:méxima, las cuales se pre-
sentaron en [6]. |

k=6 si n>(6-D{pA-1,%54 +pA=1,D— ) (5.3)
A=6sin>(6— 1){p(A—1,9;—2)+p(A§—1,D— 42)}. (5.4)

!
i

Estos resultados nos permiten mejorar los resulta,dos1 conocidos para el caso bi-
partito no dirigido. En el teorema siguiente se determi;na una condicién suficiente
sobre el nimero de vértices para que G sea super-x. “
Teorema 5.5.2 Sea G un grafo bipartito con parcimetro £ > 2, didmetro D,
orden n y grados mdzimo y minimo A y 6 > 3, respectwamente Entonces, G es
super-K st ‘;

n>(5{p(A—1,€—2)—+—p(A—1,D—€—1)}+(Ai—I)D'e+(A—1)“l
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Demostracién: Por las hipétesis y debido a (5.3) el grafo G es maximalmente
conectado. Sea F, V~,V*+ V,y V; como siempre. Ahora necesitamos la siguiente
notacién: Para cada f; € F, 1 < j < §,seal < a(f;) = |I(f;)NV~| <
Ayseal < d(f;) = |T(f;) NV < A, donde a(f;) + a'(f;) < A, ésto es,
a'(f;) < A —a(f;). Para cada f; € F se definen los siguientes conjuntos, V;; =
{x € Vild(z,f;) =i}, 1 < j <6, 1< i< u Entonces, tenemos |V;| <
—11Visl £ X1 a(f;)(A — 1)1, Anélogamente, para cada 1 <i < g/, [V/| <

6 .
Z a'(fi)(A - 1)1 < ( —a{fi))(A - 1)L
En virtud del Corolarlo 5.2.3 (a) podemos suponer p > ¢, y, por tanto, p <
¢ <D — < D—{ Estudiamos los siguientes casos:
() u=22+1,Vh_ =0, éstoes, p’ < D—{—2. Entonces el orden n = |V|
de G debe satisfacer
n = .E IVI+E VI +I1F| <

’

S a(f)(A -1+ 5 5 (A —a(f))(A— 1) +6=

N
2.

i=1j=1 i=1j=1

2 a(F)p(A ~ L= 1)+ LA —a(fp(d—1p 1) +6 <

§+6Ap(A-1,D—-2-3)<6{1+p(A-1,D—-¢-1)},
puestoque u < ' < D—=£¢—2,y, 6§ > 3 se tiene que
Ap(A-1,D—-£-3)<(A-1)*p(A-1,D—-¢-3)<p(A-1,D~£-1).

Si V_,_; # 0, del mismo modo que para digrafos, considerando y € Vb1
obtenemos que d(z,y) = D para todo z € V,,, de donde o = £ + 1. Es decir,
I'(z) Cc Vi, T'(y) € Vj_,_,. Este hecho implica que

A-1 A-1
{Vel,  [Vp_eoal <

[Vesa] < [Vp—e—2l-

Por tanto,

£ D-¢-2 .
n=3NVil+ X VI+IFl+Venl+ Vol <
= i=

T Ya()A-1) 4 5 3 (A-a(f))A- 1)+ 6+

i=1j=1 i=1 j=1

L3 {a(f)(A = 1) + (A — a(f))(A - )P,
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El lado derecho de la relacién anterior es maximo :cuando a(f;) =1, debido a
que £ < D — ¢ - 2. En consecuencia,

n<&{p(A-1,-1)+p(A- l,D—€—2)}+(£§4— 1) + (A — 1)P-¢-1 <
§{p(A—1,6—2) +p(A—1,D—£—1)} + (A — ;f)e—l + (A = 1)P-¢
ya que
{A-1) - (A-1)PF} + (A -1+ (A-1)P <
(A - 1)1+ (A —1)P-, |

puesto que —(A —1)P-¢-1 < —(A-1)"y, 6+ (A —1) < 6(A-1)% yaque
6> 3.

(b) u=¢, ' < D—12 SiVj_, =0, entonces

< £ $ i1 D—¢-1 & : i1
_z,lgla(fj)(A—l) + X E__:l(A—a(fj))gA_l) +6<

a(F)p(A ~ 18- 1)+ (A alf)p(A~1,D = £=2)+5

?Mm

|
Esta expresién es médxima cuando a(f;) = 1, puesto. que ahora £ < D — ¢ — 1.

Entonces, 1
n<&{p(A-1,0-2)+pA-1,D—L0-1}+6A-1)1<
§{p(A-1,£-2)+p(A-1,D—£¢—-1)}+(A-1)1+(A-1)P,

yaque (6-1)(A -1 < (A-1E<(A-1)PE
Si V,_, # 0, del mismo modo que para digrafos, sucede que I'(z) C V-1, para

todo z € V,, v, I'(y) C Vp_,_1, para todo y € V}_,. Este hecho implica que

Vil < 852 \Veesl,  [Vi_ol < 252{Vp_gy|- Por tanito,

-1 Dt ,
n= 2 Vil + ,21 V| 4+ |F| + [Ve| + [Vp_y| <

S @ -1+ "5 £ A al)a -1 4o
! 2 (alf;)(A = 1)1 + (A — a(f;))(A — 1)D—f—1}!,

Como en casos anteriores esta relacion es ma.x1ma cuando a(f;) = 1, debido
a que £ < D — /¢. En consecuencia,

n<é{p(A-1,-2)+p(A-1,D— E—l)}+($ DT+ (A-1)P-4 O
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De un modo similar razonariamos en el caso de ramas. Por consiguiente,
teniendo en cuenta que para grafos bipartitos 2¢ + 2 = g, podemos enunciar el
siguiente teorema.

Teorema 5.5.3 Sea G un grafo bipartito con girth g (£ = 9;—2 ), didmetro D,
orden n, y grados mdzimo y minimo A y § > 3 respectivamente. Entonces,

(a) G es super-k sig>6y
n>6{p(A~-1,58) +p(A-1,D- 9} +(A-1)P-¥1 4 (A -1)$2
G es super-k sig=4 yn > §{p(A — l,lD -2)+1}.
(b) k1 >26—2sig>6y
n> (26~ 3){p(A-1,%%)+p(A—1,D—§)}+(A-1)P-#+1 4+ (A -1)3-2.
K1 >26—2sig=4yn>(26-3){p(A-1,D-2)+1}.
(c) G es super-\ si
n>6{p(A-1,%2)+p(A-1,D -4} + (A-1)51 + (A - 1)P-4.
(d) A\ > 262 si

n> (26-3){p(A—1,%%)+p(A -1, D- )} +(A-1)F 1+ (A-1)P-E.
a





