Anexo 3.5

Deduccion de las ecuaciones del movimiento de una

viga de Euler-Bernoulli giratoria
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DEDUCCION DE LAS ECUACIONES DEL MOVIMIENTO DE UNA
VIGA DE EULER-BERNOULLI GIRATORIA

Hipotesis principales: viga Euler-Bernoulli, no se considera fuerza centrifuga, no se
considera fuerza de Coriolis, la masa del extremo es despreciable, el momento de inercia de
las articulaciones es despreciable, accionada mediante un actuador lineal.

>restart;

>with(linalg):

Warning, the protected names norm and trace have been redefined and
unprotected

>m g:=0;J g:=0;G:=0;

m g:=0
J g:=0
G:=0

La presencia de un actuador lineal divide a la viga en dos regiones. La primera (1) va desde
la articulacion al actuador lineal y la segunda (2) del actuador lineal al extremo libre.
Determinacion de la velocidad absoluta de un punto situado en el eje centroidal de la viga.
A continuacion se determina el cuadrado de esta velocidad.

>VX1l:=vector ([-

Wlnl (x,t) *diff (theta(t) ,t) ,0,diff (Wlnl(x,t),h t)+x*diff (theta(t
), 8)1);

VX1 —{—Wlnl(x t)( G(t)j (6 Winl(x, t))+x(at6(t)ﬂ

>VX2:=vector ([-
Wln2 (x,t) *diff (theta(t) ,t) ,0,diff (Wln2(x,t) ,t)+x*diff (theta(t
), 8)1)

VX2 .= {—Wan(x t) ( O(t)j (6 Win2(x, t)) +Xx ( 8t O(t)ﬂ
>VX1l 2:=expand(dotprod(VX1l,VXl, 'orthogonal')) ;

> e e 5
VX1 2= Winl(x, t)( e(t)] ( Winl(x, z)) [atWInl(x,t)]x[atO(t)J

2
0
2
= O(¢
+x (é’t 0( ))
>VX2 2:=expand (dotprod(VX2,VX2, 'orthogonal')) ;

> o 2 o o
VX2 2= Win2(x, 1)? ( e(z)j ( Win2(x, z)) [az Wan(x,t)jx[at G(t)J

2
+x? (gf e(z))

Determinacion de la energia cinética de una rebanada cualquiera.
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>
dEcl:=(1/2*A*rho*diff (theta(t),t)*2*Wlnl(x,t)*2+1/2*A*rho*dif
f(Wlnl(x,t) ,t)*2+A*rho*diff (theta(t),t)*diff (Wlnl(x,t) ,h t)*x+1

/2*A*rho*diff (theta(t) , t)*2*x*2) *dx;
2 2

|1 (2 2,1 (9
dEcl = {ZA p [ét e(t)) Winl(x, t) +2A p [ét Winl(x, t)]

2
0 0 1 0 5
o Zow) (S winice )+ Lap( 2o | ¢ fa
>
dEc2:=(1/2*A*rho*diff (theta(t),t)*2*Wln2 (x,t)*2+1/2*A*rho*dif
f(Wln2 (x,t),t)*2+A*rho*diff (theta(t) ,t) *diff (Wln2(x,t), t) *x+1

/2*A*rho*diff (theta(t) ,6 t)*2*x"2) *dx;
2 2
1

1L, (2 2, L, (9
dEc2 = [2 Ap (& G(t)) Win2(x, t)” + > Ap (& Win2(x, t)j

2
cap (o) (G Wit esLap( Soun) o

Determinacion de la energia cinética total.

>Ec:= expand(int (dEcl/dx,x=0..1lc)+int (dEc2/dx,x=1lc..L));
lc

2 2
1 9 2 9
Ec = 3 Ap (81‘ G(t)) Winl(x,t)*"+4 p (Gt Winl(x, t)j
0

2

+24p (gt 9(t)j [aaz Winl(x, t)jx+A p (Gat G(t)] x? a’x+%

2 2

Ap (aaz e(z)j WIn2(x, 1)+ A4 p (gt Win2(x, z))

0 o VIR
+2A4p (at e(z)j [Gt Win2(x, t)] x+Ap (af e(z)) x? dx

A continuacion se calcula la energia potencial debida a la deformacion elastica de una
rebanada cualquiera.

>dEpl:=(1/2*E*J*diff (psil (x,t) ,hx)*2) *dx;
>dEp2:=(1/2*E*J*diff (psi2 (x,t) ,x)*2) *dx;

2
1 0

Epl == EJ| —wyl
dEp > J(@xw (x,t)) dx

2
1 0
dEp2 = 5 EJ[ax y2(x, t)) dx

A continuacion se calcula la energia potencial total debida a la deformacion elastica.
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>Ep:= expand(int (dEpl/dx,x=0..1lc)+int (dEp2/dx,x=1lc..L));
lc L

2 2
1 1 0
Ep :ZEEJ (aax\yl(x, t)] dx+§EJ (5)6“]2()6’0) dx
0 lc

ECUACION GLOBAL

La ecuacion que se deduce a continuacion se aplica a la totalidad de la viga. Su significado
fisico es: la suma de los momentos de todas las fuerzas en el eje que pasa por la articulacion
04 es cero.

Determinacion del Lagrangiano total.

> e0:=expand (Ec-Ep) ;

lc

2 2
1 9 2 9
el = > Ap (é’t O(I)) Winl(x, t)"+A4p [at Winl(x, t)]
0

2

+2Ap( G(I)j[ Winl(x, t)jx+Ap( e(r)] xzdx+%

2

p (gt G(I)j WIn2(x, t)*+ A4 p g

3 Win2(x, t))

~

+2Ap( G(I)j[ Win2(x, t) x+Ap( G(t)) x? dx
1 ' 0 S 0 ?
—EEJ [aqul(x,l)j dX—EEJ (ax\VZ()C,Z)] dx

0 Ic

La siguiente sustitucion es una estrategia para poder derivar el Lagrangiano con MAPLE.
Este programa no soporta derivar respecto de una funcién por lo que se ha de substituir la
funcion velocidad angular por una variable (thetapunto), derivar respecto thetapunto y
deshacer la substitucion.

>ebl:=subs (diff (theta(t) ,h t)=thetapunto,e0) ;
lc
2

1 0
eSSl = 5 A p thetapunto® Winl(x, t)* + A4 p (at Winl(x, t))

0

+ 2 A p thetapunto (8

1
Py Winl(x, t)) x + A p thetapunto® x* dx + ~

2
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2

A p thetapunto® Win2(x, t)* + 4 p (gt Win2(x, t))

0
+ 2 A p thetapunto (at Win2(x, t)) x + A p thetapunto® x* dx

lc
2 2
1 0 1 0
—EEJ (ax\VI(X,t)j dX—EEJ (ax\VZ(x,t)] dx
0 lc

>eb2:=diff (e51, thetapunto) ;
e52 =

Ic

J' 2 A p thetapunto Winl(x, t)* +2 A p (gt Winl(x, t)j x + 2 A p thetapunto x* dx

N[ —

+

ot

N[ —

0
2 0 2
2 A p thetapunto WIn2(x, t)"+2 4 p ( Win2(x, t)} X+ 2 A p thetapunto x* dx
I

L
>eb3:=subs (thetapunto=diff (theta(t),t),h e52);

(,lc

e53:== | 24p (gt G(t)j Winl(x, 1)*+2A4p [gt Winl(x, t)] x+2A4p @ e(z)) x* dx

L

Va

+=| 24p (Oat e(z)) WIn2(x, 1) +2 A4 p (gt Win2(x, t)] x+24p (gt O(t)] x* dx

le

Otra vez la misma estrategia para poder derivar respecto del angulo theta.
> eb4 :=subs (theta (t)=theta,e0) ;

Ic

2 2
1 9 2 9
ed4 =5 Ap[atej Winl(x, ¢) +Ap(atW1n1(x, t))
0
L
o \(0 oY 1 o\
e v o 2 1 ° 2
+2Ap[atej(atWInl(x,t)Jx+Ap[atej X dx+2 Ap(ﬁtej Win2(x, t)
lc
2 2

+A4p ((gt Win2(x, t)) +2A4p (; 9) [gt Win2(x, t)j x+A4p (; 9) x2 dx

295



lc L
2 2
1

0 1 0
—EEJ (ax\lll(x,l)j dX—EEJ (ax\VZ()C,Z)J dx
0 lc

>e55:=diff (e54, theta) ;
e55 =0

> e56:=subs (theta=theta(t) ,e55) ;
e56:=0

Construccion de la ecuacion de Lagrange para el angulo theta.

>eb57:=diff (e53,t)-e56-Mtheta;
lc

1 o° 5 0 0
e57:=5 | 24 p[atz G(t)J Winl(x, ¢)*+4 4 p(at e(z)) Winl(x, t)(at Wlnl(x,t))

0
L

+24 alenl( 1) |x+24 Cif 0(1) |x*d e

— X, X — xX“dx + <

Plas Plas 2
lc

2
240 (;2 e(z)] Win(x, 17+ 4.4 p 3,000 | Win2(x.) [ 5 Win2ge 1) |

2 2
+2A4p (sz Win2(x, t)] x+2Ap [52 G(t)J x* dx — Mtheta
t t

ECUACIONES LOCALES
Las ecuaciones que se deducen a continuacion se aplican a una rebanada de la viga. Su
significado fisico es: en cualquier rebanada la suma de fuerzas verticales es nula y la suma
de los momentos es cero.
Determinacion del Lagrangiano.
>el00:=expand (dEcl-dEpl) ;

2 2

1 9 2, 1 9
el00 := > dx A p (at O(t)J Winl(x, 1) + > dx A p (at Winl(x, t))

2
0 0 1 0 5
+dx Ap [at G(t)J (& Winl(x, t)) Xts dx A p ((’% O(I)) X
2
1 0
—2EJ(ax\|11(x, t)j dx
Otra vez la misma estrategia para poder derivar respecto de la velocidad relativa de la

rebanada vista desde el sistema de referencia giratorio.
>elll:=subs(diff (Wlnl(x,t),t)=Wlnlpunto,el00) ;
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2

1 0 1
elll := deA p [81 6(1‘)} Winl(x, t)? ) dx A p Winlpunto®

2 2
0 1 0 , 1 0
+dx A p(@t 6(1‘)} Wlnlpunt0x+§dxA p[@t G(t)j X _ZEJ(ax yl(x, t)} dx
>ell2:=diff (elll,Wlnlpunto) ;
ell2:=dx Ap Winlpunto+dx A p [aat G(t)]x

>ell3:=subs (Wlnlpunto=diff (Wlnl(x,t),t),h ell2);

ell3:=dx Ap (aaz Winl(x, t)j +dxAp (aaz e(z)) x

Otra vez la misma estrategia para poder derivar respecto de la posicion relativa de la
rebanada vista desde el sistema de referencia giratorio.
>elld:=subs (Wlnl (x,t)=W1lnl,el00);

2 2
=1 2 2,1 9 2 8
ell4 .—2dxAp[at9(t)] Winl +2dXAp[6t Wlnlj +dxAp[at9(t)] (at Wln]jx

2 2
1 o L1 (0
+2dXAp[ate(l‘)) X —2Ej[ax\|ll(x,l)j dx

>ell5:=diff (ell4,Wlnl);
2

ell5:=dxAp (Gat O(t)) Winl

>ell6:=subs (Wlnl=Wlnl (x,t) ,ell5) ;
2

ell6:=dxAp [; O(t)] Winl(x, t)

El diferencial de cortante es una fuerza externa que actua en la rebanada. Aunque ha sido
incluido el término de energia potencial debida a la deformacion por cortante, al derivar
respecto de la coordenada Wln no aparece.

>dQl:=E*J*diff (psil(x,t), $ (x,3))*dx;

3
dQl = EJ[a3 yl(x, t)j dx
Ox

Construccion de la ecuacion de Lagrange correspondiente a Win.
>ell7:=diff (ell3,t)-ell16-dQ1;

2 2 2
ell7:=dxAp a—Wlnl(x,t) +dxAp a—e(t) x—dxAp Qe(t) Winl(x, t)
ot ot ot

83
_Ej[aﬁ yl(x, t)} dx

No es necesario aplicar Lagrange para obtener la otra ecuacion diferencial. Por ser viga
Euler-Bernoulli:
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>psil(x,t)=diff (Wlnl(x,t) ,hx);
0
yl(x,t) —§W1n1(x, f)

Ecuacién diferencial en Win.
>ell8:=subs (psil (x,t)=diff (Wlnl (x,t),hx),ell7);

2 2 2
ell8:=dxAp innl(x,t) +dx Ap (ie(t) x—dxAp ge(z‘) Winl(x, t)
or or ot
64
- EJ(4 Winl(x, t)j dx
Ox

Repeticion del proceso para la zona 2.

>e200:=expand (dEc2-dEp2) ;
2 2

_1 0 2 1 g
e200:=5dv A p ( < O(t)j Wind(x, 07+ dx A p ( = Wina(x, z))

2
0 0 1 0 ’
+dx Ap ((% 9(1‘)] [at Win2(x, t)) Xto dx A p (81‘ G(z‘)) X
2
1 0
—2Ej(ax \|12(x, l)j dx
>e2ll:=subs (diff (Wln2 (x,t),t)=Wln2punto,e200) ;
2
e2ll := % dx A p (gt 9(1‘)] Win2(x, 1) + % dx A p Win2punto®

2 2
0 1 0 , 1 0
+dx Ap (at 9(1‘)] Wanpunt0x+§ dx A p [8t O(t)] X _2EJ(8x y2(x, t)] dx
>e2l12:=diff (e211,Wln2punto) ;
e212:=dx A p Win2punto +dx A p [gt O(t)]x

>e213:=subs (Wln2punto=diff (Wln2 (x,t) ,t) ,,e212);

e2l3:=dx Ap (aat Win2(x, t)] +dxAp (aat B(t)) X

>e@2l4:=subs (Wln2 (x,t)=W1ln2,e200) ;
2 2

1 9 2, 1 9 9 9
e2l4 .—2dxAp(at9(t)j Win2 +2dxAp(at Wln2] +dxAp(at9(t)] (Gt WanJx

2 2
1 5 , 1. (a
+2dXAp(ate(t)) X —2EJ(ax\|12(x,t)j dx

>e215:=diff (e214,Wln2);
2

e2l5:=dxAp (gt O(t)) Win2
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>e@216:=subs (Wln2=W1ln2(x,t) ,e215);
2

e2l6:=dx Ap (gt O(t)j Win2(x, t)

>dQ2:=E*J*diff (psi2(x,t), $ (x,3))*dx;
3
dQ2 = EJ[a3 y2(x, t)j dx
ox

>e@2l17:=diff (e213,t)-e216-dQ2;
2

2 2
e217 :=dx A p a—Wlnz(x,z) +dxAp 6—e(t) x—dxAp ﬁe(z) Win2(x, ¢)
ot or> ot

63
- EJ[@X3 y2(x, t)] dx

No es necesario aplicar Lagrange para obtener la otra ecuacion diferencial. Por ser viga
Euler-Bernoulli:
>psi2 (x,t)=diff (Wln2(x,t) ,x);

0
y2(x,t)= Ee Win2(x, t)

Ecuacién diferencial en Win.
>e218:=subs (psi2 (x,t)=diff (Wln2 (x,t) ,h x) ,he217);

2 2 2
e2l8:=dxAp inn2(x, t)|+dxAp ie(t) x—dxAp ﬁe(z) Win2(x, t)
or or ot
64
- EJ[4 Win2(x, t)j dx
ox

Preparacidn para intentar resolver las ecuaciones diferenciales obtenidas.
>with (ODEtools) ;
[ Solve, Xchange, Xcommutator, Xgauge, buildsol, buildsym, canoni, casesplit, diff table,

equinv, eta_k, firint, firtest, gensys, hyperode, infgen, intfactor, invariants, line_int,
muchange, mutest, normalG2, odeadvisor, odepde, odsolve, redode, reduce order,
remove_RootOf, solve_group, symgen, symtest, transinv |

>with (PDEtools) ;

[ PDEplot, build, casesplit, charstrip, dchange, dcoeffs, declare, difforder, dpolyform,
dsubs, mapde, separability, splitstrip, splitsys, undeclare |

>infolevel[dsolve] := 5;
infolevel, = =5
solve

>infolevel [pdsolve] := 5;
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irgfolevelp =5

dsolve *

>

Ecuaciones locales.
> pdel :=expand ( (e218/dx) )=0;
2

0’ 0’ 0
pdel =Ap [&2 Win2(x, t)] +A4p (6t2 G(t)J x—Ap (61‘ 9(t)j Win2(x, t)

84
- EJ[84 Win2(x, z)) 0

X

>

> pde3:=expand(ell8/dx)=0;
2

0’ 0’ 0
pde3 =Ap [&2 Winl(x, t)J +A4p (atz G(t)J x—Ap ((St 9(t)j Winl(x, t)

64
—EJ[a4 Winl(x, z)) -0

X

Ecuacion global.

> pde6:=lexpand(e57) =0;
2

0 0 p)
pde6 = | Ap [aﬂ e(z)j Winl(x, £)>+2 4 p (az e(z)] Winl(x, t) (6t Winl(x, t)]

0
L

o* o* o*

+Ap|—=Wnl(x,t) |x+Ap|—=0(t) |x*dx+ | Ap|—0(t) | WIn2(x, t)*

P[atz ( )] p[atz ()j p(atz ()] (x, 1)
Ic

0 o o*
+2A4p (at G(t)j Win2(x, t) (6t Win2(x, t)) +Ap (6t2 Win2(x, t)] X
82
+Ap [82 O(t)] x* dx — Mtheta =0
t

Intento de separar las variables.

>

answ:=pdsolve ([pde3,pdel,pdeb], [Wlnl (x,t) ,Wln2 (x,t) ,theta(t)]
,singsol=false) ;

Error, (in pdsolve/sys) not implemented for composite functions of the
unknowns of the system as in

int (A*rho*diff (diff (theta(t),t),t) *Wlnl (x,t)"2+2*A*rho*diff (theta(t),t)*W
Inl(x,t)*diff (Wlnl(x,t),t)+A*rho*diff (diff (Wlnl(x,t),t),t)*x+A*rho*diff (d
iff (theta(t),t),t)*x"2,x = 0 .. lc)

En el mensaje anterior queda claro que el algoritmo actual no soporta todas las posibles

ecuaciones integrodiferenciales, en particular las que aparecen aqui.
>
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