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INTRODUGCION

El tema de esta tesis lo constituyen ciertas extensio-
nes de la ldgica de primer orden y, particularmente, las posibles
generalizaciones de los teoremas de compacidad y completud a
estas extensiones. Durante décadas, la l6gica clésica ha sido
teorfia de tipos o determinados fragmentos de teoria de tipos,
esencialmente légica de primer orden y légica de segundo orden.,
Si bien précticamente ls totalidad de las estructuras Yy cleses
de estructuras mateméticas usualmente consideradas son ceracteri-
zables mediante la légica de segundo orden, ello no constituye
garantias de progreso. Conocemos muy poco la teoria de modelos
de la l6gica de segundo orden, y no podemos sacar partido de las
caracterizacionas que se ocbtienen con ella, La situacidn en la
ldégica de primer orden es diemetrélmente opuesta. Poseemos muchos
resultados de amplia aplicacidn que garantizan la existencia de
modelos con propiedades especisles e informan sobre la comple ji-
dad o simplicidad de las consecuencias de una teoria de primer
orden, Sin embargo, muchos otros resultados expresan las propias
limitaciones de la ldgica de primer orden y la mayoria de las
estructuraé mateméticas interesantes no son caracterizebles me-
diante ella, Asf pues, los dos frugmentos principales de la 1d8gi-

ca clésica resultaban ser, por distintas razones, insuficientes,

Esta situacidn condujo a la bdsqueda de extensiones de
la l6gica de primer orden gue poseyeran mayor poder expresivo
pero conservaran el mayor nUmero posible de propiedades de la
légica de primer orden, Es natural que la ganancia en poder expre-
sivo o potencia ldgica redunde en pérdida de simplicidad de la
ldgice y , en definitiva, en merms de resultados de amplia apli-
cacidn. Pero también es posible que existan ldgicas lo suficien-
temente potentes y simples como para merecer adecuada atencidén,

Mostowski formuld ( en Mostowski (1957)) con clerided esta



pretensidn de encontrar extensionss mane jables de la légica de
primer orden,y propuso estudiar la posibilidad de afiadir nuevos
cuantificadores a la ldgica de primer orden para poder expresar
conceptos tales como infinitud o numerabilidad. Asi, por ejempla,
es posible introducir un cuantificador @0 con el cual se puedan
construir férmulas del tipo G ¢(x) , endlogamente a como

se obtienen Hx(?[x) o Vx (P(x] , ¥ cuyo significado sea que
hay infinitos objetos que verifican uP(x] . De modo independien-
te, Tarski ( véase Tarski (1958)) , llamé la atencién sobre
la posibilidad de aumentar el poder expresivo de la légica de
primer orden permitiendo el uso de sentenciss de longitud infini-
ta. De este modo surgieron las ldgicas infinitarias . -ﬂfuuAuJ:
par ejemplo, posee dos conectores generalizados /\.,‘\j para la
conjuncién y la disyuncidn, respectivamente . Si 2. es un
conjunto numerable de férmulas de oéw‘w, tanto N2 com VZ
son férmulas de éﬂbﬂu. Este recurso de construccidn de férmulas
se suma, entonces, a los habituales de la légica de primer orden,
El significado de /\i y V:’—— es el heredado de la conjuncidn
y de la disyuncién de primer orden : f\§; es verdadero en una
estructura cuando son verdaderas todas las sentencias de Zi y

NV Z es verdadero cuando alguna de las sentencias de 2. 1o es,

As{ surgid una pluralidsd de l&gicas cuyas propiedades
y aplicaciones fueron, y son todavia, objeto de gran interés en
ldgica matemdtica. Ciertas teoremes légicos de primer orden se
flormularon con generalidad de menera que tuviera sentido preguntar-
se ai otras ldégicas 1los verificaban. E1 teorema de compacidad,
por ejemplo, que garantiza que todo conjunto de sentencies de
primer orden es satisfacible si todos sus subconjuntos finitus
lo son, o el teorema de L8wenheim-Skolem, que asegura que toda
sentencia de primer orden satisfacible posee un modelo numerable,
son aplicables a otras ldgices. La légica Z,,, cumple el teore-
ma de L8wenheim-Skolem , pero no el teorema de compacidad (véase

Keisler (1971) ). La extensidn de la légica de primer urdan,.{ Q.
1



que se obtiene sl agregar un cuantificedor que exprese la innu-
merabilidad ( Elx P (x) significa que el conjunto de los
objetos que satisfacen ¢ (x) es no numerable ) , cumple el
teorema de compacidad (para conjuntos numerables de sentencias]
perc no el teorema de L8wenheim - Skolem ( véase Bell & Slomson
(169 ) ). Pero junto a los teoremas de compacidad y de L8wenheim-—
Skolem, muchos otros teoremas de la légica de primer orden, como
teoremas de interpolacidn, teoremas de definibilidad, teoremas ds
completud, etc., se enunciaron con la generalidad necesaria para

poder ser teoremas de otras ldégicas.

Se produjo un natural interés en determinar qué tienen
en comfin todas las légicas conocidas y qué otras légicas pueden
ser halladas . Lindstrdm ( en Lindstr&im (1969) ) precisé el
concepto general de légica de manera que bajo €l cayeran las
diversas légicas conocidas y , simultdéneamente, introdujo un
concepto comparativo entre ldégicas ( comparacidén respecto a po-
der expresivo ) ., Mostrd gque no es posible obtener ninguna exten-
sidn propia de la légica de primer orden cue cumpla los teoremas
de compacidad y L8wenheim - Skolem o los teoremas de completud
y LUwenheim - Skolem , Asi surgid la teoria abstracté de modelos,
Es el estudio del concepto de ldgica abstracta, concepto que
pretende ser lo bastante amplio como para acoger a las diversas
manifestaciones genuinas y , al mismo tiempo, lo bastante estric-
to como para rechazar casos patoldgicos. E1 objetivo es obtener
resultados que permitan conocer mejor las ldgicas que ya poseen
carte de naturalsza y obtener nuevas 1dgicas-cnn propiedades

adecuadas para tratar ciertos temas o &mbitos matemdticos.

Hay otra manera de generalizar la ldgica de primer
orden, manera que se ejemplifica fundamentalmente en la llamada
W -16gica, La w -1l8gica es, simplemente, ldgica de primer orden
reforzada con nuevos conceptos l6gicos relativos a los nilmeros
naturales., Hay diversas versiones de W-l1dégica, pues hay diver-

sas maneras de conceptualizar los ndmeros naturales. Consideremos



ahora la versidn asociada al modelo
N = <w,0,5,+,-> .

La @ -16gica posee un predicedo N para el conjunto Co de los
nimeros naturales, signos funcionales S , 4, * para las
correspondientes operaciones S, %+ , - y una constante , 0 ,
para denotar al nimero 0 , Con los signos O y S podemos
obtener un nombre , n = S,..S0 (n veces ) , para
cada ndmero natural n ., En 18gica de primer orden, cualguier
teorfa consistente formulada en un lenguaje que contenga al menos
los signos N, 0 ,S, #, * , posee modelos en los que estos
signos se interpretan definiendo una estructura no isomorfa
a W » Concretamente posee modelos en los gue N no se inter-
preta como el conjunto de las denoteciones de los términos
{; : neLu] . En W-légice no se toman en consideracidn
estos modelos. A diferencia de lo que ocurre en ldgicas abstrac+
tas, la relacidn de satisfaccidn no se establece entre todas las
estructuras de un determinado tipo de semejanza y las correspon-— ¢
dientes sentencias del lenguaje de la légica, sino que se tienen.
en cuenta Unicemente aquellas estructuras en las que los signos
Ny 0,S, +, ¢, se interpretan determinando un submodelo
isomorfo a [N . Estas estructuras se llaman W -modelos. No
tener en cuenta las estructuras en las gue estos signos poseen
interpretaciones anémalas , significa admitir que estos signos
son l1l6gicos, es decir, con significado fijo, La relacién de conse-
cuencia propias de & -ldégica, Fﬁ: , se define en términos de
c-tJ-'--mcachall::a, de manera que 2. \'%J o cuando todo @ -modelo

‘de 2. es modslo de o .

La LAJ-ldgicé puede ser tratada coma un caso particular
de ldgica sbstracta, pero a costa de desnaturalizarla. Su objeto
no es tanto caracterizar estructuras y clases de estructuras comao
potenciar la relacidn de consecuencia de primer orden en aquellos
temas en los que los ndmeros naturales no son investigados sino

usados como instrumento para estudiar otros émbitos, Por ejem-



plo, posee especial interds su mplicacién al andlisis (a la aritmé-
tica de segundo orden).Las teorfas del andlisis se formulan,
ademds de con los signes N, 0, S , *, * | con un predica-
do £ para la relacién de pertenencia entre nidmeraos naturales y
conjuntos de ndmeros naturales. Poseen diversos axiomas, como el
principio de extensionalidad, el principio de induccidén, el axioma
de comprensién y , eventualmente, ciertas formas del axioma de
eleccibn, Estas teorfas tienen modelos gque no son w -modelos,
pero esto se considera un defecto irremediable debido a la utiliza-
cién de la ldgica de primer orden. Los modelos que interesan son
aquellos en los que los signos N , 0 , S, * , e se inter-
pretan, salvo isomorfifa , como en IN , Pero &stos son precisa-
mente los w -modelos. Las consecuencias de las teorfas del andli-
sis gue s& intentan conocer son los enunciados verdaderos en todos
los W-~modelos de las teorias, y €stas son las consecuencias en
@ -ld8gica de las teorias. Estas consecuencias no son abtenibles
en lé8gica de primer orden, ni siquiera afiadiendo a la teoria como
conjunto de nuevos axiomas todos los enunciados verdaderos en [\
( relativizados @ N ) . A esto puede replicsrse que pueden obtener-
se dichas consecuencias caracterizando el modelo N mediante la
légica de segundo orden, Pero esta no es una buena solucidn, pues
no poseemos instrumentas para extraser las consecuenclas deseadas
de esa esxiomatizacidn, Y,sin embargo,s! posesmos dichos instrumen-
tos en W -ldgica. Las consecuencias en W -1dgica son las obteni-
bles mediante las reglaé de inferencia de primer orden y una regla
adicional, la W -regla, gque permite inferir  Vx(Nx — ¢ (x))
de las infinitas premisas @ (0) , Y(I) ,eeue,y (P(E) yere o

A cada estructura T\ corresponde una légica an&loga
a la w-16gica : la Tr\-ldégica . Posee la misma sintaxis que
la ldgica de primer orden pero los signos propios de 1T\ se consi-
deran ahora como signos ldgicos. Sélo se consideran en TY\-ldégica
los modelos en los que estos signos ( y un predicado monddico U

fijado de antemano ] se interpretan definiendo un modelo isomorfo



a MW\ | Estos son los ™M —modelos. La 1 -18gica es la légica
aproplada para el estudio de temas en los que los conceptos rela-

tivos a ™ se quieren usar can significado fijo.

Consideremas, por ejemplo, el estudioc de los espacios
vectoriales sobre el cuerpo (0N de los ndmeros reales. La teo-
ris de espacios vectorisles suplenentada con le teorfa completa de

o\ ( relativizada a un predicedo ) posee modelos en los que
el cuerpo base no es isomorfo a ON ., £En 1la ON\ -16gica los con-
ceptos relativos a las nidmeros reales se consideran conceptaos ldégi-
cos. Los modelos de la teorfs de espacios vectoriales en Oh-1ldgica
poseen siempre un cuerpo base isomarfo a G\ . Diferirén y Unica-
mente, en cuestiones puramente vectoriales. Los modelos gue se
distinguen por su cuerpo base pueden sef interesantes a efectos
de obtener informacidn sobre O\ , pero no para el estudio espe-

cifico de los espaclos vectoriales sobre on .

Otra aplicacidn, posiblemente fructi{fera, de la ldégica
asociada al cuerpo de los ndmeros reales es sl estudio de laes teo-
rias fisicas, particularmente lss teorfas mecénicas . Si se formulan
en légica de primer orden, estas teorias possen modelos en los gue
los conceptos relativos a O\ e interpretan andmalamente, por
ejemplo, como cuerpo no arquimediano. Sin embargo, tretadas en
0N -l6gice , los modelos s8lo pueden diferir en la interpretacién

de los conceptos puremente mecénicos.

De modo mds general, no sélo a csda estructura m ,
sino también a ceda clase de estructuras cerrada bajo isomorfia, K ,
corresponde una ldgica : la K-ldgica. Posee un predicado monédico,
U, ¥ los signos propios da K como signos légicos, edem&s de las
usuales de la ldgica de primer orden. Los K-modelos son las estruc-
turas en las gue la interpretacidén de U y las interpretaciones
de los signos de K constituyen un modelo de K , La relacidn de
consecuencia, = , se define de mado andlogo a l:g-u : 2 |—?— o

K
sl y s88lo si todo K-modelo de i es modelo de G .



Por ejemplo,la clase ViD de los buenos drdenes determi-

na una légica, < y en la gue el signo de orden , € , ©s un

wo
signo lé6gico. Los WO-modelos, o modelos bien ordenados, son
aquellas estructuras O\ en 1las que la relacién 1:01 (restrin-
gida a U61 ) es un buen orden del conjunto UG]. La relacidn

de consecuencia correspondiente, Fﬁb , se define en términos de
modelos bien ordenados : 2- e oy si y s¢ilo si todo modelo

bien ordenado de 2. es un modelo de & , La clase WO no es
caracterizable en 16gica de primer orden, peroc el conjunto de los
enunciados verdaderos en todaos los buenos drdenes posee un conjun-—
to recursivo de axiomas, A . Pues bien, no es suficiente con
agregar £§U ( 1la relativizacidn de los axiomas de A\ a U )
a un conjunto T de premisas pera obtener las consecuencias de T
en ‘ZWD , es decir, el conjunto de enunciados verdaderos en todos
los modelos bien ordenados de T . La razdn es que si T es recur-
sivemente enumerable, también es recursivamente enumerable el con-
Jjunto de consecuencias en primer orden de T L![SP ", pero cilertos

conjuntos recursivamente enumerables poseen un conjunto de conse-~

cuencias en ifwu que na es recursivamente enumereble,

Las K-~légicas constituyen el tema de estudio de esta
tesis y , de modo especiel, las diversas versiones de los teore-
mas de completud y compecided aplicadas a K-l6gicas. En el primer
capitulo se introducen laes ldgicas abstractas y las K-ldgicas. Tras
la introduccidén, en el segundo apartado, se definen las ldégicas
abstractas al modo generelmente aceptado y se discuten ciertas
propledades adicionales que conducen al concepto mds restrictivo
de légica regular., Las ldgicas regulares son légicas abstractas
que verifican ciertas condiciones de clausura sintdctica tipicas
de la ldégica de primer orden. En el apartado tercero se ‘introduce
el concepto de comparscidn de poder expresivo de 16gicas abstractas.
En el cuerto apartado se definen los cuantificedorss de Lindstr8m,
que permiten establecer un teorema de representacidn para ldgicas

regulares., En el guinto apartsdo se introducen las K-ldgicas y



las "W\-16gicas y se comparan con las légicas abstractas. Final-
mente, en el sexto apartado, se revisan los resultados conocidos

sobre completud y compacidad para ldgicas abstractas.

El interés especifico por los teoremas de completud y
compacidad proviene de la siguiente reflexidén : en la medida en
que entendemos las K-légicas como un refuerzo de la légica de
primer orden en sus aplicaciones a ciertos temas, los problemas
gue mas frecuentemente ss pueden plantear son obtener condiciones
para que un conjunto de sentencias tenga un K-modelo y obtener
informacidn sobre las consecuencias en K-1ldgica de un conjunto de
premisas. E1 tearema de compacidad es el instrumento usual para
resoluer el primer tipo de problemas en légica de primer orden y
el teorema de completud otro tanto para el segundo tipo de proble-

mas.

No es frecuente que las ldgicas abstractas o las
K-1lédgicas cumplan el teorema de compacidad en su versidn irrestric-
ta, pero s{ verifican , en ocasiones, ciertas versiones més débiles
del mismo, particularmente el teorema de W -compacidad o compaci-

dad para conjuntos numersbles de sentencias.

El teorema de completud posee dos versiones ya en la 16—
glca de primer orden : completud para validez y completud para
consecuencia. En cualguiera de ambas versiones, su formulacidn
abstracta aplicable a otras légicas posee dos lecturas : existencia
de un cdlculo y existencia de un cédlculo efectivo. La légica infi-
nitaria -iw‘w posee un cdlculo pero no se le aplican considera-
ciones de efectividad, pues el conjunto de sentencias de ‘ttutug
en cualquier tipo de seme janza numerable es no numsrable, No hay
un concepto general de célculo aplicable a cualquier légica. La
generalizacién de los teoremas de completud se ha desarrollado de
acuerdo con la segunda 1adtura, por criterios de efectividad. Asf,
el teorema de completud para validez se formula como la condicidn
de gque en todo tipo de semejenza recursivo el conjunto de senten-

cias védlidas sea recursivemente enumerable, y el teorema de comple-



tud para consecuencia como la condicidn de gque el conjunto de
consecuencias de un conjunto recursivamente enumerable de premi-
sas sea también recursivamente enumerable. Esta es la lectura del

teorema de completud que aparece en los teoremas de Lindstrim,

En légica de primer orden, las distintas versiones del
teorema de completud tienen una estrecha relacidn con el teorema

de compacidad, gue puede resumirse en la ecuacidn :

(1) completud para consecuencia = Compacidad <+ Completud para

validez,

En la lectura efectiva de esta ecuacidn deberla sustituirse "Compe-
cidad " por "Compacidad recursiva " , es decir, compacidad para

conjuntos recursivamente enumershles,

Esta ecuacién rige también para cualquier légica abstrac-
ta regular, pero edemds cierto tipa de ldgicas abstractas regulares

cumplen adicionalmente que en todo tipo de semeJjanza finito :
(2) Completud para consecuencia = Completud para validez,

Los argumentos empleados para establecer (1) para ldgicas
regularess dependen esencialmente del teorema de incompletud de Gddel
y de una equivalencila entre compacidad recursiva y caracterizabili-
dad (HPGd] del orden W, < » de los ndmeros naturales, Para (2)
se emplea adicionalmente una generalizecidn de un teorema de Craig
& Vaught segldn el cual todo conjunto recursivo de sentencias de tipo
de semejanza finito y todos cuyos modelos sean infinitos es axiomati-
zable mediante una Unica sentencia que contiene ciertos predicados

adicionales,

Los objetivos de esta tesis eran investigar la velidez
de (1) y (2) para K-1dgicas y , adicionalmente, investiger también
las relaciones entrs las versiones recursiva y numerable del teore-

ma de compacidead,

En el segundo capitulo se abordan directamente estos

problemas. En primer luger, se establece que los argumentos que



10

se usan para justificer (1) vy (2) para légicas abstractas no

son aplicables a K-~ldgicas, pues la eguivalencia entre compaci-—

dad recursiva y caracterizabilided de <, < 7 no vale para
K-ldgicas. Se obtiene, sin embergo, una equivalencia entre compa-
cided recursiva y caracterizabilidad [HPEd ) de las estructuras
finitas. Esta squivalencia, asi{ como otros resultedos posteriores,
se establecen mediante varisciones sobre la prueba original del
teorema antes mencionada de Craig & Vaught . Em virtud de esta

nueva equivalencia y de un teorema de indecidibilidad de Trahtenbrot
se muestra que la ecuacidén (1) es vélidad para K-l6gicas. Posterior-
mente se muestra que la ecuacidn (2) vele con toda genereslidad

( incluso para tipos de semejanza infinitos ) en toda K-légica

cuyo tipo de semejanza bdsico ( el tipo de semejanza de la clase

K ) sea finito , Se muestra a continuacidn gue esto no es necesaria-
mente asf si el tipo de semejanze bdsico es infinito, Concretamente,
una cierte versién de W -l8gice resulta ser completa para validez
pero no para consecusncia, Finalmente, se obtiene un ejemplo de

una K-légica que verifica la versidén recursive del teaorema de

compacidad aunque no la versidn numerable,

El tercer capftulo estd destinado a las disfintaé
versiones del teorema de compscidad para 1N -légicas . Surgid de
una pregunta sobre posibles mejoras en resultados ya obtenidos. En
el segundo capftulo se muestra que hay una K-lédgica que verifica
la versidn recursive del teorema de compacidaed perc no la versidn
numerable, Se trata, sin embargo, de un K-1ldgica qus no es una
M -légica ( en K no hay un sélo modelo salvo isomorfifa ). El
interrogante planteado era entonces si existfa alguna ™l -1légica
con las mismes propiedades. La consideracidn del problema raveld
un estrecho paralelismo entre campacidad de ‘M -1dgicas y satura-
cidn de los correspondientes modelos . Se ofrece en eate tercer
capftulo una caracterizecién de compacidad recursive y W -compaci-
dad para Wl ~-légicas msociadas & modelos numerables : correspondsn,

respectivamente, a la saturacidn recursivae y w -saturacién del
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modelo en cuestidn, Ello resuslve la cuestidén planteada : sf hay
A\ -18gicas que verifican la versién recursiva del teorema de com-
pacidad pero no la versidén numerable. E1 resto del capitulo estéd
dedicado & analizar otras versiones del teorema de compacidad

para TN -18gicas asociadas a modelos no numerables.

El cuarto y dltimo capitulo trata tres casos particula-

res de K-lé8gicas : &2 -légica, légica del buen orden y légica

de los nidmeros reales. Ninguna de ellas cumple el teorema de comgle~
tud,, pero en cada caso se puede afinar este resultado, caracterizan-
do la complejidad de las consecuencias de un conjunto recursivamen-
te enumerable de premisas en términos de definibilidad del conjun-
to de ndmeros naturales gque representan a las consecuencies, Se
aplican después los resultados obtenidos en capftulos previos

pera obtener tembién caracterizaciones de la complejidad del
conjunto de las férmulas vélidas en cada una de las K-l&gicas

conslideradas.



12

TEARMINOLOGTA Y PRELIMINARES

1. Teorfa de conjuntas

1.1 Nuestra metateoria serd la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel con el axioma de eleccién (2ZFC) . Las referen-
cias a clases propias son siempre eliminables, perc facilitan la

exposicidn,

1.2 Adoptamos la construccidn de los ordinales de von Neumann,
Un ordinal es, pues, un conjunto transitivo bien ordenado por

la relacidn de pertenencia. Los ndmeros naturales son los ordina-
les finitos y el conjunto de los ndmeros naturales, G, es el
primer ordinal infinito. Usamos las variables n,m,k,i,j para
ndmeros naturales y <%,f, §,01 para ordinales ( "\ seré
tambidn el tipo de orden de los racionales, pero no se mezclan lds
usos en ningdn contexto ) . €+1 es el sucesor del ordinal €,
estoes, S+1 = § 0418} . Un ordinal es 1lfmite si es distinto
de 0 y no es sucesor de otro ordinal. Usamos en ocasiones suma
y producto ordinal y también suma y producto de otras tipos de
érdenss, ¥ es el tipo de orden de los enteros negativos, y asi

wt+ w gg el tipo de orden de los enteros,

1.3 Hacemos uso frecuente de la notacidn <.Ai) 1e1

para familias de conjuntos y , particularmente, de <A.-‘$,\¢_,,_

para secuencias con Indices ordinales, 0Oecimos que (}\ﬁ) es

“d
una cadena si A'l [t A?. siempre que Y < g < .c. + E1 :gn‘juntﬂ
de las funciones con dominio B y valores en A es BA y el
conjunto de las secuencias finitas de elementos de A es
¥ A = LE{QJHA « S1 s,t son secuencias finitas de elementos
de A, entonces s7t @es la concatenacién de las secuencias s

y t .

1.4 Los nimeros cardinales son los ordinales iniciales, es
decir, los ordinales no biyectables con ordinales menores, Usamos

K,),ru como verisbles de ndmeros cardinales, W' es el cerdinal
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siguiente a W . Las notaciones 5,y };u_se usan indistintamente,

Asl, W = RU y w'= ‘-Ul = hl .

1,5 51 O\ =4A, ‘A\f es un conjunto totalmente ordenado

y B €A, decimos quer B es cofinal en @\ cuando para
cada a&A hay un beB tal que a ‘&A b . Todo orden total pasee
un suborden cofinal bien ordenado. La cofinalidad de G\ es

el menor ordinal gue es el tipo de orden de alglin subconjunto
cofinal de A . Asi, la cofinalidad de los ndmeros racionales y

de los nimeros reales es @, La cofinalidad de un ordinal %\ es,
entonces, el menor ordinel % que es cofinal en n . Un cardinal
es regular si coincide con su cofinalided, y es singular en otro

cas0.,.

1.6 El cardinal de un conjunto A es el Unico cardinal \A\
que es biyectable con A . Asi, para cada ordinal “ Yy cada
cardinal K , si k&n< vt , \nl = kK . Usaremos en ocasiones
suma, producto y exponenciscién cardinal. E1 contexto diferenciaré
estas operaciones de las correspondientes operaciones ordinales,

de manera que no es preciso introducir una notacidn especial.

a7 Los resultados que usaremos pueden obtenerse en

Levy (1979) .

2. Teaorfa de modelos

2.1 El texto de referencia permanente para cuestiones de

teorfa de modelos serd Chang & Keisler (1977) .

2,2 Un tipo de semejanza es un conjunto de constantes,
signos funcionales y predicados, Decimos que un tipo de seme janza
T es relacional si sélo contiene predicados. Una estructura G0
de tipo T ®&s un par <A, J» donde A k¢ ( es el universo de
S\ ) e I es una Puncidn que asigna & cada constente de T un
elemento de A , a cada signo funcianal n-ddico de T una funcidén

n il *
de A en A (donde A" =A vy ﬂn t = An * A ) ya cada
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n
predicado n-4dico de v un subconjunto de A . Usaremos las

notaciones ¢, f&, ' en vez de d(e) , J(F) , [P} . 81

T = {ri: ie.IH , entonces: las estructuras de tipo T son
de la forma
| - &a, .
A By 05V,

En particuler, si T = {rl,...,rnk '
B\
S\ -<A, 1"1 yeeny r‘i\»

y si T es el tipo de semejanza nulo (Tt = ¢ ) las estructuras

de tipo T son de la forma
G\- <A) .

Usaremos O\ ,55 ,I: ,G),.. para estructuras vy
A,B8,C,Dys.. para los correspondientes universos. T serd el
tipo de semejanza de la estructura &) ., Llamaremos indistintamen-

te también modelos a las estructuras,

2.3 Los signos ldégicos de primer orden serén los conectores
— , ~ , el igualador , & , el cuantificedor existencial, 3 ,

los peréntesis , ( , ) , y las variables . {_un : newl es el

conjunto de las variablas, pero frecuentemente usaremos también

XpYaZyUyVaWyeas Y XypesesX e para referirnos a variables

sin precisar sus fndices, Los signos VvV, — , <= , V | se

usarén como abreviacionss, Asf, por ejemplo, ( ¢p —> Y ) ses

ﬂ((P Ay ) y thp es HHX""L{) .

2.4 Las asignaciones en una estructuras N\ son las
funciones que asignan a cada variable un elemento del universo A
de O\ , 51 s es una asignacidn en G\ , x una verisble y a &a,

la asignacidn variante B: se defins por:

" a,; si x=y ,
s, (v) = {

s(y) ysi x4y .

2.5 Si s es una asignacién en 8\ y t un término del
&
tipo de semejanza T e Y , t [s] es la denotacién de t

en O\ bajo s . La notacién “t(xl....,xn]" indica que las
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veriables del término t[xl,...,xn) estén entre X pesesX 4 BN
)
cuyo caso t[xl,...,xn) [s] s68lo depende de los valorss CICEERIL S
de xl,...,x en s . Usamos, en ese caso, la notacidn
n

&\
"t(xl, i ,xn] [xlfal, _— ,Xn/ﬂn]"

para referirnos a la denotacidn de t en 6 bajo s . 81 no hay

ambigliedad sobre las varisbles escribimos simplemente

Sl
“t(xl,...,xn)[ﬁl....,a;l" .

()
En particular, si t no posee variables, t serd la denotacidn

de t en O\ (independiente de asignaciones ).

Andlogamente, si @ es una férmula de tipo T ,
v O\ = e [s]" significa que (p es satisfecha en &\ bajo s
y la notacién %3(x1,...,xn)" indica que las variables libres
de qi[xl....,xn] estén entre XpseoesX En ese caso, el
resultado Gl = ¢ (xl,...,xn) [51 Gnicamente  depende de los
valores 8 10008 de XyveoosX en s . Escribimos en ese

n
caso

"0\ = (?(xl""'an [xl/al,...,xn/an_l "

¥ y si no hay ambigliedad sobre laes veriables, ponemos

" G\F ? (xl,,,.,xn) [al,...,an'l "

51 ¢ no poses varisbles libres, es decir, si (p es una sentencia,

escribimos simplemente " O\ ¢ " .

&\
2.6 La notacidn " (P(xl....,xn) " se usard para

referirse a la reslacidn n-&dica

‘ {(al....,anﬁ-eﬁn &) \:tp(xl,....xn] [xljal"“'»n/anj%'

Decimas, entonces, que una relacidén n-ddica R en A
es definible en 6\ si hay una férmula CPLxl,...,xn) tal que

Rom G (xprenenx )0

2.7 Consideraremos la sustitucién de variables por términos



definida como sustitucidén simultdnea y sin colisidn de variables
{ como en Ebbinghaus & Flum & Thomas (1978), pég. 63 ). Asi, si
XyneensX, son variables distintas vy tl.....tn son términos ,

la férmula sustituida,

Xl eve X
@ ( n)
tl L I tn
tiene la propiedad:

xl (O NI | xn

O\ @1 % )[s] siysélosi O\ [s
(P tl tea tn (? ts;:[] e t:‘[sj

Este tiltimo resultado es el teorema de la sustitucién.

81 no hay ambiglledad sobre las variables usamos la notacildn

R PP 0

para referirnos a la fédrmula sustituida.

2.8 §i O\ es una estructura de tipo T vy TU T, la

restriccién de O\ a tipo 7, es la estructura O\ [‘TD de

tipo TD cuyo universo es A y que interpreta cada signo r G.Tl']
del mismo modo que O\, esto es,

Qfr Q

r U = r L]
Y si O\ es una estructura de tipo T y G} es una estructura

de
tipo rl 1
que OX es una expansién de O\ ( a tipo Tl ) .
Admitiremas que toda estructura O\ tiene asociado
un conjunto de constantes distintas , ‘[ca : ae A‘; , gue no estén

en el tipo de semejanza v de O\ . Entonces, si X< A, la

estructura
<O\ a?
a €x
es la expansién de &Y g tipo T u{c : ae X} en la que para
a
cada a € X ,
44y
a»aex
a = a N

81 X = {a,l s 14 g '!; , usamos la notacidn " <8\ a,‘ 7,‘:_ para

S

y ocurre que T€ T, v BT = €8\ , decimos

16



la expansidn y " Cn " para la constante correspondiente

a ap Asi, para cada n<g ,

<G\a.1§,1‘s
c,,] = &n o .
81 X es finito, digamos X = [al,...,an-& , la notacidén
serd
n <6\ Bl""’an» " A
2.9 Los términos subestructura y extensidén se usaen con

su significado habitual . La notacidén para expresar que G\ es

una subestructura de O\ es " A Ee\ .,

si O\ es una estructura de tipo T , Tﬂg T v
B £ A , decimos que B es T -cerrado en N si B 4¢ ,
para cada constante c € Tb " én € B y para cada signo funcional

n-&dico f € rﬂ y cualesquiera bl""'bn & B ,

O
f (<b1,...,bn>] eB .

En particular, si1 B es T ~cerrado , B es el universo de una
subestructura de O\ , la subestructura O\ | B . 8i, adicional-
mente, hay un predicado mondédico U& T tal que B = Uc\ "

a cada sentencia ‘Y de tipoa < corresponde una relativizaecidn

pu ( donde ( 3x (P)U = Ax(ux A (FU ) ) que verifica

C\k:LPU si y sé6lo si G\\B\'—-—‘-P .

2.10 Consideraremas no s6lo reletivizaciones a un predicado
monédico, sino también relstivizaciones a férmulas . Esto puede

precisarss como se indica a continuacidén :

Sea t.l./[y,xl,...,xn] una férmula de un tipo de
semejanza Y y sea T & T . La relativizacién de las

£6 -
rmulas de tipo e WYsxgreaeyx ) ( respecto a la va

riable y ) se define por recursidén :
(iJ C.P\P(y'xl'.'.'xn) - (F , si (P éa atédmica .

(11)[-1?)“’(5’-*1'--”%) _ —LP\P[y’xl'...’xn )

17



(11) 81 ¢ =( A K ),
(P\IJ(Y;X]_!---!Xn) - ( e‘\’(}":xlw'-!xn]'\ /\‘\}Lthl!-o-:xn ) ) "

(iv) si ¢ = 3u® Y

(y,xl:..-.xn) S (Ylel"'lxn)).

@ = 3yl \l—lty,xl.---.an/\ S(:J

De este modo, si 6\ es una estructura de tipo T,

T. 71 3 al""'ﬂn & A v

B =‘}a€_A :G\i-—\y(y,xl,---.xn) Ea'a}_""'an_.‘}

es TD -cerrado , tenemos que para cada sentencia LP de tipo TE' :

N Fv‘i)(y’xl""'xn) [ al.....an-_l si y s6lo si (G\[TUHB = .

2,11 La notacién " B LA 8\ " significa que O% es una
subestructura elemental de O\ ( y G\ una extensidn elemental
de 6% ) . Una cadena elemental es una secuencia (avp L

estructuras del mismo tipo de semejanza Y tales que

G\,\:\( G\g siempre que M<s <.
La unién de la cedena es la estructura O\ = q‘&s\"\ cuya
universo es A = U A y que interpreta los signos de

l'l‘-ﬂ\
de acuerdo con lo siguiente:

&\ Gln

c = c para cada constante ¢ de ¥ con independencia

de qué Indice sea v .

o0 &
fo = '\Lg& f v\para cada signo funcional de T .,

Q)
P = "L\{"' p o\ para cada predicado de T .

De scuerdo con un famoso resultado de Tarski, para

cadsa v‘ 4,

G\,‘$U m"\

; hp
2.12 Usaremos la notacidn * OV 02 v para indicar gque O\
y 0% son estructuras isomorfas. " G\ &0.5 " gignifica que &\
es isomorfa a una subestructura de G3% , es decir, que O\ es

inmersible en G} . Similarmente, " G\ é@" significa que GO\ es
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isomorfa a una subestructura elemental de OS5 , es decir, que

€\ es elementalmente inmersible en G% .

2.13 Usamos el mismo signo, como es habitual, para la
relacidn de satisfaccidén , C\ &= & , gque peara la consecuencia,
Z E=o y Y la validez , = 0~ . La relacién de equivalencia
l8gica entre sentencias y la relacidn de equivalencia elemental
", Asf, l?:‘é\\J siy
sélo si ":"‘[‘-P‘-""’“H): y QI=® siysflosi O\y &

satisfacen las mismas sentencies.

I

entre estructuras, se designard con "

2.14 Si 2. es un conjunto de sentencias, decimos que

O\ 3 i peracada €2, QO =c . Una teorfa es un
conjunto de sentencias cerrado bhajo consecuencia. Una teoria Z es
completa si para cada sentencia & TS o0 2Z¥wA5,

La teorfa completa de una estructura O\, Th( © ) , es el conjun-

to de sentencias verdaderas en €\ | De este modo,
N=0 i ysgblosi & = Th(Q) .

2.18 Para conjuntos de fdérmulas, la notacidn * 2 (xl,...,xn) "
tiene el mismo significado gque para fdrmulas, a saber , que las
variables libres de las férmulas de S (xl....,xn) estén entre
SLELETI S Decimos que una estructura &\ realiza 2_ (xl,..,}._,,x )

n
si hay una n-tupla <al,...,an'> tal que

A\ = Z(xl,...,xn) [al,...,an__l .
es decir, si para cada o{xl.....xn ] e;éitxl.---.xn ):
G #G[Kl,...,xn) rﬁl'-.n,&n_l L
En otro caeso, decimos que 8\ omite S [xl,....xn ] s

2.16 A menudo consideraremos teorfas relacionadas con los

ndmeros naturales . E1 tipo de semejanza numérico serd

z-m “'10:5:*':.1‘}
donde 0 es una constante, S es un signo funcional monddico ,

+ y e gon signos funcionales diddicos vy € es un predicada



diédico . En Ty podemos obtener un nombre, n y bara cada

ndmero natural n de. acuerdo con :

0 = 0

n+l = S; .

La estructura IN de los nfmeros naturales posee el

tipo de semejanza 1]“ y es

IN = <w' U ] 8 ’+ y " < )
3 ™
donde se entiende que 0 = 0 , S = 5 ( 8§ es la funcién
M
de sucesidn en W ] 7 + = ¥ |, om = . y <N= <

( suma, producto y orden habituales de o ) ,

La teoria completa de nimeros, TCN , es el conjunto de

las sentencias verdederas en [N y esto es,
TcN = Th{IN) .

La eritmética de Peana , AP, es el conjunto de consecuen-

cias de los siguientes axiomas :
(1) Vi — 0 2 Sx
(2) "Wxy ( Sx & Sy — xxvy)
- (3)  Wx x40 = x
(4) Vxy xSy &2 S(x+y)
(8) Wx xe 00
(B) Wxy x o Sy = xey4 x
(7) WUxy( x€y e Fz2(—z20 A x42 = v ))
Para cada férmula (P (yyx seeerx )
(8)LP Vxl...xn[ PO peeeix ) A Yy P lyax rennx ) —
({J(Sy,xl,...,xn]) — Yy P (Yoxgreearx ) ).

La teorfa Q de Taerski & Mostowski & Robinson serd

el conjunto de consecuencias de los axiomas (1)-(7) de AP vy el

20
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axioma :

(8)

Q Vx(m xw 0 — 3y Sy= x )

Este axioma es consecuencia de AP , pero no del grupo

de axiomas (1) - (7) .

2.17 En ocasiones usaremos la ldgics de segundo orden o
hablaremos sobre ella. Nos referiremos a la légica de segundo
orden con la notacidén " deI " ., Usaremos letras maydsculas
para las variebles de segundo orden ( de cualquier ndmero &dico ]

y también aquf entendersmos que VXkF es '—lBX"'tP o

3, Teorias de la recursidn

3.1 Los textos de referencia para cuestiones relativas a

teorfa de la recursién serén Shoenfield (1967) y Rogers (1967).

3.2 Para cuestiones de efectividad, supondremos que los
signos 16gicos de primer orden son ndmeros naturales ( en parti-
cular, el conjunto de las variables seré un conjunto recursivo

de ndmeros naturales ] y gque contamos con un tipo de semejanza
universal , T_, ( es decir, que contiene « constantes, w
signos funcionales n-4&dicos para cada nimero netural n 22 1 , y

w predicados n-ddicos para cada ndmero natural n % 1 ) cuyos

gsignos son ndmeros naturseles vy tiene las siguientes propiedades:
(1) E1 conjunto de las constantes de Tw. Bs recursivo.

(2) E1 conjunto de los signos funcionales de T.o 8S recursivo

Yy le relacién
{<n,k‘> t k es un signo funcional n-édico de Tee }
e€s recursiva,

(3) E1 conjunto de los predicados de T, es recursivo y la

relaclidn
‘[<n,k'> ¢ k es un predicedo n-&dico de T 7;

es recursiva.



Diremos, entonces, que un tipo de seme janza es recur-—
sivo si es un subconjunto recursivo de T, . De este modo, las
férmulas de un tipo de seme janza recursivo son secuencias finitas

de nlmeros naturales.

3.3 Asignamos ndmeros naturales a las secuencias finitas
( y no nulas ) de nimeros natursles, y asf, en particular, a las
fdrmulas de un tipo de semejanza recursivo, mediante la funcidn

GY definida por

s(0)+1 s{1)+1 s(m) + 1
68( s ) = Py > Ps . see P
m+1
si se (%} y pl,... ,pm+1 son los primeros ndmeros
primes.
Diremos que B8(s) es el ndmero de Gbdel de s .

Oiremos también gue un conjunto de fdérmulaes ji de tipo de
seme janza recursivo es recursivo si el conjunto de ndmeros
naturales {Gﬁ( ) e 2. 1( es recursivo , Similarmente

para recursivamente enumersble,

3.4 Usaremos las Jerarquias aritmética y analitica de
conjuntos de nimeros naturales para medir la comple jidad de

conjuntos de sentencias.

Las siguientes definiciones son para fdrmulas de

segundo orden del tipo de seme janza numérico T,

‘N .
(1) Las férmulas acotadas son las obtenibles de acuerdo con las

siguientes reglas:
- Toda fdérmule atdmice es acotada.

- 81 ,y son férmulas acotades, —\p vy ( PaWp ) son

férmulas acotadas.

- 61 ¢ es una férmula acotada , Ix(x<y A © ) Y
Vx(x €y —> © ) son férmulas acotadas.

(2) Las férmulas 3 g y 2 son las obtenibles de

acuerdo con :

22
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- Las férmulas :E g y las fdrmulas ‘_\g son las fdérmulas

acotadas.

- \F‘f es ig+1 si y sédlo s1 hay una fdérmula Y tal .
que @ = Bxl...xk W y Y es I—\g .
- @ es r-\ﬂ si y s6lo si hay una férmula  tal
n+l
0
que @ = Vxl...xkxy y e S I

1
(3) Las férmulas fi,i y Iﬂ\n son las obtenibles como se

indica:

- Las férmulas j{ é y Y} é son las gque sélo poseen

cuantificacién de primer orden.
- pes . gl y s6lo si hay una férmula \y tal
n+l

1
que ( = Bxl...xk\y y donde xl,....x son monédicas y Yy es ﬂn .

k
1
- ‘¢ es r-\n+l si y s6lo si hay una férmula P tal
, 1
que @ = Vkl...xk w) , donde xl,...,xk son mcngdicas Yy uv es Ei 5 °

Asl pues, las fdrmulas 2: g y [—\g sdlo poseen cuan-
tificacidn de primer orden. Ambos tipos de férmulas poseen un
prefijo de n alternancias de cuantificadores &ante una fdrmula
ecotada. Las férmulas :i g comienzan con 3 y las r—lg
comienzan con VYV ., Las férmulas iz ; y {'li poseen un
prefijo de n: alternanciss de cuantificaciones de variables
monédicas de segundo ordemr ante una férmula con sélo cuantifice-
cién de primer orden . Las férmulas fii; comienzen con 3 vy

1
las Y_\n comienzan con V ,

3.5 Las relaciones analiticas entre nidmeros naturales son
las definibles en segundo orden en el modelo N y ¥ las

aritméticas son las definibles en primer orden en “l )

Es bisn sebido que las relaciones definibles sen [N
mediante alguna fdrmula de segundo orden son definibles mediante
alguna férmula zf i y mediante alguna fdérmula [—li ( en

particular, la cuantificecién con variables de nidmero &dico nY 1l
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es eliminable en favor ds cuentificacidn con variables monéddicas).
Andlogamente, las relaciones definibles en ™ mediants alguna
férmula de primer orden son definibles mediante alguna fdérmula

2: g y mediante alguna fdérmula ‘_\2 » De aqui la subclasifice-

n
cidn siguiente:

0 0 1 1
Para m 2, 1, ngm y \—‘=Zn.ﬂnszn,nn

(1) R es T  siysélosi R es definible en [N mediante
una férmula [ .

(E)Heaﬁg[&i)siysdlasiﬂes Zg yng
( respectivamente , EE]' y rll 1
n n
Resulta asi que

(3) R es aritmética si y s6lo si hay un n&wo tal que
0 0
noe 50 (9

(8) R es analftica si y sélo si hay un n&os tal que
1 — 1
Res 2 (1) .

En particular, las relaciones recursivas son las [} 1
y las recursivamente enumsrables las ji_g . Las relaciones

1
KS 1
tica es hiperaritmética, hay relaciones hiperaritméticas que no

son las hiperaritméticas . Si bien toda relacidn aritmé-

son aritméticas. Asf , por ejemplo, el conjunto de los nidmeros®
de GUdsl de las sentenciaes de primer orden verdaderas en h4

@8 hiperaritmético pero no aritmético.

3.6 Extendemos las nociones 2 . r]2 , ete., a conjuntos

de férmulas de un tipo de semejenza recursivo de acuerdo con lo

siguiente:

Para cualguier conjunto de férmulas, T , de un tipo
0 0 0 1 1
de semejanza recu L
: Janza recursivo y para Zn_,ﬂn,ﬁn,zn,r\n,
Al

(1) 1T es [T si y sflo si {Gﬂ(o*):cs-c-. T} es |
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(2) T es un conjunto aritmético ( analftico ) si y sélo

si {Gﬂ(c‘) : e T} es aritmético ( respectivamente, analitico).

3.7 S1 T es un tipo de semejanza recursivo, cada término
t de tipo T y cada fdrmula ¢ de tipo v es una secuencia
finite de ndmeros naturales y G8(t) , G8( ) son ndmeros
naturales . Dado que en el tipo de seme janza Tyy Poseemos un

nombre , n y para cada ndmero natural n , podemos definir :

De acuerdo con esta notacién, si , por ejemplo, un
conjunto de sentencias T de un tipo de semejanzea recursivo T
0 0
es 2: "ot hay una fdérmula 2: qo qa(x) , tal que para
cada ndmero natural m

N FQ(m) siysflosi mejes(c): ce T§
ysen particular, para cada sentencia G de tipo Er ’
“\H’-‘-CP["T::‘) siysflosi €T .

Extendsremos la notacidn " "s' " de modo que
s8 aplique también a los signos 1ldgicos y signos de un tipo

de semejenza recursive mediante la convencidn :

- a3y - 21

e — @24
"wa B8ckmy) = 2 7%
etc.
3.8 Toda relecién recursiva es representable en la

teorfa @ de 2,16 ( véase Tarski & Mostowski & Robinson (1953)).
Esto significa que para cada relacién recursiva R & o
hay una férmuls %g(xl’f"’xn] del tipo de semejenza T tal

' que para cuslesquiera ml,...,mn e,
<Miseeeym Y €R sl ysblosi @ F Lp[El,...,En )

<Mysesnym > ¢R siyséldsi QF - ¢ (El,...,ﬁn ) .



En particular, si T es un conjunto recursivo de
férmulas de un tipo de seme janza recursivoc ¥ , hay una
férmula (o (x) del tipo de semejunza ', tal que para ceda

férmula  de tipo T ,
WeT siysflosi Q= ¢(7y')
YET siysflosi QF ().

En ocasiones nos interesaré tratar la representacidn
de conjuntos y relaciones recursivas en otras teorfas , S1 T
es una teorfia consistente cuyo tipo de semejanza incluye a Tind

y posee un predicado monddico ,N , y verifica:
(1) T &= NO
(i1) T &= Vx(Nx — NSx)
(144) T = Wy Nx ANy —> N x4y A N xey )
(iv) Para cada axioma W de @ , T = %JN

entonces toda relacién recursiva es también representable en T .
Podemos suponer, ademds , que la fdérmula %J(xl,...,xn) que
representa a una relacidn recursiva R en T tiene todos los

cuantificadores relativizados a N y cumple la condicidn :

(P(xl’---'xn) "= lehon-f\ an .

3.9 El lema de diagonalizacidn, o lema del punto fijo,
esteblece que si ((x) es una férmula del tipo de semejanza Ty,

hay una sentencia o del tipo de semejanza T tal que.

Q= (o> (w)).

Este lema es aplicable también a teorfas T que
verificen las condiciones (i) - (iv) de 3.8 y férmulas @(x")
del tipo de semejanza de T ( en cuyo caso , © seré& una

sentencia del tipo de semejanza de T ) .,

1
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CAPITULO I 3 LOGICAS ABBTRAGTAS Y K-LOGICAS

1. INTRODUCCION

La tesoria abstracta de modelos, y con ella el concepto
de légica abstracta, surgid como un intento de sistematizacidn de
diversas ldégices ya conocidas. Ademds de la ldgica de primer y
segundo orden, los ejemplos principesles eran las légicas infinite-
rias Qa) y las extensiones de primer orden madiante cuantifica-
dores de cardinalidad ﬁébug(ﬂﬂ_) .Definimoa a continuacién estas

légicas:

1,1 A cada ordinal o corresponde una ldégica £, (G )
la ldgica que extiende a la légice de primer orden mediante el
cuantificador Q_ . Las férmulas de <2, (Q,.) en un tipo de
seme janza ~ son las secuencias finites de signos obtenibles
conforme a las siguientes reglas:

- Toda férmula atémica de tipo T s una férmula de £ (G )
Qa: tipo r .

-8 @y W son férmulas de tipo v de oZ (Q.) , tanto = ¢
coma . (% Ay ) son férmules de tipo + de Z_ . (Q.) .

- 8L ( es una férmula de tipo T de Z, (Qy.) ¥y x es una
variable, tanto Ix ¢ como Qx4 son férmulas de tipo T
de: ‘4”u3(nu.) .

Hay, pues, una dnica regla adicional a las de primer
orden, la que parmite conatruir Q‘xtf . Debe entenderss que la
varimble x estd ligada en Qx del mismo modo gue en

dx . Ello permite definir las sentencias de of,, (8. ) con

los mismos criterios que en la légica de primer orden,

La relacién de satisfaccidén &= y Que abreviare-
mos con la nutaoién"rﬁ;l , se establece entre eatructuraa de
tipo v y sentenciae de tipo v de: <., (8, ) de modo andlogo

a como se define en la ldgica de primer orden.Puede llevarse a gabo

esta definicidn sirviéndose de asignaciones de elementos del univer-
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s0 a las variables con la siguiente regla adicional:

61 b=, Gux¢ [s] siysblost N.Lé\{ﬂe“ =G‘F’f* ? (2131
y

La lectura de Q,x ¢ debe ser entonces : hay al menos g\d_

objetos que satisfacen t? "

1.2 Los casos més conocidos son =0 y o= 1, En la
légica ;fhnhlaﬂ) el cuantificador @y introduce el concepto
de infinitud, pues

G'Tt'-'l-_:U ngﬂe(x) si y sélo si {aEA :G\\:EO l{)(x) [a]} es

infinito.
La sentencla Gpgx xwx axiomatiza, entonces, la clase de las
estructuras infinitas y —0gx x2x la clase de las estructuras
finitas.

En la 1égica Z_ _(Q;) se introduce el concepto de no
numerabilidad, y con &l sl de numerabilidad, pues

0l=

T Q,x@(x) siy sélo si laeA :G_\FE- l.'{J(x) Lal ]l es

1l
no numerasble

'y asi
Q_H=L-1 —@x @ (x) siy slo si iaea :G\'F'—Ll ({J[x) [a_l-\]‘
88 numerable,

1.3 Las extensiones infinitarias de la légica de primer orden
son las légicas :«fu asociadas a cardinsles infinitos w, N\ ,

El cardinal K e&s una cota al tamafio de las conjunciones (y disyun-
ciones ) y el cardinal N es una cota a la longitud de los prefijos

de cuantificadores., Consideresmos en primer lugar el caso =0 .

Las légicas ‘Zuu: poseen los mismos signos ldgicos que
la 18gica de primer orden y ,adicionalments, un conector generalizado
'/\ para conjunciones no necesariamente finitas ( pueden tener
tembidn un correspondiente conector \/ para disyuncionss y es
posible prescindir entonces de los conectores finitos A, v ).Poseen

una regla sintéctica adicional a las de primer orden:

- Si - 3 s un conjunto de menos de k férmulas de tipo v de ‘.f“_m
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AZ es una férmula de tipo T de -?fKu .

La relacidn de satisfaccidn, l=l:= , tiene la siguiente
W
regla semdntica adicional:

-5 Ehi [s] =iy s6lo si () FE- o (sl para cada ce2 .

Ko

Tanto ei se define VZ u""f\[ - =0"e2h- como si se

introduce la disyuncidn generalizada como signo ldgico, se tiene:

| LTR]

61 FL,_VZ [s] =iy sélo si MFf o [8) para alguna c€Z .

En particular, .Zu w posee conjunciones y disyunciones
A
AZ A VZ_ de conJjuntos numerables Z .Obsérvese que tanto
la infinitud como la finitud son expresables en iwim mediante

una sfla sentencia, pues si (?n es la sentencia de primer orden

que expresa que "hay al menos n objetos" resulta:

0—\\-—_‘_— A \ an : new} si y s6lo s1 A es infinito

w‘w
&= V{"“? : n&f.u} sl y s6lo s1 A es finito.
L, R
l.4 La ldgica ikh necesita, en el case AYG , un

conjunto {v,\z b]-c}\-'( de \ variambles, Posee, por lo demds, los
mismos signos légicos que Zus Y la siguiente ragla sintécticae .

adicional:

- 81 ¢ es una férmula de tipo T de .z‘.’KX y & es un ordinal
menor que Ay <x“|>'l¢i es una secuencia de variables distintas,

3<x,\5 - th es una férmula de tipo T de ikk .

Para la seméntica hay gue tensr en cuenta que el dominio
de las asignaciones en una estructura 0\ es ahora {u,l i<} .
Si <x.]>.“_% es una secuencla de variables distintas y (a.").v 5 es

<x'\\"1¢'i

una secuencia de elementos de A , las asignaciones variantes s cas
a
ARCERY

se definen con criterios andlogos a los de sX de manera gue

a |
a 81 x = x
¥ () { oo
"es s(x) si para cada V\<$_, y X ¢ Xn

Entonces, la regla seméntica correspondient
' g sp ente a 3<x.1\;1‘g(?.

-0-“=L 3<x,ﬁ\‘§c¢[s] si y s6lo si hay una secuencia <e

Y de
K '

1<%
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slementos de A tal que O\ 'f)[s{x"»‘\‘"%
L S <8, >
“‘ 1 ey
El cuaentificador V puede introducirse mediante reglas

anélogas o bien mediante la definicidén: V <”-{’:\‘EQQ'1- — 3 <x.])1‘g—~ ¢

Obsérvese, finalmente, que en -'fwj_m‘ son caracterizables
los buenos dérdenes mediante la conjuncidn de la sentencia & que
caracteriza en primer orden los drdenes totales y la siguiente

sentencia de o‘ft._‘_m S

= 3 <LxD Aixn<xm= m<ny

n néew
1.5 La l6gica de primer orden , o s , puede tratarse
cComo caso particular_de 18gica dfh.% . Posea conjunciones de
conjuntos finitos de férmulas y prefijos finitos de cuantifica-
cidén,



2. LOGICAS ABSTRACTAS

Hay un cierto acuerdo sobre las propiedades bdsicas gue
caracterizan a las légicas abstractas, pero también ciertas indsci-
siones y discrepancias acerca de otras propiedades. Exponemos en

primer lugar las propiedades generalmente admitidas.
2.1 Definicién : Légica abstracta,

Una légica abstracta & es un par £ =<L .\=’-_ >

tal gue:

(1) L es una funcidn que ssigna a cada tipo de semejanza T

una clase LLT] , la clase de las sentencias de tipo T de L .

(2) \=-L_. es una relacién, la relacién de satisfaccidn entre

éstr'ucturaa y sentencias de JZ b. Verifica la siguiente condicidn:

si GTFE ¢ , entonces hay un tipo de semejanza T tal que Q\

es una estructura de tipo T y pe€ Lyl .

(3) 88 «, ,

1 5 son tipos de semejanza y T, < Té , entonces

1 —
C
L [rl] C L [rz]
(4) s1 G, 03 son estructuras del mismo tipo de semejanza T
y QWU 6% , entonces para cada YE il

(’ﬂ\=L.Lf> si y s6lo si G'Sgrl:tp

(5) si O\ es una estructura de tipo de semejanza Té y

T, &€ T, , entonces pare ceda Y & LtT'l'] :

G‘T\-T'-P si y sélo si G\rrlr:c ©

(6) s 71.15 son tipos de semejanza vy r: 1&——-—} Té es
una biyeccién que asigna
~ & cada constante c & T, una constante f(c) €T,
- & cada signo funcional n-édico f E.Tl un signo funcional
n=-édi
co f(f) & X,

- a cade predicado n-édico P € 1‘1 un predicado n-&dico r[P] e_'t'2

entonces , para cada pE L[Tl-.\ hay una correspondiente CPFE- L[TE]

tal que pera cada estructura O de tipo Ti :
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G\ F= ©° siystlost Clp=t

donds GWi? es la estructura de tipo Té

universo que 01 e interpreta cada signo f’(r)é_ T, del

que posee el mismo

mismo modo que §1 dintesrpreta r, esto es :

o anf
X = f(r] para cada r € Ti

asf, Ol y GTF s6lo difieren en los signos que llsvan asociados,
?

pero no en el significado de esos signos. t? es, entonces, la

traduccidn da ¢ al tipo de semejanza 'Té .

2.2 Observaciones

La razén de que en (1) digamos que LT} es una
clase y no exijemos que sea un conjunto estéd en no excluir a ciertas

1l8gicas aceptadas, como d%_ « L es la extensién de la

taa oo W

l6gica de primer orden gue posee las siguientes reglas sintécticas

y seménticas adicionales :

- 51 z es un conJjunto de férmulas de tipo T de -'fu.m ’

entonces AT es una férmula de tipo v de Zomew o
-ClE=AZ [s) siysélosi O\ =0 1[s] paraceda cceZ
wa Lo-w

Resulta entonces que L,.H,L1’1 no es un conjunto, sino una clase
propia. En la medida en que no interese considsrer légicas como &£_ . ,

en la condicidn (1)) se puede especificar que L [T¥]1 es un conjunto,

La condicién (3) establece que las sentencias se conservan
al agrandar los tipos de semejanza. Asi, si ? es una sentencia de
tipo ¥ de £ , ¢ es una sentencia de cualquier otro tipo de
seme jeanze. que extienda a ¥ .lLas condiciones (4) y (5) determinan
que la relacidn de satisfaccién debe ser invariante respecto a
isomorfia y expansiones, La condicién (6) exige una forma simple de

sustitucidn de signos por signos en las sentencias.

Obsérvess, finaimante, que no poseemas, en base a esta
definicidn de légica abstracta, ninguna informacién sobre la estructu-
ra sintdctica de las sentencias. En particular, no tenemos ningdn

concepto de férmula ebierta, Como veremos, esto no representa
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ninguna dificultad para poder expresar generalizaciones de teoremas
y construcclones usuales de la légica de primer orden, El papel de

las variables lo realizerén las constantes.

2.3 Definicionses

Ciertos conceptos familiares de la ldgica de primer

orden san fécilmente generalizables a cualquier légica abstracta X
(1) si @€ L[] , los modelos de ' de tipo T en &< son
ModT[t?)- {G\G\F‘f’ y S\ asdatipn‘r}
L L
(2) 84 Z & LIT) , los modslos de Z de tipo T en Z son
T ~
Mod (Z) = N Mod ()
L peZ L ¥
en 8l bien entendide de que para el caso Z, - ¢
T
MndL[Z ) = {W\ : 81 es de tipo ‘T}
(3) 81 y& LLr] , decimos que
T m
\p es satisfacible en ‘X si y sflo si Mod( @) ¢ ¢

¢ es vélida en’' Z si y sélo si ModI[ gP) - {G_l* Q1 es de tipo T ]f
Usamos la notacidn \=L ¢ para indicar que ¢ &8s
vélida en I , -

(4) La relacién de consecuencia en £ se derive de la relacién
de- satisfaccidn al modo usual,.Utilizamos el mismo signn,"r-'-l‘-_" y Para

la consecuencia que para la satisfaccidn:

88 Z& L[l y ye vl , |
Z P sl y s6lo si Mod:( Z2) & Mﬂdz((?)

Para la equivelencia ldgica usamos la notacidn "ﬁ“ :
8i Q,w & LLT1 ,
—_— T T
m— 1 =
PH Y siysblosi ModL[(P) MudL(\‘J]

(5) La relacién de o =squivalencia entre estructuras tambiém se

designa mediante" = L“

s1 Ol » 83 gon estructuras del mismo tipo de semejanza T ,



&\ EL@ si y s6lo si para ceda ¢ € L[¥];:
6-\\=L“P si y sélo si @\:f_—‘-?

2.4 Advertencia

Cualquiera de estos signos introducidos, si se usa sin

subindice L , refiere al correspondiente concepto de primer orden.

Asi, por ejemplo, para ceda sentencia ¢ de primer orden
y de tipo de semejanze YT , MDJ.(lP ) es la clase de los modelos

de tipo. T de C(J .

2.5 Las propiedades expuestas en la definicidn 2.1 se juzgan
a menudo insuficisntes, Para muchos propdsitos es preciso suponer

que las ldgicas abstractas tienen otras propiedades adicionales, Se

denominan légicas regulares a las légicas abstractas que poseen estas

otras propiedades., Son casi siempre propiedades de clausura respecto

a alguna aperacidn sintéctica: negacidn, conjuncidén, cuantificacién

existencial y ciertas formas de reletivizacidn y sustitucidn, Algunas

de estas propledades no las poseen ldgicas abatractés que se conside-

ran interesantes y, por tanto, no. siempre se recogen todas en la

definicién de légica regular. Las propiedadss que aqui caracterizarén

a las ldégicas regulares difieren de las expuestas en Ebbinghaus(1985)

en lo que afecta a la sustitucidn, Se justificard esta discrepancia

en breva,

2.6 Daefinicidn : Atomicidad

Una légica abstracta < es atémica, o tiens la propie-
dad de atomicided, si toda sentencia atémica de primer orden tiena
una traduccién en &£ , es decir, si para cada tipo de semejanza

y cada sentencia atémica de primer orden y de tipo T , P hay una
W& Li¥]l tal que

Mod' (¢ )i = Modz[_q.v )

Aqui no se garantiza que la sentencia VY de & que
traduce a la sentencia atdmica ¥ =ea dnica. Obsérvess que, sin

embargo, si Lh y 0‘-'2 son traducciones de CP » entonces
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\k'l -=—L k\)z « Por tanto, § es dnica salvo equivalencia en L .
Usaremos entonces la misma notacién que en primer orden para

referirnos a (% [mﬁs precisaments, a alguna de las traducciones

WdatP).

2,7 Definicidn : Negacidn

Una légica abstracta ~£  esté cerrada bajo negacién si
para cada tipo de semejanza T y toda L? (= L[T‘] , << posee

una traduccién de: — ¢ , es decir, hay Y €& L[l  tel que
T -
ModL(ky] - {G‘\G\r?‘-l_te y O\ es de tipor B

Tampoco agui esté garantizada la unicidad de LV respecto
a l‘v més que salvo equivalencia en &£ ,Pondremos,sin embargo,
—~@ =\ , entendiendo que — ¢ es una de las sentencias de Z
que son negacidn de T’ . Las mismas consideraciones deben aplicarse

a las siguientes definiciones.

2.8 Definicidén : ConJjuncidn

Una légica abstracta < estd cerrada bajo conjuncidn

si pera cada tipo de semejenza T y cualesguiera { 'Y e L[x]l .,

< posee una traduccidn de (cP A g\J ), es decir, hay una © € L[T-_\

tal que
Mad::[e ) = Mud‘:_(t{)] a Mcdt(l.p)

Ponemos sntonces © = ( AW )o

2.9 Observacidn

Hay una légica abstracta <L , interesantse para ciertos
propdsitos, que no esté cerrada bajo negacidn., Sus sentencias son

las de primer orden y las de segundoc orden de la forma

Bxl. ceX P

donde sn (.P sdlo hay cuantificacién de pf‘imer orden.Su semé&ntica
es la de segundo orden. Mediante una sentencia de la forma 3IX P

donde X es una variesble diddica vy %) aélo posee cuantificacidén
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de primer orden, podemos expresar la infinitud, en el sentido de que
) Fr 3X@ siysélosi Aes infinito

Esta sentencia, ax'p y No posee negacidn en Z . En efecto, si

3x1...xn\\) fuera negacidén de pr , tendriamos

Bxlonaan) EL-—‘BX'{)

E1l teorema de interpolacidn de Craig proporciona, entonces, una

sentencia de primer orden,® , tal que
& —
3x].'"'xnu(} ‘Te y Ff 3)((?

con lo cual ) —_._-L*"'H)(t? « Pero es bien sabido que la

infinitud no es expresable mediante una sentencia de primer orden.

Ya hemos indicado que no poseemos informacidn socbre la
estructura sintédctlca de las sentencias de una ldgica abstracta. Ello
no es impedimento para formular de modo general la existencia de

cuantificacidn existencial.Las constantes pueden suplir a las variables,

2,10 Definicidén : Cuantificacidn existencial

Una légica abstracta £ estd cerrada bajo cuantifica-
cidn existencial si para cada constante c, cada tipo de semajania
T tal que ceT y cada sentencie ® € L[¥] , hay una ye LiT-1c}]
tal que :

Para cada estructura Ol de tipa T - {c}
mﬁ Y si y s6lo si hay un a€A tal que <G‘a>l=l_- 8%

donde, para cada a €A , <Ol a> es la expansién de G\ al tipo
de semejanza YT en la que

<O\a"y
C = a

Ponemos entonces 3Jc LP -\ .

Una 1l6gica abstracta que tenga la propieded de atomicidad
y esté cerrada bajo negacién, conjuncién y cuantificacién existencial

posee, al menos, el mismo poder expresivo que la ldgica de primer
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orden, Esto se Jjustificaréd en el préximo aepartado,

2.11 La siguiente propiedad que vamos a definir es la de
relativizacidén, Consiste, en su uso normal en primer orden, en la
posibilidad de sustituir las cusntificaciones I x dentro de
una férmula por expresiones del tipo Ix(Ux a @ ) , donde U es un
predicado monddico fijedo de antemano.Denotamos el resultado de
esta operacidén mediante $>u y entendemas que q>u “dice"™
en una estructura U_\ lo mismo que tp “dice"® en 15 subestructu-
ra OV[u™ sl dicha estructura existe, Que (AR iT exista
depende simplemente da que U51 sea un subconjunto no vacio ds A
en el que estén todas las denotaciones de las constantes y que esté
cerrado bajo las operaciones del modelo O\ , Tembién es posible
relativizar férmulas a una férmula Y (x) , que sustituys al predica-
do monddico U . En ese caso (Pthx) “dice” en O\ 1o mismo que
® "dice" en G'\I\V(x]m si esta subestructura existe. Podria
perfectamente ocurrir que WJ(x)GW no poseyera todas las denotacio-
nes de las constantes o no estuviera cerrado bajo todas las operacio-
nes de O y 8ino dnicamente tuviera estas propiedades en relacidn
a las interpretaciones de los signos de un cierto subconjunto Ti
del tipo de semejanza T de &\ , En ese caso, s6lo relativizamos
a WY(x) las férmulas ds tipo T,y pero posiblemente las férmulas
relativizadas sean de tipo T , pues , en particular, constantes
qus aparecen en W (x) pueden denotar en &\ objetos fuera de Hi(xf?
El significado de q;Y[K] en €\ @s entonces el mismo que el de
Y en (G\fri)]\f(xfgl. Estas consideraciones justifican la defini-
cidn de relativizecidén que se emplea en légicas abstractas.Previamen-
te introducimos la notacidn adecuada para parafrasear \Y (xfs‘.oa

nuevo las constantes sustituyen en su cometido a las variables :

2,12 Dafinicidén

81 ¢ & L[Tu{cl,....cn}] Y ©yresesC_ SON constantes
distintas que no estdn en ¥ y [\ es una estructura de tipo T

[Xcl...cnt? )Gt- t(al....,an) ea” : <81 8 +ee8? l=L i }
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donde para cualesquiera al.....ane A, <\ al..'.an Y es la
expansidn de \ al tipo de semejanza Tu{cl,....cn\ en la que

para cada 1 (141i4n)
{6la a.>
1'-. n i
°4 1

)
Asi pues, ( N € eeeC ) tiene el mismo significado que la
notacidn *f’ [xl...xn]‘:ﬂ gque usamos cuando disponemos de férmulas

abiertas.

2.13 Definicidn ¢ Relativizacidn

Una légica abstracta &£ esté cerrada bajo relativizacién

T
1’ 2

en lds que no esté c y cada sentencia Y€ L[‘(‘2U {c}] se verifica

si para cada constante c, cualesauiera tipos de:semejanzea T

lo siguiente:

Para cade sentencia € L[Tl] hay una correspondiente & G.L[?iu Tz-l
tal que para cada estructura 0\ de tipo T1U T‘2 en la que

m L
( kc\\J ) es T -cerrado:

6\
G‘\‘-_L:S sl y sélo si (Q'\I‘Tl)\(?*c*\’) F—:‘({D

A
Escribimos entonces © = ¢ °¥ « Si no hay ambigliedad sobre la
constante c , ponemos © = tpw y si \‘J = Uc , ponemos simplamente

© = ¢ .

2.14, Observacidén

Hay una ldgica abstracta de notable interds que no estéd
cerrada bajo relativizacidn. Se trata de una extensidén de la ldgica
de primer orden mediante un cuantificador QG' llaqado cuantificador
de Chang. Nos referiremos a esta légica con la notacidén ;fc .Ademés
de las reglas sintécticas y seménticas propies de la ldégica de

primer urdan,-i posee las siguientes reglas:

c
- 61 ® es una férmula de tipo T de .,ic, entonces chtp
es una férmula de tipo * de ic .

- 0\ W G Lsl sty s6lo st Heaca :Glptct?[a:]}l- fa)



En estructuras finitas Q X t\7 equivale a Vx(p '
pero ademfs, en estructuras infinitas de cardinal hot Q.x ¥
equivale a detp ( @, es el cuantificador introducido en 1.1 ) .
Una sencilla induccién muestre que si O\ es una estructura de
cardinal Nol' @ una santencia ds —‘[E del tipo de’ semejanza
de & y ce* el resultado de sustituir cada aparicidén de QG

en l{D por Q, , resulta
¥

& FI'_-—'-G‘-P sl y s6lo si &)\ = L,LLQ

Por tanto, si 61, 62 son estructuras de cardinal S.g_ y

(9 ELQ_@" , entonces &\ :—"'-Lcﬁ% .

A efectos de mostrar que i’c no estd cerrada bajo

relativizacidn, consideremos la siguisnte situacidn:

(1) T es un tipo de semsjanza que consta de sélo dos predicados

monddicos U,V .

(2) O\ es un modelo de tipo r en el gque

y Al = O

[
Ve r®, 1ilew , 10 w ,

1
(3) 6> es un modelo de tipoc T en el que

[ £4 (4 0o Q
vV Cuﬁ.lw-w ,Ium;-c...a s, IU=-Vimcw yliBl = u_sz

(4) ¢ es la sentencia — . Vx , que “dice" que en lea

interpretacidén de V no hay tantos elementos como en el universo,
u
Supongamos que ¥ posee una relativizacién (- al

Predicado U ., Asi

(5)81]: tp” si y s6lo si 6‘\\ut=-f
Le c

P
(G)Qrf_-tp si y s6lo si & |u Fi:_'L?
Como G\IU ‘f’ Y pero @\l\u % ¢ , concluimos

de (8} y (6) que

() & ¥ @

Pero mediante la generalizacidn a :f(_um(ﬁz) de los
Procedimientos de isomorfismos parciales (véase Ebbinghaus (1985),

Pég.53 ) se obtiene que ':'-—:.L €2 . En ese caso, de acuerdo con

39
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lo previamente indicado, obtenemos
(8) \ = (3
Lc

Esta contradiccidn muestra que @ no posee relativiza-

< _ .
cidn en c

2.15 La Ultima propiedad gus suele: exigirse a las légicas
abstractas es la de sstar cerradas bajo sustitucidn, Cierto tipo de
sustitucidn ha sido ya exigida en la misma definicidn de légica
abatrﬁcta (cléusula (B) de la definicién 2.1 ), pero es una forma
muy débil., En légica de primer orden hay muy diversos tipos de
sustitucién : sustitucidn de constantes por designadores, sustitucidn
de predicados por férmulas arbitrarias y sustitucidn de constantes

y signos funcionales por predicados, entre otras. Es posible ofrecer
un concepto general de sustitucidn de. signos por férmulas, pero es.
preferible distinguir cesos, a efectos de facilitar la notacidn y

la comprensidén,

La sustitucidn de predicados por férmulas consiste, en
su versién para la légica de primer orden, en la posibilided de
reemplazar en una sentencia expresiones del tipo Htl..'.tn por
correspondientes expresiones Wf(tl,...,tn] . La dificultad de no
posser férmulas ebiertas en ldgicas abstractas es salvable gracias
al uso de constantes nuesvas, como en las definiciones 2,10 y 2.13,

Esta sustitucidn no ofrece mayores problemas.

La sustitucidn de constantes y signos funcionales por
Predicados presenta una cierta dificultad conceptual, Consideremos
el caso de la sustitucién de una constante c por un predicado mong-
dico P y de un signo funcional monddico £ por un predicado diddico
R en una sentencia 1? «En primer lugar efsctuamos el proceso
Puramente sintéctico de eliminar cada aparicién de c y de f en t?
POr adecuadas apariciones de P y R, ubtaniqndn asi una sentencia (9*
en la que c y f ya no aparecen . En segundo lugar construimos las
sentencias que garantizan que P ss interpreta como un conjunto

unitario y que R se interpreta como una funcién del universo en el



universo., En este caso las sentencias son

Cp = IxPx A Vxy(PxaPy — X2y )

O“R = Vx3y RAxy A Vxyz(Rxy a Rxz —y y =2 2)

La cuestién es, entonces, si debe considerarse que la
sentencie resultante del proceso de sustitucidn es C?* o, més bien,
( C"*AO'F', A G‘h ) sUna situacién andloga se presenta en el casoc de la
relativizacidn, donde usualmente se afiade a (PU la conjuncidn
de las sentencias que garantizan que U se interpreta como un
conjunto cerrado respecto al tipo de semejanze en cuestidén. En el
caso de la relativizacidén el criterio general es no incluir sstas

sentenclias en la sentencia relativizada.

En Ebbinghaus (1985) (pég. 30 y 31) se formula un criterio
general de sustitucidn de signos por férmulas segin el cual las
sentencias del tipo 0; ’ Ga deben ir incluidas en la fdrmula
sustituida. Esta forma general de sustitucidn es descomponible en
una propiedad de sustitucidén de prediceados por fdrmulas, gue ya hemos
comentado que no es conflictiva, y otra propiedad de sustitucién de
constantes y signos funcionales por predicedos, que es donde centré-
bamos la atencidn. 8i pretendemos que estos prncadimisnfoa sean
aplicables a ldgicas infinitarias, como ‘Zugcu (véase 1.3) , la
sustitucidn debe ser simultdnea y no podemos poner cota al tamafio
del conjunto de los signos eliminados, Pero , en ese caso, no se
puede exigir que las sentencias del tipo GB,
haber un ndmero infinito, formen parte de la santanpia sustituida,

BE s de8 las que puede

Sin ir méds lejos, la ldgica de primer orden no posee la propiedad de
sustitucién que Ebbinghaus propone. Asi pues, no sélo para ser
coherentes con la situacidn andloga de la relativizacidén, sino
simplemente para generalizar una propiedad que posee la légica de
Primer orden y las légicas infinitaries .z;k y debemos prescindir
de los criterios de Ebbinghaus y definir la sustitucién al modo QP'
y no al modo t{?‘;\o; A O ) . Definiremos en primer lugar la
sustitucién de predicedes y, a continuacién, la eliminacién de

signos funcionales y constantes.

4l
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2,16 Definicidn: Sustitucidén de predicados

Una ldgica abstracta Z admite eliminacidn de

predicados si para cualesquiera tipos de semejanza T T, , cada

1t 2
conjunto de predicados @ disjunto de ‘r'l , cada coleccién
C = {cn : new | de constantes distintas que no aparecen en YT,

y cada coleccidn Y -i\yn H Ré@k de sentencias.’: de ZL tales
que

[ N ] -‘d
\\/H 23 LETZU {cl, ,cnk-j si R es n-adico
se verifica lo siguiente:

Para cada sentencia Y€ L[‘r‘lu 1 hay una correspondiente

L{S"‘& L ['l"lU T‘a'] tal que para cada estructura O\ de tipo T‘l\J T2

) \:i '?* si y sélo si G\*\:f- ¢

donde O ss la sstructura de tipo TluG’ definida por
>
w0\ rTl um rTl

¥ Vgl
- Rm = ()\cl...cn \PH] para cada predicado n-&dico R e®.

Pondremos entonces 19*- ¢ (‘I:FI)HC-. e °

Obsérvess que las constantes Ilcn: nec...ﬂ; realizan

aquf el papel de variables libres.

2.17 Definicidn: Eliminacidn de constantes y signos funcionales

Una lé6gica abstracta Z admite eliminacidén de constantes

y signos funcionales si para cada tipo de semejanze. T , cade conjun-
to de constantes C disjunto de T, cada conjunto de signos funciona-
les 0~ disjunto de T y cada colsccidn @ = {FII;': reCul ) de
Predicados distintos que no estén en T y tales que

- para cada c€(C , Rc: es monddico

- para cada fe (=, si f es n-édico , R, es n+1l-4dico
se verifica lo siguiente:
Para cada sentencia ¢ & L[TuCu® ] , hay una correspondisnte
sentencia t{)r € Lru®] tal que para cada astructura O\ de
tipo TvCcucs



G\“—L‘Qr si y s6lo si G\F‘C(?

donde &\ es la estructura de tipo vu ® definida por
- - QO

nr

- B « 1c®} para cada ceC
r

- RG; - para cada fe@ ,

2.18 0Observacidn

La clase de los modelos de C{’r no estéd caracterizada
més que parcialmente. No toda estructura de tipo TUu®&® es de la
forma G1° para alguna estructura 8§\ de tipo TuCu& ,
S6lo lo son las estructuras O en las que para ceda ce&C, Fl?

es un conjunto unitario y para cada fe@, n-&dico, Fi% es una

funcidn de Bn en B .
Para cada cé€&€C sea GE la sentencia
dx Rx A ny[ﬂcx ANRY —» xuy )

y para cada fe(~, n-&dico, sea cs';, la sentencia

Vxlnoxng Y fol.. .)(ny "N Vxloo.anZ(ﬁfxln -.xny;\ﬂfxlu.xnz — YHZJ

Resulta entonces que un modelo 0> de tipo Tu® es de
la forma G\r para algdn modelo O\ de tipo TuUCu O si y s6lo si

® = ‘og: ceCly {c;, fet®}
Una situacidén andloga se da en la relativizacidn,

2.19 pefinicidn: Sustitucidn

Una légica abstracta sZ esté cerrada bajo sustitucién,
0 admite sustitucidn, si admite sustitucidn de predicados y slimina-~

cifén de signos funcionalss y constantes.

2.20 Definicidn: Ldgica regular

Una légica regular es una légica abstracta que es atémica

y esté cerrada bajo negacién, conjuncién, cuantificacidn existencial,



relativizacidn y sustitucidn .

2.21 Una ldgica regular pretende ser una légica con buenas
propiedades. E1 problema sstd en determinar qué propiedades son

buenas, es decir, qué rasgos de las ldgicas genuinas conocidas no
gon peculiaridades sino rasgos que toda ldgica debe poseer. Algo
sa puede decir a favor del cimulo de propiedades de la definicidn
2.20 : las légicas abstractas que las verifican son equivalentes,
an un sentido que se precisard en el préximo apertado, a ldgicas
que poseen una sintaxis manejable y comprensible, Este resultado

s8 expondré en el apartado 4 .
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3. UNI CONCEPTD COMPARATIVO PARA LOGICAS ABSTRACTAS

Es posible comparar el poder expresivo de las ldégicas
abstractas, es decir, su capacidad para caracterizar clases de
estructuras mediante sentencias. Este concepto comparativo se

define como se indica a continuacidén :

3.1 Definicidn
Sean Z vy ;ﬁ‘ 1l8gicas abstractas.

(1) Decimos que Z' es tanto o méds expresiva que Z y
ponemos & & Z' si toda sentencia de £  tiene una traduccién
an i' , 88 decir, si para cada tipo de semejanza T y cada

sentencia LP €L[r] hay una correspondiente Ve L'.[T] tal que
T -
ModL( ¢ ) = Modn[\y )

(2) Decimos que <Z vy ' son eguivalentes ( en poder expresi-
vo ) y escribimos & v~ ', si -i.{—.-t.y & aw

(3) Decimos gue Z' es més expresiva que o7 y ponemas & < Z.',
si 222’ pero -Z';/;t §

3.2 Lema

Para cade ldgica regular <Z , &, 6 < < .
Prueba:

Recordesmos que ~€ﬂu¢a es la légica de primer orden ,
Sea Y un tipo de semejanza, C --{cnz new § una coleccién de
constantes distintas que no estén en Y ,abresviemos TWJ[GD,...,cn}
por 'T'n +1 y pongamos TD = T o Es suficiente con mostrar que
Pera cada sentencia de primer orden ¢ de tipo T C hay una

correspondiente c{ﬁ‘e L [Tucl tal que
-51 @ esdetipp T, e L[T] y Mod(co) = Mod "( F)
n' LP n ? L f{) .

Esta traduccidn se define por recursidn utilizando las
propiedades de atomicidad, negacidn, conjuncidén y cuantificecidén
existencial de < . Consideremos, a modo de ejemplo, el caso de la

cuantificacidn existencial :



gea 3Ix *P(x] una sentencia de primer orden de tipo T UG .
Hay entonces un menor ndmero natural n tal que 3Ix ?(x) es de

tipo Tn . Definimos entonces

* *
(3 = 3, @le)
Veamos que se cumplen las condiciones requeridas. G?[cn) es de

tipo Tn—\-l y entonces, por hipdtesis inductiva,

¢leetlt 1 v wod ™(0(c ) = bod P+ Sle )

Como cné"rn Y Tn+1 = Tnu{cn"; tenemos, por 2,10, que

¥
Je P(c,) € L[rn'l
y también que

Wod™ ( Ix ¢ (x) = wod™ ( Fc F e )

3.3 DObservacidn

En virtud del lema 3.2, toda sentencia de primer orden
posee una traduccién en toda 1l8gica regular Z . Usaremas la
misma notacidn para referirnos a una sentencia de primer orden gue

para referirnos a su traduccidén a Z .

3.4 Definiciones

Sea <L una ldgice abstracta y K una clase de estructu-

ras de un tipo de semejanza T .

(1) Decimos que K es EC, en < si hay un conjunto z < L[T]

tal que K = Mudt[ < )

A

(2) Decimos que K es EC& en <L si hay un conjunto numerable

2 € UT]  tal que K = Madt(i] i

(3) Decimos que K es EC en & si hay una sentencia € Lix1

-
tal que K = McldL("f].'

46

Las siglas EC provienen de la expresidn "clase elemental ",

es decir, "clase de primer orden"., Se ha generalizado el concepto a

otras légicas conservando su original notacién,

(4) Decimos que K es PC, en Z si hay un tipo de semejanza T°

D
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que extiende a T y un conjunto % < L[7T°] tal que para cada
estructura O\ de tipo T

M€K 81 y aélo si hay una expansién G_\‘ de €\ a1 tipo T* tal que
OV £
es decir, K = {G\l"l‘: 9 eMod: (= ]];

Los conceptos de clase PCg y clase PC se definen
andlogamente, especificando que 2. es numerable en el caso PCg
y cambiando £ por una sentencia (? en el caso PC. Las siglas

PC provienen de la expresidén “clase proyectiva,

(5) Decimos que K es RPC, en <L si hay un tipo de semejanza T°
que extiende a T /,un predicado monddico U € T°-T y un conjunto

zZ < LLT°] tal que pare cada estructura 6\ de tipo T :

Gl & K =i y s6lo si hay una estructura S\' de tipo T° en la
1 . L) LY
que U es T-cerredo y SVE=Z 5\ = (G1Pr) ) u®

es decir, K = {(NTT]\UM :Cﬂ&ModE'(i_ ) vy U™ es T'-nerradn}

tos conceptos de clase HPGa y clase RPC se definen
de modo anédlogo, especificando gue Z. es numerable en sl caso RPCg
y cambiando Z. por una sentencia en el ceso RPC. Las siglas RFC

provienen de la expresidn "clase proyective relativizada".

Si la clase K tiene un solo modelo salve isomorfia, es
decir, si hay un modelo G\ tal que K = {@.> : G\‘g@;.ll , atribuimos
los conceptos EC, . ECy , etc., al modelo G\ . Asi, por sjem-
pPlo, decimos que O\ es EC en &£ si hay una sentencia C?&L[T]

tal que para cada estructura & de tipo ¥ ,

C\Y 3 siysflosi @b\:_:. ©

3.5 Observacidn

La relacién % de comparacién de légices abstractas pusde

definirse también en términos de clases EC, pues

(1) & ¢ Z' si y 86lo si toda clase EC en £ es EC en vL" .
(2) L~ L st ysélosi £y «Z tienen las mismas clases EC .
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3.8 Ejemplos

La potencia exprssiva de las légicas abstractas es muy
dispar. Hay légicas abstractas incomparesbles respecto a & |, como
4mc..(°n) y imm(al) e incluso la légice infinitaria o
y la légica de segundo orden 5{11 . Exponemos a continuacidn, en

forma de gréfico, ciertas relaciones de ordenecidén determinada por

< entre légicas femiliares:

donde oz‘_'_—-iaf‘ significa aqui que Z < Z' yy &L ‘;I es la
versidén débil de la ldégica de segundo orden, ldgice cuya sintaxis
coincide con la de segundo orden pero cuyas variables de segunda
orden varfan sobre: . conjuntos finitos o relaciones finitas. Asi,

si X es una variable n-é&dica,
‘—'—E-,E 3Axp(X) siy sélo si hay una relecidn n-&dica finita R
I .

en e &\ F, .
A tal qu \=LH ¢(x) Lal)

3:7 La relacidn £ establecida entre dos légices « y 2
significa, como ya hemos indicado, que toda clase EC en Z es EC

en Z' +51 estas légicas son regulares, basta con asegurar que

toda clase de tipo de semejanza relacional EC en -Z es EC en '
para obtener que £ Z' . Ello se debe a la.posibilidad de eliminar
constantes y signos funcionales en ldgicas regulares, Como posterior-
mente necesitaremos este resultado para obtensr un teorema de

representacidén para ldégices reguleres, lo establecemos a continuacidn,

3.8 Lema

81 Jf, AZ‘ son légicas regulares y tode clase de tipo de semsjanza

relacional que s EC en «Z tembién es EC en «Z', entonces £ < Z.'.



Pruebat

Sea K una clase EC en < y sea T su tipo de semejan-
za. 81 T es relacional K es, por hipdtesis, EC en L Suponga-
mos, pues, gque T no es relacional. Entonces hay un conjunto C de
constantes, un conjunto & de signos funcionales y un tipo de
seme janza relacional TD tal que T = 'T‘UU Cuvu6 . Como K es

EC en Z , hay una sentencia ¢ e LLT] tal que

(1) K = Ml:ll:-{[((:).

A efectos de eliminar las constantes y los signos funcionales de
acuerdo con 2,17, escojamos para cada cé&(C un predicado monédico
distinto Hc ,que no estd en Tb, y para cada signo funcional
n-ddico fe G un predicado n+ l-Adico Hf , que tampoco estd

en T‘D. gea O n-l_nr t re CUF § + En virtud de 2,17 hay una

sentencia (Pr € L [TDU &1 tal gue para estructura O\ de
tipo To vutculF
(2) 6‘\"\-—: ®".  siysélosi O = ¢

donde 0§\ es la estructura de tipo TUU ® definida por

. r
- G\r'rn - G'\f'ru

G\
- Flc - {cmi para cada c&GQC
r
- FIG; = f& para cada T & G .
TV
(3) Sea J = Mod 0 (e ).
\
Como J es EC en « , J &es también EC en <Z , pues
‘T'Ou G es relacional, Hay entonces una sentencia © € L[TDU (?]
tal que
T ul®
(a) J= Mod O " (®)

L
Sustituimos shora en © 1los predicados de § para
volver a introducir las co'nstantas y signos funcioneles de C y & .,
Esto puede efectuarse de acuerdo con 2,16 . Sea D = {dn : neu_:}
un conjunto de constantes distintas gue no estén en C y definamos

'~|Jr para cada r &€ CUG~ como sigue:



- \i)c = c<&d para cada cé&C

1
- = 'R F - d 0.
Ye fdl dna dn-\-l pera cada fe0, n-ddic
Sea 8. e [Rl") el resultado de la sustitu-
%‘rECuG

cién, Por 2,16 tenemos que
(6) el [rpucuF]

y para cada estructura O\ de tipo TOU culb 4

» *
(6) G\\-EB si y sélo si E\PE-B
donde &\ es la estructura de tipo T & definida por
- 6\ T = 7
r 0 G\r 8]
* )\ a
- Rg‘ = >\d1 d, > ¢ ) = ie ]‘ pera cada Ccé€C
o & o
e = "ee san = d = f
R, ( )\dl d  ; fded & d ) para

cada f € 05 , n-&dico,

Observemos shora que para cada estructura O\ de

tipo T ,

(7)) 6N = 6V

y por tanto :

O\ ek siysolosi QIEP (por (1))
siy s6lo si OV =" (por (2))
ei y s6lo si & € J (por (3))
8i y s6lo si QW= © (por (4))

si y s6lo si (fﬁ= & (por (7))
si y s6lo si Q= &" (por (8)) .

De este modo K = Mod

Z" .,

©) vy, en consecuencia , K es EC en
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4, CUANTIFICADORES DE_LINDSTAOM

El procedimiento de extender la ldégica de primer orden
mediante cuantificadores pusde ser tratado en su méxima generalidad
mediante los llamados cuantificadores de Lindstrtim, Toda clase de
estructuras cerrada bejo isomorfia da lugar a un cuantificador de
Lindstrtm y , con é1, a una ld6gica reguler en la que la clase es EC,
Para facilitar la notacién, consideraremos tnicamente cuantificadores
asociados a clases des tipo de semejanza relacional, En su aplicacidn
a ldgicas regulares esto no supondrd, en virtud de 3.8, ninguna

limitacidn,

4,1 pefiniciédn : Cuantificedores de Lindstrim

Sea K una clase de estructuras cerrada bajo isomorfia
y de tipo de semejanza relacional T . &QUMJQK) es la légica
abstracta que se obtiene a partir de la 1dgice de primer orden como

se indica a continuacidn:

(1) Los signos légicos de dﬂuu,[QK) son los de la ldgica de

primer orden suplementados con el cuantificador QK.

(2). Las férmulas de 7, [QK) en un tipo de semejanza T se
obtienen con las reglas sintécticas de primer orden y la siguiente

regla adicional:

- 81 es una férmula de tipo T de & (a) <P
¢ ww 2k TR TRer

una secuencia de fdrmulas de tipo T de [QK) y para cada

RE ‘q( y n—-&dico, ?; eas una secuancia de n variables distintas,
- =
K x< xFI}FI&TK (P (CPR‘7 RET, es una férmula de tipo T dB"fmm(Qx)'

{3) Las sentencias de éftu“,[QK] en un tipo de semejanza T
son las fdrmulas de tipo T de [, [QK) que no poseen variables

libres, A este respecto conviene precisar que para cada variable v :
- v gst ] 5 < )
std libre en QK x < xn) RET ® (FR RET si y sélo

s (1) v estd libreen Y y v 4 x , o bien (ii) para algdn



RE T; y v estéd libre en (PR y no aparece en la secuencia -;’H

(4) La relacidn de satisfaccidn de .fL”M[QK) , que abreviamos
ahora con FT? , 88 define mediante las reglas usuales de la

légica de primer orden y la siguiente regla adicional :

- anf?- G x <3S

<
R 7RE T ‘PR>R€T'K [s] si y sé6lo si ek

donde

- & o<, A® >nc-_'rK

- B m {aEA:Q\:f-(P [s:]}
= n&-{cal.....anwe A" &\ = P {L"l“ ""‘\7} si RET

Elol .a

—
es n"'édica y xn = xll L] .xn o

En particular, pues
S LY "<-’-‘an>ner,< Plx) <(P,£, ]ne.rK
el y s6lo si
< ) ‘ S
A B) deq | P e

4,2 Observaciones

51 8l tipo de semejanza T, es infinito, también lo es

K
la férmula

% <
% *<*g?per, P (‘Dn7nerK
pero en atrom caso estas férmulas son de longitud finita. Asi, por
ejemplo, si Tk - 1H1,R2} , donde R1 es un predicado diddico

y H2 un predicado triddico, las férmulas que comienzan con QK pueden

escribirse mds sencillamente como

Q x“xlxz yly2y3 "P[x) lPl(xl!x ) Pz(y 'ya) L
Y si ‘FK es el tipo de semejanza nulo, las correspondientes férmulas
8on de la forma -

QK X QD(x)

donde

&\
(O} T G X P(x) iy sdlo si <h(x)yek .

52



4,3 Ejemplos

(1) Los cuantificadores @, definidos en 1.1 son cuantifi-
cadores de Lindstrim ., La correspondiente clase K, &s de tipo de

seme janza nulo:
Ky ={<av: iz N}

(2) E1 cuantificador de Chang Q. definido en 2.14 no es un

cuantificador de Lindstr8m, pues 1la légica £ no es regular y

la légica asociada a un cuantificador de LindsirUm ‘icou(QK] es
regular, Este dltimo punto se justificaréd en 4.6 . Hay , sin embargo,
un cuantificedor de Lindstrtm muy cercano a QC « 5e trata del
cuantificador asociedo a la clase K de tipo de semejanza Tk = U}

(donde U es un predicado monddico ) definida por
K = GO\ : {lAl - |U51l}
Asi QG X %D[x) tiene el mismo significado que

QK XYy X=X kP[Y] .

Esto justifica la presencia de la primera férmula tras Q_, , la

K
férmula X2 X en eate dltimo caso; sw razdn de ser es permitir
la relativizacién, La relativizacién de Qe X y;ﬂf(x);kp(y] a

un pradicado P es

g x v (Px (") w1 .

(3) El mismo cuantificador 3 de la légica de primer orden
puede introducirse como un cuantificador de Lindstrtim, La correspon-
diente clase K tiene tipo de semejanza nulo y estd constituida

por todas las estructuras de este tipo de semejanza.

(4) E1 cuantificedor universal puede introducirse también como
un cuantificador de Lindstr8m, La clase K tiene an este caso un tipo

de semejanza T que consta de un dnico predicado monddico U vy

K
K ={8: a « v}

Entonces Qex ¥ xSx ¢®(y) significa lo mismo que Vy ¢p(y)

y QKx y ‘«r(x) L\’(y]j significa (I x l{)(x) n Vx( C?[x)——)\‘)(x])].
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(5) La clase de los buenos drdenes da lugar al cuentificador

de Lindstrim Gy * Abreviemos LGUUJ(QWD) por L _ .Tenemos que

wo
) Foo S 72 @(x) $(%2)
sili y sdlo si
el conjuntoc B = {ae_A : O |=L'- ®(x) [a]S no es vacfo y la
wo
relacién R -{(a,b) eg? : QO Fi- \\J(y,z) Ea,b].g es un buen
WO
orden de B ,

(6) Hay un cuantificador de Lindstrim asociado a cada modelo, Se
trata del correspondiente a la clase de estructuras isomorfas al
modelo en cuestién, Sea QK el cuantificador asociedo al modelo
ordenado <, < > de los ndmeros naturales y ebreviemos L, (QK)

por L _ . Resulta en este caso que

K

QA g xyz @x) pivez)

K
si y sflo si

1 "N
<Ay Wvi2) 21 @(x) ¥ {wo.< Y

4,4 Definicién

Sea iKi: 1e¢:} una coleccidn de clases de estructuras
cerradas bajo isomorffa y de tipos de semejanza relacionales. La
extensidén de la légica de primer orden determinada por {Ki : iE.I}

eg la légica abstracta

Leves (QKia i1€1)

generada por los cuantificadores de Lindstrim {QK H iE:Ik .
i
Las reglas sintfcticas y seménticas expuestas en la definicidén 4.1

se aplican a cada cuantificador QK °
- 3

Si para cada 1 €I el tipo de semsjanza Ti de la clase
Ki gs finito, les férmulas de ’fulu(gKi' iﬁ.I) son secusncilas
finites de signos, E1 ndmero de férmulas depende, en eses caso, del
tamafio de I , Si I es una clase propia,hay una clase propia de

f6érmulas en cada tipo de semejanza, pero si I es numerable en cada
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tipo de semejanza de cardinal K , hay wk+eo férmulas.

4.5 Obgarvacidén

Dos l6gicas abstractas generadas por cuantificadores de

Lindstrim,
JW{QKJ 1€1) y efm(a,(d= jeu)

pueden ser squivalentes sin que las clases I, J tengan el mismo
tamafio. Pero adsmds una légica sbstracta <Z puede ser equivalente
a una légica

S (mKi: i€1)

pero-no a una ldgica de este tipo con un conjunto finito I y , pese
a 8llo, poseer una sintaxis finitaria. Este es el caso de la ldgica
da segundo orden, Posea un equivalente del tipo indicado, pera
ninguno en 8l que I sea finito. Esto muestra que las propiedades
sintécticas no son invariantes bajo equivalencia y que las l6gicas
generadas mediante cuantificadores de Lindstrm no son siempre las

m&s simples entre las equivalentes,

4.6 Lema

S5i para cada 1€1I, Ki es una clase de estructuras cerrada bajo

isomorfia y de tipo de semejanza relacional, entonces
qu(aKis 1€I) es una légica regular.

Prueba:

Por definicidn, esta l6gica es atdmica y estd cerrada
bajo negacién, conjuncién y cuantificacién existencial, La relati-
vizaecifn a una fidrmula Y (z) se define al modo usual en primer

orden con las cl8usulas adicionales

(qxi”q:t) ne.ritﬂ"‘) <?n(?n)7neri)q-’(2) "

- G x <3‘?H>Req ( Y(x) Atfn(x)‘l’(zJ]_ ('Pﬂ(xh)“zbne‘ri .

La sustitucién, en cualquiera de sus formas, se efectda conforme a

los criterios usuales en primer orden.
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4,7 Lemg

Si para cada 1e&1I , Ki es una clase de estructuras cerrada bajo

isomorfia y de tipo de semejenza relacional, entonces para cedas ie I,

Ky es EC en .me(al(_: ieI ) .
A,

Prueba:

Sea T’i el tipo de semejenza de Ki y escojamos,

para cada predicado n-ddico R € Ti , una secuencila '";E; de n

variables distintas. Sea LPi la sentencia

—
< = < R% i
QKix xn‘:v ReT, X X HxH b Rc %

Resulta, entonces, que para cada modelo O) de tipo T

3
O\ =% si y s6lo si <A, R %erif: Ky

I
si y s6lo si €K ;

i
donde L, es una abreviecién de L, (QKi: ieI ) .
Por tanto, K, = Mc:dL.ri (ffi )
I
4,8 Lema

81 <Z es una légica regulaer y para cada i & I, Ki es una
clase EC en <& <de tipo de semejanza relacional Ti i

entonces

c,zf’mw[caKi 1 1e1) ¢ L .
Prueba:

Abreviemos L :1€I ) por L. . Sea T

(SR V] [QK A T

un tipo de semeJanza y C = [cn 5 neuo-z; un conjunto de
constantes distintas que no aparecen en T , y sea & el
conjunto de las sentencilas de LI [T v E:] en las que no aparece
més que un ndmero finito de constantes de C . Pongamos 1‘0 = T

y abreviemos T v {cn,...,cn} por T .. Definimos una
funcidn que asigna a cada e <€ T_  una sentencia ({)" €L [r v c;]

tal que:



.3 Tn Tn +*#
si LQELI[TH] ; c?e_L[‘?;-l y ModLI[({J)- Mod ™ () .
(1) 51 @ es atdmica, hay, por atomicidad de 2 y una
correspondiente tf“ con las propiedades exigidas.

(i1) Supuesto obtenidas ¢ y W , como & estd cerrada
bajo negacidn y conjuncién, podemos especificar:
#*
(""\ Cf ) = - (,P*
%* *
(ernw ) = (@ »~vw).
(111) Para el caso 3dx @(x) : si  3x f?(x] e © |, hay

un menor ndmero natural n  tal que  3JIx t{)(x) & LI [Tn‘) .

Definimos entonces :

( 3 @G = 3 @le) .

(iv) Considersmos, finalmente , el caso

- * < )Y .
Sea m el menor ndmero natural tal que ( & LI [T‘m-l .
Para cada predicedo n-&dico R €T, , sea 'éh la secuencia

de constantes cm....,c . Obsérvese que ninguna de ellas

m+n-—-1

estd en T, * K es, por hipétesis, EC en JZ . Hay as{

una sentencia Bi 4 i [ T:L] tal que :
Mod 1 (@
Ky = od, ( 3 ) .
Por la cldusula (6) de la definicién 2.1 de ldgicas abstractas,

podemos suponer que 'Tm N T = q: «» Definimos entonces

1.
x* b Y
. cmﬂl(cm) R " <) 1F
P - (O, ) (grapaer, ~ ( 3xy )
Veamos que

Mod:’I“ (@) = wog™( @) .

Sea O une estructura de tipo T‘m . Dbservemos

Que , por hipétesis inductiva:

N Ixyl) sivsiost O (3xy(x)
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y gque, en consecuencia, tanto si O\ ‘—f N como si &\ FE- ©*
I

tenemos que \‘J(x)m+ b .

: &
Asf pues, podemos suponer que Y (x) #¢ y basta

con Jjustificar que

G\{—.i_- © si y sélo si G\"f (ekcm\*’(cm) )(H

K= ] L]
&
I i Wh(cn] R Ti
A tal efecto observemos en primer lugar que son
equiuaientes:
(1) &= ¢
I
(8 N
—
e
(2) <A Yo(x) 2 o VWX Ky

o
1
(3) <a, Yﬂtﬁf\%eg \ ‘-{*‘(xj}llz_—' s, .

sea (03 la estructura de tipo TV Ty definida

por

- &b =&

(419 — &
R = "{"H(XR) para cada R € "g;-

Por hipétesis inductiva tenemos que

( Ne, e )T w(x)? = ¢S

—_ *o—a (G fond & o
(NG HEDT = 13 w3 = AT

y , asf, también son equivalentes a (1),(2) y (3) 1las aserciones:
¥,
(6) B = o, "ontio )
e W(c ) A
m
Como esta dltima sentencia es de tipo ‘Tﬁ y (8) equivale a

Ne \ﬁtc ) R
(& g (o™ (greher, .
La equivelencia entre (1) y (6) Justifica, por

tanto, 8l punto (iv) y con €1 el teorema .
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4,9 Teorema de representacién de légicas_regulares

si Z es una légica regular y {Ki s ie:I% es la coleccién de las

clases EC de £ de tipo de semejanza relacional, entonces

ai w~ °'i£ul-u(g|(i= i I]
Prueba:
Por el lema 4.8 ya tenemos que
me(ax t 1€I) £ Z .

i
Para obtener

L £ Lo (Gt 1)

basta mostrar, en virtud de 3,8, que toda clase EC de & de tipo

de semejanza relacional es EC en ;ﬁanm(QK : 1e€I) , es decir, que

cada K, es EC em .{w(ak : ie I) .,Pero esto lo garantiza el
i

i
lema 4,7. Asi pues,

Z o .fwu(QKi: T )

4,10 Observacidn

Se pueden obtener mejoras en este teorema de representa-
cidén que garanticen que I es un conjunto y que los tipos de semejan~
zZa T, de las clases Ki posean un tamafio prefijasdo, pero para

i
gllo hay que admitir que las ldgicas verifican condiciones adicionales.



5. K-LOGIGAS Y “M-LOGICAS

Definimos en este apartado los conceptos de K-ldgica
y Y\ -16gica . Su motivacién ha sido ya expuesta en la introduccitn

general,

5.1 Definicidn: K-1ldgicas

A cada claese de estructuras K cerrada bajo isomorfia
corresponde una légica .i; ¢ la ldgica en la qua los conceptos

relativos a K se consideran conceptos légicos.

Sea Tk el tipo de semejanza de K ., Los signos
légicos de dfk son los usuales de primer orden , los signos de 'Tk
y un predicado monddico U que no estéd en Tk . Esta ldgica sélo
se aplica a tipos de semejanza T que verifican

(1) Toil e T

y, en estos tipos de semejanza, sus férmulas y sentencias son las
de primer orden, Por tanto, si no se dice explfcitamente lo contrario,
en el contexto de .‘ZK un tipo de semejanza T arbitrario serd un

tipo de semejanza que cumple la condicidn (1).

Asi, las estructuras consideradas serén Gnicamente aquellas
que posean el adecuado tipo de seme janza, Pero entre éstas tendremos
en cuenta Unicamente las que interpretan de modo candnico los signos
de TV (U} . Diremos que O\ es una K-estructura o un K-modelo
si

(2) y® es T -cerrado en 6\ y (GH‘T'K] \ T E K .

As{ pues, todo K-modelo posee una subsstructura,cuyo

universo es la interpretacidn de U, que estéd sn K .

La relacidn de satisfaccidn entre sentencias y K-modelos
es exactamente la misma qus en la l6gica de primer orden, Cambian,
s8in embargo, los conceptos de satisfacibilidad, validez y consscuen-

cia.

Diremos gue un conjunto :E. de sentencias es satisfacible

&0



61

en JK si 2. posee un K-modelo, Denotaremos mediante FK'—' la
relacidn de consecuencia en -fK , que se define como sigue:

(3) = |=K'- &~ ai y sflo si todo K-modelo de 2. es un modelo

dB s .

Similarmente, una sentencia K-vdlida seré una
sentencia verdadera en todo K-modelo, Pondremos }-I—Z s para

indicar que & @8s K~vélida.

5.2 Dafinicién : 'm-ldgicas

En el caso particular de que la clase K de estructuras
esté constituida por estructures isomorfas e una estructura dada M,

es decir,

K = {6"1: Q___Lé_'\'\’\.';

decimos que &fK es la M\ -16gica, esto es, la légica asociada
al modelo YN , Usamos entonces las notaciones Tin s Jf’m ’ \%ﬂ
y la terminologfa de Y1 —modelo, "M -satisfacibilidad y ™ -validez,

Asf, por ejemplo,

€\ es un M -modelo si y sélo =i u® ea T.‘_r-‘-cerrad_n en S\ y

(O )™ 4.

5.3 Ejemplo : (v =ldgica

La o -1l8gica es el ejemplo més clésico de K-ldgica,
En uma de sus versiones, se formula en el tipo de semejanza T =

ic:n ! NnEéw ]} y asociada a la clase
K -{G‘l : ‘G\ es'de tipotT y A -'lcd: : new]} :

La W -ldgica puede usarse, por ejemplo, para estudiar
los cuerpos ordenados arquimedianos. En efecto, si T es la teorfa

de cuerpos ordsnados y 2. el conjunto de sentencias

{Ucn: nem}u{cn&g n ném}u{Vx Jy ( x< vy AUY)B

donde n es el término propio del lenguaje de T para denotar el

ndmero n ( es decir Nneld .ol (n veces )), tenemos :



€1 es un cuerpo ordenado arquimediano si y s6lo si €\ es un
K-modelo de TOZ . Por tanto, las K-consecuencias de TUE son

les enuncisdos verdaderos en todos los cuerpos arguimedianos,

5.4 Ejemplo ¢ d&rdenes semejantes a th

Un orden semejante a 5, (ml -like) es un orden total
no numerable en el que cada elemento tiene un ndmero numerable de
predecesores, E1 tipo de seme janza "I‘K consta ahara de un Unico

predicado difdico , € , y la clase K es
61
K -'{éﬂ t € es unorden de A semejante a Cul ;
Un K-modelo &8 , pues, un modelo (]! en el que

61 Q
< 8s un orden de U seme jante a ual

Q Iy '
(mé&s precisamente, < {'\[Unx U ) es un orden de Um seme jante
a C;Jl )l
Lta ldgica afK de los érdenes semejantses a Chh tiens
una estrecha relacifn con la légica abstracta éeunu(gl) « Ciertos

resultados sobra,flﬁu[al] pueden obtenerse a partir de los

correspondientes para an .

5.5 Ejemplo : estructuras finitas

La l8gica es la asociada a la clase K de estructuras en

tipo de seme janza nulo cuyo universc es finito, esto es,
K= {<A»: A es finito ]

Asf, 0\ es un K-modelo si y s6lo si UG\ es un conJjunto

finito pero no vacfo.

Otros ejemplos,especielmente de I\ -1légicas, se tratan
en profundidad en el dltimo capitulo.
5.6 Observacidén

Las K-ldgicas pueden tratarse como caso particular de
légicas abstractas. E1 tratamiento resulta, sin embargo, artificial,

Consiste en lo siguiente:
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Paera cada clase K de estructuras de tipo de semejanza

Tk que esté cerrada bajo isomorfia, se define una l6gica abstracta

<Z de acuerdo con:
(1), Les sentencias de < en un tipo de semejanza ¥ son
LTrY =ty I¥]  (las de primer orden) si TKU'lU.‘: cvT

L[T] - ¢ en otro caso.

(2) La relacién Ff de satisfaccién en £ es
(Y th{? ei y s6lo si el tipo de semejanza v de €\ incluye

a TKU{U7( , &\ es un K-modelo, Lfé_Lu_.w[T—l y G\‘F‘-‘f .

De acuerdo con esta definicidn, £ no es atémica, De
hecho no tiene sentencias en tipos de semejanza que no incluyan a

TN {ul , Esto no puede sclucionarse definiendo
LT = LewlT]  tambien st T O{Ul T

& puntualizando que si el tipo de semejanze T de S\ no incluye

a 'TKU {U] , entonces

F\FL‘-? sl y sflo si G\\:LP
pues en ese caso no se cumplirfa la cldusula (5) de la definicién

2.1 de légicas abstractas.

Esta ld8gica no extiende, por tanto, a la 18gice de primer
orden, E1 hecho de gue verifique las condiciones que definen a las
légicas ebstractas deberfs quizéds considerarse como una sefial de que

el concepto mismo de légica abstracta es demasiado , amplio,

5.7 Observacidn

En lo que respecta a las relaciones entre la légica Jfk
y la légica abstracta QQO“J(QK) definida en 4,1, tenemos que decir

lo siguienta:

(1) Hay una sentencia o~ de tipo 'TQJiU‘ de ifuun(QK)

tal gque (abreviando LLQUQ(QK) por L[EK) en lo sucesivo) :

F— .& iy s6losi €\ es un K-modelo
L(a,)



Supongaemos, a estos efectos, que Tk es relacional.

Entonces la sentencia es, de acuerdo con la notacidn de 4,1,

- —
& = GK x(xn'> ReT Ux <Hxn>

ReT
K K

Por tanto

(2) Hay una sentencia & de tipo T'KU{U\ de efww(QK] tal gque
para cada tipo de semejanza T (que incluye a TKU 1ud ) y

cada conjunto 5. de sentencias de primer orden de tipo T :

leeru, I Eoelrg, 9t - 1 T et .

Asf pues, "Zt.ut.q [QK) puede resmplazar a oZ Kk @ efectos
de obtsner consecuencias de primer orden, La situacidn inversa no

se da:

(3) 5i K es la clase de las estructuras finitas (definida en 5.5),
hay una sentenciacde tipo jU} de L (QK) tal que para cada

conjunta de sentencias £. de primer orden y de tipo{U{ :
tperanlull b 07 ¢ derZm et .

En efecto, obsérvese que las sentencias tipices de Lo (QK]
son de la forma

BX ?[x]
donde

o\ =

()
L(QK] Qx ¢ (x) si y s6lo si ¢ (x) es finito y no vacfo.

Entonces, nuestra sentencia seré

4
S o (ﬂle!x—-)Exe)

’ :
donde dx Ux abrevia Ix Vy(Uy e y &= x) .
Sea 2. un conjunto de sentencias de primer ordsn de tipo {u} vy

supongamos, a 8fectos de obtener una contradiccidn, que
g e me[\UK]:d'FL——(-QKﬁW - e 2 @l

Como &~ posee modelos en los que U se interprsta como un conjunto

infinito,
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& EE%E ) éx Ux
K
y asf Z\?:Z'r éxe "

A
Hey, pues, un K-modelo Q de Zu{mgx U*Il « Como Utn es finito
. n
hay un ndmero natural n>1 tal que lUm\ = n , Sea Jx Ux
una abreviacidn de

AXyeeex [lef\...hUnnn N - x, & x, a Vy(Uy — \) =y ))

1<jen 71T %4 ien X4

a
enunciedo de primer orden que expresa que \U | = n ., Tenemos que

EE V&'“ §><Ux

K
y asi o \7"—_‘/'—(9‘3‘ §x Ux o
K

[
Sin embargo, & no tiene ningdn modelo €1 en el que \U\ = n,
pusa en todo modelo 6\ de o Uc\es infinito o bien tiene un

86lo elemento, Por tanto
"
o I=L(QK—)':-lx Ux
Esta contradiccién justifica el punto (3). -

Los puntos (2) y (3) no deben interpretarse como una
muestra de que fdluh,(QK] es una ldgica mejor gue lafK . La rela-
cidn de consecuencia Fﬁz nos proporciona 1o que pretendemos: los
enunciados verdaderos en todos los K-modelos de una teoria 2; .
e (8) nos lo proporciona también, pero a costa de mayor
comple jidad., Ciertos resultados gemerales que podemos usar en qu
para garantizar, por ejemplo, le existencia de K-modelos, no tienen
por qué ser extrapolables a uzfmw(QK) + En particuler, <  puede
ser (de acuerdo con la notacién del préximo apartado) compacta y

L i (EIK) no serlo,
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6. TEOREMAS LOGICOS PARA LOGICAS ABSTRACTAS

Muchos teoremas célebres de la légica de primer orden
han sido reformulados con generalidad como condiciones gue las
diversas ldgices mbstractss pueden o no verificar. Entre ellos esté
el teorema de compacidad, el teorema de completud, el teorema de
Ldwenheim-Skolem, el teorema de interpolacidn de Craig y el teorema
de definibilidad de Beth. Aquf estaremos Unicamente interesados en

ciertas versiones de los teoremas de compacidad y completud,

6.1 Definicidn

Un conjunto Zi de sentencias de una ldgica abstracta
Z es finitamente satisfacible si todo subconjunto finito de =

tiene un modelo.

6.2 Definicidén : Compacidad

Una l8gica abstracta £ es compacta, o verifica sl
teorema de compacidad, si todo conjunto de sentencias de L

finitamente satisfacible ss satisfacible,

6.3 Ejemplos

Hay pocas ldgicas abstractas conocidas y no equivalentas
a la légica de primer orden que sean compactas. Entre sllas estd la
légica -Zlyh,[ECFaJ ) de Shelah. Se trata de una extensifn de la

ldgica de primer orden mediante un cuantificador ch&g

cuya
glntaxis y seméntica se rige por las siguientes reglas adicionales
a las de primer orden:

(1) si ¢ es una férmula de tipo T de Z e (ch'm

) s

sntonces 6™y %: es una férmula de tipo < de &, (@57 ).

(2) s ) y q: son del mismo tipo de semejmanza, s es una asigna-
cién en O\ y abreviamos L, (@°F“) por  ,

(] lf Qcﬁ;y (f) Ls si y s6lo si la relacién

L<ab>: O\ = ¢ [a: £t



67

es un orden total (de su campo ) de cofinalidad O ,

£ s l0

abstracta compacta, si bien no regular, es la definida en 2.9 .

cf Lo
) es una l6gica regular. Otra légica

Hay ldgicas abstractas que, sin ser compactas, cumplen
ciertas versiones méds débiles del teorema de compacidad. En particu-
lar, pueden verificarlo para conjuntos de sentencias de cierto

tamafic pero no para otros. E1llo conduce a la siguiente definicidn:

6.4 Definicién : '« —compacidad

Sea £ una ldgica abstracta y % un cardinal infinito.
Decimos que <& es K-compacta si todo conjunto de a lo sumo i
sentencias de & finitamente satisfacible es satisfacible., En
particular, <o -compacidad es compacidad para conjuntos numera-

bles de sentencias.

6.5 Ejemglua

(1) dﬂuu>(91) s una ldgica regular y & -compacta, pero

no es col-compacta .

(2) Luu(8y)s L1 1 Z

I b y la ldgica de segundo orden Z

IT
no san ) -compactas,

6.6 Observaecidn

si < , Z' son ldgicas abstractas y &£ £ vy
\

Z es K -compacta, también & es k-compacta. En especial,
pues, la propiedad de Kk-compacidad es invariante bajo equivalen-
cla entre ldégicas. |
6.7 Teorama
Para cada légica regular 2. :

Z es cwi~-compacta si y sélo si <w,<) no es HPG& en .2 .

Prueba:

Exponemos la prueba con detalls dado que en &l préximo



capftulo seré utilizada y discutida en su versién para K-lé6gicas.

Supongamos en primer lugar que <W,< ? es RPC L
en «£ y veamos que en ese casa £ no es  -compacta. Hay,
bajo dicha hipdtesis, un conjunto numerable b de sentencias de £
de un tipo de semejanza T que contiene al predicado diddico &

y un predicado monddico V y que verifica lo siguiente:
Para cada modela €\ de tipo {<1;

n 2 <w, <« si y s6lo si hay un modelo & de tipo T tal
que ({S\T_-i.. ve 4 $ Yy (@)T{(})\V&a & .

Sea {cn : ne.cu} una coleccidn de constantes que no

aparecen en T VY definamos
- | : »
& Z {cn+ 1<cn :,nem'lu\\lcn nc;u.;ﬁ

A es numerable y finitamente satisfacible, pero no es satisfa-

cible, Por tanto, & no es co-compacta.

Supongamos, a continuacidn, que oL nn' es W —-compacta
y veamos que, en ese caso, <&, <> . es RCPy en «Z . Como
-Z s regular, podemos suponer (por 6.6 y 4,9) que .Z es
de la forma o = {MM(QK :1€ I ) ., Esto nos psrmitiré tratar
con mayor comodidad las sentencias de « . Tenemos, por hip&tesis
un conjunto E. de sentencias de £ que es numerable y finitamen-
te satisfacible, pero no es satisfacible, Como <€ es regular
podemos suponer, sin perder generalidad, que el tipo de semejanza T

de Z es relacional (véase 2.17) .

Sea {_a.; H nam} una snumeracidn de las sentencias

de = y definemos , para cada né&w ,

ol = (G‘UA...I\CS;)-

Por hipétesis cada ol posee un modelo ®n y , por
construccidn de bLn s

n \:‘-l:- -~ para cada m,n € s tales que m%n .

Par la cléusulae (6) de la definicién 2.1 de ldgica
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abstracta, podemos admitir que el predicado diddico & propio de
€Ww,<? noesté en T , Sea R un predicado di&dico y V un
predicado monddico que no aeparecen en T .

sea N el sigulente conjunto de axiomas:

(1) 3Ix vx

(2) Vx( vx €= 3y( x<y vy <x))

(3) Uxyz( x €y A y€2 — x££z )

(4) Vx — x&x

(58) Uxy( vx aVy —> xgy v x2yvy<x )

(6) Wx( vx — Iy x<y)

(7) Vx( vx — 3y Rxy )
y para cada par de ndmeros naturales n,m tales que m?n yn%»l

(BJH'YnX( Ay ey (<€ V<00 <Y < x)—‘rﬂm}.y Ry
donde y1< y2< vee & Y. <€ x es la natural abreviacidn de

1< Yo A sesNY_ 51 Y, A yn< X

oLmky ARy es la relativizacidn de uém a la fédrmula Rxy
respecto a la variable y .No precisamos introducir constantes para
esta relativizacién dado que

Z = "f‘““(axi‘ 1€1 ) .

Los axiomas (1)-(6) determinan que en todo modelo §\

da&,vm
o

(13
8s un conjunto no vacfo y <« es un orden total
de V  que no posee mayor elemento, Los restantes axiomas gerantiza-
rdn, como versmos, que cada elemento de Vm tiene sdlo un . ndmero

finito de predecesores en <G\ .

A es un conjunto numerable de sentencias. Para Justifie)
car gue <°J, <7 es RPCg en Z , basta con mostrar que para cada

modelo €\ de tipo{<} @

(1) €\ U <w, <V 81 y s6lo si hay un modele 63 de tipo TU{V,ﬁ,‘:i
tal que %\fﬁ y Vafqb y (GEI"{(}]‘UG- (O}
Equivalentemente, basta con establecer los dos siguientes

puntos:



(11) & tiene un mn.dalo
(111) Para cada modelo O\ de A, [G\T{<'5] \ v Ww,<?

Justificamos en primer lugar el punto (ii). Tenemos,
por hipdtesis, un modelo G\n de wLn . Como T es relacional,

podemos definir €\ por

A ..qu A

new n

&
< = < (el orden de los nimeros naturales )

(13
- Fl--[(’n.a‘a: new ¥y ae.An7]-
\)) Q
- P= U P ™ para cada prediceda P de <Y
neco
3
- U - w .

Es obvio que los axiomas (1)-(7) de D son verdade-
ros en &) , La razén de que también los axiomas del grupo (8)
sean verdaderos en §)\ es la siguiente: si m &n

entonces mn ':f oL y, como G\n = (G\r )\ An y
A u{'a €A :K\|=L Rxy [ x/n .y/a]}

resulta qus

&\ = dﬁy Rxy tx/n__\ ‘

Establecido, pues, el punto (ii), consideramos ahora

el punto (iii) . Sea OG> un modelo de /\ y veamos qus
(Bl i) v®hc<cw, <>

3
Como ya hemos indicado, Va' es un conjunto no vecio y <€ &@s

5 sin mayor elemento., Falta sdlo establecer

un orden total de V
que cada slemento de V@" tiene s6lo un nmimero finito de predeceso-
res en <®. Supongamos que, por el contrario, a & v® y a tiene
infinitos predecesores en <& . Entonces, para cada n > 1 ,

@Tr—f Elyl---ynl V1K YK eee LY < x ) [e]

T
Y

y asi, por el grupo (B) de exiomas de [\ , para cada mcw ,

> tf— v‘.ky Axy [a]



&
Gea C = ]Lb €8 : <a,b><R ?I . Por el axioma (7)
sabemos qie C # ¢¢ . Sea, entonces, U = (@ L I &

Resulta . easf que paraceda mew ,
Y_'tzl_u_m

y, por tanto,

Lz

L
en contradiccién con la hipotesis iniciel segin la cual 2. es
insatisfacible . Esta contradiccidén Justifica el punto (iii) Ys
por tanto, que <w,< 7 es RPC, en <Z . Esto culmina, puss,

la prueba del teorema 6.7 .

A efectos de reformular shora adecuadamente el teorema
de completud para légicas abstractas, recapitulemos cilertos hechos

conocidos de la ldgica de primer orden.

6.8 Completud

Ssa }— 1la relecidn de deducibilidad correspondisnte
a un determinado cdlculo para le ldgica de primer orden. La termino-
logia usual es denominar teorema de correccién del cédlculo al

resultado

(1) Pare cada conjunto de sentencias Z. , y cada sentencia o~ ,
51 2.V 0 , entonces .= & ,

El teorema de completud tiene dos versioness : para validez y para
consecuencia, E1l teorema de completud para validez, que en ocasiones

se denomina teorema de completud débil, es

(2) Para cada sentencia o,

Si = o, entonces — & ,
Y el teorema de completud para consecuencia, o completud fuerte, es

(3) Para cada conjunto de sentencias < y Y cada sentencia G,

8i ZF o, entonces 2. \+— o ,

Los teoremas de completud esté@n relacionados entre sf y
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con el teorema de compacidad., En virtud del teorema da finitud

para la deducibilided, esto es,

(4) Para cada conjunto de sentencias Z. ,y cada sentencia O,
2 +—Csi y sé6lo si hay un subconjunto finito ZD de tal
que EEU!—- G

podemog obtensr el teorema de compacidad a partir del teorema de
completud para consecuencia y el teorema de correccién dsl célculo.

Pero ademés, en virtud del resultado

(5) Para cualesguiera sentencias O'f, veay cs;l, oS,

101'.-... O'r;‘(\—c" si y 86lo si | ( Gi'n...no;l'],a—-* G-
obtenemos el teorema de completud para consecuencia a partir del
teorema de compacidad y el teorema de completud para validez, Como,
finalmente, el tsorema de completud para validez es un caso particu-'
lar del teorema de completud para consecuencia, llegamos & la

siguiente ecuacidn
(6) completud para consecuencie = Completud para validez-+ Compacidad

No parece fécil formuler los teoremas de completud de
manera gque sean aplicables a otras ldgicaes. En todo caso se deberia
precisar primero qué es un cdlculo. Hay, sin embargo, un adecuado
sustituto que sf es generalizable. Se trata qe las siguientes versio-

nes recursivas de los teoremas de completud:

(7) En todo tipo de semejanza recursivo, el conjunto de sentencias

vélidas ss recursivemente enumerable,

(8) En todo tipo de semejanza recursivo, el conjunto de las
consecuencias ds un conjunto recursivamente enumerable de sentencias

es recursivaemente enumerable.

A efectos de formular adecuadamente (7) y (8) de manera
que sean aplicebles a ldgicas abstractas, debsmos precisar primero
8l concepto de légica sfectiva y el concepto de légice efectivamen-—

te regular. Predicaremos la efectividad de légicas abstractas cuyas



sentencias sean secuencias finitas de ndmeros naturales (en tipos
de seme janza recursivos ] . Recordemos que a cada secuencia finita
de ndmeros naturales (rl,...,rk) corresponde un ndmero natural

ri3l r.t1l
= - 'E - k
Go ((rl""’rk)) pl 1 pk

donde pl,...,pk son los primeros ndmercos primos, y que decimos
qgue un conjunto T de secuencias finitas de nimeros naturales es

recursivo o recursivaments enumerable si {_Gﬂ(r) treTlt loes.

6.9 Definicidn: Ldégica efectiva

Una légice abstracta < es efectiva si cumple las dos

siguientes condiciones:

(1) Para cada tipe de semejanze T y cada SRS L[T] hay un

subconjunto finito T

, d T tal que (f(:L[TE]] .

(2) Para cada tipo de semejanza recursivo T , L[T] 8s un
conjunto recursivo de sscuencias finitas de nimeros naturales.
6.10 Dafinicidn: Légica efectivamente regular

Una légice ebstracta <L es efectivamente regular si

es efectiva y reguler y en todo tipo de seme janza recursivo T :

(1) El conjunto de las traducciones a << de las sentencias

atémicas de primer orden de tipo T es recursivo,

(2) Las operaciones de negacién, conjuncién, cuantificecidén

existencial , relativizacidn y sustitucién son recursivas,

Esto significa, por ejemplo, para la negacidn, que

la relacién

{<ss(~f),ea(-ﬂg]>= peLlr] §

es recursiva. Para la sustitucidn de predicados y eliminacidén de

signos funcionales y constantes es suficiente , por la condicidn (1]

de la definicién 6.9, con sustituciones de un predicado y elimina-

ciones de un signo funcional o una constante., As{, por ejemplo,
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para la sustitucidén de predicaedos, la cldusula es la siguiente:

Para cada predicedo n-4dico R de T y cada secuencia de

n constantes distintas, CireeesC_ GQUE NO estdn en T

{ <c8(ep ),68( w ), 68 ( ¢ (".:, )I> 2 e Litly e L[w{cl,...cnﬂ}

es recursiva,

6.11 Obasrvaciones

(1) Todea légica regular de la forma afu“u[QK : i€ I) puede
i
presentarse como (es decir, es equivalente a ) una légica
efectivamente regular si I es un conjunto finito y para cada

iel el tipo de semejanzea T; de Ki es finito.

(2) 8i £ es una légica efectivamente regular y T es un
tipo de semejanza recursivo, el conjunto de traducciones a & de

las sentencias de primer orden de tipo T es recursivo.

(3) Las definiciones de légica efectiva y légica efectivemente
regular que hemos presentado difieren de .las de Ebbinghaus (1985)
en que allf no se consideran tipos de semejanza recursivos, sino
dnicamente finitos, y en que no se pide que L{:t] sea. un conjunto
recursive de secuencies finitas de ndmeros naturaeles , sino wun
subconjunte recursivo del conjunto HF de los conjuntos hereditaria-
mente finitos. Limitarse a tipos de semejanza finitos no es preciso
y constituye una pérdida de generalidad inmotiveda. En lo que respecta
a tratar las sentencias como secuencias finitas de ndmeros naturales
0 como conjuntos hereditariemente finitos, no hay ninguna diferencia

egencial, Ambos tratamientos son igusl de generales,
6.12 Definiciones

: Sea oZ una ldgica . abstracta

(1) o es recursivamente enumerable para validez si o es efecti-
va'y-en todo tipo de semejanza recursivo T, él conjunto de las

sentencias védlidaes de -Z de tipo T es recursivamente enumerabls,



(2] Z es recursivemente enumersble para consecuencia si Z es
efectiva y en todo tipo de semejanza recursivo T , el conjunto de
las consecuencias de un conjunto recursivamente enumerable de senten-

cias es recursivamente enumerable.

6.13 Observacidn

La légica ‘zwim posee un célculo en un sentido andlogo al
de primer orden y verifica un correspondiente tsorema de completud.
Sin embargo no se trata de un cdlculo efectivo. La completud de L w
es otro tipo de generalizacién de la completud de primer orden,

distinta de la generalizacién aqui precisada.

&. 14 E jemplos

(1) La 16gica regular &, [Ql] es recursivamente enumerable

para consecuencia.

(2)) La l8gica Lww (chw) definida en 6.3 es recursiva-

mente snumerable para consecuencia.

(3) Las ldgicas 6ﬂou(QDJ ' L :I y la ldgica de segundo

orden, J y son efectivamente regulares peroc no son recursiva-

II
mente enumerables para validez y, por tanto, tampoco para conse-

cuencia.

@frecemos a continuacidn una versidn recursiva del teorema

de compacidad y de los conceptos de clase Ecg ’ PC; y RPCg .

6.15 pafinicién : Compacidad recursiva

Una légica abstracta £ es recursivamente compacta
sl es efectiva y en todo tipo de semejanza recursivo todo conjunto
recursivo de sentencias de Z finitamente satisfacible es satisfa-
cible,

6,16 Definicidn

Sea ~Z una ldgica efectiva y K una class de estructu-

ras de tipo de semejanza recursiva T ,
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(1) Decimos que K es EC, en & si hay un conjunto resursivo

Z < Lr] tal que K = Mod: (2 )

(2) Decimos que. K es PC, en o si hay un tipo de semejanza
recursive T’ que extiende & T y un conjunto recursive s < L]

tal que

K -{@IPT:G\&MMI’(Z ]%

(3) Decimos que K es RPG, en «Z  si hay un tipo de semejanza
recursivo T que extiende a T , un predicado monddico V € Tar

y un conjunto recursiva 2. € L\T'] tal que

K -{ (O\pe) L v® (-\(:Mod_[‘( S )y v es T-carradn‘s

861 K tiene un solo modelo salvo isomorfia, atribuimos
las correspondientes propiedades al modelo, del mismo modo que en

la definicidén 3.4 .

6.17 O0Observacionss

(1) En virtud de un teorema de Craig (véase Craig (1953)),
todo conjunto recursivemente enumerable de sentencias de primer
orden posee un conjunto recursivo de axiomas. Este teorema es
gensralizeble a légicas regulares, pues el conjunto de axiomas
en cuestidn =se obtiene mediante conjunciones de las sentencias
del conjunto recursivamente enumerable, Por tanto, la cléusula
(2) de la definicién 6.12 y la definicién 6,15 pueden refor-
mularse indistintemente para conjuntos recursivos o recursivamente

enumerables de sentancias.

(2) La ecuacién (6) de 6.8 puede ahora formularse en
términos de 1las versiones recursivas de los tedremas de complstud

y compacidad como sigus:

Enumerabilidad recursiva para consecuencia = Enumerabilidad

recursiva para validez -+ Compacidad recursiva,

Este es el resultado que podemos preguntar si vale o no

para ldgicas abstractas. Exponemos a continuacién los hechos conoci-
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dos al respecto, En su versién para K-légicas serén discutidos

en el préximo capftulo.

6.18 Teorema
Para cada 18gica efectivamente regular <
< es recursivamente compacta si y sflo si <w,< Y no es FlPCd en <,

Prueba:

La prusba es paralela a la del teorema 6,7 . La enumsra -
clén. '[10; : ne.c.ull de .3 se puede escoger recursiva, en cuyo
caso el conjunto de axiomas /\ es también recursivo, Los restan-

tes detalles son como en la prueba de 6,7.

6.19 Teorema
Para cada légica sfectivamente regular 7 :

81 < es recursivamente compacta y recursivamente enumeresble para

validez , entonces < Bs recursivamente enumerable para consecuencia,

Prueba:

Ssa 3. un conjunto recursivemente enumerable de
sentencias de Z en un tipo de semejanza recursivo T y sea
{ G; : HG=UJ5 una enumeracién recursiva de 2. . Definamos, para
cada new |,

O,Ln = c—éf\ ...-AG—FI .

Resulta asf{ que ‘)_o.Ln : new 4  es un conjunto recursi-

vo de axiomas para IE;' Por tanto:
'l_c-e,l-_[r] gﬁ;—.-t.-'_c-?, - ic— erLlr) : {d.nz newl ?—LG‘} i
Como <£ es recursivaments compacta: para cada o < L[*v] |,
"lod.n : nem}k:l-.c' sl y s6lo si hay un né€w tal que = (c{n—:o c)
Por tanto

{c‘ € L[_r] : 2 I-Ec-% = {G“E_L[T] : hay un n€w tel que \f (a{h-—'bts' )75

Ahora bien, como }_ol.n : n€w?d es recursivo, hay una



0
férmula Z 1 l?(x] en el tipo de semejanza aritmético N

’{_ 0,S,4,+,& } tal que para cada ndmero natural m
N = LP(E) si ysflosi m &_{Bﬁ(of-n] H neuﬂ;

donde, recordamos, N =<W, 0, §,*, ,< 7 y m es el

ol

nombre del ndmero m en el tipo de seme janza TI‘N (
ntl = SA ).

Similarmente, como < es recursivamente enumerable
para validez , {O‘&L[T_} H t‘t c- ll s recursivamente enumerable
y hay entonces una férmula ig \.\J(x) en 8l tipo de semejan-

za TNJ tal que para cada nlmero natural n

N I=Y[ﬁ) si y sélo si nE‘lGﬂ(G‘) : el y ‘:L'G']S

Finalmente, como la conjuncidn y la negacidn en <Z son

operaciones recursives, hay una férmula ZU ©(x,y,z) del

1
tipo de semejanza ‘r‘m tal que para cualesguiera ndmeros

naturales n,m,k,
IN Fg'(ﬁ,-m',i) si y s6lo si hay sentencias qﬁl, (52 ; ﬁa en
LIT]  tales que n = G&( P oem=o8(p,) , k=88 Q,) v
Pa =0 Py =P
Asi pues, tenemos que
WE 3xy( © (%,n,y) A t?(x),\ \\J[y)) si y sélo si hay una sentencia
s en L[T] tal que Z b OF y n=G068oc ) .

Por tanto, { ecetlxl 2 = o ] es recursivamente

enumerable, pues ‘!_Gd( c-): e LIt] vy Zlfc- } es definible
en IN mediants una férmula Zg .

6.20 Teorema

‘Para cada légica efectivamente regular b SO

81 & es recursivemente enumerable para consecuencia, entonces 7

€8 recursivamente compacta.

Prueba:
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Supongamos que .Z es recursivamente snumerable para
consecuencia pero no es recursivamente compacta. Por el teorema
6.18, <w,< ? no es RPC,  en Z . Esto significa que hay
un conjunto recursivo 2 de sentencias de <& e&n un tipo
de semejanza recursivo T que contiene al predicado diédico <

y un predicado monddico V y verifica:
(1) Z s satisfacible
(i1) Pera cada modelo 6V ae 2 , (O} 1<l v U, <y

como . es efectivamente regular, podemos suponer
que ningunc de los restantes signos de la aritmética, (Q,g, 4+ 4+ ¢ ,

aparecen en T . Sea [\ el siguiente conjunto de aexiomas:

(1). vo

{2) VYx{vx — vSx )

(3), Uxy(vxaVy —> V x4y a V xey )

(4) Wx(vx — Q0 <€x v 0 & x)

(8) Vx(vx — x &€ Sx a—3y (VA x€y » ¥y &€ Sx))
(6) Vxy(vx nVy — x40 = x n x ¢ Sy = S(x+vYy))
(7) xy(Vx AVy — x o020 A xo Sy xey ¢ x )

Observemos que para cada 'sentencia & de primer orden
y de tipo de semejanza TM-\O,S.'P.‘:(}
v
h\) =o siyadlusiZUA\'—E’ o~
Pero en 8se caso

loe me["'m] tZ VA \=':— a } es la teorfa completa de

ndmeros,
Como 2 es recursivo y O es finito, Z UD es

recursivo. Como &€ es recursivamente enumerable para consecuencia,
{U' & L[‘ru'rm] 12V B\-tt o 1] es recursivamente enumeresble,

Como <L @es efectivamente regular, también es sntonces

recursivamente enumerable el conjunto

{Gel-wu["'m-l :ZUB]:L c-v}
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Pero entonces, la teorfa completa de ndmeros, es decir,
el conjunto de enunciados de primer orden verdaderos en N i
es recursivamente enumerable. Sabemos, por los teoremas de incomple-
tud de GUdel, gue esto no es asf. Esta contradiccién proviens de
admitir gue < no es recursivamente compacta. Esto establece, pues,

el teorema.

6.21 Corolario
Para cada légica efectivemente regular £ ,

«Z es recursivamente enumerable para consecuencia s8i y sélo si
-Z es recursivamente compacta y recursivamente enumerable para

validez,

Prueba: por 6.19 y 6,20.

6.22 Observaciones

El corolario 6,21 establece gue la versidn recursiva
de la ecuscién (6) de 6.8 vale psra las ldgicas efectivamente
regulares, En el préximo capitulo veremos que también vale, aunque
por razones diferentes, para K-ldgicas. Otra pregunta natursl en
este contexto es si las distintas versiones recursivas del teorema
de completud ( para validez y para consecuencia ) son equivalentes
para légicas efectivamente regulares. Hay una respuesta conocida
pero no completa. Es sabido que
81 < es una légica efectiveamente regular de la forma qﬂnh(QKi:ie.I]

donde I es un conjunto finito y cadea tipo de seme janza 'ri es
finito, entonces

oZ es recursivamente enumerable para consecuencia (en tipos de

seme janza finitos) si y s6lo si & es recursivaments enumerable

Pera validez ( en tipos de semejanza finitos)

La prueba de este resultado hace uso esencial de la
generalizacidn a légicas abstractas del siguiente teorema de
Craig & Vaught :

Para cada conjunto recursivo Z de sentencias de primer



8l

orden de tipo de semejanza finito T todos cuyos modelos son
infinitos, hay un tipo de semejanza finito t' que extiende a T

y una sentencia & de tipo <T' tal que
‘{Lf:i#‘f# = {(F'o'!.:-k? y ¢ es de tipo ‘l"?‘
Mediante la generalizacidén de este teorema a ldgicas
abstractaes del tipo antes indicedo es posible sustituir el conjunto
TAN en la versidn recursiva de la prueba del teorema 6.7 por

una sola sentencia si el conjunto £ tiene tipo de semejanza

finito,

En 8l prdximo cepitulo haremos uso esencial de variaciones
del teorems de Craig & Vaught para obtenmer resultados andlogos, e

incluso més completos para K-ldégicas.
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NOTAS AL CAPITULO I

En Barwise & Feferman (1985) se ofrece una exposicién
exhaustiva y puesta al dia de précticamente todo lo concerniente
a légicas abstractas. La obra estd formada por contribuciones de
diversos autores. Ebbinghaus expone los conceptos bésicos (le
referencia es Ebbinghaus (1985) ) . Nos hemos atenido a esta
exposicién en la medida de lo posible ., Las discrepancias han
aparecido Unicamente en lo que afecta a la sustitucidn y en el

tratamiento de los cuantificsdores de Lindstrim,

La definicidn de sustitucidén en Ebbinghaus (1985) es
incorrecta . En 2.15, 2.16 y 2.17 se discute y reformula este
concepto. Los cuantificadores de Lindstrim aparecen por primera
vez en Lindstr8m (1966) . En esa primera versién estén asociados
a clases de estructuras de tipos de semejanza finito y no admiten
relativizacidn . En Barwise (1974) y Makowsky & Shelah & Stavi
(1976) se reformulan con relativizacién. En Ebbinghaus (1985)
se presentan ambas versiones. En la seccidn 4 hemos introducido
los cuantificadores de Lindstr8m. Los definimos asnciados a clases
de estructuras cuyo tipo de semejanza puede ser infinito, pero
debe ser relacional. Cefilrse a tipos de seme janza relacionales
no es una pérdida de generalidad, como se muestra en 3,8, y
permite exponer con mayor simplicidad los resultados pertinentes,
Admitir tipos de semejanza infinitos es importante a efectos de
obtener un teorema de representaciédn absolutamente genaral para
légicas regulares ( teorema 4,9 ) . Este teorema de representa-
cién no se obtiene en toda su generalidad en Ebbinghaus (1985) ,
debido a confusiones en torno al concepto de sustitucidn que
impiden tomar en consideracién cuantificadores de Lindstr#m

asociados a clases de estructuras de tipos de semejanza infinitos.

Las Y\ -légicas se consideran con cierto detalle, pero
desde otra perspectiva en Barwise (1975) , En Flum (1975) se hace

uso de las K-ldgicas , presentadas como légicas abstractas, para
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obtensr informacidén sobre los nidmeros de Hanf de otras ldgicas
abstractas., En Ebbinghaus (1985) también se presentan como
légicas abstractas y se utilizan para obtener resultados sobre
completud y compacidad para otras ldgicas abstractas. En la

seccidn 5 se discute esta presentacidn.

La exposicién de los teoremas légicos en la seccidn 6
es acorde con Ebbinghaus (1965) . Unicamente hay diferencias
en 1o que atafie a cuestiones de efectividad. En Ebbinghaus (1985)
sélo se tienen en cuenta tipos de semejanza finitos para enunciar
propiedades tales como enumerabilidad recursiva para consecuen-—
cla o para validez. La Unica razdn que justifica esta limitacidén
es ganar una ficticia generalidad en resultados , pues é&stos
dapenden en muchas ocasiones del teorema de Craig & Vaught
citado en 6,22 ( véase Craig & Veught ( 1958) ) vy este
teorema estd formulado pars tipos de semejanza finitos. Aqui
hemos ganado generalidad al definir los conceptos para cualesquie-
ra tipos de semejanza recursivos., Por lo demds, los teoremas
6.7, 6,18 , 6,19 . y 6.20 , asi como el resultado indicado en
6.22, pueden encontrarse , con formulsciones en ocasiones distintas
( por ejemplo, en términos de nimeros de buen orden ),.an
Ebbinghaus (1985), En particular, la idea bésica de la prueba de
6.7 estd tembién en Flum (1975) .

Este capfitulo es fundamentalmente de exposicién vy
no hay , por tanto, resultsdos propiamente originales ( con 1la

excepclén de 5.7 , donde se comparan ldgicas abstractas y K-lﬁgicas],



CAPITULO IT : COMPACIDAD Y COMPLETUD EN K-LOGICAS

En el capitulo previo se han obtenido formulaciones
aplicables a 18gicas abstractas cualesguiers del teorema de completud
y del teorema de compacidad, as{ como de ciertas debilitacionss ds
este dltimo, Especialmente interesantes han resultado ser las caracte-
rizaciones de (u -compacidad y compacidad recursiva para ldgicas
regulares y ldgicas efectivemente regulares: & -compacided
equivaele & gque (w,<Y no sea RPCg y compacidad recursiva a
que no sea RPC , . Estas caracterizaciones han permitido obtener la

d
versidn recursive de

Completud pare consecusncia = Completud para validez -+ Compacidad

para légicas efectivamente regulares. Finalmente indicamos también.
que (con ciertas restricciones) les dos versiones del tsorema de
completud (para consecuencia y para velidez ) son equivalentes

para légicas efectivemente regulares.

En este capftulo considerarsmos estos resultados en el
contexto de las K=18gicas. Mostraremos que las caracterizaciones de
W —compacidad y compacidad recursiva obtenidas para légicas abstrac-
tas no son védlidas para K-légicas, aungue si para cierto tipo de
K-1l6gicas. Obtendremos, sin embargo, otras caracterizaciones de
aestos conceptos gque psrmitirédn obtener tambidn la versiédn recursiva
de la ecuacidn anterior para K-légicas. Mostraremos que los
conceptos de w ~compacidad y compacidad recursiva son realmente
distintos,encontrando una K-ldgica que posee una propiedad pero
no la otra. Finalmente, probaremos que , bajo la nétural restriccidn
de que el tipo de semsjenza Tk de K sea finito, las versiones

recursivas de completud para validez y para consecuencia son

equivalentes para &

K
Los resultados centrales de este capitulo provienen
esencialmente de una serie :de variasciones sobrs el teorema de

Craig & Vaught citado en 1.6.22,



Comenzamos con las definiciones precisas para tratar
los conceptos de compacidad y completud en K-ldgicas.
1, Dafinicién
Decimos que un conjunto 2: de sentencias de una ldégica

'iK. es finitamente satisfacible en -4{K si todo subconjunto

finito de 2. posee un K-modelo,

2., Definicidén

4 es compacta si todo conjunto de sentencias de -Zk

K
finitamente satisfacible en .ZK es satisfacible en diK g
3. Definicidn
Sea M un cardinal infinito, ‘{K es W -compacta si

todo conjunto de a lo sumo pL. sentencias de .J?K finitamente

satisfacible en ofK es satisfacible en «Z

4, Observaciones

(1) 84 K tiene modelos infinitos perc todos ellos de cardinal
menor que un cierto cardinal infinito QK , entonces qﬁK no es
M -compecta. En efecto, si -[c:.v] in<p Yy es un conjunto de
distintas constantes gque no aparecen en 'TK , resulta qus el conjun-

to de sentencias

ﬁmq:1<ﬁ§u{ﬂ31g‘cg :lqﬂg‘Hk
es finitamente satisfacible en qfl( pero no es satisfacible en
Ly o |
(2) La sintaxis de ‘ﬂfK es la misma que la de la ldgica de
primer orden en los tipos de semejanza a los qus \Zk. se aplica.
Por tanto, no es preciso redefinir conceptos tales como conjunto
recursivo o recursivamente enumerasble de sentencias de iﬁK « 8in,

embargo, 8s natural exigir en versiones recursivas de resultados

que el tipo de semsjanza Tk sea recursivo,

(3) Suponemos definidos para K-18gicas los conceptos de clase



HPCZ> ’ RPCS , RPC y APC . En particular, una clase J de

estructuras de tipg de semejanza T (gue no es preciso gque
incluya & T ) es RPCy  en afK si hay un conjunto numerable
de sentsncias =. cuyo tipo de semejanza Ty extiende a T vy
posee un pradic&da monddico V que no estd en T y para cada

modelo &\ de tipe + :

6\ € J siysélosi hay un K-modelo (% de tipo Ti

tal ﬁua:
(1) = T
(11) v® es <t -cerrado en G
(111) (BT IV - &

Como es usual, si hay un modele O\ tal que
K = {C% H Gggg [\ } , atribuimos las correspondientes propieda-
des a €\,

5, Dafiniciones.

Supongamos que el tipo de semejanza Tk de la clase

K es recursivo. Entonces :

(1) «{'( es recursivamente enumerable para validez si en todo
tipo de semejanze recursivo el conjunto de las sentencias vdlidas

en .z;. es recursivamente enumerable.

(2) aﬁK es recuraivamente enumerable para consecuencia si en
todo tipo de semejanza recursivo el conjunto de las consecuencilas
an -tk de un conjunto recursivo de sentencias es recursivamente

enumerabls,

(3) -, es recursivamente compacta si en todo tipo de semejanza

recursivo todo conjunto recursivo de sentencias de J:K finitamente

satisfacible en .fK es satisfacible en JK .

6, Dbservacidn

Como en 8l caso de las ldgicas efactivemente regulares,

también en K-18gicas podemos usar el teorema de Craig que garantiza
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que todo conjunto recursivemente enumerable de sentencias posee

un conjunto recursivo de axiomas. De hecho, si Z  es recursivamen-
te enumerable , 2 posee una enumeracidn recursiva {G'n H nem?!.
Entonces si definimos para ceda new,

= G ees A
4, o Sh
&o{n : nG:Lu"l es un conJjunto recursivo de axiomas para s .

Por tanto, en las cldusulas (2) y (3) de 1la definicidn
previa podemos debilitar la condicién de que el conJjunto de senten—

clas seas recursivo por la de que sea recursivamente enumerable,
7. Teorema

Para cada K-ldgica de tipo de semejenza recursivo:

81 & K es recursivamente enumerable para velidez y recursivamen-
te compacta, entonces QfK es recursivamente enumerable para

consecuencia.

Prueba: es paralsla a la de I.6,19 .

8, Teorsema
S1i en K no hay mds que un nimero finito de modelos no isomorfos ,

o{K es Ww=compacta si y sélo si < &,<7 no es RPC, en nz’K

Prueba:
| Como en I.6.7, es inmediato que si <W,< VY es RPCg
en QPK 5 ‘fk no es LJ-compacta, Para establecer que si de

no es w -compacta, entonces <Cu,<) es RPCg en -fK ) usamos
también un argumento anédlogo al de I.6.7, pero con algunas compli-
caciones adicionales. Dado que ./ K no es < -compacta, hay un
conjunto numerable Z  de sentencias de un tipo de semejanza T

que es finitamente satisfacible en cﬁ‘ pero no es satisfacible
o, .
en .

Sea -[C:’;l : n€w}y  una enumeracidn arbitraria de 2

y definamos , para cada né& co:
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- 2 see
c:'t'rl'h 0 ™ ” rn

Para cada n & & tenemos , por hipétesis, un
K-modeslo G\n de ot n* Veamos que paodemos suponsr que para

cada n,mew
((E\ntTK)\uG‘ﬂ W (@} T )\U‘n“‘ .

Sean 651...., (?Jr representantes de las clases
de isomorffa de K . Debe haber un i (1£4i< r) tal que para

cada new ¢

c _
oln tiene un K-modelo Cn tal que |( En r TK)\ U st G.Si

Pues, en otro casa, para cada i (1414 r) hay um ndmero natural ny
tal que

C
oLn no tiene ningdn K-modelo L tal que ([ [‘ 'F'K]\U __.“_‘_ @)1 .
i

Escogiendo entonces el mdximo n del conjunto {nl....,nr‘
resulta que

d.n no tiene ningdn K-modelo.
Asf pues, podemos admitir que para cualesquiera n,m&wl
QP Nm
LA

(Q tr)lu” & (& }7)lu

¥, por tanto, que hay un modelo @ &€ K tal que para cada né& (W
&\n '
(1) (O )i " =6 .

Ahora consideraremos el caso de que T sea relacional
y estableceremos sl resultado bajo esta hipdtesis. Posteriormente

daremos cuenta del caso gensral.

Como en la prueba de I1.6,7, tenemos gque pera m,n &w

(2). mn|=.o(ﬁ| si m&n

Podemos suponer que el predicedo & correspondients
al orden de los ndmeros naturales no aparece en T , S88a R un
predicado diddico nuevo, V un predicedo diédico nusvo y FANI-E 1!

conjunto de sentenclas:



(1) 3 x vx
(11) VYx( vx ¢« Jy( < yVv y<x ))
(111) Wxyz( x<y A y€z — x<Lz )
(iv) Vx — x<€ x
(v) Uxy( Vx AVY —% x€ YV XXy vy x )
(vi) Vx( vx — 3y x| vy )
(vii) Vx{ vx — Jy RAxy )
y para cada par de ndmeros naturales n,m tales que n 2 m

Ny Rxy
(Viii)n'm VX( 3 Yl---yn( yl < Y2 < RN yn< X) . 4 c:f-m )

El mismo argumento gue se emplea en I1.6.7 proporciona’

el resultado siguiente
(3) Para cada modelo O\ de O , {G\f{<})\vm§ lea, &)

Falta ahora justificar que A tiena un K-modelo,
pefinimos L por
- C = c,uu kr'-njem N
- = < ( el orden de «o )
- R = ‘[<n.a> t new y aG:An}
Ind a '
- P = U p N para cada predicado P de T .
new

Asi, en particular,

C & &
G m P DN o B para cada neéuws ( por (1))
C ;
y (T p 'rK] lu =065 . Por tanto, L. es un K-modelo,

Del mismo modo que en I.6,7 se justifica que E_ es un modelo
de A . Esto establece, pues, que <f,u,¢-5 as RPCa en an ’
bajo la hip6tesis de que T es relacional. Eliminaremos ahora

esta hipdtesis.

Consideramos 8l caso general en el que T no es necesa-
riamente relacional y Z_. es finitamente satisfacible en of %

aungque - no posse ningtdn K-modelo,

89
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Obtenemos un tipo de seme janza relacional il a
imegen de T cambiando cada constante © de T por un predicado
monddico nuavo Pi: y cada signo funcional n-4dico f de T por

un predicado n-+1l-édico nuevo P_ . A cada modelo 6\ de tipo -

f
corresponde un modelo G\r de tipo T definido por
r
- A = A
r a
- Pc = ic '( para cada constante c& T
r
- P:,n - ‘Fm para cada signo funcional fET™
N\
- P = Pﬂh para cada predicado PeT ,

Para cada constante c &T sea
o; = Bxch,\ny[chhPcy——s x =y )
y para cada signo funcional n-édico f €T sea

c. = [ sew "o ssn
. Vxl.. x, 3Y Pxjeeexy A Vxieeux yz ( P XyeaeX y

ANOPeXieeax 2 =y 2 2 )

y definames
E-{cs’é:ce'r}u{ﬂ;:fﬁ'f} .

. Resulta asf que si &\ es de tipo vr y G\P-@ , hay
un modelo €5 de tipoc r tal que O\ = G'Sr . Ademds, para
cada sentencia & de tipo T+ poseemos una correspondiente
traduccidn c'r da tipo 'rr de manera que para cada modelo

O\ de tipo

M=o si y sélo si (5{’;:' o—r .

Definimos una clase de modelos Kr de tipo -rr
por

K = 3 : ekl .
Resulta entonces que para cada modelo O\ de tipo T :
€\ s un K-modelo si y sélo si (_(\r es un Kr—mndelo N

Dado que P no posee ningdn K-modelo, tenemos qus



r
%o‘ t € 5_} ud no tiene ningtn K'-modelo, Pero cada
subconjunto finito de =. tiene un K-modslo y , por tanto,
cada subconjunto finito de {cs‘r :Geil UE_ tiene un Kr-mndalo.

Asf, la parte ya establecida del teorsma nos proporciona
( dado que en Kr no hay més que un nidmera finito de modelos salvo
isomorfia y podemos suponer que T es numerable ) un conjunto AN
de sentancias que posse un Kr—modelo y .tal que para cada

K'-modelo LT de A (E[‘{(})\vt U dw,<»

Sea Y-{o; :cG.TKltU \G;_:f‘ETKlf . Como para
cada G} € k"  ocurrs REe=Y , todo KF¥-modelo e&s un modelo
e ¥,

Por tanto, QUYU tiene un Kr-modalo, y en todo
K"-modelo L[ de Duv¥Y , (C M) Vo N LGu,<? .

Finalmente, reintroducimos los signas propios de TK

afiadiendo a QUYU los enunciados

Vx( Ux —> [ch «—> x = c)) pera cada c & T

Vxl...xny [lef\..-h Ux_ A Lly ity (Pf.xl...xny <> fxl...xné_-: y))
para cada fE—.TK s, n=-é&dico.

Sea I" el resultado de afiadir estas sentencias a
Do YU «» Observemos gue todo Kr-modeln de | es un K-modelo
de [ y que todo k' -modelo de AU-E’EU posee una expansidn

a-un K-modelo de P. Por tanto :

r tiene un K-modelo y en todo K-modelo Cde U
(CH<3)IVE 4 <w,e> .

como | es numerable, concluimos que también (o, <)

es RPC, en ofK aungue T no sea relacional,

9. Teorema
S1 en K no hay més que un nidmero finito de modelos no isomarfos y

TK es recursivo, entonces :

&, es recursivamente compacta si y sélo si <w, < no es RPC en
K d K



Prusha:
Es una versidn recursiva de la prueba del teorema 8,
La enumeracién ‘16; : r|ELAJ% de Z se escoge recursiva y asi
{"Ln : n&w—‘( es recursivo. También es recursivo entonces el
conjunto de sentsncias /\ . Finalmente, los procesos de eliminacién
de constantes y signos funcioneles y posterior reintroduccidn son

recursivos.

10. Obssrvacién

A partir del teorema 9 podriamos mostrar, como en
I.6.20, que si en K no hay mds que un ndmero finito de modelos

salvo isomorfia vy 1’k es recursivo:

si afK es recursivamente enumerable para consecuencia,

entonces qu es recursivamente compacta,

Sin embargo, posteriormente tendremos este resultado
sin la restriccién expuesta sobre la clase K., Peroc la prueba no seré
anéloga & la de I1.6.20. La razdn es gque la restriccidn de que K
tenga s8dlo un ndmero finito de modelos salvo isomorfia no es

eliminable de los teoremas 8 y 9, como veremos a continuacidn,

11, Contrae jemplo

Hay una légica &{K de tipo de semejanza finito ‘rK
que no es recursivamente compacta (por tanto, tampoco W -compacta)
yen la que {t0, 4 no es RPC
ni HPGd ]n

i (por tanto, tampoco es RPCg

Prusba:

La légice JfK es la asociade a la clase K de las estructu-
ras finitas (introducida en 1I.5.5 ). Asi Tk es el tipo de
seme janza nulo y los K-modelos son las eastructuras €\ en

las qus I.I(S-1

es finito perec no vacio,
;fK no es recursivamente compacta. En efecto, sea

8l conjunto de enunciados:

{Vx U"IU}H"]_""‘H ié}sn X S Xy n>2 }
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Cadea subconjunto finito de Z tiene un K-modelo, pero
-2 no tiens ninguno, pues en todo modelo A\ de Z. i U‘S\ es
infinito,

Veamos ahora que <W,< Y no es RPC, en an ¥
Mostraremos que si <w, <> fuera RPC, en afK , también
serfa RPBA_ en primer orden, Sin embargo, <W, <Y no es RPC
en primer orden, pues la légica de primer orden es compacta., Por
tanto, esto concluird la prusba.

Supongamos, pues, que <, <% es RPC, en Jk .

En ese caso hay un conjunto de sentencias Z. en un tipo de seme jan-—
ze T oques posee el predicedo diddico « y un predicado monédico

V que poses un K-modelo y todos cuyos kK-modelos §\ verifican:

(O MehIv® A<, <>

Hay, asf, un K-modelo Gy ge Z » Entonces UCL es

finito y no vacio, S8ea n = o™\ y %; el enunciado de primer
orden que varifi&a
G"\t=<pn siysslost (U= n .

Observemos que:
(1) Zoiygy tiene un modelo , pues 0'5‘.=—Zu{lf>n’: .
(2) Pere cada mogelo €\ de Z uipl, (A M IvE Q4 ¢w,e>
pues todo modelo de Z. U ¢} esun Kk-modelo de Z

pe (1) y (2) se concluye que <W,<>  es APC,

en primer orden. Esto concluye, por tanto, la argumentacidn.

12. Dbservaciones

Establecido ya que (G —compacidad y compacidad recursive
no son equivalentes a que <w,<% sea RPC, y HPCd , respecti-
vamente, en K-ldgicas, mostraremos ahora que hay , sin embargo ,
una caracterizacidn andloga que si se verifica: en slla la clase de
las estructuras finites suple a la clase de las estructuras isomorfas

a {w,<) » Las pruebas son variaciones sobre el teorema ds



Craig & Vaught, ya mencionado en 6.22, segdn el cual:

Si b-2 es un conjunto recursivamsnte enumerable de sentsncias
de un tipo de semejanze finito T todos cuyos modelos son infinitos,
existe una extensién finita T¢' de T y una sentencia © de tipo

' tel que pars cada sentencia (¢ de tipo T ,
Z =@ siysélosi CEY .

En otros términos: toda teoris recursivamente axiomatizable
en tipo de semejanza finito y con sélo modelos infinitos puede

axiomatizarse mediante una spla sentencia usando signos adicionales,

La prueba del teorema de Craig & Vaught muestra cémo
construir una teorfa que exprese la nocidn de verdad para otra. Ello
se efectiia introduciendo un adecuado fragmento de teoria aritmética,
para aritmetizar la sintaxis , y axiomatizando le seméntiea . Aqui

desarrollaremos construcciones parecidas.

13. Teorema
Para cada K-ldégica:

dq; es W —compacta s8i y sdlo si la clase de las estructuras

finitas no es RPCy en qfk .
Prueba:
Sea J la clase de las estructuras finitas., E1 tipo de

semejanza de J es nulo y pera cada modelo §\ del tipo de seme jan-

za nulo:
N€é€y a1 ysflosi A es finito,
Obaérvese que las dos siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) o es RPC; en -IK

(2) Hay un conjunto numerable de sentencias 2 que
contiene un predicado monddico V vy verifica:
(1) Para cada n%»1, £ tiene un K-modelo &\ con \ = n
(i1) En todo K-modelo M\ de Z. , v es finito y no vecfo.
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81 se verifica (2) , .;sz no es W -compacta, pues

el conjunto de sentencias

Z U{Exl...xn[ N e, A —Xx, & x

1en 4N d<gen T %4 J)’";’E}
es finitamente satisfacible en de pero no es satisfacible en iﬁK .
Asf pues, si J es RPC( en wfk ; -fk no es
W —compacta.
El resto de la pruehs consiste en establecer que si ofK
no es W—compacta, entonces se verifica lo expuesto en (2). Dado que

el argumento es lergo y complicedo, efectuaremos un resumen previo,

Tenemos, por hipdtesis, un conjunto numerable de sentencias
= gue es finitamente satisfacible en .{K perc no es satisfacible

en .Z|< . Bea T gl tipo de semejanze de 2. ., Podemos suponer, no
86lo que T eas numerable, sino que es recursivo (considerando
una extensién recursiva de T si T no lo fuera) . Ademds, podemos
admitir que los signos de la aritmética 0.9,,%, €, no
aparecen en T,

Aﬁadiremaé a T una serie finita de signos, entre los
que estén los de la aritmética, los predicados mon&dicos N,M,V,
ASIG y el predicado diddico SAT. Definiremos un conjunto de senten-

cias A\ 8en este nuevo tipo de semejanza de manera que:

(1) O contendrd un fragmento finito de aritmética suficiente
para rapresentar los conjuntos y relaciones recursivas, En particu-
lar, el conjunto de las sentencias de tipo T seré representable
en ﬁl « E1 predicado N se usaré para referirse al conjunto de los

ndmeros naturales,

(41) O posesré una serie de axiomas que fijan el significado
de M,ASIG,y SAT de manera que en todo modslo €\ de A\ en el
que para alguna sentencias 6~ de tipo T ocurra
€\ = Vx(ASIG x — SAT x & )
tendremos que (A Pr) M=, Ademss ( 0O P v W sers
un K-modelo si ®\ 1o es . Los axiomas de [\ relativos a estos

signos expresarén, pues, la nocién de "verdad en M"



(111) Fijaremos una enumeracidén arbitrarie ‘{_0';1' 3 né.m% de

vy A\ contendréd los axiomas

T o |
qAx Vx A[Bxl-..xn(\!x J\--.AVKnA X K Xy eee xn] — V o;'_l )

1
Vxy( ASIG x AVy —> SAT x y )

De este modo, ei S\ es un K-modelo de N\ vy
6\ = Ve, (G T Wu® es un k-modelo de S . Bajo
la hipétesis de que 2 no tiene ningdn K-modela, v&  gerg
siempre finito, Pero para cada n > 1 tendremos un K-modelo 61
de O en el aque vO . {GU( tru) yeese BB( cr;_l)’r y as{
G\ri

IV n .

Comenzamos, pues, con el desarrollo detallado de la

prusba. Ye hemos indicado que T es recursivo y que los signos
0,S, +, ¢« ,Q: ’ no estédn en T , Obtenemos una extensidn
finita T' de T afiediendo a8 T los signos 0,5 ,:-_';l- ’ ’  y

y los siguientes nusvos signos:

N,M,ASIG,V predicados monédicos
SAT predicado dié&dico
VAL, DEN signos funcionales diédicos.

El conjunto A de sentencias de tipo de semejanza
tiene tres grupos de axiomas. El primer grupo introduce la aritmé-
tica precisa para  que toda relacién recursiva sea representable en
JANN S | segundo grupo de axiomas fija el significado de M, ASIG,
VAL, DEN , SAT ., El tercer grupo de axiomaes estd destinado a imponer
las condiciones que V debe verificar.

Po A de_axiomas_de JAN .

Al. NQ

A2, Vx(Nx —>»N Sx )

A3,  Vxy(Nx ANy —> Nx¢y A Nxsy )

Ad,  Wx{Nx —> —=Sx2 0 )

AS.  Vxy(NxaNy nSx & Sy —> x=2y )
AB.  Vx(Nxa =x=0 — 3Jy(Nysr Sy = x ))
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A7, W(Nx — x$0 & x )

AB, Vxy(NxaNy —> x4+ Sy er S(x+4 y))

ASs W(Nx —> xe0 & 0)

AlD. Vxy(Nx A Ny —> x« Sy ¥ (xey)# x)

All, Wy x €y «—> NxaNy A Jz(NzZ A—m2% 0 A X+ 2 & Y ))
Al2, Vxyz( x€ yr y&€2z — x<&£2)

Al3, Vx — x &€ x

Ald, Vxy(Nx ANy —3 x € yvx=yvy <x)

Los axiomas Al,A2,A3 exponen condiciones naturales de
clausura. Los axiomas A4-All son la reletivizacién a N ds los
axiomas de la teorfa Q@ de Tarski & Mostowski & Robinson (1953).
(con la definicién usual de orden) . Los axiomas Al2-Al4 son
precisos para garantizar que en todo modelo S\ de AN " <G\ es.
un orden total de Nst En 8 es representable toda relacidn recursi-
va, Esto significea que para cada relacién recursiva R gm” hay
una férmula ql[xl...xn) del tipo de semejanze eritmético T =

N

{ 0,S,4,°*,e } tel que para cualesguiera Mysreesm & GO 1

<MijeeeymSER sl y slosi Q= u(a(ﬁl,...,ﬁn]
<m1|cto|mn> ¢H si Y sélo si 4] k='- "lke(ﬁl,...,ﬁn ) .

Lo mismo occurre con el grupo de axiomas Al-All, con la salvedad
de que también el predicado N aperece en la férmula TD(xl.....xn)
que representa a la relacidn recursiva R .

-

Las notaciones n , GB(s), "e tienen el significado
fijado en el apartado de notacidén. Useremos la notacion GONn para
la relecién n+1-&dica recursiva correspondiente a la funcién de

concatenacién de n secuencias de ndmeros naturales, esto es :

< an e
s ,mn+i>£CDNn siy s6lo si hay secuencias al....,sn_+1

tale - ~8 " aa O
ales que sn+-1 8, 52 . sn y para cada 1 £n+1 ,

m = Gﬁ[ai] ‘
Tenemos, por tanto

(1) Para cada nt@mero natural n%2 , una férmul
) a »2 , una férmula \PCDNn(xl'""xn&-l)



que representa en Al-All la relacidn recursiva CDNn.

(2) une férmula (f’vm(x) que representa en Al-All el conjunto

de ndmeros de Gldel de las variables,

(3) Una férmula (PTERM(X) que representa en Al-All el conjunto
de ndmeros de B8del de los términos de tipe T (recuérdese que T

es recursivo ) ,

(4) Una férmula (PFDRM

de ndmeros de GBdel de las fdérmulas de tipo T .

(x) ogque representa en Al-All 8l conjunto

Usarsmos estas férmulas para enunciar el segundo grupo

de axiomas de D .

Bl. Wx(Ux —» Mx)
B2. (Esquema) Mc para ceda constante c €T ,

BS. (EEquEmﬂ) Vxl. . .xn(Mxl MNasee Mxn —’ Mf)(

10X ) pera

cada signo funcional n-&dico f&€ T,
B4. 3x ASIG x

BS. Vxyz(ASIG x A P

UAFI('V) AMz —> Bxl(ASIB x

1 A UALF_xl.y)l &z A

r Wi Cupr) A 7 sy —> VAL, 4y, ) & W\L(x.yl) ))).
B6, ny(ASIGxA‘{)UAH(y] —> DEN(x,y) & VAL(x,y))

B% (Esquema) Para cada constante ce&T .,
Vx{ASIG x —>» DEN(x,"c') = ¢ )
B8. (Esguema)! Para cada signo funcional n-&dico f&T ,

nylnuoan(Aam » A (PTEHM(Y].) Moga N CPTERM(YI'I) A
A (PGDN[rf..:ylniu'yan) “—§ DEN(X.Y) = T DEN(X’yl)-oonEN[x'yn) )

n+l
B9, (Esquema) Para cada predicedo n-&dico PE&T ,

nylu-yn}’(ASIGx hLPTEHM(Yl) [N (PTEHM(Yn)' A
| iy |
™ QPGDN;E‘ Enyls--nynd) —> (SAT x y <P DEN[x,yl)...DEN(x.yn) ))
. V oo s
B10. Vxy,¥,y(ASIG x At (y,) A - T (ecuNg Yir 2 0¥ ¥) —

— (SAT xy <« DEN[x.yl] = DEN(x,yz].] )
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B11.. nyl)’(_ASIG X N %)FUH“(YI) A (?GDNg‘-T'uylly ) —

—> (AT xy «— M 8AT x vy, ) )
Ll r
B12. Vxy,Y,y(ASIE x A Qo (yy) ~ Cegaulya) * cecoN,(j Gy
—> (BAT x y «—> BAT x y; ™ BAT x y, ))
A Y
B.13 Vxy,,¥(ASIG x A @ (y;) " ®pooily,) A @ cnug 3¥1Y50Y)

—> (8AT x y < 3z(Mz ~ Vx, (ASIG x, A Vy( (PVAR(Y) AT Y Y,

-3 VAL(xl,y ) & VAL(x,y) ) A UAL(xl,yl) > z — BAT xlyz] )

Los axiomas Bl,B2,B3 estdn destinados a garantizar que
[\
en todo modelo €\ de [l ' M(ﬁ sea T-cerrado y contenga a U .Asi
(@ r'r )\ MG\ seré un K-modelo si §\ es un K-modela,

ASIG debe leerse como "“asignacién en M ™ ., BS garanti-
za entonces la existencia de aéignaciones variantes. VAL(x,y) debe

lesrse como "el valor de la veriable y en la asignacidn x %,

Los axiomas B6,B7 y B8 reproducen la usual definicidn
de la denotacién de un término bajo una asignacién. Asi, DEN(x,y)

debe leerse como " la denotacidn del término y bejo la asignacidén x ".

Loe axiomas B9-B13 reproducen las cldusulas de la defini-
cidn de la relacidn de satisfaccidn en una estructura entre asignacio-
nes y férmulas, B.1l3 es la cléusula correspondiente a la cuantifica-
cidn existencial, Obsérvese que se especifica que las variables

cuantificadas deben interpretarse an el conjunto correspondiente

El dltimo grupo de axiomas es especifico para el

predicade V . Sea {c‘; t ne ml‘ una enumeracidn de Z. .

Cl. 3Ix Vx A Vx(vx —> Nx)
G2, (Esquema) Parea ceda n21,

L 1 i
ax&-..xn[\fxlf\u.l\\!xnh X1< X2<-..<Xn) — V Gr:l_'.-l

C3. Vxy(ASIG x A Vy «—> SAT x y )
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De acuerdo con Cl, en todo modelo O\ de N , v&
es un conjunto no vacio de ndmeros naturales. De acuerdo con C2,
v®'  puede ser {Gﬁ( G‘b]lg 0 {Bﬂ(o‘b),sﬁ[ o-l]ﬁ o , en definiti-

va, de la forma

{Gﬂ( C’B)! Go( ‘3"1]!“” G8( G—n) ]F-
Adem&s, de acuerdo con C3, toda sentencia « tal gue Gﬂ(c-) < VG\
gerd verdadera en ( G\ ) | e,

Estos son los significados esperados de los axiomas de

TAN « A continuacidn verificaremos que poseen tales propiedades.

Lema 1 =~ Para cada sentencia 6 de tipo T ,

A (Vo — M )

Prueba
Veamos en primer lugar que si O\ED y t es un
término de tipe 7 todas cuyas variables estén entre v cesVo

0
entonces:

(*)0\\=Vx(ASIG x —> DEN(x, t ) = t(sz(x"vﬂ)“' U:E(xrv-‘)]')
Woleeo "V

Estableceremos (% ) por induccién en t abreviando

—

t[v:E[x il ):::v:L(x"“]] PaE t(V:L(xa rv,_,)) )

(1) 81 t es una veriable v, con i&n:
Q i‘—‘—‘f’vm(‘“\;z ) y asi, por BE,

N = vx(asie x — DEN(x,"v"i' ). = vaL(x,V] ) )

pero VAL(x, V] ) = Vi(\f:L(x "Tf]) , vy de aquf el resultado.
]

(i1) 5i t es una constante c de T :
Tenemos por B7 que

O\ Vx(AsI6 x —> DEN(x;E) = c )

i (VAL(x R
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(111) 81 t es de la forma fit eeot

Para cada 1 (141i<m),
— =
OV Prepul € )
y por hipétesis inductiva

—_—

v

) &=Vx(ASIG x — DEN(x t, ) titwu.[x,'f?“)] Y

Como ademés

r""‘l Lo | =% r -y
m F‘ (FCDN i [] tl geeep tm [] ftl...tm )

tenemos por B&.

O\ Vx(ASIG x —> DEN(x, ft E:‘ ) = f DEN(x,t. )...nEN(x':tm)_, ) .

i ! 1

Usando ahora la hipdtesis inductive y el resultado
r—-—"-'—.‘ -u' —-*

[f‘t swek ) (m_[ '-_n)) - f t (wu.[ o J)...1: [VAL[x, - ))

concluimos que

_b

G\ Vx(ASIG x —> DEN(x, ft ...t;n‘) (Ft et ) (

1 'JAL(x. “‘"]) ).

Queda asi establecido el punto (% ) . De modo andlogo
probemos ehora que si Q\F QD y @ es una férmula de tipo T

todas cuyas variables estén entre UD,...,U Yy X 8s una varis-

ble distinta de VgreeesV, entonces:

(x %) G\ ¥ Vx(ASIG x — (SAT x@ > (VAL(x rﬂ]'"\,:{j(x o ))
s )ees ,

Efectuaremos una induccidn en ¢ abreviando adicional-

anw u

i‘ z —_—
M LPEVKE[)&PV ]...VAL(x,f“]) Ror LP[\;:L(,(,’#")J ¥

(1) 81 ¥ es de la forma tl&? t2 $

Por (%) tenemos que para 1 =1 e 1 =2

—_—

Qh“ £ bared v -
Vx(ASIB x —> DEN(x, ti ) = ti(VAL[x,rv ]) )

Como ademés

6l = (PTEFIM 1) " tPTEFIM(‘-t-‘Z ) y
m\=_ r'- L I g i -
cPcnm ' =0 ta  H &0t )



tenemos por BlD gque
-..b _b

O\ = Vx(ASIG x — (SAT x't, & t, ¢—> t, (

Pero
v v v
" = A, = [t =2t et vy L
t1(VAL(x. v )] i tZ(VAL(x.rU )) ( 1 2) (VAL(xrv ])
M V]
= (£58)" (a ()
y , por lo tanto, tenemos,

-—:I'

vaL(x, 5 ) )

O\ = Vx(ASIG x — (SAT x't=t, «—> (t )=t ] (

(ii) E1 caso ‘¢ = Ftl"'tm se resuelve de modb anélogo

usando (%) y B9.

(141) 81 @ = —y

Por hipStesis inductiva

—_—

O\ &= Vx(ASIG x —> (SAT x’\{i‘ <> ‘\’M(v:L(x,’Tfﬁ))))_ y
Dado que,

O E Qo ) y SNES ?cong"? YY)
raesulta por Bll que

6V = W(ASIB x — (SAT x =y'«> — SAT x"y'))

pero como

M-—a
4 (U:L(xtﬁr))) = = \V] (UAL(x v )]

concluimos

-..

6= Vx(ﬁSIQ x —> (BATX=y e (- ‘t’) (W“_(x v )) )) .

(iv) El ceso ¢ = ( YA ) se establece de modo andlogo
usando Bl2,

(v) s1 ¢ = BVJkF :

Para facilitar la notacidén, y sin perder generalidad, supondremos

17 "2 wu_( ))Jw E(VAL(x
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5))))

que j =0 , La variable x es, por hipdtesis, distinta ds VgressaV o
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Esco jamos shora veriables X 1Y12 distintas de x,vo,...,vn .

Por hipdtesis inductiva;

—:

(1) Q= Vx(ASIE x —> (SAT xy" e—‘r\l\J[ W'y 1)

UAL(
y por B1l3,

(2) O\ & Vx(ASIG x —> (SAT x r3u0~\3-'<_—:> Jz(Mz ~ Vxl(ASIG xq A

n Yyl @

aY) AT &2 VS = VAL(x,y) & VAL(x,Y) ) A VAL(x, TV]) & 2

0 0
—> SAT xlr\tf‘ 1))).
&
Tenemos que establecer gque para cada s & ASIG '
O\ (SAT x 3v y > (3v,¥) (VAL(X &) Ixsl .
Supongamos,en primer lugar, que
"
S\ = BSAT x VBUGY L x/s 3s
Por (2), hay un eed®  tal que

(3) mFVxl(ASIG x, & VP, ¥) A y & vy —> VAL(x ,y) = VAL(x,y])

VAR
[ — —— W
S VAL[xl, v ) & 2 > BAT XY ) Y_x/s, z/a‘l N

Por B5, hay s, & ASIGm tal que

1
(3)O = ( WL gy Ay vl — VAL(x 4y) = VAL(x,y)) ~
n VHL(xl, VD & z ) [x/s, xlfsl, z/a‘] .

De (3) y (4) concluimos gue
N = st "¢ [ x /s, ]
y por la hipdtesis inductiva, (1),
—
M v
0
AF v (VAL(xl, v )] Lx/s,]
Por el teorema de la sustitucidn y porgue xl no estd en \FM y pues

es distinta de VgreesaV, o tenemas que
(ay] N
O = M [\b/(vau_(xl.r%) Cxy/871) e ee v JAL(x, W) [y /s D) ]
Pera, por (4),

N
™ =y
VAL[xl, Vo ) [xllsi] = a



ypara cada i (1<441<n)

a
VAL(xl,v ] [x /sl] = VAL[x,r\f; ) [’_x/s-} .
Como ademés, a € M , resulta que

Qe (mpa ') [ ") o/ L(x JTx/s))]
( uoh~QV ) vD/a.,yl/[VAL(x, ul] [x/é])...,vn/(VA (x v [x/s})

y asi

6l &= 3v, [Mv AW ) [v /(vaL(x, ™V [x/s]], swaV /(VAL(x,"") [x/s])}

Por el teorema de la sustitucidn y porque x no estd en

HVD(MVDI\ WJM ) » pues es distinta de VgreeesV_ , tenemos que

&kau[uuny]( ) we N ,._.))[x/s'l

VAL(x i U UAL(x
Pero
vglivga ) = ( 3vpy )Y = (v )" (2,73 1)

y , por tanto,
N = (v yp)" [m( r5y) Dwsl

Esto establece parte del caso (v) . Para justificar el

resto, supongamos ahora gus
M, v
OF () ( vaL(x, ")) Lx/e)
Por lo recientemente observado tenemas que
0O 3 ¥ rt /i) /(vAL ) /]1
Vo(Mvgn ). [ v/ (VALGx T2 ) T/8l ) s ee oy /(VAL(x, 7 ) [x/8)]

de manera que hay aé.ﬂf\ que verifica

GRS &y [v /=y v /(VAL(x, V] )[x/s] Javesav /(VAL(x, v fﬁT_x/sT])1

-

Ssa Sy < ASIG- tal que

(8) Q1= Wy( Cuaply) » Ty — VAL(x,,y) = VAL(x,y)) A
LA UAL(xl,ruB ) &2 z) [x/s. xlfsl, z/a]
De acuerdo con (2), basta con establecer que

O\ =  sar X [xlfsl-l

104
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para obtener, como pretendemos, que
6) &= saT x r-::luuk? [x/s] .
Por (5), tenemos que
&\
UAL(xlﬂa ) [xlfs]]
y que pera cada i (1%i<n)

a
VAL(xlf-u;)G\[xlfsl]a: VAL[x,rv;) [x/s] .

I
o

..

Por tanto
&)
O = M [/ VALl 5 Dy oD v (VAL ey 52 T 120 ]

Entonces, por el teorema de la sustitucidén y porque Xy no esté
M

en Y,
Q\ MoV
51 X, /S
= ¥ (VAL[xl,rv )) L 1/ il
Por el supuesto inductivo, (1), concluimos que

Q&= sar x ¢ [x/e ) .

Con esto queda establecido el caso (v) de la prueba

de (% %) y culmina también la prueba de (% % ) .

Finalizamos ahora la prueba del lema 1 usando (% ¥ ).
Supongamos que Klv /A y que G es una sentencia de tipo T
tal que
A\= v .
Sea VD,....vn una lista de variables entre las que estén todas
las de 6" y sea x una variable distinta de éstas. Por (% % )

tenemos que

M, v . v
V P ] e n ‘o
OVES Vx(rsls x —> (AT x &7 <> o™ (yal( i) vl (x i) V)
Pero,como & es una sentencia,
M M v ean V
= o 0 - n .
il (UAL(X:-UD) .OIVAL(X"-;’-I:I))

Asi

Sl &= Vx(ASIG x —> (SAT x & <> c-'hi ))
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Por B.4 ,
Q\ = 3% ASIG x

y por C3,
B\¥= VWxy(ASIG x A Vy —> SAT xy ) .

Entonces

O\ = 3Ix(ASIG x A SAT x= )
¥, €n consecuencia,
M
A\E o .
Queda asf establecido el lema 1, lema gue usaremos a

continuacidn para Jjustificar que :

Lema 2 No hay ningfin K-modelo &\ de A en el que v &
sea infinito,

Pruaba:

Supongamos que O\ es un K-modelo de O y que Al

6\
es infinito. Por Cl, tenesmos gue VG‘E.NF‘, y como <« €8 un orden

total de N , para cada n 2> 1,

ﬂh Hxlnlnxn(VXlA'-oh an A X1< X2<0lo< xn ) .
Entonces, por C.2, pare cada n

&F Vrc'rf"'

y por el lema 1

N o M .
n

Asf pues, O\ & }EM .

Por B2 y B3, M®' es t-cerrado en B\ . Como ademéds,

por Bl, Um_C. Mtn y concluimos gue
(&ap) M  es un K-modelo .
Pero () ]\T]|M¢\‘=- S ,yaque QO k& ZM 8

Hemos obtenido, entonces, un K-modelo de Z . Pera =
no tiene, por hipdtesis ningdn K-modelo. Esta contradiccién muestra

que VC\ debe ser fiinito, y asi queda justificado el lema 2,
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Lema_3_ Para cada n% 1l , hay un K-modelo N de O enel que

IVG\I- n .

Prueba:
Sea n un ndmero natural mayor o igual que 1 , Tenemas,
por hipdtesis del teorema, un K-modelo 8% de las primeras n
sentencias Gir.... G;-l de 2. ., Definimos un modelo €\ de
tipo T por :
(1) A=Buw u s
Asf, los elementos de A son laos de B, los ndmeros

naturales y las secuencias < b % de elementos de B .
n‘newo

(i1) Nﬁ\- w y 0,5,%,*,<L, se interpretan con su
a8 & O
significado habitusl en (W (las funciones S , %, ¢ , se

definen de modo arbitrario para argumentos en A -W ),

() ()l (38
(1i1) M = B y r = r para cada signo re&eT

(extendiendo las funciones correspondientes a los signos funcionales
de T de modo arbitrario para argumentos en A - B ) .

o\ Q a
(iv) »t\smf's’l = “B . vAL s DEN y SAT se definen como

sigue:
Lo "
Para cada s € B , sea s la asignacidén en Q\
definida por
é*(v] = s(B8(v)) para cada variable v .

Definimos entonces:

n s(m) si se’B y new
VAL ( <s,ny ) =
arbitrario en otro caso

De este modo, para ceds variable v y s efQB i
&
s (v) = s(B8(v)) = VAL( <s,G8(v)>) .
De acuerdo con esto, definimos ahora:

) ;
DEN (<s,n%) = tﬁ:a“] si se’B y New y t es un término de
&1
tipo = tal que GY(t) =n ( y DEN (<s,n>) es arbitrario en

otro caso ) .
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61
SAT = {(s,nﬁ' :t 8 é"’B y hay una férmula ¢ de tipo T

tal que G8(¢) = n y G\\:t?[s"]} i

&\ ;
(V) Vv - { Gﬂ( O‘E)ﬂ.--- |Gﬁ( G_]:l) E
Es _rutina verificar que O\ es un modelo de A
Por otro lado, es un K-modelo, pues | Qh'“rK) | W - (R p ‘r'K)\LfB
y (% es un K-modelo, Queda asf justificado sl lema 3.

Establecidos los tree' lemas, podemos finalizer ya la
. ._Prueba del teorama 13, De los lemas 2 y 3 ( y del resultado de
gue en todo modelo O\ de N, Vm-} ¢ ) se sigue que AN
cumple las condiciones expuestas en (2), al principio de la prueba.

Asi, la clase J de las estructuras finitas es FIF’C:é en JK .

14, Teoreme
Para cada K-légica de tipo de seme janza racursivn,ii; :

‘i'K
ras finitas no es HFCd en °tk "

es recursivamente compacta si y sélo si la clase de las estructu-

Prueba:

Se trata de una versidn recursiva de la prueba del teorema
13, E1 argumento que establece que si la clase de las estructuras
finitas es RPBd en oiK ; ‘ZK no es recursivamente compacta , es
gl mismo [cambianda "numerable" por "“recursivo" ) que establece

que si esta clase es RAPC; en ‘(K , «, noes -compacta.

K
Las modificaciones en el resto de la prueba consisten dnicamente en
escoger una enumeracidn recursiva ‘\o;‘ tnewl de 2 ,y

no una enumeracidn arbitraria, y en verificar que £§ 8s recursivo,
15, Teorsesma

Pera cada K-1l6gica de tipo de semejanza recuraivo,ufk :

Si'th es recursivaements enumerable para consecuencia, entonces

<

K 8s recursivamente compacta.
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Prueba:

Supongamos que .iK es recursivamente enumerable para
consecuencia, pero que < K no es recursivamente compacta, Por el
teorema 14 sabemos, entonces, que ls clase J de las estructuras
finitas es HF‘Cd en c.z'K « En ese caso hay un conjunto recursivo

TAN de sentencias de un tipo de semejesnza recursivo T , que
incluye un predicado monddico V y tiene las siguientes proniadadﬁa:

a1

(1) En cada K-modelo ©\ de D , v es finito y no vacio.

(2) Para cada n?1 , /\ tiene un k-modelo &\ en el que
|'Vc“= n.

Hay un teorasma de Trahtenbrot que establece que en un
determinado tipo de semejenza finito y relacional Th el conjunto
de 1las sentencias verdaderas en todos los modelos finitos no es
recursivamente enumerable . Podemos admitir que TNT = ¢ -
Veamos que para cada sentencia & de tipo TD :

(%) o~ es verdadera en todos los modelos finitos si y sélo si
A = = .
K

Supongamos, en primer lugar, que O gs verdadera en

todos los modelos finitos y veamos que AN = G‘U . sea O\ un

o

K-modelo de /N ., Por (1), sabemos que V°' es finito y no

- a
vacfo. Como TD es relacional, V es Tu-cerrado . Asi, el
modelo ( N rro] I v es finito, en cuyo caso ( G\PTD]‘VQ‘:G".

Par tanto, 0_\ = E‘V i

Ahora, supongamos gue O F_E sV y veamos que G
8s verdadera en todos los modelos finitos. See O un modelo
finito ( de tipo Ty ) y sea n=|Al ., Por (2), podemas
garantizar que existe un K-modelo & de 0D en el que lu‘“l- n .
Podemos extender 0% & un K-modelo C de tipo Tu?’n de manera
que Cl7 . ‘(S":. Y (T r-ro] vE “ 81 , interpretando los
aignné de 'TD como imégenes de sus interpretaciones en &Y en

virtud de una biyeccidén arbitraria entre A y v"" . Entonces



L& Dy, por tanto, EF‘FV . Pero, en sse caso, (EI‘TD) Vt\-—- S
y, asi, G\ F—0G6", Queda, pues, establecido (% ) .

Como hemos admitido que ‘ZK es recursivamente snumera-
ble para consecuencia, el conjuntoc de las consecuencias de [\ , en
w{K y de tipo de semejanza 'r\;Tb es recursivamente enumerable,

Pero, entonces, también es recursivamente enumerable el conjunto

'lc":c' es de tipo T, yﬁFK G"v)[ .
Pero este conjunto es, de acuerdo con (% ) , el conjunto de las

santencias de tipo Tb verdaderas en todos los modelos finitos

y , por el mencionado teorema de Trahtenbrot, no es recursivamente
enumerable, Esto concluye la prueba.

16, Corolario

Para cada K-1ldgica de tipo de semejanza recursivo, eir<=

Z K es recursivamente enumerable para consecusncia si y sélo si

oZ g ©8 recursivemente compacta y recursivamente enumerable para

validez,

Prueba: por los teoremas 7 y 15 ,

17. Observaciones

El teorema 15 puede ser mejorado si el tipo de semejanza
1'K es finito., En ese caso,compacidad recursiva equivale a que
clase de estructuras finitas no sea RPC ., Tras establecer este
resultado, lo usaremos para mostrar que si T, es finito y .de
es recursivamente enumerable para validez, d£|< es reacursivamente

enumsrable para consecuencia. Mostraremos también que este resultado

no se cumple sl eliminamos la restriccidén de que 1'K sea finito.

18. Lama

Sea ufK una K-ldgice de tipo de seme janza Finitn rk y ¥ supongamos

que hay un conjunto recursivo de sentencilas 2. de tipo de semsjan-
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za Tinito T que es finitamente satisfacible en .fK pero no es

satisfacible en JfK .

Bajo esas hipdtesis, hay una extensidén finita v de T que posee
un predicado monddico V y hay una sentencia & de tipo de semejan-

za T con las siguientes propiedades:

(1). En todo K-modelo O\ de § , v® es finito y no vacfo .
(8]
(2) Para cada n %1, hay un K-modelo €\ de & enel quelV \=n ,

Prueba:
Se trata de una reeleboracidn del teorema 13 que saca
fruto del hecho de que 2. sea recursivo y T gea finito. Ampliamos

T a Tt' como en la prusba del tecrema 13, afiadiendo los signos
N"O'Sl+l.!<! M' ASIG' VA‘-pm' SAT’VI

Construimos, entonces, una teorfa /\ en tipo ¥' como
en la prusba del teorema 13, con los grupos de axiomas Ay B , si
bien modificando los del grupo C . Obsérvese que,al ser T finito,
en B2, B3, B7, B8 y B9 no hay més que un nimero finito de axiomas,
Por tanto, en este caso los grupos de axiomas A y B son un conjunto
finito.

La modificacidn del grupo C de axiomas es como sigue:

Dado que <~ es recursivo, poseemos una férmula (?(x)
. >
que mrepresenta en Al-All al conjunto de nimeros de G8del de las
sentencias de 2. , Podemos suponer ademds que (x) &= Nx .
Z

Ponemos entonces:
Grurp G de_axiomes_de OO .
Cl. VWx(v v
x(Vx —> f;!x))a Ax Vx

C2, Vxy(vx a <P£(y)a y<€ x —>» Vy)
C3, Wxy(ASIG x A Vy -5 SAT x y )

No se han modificado los grupos de axiomas A y B . Por

tanto, tenemos, como en el teorema 13,

M
Lema 1 Para cada sentencia o de tipo T, A E(VEe"™ 5 o )
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Los lemas 2 y 3 de la prueba del teorema 13 siguen
siendo verdaderos en esta nueva versién, pero los argumentos para

establecerlos son algo distintos.

112

EPEF.?.. No hay ningdn K-modelo @\ de N enel que U61 sea infinito.

Prueba:
Supongamos que &\ es un K-modelo de O en el qus

VG\ es infinito. Veemos que, en ese caso, para cada c-e Z.

(%) 6\ Fvie

S1i no fuera asi, podriamos escoger la sentencia © de
2. de menor némero de GBdel que no verifica §\ EVo™ . Sea
a un elemento arbitrario de Vv® . Por Cl, tenemos que
G\\:ch) [al .
&

()
En particular, pues, a e-NE‘ . Como <€ es un orden total de N :

a_ o &\ N n
a< 'c' 0 & =" o' < a i

(g
Como aeV , el caso intermedio es imposible., E1 tercer caso esté

prohibido por C2. Asi pues, debe ser

o 6
a "o .

Esto muestra que
@ a _ .9
Vv _C_{aef\z a & "

[y
Pero {ae A:ag ' .'l es finito, pues si n = GY(o),

—

D = Y x <7 > X2 Dvx&1lvi.vx&nl ).

Entonces Ud‘ es también finito. Pero habiamos admitido que Ud\

era infinito, Esto establece el punto (% ) . El resto es como en

1a pruéba del lema 2 del teorema 13,

Lema 3 Para cada n% 1, hay un K-modelo O\ de A en el que

|U61|a n .,

La prueba de este lema es como la del carrespondiente

lema del teorema 13, con la salvedad de que shora elegimos una
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enumeracidn 'Lcs—n : ne-.u.:z, d¢e Z. acorde con los nidmeros de
Gldel de las sentencias, de manera que
si n<m, entonces 86(071) < 64( o ) .
De este modo, definimos
(Y
= oy e e

y s verifica el nusvo axioma (2.

Establecidos los tres lemas, observamos que D es finito
y oque A¥ Ix Vx , Entonces, la conjuncidn & de A tiene
las propiedades requeridas en (1) y (2) .

19, Teorema
Para cada K-ldgica de tipo de semejanza finitn,«ii $

;ZK es recursivamente compacta si y sélo si la clase de las

estructuras finitas es RPC en uiK .

Prusba:

51 la clase de las estructuras finitas es RPC en Q:K'
es , en especial, RAPC, en de , ¥ el teorema 14 proporciona
el resultado de que ed.K no es recursivamente compacta.

Supongamos, pues, que afK no es recursivamente
compacta y veamos que, en ese caso, la clase J de las estructuras
finitas es RPC en & K * Hay un conjunto recursivo - ,d8 sentencias
de un tipo de semejanza recursivo T, que es finitamente satisfacible

en £  pero no es satisfacible en £ . Mostraremos que hay

K
también un conjunto recursivo , m y de sentencias de un tipo de
geme janza finito s i , que es finitamente satisfacible en -fK

Pero no es satisfecibles en dil( « Una vez obtenido r » €1 lema 18

garantizard que J es RPC en '(K

Para la construccidn de " admitamos de momento que
T - Tk es relacional., Posteériormente eliminaremos esta restriccidn,
El tipo de semejanza T* constard de los signos de 'rKLJ{U}

ademds de;
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(1) Los signos aritméticos Q , S .
(11) f, un signo funcional diddica.
(111) @, un predicedo diddico,

(iv) M,, un predicado monddico.

Podemos suponer que ninguno de estos signos nuevos

aparece en T .

Dado qus posesmos los signos Q vy S , podemos usar
la notacidn n con su significado habitual como nombre del
ndmera natural n ., El signo funcional f se utilizard como
sustitutivo de par ordenade., La notacidn Fn(tl....,tn) se

Justifica por :
fl(t) - t

8 4 (tl.....t

_ f fn(tl,...,tn] t

n+i) = n+1
Con fn(tl,...,tn] podemos resumir una secuencia de
términos t,,...,t  en un s6lo término Fn(tl""'tn) « Ea, pues,

un sustitutivo ds n~tupla,

La funcién de @ serd permitir cifrar, con ayuda
también de las expresiones fn(tl....,tn] , la informaﬁidn de
en un tipo de semejanza finito . Sea {Hn: né;ua} una enumeracidn
recursiva de T =( TKtJ{U} ) .« Sustituiremos las expresiones de la
forma
Rntl...tm
por

8 n Pm(tl.....tm) ‘

Este proceso de traduccién tiene ciertas dificultades
en modelos finitos. Para salvarlos, usaeremos el predicado monédico

M, que se interpretard en todo modelo &Y como un modslo interno,

Usaremos la notacidn r(n) para referirnos al ndmero

ddico del predicado Hn .

Asignamos, entonces, a cada fdrmula %) de tipo T
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una fdérmula %ﬂ'da tipo ™ (@* es el resultado de sustituir

en tf cada férmula atdmica de la forma

t l.lt
An1 r(n)
por
n f aes L]
en r[n](tl' 'tr[n])
]
Definamos, <2 = {0‘*: G‘é.i’] + No 8s diffcil mostrar
»
que todo modelo de 2 da lugar, de modo natural, a un madelo de 2..
Sin embargo, el proceso inverso no es factible en modelos finitos
de S . Por esta razén relativizaremos al predicado M las férmulas
de =%,
Sea ¥ la conjuncidn de las siguientes sentencias de

tipo o

- Wx(ux — mx)
- Vxl-..xn(Mxln... A Mxn —> M X e eeX ) para cada signo

funcional n-édico g de Tk .

&a
Observemos que en todo K-modelo OV de ¥ , M es

a
TK-car'rado y U € Mm » Por tanto, Q) \Mm sard un K-modelo,

Daefinimos finalmente

r --iai'M 1 el }IJ{]S% .

Como la funcidn que asigna a cada férmula de tipo T la
correspondiente traduccién tP* de tipo T* 8&s recursiva, Yﬂ es
recursivamente enumerable, | posee, entonces, un conjunto recursivo
de axiomas. Supondremos, para simplificar la notacidén y sin perder

generalidad, que " mismo es recursivo.

A continuacifn mostraremos que " es Finitamente
satisfacible an dEK pero no es satisfacible en de . Esto es lo
dnico que precisamos, de acuerdo con lo ya estaeblecido, y al mergen
de eliminar posteriormente la restriccidn de gue T - rk sea
ralacional, Necesitamos dos lemas, que probamos a continuacidén,

Para obtener estos resultados.
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Lema 1 = Para cada K-modelo O\ de tipo T hay un K-modelo O\
de tipo T" tal que para cada sentencia o de tipo T

4
N\ = siysﬁlosiG\F-c'i—M .

Ademds, G-\*\:- W

Prueba:
X
Definimos &Y 4 partir de G\ como se indica a

continuacidn :
L

- A = AW
*
- r'n - para cada signo r de TKU{U} (extendiendo de

moda arbitrario las funciones pars los srgumentos en w )
* *

()
- 0 =0 y S = 8 ( 1a funcién sucesor, S, de w , se

extiends de modo arbitrarioc a argumentos en A ) .

m’ » -
- f es una funcidn inyectiva arbitraria ds A *A en A" .

o .

- Qm*- { <n, f?[.n)(<a1""'ar[n)>)>: <al,....ar[n)7&ﬁs lf

E J
donde ffEnJ es la funcidn obtenible a partir de Fm de

acuerdo con:

ﬂ'!

fl () = @ pera cada a€A”

o _ G\" G\l‘r
fﬂi‘l((Bl'...’aﬂ*lﬁ’) = f ( <fn(<alpcoclan7 )!an+1\> ) para
L 3

c L ] -]
ualesquiere al, ’an-«—l € A

¥ R
ast  M% es T ~cerrada  en o\ vy

* o* QO
(("\PTK)IU - [G\rrK)\u
de manera que GO\ es un K-modelo,

Es inmediato que para cada término t de tipo T y cada

asignacién s en O\ ,
[ &
t s = t [s] .

Veamos ahora que para cada fdérmula KP de tipo T vy cada

asignacidén s en O\ :
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(%) G\ = (P[s_l si y sélo si G‘:‘F(E)M Ls]
Establecemos (% ) por induccién en <@ . Es obvio

para el céso @ = tltﬁ 1:2 « OConsideremos el caso

(fa Rt..-t(J.

Supongamos, en primer lugar, que
(9
b‘ Rﬂtl.‘.tr(n) E SJ L]
Entonces
&\ a s
< L ]
t, s}, 'tr(n) [s1>e A

\\ Q
y » como para cada i (1€i<r(n) ) , ti sl = ti [s‘)
*
tenemos, por definicidén de Qs\, que

<n, an)(<ts;_[5]nnltfzn) [.5-.])))&90 .

- O
Pero n= n y

o\ m S
(Fr(nJ[tl,...,tn]] [s] = L )( <t {_s],...,t )r_s] )
y asi
_m* a* -
<nlsl, ( fr(n)(tl,...,tn)) [s1>eaq
con lo cual
N =an f‘r[n)(tl,...,tr(n)) [s1 ,

esto es,

4 ¥ M
m ‘= (nntlleatr{n)) [5] .

A la inversa, supongamos ahora que
* M
m—k
h (Hntlttltr(n)) [-3] L]

es decir,

':"[5]'1" )(“t [s'.\ — [s'l\f])ea

— G
Por definicidn de Q. g y dado que n = N = n [5] , hay

&
a [N
ll ,Br(n) tales que <al|.al|ﬂr(n]> « Hn Yy
N

S\* a* QO
fr(n] (<al,....ar(n]~>) - fr(n)( <t1ta],...,tr[n) [s1>) |
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m% CS\*
Como f  es inyectiva, también es inyectiva fr(n) » Asi,

para cada 1 (1<£4i<r(n)) :

a, = tG:i:s] = t?[a] .

i

Por tanto
&
<t1[5]""'tr[n) Ls)Ve Hn
Y, 8n consecuencia,
6\ = Rntl"'tr(n) =1 .

Esto Jjustifica, pues, el resultado para el caso

({9 = Rntl'"tr(n) . 51 ‘.P es una férmula aetdmica del tipo

Ptl...tm

donde ehora P e-rKu{u} , resulta que
S M

P = P Y K.P -\{)

de manera que es inmediato que se verifica (% ) .

Los casos (=Y vy ©=( WYr xR ) da la induccidn

no ofrecen ninguna dificultad. Consideremos, entonces, el caso

P = Bx\\-’
Supongamas, en primer lugar, que OV E 3x W L=l .
Hay, en ese caso, un a &A tal que &\ \:—k‘)[s:] » Por hipétesis

*
inductiva, G\ F\{}M [s:] . Como A=MY |, acewn® y asf

AT NP LS T 5 S

esto es,
N = (3x g R O

X ¥ M
A la inversa, supongamos que O = ( 3Ix 1§ ) [s] .
M =
Entonces G\*\—._ Ix(Mx Ay*" ) [s] vy bay, por tanto, un ae A
* M s* .
tal que = “‘V' [a:] s« Como M = A , Ba as una asignacidn
en B\ |, Entonces, el supuesto inductivo nos garantiza que

O\ E v [s:] y, por tanto, que & = Ix ¢ [s] .

Con esto culmina la induccidén y queda establecido (%)



119

Y, por tanto, el lema 1,

Lema 2 Para cada K-modelo &R e tipo " tal que & = , hay

un ‘K-modelo €&\ de tipo T tal que para cada sentencia & de tipo T ,

O\ = & siy s6lo si GSt::c!M "
Prueba:
Definimos B\ a partir de O como sigue:
&
- A= M

[
- C = cﬂ para cada ceTK

Q
g = gm’ [“ An para cada signo funcional n-édico g € TK »
N o
-P=sP N An para cada predicado n-&dico P& T'KU vy,
( En particular, e P pues U M = A ) _
& -8 @ £
“f = r(n) , £ %) & }
n 'l{al' "®r(n)” =i <no r(n](<ﬂl' "®r(n) ) "

para cada n € o,

Como 0% es un K-modelo y @ = F , también &\ es
un K-modelo, Es inmediasto, ademds, que para cada tﬁrminn t de tipo T

y cada asignacién s en &\
) &
ts] = t [s] .

Basta ahora con mostrar que para cada férmulea L.P de

tipo T y cada asignacién s en O\ ,
(% % ) G’\t::({)[a] si y sélo si @ah(ﬁu Ls)

Este punto se establece por induccidén en lf-" « Es obvio
para ecuaciones y para fdérmulas atémicas de la forma
Ptl“'tm
si Pe Y iU}l . Consideremos, pues, sl caso LP = Hntl'"tr[n‘) §

Las siguientes aserciones son equivalentes:

(1) O\ = Atyeeetoin) =1
a

(1) <tlfs]....,tr(n)[s]>é,ﬁn
(111) <5'ﬁ. f:n)(‘{ti&[a]"”'tﬁn).)ES] )> € QB

-& @&
(v) <n [s1, ( fr(n)[tl,....trln)]) 51> € @
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(v) & =an fr(n)(tl....,tr(n]) s)
(vi) @ i:(ntl...tr(n))*m L&l

Por tanto, este caso estd Justificedo. Los restantes
casos de la induccidn no ofrecen ninguna dificulted. Unicamente,en

el caso © = Ixy s8 ha de tener en cuenta que
A M M
( 3xy ) = 3x(Mxa ¥ )
Yy que A= MG3 .

Establecidos, pues, los dos lemas, observemos que, por
el lema 1, r‘ es finltamente satisfacible en o‘fK_ y , por el
lema 2, \"‘ no es satisfacible en .,sz . Esto es lo que era preci-

so Justificar.

S6lo queda por eliminar la restriccidn de que U- TK
sea relacional. Supongamos gque este no es el caso, Sustituimos cada
constante ¢ de T- TK por un predicado monddico Pt3 y cada
signo funcional n-4dicoc g de T~ TK por un predicado n+l-&dico
F'g « Sea _rr el tipo de seme janza cbtenido a partir de T &l
sustituir cada constante y cada signo funcional de T- TK por

los correspondientes predicados, que podemps suponer que no estém

en v . Definamos,

= v d eT-T
o, Ix Px A xy(chA Py —> Xx&y ) para cada c Tk

S = VX aaaxn aypx

2en L -] P
% 1 g*1 x Y A Vxl xnyz( gx

1n . -xny N

n ngl'”xnz —> y X z), para cada signo funcional n-édico g€ T- TK.

sea & el conjunto formado por estas sentencias. &
es recursivo si T es recursivo.

A cada modelo O\ de tipo T corresponde un modelo G\r

de tipo Tr definido por

- Ar == A

. 6

- Pc = 'lcm"g para cade c € T - TK .
or

- P@ - g para cada g ¢ T-T



ar &\
- 8 = 8 para cualquier otro signo se& T .,

g1 O3 es un modelo de tipo ol y QA €, hay
un modelo &\ de tipo T tal que & = QF ., Mediante el método
usual de eliminacidén de constantes y signos funcionales podemos
obtener una traduccidn G? a tipo t'r de cualquier sentencia

G~ de tipo T , de maners que para cada modelo (\ de tipo T
> o r
W o siysflosi f\ o .

Definamos entonces,

L

Z = \crr : cre:il‘ vd .
Se verifican los siguientes puntos :

]
(1) Z. es recursivamente enumerable y , por tanto, poses un

conjunto recursivo de axiomas.

(11) E1 tipo de semejanza v7 de Z tiene la propiedad de

que 'rr - Tk es relacional,

1
(111) S es finitamente satisfacible en -fk y Pues Z loes,

\
(iv) £  no es satisfacible en -fk , pues 2. no lo es .

Usando ahora la parte ya establecida del teorema, conclui-

mos igualmente que la clase J de las estructuras finitas es RPC

en qu . Esto justifica, entonces, el teorems 19,

20. Teorema
Para cada K-1ldgica de tipo de semejanza finitn,,Z; :

81 S K es recursivamente enumerable pars vaelidez, esntonces .Z:K

es recursivamente compacta.

Prueba:
El argumento es andlogo al del teorema 15, pero usando

ahora adicionalmente el tsorema 19.

Supongamos que ufK es recursivamente enumeraeble para

validez pero que 'JfK' no es recursivamente compacta. Por el teorema
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19 tenemos que la clase de les estructuras finitas es RPC en ;fK.
Hay, pues, un tipo de semejanza finito v que contiene un predi-
cado monddico V  y hay una sentencia & de tipo T con las

siguientes propiedades:

(1) En cada K-modelo S\ de 6§, v® es finito y no vacio,
(2) Para cada n%1, hay un K-modelo ©\ de & en el que \VI\- [ T

Por el teorema de Trehtenbrot citado en el teorema 15,
hay un tipo de semejanze finito y relacional Tb y Que podemas
suponer disjuntoc de T , en el que el conjunto de las sentencias
verdaderas en todos los modelos finitos no es recursivamente
enumerable,

Como en la prueba del teorema 15, podemos Jjustificar

que para cada seﬁtencia g de tipo Wb i

(%), o es verdadera en todos los modelos finitos si y s6lo si
v
hK(S“—qc.) [

Dado que de es recursivamente enumerable para validez,
el conjunto de las sentencias védlidas en ,zk del tipo de semejanza
TuT es recursivamente enumerasble. Peroc en ese caso también lo

0
es el conjunto

‘Ec'sc"'ssdatipo o Y \=—K_[&a—'>crv)7§ ‘

De acuerdo con (% ), este es el conjunto de las sentencias de tipo

T gue son verdaderas en todos los modelos finitos y, por tanto,

no es recursivamente enumerable.

Asi pues, es contradictorio admitir que ,ng as

recursivamente enumereble para vaelidez pero no es recursivamente

compacta.

2l. Corolario
Para cada K~ldgica des tipo de seme janza Finito,ufk :

de es recursivamente snumerable para validez si y sdlo si

de es recursivamente enumerable para consecuencia .



Prueba: por los teoremas 20 y 16 .

22, Contrae jemplo

Hay una ldgica qu» de tipo de seme janza recursivo Tk
que es recursivamente enumerable para validez pero no es recursiva-

mente enumerable para consecuencia.

Prueba:
Ee trata de una versidn de o -1l6gica ., Ha sldo introdu-
cida en IY.5.3 . Su tipo de semejanza es TK = {cn i new‘]

y la clese K se define por :
K = {_G\: A = ‘I{S : newy H .
Por tento,
0\ es un K-modelo si y sélo si U@ = {ci\ : n&uﬂ; .
Veamos en primer lugar gque
(1) ‘{K no es recursivamente enumerable para consecuencia.

De acuerdo con el teorema 15, basta con mostrar que
L K no es recursivemente compacta. Pero esto es obvio, puss si
C es una constante distinta de las de ¢, inewi, el

conjunto de sentencias
{Ub}u{-—-ca—:cn t new
es finitamente satisfacible en _fk pero no e8s satisfacible en °£k°
Veamos a continuacidn que
(2) ‘(K. es recursivamente enumerable para validez.

El motivo as que la ldgica de primer orden es recursiva-
mente enumerable para consecuencia y que en todo tipo de semejanza

¥ , para cada sentencia o de T

[*)i |=K°" si y sd6lo si {Ucn : n&w\!\:‘r' .

Para sstablecer (% ), supongamos primero que o es
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consecuencia en primer orden de 1 Unn t new?d vy veamos que Fﬁ'“- .
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Sea O\ un K-modelo arbitrario ., Dado que para cada né&o ,

A= Ul:’_l , tenemos que ®\ o, Ast pues, l(——K G -

Ahora supongamos que C gg K-v&lida y veamos que
‘tUcr| : newl= o , sea O\ un modelo de -ltlcn : ne w3} . Mostra-
remos que &\ EG , Por el teorema de LBwenheim-Skolem, hay un
modelo % numerable tal que M =@  (podemos suponer gue el
tipo de semejanza T de O\ es numerable dado que en < no hay
més que un ndmero finito de signos ) . Bastard, pues, con establecer
qgue % =0, Sea m un ndmero natural tal que

para cada k> m , Gk no estd en o ,

Definimos un modelo L. de tipo T por

- C=8B
L &
- rar para cada signo re ‘t‘-\r:k s komy

|
- ¢ = b
(

k para cada k> m , donde {bn - net.u‘

kem )-1

es una enumeracidn aerbitraries de UG5.

£
Asi U = i_c: :116L~>} , de manera que L es un K-modelo .
Como & es K-vdlida, . & . Pero B = C y para cada signo
r que aparece en & , er“ rt , de  modo  que O} ko,

Esto justifica (%) y el punto (2) .

Obsérvese que este e jemplo muestra también que en los
teoremas 19 y 20 la restriccidn de que 'TK sea finito no ss elimi-
nable,

Una dltima elaboracidén del teorema de Craig-Veught nos

proporciona €l siguiente resultado:

23. Tecrema

Bi wfk es una légica de tipo de semejanza finito Tk y 2. es
un conjunto recursivo de sentencias de tipo de semejanza finito T ,
hay un tipo de semejanza finito T' que extiende a T y posse un

Predicedo monddico M y hay una sentencia o= de tipo T' tal que



{(?ZFEKF} -%(9: @ es de tipo T yCTFEU{-‘M]f %
Prueba:

Modificemos la teorfa ) del teorema 13. Los grupos
de axiomas A y B son finitos dado que T es finito., Como 2 es
recursivo, hay una férmule ﬁlbz(x) que representa a los ndmeros
de GUdel de las sentencias de S en Al-All., Admitimos ademés gue

tFé[x],]:- Nx . Cambiamos entonces el grupo C de axiomas por

los siguientes:

Grupo C de_axiomas_de é .

Cl, Vx({ (&_(x) —>  Vx)
C2. Vxy(ASIG x A Vy —> SAT x y )

Dado que no hemos modificado los grupos de axiomas A y B, -

tenemos, como en el teorema 13, que

Lema 1 Para cada sentencla K de tipo T, & g(v g — t?M) .

Los slguientes lemas difieren de los del teorema 13,

Lema 2  Para cada e Z ,A¥F (PM .

Pues, si L(:E.Z , tenemos D\ F(P["
=,
D = Vr&‘S‘ . Asf, el lema 1 proporciona el resultado.

fﬂ) y 4 por Cl1,

Lema_3_ Para cada K-modelo (% de Z hay un K-modele € de &
a
tal que (O Pr)imw = 63
La prueba es andloga a la del lema 3 del teorema 13,

o\ se define como allf se indica, con la salvedad de que ahora

03 es unmodelo de Z y no de un subconjunto finito de 2
Y gue ahara ponemos
Ve {e8(¢p) 1peZ. §
Sea, entonces, & la conjuncién de los axiomas de D

Yy veamos que o~ cumple las condiciones requeridas.

(1) si ( es una sentencia de tipo T tal que Zti- © y &

8s un K-modelo de & , tenemos, por el lema 2, que para cada
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\VGZ ; m\:"\’m . Por el grupo B de exiomas de 4\, tenemos que
M as T-cerrado y que ' 2 y° . Ast, (6 [“r)\ M es un
K-modelo de 2 ¥, por tanto, (C\T T]\Mm ¢ . En conclusidn,
S\ = ‘PM + Esto justifica que si Z'\—'R ¢ , entonces o F ‘?M

para cada sentencia L? de tipo T .

(2) 81 ¢ es una sentencia de tipo T y ol ¢ M y & es
un K-modelo de < , tenemas, por el lema 3, un K-modelo N\ ge
S~ tal que (G’\"T)\Mc‘- 6% . Entonces G\F‘-(?M y , por
tanto, SV &= P . Esto muestra que si 6 (PM ; entonces

K
Zi?- b 4 y Para cada sentencia (e de tipo T .,

De (1) y (2) se sigue entonces que

{LP:Z\?-CP} - {(f- ‘fb es de tipo T vy C!‘F:I-< (PM} .

Para finalizar el estudio de las diversas formas de los
teoremas de compacidad y completud para K-ldgicas, ofrecemos unos
e jemplos que muestran que ciertas combinaciones da brnpiEdadea

pueden tener lugar.

24, Ejemplo.

Hay una légica de tipo de semejanza finito TK

K
que es recursivamente compacta pero no es (w-compacta.
Prueba:

El tipo de semejanza 'TK conste de los signos de la
aritmética 0,S,+ ,* ,& . Laclase K estd formada
por los modelos de la aritmétice de Peano que no son slemental-

mente equivalentes al modelo

N =<, 0,5+, ,<?.

Los axiomas de la aritmética de Peana, AP, estén
detallados en el apartado de notacién. Recordemos que la teorfa
completa de ndmeros , TCN, es el conjunto de las sentencias wverda-

deras en "q .
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Asi pues, pera cada modelo O\ de tipo TK §
NeKsiysslosti Q\E=ar vy @l;é-TDN .
(1) at.pK no es ‘J-compacta.

El conjunto de sentencias TCN v {Vx Ux‘; 88 numerabls
pero no ss satisfacible en J.K . Veamns que, sin embargo, es finita-
mente satisfacible en giK . Esto justificard el punto (1) . Bea Z
un subconjunto finito de TCN . Mostreremas que Z. L iVx Ux]
tiene un K-modelo. AP UL 2. es un conjunto recursivamente
enumerable de enunciados y N = aAPuZ « Asf, por el
teorema de incompletud de G8del, hay unea sentencia o de tipo TI(
tal que

N = o pero apvZ o
Entonces APuZul—o } tiene un modelo &\ ., como O\E AP
y O\ —-oc , O\ & K, Sea 6\" la expansién de O\ al tipo
rKu{u-'ﬁ en la que Um‘ = A , Resulta entonces que 6\ es
un K-modelo vy G\itz‘ ZU{Vx Ux § . Esto es precisamente lo que
habfa que Jjustificar,

(2) o{K es recursivamente compacta.

Sea 2. un conjunto recursivo de sentencias de un
tipo de semejanza recursivo T y supongamos que 3. es finita-
mente satisfacible en ..z’K . Mostraremos que £. es satisfacible
en .{K o« Sea /A el siguiente conjunto de sentencias:

(1) Lpu para cada (p € AP

(11) vo
(111) Vx(ux —» U Sx)
(iv) Wxy(UxaUy —> U xdy AU xey )

Obsérvese que en todo K-modele O\ se tiene O\ D,
Por tanto, & U I\ es satisfacible ( en primer orden ) ., Defina+

' mos:

™ .{G-;Zua\—_-_c-“ y o es de tipo TKH» 5

Como Z VU & es recursivamente enumerable, | también
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es recursivamente enumerable, Pero ademds | es satisfacible (en

primer orden ),pues Z UMD loesy si ) es un modelo de Zuvlh,

U es T cerrado y (&t TK)\ u® =1 . Entonces, por

el teorsma de incompletud de GH#idel, hay una sentencia ¢ de tipo
e tal que

K
N Eo pero T %G‘ .

En ese caso Zuﬁ =3 cr'U , de manera que 2. vAuvi- G'U?l tiene

un modelo & . Como G5 E=A , U™ es f-cerrado en G vy

(P = ap L Pero ademss (B [ T )\ ~o ,

pues 0‘3|=—tc'u . Asi (& “TK)l u® ek y , por tanto,
6% es un K-modelo de 5. . Esto establece el punto (2).

25, Edamelo

Hay una ldgica °{K ,de tipo de semejanza finito Tk y

que es compacta pero no es recursivamente enumerable para validez,
Prueba:

El tipo de semejanza 'rK es, como en el ejemplo
anterior, el tipo de semejanza aritmético. La clase K estéd forma-
da, en este caso, por los modelos selementalmente equivalentes

a N , esto es,
kK =10: =W} .
Obsérvese gue , en ese casa,
M ek si y adlo si G\r:ch :

sea D el siguiente conjunto de sentencias:

(1) \PU para cada  (p&TCN ,

(i1) wuwo
(111) Wx(ux — USx)
(iv) Wxy(UxaUy —> U x¢y nlU xey )

Resulta entonces que para todo modelo o\ .

O\ es un K-modelo si y sélo si O\ =D,
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Por tanto, pare cada conjunto de sentencias <&
Z  tiene un K-modelo si y sélo si Z uD tiene un modelo .

De aqui que afK sea compacta. Si de fuera recursi-
vamente enumerable para validez, seria recursivamente enumsrable

8l conjunto

i & Vx Ux fi & y © esde tipo 7 } 8

Pero este conjunto es precisamente TCN , gue no es recursivamente

enumerable, Por tanto, QfK no es recursivamente enumerable para

validez.

Obsérvese que una situacién andloga se da con cualguier

clase de modelos de la forma
K = { S: B}

si la teoria completa del modela 6\ no es recursivamente

enumerabls,



NOTAS AL CAPITULO IT

Los resultados de este capitulo son originales en
su totalidad . En los teoremas 7,8 y 9 se adaptan pruebas
establecidas para resultados andlogos de ldgicas abstractas, pero
en el resto no hey resultedos paralelos de los que tengamos
noticia . Un teorema de Craig & Vaught ( véase Craig & Vaught

(1958)) bha sido fuente de inspiracién para numerosos resultados.
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CAPITULO III : COMPACIDAD EN 11-L0OGICAS

1, INTRODUCCION

1.1 Ya hemos podido observar alguna difersncia entre 4Y\-lé6gicas
y K-l6gicas en lo que atafie a compacidad : las ™ -légicas

W -compactas son precisamente aquellas en las que <04,4'5 es
RPCg , Yy esto no es asf para K-légicas en general (véase II1.B
y II.1l1 ). Es naturel, por tanto, dar un tratamiento especifico a
las Ml -18gicas e indager si existen mds diferencias interssantes,
En 1II.24 se ofrecid un ejemplo de una K-ldgica recursivamente
compacte ‘pero no > -compacta, pero no se trataba de una YW\ -ldgica,
Este capftulo surgié de la pregunta acerca de si existen TH-1légicas
con tal propiedad. La respuesta es positiva y conduce & carscteriza-
ciones de (v -compacidad y compacidad recursiva para T\ -ldgicas

asociadas a modelos numerables.

1.2 51 Y\ es una estructura finita, la ldégica J:?n es
compacta y, por tanto, no hay nada que investigar en lo gue respectea
a otras versiones méds débiles de compecidad. Exponemos a continuacidn

el argumento que muestra que si Y\ es finita, gz;?‘es compacta.

See I\ 1la teorfa completa de YN , es decir, el
conjunto de sentencias de tipo T, verdederas en YW , y sea [

el siguiente conjJunto de sentencias:

(1) LPU pera cada ¢ & D .
(11) 3 x ux
(111) uwc para cada constante c € T_ .

(iv) Vxl...xn(Ux Nooo AU —> U FX eaex ) para cada

1
signo funcional n-ddico f& T4 o

Dado que ™\ es una estructura finita, para cada modelo-

S\ de tipo THT\ :

(3 B=14! si y sé6lo si A= D



Por tanto, para cada modelo ) .
€\ es un M-modelo siy sdlosi S\ &=T
Asf, para cada conjunto de sentencias 2. ,
2. tiene un M-modelo si y sélo si 20T tiene un modelo.

Entonces, si Z es un conjunto finitamente satisfacible
en di;rl' ZoM s finitamente satisfacible (en primer orden ).
Por compacidad de primer orden, £ 0 tiene entonces un modelo,

Pero en ese caso, 2. tiene un ™M -modelo . &£

es, pues,

compacta,

1.3 En el caso de estructuras infinitas, la situacién es
muy distinta: si M es una estructura infinites de cardinal v ,
entonces la ldgica .x;“ no pueds ser p-compacta para ningun
cardinal QY v , La razén es que, si las constantes {c,\ ”\“V‘j‘

no son de 7., , el conjunto de sentencias

{—ﬂc,‘&‘ cg : \14s)<t4} U'llJtr.,,‘ ine ‘41
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es finitamente satisfacible en 5Z1T\perc no tiene ningdn 111—madela.

Por tanto, si tT\ es un modelo infinito de cardinal w , todo
1o que podemos aspirar a obtener es una ldgica dﬁ?\ K-compacta .
A la vista de esto definimos:

1.4 Definicidén : Modelo compacto
Si Tr1 es un modelo infinito de cardinal w ,

MM es compacto si y sdlo si 6%11 es w-compacta .

Resulta més natural formular ciertas propiedades en
términos del modelec TY\ que en términos de la légica 'd%T\'

Usaremos frecuentements las siguientes definiciones:

1.5 Definiciones

(1) ™M es w-compacto si y sélo si .{’\'T\ es K-compacta .



(2). "M es recursivamente compacto si y sélo si T\ es

recursivamente compacte,

1.6 Obsérvess que, de acuerdo con estas definiciones, un
modelo infinito YY\ de cardinal k es compacto si y sélo si

es W -—compacto,

1.7 La cuestidn gue parece ser interesante es la de determi-
nar qué modelos son compactos. En los préximos apartados se darén
algunas respuestas. Obsérvese que es natural restringirse, a estos
efectos, e considerar modelos TY\ cuyo tipo de semejanza T,
tenga, a lo sumo, la cardinalidad de YY\ , pues todo tipo de

seme janza considerado debe incluir a T

Veremos que los modelos compactos estdn muy relacionados
con los modelos saturados. En el préximo apartado recordaremos la
definicidn de los modelos saturados y expondremos los resultados
necesarios para este capftulo. Los teoremas que obtendremos muestran
gue los modelos numerables compactos son los modelos numerables
saturados y que los modelos numerables recursivamente compactos
son los modelos numerables recursivamente saturados.Pero en el
caso no numerable ya no se da este paralelismo : si bien todo maodelo
no numereble y saturado es compacto, hay modelos no numerables y

compactos que no son saturados,

1.8 Estableceremos ahora un lema que contribuird a simplifi- _

car las pruebas posteriorss. Tiene que ver con lo siguiente: conside-

remos una estructura TY1 y un conjunto de sentencias Z: que

es finitemente T\ -satisfacible. A efectos de probar que Z. es
T -satisfacible es, a menudo, deseable poder suponer gue

2. ¥ Vx Ux , de manera que en todo modelo O\ de Z. ocurra

o A y, ast, O = G6\| u®', El lema justifica que siempre

se puede sfectuar esta suposicidn sobre i; a efectos de establecer

la compacidad de 111. Ofreceremos despuds una versidn recursiva

del mismo lema.
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1.9 Lema

Supongamos que m es una estructura de cardinal infinito % vy
gue P es un cardinal infinito tal que \'rh_eév. 4% ., Bajo estas
hipdtesis:

§i todo conjunto Z. de £ M sentencias que verifica Z. = Vx Ux
y. es finitamengg TN -satisfacible es 1¥\-satisfacible, entonces
m es M-compacto.

Prusbha:

Supongamos que Tt , w vy W verifican las condiciones
indicadas y que T es un conjunto de a lo sumo W sentencias
finitamente Yt -satisfacible., Mostraremos que T es 7T\ -satisfaci-
ble.

Para cada signo re=1h%JhJ§ escogemos un signo distin-
to r' no presente en el tipo de semejanza Y de T ( una
constante si r es una constante, un signo funcional n-&dico si r
es un aigno funcionel n-&dico y un predicedo n-é&dico si r es un
predicedo n-&dico )., En particular, U' es un predicado monddico
nuevo correspondiente a U . Sea f un signo funcional monédico que

no aparecs en Tuir': reTy,t vy definamos,
™™ e Tu{ir' :re Tmu'lu\];u{f} :

Para cada sentencila %3 de tipo T s8a C?‘ la sentencia
de tipo T' obtenible al sustituir cada signo r de Tth{UR
presente en (f por el correspondiente signo r' , y sea

T =d¢: peT] .

Sea rﬂ 8l conjunto de sentencias de tipo < que expre-—-
san en cada.madelo O\ que U'En estd cerrado respecto al tipo de
semejanza |r': reTy,t vy aue £S' es un isomorfismo entrs &\ P

.m
y (QATir': rett)iu . Concretasmente, [ ' consta de las

siguisntes sentencias:

(1) ue para ceda constante © & Ty, «
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1 . ' .
{11) Vxl...xn(len ses A an — ! GXqeeeX ) para cada signo

funcional n-édica g € T, &
(i11) Vx(Ux «—> 3y fy = x )
(iv) Wxy( fx = fy —> x =y )

]
(v) Vxln..xn( Hxl...xn <> R f‘xl...f‘xn ) para cada
predicado n-ddico Re T

[ ]
(vi) Vxl...xn( f ox ceeX o= gfx ...fxn ) para cada signo

1
funcional n-8dico g e Tm

1

(vit) fc = ¢! para cada constante c &€ T .

Sea, finalmente,
Z . T'uTy vk ux} .

De este modo, 2 es un conjunto de <% |-l sentencias de

tipp *' y Z B Vx Ux . Veamos que
(1) Z es finitamente T -satisfacible.

Sea /N un subconjunto finito de 5 y sean

lf’l""' ﬁom las sentencias de T tales que

Crreerpn €D
Por hipétesis, ( ¢, ~..on@ )  tiene un TM-modele &\ , como
|U&| = K , tanemos que w -‘E 1A\ . El teorema de LBwenheim-
Skolem-Tarski descendente nos garantiza que €\ tiens una
subestructura elemental &% de cardinal w vy tal que us < B.

Por ello
(&1, MW" = (& pg )€

y, en consecuencia, G5 es un TV -modelo de (Pyreeen e )
de cardinal W , Como IU(’]B- K , hay una biyeccidn F entre
B y us

Definimos un modelo T de tipo T' mediante las

siguientes cldusulas:

(1) c = B
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(11) u“ = ¢

(141) R" = { <Byseserm vy i <F(al),...,F(an]‘> ene";

para cada predicado n-fdico Re 7, .

(1v) 8" = {<apenn v s g (<Flay)yeensFla ) >) = Fla )}

para cada signo funcional ni‘;zicu g€ Ty, o
(v) " = F_l[c&] para cada constante c & TR, .
(vi) r'S e S para cada signo r e T.,%{U’; E
(vit) £~ = F
(uiii] rt' = rGL para cualquier- otro signo r de T .

Obsérvese que cada signo re T, U iUl se interpreta
en 0> del mismo modo que el correspondiente signo r' en L .

Por tanto, para cada sentencia LP de tipo T ’

6 ¢ siysslosi L \::(?‘
y asi
Et:((f’;_n...n({br:‘) .

No tiene ningune dificultad verificar que las restantes
sentencias de [\ tembién son setisfechas en L . Ademds . es

un M -modela, pues
(TP )l Ut - trwml,{(csrrm)\u&.
Asf{ pues, L es un ™ -modelo de A . Esto Justifi-

ca el punto (1) .

Como Z. = Vx Ux y {Z| ¢ x, se sigue de (1) y
de la hipétesis del lema que . es T -satisfacible, Veamas

ahora que

(2) T es M -satisfacible.

Dado que . es M -gsatisfacible, hay un ™ -modelo
O e = . Construimos ahara a partir de ® un modeloe &\

de tipo Y como ss indica a continuacidén :



(1) A = D
(i1) e »® para cada signo r e T, u {U}
[iii) rS\ - r® para cualquier otro signo r & T .

Como todo signo re7, ViUY se interpreta en O\ del
mismo modo que el correspondiente signo r' en @ , tenemos

que para cada sentencia  de tipo T ,
N B¢ siysflosti Oeg' .
Entonces O\ E=T , pues Q & = y {Lp‘:tpe T}E-_i.

Pero ademés O\ es un TN -modelo, pues U'® estd cerrado en
& respecto al tipo de semejanza ’lr' : r&T,m\) y % as

un isomorfismo entre

® Mty v (O MNrere,DIV®,

en cuyo caso US' es Tﬁcerfada en &Y y
(O]t )™ = (O r't ret} MU A ® 1= () 1 M.

Asi pues, Gl es un M-modelo de T . Esto Jjustificae
el punto (2) y el lema.

1 o 10 LEma

8i ™\ es una estructura infinita de tipo de semae janza recursivo
y todo conjunto recursivo 2.  de.sentencias que es finitaments
T -satisfacible y wverifica 3. F= VxUx es TN -satisfacible,

entonces T\ es recursivamente compacto.

Prueba:

La prueba es paralela a la del lema 1,9 . E1 tipo de
seme janza T' se puede suponer recursivo y , por hipétesis,
8l conjunto de sentencias T es recursivo. Entonces también son
‘recursivos 1 y 2. . Los argumentos son, por lo demés, los

mismos,
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2. MODELOS SATURADOS

Este apartado estd destinedo a definir ciertos conceptos
de teorfa de modelos que serdn usados en el resto del capftulo, La
terminologfa se cifie a la utilizada en Chang & Keisler (1977) .
Asimismo pueden encontrarse en el mencionado texto todos los teoremas
que exponemos aqui Yy sus correspondientes pruebas. También son
pertinentes a este respecto Chang (1973), Vaught (1961)

Sacks (1972) . Para la saturacién recursiva véase Barwise (1975)

Barwise & Schlipf (1976) y Schlipf (1978) .

2.1 Definicidn : (w=saturacién .

Un modelo €\ es w-saturado si para cualesquiera
8144098 € A, todo conjunto de férmulas 2. (x) del tipo de semejanza
de <&\ 1B pees .an} consistente con Th(< 8\ LI 8y )

es realizado en <\ ,al....,an$ .

Informalmente hablando, en un modelo (o -saturado OV
toda propiedad no contradictorias y expresable nombrando a lo
sumo un némero finito de elementos de A es poseida por algin

elemento de A .

2,2 Definicién: W ~-homogeneidad .

Un modele &1 es ) -homogéneo si para cualesquiera

ﬂl:---uan.bl,....bn & A tales que
<© 51'---,Bn> E. <® bl'lll'bn>
Yy para cualquier a € A hay un b & A tal que
<A al.....an,a\} = L&\ bl....,bn,b3 i

En particular, se entiende que para cada a€&€A hay

un b & A tal aue

<Q gy = <B\b>

2.3 Definicidn : Lui-uniuersalidad .



139

Un modelo O\ es (Lﬁ-uniuersal si todo modelo

numerable 0% = G\ es elementalmente inmersible en G\
esto es, @; l.-.‘< m .

Los modelos G)l—universales son modelos grandes, en el
sentido de que poseen dentro de sf subestructuras elementales que
representan todos los tipos de isomorfia de los modelos numerables

de su teoria completa.

é.d Lemas
(1) si O\ es un modelo numerable y de tipo de semejanza numerabls,
€\ es w -saturedo si y sélo si 6\ es Gs-homogéneo y W) -universal.

(2) Hay modelos numerables y de tipoc de semejanya numerable que

son wl-univarsalas pero no son W-saturados.

(3). Hay modelos numerables y de tipo de semejanza numerable que

son (D -homogénepos perc no son O -saturados,

2.5 Ejemplos

(1) €1 models [N = <w, 0, §,*,+,4 » es &-homogéneo,
pero no es Oul-univaraal ni .y -~gaturado. De hecho, no hay
ningdn modelo numereble de la aritmética de Peano, AP, que sea

1) h.)l-universal .

(2) Todo modelo de la teorfa del orden denso sin extremos es

(v =gaturado,

(3) E1 modelo w3, <™y &8s w-homogéneo pero no G-saturado,
Su teorfa complsta posee un modelo numerable G-saturado ( su
tipo de orden es <+ (0 +w }V\ ) vy un modelo W ~homogéneo
no isomorfo a {tu, < Y que tampoco es ) -saturada, (su tipo de

orden es W+ (*+ w) ).

(4) Todo modelo numerable de la teoria de los cuerpos algebraica-

mente cerrados de caracterfstica nula es (W-homogéneo,
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2.6 Lemas

(1) 81 T es una teorfa consistente de tipo de semejanza numerable
y para cada n € W hay s8dlo un ndmero numerable de conjuntos méxima-
mente consistentes de férmulas 2 (x{1eessx ) consistentes con T,

entonces T posee un modelo numerable (w-saturado.

(2) En particular, pues, si T es una teorfa consistente de tipo
de semejanza numerable y hay sélo un nidmero numerable (salvo isomor-
fia ) de modelos numerables de T, T tiene un modelo numerable

(w ~gaturado,

(3) Todo modelo numerable de tipo de semejanza numerable posee

una extensidn elemental numerable y s -homogénea,

(4) Cualesquiera dos modelos numerables (v -saturados y elemental-

mente equivelentes son isomorfos,

2.7 Observacionss

Los conceptos de o -saturacién y y-homogeneidad
son un instrumento indispensable en el estudio de los modslos
numerables de las teorias completas. Pero, ademé&s, han contribuido
a uniformizer muy diversas pruebas de resultados clésicos des teoria
de modelos,

Estos conceptos poseen una versidn generalizada a
otros cardinales y, en el caso de la W -saturacidn, una versidn

recursiva. Las exponemos & continuacidn.

2.8 Definicidn: Saturacidn recursiva

Un modelo C;\ de tipo de semejanza recursivo es
recursivamente saturado si para cualesquiera al,...,an & A
todo conjunto recursivo de férmulas 2_(x) del tipo de semsjan-
- za de <K\ LI ,an) consistente con  Th({ &)\ 8 reees8 Y )

es realizado en <\ Byreess@ - 2

2,9 Lemas
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(1) Todo modelo recursivaemente saturado de tipo de semejanza

recursivo es (W -homogéneo,

(2) Todo modelo numersble de tipo de semejanza recursivo posee

una extensidn elemental numersble y recursivamente saturada.

2.10 Dbservaciones

De 2.9 (2) se desprende que toda teorfa consistente
de tipo de semejanza recursivo posee un modelo numerable recursivae-
mente saturado, Pero puede tener varios modelos numerables y
recursivamente saturados no isomorfos. No hay versidn recursiva
del teorema de unicidad 2.6 (4) ( aunque sf hay un cierto teorema
de pseudo~unicidad, gue aguf no usaremos, paera modelos numerables

recursivamente saturados ) .

La aritmética de Peano no posee ningdn modelo numerable
y O -saturado, pero sf posee modelos numerables recursivamente
saturados, Asi pues, los conceptos de W-gaturacién .y saturacidn

recursiva no coinciden para modelos numerables,

2.11 Definiclonss

Sea ¥ un cardinal infinito.

(1) Un modelo O\ es w-saturado si para cada subconjunto X
de A de cardinal menor que Kk , todo conjunto 2 (x) de
férmulas del tipo des seme janza de <O\ a >ac_ x consistente
con Th( <6l a >aex) es realizedo en <Q8\a ‘)a em

(2) Un modelo O\ es K -homogéneo si para cada ordinal § < W

y cualesquiera secuencias (aq (hwﬁa¢x de elementos

PAPR)
=5
de A tales que

= >
<8\ a’;),“% <G\bl1 h<s

'y cualquier a & A, hay un b& A tal que

{Qaead> = <&\b

k| V<s, '\b

55‘%



(3) Un modelo GO\ es K-universal si todo modelo (% de
cardinal menor que * tal que &= C\ yerifica: R 4 .
2.12 Lemas

(1) si el tipo de semejanza de &\ es de cerdinal & &
6\ es K -saturado si y s6la si O\ es ¥ —homogéneo y Kj;uniuersal.

(2) 81 O es un modelo infinito de cardinal wk y &\ es p-satura-

do, entonces K % P En particular, &\ no puede ser ® -saturado .

(3) 81 O\ es un modelo infinito de cardinal £ 2" y el tipo
de semejanza de O\ es de cardinal £ %, entonces G\ posee

una extensidn slemental de cardinal 2‘* que es Kj:saturada.

2.13 Obgervacidn

Como se indica en 2,12 (2), un modelo de cardinal

es a 1o sumo K-saturado, Esto justifica la siguiente definicidn:

2.14 Definicidn: Saturacidn

Un modelo &\ de cardinal & es saturado si es

K -saturado.

2.15 E jemelus

(1) 81 T es una teorfa Kk-categérica, el Unico modelo de T
(salvo isomorfia ) de cardinal w es saturado, En particular,
el modelo de cardinal CL& de la teoria completa de <w,0,5>

es saturado,

(2) 81 T es la teorfa de las relaciones de equivalencia con infini-
tas clases de equivalencia y todas infinitas, el dGnico modelo

saturado de T de cardinal . (salvo isomorffa) es el que cuenta

1

- con t»l clases de equivalencis y todas de cardinal LLi « 5in embargo,

T posee o modelos no isomorfos de cardinal .

(3) No hay ningdn modelo de la teoria del orden total que sea

saturado y tenga cardinel singuler. En particular, la teoria del
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orden denso sin extremos no posee modelos saturados en los

cerdinales Ncu’ ij: A :ws.'

2.16 Observaciones

Los :modelos saturados cumplen un teorema de unicidad
andlogo a 2.6 (4) . Sin embargo, la existencia de modelos saturados
es més problemftica que en el caso numerable, En 2,15 (3) se
menciona el caso de una teorfs que no posee modelos saturados de
cardinal singular. Pero incluso la existencia de modelos saturados
de cardinal regular presenta dificultades, y no siempre se puede
estaeblecer, Para ciertas teorias, como la teoria del orden denso
sin extremos, es precisa la hipdtesis generalizada del continuo
para garantizar la existencia de madelos saturados en todo cardinal
regular, De hecho, la existencia de un modelo saturado de cardinal

(. de la teorfia del orden denso sin extremos es equivalente

1
( en 2ZFC) a la hipdtesis del continuo.

2.17 Lemas

(1) Cualesquiera dos modelos saturados del mismo cardinal y

elementalmente equivalentes son isomorfos.

(2) Bajo la hipdtesis generalizada del continuo:

Todo conjunto de a 1lo sumo K sentencias que tenga modelos infinitos

tiene un modelo saturado en cada cardinal regular mayor que W ,

2,18 Observaciones

Los modelos saturados tienen miltiples aplicacionas en
teoria de modelos. A pesar de que en ocasiones su existencia
dependa de axiomas conjuntistas adicionales, las resultados que
se obtienen aceptando su existencia son, a menudo, independientes
de tales axiomas y se puede garantizar que son obtenibles también,

Posiblemente con mé&s trabajo, sin ellos.

Un sustituto de los modelos saturados, que no presanta

tantos problemas de existencia, son los modelos especiales, que
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definimos a continuacidén:

2.19 Definicidn : Modelos especiales.,

Supongamos que 8\ es un modelo de cardinal ¥ y que

I es el conjunto de los cardinales menores que WK , Entonces :

B es especial si y sdlo si hay una cadena de modelos QG\F\?&I

tal que

(1) 82 pANeI y p<\, entonces &\\"{‘6\\'

(11) O « ‘Hc\t‘

(111) Pera cada MeI, Sl es K saturado.
2,20 Lemas

(1) s+ &\ es un modelo de cardinal regular % ,

@\ es saturado si y s6lo si ©\ es especial

(2) Cualesquiera dos modelos especiales del mismo cardinal y

elementalmente eguivalentes son isomorfos.

(3) 83 X es un cardinal tal que W = sup {2H :pq\s"s y ()
es un modelo infinito de caerdinal 4 K cuyo tipo de semejanza es
de cardinal < X, entonces B\ posee una extensién elemental

especial de cardinal w .

2.21 Observacidn

La condicidn K = sup {2‘4 P M< \s} es satisfecha

por cardinales no regulares. As{, por ejemplo, :w y :wﬁ_ la

cumplen , Por tanto, la teoria del orden denso sin extremos si

tiene modelos especiales de cardinal :w y : wy
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3. MODELOS COMPACTOS NUMERABLES

En este apartado obtendremos una caracterizacidn de los

modelos numerables compactos: son los modelos numerables saturados.

3.1 Teorama
Todo modelo de tipo de semejanza numerable «s-compacto es tw—saturado.

Prueba:

Sea TV un modelo de tipo de semejanza 1}n numerable

y supongamos que ™ es (o ~compacto. Sean Birerer8 e M y

z (x) un conjunto de sentencias del tipo de semejanza de
{m al,...,aé7 que es consistente con Th['<111ai....,an“) ) .
Sean CyreeesC las constantes que en <?Yr\al,...,an‘7
denotan a Byreess8 ( estas constantes no son de 131\) « Hay
un conjunto 'zﬁ,(xl....,xn,x] de férmulas del tipo de seme janza

TTh tal que
Z(x) = & (CHPPRRRLINEY .

Sea {\Pm[xl,...,xn.x] : mé.u;}- una enumeracidn de ZE_[xl,...,xn,x]

y definamos para cada m& W

%/m[xl,...,xn,x) = ‘fo(xl,...,xn,x) N sveh (?m(xl,...,xn,x] "

Sea f un signo funcional n-é&dico que no aparece en T4

y definamos para cada mé&co,
e - Vxl...xn ( ‘Bx&fh(xl....,xn,x)~m§ jﬁ[xl,...,xn,fxl...xn )).
8ea, finalmente,
A - {em : mew}u{Vx ux} .
Veamos en primer lugar que
(1) A es finitamente TN -setisfacible.

Sea £§0 un subconjunto finito de /\ . Hay entonces

un me s tal que

AD < 'leu,..., Gm?| J iVx Ux& .
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»*
Definimos un madela Y\ de tipo de semejanza
{h{){ﬂ,f} por:
*
(1) MPT - M
h*

(11) u M

(1i1) Para cualesguiera biyesssb_ & M,
¥

a) si ‘n l‘-‘"-HX\J(JG(xl....,xn,x]Y_bl,...,bn—l, F[<b1,...,bnj>)

es arbitrario,

b) 84 j es el mayor fndice < m tal que

m = 3Ix l‘—'d(xl....,xn,x] [bl""'bn] "

podemos escoger un b &M tal que

Tm \'—‘-kiJJ(xl,...,xn.x] [bl,...,bn,b]

en cuyo ceso para cada i < j

ddi F"‘i—’i[x'ls"uxnnx) [bl,...,bn,b] .

y definimos
m*
f ((bl’lll'bn>] - b .

*
De este modo TV &= GE para cada J £ m , Como, ademds,
-

m
U= M , T es un M -modelo de D . Esto justifica el

punto (1) . Como,:por hipdtssis, ‘Y es w-compacto y D es

numerable, tenemos que
(2) D es M —satisfacible.

Hay, entonces, un Hl-modelo €\ de A , Resulta

asi que
((S\rvm)lmf‘- Q\fr,. v (O gl 2T,
Podemos suponser, pues, que
‘\"h = G\TT‘\"Y\ .

Por hipétesis Z.(x) es consistente con Thf<311.al....,ah? )

¥ 4 por ello, para cada mé& Lo,
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m t=-3x\\2m(x1,...,xn.x)[.al.....an] ;
Pero entonces, para cada m €co
&\
|ik Fk‘)m(xl"a.'xngx) [Bl'-o-'ﬂn, f ((al,-onganﬁ)]
y, por tanto,
&
ttk ‘=§(X1’ott'}(n,)() Y_al,....an,f (<al,.-.,an\>]_l .
Pero esto significa qus
&
<t oaseena S Z(x) [ Ficayinna >

Y y Bn consecuencia, gue Z (x) es realizado en <m al,...,an> .

Concluimos, entonces, que YY1 es w -saturado.

3,2 Corolario

Todo modelo numerable y compactn de tipo de seme janza numerable es

[ 3

saturado.,
Prueba:

Se gsigue del teorema 3.1 y de las correspondientes
_definiciones,

3.3 Teorema

Todo modelo numerable y de tipo de semejanza numerable (s -saturado

es Gu —-compacto,
Prueba:

Sea T un conjunto numerable de sentencias finitamente
"M -satisfacible, Por el lema 1.9 podemos suponer que T = Vx Ux

a efectos de mostrar que T es M-satisfacible., Definamos,
= ™ .
JAN Th(< a?a& o)

Para cada a &€ M , sea © la constante que en sl
a
modelo <lli[a‘> e M se interpreta como a ( estas constantes
a

no son de T,).

Veamos en primer lugar que :
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(1) TUD es finitemente satisfacible .

Sea ﬁBD un subconjunto finito de Tuwl Hay
entonces férmulas ‘pl(xl,...,xn),..... %}(xl....,xn] de tipo T,
elementos al,....an de M y un subconjunto finito TD de T

tales gue

AN o = iKP]_(call vee !Da

Jieeos (Pm[cal,...,c.an]‘[[u T

y <Mey , & Paleg rereity JAeeeh @ e, venery )

Como T es finitemente TY\-satisfacible y T §= Vx Ux ,
TD\J{Vk Ux} tiene un 1tl-modelo G\ . Dado que

™ &= Hxl...xn( qa[xl....,xn) A eee A %h(xl.....xn) )
b4

—

Qo= (O B T
resulta

S I—-—‘-Hxl-..xn[ (el(xl,...,xn) A eoni me(xl,..-.xn] ) .

Hay asi bl,...,bn € A tales que

m p ?l(xllel|xn) h.l. ﬂ?m[xl'lna'xn ) [bl'..'?hnj »
Por tanto, <Q1 bl....,bn> es un modelo de q] ., Bueda

asi establecido el punto (1) . Por compacidad de primer orden

tenemos entonces que
(2) Tuan tiene un modelo.

Como ToL A es numerable, por el teorema de L8wenheim-

Skolem , Tu A tiene un modelo numerable O% , Dado que

@R FET(<TMa? . )
resulta que
™M 4 G im
En 2.6 se puntualizé que todo modelo numerable de tipo de
seme janza numerable posee una extensién elemental numerable y
Cu -homogénea. Sea L. una tal extensidn de @ T ( donde T es

el tipo de semejenza de T, que, naturalmente, incluye a tn}liuk |
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Resulta que T =T vy que ( E[‘T,;“]lut' = U » pues
C EVxuUx ,.Com T es o-homogéneo, también
(3) Er'ﬁm es (o -homogéneao,
Pero ademés
(4) Tl T, es o, -universal .
En efecto, si O= L Ty ® es numerable tenemos
que O=®[Tmy asf ®= W1, Al ser "Y1 w-saturado vy

numersble, YT\ es o, -universal . Por ello & 4T\ . Resulta

as! que

DEIMA BRI AT Tm
y, por tanto, ® A L[ tm.
Esto justifica el punto (4) . Dado que, entonces, = | Tm
es > —~homogénea y cul-uniuersal , tenemos
(5) Tf Ty es (o -saturado .
| Por 2.6 (4) concluimos entonces que
(6) TMmY T
Por tanto, , T8 es un [N -modelo de T . Esto
concluye la prueba del teorema 3,.3.
3.4 Corolario
81 Y eg un modelo numerable de tipo de semejanza numerable,
Y\ es saturada si y sélo si TY\ es compacto .
Prueba:
Por 3.2 y 3.3.
3.5 Corolario
Si YY1 es un modelo numerable de tipo de semejanza numerable,

TN es @ -gaturado si y s6lo si Tl es Cu -compacto .

Prueba:
PD!" 3.2 y 3.3 L ]
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3.6 Observacidn

Formulamos de modo independiente los corolarios 3.4 y
3.5 debido a que expresan dos cuestiones relacionadas pero distintas.
El corolarioc 3.4 es una caracterizacidn de madelo compacto para
modelos numerables, Veremos en el apartado 5 de este ., capitulo que
esta caracterizacidén ya no se mantiene para modelos no numerables,
El corolaric 3,5 es una caracterizacién de modeloc ¢»—-compacto
para modelos numerables., Podemos ver ya que no es generalizable

tampoco a modelos no numerables.

3.7 Contrae jemplo

Hey un modelo no numerable y de tipo de semejanza

finito gque es w-saturado pero no es W —compacto,

Prueba:

Se trata del modelo ordenado <R ,< ? de los
nimeros reales. Como cualquier otro modelo de la teoria del orden
denso sin extremos, es w -saturado, Sin embargo, como se mostraré

en el préximo capftulo, <[R , <) no es <w-compacto.
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4, MODELOS RECURSIVAMENTE COMPACTOS

Obtendremos ahora una caracterizacidn de los modelos
numerables recursivamente compactos : son los modelos numerables
recursivemente saturados. De ello se seguiré sntonces la existencia

de modelaos numerables recursivamente compactos pero no W —compactos,

4,1 Teorsma

Todo modelo recursivamente compacto de tipo de seme janza recursivo

es recursivamente saturado.

Prueba:
La prueba es paralela a la del teorema 3,1 . Sea ™m
un modelo de tipo de semejanza recursivo T4y y supongamos que
es recursivamente compacto., Sean Byrees8 £ M y 2 (x) un
conjunto recursivo de férmulas del tipo de semejanza de
<™ ml,...,an7 gue es consistente con Th(< M\ gl,...,an‘> Y
Sean G, ye..yc las constantes que en <M al,....an‘) denotan

a al,....a ( y no son de 1;?‘) « Hay un conjunto recursivo

n
:QE (xl.....xn,x] de férmulas de tipo de semejanza ‘t“1tal que

200 = T (egreenioyin)
Sea {(Pm[*il."'°'x'r\'x) H mem} una enumeracidn recursiva de

__‘5_ [xl,...xn,x ) y definamos para cada meEw ,

&Vm(xlgatn|xn'x] = ?D[xl,.-.,xn,x)ho--'ﬁ (Pm(xlglll'xr"x) .
Resulta entonces que {k‘Jm(xl,...,xn,x) : me.L.uTg
es un conjunto recursivo de férmulas. Sea f un signo funcional

n-&dico que no aparece en T4y Y sBa, para cada me€ w

em = Vxllanxn( aijm(xlgtonpxn;X) —_— Ym(xl..-..xn,fxlu.xn);]

y A-{Bm :mews} .

I\ es,entonces, también recursivo. Como en el teorema

3.1, se muestra shora que 2\ es finitamente “I\-satisfacible.
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como “M\ es recursivamente compacto y D es recursivo, se obtisne
gue A  tiene un M-modelo 8\ . Como en 3,1, se puede admitir

&
que QPG = YY1 | Entonces ((al,....an‘> ) realiza Z (x)
en <M al,...,an7 .

Exponemos a continuscidn un lema que contribuirs a

abreviar las pruebas posteriores.

4,2 Lema

Supongamos gque:
(1) AY\ es un modelo de cardinal ¥ .
(2) {Elg : § < k] es una enumeracidn sin repeticiones de M .

(3) T s un conjunto de sentencias de un tipo de semejanza T

(que incluye a ofu} ) tal que ITi¢k ,y THE VxUx.

Tm
(4) C= ﬁc? : §< Y} es una coleccidn de constentes distintas

que no estdn en T ,

(5) {6‘% § < K } es una enumeracidn de las sentencias del tipo

de semejanza T u C .

y supongemos que obtenemos una sucesidn <bg‘);‘Kde elementos

de M y una cadena 4';Ts'7‘_s Kde conjuntos de sentencias ( se
<

entiende que 1‘-,.l o Ti para y «g < w ) con las siguientes
propiedades: .

(6) T,o=T.

(7) Para cada g <% , Tg es un conjunto de sentencias de tipo

de semejanza T U {_c,,‘ : W £ 2:5% vy para cada sentencia & de

tipo v, U {a.] :h& 25) tal que T
<M b.‘)“_ézg
donde se entiende que en <M\ b.1>,1 PR cada constante c,

denota a bq .

(8) Para cada < <K, ag - b2_§.
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(9) Pera cada §<w, 63 & T,y o bien o €T, -

(10) Pare cada <k sioie T o = 3Jx (e(x-), hay una

w7 S5
constante c€C tel que (P( Je $44 °

Bajo estas hipdtesis, T tiene un *M -modelo.

Prueba:

Sea Th.= LJ T A T& es un conjunto de sentencias

de tipo T v C. Por (58) y(9) T,  esuna teorfa completa,

+

Ademds, por (10), T, tiene ejemplificaciones en C . Por (7)

obtenemos que
(11) Para cada sentencia o de tipo TrVUC tal que & € T
LN by I
entendiendo que en '(111 bq ek cada constante °1 denota a bq .

De (11) se sigue, en particular, que T, es consistente,

Por tanto, T tiene un modelo €\ en el que A = {cs.? in < p,}

28
Como TD-T' Q‘\rr es un modelo de T . Dado que T ¥ Vx Ux ..

(]
U" = A ., Para mostrar quen &\ es un T\ -modelo basta con

mostrar qus

QT 2 M
Definimos una funcidn F:M—A por
Fla, ) = ek pera cada n < w i
| 21

Veremos a continuacidn que F es un isomorfismo entre

™ y QM7 . Con esto quedard justificado el lema,

(1) F es inyectiva.

Q
Supongamos que F[a,‘] = F(ag] , esto es, cg“n = Ga.i .

. _
n ese caso €\ = ::2.15-,@ c2“s
S c, &€ T, . Pero esta sentencia es de tipo TmYEC Y asi,

y , por completud de T ,

2‘1
por [11)
b = .
M e 2™ %2y
Entonces bz_‘]- b2-s_‘ . Pero , por (8) , a, = b2--1 y a§= ha‘S
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de manera gue a_ = a

1 3
(i1) F es una biyeccién entre M y A .

Basta con establecer gue todo elemento de A es valor

de F , Sea ac¢ A ., Hay entonces un $<K tal que a = cg\ .

Coma b? €M , hay un 1 <K tal que by = an . Pero, por (8),
Elyl = b2-~" » Entonces bg = bz_v‘ y asi
<M b G. $26 .
I'l ‘14K § 2N
Por completud de T, y por (11) resulta que e, = ::2_‘1& T
Por tanto () |== ccs & cz'q Y , en consecuencia, cgﬂﬂn cg‘ B

En ese caso a = F(a,\) .
(iii) F es un isomorfismo entre Y\ y O\ ? m

Sea R un predicado n-édico de Ty Y %1""'§‘“

ordinales menores que K , Resulta entonces que

<a§,...,a'>eﬂ si y sé6lo si <t b,Y ¥ BRc reeC,

tn " Meax 2%, 2'%n
si y sélo si 2 ...52 ?m(:-. T
siysélosi €@ Re, §>;‘..c‘2 S
si y sdlo si (c 2.3, ’..-'c§§>en6\

si y sflo si <F(e§1),...,F(a§“]) & Fim .

Andlogamente, si f es un signo funcional n-édico de Tt

Y i‘,...,gnﬂ_ son ordinales menores que X,

m
f <a TN ] = g Si sdln Si ( b 7 F 'FC sesC t\_';‘ C
( 3: gﬂsz‘) S y ﬂ'\ 1 her 2_,3' 2.5“ 2 .5“_“

si adlo si fc weeb “ o
y 23“ 2§“ 2'3“‘“.

dl i Fc ".c
si y sflo s N = 2§ 25.,. 2‘&““

&
" () N\
sl y sflo si f (< 02-3‘, R ,cz_i: ) = GZ'Sm\
[ i
si y s6lo si f (4F(ac)yeeeyFla ) ») = Fla. ) .
gl E“ S\M\

Finalmente, s1 c es una constente de tipo T,v¥ %

€s un ordinal menor que W ,



é'hs a siysflosi {MbrlEc =c
hY '\V\QK 2'3
i 51 i T
si y sf6lo si 6302-'3&"‘
sl y s6lo si & Ec e 02_%
si y sdlo si e . Cél%
a
si y sélo si c = F(agj o

Asi gueda establecido (iii) vy, por tanto, el lema .

4,3 Teorema

Todo modelo numerable y recursivamente saturado de tipo de seme janza

recursivo es recursivemente compacto.
Prueba:

Sea YY\ un modelo numersble vy recursivamente saturado
de tipo de semsjanza recursiva Tyyu ¥ sea T un conjunto recursivo
de sentencias de tipo de semejanza recursivo T . Supongamos que T
es finitamente 41Yl-satisfacible. Por el lema 1.10 podemos suponer
q‘ue T = Vx Ux . Sea C = {Gn i m’:w"‘ un conjunto recursivo
de constantes distintas que no aeparecen en T , {an H net&l\ una
enumeracién sin repeticiones de M vy {q; : new} una enumeracién
recursiva de las sentencias del tipo de semejanza TVY C con la
siguiente propiedad: para cada new , s es una sentencia

de tipo de semejanza Tvu ‘an-"'cgnl *

Para concluir que T es AT\ -satisfacible basta, de

acuerdo con el lema 4.2 , con obtener una sucesidn {b Y
. . n nev’

de elementos de M y una cadena de conjuntos de sentencias < Tn7

que verifiquen las siguientes condiciones:

(1) 7y=71.

(2) Para cada new , T @s un conjunto recursivo de sentencias
n

del tipo de semejanza T Lr{co,...,c y para cada sentencia

Qn%
o de tipo thx:{cn,o...czh\ tal que T = o,
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<"ﬂ’\b0,...,b2n§ -

(3) Para cedanews, a =b .
n 2n

(4) Para cada newu , Syl eTn o bien --(S'n& T

+1 1

y S = Ix “P(x) '

T
N+l n
h onstant tal .
ay una constante ce&C al que (9(0] € Tm-l

(8) Para cada n€ts , si o €

Definimos por recursidén las sucesiones <b D
n new
y <T_% .
n necou
Comenzamo T. =T = i
enzamos con 0 y bU a, T es , por

hip6tesis, recursivo. Veamos que se verifica la condicidn (2). Sea

6~ una sentencia del tipo de semejanza T‘h—\uicl]\ tal que T o .
Hay entonces una férmula @(x) de tipo T4, tel que o= = ue[co) .
Como c no aparece en T, T &= Wx (f.(x) . Por compacidad de

0
primer orden hay un subconjunto finito &\ de T tal que

A = Vx(?(x] .
Como T es finitamente HtM-gatisfacible y T k= Vx Ux , hay
un modelo @1 de A tal que OlTT, = YW\ | ast

M = W \O(x)

Yy, por tanto,

(‘Y\'\bo)t:f .

La obtencién de T y <bﬂ,...,b a partir

n+4l 2n+2 ¥

n\' es como se indica a continuacidén:

2

de Tn y Cbo"'.'b

Caso 12 o~ noes de la forma 3x @(x) vy para cada sentencia

o~ de tipo -r-mu icﬂ""'czn]‘ tal que Tnu ics;} ¥= & ocurre:

<t bD""'an\":‘T .

Definimos Tm—l = TV {c’;\ , b2n+1 es un elemento
erbitrario de M y b2n+2 = a . - Como Tn as recursivo, también
loes T . Para garantizar que se cumple la condicién (2), consi-

n+l
deremos una sentencia o del tipo de semejanza -r_h_\‘.) {co,...,czmz}
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tal que Tn_‘_l\= S . Hay, en ese caeso, una férmula ¢(x,y) del

tipD de SEMBJEHZE Tm v { .cni sew ,Den" tal que C = (? (c2l’l+l ,02n+2) .

Como no aparecen en T nien & ,
n n

Con41'%2me
T = Wy e(x,y) .

De acuerdo con la hipStesis de este caso,
<AAbieenib, Y B Vxy@(x,y)
¥, por tanto,

<M ”u""'bzm-z‘) o .

Caso_22 o, = thp(x) y para cada sentencia & de tipo
Tmu[cn,...,czn“ tal que Tnu{c;\ = o,
(o
<™ bD,...,bEn') = .

sea 2. (x) el conjunto de las férmulas w(x) de
tipo T,mu {cn,....can} tales que

TV ic:‘,‘f(x)'t = Wwix) .

Como T U icrn. tp[x]’, es recursivo , 2. (x) es
recursivamente enumerable, Sea {\\Jm(x) t mews Yy una-enumeracidn
recursiva de Z (x) y definamos para cada méuws ,

Sm(_x) = \‘JO(X) A e M ka[X) »
Resulta que ‘le‘m(x) : mEWY es recursivo, y para

L
2n
{C?n(x] s mewl B ol(x) siysflosi Z(x) F «(x) .

cada férmula ol(x) de tipo T4V {co S .

Veamos que z (x) es consistente con la teoria

completa de <AV b ,..ayb, ¥ o 81 o (x)yeens ot (x) € . (x)

0]0.1
tenemosg

T L ic"ﬁ = 3x( Nl[x) A voeh ot (x])
'y asi

QAN Bgyennby > 1 Ix( o (x)menen o (X))
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Hay pues un a€M tal gue

<A ieneib, Y (o4y(x) A vee n & (x) ) [a].

Por compecidad de primer orden, concluimos que 2 (x)
es consistente con Th({ <™ bo,...,b2n7 ) . En ese caso,
también {Bm[x]}:méw} es consistente con Th(<AT bD'""bZn.} )

Como YY1 es recursivamentes saturado vy { Bm(x) m eg_.;ﬂ, es recursivo,

hay un b &M tal que

<A bgreensb, Y F 1® (x) & mew} e\ .
Asi, también

<Tribgesaaby YFEZ(x) Lol .

Definimos entonces =b , b

b "
Sral o2~ el Y

T’n+1 = T U {o-n 'y P [czn-\-l)} . Veamos que se cumple la condicién (2).

Sea © una sentencia de tipo U {co,...,c tal que

T 2ne2 §

Tn+1 = &~ . Hay, en ese caso, una fdérmula L (x,y) de tipo

Ty 2 [cD,. 0o 'CEn" tal que & = o (c ) '« Entonces

on+1’“2me2

T Ui, e(x)} & VYyot(x,y)

Yy, por tanto,
Vy o (x,y) € 2 (x) .

De acuerdo con lo ya establecido,

<t bgueeasb, P Vyot (x,y) Lb]
y as{

<1’nb0,...,b2n+27\=c' ;
Caso_32 Hay una sentencia o~ de tipo Tmu-)_clj,.....cz‘_ll tal
que Tnuio-n?‘ =o pero

<H1b0,....b2n)hb- s .

En ese caso, para cada sentencia O de tipo

T Y {cD,. . .,can} tal que Tnu{-"cs'r; ' = o- ocurre
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<M bn,:....bzn) =< .

En efecto, si esto no es asf hay sentencias ?3) ?b

de tipc de semsjanza T%V‘L’{BD’...'CEn‘E tales que

T ol = pero <Mip .., Y B Q)
TnUi-*c‘n}\=I({>2 pero <M bo,...,b2n7 =2 ‘{—"2 i

Entonces T, = ( kfbl N "92 ) y , por hipétesifi:

inductiva,

<.m bD'.'.'b.?n» ‘: ((91 ~N (?2) ]

en contradiccidn con lo anterior.

Por tanto, definimos en ests caso T = T'lencr‘k ’
n4l n n

. o g 1
b2n+1 es un elemento arbitrario de M y b2n+2 a Con e
mismo argumento que en el primer caso [ cambiando sélo Cﬁ: por

=G5 ) se muestra que también se verifica la condicién (2) .

Esto finaliza la definicién recursiva de <b %
N New

y. & Tnh?néuLJ y, por tanto, la prueba del teorema.

4.4 Corolerio
81 YT\ es numerable vy de tipo de semejanza recursivo, entonces

4Y\ es recursivamente compacto si y séloc si tY\ es recursivemen-

te saturado.

Prusba:

Por los teoremas 4,1 y 4.3 .

4.5 Obsarvacién

Como en el caso de ¢y-compacidad (Corolaric 3.5 ) ,
el corolario 4.4 no es generalizable a modelos no numerables, E1
Innntraejempln 3.7 es aplicable también a esta situacidn, pues
el modelo < R ,< no es recursivamente compacto. Esto se Jjusti-

ficard en el préximo capftulo.
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4,6 Corolario

Hay modelos numerables de tipo de seme Janza recursivo
(finito incluso ) que son recursivamente compactos pero no w-caompac-
tos. Por tanto, hay légicas <£_  recursivamente compactas pero no

™
(w -compactas.

Prueba:

Hay modelos numerables recursivamente saturados de
la aritmética de Peano, AP . De hecho, la parte numérica de
cualquier modelo no estédndar de la aritmética de segundo orden es
recursivamente saturada. Sin embargo, la aritmética de Psano no posee
ningdn modelo numerable «s-saturado, Por tanto, cualquier modelo
numerable y recursivamente saturado de la aritmética de Peano es

recursivamente compacto pero no w>-compacto,



5. MODELOS COMPACTOS NO NUMERABLES

El paralelismo entre compacidad y saturacién no se
mantiene para modelos no numerables. 5i bian todo modelo saturado
no numerable es compacto, hay modelos no numerables que son compactos
pero no saturados. La razdn es gue hay modelos especiales que no son

saturados, y también los modelos especiales son compactos.

5.1 Teorems

Todo modelo saturado de cardinal infinito Y y tipo de semejanza

de cardinal menor o iguasl que w es compacto.
Prueba:

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de seme janza
T , donde \T\ £ K, y supongamos que T es finitamente
" | —~satisfacible., Por el lema 1.9, podemos suponer que

T & VWxux .
Sean C = {cg H 341&?] una coleccidn de constantes distintas gue

no estén en T , {ai i S K.‘( un enumeracidn sin repeticiones da
M y {6% : {« Kk } une enumeracifn de las sentencias de tipo
de semejanza TV G tal que:

Para cada f< K, o es una sentencia de tipo de semejanza

%
T o SLG-\ :v\_ez-g‘] .

Por el lema 4,2 , para mostrar que T es 1Y\ -gatisfacible

basta con obtener una sucesidn ‘<b%?§c‘\de elementos de My una

cadena <;T37 "da conjuntos de sentencias con las siguientss propie-

1<

dades:
(1]| TQ = T

(2) Para cada ¢ <w Tg es un conjunto de sentencias del tipo
&,

de semejanza T'L!ic.1 'Y 2-3} y para cada sentencia & de tipo

TmVieq: 1 £2:8%  tal que TLEs

< by ),l&?_.g'F o,
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entendiendo que la constante c, denota en (mbp\‘?ébsa by -

(3) Para cada L< Kk, ag = bE—g .

(4) Para cada g« Kk, o3 € Tq,, O bien ney € T's*i.

(8) Para cada §< K, si Si€ Ty Y S = Bx(P(x] y hay una
<
constante c &C tal que ¢(c)e Towr  ©

Definimos por recursién las sucesiones < bg\,i‘- <Y
T . Comenzamos con T_ =T b, = . S5e verif ue
S>§<|< o y by =28 Se verifica g
se cumple la condicién (2), con los mismos argumentos que en la

prueba de 4,3 ,

Consideramos shora la obtencidn de Tggy Y <b;]\'b\s-_2.-§+z.
a partir de Tg y <bv]>'1-&2--i_, .
Ceso_12 Cg no es de la forma 3Ix ¢p(x) vy para cade sentencia

S~ del tipo de semejanza Tmulc,la 1 & 2 5_,} tal que Tju{ai'; =,
M, =
Nezg

Definimos en este caso T = T . UiCT b
S $41 5 { SII ’

"peve ¥ g4l
son como en el caso 192 de la prueba de 4.3 .

2g+1

es un elemento arbitrario de M vy « Los detalles

Caso 22 . o = Ax@(x) y para cada sentencia o del tipo de

seme janza 7111050'\ th & 2:¢% tal que TSU\O';_.‘( =oc ,
<m bq)"éz;-_— o,

Sea 2 (x) el conjunto de& las férmulas LF(X) del
tipo de semejanza Th-\U{cﬂ g v] & 2<$?; tales que

RAUL ST IOLE I O

Con los mismos argumentos que en el caso 29 de la pruebs de 4,3, ss
establece que & (x) es consistente con Th(4LTH b.ﬁ“l)_gl . Como
YN es saturado - y de cardinal w y 2:§<K , 2 (x)

8s realizado en <M b.] . Hay, pues, un bé&M tal gue

7l'|15..1.-'!'
<M & L(x) [l .
ﬂ&b%

Def = a; » b =
8finimos entonces T1+\ T%USI %! QPlc?g-nlﬂ' 23+ 1 h'
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y Los detalles restantes son como en el

ag42 " Sgay °
caso 22 de la prusba de 4.3 ,

Caso_3% . Hay una sentencia o de tipo ”t:m ic..1 hWea- g} tal

que T,bvici‘s = o, pero <m bv\ ,\f__z_s c .

Como en el caso 32 de la prueba de 4.3, tenemos entonces

que para cada sentencia & de tipo u\cu\ We2- $Y tal gue

T%\J!,-ﬂo;)"“:c- i (’l’l’\b.]>£—z“S ‘

Definimos entonces T = TSU{—xo:s‘} ' b2§+ 1

un elemento arbitrario de M y b2§>+ 5 " a§+ 1 .Lbs restantes

detalles son como en la prueba de 4,3 ,

es

Asi queda definido Tem Y <b.]\.' . Consideramos,

WEe2§z

por Gltimo, el caso Ty Y <.b|13 para un ordinal lfmite N .

NEZ-A
Obsérvese que 2 N = A y que la sucesidn ¢ b.\7,\4)\ ya
viene dada por la hipdtesis de recursiéin., Definimos entonces

b2>~ = b)\ = 8y y T)‘ = ‘;’h T§ » Veamos que se cumple
el punto (2)

Sea 6 una sentencia del tipo de semejanza TT'nU lla,\:n\s-_).}

tal que TA‘:: (o » Hay entonces una férmula (p (x) de tipo de
seme janza T‘muic‘] :vv.?\‘ tal que G = lf:(c)\) « Como SN
n? aparsce en T, T?\ = Vx ‘D(x) . Como en ¢ (x)
aparecen m&s que un ndmero finito de constantes de ic,\ :V\d.}s\ Y

por compacidad de primer orden, hay un § < \tal que

To = ¥xp(x) vy Vx p(x) esde tipo "Hhuicﬂz Wea-g}s

Por hipdtesis inductiva tenemos entonces que

<M b'\?\&.F Vx @ (x)
Por tanto, 3

<{m b = Vx ¢ (x)
y asf 71—2’)

'ads! b,])q‘-_‘t,: &

Esto finaliza la recursidn y, por tanto, también la prueba,



5.2 Observacidn

El teorema 5,1 se aplica tembién al caso numerable y

proporciona asi una nueva prueba, si bien més compleja, de 3.3 .

5,3 Teorema

Todo modelo especial de cardinal infinito w y tipo de semejanza de

cardinal menor o igusl que w &s compacta,
Prueba:

Para el caso K = W , Y¥\ es saturado y ya tenemos
el resultadﬂ por el teorema 5.1 ( o por 3,3 ) . Supongamos, pues,
qgue Y\ es un modelo especial de cardinal no numerable S , Sea “I
el conjunto de los cardinales infinitos menores que Kk , Coma YT\ es
especial ( y K >w ) hay una cadena de modelos <'\'\"\t.‘)

HEI
tales gue

(1) ™M - HIWF

(ii) Para cada M, NeX , si Hz.‘?\ , entonces 1’Hr§ m)‘ .

(11i) Pare cada M €I, ‘W\P es Htsaturadu y, por tanto, de

cardinal mayor o igual que |4*.

Podemos obtener entonces una enumeracidén sin repeticiones

{as t1g<k} ds M tal que pera cada pMe&I,

(%) -\agzgdt-f”‘ S My .
Sea T un conjunto de sentencias de un tipo de semejanza

T de cardinal < W vy supongemos que T s finitamente M-satisfa-

cible, Por 1.9, podemos suponer que T = Vx Ux .

Sea C = {c% 154 \-:.} una coleccidn de constantes
distintas que no aparecen en T y {6‘3 tg< h" una enumeracidn de

las sentencias de tipo de semejanza TuU G tal que para cada %< W,

oy s de tipo Tu{c.}:v]_ez-g} :

En virtud de 4,2 , todo lo que es preciso mostrar es que

hay una sucesién <b.> de elementos de M y una cadena <&T. > de
‘53"& 5 g‘K .
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conjuntos de sentencias con las siguientes propiedades:

l) T_ =T
(1) T,
(2) Pera cada €< » , T§ es un conjunto de sentencias del tipo
de semejanza T W {cy‘ H V\.é 2-37[ y para cade sentencia ¢ de tipo
Ter u{cy\: W< 24} tal que TLE &,
<t s,y B O
TMeag °

(3). Para cada § < K, ag = bg.g .

(4) Para cada S < K, oy, € ch,«HG bien oy € T3+‘ '

(8) Para cada 1<« %, si SL€ T, Y S, = Ix ?(x) , hay una

constante c<C tel que ¢ (c) & Toaa

Exigiremos esta vez adicionalmente que

(6) Para cada § < Ky {quv\_e 24} < Migyra ®

~ >
En la definicidn por recursidén de < hg ‘S‘&y <Tg SR

Justificaremos dnicamente los puntos en los que el argumento difiere

del ofrecido en la prueba andloga del teorema S.1 ,

Comenzemos con T =T y @& =b, . Como, por (*),

8, € M, » se verifica el punto (6) .

La obtencidn de Tg w ¥ a partir de T?.

bu?
“By M& 2842
b4 ‘(b"l“?v,‘-z. distingue, como es ya habitual, tres casos.

Sea H o= 1Sttew .

Gaso 12 &g no es de la forma 3Ix ¢(x) vy para cade sentencia o

de tipo de seme janza TTHU{G"] 'Y [ 23} tal que T&U lﬂ'.-;s \= s el

=
<mh"\\'qbz-g

Definimos T,s_H = TS U\%\ ’ b2$+1 es un elemen-

to arbitrario de M\_‘ y . Obsérvese que también

Bagae2 T %sa1
8 4+1€ Mu 4 de manera que se cumple (6).

Cago_22 o?s = 3Ixcp (x) y pera cada sentencia &~ de tipo de

seme janza 'rmu 10,1 - '-l = 2‘5'% tal que T§U{675} =< ,
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<MobyY éz}fc‘
sea Z (x) el conjunto de las férmulas Y(x) de tipo
de semejanza -r,mugck] : 4£2-3%  tales que
Y uiﬁg, (P(x]i! = Y(x)
Z (x) es consistente con Th( <'mbu-\\~'..i_éz_,g) . Pero
como llh“l i he24) & M y ‘h‘\r{-_(\ ™ |, también Z (x) es

166

consistente con Th( <m|4b'l>"\‘—‘?-"3) . Dado que ’ﬁ‘\ﬁ es W '-saturado .

y 2"34H+ y 2 (x) es realizado en <’"1|“bvl\"’\$2‘3 . Podemos

escoger entonces un b € M‘.l tal que

En ese caso tambidén

(‘\‘ﬁ b"iv‘\ﬁz-g: Z_ (x) [b] .

= &e =
Definimos entonces T&-H TS (8] ‘. g ¢ (023_‘_ 1)"1 ’ b2 ¢4 1 b

¥ Pagy 2™ Bgwy *
Cago_3° . Haey una sentencia & de tipo de semejanza TV \t:,.l Py £ 2,% %

tal que Tgu{e‘{{ = o, pero <A1 b,‘)"\&\:zio_‘ .

En ese caso, para cada sentencia © de tipa de seme jan-
z - & ' T. - e ti
a '(,\,nu {1:‘..1 1 2 3‘ tal gue §>u {-1 5—;;‘ =6 s ane

<M b)Y s i
P edy

Definimos entonces Toa = TEU { G:;?. " bE‘S-\-l es un elemento
arbitrario de My Yy

IJ2‘5-\- 2 = fgya
Consideremos, por Gltimao, la obtencidn de Tk y
<by\7.1 < 2.3\ Pera el caso A 1limite . Recordemos que 2\ = \ Yy qus

por hipdtesis tenemos < b.\\) . Definimos entonces, ‘b;\ -=a, vy

4N
T)\ = iEJ)- Tg +« Por hipftesis inductiva, para cada !1(.:.)\ . b.\ & “iv\wu

Asi, para cada Ned, by € M, . Gomo también, por ( % ), a, & M

A PN}

se verifica la condicidn (6),

\b“a 15—_2-335

IM e
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5.4 Corolario

Hay modelos compactos (no numerables y de tipo de

seme janza finito ) gue no son saturados,

Prueba:

Como se indicd en 2.15 y 2.21, la teorfa del . orden
denso sin extremos posee modelos especiales de cardinal :cd y :tuﬁ_.
paro ningdn modelo saturado de dichos cardinales. De acuerdo con 5.3,

estos modelos especiales son compactos. Sin embargo, no son saturados.

5,5 Dbservacidn

Este' Gltimo resultado no acaeba de ser satisfactorio,
pues los modelos especiales son una débil generalizacidn de los madelos
saturados. Todo modelo saturado es especial, y en cardinal regular
los modelos saturados y los modelos especiales son los mismos, Si una
teoria T tiene un modelo especial no saturado de cardinal & , enton-
ces T no tiene ningtin modelo saturado de caerdinel W, Asi pues,
saber que hay modelos compactos no saturados pero especiales no ayuda
a responder a una serie de preguntas naturales, como si existen modelos
compactos no isomorfos pero del mismo cardinal y elementalmente
equivalentes o0 si existen modelos compactos no saturados de cardi-
nal regular. No sabemos si existen modelos compactos no especiales, de

modo que no tenemos respuesta para estas preguntas,
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NOTAS AL CAPITULD III

Los resultedos de este capftulo han sido obtenidos
sin tener noticlas de resultsdos andlogos, E1l lema 4.2 esté
inspirado en 1la prueba de un teorema de Ressayre sobre

l6gicas infinitarias ( véase Ressayre (1977) ) .

. Finalizado ya este cepfitulo hemos conocido la existencia
del articulo Morley [lQ?Sa).que no es citado en ninguna de las
bibliografias habituales sobre ldgicas abstractas y teoria de
modelos Yy 4 en particular , no aparece en la bibliografia
exhaustiva de Barwise & Feferman {1985) , En este articulo de
Morley se obtienen resultados andlogos a 3.1 y 3.3 . No se
enuncian en términos de ) -compacidad de los 60deles , sino
en términos de (J -categoricidad de clases RPC § » Pero 1los
argumentos que los Justifican son similares a los que agquf hemos
empleado, Dado que el interés de Morley en este artfculo estd en
cuestiones de categoricidad y no de compacidad, no obtiene
resultados paralelos a 4.1 y 4,3 . Por otra parte, no

considera en absoluto el caso no numerable,
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CAPITULC IV : APLICACIONES

1., QW-LOGICA

La W -16gice es la ldgice de los ndmeros natursles,
Hay diversos modos de precisar esta afirmacidén, pues hay diversas
versiones de W -18gica. Todas ellas campartén una idea : se trata de
convertir en légicos ciertos conceptos relativos a los ndmeros naturales,
La diversidad proviene de qué conceptos se escojan. En cuslquier caso,
la w-16gica debe poseer un predicado monédico, N, destinado a
interpretarse como el conjunto de los ndmeros naturales, y diversos
signos, englobados en un tipo de semejanza, que denotarén nidmeros
naturales o se interpretardn como operaciones o relaciones entre nimeros

naturales,

1.1 Em su versidn mds simple, la <o -1égica posee, ademés
del predicedo N , un conjunto {cn :¢1eL9'} de distintas constantes
destinadas a nombrar a los ndmeros naturales., Los o -modelos, o modelos
propios de la <« -ldgica, serén aquellos cuyo tipo de semejanza contenga
los indicados signos e interpreten a N coma el conjunto de las
denotaciones de las constantes c, - Asi, si O\ posees el adecuado

tipo de semejanza, O\ es un s -modelo si y sélo si Ndﬂ = {éﬂz neLug .
En el marco general de las K-Iégices, esta primera versién de 1la

W/ =16gica viene definida por

U= N ,TK -icn :neu.i% y
K = { CV: A = idi\ : nEﬁAJ} }.

1.2 Una. ssgunda versidn de (D -l6gica no usa constantes
pPara denotar a los ndmeros naturales, sino que tiene Unicamente una
constante , ) , para designar sl nimero cero y un signo funcional
monédico, S , para la operacidn de sucesidn entre ndmeros naturales,
Aqui tembién se dispone de un nombre para cada ndmero natural, pero no

88 una constante sino un término complejo. E1 ndmero natural n se
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designa mediante el término n = S S0 ( con n apariciones del
signo S ) . M&s precisamente, definimos por recursién los términos n

como sigus:

D =0

r‘l+l-SE W

Los (W -modelos serén ahora las estructuras () gue

Al

verifiguen : nexu} . La precisién de w-1lé8gica como K-légica

es shora la siguiente:

U-N ’ TK-I[O'Sl' y
-8\

K-{G\: G\ es de tipo TK y A -{n - net.u}k .
1.3 Ninguna de ambas versiones es recursivamente compacta.
En efecto, si ¢ es una constante distinta de cada cn y distinta
de Q0 ,

- = H

{—c =c newjuine}

es finitamente satisfacible pero insatisfacible en la primera versidn y
\Hﬁ._t—;: c :neml(ulch[

es finitamente satisfacible pero insatisfacible en la segunda versidn,

Por tanto, ninguna de ambas versiones es , de acuerdo .’ -
con II.15, recursivamente enumereble para consecuencia. Como sl tipo
de semejanze de la segunda versidn es finito, podemos concluir por
IT.20 que esta segunda versidn tampoco es recursivamente enumerable
para validez. Sin embargo, la primera versidn posee un tipo de seme janza
infinito, de manera que no podemos usar II.20 para concluir lo mismo,
De hecho la primera versién s8f es recursivamente enumerable para

velidez, como se establecién en I1.22 .

1.4 En ninguna de ambas versiones hemos exigido que los
nombres de los ndmeros naturales deban interpretarse como objetos
distintos , Los to-modelos pueden interpretar a N como un conjunto

finito. La razén de gue no se exija esta condicidn esté en que la
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légica de primer orden puede suplirla mediasnte los enunciados

{=— c & .t ongm | en la primera versién
y {"* n=m : n $gm y en la segunda versidn,

Parece entonces razonable no recargar la W-1légica con
condicionas que puede expresar la ldgica de primer orden. Las condicio-
nes Nm- c:-\ : new  y Nmuiﬁm: new | no pueden expresar-
se , sin embargo, en la ldgice de primer orden . Ahora bien, si no
exigimos gque numerales distintos se interpreten como obJjetos distintos,
la @ -1ldgice no es una N\ ~légica sino una K-l6gica cuya clase
asoclada K posee 1infinitos modelos no isomorfos,Para nuestros
propdsitos es més interesante desarrocllar la w -l6gica como una
1 -16gica, como la 1égica del modelo de los nidmeros naturales, Nos
decidimos, edemds , por su versidn en tipo de aémejanza {0, S} dado

que no presenta la asimetria entre validez y consecuencia de la versidn

en tipo ds semejenza H c, : rleL&:} . Definimos por tanto :

1,5 Definicién : (L -ldgica

w -légica es la tY|-légica determinada por el tipo de
seme janza © T, = {0,57( y por el modelo <& ,0,5 7% , donde O
es gl conjunto de los nimeros naturales, 0 es el nimero cero y §
es la Funcidﬁ de sucesidn en W , En particular, usamos el predicedo
monédico N para el papel de U . En cualquier tipo de semejanza
que incluya a T, POseemos un nombre n para cada ndmero natural n ,

Los W -modelos son las estructuras O\ cuyo tipo de .semejanza

tiene los signos 0, S, N y verifican :

(1) 0 e N

-

A, s N
(2) SN : A —> N
Y]
Estos modelos poseen, por tanto, una subestructura

lsomorfa & <ws,0 , 5% .
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La relacidn de consecuencia en w-légica , =

se define por :

b !‘=-00" si y s6lo si todo ¢u-modelo de 2. es modelo de o .

1l.6 Teorema

La  -1l6gica no es recursivemente compacta. Tampoco es recursivamente

snumerable pars consecuencia ni pera validez.

Prueba:
Se aplican los argumentos expuestos en 1.3 para la

versidén mds simple de w-~18gica en el tipo de semejanza -{0, S } .

1.7 Lema

La teorfa completa de ndmeros es finitamente axiomatizable en W -légica,

Prueba:

Recordemos que la teoria completa de ndmeros, TCN, es

el conjunto de los enunciados verdaderos en la estructura

MN =<w, 0,5 ,+,-,<> ‘
La axiomatizacidn que obtenemos en @ -légica es la

conjuncidén de los siguientes enunciados:

(1) Vx Nx

(1) VYx x40 & x

(141) Vxy( x4+ Sy = S(x+ vy) )

(iv) W¥x xeQ & 9

(v) Vxy( x Sy &= x ey 4 x )

(vi) Wy x<ye>3z( 2= 0nx¢z =vy)]).

La teoria completa de nimeros es el conjunto de las

consecuencias en (w -ldgica de los enunciados descritos en las que

No aparece el predicado N .

1.8 Teorema

El conjunto de las sentenclas védlidas en w-1ldgica sn el tipo de



seme janza { 0sS s +, » ' & } no es aritmético,

Prueba:

Es un conocido resultado de Tarski gque TCN no es
un conjunto aritmético ( el conjunto de ndmeros de Gldel de las
sentencias ds TCN no es aritmético ) ., Pero si O es la

TCN
conjuncidn de axiomas indicada en el lema 1.7, tenemos que

TCN = { ({9 : CFGN%.»"P % L? es del tipo de semejanza 'rm-\( .

81 1¢: o7 W, @Y  fuera aritmético, tembién lo

serfia TCN . Asi pues, el conjunto \lf: (Y}CNhfdceﬁ no es aritméti-

co. Tampoco lo es entonces {(? 3 kibtf H pera el citado tipo de
seme Janza, pues '

(w3
D'TGN\T-U\P si y s6lo si ‘-f.'_, TCN-—"MP .

Posteriormente meJjoraremos el resultado expuesto en 1.8
mostrando que,en un determinado tipo de semejanza finito, el conjunto
de las sentencias vélidas en (v -ldgica no es ni siquiera hipsraritmé-

tico. El argumento del teorema 1,8 no puede proporcionar este resultado,

puea TCN eas hiperaritmética,

La w ~-légica posee un cdlculo, en un sentido generali-

zado del término. Consiste en una extensidn de un célculo de primer

orden mediante uha regla infinitaria de inferencia: la o -regla,

1.9 Definicidn : < =regla

La w-regla permite inferir  Vx(Nx — ¢@(x))
de las infinitas premisas {QP(E) : r\ELL:} . Es, pues, la regla
de inferencia:

@ (n) para cada ne&Gw

Vx(Nx — ¢ (x] )

1 . 10 LBI’I‘Ia

La ¢u -regla es correcta en (w -1dgica, esto es : sl para cada n€uu
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s %QF[;) , entonces 2. EVx(Nx — ({J[x)] .
Prueba:

Supongamos que para ceda n € , 2 =, (?(E)
y veamos que J_ = ¥x(Nx —> @(x)) . sea O\ un w-modelo
de 2. ., Tenemos gue N\ = e (n) pars cada ne&wo , Como N(h.
={r_-|m= new } , concluimas que € = Vx(Nx —> Kﬁ?(x)) ‘

1,11 La teoria completa de { &, 0 , 8 ¥ posee una
axiomatizacidn recursiva en primer orden, Usaremos la notecidén TS
( teorfa de la sucesidn ) para referirnos a esta teorfa, Una axiomati-

zacidn recursiva de TS consta de los siguientes axiomas:
(1) Yy Sx= Sy — x= y)
(11) ¥x—0 &= Sx
(111) W( =0 = x — 3y Sy = x )
(iv) ¥Yx — x = Snx para cada n » 1

donde Sl = S y Sml = ss” .,

1,12 Definicidn : Axiomas de la (> -ldgica

Llemaremaos axiomas de la W -1légica a los enunciados

siguientes:

(1) . NO
(11) Wx(Nx — NSx)

(1i1) c—-N para cada axioma o de TS .,

1.13 Lema

Todo exioma de la w -légica es vélido en (Go-1ldégica.

Prusba:

Es inmediato que en todo w -modelo son verdaderos los

8nunciados expuestos en 1.12 .
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Una manera de precisar el cdlculo de la w-légica
consiste en dsfinir una sucesidn de conjuntos de sentencias , Ti ’
con indices ordinales, de manera que , comenzando con un conjunto T

de enunciados y los exiomas de la ¢v -1l6gica, se obtenga T

134 8

partir de Tg aplicendo las reglas de inferencia (las reglas de
primer orden y la w =-regla ) . De este modo se irén obteniendo
progresivemente consecuencias de T en ws -ldgica. E1 célculo seré
completo si toda consecuencia es obtenible de este modo. Definimos,

pues :

1,14 Definicidén : Deducibilided en W -1dégica
Para cada conjunto, de sentencias T definimos :

(1) TD = T U{G‘: o es un axioma de la m—ldgica}

(11) 7, = 1o T.s\=°'}u {Wx(nx = @ (x) ¢(R)e T, pers cads
newt .
(111) T, = U 13 si X\ es un ordinal 1limite .

34N

Usamos la notacidén T h:; o~ para indicar que & es
deducible en (u -ldgica de T , es decir, que hay un ordinal ¢ tal
gue < & T% . Diremos que T es consistente en o -1l6gica si no

hay ninguna sentencie o tel que T — (A=), ¥y que es

inconsistente en (U -1l6gica en otro caso.

1-- 15 Lema

El célculo de la s -légica es correcto, es decir, si T h: s,

e
ntonces T t—-:-u s o

Prushe:
Veamos por induccidn ordinal que para cada ¢ 3
P 2
era cada < & T,!’ . \-ics-

Esto es obvio para § =0 en virtud de 1,13 ., Supuesto
ahora que estd esteblecido para § , veamos que también vale para S+1 .

Sea o ¢ Té*q « 81 'Tg = & , la hipdtesis inductiva nos proporciona



el resultado T F= & . En otro caso, hay una férmula ¢ (x) tel
que & = Yx(Nx —> ©(x)) vy pera cada new , (P[E)e T, -
Entonces, por la hipdtesis inductiva, pars ceda new , T ﬁ:: (p(; )
y asf , de acuerdo con 1.10 , T Ezcr . Finalmente, en el caso

limite , el resultado es inmediato en virtud de la hipétesis inductiva.
1,16 Corolario

81 T tiene un W -modelo, T es consistente en w -~1lbgica.

Prueba:

Par 1.15 .

Hay un teorema de completud para el célculo de la
w ~1l6gica, Se denomina teorema de v —completud. Vale dnicamente
para tipos de semejanza numerable. Posteriormente veremos un e jemplo

de una teorfa, en tipo de semejsnza no numerable, que es consistente

en W -légica pero no posee ningdn “W-modelo. E1 teorema de w-completud

fue obtenido por vez primera , y de modo independiente, por Henkin y
Orey. Posteriormente se generalizd y se aplicd a otros contextos bejo

el nombre de teorema de omisidn de tipos,

1.17 Definicidn: (o -completud

Un conjunto de sentencias T &es w-completo si para
cada férmula ¢ (x) tal que T &= (p[ﬁ) para ceda n &€w ,

ocurre T = Wx(Nx — ¢(x)) .

Asf, una teoria es (u-completa si esté cerrada bajo
la w -regla, es decir, si el resultado de aplicer la < -regla a
consecuencias (en primer orden) de T es una consecuencia ( en

primer orden ) de T .

1.18 Lema

Las tres condiciones siguientes son equivalentes:

(1) T es w -completa.
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(2) Para cada férmula lf(x] ¢ si Tu{gx(Nx ,\c{:(x))} es

consistente, hay n ¢w tal que TLJ{%%E]% es consistente .

(3) Para cada férmula L{D(x] 1 osi To{3ax ({:[x]]’ es consistente,
hay una férmula & (x) & {Nx}u{—x2n : new} tal que

T v 13x( ‘f{x) Ao Lx])} es consistente.
Prueba:

(1) y (2) son trivialmente eguivalentes, pues la
condicidn

Tu {Cf(;]} es consistente
equivale a

T W —¢(n)
y la condicidn

T U {Bx(Nx A ({)(x))'[ es consistente
equivale a

T B Wx(Nx — —(x)) .
Respecto a la eguivalencia entre (2) y (3) :

Prueba de (3) a partir de (2) :

Supongamos que T U {Bx Cf[x)‘] es consistente pero que
T O {3Ix( —Nx A (P(x])} no lo es . Entonces T = Vx( ({;(x]-—-‘o Nx )
Yy y por tanto, T U {'Bx(Nx A (x))} es consistente, Asi, por (2),
hay un ne&wo tal que T U'L‘?(F')]I es consistente. Pero esto es lo

mismo que decir que T U {Elx( (e(x) A X &n )'k es consistenta,

Prueba de (2) a partir de (3) :

Supongamos que T U {3 x(Nx A ¢ (x) )} | es consistente,
Por (3), hay una férmula o (x) en {Nxlul-xw2n : newl tal
que TV I!Hx[Nx A p(x) A —10"(x))] es consistente. Obviamente,

no puede ser O (x) = Nx . Hay pues un new tal que 6 (x) = — x =2 n ,

Pero entonces T U {C(D(E]R es consistente,

La condicién (3) del lema 1,18 es especialmente dtil

a la vista del siguiente resultado:
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1.19 Lema
Las dos condiciones siguientes son equivalentes:
(1)) ®\ es un W -modelo,

(2) GO\ es un modelo de los axiomas de la (W-1ldgica que omite el

conjunto de férmulas {Nx]; u' {"’\x “n net.-.a} .

Prusba:
Supongamos en primer lugar que &\ 8s un  -maodelo
y veamos que se verifica (2) + De acuerdo con 1,13 , &\ es un modslo
de los axiomas de la w-=1ldgica . Como NQ = {Fn&a n(-.t.u‘ , €8
obvio que ningdn elemento de [\ satisface {Nx‘. U {—ﬂx::e n s neuu].

Pero esto significa que €\ omite este conjunto de férmulas,

Supongamos que &\ verifica la condicién (2) . Entonces
& & &
0eN ,pues QA= N0 , ¥ S [‘Nm: N5 M, pues &\ satisfa-

ce Vx(Nx —> NSx) . Ademés
a &6 o &

<N,L,O, SPN DF TS
pues para cada axioma o de T5, €\ &= =" .com € omite

- a | -8
'}_Nx}uiﬂx&x n: new]— , résulta que N = 1:1 : ne;..:& u
Entonces la funcidn h : N@——a (G definida por

h(r®) = n para cada né& o
(LY Q&

es un isomorfismo entre <N , 0, SN > y < w,0, 8 . Por tanto,

6\ es un -modelo,

Existe un gran parentesco entre las condiciones (3) y
(2) de los lemas 1.18 y 1.19 respectivamente. Si Gj es un modelo
que satisface la condicién (2) del lema 1.19, su teorfa completa
satisface la condicién (3) del lema 1.18 . Por tanto:

1.20 Lema

(1) si G\ es un w-modelo, Th(G) es Gu-campleta.

(2) 81 T tiene un w-modelo, T tiene una extsnsidn consistente

Y W-completa que incluye los axiomas de la -ldgica.

-
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Prueba:
(1) se sigue, como ya se ha indicado, de los lemas 1,18
y 1,19, Respecto a (2) : si §\ es un w-modelo de T, Th( &\ )

es la extensidn de T que tiene las propiedades requeridas.

1,21 Tearema de W-completud de Henkin-Orey

Si T es una teoria Bn tipo de semejanza numerable gque posee una extensidn
consistente y w~completa que incluye los axiomas de la (w-légica,

entonces T tiene un W -modelo,

Prueba:
Este resultado se obtiene a partir del teorema de
omisidn de tipos: Si T es una teoris consistente en tipo de semejanza

numsrable y el conjunto de fdrmulas :E.(xl,...,xn ) tiene la propiedsd
(1 ) Pare cada férmula ip(xl.....xn] tal que
Tu {Bxl...xn (?(xl,...,xn)} es consistente
hay una férmula o~ [xl.....xn e 2. (xl,...,xn] tal que

Tu {3)&1..““( ((J(xl,...,xn];\ﬂc‘[xl,....xn ) ]Esa

consistente ,
entonces
(2) T posee un modelo que omite 2. (xl....,xn ) .

Para una pruebs del teorema de omisidn de tipos véase,
por ejemple, Chang & Keisler (1977), pdg. 79 . Indicaremas aqui cémo
se obtiene 8l teorema de L -completud a partir del teorema de omisidn
de tipos.

Consideremos una teorfia T en tipo de semejanza numera-

! consistente y (w-completa gue incluye

ble que posee una extensién T
los axiomas de la ) ~-1légica. De acuerdo con el lema 1.18, T' cumple
la hipStesis del teorema de omisidn de tipos respecto al conjunto de
fdf'mulaa iNx]{U{—"xb"- n n&u_:"( . Por tanto T* tiens un modelo

'G\ que omite sste conjunto de férmulas . De acuerdo con el lema 1.19,



6\ es un w-modelo, Por tanta, T posee un w -modela,

1,22 Corolario : Completud de la w -lé8gica.

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza numerable T .
(1) Para cada sentencia & de tipo v, si T F= o , entonces T =&
(2) 81 T es consistente en w -16gica, T posee un G -modelo,

Prueba:

(1) y (2) son , obviamente, equivalentes, Por tanto,
nos limitaremos a establecer (1) . Observemos que,en la construccidn
de la definicién 1.14, si el tipo de semejanza ds T es numerable, hay

un ordinal v\ Z W tal que Tv\ - T"\+4 y» 8N cuyo caso Tv‘ = T‘i

1

para cada e 1 « Entonces T 5_‘:) s si y 88lo s1 o & T.,\ i

Supongamos, pues, que T = & pero T~ o . De acuerdo con lo
o (#X]

indicedo, o~ & T,‘ » Como T,\ = T , tampoco T,‘ = o . Asi

44
T.lu{-qs-"; es consistente ( en pr;l.mer orden ) . Veamos que T.\u{-\ o}
es (y-completa., Para ello supongemos gue T..]U{—'G‘"( Ft?(;) para cada
néw . En ese caso T.,‘ = -10"—-"“9(;) para cada nN&wJy Yy
asf , como T,1 = T'\‘“ y (—o —= ¢ (n)) e T.\ para cada n&Ww ,
Por tanto, usando de nuevo el hecho de que Tﬂ = Tya

(o =W = ¢ (x))) € Ty
y entonces T“u‘—tu'}\=Vx(Nx —> ¢ (x)) . Queda, pues, establecido
que T.l u{-63} es consistente y o -completa . Como cada axioma

de la  -1l6gica estd en T y T. C T;‘ ) Tv‘ v 1o

0 0
verifica las hip&tesis del teorema de Henkin-Crey (teorema 1.21) y
tiene, en consscuencia, un (s -madelo &\ . Como T & 'l‘,,l 5
es un W -modelo de T Uil e} . Enesecaso T h‘:&a s 3

Mostraremos a continuacidén que este cédlculo sdlo es

completo para tipos de semejanza numerables,

1.23 Contrae jemplo

Hay una teorfa T en tipo de semejanza mo numereble que
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es. consistente en W =légica aunque no posee ningln ¢u -modelo, Por
tanto, hay una sentencie o tal que T = o pero T%Lu c” .

Ademés T es  -completa,
Prueba:

El tipo de semejanza de T tiene, junto a los signos
propios de la w-1ldgica, un conJjunto fc,,‘ : vl-f.r—ul} de distintas

Icunstantes. Los axiomas de T son los axiomas de la w-=18gica y los

enunciados
(1)  Wx Nx
(11) = cy ¥ cg para y<g <, .,
T no puede tener ningiin & -modelo, pues en cualquier
ol

modelo 8\ de T N es no numerable, Veamos que T es w -completa.
A tel efecto supongamos que pera cada n€w , T = ¢ (n) y
mostremos que T k= Vx(Nx —» @ (x)) . En ¢ (x) no aparecen més
que un ndmero finito de constantes de {c.‘ t Yy 41...,1} . Para facilitar
la notacién, supongamos que son las primeras, co,....,ck « Entonces
hay una férmula (x,xo....,xk ) de tipo de semejanza { 0 ,S, N}
tal que

@(x) = y[x.cg.....,ck ) .

sea D el conjunto de los axiomas de la o -1ldégica . Como para cada n€w ,
A v {Vx Nxtu {--c.‘.v'. cg ! v‘c.guul} = ¢ (n)

y las constantes tc,] : b‘c.u.ll} no aparecen en [\ U {Vx NxY

tenemos que para cada né&uws,

AUle Nx]l:z on...xk ( 14‘19(-" Xg = XJ — \\J(E'x[]""'xk))

Veamos que

(¥)Au {Vx Nx} = Vxxn...xk( fesek” x, & Xy — Y (x,xo,...,xk)]

En otro caso tendrfamos un modelo G\ de  AU{Vx nx}

tal que

HxxU...xk( e gie "% = X —_— L‘J(x,xo....,xk) ).



Como O\ &= A y para cada axioma o de la teorfa de la sucesidén,

N
T8, & €& [\ , tenemos que

<a 008" &= T8
¥, por tanto

&
4A,dp,5‘l <w, 0,8y .

il

Sea C% 1la expansidén de <w, 0, 8 definida por

U-SF{O-S’; =<w, 0, 89 y N$=C'-> p

Tembién ocurre O\= , pues para cada sentencia o del tipo de
semejanza 10,5 , N§ hay una sentencia o™ del tipo de semejanza
10,8}  tel que Vx Nx = (& <> o") . Como Q@ & Vx Nx

y ® k= Vx Nx , concluimos que &)\ =05 | En ese caso

™ = Bxxn...xk( /\ TX XA -—-u{;[x,xu.....xk J) .

i< Jek

Hay, puss , un n &w tal que
® 35 /\ -
. ‘: axua-.xk[ i(Jsk—‘xig xj A _"\Y(ngxo,noo,xk )) .
Pero G‘;‘F-AU\Vx Nx'\, de manera que
A uiVx NxY BE VxD...xk( i/}r-kﬂx = X — k\-v[n,xﬂ...‘.,xk) : .
en contra de lo anteriormente establecido,
Esto establece el punto (% ) . Por tanto tenemos

T = Wx(Nx — ¢ (x))

Y » en consecuencia , T es (Ww-~-completa. Veamos, finalmente, que

T es consistente en w -légica.

En la construccidn de la definicidn 1.14 obtenemas:

TU = TU& = T

=l TDF-‘-L?'r v iVx(Nx-—a(f)[x]) : Para cada new , @ (n)e To}
= [LF: T}z_gP] . s por () —completud de T .,

Asi T2 'Tl y para cada Y % 1. ' T,,\ -Tl .

Como T es consistente, resulta que T es consistente en W -1égica .
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En efecto, en otro caso habrfa un ordinal N Yy una sentencla ©

tales que ( Ao ) e Tn . Pero entonces T = (o a o),
pues T'\-Tl = J\(?z le(f1[ =

Asf pues, T es consistente en ( ~légica pero no

tiene ningdn (> -modelo,

Hay un concepto releciocnado con 1los de ) —completud

y consistencia en w -ldgica, pero distinto de ambos: la & -consistencil,

1,24 Definicifn : I -consistencia

Un conjunto de sentencias T es w -consistente si no
hay ninguna férmula %>(x) tal que T &= ¢(n) para cada
ncw y , al mismo tiempa, T Y= 3Ix(Nx ~ — k{J[x)) .

Gdel introdujo el concepta de (w -consistencia al
formular sus teoremas de incompletud. Mostrd que ninguna extensidén
recursiva y (w -consistente de la aritmética de Peano, AP, es completa.
Posteriormente Rosser meJjord los teoremas de GBidel eliminando el

requisito de w -consistencia y sustituyéndolo por el de consistencia.
1,25, Lemas
81 T es una teorfa numerable, entonces :

(1) s+ T &8s ctv-consistente, T es consistente .

(2) 81 T es consistente en t-légica, T es J-consistente.

(3) 5i T es completa y consistente:

T es w-completa si y sflo si T es & -consistente.

(4) si T incluye los axiomas de la - -1égica,
T es consistente en 2 -1dgica si y s6lo si T posee una extensién

Consistente y W -completa.

(5] 8i T 4incluye los exiomas de la W-ldgica y T es completa,

T es consistente en w-1dgica si y s6lo si T es C-consistente,
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Pruebas:

(1) es inmediato . (2) se sigue del teorema de completud
para w -lé8gica (1l.22 ) habida cuenta de que una teoria @« -inconsis-
tente no puede tener ningdn w -modelo. (3) es inmedisto & partir de
las respectivas definiciones. (4) se obtiene de los teoremas 1,20 y

1,22 . (5) se sigue de los puntos previos.

Hay teorias consistentes pero w-inconsistentes vy ,
lo que es mds interesante, hay teorias u -inconsistentes que inclu-:
yen los axiomas de la (w -1ldgica pero no son consistentes en
w ~16gica, de manera que no son extensibles a ninguna teorfa

w ~completa y consistente,

1.26._Ejemplo

Hay una teoria numerable que extiende a la aritmética
de Peano , incluye todos los axiomes de la w-1ldgica y 88 w-gonsis-
tente, pero no as consistente en o -1dgica. No tiene, por tanto,

ningin w-modeloc ni ninguna extensidn consistente > -completa.

Prueba:

Recordemos que N ={Ww, 0,8 ,+%+,- - ,<« v .
Sea |PJ* la expansién de [N al tipo de semejanza Th“U{N\
en la que N""‘- W , y definamos AP = APU{Vx Nx} . AP*
gs la earitmética de Peano en el tipo de semejanza rhltl{N} §

Definamos a continuacidn:
Z = a*yu {Vx(Nx-—-‘rtf»[x)) : para cada ncw, AP = (P[E)} ;

2. no es completa , pues el conjunto de ndmeros de
Gldel de sus saentencias es definible en hJ* y la teorfa de

»
HJ no lo es , Hay por tanto una sentencia o tal que
'
o pero (N o |

Sea entonces T = AP*bi;ﬂcr\ « Veamos que T tiene las propieda-

des anunciadas,
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(1) T incluye todos los axiomas de la w-légica.

Esto as obvio dado que todos ellos son consecuencias

de AP™,
(2) T es dinconsistente en (v -légica.

La razdn es que T no posee ningldn w-modelo. En
¥ -
efecto, el Unico w -modelo de AP" es [N , pero “J no es

un modelo de T .
(3) T es w —consistente.

Supongamos que para cada new , T =@ (n) vy
que T ¥ 3Ix(Nx A1 ¢ (x])) . Tenemos que pers cada neco ,

*

AP = (o — @ (n))

en cuyo casg

(-3(3"--:': VX(NX-—-'o(f(x)))&' Z(_
Pero al mismo tiempo
AP" = (e —  3x(Nx n @ (x)))

y, por tanto,

S k(e — Ix(Nx am @ (x)))

Entonces concluimos que p = &~ , en contradiccidn con la

hipdtesis inicial sobre O, Por tanta, (3) estd Justificada.



2. W -LDGICA Y ANALISIS

El méds fructi{fero campo de aplicscién de la w -légica.es

el andlisis, o aritmética de segundo orden.Es el estudio del modelo
Clw) = <wup(w),w,0,s5,+,:,<,e)
y diversas teorias gue tienen a 6’ (w) como modelo principal,

Este apartado estd destinado a utilizaer resultados
sobre O (w ) vy teorfas del anélisis a efectos de comparar
w -18gica y légica de primer orden y obtener informacién
edicional sobre la complejidad de las consecuenclas en

W -ldgica de conjuntos recursivamente enumerables de premisas.

Precisaremos en primer lugar la definicién de la

estructura O () .

2.1 Dafinicidén

El tipo de semejenza de V1 (@ ) consta, ademds de
los signos (0,S,+,°*, <, de dos predicados , un predicado
monédico N cuya interpretacidn en 6’((;;) es W y un
predicada diddico € que se interpreta en @( (@%) ) como
la relacidn de pertenencia entre nimeros naturales y conjuntos

de nimeros naturales, relacién a la que nos referimos con "€ " ,

Si bien en la construccidn usual de G2 en teoris de
conjuntos resulta que w £ P(ew ) , aqui es conveniente
admitir qus s N P( c.._;] = 95 , de manera gue ningtn ndmero

natural sea al mismo tiempo un conjuntoc de ndmeros naturales,

Las operaciones § ,+, - se suponen extendidas

@ P(ws) de modo erbitrario. Por ejemplo,
S(a) = D para a & o,
a+b = 0 para a&Gu o b&ws

a*‘b = 0 para adw o b o ,

186
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La definibilidad de los conjuntos de ndmeros naturales

mediante férmulas de segundo orden en el modslo
“\\-<w,0,5,+,‘ l“>

puede reducirse a definibilidad en primer orden en el modslo G> (co ].
En particular, tenemos correlatos en primer orden ( en el tipo W

de semejanza de & (w) ) de 1las férmulas Zg ) ﬂg '

Z_ nl y H nl del tipo de seme janza TFN . Esto se precisa

en las siguientes definiciones:

2.2 Definiciones

(1) Las férmulas acotadas del tipo de semejanza de V) (w) son
las obtenibles con las siguientes reglas:

(1) Toda férmula atémica es acotada.

(i1) s1 ¢, Y  son férmulas acotadas , ey ( P AW )

son férmulas acotedas.

{i11) si @ es una férmula acotada, Ax(x gy A (P ) es

una férmula acotada ¥y Wx(x<g y — P ) es una férmula acotada.

(2) Las férmulas ig y r\g del tipo de semejanza de
& (L-J) son las obtenibles con las siguientes reglas:

(1) Las férmulas <. 0 y las férmulas r\g son las férmulas

0
acotadas.,

(ii) tP es Z 2+1 si y sflo si hay una férmula \{/ aque
es I_'\ﬂ Y (e = Hxlu.xk( lel\ sen N ka N \.\,J J
(111) ‘-(-’ es n2+1 si y s6lo si hay una férmula W que
0
8s Z n Y ‘P = Vxl...xk( leh o-.l\ka _ \’\J ) .

(3) Las férmulas z :_LI y r\:; del tipo de semejanza de

@ [cu) son las obtenibles con las siguientes reglas:

1
(1) Las férmulas Z ; y las férmulas | |- son las mismas,

0
0 «
a saber, las férmulas que son Z 2 para algin ndmero natural n.

1
(11) @ es Zn-\-l si y sé6lo si hay una férmula ¢ que
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1
es r‘n Y (P = axlllek('—‘leA sas A"*ka——b \lJ ] .

1
(111) ¢ es [ ‘n+1 si y s6la si hay una férmula \p que
Eazl y = Vx x ( TINx, Avee AT NX A })
n ? 10.lk 1 "o k \.‘J .

2.3 Observacidn

A menos que se diga explicitamente la contrario, las

expresiones " férmula Z: v, "Férmula n?‘ w , "férmula Z.‘-i"
5 o,
y “férmula T1 “ " remitirdn a los conceptos usuales definidos

en el apartado de notacidn y no a los de la definicién 2.2 . Asi,
una fdrmula :E: i serd una férmula de segundo orden del tipo
de semejanza Tﬂ¢ . Los usps acordes con la definicidn 2.2 se
puntualizerén en caeda caso, dicienda, por eJjempla, "férmula Ef i

de primer orden del tipo de semejanza de@((_u') " en vez de _
"Pérmula D i ", Definibilided en O (o) serd definibili-

dad en primer orden.

2.4 Lema
m
Sea A <€ (W , donde m21l,
0 0 1 1 ;
(1) 81 A es Zn ( nn'zn . nn ) entonces A es

i
definible en & (w ) mediante una férmula (de primer orden

y de tipo de semejanza de O (w) ) 2: 2 ( respectivamente,
0 1 1
0, .2 .0 .
(2) 81 A es aritmético, A es definible en O (w ) mediante

una férmula (de primer orden) todos cuyos cuantificadores estén

relativizados a N .

(3) 81 A es anelftico, A es definible ( .en primer orden )
an O ().

Prueba:
Los puntos (2) y (3) se siguen del punto (1), habida
0
cuenta que toda relacidn aritmétice es Zf n para algdn n y

1 .
tode relecidn anslftica es 2. " para algin n . Pare justificer
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(1) obsérvese que las férmulas de segundo orden (cuyas variables

de segundo orden son monédicas) del tipo de semejanza Ty Poseen

una traduccidn natural a férmulas de primer orden del tipo de

seme janza de O (w) . Para ceda variable x de primer orden y

de fIndice J sea x' la variable de primer orden de fndice 2§ ,
y pera cada variable monédica de segundo orden y de fndice J X5 °
sea X' 1la variable de primer orden de indice 2j+1 . A cada término
t del tipo de semejanza Ty corresponde un término t' del mismo
tipo de semejanza, resultado de sustituir simulténeamente sus
variables XppeenrX, por XE""'Xk . Asignamos esntonces a

cada férmula de segundo orden del tipo de semejenza Tpy ( todas
cuyas variables de segundo orden sean monddicas ) una fdrmula

de primer orden del tipo de semejanza de C?[;QJ) de acuerdo con

lo siguiente @

(1) 51 ¢ es una férmula atdémica de primer orden, ?‘ es el

resultado de sustituir las vaeriables xl,....xk de %3 por las

)

simultdneamente .
k

variables  xjyess,x
(11) (xt) = ¢t g x'
(111) (@)= =@ v (¢ ryw)= (¢ W),
() (3xe ) = AN A e )
(v) (3x e )'= 3K =N A ¢ )
Entonces para cada fdérmula LP(xl,...,xk] del tipo

de semejanza T}H todas cuyas variables de segundo orden son

monédicas, y para cualesquiera ml,...,rnk &Ews

i - - -
IN (.P(ml,...,mk ) siy s6lo si @(w )+ (P[ml,...,mk) .
0 0 1 1
Ademés, si ‘¢ es Zn ! rln , Zn ’ ﬂn )
(Pi es , de acuerdo con la definicién 2.2 , ( eguivalente a )
0 1 1
una fdérmula Z 2 [ respectivamente, nn ’ Zn ' nn ] .

Establecido este lema, comenzamos el estudio de la

la relaecidn de consecuencia en v -1ldgica. En primer lugar exponemos
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un resultado conocido del que sacaremos partido més adelante.

2.5 Lemg
La teorfs completa de ndmeros es Ai é

Prueba:

Recordemos que la teorfia completa de ndmeros, TCN ,
es la teorfa del modelo [N . Debemos Justificar que el conjunto
de los nidmeros de Gldesl de 1las sentencias de TCN &s }E_; y

1
r1 1 A tal efecto, observemos que :

(1) TON es el dnico conjunto de sentencias 2. del tipo de

seme janza Thd que verifica las siguientes condiciones:
(1) 2 es consistente.
(11) AP c T .
(1i1) si Z\=—tp , entonces (-Pez i

(iv) si peraceda new , 2 = ®(n ) , entonces
S = Y Le(x] '

La condicién (iv) espresa la wW-completud pero sin
necesidad del predicado N ., En el contexto de esta prueba entends-

remos por W-completud la condicién (iv) .,
De acuerdo con (1) , tenemos

(2) (€ TCN =i y s6lo si hay una extensidn consistente T

da AP que 8s W -completa y estd cerrada bajo consecuencla
tel qus YT .

(3) & TN siy sélo si para cada extensidn consistente

EE_ de AP que es w-completa y estd cerrada bajo consecuencia,
ped ,
Podemos obtener férmulas vil(x] ; xz[x] ; ata()(] y
o{a(x) ('raspectanmante E i r\E ; rhlg y [ﬂ\g ) del

tipo de semejanza ‘r‘,N , tales que para cada A & GO :
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(1) ™ &= o (x)[Al siys6losi 168(c) :eenar € A

(11) “\\ = &2()() [A] sl y s6lo si A es el conjunto de
los nimeros de GYdel de un conjunto consistente de sentencias

de tipo Ty &

(111) N &= ola(x] [A] si y s6lo si A es el conjunto de
los ndmeros de GBdel de un conjunto o -completo de sentencias

(w) Weg L, (x) [A] siysdlosi A es el conjunto de
los nfimeros de G#del de un conjunto de sentencias de tipo T

que esté cerrado bajo consecuencia.

Usando estas férmulas, concluimos, por (2) y (3)

que
() n edet(c): ce TON § si y sélo si

N = 3x( e (X) aety(x) A oy(x) A ot () a XA )

() n € 168() : e TNy  si y sélo si

N = vx( (x) A2 (X) A ot (X) A %, (X) — XA )
(4) muestra que 168(c) : o€ ToNY es 2 i y
(5) que es Hi . Por tanto, es Ai .

¥
b

A la vista de los teoremas de incompletud de GOdel pafé“;
. la aritmética , podria pensarse que un resultado de incompletud
para teorfas verdaderas en O (ws ) se debe a su contenido
estrictamente aritmético, es decir, a los enunciados de tipo
de semejanza 130\J{NR relativizados a N que contenga. Pero
8ste contenido aritmético es a lo sumo TCNN . Por tanto, es

atinente el siguiente resultado:

2 ls LBma

Si T es un conjunto analitico de sentencias del tipo de semejanza
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de O (w) ( en particular, si T es recursivamente enumerable)
y @ (u.t ) =T y entonces TV TE:NN es incompleto.Hay, por
tanto, una sentencia o tal que

C (w) = o pero TuTBNN\:i'—D'".

Prueba:

Como para cada axioma o de ls teoria Q@ (véase
el apartado de notacidn, seccién 3 ) tememos T u TGNN = o -
podemos usar el lema del punto fijo para Tu TGNN . Recordemos
que este lema garantiza que para cada férmula (p[x) hay

una sentencia <o tal que
N
TUTN = (o <« ¢(%)) .

Asf, la sentencia & expresaen T UL TI::NN gue ella misma

tiene la propiedsd que (@ (x) simboliza,

Por los lemas 2,5 y 2.4 sabemos que 168(c) :'c-e.TGN‘
es definible ( en primer orden ) en & (w>) . Por tanto,
también 1lo es {68(c) : o € ToN' ! . Por hipStesis T
es analitico , de maneras que , por el lema 2,4, también

{Gﬁ(c"] :6-€ T} es definible en O (<) . Por ténto ,

L1

{Gu[c-'] o€ Tv TE:NN 7‘- es definible en 6: [c..a) » Hay,

pues, una fdrmula [da primer orden ) del tipo de semejanza

de F(w), ¢(x), tal que

1) C(w) = ® (n) siy s6lo si n es el nimero de
Gdel de una sentencia ' del tipo de semejanze de ®(w)

tal que T UTCNN = Y »

Aplicendo shore el lema del punto fijo a —1{(x)

obtenemos una sentencia o tal que
N -3
(2) TuTN k= (<> —e()) .
En ese caso

(3) T uToN H- c .
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En efecta, si fuera T y TCI’\IN =< , tendriamos
N
TUTCN (= ﬂ(f("c?] y asi G’(m)\:_—-ﬂte("é-“),pues
€ (w) &= TuTeN « Pero en ese caso , por (1), TuTeN W6 .

(a) TuTen" H—s .,

Pues si T O TIZ;NN = —-o , tenemos , por (2) , gue
N
TOTCN = @ () vy ast 0P (w) &= @ (&) . En ese caso,
por (1), Twu Ton" = & , en contra de (3) .

De (3) y (4) se sigue 1la incompletud de T u TN .

Esto Jjustifica,entonces, 21 lema 2.6 .

Le teoria TBNN es W -completa y , por tanto, son
las mismas sus consecuencias en primer orden que en W-ldégica.
Que obtengamos més consecuencias de T L!TGNN en “W-légica
que sn primer orden depende simplemente de que TuTCNN sea
W —completa o no. Por tanto, no puede obtenerss ningdn resulta-
do general acerca de sentencias no demostrabhles en 'primer orden
pero sf en ( -légica. Sin embargo, sf{ hay resultados de este

tipo en la medida en que se precise la teoria T . Préximamente

obtendremos algunos.,

El siguiente teorema proporciona una cota a la
complejidad de las consecuencias en ) -18gica de un conjunto
recursivamente enumerable de premisas. Posterlormente s mostraréd
gque no puede ser mejorado, Estos resultados hacen mds preciso
8l ya conocido de que la -ldgica no es racuraivamente_

enumerable para consecusncia.
2.7 Teorema
.88 T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza recursivo T .

(1) 8i T es analitico, el conjunto de consecuencias sn “w-ldégica

de T también es analitico.

(2) 8L T es [_\i » ( en perticular, si T es recursivamente



enumerable ) el conjunto de consecuencias en (W-légica de T es.

también ﬂi "

Prueba:

Sea A el conjunto de laos axiomas de la w-=ldgica vy
recordemos que /) es recursiva. Por los teoremas 1.20 y 1,21

tenamos

(1) T tiene un w=-modelo si y s6lo si T tiene una
extensidn E consistente y <« -completa tal que QQE =

y , por tanto,

(2) 71 E‘; o sl y s6lo si para cada extensién & de T ,
consistente y (o -completa, gque incluye a AN , ceT™ .

Si T es analftico hay una fdrmula (de segundo
orden ) dl(x) tal que
(1) NF“-‘"’I(X] Cal si y s6lo si '{Gﬁ[cr) 1o & T} < A e
§i T es l—\i podemos puntualizar que oLl(x] es
1
r-ll L
Hay, ademés, fdérmulas &2()(). ola(x), ola()i) y

dS(x,y) , respectivamente ﬂg ,ﬂg ,ﬂg y ‘22 tales

gue:

(11) N 2(x) [A]l siy s6lo si Aes el conjunto de los

ndmeros de GHdel de un conjunto o -completo de ssntencias de

tipo de semejanza T .

[iii)“\ll'-'-ois[x) [A]l si y s6lo si A es el conjunto de los

nimeros de Gldel de un conjunto consistente de sentencias de

tipo de semejanza T .
(1v)INk= ot (x) [A] sty sélosi {68(c) iceA} < A .

(V) Nl = ols[x,y)['.q,n] si y s6lo si n es el ndmero de G8del de

una sentencia de tipo ¥ que es deducible de premisas cuyos

194
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ndmeros de G8del estdn en A .
En virtud de (2], tenemos entonces
(3) n efes(c) : TS} siys6losi
N = V(o (X) A%, (X)) Aot 5(X) A & 4(X) —> & (X,7) )
y , por tanto,
1 1
{GG(O") : Tﬁa’} es analitico , y es r\l si T es nl .

A continuacidén obtenemos un resultado de incompletud

an @ -ldgica, Su formulacién original se debe a HRosser,

2.8 Teorema

51 T es un conjunto analitico de sentencias del tipo de semejanza
e O () ( en particular, si T es recursivamente enumerable)
y ®(ew ) T, hay una sentencia o— tal que T ‘%—) o

y T% — o . Por tanto, hay tembién una sentencia o tal j:

que. 8(0.)“:.—.0- pero T#ﬁJU_ .
Prueba:

Si1 T es analitico, también T UAPN' es analftico
Y, por-el teorema 2.7, '10‘ 2 T I.M\F’N Iﬁ,,ﬁ"jt es analitico,
Por el teorema 2.4 , {l‘:“ﬂ(ﬁ") : TuaP =, o} es definible
( en primer orden ) en G’ (w) . Hay , pues, una férmula Lp[x)

del tipo de semejanza de 4 (w) tal que para cada new ,
(1) nefe" (o) : Tuarke o] siysblost € (w)=¢ #@).
Por tanto, para cada sentencia o ,
(2) TUAPNL—fuo— si y s6lo si ¢ (m]x_—-tg('"c—"‘] .

Aplicando ahora el lema del punto fijo a ""\P(x),

obtenemos una .sentencia & tal gue

(3) T W APN“\= (o >~ (=) )

Veamos que ni & ni 1~ son consecuencias de
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N
T VAP en o ~-1dgica , en cuyo caso tempoco lo serdn de T .

(4) T U A" \:;;_‘:- (o ;
En efecto, s1i T v APN Y o resulta, por (3) ,
que T v APN =, 1@ (") . Como € (w ) esun w-modelo
de T uaf tenemos que & (w) = - (Y¢" ) . Pero entonces,
por (2) , Tu A" B, o .

(5) T u ap" h‘:—u: o ;
Supongemos que T U A" F=,7S . Por (3) , tenemos
que T U AN \_—‘:J.; ¢ (™) y , como C(w) esun
(w -modelo de T U APN, Clw) &= ¢ ("c') . En ese

caso , por (2) , TV APNI—-E:J (o , en contra de  (4) .

De (4) y (8) se sigue , como ya se ha indicado,

el resultado.

A la wvista de estos dltimos teoremas, concluimos

que no hay ninguna axiomatizacidn razonable de la teoria de

Vg () ni en primer orden ni en (w-légica. Sin embargo,
hay ciertos fragmentos de la teorfa de O ( w ) que sf
admiten axiomatizacidn, incluso recursiva , y para ellos la
W -~18gica es m&s fructifera que la légica de primer orden.
En particular vamos & considerar una teorfa recursivamente
axiomatizaeble que extiende a la aritmética de Peano e incluys
los axiomas de extensionaelidad, comprensién e induccidén. La

definimos a econtinuacidn,

2.9 Definicidn : A

2

Los axiomas de la teorfa A son los siguientes:

2
(1) Axiomas estructurales.
(1) NO A Vx(Nx —» NSx)

(11), Wxy(NxaNy —3 N x4y A N xey )
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(111)  Wy( —Nx v Ny 5 x4y o xey = 0)
(iv) Wx(—=Nx — Sx =« g )

(v) Uxy( x€ ¥y —> Nx ANy )

(vi) Uxy( x€ y —> Nx a—Ny )

N.
(2) o para cada axioma © de la aritmética de

Peano, AP .
(3) Axioma de extensicnealidad

Vxy (N x ~ =N.y AVufugE x e>u g y) ™ x=2vy)
(4) Principo de induccién

V(0 g x nVY( yE x — Sy g x) — Vy(Ny — y g x))
(5) Axioma de comprensidén

Para cada fdrmula ¢ [u,xl,...,xn] en la que la variable vy

no estd 1libre :

Vxl...xn y( —m Ny A Yuluf ¥y <> Nu A‘P(U,Xl.-s-,xn))].

2,10 Observeciones

Todo & -modelo de A2 es isomorfo a una subestructu-

ra de f?( W ) . En efecto, si O\ es un Co-modelo de A2

la 4inmersién F de O\ en O ((u) viene dada por

-8\
Fln ) = n para cada ndmero natural n

a
F(B) = {néw: n EG‘B} para cada B & A - NS

Por tanto, los (w -modelos de A2 s6lo pueden
diferir en los subconjuntos de > que posean , Un clésico
resultado de Kreisel, Gandy y Tait establece que los
conjuntos de ndmeros naturales presentes en todos los W -modelos

1
de A, son precisamente los hiperaritméticos (1los AN " ¥ .

Las sentencias gue tienen todos los cuantificadores

relativizados @&l predicado N y son verdaderas en Q?( e )
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son verdaderas en cualquier W -modelo de Az . Pero ademés, las
sentencias [ﬂli ( en el sentido de la definicién 2.2 )
verdaderas en (> ) son verdaderas en cualguier (w-modelo
de A, . La rezén es que, como ya se ha indicado, si G\ es un
> -modelo de As s hay una subestructura & de @ (o)
tal que O\ L & vy N&=CAJ= NG[t.u)

sentencias universales se preservan bajo subestructuras ) .Por

( y las

1
tanto, si @ es una sentencia i 1 ( en el sentido de
2.2 ) verdadera en algin  -modelo de A, + Cp es
verdadera en B (o) .

Usaremos a continuacién esta dltime observaclén para
obtener resultados sobre la complejidad de {G‘: Az‘fa U‘R,I
y con ello podremos fijar una cota inferior a la posible comple-
Jided de las consecuencias en Gs -1dgica de un conjunto recursivo

de premisas.

2,11 Teorema

5
El conjunto des las consecuencias en w =1ldgica de A2 no es Z 1°

Prueba:

Supongamos que it‘f‘: A2 Fﬁ,r’"} es Zi . Hay , por
1
2.4, una fbrmula :E.l ( en el sentido de 2.2 ) , @ (x),

tal que para cada necwo ,

(1) n E{Gﬁ[ c) A, t.:.uo-} si y sdlo si G(Lu) = ¢ (n) .
y asi, para cada sentencia &,

(2). A,b= o siy s6lo si Clw) & @ ().

Podemos aplicar el lema del punto fijo a A2 y '1%>(m31

obtaniendo asf una sentencia < tal gue

(3) A, &= (= «—=7¢(%) .

Veamos ahora que esta situacidn es contradictoria:
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(a) AQ%G— .

En efecto, si A_\= & , tenemos que A = ““CQ("E-"],
por (3), y que (?(Lu)‘—:_-wge("c?—_‘],puas F(es) es

un (v-modelo de A, . Pero , por (2) , Q(w) e @ (7o) .

(5) AF= o .
Por (4) sabemos que hay un wo-modelo C\ de A,
tal que OClF—0o |, por (3),8 &= ¢ (=) . Pero ¢ (")
es una sentencia :E i y,de acuerdo con lo indicado en la

observacidn previa, tenemos entonces que O (w JE= @ (7).

Por (2) concluimos entonces que A2EO’" .

La contrediccidén entre (4) y (5) proviene de admitir
1
que ic' pA, F:-_’CS"—’]' es , + Por tanto,esté justificado

el teorema,

Con estos resultados podemos me jorar el teorema 1.6,
acotando la comple jidad de las consecuencias en (= -l6gica de

un conjunto recursivo, o recursivamente enumerable, de premisas.

2,12 Corolario

[1) S1 T es un conjunto recursivo de sentencias, el conjunto

1
de consecuencias en (w -légica de T es rwll .

(2) Hay un conjunto recursivo de sentencias, en tipo de seme jan-

za finito, cuyo conjunto de consecuencias en W -1l6gice no es EZ:i .

Prueba:

(1) se sigue de 2.7 y (2) de 2,11 .,

2.13 Corolario

(1) En todo tipo de semejanza recursivo el conjunto de

1
sentencias vélidas en ¢o-1ldgica es I‘]l .

(2) Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de

1
sentencias vélidas en W -ldgica no es ji 1



200

Prueba:

(1) es consecuencia inmediata del punto (1) de 2.12 ,
(2) se obtiene del punto (2) de 2.12 y del teorema I1.23 ., En
efecto, como el tipo de semejanza de la @ -ldgica es finito,
podemos usar II.23 para obtener una sentencia & en un
tipo de semejanza finito t' que extiende al tipo de semejanza

v de Q(w) y verifica :

{o: A= @) = Je: ¢ esdetipo T y o‘\i‘f"’\
donde M es un predicado monddico de T . 5i el conjunto de
sentencias vélidas en tipo T  fuera :i i , también seria
:Z i el conjunto

{(f: (faasdatipu‘r y(s“ifem}

y por tanto i(f’ s AE’F:J (f?l seria Z i . Pero ya sabemos

que éste no es el caso,

La W-16gica permite extraer més consecuencilas de
A2 que la 1légica de primer orden . Esto es claro dado gus
para cada sentencia ¢ tal que [N ¥O& tenemos 'Az \"'ﬁ‘_,G-N ’
pero hay sentencias © verdaderas en I}J y tales que
A2 = c'hd . Pero aungue afiadamos a A2 toda la teorfa comple-
te de ndmeros, siguen habiendo sentencias obtenibles en W -1dgica

pero no en primer orden. Esto es lo que expone este (Gltimo corola-

rio :

2.14 Corolario

N
Hay una sentencia & tal que A2 \-&c" pero A_UTCN =6~ .,

2
Prueba:
N
NSaa T, - Vo ALUTEN oty T, =le: Aot
Como TCN < T2 , tenemos que Tl c 72 . Por el lema 2.5
1 1

sabemos que TCN es [\ 1 ° Por tanto, también es & 1

Aata TCNN y , en consecuencia, T1 . Pero por 2.1l sabemos

1

que T2 no es f} 1 ° Asi Tl t T2 y hay, entonces, una



sentencia & tal que & €T, pero o 4- T, « Entonces
N
Az %_1 G~ , pero AE VUTCN H= & .

2.15 Dbservacidn

La situacidn descrita en los corolarieos 2.12 y 2.13
es andloga a la que se da en primer orden, cambiando r_li
por Z g y Z i por r\ ;} . En & -16gica el conjunto
de sentencias vAlidas es siempre [_\i pero no siempre hiper-
aritmético ( [},i ) « En légicea de primer orden el conjunto de
sentenciaes vdlidas es siempre recursivamente enumerable ( 3 2')
pero no siempre recursivo | [},2 ) . Dtra tanto ocurre para las

consgecuencias de un conjunto recursivo o recursivaments enumerable,

Este paralelismo se ve reforzado por la representabili-

dad en las teorfas AP vy A, + A, es una teorfa para O(w )
andloga a AP para [N . Los conjuntas representables en

AP  son los recursivos y los débilmente repressntsbles son los
recursivamente enumerables. En Grzegorczyk & Mostowski & Ryll-
Nardzewski (1958] se establece que 1los conjuntos representables
en Y0 : Azl—z')ﬂ'lx son los hiperaritméticos ( Ai ) y que

los débilmente representables son los FT i .

Esto sugiere que hiperaritmeticidad corresponde en

& ~légica a recursividad en primer orden y que el concepto
de conjunto ‘_\i en 2 -légica corresponde a enumerabilidad
recursiua' en primer orden ., Sin embargo este paralelismo no es
" total. En otros contextos hiperaritmeticidad en W -1égica es
un correlato de finitud en primer orden. Asi, pnr.ejemplo, una
versidn del teorema de compacidad para ¢» -ldgica debida a
Kreisel ( véase Kreisel (1965) ) establece que:

51 T es T_‘i y cada subconjunto hiperaritmético de T

pogsee un W -modelo , T posee un (W -modelo,

2.16 Observacidn
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Una lé6gica muy parecida a la (2-1l6gica es la légica
de los ndmeros enteros, que llamaremos #Z -légica. Se trata de

la ldgica asocieda sl modelo
Z «<z,5>

donde Z es el conjunto de los ndmeros enteros y § es la funcidén
de sucesién en Z ( usamos el mismo signo para designar a esta
funcibén que para la funcién de sucesidén en & , pero son funciones

distintas ) .

El tipo de semejenza de Z consta de un ¢nico signo
funcional monddico , S . Los tipos de semejanza a los que se
aplica lla y/4 -l6gica poseen el signo S y un predicado monddico
U . Los Z -modelos son las estructuras O\ en las que Um

es {S}-cerrado y
&
<z ,8Y QU< s> .

La teoria de Z es recursivamente axiomatizable. Un

conjunto recursivo de axiomas es el siguiente:
(1) Vxy( Sx2 Sy — xx=vy)
(i1) Vx 3y Sy = x

(iii) VYx =— x2S" x para ceda n » 1,

donde S1 =S y s,"*'l -ss"

Z es Bl dnico modelo de estos exiomas que omite

el conJjunto de férmulas
|—mS™xey tnewtl

donde @ahora 1la notacidn Sn se extiende al cas0 n = 0

0
entandiendo que S x = x .

sea [\ el siguiente conjunto de sentencias :
(1) Vx ux

(11) Wx(ux — U Sx)

(111) crp para cada axioma o~ de la teoria de ZZ. :
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Resulta entonces que :

G\ es un 7 -modelo si y s6lo si O\ es un modelo de AN

que omite el conjunto de fdérmulas {(Uxo\ Uy]];u{....snx > oyt nem.ﬁ .

La Z ~l6gica posee un cédlculoc andlogo al descrito
en 1,14 para la Ww-1ldgica. Los axiomas de la Z -ldgica son
las sentencias del conjunto Vi y la regla infinitarie de

inferencia correspondiente a la w-regla , la & -regla . -1-H

viy( Ux A Uy A S\ v y — (fa(x.y]) para cada n€ < .

Vxy( Ux » Uy — @ (x,v))
qus también puede formulerse, de manera més simple, como :

x(Ux —> @ (x, s"x)) para cada n&ew ,

Vxy(Ux A Uy — © (%:¥))

203
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3. LOGICA DEL BUEN ORDEN

La légica del buen orden , d(;n

@ la clase WO de los buenos drdenes , El tipo de semejanza de

, Bs la légica asociada

WO consta de un dnico predicedo di&dico, ;‘: , para la correspon=-

diente relacidn de buen orden vy
. &1
WO = {G\ : O\ es de tipo {w<} y & es un buen orden
ds A } .

Llamaremos modelos bien ordenados a 1los W0-modelos .,
Estos son, pues, las estructuras o cuyo tipo de seme janza

incluye los signos JF y U (U es el predicado monédico

propio de la légica ) vy ‘fs\ restringida a U@ 88 un buen
orden de U®' ( que es un conjunto no vecto ) .
La relacidén de consecuencia 'F;D de Afwo esté
definida por
= e si y 86lo si todo modelo bien ordenadc de 2. es

WO
un modelo de & ,

3.1 Lema

-ihn no es recursivemente compacta . Tampoco es recursivamente

enumerable para congecuencis ni para validez,
Prusba:

El conjunto de sentencias

- ﬁ cn : neu-:}

{Ucn e new} U [c
no tiene ningdn modelo bien ordenado, sunque todo subconjunto fini-
to éuyu s lo tiene. Por tanto ;{WD no es recursivaments compacta.
Por II,15 obtenemos gue dfwo no es recursivamente enumerable
para consecusncia ., Como 8l tipo de semejanza de WO es finito,
concluimos, por II1.20 , que <gfw0 tampoco es recursivamente
enumarable para validez,
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3.2 Observacidn

La teorfa de WO, es decir el conjunto de sentencias
verdaderas en todo modelo de la clase WO, no s6lo posee una
axiomatizacidn recursiva, sino que es una teorfa recursiva.
(Véase Doner & Mostowski & Tarski (1978) ). Un conjunto de

axiomas para la teoria de WO es el siguiente:

(1) Wxyz( x €CYAy €z —> x €2 )

(i4) Para cada fdérmula <P (xl,...,xn,x )

Vcho-Kn( 3)( (Pf_xl....,xn,x) —— BX( (.P(_X:L.--..Xn,x ]J\
th( CP[Kl,tI.|!xn'y) _ Ty ﬁx )) ) "

(111) ny(xﬁyvyﬁxvy:::x)

La simplicidad de ls teorfa de WO contrasta con lo
expuesto en 3,1 'y alin m8s con los resultados que obtendremos

en breve , Mostraremos que el conjunto de las sentencias vélidas

de *4;0 en un cierto tipo de segejanza finito no es ni siquie~
ra Z}_z . Esto debe interpretarse como una nueva indicacién de
que es muy distinta la ldgica éfK asociada a una clase K de

estructuras, de la l8gicea de primer orden suplementada con la

teorfa de K .

3.3 Definicién : Axiomas de °iw0 .

Para cada tipo de semejanza T , los axiomas de ‘J:WD

de tipo T son :
(1) Ix Ux
(11) Vxyz(UxalUyalz Ax €y ry €2 —> x ﬁz)
(i11) Para cada fdérmula (P[xl,...,xn,x) de tipo T ,
Vxl...xn[ Bx[(p[xl,...,xn,xJ AN Ux) —> I x( Lp(xl....,xn,x ) A
AU A Yy @(xgaeeerx sy) Ay — 7y €x)) ).

(iv) Vxy( Uxaly —> x €y v y €xv x =y).
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Obsérvese que de (iii) ya se sigue que
U ( Ux — — x < x )

Asf , en todo modselo 8\ de estos exiomas , Uﬁh es un conjunto

no vacfo vy 156\ (restringida a u® ) es un orden total de

Uﬁx. Ademés, por el grupo de axiomas (iii) , todo subconjunto no

vacio de UG\ que sea definible an S\ con parémetros posse
&\ &\

un menor elemento en J‘ . 5in embargo ﬁ‘ no tiene por

qué ser un buen orden .

£§w0[1') serd el conjunto de los axiomas de J:WD
de tipo v . Obsérvese que para todo modelo bien ordenado Q)
de tipo T ,

N EAH ().

3.4 Definicidén

Sea T un tipo de semejanza . 551- es el conjunto de las secuencias

de férmulas <L?n>new tales que para cada né&€w |,

$#‘ es una férmula de tipo TWJ{;:; U} con a lo sumo las

variables libres uo,...,un .

]

< <
8i <CPn(vD""'un)>neu S., : (Pn>neuu es la secuencia
de sentencias definida como sigue:
(1) %y = 3\10( Uvg A LPU(UD))
(iilth+1 - VVU...vn[UvG Aoees AUV A (Pn(vo,....vn]
<v.))

3“'r-m-l({'h"n-bl A tPn-l-l[vU""'Um-l) A Vol

Estas definiciones nos permitirén shora formular y
probar un teorema gue caracterizae los conjuntos de sentencias
(de tipo de semejanza numerable ) que poseen un modelo bien

ordenado,

3.5 Teorema

Sea Tt un. tipo de semejenze numerable y T una teoria completa



y consistente de tipo T y que incluye a AWU [T) .Bajo
estas hipdtesis:

T tiene un modelo bien ordenado si y sélo si para cada

<‘Pn[vuplnotun)> e ST ’ hay un méw tal que T b_‘\ﬁn .

new
Prueba:
Supongamos primero que T es completa y posee un
modelo bien ordenado O\ y sea £ ({Dn(uo,...,un) >ner.._| .

Supongamos ademds, a efectos de obtener una contradiccidén, que
LY
para cada mew , THE --k(Jm . Como T es completa, para

cada mew, G\ = E?m %

Definimos por recursidn una secuencia <a
n new

de elementos de US\ tal que

S\

(i) Para cada new , a > & .

(11) Para cada ne w ,0) &= Cpn[vu,...,vn) [ao.....an_l .

La construccidn de <a 7 comienza escogiendo
n’new

[}
un elemento arbitrerio aj € U tal que O\ F:(FB(VD) [aa-,\ .

207

Esto es posible dada que 0| &= ((DU Yy @ = BUD[UUDA (?D[uo)).

Supuesto ahora obtenida aU,...,an de manera que

&\ &) & &
an.....ane.U ; ao 3 &, >w"' % a y ademés

6\ F ?n(v0|ll.|vn) [aﬂ|-I.|ﬂn]
observamos gue O\ &= U@Sm_l y , por tanto,

3v_ _(uv

n+1 n+1.A an+1[VG""'Un+i) n un+1

Hay entonces un elemento a & U@‘ tal que a a y

<
W
&N
<
w o oon

G\ = Pn'l"l('vﬁ""'un-}-l) [aD|--.'En.a] .

Definimos entonces a = a .
n+l

Justificada la existencia de <a % con las
n nNew
propiedades (i) y (ii) , constatamos que 156‘ (restringida

a Um] no as un buen orden de U , pues poses una cadena

v, )[au,....a;] .
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descendente infinita. Pero entonces O\ no es un modelo bien

ordenado.,

Esto esteblece parte del teorema, Para la otra parte,
supongamos que T es numerable , que T es una teoria de tipo
T consistente y completa gue incluye a ZSWD[ T ) yque
para caia <Cfn(vn,....vn)\/r’_lewe ST hay un mew tal que

T = -1%% .
Para cada né&w) y cada férmula d.(vo,...,vn] de

tipo T sea
<
QL(VU"."VH) = ol (UD'.."VH) a) VXG...xn[ d\(xo,...,xn] N

AUxy AeeoAUX  —> (VD ﬁxu)v (vo Soxg AV S X ) V...

L ] tﬂ L & b"‘ h' L
v (uo Xg Aeesh VX AV € x ) v (UD Xq A

nvnmxn]J.

Obsérvese que si O\ es un modelo de T , ﬁm

(restringida a UG\) es un orden totsl de UT y si Bgrerer8
a <
son elementos de U tales que Q) k=ti.(vﬂ....,un) [ao....,aé],
entonces an,...,an es la menor n+l-tupla ( en el orden
- .
lexicogréfico correspondiente a < ) gque satisface 1la

férmula ol[vo,...,vn] en O\ .
Observemos ademdés que:
E
(1) T F V"Ulllvn( d. (U[}.-o',\!n) -—9 DL (VU'IGI'UH))

(2) T “——— VVDoanVnw ttewnluvor\cacl\ U\-\"nf\ Uwon.-" N an N

0

- <
f\b(lvujltogvn)/\ o((wu|.l0|wn)—-—-% UD._'-QWOA..-AVH-.‘::‘W” )

(3) T 3U0...UH[UVDI\ veen UV A o [vo,...,vn]) ey

<
m L L]
BUU...VH(UUD AN ewe N Uvn,\ (VD’ ’Un ) ]

(1) es inmediato. (2) se obtiene dsl hecho de que
en todo modelo OV de T, 56‘[ restringida a UG\) es un orden

total de Ucn. (3] gse establece por induccidn en n usando el

grupo (1iii) de axiomas de [}wD[T ) .
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Adicionalmente se verifica:
(4) Para cada férmula d.(vﬂ,...,un) de tipo T , si
T v '\HVU-..UH( ol (VU'.ll,Vn) n UVD ANese A U\In ) & es GDnsiStEHtE,
también 1lo es
Tu {BU cesV. { A(V_yoosgV ) AUV_Acca N Uv A df(v vuupl J)}.
0 n o’ "n a.-" " n o' *=n
Ello se sigue de (3) y (1) y del hecho de que T es, por
hipdtesis, completa .

Como T es numerable , por el teorema de omisidn de
tipos ( véase Chang & Keisler {1977) , pég. 82 ), hay un modelo
) tal que :

(8) A= T y paracada necw, O\ omite el conjunto
l(UvO PN Uvn)'r\—-n df(vo, ...,vn) : ol es de tipo T } .
En ese caso,

(6) Para cualesguiera 8greeerd € UGN hay una férmula

<
bi[vo,...,vn) de tipo T tal que G\lkzc((uu,...,vn] [an....,ag] @
Veamos shora gue
(7) O\ es un modelo bien ordenado de T .

En caso contrario habrfa una sucesidn <a ? de
n N

elementos de us tales que para cada ngw

&
%n ?? 1
.Para cada ncw , (6) garantiza la existencia de una férmula

<
°%(v0""’vn) tal que O\ «%(vu,....,un) '[go,...,a;] .
Veamos que para cada n&w ,8 &= :‘n .

t-/;. -~
- Para‘n = 0,tenemos ol = BVG(U\;D ~ c-LU(vU) ) vy
= LIJUDA ol.n(vu) [au-].

Para n+1 tenemos

- <
< - sow con
oLy VVU. o .vn(Uuo AeaaA Uy oz.n(vu, ,vn) —> 3vur“-‘_l(u\irmp1 I
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" Vo1 & Va n+1("'0"""’ wal )
"
A efectos de establecer que O\ D{:‘Hl , supongamos

) <
qUE bD peasw |bn e U y qUE 6\ b oﬁn( UD' [ I ] ,Vn) [bo poens |bn._1 .
Por (2) tenemos gue ~<b0,....b Sy = <agre.s18 % y , como

G\ ¥= Uv A +1 5 v [\!D,to-,\f 1)[ ED,...,an+l ' ]'

+

concluimos que

0 = 3\"ri+1("wr'|-w-1j'\ Vil '® Vi (VD""’U ]) [bO""'bn\'

n+l

Asi pues, tembién G\F;e%:i . De este modo

< ™
<ucn[u0,...,vn]>neme Sr y para cada new , 8) Fet= . Esto
cantradice la hipdtesis inicial sobre T . Esta contradiccién

Justifice , entonces, el punto (7) .

Establecido (7) , hemos obtenido un madelo bien ordenado

de T , Por. tanto, finaliza la prueba del teorema .

3.6 Observacidén

El teorema 3.5 es generalizable también a tipos de
seme janza no numerables . Véase Kotlarski (1978) a este respecto.
S5in embargo, la prueba para el caso numerable es més éimple 1%
este caso es , por otra parte, el dnico que tomaremos en conside-

racidén ,

3.7 Corolaerio

§1i T es un tipo de semejanza numerable y T un conjunto de

sentencias de tipo T , son equivalentes :
(1) T tiene un modelo bien ordenado.

(2) T tiene una extensién completa y consistente, D, que

da < '

incluye a AWD () vy tal que para cama <pn[v0, ,un)\f new
de S‘r , hay un mé&w tal que O e, .

Prueba:

Por 3.5 .
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Usando ehora el corolario 3.7 obtendremos una cota

a la complsjidaed de las consecuencias en afw de un conjunto

0
recursivamente enumerable de premisas . Este resultado es anélogo

al teorema 2,7 de w-1ldgica, pero ahora 1l1la cota es r\;
i
y no r1 7 °

3.8 Teorema
Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza recursiva T ,

(1) 81 T es analftico, el conjunto de consecuencias de T

en ‘ZWD también es analitico.

1
(2) s1 T es [) = ( en particular, si T es recursivamente
enumerable ) el conjunto de consecuencias de T en “ZWU también
es M
2 [ ]
Prueba:

Por el corolerio 3.7, tenemos

T Fﬁﬂ - 81 y sflo si pera cada extensién consistente y

completa & de T que incluye a CSWU (+ ) y tal que
&

para cada 4‘{?"(\:0,....\!”)7“&{” < ST hay un m&Gu tal que

S, 188 tiene [ =«

Observemos ahora gue hay una férmula oél[Y) (donde
Y es una variable di&dica de segundo orden ) del tipo de
semejanza de [N que sélo contiene cuantificacién de primer

.

orden y verifica, para cada R & W %

(1) (NF c?-l(Y) [R1 si y s6lo si R es una funcidn con dominio
o y para cualesquiera n,m&CJU tales que <n,mM &R , m es
el nlmero de G8dal de una férmula de tipo —« con & lo sumo las
variables vo,...,vn libres,

Par tanto,
IN et (¥) [R] sty sblo si {<n, > : <n,B8(p)re R} € S.

A continuacién observemos que hay dos fdrmulas,;xg[x,y)
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y e(a(x,y,z,u) del tipo de semejanza de [N y de primer orden,

tales qus :

[i:li]N = b’-z(x,y) Cn,m] =iy sélo si n es el némero de
Gddel de una férmula (p del tipo de semejanza T y m es el
ndmero de G&8del de —'BVD(UUD A )

(iii)“lk=-ﬁ3(x,y,z,u] Cnym,k,j) si y s6lo si n, m son los
niimeros de G&del de férmulas e, *J del tipo de semejanza T

y J es 8l nimero de B8del de la fdérmula

"‘Vvo...uk[UvU Aeren Uy n® > Ty (u IS

Ay o))

kel kel ® Ve S %

-

De este moda, si <an5 nee-:us‘r y R -%(n,eﬁ( (f_!n)>:n&w7|

resulta:
(iv)IN &= 3x(Y0 x holz(x,u]) v 3xyz( ¥zx aYSzy Ada(x,y.z,u)]
[R,n] siy s6lo st hay un k€wo tal que n = ga(-,‘c’gk ) .

Abreviemos esta Gltima férmula mediante ch(Y,u)

y recordemos que sélo posee cuentificacién de primer orden.

Finalmente, observemos que hay férmulas cis[x), db(x)'
ol,?()(], oLB(X) y otg(x,y) (donde X es una variable mon&dica
de segundo orden ) tales que

1
cis(x] es de segundo orden ( y 2 > si T es T\; ) vy

0 8] (] 0
las restantss son, respectivamente, [\ . N g "1‘1 y ZEZl

y @
(VIN &= o (x).[A] siysslost {e8(c):0e T] ca.

(vi)N &= MB(X] [Al =iy s6lo si A es el conjunto de los

nimero de Gddel de un conjunto completo de sentenciaes de tipo T .

(Vi1)WN = o4, (X) [A1 =iy s6lo si A es el conjunto de los

nimeros de G8del de un conjunto consistente de sentencias de tipo 7 .

(vit1)WN Fo4(x) [A) sty sdlo si lot(c) 1oe AWU(T ) € a.



(ix) N F=¢¥9(X.y] [A,n] si y s6lo si n es el ndmero de
G8del de una sentencia de tipo T que es deducihle de sentencias

cuyo némero de Gldel estd en A

Reuniendo estos resultados tenemos:
(x) N = Wx( o (x) Ao () Aot (X) nsg(x) A VY & (Y) —
Ju( MA(Y,u) hag(x,u))) — Dig(x,y] ) [n] si y sélo si
n € {Gb[aﬂ g 'FF=,G'} :
WO
Esto muestra gue {G': T % es analftico, Si

1
ademds T as r]2 ; ols(x) es , digamos

%
cks[x) = J3Z VYW (p(x,z,w) ,
entonces
(x1) IN = Vxz 3wr( ¢ (X,2,W) A S (X) A o4 (X) A et g(X) A
(o4(Y) — 3u( o,(Yyu) Aot (Y,u) )) —> ot (X,y) ) [n]
siysélosi n & {6b(s) : Th= =} .

Esta Udltima férmula es equivalente ( en ™ ) a una
férmula r-l; , pues la cuantificacién sobre la variable diddica
Y es eliminable en funcidn de cuantificacidn monédica sin
introducir otros cuantificadores de segundo orden. Por tanto,

si T es r\; g {G'=TF§OG"7| es también r\;

3.9 Notacidn

Volvemos a considerar la teoria A2 y definida en 2,9 ,
a efectos de establecer que el teorema 3.8 no pueds ser mejorado,
En este contexto, <fb(x,y,z] serd una fdérmula del tipo de
semejanza de & ( wu ) sin cuantificadores y con las siguien-

tes prapiedades:
(i) A, = Vxyz( de(x,y,z] —> Nx A Ny a Nz )

(11) A, B Vxyzuy( kpd(.x.y,z) r fuviz) = xsuaysv)
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(111) A, = Vxy(NxaNy — 3z P (x1v,2))
A tal efecto podemos usar :
©,(xsy,2) = NX ANYANZ A 202z & (xpyloe(xpy) s 3oxe y .
La funcidén J de LLF en Go definide por
Jn,m>) = 1/2 ( (n+m]2+ 3-n +m)
es 1inyectiva vy para cuslesquiera n,m,k & o
C (w) t:(EJ(FI'E’E ) siysélosi J(<n,m>) = k .,

Por tanto 1la férmula fh(x,y,z] nos permite hablar
indirectamente de pares ordenados de ndmeros naturales. Emplearemos

ademés la notacidn
(x,¥) € 2
para abreviar
Ju(u € z A 'f‘d(x,y,u)] é

Finalmente, ‘Fhﬂ(x] serd la conjuncién de las

siguientes férmulas :
(1) —=Nx A Wy(ygx = Juv ¢ (u,v,y))
(i1) Vuww( (u,v)Ex a(v,w) € x — (u,w) € x )
(148) Yu — (u,u)g x
(1v) Vy( 3z zey nVz(z€y — 3u( (z,u) € x v (u,z) € x}) —
Jz(z€y AVuwg y — z =w v (z2,w)€ x ) )
De este modo,
Clw)E Colx) [A1 =iy sélosi 5! [A) es un buen
orden , es decir, si y s6lo si la relacidn
Jemm>: @(w) = (Re x 1A §

es un buen orden .

La férmula Thn(x) nos permite hablar indirectamente

214



215

de busnos drdenes de (.,

3.10 Definicidén : E -modelos de Az

Un modelo O\ de A2 es un ?-—mndelo si para .cada

B €A gue satisface 'Pwu(x) en O\ , la relacién
'\(a,b)éAKA : O\ & (u,v) € x [a,b.B]&
es un buen orden .

La férmula ?hn[x) expresa con naturalided en ¥ ()
la condicidn de buen orden, pero la cuantificacidn sobre conjuntés
que entfaﬁa permite que sea interpretada andmalamente incluso en
w —-modelos de A2 . De hecho hay Ww-modelos de A2 Que no son

{® -modelos. §in embargo, todo (% -modelo de A2 es un

W amodelo ., La razdn de esta Gltima asercidn estéd en que la

férmula
PO) = =N A WlyE x > 3wl pluviy) rugv))
que define al conjunto
{.dtzn,m»)': nem} en C(w)
tiene las siguientes propiedades :
(1) A, = 3x ﬂfix)
(11) A, = Yx -(‘PE"J — @ (x) ).

Por tanto, en todo ‘;-quelu G\ de A2 hay un conjunto

BeA tal que .
{Aa,bs : O\ & (u,v) € x [a,b,a]} = {«:a,m- : 8l = (NuANVA U <v)[_a,‘6]}

y estas 1relaciones en A son buenos d&rdenes, Entonces

<G\ es un buen orden de Nm y con lo cual
o}l
(o r‘rm) NTa N

Los |$—mndelos de A2 son, pues, (w-modelos, El1 dnico

. resultado que precisaremos es el siguiente :



§i O© es una sentencia \—I;

2,2 ) verdadera en O (w ), o es verdadera en todo

p -modelo de A, ( véase Apt & Marek (1974) ) .

( en el sentido de la definicidén

3.11 Definicidn

Para cada conjunto de sentencias z y cada sentencia

S del tipo de semejanza de C(w) :

Z {-"—FG' s8i y sélo si todo r.—rnndeln de Z es un modelo de & ,

3.12 Lema

e : A.‘ZF(;G-} no es 2’_;

Prueba:

1l
Supongamos que '\G" : A2 %r} es 2_2 « Por 2.4
hay una férmula Z; ( en el sentido de la definicién 2,2 ) ,

@ (x) , tal que :
(1) @(w]\—_—(f[;] si y sélo si ne“lBu[q.-);Azp-ac“ .
Por tento, para cada sentencia & ,

(2) ®(w)E @) siysslosi ajme .

Por el lema dsl punto fijo, aplicado a ~—1¥(x) y A, ,

hay una sentencia & tal que
(3) A, B (& «<>-¢(F)) .

Veamos en primer lugar que

(a) A \:,f?!.c- .
En efecto, si A, t=f!- & , entonces , de. acuerdo con (Z),
O (w)E ¢ (*& ) . Como Q@ (o ) es un modelo de A, tenemos,
por (3), que @ (w )k —6 .Y com @ (w ) esun {-modelo

de A, Y AZFF.G_ , al misma tiempo O (w )k & .

Segdn (4), hay un [ -modelo O\ ds A2 tal que O Ho .

Por otra parte, (2) gerantiza que & (w) =—¢(*s") . como
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- 1
@ (&) es 2 o+ T9(T) es ﬂ; . Por lo indicedo
en 3,10 resulta entonces que —Q("c™') es verdadera en
todo f-modelo de A, . En particular, S\ \=.--l?( s ) . Pero
entonces, por (3) , €\ &= o , en contradiccién con la

hipdtesis sobre &\ | Esta contradiccidn muestra qgue el conjunto

{6_:"‘2‘:'(5&—1 no es Z; =

Obtendremos ahora un resultado andlogo a 2.11 , que
fija una cota inferior a la complejidad de las consecuencias en
<L de un conjunto recursivo de premisas . En este caso la

WO

cota es '2; y mientras en w -ldgice era Zi .

3.13 Teorema

Hay un conjunto recursivo de sentencias , en tipo de semejanza

1
finito, cuyo conjunto de consecuencias en °{GD no es :i 5

Prueba:

El conjunto en cuestidn , T , serd una extensidn de
A2 « Introducimos un nuevo signo funcional diédico f. E1 tipo de
semejanza T de T constaréd de 1los signos propios de
CP(.QJ] ademds de if, U, d% } . Las sentencias de T

serén los axiomas de A Junto con

2
(i) Vxy U fxy

(1) W Quolx) —> Vuu( () € x —> Pu v )
Veamos en primer lugar gue
(1) Todo modelo bien ordensdo de T es un [ -modelo .

Ssea &) un modelo bien ordenado de T . A afectos de
mostrar que &\ es un P-modelo, consideremos un B € A tal
 gue Q}:(Pwo(x] [8] . sea R = {<a,b> : OV E=(u,v)€ x Y_a,b,B-_\} s
y veamos que R es un buen orden . Sea D el campo de R ( la
unién del dominio y el recorride de A ) y definamos:

g = i(a,fﬁ[(B,a‘r]’:v : aebD } .



Obviamente , g:D — g™ . Ademds, para cuaslesquiera a,b € D,
o1
si <a,bdeR , entonces g(a) < ag(b) .

(g
Como O) es un modelo bien ordenado, < (restrin-
Q ;
gida & U ) es un buen orden de US‘ , Como g es una inmersidn

de R en 56\, también R es un buen orden,
Esto justifica el punto (1) . Veamos a continuacién que

(2) Todo @ -modela GV de A, posee una expansidn bien orde-

nada que es modelo de T ,

sea O\ un [ -modelo de A, Diremos que un ordinal

" es representable en 8§\ si hay un BeA tal que G\F?wu[x) Lel
y Y es el tipo de orden de '

{da,b‘r : N\ = r(u,\a') € x [a,b.B-lk .

Sea & sl supremo de los ordinales representables en &\ |, como
todo buen orden representable en &\ es numerable ( pues los
buenos d&érdenes reprasentados son buenos drdenes de <o ], tenemos
que § = ‘*Jl . Distinguiremos dos casos pura la obtencidn de la
expansién de OV , segin § <« Sy © & = w. .
Cago 13 & < . .
(o}
Hay en ese caso un buen orden R de N de tipo § .
* a*
Dafinimos la expansidn &\ de O\ poniendo U = NS,
:
<.
w
Para cade B€A tal que G\P(PWO[X) L8l , sea (1 el tipo

*
R y definiendo F& de acuerdo con lo siguiente :

de ordsn de
{4a,b‘7 : O\ = (u,v) € x \’_a,b,B]}.

Como 4 48 , hay una inmersién 95 de este orden en R ,

Definimos entonces
*®

v (v,u) € x ) [a,8]).

" s
f (<B,a’>) = 0 en otro caso .
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Ceso 28 & = w, .

Entonces | A\ >/w1 . Escojamos un subconjunta arbitrerio

D de A de cardinal Lul y Y sea R un buen orden de D de

4
tipo . , Definimos entonces la expansién O\ de &\ poniendo

1
3 + ™
Um- D, :56\- R y determinando los valores de 1"“5‘1 de

acuerdo con lo siguiente :

P d 3 ; (Y
ara cada BE€A que satisface (-Pwo(x) en , si '\B es
el tipo de orden ds

i‘a!b> : O\ #(UIV) £ x Eaib!B] }

resulta I1El 4“-’1 y hay asf una inmersidn g, de este orden en R.

Definimos entonces,

"

f (<kB,ay) = ga(a) si S\F‘f’wg[x] [E]-] y QY e3v( (u,v)g x a
N (Viu) € x ] [aIB] .

* »
f (<B,a>) es un elemento arbitrario de U™ en otro casa.

Esto justifica el punto (2) . De (1) y (2) se sigue
que
(3) igr: Azt_-_-[;-_‘_@} = ic—: Tﬁﬂo- y & eas del tipo de
seme janza de 0[&4)} ‘

Por el lema 3,12 sabemos que 46" : Aa":(.\c—} no

es Z; . Asi pues, tampoco
{0" : T WDG. y o es del tipo de semejanza de G(m )1|

1
es >3 5 v 8N cuyo caso

1 i
S . Est isamente 1
o T kﬁ-ﬂtz"g no es Zz sto es precisamente la

que pretendfamos Justificar.

3,14 Corolario

(1) En todo tipo de semejsnza recursivo, el conjunto de

1
sentencias vélidas en an es Z 5 ¢

"
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(2). Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de

1
1 entencil lid
as sentencias vélidas en .fwo no es 22

Prueba:

(1) se sigue del punto (2) de 3.8 . (2) se obtiene del
teorema 3,13 y del teoreme I1I1.23 , En efecto, dado que el tipo

de semejenza de 'Z;G es finito, el teoreme II.23 garantiza
la existencia de una sentencia & en un tipo de semejanza finito

i

v , que extiende al tipo de semejanza T del eonjunto de

sentencias T de 3.13 , y verifica:

o y (f’ eadetipu'-r}

5(? : T ﬁﬁ?‘f“ = {‘P & Fﬁb ¢

donde M es un predicado monddico de v'., 5i el conjunto de

sentencias vélidas en G{;D .de tipo T' fuera ff ; -
también serfia :f 2 el conjunto

2
{‘P.lﬁ'\?oﬁe y  esde tipo 'r},

pero esto no es asf.



4., LOGICA DE LOS NUMEROS REALES

La 16gice de los ndmeros reales es la légica en la
cual cilertos conceptos relativos a los nilmeros reales se asumen
como conceptos ldgicos. La primera cuestén, por tanto, es decidir
qué conceptos van a ser ldégicos. Quizés la respuesta més inmediata
sea tomar como tales los propios del cuerpo ordenado de los

ndmeros reales, En ese caso la légica serd la asociada al

modelo
<R,0,1,+,: ,< ) .
El orden es prescindible, dado que es definible en
R,0,1,+,Y
medie.mte la fdérmula Jz( — z& 0 Ax® 20z = vy ),

También son definibles 0 y 1 en
<R, +,)

pero la asusencia de constantes gue los denoten dificulta la
notacién. Por tanto, parece que lo més natural es definir la

l8gica de los ndmeros reales como la légice asociada al modelo
L . I Y T

8in embargo, hay una decisidn mds cémoda y equivalente
an resultados : consiste en definir la 18gica de los ndmeraos

reales como la ldgica asociada al modelo
<R,< Y.

La razén de que no haya pérdida de resultados es que
<R,o,12,+,:,< >

es caracterizable a partir de LR, < » , pues es el ¢nico
cuerpo ordenado completo (salvo isomorfia ) y es, por tanto,
el dnico modelo (salvo isomorffa ) de la teorfa de cuerpos

ordenados cuyo orden es isomorfo al de los reales.
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Por tanto, tomaremos como concepto légico (@nicamente

el orden de los ndmeros reales,
4,1 pefinicidn : M -1légice .

La TF\—ldgica y 0 légice de los nidmeros reales es

la ld6gica asociada al modelo
<R,<?
donde < es el orden usual de W& ,

Su tipo de semejenza , 1%\

diddico <& para la relecién de orden , Los W -modelos

y consta de un Unico predicado

serdn las estructuras O\ cuyo tipo de semejanza posea el

predicado € ¥y un predicado monddico U y wverifiguen
a6
<u, <> 2 <R,<Y

&\
( més precisemente , la relacién < debe estar restringida

a UG\) . La relacién de consecuencia , E; , ©s , pues,

> l:ﬂi - s8i y s6lo si todo W -modelo de 5. es modelo de G .

4,2 Dbservaciones

La teorfa del modelo <, < ) eg finitamente axiomati-
zable, pues se trata de la teorfa del orden denso sin extremos,
La axiomatizacidén usual de esta teorfia es la conjuncidn de las

siguientes sentencias :
(1) VWxyz( xQyaAay<€ z — x<&z )
(1) WYx — x <€ x

(ii1) Vx 3y x €y

(iv) Vx 3y y € x

(v} Yxy( x<gy —> 3z( x<znrz<y))
(vi) Wxy( x@€yv xzy vy<€x )

(vii) Ty — x= vy
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El tipo de semejanza del modelo {W, 0,1 ,+,:,< >
consta de los signos 0 ,1,%,°, € . La teoria de este
modelo es recursivamente axiomatizable, pero no finitamente
axiomatizable, Se trata de la teoria de cuerpos cerrados ordena-
dos , Una axiomatizacidén consta de los axiomas de cuerpos

ordenados y los siguientes axiomas adicionales :
2 2
(1) Vx 3y (ys=xvy+x = 0)
(i1) Para cada n%»1 ,

Y ( a 2\-- (o J
xllocxn X1+ -t|+xn &= 0 —_— xlmo Nees A xl'l = 0

{iii) Para cada n 2 1 dimpsr,

: 1
Vxn...xn(—ﬂxnu‘. 0 — 3yl x ¢ VA S 'l-xloy + x, = 0 ))

donde la notacidn o para n 7% 1 , se introduce por :

tlnt

+
tn 1 - Em 1:n

Estos resultados de primer orden sobre estos modelos
contrastan fuertemente con la complejidad de la W -1égica. Como
veremos, no sélo no es recursivamente enumerable para-validaz,
sino que incluso en un determinado tipo de semejanza finito el

conjunto de las sentencias védlidas no es ni siquiera analftico,

4,3 Teorsma

ta MR ~l6gice no es recursivamente compacta. Tampoco es recursi-

vamente enumerable para consecuencia ni para validez.

Prueba:

Basta con Jjustificar que la R -16gica no es recursiva-
mente compacta. En efecto, por II.15 ya se sigue de este resulta-
do que no es recursivamente enumerable para consecuencia. Como
ademds el tipo de semsjanzae TR ©s finito, podemos usar II.20

para concluir que tampoco es recursivamente enumersble para

validez,



Veamos, pues, que la M ~-1ldgica no es recursivaments
compecta.
Sea T la teoria de cuerpos ordenados y

CD
definamos:

T = TCDU{Vxe} v {ﬁ(c: new}

donde c© es una constante nueva y la notacidn n se

define por :

0 = (0
;I:i- ;+1 [

Cada subconjunto finito de T tiene un TR -modelo,
En efecto, en un subconjunta finito [\ de T no aparece més
que un ndmero finito de sentencias de la forma n<ec vy
hay , entonces, un ndmero natural m mayor que cualguier
ndmero natural n tal que n <€c &€ /N . Definimos
una expansién 0O\ de <R,0,1,+,',<> por

a
U = R

6\
C = m .

De este modo, C\%¥—= O y 6\ es un R-modelo .

Sin embargo, T no posee ningdn T -modelo, La razén

es que todo modelo de T es un cuerpo ordenado no arquimedia-

ng, pero ningdn cuerpo ordenado no arquimediano posee un orden

isomorfo al de los reales ( los nimeros estédndar del modelo estén

acotados pero no poseen supremo ) »

A continuacidn mostraremos que el conjunto de consecuen-
cies en MR -1ldgica de un determinado conjunto recursivo de senten-
clas no es analftico . Para ello necesitamos garantizar previa-

mente que todo conjunto analftico de ndmeros reales es dafinible

(en primer orden ) en una cierta expansién del modelo

CW, 0,1 %2 ;€77 5
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4,4 Definicidén

N es el modelo de tipo de semejanza

-\N-,O,1,+ ) ® ,<}

cuyo universo es el conjunto TR de los ndmeros reales
(N
e interpreta N = O y 0,1 ,%,+, ¢ como los

corraspondientes elementos, operaciones y relaciones en R .

4,5 Lema

Toda relacién analitica entre ndmeros naturales es definible (en

primer orden } en K .

Prueba:?

Las relaciones aritméticas tienen una sencilla
definicién en O} : sélo es preciso sustituir laos términos
del tipo S,...S t por 1% ...414ten la férmula
que define a la relacidn en [N y relativizer los cuantifi-
cadores al predicedo N , De este modo se obtiene para cada férmula
WJ(xii..,xn] de primer orden y del tipo de semejanza des N una
férmula qf[xl....,xn )} del tipo de semejanza de &\ tal que

para cualesqguiera ml,...,mn‘e (78] y 80n equivalentes :
m "=C?(81;000|Xn] [ml""'mn-]

%
G\ F-CP(XJ_’...’X“) [ml'“"mn]'

La traduccidn de las férmulas con cuantificacidn de
segundo orden posee una complicacién mayor . Podemos suponer
que esta cuantificacidn es dnicamente sobre variables moné&dicas,
pues en [N toda férmule de segundo orden posee una equivalentes
de sste tipo. Podemos representar entonces cada conjunto de
ndmeros naeturales como un ndmero real entre ceroc y uno
( que codifica su funcidén caracteristica ) y reemplazar la
cuantificacidn monddica de segundo orden en [N por cuantificacidén

de primer orden sobre ndmeros reales en CA . Lo detallamos

a cantinuacidn,



Definamos,

Fu jarnkyefrwxw: perce1 y kelo,) y k es

la n+l-dsima cifra decimal de r‘}.
Asf, para cada reW vy n,k €w

<r,n,k>E€F siysflosi 0D4£r<l y ke&io,1} y k
es la diferencia entre el mayor ndmero natural menor o igual

n+1
gue 10 < r vy el menor ndmero natural divisible por 10 aque

+
es menor o igual que lll'rrl } -

VVeamos, en primer lugar, que F es definible en K .
La exponenciacién de ndmeros naturales es una relacidn
recursiva y , por tanto, definible en primer orden en O\ . Hay
entonces una férmula tPE[x,y,z) gue define a la exponencia=-

cién de nimeros naturales en X , esto es ,
b
R F?E(x,y,z] le,b,c} si y sblo si a,b,c€w y a =c ,

Podemos obtener entonces fdérmulas oLl(x,y,z) y

o 2()(,)!,2) tales que

(SN t:dj_(x,y,z] [a.b,c_l si y s6lo si b&Ww y c es el mayor

+1
ndmero natural menor o igual que 10 . . a .,

(3N \::olz[x,y.z) [a,b,c.] sl y s6lo si bew y c es el mayor

b+1
nfmero natural divisible por 10 que es menor o igual que 10 -
A tal efecto podemos usar las siguientes fdrmulas :
&l[x,y,z) = NyaNza 3u( P( 10, y# 1,u) Amuex <z a

A YVy(Nv A™uex v " zVv ) ).

c.zz[x,y,z) = NyaNz a Ju( (PE[TE, y4 1, u)an"uex< z A

A Bw(Nw A well & z) A Yu(Nv A w(Nw A welD & v) A—Uex Vv —>

donde 0 = 0 y ntl = n+1 p

Entonces, F se define en ®R  mediante la férmula :
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Pelxiyiz) = = x<QO0Ax<1 ANy a{z20 vz 1),

K 3x1><2( o.cl(x,y,xl) A dz(x,y,xg] N Xy 2 X ) .

Para ceda subconjunto A de (W sea rA el ndmero
real cuya parte entera es cero y cuya n+ l-ésima cifra deci-
mal es

1 si neA
0 si n4gA.

Observemos que
R F“PF(x.y,l ) [r‘A,n] si ysflosi neA .
y , por tanto,

O Efxyi1) [run]  stiystlost WExy Tanl

Esto nos permitiréd traducir las fdrmules de segundo
orden de la forma Xt y por tanto 1la cuantificacidn mona-

dica de segundo orden,

Definimos a continuacidén 1la traduccidn de las férmulas
de segundo orden con sdlo veriables monddicas de segundo orden

a férmulas de primer orden del tipo de semejanza de R .

Pera cada variable de primer orden, x , y de Indice 'j
sea x' la variable de primer orden de fndice 2-.-j , y para cada
variable monddica de segundo orden , X , y de Indice j sea X'
la variable de primer orden de indice 2-j-+1 . Asignamos a
cada término t del tipo de semejanza de N un término t'
del tipo de semejanza de OA\ y a cada fdérmula de segunda orden
con sdlo variables monddicas de segundo orden, q)', y del tipo He
semejanza de (N una férmula QP‘ del tipo de semejanza de A

‘de acuerdo con lo siguiente :
(1) 0 = O
(1) (St) = t#1

' ' '
(1) (£, + &) = €+ ¢
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(iw) [tlot2) = et

e e
(v) (¢ =t) - t'l =t
() (t<t) = & <t
(vit)  (xt) = Pe(x'\t ,1)
(vit1) (=) = -
(1) (Prw) = (@ ry)
() (3xe) = 3(wag')

(xi) ( 3x cP)I ax' ¢ .

Resulta entonces que para cualesquiera subconjuntos
Al""’nn de W vy ndmeros naturales ml,...,mk y
cada fdrmula t?(xl,...,xn,xl.....xk] con s6lo variables moné-
dicas de segundo orden y del tipo de seme janza de RQ y SON

equivalentes :
(l) "\l F(P(Klnu,xn,xl,-.n.xk) [ﬂl’...'An'hl"."mkj
(2) A F(ﬁ(xi,...,x;‘,xi....,xl‘(] [rﬂi”"rﬁ\'ml""’mk_l
n

De ello se sigue, entonces, que toda relacidn analftica

entre ndmeros naturales es definible en (4 :

4,6 Teorema

Hay un conjunto recursivoc de sentencias, en tipo de semejanza

finito, cuyo conjunto de consecuencias en TR -18gica no es analfitico,
Prueba:

El tipo de semejanza finito T consta de los signos

0,1 ,%,°*, < ,nN,uU

] 1 ] ]

y el conjunto recursivo T de tipo T consta de los axiomas

de la teoria de cuerpos ordenados y las sigulentes sentencias:

(1) ~O
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(11)  Wx(Nx — Nx41)
(111) Wx( x<Q —™ Nx )

(iv) Para cada ne s,

V(N € x A x € n+l —> = Nx )
(v) Vx Ux

Obsérvese que el tnico M -modelo (salvo isomorfia )

* . '
de T es la expansién O\ de & en 1a que UGR =R .

Supongamos, a efectos de obtener una contradiccidn, que

s T ot es anslitico. Por 4.5, {68(c) : T}

es definible en (A ., Hay , pues, una férmula ¢(x) tal

que para ceda n €W

(1) & & ¢(n)

si y s6lo si né¢ iGﬂ{s'] : Ti:{:hts‘-{ .

Asfi, para cada sentencia

(2) QA P—_(f["a:') si y sélo si

y también

s~ del tipo de semejanza T ,

Te &
=

(3) d\‘ = (? (Y&) sl y sélo si T lT-P\ G

»
como OGN es el dnico R -modelo de T , para cada

sentencia & de tipo T ,

(4) QA" &= o siysilost Tk &

De (3) y (4) concluimos que
6 de tipo T,

(5) R =

para cada sentencia

(e (7)) .

El lema del punto fijo es aplicaeble a la teorfa T i
pues , salvo por el uso de t+1... 41

en vez de
Souctst ¥ todo

axioma \y de la teorie

@ de Taerski & Mos-
towski & Robinson verifica

N
T W . Este lems garantiza
entonces la existencla de una sentencia & tal que :
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(6) Tk (c<sq(w)) .
En ese caso
(7) &' & (ce>—p(w))
y , entonces, por (5)
(8) BN & (ocem o).

Por tanto, {cr: T\:;\G“ no es analitico,

4,7 Corolario

Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de las

sentencias vélides en W -ldgica no es analftico.
Prueba:

El argumento es andlogo al de 2.13 y 3.14 , usando
IT1.23 y , en este caso , 4.6 y el hacho de que el tipo de

semejanza de la W -légica es finito.

4,8 Observacidn

La 16gica asociada al modelo ordenado <£@,< Y de
los ndmeros racionales es , esencialmente,ldgica de primer
orden pues <Q,<Y es el dnico modelo numerable de la
teorfs del orden denso sin extremos., Si ©  es una sentencia
gue axlomatiza esta teorfa, tenemos que para cada conjunto

numerable de sentencias T : .
T tiene un modelo en le légica asociada a '<Q,<Y)
1]
sl y sélo si T vV {C!" y I xUx tiene un modelo .,

Por tanto, esta ldgica es o -compacta Yy recursivamsnte

enumerable para consecuencia.

Una situacidn anfloga se da en la l8gica asociada al
cuerpo C de los nidmeros complejos, pues € esel dnica

modelo de cardinal 2“° de la teorfs de los cuerpos algebraica-
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mente cerrados de caracterfstica nula, Esta l8gica es,entonces,

W
2 —~compacta y recursivamente enumerable para consecuencia.
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NOTAS AL CAPITULO IV

Los resultados expuestos en este capitulo estén
dispersos en la literature ldégica y , en ocasiones, no han

sido formulados explficitamente,

En lo que atafie a W -ldgica, el teorema de W -comple-
tud aparece por vez primera en Henkin (1954) y Orey (1956).
Se conocen ejemplos de teorias J —consistentes pero inconsisten-
tes en W ~18gica, pero el gue hemos expuesto en 1.26 tiene la
ventaja de que la teoria considerada no es artificial, sino que
es una extensién de la aritmética de Peano, Los resultados 2,7
y 2.11 , estén en Apt & Marek (1974) , si bien establecidos
con argumentos distintos y mds complejos. E1 teorema de incumpie- _
tud 2.8 aparece en Rosser (1937 ) . El corolario 2,13 no
estd en Apt & Marek (1974) , pues su prueba depende de los

resultados expuestos en el capitulo II. _ |

En lo que respecta a la ldgice del buen orden, sl teaorema
3.5 esté en Kotlarski (1978) , si bien con una prusba mis |
complicada, Teoremas andlogos a 3.8 y 3.13 estén ‘también |
en Kotlarski (1978) pero las pruebas que aquf ofrecemos de
los mismos son distintas y més simples. E1 corolario 3.14 no
aparece en Kotlarski (1978) , pues , de nuevo, depende de los

teoremas del capftulo II.

Finalmente, en relacidn con la légica dg los ndmeros
reales no tenemos noticia de ningdn tratamiento andlogo al aqui
expuesto. Sin embargo, es bien conocida 1la relacidn entre ndme-
ros reales y conjuntos de nidmeros naturales , de manera que no

resultan sorprendentes los resultados obtenidos.
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