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INTRODUCCION

El tema de esta tesis lo constituyen ciertas extensio-

nes de la lógica de primer orden y, particularmente, las posibles

generalizaciones de los teoremas de compacidad y completud a

estas extensiones. Durante décadas, la lógica clásica ha sido

teoría de tipos o determinados fragmentos de teoría de tipos,

esencialmente lógica de primer orden y lógica de segundo orden.

Si bien prácticamente la totalidad de las estructuras y clases

de estructuras matemáticas usuolmente consideradas son caracteri-

zables mediante la lógica de segundo orden, ello no constituye

garantía de progreso. Conocemos muy poco la teoría de modelos

de la lógica de segundo orden, y no podemos sacar partido de las

caracterizaciones que se obtienen con ella. La situación en la

lógica de primer orden es diametrálmente opuesta. Poseemos muchos

resultados de amplia aplicación que garantizan la existencia de

modelos con propiedades especiales e informan sobre la compleji-

dad o simplicidad de las consecuencias de una teoría de primer

orden. Sin embargo, muchos otros resultados expresan las propias

limitaciones de la lógica de primer orden y la mayoría de las

estructuras matemáticas interesantes no son caracterizables me-

diante ella. Así pues, los dos fragmentos principales de la lógi-

ca clásica resultaban ser, por distintas razones, insuficientes.

Esta situación condujo a la búsqueda de extensiones de

la lógica de primer orden que poseyeran mayor poder expresivo

pero conservaran el mayor número posible de propiedades de la

lógica de primer orden. Es natural que la ganancia en poder expre-

sivo o potencia lógica redunde en pérdida de simplicidad de la

lógica y , en definitiva, en merma de resultados de amplia apli-

cación. Pero también es posible que existan lógicas lo suficien-

temente potentes y simples como para merecer adecuada atención.

Mostowski formuló ( en Mostowski (1957)) con claridad esta



pretensión de encontrar extensiones manejables de la lógica de

primer orden,y propuso estudiar la posibilidad de añadir nuevos

cuantificadores a la lógica de primer orden para poder expresar

conceptos tales como infinitud o numerabilidad. Así, por ejemplo,

es posible introducir un cuantificador ü con el cual se puedan

construir fórmulas del tipo Q^x tp(x) , análogamente a como

se obtienen 3x<p(x) o Vx<p(x) , y cuyo significado sea que

hay infinitos objetos que verifican tp (x) . De. modo independien-

te, Tarski ( véase Tarski (1958)) , llamó la atención sobre

la posibilidad de aumentar el poder expresivo de la lógica de

primer orden permitiendo el uso de sentencias de longitud infini-

ta. De este modo surgieron las lógicas infinitarlas . o¿to¿co »

por ejemplo,, posee dos conectores generalizados A, V para la

conjunción y la disyunción, respectivamente .Si í es un

conjunto numerable de fórmulas de i tanto f\*2— como vi
son fórmulas de ^• Este recurso de construcción de fórmulas

se suma, entonces, a los habituales de la lógica de primer orden.

El significado de f\*¿- y Ves el heredado de la conjunción

y de la disyunción de primer arden : Ai es verdadero en una

estructura cuando son verdaderas todas las sentencias de 21 y

vi es verdadero cuando alguna de las sentencias de 21 lo es.

Así surgid una pluralidad de lógicas cuyas propiedades

y aplicaciones fueron, y son todavía, objeto de gran interés en

lógica matemática. Ciertas teoremas lógicos de primer orden se

formularon con generalidad de manera que tuviera sentido preguntar-

se si otras lógicas los verificaban. El teorema de compacidad,

por ejemplo, que garantiza que todo conjunto de sentencias de

primer orden es satisfacible si todos sus subconjuntos finitos

lo son, o el teorema de Lüwenheim-Skolem, que asegura que toda

sentencia de primer orden satisfacible posee un modelo numerable,
son aplicables a otras lógicas. La lógica cumple el teore-

ma de LSwenheim-Skolem , pero no el teorema de compacidad (véase
Keisler (1971) ). La extensión de la lógica de primer orden , jC ,



que se obtiene al agregar un cuantificador que exprese la innu-

merabilidad [ Q^x [x) significa que el conjunto de los

objetos que satisfacen (x) es no numerable ) , cumple el

teorema de compacidad [para conjuntos numerables de sentencias)

pero no el teorema de Lówenheim - Skolem [ véase Bell & Slomson

[1069 ) ) a Pero junto a los teoremas de compacidad y de LíJwenheim-

Skolem, muchos otros teoremas de la lógica de primer orden, como

teoremas de interpolación, teoremas de definibilidad, teoremas ds

completud, etc», se enunciaron con la generalidad necesaria para

poder ser teoremas de otras lógicas.

Se produjo un natural interés en determinar qué tienen

en común todas las lógicas conocidas y qué otras lógicas pueden

ser halladas • Lindstrüm [ en LindstrÜm [1969) ) precisó el

concepto general de lógica de manera que bajo él cayeran las

diversas lógicas conocidas y , simultáneamente, introdujo un

concepto comparativo entre lógicas [ comparación respecto a po-

der expresivo ) • Mostró que no es posible obtener ninguna exten-

sión propia de la lógica de primer orden que cumpla los teoremas

de compacidad y Lfiwenheim - Skolem o los teoremas de completud

y LBwenheim - Skolem • Así surgió la teoría abstracta de modelos.

Es el estudio del concepto de lógica abstracta, concepto que

pretende ser lo bastante amplio como para acoger a las diversas

manifestaciones genuinas y , al mismo tiempo, lo bastante estric-

to como para rechazar casos patológicos. El objetivo es obtener

resultados que permitan conocer mejor las lógicas que ya poseen

carta de naturaleza y obtener nuevas lógicas con propiedades

adecuadas para tratar ciertos temas o ámbitos matemáticos.

Hay otra manera de generalizar la lógica de primer

orden, manera que se ejemplifica fundamentalmente en la llamada

OJ -lógica. La to -lógica es, simplemente, lógica de primer orden

reforzada con nuevos conceptos lógicos relativos a los números

naturales. Hay diversas versiones de ^J-lógica, pues hay diver—

sas maneras de conceptualizar los números naturales. Consideremos



ahora la versión asociada al modelo

IN»^cu,o,s ( "+ f *'^' .

La LO -lógica posee un predicado N para el conjunto Lo de los

números naturales, signos funcionales 5 ,+, • para las

correspondientes operaciones S, -V- ,
• y una constante , 0 ,

para denotar al número 0 . Con los signos 0 y S podemos

obtener un nombre , n = S ... SO (n veces ) , para

cada número natural n D En lógica de primer orden, cualquier

teoría consistente formulada en un lenguaje que contenga al menos

los signos N, 0 , S , + ,
•

, posee modelos en los que estos

signos se interpretan definiendo una estructura no isomorfa

a M • Concretamente posee modelos en los que N no se Ínter-

preta como el conjunto de las denotaciones de los términos

j n : néco] . EnCj -lógica no se toman en consideración

estos modelos. A diferencia de lo que ocurre en lógicas abstraer?;

tas, la relación de satisfacción no se establece entre todas las

estructuras de un determinado tipo de semejanza y las correspon- ¿

dientes sentencias del lenguaje de la lógica, sino que se tienen,

en cuenta únicamente aquellas estructuras en las que los signos

Ni 0 i S , + ,
•

, se interpretan determinando un submodelo

isomorfo a Estas estructuras se llaman Cu -modelos. No

tener en cuenta las estructuras en las que estos signos poseen

interpretaciones anómalas , significa admitir que estos signos

san lógicos, es decir, con significado fijo. La relación de conse-

cuencia propia de oj -lógica, fc=- , se define en términos de

^-modelos, de manera que O" cuando todo oj-modelo

de £ es modelo de cr „

La U-> -lógica puede ser tratada como un caso particular

de lógica abstracta, pero a costa de desnaturalizarla. Su objeto

no es tanto caracterizar estructuras y clases de estructuras coma

potenciar la relación de consecuencia de primer orden en aquellos

temas en los que los números naturales no son investigados sino

usados como instrumento para estudiar otros ámbitos. Por ejem-



pío, posee especial interés su aplicación al análisis [a la aritmé-

tica de segundo orden).Las teorías del análisis se formulan,

además de con los signos N , 0 , S ,
+

,
•

, con un predica-

do 0 para la relación de pertenencia entre números naturales y

conjuntos de números naturales. Poseen diversos axiomas, como el

principio de extensionalidad, el principio de inducción, el axioma

de comprensión y , eventualmente, ciertas formas del axioma de

elección. Estas teorías tienen modelos que no son -modelos,

pero esto se considera un defecto irremediable debido a la utiliza-

ción de la lógica de primer orden. Los modelos que interesan son

aquellos en los que los signos N , 0 » S ,
+

,
• se Ínter-

pretan, salvo isomorfía , como en M • Pero éstos son precisa-

mente los Co -modelos. Las consecuencias de las teorías del análi-

sis que se intentan conocer son los enunciados verdaderos en todos

los -modelos de las teorías, y estas son las consecuencias en

co -lógica de las teorías. Estas consecuencias no son obtenibles

en lógica de primer orden, ni siquiera añadiendo a la teoría como

conjunto de nuevos axiomas todos los enunciados verdaderos en ÍW

( relativizados a N ) . A esto puede replicarse que pueden obtener-

se dichas consecuencias caracterizando el modelo ru mediante la

lógica de segundo orden, Pero esta no es una buena solución, pues

no poseemos instrumentos para extraer las consecuencias deseadas

de esa axiomatización, Y,sin embargo,sí poseemos dichos instrumen-

tos en üJ -lógica. Las consecuencias en Ui-lógica son las obteni-

bles mediante las reglas de inferencia de primer orden y una regla

adicional, la (jl> -regla, que permite inferir Vx(Nx —* (x))
de las infinitas premisas (5) , *p(l) <p(n)

A cada estructura rn corresponde una lógica análoga

a la CO -lógica : la '\T\-lógica . Posee la misma sintaxis que

la lógica de primer orden pero los signos propios de T"n se consi-

deran ahora como signos lógicos. Sólo se consideran en 'ITl -lógica

los modelos en los que estos signos ( y un predicado monádico U

fijado de antemano ) se interpretan definiendo un modelo isomorfo



a • Estos son los “'t’Vl -modelos. La 1T1-lógica es la lógica

apropiada para el estudio de temas en los que los conceptas reía—

tivos a se quieren usar con significado fijo.

Consideremos, por ejemplo, el estudio de los espacios

vectoriales sobre el cuerpo de los números reales. La teo-

ría de espacios vectoriales suplementaria con la teoría completa de

&\ { relativizada a un predicado ) posee modelos en los que

el cuerpo base .no es isomorfo a . En la (?\ -lógica los con-

ceptos relativos a los números reales se consideran conceptos lógi-

eos. Los modelos de la teoría de espacios vectoriales en -lógica

poseen siempre un cuerpo base isomorfo a (SV. . Diferirán , única-

mente, en cuestiones puramente vectoriales. Los modelos que se

distinguen por su cuerpo base pueden ser interesantes a efectos

de obtener información sobre ÜV , pero no para el estudio espe-

cífico de los espacios vectoriales sobre (X .

Otra aplicación, posiblemente fructífera, de la lógica

asociada al cuerpo cte los números reales es el estudio de las teo—

rías físicas,, particularmente las teorías mecánicas • Si se formulan

en lógica de primer orden, estas teorías poseen modelos en los que

los conceptos relativos a se interpretan anómalamente, por

ejemplo, como cuerpo no arquimediano. Sin embargo, tratadas en

-lógica , loa modelos sólo pueden diferir en la interpretación

de los conceptos puramente mecánicos.

De modo más general, no sólo a ceda estructura
/ÍTt ,

sino también a cada clase de estructuras cerrada bajo isomorfía, K ,

corresponde una lógica s la K-lógica. Posee un predicado monódico,
U , y los signos propios de K como signos lógicos, además de los

usuales de la lógica de primer orden. Los K-modelos son las estruc-

turas en las que la interpretación de U y las interpretaciones

de los signos de K constituyen un modelo de K , La relación de

consecuencia, j= , se define de modo análogo a : £
si y sólo si todo K-modelo de es modelo de c

.



na

Por ejemplo,la cíese WO de los buenos órdenes determi-

una lógica, , en la que el signo de orden , < , es un
WO

signo lógico. Los WO-modelos, o modelos bien ordenados, son

aquellas estructuras 6\ en las que la relación (restrin-

gida a U
0

'

1

) es un buen orden del conjunto . La relación

de consecuencia correspondiente, J==-^ , se define en términos de

modelos bien ordenados : 21 \==- cs~ si y sólo si todo modelo

bien ordenado de ¿. es un modelo de o
-

. La clase WO no es

caracterizable en lógica de primer orden, pero el conjunto de los

enunciados verdaderos en todos los buenos órdenes posee un conjun-

to recursivo de axiomas, A . Pues bien, no es suficiente con

agregar ( la relativización de los axiomas de & a U }

a un conjunto T de premisas para obtener las consecuencias de T

en i es decir, el conjunto de enunciados verdaderos en todos

los modelos bien ordenados de T , La razón es que si T es recur-

sivemente enumerable, también es recursivamente enumerable el con-

junto de consecuencias en primer orden de T VJ , pero ciertos

conjuntos recursivamente enumerables poseen un conjunto de conse—

cuencias en que no es recursivamente enumerable.

Las K-lógicas constituyen el tema de estudio de esta

tesis y , de modo especial, las diversas versiones de los teore-

mas de completud y compacidad aplicadas a K-lógicas. En el primer

capítulo se introducen las lógicas abstractas y las K-lógicas. Tras

la introducción, en el segundo apartado, se definen las lógicas

abstractas al modo generalmente aceptado y se discuten ciertas

propiedades adicionales que conducen al concepto más restrictivo

de lógica regular. Las lógicas regulares son lógicas abstractas

que verifican ciertas condiciones de clausura sintáctica típicas

de la lógica de primer orden 0 En el apartado tercero se introduce

el concepto de comparación de poder expresivo de lógicas abstractas.

En el cuarto apartado se definen los cuantificadores de Lindstrüm,

que permiten establecer un teorema de representación para lógicas

regulares. En el quinto apartado se introducen las K-lógicas y



las 'VY'V-lógicas y se comparan con las lógicas abstractas. Final-

menta, en el sexto apartado, se revisan los resultados conocidos

sobre completud y compacidad para lógicas abstractas.

El interés específico por los teoremas de completud y

compacidad proviene de la siguiente reflexión : en la medida en

que entendemos las K-lógicas como un refuerzo de la lógica de

primer orden en sus aplicaciones a ciertos temas, los problemas

que más frecuentemente se pueden plantear son obtener condiciones

para que un conjunto de sentencias tenga un K-modelo y obtener

información sobre las consecuencias en K-lógica de un conjunta de

premisas. El teorema de compacidad es el instrumento usual para

resolver el primer tipo de problemas en lógica de primer orden y

el teorema de completud otro tanto para el segundo tipo de proble—

mas.

No es frecuente que las lógicas abstractas o las

K-lógicas cumplan el teorema de compacidad en su versión irrestric-

ta, pero sí verifican , en ocasiones, ciertas versiones más débiles

del mismo, particularmente el teorema de Co -compacidad o campad-

dad para conjuntos numerables de sentencias.

El teorema de completud posee dos versiones ya en la ló-

gica de primer orden s completud para validez y completud para

consecuencia. En cualquiera de ambas versiones, su formulación

abstracta aplicable a otras lógicas posee dos lecturas s existencia

de un cálculo y existencia de un cálculo efectivo. La lógica infi-

nitaria posee un cálculo pero no se le aplican considera-

dones de efectividad, pues el conjunto de sentencias de ^ uj^lo

en cualquier tipo de semejanza numerable es no numerable. No hay

un concepto general de cálculo aplicable a cualquier lógica. La

generalización de los teoremas de completud se ha desarrollado de

acuerdo con la segunda lectura, por criterios de efectividad. Así,
el teorema de completud para validez se formula como la condición

de que en todo tipo de semejanza recursivo el conjunto de senten-

cias válidas sea recursivamente enumerable, y el teorema de comple-



tud para consecuencia como la condición de que el conjunto de

consecuencias de un conjunto recursivamente enumerable de premi-

sas sea también recursivamente enumerable. Esta es la lectura del

teorema de completud que aparece en los teoremas de Lindstrtim.

En lógica de primer orden, las distintas versiones del

teorema de completud tienen una estrecha relación con el teorema

de compacidad, que pueda- resumirse en la ecuación :

(1) Completud para consecuencia = Compacidad H- Completud paita

validez.

En la lectura efectiva de esta ecuación debería sustituirse "Compa-

cidad '* por "Compacidad recursiva "
, es decir, compacidad para

conjuntos recursivamente enumerables.

Esta ecuación rige también para cualquier lógica abstrae-

ta regularpero además cierto tipo de lógicas abstractas regulares

cumplen adicionalmente que en todo tipo de semejanza finito :

[2] Completud para consecuencia » Completud para validez.

Los. argumentos empleados para establecer (l) para lógicas

regulares dependen esencialmente del teorema de incompletud de GBdel

y de una equivalencia entre compacidad recursiva y carecterizabili-

dad (RPC ) del orden <U>, < y de los números naturales. Para (2)
se emplea adicionalmente una generalización de un teorema de Craig

& Vaught según el cual todo conjunto recursivo de sentencias de tipo

de semejanza finito y todos cuyos modelos sean infinitos es axiomati-

zable mediante una única sentencia que contiene ciertos predicados

adicionales.

Los objetivos de esta tesis eran investigar la validez

de (l) y [ 2 ] para K—lógicas y , adicionalmente, investigar también

las relaciones entre las versiones recursiva y numerable del teore—

ma de compacidad.

En el segundo capítulo se abordan directamente estos

problemas. En primer lugar, se establece que los argumentos que



se usan para justificar (l) y [2) para lógicas abstractas no

son aplicables a K-lógicas, pues la equivalencia entre compaci—

dad recursiva y caracterizabilided de no vale para

K-lógicas# Se obtiene, sin embargo, una equivalencia entre compa-

cidad recursiva y caracterizabilided (RPC ) de las estructuras

finitas. Esta equivalencia, así como otros resultados posteriores,

se establecen mediante variaciones sobre la prueba original del

teorema antes mencionado de Craig & Vaught . En' virtud, de esta

nueva equivalencia y de un teorema de indecidibilidad de Trahtenbrot

se muestra qus la ecuación (l) es validad para K-lógicas. Posterior-

mente se muestra que la ecuación (2) vale con toda generalidad

( incluso para tipos de semejanza infinitos ) en toda K-lógica

cuyo tipo de semejanza básico ( el tipo de semejanza de la clase

K ) sea finito • Se muestra a continuación que esto no es necesaria-

mente así si el tipo de semejanza básico es infinito. Concretamente,

una cierta versión de to -lógica resulta ser completa para validez

pero no para consecuencia. Finalmente, se obtiens un ejemplo de

una K-lógica que verifica la versión recursiva deL teorema de

compacidad aunque no la versión numerable.

El tercer capítulo está destinado a las distintas

versiones del teorema de compacidad para -lógicas . Surgió de

una pregunta sobre posibles mejoras en resultados ya obtenidos. En

el segundo capítulo se muestra que hay una K-lógica que verifica

la versión recursiva del teorema de compacidad pero no la versión

numerable o Se trate, sin embargo, de un K-lógica que no es una

/XY\ -lógica ( en K no hay un sólo modelo salvo isomorfía ). El

interrogante planteado era entonces si existía alguna tYt -lógica
con las mismas propiedades. La consideración del problema reveló

un estrecho paralelismo entre compacidad de TU—lógicas y satura—

ción de los correspondientes modelos B Se ofrece en este tercer

capítulo una caracterización de compacidad recursiva y cu-compaci-

dad para "Vil—lógicas asociadas a modelos numerables i- correspondan,

respectivamente, a la saturación recursiva y lo -saturación del



modelo en cuestión. Ello resuelve la cuestión planteada : sí hay

"Vtt -lógicas que verifican la versión recursiva del teorema de conv

pacidad pero no la versión numerable. El resto del capítulo está

dedicado a analizar otras versiones del teorema de compacidad

para fU-lógicas asociadas a modelos no numerables.

El cuarto y óltimo capítulo trata tres casos particula-

res de K-lógicas : ¿O -lógica, lógica del buen orden y lógica

de los nómeros reales. Ninguna de ellas cumple el teorema de cómale-

tud„ pero en cada caso se puede afinar este resultado, caracterizan-

do la complejidad de las consecuencias de un conjunto recursivamen^

te enumerable de premisas en términos de definibilidad del conjun-

to de nómeros naturales que representan a las consecuencias. Se

aplican después los resultados obtenidos en capítulos previos

para obtener también caracterizaciones de la complejidad del

conjunto de las fórmulas válidas en cada una de las K-lógicas

consideradas.



TERMINOLOGIA Y PRELIMINARES

1. Teoría de conjuntos

1,1 Nuestra metatsoría será la teoría de conjuntos de

Zermelo-Fraenkel con el axioma de elección (.ZFC) . Las referen-

cias a clases propias son siempre eliminables, pero facilitan la

exposición e

1.2 Adoptamos la construcción de los ordinales de von Neumann.

Un ordinal es, pues, un conjunto transitivo bien ordenado por

la relación de pertenencia. Los números naturales son los ordina-

les finitos y el conjunto de los números naturales, Cju , es el

primer ordinal infinito. Usamos las variables n,m,k,i f J para

números naturales y ^para ordinales ( ^ será

también el tipo de orden de los racionales, pero no se mezclan ltás

usos en ningún contexto ) • % 4-1 es el sucesor del ordinal % ,

esto es, % -V* 1 « % o
# Un ordinal es límite si es distinto

de 0 y no es sucesor de otro ordinal. Usamos en ocasiones suma

y producto ordinal y también suma y producto de otros tipos de

órdenes. to* es el tipo de orden de los enteros negativos, y así

co^-V* Lo Bs tipo de orden de los enteras.

1.3 Hacemos uso frecuente de la notación <A,} . .
_i i£ I

para familias de conjuntos y , particularmente, de

para secuencias con índices ordinales. Decimos que es

una cadena si A„ A, siempre que ^ ^ < U , El conjunto
*

B
de las funciones con dominio B y valores en A es A y el

conjunto de las secuencias finitas de elementos de A es
cu i i

p
A • v-J a .Si s.t son secuencias finitas de elementos

nfcuj 1

de A, entonces s^t Bs la concatenación de las secuencias s

y t .

1*4 Los números cardinales son los ordinales iniciales, es

decir, los ordinales no biyectables con ordinales menores. Usamos

como variables de números cardinales. es el cardinal



se usan indistintamentesiguiente a K • Las notaciones y

Asi, O-j

1.5

% - Si ■

Si (5"\ « <A, < > es un conjunto totalmente ordenado
A

y B £ A , decimos que B es cofinal en C' cuando para

cada afeA hay un b^B tal que a 4 . b . Todo orden total posee
A

un suborden cofinal bien ordenado. La cofinalidad de (TV es

el menor ordinal que es el tipo de orden de algún subconjunto

cofinal de A . Así, la cofinalidad de los números racionales y

de los números reales es ^ . La cofinalidad de un ordinal *\ es,

entonces, el menor ordinal % que es cofinal en „ Un cardinal

es regular si coincide con su cofinalidad, y es singular en otro

caso.

1.6 El cardinal de un conjunto A es el único cardinal \A\

que es biyectable con A . Así, para coda ordinal y cada

cardinal K , si k é. ^ <- K+ ,
« K . Usaremos en ocasiones

suma, producto y exponenciación cardinal. El contexto diferenciará

estas operaciones de las correspondientes operaciones ordinales,

de manera que no es preciso introducir una notación especial.

1.7 Los resultados que usaremos pueden obtenerse en

Levy [1979) .

2. Teoría de modelos

2.1 El texto de referencia permanente para cuestiones de

teoría de modelos será Chang & Keisler [1977) •

2.2 Un tipo de semejanza es un conjunto de constantes,

signos funcionales y predicados. Decimos que un tipo de semejanza

t es relacional si sólo contiene predicados. Una estructura (H

de tipo t es un par <A, donde A <£ [ es el universo de

5*\ ) e 3 es una función que asigna a cada constante de t un

elemento de A , a cada signo funcional n-ádico de T una función

de A° en A ( donde A
1

■ A y a"*1 * A
n
* A ) ya cada



Usaremos laspredicado n-ádico de T un subconjunto de a" .

notaciones o
5*, f^\ en vez de Uto) , !3(f) » 'U [P) • Si

T « |r_^: ié. l\ , sntoncBa las estructuras de tipo *r son

de la forma

^ ■ <A - •

En particular, si T «^r , ,..,r
n 1j t

r\ y P 6^ V

« < A, r_ ,..., r >
1 n

y si T es el tipo de semejanza nulo ( t

de tipo r son de la forma

) las estructuras

SA - < A > .

Usaremos 6\ ,
S*>

,
TI

,
5),,, para estructuras y

A,8,C,D,... para los correspondientes universos. será el

tipo de semejanza de la estructura ^ . Llamaremos indistintamen-

te también modelos a las estructuras.

2.3 Los signos lógicos de primer orden serán los conectores

—* , * , el igualador , ¿c , el cuantificador Bxistencial, 3

los paréntesis , ( , ) , y las variables . \ V
p

: ntcu^ es el

conjunto de las variables, pero frecuentemente usaremos también

x,y,z,u,v,w,.., y x^,...,x ,.. para referirnos a variables

sin precisar sus Indices. Los signos v
,

—* , <—3> , V
, se

usarán como abreviaciones. Así, por ejemplo, ( tp —*> V ) 88

-i ( tp n ) y Vxip es -•Sx-’tp ,

2.4 Las asignaciones en una estructura ^ son las

funciones que asignan a cada variable un elemento del universo A

de 6\ . si s es una asignación en (T\ , x una variable y a €: A

la asignación variante s se define por:
6

a , si x ■ y .

. s(y) , si x £ y .

2.5 Si s es una asignación en SI y t un término del

tipo de semejanza de Oí , t [s) es la denotación de t

en bajo s . La notación , ’t(x 1 ,... ,x )" indica que las



I envariables del término t(x.,... ,x ) están entre x,,...,x
_ 1 n i n
ff*

cuyo caso t(x. xJ DO sólo depende de los valores a , ...,a
1 n i r

d8 x,mmiX en s • Usamos, en ese caso, la notación
1 9

n

... ,x
n
) Lx 1 /a 1 .... .x n

/a
n \"

para referirnos a la denotación de t en 61 bajo s . Si no hay

ambigüedad sobre las variables escribimos simplemente

"^ X
l

XJíal’ ,, " an'i" ‘

En particular, si t no posee variables, t^ será la denotación

de t en £1 (independiente de eisignaciones }.

Análogamente, si cp es una fórmula de tipo T
C\ *

" 61 1= <p £S-J ii significa que <p es satisfecha en £1 bajo s

y la notación "

(p (x^,.. ■ ,x )" indica que las variables libres

de <p(x. ■••••x 1 están entre .En ese caso, elr v 1 n' 1 n

resultado G\ tp(x 1 ,,
B .,x ) Es *l depende de los

valores a-,...,a de x,,...,x en s • Escribimos en ese
1 n 1 n

caso

^ ¥^*1 x
n

^ tX l^al* ” * ,Xn^an*l "

y , si no hay ambigüedad sobre las variables, ponemos

(x x x
n
) ^a 1

a
n"l

"
•

Si Ip no posee variables libres, es decir, si (p es una sentencia,

escribimos simplemente "

<p»
M

.

, ^2.6 La notación " tp(x^,...,x J "
se usará para

referirse a la relación n-ádica

{ <a 1 ,,.. l
a
n
'> £.A

n
i \= «flx^.. . ,x

n
) £ Xj/a^ ... .x^/a^ ^ .

Decimos, entonces, que una relación n-ódica R en A

es definible en si hay una fórmula Cp (x^,... jX^) tal que

R - <f (x 1 ,...,xn
)

2.7 Consideraremos la sustitución de variables por términos



definida como sustitución simultánea y sin colisión de variables

( como en Ebbinghaus & Flum & Thomas (1978), pág. 63 ), Así, si

son variables distintas y t...,,t son términos ,
1 n 1 n

la fórmula sustituida,

( í1 t
n )

*1 ••• ^n

tiene la propiedad:

6\ Cp(*l ■*"

) £s^ si y sólo si [ s
t-JV]... tp £s}

1

Este último resultado es el teorema de la sustitución.

Si no hay ambigüedad sobre las variables usamos la notación

“ “

para referirnos a la fórmula sustituida.

2.8 Si es una estructura de tipo T y T C T , la

restricción de a tipo r
0

tipo

es la estructura de

r
Q cuyo universo es A y que interpreta cada signo r

del mismo modo que G\ , esto es,

SUr
r 0

<r>

Y si G"\ es una estructura de tipo T y (ñ es una estructura

de tipo y ocurre que y 0!» |* T « (S"\ , decimos

que CS es una expansión de Cf\ ( a tipo T ) .

Admitiremos que todo estructura G"\ tiene asociado

un conjunto de constantes distintas , ic : a6 a\ , que no están

en el tipo de semejanza T de G\ 0 Entonces, si X £ A , lo

estructura

a >
a €: X

es la expansión de a tipo T u {c : atxl en la que para
a

cada a X ,

«n a")
a fcX

e = a .

Si X=|a^ : i| < ^ ^ , usamos la notación
*’ ^S\ para



la expansión y
•i

para la constante correspondiente

a &v\
• Así, para cada »\<- l .

b •

Si X es finito, digamos X =

será

, la notación

" <C\ ai ,...,a S "
.

i n

2.9 Los términos subestructura y extensión se usan con

su significado habitual . La notación para expresar que GS es

una subestructura de (S\ es " 6b Gi (5N “
.

Si G\ es una estructura de tipo T , Q T y

B c: A
'

, decimos que B es -cerrado en £1 si B 4 ,

para cada constante c & f £ B y para cada signo funcional

n-ádico f ér y cualesquiera b ,,..,b £ B ,

fS'l <bl bn>) é B '

En particular, si B es T -cerrado , B es el universo de una

subestructura de 6\
, la subestructura (S\ l B .Si, adicional-

mente, hay un predicado monódico Dé T tal que B = ,

a cada sentencia de tipo t corresponde una relativización

ip^ ( donde [ 3x <p ** 3x(Ux /s cp*^ ) ) que verifica

61 \=. tp^ si y sólo si (51 \ B <p

2.10 Consideraremos no sólo relativizaciones a un predicado

monádico, sino también relativizaciones a fórmulas • Esto puede

precisarse como se indica a continuación :

Sea (p(y,x^,•■•» x
n
) una formula de un tipo de

semejanza T y sea T C T .La relativización de las

fórmulas de tipo a vp [y,x^, - • • » x
n

) ( respecto a la va-

riable y ) se define por recursión :

[i) cp^y' x l*““* xn) B (jj , si (p es atómica .

(ii) (-np )^í y,x l» • " » xn) „ (pYÍy> x i«-• • * xn )



>y(y.x 1 ,...,xn
)

_ ^ eY(y>x 1 .....xn
)
^ ^yly.x1 ,...,xn

) ^ _

Cüi) sí <p - ( e a a ) -

[iv) Si “ 3u ©
,

y
1 1 n

;
= 3 y t yly.Xj^ x^a © l ) T 1 n

De este modo, si (5\ es une estructura de tipo T
,

T O T , a_ e A y
0 1 n

B = ja£.A : (Ti * ' * ,x
n

^ U0 ’®!’* * ' ,a
n l 1

es Tq -cerrado , tenemos que para cada sentencia Cp de tipo 7^ :

^ ts=^^ y,Xl, *”’ Xn ^ £ a
l ,,,

’ ,a
n

_

l si y sólo si [<S\ \ Tq )\b

2.11 La notación " (B ^ ^ " significa que 6S es una

subestructura elemental de CT\ [y CT\ una extensión elemental

de (S\ ) , Una cadena elemental es una secuencia deJ I t^<©t
estructures del mismo tipo de semejanza T* tales que

siempre que ^ ^ % < <»4 •

U s\
*^4oC

y que interpreta los signos de

La unión de la cadena es la estructura G\ = L-J cuyo
*^4oC

universo es A = U, A

de acuerdo con lo siguiente:

6\ <51.
c m c

_ ^ para cada constante c de T con independencia

de qué índice sea r\ .

I I 6\*
f * w f i para cada signo funcional de T .

P - U P ^ para cada predicado de r .

^ <oL

De acuerdo con un famoso resultado de Tarski, para

cada vj < <* ,

6\ U G»*

2,12 Usaremos la notación " 6\ VS 11
para indicar que <SA

y CR son estructuras isomorfas. " (SI C ^ " significa que G~1

es isomorfa a una subestructura de CR , es decir, que 0T\ es

inmersible en (R . Sirriilarmente, " OA t^Gk" significa que CA es



isomorfa a una subestructura elemental de <5S
, es decir, que

CTV es elementalmente inmersible en .

2.13 Usamos el mismo signo, como es habitual, para la

relación de satisfacción , CT' , que para la consecuencia,

21 ^ cr*
f y la validez , cr* 0 La relación de equivalencia

lógica entre sentencias y la relación de equivalencia elemental

entre estructuras, se designará con
" S "

. Así, ^ ^ si y

sólo si |= ( Cp Y), y (S\=(5?>siy sólo si 6^ y 6?,

satisfacen las mismas sentencias.

2.14 Si 21 es un conjunto de sentencias, decimos que

C\ \=- 2. si para cada , (r\\=-<r* . Una teoría es un

conjunto de sentencias cerrado bajo consecuencia. Una teoría 2L es

completa si para cada sentencia S~ , 21 <S* o ¿

La teoría completa de una estructura , Th( <TN ) , es el conjun^

to de sentencias verdaderos en ^ , De este modo,

Q\— si y sólo si \=- Th(_ ) .

2.15 Para conjuntos de fórmulas, la notación " £ (x^,...» x
p
) "

tiene el mismo significado que para fórmulas, a saber , que las

variables libres de las fórmulas de ¿ (x^,...,xn
) están entre

x^,... 9 x . Decimos que una estructura 6\ realiza 21 (x, x

si hay una n-tupla < a. •••••& "> tal que
1 n

^ 21 (x 1 ,...,xn
) [Bl a

n
“] ,

es decir, si para cada o-(x^,...,xn
) €z 2l(x^,...,xn

) ,

<f\ \—— ®"(x^,...,x^) , .. •, •

En otro caso, decimos que omite ¿ [x^,...,xn
) .

2.16 A menudo consideraremos teorías relacionadas con los

nómeros naturales • El tipo de semejanza numérico será

r
*M

0 •
S

■ + •
*

• < 1
donde 0 es una constante, S es un signo funcional monódico ,

** y • son signos funcionales diádicos y < es un predicado



diádico . En podemos obtener un nombre, n , para cada

número natural n de acuerdo con :

0 = 0

n+ 1 = S n .

La estructura IN de los números naturales posee el

tipo de semejanza y es

IN - <w, o , s , + ,
• ,<>
tu rtA

donde se entiende que 0=0, S=S ( S es la función

. . „ s tH i>i ^
fU

de sucesión en cu J , + = + , i = . y < = <

( suma, producto y orden habituales de Cu ) ,

La teoría completa de números, TCN , es el conjunto de

las sentencias verdaderas en IN
, esto es,

TCN Th(ÍN) .

La aritmética de Peana , AP, es el conjunto de consecuen-

cias de los siguientes axiomas :

(1) Vx - 0 ^ Sx

(2)
‘

Vxy [ Sx b! 5y —^ x teí )')

(3) Vx X + 0 X

[«) Vxy x + S y S [x + y)

(5) Vx x • 0 & 0

Ce) Vxy x • S y te? x • y + X

(7) 5?X Vc < y «—^ 3 z( —i z ¿£ 0 A X + Z tr y ))

Para cada fórmula tp(y, Xx t • ..,x
n
) ,1

t 8)^ Vx*■•c xO9
-c

x
1 1 • • ' <

'

c
X Vy( tp (y ,x1 1 • ■ ■ i x^)

</> y **i*•■,í,xn )) * vy tp (y,>'

j
• o • x

n
) ) •

La teoría Q de Tarski & Mostowski & Robinson será

el conjunto de consecuencias de los axiomas (l)-(7) de AP y el



axioma :

(e) Q Vx(—<x»o —^ 3 y Sy« x )

Este axioma es consecuencia de AP , perc no del grupo

de axiomas (1) - (7) •

2,17 En ocasiones usaremos la lógica de segundo orden o

hablaremos sobre ella. Nos referiremos a la lógica de segundo

orden con la notación " oí ”
• Usaremos letras mayúsculas

para las variables de segundo orden ( de cualquier número ádico )
y también aquí entenderemos que Vx es

-” 11 BX -11 ^ ,

3, Teoría de la recursión

3.1 Los textos de referencia para cuestiones relativas a

teoría de la recursión serán Shoenfield (1967) y Rogers (1967),

3.2 Para cuestiones de efectividad, supondremos que los

signos lógicos de primer orden son números naturales ( en parti-

cular, el conjunto de las variables será un conjunto recursivo

dB números naturales ) y que contamos con un tipo de semejanza

universal , ( es decir, que contiene u-> constantes, uJ t

signos funcionales n-ádicos para cada número natural n 1 , y

lo predicados n-ádicos para cada número natural n >/ 1 ) cuyos

signos son números naturales y tiene las siguientes propiedades:

(1) El conjunto de las constantes de es recursivo.

(2) El conjunto de los signos funcionales de es recursivo

y la relación

{<n,k'> : k es un signo funcional n-ádico de TV*» }
es recursiva,

(3) El conjunto de los predicados de es recursivo y la

relación

|<n,k> : k es un predicado n-ádico de ^
es recursiva.



Diremos, entonces, que un tipo de semejanza es recur-

sivo si es un subconjunto recursivo de 'T . De este modo, las

fórmulas de un tipo de semejanza recursivo son secuencias finitas

de números naturales.

3.3 Asignamos números naturcíles a las secuencias finitas

( y no nulas ) de números naturales, y así, en particular, a las

fórmulas de un tipo de semejanza recursivo, mediante la función

Gü definida por

Gfi( s )

.
m+1

si S £ CO

primos.

s (0) "*-l
P 1

s(. l) -+-1 s(m) ■+• 1
P2 P«H.l

,p son los primeros números
m+1

Diremos que Gü(s) es el número de GÜdel de s .

Diremos también que un conjunto de fórmulas 21 de tipo de

semejanza recursivo es recursivo si el conjunto de números

naturales { Gfl( cr ) : e. 21 \ es recursivo . Similarmente

para recursivamente enumerable.

3,4 Usaremos las jerarquías aritmética y analítica de

conjuntos de números naturales para medir la complejidad de

conjuntos de sentencias.

Las siguientes definiciones son para fórmulas de

segundo orden del tipo de semejanza numérico TL, :
•VI

(l) Las fórmulas acotadas son las obtenibles de acuerdo con las

siguientes reglas:

- Toda fórmula atómica es acotada.

- Si tp, vp son fórmulas acotadas, —* vp y ( cp a vp ) son

fórmulas acotadas.

- Si tp es una fórmula acotada , 3x(x< y a tp ) y

Vx(x < y —=» tp ) son fórmulas acotadas.

(2) Las fórmulas 2* ^
y \~\

D
son las obtenibles de'

n
1 *

n

acuerdo con ;
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- Las fórmulas ^ y las fórmulas Y\ ^ son las fórmulas

acotadas.

- ^ Cp es ^ si y sólo si hay una fórmula ^ tal

Cp = 3xr ..xk ^ y Y es F\
°

que

que

- ^ es n ¡+1
Vx, ft. .X9 l-'kY

si y sólo si hay una fórmula <y tal

^ 0
y H" 83 z. n

■

(3) Las fórmulas y \ l
indica:

- Las fórmulas ^ q y IT\
p

cuantificación de primer orden.

- es 21 si y sl^lD si

son las obtenibles como se

son las que sólo poseen

que

hay una fórmula ^ tal

= 3X
1
...X

k '^ , donde X^.i.jX son monódicas y ^ es n 1
.

que

^> es \ \ j¡| ^
si y sólo si hay una fórmula tal

■ Vx^.X^v^ * doncte X^,... ,X^ son monódicas y ^ 83 1 n
'

Asi pues, las fórmulas
^

y fl 0 sólo poseen cuan-

tificación de primer orden. Ambos tipos de fórmulas poseen un

prefijo de n alternancias de cuantificadores ante una fórmula

acotada. Las fórmulas S ^
comienzan con 3 y las

^

comienzan con V . Las fórmulas ^ y í l poseen un

prefijo de n alternancias de cuantificaciones de variables

monódicas de segundo orden ante una fórmula con sólo cuantifica-

ción de primer orden . Las fórmulas
^

comienzan con 3 y
1

n

las ( \ comienzan con V
,

3*5 Las relaciones analíticas entre números naturales son

las definibles en segundo orden en el modelo tu , y las

aritméticas son las definibles en primer orden en tvi .

Es bien sabido que las relaciones definibles en tu
mediante alguna fórmula de segundo orden son definibles mediante

alguna fórmula ¿L
^

y mediante alguna fórmula Pl ^ f en
n m

particular, la cuantificación con variables de número ódico n> 1
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es eliminable en favor de cuantificación con variables monódicas).

Análogamente, las relaciones definibles en M mediante alguna

fórmula de primer orden son definibles mediante alguna fórmula

21 °
y mediante alguna fórmula .De aquí la subclasifica*-

n n
" *

ción siguiente:

Para m >, 1, R cj y

(1) R es r si y sólo si R es definible en (NI mediante

una fórmula P •

(2) R es A ^
(A’

1 ’

) si y sólo si R es y
n n n n

f respectivamente , 2 ^
y P ^

) ,

n n
J

Resulta así que

(3) R es aritmética si y sólo si hay un ntui tal que

r tn!)
(¿o R es analítica si y sólo si hay un n few tal que

r bs c n; i .

En particular, las relaciones recursivas son las ¿i ^
y las recursivamente enumerables las 5" ? • Las relaciones

1
1

^
son las hiperaritméticas . Si bien toda relación aritmé-

tica es hiperaritmética, hay relaciones hiperaritméticas que no

son aritméticas. Así , por ejemplo, el conjunto de los números*

de GÜdel de las sentencias de primer orden verdaderas en N
es hiperaritmético pero no aritmético.

3*6 Extendemos las nociones P °
, P

°
» etc., a conjuntos

n
*

n

de fórmulas de un tipo de semejanza recursivo de acuerdo con lo

siguiente:

Para cualquier conjunto de fórmulas, T , de un tipo

de semejanza recursivo y para P =*

°
, P 0 ,A° »

1
. H 1

,
t n n •— n n n

^
n

*

(l) T es P si y sólo si {gü(<5”) ; <r e t} es P"
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(2) T es un conjunto aritmético ( analítico ) si y sélo

si {gS(ct) : cr T } es aritmético ( respectivamente, analítico).

3.7 Si T es un tipo de semejanza recursivo, cada término

t de tipo t y cada fórmula tp de tipo r es una secuencia

finita de números naturales y Gfl(t) , Gü( ^) son números

naturales . Dado que en el tipo de semejanza poseemos un

nombre , n , para cada número natural n , podemos definir :

« G8( cp )
r t~‘ = G8( t ]

De acuerdo con esta notación, si , por ejemplo, un

conjunto de sentencias T de un tipo de semejanza recursivo t

es 2] p
» hay una fórmula 21 ^ > <p(x) » tal dUB Para

cada número natural m

tSl !=■ y (ni) si y sólo si mtj Gü( cr) : cr e. j

y,en particular, para cada sentencia cr* de tipo r ,

N í=Cp (rér 1 ) si y sólo si cr e T .

Extenderemos la notación " ^s”’ " de modo que

se aplique también a los signos lógicos y signos de un tipo

de semejanza recursivo mediante la convención :

. 3+i
3 * Gü(<3>) «= 2

G8(<tó>) - 2^ +1

etc.

Toda relación recursiva es representable en la

teoría Q de 2,16 ( véase Tarski & Mostowski & Robinson (1953)).
Esto significa que para cada relación recursiva R Q o->

n

hay una fórmula tp(x_,..o,x ) del tipo de semejanza TI. tal
» 1 n ífH

que para cualesquiera m., • •. ,m
1 n

€i üj >

<ni ,,., ,m ^ R
a n

si y sólo si Q Ir ( m^l ■ • • 9 m
n

)

^m ,... ,m é. R
a n •

si y sólcb si Q —i tp (m^,..„jm^ ) .



En particular, si T es un conjunto recursivo de

fórmulas de un tipo de semejanza recursivo t*
, hay una

fórmula (x) del tipo de semejanza tal que para cada

fórmula ^ de tipo t ,

si y sólo si Q (p ( ryn )

T si y sólo si Q \=- "i .

En ocasiones nos interesará tratar la representación

de conjuntos y relaciones recursivas en otras teorías « Si T

es una teoría consistente cuyo tipo de semejanza incluye a

y posee un predicado monádico ,N , y verifica:

(i) T *=• NO

(ii) T \=- Vx(Nx ^ NSx)

(iii) T V=- Vxy( Nx A Ny —N x+y /\ N x«y )
t •> N
(ivj Para cada axioma ^ de Q , T ^ y

entonces toda relación recursiva es también representable en T .

Podemos suponer, además , que la fórmula (x^,...jX^) que

representa a una relación recursiva R en T tiene todos los

cuantificadores relativizados a N y cumple la condición :

(p íx~ i ■ • • ,x ) tNx~ a • • • a Nx •T v 1’ n' 1 n

3.9 El lema de diagonalización, o lema del punto fijo,

establece que si (p(x) es una fórmula del tipo de semejanza

hay una sentencia G~ del tipo de semejanza T¡^ tal que.

Q H- ( <3- ^( rcF')) .

Este lema es aplicable también a teorías T que

verifican las condiciones (i] - (iv) de 3.8 y fórmulas tp(x )
del tipo de semejanza de T (en cuyo caso ,

cr seré una

sentencia del tipo de semejanza de T ) ,
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CAPITULO I I LOGICAS ABSTRACTAS Y K-LQQICAS

1, INTRODUCCION

La teoría abstracta de modelos, y con ella el concepto

de lógica abstracta, surgió como un intento de sistematización de

diversas lógicas ya conocidas. Además de la lógica de primer y

segundo orden, los ejemplos principales eran las lógicas infinita-

rias y las extensiones de primer orden mediante cuantifica-
k >

dores de cardinalidad (Q . ) .Definimos a continuación estas
CvUJ

lógicas:

1.1 A cada ordinal ©c corresponde una lógica -¿tuco (Q*- ) »

la lógica que extiende a la lógica de primer orden mediante el

cuantificador • Las fórmulas de •¿u,w (Q 0c) Bn un tipo da

semejanza son las secuencias finitas de signos obtenibles

conforme a las siguientes reglas:

- Toda fórmula atómica de tipo t es una fórmula de «í )
de: tipo r •

- Si ip y y son fórmulas de tipo t de , tanto —»

coma. ( tp a. ) son fórmulas de tipo t de -

- Si tp es una fórmula de tipo t de ) y x es una

variable, tanto 3xtp. como G^x ip son fórmulas de tipo t

deh <,„(«..) •

Hfty, pues, una ónica regla adicional a las de primer

orden, la que permite construir G^x tp . Debe entenderse que la

variable x está ligada en Q^x tp del mismo modo que en

3xtp • Ello permite definir las sentencias de con

los mismos criterios que en la lógica de primer orden.

^ , que abreviare-

mos con la notación "
, se establece entre estructuras de

UL

tipo v y sentencias de tipo r de^ ©¿couj (Q^) de modo análogo
a como se define en la lógica de primer orden.Puede llevarse a cabo

esta definición sirviéndose de asignaciones de elementos del unlver-

La relación de satisfacción
“£uuí[Q
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so a las variables con la siguiente regla adicional:

Q^xcp [si si y sólo si >S\l ¿ \{?* A 1 d Vf*. f tsa3 "S l
L® lectura de Q^x cp debe ser entonces : hay al menos

objetos que satisfacen Cf .

1.2 Los casos más conocidos son <?C» 0 y <=>¿* 1 . En la

lógica ¿coujQo) al cuantificador Q0 introduce el concepto

de infinitud, pues

01 QoxC^(x) si y sólo si ja € A ! Cp(x) t a*l \ es

infinito»

La sentencia Qgx x«x axiomatiza, entonces, la clase de las

estructuras infinitas y -» Qgx xkx la clase de las estructuras

finitas.

En la lógica (Q^) se introduce el concepto de no

numerabilidad, y con ál el de numerabilidad, pues

C1 QjX<f(x) si y sólo si ja £ A : CTlfc— (p(x) tal ^
1 1

es

no numerable

y así

CniT1
-Qxx tp (x) si y sólo si l a£A ?WCa-n

es numerable,

1.3 Las extensiones infinitarlas de la lógica de primer orden

son las lógicas asociadas a cardinales infinitos K, V» ,

El cardinal K. es una cota al tamaño de las conjunciones (y disyun-

clones ) y el cardinal \ es una cota a la longitud de los prefijos

de cuantificadores. Consideremos en primer lugar el caso ^ * co ,

Las lógicas -¿KCO poseen los mismos signos lógicos que

la lógica de primer orden y ,adicionalmente, un conector generalizado

f\ para conjunciones no necesariamente finitas ( pueden tener

también un correspondiente conector \/ para disyunciones y es

posible prescindir entonces de los conectores finitos a, v ).Poseen
una regla sintáctica adicional a las de primer orden:

- Si ¿ es un conjunto de menos de k, fórmulas de tipo T de
KtO



Al es una fórmula de tipo T de ¿
KLJ *

La relación de satisfacción,
*-HlO

regla semántica adicional:

tiene la siguiente

- GT\ [s] si y sólo si 5"\ ^ ts"! para cada C5"€:5!. •

LKtu L««o

Tanto si se define VI --Ai -o- : como si se

introduce la disyunción generalizada como signo lógico, se tiene:

<n t=vz csi si y sólo si S"\fc= tal para alguna •

Ktío
En particular, posee conjunciones y disyunciones

Al , VI de conjuntos numerables .Obsérvese que tanto

la infinitud como la finitud son expresables en mediante

una sóla sentencia, pues si Cp es la sentencia de primer ordBn

que expresa que "hay al menos n objetos" resulta:

«V A1 *f : natu^ si y sólo si A es infinito
^•a»4,u> n

vhn
: nEtu^ si Y sólo si A es finito.

^co±to n

1.4 La lógica necesita, en el caso \ > tu f un

conjunto |v^:^<iXl de X variables. Posee, por lo demás, los

mismos signos lógicos que t y la siguiente regla sintáctica
n to

adicional:

- Si Cp es una fórmula de tipo T de , % es un ordinal

menor que X y
^

es una secuencia de variables distintas

3<Vv% Cf es una fórmula de tipo t de •

Para la semántica hay que tener en cuenta que el dominio

de las asignaciones en una estructura 0~A es ahora [ v^ : *)<X^
Si <xn> es una secuencia de variables distintas y <a h ') „

es
I T V%

una secuencia de elementos de A , las asignaciones variantes s
<x

<e

se definen con criterios análogos a los de s* , de manera que

s^Vu) { s(x)

si X

si para cada v\< % , x x^

es

Entonces, la regla semántica correspondiente a 3<x n>
i ^ ^

_C"|fcp. 3<x h> tpjVI si y sólo si hay una secuencia 4a,> deL
k>

T vs‘ ^ Y*
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elementos dB A tal que tp[s^Xr''>*l<-'» "1
Lu\ ' ^ Bh^ *

** ”

*\<%
El cuantificador V puede introducirse mediante reglas

análogas o bien mediante la definición: V <xJ> CP ! « —■ 3 <x«> —« o>

iV%'
’

» V% '

Obsérvese, finalmente, que en son caracterizables

los buenos órdenes- mediante la conjunción de la sentencia or que

caracteriza en primer orden los órdenes totales y la siguiente

sentencia de ¡

—' 3 <x s

) Al* < xm ¡ m < n \
n ntto

' H n
^ ni 1

1,5 La lógica de primer orden ,
*£ Cu | ptlSde 1^2?€itQ]?S6

como caso particular de lógica • P° sea conjunciones de

conjuntos finitos de fórmulas y prefijos finitos de cuantifica-

ción.
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2. LOGICAS ABSTRACTAS

Hay un cierto acuerdo sobre las propiedades básicas que

caracterizan a las lógicas abstractas, pero también ciertas indeci-

siones y discrepancias acerca de otras propiedades. Exponemos en

primer lugar las propiedades generalmente admitidas.

2*1 Definición : Lógica abstracta.

Una lógica abstracta ¿C es un par =<L ,V~ *>
tal que:

(1) L es una función que asigna a cada tipo de semejanza T

una clase L[v"] , la clase de las sentencias de tipo T de ¿C •

(2) es una relación, la relación de satisfacción entre

estructuras y sentencias de 0 Verifica la siguiente condición:

Si G"H= <p , entonces hay un tipa de semejanza T tal que

es una estructura de tipo T y tp e l£t3

(3) Si T , *r son tipos de semejanza y T ^ T , entonces
Ja Cm X £»

l c L [r
2l

(4) Si Gl, (J^ son estructuras del mismo tipo de semejanza T

y CTl ^ (K> , entonces para cada (p fe L[t3 :

61 »x T si y sólo si £=■ tp

(5) Si CT\ es una estructura de tipo de semejanza y

C Tg , entonces para cada <-p fc :

V=- tp si y sólo si ^\f Ti 't' ?
(s) Si SOn seme janZa y ^ ! ^ Tg es

una biyección que asigna
- a cada constante c fe "T^ una constante p(c) fe T

^
- a cada signo funcional n-ádico f fe. un signo funcional

n-ádico p(f) fe fg
- a cada predicado n-ádico P fe un predicado n-ádico j>(P) feT^

entonces , para cada tp fe LÍT^I hay una correspondiente cp^fe l£t 1
tal que: para cada estructura de tipo ¡
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)r^ si y sólo si CH

dondB 61 es la estructura de tipo que

universo que (TI e interpreta cada signo

mismo modo que interpreta r, esto es :

<n ,<n
para cada r 6 T,- ^

--'I
O

Así, CT\ y 61' sólo difieren en los signos
o

pero no en el significado de esos signos.

traducción da tp al tipo de semejanza T •

posee el mismo

f(r) Tg del

que llevan asociados,

es, entonces, la

2.2 Observaciones

La razón de que en (l) digamos que an es una

clase y no exijamos que sea un conjunto esta en no excluir a ciertas

lógicas aceptadas, como
^

es la extensión de la

lógica de primer orden que posee las siguientes reglas sintácticas

y semánticas adicionales :

- Si ? es un conjunto) de fórmulas de tipo T de ,

entonces es una fórmula de tipo t de •

- Si fc=-ACal si y sólo si para cada cre¿.
oo to to

Resulta entonces que L p* to L‘r l no es un conjunto, sino una clase

propia. En la medida en que no interese considerar lógicas como •

en la condición (l)j se puede especificar que L [xl es un conjunto.

La condición (3) establece que las sentencias se conservan

al agrandar los tipos de semejanza. Así, si es una sentencia de

tipo v de
, tp es una sentencia de cualquier otro tipo de

semejanza que extienda a T .Las condiciones (4) y (5) determinan

que la relación de satisfacción debe ser invariante respecto a

isomorfía y expansiones. La condición (6) exige una forma simple de

sustitución de signos por signos en las sentencias.

Obsérvese, finalmente, que no poseemos, en base a esta

definición de lógica abstracta, ninguna información sobre la estructu-

ra sintáctica de las sentencias. En particular, no tenemos ningún
concepto de fórmula abierta. Como veremos, esto no representa



ninguna dificultad para poder expresar generalizaciones de teoremas

y construcciones usuales de la lógica de primer orden* El papel de

las variables lo realizarán las constantes*

2*3 Definiciones

Ciertos conceptos familiares de la ldgica de primer

orden son fácilmente generalizadles a cualquier lógica abstracta ¿C i

(1) Si , los modelos de de tipo T en ¿C son

Mod^(tp ) * j G"\ : (S\ ^ y 51 bs de tipo T }
(2) Si 2. — LlTl t los modelos de 2 de tipo T en ¿ son

ftoúAÍ) - A Mod7(Cp )
L L '

en el bien entendido de que para el caso ¿1 * C¡>

Mod^( 2 ) - | ^S*\ ¡ &~\ es de tipo t ]
(3) Si ^ é LEt^ , decimos que

ip es satisfacible en s¿ si y sólo si Mod£ ip) jt

(p es válida eri si y sólo si Mod^( (p) «. ^61 í (TI es de tipo T

Usamos la natación tp para indicar que es

válida en ¿L •

(4) La relación de consecuencia en ¿C se deriva de la relación

d& satisfacción al modo usual .Utilizamos el mismo signo v "t~ N
v para

la consecuencia que para la satisfacción:

Si IS L[t1 y £ L[rl ,

2 *p si y sólo si Mod^( í ) £ Mod^(<p )

Para la equivalencia lógica usamos la notación 11 :

Si cp.ly £ Lt T1 ,

*P si y sólo si Mod^(tp) - Mod^(y)
(5) La relación de -equivalencia entre estructuras también, se

designa mediante

Si , (S> son estructuras del mismo tipo de semejanza T *



34

<5"\ :si (5*> si y sólo si para cada lCtI :

<5"l ^ si y sólo si (f^ y=. tp

2*4 Advertencia

Cualquiera de estos signos introducidos, si se usa sin

subíndice L * refiere al correspondiente concepto de primer orden .

Así, por ejemplo, para cada sentencia <p de primer orden
Y

y de tipo de semejanza T , Mod (tp ) es la clase de los modelos

de tíipo- T de íj •

2,5 Las propiedades expuestas en la definición 2.1 se juzgan

a menudo insuficientes* Para muchos propósitos es preciso suponer

que las lógicas abstractas tienen otras propiedades adicionales* Se

denominan lógicas regulares a las lógicas abstractas que poseen estas

otras propiedades* Son casi siempre propiedades de clausura respecto

a alguna operación sintáctica: negación, conjunción, cuantificación

existencial y ciertas formas de relativización y sustitución* Algunas

de estas propiedades no las poseen lógicas abstractas que se conside-

ran interesantes y, por tanto, no siempre se recogen todas en la

definición de lógica regular* Las propiedades que aquí caracterizarán

a las lógicas regulares difieren de las expuestas en Ebbinghaus(1985)
en lo que afecta a la sustitución* Se justificará esta discrepancia

en breve.

2*6 Definición ¡ Atomicidad

Una lógica abstracta «q£ es atómica, o tiene la propie-

dad de atomicidad, si toda sentencia atómica de primer orden tiene,

una traducción en sC , es decir, si para cada tipo de semejanza

y cada sentencia atómica de primer orden y de tipo T , tp , hay una

Y & L[rT tal que

Mod (ip )j » Mod^(^)
Aquí no se garantiza que la sentencia de que

traduce a la sentencia atómica sea ónice* Obsérvese que, sin

embargo, si ^ y son traducciones de ^ , entonces
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^1 ^2 * P°r í:anto » V es l- inicia salvo equivalencia en .

Usaremos entonces la misma notación que en primer orden para

referirnos a \y (más precisamente, a alguna de las traducciones

y de- ty ) ,

2.7 Definición : Negación

Una lógica abstracta está cerrada bajo negación si

para cada tipo de semejanza T y toda Cp £ L^rl , posee

una traducción da —* cy , es decir, hay vy €i L[t"\ tal que

Mod^( vy ) - | (T\ : y GTV es de tipo r ^
Tampoco aquí está garantizada la unicidad de Cy respecto

a ty más que salvo equivalencia en .Pondremos,sin embarga,

—t Cy » \y , entendiendo que —* <¡> es una de las sentencias de

que son negación de <y . Las mismas consideraciones dBben aplicarse

a las siguientes definiciones.

2.8 Definición ; Conjunción

Una lógica abstracta ^ está cerrada bajo conjunción

si para cada tipo de semejanza y cualesquiera <p , *y 6 L[r"J ,

posee una traducción de ( Cp a *y ) , es decir, hay una © & L[t]
tal que

Mod^( & ) = Mod* ( cp ) (\ Mod^t ly )

Ponemos entonces © ■ ( (p a ).

2.9 Observación

Hay una lógica abstracta -C , interesante para ciertos

propósitos, que no está cerrada bajo negación. Sus sentencias son

las de primer orden y las de segundo orden de la forma

3Xl*”
Xn'f

donde en (y sólo hay cuantificación de primer orden.Su semántica

es la de segundo orden. Mediante una sentencia de la forma 3XCp
donde X es una variable diádico y cp sólo posee cuantificación
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de primer orden, podemos expresar la infinitud, en el sentido de que

01 3 X c^> si y sólo si A es infinito

Esta sentencia, 3X<p , no posee negación en .En efecto, si

3X^...X y fuera negación de 3X*p , tendríamos

3xr ..XnH;
=

L
-n 3 x T

El teorema de interpolación de Craig proporciona, entonces, una

sentencia de primer orden,S , tal que

3X1
...X

nYl=© y & >= -3X(p
con lo cual ©■ =^“*3Xy • Pero es bien sabido que la

infinitud no es expresable mediante una sentencia de primer orden.

Va hemos indicado que no poseemos información sobre la

estructura sintáctica de las sentencias de una lógica abstracta. Ello

no es impedimento para formular de modo general la existencia de

cuantificación existencial.Las constantes pueden suplir a las variables.

2.10 Definición : Cuantificación existencial

Una lógica abstracta ¿ está cerrada bajo cuantifica-

ción existencial si para cada constante c, cada tipo de semejanza

T tal que c fe T y cada sentencia fe , hay una fe L [t - {oy]
tal que :

Para cada estructura de tipo T - {c}

OTA ly si y sólo si hay un afeA tal que ^CTla^^ ^
donde, para cada afeA , <0"l a *> es la expansión de al tipo

de semejanza r en la que

<0\a>
c « a

Ponemos entonces 3 c tp ■ vy •

Una lógica abstracta que tenga la propiedad de atomicidad

y esté cerrada bajo negación, conjunción y cuantificación existencial

posee, al menos, el mismo poder expresivo qus la lógica de primer



37

orden» Esto se justificaré en el próximo apartado»

2»11 La siguiente propiedad que vamos a definir es la de

relativización. Consiste, en su uso normal en primer orden, en la

posibilidad de sustituir las cuantificaciones 3x-(p dentro de

una fórmula por expresiones del tipo ]x(Ux n (p ) , donde U es un

predicado monédico fijado de antemano.Denotamos el resultado de

esta operación mediante y entendemos que y
^

"dice"

en una estructura lo mismo que y "dice" en la subestructu-

ra 6"\ [ U*71 si dicha estructura existe. Que exista

depende simplemente dB que U
01

sea un subconjunto no vacío de A

en el que estén todas las denotaciones de las constantes y que esté

cerrado bajo las operaciones del modelo (T\ » También es posible

relativizar fórmulas a una fórmula y (x) , que sustituye al predica-

do monédico U • En ese caso y
T v ; "dice" en lo mismo queb

y "dice" en |y(x) si esta subestructura existe. Podría
, 61

perfectamente ocurrir que y [xj no poseyera todas las denotado-

nes de las constantes o no estuviera cerrado bajo todas las operado-

nes de (S"\ , sino únicamente tuviera estas propiedades en relación

a las interpretaciones de los signos de un cierto subconjunto T

del tipo de semejanza T de , En ese caso, sólo relativizamos

a y(x) las fórmulas de tipo Y , pero posiblemente las fórmulas

relativizadas sean de tipo T , pues , en particular, constantes

que aparecen en y(x) pueden denotar en G"\ objetos fuera de y(x).
El significado de cpV( x ) en O es entonces el mismo que el de

y en 1^) Jy(x) . Estas consideraciones justifican la defini-

ción de relativización que se emplea en lógicas abstractas.Previamen

te introducimos la notación adecuada para parafrasear y (x)^ «De

nuevo las constantes sustituyen en su cometido a las variables :

2,12 Definición

Si <p £. L[TU {Cl ,...,cn^l y son constantes
1 n

distintas que no están en Y y (J"\ es una estructura de tipo T

C Xc^. ,.cn y ) <a^,... ,an> fe A
n

: <G1 a^. • .an> Cp j
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donde para cualesquiera a, ,...,a A , <f\ a,...a > es la
1 n 1 n

expansión de <r\ al tipo de semejanza T U \c v ...,c \ en la que
l n '

para cada i (léié.n)

Asi pues,

notación

abiertas.

< 61 a-. .. .an >
c i- r|

s a
i i

N
(S\

Mlc (p ) tiene el mismo significado que la
n '

,x que usamos cuando disponemos de fórmulas

2.13 Definición s Relativización

Una lógica abstracta ¿C está cerrada bajo relativización

si para cada constante c, cualesquiera tipos de-semejanza T^,
en los que no esté c y cada sentencia Vyl £. L^T^^c^ se verifica

lo siguiente:

Para cada sentencia hay una correspondiente 0 tL^UT^J
tal que para cada estructura de tipo T UT en la que

( \c Y es T^-cerredo:
^ £= ©. si y sólo si (^\ f r^) \ ( )^c y ) 9

Escribimos entonces & * cp^ C ^r’
. Si no hay ambigüedad sobre la

constante c * ponemos y si '^-'■Uc , ponemos simplemente

2.14, Observación

Hay una lógica abstracta de notable.interés que no esté

cerrada bajo relativización. Se trata de una extensión de la lógica
de primer orden mediante un cuantificador Q , llamado cuantificador

C
de Chang. Nos referiremos a esta lógica con la notación ¿ .Además

C
de las reglas sintácticas y semánticas propias de la lógica de

primer orden, ¿ posee las siguientes reglas:
ü

- Si es una fórmula de tipo T de , entonces Q x CpC C »

es una fórmula de tipo *f de .

C

- ^ Q
cxCf Lsl si y sólo si |{a£A :G\*=i- Cs^ 1 \ \ - I A \



En estructuras finitas Q x lp equivale a VxCD ,
G '

kt
pero además, en estructuras infinitas de cardinal Q^x
equivale a Q^xíp ( es el cuantificador introducido en 1.1 ) •

Una sencilla inducción muestra que si (T\ es una estructura de

cardinal fL. tp una sentencia de del tipo de semejanza

de y (p* el resultado de sustituir cada aparición de

en Cp por Q*. , resulta

fes. U> si y sólo si t==- <-P
LC L* '

Por tanto, si SI , (TS son estructuras de cardinal y\pL y

m = & entonces G\ <r>

A efectos de mostrar que no está cerrada bajo

relativización, consideremos la siguiente situación:

U) ^ es un tipo de semejanza que consta de sólo dos predicados

monódicos U,V •

(2) <S\ es un modelo de tipo *r en el que

, l V*} - to , l U*\« cu y \A\ = co>
2

(3) <2> es un modelo de tipo t en el que

V
a
c U* , | V*l - co , ( U

01
!« OJ , \ U*’- \M - CO y l B\ « ^

(4) tp es la sentencia < Q x ^x » que "dice" que en la

interpretación de V no hay tantos elementos como en el universo»

U
Supongamos que ip posee una relativización tp al

predicado U • Asi

(5) n fc= <p
U

si y sólo si 01 \ u t==
Lc LC

(6) (Q tp
U

si y sólo si I U \==* .

G
s\ ^

c

Como SI I U tp ^p pero \ U ^ ^p , concluimos

de (5) y (6) que

(?) si jé en,
LC

Pero mediante la generalización a de ^os

procedimientos de isomorfismos parciales [véase Ebbinghaus (1985),
pég.53 ) se obtiene que (Si = • En ése caso, de acuerdo con

L2
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lo previamente indicado, obtenemos

(s) S\ = <R>
LC

Esta contradicción muestra que

ción en .

C

no posee relativiza-

2.15 La última propiedad que suele: exigirse a las lógicas

abstractas es la de estar cerradas bajo sustitución. Cierto tipo de

sustitución ha sido ya exigida en la misma definición de lógica

abstracta [cláusula (6) de la definición 2.1 ), pero es una forma

muy débil. En lógica de primer orden hay muy diversos tipos de

sustitución ; sustitución de constantes por designadores, sustitución

de predicados por fórmulas arbitrarias y sustitución de constantes

y signos funcionales por predicados, entre otras. Es posible ofrecer

un concepto general de sustitución de. signos por fórmulas, pero ea.

preferible distinguir casos, a efectos de facilitar la notación y

la comprensión.

La sustitución de predicados por fórmulas consiste, en

su versión para la lógica de primer orden, en la posibilidad de

reemplazar en una sentencia expresiones del tipo Rt ...t por
1 n

correspondientes expresiones (t_,.,.,t 1 • La dificultad de no

poseer fórmulas abiertas en lógicas abstractas es salvable gracias

al uso de constantes nuevas, como en las definiciones 2.10 y 2.13.

Esta sustitución no ofrece mayores problemas.

La sustitución de constantes y signos funcionales por

predicados presenta una cierta dificultad conceptual. Consideremos

el caso de la sustitución de una constante c por un predicado moná-

dico P y de un signo funcional monódico f por un predicado diádico

fi en una sentencia .En primer lugar efectuamos el proceso

puramente sintáctico de eliminar cada aparición de c y de f en Cp
por adecuadas apariciones de P y R, obteniendo así una sentencia

en la que c y f ya no aparecen • En segundo lugar construimos las

sentencias que garantizan que P se interpreta como un conjunto

unitario y que R se interpreta como una función del universo en el



universo* En este caso las sentencias son

cr
p
- 3x Px a Vxy(PxAPy —> xwy )

c~
R

« Vx3y Rxy ^ Vxyz(Rxy a Rxz .—> ywz)

La cuestión es» entonces, si debe considerarse que la

sentencia resultante del proceso de sustitución es Cp o, más bien,

( A°"d * )«Una situación análoga se presenta en el caso de la
”

U
relativización, donde usualmente se añade a tp la conjunción

de las sentencias que garantizan que U se interpreta como un

conjunto cerrado respecto al tipo de semejanza en cuestión* En el

caso de la relativización el criterio general es no incluir estas

sentencias en la sentencia relativizada*

En Ebbinghaus (1985) (pég. 30 y 31) se formula un criterio

general de sustitución de signos por fórmulas según el cual las

sentencias del tipo 0~^ , cr deben ir incluidas en la fórmula

sustituida* Esta forma general de sustitución es descomponible en

una propiedad de sustitución de predicados por fórmulas, que ya hemos

comentado que no es conflictiva, y otra propiedad de sustitución dB

constantes y signos funcionales por predicados, que es donde centró-

bamos la atención* Si pretendemos que estos procedimientos sean

aplicables a lógicas infinitarlas, como
^

(véase 1.3) v la

sustitución debe ser simultánea y no podemos poner cota al tamaño

del conjunto de los signos eliminados* Pero , en ese caso, no se

puede exigir que las sentencias del tipo c“, or , de las que puede
P R

haber un número infinito, formen parte de la sentencia sustituida*

Sin ir más lejos, la lógica de primer orden no posee la propiedad de

sustitución que Ebbinghaus propone* Así pues, no sólo para ser

coherentes con la situación análoga de la relativización, sino

simplemente para generalizar una propiedad que posee la lógica de

primer orden y las lógicas infinitarlas i debemos prescindir

de los criterios de Ebbinghaus y definir la sustitución al modo cp*
y no el modo ( tf*AO£ a üjj ) * Definiremos en primer lugar la

sustitución de predicados y, a continuación, la eliminación de

signos funcionales y constantes.
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2.16 Definición; Sustitución de predicados

Una lógica abstracta ¿L admite eliminación de

predicados si para cualesquiera tipos de semejanza T ,
"T

, cada

conjunto de predicados 6* disjunto de , cada colección

C - : ntco\ de constantes distintas que no aparecen en T^O
y cada colección Y -{yr , Re<?\ de sentencias/'? de tales

que

Yn e l[t u{ Cl c\3 si R es n-ádico
n 2 i n

se verifica lo siguiente:

Para cada sentencia hay una correspondiente

L r
2 1 tal que para cada estructura 6~\ de tipo r^vJ

G~l ^ si y sólo si ^==-

donde (Ti es la estructura de tipo T^ut? definida por

61

-<r\I'r1 .61

R « (Xc_...c vl> ) para cada predicado n-ádico R£u .

1 n i R

★ R
Pondremos entonces tf « Cp ly^Re.(p •

Obsérvese que las constantes \cn ! realizan

aquí el papel de variables libres.

2.17 Definición : Eliminación de constantes y signos funcionales

Una lógica abstracta admite eliminación de constantes

y signos funcionales si para cada tipo de semejanza. T , cada conjun-

to de constantes C disjunto de T, cada conjunto de signos funciona-

les (P dis junto de Y y cada colección (P - (R^: r£Cu(P} de

predicados distintos que no están en t y tales que

- para cada c€C , R es monódico
c

- para cada fe CP, si f es n-ádico , R
f

es n + l-ádico

se verifica lo siguiente:

Para cada sentencia tp £. L[TvCo*F"3 , hay una correspondiente

sentencia
r
€ tal que para cada estructura 6^\ de

tipo TüCu(?
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si y si ^

donde 5"\ r es le estructura de tipo V u (? definida por

- G'Trr . C^r

para cada c fcC

^ = r" para cada feí .

2.10 Observación

La clase de los modelos de no está caracterizada

más que parcialmente» No toda estructura de tipo TuS es de la

forma (5“l para alguna estructura 5"^ de tipo TüCuS5
.

Sólo lo son las estructuras Go en las que para cada c¿C f ñ
c

es un conjunto unitario y para cada féCF, n-ádico, es una

función de B° en B .

Para cada c£C sea Or la sentencia
c

]xRx A Vxy(R x a R y
c c c

y )

y para cada ffeíF, n-ádico, sea <5^. la sentencia

Vx^nX 3y y^*.xn
y a V x^. • •x^ztR^^.. .x^y a • .x^z—>y¿cz)

Resulta entonces que un modelo & de tipo Tu^? es de

la forma CT\ para algún modelo 15"\ de tipo tUCüO1 si y sólo si

(R t= Jcr- ! cec\u {oy: fétF}
Una situación análoga se da en la relativización.

2,19 Definición : Sustitución

Una lógica abstracta ®¿ está cerrada bajo sustitución,

o admite sustitución, si admite sustitución de predicados y elimina-

ción de signos funcionales y constantes.

2.2D Definición t Lógica regular

Una lógica regular es una lógica abstracta que es atómica

y está cerrada bajo negación, conjunción, cuantificeción existencial,



relativización y sustitución •

2.21 Una lógica regular pretende ser una lógica con buenas

propiedades» El problema está en determinar quá propiedades son

buenas, es decir, quá rasgos de las lógicas genuinas conocidas no

son peculiaridades sino rasgos que toda lógica debe poseer. Algo

se puede decir a favor del cúmulo de propiedades de la definición

2.20 s las lógicas abstractas que las verifican son equivalentes,

en un sentido que se precisará en el próximo apartado, a lógicas

que poseen una sintaxis manejable y comprensible» Este resultado

se expondrá en el apartado 4 .
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3. UNJ CONCEPTO COMPARATIVO PARA LOGICAS ABSTRACTAS

Es posible comparar el poder expresivo de las lógicas

abstractas, es decir, su capacidad para caracterizar clases de

estructuras mediante sentencias. Este concepto comparativo se

define como se indica a continuación :

3,1 Definición

Sean d. y ^ lógicas abstractas.

(1) Decimos que
1

es tanto o más expresiva que -2 y

ponemos *C' si toda sentencia de d. tiene una traducción

en d
’

, es decir, si para cada tipo de semejanza T y cada

sentencia tp £ L£r] hay una correspondiente tal 9UB

Mod^((p) - Mod^fy)
(2) Decimos que d. y son equivalentes ( en poder expresi-

vo ) y escribimos ^ ¿L , si ¿L é. d. y
'

ér .

(3) Decimos que es más expresiva que d y ponemos

si d ±
1

pero sL .

3.2 Lema

Para cada lógica regular ^ ii. ^ ¿zl
tuc_o

Prueba:

Recordemos que "2^,^ es la lógica de primer orden •

Sea T un tipo de semejanza, C » \ c : n&c-o^ una colección de

constantes distintas que no están en *r ,abreviemos T*uÍ. cq» • • • «c^
por T , y pongamos T_ » r .Es suficiente con mostrar que

n +-1 0

para cada sentencia de primer orden cp de tipo Tu C hay una

correspondiente (j>* €l L LtucI tal que

- Si es de tipo T
n

, tp £ L [T^l y Mod n(y) ■ Mod^f qj? ) 0

Esta traducción se define por recursión utilizando las

propiedades de atomicidad, negación, conjunción y cuantificación

existencial de ¿C • Consideremos, a modo de ejemplo, el caso de la

cuantificación existencial :



una sentencia de primer orden de tipo T u CSea 3x

Hay entonces un menor número natural n tal que 3x^(x) es de

tipo T • Definimos entonces
n

( 3x<^>(x) )* - 3c
n f(cn

)

Veamos que se cumplen las condiciones requeridas, ^(c^) es de

tipo T , y entonces, por hipótesis inductiva,
n ■+• 1

tf^(cn ) e l[t + 11 y Mod
1
"^ f(cn

)). - Mod^+H cp(cn ))
Como z ¿.T y T ,

« Tüfc \ tenemos, por 2,10, que
n ' n n 4 1 n L n *

3c ) & L[r]
y también que

-r *
Mod n ( 3x (x)) * Mod^

n ( Sc^cptc^))

3.3 Observación

En virtud del lema 3,2, toda sentencia de primer orden

posee una traducción en toda lógica regular ¿L • Usaremos la

misma notación para referirnos a una sentencia de primer orden que

para referirnos a su traducción a zC •

3.4 Definiciones

Sea -£ una lógica abstracta y K una clase de estructu-

ras de un tipo de semejanza T •

Cl) Decimos que K es EC^ en zC. si hay un conjunto 2 £.

tal que K - Mod^( 2. ))•

(2) Decimos que K es EC^ en si hay un conjunto numerable

2. £ LtrT tal que K - MocT( £. ) .

(3) Decimos que K es EC en ¿t si hay una sentencie ^ 6 l[t1
tal que K » Modj\ T)*

Las siglas EC provienen de la expresión "clase elemental "

es decir, "clase de primer orden", Se ha generalizado el concepto a

otras lógicas conservando su original notación,

(4) Decimos que K es PC^ en zL si hay un tipo de semejanza T*



que extiende a T y un conjunto ¿ ^ tal que para cada

estructura G\ de tipo t :

GA é. K si y silo si hay una expansión 6~\ de al tipo T' tal que

<n'^ £

es decir, K - { 6\(T: O £ Mod^ (

Los conceptos de clase PC^ y clase PC se definen

análogamente, especificando que 21 es numerable en el caso PC¿
y cambiando 21 por una sentencia (p en el caso PC. Las siglas

PC provienen de la expresión "clase proyectiva"»

(5) Decimos que K es RPG^ en si hay un tipo dB semejanza T*

que extiende a T /,un predicado monádico U6 t'-T y un conjunto

í ^ LlÚT'J tal que para cada estructura G"A de tipo T :

61 6, K si y sólo si hay una estructura 61* de tipo t' en la

que U 01 es T -cerrado y6T\'^==SL. y 5A*((J\fT)\
es decir, K - : 01 £ Modj* (5. ) y U

5'
es T-cerrado }

Los conceptos de clase RPC^ y clase RPC se definen

de modo análogo, especificando que 2. es numerable en el caso RPC¿
y cambiando 51 por una sentencia en el caso RPC. Las siglas RPC

provienen de la expresión "clase proyectiva relativizada".

Si la clase K tiene un solo modelo salvo isomorfla, es

decir, si hay un modelo (SI tal que K = {(S¡> : ^ , atribuimos

los conceptos EC^ , EC^ , etc., al modelo (SI . Así, por ejem-

pío, decimos que (TI es EC en aC si hay una sentencia cp l£t}
tal que para cada estructura <Pi de tipo r ,

(SA ^ si y sólo si <p

3,5 Observación

La relación £ de comparación de lógicas abstractas puede

definirse también en términos de clases EC, pues

(1) éz <£.' si y sólo si toda clase EC en es EC en «£ .

(2) *■* ©£ si y sólo si y tienen las mismas clases EC .
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3.6 Ejemplos

La potencia expresiva de las lógicas abstractas es muy

dispar. Hay lógicas abstractas incomparables respecto a és , como

y *¿
4003^®!^ 8 incluso la lógica infinitarla

y la lógica dB segundo orden • Exponemos a continuación, en

forma de gráfico, ciertas relaciones de ordenación determinada por

ér entre lógicas familiares:

d.

^ u_>¿, Lo

=¿ (QJ
Cu Co □

l
¿i w
•*-
II

J ÍQ 1 }(jj Uj X

4 II

donde significa aquí que < *£ di
W

es la• ' 'II
versión débil de la lógica de segundo orden, lógica cuya sintaxis

coincide con la de segundo orden pero cuyas variables de segundo

orden Varían sobre:, conjuntos finitos o relaciones finitas. Así,

si X es una variable n-ádica,

en A tal

3 X^f(x) si y sólo si hay una relación n-ádica finita R

que fcfw <P(X) i Rl .

LII

3.7 La relación establecida entre dos lógicas y ¿C.

significa,' como ya hemos indicado, que toda clase EC en es EC

en
'

,Si estas lógicas son regulares, basta con asegurar que

toda clase de tipo de semejanza relacional EC en es EC en

para obtener que «£ ¿
• Ello se debe a la posibilidad de eliminar

constantes y signos funcionales en lógicas regulares. Como posterior-

mente necesitaremos este resultado para obtener un teorema de

representación para lógicas regulares, lo establecemos a continuación.

3.8 Lema

Si £, son lógicas regulares y toda clase de tipo de semejanza

relacional que es EC en también es EC en
1

, entonces ¿



Prueba:

Sea K una clase EC en ^ y sea t* su tipo de semejan-

za. Si T es relaciona! K es, por hipótesis, EC en
’

. Suponga-

idos, pues, que T no es relacional. Entonces hay un conjunto C de

constantes, un conjunto ^ de signos funcionales y un tipo de

semejanza relacional tal que T « T^CU (F* , Como K es

EC en ¿L , hay una sentencia LLT'] tal que

T

(1) K - Modjc^).
A efectos de eliminar las constantes y los signos funcionales de

acuerdo con 2.17, escojamos para cada céC un predicado monódico

distinto R^ ,que no está 8n T , y para cada signo funcional

n-ádico f e. (P un predicado n+ 1-ádico , que tampoco está

en TI. Sea (? ■ \ R iré. CO(F . En virtud de 2,17 hay una

sentencia 6 L 5*3 tal que Para estructura de

tipo T
Q
u C U (F :

(2) Cl
r

Cf
r

si y sólo si

donde 5"\r

-

es la estructura de tipo T
q
O (? definida por

- R
6\r

- R
<Slr

-

{c0»]
„<S\

para cada c 4 C

para cada f £ & .

r
J . Mod'1^

L, ^>

( ip
r

)(3) Sea

Como J es EC en , J es también EC en

TqU (? es relacional. Hay entonces una sentencia © €. |_[Vu (S*3
tal que

(4) J - Mod 0 (© )

Sustituimos ahora en © los predicados de 6* para

volver a introducir las constantes y signos funcionales de C y ,

Esto puede efectuarse de acuerdo con 2,16 • Sea D ■ {d : n€ruj }
n

un conjunto de constantes distintas que no están en C y definamos

^ para cada r 6: C<J(P como sigue:
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- Ye
- Yf

c fcí d. para cada céC

fd. • • .d bí d . para cada n-ádico.
1 n n+1

R
Sea © o © í r) el resultado de la sustitu-

'“'f v
r£ CuCF

ción. Por 2,16 tenemos que

(5) ©* fe i£tqvj cuif^)
y para cada estructura 6~\ de tipo Tu cuf ,

(6) ® si y sólo si SA ®

donde &"\ es la estructura de tipo TU ^ definida por

- 5AÍ r
Q
-GUt

0

B
m*

C

R? - ( Xd ...d fd ...d ¿=r d )f v 1 n+ 1 1 n n-^r

cada f 6. CF t n-ádico.

Observemos ahora que para cada estructura C\ de

tipo T ,

(7) CT\ - S\
r

. V c í\ 1

l Ad^ ^1^ c J “ \c s para cada c6

f para

y por tanto

<T\ fe K si y sólo si CT\ f

si y sólo si (S\
r

^g-4>r

si y sólo si (SÍ* J

si y sólo si í\
r
trf ®
l!

si y sólo si B

si y sólo si ^llfp ®
l!

(por (1))

(por (2))

(por (3))

(por (4))

(por (7))

(por (6)) .

De este modo K ■ Mod^ ( ©*) y , en consecuencia » K es EC en

.
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4. CUANTIFICADORES DE LINDSTROM

El procedimiento de extender la lógica de primer orden

mediante cuentificadoree puede ser tratado en su máxima generalidad

mediante los llamados cuantificadores de Lindstrüm, Toda clase de

estructuras cerrada bajo isomorfía da lugar a un cuantificador de

Lindstrüm y , con él, a una lógica regular en la que la clase es EC.

Para facilitar la notación, consideraremos únicamente cuantificadores

asociados a clases de tipo de semejanza relaciónala En su aplicación

a lógicas regulares esto no supondrá, en virtud de 3»8,. ninguna

limitación.

4 a 1 Definición : Cuantificadores de Lindstrüm

Sea K una clase de estructuras cerrada bajo isomorfía

y de tipo de semejanza relacional 83 1® lógica

abstracta que se obtiene a partir de la lógica de primer orden como

se indica a continuación:

(1) Los signos lógicos de son 1QS de l0 lógica de

primer orden suplementarios con el cuantificador Q .

K

(2) .
Las fórmulas de oA (Q ) en un tipo de semejanza r se

obtienen con las reglas sintácticas de primer orden y la siguiente

regla adicional:

- Si (p es una fórmula de tipo

una secuencia de fórmulas de tipo

RE T , n-ádico, xí es una
K R

qk*<*rVtk ? %>RerK

r . < <FR > R£7k
~r de 0^^ (Q^) Yj para cada

secuencia de n variables distintas,

es una fórmula de tipo V de¿^jQ )

(3) Las sentencias de ¿culoC®.,) en un tipo de semejanza T

son las fórmulas de tipo f de (Q^) que no poseen variables

libres. A este respecto conviene precisar que para cada variable v :

- v está libre en Q|< x < x
R
>

R^ <p < CfR> R^
si y sólo

sü (i) v está libre en y v £ x , o bien (ii) para algún
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R £ T , v esté libra en íp y no aparece en la secuencia x •

K 'B R

(4) La relación de satisfacción de ¿... ÍQ ) , que abreviamos

ahora con , se define mediante las reglas usuales de la

lógica de primer orden y la siguiente regla adicional :

q
k
* < ^r'>R€tk

CP ^R^Rfir ^ y ^ "i 6tK
•N K

donde

- R> -<B , R
ñ
>
RÉ.TTK

0 « [séA : C\^ \
^-•K v e *" s si RérK

es n-ádico y xi » x,. *.x »

R 1 n

En particular, pues

Sc x<V B 6rK
<<f R̂ J >Rfe r

K

si y sólo si

<a. friírh 6Tk
I ?c*f

4,2 Observaciones

Si el tipo de semejanza T es infinito, también lo es
l\

la fórmula

q
k
x<1?

R
>
R£r. ? < fR >

Rfer„K ~‘K

pero en otro) caso estas fórmulas son de longitud finita. Así, por

ejemplo, si »|R^,Rg} » donde es un predicado diádico

y R_ un predicado triédico, las fórmulas que comienzan con Q pueden
u l\

escribirse más sencillamente como

q
k k^x2 y1y2

y
3 tfM f2^ yi ,y2 ,y3^ •

Y si T es el tipo de semejanza nulo, las correspondientes fórmulas
K

son de la forma

Q
k
x cp(x)

/o
^

>== Q
k
x f (x) si y sdlo si <<p(x) > € K .

donde
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4,3 Ejemplos

(1) Los cuantifleedores definidos en 1,1 son cuantifi-

cadores de LindstrÜm , La correspondiente clase es de tipo de

semejanza nulo:

K
0¿ -{<A> : \AU SL ^

(2) El cuantificador de Chang Q definido en 2,14 no es un
G

cuantificador de LindstrÜm, pues la lógica í no es regular y
C

la lógica asociada a un cuantificador de LindstrÜm ^coio(Q„) bs

regular. Este último punto se justificará en 4.6 • Hay , sin embargo,

un cuantificador de LindstrÜm muy cercano a Q , Se trata del
C

cuantificador asociado a la clase K de tipo de semejanza TV • \u\K

(donde U es un predicado monádico ) definida por

K - 61 s {lAl - tu
51 !}

Así x *p[x) tiene el mismo significado que

Q
k
» y x^x tp(y) .

Esto justifica la presencia de la primera fórmula tras Q , la
I\

fórmula x x en este última caso; sil razón de ser es permitir

la relativización. La relativización de x y¿,ltf(x)‘ ^(y) a

un predicado P es

\ x y (Px A(p(x)
P
) y(y)

P
.

(3) El mismo cuantificador 3 de la lógica de primer orden

puede introducirse como un cuantificador de LindstrÜm, La correspon-

diente clase K tiene tipo de semejanza nulo y está constituida

por todas las estructuras de este tipo de semejanza,

(4) El cuantificador universal puede introducirse también como

un cuantificador de LindstrÜm, La clase K tiene en este caso un tipo

de semejanza 7 que consta de un único predicado monádico U y

K - { S\ ! A « U*}.
Entonces Q^x y xw*x Cp(y) significa lo mismo que Vy Cp(y)
y Q

«
x V ^M^ly)}' significa (3x <f(x) i\ Vx( cp (x) —> y(x))),



(5) La clase de los buenos órdenes da lugar al cuantificador

de Lindstrtim Q # Abreviemos L^^Cq ) por L .Tenemos que
WU WD Wü

Q
wo
* yz 'fW

sii y sólo si

el conjunto 0 * (a6.A : (H \==- C0 ( x ) Tal } no es vacío y la
LW0

relación R »{<a,b>fcB^ : f==- VA.j[y f z) £a,b3^ es un buen
L
wo

1

orden de B .

(6) Hay un cuantificador de Lindstrüm asociado a cada modelo. Se

trata del correspondiente a la clase de estructuras isomorfas al

modelo en cuestión. Sea Q el cuantificador asociado al modelo
K

ordenado < *> de los números naturales y abreviemos t-CooJ (Q„)K
por L„ . Resulta en este caso que

^ 'T q
k
x yz ^x) VÍ y ' z )

K

si y sólo si

<A, VCy,*r>l«f(xf ^ .

4.4 Definición

Sea i €. X } una colección de clases de estructuras

cerradas bajo isomorfía y de tipos de semejanza relaciónales. La

extensión de la lógica de primer orden determinada por *¡^K^ : i 6.1}
es la lógica abstracta

! iéI )
*i

generada por los cuantifleedores de Lindstrüm : i6.l\ .

Ki
Las reglas sintácticas y semánticas expuestas en la definición 4.1

se aplican a cada cuantificador Q •

K i

Si para cada i ti el tipo de semejanza de la clase

K. es finito, las fórmulas de : itl) son secuencias
1 Ki
finitas de signos. El número de fórmulas depende, en ese caso, del

tamaño de 1 • Si I es una clase propia,hay una clase propia de

fórmulas en cada tipo de semejanza, pero si 1 es numerable en cada



tipo de semejanza de cardinal £
f hay K+to fórmulas.

4*«5 Observación

Dos lógicas abstractas generadas por cuantificadores de

Lindstrüm,

«¿Cou^K ! 1£l ) y c4uou[QK j
: J6-J)

pueden ser equivalentes sin que las clases I, J tengan el mismo

tamaño. Pero además una lógica abstracta ¿C puede ser equivalente

a una lógica

i ti)

pero no a una lógica de este tipo con un conjunto finito I y , pese

a ello, poseer una sintaxis finitaria. Este es el caso de la lógica

de segundo orden. Posra: un equivalente del tipo indicado, pero

ninguno en el que I sea finito. Esto muestra que las propiedades

sintácticas no son invariantes bajo equivalencia y que las lógicas

generadas mediante cuantificadores de Lindstrüm no son siempre les

más simples entre las equivalentes.

4.6 Lema

SÍ para cada iél, es una clase de estructuras cerrada bajo

isomorfla y de tipo de semejanza relacional, entonces

«¿ÓuujCQk * iéI )

Pruebas

es una lógica regular.

Por definición, esta lógica es atómica y está cerrada

bajo negación, conjunción y cuantificación existencial. La relati-

vizeción a una fórmula V^(z) se define al modo usual en primer

orden con las cláusulas adicionales

■ lYW*fl*)
V(l) ). W (,)^ 6Tl

-

La sustitución, en cualquiera de sus formas, se efectúa conforme a

los criterios usuales en primer orden.



56

4 • 7 Lema

Si para cada i£l , es una clase de estructuras cerrada bajo

isomorfía y de tipo de semejanza relacional, entonces para cada ifel,

Prueba:

\ es EC en HI ] .

Sea T el tipo de semejanza de K y escojamos,

para cada predicado n-ádico R fe T
f una secuencia

variables distintas. Sea <p la sentencia

<Rx* >

x de n
R

V * X
R
>

R r.
X

r e t.

Resulta, entonces, que para cada modelo (S'N de tipo T :

^ 'T ‘fi S± y S<31° SÍ K
i

si y sólo si fe K

donde

Por tanto,

4.8 Lema

es una abreviación de
Cuui (Q : ife I ) .

K

K Mod
r
i

L
I

Si es una lógica regular y para cada i 6 I, K es una

clase EC en de tipo de semejanza relacional ,

entonces

s iél) á, oí. .

Prueba:

Abreviemos [Q
k

: ifel ) por . Sea "r

un tipo de semejanza y C » [ c^ : nfeto^ un conjunto de

constantes distintas que no aparecen en T
, y sea "31 el

conjunto de las sentencias de v en las que no aparece

más que un número finito de constantes de C . Pongamos * t

y abreviemos T u tc„,...,c 1 por r
„ . Definimos una

función que asigna a cada ^ ■€: una sentencia tp* fe L J]r u c}
tal que;
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si (p £ £ L y Mod^1 ( (p ) « ModJ" ( (p* )

(i) Si <^> es atómica, hay, por atomicidad de ¿¿. , una

correspondiente <p* con las propiedades exigidas.

(ii) Supuesto obtenidas <p y <-p , como está cerrada

bajo negación y conjunción, podemos especificar:

( —i tf )
*

■ —> <p*

c <f a y )* = (cp‘ * V) .

(iii) Para el caso 3x tp(x) : si 3x íp(x) ~2L , hay

un menor número natural n tal que 3x <p(x) L^. £ 7^} •

Definimos entonces :

( 3x cp(x)) - 3c
n Cp (c

n
)

(iv) Consideremos, finalmente , el caso

f “ Q
Ki

X H'M R tTl
Sea m el menor número natural tal que Cp L •

Para cada predicado n-ádico R tT, , sea ~c la secuencie
i R

de constantes c ,,,,,c , . Obsérvese que ninguna de ellas
m m+n-1

está en 7-^ . es , por hipótesis, EC en ^ . Hay así

una sentencia €: L £ t/J tal que :

Por la cláusula (6)
podemos suponer que

. [ ©^ cmH> C cm)

Mod, 1 ( ©, ) .

L 1

de la definición 2,1 de lógicas abstractas,
T
m

D = <p o Definimos entonces

) c íñc^ 3 )r feTi"
c 3xy Cx] ■

Veamos que

Mod^
m [ cp> ) = Mod^

m [ (p* )

Sea 6^ una estructura de tipo T • Observemos
m

que , por hipótesis inductiva:

^ 3x y (x) si y sólo si (=- ( 3x y(x) }*



y que, en consecuencia, tanto si 6\ t==- (p como si ^ *

tenemos que (x)^ + .

*

fi\
Así pues, podemos suponer que ^(x) ± y basta

con justificar que

^^ f5 Sl y 3,310 si °>T j)R ér
A tal efecto observemos en primer lugar que son

equivalentes:

ti) s\ yp <?
I

C2) <A, YRC5^r>RélT \ ^txf fe K
±

oí <«.r„(^f^Ti ' ®
4

•

Sea CR> la estructura de tipo r u T
,

definida
m i

por

- G»y r.m
<S\

<£ r ~ .£\
- R * TdI xdJ Para cada R é. T

R R i

Por hipótesis inductiva tenemos que

( vV( cm ))
<S>
- ^(xf* =

C X °rTr (cR^ ■ Tr^rÍ - Yr(Xr) - R

y , así, también son equivalentes a (l),(2) y (3) las aserciones

(4) Ci V=- 0 ±
°m C

m
^

te, ib 1
'-'vi '" ,)(;.rPr) )BSTi •

Como esta última sentencia es de tipo , (5) equivale a

(6) |= f fc^ c
m

vt'l cTn)) r R
)n: 1 i TRÍ cR ) Rferi •

La equivalencia entre (l) y (6) justifica, por

tanto, el punto (iv) y con él el teorema .
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4 0 9 Teorema de representación de lógicas regulares

Si ^ es una lógica regular y : i£l^ es la colección de las

clases EC de ¿C de tipo de semejanza relacional, entonces

~ ^J Q
Ki

: 1

Prueba:

Por el lema 4.6 ya tenemos que

o^ÍEL * i€.l) ¿ •

K
i

Para obtener

é ! 1 i)
*i

basta mo8trar ( en virtud de 3.8, que toda clase EC de de tipo

de semejanza relacional es EC en ¿¿courf®* ! i BS decir, que
Ki

cada K. es EC err, : i£ i) .Pero esto lo garantiza el
1

lema 4.7. Asi pues,

~ ¡ i I) •

K i

4o10 Observación

Se pueden obtener mejoras en este teorema de representa-

ción que garanticen que I es un conjunto y que los tipos de semejan-

za de las clases posean un tamaño prefijado, pero para

ello hay que admitir que las lógicas verifican condiciones adicionales.
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5. K-LOGICAS Y Tti-LOGICAS

Definimos en este apartado los conceptos de K-lógica

y W -lógica • Su motivación ha sido ya expuesta en la introducción

genéralo

5.1 Definición ! K-lÓgicas

A cada clase de estructuras K cerrada bajo isomorfía

corresponde una lógica ¿ , la lógica en la que los conceptos
K

relativos a K se consideran conceptos lógicos.

Sea t el tipo de semejanza de K . Los signos
K

lógicos de son los usuales de primer orden , los signos de *T
K K

y un predicado monódico U que no está en T 0 Esta lógica sólo
K

se aplica a tipos de semejanza T* que verifican

[1) rulu 1
, ^ r

y, en estos tipos de semejanza, sus fórmulas y sentencias son las

de primer orden. Por tanto, si no se dice explícitamente lo contrario,

en el contexto de ¿L un tipo de semejanza t arbitrario será un
K

tipo de semejanza que cumple la condición (1)»

Asi, las estructuras consideradas serón únicamente aquellas

que posean el adecuado tipo de semejanza. Pero entre éstas tendremos

en cuenta únicamente las que interpretan de modo canónico los signos

de Tu|u\ • Diremos que 6"\ es una K-estructure o un K-modelo

si

(2) U
5'

es r -cerrado en <S\ y f r,) | U
61

é K .

K * K

Así pues, todo K-modelo posee una subestructura,cuyo

universo es la interpretación de U, que estó en K 0

La relación de satisfacción entre sentencias y K-modelos

es exactamente la misma que en la lógica de primer orden. Cambian,

sin embargo, los conceptos de satisfacibilidad, validez y consecuen-

cia.

Diremos qtie un conjunto de sentencias es satisfacible



en si 2 posee un K-modelo. Denotaremos mediante ^ la
K K

relación de consecuencia en ¿ , que se define como sigue:
K

(3) 2 (==. <5- si y sólo si todo K-modelo de 2 es un modelo
K

de .

Similarmente, una sentencia K-válida será una

sentencia verdadera en todo K-modelo. Pondremos ^ cr* para
K

indicar que cr es K-vélida.

5.2 Definición : W -lógicas

En el caso particular de que la clase K de estructuras

está constituida por estructuras isomorfas a una estructura dada W

es decir,

k - {<n ¡

decimos que ¿C es la -lógica, esto es, la lógica asociada
K

al modelo 'Vtt . Usamos entonces las notaciones

y la terminología de -modelo, W -satisfacibilidad y W-validez

Así, por ejemplo,

n es un -modelo si y sólo si es T -cerrado en

( )\ u
5' B /VW .

5.3 Ejemplo : to -lógica

La —lógica es el ejemplo más clásico de K^-lógica.

En una de sus versiones, se formula en el tipo de semejanza T -

\ cn : nfeco^ y asociada a la clase

K - es’ de tipo T y A ■ | c^ : n6CS[| .

La to -lógica puede usarse, por ejemplo, para estudiar

los cuerpos ordenados arquimedianos. En efecto, si T es la teoría

de cuerpos ordenados y 2 el conjunto de sentencias

[ Ucn : nGco^ u & n : néUj] u {_Vx 3 y ( x < y a Uy) j
donde n es el término propio del lenguaje dB T para denotar el

ndmero n (es decir n «1 + ...+ 1 (n veces )), tenemos :
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<T\ es un cuerpo ordenado arquimediano si y sólo si O es un

K-modelo de TU2. • Por tanto, las K-consecuencias de T vj £ son

los enunciados verdaderos en todos los cuerpos arquimedianos.

5.4 Ejemplo s órdenes semejantes a

Un orden semejante a -like) es un orden total

no numerable en el que cada elemento tiene un número numerable de

predecesores. El tipo de semejanza T* consta ahora de un único
K

predicado diádico , < , y la clase K es

K' « { <S\ : es un orden de A semejante a |
Un K-modelo es , pues, un modelo en el que

IH ($1
< es un orden de U semejante a co^

<n
. (T\ <s\. . .

[más precisamente, < A[U x U J es un orden de U semejante

a W-L )•

La lógica +¿ de los órdenes semejantes a ^ tiene
K A

una estrecha relación con la lógica abstracta ó£uho(Q^) • Ciertos

resultados sobre (G^) pueden obtenerse a partir de los

correspondientes para o¿ •

K

5.5 Ejemplo : estructuras finitas

La lógica es la asociada a la clase K de estructuras en

tipo de semejanza nulo cuyo universo es finito, esto es,

K « {< A> í A es finito J
Asi, as un K-modelo si y sólo si U^1

es un conjunto

finito pero no vacio.

Otros ejemplos,especialmente de -lógicas, se tratan

en profundidad en el último capítulo.

5.6 Observación

Las K-lógicas pueden tratarse como caso particular de

lógicas abstractas. El tratamiento resulta, sin embargo, artificial.

Consiste en lo siguiente:
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Pera cada clase K de estructuras de tipo de semejanza

TV, que está cerrada bajo isomorfía, se define una lógica abstracta
l\

de acuerdo con:

(1) , Las sentencias de en un tipo de semejanza f son

L [rl ■ L^^LtI (las de primer orden) si Tu*lU^ Q ^
K

lW - f en otro caso.

(2) La relación (== de satisfacción en es

si y sólo si el tipo de semejanza ‘r de í\ incluye

a T
ko\u\ , es un K-modelo, € L OJCOtTl y .

De acuerdo con esta definición, •£ no es atómica* De

hecho no tiene sentencias en tipos de semejanza que no incluyan a

{UÍ * Esto no puede solucionarse definiendo
K

lW - también si rw \ll^ <£ T
Is

y puntualizando que si el tipo de semejanza T de no incluye

a , entonces
K

SA ^ si y sólo si (T\ V=- ^

pues en ese caso no se cumplirla la cláusula (5) de la definición

2*1 dB lógicas abstractas*

Esta lógica no extiende, por tanto, a la lógica de primer

orden* El hecho de que verifique las condiciones que definen a las

lógicas abstractas debería quizás considerarse como una señal de que

el concepto mismo de lógica abstracta es demasiado , amplio*

5*7/ Observación

En lo que respecta a las relaciones entre la lógica
K

y la lógica abstracta '¿’o.coÍGL) definida en 4.1, tenemos que decir
K

lo siguiente:

(l) Hay una sentencia cr de tipo Tulul de -¡¿toca(Q^)K K

tal que (abreviando L^^ÍQ.,) por L(Q Y en lo sucesivo) :

si y sólo si es un K-modelo
K



es r8lacional.Supongamos| a estos efectos, que T
K

Entonces la sentencia es, de acuerdo con la notación de 4.1,

er . Q
k
xó?

r
>
Rt

ux <Rx
R
>

K K

Por tanto

(2) Hay una sentencia de tipo tvU\u\ de e¿
,

u»u>C'Q^) tal Pue
K K

para cada tipo de semejanza T (que incluye a TU ) y

cada conjunto de sentencias de primer orden de tipo T s

1 ^ € Cr] i£v)V*-\v=^ ^ \ •

K

Así pues, «4ocü ( qk ) puede reemplazar a a efectos

de obtener consecuencias de primer orden. La situación inversa no

se da:

(3) Si K es la clase de las estructuras finitas (definida en 5.5),

hay una sentenciad de tipo {u} de ¿Cojuj (Q„) tal que para cada
K

conjunto de sentencias 21 de primer orden y de tipo \ ü\ :

{ cp £L ‘-JMI !<r 'ífQK )
tf ^

En efecto, obsérvese que las sentencias típicas de

son de la forma

(Qk )

q
k
x <p(x)

6A
j Q^x (x) si y sólo si tp (x) es finito y no vacío,

K

donde
G\

Entonces, nuestra sentencia será

4

• ( Q
k
x Ux —> 3 x Ux )

4

donde 3x Ux abrevia 3xVy(Uy «s—^ y ¿c x) •

Sea 2. un conjunto de sentencias de primer orden de tipo luí y

supongamos, a efectos de obtener una contradicción, que

W* ®“ 'lTq )f
1
' ” \ ! vg- ^

K

Como er* posee modelos en los que U se interpreta como un conjunto

infinito,
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y así £ 3x Ux .

Hay, pues, un K-modelo í"\ de £u(-3x Ux\ • Como es finito

hay un número natural n>l tal que lUffl \ - n . Sea 3x Ux

una abreviación de

3xr • * x
n
íUx l * • • • A U*n * iOj.rT x

i
« x

j
A Vy(üy X

i
“ y } ]

I |
enunciado de primer orden que expresa que \ U \ * n . Tenemos que

2 tfc 3x Ux

y así 'T ^ - ix Ux.
K

Sin embargo, O” no tiene ningún modelo O en el que \ U^V n

pues en todo modelo de cr

sólo elemento. Por tanto

Cv
U es infinito o bien tiene un

- T(v
3x Ux

Esta contradicción justifica el punto (3).

Los puntos (2) y (3) no deben interpretarse como una

muestra de que ¿¿tutu (Q.,) es una lógica mejor que . La reía-

ción de consecuencia nos proporciona lo que pretendemos: los

enunciados verdaderos en todos los K-modelos de una teoría .

«¿coco (Q„) nos 1° proporciona también, pero a costa de mayor

complejidad. Ciertos resultados generales que podemos usar en
K

para garantizar, por ejemplo, la existencia de K-modelos, no tienen

por qué ser extrapolables a ¿¿uku(Q.,) • En particular, puede

ser (de acuerdo con la notación del próximo apartado) compacta y

(Qk ) no serlo.
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g, TEOREMAS LOGICOS PARA LOGICAS ABSTRACTAS

Muchos teoremas célebres de la lógica de primer orden

han sido reformulados con generalidad como condiciones que las

diversas lógicas abstractas pueden o no verificar. Entre ellos está

el teorema de compacidad, el teorema de completud, el teorema de

LÜwenheim-Skolem, el¡ teorema de interpolación de Craig y el teorema

de definibilidad de Beth. Aquí estaremos tínicamente interesados en

ciertas versiones de los teoremas de compacidad y completud.

6.1 Definición

Un conjunto de sentencias de una lógica abstracta

jL es finitamente satisfacible si todo subconjunto finito de

tiene un modelo.

6.2 Definición : Compacidad

Una lógica abstracta es compacta, o verifica el

teorema de compacidad, si todo conjunto de sentencias de

finitamente satisfacible es satisfacible.

6.3 Ejemplos

Hay pocas lógicas abstractas conocidas y no equivalentes

a la lógica de primer orden que sean compactas. Entre ellas está la

lógica (QcfCo ): de Shelah. Se trata de una extensión de la

lógica de primer orden mediante un cuantificador cuya

sintaxis y semántica se rige por las siguientes reglas adicionales

a las de primer orden:

(1) , Si tp es una fórmula de tipo V de ) ,

entonces Qc^ tü
xy es una fórmula de tipo -f de cs¿>

Ujw ),

(2) Si S"\ , son del mismo tipo de semejanza, s es una asigna—

ción en y abreviamos
^ (Qcf 10 ) por L ,

t== Q xyíp [ s~\ si y sólo si la relación

: <S\ *=. cp la* £ }



es un orden total (de su campo ) de cofinalidad CO ,

) es una lógica regular. Otra lógica

abstracta compacta, si bien no regular, es la definida en 2.9 .

Hay lógicas abstractas que, sin ser compactas, cumplen

ciertas versiones más débiles del teorema de compacidad. En particu-

lar, pueden verificarlo para conjuntos de sentencias de cierto

tamaño pero no para otros. Ello conduce a la siguiente definición:

6.4 Definición : K -compacidad

Sea una lógica abstracta y k- un cardinal infinito.

Decimos que es K-compacta si todo conjunto de a lo sumo K

sentencias de finitamente satisfacible es satisfacible. En

particular, co -compacidad es compacidad para conjuntos numera-

bles de sentencias.

6.5 Ejemplos

(1) Bs una ll59 ica regular y cu -compacta, pero

no es íXy-compacta •

( 2 )
jj

'
oü

y la ldgica dB ssgundo orden

no son cu-compactas.

6.6 Observación

Si son lógicas

es K-compacta, también d£

pues, la propiedad de K.-compacidad

cia entre lógicas.

6.7 Teorema

Para cada lógica regular :

es cu-compacta si y sólo si K , < y no es RPC^ en .

Pruebas

Exponemos la prueba con detalle dado que en el próximo

abstractas y ¿í - y

es tc--compacta. En especial,

es invariante bajo equivalen-



capítulo será utilizada y discutida en su versión para K-lógices.

Supongamos en primer lugar que <Cü,< } es RPC^
en y veamos que en ese caso no es ¿o -compacta. Hay,

bajo dicha hipótesis, un conjunto numerable de sentencias de

de un tipo de semejanza t* que contiene al predicado diédico <

y un predicado monódico V y que verifica lo siguiente:

Para cada modelo de tipo ^
(H si y sólo si hay un modelo de tipo T tal

que V% <f> y 1(£>H<})WS‘“ •

Sea jc^ : nfeco} una colección de constantes que no

aparecen en T y definamos

¿ ¿ U (c ¡ nfeco^ U Wc : ncml
L n+ 1 n > L n 3

A es numerable y finitamente satisfacible, pero no es satisfa-

cible. Por tanto, no es co-compacta.

Supongamos, a continuación, que no es uj -compacta

y veamos que, en ese caso, ^ < *> es RCP^ en , Como

8s regular, podemos suponer (por 6,6 y 4,9) que ^ es

de la forma 5 i I ) • Esto nos permitirá tratar
Ki

con mayor comodidad las sentencias de . Tenemos, por hipótesis

un conjunto 2L de sentencias de *L que es numerable y finitamen-

te satisfacible, pero no es satisfacible. Como •£> es regular

podemos suponer, sin perder generalidad, que el tipo de semejanza T

de ¿L es relacional (véase 2.17) •

Sea t nfeoj^- una enumeración de las sentencias

de y definamos , para cada n fe i+j ,

- ( o
-

0
* «ñ) .

Por hipótesis cada c¿ posee un moaexo o* y
n n

posee un modelo por

construcción de t>¿. :
n

para cada m,n fe tales que m¿n •
n l m

Por la cláusula (6) de la definición 2.1 de lógica
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abstracta, podemos admitir que el predicado diádico < propio de

< y no está en *r . Sea B un predicado diádico y V un

predicado monádico que no aparecen en t •

Sea A el siguiente conjunto de axiomas:

(1) 3x Vx

(2} Vx( Vx <-» 3y( X < y v y < x))

(3) Vxyz( x < y a y < z —> x < z )

(4) Vx —i x < x

(5) Vxy( Vx a Vy —> x<y v x ¿í? y v y < x )

(6) Vx( Vx —* 3 y x < y )

(7) Vx —* 3y Rxy )
y para cada par de números naturales n,m tales que m} n y n^l

(a) Vx( 3y,...y ( y,< y
2<-” <yn

<
Rxy

n,m l n i ¿ n m
)

donde y
2< < yn< X es la natural abreviación de

yl< y
2

A yn* yn< x

y
ky Rxy

es la relativización de a la fórmula Rxy
m m

respecto a la variable y ,Nd precisamos introducir constantes para

esta relativización dado que

- *o.u,(0K
S iél ) .

K
i

Los axiomas (l)-(6) determinan que en todo modelo ^"\
de A

, v* es un conjunto no vacío y es un orden total

de v* que no posee mayor elemento. Los restantes axiomas garantiza-

rrfn, como veremos, que cada elemento de V^ tiene sólo un número

finito d8 predecesores en ,

A es un conjunto numerable de sentencias. Para Justifi^:
car que <Cu

f <> es RPC^ en £ t
basta con mostrar que para cada

modelo de tipo {< \ :

(i) C\ ^<Cü ( <^> si y sólo si hay un modelo de tipo tolv,Á,<\
tal que (E> ^ & y V® f <f> y ( (<}) l V® - 6^

Equivalentemente, basta con establecer los dos siguientes

puntos:
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(ü) A tiene un modelo

(iii): Para cada modelo 5\ de A , (G\ \<\) \
Justificamos en primer lugar el punto (ii). Tenemos,

por hipótesis, un modelo ^ de «oL . Como T es relacional,
n n

podemos definir C\ por

- A - Cü A¥
ntto n

Si
- < * < (el orden de los números naturales J

(T\ r 'j
- R«*)<'n,a>: n£u> y a A y1 n *

I I €\n
- P » ' P n

para cada predicado P de 'r
neto

- V - CO .

Es obvio que los axiomas (l)-(7) de A son verdade-

ros en ^ • La razón de que también los axiomas del grupo (8)
sean verdaderos en es la siguiente: si m n

entonces L== d. y* como (S\ * f (S\ f r)| A y
n 1 L m n n

A
n
“ Ia éA 1^ Rxy .y/a]^

resulta que

« ¥ w •

Establecido, pues, el punto (ii), consideramos ahora

el punto (iii) . Sea Gb un modelo de A y veamos que

& 3*
Como ya hemos indicado, V es un conjunta no vacío y < es

un orden total de Vsin mayor elemento. Falta sólo establecer

que cada elemento de V^* tiene sólo un número finito de predeceso-

res en <®, Supongamos que, por el contrario, a €: V
R

y a tiene

infinitos predecesores en . Entonces, para cada n 1 ,

3yr ..yn( y
x< y

2 < ...<yn
<x ) |>1

'"V;,V'

iS -
'

y así, por el grupo (*B) de axiomas de Ai • para cada m£to ,

t.l



Sea C « |b tB : <a,b>e.R \ , Por el axioma (7)
sabemos qüe C f (j> , Sea, entonces, £. *((FafT)\C
Resulta _ así que para cada ra £üj ,

t *
m

y, por tanto,

Z *==•£■

en contradicción con la hipótesis inicial según la cual SI es

insatisfacible . Esta contradicción justifica el punto (iii) y,

por tanto, que <Co , < > es RPC^ Bn • Esto culmina, pues,

la prueba del teorema 6.7 •

A efectos de reformular ahora adecuadamente el teorema

de completud para lógicas abstractas, recapitulemos ciertos hechos

conocidos de la lógica de primer orden.

6.8 Completud

Sea la relación de deducibilidad correspondiente

a un determinado cálculo para la lógica de primer orden. La termino»

logia usual es denominar teorema de corrección del cálculo al

resultado

(1} Para cada conjunto de sentencias 2. , y cada sentencia cr ,

Si 2.1— Cr 9 entonces G~ .

El teorema de completud tiene dos versiones : para validez y para

consecuencia. El teorema de completud para validez, que en ocasiones

se denomina teorema de completud dábil, es

(2) Para cada sentencia C“ ,

Si t=- C" , entonces \— cr ,

Y el teorema de completud para consecuencia, o completud fuerte, es

(3) Para cada conjunto de sentencias <£■
, y cada sentencia ff”,

Si 2 o"
, entonces 2 \— cr „

Los teoremas de completud están relacionados entre sí y
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con el teorema de compacidad* En virtud del teorema de finitud

para la deducibilidad, esto es,

(4) Para cada conjunto de sentencias ,y cada sentencia CT,

2! \— °~si y sólo si hay un subcanjunto finito de tal

que \— C5~

podemos obtener el teorema de compacidad a partir del teorema de

completad para consecuencia y el teorema de corrección del cálculo»

Pero además, en virtud del resultado

(5) Para cualesquiera sentencias O^,.. ■, cr,cr-,
}C-T,..., a~ \ \— cr ai y sólo si V— ( °T a . M a cr )i —> cr*

obtenemos el teorema de completud para consecuencia a partir del

teorema de compacidad y el teorema de completud para validez. Como,

finalmente, el teorema de completud para validez es un caso particu-

lar del teorema de completud para consecuencia, llegamos a la

siguiente ecuación

(6) Completud para consecuencia « Completud para validez-t Compacidad

No parece fácil formular los teoremas de completud de

manera que sean aplicables a otras lógicas. En todo caso se debería

precisar primero qué es un cálculo. Hay, sin embargo, un adecuado

sustituto que sí es generalizable. Se trata de las siguientes versio-

nes recursivas de los teoremas de completud:

(7) En todo tipo de semejanza recursivo, el conjunto de sentencias

válidas es recursivamente enumerable.

(8) En todo tipo de semejanza recursivo, el conjunto de las

consecuencias de un conjunto recursivamente enumerable de sentencias

es recursivamente enumerable.

A efectos de formular adecuadamente ( 7 ) y (8) de manera

que sean aplicables a lógicas abstractas, debemos precisar primero

el concepto de lógica efectiva y el concepto de lógica efectivamen-

te regular. Predicaremos la efectividad de lógicas abstractas cuyas



sentencias sean secuencias finitas de números naturales [en tipos

de semejanza recursivos ) • Recordemos que a cada secuencia finita

de números naturales (r_,...,r ) corresponde un número natural
«L K

GH ((rlt ...,rk )) = P^-1 ••• •Pi/*"'" 1

donde p l9a ««iP. son los primeros números primos, y que decimos

que un conjunto T de secuencias finitas de números naturales es

recursivo o recursivamente enumerable si Í_ Gfl(r) : re.T\ lo es .

6.9 Definición ; Lógica efectiva

Una lógica abstracta es efectiva si cumple las dos

siguientes condiciones:

[1) Para cada tipo de semejanza T y cada tp •£ utrl hay un

subconjunto finito de t tal que tjt L .

[2) Para cada tipo de semejanza recursivo T , L [^"1 es un

conjunto recursivo de secuencias finitas de números naturales,

6.10 Definición : Lógica efectivamente regular

Una lógica abstracta ¿L es efectivamente regular si

es efectiva y regular y en todo tipo de semejanza recursivo T :

(1) El conjunto de las traducciones a ^ de las sentencias

atómicas de primer orden de tipo T es recursivo,

(2) Las operaciones de negación, conjunción, cuantificación

existencial , relativización y sustitución son recursivas.

Esto significa, por ejemplo, para la negación, que

la relación

es recursiva* Para la sustitución de predicados y eliminación de

signos funcionales y constantes es suficiente , por la condición [1)
de la definición 6*9, con sustituciones de un predicado y elimina»

ciones de un signo funcional o una constante. Así, por ejemplo,
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pera la sustitución de predicados, la cláusula es la siguiente:

Para cada predicado n-ádico R de T y cada secuencia de

n constantes distintas, c_,«..,c que no están en T :
1 n

{ <r GOtqp ),GB( ty ), GB ( ip (\^))>: ^ £ L^Tl y L .. ,c\\\
es recursiva.

6.11 Observaciones

(1) Toda lógica regular de la forma 8 i£ i) puede
Ki

presentarse como (es decir, es equivalente a ) una lógica

efectivamente regular si í es un conjunto finito y para cada

i é-I el tipo de semejanza T\ de es finita.

(2) Si *£ es una lógica efectivamente regular y T es un

tipo de semejanza recursivo, el conjunto de traducciones a de

las sentencias de primer orden de tipo T es recursivo.

(3) Las definiciones de lógica efectiva y lógica efectivamente

regular que hemos presentado difieren de las de Ebbinghaus (1985)
en que allí no se consideran tipos de semejanza recursivos, sino

ónicamente finitos, y en que no se pide que L^T*1 sea. un conjunto

recursivo de secuencias finitas de números naturales , sino un

subconjunto recursivo del conjunto HF de los conjuntos hereditaria-

mente finitos. Limitarse a tipos de semejanza finitos no es preciso

y constituye una pérdida de generalidad inmotivada. En lo que respecta

a tratar las sentencias como secuencias finitas de números naturales

o como conjuntos hereditariamente finitos, no hay ninguna diferencia

esencial. Ambos tratamientos son igual de generales.

6.12 Definiciones

Sea oC una lógica . abstracta

(i) ¿ es recursivamente enumerable para validez si ^ es efecti-

va 1 y en todo tipo de semejanza recursivo r, el conjunto de las

sentencias válidas de de tipo T es recursivamente enumerable.
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(2) es recursivamente enumerable para consecuencia si es

efectiva y en todo tipo de semejanza recursivo *r , el conjunto de

las consecuencias de un conjunto recursivamente enumerable de senten—

cias es recursivamente enumerable.

6o13 Observación

La lógica P°see un cálculo en un sentido análogo al

de primer orden y verifica un correspondiente teorema de completud.

Sin embargo no se trata de un cálculo efectivo. La completud de

es otro tipo de generalización de la completud de primer orden,

distinta de la generalización aquí precisada.

6b 14 Ejemplos

(1) La lógica regular c£?luoj (Q^) es recurs ivamen^e enumerable

para consecuencia.

(2) ) La lógica (Q ) definida en 6.3 es recursiva-

mente enumerable para consecuencia.

(3) Las lógicas ^o»uj (Qq .) , oC *
y la lógica de segundo

orden, > son efectivamente regulares pero no son recursiva-

mente enumerables para validez y, por tanto, tampoco para conse-

cuencia.

Ofrecemos a continuación una versión recursiva del teorema

de compacidad y de los conceptos de clase EC^ , PC^ y RPC^ •

6.15 Definición : Compacidad recursiva

Una lógica abstracta es recursivamente compacta

si es efectiva y en todo tipo de semejanza recursivo todo conjunto

recursivo de sentencias de finitamente satisfacible es satisfa-

cible.

6.16 Definición

Sea una lógica efectiva y K una clase de estructu-

ras de tipo de semejanza recursiva t .
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(1) Decimos que K es EC en «£ si hay un conjunto resursivo
d

21 Q LXx} tal que K = Mod^" ( 2. ) •

(2) Decimos que. K es PC en *2? si hay un tipo de semejanza
d

recursivo f
*

que extiende a T y un conjunto recursivo 2. 1

tal que

K - | f T : 6\ é. Mod^( £ ) \
(3) Decimos que K es RPC_, en «¿T si hay un tipo de semejanza

d

recursivo T’ que extiende a t , un predicado monádico V a T -r

y un conjunto recursivo 2. Q tal que

K V* : O £ Mod^( ¿1 ) y es T -cerrado

Si K tiene un solo modelo salvo isomorfía, atribuimos

las correspondientes propiedades al modelo, del mismo modo que en

la definición 3,4 •

6,17 Observaciones

(1) En virtud de un teorema de Craig (véase Craig (1953)),
todo conjunto recursivamente enumerable de sentencias de primer

orden posee un conjunto recursivo de axiomas. Este teorema es

generalizadle a lógicas regulares, pues el conjunto de axiomas

en cuestión se obtiene mediante conjunciones de las sentencias

del conjunto recursivamente enumerable. Por tanto, la cláusula

(2) de la definición 6,12 y la definición 6,15 pueden refor-

mularse indistintamente para conjuntos recursivos o recursivamente

enumerables de sentencias,

(2) La ecuación (6) de 6 0 6 puede ahora formularse en

términos de las versiones recursivas de los teoremas de completud

y compacidad como sigue:

Enumerabilidad recursiva para consecuencia ■ Enumerabilidad

recursiva para validez + Compacidad recursiva.

Este es el resultado que podemos preguntar si vale o no

para lógicas abstractas. Exponemos a continuación los hechos conoci-
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dos al respecto. En su versión para K-lógicas serán discutidos

en el próximo capítulo,

6,18 Teorema

Para cada lógica efectivamente regular ¡

¿L es recursivamente compacta si y sólo si <co,<'> no es RPC en .

d

Prueba:

La prueba es paralela a la del teorema 6,7 , La enumera -

ción- : ntcu^j de se puede escoger recursiva, en cuyo

caso el conjunto de axiomas es también recursivo. Los restan-

tes detalles son como en la prueba de 6,7,

6,19 Teorema

Para cada lógica efectivamente regular :

Si es recursivamente compacta y recursivamente enumerable para

validez , entonces es recursivamente enumerable para consecuencia.

Prueba:

Sea un conjunto recursivamente enumerable de

sentencias de en un tipo de semejanza recursivo T y sea

{ : nfeoj^ una enumeración recursiva de , Definamos, para

cada néu ,

O-
0

A ....A O-

Resulta así que es un conjunto recursi-
n

vo de axiomas para 21 • Por tanto:

i<5-6.Lfr] : 1 t=.o- T, _ {o-ílW : \r=-
L
<3- \ .

Como es recursivamente compacta: para cada cr ^ LW .

: n&coV^* cr
"

si y sólo si hay un n tal que t== f©¿ —^ c- )
n 3 L L v

n
*

Por tanto

{o- e. l[t] : 2 ■ \g~€.l[Y|

Ahora bien, como

hay un néui tal que ( o¿.

es recursivo, hay una
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fórmula ^ °

{ OiS, + , *,< }
en el tipo de semejanza aritmético «

tal que para cada número natural m

M ^ ^(m) si y sólo si m ^ Gfí( oí-^) : n Uo \

donde, recordamos, ÍN = <qj, o, s,-*-, •

,
< > y m es el

nombre del número m en el tipo de semejanza T
Kl

í 0 « 0 y
IN

n + 1 - S ñ ).

Similarmente, como es recursivamente enumerable

para validez , \ ^ c~ ^ es recursivamente enumerable

y hay entonces una fórmula 21 ^ ^j(x) en el tipo de semejan-

za tal que para cada número natural n

Y> t n ) si y s6i° si n £-\ GH ( c-) : lCt3 y ^ \
Finalmente, como la conjunción y la negación en son

operaciones recursivas, hay una fórmula 2 í¡| 0(x,y,z) dBl

tipo de semejanza tal que para cualesquiera números

naturales n,m,k,

IM i=-&'(ñ,s,k) si y sólo si hay sentencias ^ en

L[r] tales que n » Gfi( p^) , m « Gü( ^ ) , k • Gü( y

r3 - l

Asi pues, tenemos que

V t= 3 xy( 6 (»f» n ,y) A. ^(x)n vyty)) si y sólo si hay una sentencia

O" en LtT] tal que 2 G" y n ** G0(o~ ) .

Por tanto, •{ : 21 t= o- es recursivamente

enumerable, pues {GÜ(cr) : ere L[y] y 2cr "$ es definible

en rw mediante una fórmula •

6.20 Teorema

Para cada lógica efectivamente regular :

Si es recursivamente enumerable para consecuencia, entonces

es recursivamente compacta*

Prueba:



Supongamos que es recursivamente enumerable para

consecuencia pero no es recursivamente compacta. Por el teorema

6.18, <to
f < > no es RPC. en . Esto significa que hay

d

un conjunto recursivo de sentencias de en un tipo

de semejanza recursivo T que contiene al predicado diédico <

y un predicado monádico V y verifica:

(i) 2Í es satlsfacible

(ii) Para cada modelo de 1 , V*^

Como es efectivamente regular, podemos suponer

que ninguno de los restantes signos de la aritmética, 0>S , + , •

aparecen en r • Sea ^ el siguiente conjunto de axiomas:

(1) , VO

(2) Vx(Vx —^ VSx )
(3) , Vxy(Vx a Vy —> V x + y a V x*y )

(4) Vx(Vx —* 0<xv0 4=:‘x)

(5) Vx(Vx —x< Sx * — 3 y (Vy n x< y a y< Sx))
(6) Vxy{Vx a Vy —* x +Qí^x a x + Sy w S(x + y))

(7) Vxy(Vx a Vy —» x «0 ^ 0 * x # Sy¿s?x*y + x)

Observemos que para cada sentencie GT de primer orden

y de tipo de semejanza “Tjg « l 0 , S , + ,
♦ ,^}

ftJ 1=0" si y sdlo si 21U A (= cr

Pero en ese caso

es la teoría completa de

números.

Como á. es recursivo y & es finito, ¿L es

recursivo. Como ¿C es recursivamente enumerable para consecuencia

Crural cr \ es recursivamente enumerable.

Como •£- es efectivamente regular, también es entonces

recursivamente enumerable el conjunto
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Pero entonces, la teoría completa de números, es decir,

el conjunta de enunciados de primer orden verdaderos en ,

es recursivamente enumerable. Sabemos, por los teoremas de incomple-

tud de Güdel, que esto no es así* Esta contradicción proviene de

admitir que «£ no es recursivamente compacta. Esto establece, pues,

el teorema.

6.21 Corolario

Para cada lógica efectivamente regular ,

es recursivamente enumerable para consecuencia si y

es recursivamente compacta y recursivamente enumerable

validez.

Prueba: por 6.19 y 6,20.

6.22 Observaciones

El corolario 6,21 establece que la versión recursiva

de la ecuación (6) de 6.8 vale para las lógicas efectivamente

regulares. En el próximo capítulo veremos que también vale, aunque

por razones diferentes, para K-lógicas. Otra pregunta natural en

este contexto es si las distintas versiones recursivas del teorema

de completud ( para validez y para consecuencia ) son equivalentes

para lógicas efectivamente regulares. Hay una respuesta conocida

pero no completa. Es sabido que

Si es una lógica efectivamente regular de la forma :i£l)Ki
donde I es un conjunto finito y cada tipo de semejanza es

finito, entonces

es recursivamente enumerable para consecuencia (en tipos de

semejanza finitos) si y sólo si es recursivamente enumerable

Para validez ( en tipos de semejanza finitos)

La prueba de este resultado hace uso esencial de la

generalización a lógicas abstractas del siguiente teorema de

Craig & Vaught :

Para cada conjunto recursivo 21 de sentencias de primer

sólo si

para
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ai

orden de tipo de semejanza finito r todos cuyos modelos son

infinitos, hay un tipo de semejanza finito r' que extiende a t

y una sentencia er de tipo t* tal que

Cp : ^ V ° { : O" t=- ‘f* y Cp es de tipo T1

Mediante la generalización de este teorema a lógicas

abstractas del tipo antes indicado es posible sustituir el conjunto

en la versión recursiva de la prueba del teorema 6.7 por

una sola sentencia si el conjunto tiene tipo de semejanza

finito.

En el próximo capítulo haremos uso esencial de variaciones

del teorema de Craig & Vaught para obtener resultados análogos, e

incluso más completos para K-lógicas.



NOTAS AL CAPITULO I

En Barwise & Feferman (1985) se ofrece una exposición

exhaustiva y puesta al día de prácticamente todo lo concerniente

a lógicas abstractas. La obra está formada por contribuciones de

diversos autores. Ebbinghaus expone los conceptos básicos (la
referencia es Ebbinghaus (1985) ) . Nos hemos atenido a esta

exposición en la medida de lo posible , Las discrepancias han

aparecido únicamente en lo que afecta a la sustitución y en el

tratamiento de los cuantificadores de Lindstrüm.

La definición de sustitución en Ebbinghaus (1985) es

incorrecta . En 2.15, 2.16 y 2.17 se discute y reformula este

concepto. Los cuantificadores de Lindstrüm aparecen por primera

vez en Lindstrüm (1966) . En esa primera versión están asociados

a clasBs de estructuras de tipos de semejanza finito y no admiten

relativización . En Barwise (1974) y Makowsky & Shelah & Stavi

(1976) se reformulan con relativización. En Ebbinghaus (1985)
se presentan ambas versiones. En la sección 4 hemos introducido

los cuantificadores de Lindstrüm. Los definimos asociados a clases

de estructuras cuyo tipo de semejanza puede ser infinito, pero

debe ser relacional. Ceñirse a tipos de semejanza relaciónales

no es una pérdida de generalidad, como se muestra en 3,8, y

permite exponer con mayor simplicidad los resultados pertinentes.

Admitir tipos de semejanza infinitos es importante a efectos de

obtener un teorema de representación absolutamente general para

lógicas regulares ( teorema 4,9 ) . Este teorema de representa-

ción no se obtiene en toda su generalidad en Ebbinghaus (19B5) ,

debido a confusiones en torno al concepto de sustitución que

impiden tomar en consideración cuantificadores de Lindstrüm

asociados a clases de estructuras de tipos de semejanza infinitos.

Las
<

W\ -lógicas se consideran con cierto detalle, pero

desde otra perspectiva en Barwise (1975) . En Flum (1975) se hace

uso de las K-lógicas , presentadas como lógicas abstractas, para
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obtener información sobre los números de Hanf de otras lógicas

abstractas. En Ebbinghaus (1905) también se presentan como

lógicas abstractas y se utilizan para obtener resultados sobre

completud y compacidad para otras lógicas abstractas. En la

sección 5 se discute esta presentación.

La exposición de los teoremas lógicos en la sección 6

es acorde con Ebbinghaus (1905) • Unicamente hay diferencias

en lo que atañe a cuestiones de efectividad. En Ebbinghaus (1985)
/

sólo se tienen en cuenta tipos de semejanza finitos para enunciar

propiedades tales como enumerabilidad recursiva para consecuen-

cia o para validez. La única razón que justifica esta limitación

es ganar una ficticia generalidad en resultados , pues éstos

dependen en muchas ocasiones del teorema de Craig & Vaught

citado en 6.22 ( véase Craig & Vaught ( 1958) ) y este

teorema está formulado para tipos de semejanza finitos. Aquí

hemos ganado generalidad al definir los conceptos para cualesquie-

ra tipos de semejanza recursivos. Por lo demás, los teoremas

6,7, 6.18 , 6.19 .. y 6.20 , así como el resultado indicado en

6.22, pueden encontrarse , con formulaciones en ocasiones distintas

( por ejemplo, en términos de números de buen orden ), en

Ebbinghaus (1985), En particular, la idea básica de la prueba de

6.7 está también en Flum (1975) ,

Este capitulo es fundamentalmente de exposición y

no hay , por tanto, resultados propiamente originales ( con la

excepción de 5.7 , donde se comparan lógicas abstractas y K—lógicas)?
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CAPITULO II : COMPACIDAD Y COMPLETUD EN K-LOGICAS

En el capítulo previo se han obtenido formulaciones

aplicables a lógicas abstractas cualesquiera del teorema de completud

y del teorema de compacidad, así como de ciertas debilitaciones de

este último. Especialmente interesantes han resultado ser las caracte-

rizaciones de 6l>-compacidad y compacidad recursiva para lógicas

regulares y lógicas efectivamente regulares: co -compacidad

equivale a que {cu f <> no sea RPC^ y compacidad recursiva a

que no sea RPC . • Estas caracterizaciones han permitido obtener la
d

versión recursiva de

Completud pare consecuencia « Completud para validez -V* Compacidad

para lógicas efectivamente regulares. Finalmente indicamos también,

que (con ciertas restricciones) las dos versiones del teorema de

completud (para consecuencia y para validez ) son equivalentes

para lógicas efectivamente regulares.

En este capítulo consideraremos estos resultados en el

contexto de las K-lógicas* Mostraremos que las caracterizaciones de

tu -compacidad y compacidad recursiva obtenidas para lógicas abstrae-

tas no son válidas para K-lógicas, aunque sí para cierto tipo de

K-lógicas. Obtendremos, sin embargo, otras caracterizaciones de

estos conceptos que permitirán obtener también la versión recursiva

de la ecuación anterior para K-lógicas, Mostraremos que los

conceptos de co -compacidad y compacidad recursiva son realmente

distintos,encontrando una K-lógica que posee una propiedad pero

no la otra* Finalmente, probaremos que , bajo la natural restricción

de que el tipo de semejanza t de K sea finito, las versiones
K

recursivas de completud para validez y para consecuencia son

equivalentes para *¿ •

K

Los resultados centrales de este capitulo provienen

esencialmente de una serie de variaciones sobre el teorema de

Craig & Vaught citado en 1,6,22*
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Comenzamos con las definiciones precisas para tratar

los conceptos de compacidad y completud en K-lógicas.

1. Definición

£

K

Decimos que un conjunto de sentencias de una lógica

es finitamente satisfacible en si todo subconjunto
K

finito de ¿ posee un K-modelo.

2, Definición

es compacta si todo conjunto de sentencias de
K K

finitamente satisfacible en ^ es satisfacible en
K K

3. Definición

Sea un cardinal infinito, es y -compacta si

todo conjunto de a lo sumo M. sentencias de finitamente
K

satisfacible en
K

es satisfacible en
K

4, Observaciones

(1) Si K tiene modelos infinitos pero todos ellos de cardinal

menor que un cierto cardinal infinito y. , entonces o¿ no es
IN

p.-compacta. En efecto, si { c^ : ^ ¿ p ^ es un conjunto de

distintas constantes que no aparecen en T , resulta que b! conjun-
K

to de sentencias

^Uc^ :v|<p^u {-'c^ isc c^

es finitamente satisfacible en
K

pero no es satisfacible en

J K

(2) La sintaxis de *¡¿ es la misma que la de la lógica de
K

primer orden en los tipos de semejanza a los que *¿V se aplica.
K

Por tanto, no es preciso redefinir conceptos tales como conjunto

recursivo o recursivamente enumerable de sentencias de , Sin,
K

embargo, es natural exigir en versiones recursivas de resultados

que el tipo de semejanza T, sea recursivo.
K

(3) Suponemos definidos para K-lóglcas los conceptos de clase
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RPC^ , RPCg , RPC^ y RPC . En particular, una clase J de

estructuras de tipo de semejanza [que no es preciso que

incluya a r ) es RPCe en J! si hay un conjunto numerable

de sentencias 51 cuya tipo de semejanza T extiende a *r y

posee un predicado monádico V que no está en V y para cada

modela S"\ de tipo t :

SA € J si y sdlo si hay un K-modelo de tipo T

tal que:

(i) «M»® 21

(ii) V®” es T -cerrado en

(iii) (CSí>f r) I V
s

- <r\

Como es usual, si hay un modelo 6A tal que

K -{. atribuimos las correspondientes propieda-

des a <£A .

5, Definiciones »

Supongamos que el tipo de semejanza T de la clase
K

K es recursivo. Entonces :

(1) 4¿ es recursivamente enumerable para validez si en todo
K

tipo de semejanza recursivo el conjunto de las sentencias válidas

en es recursivamente enumerable.
K

(2) es recursivamente enumerable para consecuencia si en

todo tipo de semejanza recursivo el conjunto de las consecuencias

en de un conjunto recursivo de sentencias es recursivamente
iN

enumerable.

(3) -¿ es recursivamente compacta si en todo tipo de semejanza
K

recursiva toda conjunto recursivo de sentencias de +L finitamente
K

satisfacible en es satisfacible en •

K K

6. Observación

Como en el caso de las lógicas efectivamente regulares,
también en K-lógicas podemos usar el teorema de Craig que garantiza
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que todo conjunto recursivamente enumerable de sentencias posee

un conjunto recursivo de axiomas. De hecho, si ¿ es recursivamen-

te enumerable , 5: posee una enumeración recursiva \cr : néuií
n

Entonces si definimos para cada ñeco,

0¿ * A • • • A C5~
n 0 n

io( s n£C»->*\ es un conjunto recursivo de axiomas para 21 •
1 n

Por tanto, en las cláusulas (2), y (3) de la definición

previa podemos debilitar la condición de que el conjunto de senten-

cias sea recursivo por la de que sea recursivamente enumerable.

7. Teorema

Para cada K-lógica de tipo de semejanza recursivo:

Si oC es recursivamente enumerable para validez y recursivamen-
l\

te compacta, entonces «z' es recursivamente enumerable para
K

consecuencia.

Prueba: es paralela a la de 1.6.19 •

0. Teorema

Si en K no hay más que un número finito de modelos no isomorfos ,

es Cu-compacta si y sólo si no es RPC. en «vz*
K ® K

Prueba:

Como en 1.6.7, es inmediato que si ,< *> es RPC^
en <£

, ¿ no es í*j -compacta. Para establecer que si
t\ In K

no es U) -compacta, entonces <cu, < S es RPCc en f usamos

también un argumento análogo al de 1.6.7, pero con algunas compli-

caciones adicionales. Dado que no es co-compacta, hay un

conjunto numerable 51 de sentencias de un tipo de semejanza t*

que es finitamente satisfacible en pero no es satisfacible
K

Sea \cr ; una enumeración arbitraria de 2.
1 n

y definamos , para cada n & to :
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o4
Di °'Ó * *' ’ *

Para cada n E o-> tenemos , por hipótesis, un

K-modeio de oí • Veamos que podemos suponer que para
n n

cada n,mé.co j

m

Sean Gb,,.. •, (£> representantes de las clases
I r

de isomorfía de K . Debe haber un i (l^i é r) tal que para

cada n &.10 :

oí tiene un K-modelo C tal que (.CP T ) \ U n ^ GV •

n n n ■ \\ ~~~ i

Pues, en otro caso, para cada i (l-i^r) hay. urr número natural n^
tal que

no tiene ningún K-modelo C tal que ( C I' ~

r
1,)lu ib •

n^
1 K l

Escogiendo entonces el máximo n del conjunto {n^,.,,,n
resulta que

o¿.^ no tiene ningún K-modelo,

Así pues, podemos admitir que para cualesquiera n^E^

(n„trK)lí'n a (í>.txK)|u"'-
y, por tanto, que hay un modelo (^> E. K tal que para cada n£Oj

u) \ u^n
= .

Ahora consideraremos el caso de que T sea relacional

y estableceremos el resultado bajo esta hipótesis. Posteriormente

daremos cuenta del caso general»

Como en la prueba de 1,6,7, tenemos qué para m,n€&uj

(2) (f) n t= oC si m n .

Podemos suponer que el predicado < correspondiente

al orden de los números naturales no aparece en T
0 Sea R un

predicado diádico nuevo, V un predicado diádico nuevo y ¿S, elL

conjunto de sentencias:
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(i) 3 x Vx

(ii) Vx( Vx 3y( y v y<x )}

(iii) Vxyz( x < y a y < z —x< z )

(iv) Vx -' x < x

(v) Vxy( Vx AVy —x<yvx¿sry v y< x )

(vi) Vx( Vx —* 3y x*^ y )

(vil) Vx( Vx —» 3y Rxy )

y para cada par de números naturales n,m tales que

íVlÍÍ ín,m Vx ( 3 yl’“ y
n
í yl < y

2 < ’ * 1 < yn< x)

n £ m

oL
Xy Rxy

m
)

Eli. mismo argumento que se emplea en 1.6.7 proporciona

el resultado siguiente

(3) Para cada modelo (Pi de A ,

Falta ahora justificar que

Definimos H por

to u

A tiene un K-modelo.

- C

- V

- <

- R

- P

U

A
n6to n

LO

< (el orden de co )

i<n,a> : n£u_> y a & A
p }

U
naco

Así, en particular,

para cada predicado P de Y

U U B

i c. r r ) i u

para cada n & cu ( por (1))

R o Por tanto, \1 es un K-modelo.

Del mismo modo que en 1,6,7 se justifica que lu es un modelo

de A . Esto establece, pues, que c") es RPC. en ©í ,
o K

bajo la hipótesis de que Y es relacional. Eliminaremos ahora

esta hipótesis.

Consideramos el caso general en el que T no es necesa-

riamentB relacional y ^ es finitamente satisfacible en o£
K

aunque 21 no posee ningún K-modelo.
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r
Obtenemos un tipo de semejanza relacional *** a

imagen de T cambiando cada constante c de T por un predicado

monádico nuevo P y cada signo funcional n-ádico f de T* por
c

un predicado n-fl-ádico nuevo • A cada modelo de tipo ~r

3? r
corresponde un modelo ^ de tipo *t definido por

- A

- P

- P

- P

>

r
- A

tnr
1 B

c
{c4'!\ para cada constante c t T”

,<" r
.

f para cada signo funcional fÉ."1
"

(7\r
1

8 para cada predicado P£.t ,

Para cada constante c tr sea

«5 3x P x a Vxy( P x a P y
c
'' v

c c
y )

sea

°f
A P„X_••.X Z

f 1 n

y para cada signo funcional n-édico f 6*r

Vx_..*x 3 y P_x....x y a Vx,...x yz í P. x.,,,x y
ln fin in tln

y & z )
i

y definamos

12 ■ íc" : ctr} u í*3! i f £T i
1 c f

Resulta así que si <S"\ es de tipo T
r

y G\ , hay

un modelo <H> de tipo tal que (S"\ « <S^ Además, para

cada sentencia cr de tipo t poseemos una correspondiente
r ... r

traducción o- de tipo t

CT\ de tipo *t

de manera que para cada modelo

por

(SA cr si y sólo si (f\ a~
r

r r
Definimos una clase de modelos K de tipo t

K * \ O t ^ €- K \ o

Resulta entonces que para cada modelo GA de tipo T :

(T\ es un K-modelo si y sólo si (JA es un K -modelo .

Dado que 2. no posee ningún K-modelo, tenemos que
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{crr : ere £.} U<£ no tiene ningún K
r
-modelo, Pero cada

subconjunto finito de tiene un K-modelo y , por tanto,

cada subconjunto finito de {o~r U 1£_ tiene un K
r
-modelo.

Así, la parte ya establecida del teorema nos proporciona

( dado que en K no hay más que un número finito de modelos salvo

isomorfía y podemos suponer que T es numerable ) un conjunto ^
r

de sentencias que posee un K -modelo y .tal que para cada

K
r
-modelo C de A , ,

Sea * jo" :c€T,\o\o":f€T\ , Como para
C |N I IN

cada <& 6 K ocurre (J*> , todo Kr-modelo es un modelo

de Y
U

.

_ y p
Por tanto, tiene un K -modelo, y en todo

K
r
-modelo L de , (L f\<\)\

Finalmente, reintroducimos los signos propios de T

añadiendo a

Vx( Ux

K

los enunciados

(P x <—* o)) para cada c fe T
K

ÍPfxi-"V fx
iVx, . . ,X y f Ux, A . . .A Ux A. U 2

1 n
v 1 n y

para cada f &T , n-édico,
K

Sea r el resultado de añadir estas sentencias a

.£> O "Y . Observemos que todo K -modelo de P es un K-modelo
jn

de i y que todo K -modelo de vj posee una expansión

a un K-modelo de P. Por tanto :

P tiene un K-modelo y en todo K-modelo C. de P ,

Como P es numerable, concluimos que también < <-*■% <.

es RPC t en ^ aunque T no sea relaciónala
® K

y))

9* Teorema

Si en K no hay más que un número finito de modelos no isomorfos y

es recursivo, entonces :

es recursivamente compacta si y sólo si <<-*■»,<'> no es RPC en ¿¿
d K
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Prueba:

Es una versión recursiva de Xa prueba del teorema 8.

La enumeración ^(5^ : n too \ de 21 se escoge recursiva y así

! nfeCo] es recursivo. También es recursivo entonces el

conjunto de sentencias (S • Finalmente, los procesos de eliminación

de constantes y signos funcionales y posterior reintroducción son

recursivos.

10. Observación

A partir del teorema 9 podríamos mostrar, como en

I 06.20, que si en K no hay más que un número finito de modelos

salvo isomorfía y Y, es recursivo:
k

Si ^

entonces

K
es recursivamente enumerable para consecuencia,

K
es recursivamente compacta.

Sin embargo, posteriormente tendremos este resultado

sin la restricción expuesta sobre la clase K. Pero la prueba no será

análoga a la de 1.6.20. La razón es que la restricción de que K

tenga sólo un número finito de modelos salvo isomorfía no es

eliminable de los teoremas 0 y 9, como veremos a continuación.

11. Contraejemplo

Hay una lógica de tipo de semejanza finito T
K K

que no es recursivamente compacta (.por tanto, tampoco LJ -compacta)
y en la que ^ no es RPC^ (por tanto, tampoco es RPC^
ni RPC

d ).

Prueba:

La lógica es la asociada a la clase K de las estructu-
K

ras finitas (introducida en 1.5.5 ). Así T es el tipo de

semejanza nulo y los K-modelos son las estructuras G"\ en

las que U^ es finito pero no vacío.

¿L no es recursivamente compacta. En efecto, sea

el conjunto de enunciados:

{ Vx Ux] u ) 3x1
.,,x

n
A.

n
-,x

1
«x

J
« n»2 }
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Cada subconjunto finito de tiene un K-modelo, pero

21 no tiene ninguno, pues en todo modelo ^ de £ , es

infinito.

Veamos ahora que <uj
f
< > no es RPC* en •

o K

Mostraremos que si fuera RPC^ Bn * ^am *3^n

sería RPC^ en primer orden. Sin embargo, ^ "> no es RPC^
en primer orden, pues la lógica de primer orden es compacta. Por

tanto, esto concluirá la prueba.

Supongamos, pues, que es RPC^ en .

En ese caso hay un conjunto de sentencias ¿1 en un tipo de semejan-

za T que posee el predicado diádico < y un predicado monédico

V que posee un K—modelo y todos cuyos k'-modelos verifican:

c en U<\)\^ .

Hay, así, un K-modelo de ¿- , Entonces es

finito y no vacío. Sea n - \U^\ y el enunciado de primer

orden que verifica

U\ fe= <jp si y sólo si l l/^l * n

Observemos que:

(1) 2.0 ^n \ tiene un modelo , pues 2 U {.^1
(2) Para cada modelo O de 21 U , (. <T\ f l<\) l

pues todo modelo de 2. u j (pp\ es un K-modelo de 2, ,

De (1) y (2) se concluye que es RPC^
en primer orden. Esto concluye, por tanto, la argumentación.

12. Observaciones

Establecido ya que lU-compacidad y compacidad recursiva

no son equivalentes a que <u» t <> sea RPC» y RPC , respecti-

vamente, en K-lógicas, mostraremos ahora que hay , sin embargo ¿

una caracterización análoga que sí se verifica: en ella la clase de

las estructuras finitas suple a la clase de las estructuras isomorfas

a <co f < > , Las pruebas son variaciones sobre el teorema de
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Craig & Vaught, ya mencionado en 6,22, según el cual:

Si 21 es un conjunto recursivemente enumerable de sentencias

de un tipo de semejanza finito T todos cuyos modelos son infinitos,

existe una extensión finita T’ de T y una sentencia cr de tipo

T
1

tal que para cada sentencia C^> de tipo T ,

21 V=- si y sólo si G~

En otros términos: toda teoría recursivamente axiomatizable

en tipo de semejanza finito y con sólo modelos infinitos puede

axiomatizarse mediante una sola sentencia usando signos adicionales.

La prueba del teorema de Craig & Vaught muestra cómo

construir una teoría que exprese la noción de verdad para otra. Ello

se efectúa introduciendo un adecuado fragmento de teoría aritmética,

para aritmetizar la sintaxis , y axiomatizando la semántica . Aquí

desarrollaremos construcciones parecidas.

13. Teorema

Para ceda K-lógica:

< es lo -compacta si y sólo si la clase de las estructuras
K

finitas no es RPC^ en

Prueba:

Sea %i la clase de las estructuras finitas. El tipo de

semejanza de J es nulo y para cada modelo del tipo de semejan-

za nulo:

si y sólo si A es finito.

Obsérvese que las dos siguientes afirmaciones son

equivalentes:

(1) J es RPC^ en

(2) Hay un conjunto numerable de sentencias ¿ que

contiene un predicado monádico V y verifica:

(i) Para cada n>l, 21- tiene un K-modelo <S\ con v° * n

(ii) En todo K-modelo (TV de ¿L , V
6^

es finito y no vacío.
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Si se verifica (2) ,
K

el conjunto de sentencias

no es Oj -compacta, pues

¿ O *{3x'...x ( ^ Vx /s,
n

v ién i

es finitamente satisfacible en

Así pues, si J es

to —compacta*

A
±< jín )*

K

RPC

pero no es satisfacible en

¿ sn ^ n° 65

K

El resto de la pruebe consiste en establecer que si <£,
K

no es cu-compacta, entonces se verifica lo expuesto en (2). Dado que

el argumento es largo y complicado, efectuaremos un resumen previo.

Tenemos, por hipótesis, un conjunto numerable de sentencias

^ que es finitamente satisfacible en J pero no es satisfacible
K

8n J. v • Sea T el tipo de semejanza de 21 . Podemos suponer, no
K

sólo que T es numerable, sino que es recursivo (considerando
una extensión recursiva de T si t no lo fuera) • Además, podemos

admitir que los signos de la aritmética 0 »S , ♦ ,
*

, < , no

aparecen en T,

Añadiremos a T una serie finita de signos, entre los

que están los de la aritmética, los predicados monádicos N,M,V,

ASIG y el predicado diádico SAT. Definiremos un conjunta de senten-

cias & en este nuevo tipo de semejanza de manera que:

(i) & contendrá un fragmento finito de aritmética suficiente

para representar los conjuntos y relaciones recursivas. En particu-

lar, el conjunto de las sentencias de tipo T será representable

en (S. .El predicado N se usará para referirse al conjunto de los

números naturales.

(ii) & poseerá una serie de axiomas que fijan el significado

de M,ASIG,y SAT de manera que en todo modelo O de en el

que para alguna sentencia o~ de tipo t ocurra

C\ í=-Vx(ASIG x- —* SAT x Hr"1 )
tendremos que ( £\ f T ) l \=- <s~

. Además ( CT\ \ t ) l seré

un K-modelo si <TN lo es . Los axiomas de & relativos a estos

signos expresarán, pues, la noción de "verdad en M" ,
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(iii) Fijaremos una enumeración arbitraria

y/ A contendrá los axiomas

n^-t-O^ de

3x Vx A í 3 X.. . . «X ÍVx, A • . . A Vx A X, ^ X_ • • • < X ) •—^ V *
6^*- 1^ v 1 n

v 1 n 1 ^ 2 ^
n n-1

Vxy( ASIG x a Vy —SAT x y )

De este modo, si <S\ es un K-modelo de & y

6^ t= V
r
cr

1

, ( £\f T jlM^ es un K-madelo de tr . Bajo

la hipótesis de que 2L no tiene ningún K-modelo f V^ seré

siempre finito. Pero para cada n >s 1 tendremos un K-modelo O

de A en el que V^ « \ Gü(. Gti(. cr \ y así

I v5' l"» n .

Comenzamos, pues, con el desarrollo detallado de la

prueba. Ye hemos indicada que T es recursivo y que los signos

0 , S , + , • , , no estén en T . Obtenemos una extensión

finita T' de T añadiendo a T los signos 0 , S , + » • i <

y los siguientes nuevos signos:

N,M,ASIG,\/ predicados monódicos

SAT predicado diédico

VAL, DEN signos funcionales diédicos.

El conjunto A de sentencias de tipo de semejanza

tiene tres grupos de axiomas. El primer grupo introduce la aritmé-

tica precisa para- que toda relación recursiva sea representable en

& • El segundo grupo de axiomas fija el significado de M, ASIG,

VAL, DEN , SAT . El tercer grupo de axiomas está destinado a imponer

las condiciones que V debe verificar.

Grupo A de_axiomas__de ¿

Al. NO

A2, Vx(Nx — N Sx )
A3. Vxy(Nx a Ny * Nx+ y a Nx • y )
A4. Vx(Nx —> —*Sx ! 0 )
A5. Vxy(Nx a Ny a Sx fe? S y —^ X y )
A6. Vx(Nx a —' x «: 0 —* 3 y(Ny a Sy x ))



A0. Vxy(Nx- a Ny —:» x + S y S (x + y))
A9. tyc(Nx . => X • 0 ** 0 )
A10. Vxy(Nx a Ny —^ x ■ S y ( x • y) + x )
All. \foy( xc <y <r--=» Nx ANy a 3 z(Nz *

—11 z¿c 0 A

A12. Vxyz( x < y a y< z —> X < z)
A13. Vx — X < X

A14. Vxy(Nx a Ny —4 X < y v x y v y <x )

Los axiomas Al,A2,A3 exponen condiciones naturales de

clausura. Los axiomas A4-A11 son la relativización a N de los.

axiomas de la teoría Q de Tarski & Mostowski & Robinson (1953)
(con la definición usual de orden) • Los axiomas A12-A14 son

precisos para garantizar que en todo modelo de & , < es

un orden total de N • En Q es representable toda relación recursi-

va. Esto significa que para cada relación recursiva R hay

una fórmula c|>(x^...xn ) del tipo de semejanza aritmético Tj^ =

1 0 i S , + ,
1

, ^ } tal que para cualesquiera m^ t ,,. t m
n
t o_> i

<m. ,m > £ R si y sólo si Q \=- Cp(m_,... ,m )n \ i n

<m. | • •. ,m > 4. R si y sólo si Q M —i'4?(m,,.,. ,m ) •

i n \ 1 n

Lo mismo ocurre con el grupo de axiomas Al-All, con la salvedad

de que también el predicado N aparece en la fórmula ^(x^,...^ )
que representa a la relación recursiva R •

Las notaciones n , Gtt(s), ’V"* tienen el significado

fijado en el apartado de notación. Usaremos la notación CON para
n

la relación n+l-ádica recursiva correspondiente a la función de

concatenación de n secuencias de números naturales, esto es :

<m.seCON si y sólo si hay secuencias s,.....s1 n+1 n 1 n+1
tales que s - s.^sJ" .. • s y para cada i £n*l ,n+-l 1 2 n

i
■ G°( s i) •

Tenemos, por tanto

(1) Para cada número natural n > 2 , una fórmula (x ,,..,x* CON rt 1 n -vi

m
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que representa en Al-All la relación recursiva CON •

n

(2) Una fÓfcmula ^P V /ad(*) que representa en Al-All el conjunto
J VAR

de números de Gttdel de las variables.

(3) Una fórmula tPTER j tí|( x ) c 'ue representa en Al-All el conjunto

de números de GOdel de los términos de tipo T (recuérdese que *r

es recursivo ) ,

(4) Una fórmula V cnQll(x) que representa en Al-All el conjunto
FQRM

de números de GOdel de las fórmulas de tipo T •

Usaremos estas fórmulas para enunciar el segundo grupo

de axiomas de ,

Grupo B de_axiomas_de ±

01. Vx(Ux —V Mx)
B2. (Esquema) Me para cada constante c T ,

B3. (Esquema) Vx^.•»x (Mx^ A ... A Mx^ —> Mfx^...xn ) para

cada signo funcional n-édico f £ t ,

B4. 3x ASIG x

B5, Vxyz(ASIG x a <P (y) A Mz —> 3x (ASIG x a VAL(x t y)< fcí z a
VMH XX X

A lPVflR (y1 ).A yjiá y —■=> VAL^y^ ks VALfx^) ))).
86.. VxyCASIGx x <fVAR(y) —* DEN(x.y) VAL(x,y))

B7/« (Esquema) Para cada constante c E t ,

Vx{ASXG x —> DEN(x, rc n ). tí c )
BB. (Esquema)? Para cada signo funcional n-ádico féT ,

Vxy1 ...yny(ASmxt /vcpTEñM(yi} x.„ A T^CyJ •>

A ^PcON^'*’^n^ DEN (x,y) « f DEN(x,y1 )...DEN(x,yn ) )
n+1

B9. (Esquema) Para cada predicado n-ádico P£T_ f

Vxy1 ...yny(ASIGx^^.ERM(y1 ) A• • • A CfTEHM(yn )
*

* fcONÍ rp"’ yl ,,,,,yn’^ ^ SAT x y ■*-=?> P DENCx.y )...DEN(x.y ) ))
n 1

B10. Vxy^ytASIG x A^^) ^ tpTERM (y2 ) a ^(y^^.y^y)
3

—i» (SAT x y DEN(x,y1 ) DEN(x,y2 ) ) )
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BU. Vxyiy(ASiG x
F̂ORM( y1^

tí> co4^ ,yi ,y 3

—^ (SAT X y <—^ SAT x ). )
B12. Vxy^yCASIG x a * Tform^) * ^CON¡: ^ ,yl’ * ,y2* ^ ,y ^

b

—> (SAT x y <é—SAT x y1
* SAT x y£ ))

B.13 Vxy^ytASIG x A ^y^ly^ * ^F0RM^ y2^ * V GON^ ^ ,y
i ,y2

,y ^

—^ (sat x y -sr—?> 3 z(mz a Vx
1 (asig x

x
a Vy( S? var^ a

~ 1 y^ y
1

— VALfx^y ) ¿f VAL(x,y) ) a VALfx^y^ z —^ SAT x^) )));

Los axiomas Bl,B2,83 están destinados a garantizar que

en todo modelo de Li. , sea T-cerrado y contenga a U*^ .Así

(<n [ t ) \ m
6'

será un K-modelo si (T\ es un K-modela,

ASIG debe leerse como "asignación en M M .05 garanti-

za entonces la existencia de asignaciones variantes. VAL(x,y) debe

leerse como "el valor de la variable y en la asignación x "•

Los axiomas B6,B7 y B8 reproducen la usual definición

de la denotación de un término bajo una asignación. Así, DEN(x,y)
debe leerse como " la denotación del término y bajo la asignación x M

.

Los axiomas B9-B13 reproducen las cláusulas de la defini-

ción de le relación de satisfacción en una estructura entre asignación

nes y fórmulas. B.13 es la cláusula correspondiente a la cuantifica-

ción existencial. Obsérvese que se especifica que las variables

cuantificadas deben interpretarse en el conjunto correspondiente

a M .

El último grupo de axiomas es específico para el

predicado V » Sea \c~ : neuil una enumeración de .
v n 1

Grupo C de^axiomas_de .

Cl. 3xVx a Vx(Vx —Nx)
C2. (Esquema); Para cada n^l,

3*
1
...x

n
(Vx1 /\...AVxn A X

x
< x

2<...<xn
) l/

r

^
C3. VXy( ASIG x a Vy » SAT x y )



100

Ds acuerdo con Cl, en todo modelo 6A de ÍS. , V^
es un conjunto no vacio de números naturales. De acuerdo con 02,

V^ puede ser { \ o { G8(c^) (Gü( a-) ) o , en definiti-

va, de la forma

|g8( crQ ), 80(^3 GB^)
Además, de acuerdo con C3, toda sentencia o- tal que Gü(cr) 4: V*^
será verdadera en [ (S\ f r) l •

Estos son los significados esperados de los axiomas de

^ . A continuación verificaremos que poseen tales propiedades.

Lema_l_ Para cada sentencia de tipo t ,

k Y= (. V -or* —* «s* )

Prueba:

Veamos en primer lugar que si 6\1r=k y t es un

término de tipo T todas cuyas variables están entre v_..,v ,
0 n

entonces:

Cn6\t=-V*(ASIGX DEN(x,V)^t(JO (x ¿ )..)
P n

Estableceremos ( *• ) por inducción en t abreviando

v. VVQ ... v n y , v ■>

tlVAL(X|pVo)...VAL(x7v;) 3, P°r tt VAL(x )

r

v
n

) )-

(i) Si t es una variable v. con ián :

^ ^ y aaí « PQr BSl»

<n N VxÍASIG' x OENCx.^v^ ) « VAL(x, rv^ ) )

pero VAL(x, rv^ ) « V i^VAL(x ’ y de aquí el ^sultado,

(ii) Si t es una constante c de t ;

Tenemos por B7 que

S\l= Vx(ASIG x —-5> DENCx^c); c )
V

° ^VAL(x v*)^pero c



1D1

(iii)í Si t es de la forma flt,,..t :
1 m

Para cada i (1 - i ^ im),

V— ?TERMt t± )

y por hipótesis inductiva

(TU=-Vx(A5IG x —> DEN(x
r

t^ ) « VvAL(x, r ] '

Como además

^ ^ ‘fcGN 1 ’"^ ’^l }
m 1

tenemos por B0J •

(HV* VxCASIG x —=» DENCx,
r
ft

1
...-T ) i* 1 f DEN(xrt

1

1)...DEN(xVt'j, )j .

Usando ahora la hipótesis inductiva y el resultado

r—s"1 ^ ^
^VALCx,^)^ " f t

l(VAL(x,
rvf) ) ” ,tm (VAL(x,V) í

concluimos que

G\^Vx(ASIG x DENCx,^...^) « J ).

Queda asi establecido el punto ) . De modo análogo

probamos ahora que si G\^ & y ^ es una fórmula de tipo T

todas cuyas variables están entre v_,...,v y x es una varia—
0 n

ble distinta de v_,...,v , entonces:
0 n

Vx(ASIG x [SATx^^^ Í Val[x, *V)!! !vAL(x, rvT
r -* Mf Vn ■ • • V r

'o-
Efectuaremos una inducción en abreviando adicional-

\nente tp f
v0. _ ) por (£>[

V
, r_»-0 .^ l \/AL(x rv0 ).. .VAL(x,V ) J r^VAL^x, v

(i), Si if es de la forma t^ t? t^ :

Por ( * ) tenemos que para i = 1 e i « 2

6H- Vx(ASIG x —> DEN(x,
r

t¡ ) « VvAL(x l

rv’) ) ] '

Como además

<S\ <==*■ (
rV ) * <P f rt“

1

) yTTERM l 1 J rTERM l 2 J y

0U==- V (v r-r* -t- <1 ^ yT
C0Nq *1 1 • *2 1 *1 ~ *2 J
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tenemos por B10 que

S\ t= Vx(ASIG x (SAT x\» « Vv^x.-tf)» 1

Pero

VvALtx,^)^ « VvALCxrvV " CVAL(x^)i
M , v

^1^*2^ ^VAL[xr,v)^
y f por lo tanto, tenemos,

<5\ (= Vx(ASIG x (SAT x^ £, í^tg)” (vaLU/'v'')^
(ii) El caso H5 « Pt„...t se resuelve de modü análogo
v * ’ 1 m

usando ) y B9.

[iii) Si Cp . -n y :

Por hipótesis inductiva

G\ V= Vx(ASIG x (SAT x
r

p V^VAt-tx.’V’V^ ‘

Oado que,

^ V F0RH(V ); y ^ ?cdn^ -V . - r”)
resulta por BU que

6\ V= Vx(ASIG x (SAT x -'f
1

-> SAT x ’\f‘ ))

pero como

, M, v u ¡ -vM , v
„

>

WixV ) 35
- WuVp

concluimos

6\V= Vx( ASIG x -*> (SATx’^Y’^t-Y )“ )) )) •

(iv) El caso <p se establece de modo análogo

usando B12,

(v) Si *p * ^Vjy :

Para facilitar la notación, y sin perder generalidad, supondremos

que j • 0 , La variable x es, por hipótesis, distinta de v ,,..,v 0



103

Escojamos ahora variables x^,y,z distintas de x » VQ»*** ,v/n
•

Por hipótesis inductiva i

(1) <SW=Vx(ASIG x • * (SAT Xy •^ vVMt UAL(x, rv”) í
y por B13,

(2) (T\ Va Vx[ASIG x —> (.SAT x
r
3v ^ 3z(.Mz a Vx^ASIG ^ a

a Vyt <fVAR [yU-'y VALÍx liy)« VAL(x.y)) a VAL[x 1^) « z

—SAT x
1
r

y’ )))).

Tenemos que establecer que para cada s fe ASIG ,

G\*= tSATx^f l 3 \jY)
M

^aL(xV) }) W»1 •

Supongamos,en primer lugar, que

(S\ V=- SATx^Vj^y t x/ s l'
Por (2), hay un tal que

(3) ffl\= Vx
x (ASIG X;L a Vyt(fvftR(y) a-

1 yts
r
v
R VALfx^y) 2=c VAL(.x,y))

A VAL[x^,
r

v^ ) ¿s z —=* SAT ) ^x/s, z/ a ~\
<T\

Por B5, hay 5
^
fe ASIG tal que

(4) 61|=( A “• ^ VAL(x l( y) « VALlx.y)) a

a VAL(x 1)
r

v^ ) ¿q z ) [x/s, x^/s^ z/a ^j
De (3): y ( 4 ) concluimos que

C/l 1= SAT x^Y*1 l^/sj
y por la hipótesis inductiva, (.1),

61 ^ v“ (val(x ,VV W°J •

MPor el teorema de la sustitución y porque x^ no está en , pues

es distinta de v^ , tenemos que

® *=■ ['fc/íWL ( x i-
r^

Q j
a

t:x 1/s ]l)..„Un
/(VAL(x 1 ,

r'v;)'
n

[:x1 /s 1'])] .

Pero, por ( 4),

VAL(x1 ,

r

*v^ ) Cx-j/sJ = a
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y para cada i (lá iá n)

VALU-jTv^ ) * \ML(x,
r

v^ ) [x/s") .

Como además, a é. , resulta que

S\ V=* t^v0 * [v0/a,. v^tVALlx/vp [x/s}),.. t v
n
/(VAL[x rv'

n )Px/s’})J
y así

SA ^ 3 V
0 1% A V

M
) [^/(VALtx,^) ^x/s})

Por el teorema de la sustitución y porque

3Vg(MVg a ) , pues es distinta de v

® H ::: «iv
Pero

,...,v
n
/(VAL(x f

r
V
n

J \x/s])!j
x no esté en

v , tenemos que
0 n

r
u
-i ) ) tx/«l •

n
J

3v
DC% A V) - ( 3V

0
VV ^ - l 3 vdY CVAL( X ,

r^ ) ]

y , por tanto,

10 * ‘^riXlcx.vV w.l •

Esto establece parte del caso (v) . Para justificar el

resto, supongamos ahora que

(5)t= (3 v
0 Y)

M
c valU.VV t^-1 ■

Por lo recientemente observado tenemos que

$1 h= 3 v
q (Mvq a .^v1/(VAL[x, rv^f

V

[x/s3) (O , 0 ,V
n
/(VAL(x, r'v1

n
) [x/s])]

de manera que hay a £ que verifica

(SV^Y** ^vQ/a, v^íVALtx,^ ) fx/s“] ),.». ,Vn/(VAL(x,
rv^ )£,x/s"])^J

Sea s^ fe ASXG^ tal que

(5)<S)t=( Vy( <f>yAR(y) VAL(x1 ,y] £5 VAL(x,y)) a

a VAL(x1 ,
i-

Vq ) z ) [x/s, x
1/s1 * z/a 1 0

De acuerdo con (2), basta con establecer que

*=• SAT xlV



para obtener, como pretendemos, que

M SAT x
r
3v

Q (j7 [x/s] .

Por [5)., tenemos que

VALÍx^ ) = a

y que para cada i (léién) :

VAL[xi rv^) t ><
1/ s x~l = VAL[x, rv^ ) £.x/s"][ .

Por tanto

&\ |p [v0^ VAL ^ X l^V0^Xl^S ll^ , '" ,Vn^ VAL ^ X l^/nA?l^S l]^l "

Entonces, por el teorema de la sustitución y porque x^ no está

en y
M

,

^ ^ Y" l VAL(x 1 ,V}
3 W 8]! .

Por el supuesto inductivo, (1), concluimos que

<S\\=- SAT x^ tVsll
Con esto queda establecida el caso (v) de la prueba

de (•* *) y culmina también la prueba de (•**),

Finalizamos ahora la prueba del lema 1 usando (* *■ ).

Supongamos que (S*\^= y que CT es una sentencia de tipo T

tal que

€\ >= v ter
1

.

Sea vnV »..,v una lista de variables entre las que estén todas
D n

las de C“ y sea x una variable distinta de éstas. Por (•*•&)
tenemos que

VxtAsiB x [sat x-ór-^o-
M

QXiVJ ;;; v^ lxrv:)) »,

Pero,como c“ es una sentencia,
0

M v._M / v
Q ••• w

n A

^VAL(x,rv~') .. .VALtx.V) *

U n

Asi

(SA Vx(ASIG x —=> (SAT x '"cF «£^> o*)}
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Por B;4 ,

C\ \= 3» ASIG X

y por C3,

S\ V= Vxy(ASIG x a Vy —* SAT x y ) .

Entonces

6\V= 3x(ASI0 x a SAT xV )
y, en consecuencia,

(5T\ \=- .

Queda así establecido el lema 1, lema que usaremos a

continuación para justificar que :

Lema_2_ No hay ningún K-modelo de A. en el que V
^

sea infinito.

Prueba:

Supongamos que CT\ es un K-modelo de A y que

G'V (T\ ^
es infinito. Por Cl, tenemos que V c N¡ , y como < es un orden

total de , para cada n > 1,

í"\ ^ 3x, • • #X f Vx, A . . • A Vx A x, <. X_< • • • ^ X 1 •

1 n
v 1 n 1 2^ ^

n
'

Entonces, por C,2, pare cada n

\= vro-'’
n

y por el lema 1

(T\ V= cr
M

n

Así pues, (H t=- .

Por 02 y B3 ( es r-cerrado en (P\ . Como además,
CS\ <f\

por Bl, U C M , concluimos que

( f T )j es un K-modelo ,

Pero ( Cl f'1 T )| )==- 2_ , ya que \=. £.
M

.

Hemos obtenido, entonces, un K-modelo de ¿i , Pero

no tiene, por hipótesis ningún K-modelo, Esta contradicción muestra
<T\

que V debe ser ffinito, y así quede justificado el lema 2,
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Lema_3_ Para cada n>/ 1 ( hay un K-modelo da & en el que

V®!- n

Pruebas

Sea n un número natural mayor o igual que 1 . Tenemos,

por hipótesis del teorema, un K-modelo de las primeras n

sentencias CT C"
„

de 21 , Definimos un modelo í"\ de
0 n-1

%

tipo T por :

(i) A ■* B uüj u

Asi, los elementos de A son los de B, los números

naturales y las secuencias < b "> de elementos de B •

n nfew

(ii) N
6'. CO o,s ,+ ,

• ,<, se interpretan con su

^
significado habitual en UJ (las funciones S , ♦ ,

•
, se

definen de modo arbitrario para argumentos' en A - ) 0

<T^ <T>
(iii) M » B y r » r para cada signo r e. T

(extendiendo las funciones correspondientes a los signos funcionales

de T de modo arbitrario para argumentos en A - B ) •

, . co (S\ &\
(iv) ASIG * B • VAL , DEN y SAT se definen como

Co
sigue:

Para cada s é. B , sea s* la asignación en

definida por

s (v) « s(GS(v)). para cada variable v .

Definimos entonces:

VAL ( < s,n*> )

u>
s( n) si s fe B y ñeco

arbitrario en otro caso

U>.

*(v)

(TV

De este modo, para cada variable v y s fe B ,

« s(Gf)(v)) *» VAL( <s,Gü(v)'>) .

De acuerdo con esto, definimos ahora:

C&L
DEN (<s f n>) '■ t Ls*} si sC

W
B , nfeoo y t es un término de

tipo ~r tal que Bü(t] « n (y DEN (<*s,n>) es arbitrario en

otro caso ) .
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01 \ Lo
SAT * |<s,n> s s e B y hay una fórmula de tipo 'r

tal que * n y •

(v) - { GÜ( o^)'<,... ,GÜ( o“) \

Es ,rutina verificar que ^ es un modelo de & .

Por otro lado, es un K-modelo, pues ( (T\ fr„) l - ((& b r^)\l^
y K, es un K-modelo. Queda así justificado el lema 3.

Establecidos los trea- lemas, podemos finalizar ya la

^pprueba del teorema 13. De los lemas 2 y 3 (y del resultado de

que en todo modelo G*\ de ^> ) se sigue que &

cumple las condiciones expuestas en (2), al principio de la prueba.

Así, la clase J de- las estructuras finitas es RPC. en ,

o K

14. Teorema

Para cada K-lógica de tipo de semejanza recursivo , ¿C' :
K

«¿es recursivamente compacta si y sólo si la clase de las estructu-
K

ras finitas no es RPC , en ,

d K

Prueba:

Se trata de una versión recursiva de la prueba del teorema

13. El argumento que establece que si la clase de las estructuras

finitas es RPC . en , <¡¿ no es recursivamente compacta , es
ü K K

el mismo (cambiando "numerable" por "recursivo" ) que establece

que si esta clase es RPC
c

en no es UJ-compacta.

Las modificaciones en el resto de la prueba consisten únicamente en

escoger una enumeración recursiva \cr^:nfe.Oj^ de ¿ ,y

no una enumeración arbitraria, y en verificar que & es recursivo.

15. Teorema

Para cada K-lógica de tipo de semejanza recursivo:
K

Si ¿ es recursivamente enumerable para consecuencia, entonces
K

K
es recursivamente compacta.



Prueba:

Supongamos que ¿L es recursivamente enumerable para
K

consecuencia, pero que no es recursivamente compacta. Por el
K

teorema 14 sabemos, entonces, que la clase J de las estructuras

finitas es RPC en «^ , En ese caso hay un conjunto recursivo
O K

de sentencias de un tipo de semejanza recursivo T , que

incluye un predicado monádico V y tiene las siguientes propiedades

(1) En cada K-modelo de & , V^ es finito y no vacio,

(2) Para cada n> 1 , tiene un K-modelo en el que

HSy un teorema de Trahtenbrot que establece que en un

determinado tipo dB semejanza finito y relacional T el conjunto

de las sentencias verdaderas en todos los modelos finitos no es

recursivamente enumerable • Podemos admitir que T

Veamos que para cada sentencia O” de tipo :

(•# ) o- es verdadera en todos los modelos finitos si y sólo si

Supongamos, en primer lugar, que CT es verdadera en

todos los modelos finitas y veamos que . Sea un
K

K-modelo de . Por (l), sabemos que V^ es finito y no

vacío. Como es relacional, V^ es T
Q
-cerrado , Así, el

modelo ( Cfl f rn ) l es finito, en cuyo caso ( fflf Tn ) IV^* •

Por tanto, o •

Ahora, supongamos que At=
K

y veamos que CT“

es verdadera en todos los modelos finitos. Sea 0"\ un modelo

finito ( de tipo )_, y sea n « \ f\\ , Por (2), podemos

garantizar que existe un K-modelo GS de en el que 1 V^l* n .

Podemos extender a un K-modelo C de tipo TuT^ dB manera

que C^T - y (H ^ Tq) V
C
= 6"\ , interpretando los

signos de como imágenes de sus interpretaciones en 6^ en

virtud de una biyeccidn arbitraria entre A y V
6^

• Entonces
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[1 y, por tanto, H ^^ . Pero, en ese caso, v^\= c-

y, así, Queda, pues, establecido () •

Como hemos admitido que es recursivamente enumera-
K

ble para consecuencia, el conjunta de las consecuencias de , en

, de tipo de semejanza TuTn es recursivamente enumerable,
K 0

Pero, entonces, también es recursivamente enumerable el conjunto

I CT i <T es de tipo t y & £=■ \
U K

Pero este conjunto es, de acuerdo con , el conjunto de las

sentencias de tipo verdaderas en todos los modelos finitos

y , por el mencionado teorema de Trahtenbrot, no es recursivamente

enumerable:. Esto concluye la prueba.

16. Corolario

Para cada K-lógica de tipo de semejanza recursivo,
K

es recursivamente enumerable para consecuencia si y sólo si
K

¿¿ es recursivamente compacta y recursivamente enumerable para
K

validez.

Prueba: por los teoremas 7 y 15 .

17/. Observaciones

El teorema 15 puede ser mejorado si el tipo de semejanza

T es finito. En ese caso,compacidad recursiva equivale a que
K

clase de estructuras finitas no sea RPC • Tras establecer este

resultado, lo usaremos para mostrar que si T es finito y o¿
K K

es recursivamente enumerable para validez, es recursivamente
K

enumerable para consecuencia. Mostraremos también que este resultado

no se cumple si eliminamos la restricción de que T sea finito.
K

18. Lema

Sea una K-lógica de tipo de semejanza finito r , y supongamosi' K

que hay un conjunto recursiva de sentencias 21 de tipo de semejan-
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za finita T que es finitamente satisfacible en £ pero no es
K

satisfacible en £ ,

K

Bajo esas hipótesis, hay una extensión finita T de t que posee

un predicado monódico V y hay una sentencia de tipo de semejan-

za t' con las siguientes propiedades:

(1) , En todo K-modelo Q de i , es finito y no vacío .

(2) Para cada n ^1, hay un K-modelo O de ¿en el que \ V^\= n ,

Prueba:

Se trata de una reelaboración del teorema 13 que saca

fruto del hecho de que 21 sea recursivo y T sea finito. Ampliamos

f* a t‘ como en la prueba del teorema 13, añadiendo los signos

0 • S » ♦ *
•

. <1 M, ASIG, VAL,, DEN, SAT, V .

Construimos, entonces, una teoría h en tipo T* como

en la prueba del teorema 13, con los grupas de axiomas A y B , si

bien modificando los del grupo C • Obsérvese que,al ser *r finito,

en B2, B3, B7, B8 y B9 no hay más que un número finito de axiomas.

Por tanto, en este caso los grupos de axiomas A y B son un conjunto

finito.

La modificación del grupo C de axiomas es como sigue:

Dado que es recursivo, poseemos una fórmula C|)(x)
que representa en Al-All al conjunto de números de Güdel de las

sentencias de ¿L • Podemos suponer además que (x) Nx

Ponemos entonces:

Grupo C de axiomas de A .

CX. Vx(Vx —> <^(x))a 3x Vx

C2. Vxy(Vx a <p(y) a y < x —> Vy)
C3, ^y(ASIG x a Vy __^ SAT x y )

No se han modificado los grupos de axiomas A y B • Por

tanto, tenemos, como en el teorema 13,

Lema^l^ Para cada sentencia c de tipo T , (V
M

cr- )cs~
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Los lemas 2 y 3 de la prueba del teorema 13 siguen

siendo verdaderos en esta nueva versión, pero los argumentos para

establecerlos son algo distintos.

Lema_2_ No hay ningún K-modelo O de A en el que V^1
sea infinito.

Prueba:

Supongamos que £T\ es un K-modelo de A en el que

V^ es infinito. Veamos que, en ese caso, para cada' ere. ¿L

( * ) 61 V=v ro-'1

Si no fuera así, podríamos escoger la sentencia O" de

2. de menor número de Güdel que no verifica ^sV
ro^ . Sea

a un elementa arbitrario de V^ , Por Cl, tenemos que

fi\ V=* 4>[x) t al
r\ <T\

En particular, pues, a €: N . Como < es un orden total de N :

€\
r _

JS\
r ^ <T>

a < 1
cr o a = o C" < a

Como , el caso intermedio es imposible. El tercer caso esta

prohibido por C2, Así pues, debe ser

a< V

Esto muestra que

CH f m ,

V C ^ a €. A : a < rV {• .

Pero \ a £ A : a < rtp \ es finito, pues si n = GO(o-),

Vx( x < n ^ xtc Ovx^s? 1 v ... vx -be n-1 ) .

Entonces V^1
es también finito. Pero habíamos admitido que V^*

era infinito. Esto establece el punto ( -fc ) , El resto es como en

la prueba del lema 2 del teorema 13,

Lema 3

I v"lI
Para cada

n ,
•

n? 1, hay un K-modelo (T\ de A en el que

La prueba de este lema es como la del correspondiente

lema del teorema 13, con la salvedad de que ahora elegimos una
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enumeración : ntco^i de ¿L acorde con los números dB

Gtídel de las sentencias, de manera que

si n < m , entonces Güf cr ) < Gü( cr )
n m

De este modo, definimos

V
57

- {gH( C-
Q ) Gfl( cr^) \

y se verifica el nuevo axioma C2.

Establecidos los tres lemas, observamos que A es finito

y que 3x Vx « Entonces, la conjunción £> de A tiene

las propiedades requeridas en (l) y (2) ,

19. Teorema

Para cada K-lógica de tipo de semejanza finito, <£ ;
K

es recursivamente compacta si y sólo si la clase de las
K

estructuras finitas es RPC en .

K

Prueba:

Si la clase de las estructuras finitas es RPC en ,K

es , en especial, RPC en ^ , y el teorema 14 proporciona
K

el resultado de que no es recursivamente compacta.
K

Supongamos, pues, que no es recursivamente
K

compacta y veamos que, en ese caso, la clase J de las estructuras

finitas es RPC en • Hay un conjunto recursivo Z. ,de sentencias
K

de un tipo de semejanza recursivo T , que es finitamente aatisfacible

en ^ pero no es satisfacible en *£ . Mostraremos que hay
l> K

también un conjunto recursivo ,
P

, de sentencias tie un tipo de

semejanza finito T* , que es finitamente satisfacible en
K

pero no es satisfacible en <sL . Una vez obtenido P , el lBma 10
K

garantizaré que J es RPC en .

K

Para la construcción de P admitamos de momento que

T - T es relaciónala Posteriormente eliminaremos esta restricción.
K

El tipo de semejanza T* constará de los signos de T„u{U \
K

además de;



(i) Los signos aritméticos 0 » S •

(ii) f, un signo funcional diádico.

(iii) Q y un predicado diádico.

(iv) M fl un predicado monádico.

Podemos suponer que ninguno de estos signas nuevos

aparece en T •

Dado que poseemos los signos 0 Y S » podemos usar

la notación n con su significado habitual como nombre del

número natural n , El signo funcional f se utilizará como

sustitutivo de par ordenado. La notación f [t_,,..,t ) se
ni n

justifica por :

f^to « t

fn+l^l Vi) ’ f Vi V Vi
Con f (t,,,.,,t 1 podemos resumir una secuencia de

n
v 1 * n'

términos t,en un sólo término f ft,.....t ) . Es. pues,1 n n
v 1' * n' * '

un sustitutivo de n-tupia.

La función de Q será permitir cifrar, con ayuda

también de las expresiones f ít,,.,.,t ) , la información de

en un tipo de semejanza finito . Sea { R
n
: una enumeración

recursiva de T-( T uju\ ) . Sustituiremos las expresiones de la
K

forma

R t ...t
ni m

por

Q n f (t_|...,t ) e

m
v 1* nr

Este proceso de traducción tiene ciertas dificultades

en modelos finitos. Para salvarlos, usaremos el predicado monádico

M, que se interpretará en todo modelo *T\ como un modelo interno.

Usaremos la notación r(n) para referirnos al número

ádico del predicado ñ .

n

Asignamos, entonces, a cada fórmula ^ de tipo T
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una fórmula de tipo T* : es el resultado de sustituir

en cada fórmula atómica de la forma

R t_ • • « t r \

n 1 r(n)
por

Q n f / -v f t_ ,«• •, t , •» 1 •

r[n) v 1* * r(nJ J

Definamos, 2 * {cr* : 0“é.£ \ , Na es difícil mostrar
<•* «r

que todo modelo de 2- da lugar, de modo natural, a un modelo de 2..

Sin embargo, el proceso inverso no es factible en modelos finitos

de 2 . Por esta razón relativizaremos al predicado M las fórmulas

de £* .

Sea $ la conjunción de las siguientes sentencias de

tipo T* :

- Vx(Ux —=► Mx)
- Vx n • • e x (Mx, ^ Mx —* M gx,,,,x ) para cada signoi n i n 1 n

funcional n-ádico g de T.
K

JM. £"\
Observemos que en todo K-modelo 01 de , M es

T -cerrado y lí^ Q. M^ , Por tanta, c\ \ M^ será un K-modelo,
K

Definimos finalmente

r - ¿ít M
¡ <re.£ } u l'5^ •

Como la función que asigna a cada fórmula de tipo T la

correspondiente traducción de tipo t* bs recursiva, Y"* es

recursivamente enumerable, P posee, entonces, un conjunto recursivo

de axiomas. Supondremos, para simplificar la notación y sin perder

generalidad, que P mismo es recursivo.

A continuación mostraremos que P es finitamente

satisfacible en pero no es satisfacible en ¿ • Esto es lo

ónico que precisamos, de acuerdo con lo ya establecido, y al margen

de eliminar posteriormente la restricción de que T - r sea

relacional. Necesitamos dos lemas, que probamos a continuación,

Para obtener estos resultados.
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Lema_l_ Para cada K-mcdelo G\ de tipo T hay un K-modelo 6\*
de tipo T* tal que para cada sentencia <3~ de tipo t :

^ H ^ si y sólo si (T\ ^ cr^

Además, 5 \ 1$ .

Prueba:

Definimos ^ a partir de ^ como se indica a

continuación :

- A

O
- r

A Uto

<5\
para cada signo r de T Vj\u\ (extendiendo de

K

modo arbitrario las funciones para los argumentos en üj )
J51

- 0 - o
6Y

y S * S (la función sucesor, S, de Co , se

extiende de modo arbitrario a argumentos en A ) •

- M
CY

A

CY * * «
- f es una función inyectiva arbitraria de A *A en A

" Q “1 <n ’ frtn] í<Bl
a

rtn)>)>:
<a
l

a

r(n)>tRn
'

donde f
CY

r(n)
acuerdo con:

<n*

^ (a)

es la función obtenible a partir de
.GV

de

<5V

para cada a£A

G\* SV

l fn +l (<al Vi» 3 = f 1 <f
n
t<a l V } ’Vl> 3 Para

cualesquiera a,,...,a ,
£ a

i n*vi

Así
01* rr-i

*

M es t -cerrado en Q\ y
K

c <n r t ) i u (si r ^
K )i u

<n

de manera que CT\ es un K-modelOo

Es inmediato que para cada término t de tipo T y cada

asignación s en G"\ ,

CY*
t tsl

5^ r
t [si •

Veamos ahora que para cada fórmula de tipo T y cada

asignación s en C\ :
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CW ) G\ si y sólo si (Ti ^ Cp
M
[ si

Establecemos (-fe ) por inducción en .Es obvio

para el caso tp s
. Consideremos el caso

' n 1 r(nj

Supongamos, en primer lugar, que

^ l=- R t, ...t , , c si .

n 1 r(n)
Entonces

<^1 W t
r(n) tsl>€:Rn

y , como para cada i (líi¿r(nj ) , t ts'i
tenemos, por definición de Q , que

. *

O*
At

1

6\ ff\* • c\*
<"> f

r^n)^t l^-s^ ^n) Csl > ) > & Q

- «n*
Pero n = n y

^ G\* Sv*

V 5 W ■ f
r(n) 1

y así

6v
Q
<r\*

< n [s] , ( [s] > &

con lo cual

^ ^ 0 " W*! ‘rlnjj ts3 ■

esto es,

\=- ^ R
n
t
l
,ootr(n)^

A la inversa, supongamos ahora que

<s\*
Q

<s?

es decir,
— f^Y* U' AN"

-

r~

< n Us3 > f
r( n )t < t

1 Esl t
r,^ n j £sl>) > fe

_<s\* _si*;
Por definición de Q , y dado que n = n ■« n £sl , hay

, i •.. ,a , . tales que < a_ ,... ,a , ^ R
^

y* r l n J 1 3r(. n J n

<$\+ c^H Q+ <^*
f
r(n) [ <e l B

r(n)
> ^ = Vn) 1 Vn] t 3]’’ )

•
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_ ^
61 * <S\*

Como f es inyectiva, también es inyectiva f , .. • Así.
r(.n)

para cada i (l^i^r(n)) í

<S\*
t

-i - t
± l¿i . ti [si .

Por tanto

^ t, CS11 • • • 11 , % t a"l ^ € R
l r l n J n

y, en consecuencia,

G"\ — R t. • • • t r % Í"s3 •

n 1 r(nj u J

Esto justifica, pues, el resultado para el caso

m R^t^.^.t^^ o Si Cp es una fórmula atómica del tipo

Pt_.. .t
1 m

donde ahora P €tU{u^ i resulta que
K

sr <n
p « p

M
y <^>

« <f

de manera que es inmediato que se verifica ( ) .

Los casos - -i y tp« ( ^ da la inducción

no ofrecen ninguna dificultad. Consideremos, entonces, el caso

<f> » 3xy
Supongamos, en primer lugar, que 5"\ [si 0

Hay, en ese caso, un atA tal que £\ \=-yL s*1 • Por hipótesis

inductiva, (S\* (= [S>< 1 • Como A ■ M 6^*
, a é

* a

«f V=- Hx^Mx A ^ ) ts} ,

esto es,

(Ti* V= ( 3x y f M
[s]

,o*
y así

? M
A la inversa, supongamos que \=_ ( 3 x ^ ) [si .

Entonces €?\=- 3x(Mx ) [s] y hay, por tanto, un a e

tal que (5"'* |= [s
X

1 » Como M

en 5"V , Entonces, el supuesto inductivo nos garantiza que

6A 1= ^ [ 3>í l y» P°r tanto, que 3 x vy [si •

^
A , ’s

X
es una asignación

a

Con esto culmina la inducción y queda establecido (#)
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y, por tanto, el lema 1.

k8!üa_*\_ Para cada K—modelo de tipo T* tal que Y=-~i$ , hay

un K-modelo de tipo t tal que para cada sentencia C~ de tipo T ,

(=- es" si y sólo si (S** £=■
^

.

Prueba:

Definimos CT\ a partir de como sigue:

- A - M

<n tfl
- c * c para cada c € T

K
- g ■ g ^ A para cada signo funcional n-ádico g 6 T.

<fi> n . .

- P ■ P /\ A para cada predicado n-ádico P£ T utUS .

K

( En particular, L) * pues U°^ wf2 *
« A ) •

" Ua, »•••!&/■ %> €. Ar ( n ) : < n , f^. ^(<a_,... ,a ¡ ,">) > €.Q^ 1
n l 1’ r^n) 9 r(n) v 1 r(.n} '

i

para cada n € Co ,

Como G\> es un K-modelo y N- T , también £1 es

un K-modelo, Es inmediato, además, que para cada término t de tipo t

y cada asignación s en O
,

<51 _ <£ r n
‘ [s] ■ t tal .

Basta ahora con mostrar que para cada fórmula de

tipo t y cada asignación s en ,

(-& % )i CT\ {= Cp l^s"] si y sólo si (TÍ )f= ^sl

Este punto se establece por inducción en a Es obvio

para ecuaciones y para fórmulas atómicas de la forma

Pt,...t1 m

si P€,“ru^U\ , Consideremos, pues, el caso

Las siguientes aserciones son equivalentes:

R t,••«ti \ •

n 1 r(,rrj

ÍD; ®\>=- R
n
t
1
---t

x . tn) tal

ui) <t
xrsi t

r[r)w>tB n

5 '

, . -<S <s*> (r a\ , cí
(iii) < n f

f
t
*

>£ 81 )> é Q
r[n)'* 1 J r^nj

_£?> <fi> ^

(iv) < n [si , ( Vn) ÍJ ^ ^ 6 Q
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Cv) (Si t=-Q ñ fr(n)(tl t
rlnJ ) Cal

(Vi) «i ^=(Rt1 ...trín) f
M
tal

Por tanto, este caso esté justificado. Los restantes

casos de la inducción no ofrecen ninguna dificultad. Unicamente,en

el caso cp » 3* y se ha de tener en cuenta que

( 3x y )* M
- 3x(Mx a )

y que A - .

Establecidos, pues, los dos lemas, observamos que, por

el lema 1, P es finitamente satisfacible en y , por el
_

K

lema 2, P no es satisfacible en , Esto es lo que era preci-
K

so justificara

Sólo queda por eliminar la restricción de que C- T
K

sea relaciona!. Supongamos que este no es el caso. Sustituimos cada

constante c de Í-T
K

por un predicado monódico P y cada
c

signo funcional n-ádico g de T- T por un predicado n+l-ádico
K

r
P a Sea t el tipo de semejanza obtenido a partir de T al
g

sustituir cada constante y cada signo funcional de T- t por
K

los correspondientes predicados, que podemos suponer que no estérni

en t . Definamos,

O” * 3x P x a Vxy[P x a P y y ) para cada c fc, T - T
K

O- * VX -a.X 3y P X,a..X y A Vx,.aaX yZÍP X.aa.X y A
u
o 1 n g 1 n 1 n

^
g 1 ng

A P X.a.aX Z
g 1 n

z). para cada signo funcional n-ádico g ^T- T
K

Sea 3E él conjunto formado por estas sentencias. 3l
es recursivo si T bs recursivo.

de tipo T

- A
r

A cada modelo de tipo T corresponde un modelo GY
r

definido por

. <S\r
- P

c

Oír
- P

&

A

para cada c £ T - T

para ceda g ^ ^

K



<n
s para cualquier otro signo s G ~c ,

Si es un modelo de tipo X
T

y Cí\ , hay

un modelo 5T\ de tipo T tal que « (TV
r

. Mediante el método

usual de eliminación de constantes y signos funcionales podemos
r r

obtener una traducción cr a tipo r de cualquier sentencia

G“ de tipo T , de manera que para cada modelo de tipo T

r r
(T\ t=* c- si y sólo si O o

-

Definamos entonces,

¿ - \<S~r : ere í\ U ^

Se verifican los siguientes puntos :

(i) 21 es recursivamente enumerable y , por tanto, posee un

conjunto recursivo de axiomas.

(ii) El tipo de semejanza T de í. tiene la propiedad de

r
que T - T.

K
es relacional.

(iii) es finitamente satisfacible en , pues lo es •

K

(iv) : ¿ no es satisfacible en ^ , pues 21 no lo es •

K

Usando ahora la parte ya establecida del teorema, conclui-

mos igualmente que la clase J de las estructuras finitas es RPC

en , Esto justifica, entonces, el teorema 19.

20. Teorema

Para cada K-lógica de tipo de semejanza finito, i
K

Si ^ es recursivamente enumerable para validez, entonces
K K

es recursivamente compacta.

Prueba:

El argumento es análogo al del teorema 15, pero usando

ahora adicionalmente el teorema 19.

Supongamos que es recursivamente enumerable para
K

validez pero que no es recursivamente compacta. Por el teorema
K
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19 tenemos que la clase de les estructuras finitas es RPC en «£ •

K

Hay, pues, un tipo de semejanza finito r que contiene un predi-

cedo monádico V y hay una sentencia 4 de tipo r con las

siguientes propiedades:

(1) En cada K-modelo ^ de 6, es finito y no vacío#

(2) Para cada n>/l, hay un K-modelo (T\ de ^ en el que \V
<r\- n 7

Por el teorema de Trahtenbrot citado en el teorema 15,

hay un tipo de semejanza finita y relacional , que podemos

suponer disjunto de T , en el que el conjunto de las sentencias

verdaderas en todos los modelos finitos no es recursivamente

enumerable»

Como en la prueba del teorema 15, podemos justificar

que para cada sentencia o
- de tipo *r^ ,

(•* ), o* es verdadera en todos 109 modelos finitos si y sólo si

1= ( & o-
V
) .

Dado que es recursivamente enumerable para validez,K

el conjunto de las sentencias válidas en del tipo de semejanza

Tur
o

K

es recursivamente enumerable. Pero en ese caso también lo

es el conjunto

i <3 "

o- es de tipo T
0

v-
K ( <£ ®

v
) \

De acuerdo con )., este es el conjunto de las sentencias de tipo

T-g que son verdaderas en todos los modelos finitos y, por tanto,

no es recursivamente enumerable#

Así pues, es contradictorio admitir que v
es

K

recursivamente enumerable para validez pero no es recursivamente

compacta#

21. Corolario

Para cada K-ldgica de tipo de semejanza finito, :
K

*£’ e9 recursivamente enumerable para validez si y sdlo si
K

es recursivamente enumerable para consecuencia •

K



Prueba: por los teoremas 20 y 16

22. Contraejemplo

Hay una lógica de tipo de semejanza recursivo r
K K

que es recursivamente enumerable para validez pero no es recursiva-

mente enumerable para consecuencia.

Prueba:

Se trata de una versión de co -lógica • Ha sido introdu-

cida en 1.5.3 , Su tipo de semejanza es r ■ {c : n£Oj\
K n

*

y la clase K se define por :

K - (<S\: A

Por tanto,

es un K-modelo si y sólo si ^ c^ : n toJ \ .

Veamos en primer lugar que

í C
n

: \ .

(1) no es recursivamente enumerable para consecuencia.
K

0e acuerdo con el teorema 15, basta con mostrar que

no es recursivamente compacta, Pero esto es obvio, pues si
K

c es una constante distinta de las de <| c : n fe u» 1 . el

conjunto de sentencias

'Cícc^ : ntuii

es finitamente satisfacible en pero no es satisfacible en ,

K K

Veamos a continuación que

(2) es recursivamente enumerable para validez.
K

El motivo es que la lógica de primer orden es recursiva-

mente enumerable para consecuencia y que en todo tipo de semejanza

r
9 para cada sentencia cr de *r :

(* )¡ 1= cr ai y silo si {uc : neoj\ cr

K n

Para establecer (% ), supongamos primero que cr es

consecuencia en primer orden de ■} Uc : n£.<-o^ y veamos que )== cr
n K
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Sea G\ un K-modelo arbitrario . Dado que para cada nétu f

£\ ^ Uc , tenemos que <S"\ t=-CT . Así pues, cy

Ahora supongamos que CT” es K-válida y veamos que

{Uc s n£.u>3 t= c*
• Sea un modelo de •) Uc : né.oj^ . Mostré-

ramos que £\ <T „ Por el teorema de LÜwenheim-Skolem, hay un

modelo 0^ numerable tal que (T\ S Cí\ (podemos suponer que. el

tipo de semejanza T de es numerable dado que en cs“ no hay

más que un número finito de signos ) • Bastará, pues, con establecer

que c~
, Sea m un número natural tal que

para cada k > m , c, no está en cr- ,

k

Definimos un modelo £- de tipo T por

- C

c <fi> , -)
- r * r para cada signo rfc T-^c : k > m \

K

- cF ■ b,, -v , para cada k > m
, donde \ b : neoj\

k (k-mj-l c
n

1

es una enumeración arbitraria de U

Asi U ■* ] c C
: nfcCoí , de manera que H es un K-modelo ,

1 n >

Como G” es K-vélida, ^ ^=-<3". Pero B » C y para cada signo

r que aparece en er
, r^*** r

1"
, de modo

. que 6^ V=cr •

Esto justifica ( Hr ) y el punto (2) ■

Obsérvese que este ejemplo muestra también que en los

teoremas 19 y 20 la restricción de que T sea finito no es elimi-
K

nable.

Una última elaboración del teorema de Graig-Vaught nos

proporciona el siguiente resultado:

23. Teorema

Si ¿C es una lógica de tipo de semejanza finito t, y í es

un conjunto recursivo de sentencias de tipo de semejanza finito 7 ,

hay un tipo de semejanza finito t' que extiende a T y posee un

predicado monódico M y hay una sentencia c
- de tipo T

1

tal que
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: Cp es de tipo T y cr )==- Cp
M ^

Prueba:

Modificamos la teoría ó* del teorema 13, Los grupos

de axiomas A y B son finitos dado que t* es finito. Como Z- es

recursivo, hay una fórmula ^ (x) que representa a los números

de Gfldel de las sentencias de ¿ en Al-All. Admitimos además que

(x) V=- Nx • Cambiamos entonces el grupo C de axiomas por

los siguientes:

Grupo C de_axiomas__de

Cl, Vx( c^(x) —^ Vx )
C2, Vxy(ASIG x a Vy —=* SAT x y )

Dado que no hemos modificado los grupos de axiomas A y B,

tenemos, como en el teorema 13, que

x M
LBma_l_ Para cada sentencia de tipo T ,

ri^—) ,

Los siguientes lemas difieren de los del teorema 13,

LemaJ^ Para cada ^>6Í , A V= ^ ,

Pues, si tftí , tenemos V=- <p( r,p
n ) y por Cl,

A ^ v rtp* . Así, el lema 1 proporciona el resultado.

Lema_3_ Para cada K-modelo 6S de Z. hay un K-modelo de k,

tal que ( (S"\ f T ) l *= ,

La prueba es análoga a la del lema 3 del teorema 13,

^ se define como allí se indica, con la salvedad de que ahora

(P> es un modelo de ¿ y no de un subconjunta finito de Z.

y que ahora ponemos

v
0'- \

Sea, entonces, Cr- la conjunción de los axiomas de &

y veamos que <sr cumple las condiciones requeridas.

(l) Si Cp es una sentencia de tipo T tal que Z. ^ <p y C\

es un K-modelo de cr , tenemos, por el lema 2, que para cada



( , por el grupo B de axiomas de A, , tenemos que

M
^

es T-cerrado y que 5 M
n

. Así, ((J\ f t)\ M° es un

K-modelo de X y, por tanto, . En conclusión,
^ 'F=: . Esto justifica que si 21 ^ , entonces cr ^ ^
para cada sentencia ip de tipo t .

[2) Si <P es una sentencia de tipo r y c \= <p
^

y (S^es

un K-modelo de , tenemos, por el lema 3, un K-modelo ^ de

tal que ( f T ) \ *= Os „ Entonces Va y , por

/rr M
tanto, GS tp , Esto muestra que si crfe , entonces

X *p 1 Para cada sentencia Cp de tipo t ,

De (l) y (2) se sigue entonces que

[<f : ZL f=- <f ] - 1 : <f’ es de tipo T y ir^ 'f” 1

Para finalizar el estudia de las diversas formas de los

teoremas de compacidad y completud para K-lógicas, ofrecemos unos

ejemplos que muestran que ciertas combinaciones de propiedades

puedBn tener lugar.

24. Ejemplo .

Hay una lógica *ZÍ de tipo de semejanza finito T
K K

que es recursivamente compacta pero no es Co-compacta.

Pruebas

El tipo de semejanza T consta de los signos de la
K

aritmética 0 ,S , + ,
• ,< . La clase K está formada

por los modelos de la aritmética de Feano que no son elemental-

mente equivalentes al modelo

IN .<<±>, o, s, + ,
•

, <> .

Los axiomas de la aritmética de Peano, AP, están

detallados en el apartado de notación. Recordemos que la teoría

completa de números , TCN, es el conjunto de las sentencias verde-

tiaras en IN ,
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Así pues,

tf\*

para cada modelo &\ de tipo

K si y sólo si Cf\ t=- AP y <£\ ^ TCN

(i) =/ no es -compacta,
K

El conjunto de sentencies TCN U jVx Ux^ es numerable

pero no es satisfacible en . Veamos quB, sin embargo, es finita-
K

mente satisfacible en J. • Esto justificará el punto (1) . Sea Z.

un subconjunto finito de TCN . Mostraremos que Z U |Vx Ux^
tiene un K-modelo. AP u Z es un conjunto recursivamente

enumerable de enunciados y ÍYl AP o 2-
, Así, por el

teorema de incompletud de GBdel, hay una sentencia c" de tipo T
K

tal que

|YsÍ cr pero AP vi Z ,
■

Entonces AP u Z U \ ""> cr ^ tiene un modelo G\ , Como G\ \= AP

y C\ —11 or , <5\ t K ■ Sea 6A la expansión de G\ al tipo

T u{U^ en la que U
G '

* A • Resulta entonces que 6"\ es
K

*

un K-modelo y 6\ p ¿Cu^Vx Llx \ • Esto es precisamente lo que

había que justificar.

( 2 ) es recursivamente compacta.

Sea Z un conjunto recursivo de sentencias de un

tipo de semejanza recursivo T y supongamos que Z es finita-

mente satisfacible en . Mostraremos que Z es satisfacible
K

en o Sea £¡, el siguiente conjunto de sentencias:
K

(i) para cada íp 6. AP

lu) UO

(iii) Vx(Ux —* U Sx)

(iv) Vxy(Ux * Uy ■—^ Ux+yAUx*y)

Obsérvese que en toda K-modelo CT\ se tiene G\ P & ,

Por tanto, Z u es satisfacible ( en primer orden ) , Definan

P « | a- ¡ 2u£i p cr
U

y cr
-

es de tipo ^ .

Como lü /I es recursivamente enumerable, también

mes:
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bs recursivamente enumerable. Pera además ^ es satisfacible (en
primer orden ),pues X. U & lo es y si es un modelo de X o &

es T -cerrado y ( GA f T ) l fe=. P , Entonces, por

el teorema de incompletud de GÜdel, hay una sentencia a~ de tipo

"£ tal que

!N pero

i

En ese caso ¿ufa cr^ , de manera que X. U^vA"'tiene
un modela • Como !=• es 7j^-cerrado en (S^ y

t CJS ^■7^)\U
U^

l=- AP o Pero además ((% [ T ) \ -» cr ,

pues 6S K -

» o" „ Así ( 6S ^ t^) l €:K y , por tanto,

es un K-modelo de ¿ , Este establece el punto (2),

25. Ejemplo

Hay una lógica J ,de tipo de semejanza finito f
K K

que es compacta pero no es recursivamente enumerable para validez.

Prueba:

El tipo de semejanza f es, como en el ejemplo
K

anterior, el tipo de semejanza aritmético. La clase K está forma-

da, en este caso, por los modelos elementalmente equivalentes

a M , esto es,

k - I G\. 6\s \u } .

Obsérvese que , en ese caso,

<Tl £ k si y sólo si <S\ TCN .

Sea & el siguiente conjunto de sentencias:

(i) y para cada C^E.TGN ,

Ui) uo

(iii) Vx(Ux —* USx)

(iv) , Vxy(Ux a Uy ^ U x+y nU x«y )

Resulta entonces que para todo modelo 6\ :

(5\ es un K-modelo si y sólo si CT\ H5
•
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Por tanto, para cada conjunto de sentencias :

¿ tiene un K-modelo si y sólo si £ u k tiene un modelo .

De aquí que sea compacta. Si ^ fuera recursi-
K K

vamente enumerable para validez, sería recursivamente enumerable

el conjunto

j : Vx Ux (= y o* es de tipo T ^ ,

Pero este conjunto es precisamente TCN , que no es recursivamente

enumerable. Por tanto, no es recursivamente enumerable para
K

validez.

Obsérvese que una situación análoga se da con cualquier

clase de modelos de la forma

K - { 6S : GS ^ GA ^
si la teoría completa del modelo no es recursivamente

enumerable.
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NOTAS AL CAPITULO II

Los resultados de este capítulo son originales en

su totalidad . En los teoremas 7,8 y 9 se adaptan pruebas

establecidas para resultados análogos de lógicas abstractas, pero

en el resto no hay resultados paralelos de los que tengamos

noticia • Un teorema de Craig & Vaught ( véase Craig & Vaught

(1958)) ha sido fuente de inspiración para numerosos resultados.
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CAPITULO III ; COMPACIDAD EN tW-LOGICAS

1. INTRODUCCION

1*1 Ya hemos podido observar alguna diferencia entre 1W-lógicas

y K-lógicas en lo que atañe a compacidad s las AY\ -lógicas

Lo-compactas son precisamente aquellas en las que es

RPC^ , y esto no es así para K-lógicas en general (véase II.8

y II.11 ). Es natural, por tanto, dar un tratamiento específico a

las W -lógicas e indagar si existen más diferencias interesantes.

En 11,24 se ofreció un ejemplo de una K-lógica recursivamBnte

compacta^pero no (+> -compacta, pero no se trataba de una W-lógica.

Este capítulo surgió de la pregunta acerca de si existen t\\-lógicas

con tal propiedad. La respuesta es positiva y conduce a caracteriza-

ciones de co -compacidad y compacidad recursiva para AY\-lógicas

asociadas a modelos numerables.

1.2 Si TY\ es una estructura finita, la lógica ss

compacta y, por tanto, no hay nada que investigar en lo que respecta

a otras versiones más débiles de compacidad. Exponemos a continuación

el argumento que muestra que si 'tW es finita, compacta.

Sea la teoría completa de , es decir, el

conjunto de sentencias de tipo verdaderas en YV1 , y sea P
el siguiente conjunto de sentencias;

/ A U K

(ij tf para cada cp fe •

(ii) 3x Ux

(iii) Uc para cada constante c €

(iv) Vx.o•*x (Ux, N.•• a Ux -^> U fx •..x ) para cada
1 ' 1 n

v 1 n 1 n

signo funcional n-ádico f & .

Dado que TIA es una estructura finita,

de tipo :

G\ ^ AAtA si y sólo si 6\ \=- £►

para cada modelo
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Por tanto, para cada modelo ^ ,

O es un Ht-modelo si y sólo si \== ^ ,

Así, para cada conjunto de sentencias 21 ,

21 tienB un 1H-modelo si y sólo si ¿uP tiene un modelo.

Entonces, si es un conjunto finitamente satisfacible

en , ¿oP es finitamente satisfacible (en primer orden ).
Por compacidad de primer orden, luP tiene entonces un modelo,

Pero en ese caso, 21 tiene un tVl -modelo . es, pues,

compacta.

1*3 En el caso de estructuras infinitas, la situación es

muy distinta: si 'TT'l es una estructura infinita de cardinal k ,

entonces la lógica no puede ser ^-compacta para ningún

cardinal p > K .La razón es que, si las constantes { c^
no son de f el conjunto de sentencias

u i= v v \
es finitamente satisfacible en pero no tiene ningún -modelo.

Por tanto, si *XY\ es un modelo infinito de cardinal \s , todo

lo que podemos aspirar a obtener es una lógica K-compacta •

trv

A la vista de esto definimos:

1.4 Definición : Modelo compacto

si Tu es un modelo infinito de cardinal K ,

%

‘Ttl es compacto si y sólo si es K-compacta •

TYl

Resulta más natural formular ciertas propiedades en

términos del modelo que en términos de la lógica •

trv
Usaremos frecuentemente las siguientes definiciones:

1.5 Definiciones

, (i), tu es ^-compacto si y sólo si es K-compacta •
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(2),
/\f\ es recursivamente compacto si y sólo si XW es

recursivamente compacta»

1.6 Obsérvese que, de acuerdo con estas definiciones, un

modelo infinito 'XW de cardinal K es compacto si y sólo si

es K —compacto•

1.7 La cuestión que parece ser interesante es la de determi-

nar qué modelos son compactos. En los próximos apartados se darán

algunas respuestas. Obsérvese que es natural restringirse, a estos

efectos, a considerar.modelos lYX cuyo tipo de semejanza

tenga, a lo sumo, la cardinalidad de XW , pues todo tipo de

semejanza considerado debe incluir a

Veremos que los modelos compactos estén muy relacionados

con los modelos saturados. En el próximo apartado recordaremos la

definición de los modelos saturados y expondremos los resultados

necesarios para este capítulo. Los teoremas que obtendremos muestran

que los modelos numerables compactos son los modelos numerables

saturados y que los modelos numerables recursivamente compactos

son los modelos numerables recursivamente saturados.Pero en el

caso no numerable ya no se da este paralelismo : si bien todo modelo

no numerable y saturado es compacto, hay modelos no numerables y

compactos que no son saturados.

1.8 Estableceremos ahora un lema que contribuiré a simplifi-

car las pruebas posteriores. Tiene que ver con lo siguientes conside-

remos una estructura XX\ y un conjunto de sentencias 2— que

es finitamente Itl-satisfacible. A efectos de probar que 21 es

XX\ -satisfacible es, a menudo, deseable poder suponer que

21 \=- Vx Ux , de manera que en todo modelo R de 1 ocurra

U
6'
r y, así, ■ &\ | . El lema justifica que siempre

se puede efectuar esta suposición sobre 51 a efectos de establecer

la compacidad de XW • Ofreceremos después una versión recursiva

del mismo lema*
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1.9 Lema

Supongamos que Ví\ es una estructura de cardinal infinito y

que ^ es un cardinal infinita tal que feK , Bajo estas

hipótesis;

Si todo conjunto 2. de ¿ y sentencias que verifica 21 Vx Ux

y. es finitamente^ W-satisfacible es 'W-satisfacible, entonces

m es ^-compacto.

Prueba;

Supongamos que , k y verifican las condiciones

indicadas y que T es un conjunto de a Id sumo yi sentencias

finitamente
/\YK -satisfacible. Mostraremos que T es Itl -satisfaci-

ble.

Para cada signo rfeT^tU^ escogemos un signo distin-

to r' no presente en el tipo de semejanza T de T ( una

constante si r es una constante, un signo funcional n-édico si r

es un signo funcional n-ádico y un predicado n-ádico si r es un

predicado n-ádico ), En particular, U* es un predicado monádico

nuevo correspondiente a U • Sea f un signo funcional monádico que

no aparece en T \j \r‘: rfeT^\ y definamos,

T
v
- TU {r‘ : ré Ty^lu\ \ U [f ) .

Para cada sentencia tp de tipo T sea cy' la sentencia

de tipo t' obtenible al sustituir cada signo r de T^u\u\
presente en por el correspondiente signo r

1
, y sea

T* » \ i ¿ T ]
Sea r el conjunto de sentencias de tipo que expre-

san en cada.modelo C\ que U
1 ^ está cerrado respecto al tipo de

semejanza ir* : rfeT*^ y que f
CT

es un isomorfismo entre C\ [ T^
y ( \ { r' : r fe 1*^ ) 1 U*

^
o Concretamente, p* consta de las

siguientes sentencias:

para cada constante c fe •(i) U c
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(ii) Vx^. ,,xn (Ux^A .A Ux^ —*> U gx^...x ) para cada signo

funcional n-édico g € .

[iü) Vx[u*x <—^ ]y fy « x )

(iv) Vxy( fx fy —> x «y )

(v) Vx....x ( Rx_...x ^—x R*fx_...fx 1 para cada
.l n i. n i n

predicado n-ádico R fe .

(vi) Vxr . .x^t f gx^...xn g'fx^...fxn ) para cada signo

funcional n-édico g fe •

(vii) fe ^ c* para cada constante c fe X^n •

Sea, finalmente,

- T*u r (j {Vx Ux \
De este modo, 51 es un conjunta de fe p sentencias de

tipo T 1
y I |= Vx Ux . Veamos que

(i) £ es finitamente tti -satisfacible.

Yi t • • • ,

Sea A un subconjunto finito de

<pm las sentencias de T tales que

'f’i • * - * * % e

y sean

Por hipótesis, í a ... a <p ) tiene un Tfl-modelo C\ , Como

^
’ 1 * m

I U I » K. , tenemos que K — I A \ .El teorema de Lüwenheim-

Skolem-Tarski descendente nos garantiza que tiene una

subestructura elemental GS de cardinal K y tal que: £ B .

Por ello

t®. r - i W iu°
y, en consecuencia, (SS es un TV\-modelo de ( tl A -* Tm i
de cardinal K . Como IU l* K , hay una biyeccidn F entre

B y .

Definimos un modelo £. de tipo t' mediante las

siguientes cláusulas:

(i) C B
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(ii) U = C

(-1Ü): R^ = | <a
1

a
n
-> : «.F^) F(a) > €. \

para cada predicado n-ádico R £ *7^, .

(lv) g o | <a^, ■ • ■ » a
n+ j'> : 9 ( <-F(a^),...,F(an

)>) "B a
n+ ^)

para cada signo funcional n-édico g £ *

(>) c

(vi) r'
c

(vil) f
11

(viii) r
a

F
1
(ca> ) para cada constante c e. .

para cada signo r £ \ .

para cualquier» otro signo r de T .

Obsérvese que cada signo r t r^u^ ^ 88 interPreta

en del mismo modo que el correspondiente signo r* en ü .

Por tanto, para cada sentencia <p> de tipo T ,

cp si y sólo si £. c^
v

y así

C 1F [ A ...A <pñ ) •

No tiene ninguna dificultad verificar que las restantes

sentencias de A también son satisfechas en C. . Además ZL es

un m -modelo, pues

(Ef 7-^)1 U
c

- tK Ü((BtT)lu a
.

»n

Asi pues, C es un 1T\ -modelo de A . Esto justifi-
ca el punto (l) ,

Como 5L |f=- Vx Ux y \'í \ 4 K , se sigue de (l) y

de la hipótesis del lema que 2. es 'tVl-satisfacible. Veamos

ahora que

(2) T es iTl-satisfacible.

^ de

de tipo

Dado que es ^V\ -satisfacible, hay un modelo

c Construimos ahora a partir de CD un modelo <T\

T como se indica a continuación :
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[i) A « D

Ui) r
51
. r*® para cada signo rfei^u lu\

(iü)
G\
r •

©
r para cualquier otro signo r e "V\ ■

Como todo signo réT^U {U^ sq interpreta en (5A del

mismo modo que el correspondiente signo r‘ en CD , tenemos

que para cada sentencia de tipo t i

6A ^ si y sólo si O ,

Entonces T , pues y (<^J:Cp€.T"^X.
Pero además (5T es un TW -modelo, pues U* ® está cerrado en

G} respecto al tipo de semejanza ^r' : rfeT^^j y f
^

es

un isomorfismo entre

© IX y (<S> |V = r éTm]) |u'° ,

en cuyo caso es t-cerrado en (Ti y
"hr\

- (© [ Ir 1
: re-r^ )|u

,Q>
^ (©t )|u

m
.

Así pues, GT es un TU-modelo de T . Esto justifica

el punto (2) y el lema.

1.10 Lema

si va es una estructura infinita de tipo de semejanza recursivo

y todo conjunto recursivo X. de ¿sentencias que es finitamente

TVl -satisfacible y verifica X VxUx es TU -satisfacible,

entonces Ttl es recursivamente compacto.

Prueba:

La prueba es paralela a la del lema 1,9 . El tipo de

semejanza t* se puede suponer recursivo y , por hipótesis,

el conjunto de sentencias T es recursivo. Entonces también son

recursivos T* y X. . Los argumentos son, por lo demás, los

mismos.
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2, MODELOS SATURADOS

Este apartada está destinado a definir ciertos conceptos

de teoría de modelos que serán usados en el resto del capítulo. La

terminología se ciñe a la utilizada en Ghang & Keisler (1977) ,

Asimismo pueden encontrarse en el mencionado texto todos los teoremas

que exponemos aquí y sus correspondientes pruebas. También son

pertinentes a este respecto Ghang (1973), Vaught (1961)
Sacks (1972) • Para la saturación recursiva véase Barwise (1975)
Barwise & Schlipf (1976) y Schlipf (1978) .

2.1 Definición : cu -saturación .

Un modelo <S"\ es co-saturado si para cualesquiera

a^,...,en
A , todo conjunto de fórmulas £(x) del tipo de seméjanza

de <£\ ,a_ ,... ,a *> consistente con Thl<^ ,a. ,a )i n 1 n

es realizado en < <f\ ,8^ a
n
> •

Informalmente hablando, en un modelo co-saturado

toda propiedad no contradictoria y expresadle nombrando a lo

sumo un número finito de elementos de A es poseída por algún

elemento de A «

2.2 Definición ! ^-homogeneidad ,

Un modelo 6*1 es cu-homogéneo si para cualesquiera

a. , *,, ,a ,b_ ,,,, ,b 6. A tales que
i ni n

<rV a
l

an> = <^ b
l ^

y para cualquier a ^ A hay un b E A tal que

<<r,a
i va> s «r\b11 ...,bn

,b'> .

En particular, se entiende que para cada a£A hay

un b 6. A tal que

< (S\ a 7 3 ^ £\ b ^

2.3 Definición ¡ co^-universalidad •
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Un modela ÍT\ es to^-universal si todo modelo

numerable — (S'V es elementalmente inmersible en (S'l ,

esto es f CS*> CTl .

Los modelos Co^-universales son modelos grandes, en el

sentido de que poseen dentro de sí subestructuras elementales que

representan todos los tipos de isomorfía de los modelos numerables

de su teoría completa.

2 0 4 Lemas

(1) Si S\ es un modelo numerable y de tipo de semejanza numerable,

(T\ es Cú —saturado si y sólo si es tu-homogéneo y co^-universal.
(2) Hay modelos numerables y de tipo de semejan z a numerable que :

son to^-unlversales pero no son tu-saturados,

(3) . Hay modelos numerables y de tipo de semejanza numerable que

son LO-homogéneos pero no son U3 -saturados.

2.5 Ejemplos

(1) El modelo *» <cu, 0, S,-t ,
*

, «4. es Lj-homogéneo,

pero no es tu^-universal ni (-0 -saturado. De hecho, no hay

ningún modelo numerable de la aritmética de Peano, AP, que sea

i; tUj-universal.
(2) Todo modelo de la teoría del orden denso sin extremos es

Cu -saturado•

(3) El modelo es ^-homogéneo pero no cu-saturado.

Su teoría completa posee un modela numerable cu—saturado ( su

tipo de orden es cu +- (ui*+ua ) y un modelo to -homogéneo

no isomorfo a < tu , < ^ que tampoco es cu -saturado(su tipo de

orden es co-t-( lo) ).

(4) Todo modelo numerable de la teoría de los cuerpos algebraica-

mente cerrados de característica nula es Cu-homogéneo.
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2.6 Lemas

(1) Si I es una teoría consistente de tipo de semejanza numerable

y para cada n étd hay sólo un número numerable de conjuntos máxima-

mente consistentes de fórmulas 2" (x^,,..,x } consistentes con T,

entonces T posee un modelo numerable U> -saturado.

(2) En particular, pues, si T es una teoría consistente de tipo

de semejanza numerable y hay sólo un número numerable (salvo isomor-

fía ) de modelos numerables de T, T tiene un modelo numerable

co -saturado,

(3) Todo modelo numerable de tipo de semejanza numerable posee

una extensión elemental numerable y co -homogénea,

(4) : Cualesquiera dos modelos numerables Co-saturados y elemental-

mente equivalentes son isomorfos,

2.7 Observaciones

Los conceptos de co -saturación y oo-homogeneidad

son un instrumento indispensable en el estudio de los modelos

numerables de las teorías completas. Pero, además, han contribuido

a uniformizar muy diversas pruebas de resultados clásicos de teoría

de modelos.

Estos conceptos poseen una versión generalizada a

otros cardinales y, en el caso de la cj-saturación, una versión

recursiva. Las exponemos a continuación,

2,0 Definición i Saturación recursiva

Un modelo <S*\ de tipo de semejanza recursivo es

recursivamente saturado si para cualesquiera a. ,,.,,a e A
i n

todo conjunto recursivo de fórmulas (x) del tipo de semejan-

za de <C\ a, , •, • ,a > consistente con Th(<<T\ a, ,. • • ,a > )1 9
n 1 n

'

es realizado en <(H a. ,,,,,a > .

2,9 Lemas



(1) Todo modelo recursivamente saturado de tipo de semejanza

recursivo es CU-homogéneo.

(2) Todo modelo numerable de tipo de semejanza recursivo posee

una extensión elemental numerable y recursivamente saturada.

2.10 Observaciones

De 2.9 (2) se desprende que toda teoría consistente

de tipo de semejanza recursivo posee un modelo numerable recursiva-

mente saturado, Pero puede tener varios modelos numerables y

recursivamente saturados no isomorfos. No hay versión recursiva

del teorema de unicidad 2.6 [4) ( aunque sí hay un cierto teorema

de pseudo-unicidad, que aquí no usaremos, para modelos numerables

recursivamente saturados ) •

La aritmética de Peano no posee ningún modelo numerable

y 60 —saturado, pero sí posee modelos numerables recursivamente

saturados. Asi pues, los conceptos de cu-saturación y saturación

recursiva no coinciden para modelos numerables.

2.11 Definiciones

Sea fc un cardinal infinito.

(l) Un modelo G\ es -saturado si para cada subconjunto X

de A de cardinal menor que K , todo conjunto ¿ lx) de

fórmulas del tipo de semejanza de ^ (T\ a }
^

consistente
a é. X

con Thf^^a ^ es realizado en <(5^^ a ^ •

aé. X a fe, a

(2) Un modelo 61 es K -homogéneo si para cada ordinal ^ < K.

y cualesquiera secuencias <a^> , de elementos

de A tales que

^ ^ £\V%
=:’ *

y cualquier a £ A , hay un b €=. A tal que
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(3) Un modelo 6"\ es K-universal si todo modelo ©s de

cardinal menor que tal que (S^= (T\ verifica: <5*, .

2.12 Lemas

(1) Si el tipo de semejanza de 6"V es de cardinal ^
,

6\ es K -saturado si y silo si 6\ es K -homogéneo y K^-universal,

(2) Si (T\ es un modelo infinito de cardinal K y &V es ^-satura-
do, entonces K >/ ja , En particular, £T\ no puede ser W^-saturado .

(3) Si (S\ es un modelo infinito de cardinal £2 y el tipo

de semejanza de ^ es de cardinal * , entonces GA posee

«Y*
una extensión elemental de cardinal 2 que es K-saturada.

2.13 Observación

Como se indica en 2,12 (2), un modelo de cardinal

es a lo sumo K-saturada, Esto justifica la siguiente definición:

2 0 14 Definición : Saturación

Un modelo S\ de cardinal K es saturado si es

K. -saturado,

2.15 Ejemplos

(1) Si T es una teoría K-categórica, el único modelo de T

(salvo isomorfla ) de cardinal *s es saturado. En particular,

el modelo de cardinal oj de la teoría completa de <to,0,S'>

es saturado,

(2) Si T es la teoría de las relaciones de equivalencia con infini-

tas clases de equivalencia y todas infinitas, el único modelo

saturado de T de cardinal Cu^ (salvo isomorfía) es el que cuenta

con clases de equivalencia y todas de cardinal ■ Sin embargo,

T posee co modelos no isomorfos de cardinal .

(3) No hay ningún modelo de la teoría del orden total que sea

saturado y tenga cardinal singular. En particular, la teoría del
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orden denso sin extremos no posee modelos saturados en los

2 o 16 Observaciones

Los '.modelos saturados cumplen un teorema de unicidad

análoga a 2.6 (4) „ Sin embargo, la existencia de modelos saturados

es más problemática que en el caso numerable. En 2.15 (3) se

menciona el caso de una teoría que no posee modelos saturados de

cardinal singular, Pero incluso la existencia de modelos saturados

de cardinal regular presenta dificultades, y no siempre se puede

establecer. Para ciertas teorías, como la teoría del orden denso

sin extremos, es precisa la hipótesis generalizada del continuo

para garantizar la existencia de modelos saturados en todo cardinal

regular. De hecho, la existencia de un modelo saturado de cardinal

CO de la teoría del orden denso sin extremos es equivalente

( en ZFC) a la hipótesis del continuo.

2.17 Lemas

(1) Cualesquiera dos modelos saturados del mismo cardinal

elementalmente equivalentes son isomorfos,

(2) Bajo la hipótesis generalizada del continuo:

Todo conjunto de a lo sumo K sentencias que tenga modelos

tiene un modelo saturado en cada cardinal regular mayor que

2.18 Observaciones

Los modelos saturados tienen múltiples aplicaciones en

teoría de modelos, A pesar de que en ocasiones su existencia

dependa de axiomas conjuntistas adicionales, las resultados que

se obtienen aceptando su existencia son, a menudo, independientes

de tales axiomas y se puede garantizar que son obtenibles también,

posiblemente con más trabajo, sin ellos.

Un sustituto de los modelos saturados, que no presenta

tantos problemas de existencia, son los modelos especiales, que

y

infinitos

K .



definimos a continuación :

2.19 Definición i Modelos especiales.

Supongamos que es un modelo de cardinal V< y que

I es el conjunto de los cardinales menores que K , Entonces :

vi' es especial si y sólo si hay una cadena de modelos

tal que

(i) Si é- I y |4 < k * entonces

un ^ - usif
(iii) Para cada es ^-saturado.

2,20 Lemas

(1) si es un modelo de cardinal regular Vn
t

<r\ es saturado si y sólo si £T\ es especial

(2) Cualesquiera dos modelos especiales del mismo.cardinal y

elementalmente equivalentes son isomorfos.

(3) Si Kv es un cardinal tal que K » sup { 2** : y ^

es un modelo infinito de cardinal á K cuyo tipo de semejanza es

de cardinal < K, entonces S*\ posee una extensión elemental

especial de cardinal \s .

2,21 Observación

La condición K = sup { 2
^

: es satisfecha

por cardinales no regulares. Así, por ejemplo, y 3^^ la

cumplen , Por tanto, la teoría del orden denso sin extremos sí

tiene modelos especiales de cardinal Su, y Suu ■
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3. MODELOS COMPACTOS NUMERABLES

En este apartado obtendremos una caracterización de los

modelos numerables compactos: son los modelos numerables saturados.

3.1 Teorema

Todo modelo de tipo de semejanza numerable to-compacto es <j->-saturado.

Prueba:

Sea HTt un modelo de tipo de semejanza numerable

y supongamos que W es to -compacto. Sean a., ...,a fe M y
1 n

X (x) un conjunto de sentencias del tipo de semejanza de

</VY\ a^,...^^ que es consistente can Th( ^X\\ a^, •.. »an '> ) •

Sean c. , ...,c las constantes que en 4^C(\ a. ,. •. , a ”>

denotan a ( estas constantes no son de ) □ Hay

un conjunto (x^,■■•,xn ,x) de fórmulas del tipo de semejanza

tal que

£ (x) - 3L (c^ c
n
,x)

Sea |''prn
( x i»- , -> x

n
' x ) : una enumeración de (x^.. • ,xn>x)

y definamos para cada m fe <-o :

m
(x1 ,...,xn

,x) - <f0Cx 1 .....xn
,x) A... A <fm (x1 x

n
,x) .

Sea f un signo funcional n-ádico que no aparece en

y definamos para cada mfeco,

®m “ Vxl" ,X
n

1 3x Tmt*l X
n
,x) fm txl , " ,,Xn

,fxl -,,Xn

Sea, finalmente,

A ** : mfeColu’Wx Ux}

Veamos en primer lugar que

(l) A es finitamente *XX\ -satisfacible.

Sea A
Q

un subconjunta finita de A . Hay entonces

un m fe to tal que

^ \% O ÍVx ux
1
! .



146

Definimos un modela 'VC\ de tipo de semejanza

por:

[1] irT^. tn

C±i) U
W<

= M

(iii) Para cualesquiera b , *.,,b fc M ,

a) Si tn 1= 3xY0(x 1 ,...,xn
,x) , f [<b 1 ,...,bn

> )
es arbitrario*

b) Si j es el mayor índice £ m tal que

TU t=-3xyj (xi,... , x
n
,x] £ b

i b^ ,

podemos escoger un b €M tal que

^ VxJ [ bi>-"’ bn’ b 3
en cuyo caso para cada i *=. j

'TU t=L yi (x1 ,... l xnl x) ^b1 ,... ( bnl b'3 ,

y definimos

'XV?
f (<b 1 ,...,bn

>) « b .

De este modo •m* 6 para cada j ¿ m . Como, además,
TTÍ* “

u - m , irr es un ^TTl -modelo de . Esto justifica el

punto (l) , Como, -por hipótesis, UT\ es co-compacto y & es

numerable, tenemos que

(2) ¿A es Hl -satisfacible.

Hay, entonces, un "fU-modelo de A , Resulta

así que

(<s\ f tJ\uT- (S\t"r^ y «s\ i*W .

Podemos suponer, pues, que

-m - crxv t-w-». •

Por hipótesis ¿L (x) es consistente con Th(<U\ a
^ t
... ( tt> )

y , por ello, para cada méto,
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vr\ ^3 x vJ x
1""'

x
n 'x)í a1 a

nl •

Pera entonces, para cada m
,

fc2 * 'Vm
( xi* • ‘ • ,X

n
,X ) 1 * *' ,ü

n
’ ^ t.<a^ > • • • , ) ~\

y, por tanto,

Vr\ i=^(x 1
x
n
,x) [oj a

n
pf^ •

Pero esto significa que

<.TV\ a]_i*"ian ') ^ ¿L ( x ) [. f (<a^i. ,. »a
n
>

y , en consecuencia, que 7 fx) es realizado en <1T\ a_,..,,a "> ,

1 n

Concluimos, entonces, que "XX\ es 60 -saturado,

3.2 Corolario

Todo modelo numerable y compacto de tipo de semejanza numerable es

saturado.

Prueba:

Se sigue del teorema 3.1 y de las correspondientes

.
definiciones.

3.3 Teorema

Todo modelo numerable y de tipo de semejanza numerable Gj -saturado

es Cu -compacto.

Prueba:

Sea T un conjunto numerable de sentencias finitamente

*ir\ -satisfacible. Por el lema 1,9 podemos suponer que T V^Vx Ux

a efectos de mostrar que T es 'Vtl-satisfacible. Definamos,

A - TK<-m.> s>) .

Para cada a M , sea c la constante que en el
a

modelo a^ se interpreta como a ( estas constantes
a €: M

na son de T^).
Veamos en primer lugar que :
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(1) T u A es finitamente satisfacible •

Sea un subconjunto finito de T vj A- . Hay

entonces fórmulas ^(x^,... t x
p
) ^*1* ... ,><„) de tipo T^ (

elementos a_»...,a de M y un subconjunto finito T de T
i n 0

tales que

^Q.- ^l tcai '-”> G
a
n

J C
an

J
'

l
f U T

0

y <1T|a >
a fe M

¥=■ Cf1 Cca c ) A... A cpm (c ,...,o
a

) .

1 n 1 n

Como T es finitamente 'TV\-satisfacible y T ^ Vx Ux ,

Tg V {Vx Ux } tiene un 'Wl-modelo , Dado que

resulta

tai; ^l^ xl*"‘ .,Xn
) A .. • A <fmCxl*-" •x

n
] )

l
- ( cr\ ^ m

1
* " * ^ •'. ,X

n
) A . . ' A m^ Xl’ * ‘ ’ 1• x

n
J ) .

Hay así b^i•• • i- b
n
* A tales que

i (x i'»• • • ,Xp) A ,.,' A ?m lV •‘■ ,X
n

^ t b
l't

• • • 1 b i .

n 4

<<n b
i- es un modelo de 4 • Queda

asi establecido el punto (l) „ Por compacidad de primer orden

tenemos entonces que

(2) Tu A tiene un modelo»

Como T o A, es numerable, por el teorema de Ltíwenheim-

Skolem , T u A tiene un modelo numerable , Dado que

t=-Th(<rVAa>afc M )

resulta que

tvi ¿ ®>r^Tn

En 2 0 6 se puntualizó que todo modelo numerable de tipo de

semejanza numerable posee una extensión elemental numerable y

£*-■ —homogénea. Sea El una tal extensión de ^ T [ donde T es

el tipo de semejanza de T, que, naturalmente, incluye a X^{u\ ) .



Resulta que C hT y que ( * L. f » pues

C V= Vx Ux . Como C es Co -homogéneo, también

(3) C r es í-*-> -homogéneo.

Pero además

( 4 ) z\xrn es C-o^-universal •

En efecto, si O — ^rn y es numerable tenemos

que (D^CifT^y así ($>■=.'Wl . Al ser TY1 co -saturado y

numerable,
/VT\ es Co^-universal . Por ello & i^'VYA . Resulta

así que

CD £ Ve\ <R» t^ 4 E- f

y, por tanto, ¿\ I_ f Tvn.

Esto justifica el punto (4} □ Dado que, entonces, ^ 1
es Cu -homogéneo y Co^-universal , tenemos

o) q es Oo -saturado •

Por 2.6 [ 4 ) concluimos entonces que

(s] ^ •

Por tanto, t- es un m -modelo de T , Esto

concluye la prueba del teorema 3.3.

3.4 Corolario

si -vn es un modelo numerable de tipo de semejanza numerable,

'TVV es saturado si y sólo si TV\ es compacto •

Prueba:

Por 3,2 y 3.3.

3.5 Corolario

si *m es un modelo numerable de tipo de semejanza numerable,

“TTi es Cu -saturado si y sólo si
éXW es Cu -compacto .

Prueba:
Por 3,2 y 3.3 •
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3.6 Observación

Formulamos de modo independiente los corolarios 3.4 y

3.5 debido a que expresan dos cuestiones relacionadas pero distintas.

El corolario 3.4 es una caracterización de modelo compacto para

modelos numerables. Veremos en el apartado 5 de este ; capítulo que

esta caracterización ya no se mantiene para modelos no numerables.

El corolario 3,5 es una caracterización de modelo ¿¿-compacto

para modelos numerables. Podemos ver ya que no es generalizadle

tampoco a modelos no numerables.

3.7 Contraejemplo

Hay un modelo no numerable y de tipo de semejanza

finito que es üj-saturado pero no es UJ-compacto,

Prueba:

Se trata del modelo ordenado <£PBs,<. 7 de los

números reales. Como cualquier otro modelo de la teoría del orden

denso sin extremos, es Co-saturado. Sin embargo, como se mostrará

en el próximo capítulo, < IR , <no es co-compacto.
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4, MODELOS RECURSIVAMENTE COMPACTOS

Obtendremos ahora una caracterización de los modelos

numerables recursivamente compactos : son los modelas numerables

recursivamente saturados. De ello se seguirá entonces la existencia

de modelos numerables recursivamente compactas pero no to -compactos.

4.1 Teorema

Todo modelo recursivamente compacto de tipo de semejanza recursivo

es recursivamente saturado.

Prueba:

La prueba es paralela a la del teorema 3.1 • Sea 1Y\

un modelo de tipo de semejanza recursivo y supongamos que

es recursivamente compacto. Sean a. ,...,a 4. M y ¿ (x) un
1 n

conjunto recursivo de fórmulas del tipo d8 semejanza de

< /YW que es consistente con Th(<YVA a^,. • • »an "> )•| • O 0 f | , . • y

c. ,,..,c las constantes que en a. |.. M a "> denotanSean

£ (x) « 5L (cll ...,cn
,x ) .

una enumeración recursiva deSea

2L (x^i •. » x
n
,x ) y definamos para cada m4(_o ,

Resulta entonces que x) : mfeC*j\
es un conjunto recursivo de fórmulas. Sea f un signo funcional

n-ádico que no aparece en y sea, para cada m < lo y

£* es,entonces, también recursivo. Como en el teorema

3.1, se muestra ahora que £* es finitamente /lT\-satisfacible.
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Como 'W es recursivamente compacto y es recursivo, se obtiene

que A tiene un ITl-modela ÍTV . Como en 3,1, se puede admitir

que (fVf'T^o TVl , Entonces f ( «Ca^,,.. ,a^> ) realiza 2 (x)
err a,,, •. ,a “> ,

1 n

Exponemos a continuación un lema que contribuirá a

abreviar las pruebas posteriores.

4,2 Lema

Supongamos que:

(1) m es un modelo de cardinal •

( 2 ) {a^ : <5 < k} es una enumeración sin repeticiones de M ,

(3) T es un conjunto de sentencias de un tipo de semejanza ~r

(que incluye a ) tal que [~v\ é. fc ,, y T V=- Vx üx .

(4) : C*^c <-¡^<k\ es una colección de constantes distintas

que no están en T ,

(5) ; K | es una enumeración de las sentencias del tipo

de semejanza T u C .

y supongamos que obtenemos una sucesión <b/> de elementos
j ^ K

de M y una cadena < Tt*> de conjuntos de sentencias ( se
> K

entiende que ^ para ^ c ^ < K ) con las siguientes

propiedades:

(6) T
0

= T .

(7) Para cada ^ es un conjunto de sentencias de tipo

de semejanza T u {c^ : á. 2-%\ y para cada sentencia <r de

tipo i *\é. 2 |\ tal que \= cr
,

<tn b n> ^

donde se entiende que en ^ifYA b^'5’ 2 \
cac*s constante c^

denota a bu .

(B) Para cada « b
2-^*
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(9) Para cada 5 < *. , fe 0 bien

(10) Para cada k 1 si <5^fe y *“ 3 xCf( x0t hay una

constante cfeC tal que Cp(c)fe T
^

.

Bajo estas hipótesis, T tiene un W\ -modelo.

Prueba:

Sea U T,
5<K

T
k

es un conjunto de sentencias

de tipo *t v C . Por (5) y (9) es una teoría completa#

Además, por (10), tiene ejemplificaciones en G • Por (7)
obtenemos que

(11) Para cada sentencia cr* de tipo C tal que fe ,

O-YA h^VK \=^

entendiendo que en
, cada constante c rt denota a b nl 1 \

De [11) se sigue, en particular, que Tw es consistente.

Por tanto, T
k

tiene un modelo C'* en el que A « l c^ * •

Como Tq ■ T , (3^ [ T es un modelo de T , Dado que T ^ Vx Ux ,

« A • Para mostrar que £T\ es un W -modelo basta con

mostrar que

CH^Sá, UrA
.

Definimos una función F : M —* A por

<n
para cada ^ < vs .

Veremos a continuación que F es un isomorfismo entre

*\W y • Con es t° quedará justificado el lema,

U) F es inyectiva.

f / -V . <S\ A
Supongamos que Fia* J = Fia* J , esto es, c » c ,

1 5 2 -^ 2

En ese caso <r\ t= o_ ¿-a c y , por completud de ,
2 ‘\

c_ fe Tw » Pero esta sentencia es de tipo X*.VJ C y así,
¿•►j 2*^ 1** *■*

por ( 11 ),
bO 1f=- c & c .

Entonces b - b . Pero , por ( 8 ) , a - b y a * b
¿ vj 2-\ » ^ H s
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de manera que a^
■ .

(ii) F es una biyección entre M y A .

Basta con establecer que todo elemento de A es valor

de F . Sea a £ A • Hay entonces un \ < K. tal que a = c^ .

Como b^ M , hay un ^ <■ K tal que . Pero ( por (.8),
B

*\
“ bg ° Entonces * b

2 ^
y así

Por completud de TK y por (ll) resulta que c fcs c e. T

Por tanto (£\ c^ ^ °2 y , en consecuencia, c

En ese caso a « F(a^ ) ,

tüi) F es un isomorfismo entre 1rVV y .

Sea R un predicado n-ádico de y S ,

ordinales menores que K • Resulta entonces que

< ac ,.. . ,ac > £ R si y sólo si ^ Rc„ ...c

Vi

k> a

2*1 S

2-n
s\

• • •»

s.
si y sólo si

IVk X"
■

2-1

ñc_ •. .c Ty^

si y sólo si <S\ ^F=- ñC
o

•••«=-
¿ 2* %r\

. <S\
^ ^< C

P .
c

, > e. R

v\

si y sólo si

si y sólo si <Ftac )> é R
M »i\

<T»

Análogamente, si f es un signo funcional n-ádico de Ty^
y % x

* • • • > Irv+i. son ordinales menores que k. ,

'm
f (<a , ...,a>) = a si y sólo si <Jft\ bJ) t=. fe , ..c c

' V\ wr 2%r- 2 %, '2%Mi

si y sólo si fe ...c c É: T k

si y sólo si 6\ \=- fe ...c fcü c_

2%, 2*Sia 2 •iwvx

si y sólo si f (<c^ >)
(TV

6V
2-Sw+\

't > » • • ■ i F C s* } ^ ) ** F
v

s » S H ivvs\

Finalmente, si c es uno constante de tipo ■w \

si y sólo si f (<F(>
a
s ),... ,F(a^ ) > ) * F(ac ) .

es un ordinal menor que Vs. ,
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1t\
c si y sólo si ¿ tVA b-> t=-

‘ *^K

si y sólo si

si y sólo si

si y sólo si

si y sólo si

« / *-
‘ *^K

C Sí c

J

2-S

2.^
fe T

*

'2A
c
&\ s\

"2. s
e\

= F(a )

4,3 Tsorema

Todo modelo numerable y recursivamente saturado de tipo de semejanza

recursivo es recursivamente compacto.

Prueba:

Sea 1T\ un modelo numerable y recursivamente saturado

de tipo de semejanza recursivo "t\y\ y sea T un conjunto recursivo

de sentencias de tipo de semejanza recursivo T • Supongamos que T

es finitamente w -satisfacible. Por el lema 1,10 podemos suponer

que T )=- Vx Ux . Sea C = : nfeto^ un conjunto recursivo

de constantes distintas que no aparecen en T
t Ja : nfecol una

1 n 1

enumeración sin repeticiones de M y : nfeco*^ una enumeración

recursiva de las sentencias del tipo de semejanza T U C con la

siguiente propiedad: para cada n€uj ,

de tipo de semejanza Ty|c | .

es una sentencia

Para concluir que T es 'WX -satisfacible basta, de

acuerdo con el lema 4,2 . con obtener una sucesión b
n nfcou

de elementos de M y una cadena de conjuntos de sentencias < T ^
n n€«-o

que verifiquen las siguientes condiciones:

U) t
q

t .

(2) Para cada n fe l -»->

del tipo de semejanza

de tipo r u|cn

*w\ 1 0

>
, T es un conjunto recursivo de sentencias
*

n

T cr\cQ ,.
.. » c2n ^ y Para cada sentencia

.....c2h \ tal que T
n
t=- cr .
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<Wb
0
„., ■ b

2n> t= w .

(3) Para cada n€.Lo , a
n

= b
2n

'

(4) Para cada nLU) , cr- £ T o
n n-v-l

bien -’CS' € T .

n r>+l

(5) Para cada n€¡u^ , si C3 £ T
n n*l y cs^ = 3x Cp(x)

hay una constante c€ C tal que ^(c) £ ^n-Vl «

Definimos por recursión las sucesiones <b >
n n&uj

y < T >
n n&uj

Comenzamos con To“ T b
ü

■ a
o

T es por

hipótesis, recursivo. Veamos que se verifica la condición [2). Sea

CT" una sentencia del tipo de semejanza tal quE T )=- ce-

Hay entonces una fórmula <^>(x) de tipo tal que or = cp[c ) 1

Como c^ no aparece en T, T ^ Vx <p[x) . Por compacidad de

primer orden hay un subconjunto finito fc* de T tal que

A \= Vx(f(x)
Como T es finitamente tn -satisfacible y T Vx Ux , hay

un modelo (TI de ^ tal que 01 • As^

W <f(x)
y, por tanto,

de T

<rn b
Q
> v= ts-

La obtención de y < b
Q
,... a par^r

y <b
0

b
2n
> es como se indica a continuación:

Casadla o
-

no es de la forma 3x (p(x) y para cada sentencia

cr de tipo ^ ) co ,,, " C
2 n ^ tal que T U ícr’l \=- cr ocurre:

n ( r» •

<Wb
o V>^

Definimos T

arbitrario de M y b

„
ss T u \<T* \ , b_ „ es un elemento

n+1 n n 2n-t*l

«* a Como T es recursivo, también
2n+2 n+1 n

lo es . Para garantizar que se cumple la condición (2), consi-

deremos una sentencia <3“ del tipo de semejanza 1
1t\ 0 2n+2
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tal que ^
. Hay, en ese caso, una fórmula ^(x.y) del

tipo de semejanza T-m
v í c0 ' • • • tal qUe “ T ^ G2n+l ,C2n+2^ *

Como C
2n+l’

C
2n*v2

n° aParecen Bn T
n

ni en i

T
n+i
^ Vxy <p(x,y) .

De acuerdo con la hipótesis de este caso,

<tttb
Q

b
2n > t=-VxyCf(x,y)

y, por tanto,

<Wb
0

•

Cesaba. = ^xCp(x) y para cada sentencia Cr de tipo

T
tn

U ^ C
0’ ‘’ ,02n^ tal que ^ ^ ^ '

<-m b
Q

b
gn -> ^ .

Sea 2. (x) el conjunto de las fórmulas vy (x) de

tipo T
tn

u l cO
C2nl tales que

T
n

U ^ H'M •

Como vj \<̂ ~
n

» Bs recurs iv0 i 21 (x) es

recursivamente enumerable. Sea l^íx) : mtuj\ una-enumeración

recursiva de 51 (x) y definamos para cada mtuj ,

© (x)m v J
= yq[x)

x • '• A "

Resulta que Í © (x) : m €= lo \
nr

J
es recursivo, y para

cada fórmula t>4 (x) de tipo T^1 ^{co , ,C2n^ ’

|3(x) s mfeoj^ \=- oí.(x) si y sólo si 21 (x) \= °¿{x) .

Veamos que ¿\ (x) es consistente con la teoría

completa de < ÍT\ l?
0 1 .. .,b2n > . Si e^Cx)

tenemos

T o io*^ t= 3x{ *¿ (x) A ...A t* (x))
n n l m

y así

<m b
0 ,.„,b2n

> 3x( crf^x) * ...*• *t
m
[x)) .
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Hay pues un a4M tal que

<Wb
0

b2n^ A> ” A ) £ a "* *

Por compacidad de primer orden, concluimos que 2 (x)
es consistente con Th[ <J\W b^,.., ,b y ) • En ese caso,

también { 0m [x):m€Co^ es consistente con Th(<'tV
-

l b
0 ,.., l

b
2p'> ) .

Como tXW es recursivamente saturado y \ G^[x) ¡mtto ^ es recursivo,

hay un b tal que

b
D

b2n> ^ : rn€.(jj^ \j>\ .

Así, también

<tn b
0

b
2n'>V=^-[x) [b\ .

Definimos entonces b^ „
* b , b y

* T
n
vj Icr^i ^ C2n+1^ ’ Veamos 1:1116 se cumP^e condición (2),

Sea o
-

una sentencia de tipo T^U \ C
Q » • • • ,C2n+2 1 tsl que

Tp ^ 1= o . Hay, en ese caso, una fórmula oC (x,y) de tipo

TVn ü t c0 °
2n ^ tal que <T = »<• í c2nvl > G2m . 2

1 EntonOBa

T
n
U V= Vy <* (x.y)

y, por tanto,

Vy t¿ (x,y) 6 2 (x) .

De acuerdo con lo ya establecido,

b
Q ,...,b2n> t=- Vy oí. (x,y) £ b~]

y así

<1^ b
0

b
2n+2>*=C" •

Caso_3¿ Hay una sentencia o~ de tipo T^U ^c^,... > c
g n

^ tal

que Tp vy \= cr pero

<tr\b
Q ,...,b2n>{^ cr .

En ese caso, para cada sentencia cr de tipo

U {oQ ,... , c2n‘5 tal que Tu^er V t= O" ocurre
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<WbD
b
2|) ) \=- ^ .

En efecto, si esto no es así hay sentencias , (p^
de tipo de semejanza T^U ... ,c Tj tales que

T
n utcr^ t=- pero <W b

Q
b
2n
> # ^

T
n
U ^ : 12 Per° <^ b

o
b
2n
^ ^ ^2

Entonces T
n
\= ( n 9^ ) y , por hipótesi^:1 '

inductiva,

<^VA b
Q

b
2n
> V= l ^ v <^ 2 ) ,

en contradicción con lo anterior»

Por tanto, definimos en este caso T
„

*» T ül-’CT \ ,

n-vl n L n
'

b_ es un elemento arbitrario de M y b, * á
, .Con el

2n+l '

2n*-2 n-KL
mismo argumento que en el primer coso ( cambiando sólo o~~ por

n

—1 <T^ ) se muestra que también se verifica la condición (2) .

Esto finaliza la definición recursiva de <b *>
n nfcuj

y, por tanto, la prueba del teorema.
n n GlCxj

4.4 Corolario

si tn es numerable y de tipo de semejanza recursivo, entonces

tn es recursivamente compacto si y sólo si tn es recursivamen-

te saturado.

Prueba:

Por los teoremas 4,1 y 4,3 •

4.5 Observación

Como en el caso de co.-compacidad (Corolario 3.5 ) ,

el corolario 4.4 no es generalizadle a modelos no numerables. El

Qontraejemplo 3,7 es aplicable también a esta situación, pues

el modelo ^ ^ no es recursivamente compacto. Esto se justi-

ficaré en el próximo capítulo.
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4,6 Corolario

May modelos numerables de tipo de semejanza recursivo

(finito incluso ) que son recursivamente compactos pero no üü-compac-

tos. Por tanto, hay lógicas recursivamente compactas pero no

cu -compactas.

Prueba:

Hay modelos numerables recursivamente saturados de

la aritmética de Peano, AP , De hecho, la parte numérica de

cualquier modelo no estándar de la aritmética de segundo orden es

recursivamente saturada. Sin embargo, la aritmética de Peano no posee

ningún modelo numerable co -saturada. Por tanto, cualquier modelo

numerable y recursivamente saturado de la aritmética de Peano es

rBcursivamente compacto pero no co-compacto.
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5, MODELOS COMPACTOS NO NUMERABLES

El paralelismo entre compacidad y saturación no se

mantiene para modelos no numerables. Si bien todo modelo saturado

no numerable es compacto, hay modelos no numerables que son compactos

pero no saturados. La razón es que hay modelos especiales que no son

saturados, y también los modelos especiales son compactos.

5,1 Teorema

Todo modela saturado de cardinal infinito ^ y tipo de semejanza

de cardinal menor o igual que k es compacto»

Prueba;

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza

T , donde l~r\ — K. , y supongamos que T es finitamente

-satisfacible. Por el lema 1,9, podemos suponer que

T £=■ Vx Ux .

Sea C «

^ ^ < k. ^ una colección de constantes distintas que

no están en*T ( |a^ :^<K^un enumeración sin repeticiones da

M y. ^ < K ^ una enumeración de las sentencias de tipo

de semejanza Tu C tal que:

Para cada K, es una sentencia de tipo de semejanza

T u 1 ^ 2 i\ •

Por el lema 4,2 , para mostrar que T es tTA -satisfacible

basta con obtener una sucesión <b c '> de elementos de M y una
> K

cadena <,T,de conjuntos de sentencias con las siguientes propie-
i \< K

dades:

(1) . T
Q
- T

(2) Para cada % *. y*. , T^ es un conjunto de sentencias del tipo

de semejanza tL/|c*^ ; ^ 2-*^} y para cada sentencia cr de tipo

X
Yn U l c 1 : ^ £ 2 • £ ^ tal que T^ o- ,

*=<r.
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entendiendo que la constante c,

[3} Para cada ^ < K , a

denota en <.Wb^^ a ^

% “E-i

(4) Para cada H , ^ T
%rV\ o bien —1 ^ T

^
.

(5) Para cada ^ <. K , si <5^6. y = 3xCp[x) , hay una

constante c tal que <p(c) £

Definimos por recursión las sucesiones < b s *> y

<TC >_ • Comenzamos con T = T y b„ s a
A , Se verifica que

3 $<K 0
7

0 0
M

se cumple la condición (2) ; con los mismos argumentos que en la

prueba de 4.3 .

Consideramos ahora la obtención de

a partir de T» y <b*>,
|+\ J

^¿2.^42.
i y

Caso__l£ no es de la forma 3x íp(x) y Para cada sentencia

es
- del tipo de semejanza *^^Í c r| ! - ^ tal PUB J=. cr-

<Wbhv .1 1íz-5
Definimos en este caso

es un elemento arbitrario de M y

IM
TcUK \ ,%~ L $

a.
2^-t 2 ^+1

son como en el caso 19 de la prueba de 4.3 •

2t, 4-1
Los detalles

Caso_2¿ . (5^ = 3xGp(x) y para cada sentencia es- del tipo de

semejanza s ^ 2*^ tal que cr ,

^‘VWr 0’*

Sea 21 (x) b1 conjunto dalas fórmulas (^j(x) del

tipo de semejanza T^u{c i^ ! *) — 2tales que

T^U ,<f(x)^ \= Y(x) .

Con los mismos argumentos que en el caso 29 de la prueba de 4.3, se

establece que (x) es consistente con Th( } . Como

rv\ es saturado y de cardinal K. 2 $ < K CM
es realizado en CVlrl b«*> ,

o Hay, pues, un bé.M tal que
1

<re\ o t- £(x) Lbl

Definimos entonces
l+\ V*\' 2*41 25 + 1
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y “ a
S,-V-l

• ^os detalles restantes son como en el

caso 29 de la prueba de 4.3 .

Ea£°_^¿ • Hay una sentencia c- de tipo ^c ^ 1 - 2$\ tal

que ¥=■ ■ Pero <111 O"

Como en el caso 3Q de la prueba de 4.3 y tenemos entonces

que para cada sentencia c- de tipo u^c^ : ^ ^ 2 ■ ^ tal que

\= cr , .

Definimos entonces T^+i *= T^u\~i **2^+1 es

un elemento arbitrario de M y
2^* 2

detalles son como en la prueba de 4.3 .

2i
a

^
.Los restantes

Así queda definido T^+l y < Cor,siderafnos »

por último, el caso y
^ ^ Para un ordinal límite X.

Obsérvese que 2 X « X y que la sucesión ya

viene dada por la hipótesis de recursién. Definimos entonces

2 X X u Te • Veamos que se cumple
S,<\ 5

el punto (2) .

Sea ar una sentencia del tipo de semejanza T^U
tal que t= C5" , Hay entonces una fórmula Cp (x) de tipa de

semejanza 'T-^ti vj\c^ : ^X^ tal que cr = tp (c^ ) . Como c^
no aparece en \p=. Vx 'p(x) . Gomo en Cp (x) no

aparecen más que un número finito de constantes de \c^ :^¿X\ , ; y

por compacidad de primer orden, hay un X tal que

Vx <p(x) y Vx *f (x) es de tipo "j^U^c^: Vj í*2¡

Por hipótesis inductiva tenemos entonces que

T
s
^

Por tanto,

y así

<lribM> t= v*<f(x)1 T

<1^1 bO t=- Vx tp (x)

<.'YY\ b-') t= cr ,

1 V\éz.2 ■ X
Esto finaliza la recursión y, por tanto, también la prueba,
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5.2 Observación

El teorema 5,1 se aplica también al caso numerable y

proporciona así una nueva prueba, si bien más compleja, de 3.3 ,

5.3 Teorema

Todo modelo especial de cardinal infinito i* y tipo de semejanza de

cardinal menor o igual que K es compacto.

Prueba:

Para el caso K = co
, es saturado y ya tenemos

el resultado por el teorema 5.1 ( o por 3.3 ) . Supongamos, pues,

que "tY\ es un modelo especial de cardinal no numerable , Sea-

el conjunto de loa cardinales infinitos menores que K. . Coma XW

especial ( y K > u.j) hay una cadena de modelos *4 ^
I p w J.

tales que

I

es

lo rc\ -

(ii) Para cada J-t.Nél , si

(iii) Para cada E I ,

cardinal mayor o igual que n"*".

|-t < X , entonces ''t'IrA ^ -

es [-^saturado y, por tanto, de

Podemos obtener entonces una enumeración sin repeticiones

{a^ :^<k\ de M tal que para cada fAfcl,

Sea T un conjunto de sentencias de un tipo de semejanza

T de cardinal é: K y supongamos que T es finitamente "ttl-satisfa-

cible. Por 1.9, podemos suponer que T Vx Ux ,

Sea C ■ |c^ : una colección de constantes

distintas que no aparecen en T y una enumeración de

las sentencias de tipo de semejanza "T <J C tal que para cada

es de tipo

En virtud de 4.2 , todo lo que es preciso mostrar es que

hay una sucesión < b,> de elementos de M y una cadena ^T l
v

>. de
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conjuntos de sentencias con las siguientes propiedades:

U) t
q
-t

(2) Para cada ^ , T<^ es un conjunto de sentencias del tipo

de semejanza T U jc^ : ^ 2 -%} y para cada sentencia cr de tipo

U \o ^ : V| 2-^1 tal que T^ V= <=“
,

(3) ; Para cada ^ ¿ K, a
%
“ b

2 %,
'

( 4 ) Para cada <$ < K , ^ T^a bien £ V»
(5) Para cada si <5^é T^ y cs^

= 3x ^>(x) , hay una

constante c^C tal que Cp (c) £ T^^ .

Exigiremos esta vez adicionalmente que

(6) Para cada ^ < K*»

En la definición por recursión de < y ^iTc'X

justificaremos únicamente los puntos en los que el argumento difiere

del ofrecido en la prueba análoga del teorema 5.1 •

Comenzamos con = T y s
q
“ ■ Gomo, por ( ),

a
Q , se verifica el punto [6) .

y <biV*
La obtención de T* . y <b«>

,
a partir de Te

s4\ y "

*

distingue, como es ya habitual, tres casos.

Sea |-* « \ % \ + oj ■

Caso__l£ no es de la forma 3x (p (x) y para cada sentencia c-

de tipo de semejanza lc ^ s ^ — 2*^1 tal Pue \=

Definimos

to arbitrario de M ,_i y b

Wv
Te , b„ , es un elemen-
3 3 2^-tl
s q . Obsérvese que también

2. 4
- 1t4 ' "2^4-2

+ , de manera que se cumple [6).

Caao_2£ . 3x Cp (x) y para cada sentencia cr de tipo de

semejanza ¡ ^ ^ 2tal que T^u\c^) ^
,
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<1rV\ bO t=-o- .

Sea í (x) el conjunto de las fórmulas <^J(x) de tipo

de semejanza i ^£2-^ tales que

T
i.
° ^ ^ YM

2 (x) es consistente con Th( , Pero

como ¡ ^ £= 2-<j\ C m
h y ^ » también £, (x) es

consistente con Th( < tV^> ) . Dado que 1fl ^ es ^-saturado
y 2 ^ J (x) es realizado en

escoger entonces un b € Mu

en

tal que

Podemos

£(x)M •

En ese caso también

Definimos entonces

y « a

T
%
U K ' tf(°2 c+t+v T '•“2^-t 1 J 1 ’

"2^1
2^+ 2

“

®S+1 *

Caso_3 fi_ . Hay una sentencia G~ de tipo de semejanza \ c ^ ! ^ — 2 i\"\
tal que T o ^cr ^ (=. O" , pero <Hfl b.> #=■

* 1 l 1 = 2^
En ese caso, para cada sentencia C“ de tipa de semejan-

Za ~^Vn 0 lCll : *1 “ 2 ,<S^ tal que T
|
u l"1 ^ \ H7 CT » se tiene

< 'm SVS er
-

Definimos entonces * T^<j \ <5^ \ , b__ .
es un elemento

arbitrario de M
2^1

H * “

2*+2 ^+1
‘

Consideremos, por último, la obtención de T ^ y

para el caso S limite . Recordemos que 2 ^^ - )\ y que

por hipótesis tenemos <b^> ^
. Definimos entonces, b^« a^ y

Tv - U T s • Por hipótesis inductiva, para cada u < X , bu ¿ M. ..

l<h * 1 *

Asi, para cada ^ <_ N ( b^ £. . Como también, por ( * ), a^ fe M ,

se verifica la condición (6),

ib. : ^ ¿ 2<ji £ M
l M
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5*4 Corolario

Hay modelos compactos [no numerables y de tipo de

semejanza finito ) que no son saturados.

Prueba:

Como se indicó en 2,15 y 2.21, la teoría del . orden

denso sin extremas posee modelos especiales de cardinal Íoj y ti^ i..
pero ningún modelo saturado de dichos cardinales. De acuerdo con 5.3,

estos modelos especiales son compactos. Sin embargo, no son saturados.

5,5 Observación

Este- último resultado no acaba de ser satisfactorio,

pues los modelos especiales son una débil generalización de los modelos

saturados. Todo modelo saturado es especial, y en cardinal regular

los modelos saturados y los modelos especiales son los mismos. Si una

teoría T tiene un modelo especial no saturado de cardinal K , enton-

ces T no tiene ningún modelo saturado de cardinal K . Así pues,

saber que hay modelos compactos no saturados pero especiales no ayuda

a responder a una serie de preguntas naturales, como si existen modelos

compactos no isomorfos pero del mismo cardinal y elementalmente

equivalentes o si existen modelos compactos no saturados de cardi-

nal regular. No sabemos si existen modelos compactos no especiales, de

modo que no tenemos respuesta para estas preguntas.



NOTAS AL CAPITULO III

Los resultados de este capítulo han sido obtenidos

sin tener noticias de resultados análogos. El lema 4,2 está

inspirado en la prueba de un teorema de Ressayre sobre

lógicas infinitarlas ( véase Ressayre (1977) ) .

. Finalizado ya este capítulo hemos conocido la existencia

del artículo Morley (1973a) 9 que no es citado en ninguna de las

bibliografías habituales sobre lógicas abstractas y teoría de

modelos y ^ en particular , no aparece en la bibliografía

exhaustiva de Barwise & Feferman (1985) . En este artículo de

Morley se obtienen resultados análogos a 3,1 y 3.3 • No se

enuncian en términos de 60 -compacidad de los modelos , sino

en términos de CO -categoricidad de clases RPC ^ , pero los

argumentos que los justifican son similares a los que aquí hemos

empleado. Dado que el interés de Morley en este artículo está en

cuestiones de categoricidad y no de compacidad, no obtiene

resultados paralelos a 4.1 y 4,3 . Por otra parte, no

considera en absoluto el caso no numerable.
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CAPITULO IV APLICACIONES

1. CU -LOGICA

La LO —lógica es la lógica de los números naturales.

Hay diversos modos de precisar esta afirmación, pues hay diversas

versiones de CO -lógica. Todas ellas comparten una idea i se trata de

convertir en lógicos ciertos conceptos relativos a los números naturales.

La diversidad proviene de qué conceptos se escojan. En cualquier caso,

la co -lógica debe poseer un predicado monódico, N, destinado a

interpretarse como el conjunto de los números naturales, y diversos

signos, englobados en un tipo de semejanza, que denotarán números

naturales o se interpretarán como operaciones o relaciones entre números

naturales.

1.1 En* su versión más simple, la co -lógica posee, además

del predicado N , un conjunto í c : n£uo \ de distintas constantes

destinadas a nombrar a los números naturales. Los Co -modelos, o modelos

propios de la ¿O-lógica, serán aquellos cuyo tipo de semejanza contenga

los indicados signos e interpreten a N como el conjunto de las

denotaciones de las constantes c • Así, si 6"\ posee el adecuado
n

tipo de semejanza, (5A es un co -modelo si y sólo si N « |c : nécoí «

n J

En el marco general de las K-lógicas, esta primera versión de la

OJ -lógica viene definida por

U«N , T„ * í c ! n&wl y
K ' n 3

K » j (T\ : A - {c^ ¡neco^j.
1.2 Una, segunda versión de CO-lógica no usa constantes

para denotar a los números naturales, sino que tiene únicamente una

constante , 0 » para designar al número cero y un signo funcional

monódico, S , para la operación de sucesión entre números naturales.

Aquí también se dispone de un nombre para cada número natural, pero no

es una constante sino un término complejo. El número natural n se
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designa mediante el término n = S...S0 (. con n apariciones del

signo S ) • Más precisamente, definimos por recursión los términos n

como sigue:

o « 0

n +1 ■ S n .

Los Co-modelos serán ahora las estructuras C\ que

verifiquen N *{n : neco\ « La precisión de cu-lógica como K-lógica

es ahora la siguiente:

U - N , -r
K -\0,S\ y

K ■ | G\ ¡ 6A es de tipo T y A « { n^ : neto \ ^ ,

1*3 Ninguna de ambas versiones es recursivamente compacta.

En efecto, si c es una constante distinta de cada c y distinta
n

de 0 ,

{ —■ bz c : neto^u{Nc\
es finitamente satisfacible pero insatisfacible en la primera versión y

| n i?; c : necol VJ|nc ^

es finitamente satisfacible pero insatisfacible en la segunda versión.

Por tanto, ninguna de ambas versiones es , de acuerdo v

con 11.15, recursivamente enumerable para consecuencia. Como el tipo

de semejanza de la segunda versión es finito, podemos concluir por

11.20 que esta segunda versión tampoco es recursivamente enumerable

para validez. Sin embargo, la primera versión posee un tipo de semejanza

infinito, de manera que no podemos usar 11.20 para concluir lo mismo.

De hecho la primera versión sí es recursivamente enumerable para

validez, como se estableción en 11.22 .

1*4 En ninguna de ambas versiones hemos exigido que los

nombres de los números naturales deban interpretarse como objetos

distintos • Los to-modelos pueden interpretar a N como un conjunto

finito. La razón de que no se exija esta condición está en que la
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lógica da primer orden puede suplirla mediante los enunciados

1 —» c c : n ¿ m > en la primera versión
* n m *n m

Parece entonces razcnable no recargar la Li-lógica con

condiciones que puede expresar la lógica de primer orden. Las condicio-

n ^ no pueden expresar-

se , sin embargo, en la lógica de primer orden , Ahora bien, si no

exigimos que numerales distintos se interpreten como objetos distintos,

la CO -lógica no es una -lógica sino una K-lógica cuya clase

asociada K posee infinitos modelos no isomorfos,Para nuestros

propósitos es más interesante desarrollar la cj -lógica como una

TÜ -lógica, como la lógica del modelo de los números naturales. Nos

decidimos, además , por su versión en tipo de semejanza {O» S \ dado

que no presenta la asimetría entre validez y consecuencia de la versión

en tipo de semejanza \c : ntU)"^ , Definimos por tanto :
1 n 1

1.5 Definición : Co -lógica

to -lógica es la *tTl-lógica determinada por el tipo de

semejanza 1

■ {0»S\ y por el modelo < Cu ,0,5 > , donde Co

es el conjunto de los números naturales, 0 es el número cero y 5

8s la función de sucesión en W .En particular, usamos el predicado

monódico N para el papel de U .En cualquier tipo de semejanza

que incluya a poseemos un nombre n para cada número natural n ,

Los Cu -modelos son las estructuras cuyo tipo de semejanza

tiene los signos 0, S » N y verifican :

Estos modelos poseen, par tanto, una subestructura

isomorfa a < Cu,0 , S > .



se define por :

La relación de consecuencia Bn Oo-lógica , \=- ,
UJ

21 t=- cr si y sólo si todo -modelo de 21 es modelo de cr
Co

1,6 Teorema

La Co -lógica no es recursivamente compacta» Tampoco es recursivamente

enumerable para consecuencia ni para validez.

Prueba:

Se aplican los argumentos expuestos en 1.3 para la

versión más simple de to— lógica en el tipo de semejanza , S .

1*7 Lema

La teoría completa de números es finitamente axiomatizable en CO-lógica

Prueba:

Recordemos que la teoría completa de números, TCN, es

el conjunto de los enunciados verdaderos en la estructura

|N , s

La axiomatización que obtenemos en -lógica es la

conjunción de los siguientes enunciados:

(i) Vx Nx

(ii) Vx x + 0 ií X

(iii) Vxy( x + Sy S(x + y) )
(lv) Vx x • 0 bs 0

(v) Vxy( x • Sy & X • y + X )

(vi) Vxy( x < y < ^ 3z( —» z 0 a x ♦ z

La teoría completa de números es el conjunto de las

consecuencias en UJ -lógica de los enunciados descritos en las quB

no aparece el predicado N .

l.B Teorema

El conjunto de las sentencias válidas en Co-lógica en el tipo de
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semejanza | O» S i + i • »< | no es aritmético.

Prueba:

Es un conocido resultado de Tarski que TCN no es

un conjunto aritmético ( el conjunto de números de Gtidel de las

sentencias de TCN no es aritmético ) , Pero si OZ es la
TCN

conjunción de axiomas indicada en el lema 1.7, tenemos que

TCN « | Cp : y tp es del tipo de semejanza .

Si <5^ fuera aritmético, también lo

sería TCN • Así pues, el conjunto \ (f: <s~ \= cp \ no es aritméti-

co. Tampoco lo es entonces { Cp : ^ \ para el citado tipo de

semejanza, pues

‘’Tcn^ si y sál° si ‘W*

Posteriormente mejoraremos el resultado expuesto en 1.8

mostrando que,en un determinado tipo de semejanza finito, el conjunto

de las sentencias válidas en tu -lógica no es ni siquiera hiperaritmé-

tico, El argumento del teorema 1,8 no puede proporcionar este resultado,

pues TCN es hiperaritmético.

La 6o-lógica posee un cálculo, en un sentido generali-

zado del término. Consiste en una extensión de un cálculo de primer

orden mediante una regla infinitarla de inferencia: la co-regla.

1.9 Definición : cu -regla

La tu -regla permite inferir Vx(Nx .—% Cp(x))
de las infinitas premisas \<p(n) : ntio\ .Es, pues, la regla

de inferencia:

(p (n) para cada néto

Vx(Nx —=> tp (x] )

1.10 Lema

La to -regla es correcta en Lu -lógica, esto es : si para cada n€.<_o



2! i entonces 2! Vx(Nx —4 Cp(xj) .

Prueba:

Supongamos que para cada n £üj , 2. Cp[n)
y veamos que 2 Vx(Nx > Cp( x )) . Sea CT\ un Cu-modelo

de 2. . Tenemos que $\\=- tp [ñ] para cada n £ U) . Como »

B-|n^: ntco] , concluimos que <T\ t=- Vx(Nx —=> l^(x)) .

1.11 La teoría completa de < c*j
t o , S > posee una

axiomatización recursiva en primer orden. Usaremos la notación TS

( teoría de la sucesión ) para referirnos a esta teoría. Una axiomati-

zación recursiva de TS consta de los siguientes axiomas:

(i) Vxy[ 5x tí Sy —* x i=r y )

(ii) Vx -<0 fca S X

(iii) Vx( -i 0 ^ x —* 3y Sy ^ x )

(iv) Vx —» x tz S
n
x para cada n >, 1

donde S
1

- S y S
n+1

= SS" .

1.12 Definición : Axiomas de la ^-lógica

Llamaremos axiomas de la cu -lógica a los enunciados

siguientes:

U) NO

[ii] Vx(Nx —=%> N Sx)

[iii] <y para cada axioma cr de TS •

1.13 Lema

Todo axioma de la Cu -lógica es válido en Cu-lógica.

Prueba:

Es inmediata que en todo cu-modelo son verdaderos los

enunciados expuestos en 1.12 .
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Una manera de precisar el cálculo de la (o-lógica

consiste en definir una sucesión de conjuntas de sentencias , ,

con índices ordinales, de manera que , comenzando con un conjunto T

de enunciados y los axiomas de la Cu-lógica, se obtenga a

partir de aplicando las reglas de inferencia [las reglas de

primer orden y la tu -regla ) • De este modo se irán obteniendo

progresivamente consecuencias de T en tu -lógica. El cálculo será

completo si toda consecuencia es obtenible de este modo. Definimos,

pues :

1.14 Definición : Deducibilidad en tu -lógica

Para cada conjunto, de sentencias definimos :

[i] = T U ^ G* : cr es un axioma de la cu -lógica \

(ii) l

néCü]
S+1

o
- } U {Vx(Nx —: ^(n) £ para cada

si X es un ordinal límite .(iii) T - U T
*

Usamos la notación T \— er para indicar que c" es
tu

deducible en Cu -lógica de T , es decir, que hay un ordinal % tal

que c~ fe . Diremos que T es consistente en cu -lógica si no

hay ninguna sentencia cr tal que T \— (cr"/*—'CS“)»y due es
cu

inconsistente en cu -lógica en otro caso.

1.15 Lema

El cálculo de la cu -lógica es correcto, es decir, si T <s“

entonces T t=- c* .

cu

Pruebe:

Veamos por inducción ordinal que para cada :

Para cada o*6 T, , T ^=- cr
i tu

Esto es obvio para ^ = 0 en virtud de 1,13 . Supuesto

ahora que está establecido para $ , veamos que también vale para 1 .

Sea c- £ .Si *T y=- o- * la hipótesis inductiva nos proporciona
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el resultado T ^ cT .En otro caso, hay una fórmula (x) tal

que cs~ » Vx(Nx —=> Cp (x)) y para cada n6cu , (p(n)é.
Entonces, por la hipótesis inductiva, para cada n€¡co , T ^=- Cp (n )

y así , de acuerdo con 1,10 , T \=. es
-

• Finalmente, en el caso
to

límite , el resultado es inmediato en virtud de la hipótesis inductiva,

1.16 Corolario

Si T tiene un Cu -modelo, T es consistente en ¿o -lógica.

Prueba:

Por 1.15 .

Hay un teorema de completud para el cálculo de la

Cu -lógica. Se denomina teorema de cu -completud. Vale únicamente

para tipos de semejanza numerable. Posteriormente veremos un ejemplo

de una teoría, en tipo de semejanza no numerable, que es consistente

en Cu -lógica pero no posee ningún uj-modelo. El teorema de co-completud

fue obtenida por vez primera , y de modo independiente, por Henkin y

Orey. Posteriormente se generalizó y se aplicó a otros contextos bajo

el nombre de teorema de amisión de tipos.

1.17 Definición : Co -completud

Un conjunto de sentencias T es cu-completo si para

cada fórmula (x) tal que T ^ (n) para cada n feco ,

ocurre T \=- Vx(Nx —=> tp(x)) .

Así, una teoría es Cu -completa si está cerrada bajo

la cu -regla, es decir, si el resultado de aplicar la -regla a

consecuencias (en primer orden) de T es una consecuencia ( en

primer orden ) de T .

1.16 Lema

Las tres condiciones siguientes son equivalentes:

U) T es cu -completa
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(2) Para cada fórmula ^(x) : si T u{3*(Nx a tp (.x))*^ es

consistente, hay n £co tal que T u^cp(n)lj es consistente .

(3) Para cada fórmula <^(x) : si T u(3x(^(x)^ es consistente,

hay una fórmula cr (x) €¿ \Nx\u{-*x«n : neuj\ tal que

T ü{3x( <p(x) a — cr (x))\ es consistente.

Prueba:

condición

equivale a

y la condición

equivale a

(i) y [ 2 ) son trivialmente equivalentes, pues la

T U es consistente

T #=■

Tu{ 3 x(Nx a C^>(x])\ es consistente

T t=£ Vx(Nx —* —><f(.x)) .

Respecto a la equivalencia entre (2) y (3) :

Prueba de (3) a partir de (2) :

Supongamos que T u {3x es consistente pero que

T O |3x( ■—* Nx a Cp(x])^ no lo es . Entonces T Vx( Cp(x) ■— Nx)
y , por tanto, T u|3x(Nx a (p(x))l es consistente. Así, por [2],
hay un n t cu tal que T L){<^>(n)| es consistente. Pero esto es lo

mismo que decir que Tu\3x(<^>(x) a x n ) \ es consistente.

Prueba de (2) a partir de (3) :

Supongamos que T L> [3x(Nx a (x) )} es consistente.

Por [3), hay una fórmula Cr(x) en {Nx] U x tí n : nfc(_o^ tal

que T u ^3x(Nx a <p (x) A^crtx))^ es consistente. Obviamente,

no puede ser cr(x) » Nx . Hay pues un n^UJ tal que <S"(x) B . x n ,

Pero entonces T U {^(n) \ es consistente.

La condición (3) del lema 1.18 es especialmente útil

a la vista del siguiente resultado:
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1.19 Lema

Las dos condiciones siguientes son equivalentes:

(1) ; G\ es un Co -modelo.

(2) (S'V es un modelo de los axiomas de la Oú-lÓgica que omite el

conjunto de fórmulas {_Nx\ O )-ix tón : ntuo}

Prueba:

Supongamos en primer lugar que O bs un tu-modelo

y veamos que se verifica (2) • De acuerdo con 1,13 , 6"\ es un modelo

de los axiomas de la to-lógica , Como , es

obvio que ningún elemento de <ST\ satisface \.Nx\ u l^x» n : néu>\ a

Pero esto significa que £\ omite este conjunto de fórmulas.

Supongamos que C\ verifica la condición (2) • Entonces

, pues <0 ^ NO i y S f N^: ^ ^ i Pues £1 satisfa-

ce Vx(Nx > NSx) , Además

< N , O , S I' N > <F=- TS

pues para cada axioma o- de TS, C\ cr
N

, Como O omite

}. Nx]- O ’ x n : nfeui] , resulta que N^= |n : nfet-o^ .

Entonces la función h : ^ Co
.

definida por

h(n^) m n para cada n é: tu

(P ^ .

es un isomorfismo entre <N , O » S fN ^ y < Co,0, S > . Por tanto,

<T\ es un Cu-modelo,

Existe un gran parentesco entre las condiciones (3) y

(2) de los lemas 1.18 y 1,19 respectivamente. Si 61 es un modelo

que satisface la condición (2) del lema 1.19, su teoría completa

satisface la condición (3) del lema 1,10 . Por tanto:

1.20 Lema

(1) Si 6*1 es un ü_>-modelü, Th[ ) es Cu-completa.

(2) Si T tiene un cu-modelo, T tiene una extensión consistente

y Cu-completa que incluye los axiomas de la co-lógica.



Prueba:

(l) se sigue, como ya se ha indicado, de los lemas 1,18

y 1.19 b Respecto a (2) : si es un Co-modelo de T, Th( CA )
es la extensión de T que tiene las propiedades requeridas.

1b 21 Teorema de (O-completud de Henkin-Drey

Si T es una teoría en tipo de semejanza numerable que posee una extensión

consistente y co-completa que incluye los axiomas de la Co-lógica,

entonces T tiene un co -modelo.

Prueba:

Este resultado se obtiene a partir del teorema de

omisión de tipos: Si T es una teoría consistente en tipo de semejanza

numerable y el conjunto de fórmulas 2. (x_1 tiene la propiedad
1 n

(1 ) Para cada fórmula tpfx.,...,x ) tal que

T u |3xr ..xn Cp (x^,, •, ,x ) es consistente

hay una fórmula <5“ (x^ ... ,xn ) €: 2. (x^... ,x ) tal que

T U | 3x1> . .x
n
( Cp (x lF ... .xj * -iGT (x 1 ,,.. I x

n
) ) ^ es

consistente ,

entonces

(2) T posee un modelo que omite ¿ (x^ x
n

) .

Para una prueba del teorema de omisión de tipos véase,

por ejemplo, Chang & Keisler (1977), pág. 79 . Indicaremos aquí cómo

se obtiene el teorema de tu -completud a partir del teorema de omisión

de tipos.

Consideremos una teoría T en tipo de semejanza numera-

ble que posee una extensión T
1

consistente y Co-completa que incluye

los axiomas de la Cü-lógica. De acuerdo con el lema 1.18, T
1

cumple

la hipótesis del teorema de omisión de tipos respecto al conjunto de

fórmulas {.Nx^ ■“n xfeft n : neco\ . Por tanto T* tiene un modelo

que omite este conjunto de fórmulas . De acuerdo con el lema 1.19,



<s\ es un CO-modelo. Por tanto, T posee un to -modelo.

1.22 Corolario : Completud de la to -lógica.

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza numerable t •

(1) Para cada sentencia cr de tipo r
, si T , entonces T V— a~

Cu Cu

(2) Si T es consistente en oo -lógica, T posee un -modelo.

Prueba:

(l) y (2) son , obviamente, equivalentes. Por tanto,

nos limitaremos a establecer (l) . Observemos que,en la construcción

de la definición 1.14, si el tipo de semejanza de T es numerable, hay

un ordinal z Ctal que \ *
, en cuyo caso 1^ - 1^

para cada % > ^ • Entonces T \— <s~ si y sólo si crtT^ .

Supongamos, pues, que Tjs=. 5- pero T yu cr .De acuerdo con lo
to Oj

indicado, cr 4. T
•t

Como , tampoco T- <3- . Así

es consistente ( en primer orden ) , Veamos que »cr\
es Cu-completa. Para ello supongamos que T^u(—< ^^(n) para cada

nfcuj • En ese caso |p=- -'tC"—tp (n) para cada neuj y

así , como T, para cada néU) •- T
^+1 . (—>C^» cptn)}6.

Por tanto, usando de nuevo el hecho de que ,

( —1 cr —=»Vx(Nx —* <p (x))) €r

y entonces T^u(-ur} )== Vx[Nx —=> (p (x)) . Queda, pues, establecido

que T^u{~•(5'^ es consistente y co -completa . Como cada axioma

de la Qj- lógica está en y C. g {nví
verifica las hipótesis del teorema de Henkin-Orey (teorema 1.21) y

tiene, en consecuencia, un OJ -modela &\ . Como T

es un to -modelo de T u lic*| .En ese caso T o”

Mostraremos a continuación que este cálculo sólo es

completo para tipos de semejanza numerables.

1*23 Contraejemplo

Hay una teoría T en tipo de semejanza no numerable que
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es. consistente en co -lógica aunque no posee ningún to -modelo, Por

tanto, hay una sentencia cr tal que T <y pero T cr
Co /co

Además T es Co -completa.

Prueba:

El tipo de semejanza de T tiene, junto a los signos

propios de la co-lógica, un conjunto { c^ : de distintas

constantes. Los axiomas de T son los axiomas de la uu-lógica y los

enunciados

( i) Vx Nx

(ii) -»

c^ bf c^ para ^ ,

T no puede tener ningún co -modelo, pues en cualquier

modelo de T es no numerable. Veamos que T es 00 -completa.

A tal efecto supongamos que para cada n£uj, T £=• y

mostremos que T Vx(Nx —^ (x)) • En ^ (x) no aparecen más

que un número finito de constantes de } c^ : i| , Para facilitar

la notación, supongamos que son las primeras, c c . Entonces
U K

hay una fórmula ^ (x,xo* *"" * x |< ^ de de sBmB jBnza { 0 »S ,

tal que

Cf (x) - Y (x,c0 , c
k ) •

Sea A el conjunto de los axiomas de la to -lógica , Como para cada n é.<-o
,

A u lVx Nx} U c^: ( n )

y las constantes ( c^ : V| no aparecen en A U lVx Nx} ,

tenemos que para cada nécu,

AujVx Nx}|= Vx
Q
...x

k [ ±
A

k
-, «jKx^ o

Veamos que

(* ) A <-> {Vx Nx} fc=. Vxx
Q
...x

k ( i^k
' n x
i
i5: Xj —* (x» x0 f-iXk })

En otro caso tendríamos un modela de {Vx Nx }
tal .que

3xx_.. ,x. ( A.-, x
0k i< j£k

x

j Yt x * xo
,- ” ,xk^ ^

■



Como ^ A y para cada axioma cs“ de la teoría de la sucesión,
TS , <S"

^
é: A , tenemos que

< A, (f', > ^=- TS

y, por tanto

<A t <f ,S*> =- <co , 0 , 5"> .

Sea & la expansión de <k>, 0 , S definida por

T Í0.S\ = <<*■>, 0 , S> y N®-Co .

También ocurre CT\ =■ (P>
f pues para cada sentencia cr del tipo de

semejanza { 0 , S , N$ hay una sentencia CT* del tipo de semejanza

{ 0 , S j tal que Vx Nx ( cr <—=> es-
1* ) , Como V=- Vx Nx

y <R |=: Vx Nx , concluimos que (S"\ “ a En ese caso

(Tb V= 3xx
Q
...x

k ( Xj A -'Y[x i xd
x
k )) .

Hay, pues , un néui tal que

^ *=• 3V"*k( í«¿k-,xl“ x
j
*

A Y^.x0

Pero ff!>^*AV)\Vx Nx"\ , de manera que

A u{Vx Nx^ #=• V><
0
-'-x

k ( x
j

en contra de lo anteriormente establecido.

" * ,Xk ^ '

Y( n .x0 ,...,xk J ) ,

Esto establece el punto (•* ) . Por tanto tenemos

T Vx (Nx —* tp (x))

y , en consecuencia , T es Lo -completa. Veamos, finalmente, que

T es consistente en u> -lógica.

En la construcción de la definición 1,14 obtenemos:

Tg « T U A - T

T
1

“ \°f ' \ O |Vx(Nx —=»cp(x)) : Para cada nfcuj , (n)t

«* T , por LO-completud de T .

Así t
2

“ T
i y para cada ^ ^ 1 * Ty\

” T
l

•

Como T es consistente, resulta que T es consistente en cu-lógica •
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En efecto, en otro ceso habría un ordinal ^ y una sentencia

tales que ( a cr } T*^ . Pero entonces T \= ( a (T ) ,

pues T
»\
“ T

1
“ \ ! T l= <f 1

(

Así pues, T es consistente en co -lógica pero no

tiene ningún co -modelo.

Hay un concepto relacionado con los de tu-completud

y consistencia en u> -lógica, pero distinto de ambos: la Co -consistencia,

l«2tj Definición : co -consistencia

Un conjunto de sentencias T es «-o -consistente si no

hay ninguna fórmula (x) tal que T cp (n) para cada

n y , al mismo tiempo, T 3x[Nx a —i ^(.x)) •

Güdel introdujo el concepto de co-consistencia al

formular sus teoremas de incompletud. Mostró que ninguna extensión

recursiva y CO -consistente de la aritmética de Peano, AP, es completa.

Posteriormente Rosser mejoró los teoremas de Gttdel eliminando el

requisito de co -consistencia y sustituyéndolo por el de consistencia.

1.25. Lemas

Si T es una teoría numerable, entonces :

U) Si T es Co -consistente, T es consistente .

(2) Si T es consistente en co -lógica, T es cu-consistente•

( 3 ) Si T es completa y consistente:

T es Cu-completa si y sólo si T es co -consistente.

w Si T incluye los axiomas de la co -lógica,

T es consistente en co -lógica si y sólo si T posee una extensión

consistente y co-completa.

(5) Si T incluye los axiomas de la to-lógica y T es completa,

T es consistente en to-lógica si y sólo si T es co-consistente.
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Pruebes:

(l) es inmediato • (2) se sigue del teorema de completud

para U>-lógica (1.22 ) habida cuenta de que una teoría ^-inconsis-

tente no puede tener ningún co-madelo. (3) es inmediato a partir de

las respectivas definiciones. (4) se obtiene de los teoremas 1.20 y

1.22 , (5) se sigue de los puntos previos.

Hay teorías consistentes pero cu -inconsistentes y ,

lo que es más interesante, hay teorías co -inconsistentes que inclu-

yen los axiomas de la cu -ldgica pero no son consistentes en

tx>-lógica, de manera que no son extensibles a ninguna teoría

Cu-completa y consistente,

1.26. Ejemplo

Hay una teoría numerable que extiende a la aritmética

de Peano , incluye todos los axiomas de la cu-lógica y es cu-consis-

tente, pero no es consistente en co -lógica. No tiene, por tanto,

ningún co -modelo ni ninguna extensión consistente co -completa.

Prueba:

Recordemos que [H = < Cu , o , s , *V ,
♦

,
< .

Sea IN* la expansión de rN al tipo de semejanza VMn\
en la que N

^
e Co , y definamos AP* = AP U {Vx Nx \ . AP

*

es la aritmética de Peano en el tipo de semejanza X^
v* ,

Definamos a continuación:

£ - AP* u |W(Nx —* (x)) : para cada p tco ( AP* \= (n) \ .

21 no es completa , pues el conjunto de números de

Gfidel de sus sentencias es definible en ftj* y la teoría de

fbi* no lo es . Hay por tanto una sentencia a~ tal que

H H= o-
pero ^ cr

,

Sea entonces T » AP"*u í.-n G" \ • Veamos que T tiene las propieda-

des anunciadas.



(1) T incluye todos los axiomas de la co-ltígica.

Esto es obvio dado que todos ellos son consecuencias

de AP* ,

(2) T es inconsistente en uu -lógica.

La razón es que T na posee ningún 00 -modelo. En

efecto, el único Cu -modelo de AP* es 1 pero M no es

un modelo de T .

( 3 ) T es cu -consistente,

Supongamos que para cada né-cu , T \= ^ ( n ) y

que T 3x(Nx *""i<p(x)) • Tenemos que para cada nfew ,

AP* \= (-nC- * <$> ( n ) )

en cuyo caso

( —i CT —^> Vx(Nx —* ^ (x)))

Pero al mismo tiempo

AP* t=. ( —»cr —^ 3x(Nx * ^p(x)))

y, por tanto,

t= (itr —=> 3 x(Nx a-i ^p(x))) .

Entonces concluimos que £. , en contradicción con la

hipótesis inicial sobre Cr* , Por tanto, (3) está justificado.
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2, üj -LOGICA Y ANALISIS

El mas fructífero campo de aplicación de la cu -lógica^es

el análisis, o aritmética de segundo orden„Es el estudio del modelo

0* ): » ^tüüp( Cu ), W , 0 , S ,+ ,
•

, < , ^

y diversas teorías que tienen a £? ( Co ) como modelo principal.

Este apartado está destinado a utilizar resultados

sobre <?( lo ) y teorías del análisis a efectos de comparar

tu -lógica y lógica de primer orden y obtener información

adicional sobre la complejidad de las consecuencias en

Cu -lógica de conjuntos recursivamente enumerables de premisas.

Precisaremos en primer lugar la definición de la

estructura ff( cu ) .

2.1 Definición

El tipo de semejanza de 6* ( Cu ) consta, además de

los signos 0 »S ,+ »•,< , de dos predicados , un predicado

monódico N cuya interpretación en (? ( cu) es Cu y un

predicado diádico £ que se interpreta en G [ cu ) como

la relación de pertenencia entre números naturales y conjuntos

de números naturales, relación a la que nos referimos con
” €s "

Si bien en la construcción usual de cu en teoría de

conjuntos resulta que uj Ó P(cü ) , aquí es conveniente

admitir que w A P[to] «
, de manera que ningún número

natural sea al mismo tiempo un conjunto de números naturales.

Las operaciones S , + ,
• se suponen extendidas

a P( Cu ) de modo arbitrario. Por ejemplo,

S(a) *= 0 para a ,

a -V- b - 0 para a éí Cu 0 b 4. Cu

a * b « 0 para a ^ OJ 0 b 4 Csu
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La dafinibilidad de los conjuntos de números naturales

mediante fórmulas de segundo orden en el modelo

< tu
, 0 , 5 , + ,

• ,<>

puede reducirse a definibilidad en primer orden en el modelo (? (o_> ),
En particular, tenemos correlatos en primer orden ( en el tipo $

de semejanza de 6* (cu) ) de las fórmulas
^ ^

,

11 n n

^ y n del tipo de semejanza . Esto se precisa
n

*

n

en las siguientes definiciones:

2.2 Definiciones

(1) Las fórmulas acotadas del tipo de semejanza de ® (uu) son

las obtenibles con las siguientes reglas:

(i) Toda fórmula atómica es acotada.

(ii) Si V » Y son fórmulas acotadas y ( tp a )
son fórmulas acotadas.

(üi) Si es una fórmula acotada, 3x(x < y * Cpj ) es

una fórmula acotada y Vx(x< y —> ) es una fórmula acotada.

(2) Las fórmulas
^

y V~\ ^ del tipo de semejanza de
*— n n

e* (w) son las obtenibles con las siguientes reglas:

(i) Las fórmulas
^

y las fórmulas \~\ ^ son las fórmulas

acotadas.

<ro

es

es

si y sólo si hay una fórmula Vp que

X
l"*

Xk^ Nx
X
* A Nx

k
A ^

[ni) y es n° i
si y sólo si hay una fórmula '+/ que

_
\ n+1

(ü) tp
n ^ r

£°É—
n ¥ Vx . • • • x. ( Nx, ^ ^

1 1
Nx. T ) •

(3) Las fórmulas 2! 1
y H 1

del tipo de semejanza de

6* ( Cu ) son las obtenibles con las siguientes reglas:

(i) Las fórmulas 2 q
y las fórmulas son las mismas,

a saber, las fórmulas que son
°

para algún número natural n.

(ii) (|> es 2! ^

^
si y sólo si hay una fórmula clue
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es

es

n
n

y —* Nx^a ... A— Nx
k

—=> Y ) .

(iii) Y 8S 1 1 si y sólo si hay una fórmula Y c,ue

^ )) .y Vx.. • .x, [ Nx^ A ... a Nx
k

A

2.3 Observación

A menos que se diga explícitamente lo contrario, las

expresiones " fórmula X ^
"

, "fórmula ti ° . "fórmula f
^

n n n

y "fórmula TI " remitirán a los conceptos usuales definidos
n

en el apartado de notación y no a los de la definición 2.2 • Así,

una fórmula X ^ será una fórmula de segundo orden del tipo

de semejanza . Los usos acordes con la definición 2.2 se

puntualizarán en cada caso, diciendo, por ejemplo, "fórmula X
^

n

de primer orden del tipo de semejanza delP(co) " en vez de

"fórmula X
^

"
• Definibilidad en £? [ Co 1 será definibili-

n
v J

dad en primer orden.

2,4- Lema

m
Sea A ^ Co , donde m ^ 1 ,

(1) Si A es £ ^ ^
, X

^
• H 1

) entonces A es

definible en (? ( co ) mediante una fórmula [de primer orden

y de tipo de semejanza de G5 [uo) ) X ^
( respectivamente,

n

h G f 1 n 1
i1 1

n
• ¿-n ' 1

n
1 °

(2) Si A es aritmético, A es definible en G [ uo ) mediante

una fórmula [de primer orden) todos cuyos cuantificadores están

relativizados a N •

(3) Si A es analítico, A es definible ( .en primer orden )
en <5* [Co ) .

Prueba:

Los puntos [2) y [3) se siguen del punto [1), habida

cuenta que toda relación aritmética es £" ° para algún n y

toda relación analítica es X 1
para algún n . Para justificar
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(l) obsérvese que las fórmulas de segundo orden [cuyas variables

de segundo orden son monádicas) del tipo de semejanza poseen

una traducción natural a fórmulas de primer orden del tipo de

semejanza de (? [ co ) . Para caria variable x de primer orden y

de índice j sea x' la variable de primer orden de índice 2j ,

y para cada variable monódica de segundo orden y de índice j {X 'i,
'

sea X* la variable de primer orden de índice 2j+l . A cada término

t del tipo de semejanza corresponde un término t
1
del mismo

tipo de semejanza, resultado de sustituir simultáneamente sus

variables x^,...,x^ por x*^,...,x^ . Asignamos entonces a

cada fórmula de segundo orden del tipo de semejanza [ todas

cuyas variables de segundo orden sean monódicas ) una fórmula

de primer orden del tipo de semejanza de ^( Co ) de acuerdo con

lo siguiente :

[i) Si ^ es una fórmula atómica de primer orden, es el

resultado de sustituir las variables x^ M ,.,x de <p por las

variables x^,...,x^ [ simultáneamente ) .

(ü) ( xt ) - te x’

(üi) [ —•
— 11

1

y ( cp a ^ « ( tf' a ^ ) .

(iv) ( 3x cp ) - 3x( Nx' a ip' )

(v) ( 3x tf )'- 3x( — nx'* Cf’ )

Entonces para cada fórmula Cp (x^,....x^) del tipo

de semejanza todas cuyas variables de segundo orden son

monódicas, y para cualesquiera m. i • • * ^

INI t=. Cp (m ,. • • ,¡ñk ) si y sólo si 6?( Uj ) \=- (m^,.., tm^)
Además, si es ( Pl ° *21* ’^n ^ 1

Cp* es , de acuerdo con la definición 2,2 , ( equivalente a )
una fórmula

°
f respectivamente,

°
» 5”* 1

» V\ * ) •
*— n n n n

Establecido este lema, comenzamos el estudio de la

la relación de consecuencia en co -lógica. En primer lugar exponemos



un resultado conocido del que sacaremos partido más adelante.

2.5 Lema

La teoría completa de números es /\ ^
Prueba:

Recordemos que la teoría completa de números, TCN ,

es la teoría del modelo IVl , Debemos justificar que el conjunto

de los números de GÜdel de las sentencias de TCN bs 2 í y
1

1

[I ^
• A tal efecto, observemos que :

(l) TCN es el único conjunto de sentencias 2* del tipo de

semejanza que verifica las siguientes condiciones:

U) £ es consistente.

(ü) ap g Z_ .

(iii) Si 21 \f=- <p , entonces

(iv) Si para cada n e uj , 5- *p(n ) i entonces

ÍL \= VX ‘f(x) .

La condición (iv) espresa la ^J-completud pero sin

necesidad del predicado N • En el contexto de esta prueba entende-

remos por co-completud la condición (iv) •

De acuerdo con (l) , tenemos

(2) Cf £ TCN si y sólo si hay una extensión consistente UL
de AP que es U-> -completa y está cerrada bajo consecuencia

tal que ,

( 3 ) ^ 6 . TCN si y sólo si para cada extensión consistente

2L de AP que es Lu-completa y está cerrada bajo consecuencia,

él£ .

Podemos obtener fórmulas t¿^(x) > ’ ^
3^) y

^
4(X) (respectivamente • f*l 3 y H 1 )' del

tipo de semejanza Ti*. » tales que para cada a £ :
■N
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(i) W ^
X (X) £Á) si y sólo si ^Gü(ír) : £ AP } <k A.

(ü) HA N- ti
z ( X ) La] si y sólo si A es el conjunto de

los números de Gtidel de un conjunto consistente de sentencias

de tipo .

(iii) tM \= *3 (x) [Al si y sólo si A es el conjunto de

los números de Güdel de un conjunto Cu -completo de sentencias

de tipo .

(iv) ^ |= o¿
4(x] [Al si y silo si A es el conjunto de

los números de Güdel de un conjunto de sentencias de tipo

que está cerrado bajo consecuencia.

Usando estas fórmulas, concluimos, por (2) y (3)
que

(4) n £ {gü(o-) ¡ cr £ TCN \ si y sólo si

IN axto^tx) ac*
2 (x) a ©¿

3 (x) a ol
4(x) A xñ )

(5) n £ ÍGfl(<3") : cr e TCN \ si y sólo si

nA t= Vx('X 1 (x) a*2 (x) A u
3(x} A ot

4(x] —> xñ )

(4) muestra que |Gfl[cr) : ere. TCN 1
) es ¿I ^ y

ni a 1
^

(5) que es II
^

• Por tanto, es .

‘i

i

A la vista de los teoremas de incompletud de Güdel para
v

s

, la aritmética , podría pensarse que un resultado de incompletud

para teorías verdaderas en 0* (ui ) se debe a su contenido

estrictamente aritmético, es decir, a los enunciados de tipo

de semejanza relativizados a N que contenga. Pero

N
este contenido aritmético es a lo sumo TCN • Por tanto, es

atinente el siguiente resultado:

2,6 Lema

Si T es un conjunto analítico de sentencias del tipo de semejanza
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de ^ (oj) ( en particular, si T es recursivamente enumerable)
y ff t w ) t=* T , entonces T U TCN

N
es incompleta.Hay, por

tanto, una sentencia cr tal que

(? (CO) (=• cr* pero T v TCN
N

*=£- 0“ .

Pruebas

Como para cada axioma cr de la teoría Q (véase
el apartado de notación, sección 3 ) tenemos T o TCN^ o"^

,

N
podemos usar el lema del punto fijo para To TCN • Recordemos

que este lema garantiza que para cada fórmula cp (x) hay

una sentencia cr tal que

T O TCN^ ( cr —=> Cp( r cr*)) -

N
Así, la sentencia er expresa en Tu TCN que ella misma

tiene la propiedad quB Cp (x) simboliza.

Por los lemas 2,5 y 2.4 sabemos que ^Gü(g") ¡ cr€.TCN^
es definible ( en primer orden ) en §* ( Co) . Por tanto,

también lo es {gü(ct-) : cr ^ TCN^ } . Por hipótesis T

es analítico , de manera que , por el lema 2,4, también

\ GS(cr) : cr é. T} es definible en 6* ( c_u ) . Por tanto ,

iGü(ír) : <r 6 T ü TCN^ \ es definible en (P ( cu ) • Hay,

pues, una fórmula (de primer orden ) del tipo de semejanza

de 5? ( CO ) , (p (x), tal que

(1) &(u> ) (n) si y sólo si n es el número de

Gfídel de una sentencia del tipo de semejanza de (? (oj )
tal que T O TCN*'* ^ cp •

Aplicando ahora el lema del punto fijo a "^(x)
obtenemos una sentencia cr tal que

(2) T u TCN
N

1= ) •

En ese caso

(3) T V TCN
N

CT .
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En efecto, si fuera T u TCN
N
l=-cr , tendríamos

T O TCN^ ('“cr') y así 6* ( cu ) V= —1 t r^=1 ) i pues

C? (tu) \= TuTCN
N

. Pero en ese caso , por (l), T uTCN
1^
\=t- g“ .

(4) TuTCN
N
hf “« es-

Pues si T O TCN
N

\=- -* cr , tenemos , por [2) , que

TUTCN^ Cf (''er*) y así (P ( co) ( r cr') • ese caso,

por (l) , TU TCN^ \=. <s~ , en contra de [3) ,

De (3) y (4) se sigue la incompletud de T u TCN^* ,

Esto justifica,entonces, el lema 2.6 .

N
La teoría TCN es cu -completa y , por tanto, son

las mismas sus consecuencias en primer orden que en Cu_L5g:LCgu

N
Que obtengamos más consecuencias de Tu TCN en ^-lógica

N
que en primer orden depende simplemente de que T u TCN sea

-completa o. no. Por tanto, no puede obtenerse ningún resulta-

do general acerca de sentencias no demostrables en primer orden

pero sí en Cu -lógica. Sin embarga, sí hay resultados de este

tipo en la medida en que se precise la teoría T • Próximamente

obtendremos algunos.

El siguiente teorema proporciona una cota a la

complejidad de las consecuencias en cu -lógica de un conjunto

recursiverosnte enumerable de premisas. Posteriormente se mostrará

que no puede ser mejorado. Estos resultados hacen más preciso

el ya conocido de que la Cu-lógica no es recursivamente

enumerable para consecuencia.

2,7/ Teorema

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza recursivo T ,

(1) Si T es analítico, el conjunta de consecuencias en <-u-lógica

de T también es analítico.

(2) Si T es ni . t en particular, si T es recursivamente



enumerable ) el conjunto de consecuencias en Cu-lógica de T es

también n;.
Pruebas

Sea A el conjunto de los axiomas de la uj- lógica y

recordemos que A es recursiva. Por los teoremas 1.20 y 1.21

tenemos

[1) T tiene un cu -modelo si y sólo si T tiene una

extensión I3E consistente y tu -completa tal que — "5-
m

y , por tanto,

(2) T cr si y sólo si para cada extensión de T ,
cu

consistente y Cu -completa, que incluye a , C“ € "SI .

Si T es analítico hay una fórmula [de segundo

orden ] ©* (x) tal que

(i) IM \=- ^ (X) TaI si y sólo si {gü[ct) : (T é. t} ^ A .

Si T es nJ podemos puntualizar que [xj es

Hay, además, fórmulas (x), c¿
3 [x), o^(X] y

o<
5(X t y) , respectivamente >1^° y

l
tales

que:

[ii) [Al si y sólo si A es el conjunto de los

números de GÜdel de un conjunto Cu -completo de sentencias de

tipo de semejanza T
,

(iiiJtKl^-Cx) Ca"] Si y sólo si A es el conjunto de los
O

números de Gtidel de un conjunto consistente de sentencias de

tipo de semejanza t* 0

(iv) [NN cs*
4(x) \jCi si y sólo si {gó(ct) ^ A .

[v) \\\ |=s c*^(x,y)^A,n"l si y sólo si n es el número de Gtidel de

una sentencia de tipo t que es deducidle de premisas cuyos



195

números de GÍJdel estén en A .

En virtud de (2), tenemos entonces

(3); n €t|g8(gt) : T c- ^ si y sólo si

IN )p= vx( oí-^X) A ot
2 [x] A Ol

3 tx) A 4 (X) 5 (X,ñ) )

y , por tanto,

^G8 (cr } : T)r= a- ] es analítico , y es r\J si t es íii •

A continuación obtenemos un resultado de iricompletud

en CaJ -lógica. Su formulación original se debe a Rosser,

2,8 Teorema

Si T es un conjunto analítico de sentencias del tipo de semejanza

de 6* (co ) [en particular, si T es recursivamente enumerable)
y <P( to ) (=. T , hay una sentencia o~ tal que T o-

y Tf^£ —1 cr , Por tanto, hay también una sentencia <s~ tal

que (? (cu ) t=c- pero T CS-
Uj

Prueba:

.N.
Si T es analítico, también T uAP es analítico

1 N 1
y, por el teorema 2.7, \ O" : T UAP fe 0

"

1 es analítico.

Por el teorema 2.4 , ^GB(o~ ) : TU AP
N

^ cr ^ es definible

( en primer orden ) en & ( <-u ) . Hay , pues, una fórmula tp(x)
del tipo de semejanza de 6*(uo) tal que para cada ñeco ,

(1) .

n € \g'*(g") : T U AP
N

^cr^ si y sólo si f? ( cu) V= Cp (j

Por tanto, para cada sentencia <3” ,

(2) Tu AP
N
t=- cr si y sólo si (P ( Uj ) ^ ) .

Aplicando ahora el lema del punto fijo a

obtenemos una .sentencia Cr tal que

(x)

(3) T U AP
N
\= ( cr 1 —i Y (’o3 ) )

Veamos que ni c" ni nc
- son consecuencias de
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T O AP en Cu -lógica , en cuyo caso tampoco lo serán de T •

(4) .
T <J AP

N
cr-

Cu

En efecto, si Tu AP
N

g~~ resulta, por [3) ,

N —.

que T u AP ^ ( rcT ) . Como ( Co ) es un Gu-modelo

de T u AP tenemos que (? [ (j_>) \= -nCp ) • Pero entonces,

por (2); , T u ap
N

cr .

[5) T u ap
N

tf=j -> cr
Supongamos que T u AP

N
cr . Por (3) , tenemos

que T U AP \=- C^> ) y , como 0? [ gu ) es un

-modelo de Tu AP
N

, £? ( CU ) |f= tp (rdri ) . En ese

caso , por (2) , T U AP^t= <r
, en contra de (4) .

Cu

De (4) y (5) se sigue , como ya se ha indicado,

el resultado,

A la vista de estos dltimos teoremas, concluimos

que no hay ninguna axiomatizeción razonable de la teoría de

( CU ) ni en primer orden ni en Cu-lógica» Sin embargo,

hay ciertos fragmentos de la teoría de (5* ( cu ) que. sí

admiten axiomatización, incluso recursiva , y para ellos la

-lógica es más fructífera que la lógica de primer orden.

En particular vamos a considerar una teoría recursivamente

axiomatizable que extiende a la aritmética de Peano e incluye

los axiomas de extensionalidad, comprensión e inducción. La

definimos a continuación,

2.9 Definición ; A^
Los axiomas de la teoría A^ son los siguientes:

(l) Axiomas estructurales»

(i) NO A Vx(Nx .—> NS x)

[ii) ,‘ Vxy(NxANy .—> Nx+y a Nx«y)



x+ y¿r O A X# y bf O )(iii) >&y( —»Nx N —» Ny

(iv) Vx( —1 Nx -J* Sx s=r O )

(v) Vxy( x< y —* Nx a Ny )

(vi) Vxy( x £ y > Nx a “• Ny )

(.2J o~ para cada axioma cr- de la aritmética da

Peano, AP .

(3) Axioma de extensionalidad

Vxy (■“•N x a —*N y a Vu(u 0 x ^ u £ y) —-»> x y )

( 4 ) Principo de inducción

Vx( 0 £ xa Vy( y £ x —=•> Sy£ xj —=? Vy(Ny —=>> y £ x))

(5) Axioma de comprensión

Para cada fórmula Cp [u,x^.. B( x ) en la que la variable y

no está libre :

V
X;L ...xn

3y( —' Ny a Vu(u £ y 4-^ Nu a Cp (u, X;L ,... .x^) ]).

2 0 10 Observaciones

Todo CO -modelo de A^ es isomorfo a una subestructu-

ra de © ( U-> ) • En efecto, si £\ es un Uj-modelo de A^
la inmersión F de 6"\ en © ( cu ) viene dada por

,
-Si .

F( n J b n para cada número natural n .

F(B) « |n€cu: n £ B \ para cada B A - N 6
^

0

Por tanto, los Cu -modelos de A^ sólo pueden

diferir en los subconjuntos de co que posean • Un clásico

resultado de Kreisel, Gandy y Tait establece que los

conjuntos de números naturales presentes en todos los Cu-modelos

de A^ son precisamente los hiperaritméticos ( los J ) B

Las sentencias que tienen todos los cuantificadores

relativizados al predicado N y san verdaderas en (?( Cu ]
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son verdaderas en cualquier Cu -modelo de A • Pero además, las
. i

^

sentencias |l ( en sentido de la definición 2.2 )
verdaderas en ( Co ) son verdaderas en cualquier U>-modelo

de • La razón es que,, como ya se ha indicado, si ^ es un

-modelo de A^ , hay una subestructura &> de í (tu )
tal que G\ ^ y = cx> = N

®^ ^ (_ y las

sentencias universales se preservan bajo subestructuras ) .Por

tanto, si Cp es una sentencia ^ ( en el sentido de

2.2 ) verdadera en algún Cu -modelo de A^ , Cp es

verdadera en ( Co ) .

Usaremos a continuación esta última observación para

obtener resultados sobre la complejidad de \== cr~^ ,

y con ello podremos fijar una cota inferior a la posible comple-

¿idad de las consecuencias en ¿u -lógico de un conjunto recursivo

de premisas.

2,11 Teorema

El conjunto de las consecuencias en co -lógica de A^ no es 2"

Prueba:

Supongamos que ) 0“: a_ £=• a
- } es 2 J" • Hay , por

^
c 2 cu 1 1

2.4, una fórmula ¿T" ( en el sentido de 2.2 ) , Cp(x),
tal que para cada n £ <-«_> ,

(1) n é^Gü( cr) : A^ t^_cr } si y sólo si ^ (.n) „

y así, para cada sentencia cr~
,

(2) .
A |=- (r si y sólo si ^ ( oj ) \= Co (r¿=* ] ,

2 LO

Podemos aplicar el lema del punto fijo a A^ y -1 Cp(x‘3 1

obteniendo así una sentencia c3~~ tal que

l 3 ) A
2 t= ( o* 4r—í*“' <f t rc^)) .

Veamos ahora que esta situación es contradictoria:
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(4) A
2

<T- .

En efecto, si A V=. C“ , tenemos que A
0 h=_ - Q?(.^cP),2 ^ 2 ruij \

por (3), y que (? ( to ) ^ (^"cr 1 ) , pues 6* ( tu ) es

un Cx>-modelo de A
2

. PerQ , por [2) , Q (tu ) [ rd r% ) .

(5) A
2 V^ff- .

Por (4) sabemos que hay un Gu-modelo GT\ de

tal que CH ' o™
, por (3) ,

6\ \= ^ ( rcF') • Pero

es una sentencia 21 ^ y,de acuerdo con lo indicado en la

observación previa, tenemos entonces que C? (<-« )\= <?
Por (2) concluimos entonces que A cr- .

2 <-0

tf t r°=)

La contradicción entre (4) y (5) proviene de admitir

que {c?-

; Ag cr ^ es ^ • Por tanto,está justificado

el teorema•

Con estos resultados podemos mejorar el teorema 1.6,

acotando la complejidad de las consecuencias en tu -lógica de

un conjunto recursivo, o recursivamente enumerable, de premisas.

2.12 Corolario

(1) Si T es un conjunto recursivo de sentencias, el conjunto
1

de consecuencias en tu -lógica de T es 1\ .

(2) Hay un conjunto recursivo de sentencias, en tipo de semejan-

za finito, cuyo conjunto de consecuencias en tu -lógica no es ¿L J ,

Prueba:

(1) se sigue de 2.7 y (2) de 2.11 .

2.13 Corolario

(1) En todo tipo de semejanza recursivo el conjunto de

sentencias válidas en Cu-lógica es n \.
(2) Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de

sentencias válidas en tu -lógica no es •



Prueba:

(l) es consecuencia inmediata del punto [1) de 2.12 ,

(2] se obtiene del punto (2) de 2.12 y del teorema 11.23 , En

efecto, como el tipo de semejanza de la £-0-lógica es finito,

podemos usar 11.23 para obtener una sentencia o- Bn un

tipo de semejanza finito r' que extiende al tipo de semejanza

T de G*( Cu ) y verifica :

| ^ (f \ « [ <¡p : esde t:i-P0 T y es- \==-> \

donde M es un predicado monódico de T* . Si el conjunta de

sentencias válidas en tipo T* fuera ^ ^ , también sería

*2^ el conjunto

[ : Cp es de tipo T y <s~ $=. }
y por tanto jcp ¡ V= ^ ^ sería ^ . Pero ya sabemos

que éste no es el caso.

La CjJ-lógica permite extraer más consecuencias de

A_ que la lógica de primer orden , Esto es claro dado que

iv 1 N
para cada sentencia <3" tal que IN tenemos A^ »

pero hay sentencias C3" verdaderas en ftsl y tales que

N

Ag l=f= Cr • Pero aunque añadamos a A^ toda la teoría comple-

ta de números, siguen habiendo sentencias obtenibles en Co -lógica

pero no en primer orden. Esto es lo que expone este último corola-

rio :

2,14 Corolario

Hay una sentencia cr tal que A \=-cr pero A uTCN^t^C”
2 lo 2

Prueba:

Como TCN

sabemos

A
2
u TCN

que t
2

Sea ^ ¡ ^2 TCnN l=Cr 1" y T
2
“ I®” ! A

2 fe ^
^

C T , tenemos que T O T . Por el lema 2.5
^

1
^

^
que TCN es

^
. Por tanto, también es As

^
y , en consecuencia, T^ . Pero por 2.11 sabemos

no es /\
*

. Así r
1 t T

2 y hay * entonc8s » una



sentencia 6“ tal que C“ pero a~ 4= , Entonces

A„ t=- ts~
2 oj

pero a
2

O TCN H=- c-

2,15 Observación

La situación descrita en los corolarios 2,12 y 2,13

es análoga a la que se da en primer orden, cambiando 1
por r: y r; por n; .En Co -lógica el conjunto

de sentencias válidas es siempre | \^ pero no siempre hiper-

aritmético ( ) • En lógica de primer orden el conjunto de

sentencias válidas es siempre recursivamente enumerable ( 51 ^ )
pero no siempre recursivo (

°
) . Otro tanto ocurre para las

consecuencias de un conjunto recursivo o recursivamente enumerable.

Este paralelismo se ve reforzado por la representabili-

dad en las teorías AP y es una teoría para )
análoga a AP para tM , Los conjuntos representables en

AP son los recursivos y los débilmente representables son los

recursivamente enumerables. En Grzegorczyk & Mostowski & Ryll-

Nardzewski (1958] se establece que los conjuntos representables

en \ 0~ : A_ \= \ son las hiperaritméticos ( ?* ) y que
2 o-> 1

los débilmente representables son los ( \ ■

Esto sugiere que hiperaritmeticidad corresponde en

Cu -lógica a recursividad en primer orden y que el concepto
m 1

de conjunto ll en -lógica corresponde a enumerabilidad

recursiva en primer orden • Sin embargo este paralelismo no es

total. En otros contextos hiperaritmeticidad en UJ -lógica es

un correlato de finitud en primer orden. Así, por ejemplo, una

versión del teorema de compacidad para -lógica debida a

Kreisel ( véase Kreisel (1965) ) establece que:

Si T es y cada subconjunto hiperaritmético de T

posee un -modelo , T posee un lo -modelo.

2,16 Observación
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Una lógica muy parecida a la O-i-lÓgica es la lógica

de los números enteros, que llamaremos ^-lógica. Se trata de

la lógica asociada al modelo

2 « < Z , S">

donde Z es el conjunto de los números enteros y S es la función

de sucesión en Z ( usamos el mismo signo para designar a esta

función que para la función de sucesión en to
, pero son funciones

distintas ) .

El tipo de semejanza de consta de un único signo

funcional monódico ,
S , Los tipos de semejanza a los que se

aplica la Z -lógica poseen el signo S y un predicado monódico

U • Los Z? -modelos son las estructuras G\ en las que

es | S)-cerrado y

<Z,S">^^lf\ 5 fu’S
La teoría de Z es recursivamente axiomatizable. Un

conjunto recursivo de axiomas es el siguiente:

(i) Vxy( Sx S y —^ x te y )

(ii) Vx 3-y Sy w x

(iii) Vx —* x ¿sí S
n

x para cada n > 1 ,

donde S**S y S. » S S .

Z es el único modelo de estos axiomas que omite

el conjunto de fórmulas

^ ’ 1 S
n
x fci y : néuj}

donde ahora la notación S
P

se extiende al caso n *= 0

entendiendo que S *^x « x .

Sea A el siguiente conjunto de sentencias :

(i) Vx Ux

(ii) Vx(Ux 9 U Sx)

Uü) para cada axioma es
- de la teoría de



Resulta entonces que :

G\ es un Z-modelo si y sólo si G~V es un modelo de ¿S.

que omite el conjunto de fórmulas | (üx a, Uyj^VJ [— S
n
x br y : ntui

La Z -lógica posee un cálculo análogo al descrito

en 1*14 para la Cu-lógica. Los axiomas de la Z -lógica son

las sentencias del conjunto ^ y la regla infinitarla de

inferencia correspondiente a la Oj-regla , la Z -regla , ess

V&y( Ux A Uy ^ S
n
x ü y —5> tp (x,y)) para cada n£.u¿ -

Vxy( Ux a Uy —^ <p (x,y))

que también puede formularse, de manera más simple, como :

Vx[Ux -—> <p (x, S
n
x)) para cada nfe'-o .

Vxy(Ux a Uy —cp (x,y))



3o LOGICA DEL BUEN ORDEN

La lógica del buen orden , d¿*._ , es la lógica asociada
WO

a la clase WO de los buenos órdenes • El tipo de semejanza de

WO consta de un único predicado diádico, < , para la correspon-

diente relación de buen orden y

WO « 1 0\ • CiA es de tipo i }
de

{ &A : 5A

A } •

w<
O

es un buen orden

Llamaremos modelos bien ordenados a los WO-modelos .

Estos son, pues, las estructuras ^ cuyo tipo de semejanza

incluye los signos < y U ( U es el predicada monódico

propio de la lógica ) y restringida a U 0
'
es un buen

orden de U*"* [ que es un conjunto no vacio ) .

La relación de consecuencia

definida por

dB ^wo Bsté

£ t= <s" ai y sólo si
WLJ

un modelo de tr ,

todo modelo bien ordenado de 2!, es

3.1 Lema

no es recursivamente compacta . Tampoco es recursivamente

enumerable para consecuencia ni para validez.

Prueba:

El conjunto de sentencias

{(Je : néu)l ufe . < c : nfeu}L
n * v. n+1 n

no tiene ningún modelo bien ordenado, aunque todo subconjunto fini-

to suyo sí lo tiene. Por tanto ^ no es recursivamente compacta.

Por 11,15 obtenemos que ^ ^
no es recursivamente enumerable

WO

para consecuencia , Como el tipo de semejanza de WO es finito,

concluimos, por 11.20 , que tampoco es recursivamente

enumerable para validez.



205

3,2 Observación

La teoría de WQ, es decir el conjunto de sentencias

verdaderas en todo modelo de la clase WD, no sólo posee una

axiomatización recursiva, sino que es una teoría recursiva.

[Véase Doner G Mostowski G Tarski [1978] ). Un conjunto de

axiomas para la teoría de W0 es el siguiente:

(i) vxyz ( *<y*y$*—» *-g z )

(ii) Para cada fórmula ''p • ,x ,x )

Vxi« • * x
n
( 3x íp(x iI ... I X

n
,x) > 3x( Cp[x i ,...,xn

,x ) A.

a Vy( cp(x 1 ,...,xn
,y) - y )) ) .

(iii) Vxy( x <yvy<xvy¿-:x )

La simplicidad de la teoría de W0 contrasta con lo

expuesto en 3,1 y aún más con los resultados que obtendremos

en breve , Mostraremos que el conjunto de las sentencias válidas

de ^ en un cierto tipo de semejanza finito no es ni siquie-
WQ

^
ra

g
. Esto debe interpretarse como una nueva indicación de

que es muy distinta la lógica éC asociada a una clase K de
K

estructuras, de la lógica de primer orden suplementaria con la

teoría de K •

3,3 Definición : Axiomas de .

wo

Para cada tipo de semejanza T , los axiomas de

de tipo T son :

[i) 3x Ux

[ii) Vxyz[Ux * Uy a Uz a x < y Ay —» x z)

[iii) Para cada fórmula cp( x1 »• 0 •i x
n

» x ) de tiP° r *

Vx
1
...x

n [ 3x(cp(x1 ,,..,xn
,x) * Ux) —> 3x( ^[x1 ,,.,,xn

,x ) A

A Ux; A Vy( Cf(x1 ,...,xn
,y) a Uy i~>y <T x )) ) .

[iv) Vxy[ Ux a Uy —> x <: y v y <: x v x y ) .
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Obsérvese que de (iii) ya se sigue que

Vx ( L)x —* —ix ¡jí x ) •

Asi , en todo modelo de estos axiomas , es un conjunto

no vacio y [restringida a U*5
"

1

) es un orden total de

Ademas, por el grupo de axiomas [iii) , todo subconjunto no

vacío de que sea definible en con parámetros posee
_

, <S\
un menor elemento en < . Sin embargo ^ no tiene por

w

qué ser un buen orden .

A
wo(t) será el conjunta de los axiomas de

de tipo r • Obsérvese que para todo modelo bien ordenado ^

de tipo T ,

e'l ^ A irlo
W0 V J

3.4 Definición

Sea T un tipo de semejanza . S T

de fórmulas ^ tales que
' n n fe co

<p es una fórmula de tipo T u
' n

variables libres v
0

v
n

es el conjunto de las secuencias

para cada n feco ,

i < •, U \ con a lo sumo las

y »
4. Cp ^ es la secuencia

in' O’
•

n'* n^uj
r ’

»n nfecu

de sentencias definida como sigue:

w ?0 ■ 3 u
o C Uv

o
A

(ii í fn+1 " VV" V
n
CUVG

A A Uu
n
A <Pn lv0 w

n
3

3Vl (UVn+ l A fn+l tw0 'Vj A Vi 5 v
n

} ]

Estas definiciones nos permitirán ahora formular y

probar un teorema que caracteriza los conjuntos de sentencias

(de tipo de semejanza numerable ) que poseen un modelo bien

ordenado.

3.5 Teorema

Sea v un. tipo de semejanza numerable y T una teoría completa



y consistente de tipo t y que incluye a (t) .Bajo

estas hipótesis:

T tiene un modelo bien ordenado si y sólo si para cada

^ lfn^ V0 ,,, ' ,Vn^ ne
^ ST ’ hay un m Cvj tal que T ^

Prueba:

Supongamos primero que T es completa y posee un

modelo bien ordenado y sea < <P (v„,..,,v ) ^ ,

»n v 0 n
J

n £cu

Supongamos además, a efectos de obtener una contradicción, que

para cada m €.co , T ^ . Como T es completa, para

cada mé Lu
, ^ ^ Cfm ’

Definimos por recursión una secuencia <a >
^

n n fe«-o

de elementos de U tal que

, ^
^

(i) Para cada nfeco , a > a •J
n w n+1

(ii) Para cada ne Co Cpn [vQ
,... ,v

n
) t.aQ *

La construcción de < a comienza escogiendo
n nfeto

un elemento arbitrario a^ £ U tal que ^^qCVq) t aQ~i •

Esto es posible dado que ^ ^ y « 3 v^(Uv^a ))

Supuesto ahora obtenida a ,...,a de manera que

£\ <si
n

a„,...,a €.11 , a„ > a_ > ... > a y además
0 n

1 0 w 1 w w n

^ ^ <Pn lwO
Vn^ a

0
anl

observamos que 0\ \= <p y , por tonto,v n+1

3v . (Uv * <4> .(v_,.•.,v ) A v < v ) fa-,.. 0 ,a"1
n-+l v n+1 T n+l v 0 n+1' n+1 w n

J *- 0 n 1

(S\
Hay entonces un elemento a 6. U tal que a < a y

w n

^
—• V

n+l ) t“0 V a ! *

Definimos entonces a _

= a .

n+1

Justificada la existencia de <a > con las
n n ¿ t« >

propiedades [i) y (ii) , constatamos que (restringida

a U* ) no as un buen orden de , pues posee una cadena



descendente infinita, Pero entonces G\ no es un modelo bien

ordenado.

Esto establece parte del teorema. Para la otra parte,

supongamos que t es numerable , que T es una teoría de tipo

t consistente y completa que incluye a r ) y Que

para cada ^*f> (v_ t o.. fv)^ €: S hay un m fcuj tal que
^

ln v 0* n
J 'neto

T
m

Para cada nfe.co y cada fórmula oC (v^,...jV^) de

tipo t sea

^ (y0
A ÜX„ A • • o A Ux —

0 n

...V (v0 *x0
A

/\ V » X ) ) •

* ( V0 U
n
)A VV" XrM (x0 \ ] A

[vo 5 x
o )w [uo ^ X

0
A V

1 5 X
1 ] v—

’ A Vi* Vl A V
n 5 X

n
] V t V0 ií!X0

A ■” A

(51
Obsérvese que si 0^ es un modelo de T , <J

(restringida a ) es un orden total de y si a

c
0 n

son elementos de U
c

tales que 5"\ NoC(v_,...,v ) ra_,..i (al,
0 n u 0 n¿

entonces a„....,a0 n
es la menor n+l-tupla ( en el orden

<5\
lexicográfico correspondiente a < ) que satisface la

w

fórmula o¿(v„,...,v ) en ^ .v 0 n
v

Observemos además que:

(1) T V'V’ Vn^ ^ í VQ""' vn ) °4 (v0 ,...,vn
)]

f 2) T t= Vv .. .V wr .. Q w (Uv a .,, a Uv a Uvv r\ ,. „ a Uw av J “OnOn'-O n 0 n

w_ )A^ ( Vq i • • • » v
n
) a oí (wQ .--..wn

) v„« W A ... A V
0 0 n

(3] T ^ 3v
Q

. . .v
n
((JvQ a ...a Uv

n
a o*. (v^,...,^)) —

3V v
n
tUv0 A "• A “«n* *■ [u0’-"’ Un 5 ]

(l) es inmediato. (2) se obtiene del hecho de que

en todo modelo CTl de T. ( restringida a ) es un orden
•

w

total de u°\ (3) se establece por inducción en n usando el

grupo (iii) de axiomas de Z^WQ
(t ) .
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Adicionalmente se verifica:

(4) Para cada fórmula oí (vnl ,.,,v ) de tipo T
, si

0 n

T U i3vn ..,v ( í v_ , •. • ,v )a Uv_ a ... a Uv 1 t es consistente,1 0 n
v 0 n 0 n

v

también lo es

T u {3v_.. .v ( o^(v....,v ) a Uv_ A ... A Uv /\ oí (v ,... ,v ) )j.
u n u n u n u n J

Ello se sigue de (3) y (1) y del hecho de que T es, por

hipótesis, completa .

Como T es numerable , por el teorema de omisión de

tipos ( véase Chang & Keisler (1977) , pág. 82 ), hay un modelo

51 tal que :

(5) <S\ T y para cada n tuj , omite el conjunto

](Uv_ A ... a Uv l'A-i olív .... ,v ) : oí es de tipo T j ,

v. u n
.

u n 1

En ese caso,

(6) Para cualesquiera a ,"«,a
n
^ hay una fórmula

^ív rt ,,..,v ) de tipo T tal que GA ]p ... ,v ) Va„,...,a:~l .v 0 n
J 1 v 0 n' L o n.

Veamos ahora que

( 7 ) C\ es un modelo bien ordenado de T .

En caso contrario habría una sucesión <a > de
n ntoj

elementos de U'^ tales que para cada n^oj ,

<n

a > a ,
n w ni

Para oada néttu , (6) garantiza la existencia de una fórmula

v
n
) tal que <S\ J=. L.a0 a

n
1 •

I-
_

Veamos que para cada n feto f \=. .

Para n « 0, tenemos

^ C»01-

Para n + 1 tenemos

0
3 v„(Uv„ a (v ) ) y0 0 0 0

ot* . 1
* Vv_. . .V (UV_ A . 0 . A Uv A o¿. (v ,... ,v ) .—> 3 v (Uv^-n-vl 0 n

v 0 n n
v 0 r\

J n-*-l' > n+1
• o •
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A V
n+1 1» V

n
A °n+l^[)’"”"n+l' ^ ^A efectos de establecer que Cl )=- , supongamos

6\ ¿
n+1

que b ,.,,.,b £ U y que £T\ ti. ©¿ ( v . ... ,v ) t.b_,.. . ,b “\ .
u n r n u n u

Por (2] tenemos que <b
Q ,...,b_>

= < 0^,...,aj>0
como

5A t=. Uv _
a v _ <v a oL^ (v ••••■V )f a 1.^ n+1 n+1 vi n n+l L 0* ' n+l j L O

1 1
n+1 J*

concluimos que

^ ^ 3v (Uv A V < V A ( v ,, ,,, v )) Fb ,..., b ~\ •n+l v n+1 n+1 w* n n+l'* 0 n+1" L 0 9
n

Así pues, también .De este modo
n+1

< ^(vn , •.. ,v )*> €: S _ y para cada n€*jJ , CT\ • Esto
n u n ntco ' ’ n

contradice la hipótesis inicial sobre T , Esta contradicción

justifica , entonces, el punto (?) .

Establecido (7) , hemos obtenido un modelo bien ordenado

de T • Por', tanto, finaliza la prueba del teorema •

3.6 Observación

El teorema 3.5 es generalizable también a tipos de

semejanza no numerables • Véase Kotlarski (1978) a este respecto.

Sin embargo, la prueba para el caso numerable es más simple y

este caso es , por otra parte, el único que tomaremos en conside-

ración •

3.7 Corolario

Si V es un tipo de semejanza numerable y T un conjunto de

sentencias de tipo “r , son equivalentes :

(1) T tiene un modelo bien ordenado.

(2) T tiene una extensión completa y consistente, 13L , que

incluye a (r) y tal ^e para cada < cP(v_,...,v )>
W0 1 n □ n nfcu_>S ^_

CA

, hay un m €scu tal que ID. vp ,

t 1 m

Prueba:

Por 3.5



Usando ahora el corolario 3.7 obtendremos una cota

a la complejidad de las consecuencias en
íun

de un conjunto

recursivamente enumerable de premisas . Este resultado es análogo

al teorema 2,7 de tu-lógica, pero ahora la cota es \~\ ^
y no n \ ■ ■

3 0 8 Teorema

Sea T un conjunto de sentencias de tipo de semejanza recursivo T

en

(1] Si

WO

(2) Si

enumerable

es

T es analítico, el conjunto de consecuencias de T

también es analítico.

T es n Íj¡ , ( en particular, si T es recursivamente

) el conjunto de consecuencias de T en también
WL)

Pruebas

Por el corolario 3.7, tenemos

i=5d ®" si y sólo si para cada extensión consistente y
mu

completa de T que incluye a A [ t ) y tal que
WO

para cada 4<f> (v„,...,v ) "> €: S- hay un mfcUj tal que
i n 0 n ne < o

*

í í» \— rr~ ■

i-ro.fV ) ^)0 n n^(jj

-i (o , se tiene

Observemos ahora que hay una fórmula Y3 (.donde

Y es una variable diádica de segunda orden ) del tipo de

semejanza de IN que sólo contiene cuantificación de primer
2

orden y verifica, para cada R £ co ,

(i) /iMl^o^Y) si y sólo si R es una función con dominio

co y para cualesquiera n,m€rUJ tales que <n f ní>feR , m es

el número dB Gódel de una fórmula de tipo t con a lo sumo las

variables v„....,v libres.
0 n

Por tanto,

ÍN [ñ\ si y sólo si ^n.íp'» : ^n,GH(. <¡p)> 6. R \ £ S
T

A continuación observemos que hay dos fórmulas, c¿
2 (x,y)
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y ©í
3 (x,y,z,u) del tipa de semejanza de [YA y de primer orden,

tales que :

(ii) fo\ *=. <*
2 (x,y) si y silo si n es el número de

Gfldel de una fórmula del tipo de semejanza v y m es el

número de Gfldel de —* 3v (Uv a cp ] ,

0 V
0 T J

(iii)M ^ ot-
3 (x f y fz,u) j3 si y sólo si n, m son los

números de Gfldel de fórmulas (p , ^ del tipo de semejanza ~r

y j es el número de Gfldel de la fórmula

-Vv
0
...v

k{uv0 A ... A Uv
k

A «jp —^ 3v
k+1 (üvk+1 . ^ v

k
A

A ^
De este modo, si ^ CP ST y r -\<n,Gfií (p )>:nfcuu* n n éuj * \ n

resulta:

(ivjtVllF^ 3x(YQx A^g(x,u)) v 3xyz( Yzx aYS zy a °¿
3 (x,y,z,u))

Cñin”! si y sólo si hay un kttu tal que n *= GEJ(—» Cp^_ ) ,

Abreviemos esta última fórmula mediante ^^(Ytu)
y recordemos que sólo posee ciiantifioeción de primer orden.

Finalmente, observemos que hay

o¿
7(x), oL

e(x) y oL
g (X,y) [donde X

de segundo orden ). tales que

©4 (xl es de segundo orden ( y *¿_\
5 2

las restantes son, respectivamente,

fórmulas (X), ot [x),
es una variable monódica

si T es n
2 ) y

. n° ,VA° y £¡
y :

(vJftA e/_(x) C A1 si y st51° si {(3fi(cs-) : £ A .

(vi)IYA %=. o¿g(x) £a"1 si y sólo si A es el conjunto de los

número de Gfldel de un conjunto completo de sentencias de tipo T .

(viim \= ©Í^(X) ^A*] si y sólo si A es el conjunto de los

números de Gfldel de un conjunto consistente de sentencias de tipo t •

(viii)tW t=-o¿
Q(x) [a} si y sólo si ÍGfi(cr) !<r€r ^

WQ ( r )] Q A .



(ix ) tN V=oi
g [X,y) [A,ni si y sólo si n es el número de

GíJdel de una sentencia de tipo T que es deducidle de sentencias

cuyo número de Gfidel está en A .

Reuniendo estos resultados tenemos:

M IN ¥=■ VX( o4
s [x) A oí^x) A <*

7(X) A^a (x) A vy( ^(y) -=>

3u[ <^(Y,u) A^g(x,u))) —=? C^X.y) ) £n} si y sólo si

n fe (gB(o-) : Tt==,c-}
Esto muestra que {<r : j cr ^ es analítico. Si

. i ^
además T es M 0 » (x) es 2" » digamos2 b 2

^gtx) - 3Z Vw (pCx.z.w) ,

entonces

[xi) IM )f=- Vxz 3wy( Cp (x,z,w) A *
6 (x) A 0¿

7(x) A u
Bíx) a

( ^(Y) —S> 3u( o¿
4 (Y,u) A<*

g (Y,u) 3) —>o¿
9 (X,y) ),

si y sólo si n ^ { GG(<s~ ) : T j~ cr ]
Esta última fórmula es equivalente ( en ) a una

. i
fórmula \\ , pues la cuantificación sobre la variable diádica

V es eliminable en función de cuantificación monódica sin

introducir otros cuantificadores de segundo orden. Por tanto,

si T es n
2 • Io"

: T ^wo^”^ es también n g
•

3.9 Notación

Volvemos a considerar la teoría , definida en 2.9 ,

a efectos de establecer que el teorema 3.8 no puede ser mejorado

En este contexto, c^(x,y,z) será una fórmula del tipo de

semejanza de ^ ( co ) sin cuantificadores y con las siguien-

tes propiedades:

(i] A
2 Vxyz( —5» Nx a Ny a Nz )

(ii) A
2 Vxyzuv( «fjCx.y.z) a ^u.v.z) —9 x u A yií V )



(iii) A
2 1=. Vxy[Nx a Ny —* 3z cf^x.y.z))
A tal efecto podemos usar :

^jtxjyfZ) ■ Nx a Ny aNz a 2 • z & (x+ y)«(x + y) + 3*x + y ,

2
La función J de co en ^ definida por

2
j(<n,m>) * 1/2 ( (n + m) 3-n -*-m)

es inyectiva y para cualesquiera n,m,k&co ,

c? ( oj ) ) si y sólo si j(<n,m>) ■ k .

Por tanto la fórmula <p.(x,y,z) nos permite hablar

indirectamente de pares ordénados de números naturales. Emplearemos

además la notación

(x,y) Z z

para abreviar

3u(u Z z a tfJ(x,y,u)) .

Finalmente, será la conjunción de las

siguientes fórmulas ;

(i) -> Nx a Vy(y£ x 3uv ^(u.v.y) J

(ii) Vuvw( (u,v)0 x a(v,w) 0 x -—^ (u,w) 0 x )

(ii±) Vu —• (u,u)0 x

(iv) Vy( 3z z 0 y a Vz(z 0 y —^3u( (z,u) Z x v (u,z) 0 x)) —>

3z(z0 y a Vw(w 0 y —:> z w v (z,w) 0 x ) )

De este modo,

f? ( UJ ). (x) {Al si y sólo si J
1 [aT es un buen

orden , es decir, si y sólo si la relación

\ *n,nf> : t9(u>) (ñ,m)0 x

es un buen orden •

La fórmula ^(x) nos permite hablar indirectamente



de buenos órdenes de cu

3.10 Definición : p -modelos de A^
Un modelo 6A de es un p*-modelo si para .-cada

B € A que satisface *P^gt x ) en ^ , la relación

\ <a,b>a^A : \=. (u,v) £ x £a,b,Bl \
es un buen orden .

La fórmula expresa con naturalidad en ( Co )
la condición de buen orden, pero la cuantificación sobre conjuntéis

que entraña permite que sea interpretada anómalamente incluso en

oj -modelos de A^ ■ De hecho hay Cu-modelos de A^ que no son

p» -modelos. Sin embargo, todo p» -modelo de A^ es un

^-modelo , La razón de esta última aserción está en que la

fórmula

tp (x) ■ —* Nx a Vy(y £ x <—=> 3 uu[ ^(u.v.y) a u < v ))

que define al conjunto

J j(^n,m> ) : n<m} en S ( cu )

tiene las siguientes propiedades :

(i) A
2 \=* 3x íf (x)

Cii) A
2

>=• Vx. .(<()(x) —5- Cfw0 (x) ).

Por tanto, en todo ^-modelo CT* de A^ hay un conjunto

B£A tal que

^a,b’> : (5\ t=- (u,v) £ x ^_a,b,B3}“\^a,b> :S\ |=(Nu aNvau < v)[a,
y estas relaciones en A son buenos órdenes. Entonces

es un buen orden de N
5'

, con lo cual

( 6~\ f- T^) W fjsi

Los -modelos de A^ son, pues, Cu-modelos. El único

resultado que precisaremos es el siguiente :
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i jSi CT es una sentencia 1)^ ( en el sentido de la definición

2,2 ) verdadera en (? ( co ) , or es verdadera en todo

p -modelo de A^ . ( Véase Apt & Marek (1974) ) ,

3,11 Definición

Para cada conjunto de sentencias 21
^ del tipo de semejanza de ^ ( Cu ) ;

y cada sentencia

V11 <S~ si y sólo si todo p-modelo de 2 es un modelo de G" ,

3,12 Lema

<3”i

Prueba j

A
2^ no es

Supongamos que \ c : A^ \ es tí .P°r 2.4

hay una fórmula ¿T ( en el sentido de la definición 2,2 ) ,

Cp (x) , tal que :

(1) ® (Cu ) t==* (n) si y sólo si n €=. | GH( <S" ) : A^V^ ^ ^ .

Por tanto, para cada sentencia cr
f

(2) *? ( Oj ) t=* ^cr 1 ) si y sólo si A
g

Por el lema del punto fijo, aplicado a ““■'ft*) y A
2 *

hay una sentencia tal que

-=> —< ‘pt’V )) .

Veamos en primer lugar que

(4) a
2 ^«s- .

En efecto, si A^ V== cr , entonces , de. acuerdo con (S¡;),
(5* (cu ) cp ( rcr' ) . Como G* ( Cu ) es un modelo de A^ tenemos,

por (3), que ^ (cu )!=-—><$“ , Y como (?(uj ) es un (^-modelo
de A„ y A„ ^ o- , al mismo tiempo I? ( Cu ) \=. <y ,

c. 2

SegÓn (4), hay un p -modelo <51 de k^ tal que \4 CT .

Por otra parte, (2) garantiza que C? ( cu ) —,cf ( rc^ ) • Como

[3) A
2
t= (cr
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°P ('"tr 1 ) es
2 , (rcP ) es ^ . Por ind:*-cada

en 3,10 resulta entonces que ‘^(^cy"
1 ) es verdadera en

todo f»-modelo de A^ • En particular, G'V \=.—. Pero

entonces, por (3) , 6"\ \=. cr- , en contradicción con la

hipótesis sobre . Esta contradicción muestra que el conjunto

K ! noea ^ ,

Obtendremos ahora un resultado análoga a 2,11 , que

fija una cota inferior a la complejidad de las consecuencias en

de un conjunto recursivo de premisas . En este caso la
W°

1 1
cota es

^ » mientras en Cu -lógica era

3,13 Teorema

Hay un conjunto recursivo de sentencias ,

finito, cuyo conjunto de consecuencias en

en tipo de semejanza

^WO n0BS 2
2

'

Prueba:

El conjunto en cuestión , T , será una extensión de

Ag ■ Introducimos un nuevo signo funcional diádico f. El tipo de

semejanza T de T constará de los signos propios de

G*( Csj ) además de ^f, U , < \ „ Las sentencias de T

serán los axiomas de A^ junto con

(i) Vxy U fxy

(ü) Vx( TWQ (x) —=> Vuv[ (u,v) £ x —» fxu <fxv )}

Veamos en primer lugar que

(l) Todo modelo bien ordenado de T es un p -modelo .

Sea G"\ un modelo bien ordenada de T , A sfectos de

mostrar que (iN es un p-modelo, consideremos un B & A tal

que ^=<¡pwo ( x ) [B~\ o Sea R=\<a,b>: CTl fc=-(u,v) £ * £a» b iB~l} ,

y veamos que ñ es un buen orden , Sea D el campo de R (la
unión del dominio y el recorrido de R ) y definamos:

g -■ {<a,f
S’(<B,a> ) > : a e D } .



Obviamente , g : O ,<siU . Además, para cualesquiera a # b fe O,

si <a,b>feR , entonces g(a) < g(b)
w

Como G*\ es un modelo bien ordenado,

gida a tT ) es un buen orden de , Como g es una inmersión

de R en , también R es un buen orden.

Esto justifica el punto [l) , Veamos a continuación que

(2) Todo ^ -modelo GT de A^ posee una expansión bien orde-

nada que es modelo de T ,

Sea ^ un |\ -modelo de . Diremos que un ordinal

*\ es representable en ^ si hay un B & A tal que

y ^ es el tipo de orden de

|<.a,b> : (S\ V=- (u,u) £ x ta,b,B^\ .

Sea £ el supremo de los ordinales representables en 5"V , Como

todo buen orden representable en (Si es numerable ( pues los

buenos órdenes representados son buenos órdenes de w ), tenemos

que £ fe , Distinguiremos dos casos para la obtención de la

<
w

(restrin-

expansión de C*
, según & ^ o £

CasoJL¿ £ < .

C*J
1

*

Hay en bsb caso un buen orden R de de tipo £

Definimos la expansión de poniendo U » ,

R y definiendo f de acuerdo con lo siguiente ;

Para cada B € A tal que ^ ^ ^qM C b1 * SBa ‘Ig el tipo

de orden de

<
w

5> H

(u,v) £ x ta.b.B^].
Como ¿? £ , hay una inmersión

B

Definimos entonces

de este orden en R ,

f (<B,a> ) - g
B (a) si t=^pwo (x) £b1 y<5\^3v( (u,v) £ x

v (v,u) £ x ) [s,b"3
JS\* ,f (<B,a*> )

S\
en otro caso •
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Caso_2_o & - u» .

Entonces | A\ • Escojamos un subconjunto arbitrario

D de A de cardinal Co , y sea R un buen orden de D de

tipo LO . Definimos entonces la expansión de ^ poniendo
$\*

U * D , < *# R y determinando los valores de f de
w

'

acuerdo con lo siguiente :

Para cada Bfe-A que satisface ^Py^QC x 3 Bn ^ » si *\g es

el tipo de orden de

| <a,b> : 5\ \=-(u f v) £ x [a,b, b] \
resulta *lg <Cu

^ y hay as ^ una inmersión de este orden en R n

Definimos entonces,
<n^
f (< B, a > ) « g0 (a) si ^V^ípwQ (x) [^B] y ^l=-3v( (u,v)g x a

A (v,u) 0 x ) fa,Bl .

f (<B,a*>) es un elemento arbitrario de en otra caso.

Esto justifica el punto (2) . De [l) y [2) se sigue

que

seme

(3) | <3~ ¡ A,, c | “ I®" : ^ y & ss del tipo de

janza de 6* ( to ) ^ .

Por el lema 3.12 sabemos que \cr : A-V5*^}1 <¿ ft *
no

es 2T g
• AsI pues, tampoco

{c3“ : y jp=s. cr ycr es del tipo de semejanza de (? (oo ) \
WO

5- 1
es

g , en cuyo caso

{ <3- • T |=0
a- \ no es

que pretendíamos justificar.

o
• £st° es precisamente lo

3*14 Corolario

(1) En todo tipo de semejanza recursiva, el conjunto de

sentencias validas en ^ lí
_

es £ _ •

wu



(2). Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de

las sentencias válidas en no es 5"
^

.

WO ^ • 2

Prueba:

(l) se sigue del punto (2) de 3.8 • [2) se obtiene del

teorema 3.13 y del teorema 11.23 , En efecto, dado que el tipo

de semejanza de es finito, el teorema 11.23 garantiza

la existencia de una sentencia C” en un tipo de semejanza finito

t'
, que extiende al tipo de semejanza T del conjunto de

sentencias T de 3,13 , y verifica:

\ <f : T ff : o- y <f es de tipo T í
donde M es un predicado monádico de T* • Si el conjunto de

sentencias válidas en dB tipo T
1
fuera ¿T ^ >

también sería ^ el conjunto

\ cí> -
1 ^ y <p es de tipo T } ,

pero esto no es así



4. LOGICA DE LOS NUMEROS REALES

La lógica de los números reales es la lógica en la

cual ciertos conceptos relativos a los números reales se asumen

como conceptos lógicos# La primera cuestón, por tanto, es decidir

■ qué conceptos van a ser lógicos. Quizás la respuesta más inmediata

sea tomar como tales los propios del cuerpo ordenado de los

números reales. En ese caso la lógica será la asociada al

modelo

El orden es prescindible, dado que es definible en

<1K , 0 , 1 , +■ ,
* >

mediante la fórmula 3z( — 1 z^?0* x + 2 * z « y ) ,

También son definibles ü y 1 en

+ ,
• >

pero la ausencia de constantes que los denoten dificulta la

notación. Por tanto, parece que lo más natural es definir la

lógica de los números reales como la lógica asociada al modelo

<ffv, 0 , 1 , + ,
• > .

Sin embargo, hay una decisión más cómoda y equivalente

en resultados s consiste en definir la lógica de los números

reales como la lógica asociada al modelo

< fFs , < > .

La razón de que no haya pérdida de resultados es que

< fP. , 0 , 1 ,
- ,<">

es caracterizable a partir de < |F\ , < *> , pues es el único

cuerpo ordenado completo (salvo isomorfía ] y es, por tanto,

el único modelo (salvo isomorfía ) de la teoría de cuerpos

ordenados cuyo orden es isomorfo al de los reales.
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Por tanto, tomaremos como concepto lógica únicamente

el orden de los números reales.

4,1. Definición : ]?\ -lógica .

La 1?»-lógica , o lógica de los números reales es

la lógica asociada al modelo

donde < es el orden usual de ffs .

Su tipo de semejanza , T , consta de un único predicado

diédico < para la relación de orden , Los Wn -modelos

serán las estructuras d cuyo tipo de semejanza posea el

predicado .< y un predicado monódico U y verifiquen

< tf, <*> g < R, < >

( más precisamente , la relación <

a ) . La relación de consecuencia

debe estar restringida

» te » es , pues,

cr si y sólo si todo IR* -modelo de es modelo de

4,2 Observaciones

La teoría del modelo } es finitamente axiometi-

zable, pues se trata de la teoría del orden denso sin extremos.

La. axlomatización usual de esta teoría es la conjunción de las

siguientes sentencias :

(i) Vxyz( x < y a y < z —> X < z )

(ii) Vx ■—• X < X

Uii) Vx 3 y x < y

liv) Vx 3 y y < x

(v) Vxy( x < y —3z( x < z A Z < y))

(vi) Vxy( x < y v x ís: y v y < x )

(vil) 3xy —* x « y



El tipo de semejanza del modelo , 0 , 1 ,"V ,
*

, <, ^

consta de los signos 0 , 1 , +, *
, < .La teoría de este

modelo es recursivamente axiomatizable, pero no finitamente

axiomatizable. Se trata de la teoría de cuerpos cerrados ordena-

dos • Una axiomatización consta de los axiomas de cuerpos

ordenados y los siguientes axiomas adicionales s

2 2
(i) Vx3y(y¿*xvy + x 0)

Cii) Para cada n^l ,

Vx
r ..xn ( x^+ ... + x^fe o 0 X... A x

n
W 0 )

(iii) Para cada n >/ 1 impar,

^xq* * * Xn^ ' X
n
W 0 —>3y( x

n
»y

n
+ ... tx^y

1
+ x

Q
¿=c 0 ))

donde la notación t
n

para n ^ 1 , se introduce por :

Estos resultados de primer orden sobre estos modelos

contrastan fuertemente con la complejidad de la tR -lógica. Como

veremos, no sólo no es recursivamente enumerable para validez,

sino que incluso en un determinado tipo de semejanza finito el

conjunto de las sentencias válidas no es ni siquiera analítico,

4,3 Teorema

La tPw -lógica no es recursivamente compacta. Tampoco es recursi-

vamente enumerable para consecuencia ni para validez.

PruBba:

Basta con justificar que la -lógica no es recursiva-

mente compacta. En efecto, por 11,15 ya se sigue de este resulta-

do que no es recursivamente enumerable para consecuencia. Como

además el tipo de semejanza es finita, podemos usar 11,20

para concluir que tampoco es recursivamente enumerable para

validez.
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Veamos i púas, que la -lógica no es recursivamente

compacta.

Sea T la teoría de cuerpos ordenados y
CO

definamos:

T * T u \ Vx Ux | O { n < c : n e. co }
donde c es una constante nueva y la notación n se

define por :

5-0

n+1 - n+1

Cada subconjunto finito de T tiene un ^-modelo.
En efecto, en un subconjunta finito ¿S de T no aparece más

que un número finito de sentencias de la forma n < c y

hay , entonces, un número natural m mayor que cualquier

número natural n tal que n < c €. £** . Definimos

una expansión §"\ de por

d\
u - m

<n
c — m •

De este modo, SA y CTV es un -modelo .

Sin embargo, T no posee ningún -modelo. La razón

es que todo modelo de T es un cuerpo ordenado no arquimedia-

no, pero ningún cuerpo ordenado no arquimediano posee un orden

isomorfo al de los reales ( los números estándar del modelo están

acotados pero no poseen supremo ) .

A continuación mostraremos que el conjunto de consecuen-

cias en IR -lógica de un determinado conjunto recursivo de senten-

cias no es analítico • Para ello necesitamos garantizar previa-

mente que todo conjunto analítico de números reales es definible

(en primer orden ) en una cierta expansión del modelo

< ft» , 0 ,1 > .



4.4 Definición

6k es el modelo de tipo de semejanza

{ N-f 0 , 1 , + , * » < |
cuyo universo es el conjunto de los números reales

e interpreta N «to y 0 »1 » + ,
•

» < como los

correspondientes elementos, operaciones y relaciones en R ,

4.5 Lema

Toda relación analítica entre números naturales es definible [en
primer orden ) en .

Prueba!

Las relaciones aritméticas tienen una sencilla

definición en s sólo es preciso sustituir los términos

del tipo S....S t por 1+....+ 1 + ten la fórmula

que define a la relación en ru y relativizar los cuantifi-

cadores al predicado N • De este modo se obtiene para cada fórmula

<ptx^i»»»x ) de primer orden y del tipo de semejanza de tM una

fórmula Cp*(x^i...,x^ ) del tipo de semejanza de tal que

para cualesquiera ni^.M^^éCu * son equivalentes :

^ S* Í X1* • •• » x
n
) tm3_*••*** m

n~l

0*\ * * * ’ ,x
n
) t^l* ’" * * rn

n ^ *

La traducción de las fórmulas con cuantificación de

segundo orden posee Una complicación mayor • Podemos suponer

que esta cuantificación es únicamente sobre variables monádicas,

pues en in toda fórmula de segundo orden posee una equivalente

de este tipo. Podemos representar entonces cada conjunto de

números naturales como un número real entre cero y uno

( que codifica su función característica ) y reemplazar la

cuantificación monádica de segundo orden en tu por cuantificación

de primer arden sobre números reales en (?\ , Lo detallamos

a continuación.



Definamos,

F* [<r,n,k>e o -£ r < 1 y k €.\o,l] y Je es

la n4-l-ésima cifra decimal de r j.
Así, para cada rtWs y n,k tu;

<r,n,k> F si y sólo si 0 £ r 1 y k t\o,l^ y k

es la diferencia entre el mayor número natural menor o igual

que 10
n+-^ r y el menor número natural divisible por 10 que

. . , _n+l
es menor o igual que 10 • r »

Veamos, en primer lugar, que F es definible en ^ ,

La exponenciación de números naturales es una relación

recursiva y , por tanto, definible en primer orden en Wi . Hay

entonces una fórmula ^pg(x,y,z) que define a la exponencia-

ción de números naturales en , esto es ,

[a,b,c3 si y sólo si a,b,cé:UJ y a
b

« c

Podemos obtener entonces fórmulas o4^(x,y,z) y

^
2Cx,y,z) tales que

fc=-oL(x,y,z) £a,b,c"l si y sólo si b^Lo y c es el mayor
b+ 1

numero natural menor o igual que 10 • a .

(?v fc=o¿
2 (x,y,z) [• ,b,cj si y sólo si b y c es el mayor

número natural divisible por 10 que es menor o igual que 10
b+"*’ a

A tal efecto podemos usar las siguientes fórmulas :

^^{xiyiz) ■ Ny a Nz a 3u( t 10» y + 1|U) a —» u»x < z a

a Vv(Nv A”“*U#X<V —*
—* z < V ) ).

o¿
2 (x,y,z) * Ny a Nz a 3u( cp^flQ, y+.l, u) a —* u*x < z a

a 3w(Nw a w*10 fcí z) a Vv(Nv a 3w(Nw a w*10 & v) a~“*u*x < v —*

—1 Z < V ))

donde 0*0 V n+1 ** n + 1 •

Entonces, F se define en mediante la fórmula :
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‘Pptxíyiz) « "'x<pAx<1\NyA(ziáOvzw*1 ) A

a o¿
1 [x,y 1 x1 ) a ^

2 tx,y,x2 ) a x
2 +

z 4* x ) .

Para cada subconjunto A de CJ

real cuya parte entera es cero y cuya

mal es

sea r el número
A

n+* 1-ésima cifra deci-

1 si néA

0 si n 4 A .

Observemos que

y , por tanto,

^ ^«Ppíx.y.l ) [r^

si y sólo si n A •

si y sÚlo si ÍU t= Xy tA,n"3

Esto nos permitirá traducir las fórmulas de segundo

orden de la forma Xt y por tanto la cuantificación mona-

dica de segundo orden.

Definimos a continuación la traducción de las fórmulas

de segundo orden con sólo variables monódicas de segundo orden

a fórmulas de primer orden del tipo de semejanza de R .

Para cada variable de primer orden, x , y de índice j

sea x* la variable de primer orden de índice 2*j , y para cada

variable monódica de segundo orden , X , y de índice j sea X
*

la variable de primer orden de índice 2-j-t-l . Asignamos a

cada término t del tipo de semejanza de fcl un término t*

del tipo de semejanza de Os y a cada fórmula de segundo orden

con sólo variables monódicas de segundo orden, Cp , y del tipo tíe

semejanza de tN una fórmula Cp' del tipo de semejanza de

de acuerdo con lo siguiente :

(i) o' . o

(u) (St)‘. t+1

(iii) + t
g ) - + t'

2
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(iu) ( V *2 ) *1 * <4
M ( \ wt2 )’ = t'i<4
(vi) ( tl< t

2 )' - t’i < t'
z

(vii) ( Xt )' = fr (x‘ ,t , 1 )

(viii) ("’f )‘ m - 4>'
(ix) ( CP ,‘ V)' - ( <?' * V )

(x) ( 3x (p ) m 3*' (Nx' /v (p‘
(xi) ( 3X (p)

'
m 3x' ,

Resulta entonces que para

A-,...,A de UJ y números naturales m f .,,,m y
x n 1 k

cada fórmula tp(X_,...,X v x_|.». 9 x l ) con sólo variables moná-
» 1 ni k

dicas de segunda orden y del tipo de semejanza de fti i son

equivalentes :

(•0 INI \p-Cp (X^ 9 .. • |X^|X^,.. D |X^_) ^A^, ■ • • |A
n ,fn^, • • • 9m^~^

( 2 ) \=- * • * * *X
n

» x^»• • • |X^) 'Cr/\ l * ' * ,r
/\
,m i l

""" ,mk
1 n

De ello se sigue, entonces, que toda relación analítica

entre números naturales es definible en ^

4,6 Teorema

Hay un conjunto recursivo de sentencias, en tipo de semejanza

finito, cuyo conjunto de consecuencias en TPs-lógica no es analítico.

Pruebas

El tipo de semejanza finito T consta de los signos

O .
1

,
+ ,*. < .N,ü

y el conjunto recursivo T de tipo T consta de los axiomas

de la teoría de cuerpos ordenados y las siguientes sentencias:

(i) NO
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(ii) Yx(Nx —* N: x + 1 )

(iii) Vx( x<0 •—»”* Nx )

(ivj Para cada n € Ol¿ ,

Vx( n<x ax< n-v-1 ■—» Nx )

(v) Vx Ux

Obsérvese que el único Pv-modelo (salvo isomorfía j
de T es la expansión de en la que R\

Supongamos, a efectos de obtener una contradicción, que

• T c \ es analítico. Por 4,5, \gü(ct) : T <5" \

es definible en OK , Hay , pues, una fórmula tp(x) tal

que para cada n€U-> ,

(1) £p(n) si y sólo si n t \ GÓ( &•) : T^ cr ^

Así, para cada sentencia ar del tipo de semejanza T ,

(2) si y sólo si T ^ cr

y también

(3) &\ |= <f ( rcr;) si y sólo si T ^ <r

Como OS es el único -modelo de T , para cada

sentencia <s“ de tipo T
,

( 4 ) 0\* \= o" si y sólo si I \f= <5~ .

Oe (3) y ( 4 ) concluimos que para cada sentencia

0“ de tipo T ,

( 5 ) C3\
w

Y= ( <r <—=> <f l
T o=' )) .

El lema del punto fijo es aplicable a la teoría T ¡y,

pues , salvo por el uso de t + 1, • 0 + 1 en vez de

S o.,. S t , todo axioma ^ de la teoría Q de Tarski & Mos-
N

towski & Robinson verifica T \=s « Este lema garantiza

entonces la existencia de una sentencia CT tal que :
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(5) T \==. (ir ('0=’)) .

En ese caso

(?] GS*

y , entonces, por (5)

(0) \= ( cr <r-=> —i cr ) .

Por tanta, \¿5“ : T \=- cr
- \ no es analítica.

KS

4,7 Corolario

Hay un tipo de semejanza finito en el que el conjunto de las

sentencias válidas en ^ -lógica no es analítico.

Pruebas

El argumento es análogo al de 2.13 y 3,14 , usando

11,23 y , en este caso , 4.6 y el hacho de que el tipo de

semejanza de la ftv-lógica es finito.

4.0 Observación

La lógica asociada al modelo ordenado <Q,<
S

> de

los números racionales es , esencialmente,lógica de primer

orden pues <Q,<^ es el único modelo numerable de la

teoría del orden denso sin extremos. Si cr- es una sentencia

que axiomatiza esta teoría, tenemos que para cada conjunto

numerable de sentencias T : «

T tiene un modelo en lo lógica asociada a <Q,<^

si y sólo si Tu , 3xUx \ tiene un modelo ,

Por tanto, esta lógica es Cu -compacta y recursivamente

enumerable para consecuencia*

Una situación análoga se da en la lógica asociada al

cuerpo de los números complejos, pues £ es el único

modelo de cardinal de la teoría de los cuerpos algebraica-



mente cerrados de característica nula. Esta lógica es,entonces,

2^compacta y recursivamente enumerable para consecuencia.
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NOTAS AL CAPITULO IV

Los resultados expuestos en este capítulo están

dispersos en la literatura lógica y , en ocasiones, no han

sido formulados explícitamente.

En lo que atañe a uj- lógica, el teorema de CU -compile-

tud aparece por vez primera en Henkin (1954) y Orey (1956),
Se conocen ejemplos de teorías -consistentes pero inconsisten-

tes en tu -lógica, pero el que hemos expuesto en 1.26 tiene la

ventaja de que la teoría considerada no es artificial, sino que

es una extensión de la aritmética de Peano. Los resultados 2.7

y 2.11 , están en Apt & Marek (1974) , si bien establecidos

con argumentos distintos y más complejos. El teorema de incomple-

tud 2.8 aparece en Rosser (1937 ) . El corolario 2.13 no

está en Apt & Marek (1974) , pues su prueba depende de los

resultados expuestos en el capítulo II.

En lo que respecta a la lógica del buen orden, el teorema

3.5 está en Kotlarski (1978) , si bien con una prueba más

complicada. Teoremas análogos a 3.8 y 3,13 estén también

en Kotlarski (1978) pero las pruebas que aquí ofrecemos de

los mismos son distintas y más simples. El corolario 3,14 no

aparees en Kotlarski (1978) , pues , de nuevo, depende de los

teoremas del capítulo II.

Finalícente, en relación con la lógica de los números

reales no tenemos noticia de ningún tratamiento análogo al aquí

expuesto. Sin embargo, es bien conocida la relación entre núme-

ros reales y conjuntos de números naturales , de manera que no

resultan sorprendentes los resultados obtenidos.
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