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Capitulo 1

Introduccion

El método de elementos finitos es una herramienta matemética cuya utilizacién en
la solucién de problemas de la fisica y de la ingenieria estd cada vez méds extendida
y cuya importancia es cada dfa mayor. En la ingenierfa se integra actualmente en el
proceso de diseno mediante el uso de diversos programas comerciales; paralelamente
se desarrollan c6digos para su extension al estudio de diversos fenémenos fisicos y sus
aplicaciones. Dentro del desarrollo del método de los elementos finitos la formulacién
de elementos es un drea de intensa investigacién en sf misma, denominada tecnologia
de elementos. El objetivo de la tecnologia de elementos es desarrollar formulaciones
que den lugar a elementos robustos, eficientes desde el punto de vista computacional
en la simulacién numérica de problemas y que sean aptos para aplicaciones generales.
Una serie de requisitos y de caracteristicas deseables se pueden considerar como
objetivos a cumplir al plantear formulaciones de elementos en mecénica de sélidos
deformables:

a) buen comportamiento en situaciones de incompresibilidad,

b) buen comportamiento en solicitaciones de flexion,

c) eficiencia computacional,

d) poca sensibilidad a la distorsién,

e) precisién en mallas bastas,

f) aplicable a formas tetraédricas para facilitar la generaciéon de mallas,
g) facilidad para la implementacién de modelos constitutivos no-lineales.

Actualmente en aplicaciones practicas se opta por el uso de elementos de bajo
orden por su simplicidad, robustez y por una serie de aspectos ventajosos que ofrecen,
por ejemplo, en la generacién automatica de mallas y en la imposicién de condiciones
de contacto. Los elementos de bajo orden son menos sensibles a la distorsién que los
elementos de més alto orden en problemas de grandes deformaciones; por otro lado,
dan lugar a un reducido ancho de banda del sistema de ecuaciones a nivel global,
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lo que se traduce en el abaratamiento del costo computacional, menor demanda de
memoria, etc.

Sin embargo, en el d&mbito de la mecanica de sélidos se ha comprobado que los
elementos estdndar de bajo orden, por ejemplo tetraedros y hexaedros lineales en
desplazamientos, no dan buenos resultados en aplicaciones cuasi-incompresibles. En
estos casos las predicciones numéricas que se obtienen con estos elementos, utilizan-
do mallas que en aplicaciones generales son adecuadas, difieren significativamente
de la respuesta fisica, incluso en ordenes de magnitud. Entre las aplicaciones de
interés practico con materiales caracterizados por su comportamiento incompresible
se encuentran, por ejemplo, en régimen eldstico el estudio de materiales elastémeros,
como por ejemplo el caucho y materiales sintéticos similares, y el tratamiento de las
grandes deformaciones pldsticas en los metales. Es necesario entonces conocer las
causas que originan estos inconvenientes y desarrollar formulaciones capaces de dar
respuesta a estas aplicaciones de manera que se satisfagan los requisitos generales
mencionados.

1.1 Motivacion: bloqueo de elementos estandar

En general los resultados que se obtienen mediante el método estdandar en despla-
zamientos de elementos finitos son buenos para una gran variedad de problemas.
Al formular un problema del continuo mediante el método de elementos finitos se
adopta un espacio de funciones de prueba. En esencia, lo que se hace al buscar solu-
ciones dentro de un determinado espacio de funciones es introducir restricciones en
la solucién de los desplazamientos del problema del continuo; el método de elementos
finitos permite encontrar la mejor aproximacién dentro de ese espacio. Sin embargo,
en ciertas situaciones existen restricciones propias del medio (restricciones fisicas),
que al ser planteadas en forma discreta conducen a un sistema sobre-restringido, ex-
cesivamente rigidizado. El espacio de funciones de prueba resulta demasiado pobre
para el problema en cuestion e incapaz de representar las deformaciones que experi-
menta el medio. Como consecuencia de ello, la solucién ofrecida por este espacio de
funciones, en general infra-estimada, en casos extremos podria llegar a ser cercana
a la nula. A este fenémeno se le denomina bloqueo. El bloqueo de elementos se
presenta principalmente en dos situaciones diferentes, por una lado en solicitacio-
nes de flexién predominante y por otro en problemas en medios incompresibles o
cuasi-incompresibles.

1.1.1 Bloqueo en flexion

Los elementos lineales estandar resultan atractivos por su simplicidad y bajo costo.
Estos tienen el minimo nimero de nodos; de igual manera, el niimero de grados de
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libertad (de movimiento) por elemento también es minimo. Esta restriccién se tra-
duce en una rigidez intrinseca en el elemento, propia de éste y ajena a las condiciones
fisicas del problema. Particularmente, en aplicaciones de flexién predominante los
elementos lineales ofrecen resultados poco satisfactorios.

En un problema de flexién la comparacion del campo de desplazamientos tedrico
con el descrito por un elemento lineal permite apreciar la dificultad. El elemento
cuadrildtero lineal por ejemplo no tiene capacidad de representar el comportamiento
real porque carece de los modos de deformacién que permitirfan a las fibras longi-
tudinales adoptar la curvatura que es caracteristica en flexién. Esta dificultad para
representar la deformacién se puede entender también como una excesiva rigidez del
elemento. Como consecuencia de esta excesiva rigidez también se puede detectar
la presencia de una deformacién cortante y de un esfuerzo cortante asociado a ella,
que no son propios de la solucién fisica y por eso se denominan espurios (no son un
efecto real en el continuo, sino que son introducidos por el elemento).

En mallas bastas de elementos de bajo orden de interpolacién esta rigidez ex-
cesiva conduce a dificultades que se suelen denominar de bloqueo de la solucién o
respuesta. Sin embargo, cabe resaltar que estas dificultades se pueden aliviar no-
tablemente utilizando mallas més finas o bien utilizando elementos cuadraticos en
desplazamientos.

1.1.2 Bloqueo en cuasi-incompresibilidad

Esta es sin lugar a dudas una de las dificultades mds importante que se encuentran
en problemas que se abordan con el método de elementos finitos. Las aplicaciones
practicas que se presentan en medios sélidos cuasi-incompresibles son el tratamiento
de elastémeros en régimen eldstico y el tratamiento de metales en régimen plédstico
con modelos de plasticidad J2. Este tipo de modelo constitutivo es el de uso més
extendido en las simulaciones numéricas del comportamiento de materiales metali-
cos elasto-pldsticos. Este modelo considera como hipétesis que las deformaciones
plésticas son isocdricas (es decir, que no producen cambio de volumen), de acuerdo
con las verificaciones experimentales en ese sentido.

La principal dificultad de la aplicacién estdandar en desplazamientos en problemas
cuasi-incompresibles consiste en la determinacién de la tensién media o presién, que
est4 relacionada con la parte volumétrica de la deformacién. En elasticidad se puede
apreciar de forma mas clara esta dificultad. El comportamiento cuasi-incompresible
de materiales como los elastémeros estd asociado a valores del coeficiente de Poisson
v proximos a 0,5. El efecto se puede estudiar observando la influencia de este co-
eficiente en el comportamiento volumétrico del material. El mddulo de deformacion
volumétrica K relaciona directamente la tensién media o componente media de las
tensiones o, con la deformacién volumética e,:
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om=Ke, (1.1)

En términos del coeficiente de Poisson v, el médulo de deformacién volumétrica K

es:
E

K= 50— 20) (1.2)
donde F es el médulo de elasticidad del material. Como se puede observar a medida
que el coeficiente de Poisson v — 0, 5 el médulo de deformacion volumétrica K — oc.
Cerca de v = 0,5 las tensiones se hacen extremadamente sensibles al valor de v y
los problemas numéricos se acentian, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a). Por un lado
las tensiones resultan sobre-estimadas y por el otro las deformaciones resultan infra-
estimadas; en casos severos esto puede dar lugar al bloqueo de los elementos. Es
decir, ante la imposibilidad de representar un campo de deformaciones isocérico el
elemento ofrece solucién nula en desplazamientos, para ajustarse a la condicién de
deformacion volumétrica nula. Los elementos que presentan bloqueo volumétrico en
elasticidad sufren también el mismo problema cuando se utilizan para representar
el comportamiento de materiales metélicos en rango plastico.

No se logra superar totalmente esta dificultad aunque se empleen mallas mads
finas. A diferencia de lo que ocurre en el bloqueo en flexién, en el bloqueo por
cuasi-incompresibilidad sélo se logra aminorar estos efectos utilizando elementos
en desplazamientos de mayor grado de interpolacién, pero no se pueden alcanzar
resultados aceptables a menos que se utilicen elementos de orden muy grande, cuyo
costo computacional resulta prohibitivo. Sélo el uso de formulaciones especiales de
elementos y su correcta aplicacion, logra mejores resultados en estas situaciones.
La investigacién en este campo es muy intensa y se plantean diversas alternativas
para afrontar este problema, tal como se verd en la revisién del estado del arte en
el siguiente capitulo.

1.2 Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es desarrollar e implementar una formulacién precisa y robus-
ta de elementos capaz de abordar el problema de incompresibilidad en mecédnica de
sélidos, con modelos constitutivos eldsticos y elasto-plédsticos J2, tanto en el contexto
de deformaciones infinitesimales como en el de las grandes deformaciones. Con la
finalidad de ser titiles en aplicaciones précticas e industriales se requiere que los ele-
mentos disenados cumplan ciertos requisitos, como tener bajo costo computacional,
buen comportamiento en mallas bastas, ofrecer facilidades para la implementacion
de modelos constitutivos no-lineales y para la generacién de mallas en geometrias
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complejas. El objetivo especifico es el desarrollo de elementos triangulares y te-
traédricos de interpolacion lineal.

1.3 Contenido de la tesis

En el siguiente capitulo se aborda el estudio del estado del arte, con la finalidad
de ubicar el trabajo en el contexto actual de la tecnologia de elementos, se identi-
fican las principales lineas de investigacién en desarrollo y se procura detectar las
posibilidades de desarrollo en este campo.

En el anexo A se describen con més detalle las principales lineas de investigacion
en desarrollo. En el anexo B se presenta la formulacién de elementos por méto-
dos variacionales y de proyecciéon para incompresibilidad, dentro del cudl se puede
obtener por ejemplo el elemento (Q1P0; por otro lado en el anexo C se presentan
los aspectos principales de la formulacién de elementos de deformaciones mejora-
das FAS. Se incluyen estas formulaciones como referencia por su importancia en la
tecnologia de elementos en mecdnica de sélidos y porque algunas lineas de investi-
gacion que se citan mds adelante trabajan sobre la base de estas formulaciones para
perfeccionarlas. En el anexo D se presenta una revision de los conceptos més impor-
tantes, nomenclatura y expresiones principales de la mecdnica del medio continuo,
utilizados en los siguientes capitulos.

En el capitulo 3 se presenta el problema de incompresibilidad en mecédnica de
sélidos y la dificultad de la formulacién estdndar en desplazamientos para abordarlo.
Se presenta la formulacién mixta en desplazamientos y presién, u/p, como alterna-
tiva para el tratamiento del problema incompresible, se plantean las limitaciones
propias de esta formulacion y la necesidad de aplicar métodos de estabilizacion en la
formulacién de elementos mixtos. Se presenta también el método de las sub-escalas,
como marco para la formulacién de problemas por el método de los elementos finitos,
y particularmente el método de las sub-escalas ortogonales.

En los capitulos 5 y 6 se aborda la formulacién de elementos en los rangos de de-
formaciones infinitesimales y de grandes deformaciones, respectivamente. De acuer-
do con el objetivo planteado, se particulariza el interés en el desarrollo de elementos
triangulares y tetraédricos mixtos con interpolaciones lineales y continuas u/p. Se
consideran en cada caso modelos constitutivos eldsticos y de elasto-plasticidad J2.

En el capitulo 6 se presentan ejemplos de validacién y aplicacién, con la finalidad
de mostrar el comportamiento de los elementos propuestos. Se presentan aplicacio-
nes en deformaciones infinitesimales y en grandes deformaciones, en cada caso se
consideran modelos constitutivos eldsticos y elasto-plasticos J2.

Finalmente se enuncian las conclusiones de la tesis, se resaltan las aportaciones
originales realizadas y se plantean algunas de las lineas futuras de investigacién que
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se vislumbran a partir del presente trabajo.



Capitulo 2

Estado del arte en la formulacion
de elementos

Son muchos los investigadores que han dedicado un considerable esfuerzo en el des-
arrollo de elementos de bajo orden que sirvan como herramienta de aplicacién general
en mecanica de sélidos deformables. Diversas formulaciones tratan de construir ele-
mentos capaces de satisfacer eficientemente los requisitos mencionados en el capitulo
anterior. Las mdas importantes de éstas son:

e Formulacion en desplazamientos,
e Formulaciones variacionales mixtas,

e Formulaciones de integracién reducida.

A continuacion se presenta una vision histérica del desarrollo de las formulaciones
que condujeron a las que son de aplicacién actual. Estas se presentan luego en
forma panordmica y finalmente se identifican las principales lineas de investigacion
existentes en nuestros dfas en el tema de formulaciones de elementos en mecénica
de sélidos.

2.1 Breve resena historica

El método de los elementos finitos como herramienta en el andlisis de problemas
de mecdnica de sélidos empez6 a gestarse en la década de 1940 (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a). Segun refiere (Taylor, 1999), el uso de elementos triangulares se
remonta a los primeros anos de desarrollo del método. (Courant, 1943) los aplicé a
la solucién variacional de un problema de torsién y (Turner et al., 1956) presenta-
ron soluciones a problemas de esfuerzo plano utilizando cuadrildteros ensamblados a

7
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partir de componentes de forma triangular. (Taig, 1961) formulé el primer elemento
cuadrildtero isoparamétrico, segin (Lautersztajn and Samuelsson, 2000). M4s tarde
(Argyris, 1965a) formul6 elementos tetraédricos para el tratamiento de problemas
tri-dimensionales. Al progresar el nivel de desarrollo y extenderse las aplicaciones
se encontraron importantes dificultades al abordar problemas en los que predomi-
naba en el material un comportamiento cercano a la incompresibilidad, tales como
aplicaciones en elasto-plasticidad y en materiales elastémeros. La formulacion irre-
ducible en desplazamientos no ofrecia resultados satisfactorios en estos casos y no
se conocfan bien las causas.

Msds adelante, se consideré la aplicabilidad de las formulaciones mixtas. El tér-
mino mixto se empezd a aplicar en los 60, para describir métodos en que tanto
los desplazamientos como las tensiones se aproximan como variables primarias. Las
formulaciones mixtas, ademds del campo de desplazamientos, incluyen en el plantea-
miento del problema variables adicionales que se consideran como independientes, a
pesar de que podrian obtenerse a partir de los desplazamientos en una formulacién
irreducible como es el caso de las tensiones. (Pian, 1964) plante6 una formulacién
de dos campos con las tensiones supuestas como independientes (assumed stresses).
Este trabajo condujo a una serie de métodos que se analizaron en (Atluri, 1975).
(Fraeijs de Veubeke, 1965) establecié el llamado principio de limitacion, segin el cual
bajo ciertas condiciones no se puede esperar precisién adicional de las formulaciones
mixtas. (Hermann, 1965) desarroll6 los primeros elementos efectivos derivados de
un principio variacional. (Chorin, 1967) introdujo los conceptos de escisién de las
ecuaciones de gobierno y de métodos de proyeccion. La inclusiéon de los campos
de variables adicionales permite un mejor tratamiento de las restricciones internas
planteadas por el problema especifico, la incompresibilidad del medio por ejemplo.
Si bien se lograron buenos resultados, en ciertos casos algunos de los elementos deri-
vados de estas formulaciones también fallaban. Se requerfa un andlisis més profundo
de estas formulaciones.

Por otro lado, también se obtuvieron buenos resultados ante ésta y otras di-
ficultades, como el estudio de problemas de flexién en placas mediante elementos
tridimensionales, aplicando técnicas de integracion reducida de la matriz de rigidez.
La primera aplicacién se presenté en (O.C. Zienkiewicz, 1971); ésta consistié en
una reduccién uniforme del orden de integracién en problemas de placas y laminas.
Luego, (Naylor, 1974) y (Zienkiewicz and Godbole, 1975) abordaron el problema
de incompresibilidad con elementos cuadrildteros de 8 nodos. Estos procedimientos
se derivaron en principio de razonamientos heurfsticos, y se concibieron como un
mero desarrollo de la técnica de integraciéon. El concepto de integracion selectiva
fue propuesto por (W.P. Doherty, 1969). En este caso el orden de integracion se
reduce sélo en partes especificas de la matriz de rigidez. Con esta idea se obtuvo
una mejora en el comportamiento del elemento de 4 nodos estdndar en elasticidad
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en ciertas configuraciones. Sin embargo, ain no eran claras las potencialidades y
limitaciones de esta técnica.

En (Wilson et al., 1973) se introdujo un elemento isoparamétrico cuadrildtero
mejorado especificamente para el problema de flexién, llamado de modos incom-
patibles o Q6. Cada componente del campo de desplazamientos se enriquece con
dos términos cuadraticos, modos caracteristicos de la flexién. Se lograron mejores
resultados en mallas bastas, pero sélo con mallas de elementos regulares, es decir
paralelogramos. Se detecté luego que el elemento no pasaba el test de la parcela
(patch test) en configuraciones distorsionadas. Posteriormente se introdujo una mo-
dificaciéon empirica ad-hoc en la evaluacién del jacobiano de la transformacion con
la finalidad de forzar el cumplimiento del test de la parcela y el elemento resultante
se denominé QQM6. Los resultados alcanzados eran igualmente mejores en mallas
regulares, pero no del todo satisfactorios en mallas con elementos distorsionados.

Una serie de importantes estudios aportaron luego las claves para profundizar el
conocimiento respecto a estos problemas y formulaciones. (Nagtegaal et al., 1974),
(Argyris et al., 1974) y (Fried, 1974) trataron el problema de incompresibilidad y las
razones por las cuales la formulacién en desplazamientos no funciona. La formula-
ci6n de (Nagtegaal et al., 1974) en plasticidad, también conocida como aprozimacion
de dilatacion media, se puede citar entre las formulaciones de deformaciones supues-
tas (assumed strains). (Malkus and Hughes, 1978) fueron los primeros en demostrar
la equivalencia entre las técnicas de integracién selectiva en elementos en despla-
zamientos y la formulacién mixta en elasticidad. Gracias a estos conocimientos la
integracién reducida adquirié legitimamente la categoria de método. El éxito de la
integracién reducida radica en que ésta proporciona singularidad de manera adecua-
da en las partes de la matriz de rigidez que actian como restriccion, evitdndose de
esta manera el bloqueo, o excesiva rigidez, del elemento.

En mecédnica de fluidos se presenta un problema equivalente al de la incom-
presibilidad eldstica lineal, éste es el denominado problema de Stokes. La intensa
investigacion y las propuestas desarrolladas en este d&mbito sirven de referencia en el
problema en mecénica de sélidos incompresibles. Existe una gran cantidad de tra-
bajos dedicados al tratamiento del problema de Stokes. La formulacién variacional
mixta de dos campos, en este caso velocidad y presion, es el marco natural para el
desarrollo de elementos.

Las claves matemadticas para garantizar la convergencia y estabilidad de los ele-
mentos mixtos fueron establecidas en (Babuska, 1971) y en (Brezzi, 1974), dando
lugar a la condicion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, o LBB, en la forma como se
conoce en nuestros dias (Brezzi and Bathe, 1990). Béasicamente ésta es una condi-
cion de estabilidad que establece restricciones de compatibilidad entre los campos
de interpolacion involucrados en la formulacién mixta, necesarias para garantizar la
convergencia y la unicidad de la soluciéon. De esta manera, el criterio de estabilidad
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deja al margen de la aplicabilidad combinaciones convenientes de campos de inter-
polacién de velocidad y presién, como los de igual grado de interpolacién. Dificulta
ademds la aplicacién de técnicas de refinamiento p-adaptable, pues la seleccién de
elementos se debe definir no sélo en funcién de la precisién requerida en cada caso
sino mediante la condicién de estabilidad, lo que normalmente resulta en desmedro
de la eficiencia computacional. Existe ademds otro criterio muy simple y difundido
que ha mostrado ser efectivo para descartar elementos mixtos que podrian tener
mal comportamiento. Este se reduce a un procedimiento que consiste en el con-
teo de restricciones y de grados de libertad efectivos de las variables del elemento
mixto (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Hughes, 1987). Esta es una aproximacién
heuristica que se deriva de un criterio de solvabilidad del sistema de ecuaciones del
problema. Es una condicién necesaria pero no suficiente para garantizar la estabili-
dad. Mediante ésta se obtienen de manera sencilla indicios del comportamiento del
elemento. Por ejemplo, el elemento triangular u/p, desplazamiento/presién, con in-
terpolaciones continuas lineal /lineal queda descartado tanto por la condicién LBB,
como por el criterio de conteo de restricciones. A pesar de que el desarrollo de los ele-
mentos mixtos se remonta a algunas décadas atrds, su uso en aplicaciones practicas
de anilisis estructural no se ha extendido paralelamente. Segun (Brezzi and Bathe,
1990), la causa de ésto es que la comprensién y prediccién de su comportamiento
es bastante mas dificil que en el caso de la formulacién convencional irreducible en
desplazamientos.

Ante este tipo de dificultades se desarrollaron los métodos de estabilizacion. Es-
tos métodos tienen por objetivo eliminar las inestabilidades numéricas. Se aplican
por ejemplo en problemas de conveccién dominante, asi como en formulaciones mix-
tas para lograr formulaciones estables eludiendo el requisito de compatibilidad entre
los campos de interpolacién. (Arnold et al., 1984) presentaron un importante ele-
mento triangular estable denominado “mini”. Este emplea interpolaciones lineales
y continuas de velocidad y presién, con el campo de velocidades enriquecido por
una funcién burbuja de tipo jerdarquica. La funcién burbuja permite estabilizar la
respuesta en problemas de convecciéon dominante, en el que se presentan dificultades
numéricas con el método estandar de Galerkin. (Hughes et al., 1986) plantearon
la solucién del problema de Stokes mediante el método de Petrov-Galerkin con in-
terpolaciones de igual orden para la presién y velocidad. En esta formulacién se
incorporan términos adicionales dependientes de la malla en funcién de las ecua-
ciones de gobierno que proveen estabilidad a la formulacién original. En (Hughes
et al., 1989) se desarrolla el método GLS (Galerkin Least Squares) aplicado a la
solucién de problemas de conveccién-difusion; en este caso los términos de estabili-
zacién dependen del residuo de la ecuacién de gobierno. En (Baiocchi et al., 1993)
se demosotré la equivalencia entre los métodos GLS y los métodos de estabilizacion
con burbujas, tanto en aplicaciones de conveccién-difusién como en el problema de
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Stokes. En (Hughes, 1995) y (Hughes et al., 1998) T.J.R. Hughes formulé el método
de las sub-escalas, un marco dentro del cual se pueden justificar e identificar varios
otros métodos de estabilizacién como casos particulares. Una visién comparativa
y detallada de diversos métodos de estabilizacion se puede encontrar en (Codina,
1997). El desarrollo alcanzado en las técnicas de estabilizacion sirve de motivacién
a algunas de las formulaciones de elementos aplicados a la mecénica de sélidos.

2.2 Panorama actual de formulaciones de elemen-
tos

Como se ha descrito, la formulacién en desplazamientos presenta dificultades en
ciertos problemas, tales como la incompresibilidad o el cizallamiento en flexién.
Esto ha dado lugar al desarrollo de diversas formulaciones para tratar de suplir la
carencia de herramientas adecuadas para estos casos. A continuacién se presentan
en forma panordmica las formulaciones mas importantes actualmente vigentes. Para
organizar la exposicion se las clasifica en dos grupos principales, las formulaciones
mixtas y las de integracion reducida.

2.2.1 Formulaciones variacionales mixtas

Este tipo de formulacién incluye campos de variables adicionales al de desplazamien-
tos. La inclusién de estos campos adicionales permite un mejor tratamiento de las
restricciones que el problema especifico plantea. A grandes rasgos, estas formulacio-
nes se encuadran en dos métodos: los de tensiones supuestas y los de deformaciones
supuestas.

Entre las formulaciones de tensiones supuestas (assumed stresses) destaca la
presentada en (Pian and Sumihara, 1984). Se desarrolla en elasticidad lineal un
elemento mixto, denominado 503, que se deriva de un funcional de dos campos de-
nominado Hellinger-Reissner. En éste se interpolan independientemente el campo
de tensiones y dos campos de desplazamientos que se superponen. Uno de éstos
iltimos se define sobre todo el dominio del elemento y otro, incompatible, se define
en el interior del elemento. Debido a que los campos quedan definidos en diferentes
subdominios las formulaciones de este tipo se denominan hibridas. Este elemento
es eficiente en su implementacion y ofrece buenos resultados en elasticidad lineal;
sin embargo, en el &mbito de la no-linealidad material el uso de este tipo de ele-
mentos no ha sido muy extendido. La causa de ésto es que las formulaciones de
tensiones supuestas presentan dificultades para expresar la formulacién conducida
por deformaciones en que se basan los algoritmos de integracién de los modelos cons-
titutivos no-lineales en general, debido a la inclusién de las tensiones como variables
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adicionales en la solucién (Wriggers and Korelc, 1996), (Nagtegaal and Fox, 1996).

Por otro lado, las formulaciones de deformaciones supuestas se basan en una
modificacién de las relaciones cinematicas. Por ejemplo, la escisién cinemética del
campo de deformaciones permite separar la respuesta volumétrica de la desviadora.
Esta es la base de varios elementos de bajo orden que se aplican con éxito en pro-
blemas cuasi-incompresibles para diversos modelos constitutivos. Ejemplos de este
tipo de formulacién son el método B-bar de (Hughes, 1980) y la aproximacién de
dilataciéon media de (Nagtegaal et al., 1974) en plasticidad, como caso particular.
El operador discreto de deformacién B se puede reemplazar por un operador de de-
formacién modificado B (B-bar), en el que se separan sus componentes volumétrica
y desviadora y se redefine convenientemente la parte volumétrica.

Las formulaciones de deformaciones supuestas se pueden obtener a partir de un
principio variacional de tres campos denominado de Hu- Washizu, (Washizu, 1982),
tal como lo demostraron (Simo and Hughes, 1986). Este es el punto de partida para
la formulacién para problemas de incompresibilidad propuesta en (Simo et al., 1985),
un método variacional de proyeccién de la deformacién. Los elementos estdandar sir-
ven de base para estos elementos que llevan incorporados, ademds del campo de
desplazamientos, campos adicionales de presién y deformacién volumétrica discon-
tinuos entre elementos. Esta formulacién provee un marco general para el disenio de
elementos que, al condensarse las variables discontinuas a nivel de elemento, quedan
expresados en términos sélo de desplazamientos. Dentro de este marco se pueden
derivar como casos particulares las formulaciones de dilatacién media y la B-bar y
las aplicaciones se pueden extender a las no-linealidades material y geométrica.

Segun refieren (Lautersztajn and Samuelsson, 2000) en su discusién sobre ele-
mentos cuadrildteros, (McNeal, 1987) realizé en 1987 una observacién presentada
en forma de un teorema que concluye: “..effectively closes out further efforts to im-
prove accuracy beyond what has already been achieved for four-node elements with
two degrees of freedom per node”. Basa la demostracién en fundamentos mecédnicos
y en el principio de los trabajos virtuales.

La investigacién especifica en elementos cuadrildteros basados en la formulacién
de modos incompatibles de Wilson y la modificacién ad-hoc continia sin embargo
y se desarrollan formulaciones mds sofisticadas. La de mayor repercusion y cardcter
mds general es el método de deformaciones mejoradas “assumed enhanced strains”
(EAS), desarrollada por J.C. Simé. La formulacién se presenta primero en elas-
ticidad, en el 4&mbito de la no-linealidad material, en el trabajo (Simo and Rifai,
1990). El método se deriva como una formulacién mixta a partir de la definicién
de un funcional de 3 campos, del tipo Hu-Washizu. La idea clave es mejorar el
campo representativo de las deformaciones mediante la incorporacién de un campo
independiente. En el contexto de las pequenas deformaciones queda incluido en esta
formulacién, como un caso particular, el método de los modos incompatibles. La
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extension de la formulacién a la no-linealidad geométrica no es trivial. La metodo-
logia general se propone en (Simo and Armero, 1992). En este &mbito los campos
de deformacién enriquecidos no corresponden necesariamente a los gradientes de
un campo de desplazamientos incompatible. El elemento 3D se denomina Q1/FE9,
sobre la base del hexaedro trilineal se anaden 9 modos de mejora. Los propios au-
tores detectaron en este elemento modos fisicamente inadmisibles en presencia de
grandes deformaciones plasticas. En (Simo et al., 1993) se introdujeron algunas mo-
dificaciones, se anadieron 3 modos adicionales para mejorar el comportamiento en
cuasi-incompresibilidad y se empleé una cuadratura de 9 puntos de integracién. El
elemento desarrollado se denomina QM1/FE12. Con estas modificaciones se aliviaron
algunas deficiencias y se lograron notables resultados en elasto-plasticidad.

La formulacién FAS contiene importantes ingredientes de formulaciones desarro-
lladas previamente, como las de (Wilson et al., 1973), (Pian and Sumihara, 1984),
(Malkus and Hughes, 1978), (Belytschko et al., 1984) etc. El método EAS puede
ser visto como un método B-bar, la formulacion EFAS provee el marco variacional
para obtener matrices B consistentes. Los elementos EAS exhiben un buen compor-
tamiento en flexién y en el limite de incompresibilidad y son computacionalmente
eficientes (Wriggers and Korelc, 1996). Debido a la construccién, mediante la incor-
poracién de modos adicionales de deformacién, los elementos conservan la aptitud
para expresar la formulacién conducida por deformaciones tipica de modelos cons-
titutivos. En el rango de pequenas deformaciones los elementos de la formulaciéon
EAS son muy eficaces en general. Sin embargo, en grandes deformaciones los ele-
mentos derivados de esta formulacién presentan inestabilidades de tipo numérico.
Se presentan en estos elementos patrones de deformacién fisicamente inadmisibles,
modos espurios denominados “hourglass”. Este fenémeno se manifiesta, por ejem-
plo, en casos de compresion profunda, tal como se reporta en (De Souza et al., 1995),
(Wriggers and Reese, 1996).

Se desarrollan luego diversos trabajos de investigacion para procurar entender
las causas y eliminar los problemas de estabilidad de los elementos FAS, por ejemplo
(Criesfield et al., 1995), (Wriggers and Hueck, 1996). Sin embargo no se logra com-
pletamente el éxito en casos generales. En (Nagtegaal and Fox, 1996) se analiza con
criterios fisicos la influencia de los modos adicionales en el volumen deformado del
elemento. En (Kasper and Taylor, 1997) se propone una idea innovadora, denomina-
da mizta-EAS, desarrollada en principio para problemas geométricamente lineales.
En esta formulacién el campo de tensiones también se interpola y enriquece, y el
campo de deformaciones se reparametriza en funcién de éste. En (Bischoff et al.,
1999a) se explora la relacién entre la formulacién de tensiones hibridas y la EAS, y
se muestra que bajo ciertas condiciones las dos conducen a elementos idénticos.

En otros trabajos, como (Korelc and Wriggers, 1996a) y (Glaser and Armero,
1997) se propuso la modificacién de la interpolacién de los campos de mejora. En
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(Korelc and Wriggers, 1996a) los autores plantearon sobre estos campos requisitos
adicionales de ortogonalidad respecto de los campos conformes. Mediante el andli-
sis modal (Glaser and Armero, 1997) detectaron que la inestablidad del elemento
bajo compresién homogénea se debe a la cancelacién de dos términos en la expre-
sién analitica del valor propio “hourglass”. Analizaron diferentes posibilidades para
definir la interpolacién del campo de mejora y definieron una nueva interpolacién.
Utilizando ésta, el valor propio “hourglass” queda representado por un sélo término
que permanece siempre positivo. Encontraron ademas que la formulacién de (Korelc
and Wriggers, 1996a) no era objetiva ante rotaciones de sélido rigido y propusieron
una correccién. El cardcter analitico de estas formulaciones s6lo permite considerar
solicitaciones homogéneas y elementos regulares.

Una restriccién importante de la formulacion FAS es que no se puede aplicar
sobre la base de elementos triangulares o tetraédricos lineales, (Reddy and Simo,
1995), (Heeres and De Borst, 1999). Como consecuencia de ello, los problemas
que se pueden abordar eficazmente con éstos elementos estdn limitados por las di-
ficultades propias de los generadores de mallas para discretizar formas geométricas
complejas utilizando elementos cuadrildteros o hexaédricos. Ademds presentan alta
sensibilidad a la distorsién, al igual que las demds formulaciones de cuadrildteros
que se basan en los modos incompatibles y en la correccién ad-hoc para forzar la sa-
tisfaccion del test de la parcela, tal como lo muestran (Lautersztajn and Samuelsson,
2000). Este trabajo sugiere que desde la aparicién del método de modos incompati-
bles no ha habido mejora significativa en este tipo de elementos, a pesar del intenso
desarrollo de nuevas y sofisticadas formulaciones.

2.2.2 Formulaciones de integraciéon reducida

Esta formulacién, como se ha descrito, consiste en la integracién reducida de la
matriz de rigidez o de partes de ella, en cuyo caso se denomina integracion selectiva.
Esta técnica implica un menor volumen de célculo, ya que la integracién numérica
se realiza evaluando las funciones en un menor nimero de puntos de integracion,
por lo tanto es computacionalmente muy eficiente. T.J.R. Hughes desarrollé una
aplicacién sistemdtica y amplia del método. De hecho, los métodos de integracion
reducida y selectiva son casos particulares del método B-bar. La relacién entre los
métodos de integracion selectiva y las formulaciones mixtas se analiza en (Hughes
and Malkus, 1983).

La desventaja del método de integraciéon reducida es que en algunos casos puede
dar lugar a la deficiencia de rango de los elementos e introducir modos espurios
de energfa nula, los modos “hourglass”. Se procura evitar este efecto mediante la
aplicacién de técnicas de estabilizacién. En general la idea es compensar el compor-
tamiento del elemento sumando una matriz de estabilizaciéon a la matriz de rigidez
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sub-integrada . En este campo son fundamentales los trabajos (Belytschko et al.,
1984), (Belytschko and Bindeman, 1993). En ellos se proponen elementos con una
técnica de estabilizaciéon conocida como control de modos “hourglass”.

La dificultad de esta técnica radica en la dependencia de su precisién respecto
de los parametros de estabilizacion y en la dificultad para calcularlos. En (Hutter
et al., 2000) se analiza el efecto de acumulacién de errores que se introduce al aplicar
técnicas de control “hourglass” en el contexto de problemas que se encaran mediante
algoritmos incrementales, como los de grandes deformaciones.

Las formulaciones de (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) y la de (Kussner and
Reddy, 1998) explotan la equivalencia entre esta técnica y los métodos mixtos en el
ambito de las pequenas deformaciones para obtener los factores de estabilizacién. A
partir de un estudio sistemdtico y detallado de los elementos EAS en (Freischlager
and Schwiezerhof, 1996) se proponen elementos mejorados con la introduccién de
algunas simplificaciones, en el cédlculo de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas,
y el empleo de la técnica de control de estabilidad. (Hansbo, 1998) desarrolla una
idea similar, al formular elementos con integracién reducida a un sélo punto mas una
matriz de estabilizaciéon deducida a partir del concepto de cuadratura de integraciéon
numeérica. La formulacién de (Reese et al., 1999) desarrolla una extensién novedosa
al contexto de las grandes deformaciones. Esta plantea el calculo de los factores de
estabilizacion a partir de la equivalencia con la forma linealizada de un funcional
mixto.

2.3 Principales lineas de investigaciéon en desarro-
llo

A partir de lo expuesto anteriormente se puede identificar, describir y comparar las
lineas de investigacién més relevantes en la formulacién de elementos en mecanica de
sélidos. Se pueden caracterizar algunas de ellas por su relaciéon con la formulacién
EAS. Estas procuran el desarrollo de técnicas de estabilizacién que permitan corregir
los problemas de inestabilidad en el rango de grandes deformaciones. Ejemplos
de éstas son las que desarrollan el grupo de E. Ramm y el de P. Wriggers. Por
otro lado, otras lineas de investigacién se orientan al desarrollo de formulaciones
mixtas estabilizadas, con marcado interés por el diseno de elementos tetraédricos.
Las técnicas de estabilizacion en este caso tienen por propdsito lograr eludir las
restricciones que impone la condicién de estabilidad LBB sobre la eleccién de los
campos de interpolacién. Ejemplos de estas lineas de investigacién son la de R.
L. Taylor y la del grupo de M. S. Shephard. Las principales lineas de investigacion
actuales se presentan en forma comparativa en la tabla 2.1. En el anexo A se explican
en forma maés detallada las formulaciones que se presentan a continuacién.
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2.3.1 Elementos FAS y estabilizacion

E. Ramm y su grupo de investigacion desarrollan una técnica de estabilizacién para
estabilizar el comportamiento de la formulaciéon EAS, presentada en (Bischoff et al.,
1999a). La motivacion es la técnica de estabilizacién GLS desarrollada en el dmbito
de la mecédnica de fluidos. Bésicamente se trata de agregar a la forma original
del problema términos dependientes del cuadrado del residuo, de manera similar
al método de minimos cuadrados. En este caso se considera que los modos de
deformacién de mejora son el residuo de la ecuacién cinemaética. Los pardmetros de
estabilizacion son funcién de los desplazamientos. La definicién de los pardmetros se
hace a partir de consideraciones mecénicas y se verifica mediante el andlisis modal.
Si se compara con el método FAS original, el método estabilizado demanda un
mayor niimero de cdlculos matriciales y memoria para variables histéricas por cada
elemento. La investigacién en su estado actual exhibe resultados sélo en problemas
2D para elementos (cuadrildteros) de configuracién regular, carga de compresién
homogénea y aplicaciones con modelos constitutivos hiper-eldsticos.

La linea de investigacion del grupo de P. Wriggers se basa en la técnica de inte-
gracion reducida mas estabilizacién. A partir de ese concepto en (Reese et al., 1999)
y (Reese et al., 1998), el desarrollo evoluciona hacia una técnica de control de estabi-
lidad en (Reese and Wriggers, 1999) y en (Reese and Wriggers, 2000). El objetivo es
lograr una técnica de control de inestabilidades que sea automatica y general, basada
en la deteccién de inestabilidades numéricas mediante el anélisis modal de la matriz
de rigidez. La clave del método es la descomposicién de la matriz de rigidez en una
parte constante, evaluada en el centro de cada elemento, y en una de estabilizacién.
Esta matriz de rigidez se deriva del método de deformaciones supuestas de mejora
(EAS). Para lograr la descomposicién de la matriz de rigidez se parte del desarrollo
en serie de Taylor de las funciones de forma, tal como se plantea en (Belytschko
et al., 1984), logrando separar en éstas la parte lineal de la parte “hourglass”. Se
introducen ademds algunas simplificaciones importantes, aplicando el concepto del
paralelogramo equivalente (Arunakirinathar and Reddy, 1995b), (Arunakirinathar
and Reddy, 1995a). De acuerdo con este concepto, las integrales sobre el dominio
de cada elemento se realizan sobre un paralelogramo equivalente en vez de hacerlo
en la configuracién deformada, que en general pude tener forma arbitraria. La des-
composiciéon de la matriz de rigidez en cada elemento facilita el andlisis de valores
propios para modificarlos si es necesario, de manera que cada elemento reaccione
en funcién de las condiciones de estabilidad. En el caso 2D demuestran que el con-
trol de estabilidad se puede realizar analizando tres pardmetros de estabilizacién.
Ademas de la eficiencia computacional, propia de las técnicas de integracion reduci-
da, las simplificaciones introducidas permiten el cédlculo analitico de las integrales,
con el consecuente abaratamiento del costo computacional. El método es validado
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para solicitaciones de cardcter general y mallas con elementos distorsionados. Las
desventajas de este método son la dependencia respecto del tamano del incremento
de carga y dificultades para la aplicacién a modelos elasto-plésticos. Las causas de
estas dificultades se encuentran en la simplificacién introducida en la aproximacion
geométrica para la evaluacién de la matriz de estabilizacién. En su estado actual
esta investigaciéon exhibe resultados en problemas en 2D con mallas de elemen-
tos (cuadrildteros) distorsionados, solicitaciones generales y modelos constitutivos
hiper-eldsticos.

2.3.2 Formulaciones mixtas y estabilizacién

R. L. Taylor desarrolla un elemento tetraédrico mixto con campos de desplazamien-
tos, presién y volumen, (Taylor, 1999). El elemento incorpora un campo de mejora
agregado al campo compatible de desplazamientos. El campo de mejora es de tipo
burbuja y es el que proporciona estabilidad a la formulacién mixta. Las interpola-
ciones de desplazamientos y presion son continuas entre elementos. El campo que
representa el efecto volumétrico y el campo de mejora de deformaciones se interpolan
mediante funciones discontinuas. Estos campos discontinuos se condensan mediante
una serie de operaciones matriciales a nivel de elemento. Se obtiene asi finalmente
una formulacién global u/p desplazamiento/presién. El desarrollo se centra parti-
cularmente en un elemento con interpolacién lineal/lineal. El propio autor senala
que la formulacién conduce a un sistema indefinido de ecuaciones algebraicas, cuya
solucion en aplicaciones précticas tendria que encararse mediante esquemas iterati-
vos. Se exhiben resultados en problemas 3D, solicitaciones generales y aplicaciones
con modelos constitutivos hiper-elasticos y elasto-plédsticos.

Otra formulacién estabilizada es la propuesta por el grupo de M. S. Shephard. En
el marco de ésta el interés se centra también en el diseno de elementos tetraédricos.
El desarrollo de esta linea se puede seguir en las sucesivas publicaciones realizadas.
Estas son (Klaas et al., 1999), (Maniatty et al., 2001) y (Maniatty et al., 2002). Los
autores proponen un elemento mixto, con campos de desplazamientos y presién con
interpolaciones continuas entre elementos. La motivaciéon también se encuentra en
las técnicas de estabilizacién de tipo GLS. En este caso la funcién de ponderacion
se perturba agregandole un término definido a priori. Este da lugar a un término
adicional en la forma variacional del problema. Se logra definir interpolaciones des-
plazamiento/presién con estabilidad mejorada eludiendo el requisito de la condicién
LBB. En el primero de los trabajos citados se aborda la obtencién de elementos u/p
lineal /lineal en aplicaciones con modelos constitutivos hiper-eldsticos. En el segundo
se abordan problemas en 2D de flujo visco-plastico de estado estable, y en el tercero
el diseno de elementos de grado de interpolacion superior en hiper-elasticidad 3D.

Una formulacién mixta alternativa a la anterior se propone en (Onate et al.,
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2001), a partir de la técnica del célculo finito. Esta formulacién conduce a elementos
mixtos estabilizados u/p similares.

2.4 Discusion

A partir de la revision del estado del arte se pueden distinguir algunos aspectos
importantes que se deben tomar en cuenta como referencia en el punto de partida
del presente trabajo de investigacién.

La primera observaciéon respecto a las lineas de investigaciéon se puede hacer
atendiendo a los objetivos hacia los cuales se encaminan y a sus posibilidades de
aplicacién. Se puede apreciar que existe un marcado interés en el desarrollo de una
formulacién mixta u/p, un marco general en el cual se puedan desarrollar elementos
tetraédricos. Este es el caso de las investigaciones de R.L. Taylor y del grupo de M.S.
Shephard. Este objetivo es explicable dada la versatilidad que ofrecen las formas
tetraédricas en la generacion de mallas. En aplicaciones préacticas aparecen con
frecuencia formas geométricas de cierta complejidad, y en algunos casos la generacion
de mallas adecuadas con elementos hexaédricos puede llegar a ser poco menos que
imposible. Las lineas de investigaciéon que tienen como base la formulacion FAS
heredan esta limitacién, tales son los casos de la del grupo de E. Ramm y la del
grupo de P. Wriggers.

Los problemas numéricos de estabilidad y las técnicas de estabilizacién juegan
un papel de suma importancia en todos los casos. En el caso de las formulaciones
mixtas, la estabilizaciéon procura eludir el requisito de la condicién LBB, para asf
poder definir los campos de interpolacién con flexibilidad. Tanto la formulacién
de R.L. Taylor como la del grupo de M.S. Shephard incorporan campos de presién
continuos como variables adicionales en el sistema a resolver. Ambos desarrollan
elementos tetraédricos u/p lineal/lineal. La formulacion de M.S. Shephard para
interpolaciones lineales de desplazamientos y presién no es consistente, en sentido
estricto, con el problema continuo. Sin embargo, al parecer se logra un elemento
con comportamiento estabilizado.

La comparacién entre las formulaciones de R.L. Taylor y la del grupo de M.S.
Shephard, desde el punto de vista del volumen de cédlculo involucrado y de la eficien-
cia, permite apreciar que la primera introduce un mayor niimero de variables con el
consecuente aumento del mimero de operaciones a nivel de elemento. Entre las for-
mulaciones basadas en la formulaciéon FAS, la formulacién estabilizada de E. Ramm
implica un considerable volumen de cédlculo adicional, mientras que la integracion
reducida del grupo de P. Wriggers reduce el volumen de céalculo y la utilizacién de
memoria respecto a la formulacién EAS original. Esto es posible debido a las sim-
plificaciones que se introducen, por ejemplo mediante el concepto de paralelogramo
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Tabla 2.1: Cuadro comparativo de las principales lineas de investigacién
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equivalente, que permiten una implementacion eficiente (incluso los célculos de las
integrales a nivel de elemento se pueden realizar en forma analitica). No obstante,
desde el punto de vista de la sensibilidad a la distorsion, los autores observan una
mejorfa en el comportamiento respecto a los demds elementos cuadrildteros basados
en los modos incompatibles y la correcciéon ad-hoc. Lamentablemente, como se ha
mencionado antes, la formulacién de integracion reducida del grupo de P. Wriggers
hereda también la limitacién de no ser aplicable a tridngulos y tetraedros.

Finalmente se cita la reflexion respecto al desarrollo de formulaciones de elemen-
tos, que se encuentra en el trabajo de (Lautersztajn and Samuelsson, 2000):

“..To choose an appropriate element for the given problem can be a
choice between a simple element with a few degrees of freedom in a very
fine mesh and a physically more correct element in a coarse mesh”

2.5 Sumario y conclusién

La formulacién de elementos de bajo orden que sirvan de herramienta general en el
andlisis de grandes deformaciones es un campo de intensa investigacién. Los princi-
pales métodos son: las formulaciones variacionales mixtas y la técnica de integracion
reducida. Para lograr un comportamiento 6ptimo en situaciones generales ambas
formulaciones requieren el complemento de las técnicas de estabilizacién. Merecen
particular atencién la formulacién de elementos cuadrildteros de deformaciones su-
puestas FAS y las formulaciones mixtas u/p. Las lineas de investigacion estudian la
manera de complementar estas formulaciones con el desarrollo de técnicas de esta-
bilizacién. La propuesta de una formulacién de elementos requiere considerar tanto
los fundamentos fisicos sobre los que se basa su desarrollo como las posibilidades de
aplicacién general de los elementos en la préactica. Es por esto que se optard en este
trabajo por la alternativa del planteamiento de una formulacién mixta estabilizada,
centrando el interés particularmente en la posibilidad del desarrollo de elementos
tetraédricos, por la versatilidad de éstos en la generacién de mallas sobre formas
geométricas generales.



Anexo A

Lineas de investigacion en
desarrollo

En la revisién del estado del arte en el diseno de elementos se han identificado las
principales lineas de investigacién que se desarrollan actualmente. En general en
la base de éstas se encuentran la formulacién mixta para incompresibilidad y los
elementos FAS. A continuacion se describen estas formulaciones con un nivel de
detalle algo mayor.

A.1 Motivacién

Tal como se ha visto, la estabilidad numérica y las técnicas de estabilizaciéon son un
problema clave de las formulaciones de elementos y un campo de intensa investiga-
cién. Estas técnicas se aplican con la finalidad de subsanar problemas numéricos de
las formulaciones originales, por ejemplo, de elementos mixtos o elementos con de
deformaciones mejoradas EAS, procurando que queden exentas de las inestabilidades
artificiales que se presentan en ciertas situaciones. En la base de las formulaciones
que se describen a continuacién se puede encontrar relaciones con distintos méto-
dos de estabilizacién desarrollados previamente. Por ejemplo, las formulaciones de
(Bischoff et al., 1999a) y la de (Klaas et al., 1999), y publicaciones sucesivas, vie-
nen motivadas por el método GLS. Por otro lado, la formulacién de (Reese and
Wriggers, 1999) se basa en la equivalencia de la integracién reducida y los métodos
mixtos, y aplica el método de estabilizacién de modos “hourglass” de (Belytschko
et al., 1984). Por su importancia en la motivacién de algunas de las técnicas que se
veran mas adelante se presenta a continuacién una breve referencia a la técnica de
estabilizaciéon GLS y al desarrollo de las funciones de forma para su descomposiciéon
en modos “hourglass”.

21
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A.1.1 La técnica de estabilizacion GLS como motivacion

El desarrollo de algunas de las técnicas propuestas en la formulacién de elementos
EAS y mixtos en la mecdnica de sélidos vienen motivadas por los métodos de es-
tabilizacién desarrollados y aplicados en el drea de mecénica de fluidos; (Codina,
1992), (Donea, 1999).

Para describir a grandes rasgos la técnica de estabilizacién GLS (Galerkin Least
Squares) se considerard un problema expresado en forma abstracta mediante una
ecuacion diferencial como la siguiente:

Lu)+f=0 ueV (A.1)

El residuo de esta ecuacién se denota por:

R(u)=L(u)+ f (A.2)

La expresion variacional del problema (A.1) es:

a(u,w)=1(w) YweV (A.3)

En (A.1) £ es un operador diferencial, aplicado sobre la variable escalar u en el
espacio de funciones V, dotado del producto interno Ly que se denota (-,-). En la
expresién variacional (A.3) a(-,-) es una forma bilineal y [(-) es una forma lineal
correspondientes a (£ (u) , w)y (f,w) en V, respectivamente. En el caso de principios
variacionales obtenidos a partir de funcionales las funciones w se pueden identificar
con las variaciones du.

El método GLS consiste en sumar a la expresién variacional un término depen-
diente del residuo R (u) en forma de minimos cuadrados. El problema de minimos
cuadrados asociado a (A.1) es minimizar el funcional cuadratico:

=1 / RTR d (A.4)
2 Ja

la condicién de estacionariedad proporciona la ecuacién 61 = fﬂ SRTR dQY = 0.
La formulaciéon GLS se obtiene mediante una combinacién de esta expresién con la
expresion variacional del método de Galerkin (A.1), y se puede expresar como:

@ s wn) + 7 (£ (wn) R (wn)) = Iuw) (A.5)
e Qe
donde £ es un operador diferencial similar a £, que se deriva del mismo, y 7. es el
pardmetro de estabilizacion. El término adicional en el sumatorio se evalia elemento
por elemento.
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En esencia el método GLS consiste en agregar al término usual de Galerkin
términos adicionales dependientes de la malla (en forma de minimos cuadrados), que
son funciones del residuo de las ecuaciones de Euler, evaluados en cada elemento.

A.1.2 Desarrollo de las funciones de forma y funciones “hour-
glass”

Las expresiones que se plantean a continuaciéon son el punto de partida para el
desarrollo sistemético de elementos con cuadratura de un solo punto, como es el
caso de la técnica que se revisard en el apartado A.2.2. Una derivacién similar se
desarroll6 originalmente en (Belytschko et al., 1984). Se descomponen las funciones
de forma mediante un desarrollo en serie expresado como la suma de un término
lineal y otro de orden superior.

El elemento base del desarrollo es el hexaedro trilineal, para el cual n¢ , = 8.

node
N(&) es el vector 8 x 1 asociado a las funciones de forma isoparamétricas

1

coon N4 o= o (1+6,67) (14 662) (1+&€5)  (A6)

N(¢) == [N'N?...N®]"
donde &= (f’f, &2, f?) son las coordenadas de los vértices del cubo bi-unitario de
referencia, denotado como 1.

La idea es hallar una expresién de las funciones de forma N(&) como combinacién
lineal de polinomios lineales en coordenadas cartesianas X; m&s un conjunto de

términos “hourglass” de segundo orden, de la siguiente manera:

N(§) =bo + Z Xibr+ Z H &)y, (A.7)

donde las H” son las funciones “hourglass”, definidas por:

Hl(é) =883, Hz(f) =836 HB(&) =&1&s, H4(€) = §18283 (A.8)

En la expresion (A.7) los vectores by, br,v,; € R¥on constantes y se pueden deter-
minar de manera directa. Para esto, se aplica la condicién N4 (éB ) = d4p a partir
de la cual se obtiene la expresién matricial 8 x &:

3 4
18=b0®18+ZbI®YI+Z')’J®hJ (A.9)

I=1 J=1
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en la que Iy es la matriz identidad 8 x 8, el vector 1g ;== [11111111)",Y; :=
(X! X2 .. X8 para I = 1,2,3 las coordenadas de los nodos del elemento y h” :=
[H/(&") HI(€7).. .HJ(SS)}Tpara J=1...4, es decir:

1 1 1 -1
1 ~1 ~1 1
~1 ~1 1 ~1
h' = j , h*= i , h’= ﬁ , h'= 1 (A.10)
-1 1 -1 ~1
1 1 1 1
1] | -1 | | -1 ] =

Observando estas expresiones se determina que se cumplen las condiciones de or-
togonalidad: 1g-h’ = 0y h’h® = 8§k, que aplicadas a (A.9) permiten obtener
explicitamente:

_% [18—;(18.3(1)10,] v [ ; (0’.Y,)b ] (A11)

Finalmente, evaluando las derivadas de las funciones de forma en & = 0 a partir de
(A.7), se obtienen los vectores by:

_p ONA

(I=1,2,3) , donde Jo = J(&)],_, (A.12)

Para calcular las derivadas cartesianas de las funciones de forma respecto al
sistema de coordenadas de referencia tan sélo se necesita una expresion explicita de
las derivadas cartesianas de las funciones H7(€), J = 1, ..., 4. La expresion estdndar
de la transformacién de coordenadas que se necesita es GRADx || = J;TGRAD; [].
De esta manera, se puede obtener una expresiéon de la matriz de deformaciones
discretizada estdndar B descompuesta en una parte constante asociada a la parte
lineal de las funciones de forma y otra parte variable asociada a los modos de segundo
orden “hourglass” como:

B=By;, + By, (A.13)

Esta es la clave para obtener también matrices de rigidez descompuestas en una
parte constante, a ser evaluada en un sélo punto de integracién, mds otra parte que
es variable en el elemento de la que dependera la estabilidad.
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En la formulacion EAS en vez de la transformacién estdndar para el cdlculo de

las derivadas cartesianas se define el operador GRAD x || mediante la expresion:

GRADx [] = jj(z)JgTGRADd-} Cdonde j (€) = det[T(&)] v jo = j(0)
(A14)

Se puede observar que esta modificacién y la expresion estdndar conducen al mismo
resultado en el caso de elementos de configuracién regular (paralelepipedos). Con
esta modificacién en las interpolaciones del gradiente de deformaciones de funcio-
nes no-compatibles, se logra que los elementos disenados verifiquen el test de la
parcela en configuraciones distorsionadas. También se aplica la expresién modifi-
cada al calcular los gradientes de funciones “hourglass” en elementos EAS, en los
que se agrega una funcién adicional de mejora para evitar el bloqueo por cuasi-
incompresibilidad en configuraciones distorsionadas.

A.2 Elementos EAS y estabilizacién

A.2.1 Formulacién EAS estabilizada

La experiencia con métodos de estabilizacion en el contexto de la mecénica de fluidos
ha impulsado a E. Ramm a aplicar ideas similares para eliminar dificultades de esta-
bilidad numérica en elementos mejorados FAS aplicados a problemas en mecénica
de solidos.

Si se denomina I, al funcional (C.8) a partir del cual se obtiene la forma débil de
la formulacién EAS, el término de estabilizacién se introduce en la expresién varia-
cional del problema agregando a este funcional original un término de estabilizacion:

I = Iy + My (A.15)

El término de estabilizacién Il es, tal como se describié antes en el apartado
A.1.1, dependiente del residuo en forma cuadratica, como en el método GLS. Para
definir el término de estabilizacién se tiene en cuenta que el origen de las inesta-
bilidades que presenta la formulacién EAS en ciertas solicitaciones se encuentra en
los modos de deformacién adicionales introducidos. Por ejemplo, en la formulacién
del método FAS descrito en (Bischoff et al., 1999a) el campo de deformaciones estd
representado por el tensor de Green-Lagrange:

- 1
E=E4+E ,con E'=g (F'F —1) (A.16)

Las deformaciones adicionales de mejora E, pueden entenderse como el residuo de
la ecuacién cinemadtica, pues:
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E—-E‘=E (A.17)

donde la aproximacién de mejora del tensor de Green-Lagrange, en funcién de los
modos internos a es E* = Ma.. De acuerdo con las ideas bésicas expuestas previa-
mente en el anexo A.1.1, se define el término de estabilizacién:

Mapqp = / 7 ETDJE dV (A.18)
Q

donde Dy es la expresién matricial del tensor constitutivo tangente del material
no deformado, que se introduce para obtener una expresién energética y 7 es el
pardmetro de estabilizacién. Como resultado del proceso usual de obtencién de la
variacién del funcional 6114, (ecuaciones de Euler) y su linealizacion (0g011sp v
O0a0lls4p), este término da lugar a una matriz de estabilizacion, que se suma a la
matriz del elemento FAS:

e _ [ [Kll]stab [K12]stab ]
stab —

sim. K22
stab

donde

K, = / [Thas0™MTDoMa] dV (A.19)
Vv

Ko, = / 274" M"DM]| dV
Vv

Ko| = / 27, M "DoM] dV
stab Vv

Mediante una serie de consideraciones mecénicas y de acuerdo con el anélisis
modal, los pardmetros de estabilizacién se definen en funcién de los desplazamien-
tos 7 = 7(d). Especificamente, se establecen los pardmetros en relacién con las
componentes del tensor segundo de Piola-Kirchhoff, de manera que el pardmetro
de estabilizacién se activa en funcién solamente de las solicitaciones bajo las cuales
surgen inestabilidades en la formulacién original. Una limitacién de este método es
que sélo ha sido validado para las formas rectangulares, cuadrildteros y hexaedros,
bajo deformacién homogénea y sélo puede garantizar la estabilidad en estos casos.

A.2.2 Integracién reducida y estabilizacién con elementos
EAS

Esta técnica de control ha sido propuesta en (Reese and Wriggers, 1999). Se basa en
el andlisis modal en cada elemento, con la finalidad de eliminar las inestabilidades
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numeéricas incluso en mallas con elementos de forma arbitraria y estados de tensiones
no-homogéneos, sin introducir factores de rigidez artificiales. Punto clave en esta
formulacién es la aplicacién de una técnica de integracién que permite la escision
de la matriz de rigidez del elemento en una parte constante, evaluada con un sélo
punto de Gauss, y otra denominada “hourglass” o de estabilizacién.

El método aprovecha la idea de la equivalencia entre la integracion reducida y los
métodos mixtos (Malkus and Hughes, 1978). El procedimiento se puede describir a
grandes rasgos a partir de la expresion global de un sistema lineal:

KV =P (A.20)

donde K denota la matriz de rigidez del sistema, V el vector global de desplaza-
mientos nodales y P el vector de fuerzas. Al realizar la escisién de la matriz de
rigidez en una parte constante Ky y una parte adicional, llamada de estabilizaciéon
0 “hourglass”, el sistema se puede escribir como:

(KO + Kstab) V=P (A21)

La matriz de estabilizacién se deriva del método FAS. Debido a esto, se espera
lograr resultados tan buenos como los que ofrece la formulacién EAS, pero con com-
portamiento estable. Para garantizar que esta escisién sea posible para cualquier
configuraciéon geométrica es importante, en este punto, la aplicacién del concepto
del paralelogramo equivalente (y correspondientemente en 3D el paralelepipedo equi-
valente). El concepto ha sido desarrollado en (Arunakirinathar and Reddy, 1995b),
(Arunakirinathar and Reddy, 1995a). La integracién numeérica no se realizard sobre
la configuracién misma del elemento, sino sobre un elemento equivalente (el para-
lelogramo). Entre otras propiedades, se demuestra en las referencias citadas que el
error de la aproximacion al integrar sobre el paralelepipedo equivalente es del orden
del tamano de los elementos y tiende a cero al refinar la malla.

En (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) se puede encontrar un desarrollo siste-
matico que permite un enfoque més claro de la relacién que hay entre el método FAS
y esta técnica de integracion, a la vez que se demuestran una serie de propiedades
importantes. En forma simplificada, el método de deformaciones con mejoras asumi-
das EAS, que se aplica para eliminar el bloqueo en determinadas situaciones, reduce
la matriz de rigidez mediante la substraccién de una parte, K — Kjocking = Kenn, de
manera que el sistema quede libre de bloqueo:

K., V=P (A.22)

Al aplicar la técnica de integracién propuesta a este sistema la matriz de rigidez
K..» quedard representada por una parte constante y otra de estabilizacién. Sélo
esta ultima estd asociada a los modos “hourglass” y a los modos FAS (que provienen
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de modos cuadriticos en los desplazamientos). La técnica de integracion mas esta-
bilizacién basada en el concepto del paralelogramo equivalente converge al mismo
resultado que el método FAS. La convergencia depende sélo de la parte constante
Ky, que se puede evaluar con un solo punto de Gauss, mientras que la parte Kg;qp,
asociada a los modos hourglass y a los modos EAS, puede ser modificada sin alterar
la propiedad de convergencia original.

En grandes deformaciones se puede desarrollar una estrategia similar en base a
la linealizacién de la ecuacién del sistema correspondiente a la formulacién FAS. Las
condiciones impuestas a los campos son las mismas que en el método FAS clasico.
El punto de partida es el funcional del tipo Hu-Washizu II (u, H, P), planteado en
(Simo and Armero, 1992), donde H es el gradiente material de desplazamientos y
P es el tensor primero de Piola-Kirchhoff:

e / (W7 (H) + P (GRAD u — H)| aV + L., (u) (A.23)

By
En este funcional se considera el campo mejorado de gradiente de desplazamientos:
H=H,.,,+H; H.m,=GRADu (A.24)

La primera variacién del funcional proporciona el equilibrio del sistema:

OH
donde se ha considerado aquf la condicién de ortogonalidad entre el campo de mejora,
y las tensiones [, 6P :H dV = 0.
La aplicaciéon del método de Newton-Raphson para resolver el sistema no lineal
resulta en un proceso iterativo expresado por:

(ASIT)" = — (611)° (A.26)

STT — / OW (H) (5Hcomp + 5ﬁ) AV — Gy (1) = 0 (A.25)
By

La segunda variacién del funcional estd dada por:

ASTT = /B 0 (8FLegy + 6F) A (AH,py + AR) v =0 (A.27)

donde A = 0%, W (H). Ya que las variaciones en (A.27) son arbitrarias y que no se
requiere continuidad entre elementos para H, se puede deducir la expresion:

() 4 (880 87) v = am

Esta permite condensar en el elemento los pardmetros de mejora, para obtener
una expresion sélo en desplazamientos, antes de ensamblar la ecuacién global del
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sistema. Después de una serie de operaciones directas, que incluye el reemplazo de
(A.28) en (A.27), se obtiene la expresiéon matricial de la discretizacion del término
correspondiente al push-forward de la segunda variacién:

Nelm

ASTT =Y " 6d! (Koo + Keng) Ad, (A.29)

e=1
La matriz K. es constante en el elemento y la matriz K., contiene los términos
variables. K., se puede expresar en funcién de una “matriz de deformaciones
discreta condensada” del elemento:

[]/—D;enh] = [ﬁhg - GK;; Kad] ) (A.30)

como se puede observar [ﬁenh} depende de la parte “hourglass” ]§hg de las funciones
e
de forma estdndar y de K., y K4, que son las matrices relacionadas con los modos

de mejora, que se deducen de (A.28). (Para obtener la matriz estdndar B en sus
partes lineal By, y “hourglass” ]§hg se aplica el desarrollo de las funciones de forma
estdndar presentado en (A.7) como punto de partida; ver también (Reese et al.,
1998)).

Cabe resaltar que la parte constante de la matriz de rigidez, K.g, no se ve afectada
por el procedimiento de estabilizacion, que se puede evaluar con un sélo punto de
Gauss y que no depende del uso del paralelogramo equivalente. Por lo tanto, cabe
resaltar que el método se basa en una formulacién en desplazamientos estdndar con
integracién reducida, y sélo la matriz de estabilizacién requiere la deduccion basada
en el método FAS, cuyo punto de partida es (A.23). Es decir, la deduccién anterior
se realiza sélo para el célculo de los pardmetros de estabilizacion.

Una ventaja de esta técnica de estabilizacién es que la matriz K.p, es dispersa
y depende de unos cuantos pardmetros de estabilizacién. En el caso 2D son tres
los pardmetros, lo cual facilita mucho el anilisis; el nimero se eleva a quince en
el caso 3D. Gracias al concepto del paralelepipedo equivalente se puede calcular
analiticamente. Esto contribuye a disminuir el esfuerzo computacional.

La verificacién de estabilidad se realiza en tres pasos: el célculo de la matriz de
estabilizacion o “hourglass”, la verificacion de sus valores propios y, si alguno fuera
negativo, su modificacién. El andlisis de valores propios se simplifica apreciable-
mente, como una consecuencia més de la estructura de la matriz de rigidez que se
obtiene.

Se presentan también algunas dificultades como consecuencia de que la integra-
cién no se realiza sobre la configuracién real, sino sobre un elemento equivalente:
si el paralelogramo equivalente se actualiza en cada iteracién se pierde el orden de
convergencia cuadrético. Los autores proponen calcular los pardmetros de estabili-
zacién solo en la primera iteracién de cada incremento y mantenerlos constantes a
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lo largo del mismo, hasta satisfacer la ecuacién de equilibrio. La solucién se vuelve
dependiente del tamano del incremento de carga. Este es ciertamente un aspecto
desventajoso del método. Se puede aminorar este efecto mediante algunas post-
iteraciones con los factores actualizados. Un tema abierto al estudio es investigar
la aplicacién de las ideas de este método a los modelos constitutivos de plasticidad.
Por otro lado la extensién al caso 3D de esta técnica, basada en el concepto del pa-
ralelepipedo equivalente presenta una complejidad considerablemente mayor debido
al mayor niimero de pardmetros y es un aspecto pendiente de investigacién.

A.3 Estabilizacion de elementos mixtos

A.3.1 Elemento tetraédrico mixto estabilizado con método
GLS

En (Klaas et al., 1999) los autores proponen el uso de estas técnicas para mejorar y
hacer aplicable en la practica un elemento en principio descartado por la condicion de
estabilidad, como el tetraedro u/p lineal/lineal en desplazamientos y presiones. La
condicién de estabilidad descarta al elemento lineal/lineal, como se ha mencionado
antes. El planteamiento bésico se describe a continuacion. El punto de partida es la
ecuacién de equilibrio (expresada en términos del gradiente de deformaciones F y del
segundo tensor de Piola-Kirchhoff S y considerando ausencia de fuerzas maésicas):

DIV [FS| =0 (A.31)

Para obtener la expresion de residuos ponderados la funcién de ponderacién usual,
w, identificada con las variaciones de desplazamientos du, se perturba anadiendo un
término, de la siguiente manera

w—w+71F1Vqg

donde q es la funcién de ponderacién de la presién, o variacién de la presion 6p, y
7 = (ch?)/(2u) es un pardmetro de estabilizacion. De esta manera se obtiene la
forma estabilizada:

Nelm

/ DIV [FS]-wdV +> 7 / DIV [FS]-F Vg dV =0
Q o—1 Q

El término de perturbacién 7 F~7Vq se aplica elemento por elemento, ¢ es una cons-
tante numérica que sélo depende del tipo de elemento, h es un pardmetro de tamano
de malla y p es el médulo de cizallamiento. Se considera que la deformacién volu-
métrica es puramente eldstica p = K U’ (J), donde U es la parte volumétrica de la
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energfa almacenada, que depende sé6lo del determinante del gradiente de deforma-
ciones J, y que asi mismo en el segundo tensor de Piola-Kirchhoff se puede separar
la parte volumétrica, asociada a p, en una expresién del tipo: S = JpC~! + S.
Con la aplicacién de esta técnica de estabilizacién se logra con el elemento li-
neal/lineal resultados estables y cualitativamente similares, segun los autores, a los

que se pueden obtener con el elemento cuadrético/lineal, que cumple la condicién
de estabilidad.

A.3.2 Elemento tetraédrico mixto estabilizado con burbuja
FEAS

R.L. Taylor propone en (Taylor, 1999) un elemento tetraédrico con interpolaciones
de desplazamientos y presiones lineales Cj continuas, § una variable de cambio
volumétrico discontinua entre elementos, y una funcién burbuja agregada de mejora
(tipo EAS).

El punto de partida es el funcional de tres campos para cuasi-incompresibilidad
(Anexo B, ecuacién (B.3)):

(p.00) = [ (W (Cl0.0) +plT =0} 2Tl () (A32)

Se emplean definiciones similares a las planteadas en el apartado B.1 para el gra-
diente de deformaciones y para el tensor derecho de Cauchy-Green; éstas son:

_ 9\ /3 o
F:(j) F, C=FTF (A.33)

salvo que en esta formulacién el campo gradiente de deformaciones es aumentado
con un término de mejora, tal como en el método FAS:

F —=GRADx ] + IJ'*‘ (A.34)
Galerkin mejora

Los términos del gradiente de deformaciones F se deducen, en forma similar a la que
se indica en el apartado C.3, a partir del gradiente simétrico de la funcién burbuja:

N (&) = £,6,¢; (A.35)

cabe resaltar que, en problemas dindmicos esta funcién burbuja de mejora no influiré
directamente en los términos de inercia Esto es una consecuencia de la formulacién

FAS (Simo et al., 1993).
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El procedimiento habitual para obtener la variacién de (A.32) y su linealizacién,
mediante las derivadas direccionales, conduce a:

_ O*W _ —. OW
A (6I1) = —— A A — | dS) A (6J)dSQ)
(811) /Q[(SC 35 C+ A (6C) ac] +/Qp (6J)dQY +

+ / 5p(AJ — AG)dQ + / Ap (5 — 86)dQ + A (6TL.y)  (A.36)
Q Q

La matriz de rigidez del sistema linealizado a resolver resulta:

Kuu Kue Kup Ku@

- Kee Kep Ke@
K=1sim. 0 Ky (A-37)
Koy

Dado que se toman interpolaciones discontinuas entre elementos para los modos
de mejora y el cambio de volumen 6, se puede plantear la solucién en dos etapas.
En la primera etapa se eliminan en cada elemento los pardmetros correspondientes
a cada una de estas dos variables, mediante condensacién estédtica. En la segunda
etapa se ensamblan tanto las matrices de rigidez condensadas en la ecuacién global,
como los residuos de las fuerzas y presiones de los elementos, y se resuelven los
incrementos de los pardmetros de desplazamientos nodales y presiones.

Una alternativa a esta formulacién es la expuesta en el apartado A.3.1, la formu-
lacién mixta més la técnica de estabilizaciéon GLS de (Klaas et al., 1999), aunque
aun no se ha realizado una comparacién completa de resultados. El propio autor
senala que esta formulacién da lugar a una forma indefinida de las ecuaciones alge-
braicas, y que su solucién en aplicaciones préacticas se debe encarar mediante técnicas
iterativas. Una desventaja de esta formulacién es que implica un mayor volumen de
célculo por elemento, que incorpora un mayor niimero de variables nodales y que su
implementacion es relativamente complicada.



Anexo B

Método variacional y de
proyeccion para
cuasi-incompresibilidad

Un método eficaz para tratar el problema de cuasi-incompresibilidad es el método
variacional mixto, presentado en (Simo et al., 1985). Se incorporan como varia-
bles independientes una variable representativa del cambio de volumen y la presion.
Ambas se considerardn discontinuas en la discretizacién. La variable de cambio vo-
lumétrico es la variable restringida por el problema fisico y la presién es su variable
dual. Al ser interpoladas de manera independiente se alivian en gran medida las
dificultades para su célculo debidas a la sobre-restriccién numérica en elementos es-
tandar. El primer paso es realizar una escisién cinematica, para separar la respuesta
volumétrica del resto de la deformacién.

B.1 Escision cinematica basica

En el caso no-lineal de deformaciones finitas esta escisién es multiplicativa y se
aplica al gradiente de deformaciones F', descomponiéndolo en sus partes volumétrica
e isocérica. Sea J = detF el determinante del gradiente de deformaciones. La
escisién cinemédtica se puede escribir:

Flo.)=JLF(p) . Flo)=1J(p) 'F (B.1)

vol.

wl=

isoc.

donde J se introduce en la formulacién como una variable adicional y es representa-
tiva del volumen. Aunque localmente en el medio continuo J = J (¢) (de modo que
F = F), al construir la aproximacién por elementos finitos esta identificacién ya no
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es valida. De hecho, el punto esencial del procedimiento variacional que se desarrolla
es establecer la forma débil de esta condicién. La condicién J > 0 se puede forzar
autométicamente haciendo el cambio de variable ¥ = In (J), es decir J = exp [J].

Asociados a los gradientes de deformaciones F y F, definidos en (B.1), los co-
rrespondientes tensores derechos de Cauchy-Green son:

C=F'F, Cl(p0)=[F(p,9)] F(p) (B.2)

B.2 Principio variacional para
cuasi-incompresibilidad

Considerando las anteriores definiciones el punto de partida es el siguiente funcional
Lagrangiano de tres campos, de tipo Hu-Washizu:

. 0.m) = [ {W(Cle0) + 7 (I (@) -0} 2Tl (o) (B3

Aqui se ha introducido también , la variable dual de J, que juega el papel de
multiplicador de Lagrange y se interpreta como la presion de Kirchhoff. Il..; (¢)
denota la energia potencial de fuerzas externas. Por simplicidad se supone que
corresponde a cargas muertas.

Con las siguientes redefiniciones de las tensiones de Kirchhoff y del campo de
presiones:

F(p,0,1) = wl+ dev {F@,ﬁ)mcw (C(go,ﬁ))F(ga,ﬁ)T] (B.4)

Ple.d) = 5tr [F(p,0)200W (C(0,9) F (0,9)"] (B.5)

las ecuaciones de Euler asociadas a la estacionariedad del funcional (B.3) se pueden
escribir:

/Q‘T'(QO,’(?,TF)-(VTIOQO)CZQ_Gewt (m) = 0, vpev (B.6a)
/Qw(ﬁ(go,ﬁ)—w) i = 0, Voel,  (B6b)
/q‘(an(cp)—ﬁ) i = 0, Vie L (B.6¢)
Q

donde V es el espacio de las funciones de ponderacion i (variaciones de desplaza-
mientos o desplazamientos virtuales), y ¥ y ¢ son las variaciones de ¥ y , respec-
tivamente.



B.3. DISCRETIZACION MIXTA DISCONTINUA 3 5

B.3 Discretizacion mixta discontinua

Se introducen el subespacio de aproximaciéon V* C V de las funciones de prueba y
las aproximaciones a los campos de presiéon y volumen, discontinuas entre elementos
mediante el subespacio:

P = {y" € L () : v, =TT (X) %, , parayy, €R"} (B.7)

donde T'(X) = [I'; (X) ... T, (X)]” es el vector de m funciones de forma prescritas
localmente en el elemento. La discontinuidad entre elementos de las funciones de
forma en el espacio P" de elementos finitos es la condicién clave impuesta sobre esta
aproximacién. Como consecuencia de esto, se pueden expresar los campos de presio-
nes y de volumen en cada elemento en funcién de la deformacién ¢". Por lo tanto,
la formulacién se puede expresar completamente en funcién de los desplazamientos,
recuperandose la estructura de un método de deformaciones supuestas. Con esta
finalidad, se reemplazan las aproximaciones (B.7) en las ecuaciones variacionales
(B.6ab,c) y se resuelve:

P (el = TTOOH [ T (I (¢h)) a0 (B3)
(gl = I7(X)H / T (X) 5 (!, 0" (1)) d2

donde ()Z = ()h‘ denota la restriccién de la aproximacion (-)"a un elemento tipico

Q. v H,esla matriz m x m definida en el elemento como:

H. = I' X)oI(X) d2 (B.9)
Qe
Estas aproximaciones se sustituyen en la ecuacién variacional de equilibrio (B.6aa),
obteniéndose finalmente la expresion del problema variacional a resolver:

/ (0" 90" (9") 7 (91) ¢ (Vo) d — Guut (") =0, Vi€V (B.10)
Q

Aqui 7" es la versién discreta del tensor de tensiones “equivalente” de Kirchhoff
definido en (B.4). La linealizacién de la expresién (B.10) conduce a un problema
equivalente estdndar en desplazamientos por el método de Galerkin, con las ecua-
ciones constitutivas modificadas de acuerdo con (B.4) y (B.5).

Esta formulacion es la base sobre la que se desarrollan elementos como el Q1/P0
y el elemento tetraédrico de (Taylor, 1999).
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Anexo C

Método de deformaciones
mejoradas (FAS)

La idea bésica de la formulacién EAS en grandes deformaciones es considerar una
representacién mejorada de la aproximaciéon de Galerkin al gradiente de deforma-
ciones, de la forma:

F' =GRADx [¢'] + E (C.1)
S——— .
Galerkin mejora

donde GRADx [goh] es la aproximaciéon conforme de Galerkin y F" es un campo
adicional de mejora (“enhanced”), independiente y discontinuo entre elementos, que
se agrega para mejorar la representacion del campo de deformaciones.

En esta formulacién se toma como punto de partida en la discretizacién el des-
arrollo de las funciones de forma presentada en la seccion A.1.2. Se restringe la
atencién al elemento tri-lineal, con lo cual las funciones de forma vienen definidas
por (A.6). Desde ese punto de vista, tanto el término de funciones “hourglass” ahi
definidas, como F" en (C.1) se pueden considerar como mejoras de la aproximacién
de un solo punto. De acuerdo con la notacién convencional, se designa por V'C V
una aproximacién conforme al espacio V de funciones de prueba admisibles, por
el método de Galerkin de elementos finitos. El espacio de gradientes asociados se
representa por GRAD x [Vh].

C.1 Formulacién Variacional de 3 campos

El punto de partida para el desarrollo del método es el planteamiento del problema
no-lineal mediante una formulacién variacional mixta de 3 campos del tipo Hu-
Washizu. Se define el funcional escalar I (¢, F, P), en el que las variables {¢,F, P}

37



38 ANEXO C. METODO DE DEFORMACIONES MEJORADAS (EAS)

son consideradas como variables independientes:

I(p,F,P) : —/[W(X,FTF)+P:(GRADX[¢]—F) dV + Mgt (@)
M., (u) : :—/B-udV—/ Tou dr (C.2)

Para el desarrollo formal que sigue basta considerar que F y P son matrices
3 x 3, con componentes en Ly (€2), que dependen de X €. Por lo tanto, F y P
estdn contenidos en el espacio

L:={M:Q — L*|M;a€L, (Q)}, (C.3)

donde IL3 es el espacio vectorial de matrices 3 x 3. Ademds, ya que F y P estdn en
el espacio L y no estdn sujetas a condiciones de borde, el espacio de las variaciones
OF y 6P coincide tambien con L.

Las condiciones de estacionariedad del funcional (C.2) proporcionan ecuaciones
en forma variacional o débil, que permiten hallar la solucién aproximada por el méto-
do de elementos finitos. La variacién 611 se obtiene mediante la derivada direccional
o variacién de Gateaux del funcional:

SIT:= DI (¢, F,P) - (5p.6F.5P) = | Tl(p FP)  (C4)
e=0
donde
p. =p+edp , F,.:=F+ecéF , P,:=P+eoP (C.5)

y (64,6 F,6P) es una variacién arbitraria. En situacién de estacionariedad se cumple
para cualquier variacién de este tipo que 6I1 = 0. Una serie de operaciones directas
conduce al conjunto de ecuaciones:

(P,GRADx [6¢]) — (B,6p) — (T, 6p), = 0 Vop eV (C.6a)
<6F, (2F@CW(C)—P)> = 0 YSFeF  (C.6b)
(6P,(GRADx [6p] = F)) = 0 V6P €S (C.6¢)

donde S y F, los espacios de tensiones y de gradientes de deformaciones, estén
contenidos en el espacio L definido en (C.3). Como puede observarse estas expre-
siones representan en forma débil la ecuacién de equilibrio, la interpretacién de P
como tensor de tensiones nominales y la identificacién de F con el gradiente de
deformaciones, respectivamente.
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C.1.1 Formulacién variacional de 3 campos mejorada

Se considera ahora una reparametrizacion del gradiente de deformaciones de la forma
(C.1), de manera que F =GRADx [¢] +F incluye el gradiente de deformaciones de
mejora F; este campo y sus variaciones admisibles estdn contenidos en el espacio:

F= {F:Q—>L3\ FQeLQ(Q)} (C.7)
Se define ahora el funcional correspondiente
il <¢, F P) —TI ((p, GRADy ] + F, P) (C.8)

Sélo se exige a F que sus componentes estén en el espacio Ls (£2), por lo tanto, no se
necesitard continuidad entre elementos al construir la aproximacién por elementos
finitos. En consecuencia, el método desarrollado es conforme, ya que respeta los
requisitos de continuidad inherentes a la formulacién variacional.

Mediante un cdlculo andlogo al anterior se obtiene el siguiente conjunto de ecua-
ciones de Euler para el problema discretizado por elementos finitos:

(2F"9cW (C"),GRADx [6¢'] ) — (B,5¢") — (T, 6¢"). = 0 Vsp" € V" (C.99)
(5F", (2F"0oW (C") —P")) = 0 vsF" e F*(C.9b)
<5Ph,Fh> = 0 V6P"e S (C.9¢)

Sty Fh c L denotan los espacios de tensiones y gradientes de deformaciones de

mejora cubiertos por la aproximacion por elementos finitos. En vista de la condicién

de ortogonalidad entre estos dos campos, que se impondra més adelante, el campo

de tensiones P* quedars eliminado automaticamente de estas ecuaciones y no sers

necesario el conocimiento explicito de esta interpolacién en la aplicaciéon del método.
Las correspondientes ecuaciones de Euler del problema continuo en €2 son:

DIV [ZFHCW(C)}+B — 0
[2F80W(C)]—P ~ 0 (C.10)

F =0

De las ecuaciones de Euler anteriores se desprende que en el problema continuo F es
localmente nulo en 2. Sin embargo, en el contexto de una aproximacién mixta por
elementos finitos esta condicién sélo se exige en forma débil y este campo anadido
permite obtener una mejor representacién del campo de deformaciones.
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Sobre las variables definidas F* y P" se impone una serie de condiciones para
asegurar eficacia y buen comportamiento del método:

(i) Condicion de estabilidad: El espacio F" de los gradientes de deformaciones
de mejora tiene interseccién nula con el espacio de gradientes de deformaciones
“compatibles”, que se denotard por GRADx [Vh}. Es decir:

F"NGRADx V'] = {0}

Dado que el gradiente de deformaciones de mejora es un campo adicional, agre-
gado para mejorar la aproximacion conforme al gradiente de deformaciones “compa-
tibles” que resulta del método de Galerkin, es natural pensar que la interseccién de
sus respectivos espacios es el elemento nulo. Violar esta condiciéon puede dar lugar
a un sistema singular de ecuaciones.

(ii) Consistencia variacional: En vista de la ecuacién (C.9b) se requiere que los

espacios de tensiones nominales S” y de gradientes de deformaciones de mejora F*
sean ortogonales. Esta condicién implica que:

<Pe,17“e> =0 (C.11)

con lo cual, en la aplicacién del método, la tercera ecuacién queda fuera de la
formulacién y el campo P queda automdticamente eliminado de las ecuaciones.

(iii) Condicién de tensién constante: El espacio de tensiones nominales S"debe

contener al menos funciones constantes por elementos, con lo cual F” debe ser
ortogonal a cualquier P, constante, es decir:

Po,6FY=0, VF eF" (C.12)
(Pa,oF)

Esta condicién implica que F debe tener un valor medio nulo en el elemento, es
decir, [, F.dQ. = 0, esto representa el cumplimiento en forma débil de la tercera
ecuacion de Euler.

En el problema no-lineal estas condiciones aseguran que el método produce la
solucién exacta para estados de deformacién homogénea (i.e., estados de deforma-
ci6én con gradiente de deformaciones constante). Esto se puede interpretar como la
verificacién de una version no-lineal del test de la parcela.

(iv) Las aproximaciones de mejora generadas por Fh deben transformarse en
forma objetiva, en el sentido que para cualquier movimiento superpuesto de cuerpo
rigido x — Qx, con matriz de rotacién Q € SO(3), cualquier F" € F" se transforma
como F" — Qf‘h.

Esta condicién asegura que el gradiente de deformaciones mejorado definido en
(C.1) se transforma también en forma objetiva, ya que GRADx [goh] tambien se
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transforma objetivamente ante movimientos superpuestos de cuerpo rigido. Por lo
tanto el método preserva el requisito de objetividad. Se describe a continuacién el
procedimiento sistemdtico para el diseno de interpolaciones del gradiente de defor-
maciones, de modo que satisfagan autométicamente este requisito.

C.2 Mejora del gradiente de deformaciones

La idea clave para el diseno de las interpolaciones de mejora del gradiente de defor-
maciones, F", es llevar a cabo la construccién en el dominio isoparamétrico [J, en
funcién de una transformacién lineal F || de vectores en [J en vectores en [, para
un & € [ fijo. Luego, mediante una transformacién apropiada se obtiene Fh, que
define vectores en " (Q) a partir de vectores en €.

Paso 1: Considerar una transformacion lineal F [-], cuyos dominio y rango son
vectores definidos en [, sujeta a la restriccién

/ F(¢)0 =0 (C.13)

y tal que F[-] no esté contenida en GRADx [V"]. Es decir, la condicién (i) se
satisface por construccién en el dominio isoparamétrico [.

Paso 2: Transformar F[] en F,[], cuyo rango estd constituido por vectores
definidos en la configuracién €2, mediante la transformacién tensorial:

F.(6) = yj<—5)” GRS (C.14)

ya que dS) = j (§) dOJ, esta transformacién por construccién tiene la propiedad:

/Qe F. (¢)dQ = joJo UD F (¢) D] J;'=0 (C.15)

y es la que toma en cuenta el efecto de distorsion de los elementos en la configuracion
de referencia.

Paso 3: Obtener F”, que define vectores en ¢" (Q) a partir de vectores en (2,
mediante la férmula: N
B — B} F. (¢) (C.16)
donde F := GRADx [goh] ’ =0 © la aproximacién de un solo punto al gradiente
de deformaciones. Ya que F se transforma objetivamente, se satisface la condicién
(iv) de objetividad. Ademsds, relacionando (C.14) y (C.16) se concluye que

/ FhdQ = Fg/ F. (£)dQ2 =0 (C.17)
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es decir, que la interpolacién del gradiente de deformaciones de mejora ( “enhanced”)
satisface la condicion (iii).

De esta manera, el espacio Fh de gradientes de deformaciones de mejora ( “en-
hanced”) queda completamente determinado al definir IF (£) en el dominio isopara-
métrico L.

C.3 Elemento sdlido tri-lineal Q1/E9

El elemento Q1/E9 es una generalizacién del elemento de modos incompatibles de
(Wilson et al., 1973), extendida al régimen no-lineal. El punto de partida es adoptar
las correspondientes funciones de forma incompatibles:

1 . 1 . 1
:5[53—1] , N? ::5[53—1} , N3 ::5[53—1] (C.18)

para definir la transformacién F (£) en O por medio de la interpolacion:

3
F(£) =Y T ®GRAD; [Nf} ,conT; € R® (I =1,2,3) (C.19)
I=1

De acuerdo con el procedimiento descrito, el gradiente de deformaciones de mejora
se calcula mediante la expresion:

. 3 .
= JO h h Jo T V4
Fh(¢) = L FhIF (¢ [F23,T] ® [— J5TGRAD [N H (C.20)
i€ ° Z j(€)"° ¢

ya que o= Fg.] o' € R3 son vectores constantes en cada elemento (no dependen
de &), se pueden adoptar los a; en lugar de los I'; como “pardmetros locales del
elemento” para expresar la interpolacién como:

~ > ay & GRAD ] )
I=1
donde )
GRADx [Nf] = jjé) J7TGRAD; [Nf] (C.22)

La eleccién de (C.19) viene motivada por el andlisis de las componentes del
gradiente de deformaciones de un elemento regular no distorsionado, identificado
con el dominio isoparamétrico (i.e., Q. = [O). Si el gradiente de deformaciones
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evaluado en un punto se expresa como GRAD, [¢"] = [ £ ], las columnas de la
aproximacién conforme al gradiente de deformaciones toman la forma:

90{161 =) +68;  +E:8:16:6:8 (C.23a)
@, =8 +68;  +EB811+6.68, (C.23b)
90?63 =5 +68,  +EB1HE 6B, (C.23¢)

mientras que el gradiente de deformaciones de mejora, definido a partir de (C.19),
se puede expresar como:

Fh = [51041 §r0xn 53043] (0-24)

Inspeccionando (E.24) y (C.24), las componentes de la aproximacién mejorada, se
comprueba que las columnas de esta aproximacién contienen polinomios completos.
Los pasos, que se han seguido en la construccion de esta aproximacion aseguran el
cumplimiento de esta propiedad tambien para configuraciones distorsionadas.

C.4 Elemento tri-lineal modificado QM1 /E12

La mejora que se introduce a continuacién viene motivada por el andlisis a la teorfa
infinitesimal.. Ya que el efecto de distorsién en la configuracién de referencia se
toma en cuenta en (C.14), es suficiente considerar un elemento cuya configuracién
de referencia coincide con el cubo de referencia, i.e., {2, = [J. De acuerdo con esto,
segtin (E.24), el cambio de volumen linealizado AV (&) predicho por la interpolacién
estdndar de Galerkin es de la forma:

AV" (€)

Vh =tr [Fh} = ndimAO -+ Alfl -+ A2§2+ A3£3 -+ A4§1£2 + A5€2£3 —+ A6£3£1/
0 '

aparecen para ngim=3

(C.25)
donde V* es el volumen de referencia y Ag,A;,...,Ag son constantes que dependen
de los desplazamientos nodales uy y de los vectores de estabilizacion v 4. Obsérvese
que los términos cuadraticos solo aparecen en el caso tri-dimensional. Por otro lado,
el cambio de volumen linealizado predicho por la componente “enhanced” F" del
gradiente de deformaciones es:

AV (€)

=t [Fh} = A&, + Ast, + Aty (C.26)
0
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donde las constantes A;, Ay, A5 dependen de los pardmetros oy, oo, as. Si se
considera el problema lineal incompresible se concluye lo siguiente:

i) En el problema bi-dimensional el método no presenta bloqueo, pues al forzar
la condicién de incompresibilidad quedan determinadas las constantes que aparecen
en (C.25) y en (C.26) como A} = — Ay , Ay = — As.

ii) En el problema tri-dimensional el elemento presentaria bloqueo, pues la im-
posicién de la condicién de incompresibilidad conduce a que Ay = A5 = Ag =0, lo
cual es posible sélo si los desplazamientos nodales son nulos.

Con las anteriores consideraciones como motivacion, se introduce una modifica-
cién adicional a la componente de mejora del gradiente de deformaciones, de acuerdo
con la férmula de interpolaciéon

3
F (€)=Y I't®GRAD; [Nf] + (r4 - GRAD; [N‘*D I (C.27)
=1
donde I'; € R? (I =1,...,4), I3 es la matriz unitaria 3 x 3 y N*:O—-Resla
funcién de forma que introduce la mejora adicional y estd definida por:

N N €283
N* = ¢£,6,¢5, con lo que: GRAD:; [N4] = | &5¢&, (C.28)

13

Con la adicién de esta cuarta funcion de forma de mejora el cambio de volumen
linealizado contendra ahora ademds los términos:

Ay + 12155253 + 12165351 (C.29)

Para el problema lineal la imposicién de la condicién de incompresibilidad con-
duce a las siguiente propiedad de cancelacién de términos:

Aj+A;=0,paraJ=1,...,6

lo que produce un elemento libre de bloqueo en el limite incompresible. En el
caso de elementos distorsionados, esta propiedad de cancelaciéon sélo ocurre si la
transformacion entre GRAD, [H‘]] vy GRADx [7‘(‘] } es de la misma forma adoptada
en (C.14) para el gradiente de deformaciones de mejora. Es por esta razén por la
que se adopta una transformacién del tipo (A.14) en el cdlculo de GRADx [H‘] ],
indispensable para ngi, = 3 (recuérdese que esta transformacién no altera el orden
de convergencia del método).

Resta sélo desarrollar la expresién de 1~7‘h, con la inclusién del término asociado
a esta nueva funcién. A partir de la transformacién definida en (C.27), mediante la
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férmula de transformacion F* (€) = [jo/4 (€)] GRAD, (] JoF (&) Jy " del procedi-
miento general descrito antes y aplicando la identidad:

j{—()&) <r4 . GRAD; [N“D — oy - GRADy [N‘*} con ey := JoI'y (C.30)

se obtiene el resultado final:

B = >y & GRADy [¥/] + (c- GRADx [W]) GRAD [o] (1)
I=1
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Anexo D

Elementos de mecanica del medio
continuo

En el presente capitulo se hace una revisiéon de conceptos de la mecdnica del me-
dio continuo. Esta disciplina es el soporte para el tratamiento de problemas en la
ingenieria, como los que se abordan en el presente trabajo. La mecédnica del me-
dio continuo considera el comportamiento mecédnico de un medio, sélido o fluido, a
escala macroscépica. Este procedimiento resulta adecuado en la mayorfa de apli-
caciones de interés en ingenierfa, dado que las dimensiones de los cuerpos que se
consideran suelen ser grandes respecto a las dimensiones caracteristicas de la esca-
la microscépica, frecuentemente en varios ordenes de magnitud. Por lo tanto, no
se considera la naturaleza discontinua de la materia en el nivel microscépico. De
acuerdo con esto es posible describir las propiedades y el comportamiento del medio
que se analiza mediante funciones continuas, por ejemplo de la posicién. Bajo estas
premisas la mecdnica del medio continuo estudia las interacciones entre las fuerzas
y el movimiento en los cuerpos. Se pueden encontrar estudios amplios del tema en
libros clasicos como (Malvern, 1969), (Mase, 1977), (Spencer, 1980) y en obras muy
recientes como (Oliver and Agelet de Saracibar, 2000).

La revisién que se hace en este capitulo incluye la presentacién de los conceptos,
nomenclatura y expresiones necesarias para el planteamiento del problema en los
capitulos siguientes. Se consideran tanto el caso general de grandes deformaciones,
asf como el rango infinitesimal de deformaciones como situacién particular. Se verdn
las definiciones de las configuraciones de referencia y deformada, distintos tensores
de deformacién y tensores de tensién, los operadores de transporte de tensores,
las relaciones constitutivas de materiales de interés y, finalmente, las ecuaciones de
gobierno tanto en forma fuerte como en forma débil.

47
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/_—(P_\
Q
F
Q,
Configuracion de Configuracion
referencia actual

Figura D.1: Esquema de la deformaciéon de un medio continuo. Transformacién ¢ y
tensor gradiente de deformacién F.

D.1 Definiciones cinematicas basicas

Sea un cuerpo continuo denominado B que ocupa una regién del espacio 2 C R3,
denominada configuracion de referencia o material, cuyo contorno es 0§2. Cada
particula o punto material del cuerpo serd identificada por su posicién X € €2 en la
configuracién de referencia. Sea una transformacion o funcién biyectiva ¢ : Q — R3,
que en otro instante ubica la posicién del cuerpo en otra regién S del espacio,

p: Q-8 (D.1)

Esta transformacion suele llamarse tambien deformacion. A laregion S = ¢ () sela
denomina configuracion actual o deformada y x € S a los puntos que la conforman.
Cada punto material X del cuerpo B pasa a ocupar una posicidon o punto espacial
x en S, dada por:

x = ¢ (X) (D.2)

X y x representan, respectivamente, las coordenadas materiales y las espaciales de
un punto material.
El desplazamiento u (X) queda definido por el campo vectorial:

con lo cual se puede escribir:
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D.1.1 Movimiento
Descripcién material

El movimiento de un cuerpo es una sucesién continua de configuraciones caracteri-
zadas por la variacién del pardmetro tiempo. De esta manera el movimiento puede
describirse como:

w2 — (D.5)

donde ¢, (X) = ¢ (X,t) es la transformacién que ubica la posicion & = Q; que
ocupa el cuerpo en cada instante t.

Durante el movimiento la posicién de una particula X en el instante ¢ viene dada
por:

x = (X,) (D.6)
y la velocidad de la particula material se define como
X

V(X,t) =% (X,t) = W (D.7)

La expresién anterior se denomina descripcion material del campo de velocidades en
el sentido de que la informacién se proporciona directamente en funcién de las par-
ticulas materiales X. Este tipo de descripcién se conoce también como descripcion
lagrangiana.

Descripcién espacial

Si se tiene en cuenta que la transformacién ¢, es biyectiva, las posiciones X que
los puntos materiales ocupaban en la configuracién de referencia se pueden expresar
en términos de las posiciones en el espacio x que estos ocupan en la configuraciéon
deformada o actual:

X =" (x) (D.8)

Esta transformacién inversa, ¢; *, se denomina mapa de referencia.

La alternativa a la descripcion material es la descripcion espacial o euleriana del
campo de velocidades. En este caso la informacién se proporciona en funcién de las
posiciones x en el espacio. En base al mapa de referencia se puede definir la funcién:

v(xt) =V (X,t) =% (¢; " (x),t) (D.9)

Tal como se observa aqui, la nomenclatura estdndar utiliza generalmente letras ma-
yusculas para designar los campos materiales y mintsculas para los campos espa-
ciales..
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Cualquier campo o propiedad relacionada con el movimiento de un cuerpo se
puede expresar en descripcién material o espacial, dependiendo de los argumentos
o variables independientes que se tomen, las particulas materiales o las posiciones
espaciales. La descripcién material de un campo espacial 7 (x,t) se define mediante
la expresion:

I'(Xt) =7 (e (Xt) 1) (D.10)

mientras que la descripcién espacial de un campo material se define como

v (x,t) =T (¢; ' (x,1) ,t) (D.11)

En mecéanica de sélidos usualmente se adopta la descripcion material, puesto que
facilita la aplicacion de las ecuaciones constitutivas de los materiales.

Derivadas temporales material y derivada local

La derivada temporal material de una propiedad I' (X,t) es:

I'(X.t) = or(X.t) éf’w

(D.12)

Por otro lado, la derivada temporal local de una propiedad en descripcién espacial
es:

Oy (x,t) = M (D.13)
ot

La interpretacién de cada una de ellas se desprende del significado fisico de la des-
cripcién empleada en cada caso. La derivada local representa la variacién en el
tiempo de una determinada propiedad observada en una posicién fija en el espacio,
mientras que la derivada material representa la variacién en el tiempo de la propie-
dad de una determinada particula del medio. La diferencia existente entre las dos
radica en el efecto de transporte de particulas en el medio, fenémeno denominado
conveccion. La relacion entre la derivada material y la local se puede deducir de la
expresién (D.10):

07 (xt) | 07 (e (X)) O
ot dp ot
= Oy+v-Vy (D.14b)

I(X.t) (D.14a)

Esta ecuacion establece la relacién entre la variacién temporal de una propiedad y
el término convectivo.
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Tensor gradiente de deformacién

El gradiente material de un campo I' se define como:

)
GRADT = [I'(X.)] (D.15)

y el gradiente espacial de un campo v queda definido por:

Vi = o by ()] (D.16)

es decir, son las derivadas parciales respecto a X y X, respectivamente, para un
tiempo t fijo. Se puede introducir la siguiente notacién simbélica para el operador
gradiente material:

onavty - 10,9620

y la correspondiente al operador gradiente espacial, denominado también operador
Nabla como:

50, 20) 50) D1s)

V()= ,

( ) [89@1 ’ 5’902 81‘3
El tensor gradiente de deformacion, denominado F (X, t), es la derivada de la

transformacion ¢ (X) respecto a X, que se define como:

0
F (X,1) = GRAD [ (X, 1)] = = [ (X. ) (D.19)

El gradiente de deformaciéon se puede expresar también en términos del gradiente
de los desplazamientos como:

F(X,t) = I+ GRADu (X, ?) (D.20)

donde I es el tensor identidad de segundo orden.
El determinante de la matriz asociada al gradiente de deformaciones es:

J (X, t) :=det [F (X, )] (D.21)

En la configuracién de referencia el gradiente de deformaciones F (X) =1, y

en consecuencia, det [F (X)] = 1. Por otro lado, un valor de det [F (X,t)] = 0

implicaria que el entorno infinitesimal ha colapsado en una particula material, lo

que representaria una situacion fisicamente inadmisible. En consecuencia, cualquier
deformacion del cuerpo siempre debe verificar:

det [F (X, )] > 0 (D.22)
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D.2 Tensores de deformacion

D.2.1 Introduccién

El gradiente de deformacion contiene la descripcién local del movimiento relativo
del medio continuo en el entorno diferencial de cada particula. Sin embargo, a pesar
de la importancia del tensor F en el andlisis, éste no es en si mismo una medida de la
deformacion, si se entiende por deformacién estrictamente los cambios de posicién
que dan lugar a un cambio de forma. Esto es debido a que en el tensor gradiente de
deformaciones F estdn incluidas también las rotaciones rigidas en torno a X, como
se verd a continuacién. Con la finalidad de simplificar la notacién, siguiendo una
convencion estandar, en adelante se omitird la indicacion explicita de los argumentos
X y t en algunas expresiones.

Descomposicién polar del gradiente de deformacién

El teorema de descomposicion polar de tensores permite separar en F las deforma-
ciones propiamente dichas de las rotaciones. Localmente, en el entorno diferencial
de cada particula X, se puede descomponer F en un conjunto tnico de tensores
{R,U, V} tal que:

F=VR =RU (D.23)

donde el tensor de rotacion R es un tensor ortogonal, y V y U son los tensores si-
métricos izquierdo y derecho de estiramiento, respectivamente. Esta descomposicion
permite considerar cualquier movimiento relativo en el entorno de una particula en
dos pasos. Por ejemplo, la denominada descomposiciéon por la izquierda equivale a
una rotacién R seguida de un estiramiento V. De otro modo, la descomposicién por
la derecha consiste en un estiramiento U seguido de la rotacién R.

D.2.2 Tensores materiales de deformacién

Si se considera una linea material infinitesimal dX entre dos particulas préximas del
cuerpo, X y X + dX respectivamente, el gradiente de deformacién es el operador
lineal que relaciona la linea dX con su configuracién deformada dx:

dx = FdX (D.24)

a partir de esta relacion se puede expresar el cuadrado de la longitud deformada de
la linea en términos de la longitud de referencia como:

X = adX'adX = . — .
dx|* = dx-d FdX - FdX =dX (F'F) dX D.25
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El tensor simétrico derecho de Cauchy-Greeen queda definido por:
C=F'F (D.26)

con lo cual:

|dx|* = dXCdX (D.27)

De acuerdo a esto, la variacion de la longitud de esta linea material es:

dx|* — |[dX|* = dXCdX—dX-dX (D.28a)
= - 28
dX (C —T)dX D.28b

El tensor de Green-Lagrange, denominado E, queda definido por:

E— % (C—1) (D.29)

0, en términos del gradiente de desplazamientos,
1
E = 5 |GRADu+(GRADw)” — (GRAD u)” GRAD u] (D.30)

Teniendo en cuenta la ecuacién (D.23) y que R es un tensor ortogonal, por tanto
RR” = RTR =1, C se puede expresar en términos de los tensores de estiramiento:

C =12 (D.31)

Se puede observar que tanto el tensor derecho de Cauchy-Green C como el de
Green-Lagrange E dependen sélo de U, que es la componente del gradiente de
deformaciones asociada a los estiramientos. Estos tensores de deformacién son, por
lo tanto, indicadores del cambio de forma en el entorno de un punto determinado.

D.2.3 Tensores espaciales de deformacién

Los tensores E y C, definidos anteriormente, son tensores materiales de deformacion.
Los correspondientes tensores espaciales de deformacién se pueden definir, tal como
se hizo para la velocidad, teniendo en cuenta el mapa de referencia ¢~!. El tensor
gradiente espacial de deformacion es la derivada de la transformacion inversa ¢! (x)
respecto a x:

_ (2_); _ % [cp_l (X)} = Vo ' (x) (D.32)

Como se puede observar, este tensor es el inverso del tensor gradiente (material) de
deformacién F.

F—l
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Se pueden definir relaciones andlogas a las correspondientes a C y E partiendo
de la expresion de la longitud inicial en términos de la longitud deformada:

dX = F ldx (D.33)

luego, se puede encontrar los tensores espaciales b y e, que son respectivamente los
tensores izquierdo de Cauchy-Green y de Almansi

dX|* = Fldx-Fldx =dx (FTF')dx (D.34a)

b! = FTF!,  b=FF (D.34b)

dx|” — |dX[* = dX(I-b)dX (D.34c)
1 _

e = 5(I-b Y (D.34d)

En funcién del gradiente de desplazamientos:
1
=3 [Vu+ (V)" — (Vu)” Vu} (D.35)

El tensor b se puede expresar, asi como se hizo con C, en funcién de un tensor de
estiramiento:

b =V? (D.36)

La definicién de una medida de la deformacién es, en cierto modo, arbitraria.
Es posible establecerla teniendo en cuenta la conveniencia matemética de las rela-
ciones que se derivan de ésta en las ecuaciones constitutivas. Por ejemplo, el tensor
de Green-Lagrange es una medida particular dentro de la familia de tensores de
deformacién dada por:

EM™ = (D.37)
In [U] m =0

El tensor de Green-Lagrange corresponde a m = 2, una medida asociada al cuadrado
de las longitudes. Otro miembro de la familia es el tensor de Hencky que corresponde
am = 0 y cuya medida estd asociada al logaritmo de las longitudes. Se pueden
definir expresiones similares a la anterior en funcién de tensores espaciales. La
medida logaritmica de las deformaciones es de especial interés en la formulacion de
modelos de plasticidad en grandes deformaciones.
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D.2.4 Descomposicion espectral de los tensores de deforma-
cién

La descomposicién espectral y los invariantes tensoriales son dos resultados del alge-

bra lineal de gran utilidad en el manejo de magnitudes tensoriales, en particular de

los tensores de tensién. A partir de estos resultados se derivan importantes conceptos

como los de deformaciones y direcciones principales.

Los tensores C y b son simétricos y definidos positivos, la descomposicion espec-
tral de estos tensores para cada X €2 es:

3 3
C=> M NWeNW — b=>" 3 n?Wen® (D.38)

A=1 A=1

donde los A% son los valores propios tanto de C como de b (son los mismos para am-
bos), mientras que N*) y n(4) son los vectores propios de C y de b, respectivamente,
definidos por los problemas de valores propios:

CNW = NN®W (D.39a)
bn® = N\in®W (D.39D)
Los valores propios A% son las raices del polinomio caracteristico de la ecuacién

anterior, definido por:
p(N) =X — LN+ LN — I3 (D.40)

donde I3, I, e I3 son los invariantes tensoriales de C (y de b), defnidos por:

I, = tr[C] (D.41a)
L= 5 (B-u[c?) (D.A1b)

La descomposicién polar y la normalizacion a médulo unitario de los vectores propios
conduce a:

n® RN, [N®| =@ |=1 (D.42)

La tripleta {N(l) , N® , N }, definida por las direcciones principales en la configura-

> , n @ @)
cion de referencia forma una base ortonormal en X €€). Por su parte, {n ,n . n

estd definida por las direcciones principales en la configuracion deformada en x = ¢ (X).
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La descomposicién espectral del gradiente de deformaciones es:

3 3
F=) AmWeNW — R=) nWeNW (D.43)

A=1 A=1

Los valores propios del tensor gradiente de deformaciones A4 se denominan tam-
bién estiramientos principales a lo largo de la direccién principal material N4,
Estos estiramientos representan la relacién entre la longitud deformada y la lon-
gitud del mismo segmento material infinitesimal en la configuracién de referencia.
Como se puede observar, los autovalores de los tensores C y b son los cuadrados de
los estiramientos principales.

Finalmente, la descomposicién espectral de los tensores de estiramiento se puede
expresar en funcién de los estiramientos principales como:

3 3
U=) MNWeND  v=>"\n?gn™ (D.44)
A=1 A=1

D.2.5 Cambio de volumen. Interpretacién del determinante
del gradiente de deformacién

El determinante del gradiente de deformacién, J, representa la relacién de volumen
deformado por unidad de volumen de referencia:

_dv
4V
En efecto, en un punto material X se puede definir tres vectores infinitesimales

dXi, dX5 v dX3 en la configuracién de referencia. El volumen del paralelepipedo
infinitesimal formado por estos tres vectores se puede calcular como:

J = det [F] (D.45)

En la configuracién deformada los vectores correspondientes son FdX;, FdX,, y
FdXs3, y el volumen deformado se puede expresar como:

dv = (FdX; x FdX,) - FdX; (D.47)
La identidad:

det [A] = (A(“uXXA‘:’))" vjjw, (D.48)
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es védlida para cualquier tensor A y cualquier conjunto de vectores linealmente in-
dependientes {u, v, w}; ésta permite expresar el determinante del gradiente de de-
formaciéon como la relacién entre los volimenes deformado y de referencia como en
la ecuacién (D.45).

D.2.6 Gradiente de velocidad y velocidad de deformaciéon

La variacién temporal del gradiente de deformacion se define como:
F =0, [0x [¢]] = 0x [, [¢]] = GRAD[V] (D.49)

y se denomina también gradiente material de la velocidad. Mediante la regla de la
cadena se obtiene el gradiente espacial de la velocidad como:

00 [6X] et
1=Vv = lax] lax] — FF (D.50)

este tensor mide localmente la velocidad relativa entre dos puntos en un entorno
infinitesimal, es decir:
dv =1ldx (D.51)

La parte simétrica del gradiente espacial de velocidad se denomina velocidad de
deformacion d y la parte antisimétrica se denomina tensor de rotacion (spin) w;
éstos se expresan como:

d = Viv= [VV+(VV)T] (D.52a)

N —

1
w = 5 [Vv - (VV)T] (D.52b)
El tensor d contiene la informacién sobre la velocidad con que ocurren los estira-
mientos en el entorno local a un punto. La siguiente expresién pone de manifiesto
la relacion directa entre d y la derivada de C, el tensor derecho de Cauchy-Greeen:

C=FF+FF=F [(Vv) + Vv] F = 2F"dF (D.53)

Esta expresién es de gran importancia en los algoritmos de modelos de plasticidad.

D.3 Deformaciones infinitesimales

La teorfa de deformaciones infinitesimales o de pequenas deformaciones es una sim-
plificacién de la teoria general (de deformaciones finitas). Esta es aplicable si tanto
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los desplazamientos como los gradientes de éstos son muy pequenos en comparacién
con las dimensiones caracteristicas del medio continuo.

Dado que los desplazamientos son muy pequenos, las configuraciones material y
espacial practicamente coinciden. Por lo tanto, la teorfa de pequenas deformaciones
no distingue una de otra, es decir X ~ x. Por otro lado, ya que los gradientes
de deformacién son pequenos, los términos de segundo orden en estas variables son
despreciables en las expresiones de los tensores de deformacién E y e, ecuaciones
(D.30) y (??7). Como consecuencia de lo anterior, estos tensores colapsan en el
mismo, denominado tensor de deformaciones infinitesimales €

1
Exexe= 3 [Vu + (Vu)T] = Viu (D.54)
donde V* (-) = 1 [V (:) + V" (-)] es el operador gradiente simétrico.
El tensor de deformaciones infinitesimales es lineal en u, lo que representa una

gran simplificacion en las relaciones cinemédticas en la teorfa de grandes deformacio-
nes.

D.4 Fuerzas y tensores de tension

Las fuerzas que actian en un cuerpo y las tensiones son los elementos de la mecénica
que se tratardn en esta seccién. Las fuerzas que actian sobre un cuerpo pueden
clasificarse en dos tipos: las fuerzas de volumen y las fuerzas de superficie.

D.4.1 Fuerzas volumen

Las fuerzas de volumen, también denominadas fuerzas mdsicas, son fuerzas que se
ejercen a distancia, generalmente exteriores al sistema, sobre todas las particulas
materiales de un medio continuo. La resultante sobre un volumen V interior al
cuerpo se expresa por la integral de volumen:

Foy— /V b (x) dV (D.55)

donde b (x) es el vector de fuerzas mdasicas. Tiene unidades de fuerza por unidad
de volumen. Ejemplos de fuerzas madsicas son la fuerza gravitacional, las fuerzas
inerciales y las fuerzas magnéticas.

D.4.2 Fuerzas de superficie

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actian sobre los contornos de
un cuerpo. Se representan mediante el vector de tracciones t(x), y la resultante



D.4. FUERZAS Y TENSORES DE TENSION 59

sobre la superficie de contorno 9V se calcula como:

Fup — /a e ar (D.56)

La nocién de fuerza superficial tambien se puede extender al caso de superficies
ideales trazadas dentro un cuerpo.

D.4.3 Tensores de tension

Las fuerzas de interaccién entre partes adyacentes de un cuerpo se pueden considerar
como fuerzas superficiales internas. Esta nocién conduce al concepto de tension.

Tensor de Cauchy

En cada punto x el principio de tension de Cauchy asocia un vector de tracciones
t™ (x) a cada superficie infinitesimal que contiene a x, caracterizada por su corres-
pondiente vector normal n. Esta relacién es lineal y define el estado tensional en el
punto x. Esto implica la existencia de un campo tensorial o (x) tal que:

t" (x) =0 (x)n (D.57)

El tensor o (x) se denomina tensor de tensiones de Cauchy, llamado también tensor
de tensiones verdaderas. El tensor de Cauchy o es un tensor simétrico definido en
la configuracion actual del cuerpo €.

Tensor de Kirchhoff

Existen otras medidas de las tensiones. El tensor de Kirchhoff 7 es simétrico y
también estd referido a la configuracion actual €2, y se define por:

T=Jo (D.58)

estd relacionado con o por el factor J, el determinante del gradiente de deformacio-
nes.

Tensores de Piola-Kirchhoff

Relevante para la descripciéon lagrangiana es P el primer tensor de tensiones Piola-
Kirchhoff. A P se le denomina también tensor de tensiones nominales, pues expresa
las tensiones en el punto de interés por unidad de superficie en la configuracién de
referencia. Se relaciona con el tensor de Kirchhoff, denominado 7, mediante:

T =PF’ (D.59)
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A diferencia del tensor de Cauchy, el primer tensor de Piola-Kirchhoff P es no-
simétrico. El sequndo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, denominado S, es
simétrico y tambien estd referido a la configuracién de referencia, y se define por:

S=F'P=F'7F 7' (D.60)

D.5 Operaciones de transporte Push-forward y
Pull-back

Los operadores push-forward ¢, () y pull-back ¢* () relacionan los tensores espa-
ciales con los tensores materiales. Estos operadores se aplican tanto a tensores de
deformacion como a tensores de tension, la expresién concreta del operador depende
en cada caso de la expresién del tensor. Ver figura D.2.

Para los tensores de deformaciones E y e vistos:

e = ¢, (E)=F'EF (D.61a)

E = ¢(e)=F’eF (D.61b)
Para los tensores de tensién vistos:

T = ¢,(S)=FSF’ (D.62a)

S = ¢ (1)=F '7F 7' (D.62b)

D.6 Objetividad y derivadas objetivas

Un principio bédsico de la mecdnica exige que las respuestas del medio continuo
en deformaciones y tensiones deben ser independientes del sistema de referencia
empleado. Esta propiedad se denomina objetividad.

La descripcién del movimiento x (X, t) estd relacionada con otra descripcién
x* (X, t) por un cambio de sistema de referencia si:

x* (X, t) =r+Qx (X, t) (D.63)

donde r; es un vector de posicién y Q; una matriz de rotacién ortogonal (Q;QI = 1),
ambos funciones del tiempo. La relacién entre x y x* puede interpretarse también
como la superposicién de un movimiento de sélido rigido sobre la configuracion defor-
mada x. Un tensor espacial A es objetivo si bajo una superposicién de movimiento
de solido rigido se transforma segtn:

A*= QAQT (D.64)
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/;P\\
Q
F
Q
Configuracion de Configuracion
referencia actual
E e
Tensores de
., C g
deformacion PF
G Dy —= b71
PB o*
Tensorve,s de { S =1 0_}
tension

Figura D.2: Operaciones de transporte de tensores entre configuraciones: ¢, push-
forward (PF) y ¢* pull-back (PB).

Se puede comprobar que el tensor velocidad de deformacién d es objetivo, pero que
el tensor gradiente espacial de la velocidad 1 y el tensor w, su parte antisimétrica,
no lo son.

Asimismo, la derivada temporal de un tensor espacial de deformacién o tensién
se calcula por medio de una derivada objetiva. La derivada de Lie es una derivada
objetiva que se define mediante el operador:

9¢" ()
£,() = ¢ ( o ) (D.65)
Es decir, la derivada objetiva de un tensor espacial se obtiene al derivar respecto
al tiempo el pull-back correspondiente en la configuracién de referencia y hacer
posteriormente el push-forward del resultado.

Un resultado importante en las formulaciones es la derivada de Lie del tensor de
Kirchhoff 7:

£, =F[0,S|F" =Fo, [F 'vF "] F’ (D.66)

. T
Aplicando en esta expresién que 9; (F~!) = —F~'FF | a partir del resultado co-
nocido para la derivada de la inversa de una matriz, se obtiene:

£y =F— (V)T +7 (V)" (D.67)
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D.7 Ecuaciones del medio continuo

D.7.1 Introduccion

En las secciones anteriores se han presentado, sin relacionarlos entre si, los conceptos
de movimiento, deformaciones, fuerzas y tensiones. Las ecuaciones de la mecénica
del medio continuo son fundamentalmente de dos tipos. El primero es un conjunto de
principios fundamentales de la fisica que gobiernan los fenémenos independientemen-
te del tipo de material del medio, estas son las ecuaciones de conservacion-balance.
El otro tipo de ecuaciones es el que caracteriza el comportamiento particular de cada
material, estas son las ecuaciones constitutivas.

D.7.2 Ecuaciones de conservacion-balance

Las ecuaciones de conservacion-balance son expresiones de una ley fisica, que gene-
ralmente establecen la conservacion o el balance de una determinada cantidad fisica,
tal como la masa, la cantidad de movimiento o la energfa.

Conservacion de la masa

Aplicado a un volumen espacial fijo V', denominado volumen de control, este princi-
pio establece que el incremento de masa en el tiempo es igual al flujo neto a través

de la superficie 0V
/ @dv = —/ pv - ndl’ (D.68)
v Ot ov

donde p es la densidad del medio, v es la velocidad de las particulas, n es la normal
exterior a la superficie dI'. Aplicando el teorema de la divergencia y ya que el
principio es valido en cualquier punto del volumen V' (argumento de localizacién) se
concluye que:

% + V- (pv)=0 (D.69)

Esta ecuacién tambien se conoce como la ecuacion de continuidad.

Balance de la cantidad de movimiento

Este principio establece que la suma de las fuerzas que actian sobre un conjunto de
particulas, denominado sistema de particulas, es igual a la variacién por unidad de
tiempo de su cantidad de movimiento. Este principio deriva de la sequnda ley de
Newton de la mecédnica clésica, y se expresa como:

d
R = tdF+/de:—/pv dv (D.70)
ov 1% dt 1%
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donde V se refiere a un volumen material (de configuracién variable pero constituido
siempre por el mismo conjunto de particulas), R es la resultante de las fuerzas sobre
el medio se han descompuesto en fuerzas de superficie y fuerzas maésicas, ecuaciones
(D.56) y (D.55) respectivamente. Reemplazando el vector de tracciones t por su
expresion en funcién del tensor de Cauchy, segin la ecuacién (D.57), y aplicando el
teorema de la divergencia al término de superficie se obtiene:

/(V-a’—l—b) dV:i/pvdV (D.71)
v dt Jy

Una serie de operaciones directas y el argumento usual de localizacién conducen a
finalmente a:

V-o+b :pcjl—z (D.72)

Esta ecuacién también se conoce como ecuacion de Cauchy. Por otro lado, el balance
de cantidad de movimiento angular se traduce localmente en la condicién de simetria

del tensor de tensiones de Cauchy: o = o7

Balance de energia

La potencia mecdnica entrante en un sistema de particulas se define como la capa-
cidad de desarrollar trabajo por unidad de tiempo:

Pe:/ t-vdF+/b-vdV (D.73)
oV |4

Después de algunas operaciones, que involucran la aplicacién de la expresién de t en
funcién del tensor de Cauchy, el teorema de la divergencia y la ecuacién de balance
de cantidad de movimiento, se obtiene:

_4
Cdt Jy

e

%pvz dv +/ o:ddV (D.74)
1%

Esta ecuacion es la expresion del cldsico teorema de las fuerzas vivas. Este establece

que la potencia mecdnica entrante en el sistema P, se invierte en aumentar la energia

cinética (primer término de la derecha) y la potencia tensional (segundo término

de la derecha). La potencia tensional también se denomina potencia de fuerzas

interiores.

Por otro lado la potencia calorifica entrante en un sistema de particulas por
unidad de tiempo es:

Qe:/prdV—/ q-ndl (D.75)
v av
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donde 7 es el calor generado por fuentes internas por unidad de masa y tiempo y q
es el flujo de calor no convectivo.

Segun el primer principio de la termodindmica la variaciéon de la energia total
de un sistema de particulas es igual a la suma de las potencias mecanica y calorifica
entrantes al sistema:

dE
— —P.+Q D.
dt ¢ ¢ (D.76)

donde F es la energia total del sistema, que tiene una componente de energia cinética
K y una componente denominada energia interna U:

1
E :/ —pv? dV + / pu dV (D.77)

K U

u es la energfa interna por unidad de masa. De lo anterior se deduce que la varia-
cién de energia interna es producto de la potencia tensional y la potencia calorifica
entrante. Siguiendo procedimientos similares a los anteriores, la forma local de la
ecuacion del balance de energfa es:

du

p_

dt

Esta ecuacién se denomina también ecuacion de la energia.

=o:d+(pr—V-q) (D.78)

Segundo principio de la termodinamica

El segundo principio de la termodindmica, también denominado sequnda ley de la
termodindmica no establece un principio de conservacién, sino mas bien una restric-
cién que indica qué procesos de transformacién de energia son posibles. Establece la
existencia de una funcion de estado (termodindmico) S denominada entropia, que
cumple la siguiente desigualdad:

s _d psdvz/pde—/ 94 nar (D.79)
dat dt [y v 0 av 0

donde 6 es la temperatura absoluta. Esta expresion indica que: la generacion de

entropia en un medio es mayor o igual que la cantidad de calor entrante por unidad

de temperatura y por unidad de tiempo. La aplicacién del teorema de la divergencia

y el procedimiento de localizacién conducen a:

ps > pg v (%) (D.80)

Esta expresion se denomina ecuacion de Clausius-Duhem.
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Resulta 1til dar a esta expresién la forma de ecuacién y definir una variable
termomecdnica D > 0 que se denomina disipacion, de manera que:
D= pil)— pr+ OV - (%) >0 (D.81)
Esta expresion resume la segunda ley de la termodindmica, y define que no son facti-
bles procesos en los que D < 0. Se denominan procesos reversibles o ideales aquellos
en los que D = 0, y procesos irreversibles aquellos en que D > 0. Desarrollando
el tercer término de la derecha se puede expresar la disipacién en funcién de dos
contribuciones, la disipacion interna y la disipacion por conduccion de calor. Una
hipétesis adicional, y mas restrictiva, sobre la disipacién plantea que cada una de
estas contribuciones es siempre positiva, es decir:

Dint = ps—pr+V-q>0 (D.82a)
Vo
Deond = —qT >0 (D.82b)
La expresion (D.82a) se conoce como ecuacion de Clausius-Plank. Tomando en
cuenta la ecuacion de la energia (D.78) se puede obtener una expresién de la ecuacién
de Clausius-Plank en términos de la energia interna y de la potencia tensional:

Dip=—p(u—380)+0o:d>0 (D.83)

Una forma conveniente en la formulaciéon de modelos constitutivos de la disipacién
interna se formula en base a la energia libre de Helmholtz 1. FEsta se define en
funcién de la energia interna y la entropia como:

v =u—sb (D.84)

Reemplazando esta definicién en (D.83) se obtiene finalmente:

Dint = —p ({p + sé) to:d>0 (D.85)

D.8 Meétodos Variacionales

La forma diferencial o forma fuerte del problema establece una condicién local en
cada punto del dominio mediante una ecuacién diferencial. La solucién exacta de
estas ecuaciones en aplicaciones précticas es, en general, imposible y se opta por
buscar una solucién aproximada mediante un método numérico. El procedimiento
més empleado en el anélisis de problemas de ingenierfa es el método de los elementos
finitos. En la base de este método estd la equivalencia de las ecuaciones del problema
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en formulacion diferencial o fuerte con una formulacién integral correspondiente. El
procedimiento de solucién de un problema por el método de elementos finitos consta
de dos pasos fundamentales. El primero de ellos es el planteamiento del proble-
ma mediante un método variacional y obtener la forma débil equivalente, también
denominada forma variacional. El segundo paso es la discretizacion mediante fun-
ciones de elementos finitos, con el fin de resolver la ecuacién variacional en forma
aproximada.

En vez de verificar en forma local (punto a punto) las ecuaciones del problema
se exige el cumplimiento de éstas en forma global (en el dominio). La forma débil
o variacional de un problema establece la condicién global en el medio continuo en
forma de una ecuacién que se integra en todo el dominio. Esta forma se puede ob-
tener directamente a partir de la forma diferencial mediante el método de residuos
ponderados o derivandola de un funcional; aunque no es imprescindible que exista
un funcional asociado al problema para poder expresarlo en forma débil. En cual-
quier caso, siempre es necesario definir dos tipos de funciones para el planteamiento
de la forma débil. Segin el método de Galerkin, ambos se definen de forma bésica-
mente similar, excepto por los valores que adoptan en el contorno, (Hughes, 1987),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Onate, 1992), etc. Estas funciones son por un
lado las candidatas a la solucién, que se denominan funciones de prueba, y por otro
lado las funciones de ponderacion, que se denominan tambien como variaciones.

D.8.1 Residuos ponderados

De acuerdo con la notacién estdandar, la region del espacio ocupada por un cuerpo
B se designa por €2, un dominio abierto en R™im (ng;, es el nimero de dimensiones
del espacio); su clausura se denota por Q y su contorno I' es tal que I' = 9,Q U 9,
y 0,Q2N 0,0 = 0.

Por ejemplo, el problema mecénico es gobernado por la ecuacién de equilibrio de
Cauchy, y consiste en:

Hallar el campo de desplazamientos u :  — R™im tal que:

V-o+b=0 en (2 (D.86a)

dadas las fuerzas mésicas b : () — R™im y las condiciones prescritas en el contorno,
los desplazamientos en 9,€) y las cargas externas t en 9,2, respectivamente:

u =g endN (D.87)
oc-n =t en 0,0 (D.88)

La condicién en la variable u se denomina condicién de Dirichlet o forzada, pues
se debe imponer directamente sobre la funcién de prueba. La condicién sobre las
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tracciones se denomina condicién de Neumann o natural, pues como se vera que-
dard impuesta implicitamente al satisfacerse la ecuacién variacional. Por otro lado,
el modelo constitutivo del material sera el que establezca una relacién especifica
entre las tensiones o y las deformaciones, y con los desplazamientos u mediante las
relaciones cineméticas. Esta es la forma diferencial o fuerte del problema.

El método de residuos ponderados consiste en plantear que deben ser nulas tanto
la integral sobre todo el dominio €2 del residuo de la ecuacién de equilibrio cuasi-
estdtico R = V - o + b, como la integral sobre el contorno 0,€) del residuo de la
condicion en tracciones (f —0o- n), esto es:

/W:(V‘O'—l-b)dv—i—/ w-(t—o-n)dl'=0, Vw (D.89)
Q EXo)

donde el conjunto de funciones de prueba u se define de acuerdo con la condicién
de contorno en 9,2, y el conjunto de funciones ponderacién w es similar al anterior
salvo que en 0,2 debe adoptar w = 0 (condicién homogénea). Aplicando el teorema
de la divergencia al primer término se plantea la relacion:

/W:V~0‘dV: W~(a~n)dI‘—/Vw:0'dV (D.90)
Q 20 Q

y substituyendo en la expresién de residuos ponderados (D.89) se obtiene finalmente
la expresion de la forma débil adecuada para la solucién por elementos finitos:

/VSW:GdV:/W-de+ w-t dl’ (D.91)
Q Q X9

El planteamiento del problema en forma débil consiste en:

Hallar el campo de desplazamientos u, tal que se cumpla (D.91) y que u = g
en 0,().

Se puede demostrar que la forma débil o variacional del problema es equivalente
a la forma fuerte o diferencial. Como se puede observar la condicién en tracciones
o -n =t en 9,2 no se menciona en el planteamiento del problema. Esta condicién
estd implicita en la expresién (D.91), lo que justifica el nombre de condicién natu-
ral. La condicién en desplazamientos se debe imponer en la definicién misma de la
funcién de prueba u, por esta razon se la denomina condicién forzada. La expresion
(D.91), obtenida por el método de los residuos ponderados, es conocida también
como el principio de los trabajos virtuales.

Principio de los trabajos virtuales

El principio de los trabajos virtuales es una forma débil de las ecuaciones de equi-
librio. Expresa la equivalencia de las fuerzas internas y externas a través de la
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igualdad del trabajo que cada una de éstas desarrollarfa al imponerse un desplaza-
miento virtual éu o variacién de desplazamiento, compatible con las condiciones de
contorno. De acuerdo con esto la ecuacién (D.91) se interpreta fisicamente como la
igualdad de trabajos virtuales de las fuerzas internas y las externas:

/Vs(6u):adV:/5u-de+/ su-t dl (D.92)
Q Q hQ

Como se puede observar, las funciones de ponderacién en el principio de los traba-
jos virtuales tienen la interpretacién de desplazamientos virtuales o variaciones de
desplazamientos, es decir w =éu . Estas variaciones de desplazamientos deben ser
compatibles con las condiciones de contorno prescritas, es decir deben ser cineméti-
camente admisibles, en 0,€) por lo tanto éu = w = 0.

El principio de los trabajos virtuales es de aplicaciéon completamente general, se
cumple independientemente del tipo de material y del rango de las deformaciones,
es decir es vdlido tanto en deformaciones infinitesimales como en grandes deforma-
ciones.

D.8.2 Funcionales y principios variacionales

Como se ha mencionado antes, en una diversidad de problemas es posible obtener la
forma débil correspondiente a partir un funcional. Este funcional es una funcién de
funciones en forma de integral, y especifica una cantidad escalar. Es decir, una apli-
cacion II en la forma de una integral tal que IT (u) : V — R, donde u es una funcién
en el espacio V. Muchos principios fisicos pueden expresarse mediante principios
variacionales, denominados naturales. En estos casos, la solucién de un problema
en el medio continuo estd asociada a un punto critico o de estacionariedad de un
funcional IT (u). Esto es, la solucién para el problema del continuo es una funcién u
que hace que el funcional IT (u) sea estacionario respecto a variaciones pequenas de
u, denominadas éu. Por lo tanto, la variacién del funcional en torno a la solucién
u es nula, es decir 611 (u) = 0. Esta condicién es la que da lugar a la expresién
en forma débil o variacional de un problema y la que conduce a su solucién. La
variacién del funcional IT (u) se evalia mediante la derivada de Gateaux o derivada
direccional. Si se considera una perturbacién de la funcién u de la forma u+en,
donde 1) se interpreta como una direccién de perturbacion, la derivada de Gateaux
en direcciéon m o derivada direccional se evalia como:

Ol (u) = % II (uten)|._, (D.93)

la direccién de la perturbacién se define justamente como éu.
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El célculo de variaciones de funcionales es una herramienta que se puede utilizar
en muchos casos como alternativa para la obtencién de las formas débiles necesarias
para el planteamiento de problemas por el método de los elementos finitos.

Funcional de Hu-Washizu

Un principio variacional que da lugar a varias formulaciones de elementos en mecéni-
ca de sélidos es el principio de Hu-Washizu. El punto de partida es un funcional de
3 campos; estos campos son un campo de deformaciones y uno de tensiones, ademaés
del campo de desplazamientos. En deformaciones infinitesimales la expresién del
funcional de Hu-Washizu se puede escribir como:

Huw (u,e,0) @ = / %e :C:edV — / o :(e—=Viu)dV + Il (u) (D.94)
Q Q
mmm)::—éwaV—éQhuM (D.95)

en el que las variables {u, e, 0} se consideran como variables independientes.
En grandes deformaciones se define el funcional 15y (u, F, P):

Myw (0, F,P) : = / [W (X,F'F) + P:(GRAD [u] — F)| dV + Il (u)
Hmm)::—K}qMV—Amtuﬂ (D.96)

donde W es la funcién de energia de deformacién. A partir del principio variacional
de Hu-Washizu se establecen diversas formulaciones mixtas de elementos, como por
ejemplo la formulacién de deformaciones mejoradas FAS, que se presenta en forma
breve en el anexo C.
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Capitulo 3

Formulacién mixta y métodos de
estabilizaciéon

3.1 Introduccién

La resolucién de un problema de mecénica de sélidos deformables por el método de
los elementos finitos tiene como punto de partida el planteamiento del modelo cons-
titutivo y el de la forma débil o forma variacional de las ecuaciones del problema.
Luego, la discretizaciéon del medio continuo en subdominios o elementos conduce
al sistema algebraico, que se debe resolver de acuerdo con la ecuacién constitutiva
en forma local. La definicién de los elementos comprende el conjunto de grados de
libertad y los espacios polinémicos de interpolacién sobre el subdominio. Desde este
punto de vista, los elementos mixtos son el resultado natural de las aproximaciones
por elementos finitos de las formulaciones variacionales mixtas. El uso de formula-
ciones mixtas es indicado en una serie de aplicaciones en las que el método estandar
irreducible en desplazamientos no es conveniente, o simplemente no es posible ob-
tener una formulacién irreducible que ofrezca buenos resultados. Las formulaciones
mixtas se aplican principalmente en los siguientes casos:

e Problemas gobernados por ecuaciones diferenciales de alto orden. Este es el
caso de problemas de flexiéon de placas, por ejemplo. La presencia de deriva-
das de alto orden en la formulacién irreducible implicaria para su aplicacién
elementos de mayor grado de continuidad. Se reemplaza la formulacién irre-
ducible por otra mixta, de menor grado. Para esto, se definen como variables
independientes algunas de las que en la formulacion irreducible serfan deriva-
das de la variable primaria. Se puede optar asi por campos de interpolacién
de continuidad C, més sencillos de formular.

71
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e Problemas con restricciones internas. Para evitar la verificacién explicita de
una restriccién sobre un campo se introduce un campo adicional. Este es el
caso de la incompresibilidad sobre el campo de desplazamientos.

Las ventajas que ofrecen las formulaciones mixtas se logran, sin embargo, dentro
de ciertas limitaciones. Los campos de interpolaciéon deben cumplir ciertas con-
diciones de compatibilidad entre si, como expresa la condicion de estabilidad de
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi, o LBB; de lo contrario no se podra esperar resulta-
dos con sentido fisico de estos elementos. El criterio de estabilidad deja al margen de
la aplicabilidad ciertas combinaciones de los campos de interpolaciéon. Por ejemplo
las interpolaciones u/p de iguales grados polinémicos que desde el punto de vista
computacional resultarian convenientes, en particular la lineal /lineal. Los métodos
de estabilizacién tienen por objetivo eludir el requisito de compatibilidad entre los
campos de interpolaciones en formulaciones mixtas. Gracias a los métodos de esta-
bilizacién se logra que estos elementos, con combinaciones de interpolaciones que en
principio serfan descartadas, ofrezcan un comportamiento estable.

Con la finalidad de mostrar la necesidad de las formulaciones mixtas en el pro-
blema de incompresibilidad se presentard como modelo el problema eldstico en pe-
quenas deformaciones. A continuacién se planteara la aplicacién de formulaciones
mixtas como alternativa a la formulacién irreducible y se mostrara la conveniencia
de complementarlas con las técnicas de estabilizacién. En la formulacién de los ele-
mentos propuestos en este trabajo se empleard el método de estabilizacion de las
sub-escalas. Este método serd ubicado en el contexto del desarrollo de las técnicas
de estabilizacién y serd presentado al final del capitulo, destacdndose su importancia
como marco tedrico general para diversas formulaciones de elementos estabilizados.

3.2 Formulaciéon irreducible y problema de incom-
presibilidad

El problema eldstico se planteara siguiendo la notacién habitual empleada en el
capitulo 3. La region del espacio ocupada por un cuerpo B se designa por €2, un
dominio abierto en R™dim y Q su clausura, ngi, es el nimero de dimensiones del
espacio, su contorno I' es tal que I' = 9,Q U 9,Q y 9,2 N 6,0 = 0.

3.2.1 Modelo constitutivo

El comportamiento eldstico lineal is6tropo se caracteriza mediante la relacién cons-
titutiva:

o =c:Vu s con: Cijkr = A 5ij6kl + 12 (6ik6jl + 6i16jk) (31&)
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es decir:
oc=AV-ul+ 2uVu (3.2)

donde o es el tensor de tensiones de Cauchy, u el vector de desplazamientos,
[V*u] =u; j) representa el gradiente simétrico de los desplazamientos y c es el tensor
constitutivo eldstico. Los pardmetros de Lamé \ y p caracterizan el comportamiento
del material.

En la practica ingenieril para identificar un material se emplean otros pardmetros
y una terminologia propia correspondiente. Por ejemplo, el pardmetro p se denomina
modulo de cizallamiento y se denota como G. De igual manera, naturalmente, dos
pardmetros bastan para la caracterizacion de un material, normalmente estos son
el mddulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson v. Las relaciones entre estas
propiedades y los pardmetros de Lamé son:

vE
AT O a—w) (3:32)
g= 2(1ﬁiu) (3.8b)

3.2.2 Formulacién en el continuo
Forma fuerte

Las ecuaciones que definen el problema en forma fuerte son la ecuacién de equilibrio
en forma local y las condiciones de contorno, junto con la ecuacién constitutiva
correspondiente. El problema eldstico lineal se expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas externas t : 9,0 — R™im Jos despla-
zamientos en 0,() y las fuerzas mdsicas b : () — R™im  hallar el campo de desplaza-
mientos u : ) — R™in_ ta] que:

V:o+b = 0 en() (3.3da)
u =0 endN (3.3db)
o-n = t endf (3.3dc)

donde las tensiones o vienen dadas en términos de u por la relacién constitutiva
(3.2).

Sin perdida de generalidad se puede suponer, tal como se ha hecho aqui, condi-
ciones homogéneas en los desplazamientos prescritos.
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Forma débil

La forma débil se puede obtener directamente a partir de las ecuaciones de la forma
fuerte. Para plantearla es necesario definir previamente ciertas caracteristicas de los
espacios de funciones en que se buscard la solucién. Estas definiciones describen la
suavidad de las funciones, mediante requisitos relacionados con la continuidad y la
diferenciabilidad.

El espacio de funciones cuyo cuadrado es integrable en Q es L?(Q2). H' (Q) es
el espacio de funciones cuyas primeras derivadas pertenecen a L? (2). Formalmente
esto se escribe:

L*(Q) = {w| Qw2dQ < oo} (3.5a)
H'(Q) = {w e L*(Q) | % cL*() ,j= 1,...,ndim} (3.5b)

es decir, el espacio L?(Q) contiene funciones acotadas definidas en Q. Caben en
L?(9) inclusive funciones discontinuas. H' (2) contiene funciones continuas cuyas
derivadas pertenecen a L? (2). H' (Q) es un subespacio del espacio de las funciones
continuas C? (2), es decir, H* (Q) C C° (Q). Los espacios vectoriales correspondien-
tes se denotardn en letra negrita.

Para simplificar la notacién en las expresiones integrales el producto interno L?
en (2 se denotard como (-, -) == [, (-) () dQ2y como (-, ) := [, (-) (-) dI" al producto
interno L2 en T

Con estas consideraciones el problema eldstico se expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 0,0 — R™im  los despla-
zamientos en 0,8) y las fuerzas mdsicas b : 0 — R™im  hallar el campo de desplaza-
mientos u : ) — R™im_ ta] que

/ Viw : odV = / w -bdV + w-t dl, Yw €V (3.5f)
Q Q X
donde las tensiones o vienen dadas en funcién de u por la relacién constitutiva
(3.2), concretamente en funcién de V°u.

Vo es el espacio de las funciones de ponderacién o de las variaciones de despla-
zamientos admisibles, es decir, aquellas variaciones que pueden ser superpuestas de
acuerdo con la condicién de contorno en 9,(2:

Vo={weH" (Q)| w=0end,Q} (3.7)

Los requisitos de continuidad se desprenden de manera natural de la forma débil.
Estos se exigen de modo que las integrales involucradas tengan sentido. En este caso,
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para describir los desplazamientos y sus variaciones requerimos funciones continuas
y que tengan primeras derivadas definidas en ).
La expresion abstracta de la forma débil (3.5f) es:

a(u,w)=10(w) , Yw eV (3.8)

donde:
a(u,w) = /VSW: c:ViudV (3.9a)
Q

I(w) = / wobdV+ [ wiTdl = (wb)+(wi),  (3.9)
Q 02

a(--), (-,+), (-,-)r son formas bilineales simétricas. La ecuacién (3.8) representa el
equilibrio de las fuerzas internas y las fuerzas externas a nivel global en el dominio
Q). Estas fuerzas estdn representadas por los términos izquierdo y derecho de esta
ecuacion, respectivamente.

La préctica comin en ingenierfa es emplear para estas expresiones la notacién
matriz-vector, (Simo and Huges, 1998). De acuerdo con ésta, por ejemplo,

a(u,w) = / e(w) De(u) dV (3.10)
Q
En esta expresion € (-) = [e11, €22, €33, 2€12, 2623, 2813]Tes el vector correspondien-

te al tensor V* (-), mediante el cual se representan las deformaciones infinitesimales
y D es el arreglo matricial correspondiente al tensor constitutivo c.

3.2.3 Discretizacion por elementos finitos

El planteamiento del problema por elementos finitos es canénico (Hughes, 1987),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Johnson, 1987), (Onate, 1992). Bdsicamente im-
plica definir una particién regular {Q2°} en ng,, subdominios de €2 y un espacio de
aproximacién de dimension finita asociado a ésta. El didmetro o dimensién carac-
teristica de la particién {Q2¢} se denota usualmente como h. El espacio de funciones
de aproximacion Vy, C Vy se define como:

V()Jl: {Whe Vo ’ W E c’ (Q) Yy Wi

e €EP(Q°) s e=1,...,nam} (3.11)

donde Py (£2¢) representa el espacio de polinomios completos de orden k asociados
al subdominio €.

En base a estos polinomios se define la aproximaciéon mediante una interpolacién
nodal. De acuerdo al método de Galerkin se emplean, tanto para las funciones de



76 CAPITULO 3. FORMULACION MIXTA Y METODOS DE ESTABILIZACION

ponderaciéon como para los desplazamientos, las mismas funciones de interpolacién
en cada nodo:

N = [N NP Nmed] | N4 = N1 A=1, .., Npog (3.12)

Ndim

donde N4 es la funcién de interpolacién del nodo A, 1,04 es el nimero de nodos del
elemento e I, . _es la matriz identidad en ngi, dimensiones. Las aproximaciones a las
funciones de ponderacién y al campo de desplazamientos dentro de cada elemento
Q¢ resultan:

0 = Nul® (3.13)

Qe Nw ) up

Wh,
donde .
wl¢)= [w wh. whned] | ul®= [u? u”. o] (3.14)
son los arreglos que contienen los vectores de variaciones y de desplazamientos de
A_ g A A T A_f.A A T
los nodos de cada elemento, w# = {wi'... wndim} y ut = {uf... undim} .
Los vectores de deformaciones € (u) y de tensiones o dentro del elemento se
expresan en funcién de los desplazamientos u'® como:

o = BDu® (3.15)

e = Bu'® | o

e (u)

donde
B =[B4B5..B,, ] (3.16)

es el operador de deformaciones discretizadas del elemento, que contiene los operado-
res correspondientes a cada nodo B4, tal como se definen tipicamente, por ejemplo
para ngim = 3:

CNA 0 0]
0 Ny 0
0 0 NA
Ba=| ya ya ¢ (3.17)
dy Nﬁ A
72 7y
| N2 0 N7 |

El procedimiento convencional para plantear las ecuaciones de equilibrio global
del sistema discretizado implica el célculo en cada subdominio y el ensamblaje de las
contribuciones de cada elemento. De acuerdo con las interpolaciones (3.13) y (3.15),
las contribuciones de un elemento 2¢ correspondientes a los términos de fuerzas
internas (3.10) y de fuerzas externas son:

(e)
0 = wT { / BTDBdQ] u® (3.18a)

a (up, wp)

(e)
Lwi)lge = w7 { / NTbdQ + / NTEdFl (3.18b)
e ath
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De esta manera, el problema expresado en forma débil se llega a reducir a un
problema algebraico, que finalmente se puede expresar como:
Hallar el campo de desplazamientos uy, € V4, tal que

a (uh, Wh) =1 (Wh) , Ywy, € V (319)

Expresion matricial

La expresion correspondiente al problema discretizado (3.19) es:
Hallar U tal que:
KU=f (3.20)

donde U es el arreglo vectorial de los desplazamientos, K es la matriz de rigidez
global del sistema y f el vector de fuerzas externas equivalentes, que respectivamente
son:

K = "g K] (3.21a)
f = "jg [£]¢ (3.21b)

Teelm ., . . .
donde A denota la operacién de ensamblaje de elementos finitos, consistente en
e=1
sumar las contribuciones de cada elemento en la posicién apropiada en la matriz o
(e)

vector global del sistema. Las submatrices tipicas de [K]'” y [f] son:
©) “
[KAP1 = { / BQDBBdQ] (3.22a)
T T (e)
£ = [ / [N4]" bdQ + / [N4] tdF} (3.22b)
e onNe

Este es el planteamiento general por el método de los elementos finitos del pro-
blema eldstico. El método ofrece muy buenos resultados en general. Sin embargo,
como se ha anticipado, no ocurre asi en problemas con restricciones internas, tales
como la de incompresibilidad del medio.

3.2.4 Inviabilidad de la formulacién para el problema de
incompresibilidad
La condicién de incompresibilidad en el caso eldstico lineal se puede expresar en

términos del coeficiente de Poisson v. La resistencia al cambio de volumen de un
material es tanto mayor en la medida en que el valor de su coeficiente de Poisson
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es mas cercano a 0,5. A su vez, el pardmetro de Lamé A — oo, tal como se puede
observar en la expresién (3.3a). La incompresibilidad se alcanza en el limite cuando
v =0,5. En este caso la deformacién volumétrica debe ser nula localmente,

Ev = Ekk = Uk — V-u=0 (323)

es decir, el campo de deformaciones debe tener divergencia nula. A los campos con
esta caracterfstica se les denomina solenoidales.

En el contexto de una solucién por elementos finitos, sin embargo, dada una
interpolacion es practicamente imposible obtener un campo de desplazamientos so-
lenoidal en forma local. La dificultad numérica que esto trae consigo se puede
apreciar insertando la expresién del modelo constitutivo (3.2) en (3.19)

/ Viwy, : ()\V -up 1+ 2u Vsuh) dV =1 (Wh) , Yw,, € VO,h (324)
Q

Como se puede apreciar, ya que el pardmetro A — 0o no estd acotado, el término
asociado a la deformacién volumétrica tiene una dominancia espuria y los resultados
son extremadamente sensibles a su valor numérico. Este se determina a partir del
célculo de las derivadas de los desplazamientos, cuya precisién es inferior a la de
los desplazamientos mismos. Este término representa la energia de deformacion
asociada al cambio de volumen, que deberia resultar nula. El error que se comete
en la deformacién volumétrica se amplifica en las tensiones. La determinacién de la
componente de la tensién relacionada con la deformacién volumétrica, denominada
tensiéon media, se hace imprecisa y resulta sobrestimada. Esto a su vez repercute
en la estimacién de los desplazamientos; la formulacién al no poder representar un
campo de deformaciones realista con V - u;, = 0, tiende al bloqueo. El problema
se manifiesta no sélo en el limite de incompresibilidad, sino también al considerarse
situaciones cuasi-incompresibles, es decir, con valores de v cercanos a 0, 5.

Otra formulacién irreducible alternativa para el problema de incompresibilidad
consiste en buscar la solucién en un espacio de tipo solenoidal. Para esto el espacio
de aproximacién se debe construir imponiendo explicitamente esta condicion:

thj:{WGHl(Q)‘WZOGH@UQ,V-WZO} (3.25)

Aunque este método ofrece ciertas ventajas que lo hacen atractivo en problemas bidi-
mensionales, en problemas tridimensionales la complejidad y el costo computacional
restringen su aplicabilidad.
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3.3 Una formulacion mixta para el problema de
incompresibilidad: problema de Stokes

Con la finalidad de mostrar las posibilidades y limitaciones de las formulaciones
mixtas se planteard como ejemplo una formulacién especifica para el caso eldstico
incompresible. En la formulacién mixta, se interpola ademds de los desplazamientos,
independientemente algin campo adicional, tipicamente un campo de tensiones. En
efecto, para este caso se introducen una incognita y una ecuacién adicional, ambas
relacionadas con el término volumétrico de la deformacién.

3.3.1 Modelo constitutivo

La introduccién de la variable adicional equivale en este caso a la modificaciéon de
la expresion constitutiva (3.2): ¢ = AV - ul+ 2uV°u, y adoptar en su lugar

o =p1+ 2uV*u (3.26)

donde p se suele denominar presiéon. Esta variable adicional se debe determinar
como una incégnita mas de la solucion.

3.3.2 Formulacién en el continuo
La ecuacién adicional necesaria para resolver esta incégnita es:

V-u=0 (3.27)
denominada condicién cinemética de incompresibilidad. El problema modificado se
plantea como sigue:

Forma fuerte

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,Q) — R"im
los desplazamientos en 0,2 y las fuerzas mdsicas b : ) — R™im  hallar
el campo de desplazamientos u : ) — R"™im y el campo de presiones p :
Q — R, tales que

Vp+V .- (2uViu)+b = 0 en () (3.28a)
V-u = 0 enQ (3.28b)

u =0 en 0,5} (3.28¢)

oc-n =t endf (3.28d)
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donde las tensiones o vienen dadas ahora en funcién de u y p por la relacién
constitutiva (3.26).

Forma débil

La obtencién de la forma débil se puede hacer de manera similar a la de la elasti-
cidad compresible, salvo que ahora se debe definir un espacio de funciones para las
presiones y sus variaciones o funciones de ponderacion.

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,00 — R™im | los despla-
zamientos en 0,5) y las fuerzas mdsicas b : () — R™m hallar el campo de desplaza-
mientos u : ) — R"im y el campo de presiones p : 2 — R, tales que:

JoVew o (pL+2uVou) dV = I(w) , Yw €V

JoaV-u = 0, VqeQ (3.28)

donde | (w) es el término de fuerzas externas, tal como se definié antes.
De acuerdo con los requisitos de integrabilidad de estas expresiones, el espacio
de funciones para los desplazamientos y sus variaciones es Vy:

Vo={weH" (Q)| w=0end,Q} (3.30)
mientras que el espacio de funciones para las presiones y sus variaciones es:
Q=L*(Q) (3.31)

es decir que las presiones pueden ser incluso discontinuas entre elementos. (Obsér-
vese que en las expresiones (3.28) aparecen sélo las funciones primitivas de p y ¢, y
no sus derivadas).

La expresion abstracta de la forma débil (3.28) es:

a(u,w)+b(p,w) = l(w), Yw eV (3.32a)
b(g,u) = 0, Vpe Q (3.32b)
donde:
a(u,w) = 2@/ Véw : Viu dV (3.33a)
Q

b(p,w) = / pV -w dV (3.33b)

Q
b(g,u) = / gV -u dV (3.33¢)

Q

I(w) = (w,b)+ (W,E)Ft (3.33d)
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En la formulacién mixta se puede considerar que la restriccién de incompresibili-
dad se incorpora en forma débil mediante la variable p, que actia como multiplicador
de Lagrange. Estas ecuaciones de gobierno son idénticas a las expresiones correspon-
dientes al problema de Stokes en mecdnica de fluidos. Aunque éste se refiere a un
fenémeno diferente, un problema de flujo viscoso e incompresible, desde el punto de
vista de las expresiones s6lo cambia la interpretacién de las variables respecto de las
del problema eldstico lineal. En efecto, en el problema de Stokes u es la velocidad
y 1 es la viscosidad dindmica del fluido.

3.3.3 Discretizacion

Tal como se planteara para el problema eldstico general se define el espacio de
aproximacién de los desplazamientos Vy, C Vy. Ademds se debe definir el espacio
para la aproximacién de la presién Q, C Q. Ya que las presiones pueden ser
incluso discontinuas, para definir la interpolacién de la presién hay una gama de
posibilidades méas amplia que la correspondiente a los desplazamientos.

En general las interpolaciones de la presién y de su variacién se pueden expresar
como:

Phlge = N,p© (3.34)

donde
p® = [pApB...p"“OP]T (3.35a)
N, = [N}NP. .Npmor] (3.35b)

Nnop €5 €l nimero de nodos de presion, p© vy N, son los arreglos de presiones
nodales y de funciones de interpolacién de la presién, respectivamente. La variacion
de presién, o lo que es lo mismo, la funcién de ponderacién correspondiente a la
presién, se interpola de manera similar a py,.

La expresion abstracta de la forma débil discretizada es:

a(up, w,) +b(pr,wy) = 1(wy) Vwy, € Vo (3.36a)
b(qh,uh) =0 s ‘v’ph S Qh (336b)

donde las contribuciones de un elemento €, a los término (3.33b) y (3.33c) son
respectivamente:

(e)
b(pn,wi)|ge = wOT [/ BTledQ} p® (3.37a)

b (qha uh)

(e)
N7 1TBdQ} u® (3.37b)
Qe

Qe = q(e)T{

donde 1 es el vector unidad, 1 =[111000]"
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3.3.4 Expresion matricial

La expresién matricial del problema algebraico se puede escribir como:

Hallar U y P, tales que

EHIBEHY
es decir:

KU+GP = f (3.37)

G'U = o (3.37)

donde P es el arreglo de presiones nodales, U, f y K se definen igual que antes. G
es una matriz que se puede interpretar como el operador gradiente que se aplica al
vector de presiones y GT como el operador divergencia que se aplica al vector de
desplazamientos.

En efecto, la ecuacién (3.37), GTU = 0, representa en forma discretizada la con-
dicién cinemética de incompresibilidad V - u = 0. Las submatrices tipicas de G a
nivel de elemento tienen la forma:

(e)

[G*7] © — [ / [b4] NfdQ} . donde [by]=[N{.. N4 ]" (3.41)
Esta formulacién no se aplica en la préactica de la manera como se ha presentado
debido a que el sistema algebraico presenta ceros en la diagonal, lo que complica
la solucién del sistema mediante algoritmos directos, y como se ve en la proxima
seccién presenta problemas de estabilidad numérica. Una alternativa para evitar
esta dificultad es la forma penalizada. Sin embargo, las limitaciones propias de las
formulaciones mixtas que se quieren mostrar a continuacién son comunes a ambos
planteamientos, razén por la cual es suficiente para tal fin tomar como base la

formulacién descrita hasta aqui.

3.4 Limitaciones de las formulaciones mixtas

3.4.1 Introduccién

La formulacién mixta permite evaluar la presién (la componente media de las tensio-
nes) como una variable primaria, independiente de los desplazamientos, y aplicar la
restriccion de incompresibilidad del medio en forma débil. Esta flexibilidad adicional
respecto a las formulaciones irreducibles no es ilimitada. Existen restricciones en la
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compatibilidad de los campos de interpolacién que se emplean en la formulacién, fue-
ra de las cuales no cabe esperar buen comportamiento de las formulaciones mixtas.
El objetivo de esta seccion es presentar brevemente algunos resultados importantes
del andlisis matematico de convergencia y estabilidad, de modo que permitan re-
conocer la existencia de tales limitaciones y las dificultades que representan en la
aplicacion de los elementos mixtos.

Previamente es necesario introducir algunos conceptos bésicos. Los conceptos
bésicos que se manejan en el andlisis del método son tres. Por un lado la conver-
gencia evalia la medida del error e = u — uy, entre la solucién exacta y la solucién
discretizada del problema. La aproximabilidad de un espacio V), a una funcién u
mide qué tan buena puede ser la mejor aproximacién a esta funcién mediante ele-
mentos vy, de ese espacio. La aproximabilidad es una caracteristica del espacio dada
una determinada funcién; es, por lo tanto, independiente del problema y de la solu-
cién del método. Una buena aproximabilidad no garantiza una buena convergencia;
sin embargo, si limita qué tan buena puede ser.

Para medir las magnitudes de los elementos de un espacio V es necesario definir
una norma, que se denota como ||-||,,. Los espacios tienen una norma natural aso-
ciada a sus productos internos; por ejemplo, las normas y los productos internos en
Ly v Hy son, respectivamente:

en Ly : |lwlly = (w,w) , (u,w) :/QuwdQ (3.42)
en Hy : |w|; = (ww), , (w,w);=(u,w)+(Vu,Vw) (3.43)

A continuacién se presentardn primero algunas propiedades de la solucién irre-
ducible. Luego se podran mostrar de manera mas clara las condiciones particulares
sobre las formulaciones mixtas en los apartados 3.4.3 y 3.4.4 siguientes.

3.4.2 Propiedades de la solucién de la formulacién irreduci-
ble

El buen comportamiento de la formulacién irreducible del método de elementos fini-
tos, presentada en la seccién 3.2, es un hecho corroborado en la préctica en diversas
aplicaciones. El andlisis matemdtico del método ofrece garantias de exactitud de la
aproximacién y convergencia bajo ciertas hipétesis.
La forma abstracta de la formulacién irreducible del problema en forma débil es
(3.8):
a(u,w)=1[0(w) , Yw eV

la forma bilineal a (-, -) define una norma equivalente a ||w||,, es decir:

e Wi < alw, w) <e [wl? (3.44)
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a(-,+) se conoce como norma energética y se puede utilizar més facilmente que
|l 7, como medida en el espacio H; en el contexto de este problema. Esto es una
consecuencia de dos propiedades de la forma bilineal a (-, -), la continuidad, que se
define como:

AN, >0 | Vu,w eV, a(u,w) <N, |lu,, [[w]|, (3.45)

y la coercividad, definida como:
3K, >0 | Yw,weV, alw,w) >K,|w|? (3.46)

Bajo estas condiciones el lema de Lax-Milgram asegura que el problema tiene
solucién tnica.
La formulacién discretizada del problema se expresa mediante la ecuacién (3.19):

a (U.h, Wh) =1 (Wh) , VYwy, € Vo’h (347)

El problema discretizado hereda las propiedades de continuidad y coercividad de
a(-,+) y tiene solucién unica. En espacios de dimensién finita, como es el caso del
espacio de elementos finitos Vj, la coercividad de a(-,-) tiene una interpretacion
en términos de la matriz asociada K. Que a(-,-) es coerciva es tanto como decir
que K es definida positiva (todos los valores propios de K son diferentes de cero y
positivos), y decir que K, > 0 es exigir que el nimero de condicionamiento de K
sea acotado.

Se puede mostrar que la respuesta en desplazamientos estd acotada en funcién
de los datos del problema. Sin perjuicio del cardcter general de los resultados que
se quieren mostrar mas adelante, se supondréd que la forma lineal es de tipo | (w) =
(b, w) y se definird la siguiente norma para b:

b,w
bl = sup )
S Ty

(3.48)

que se denomina norma dual (se excluye el caso en que w = 0). Con esta definicién
y haciendo wj, = u,, en las ecuacién del problema (3.8), se obtiene:

Ko luplfy, < a(un,w,) =1 (up) < [[b|, uxlly (3.49)

donde para fijar la cota inferior se ha invocado la coercividad de a(-,-) y para la
superior la definicién de la norma de ||b||,. Se concluye entonces que:

bl

<
foally < 12

(3.50)

Por tanto, los desplazamientos estdn acotados en funcién de los datos del problema
en funcién de la constante de coercividad K, que, como se ha dicho antes, en un
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problema de dimensién finita ésta estd relacionada con el condicionamiento de la
matriz K asociada a a (-, -).

Mads atn, otro resultado importante conocido como el lema de Céa asegura que
el error de la solucién es del orden de la mejor aproximacién del espacio de elementos
finitos, es decir:

lu— uylly, < =2 min [lu— v, (3.51)

Ka VLEV)

donde miny,, ¢y, [[u — v4]|,, es la aproximabilidad respecto a u del espacio Vj,, que es
independiente del problema. En otras palabras, el problema se reduce simplemente
a una cuestion de aproximabilidad del espacio V},.

Un resultado bésico de la teorfa de interpolacién permite establecer para este pro-
blema, en funcién del orden del polinomio de interpolacién k, el siguiente estimador
de error:

No\ &
< (e32) e (352

a

Considerando que la solucién del problema continuo es suficientemente regular de
manera que u € H*™'. En un proceso de célculo mediante una sucesién de mallas
cada vez mas finas, caracterizadas por el didmetro h, se dice que hay convergencia
si:

lu—ull, =0, a medida que h — 0 (3.53)

El orden de convergencia es el exponente de h en la expresién (3.52), en este caso
k, lo que se denota como O (h’“) Si en una secuencia de problemas K, permanece
acotada inferiormente por encima de cero estos resultados garantizan que el proceso
converge de manera estable a la solucién exacta, de la misma manera que la mejor
aproximacién en el espacio Vj,.

Otra propiedad que se demuestra directamente a partir de las propiedades de la
norma energética a (-, ) es la ortogonalidad del error:

ale,w,) =0, Vwy, €V, (3.54)

Esto significa que “el error en la solucion por elementos finitos es ortogonal al sub-
espacio V, C V7. Dicho de otra manera, “uy es la proyeccion de u sobre V; con
respecto a a (-,-)”.

3.4.3 Formulacién mixta y necesidad de control sobre la pre-
siéon: condicion LBB
Como se ha visto en el apartado anterior, la formulacién irreducible conduce a un

problema de aproximabilidad: ofrece garantias de que se pueden obtener resulta-
dos tan buenos como la mejor aproximacién del sub-espacio V). Sin embargo, en
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problemas con restricciones internas, tales como la incompresibilidad del medio, fa-
llan los elementos de la formulacién irreducible empleados usualmente y que en la
préactica comtin dan buenos resultados. La dificultad radica en que la aproximabili-
dad de los espacios no es suficientemente buena, y por lo tanto, las soluciones son
pobres. La formulacién mixta es la alternativa que ofrece la posibilidad de tratar
las restricciones del medio de manera més flexible. Sin embargo, al igual que en la
formulacién irreducible, existen ciertos requisitos que deben cumplirse para poder
garantizar buenos resultados.

El andlisis de las propiedades de la solucién en las formulaciones mixtas la si-
tuacién es algo mas complejo. El factor principal es la dependencia de la solucién
de ciertos requisitos de compatibilidad entre los espacios de aproximacién en los que
se buscan las soluciones para cada uno de los campos. De no cumplirse éstos, atin
cuando cada uno de los espacios tuviera buenas propiedades de aproximabilidad,
no se podran esperar buenos resultados de los elementos. El objetivo de este apar-
tado es mostrar la naturaleza de estos requisitos y las implicaciones que tiene el
cumplimiento o no de los mismos en el comportamiento de los elementos.

Para la presentacién se considerard la formulaciéon mixta discretizada represen-
tada por las ecuaciones (3.36a-b):

a (uh, Wh) +b (ph, Wh) = ] (Wh) , VWh € V()’h
b(gn,up) = 0, Vpn € Qo

Si bien el operador a (-,-) no es el mismo que en la formulacién anterior, como se
puede ver en (3.33a), posee también las caracteristicas de continuidad y coercividad.
La funcién [ (-) se considerard igual a la del caso anterior. A diferencia de la formu-
lacién irreducible, para garantizar la existencia de solucién tnica del problema no
bastan las propiedades de a (-, -); como se verd, se requiere ademas una condicién en
relacién con b (-, -).

Se puede mostrar igual que antes que la respuesta en desplazamientos en esta
formulacion estd acotada en funcién de los datos. Para esto se hace w;, = u, y
qn = —pp en las ecuaciones anteriores, con lo cual se obtiene:

Ko uplfy, < a(un,w,) =1 (up) < [[b|, uxlly (3.56)

donde se han invocado nuevamente la coercividad de a (-,-) y la definicién de la
norma de ||bl|,. Se deduce de lo anterior el control sobre los desplazamientos:

bl
K,

[anlly < (3.57)

Para garantizar el control sobre la respuesta de la formulacién en presiones se
precisa una expresién similar, de tipo ||ps||o < c||b|,. Este control debe establecerse
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a partir de la ecuacién (3.36a):

b(ph, Wn) = 1 (wp) — a(ap, wy,) (3.58)

haciendo uso de la condicién de continuidad de a (-, ) y de la definicién de la norma
de ||b]|, en esta expresion:

b (prs wa) < [[bIl, [IWally + N [[unlly [[wally, (3.59)

Teniendo en cuenta la condicién (3.57), se obtiene:

Na
2 [Pl wlly, + bl [1wally, = b (pn, wa) (3.60)

Por lo tanto, no se obtiene control sobre la presién a menos que se pueda asegurar
que los espacios Qp, y V), sean tales que:

Van € Qn IwpeVy | b(qn, wi) 2Ky |lanllg [Wally - Kb >0 (3.61)

condicién con la cual se puede obtener de (3.60) la siguiente cota para la presion:

1 (N,
— =+1)]|b|,> .62
2 (3 1) bl Il 3:62)

La condicién (3.61), en base a la que ha sido posible establecer el control sobre la
presién, también se puede especificar sobre V}, en funcién de la siguiente expresion
equivalente:
b (Qha Wh)
sup ———
WhEVh Hwth

>Kyllgnllg » Ko >0 Vgn € Qp (3.63)

Se imponen de esta manera restricciones de compatibilidad entre el campo de inter-
polacién de las presiones Qy, v el de los desplazamientos V. Esta es la denominada
condicion de Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB). Otra expresién equivalente ex-
plica el nombre de condicion inf-sup con que también se la conoce:

b
inf sup (90, W) >Kp, >0 (3.64)

ah€Qn WhrEVR ||Wh||Vh ||qh||Qh

Como se ha mencionado antes, en problemas de dimensién finita estas condiciones
se traducen en otras relacionados con las matrices asociadas. Se puede interpretar
esta condicién haciendo un simil de la condicién de coercividad de a(-,-). En el
caso de la matriz K asociada a a (+,-) se obtiene control sobre los desplazamientos
en funcién de los datos gracias a que sus valores propios son distintos de cero, en
particular positivos. El caso de b (-, -) es anédlogo; se obtiene el control de la presién
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en funcién de los desplazamientos al requerir que K, > 0, es decir, que el nimero
de condicionamiento de G esté acotado, que es tanto como requerir que los valores
propios de la matriz G, aunque no sean necesariamente positivos, no sean cero (ni
cercanos a cero).

La existencia y unicidad de la solucién de este problema en el continuo depende
de la condicién LBB:

inf sup MZB >0 (3.65)

9€Q wey ||V||v ||Q||Q
como demostré Ladyzhenskaya. Esta condicién se cumple para la pareja de espacios
Vo C H! y Q =L? establecidos para el problema continuo en el apartado 3.28. La
extensién a otros problemas mixtos de este requisito de compatibilidad fue hecha
por Babuska (Babuska, 1971) y posteriormente el andlisis en el contexto de la forma
discretizada del problema de Stokes fue desarrollado por Brezzi (Brezzi, 1974).

Al abordar la discretizacion por elementos finitos se presenta una dificultad en la
verificacién de esta condicién sobre los espacios de trabajo. A diferencia de la coer-
cividad y continuidad de la forma a (-, -), que son las otras propiedades que también
se requieren para garantizar existencia y unicidad de la solucién, la condicién LBB
no se hereda al pasar del problema continuo al discretizado. En efecto, el cumpli-
miento de la condicién inf-sup en los espacios Vy C H! v Q =L? no garantiza el
cumplimiento de ésta para cualquier pareja de espacios de aproximacion Vy;, y Qp.
Teniendo en cuenta que el espacio de aproximacién de dimension finita es Vj, C V (se
puede pensar como una inclusién de subconjunto), puede ocurrir que los elementos
que garantizan el cumplimiento de la condicién LBB presentes en V no pertenezcan
a Vy,. En general, la estabilidad tiende a mejorar si se amplia o enriquece el espacio
de los desplazamientos V), para un Q) definido. La condicién LBB para el problema
discretizado (3.64) se debe exigir especificamente para cada pareja de espacios de
aproximacién Vg, v Qp, de manera que se pueda asegurar que permanece acotada
inferiormente por encima de cero K; > 0 independientemente de h. De lo contrario
puede ocurrir que la condicién se cumpla en funcién de h y que K, — 0 cuando
h — 0. Desde el punto de vista algebraico, la matriz G podria estar mal condicio-
nada y no se puede garantizar el control sobre la presién, es decir, la presién puede
presentar problemas de inestabilidad.

Existen una serie de elementos mixtos para los cuales se ha demostrado el cum-
plimiento de la condicién LBB, y que por lo tanto tienen comportamiento estable.
Para estos elementos el teorema de Brezzi (Brezzi, 1974), andlogo al lema de Céa
(3.51), garantiza que el error es del orden de la mejor aproximacién y por lo tanto
el problema se reduce a una cuestién de aproximabilidad de los espacios:

- —pally < C min [ju— in [p— 3.66
la = apfly + [p=pully < € min fu—vull, + min [lp=pxllo (3.66)



3.4. LIMITACIONES DE LAS FORMULACIONES MIXTAS 89

En particular, si la solucién del problema continuo es suficientemente regular se
obtiene el siguiente estimador del error:

la =y, + [[p—panll, < ChmREkeTD (3.67)

donde k, y k, + 1 son los érdenes de las funciones de interpolacién de los des-
plazamientos y de las presiones, respectivamente. Se dice que los errores “estdn
balanceados” si k,, = k, + 1.

3.4.4 Técnica de conteo de restricciones: elementos descar-
tados

Demostrar mateméticamente el cumplimiento de la condicién de estabilidad para un
elemento puede ser una tarea complicada. Incluso existen elementos utilizados en la
practica, con buenos resultados, para los que esta condicién no ha sido demostrada
atin. Este es el caso del conocido elemento Q1/P0 (Hughes, 1980). Este es un
elemento lineal en desplazamientos y presién constante, desarrollado por Hughes en
el marco de la formulacién denominada B-Bar.

En la practica ingenieril existe una técnica que permite hacer una valoracién
preliminar del comportamiento que se puede esperar de un elemento mixto. Esta
se denomina técnica de conteo de restricciones (Hughes, 1987), (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a) y se basa en un requisito de solvabilidad. Por lo tanto, establece
una condicién necesaria pero no suficiente por si misma para garantizar estabilidad.
Sin embargo ha mostrado ser efectiva para dar indicios de ciertas caracteristicas del
comportamiento de un elemento.

Esta técnica se basa en un razonamiento heuristico acerca de la relacién entre el
nimero de ecuaciones de equilibrio y el nimero de condiciones de incompresibilidad
en el problema. En el sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
esta relacién es igual a ngim, €l nimero de dimensiones del problema. Es de esperar
que esta relacion tienda a ser representada en una malla de elementos finitos muy
fina al evaluarse el pardmetro de restriccion r:

nu

r=_ (3.68)

Tp

donde n,, es el nimero de grados de libertad en desplazamientos después de impues-
tas las condiciones de contorno y n, el nimero de restricciones de incompresibilidad
efectivas. En un problema concreto la relacién depende de las condiciones de contor-
no impuestas. El test consiste en hacer el conteo y evaluacién en una configuracion
sencilla de manera que permita obtener una aproximacién al limite correspondiente
a una malla fina. Esta configuracion se muestra en las figuras 3.1 y 3.2. En cada caso
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3] (hy** @
P2/P0 Pliso Q17/P0 P2/ Pl

Ap

Figura 3.1: Elementos mixtos u/p con presién discontinua. Pardmetro de restriccién
r. (*) Se supone que cumple la condicén LBB en mallas distorsionadas aunque no se ha
demostrado matemdticamente. (**) Estos elementos cumplen la condicién LBB.
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Q1/Q1

(d)*

e U

Op

Figura 3.2: Elementos mixtos u/p con presién continua. Pardmetro de restriccién r. (*)
Estos elementos cumplen la condicién LBB.

se prescriben los grados de libertad (de desplazamiento y presién) en las paredes de
la esquina y se evalda r en base sélo a los grados de libertad restantes.

En dos dimensiones el valor 6ptimo es r = 2. El resultado que arroja cada ele-
mento particular con relacién a este valor indica la tendencia de su comportamiento.
Efectivamente, valores de » < 2 dan indicios de excesivas restricciones de incompre-
sibilidad en relacién a los grados de libertad en desplazamientos. El elemento tiende
al bloqueo en la medida en que el pardmetro r sea més pequeno y bloquea si r < 1.
Por otro lado, elementos que arrojan r > 2 no bloquean, pero valores muy gran-
des del pardametro r indican una pobre interpolacién de presiones en relacién a los
desplazamientos. El error en presiones repercute en el error general del método y
el orden de convergencia resulta ser pobre, ain cuando la interpolacién en despla-
zamientos sea de alto orden. Este efecto se puede apreciar en la ecuacién (3.67) en
funcién de los ordenes k£, y k, de los polinomios de interpolacién respectivos.

En el Anexo B se resume, debido a su importancia, un método de general para
problemas de incompresibilidad desarrollado en (Simo et al., 1985), en el que se
pueden encuadrar el Q1/P0 y otros elementos de presién discontinua.

El criterio de estabilidad conduce tal como se ha mostrado al planteamiento de
la condicién LBB, lo que se traduce en una restriccion en la eleccion de las interpo-
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laciones en un elemento mixto. Quedan al margen de la aplicacién, por violar esta
restriccion, elementos que desde el punto de vista computacional resultarfan conve-
nientes en aplicaciones practicas, por ejemplo los de iguales ordenes de interpola-
cién u/p. El objetivo planteado en este trabajo es formular elementos triangulares
y tetraédricos para problemas de incompresibilidad con interpolaciones lineales y
continuas en presiéon y desplazamientos. Una combinacién de interpolaciones como
ésta no cumple la condicién LBB, por lo que una formulacién mixta como la que se
ha presentado no garantiza comportamiento estable de la presién. El objetivo im-
plica plantear una formulacién de elementos mixtos al margen de la condicién LBB
y que, no obstante esto, ofrezca comportamiento estable. En la siguiente seccién se
presenta una resena de las técnicas que tratan de corregir inestabilidades numéricas
semejantes que se presentan en diferentes aplicaciones, con la finalidad de ubicar en
ese contexto la formulacién estabilizada que se planteard en este trabajo.

3.5 Meétodos de estabilizacion: breve resena

Las dificultades numéricas que se manifiestan de manera similar a la inestabilidad
de la presién en la formulacién mixta del problema incompresible ocurren también
en otras aplicaciones. Como se ha mencionado el problema elédstico incompresible
responde a las mismas ecuaciones de gobierno que el problema de Stokes. A su vez
el operador diferencial correspondiente a estas ecuaciones se encuentra también en
modelos matemdticos que describen otros fenémenos fisicos, tales como las ecua-
ciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles. La inestabilidad de la presién
se manifiesta de igual manera en este problema. También se presentan inestabili-
dades numéricas en el tratamiento mediante elementos finitos de otro importante
problema en mecénica de fluidos como es el de conveccion-difusién-reaccién. Este
es un problema en una séla variable, velocidades, en el que la dificultad radica en
que la aproximacién numérica a la que conduce el método de Galerkin sub-estima el
efecto difusivo. En casos en que el término convectivo predomina fuertemente sobre
el difusivo, esto resulta critico en el tratamiento numérico y da origen a inestabili-
dades que se manifiestan como oscilaciones no-fisicas en la respuesta en velocidades.
Las técnicas orientadas a evitar estas dificultades reciben el nombre de métodos de
estabilizacion.

En general los métodos de estabilizacién conducen a una modificacién de la forma
débil que se resuelve, mediante la adiciéon de términos que dependen de la malla. Las
modificaciones propuestas no siempre han tenido una justificacién convincente, y en
algunos casos éstas se establecieron a partir de la préactica numérica. Dificultades
como las mencionadas en los problemas de la mecdnica de fluidos impulsaron el
desarrollo de estos métodos.
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Por ejemplo, en el problema de conveccién-difusién-reaccion las primeras ideas
para solucionar la inestabilidad numérica condujeron a compensar la sub-estimacién
de la difusividad agregando difusién artificial (Johnson, 1987). El método evolucion6
en modificaciones sucesivas que fueron corrigiendo inconvenientes de la idea primi-
genia. Asi, se logré que la modificacién de la difusividad sélo afectara la direccién
de las lineas de corriente (Hughes and Brooks, 1979). El término de estabilizacién
obtenido involucraba el operador diferencial de conveccién. Sin embargo, debido
a la inclusién del término adicional la formulacién no era consistente, es decir, la
solucion del continuo no era solucién del problema modificado a resolver. Se obtuvo
una formulacién consistente involucrando en el término de estabilizacion el residuo
de la ecuacién diferencial del problema, con lo que quedaba incluido el operador de
conveccién-difusion-reacciéon completo. Este método en su versién consistente se de-
nomina método SUPG (stream line upwind Petrov-Galerkin) (Hughes and Brooks,
1982).

Por otro lado se propusieron métodos de estabilizacién para resolver el problema
de Stokes. En este caso la finalidad es eludir la condiciéon LBB y obtener, sin embar-
go, estabilidad en la presién. Se propuso una formulacién Petrov-Galerkin (Hughes
et al., 1986), en que la funcién de ponderacién de la ecuacién de equilibrio se per-
turba agregando un término dependiente del gradiente de la funcién de ponderacion
de la presion. Posteriormente, se present6 el método GLS (Galerkin least squares)
(Hughes et al., 1989), como una generalizacién del método SUPG. En el método
GLS el término adicional también es dependiente del residuo, pero en este caso la
forma es la que se podria derivar de la minimizacién del cuadrado del residuo en el
contexto de un principio variacional, lo que explica el nombre del método. En la
misma linea se introdujeron algunas modificaciones posteriores. Estas, consistentes
por ejemplo en el cambio de signo de algunos de los operadores, consiguieron mejorar
la propiedades de estabilizacién del método GLS.

A pesar de los buenos resultados logrados en la practica por estos métodos y
que incluso se podia explicar cémo actuaba el efecto estabilizador en algunos pro-
blemas, no existia un fundamento tedrico que los sustentara y varios aspectos del
método carecian de sentido fisico, como por ejemplo los pardmetros algoritmicos de
estabilizacion que todos estos métodos introducen.

Recientemente, varios de estos métodos de estabilizacién han encontrado fun-
damentacién y conexién entre si en un marco conceptual general que se denomina
método de las sub-escalas; (Hughes, 1995), (Hughes et al., 1998). Si bien es cierto
que el método tiene origen en el &mbito de la mecé nica de fluidos su potencialidad
permite avizorar el desarrollo de nuevas y mejores formulaciones en diversos pro-
blemas de la mecdnica en general. Una visién comparativa de diversos métodos de
estabilizacién se puede encontrar en (Codina, 1997). Se emplea en este trabajo el
método de las sub-escalas, en particular el método de las sub-escalas ortogonales,
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para la formulacién de los elementos propuestos para problemas en sélidos elasto-
pléasticos, simulados mediante el modelo de plasticidad J2.



Capitulo 4

Formulacion de elementos
estabilizados en deformaciones
infinitesimales

4.1 Introducciéon

En este capitulo se desarrolla la formulacién de elementos triangulares y tetraédri-
cos con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presién u/p en
el rango de deformaciones infinitesimales. Para lograr elementos estables con estas
interpolaciones es necesario emplear un método de estabilizacién. La formulacién de
estos elementos en este trabajo se desarrolla en el marco del método de estabiliza-
cién de las sub-escalas ortogonales, OSGS, que se introduce en la siguiente seccion.
Aunque de acuerdo con el objetivo de este trabajo el interés se centra en elemen-
tos especificos, el método es aplicable en general a elementos de distintos 6rdenes
de interpolacién y forma geométrica. Se abordan en este rango tanto el problema
elastico como el problema elasto-plastico. En cada caso se presentan las hipdtesis
y los aspectos de implementacién que se han considerado con la finalidad de obte-
ner elementos con propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas y bajo costo
computacional.

4.2 El método de las sub-escalas

La solucién de un problema por el método de elementos finitos, como se ha men-
cionado, consiste en buscar en un espacio de funciones de dimensién finita V, C
) una aproximacién a la solucién de un problema en un medio continuo. La idea
fundamental que introduce el método de las sub-escalas es que al definir una malla
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de elementos finitos quedan establecidas dos escalas o niveles de resolucion, una
que corresponde a la malla y serd captado mediante la aproximacion de elementos
finitos y otra més fina, que corresponde a la parte que no se logra captar, que se
denominard sub-escala ( “sub-scale” o “sub-grid scale”). De acuerdo con este punto
de vista, si bien se admite que existe una componente no resuelta de la solucién que
no se puede captar, sin embargo se deberia al menos aproximar de alguna manera
los efectos de esta componente de la solucién sobre la componente que se resuelve
numéricamente. Diversos problemas de estabilidad numérica tendrian como origen
el no tener en cuenta los efectos de las sub-escalas en la escala de la malla de ele-
mentos finitos. El objetivo del método es mejorar las propiedades de estabilidad de
la formulacién de un problema teniendo en cuenta una aproximacién adecuada de
estos efectos.

4.2.1 Planteamiento de un problema por el método de las
sub-escalas

El problema de la seccién 3.2, definido como:
Dados los valores prescritos de las cargas externas t : 9,Q — Rim,

los desplazamientos en 0,82 y las _fuerzas mdsicas b : () — R™m hallar
el campo de desplazamientos u : () — R™im  ta] que:

V-o+b = 0 en ) (4.1a)
u =0 en 0,f) (4.1b)
o-n = t eng" (4.1¢)

donde las tensiones o vienen dadas en términos de u por la relacion
constitutiva (3.2).

se puede escribir en notacién abstracta como:

Hallar U € W,, de acuerdo con las condiciones de contorno, tal que la ecuacién
diferencial:

L(U)=F (4.2)

donde L (+) es el operador diferencial del problema; en este caso, L (U) = —V-o (U)
y F=hb.
La expresién de residuos ponderados correspondiente es:

/w. FoL(U)dV =0, YWeW (4.3)
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El término [, W-£ (U) involucra derivadas de segundo orden de U. De acuerdo al
procedimiento usual, se aplica la integraciéon por partes para compensar los érdenes
de diferenciacién sobre U y W:

/ WL (U)dV = B(U,W)— [ W-(o(U) n)dl (4.4)
Q o0

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia en el primer término de la derecha.
Insertando esta relacién en (4.3) se obtiene la forma débil:

B(U,W)=L(W) YW ¢ W, (4.5)
donde

L(W) = / W.FdV + | W-(o(U)-n)dr (4.6)
Q o)
La solucién de un problema continuo en el contexto del método de las sub-escalas

se aproxima como:

U=U,+U (4.7)
La componente de la solucién en el espacio de elementos finitos U, € W) 3, mientras

que la componente Uec Wo, donde Wy 1, ¥ Wo son los espacios de elementos finitos y
el espacio de las sub-escalas, respectivamente. De esta manera, la solucion U eW),
donde el espacio W, se ha refinado del siguiente modo:

Wo = Who ® W (4.8)
El problema en el medio continuo se puede re-escribir como:
Hallar U, € Wy ¥ Uc )7\70 tales que:
B (Uh n ﬁ,wh) = L(Wy) YW,eWw  (4.9)
B (Uh n ﬁ,W) — L (W) YW e W, (4.9h)
donde las variaciones de cada componente se han definido como W), €
Wory W eW.

Como se puede observar, la primera ecuacién estd definida en el espacio de ele-
mentos finitos y la segunda en el espacio de las sub-escalas. Si B (-,-) se puede
desdoblar en las componentes asociadas a cada una de las escalas, por ejemplo si
B(-,-) es lineal en la primera componente, estas ecuaciones se pueden re-escribir
como:

B(Up, W,) + B (6,Wh) = L(W,) YW, €W (4.10)
B (Uh,Vv) +B (ﬁ, Vv) — L (VTI) YW € W, (4.11)



98 CAPITULO 4. FORMULACION DE ELEMENTOS ESTABILIZADOS EN DEFORMACIONES INFINITESIMALES

La ecuacion (4.10) es la que corresponderia a la expresién de un problema aproxi-
mado por elementos finitos de la manera usual, esto es B (U, W},) = L (W,,), salvo
por la presencia del término adicional B (ﬁ, Wh). Este es el término que contiene
el efecto de las sub-escalas sobre la solucion en el espacio de elementos finitos. Este
término adicional es el término de estabilizacion de la formulacién estabilizada.

La ecuacién (4.11) en el espacio de las sub-escalas se utiliza para definir una
aproximacién adecuada de U. A partir de esta aproximacion se podré luego evaluar

numéricamente el término de estabilizaciéon B (U, Wh) y resolver la primera ecua-

cién. Esta es la idea esencial del procedimiento, sin embargo, es necesario definir
algunos aspectos de la aplicaciéon del método de las sub-escalas. N

Para obtener a partir de la segunda ecuacién una expresién aproximada de U
y reemplazarla luego en la primera es necesario hacer algunas operaciones directas.
Estas son la integracién por partes dentro de cada elemento (indicada por el subindce
Y en los operadores respectivos) y la aplicacién del teorema de la divergencia,

como se muestra a continuacién. Introduciendo la notacién fﬂ, = ZZS? fﬂe y
Sy = 20 [5e la ecuacion (4.11) se puede re-escribir como:
/ W. [ﬁ (Uh + ﬁ)] i = | W.FdQ YW e W, (4.12)
! Q/

En (4.12) se ha considerado que las tracciones entre elementos o <Uh + ﬁ) ‘. son

continuas, y por lo tanto la suma neta de las integrales de contorno es nula.
Mediante la integracion por partes, el segundo término de la izquierda en la
ecuacién (4.10) se puede expresar como:

B(ﬁ,wh): UL (W) d2+ | U-(o (W) -n)dl (4.13)
Q/ o0/

donde n es el vector unitario normal exterior a la superficie del dominio de inte-
gracion y L* es el adjunto del operador £. Como simplificacién, sélo se consideran
los efectos de las sub-escalas en el interior del volumen de los elementos €).. En
consecuencia, las integrales de contorno en la ecuacién (4.13) se despreciarédn. Esto
se puede entender como equivalente a considerar que el valor de las sub-escalas se
anula en los contornos de los elementos, como ocurrirfa si se utiliza un espacio de
funciones burbuja para definirlas. El operador adjunto £* se calcula mediante la
integracién por partes a partir de la siguiente relaciéon con £ (prescindiendo de las
integrales de contorno):

/ U-L* (W) dQ = / WL (U) dO (4.14)
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Finalmente, de acuerdo con las consideraciones mencionadas, la ecuacién (4.10)
resulta:

B(Uy, Wy + | UL (W,)dQ=L(W),) YW, € Wi (4.15)
Q/

y la ecuacién (4.12) se expresa como:

WL (ﬁ) A= [ W-[F—L(Uy]dY VYW eW, (4.16)
% %

La expresion (4.16) relaciona la sub-escala U con el residuo R;, de la ecuacion di-
ferencial aproximada por elementos finitos, representado por R,= F — L (U). No
son necesarios los valores punto a punto, sino sélo el valor de la integral corres-
pondiente al término de estabilizacién en (4.15). La ecuacién (4.15) es la ecuacién
general del método estabilizado, donde el segundo término de la izquierda es el
término de estabilizacion.

Hasta este punto la presentacion del método de las sub-escalas es general. Debe
resaltarse que el objetivo de las aproximaciones en la aplicacién del método es ob-
tener una estimacién de los efectos de las sub-escalas, cuya evaluacién numérica en
las ecuaciones de balance sea viable, y no necesariamente calcular el valor mismo de
U.

Existen diversas posibilidades para definir la aproximacién a las sub-escalas, in-
cluso la definicién de funciones especificas para U de manera similar al método FAS.
En principio el espacio de la escala fina podria ser cualquier espacio complementario
al espacio de elementos finitos. La alternativa adoptada en este trabajo se presenta
en el siguiente apartado.

4.2.2 Las sub-escalas ortogonales

(Codina, 2000a) propuso como definicién razonable para el espacio de las sub-escalas
el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos. Esta definicién da origen a una
formulacién ingeniosa y precisa, denominada método de las sub-escalas ortogonales.
De acuerdo con este planteamiento, se adopta como aproximacién para el espacio
de la escala fina:

Wo = W = Wi (4.17)

donde Wj- es el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos. Por lo tanto las
sub-escalas quedan definidas en el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos,
es decir:

Ue Wt (4.18)
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Resta por obtener especificamente una aproximacién para Ua partir de la ecua-
ci6én (4.16):

WL (ﬁ) Q= | W-[F=L(Up]dQY, YW eW' (4.19)
o o

Esta ecuacion representa la proyeccién del residuo de la ecuacion diferencial, es decir
Ru=F — L (Uy,), sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos Wi-. Si
bien esta ecuacién no serd resuelta y no se hallard el valor exacto de las sub-escalas

U, se puede al menos aproximar el operador lineal £ por una matriz de pardmetros:
c (ﬁ) ~ 71U (4.20)

con lo cual, si se denota como P, {-} la proyeccién sobre el espacio de elementos
finitos y P {-} = {-} — P,{} la proyeccién sobre el espacio Wi- ortogonal al
espacio de elementos finitos, se puede tomar U como:

U=7P{[F-LU]} en® (4.21)

donde 7. es la matriz de pardmetros de estabilizacion en cada elemento. Codina
desarrolld, en el marco de las ecuaciones de Oseen (Codina, 2000b), una deduccién
de los valores de los pardmetros de estabilizacién mediante un andlisis de Fourier,
basada por primera vez en razonamientos fisicos. Los valores de los pardametros de
la matriz 7. dependen de los coeficientes de la ecuacién diferencial y se establecen
mediante la comparacién de las normas Ly del residuo y de U sobre cada elemento.

4.2.3 Aspectos de la aplicacién a la estabilizacion de la for-
mulaciéon mixta del problema incompresible

Los elementos triangulares y tetraédricos con combinacién de interpolaciones lineales
y continuas de desplazamientos y presion, objetivo de este trabajo, no cumplen
la condicién de estabilidad LBB. Sin embargo, se empleard el método de las sub-
escalas como la técnica de estabilizacién que permita formular elementos de esas
caracteristicas con comportamiento estable.

En el marco general del método, planteado en el apartado anterior, se interpreta
que las expresiones (4.2) y (4.3) comprenden en notacién abstracta, tanto la ecua-
ciéon de balance de momentum como la condicién de incompresibilidad en forma
fuerte y en forma débil, respectivamente. El operador diferencial L (-) y el vector F
correspondientes al problema formulado en la seccién 3.3 se definen como:

£ = [T (122

F :['g] (4.23)
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donde U := [u , p|]” es el vector que contiene las variables de la formulacién mixta,
tanto en desplazamientos u € V, como en presiones p € Q. El espacio al que
pertenece U es Wy = Vyx Q. Del mismo modo, los términos de la forma débil (4.9)
son:

B(U,W) : =a(u,w)+b(p,w)+b(q,w) (4.24)
L(W) : =(b,w)+(t, W)Ft (4.25)
que fueron definidos en (3.33a). Se hard empleard esta notacién para simplificar las
expresiones. N
La solucién en el continuo U = Uy, + U es:
BIBED
D Dn p
e N N
19} U, U

Sin embargo, en el presente trabajo el refinamiento de la solucién U = Uy, + U se
empleard especificamente para enriquecer el campo de desplazamientos con la finali-
dad de estabilizar la formulacién. Es decir, se considerard solamente la componente
de U en la sub-escala de los desplazamientos, u. Esto viene sugerido por lo comen-
tado en los apartados 3.4.3 y 3.4.4. La ampliacién o enriquecimiento del espacio de
desplazamientos con respecto al espacio de las presiones tiene efecto estabilizador
en la formulacién mixta. Como se comprobard mediante los resultados obtenidos,
el refinamiento en desplazamientos serd suficiente para lograr el comportamiento
estable de los elementos disenados. Por lo tanto, no se considerardn los efectos de
sub-escalas de la presion, lo que se puede interpretar también como adoptar p = 0
para el campo de presiones.

En (Codina, 2000b) se establecen consideraciones para definir la matriz de esta-
bilizacién 7., y se calculan los pardmetros correspondientes mediante el anédlisis en
series de Fourier de las ecuaciones en el marco del planteamiento en sub-escalas del
problema de Oseen. En particular para el problema de Stokes, en (Codina, 2000a),
la matriz de pardmetros de estabilizacién en la expresion (4.21) se define como la
matriz diagonal:

T.=Tcdiag | 1,...,1,0 (4.27)
——
Ndim
con: h2
Te= ol (4.28)
24

donde h es el didmetro caracteristico de la malla, el médulo de cizallamiento p y de ¢
una constante numérica que depende sélo del tipo de elemento. Como consecuencia
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de la consideracion adoptada con respecto a las sub-escalas, p = 0, se observa en
la definicién (4.27) de la matriz 7. que la posicién correspondiente a la presién se
considera como cero.

La expresion (4.28) para el pardmetro de estabilizacién 7. también ha sido esta-
blecida por otros métodos, ademds del de Codina en (Codina, 2000b), por ejemplo
mediante el andlisis de convergencia o el método del cdlculo finito; (Hughes et al.,
1986), (Hughes, 1995), (Onate et al., 2002). Desde el punto de vista algoritmico 7.
es un parametro robusto, puesto que las variaciones del valor de la constante ¢ no
tienen un impacto significativo sobre la solucién, incluso si el valor se modifica en
orden de magnitud. La experiencia numérica indica que para elementos lineales el
valor de ¢ se puede escoger alrededor de 0,5 6 0, 75.

De acuerdo con las pautas establecidas hasta aqui se abordard en la siguiente
seccién la formulacién de los elementos mixtos estabilizados que son el objetivo de
este trabajo.

4.3 Formulacién en régimen elastico

Se puede plantear una formulacién mixta del problema eléstico en la que el problema
incompresible representa una situacién limite del problema compresible general. En
esta formulacién se define la presién p como variable independiente y adicional a los
desplazamientos u.

4.3.1 Modelo constitutivo

El comportamiento constitutivo en elasticidad infinitesimal se puede expresar me-
diante el siguiente par de ecuaciones:

= pl4+2udev[Viy] (4.29a)
p = Ke, coneg,=V-u (4.29Db)

donde ¢, y dev [V*u] son las componentes volumétrica y desviadora de la deforma-
cion, respectivamente; K es el médulo volumétrico, que en términos de los pardme-
tros de Lamé es:

2
K=Xt3p (4.30)

Como se puede observar en las ecuaciones constitutivas (4.29a) y (4.29b), la
descomposicién de la deformacién en sus componentes volumétrica y desviadora
conduce a una expresién del tensor de tensiones desacoplada del mismo modo. La
expresion del tensor constitutivo eldstico ¢ asociado al desacoplamiento en partes
volumétrica y desviadora es:
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s

sl
llell

— S
l[ell=l|dev [V u]]]

Figura 4.1: Gréfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras en modelo
eléstico lineal.

1
[C]ijkl =K 6ij6kl + 2# <5ik6jl + 6il6jk - §5z]6kl> (431)
Cvol N N 7

Cdev

donde ¢, ¥ Cgev SON las componentes volumétrica y desviadora del tensor constitu-
tivo c, respectivamente.. Nétese las diferencias entre las expresiones de los tensores
de tensiones (3.26) y (4.29a), asi como entre las expresiones de los tensores consti-
tutivos. Como se verd mds adelante, resultard conveniente desacoplar el tensor de
deformaciones en componentes volumétrica y desviadora al tratar el comportamiento
plastico mediante modelos constitutivos J2.

Obsérvese que las tensiones desviadoras vienen dadas por el producto tensorial
de la componente desviadora del tensor constitutivo cqe, y las deformaciones totales,
este producto tensorial involucra en forma efectiva sélo la componente desviadora
del tensor de deformaciones:

s = dev [o] = Cgey : VPu = 2pdev [Viu] (4.32)

En consecuencia, como se puede ver en la figura 4.1, la relacién entre las
tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras es lineal y depende del médulo
de cizallamiento:

(4.33)

4.3.2 Formulacidon en el continuo
Forma fuerte

Las ecuaciones constitutivas anteriores, la ecuacién de equilibrio en forma local
y las condiciones de contorno definen el problema en forma fuerte. Siguiendo la
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nomenclatura abstracta empleada en el capitulo anterior, el problema elédstico lineal
se expresa COmo:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,Q — RMim,
los desplazamientos en 0,() y las fuerzas mdsicas b : ) — R™i=  hallar
U:=[u, p]T € Wh= Vo xQ, tal que:

L(U)=F (4.34)
donde:
| =Vp—2uV - dev [Viu]
L(U) : —l —%p%—v-u (4.35a)
Fooo= l b ] (4.35D)
junto con las condiciones de contorno:
u =0 endN (4.36)
o-n =t endf (4.37)
Es decir las ecuaciones de esta formulacién en el dominio son:
Vp+2uV -dev|[VPu] +b = 0  en (4.38a)
1
——p+V-u = 0 en (4.38Db)

K

donde en la ecuacién de equilibrio (4.38a) se ha reemplazado la expresiéon de las
tensiones o dada en funcién de u y p por la relacién constitutiva (4.29a).
Obsérvese que la formulacion es vélida tanto en el caso compresible como en el
limite incompresible. En particular, en el caso incompresible, cuando K — oo, la
ecuacion (4.38b) se transforma en la condicién cinemdtica de incompresibilidad.

V-u=0 en () (4.39)

El operador adjunto del operador £ (-) en (4.35a) se calcula a partir de la relacién
(4.14), [, U-L* (W)dQ = [, W-L(U)dQ. Integrando por partes esta expresion se
obtiene:

| =Vg—2uV - dev [Viw]

L (W) = g4+ V-w (4.40)
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Forma débil
La forma débil o variacional del problema se expresa en este caso como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,{) — Rmdim,
los desplazamientos en 0,() y las fuerzas mdsicas b : ) — R™im  hallar
U:=[u, p]” € Wo=VyxQ, tal que:

B(U,W)=L(W) , YW e W, (4.41)
donde W € W) es el vector de variacién de U y:
1
B(U,W) : =(V'w,2udevViu) +(V-wp) + (¢, V-u) — <q, §p>
L(W) : =(w,b)+ <W,f>8t

Esta forma débil se suele expresar mediante el siguiente par de ecuaciones con-
tenidas implicitamente, asociadas a las variaciones de desplazamientos y de presion,
respectivamente:

(Viw,2pdevViu) +(V-wp) = [(w) , Yw e W (4.42)
(¢ (V-u—=%p)) = 0, Vg e Q (4.43)

donde como antes, [ (w) = (w,b) + <W,E>Ft es el término de fuerzas externas. Este
par de ecuaciones se puede expresar en un arreglo 2 x 1 de forma compacta como:

R(U,W)=0 YW € W,y (4.44)
donde:
(Viw,2pdev Viu) + (V- wp) — [ (w)
(¢, (V-u—%p))
Se adopta esta notaciéon pues permite identificar con mas claridad cada ecuacién y
sus respectivos términos.
El espacio al que pertenece U es Wy = VyxQ, donde Vy y Q son los espa-

cios de los desplazamientos y presiones. En el medio continuo estos espacios son,
respectivamente:

Voi={weH (Q) | w=0end0},y Q=L (Q) (4.46)

R(U,W) = (4.45)

La estabilidad de esta formulacién mixta depende del cumplimiento de la condicién
LBB. Esta condicién conduce a la necesidad de utilizar diferentes interpolaciones
para u y p en la formulacién por elementos finitos. Sin embargo, en la siguiente
seccién se desarrolla la formulacién estabilizada que elude el requisito de la condicién
LBB y hard posible el uso de interpolaciones de igual orden para desplazamientos
y presiones, en particular lineales y continuas.
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4.3.3 Planteamiento en multiescalas

A continuacién se formula el problema en el marco del método de las sub-escalas. En
adelante se considera que los espacios de funciones de elementos finitos de desplaza-
mientos y presion, uy y pp, respectivamente, son ambos lineales y continuos, de acuer-
do con el objetivo planteado. Es decir, los espacios de aproximaciéon de elementos
finitos que se considerardn serdn tales que U, € Wy, = Vo x Q) C [H? (Q)]" e+
Como caso particular del método genérico se empleard el método de las sub-
escalas ortogonales (OSGS), propuesto por R. Codina en (Codina, 2000a), segun el
cual el espacio complementario )/AV/O se escoge como el espacio ortogonal al espacio
de elementos finitos. De acuerdo con esto, se definen las sub-escalas U € W, y se
aproxima Wy &~ Wj-. Tal como se adelant6 en la seccién 4.2.3, el refinamiento de
la solucién U = Uy, + U se empleard especi ficamente para enriquecer el campo de
desplazamientos, con la finalidad de mejorar las propiedades de estabilidad de la
formulaciéon mixta de elementos finitos del problema incompresible. Asi:

lﬂzl;:}+lg] (4.47)

El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uy, € Wy ¥ Ue Wg, tales que:
B (Uh + 0, Wh) = L(Wp) , YW,  (4.48a)

WL (Uh+fj> i) = [ W-FdQ, YW  (4.48h)

Q 92

que corresponden respectivamente a las expresiones (4.10) y (4.11), de
acuerdo con el planteamiento presentado en la seccién 4.2.1.

La ecuacién (4.48a), definida en el espacio de elementos finitos, equivale al par
de ecuaciones en desplazamientos y presiones respectivamente:

<V5Wh, 2p dev [VS (uh + ﬁ)]>9, + <V . Wh;ph>Q/ = ] (Wh) (4.49&)
{gn, (V- (W + 1) — £pp))g, = 0 (4.49D)

donde [ (wy,) = (wy, b) + <Wh,f>rt. En notacién compacta, éstas son:
R (U, Wh) =0 YW, € Whp (450)

En (4.49a) y (4.49b) los operadores gradiente y el operador divergencia, V° (+) y
V - (+) respectivamente, estdn aplicados a (uy + ). Ambos operadores son lineales,
por lo que estas ecuaciones se pueden expresar en este caso como:



4.3. FORMULACION EN REGIMEN ELASTICO 107

R(U,W,) =R (U, W,) +R (fJ,Wh) —0 YW, € Wi (4.51)
donde R (U, Vy,) vy R (f], Vh> son respectivamente:

(VPwnp, 2pdev [VPup])o + (V- Whopn) g — L (Wh)
(an, (V -y, — %ph»w
(Viwy, 2udev [VHa]) }
(qn, V - 1),

El efecto estabilizador de las sub-escalas se refleja en los términos contenidos en
(4.52). De manera andloga a la presentada en (4.15), los términos en (4.52) se
evaliian integrando por partes. De esta manera se consigue una expresion equivalente
a (4.52), pero que en vez de estar expresada en funcién de derivadas de u estd en
funcién de la primitiva:

R(U,, W,,) = [

R(ﬁ,wh) _ { (4.52)

—(,V - (2udev [Viwy)) o,

&, V) o (4.53)

R (ﬁ,wh> - [
De manera similar, la forma débil expresada en (4.48b), definida en el espacio
de sub-escalas ortogonales, equivale a la ecuacién en forma compacta:

R <Uh + T, Vv) —0 YWeW (4.54)

donde:

R (U, + 0.W) - l (9.9 2 9" (0 + Wy + (3T + (%Dl
(4.55)
Como se puede observar, no hay ecuacién asociada a las variaciones de presién en
el espacio de las sub-escalas, ya que sélo se ha considerado sub-escalas de despla-
zamientos. A partir de estas expresiones, y considerando la linealidad del operador

divergencia en (4.55), se puede obtener:
- <{7VV, V * (2/,L deV [Vsﬁ])>9/ — <{i’,vph + v ‘ 2,U/ deV [VSUh] + b>Q/ (4.56)

que corresponde a la ecuacién (4.19). Esta expresion relaciona, a través de proyec-
ciones sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos, la sub-escala u con
el residuo de la ecuacién de equilibrio Ry, = Vpp, + V- (2 dev [V*u,]) +b. La apro-
ximacién a la sub-escalas planteada en la seccién 4.2, expresada en (4.21), consiste
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en considerar que la sub-escala es proporcional a la proyeccién sobre el espacio or-
togonal al espacio de elementos finitos del residuo de la ecuacién de equilibrio. Esta
proporcionalidad estd expresada en cada elemento mediante la matriz de pardmetros
algoritmicos (4.27). En este caso tal aproximacion resulta:

u=r1.P{[Vp,+V-(2udev|[Vu,)) +b]}  en (4.57)

donde el pardmetro de estabilizacién se toma segin (4.28). Ya que se emplean
elementos lineales, las segundas derivadas de funciones de elementos finitos como
V- (V*uy) son nulas en este caso. Ademsds, se considera que b se aproxima mediante
elementos del espacio elementos finitos, y por lo tanto P;- (b) = 0 De esta manera
la aproximacion a la sub-escala es finalmente:

u="1e (Vp,— P, (Vpy))  en e (4.58)

donde la proyeccién ortogonal de una variable se calcula como Pi- (-) = () — Py, (+),
y (+) es la identidad de la variable.

Resta sélo insertar la aproximacién obtenida para u en las ecuaciones correspon-
dientes al espacio de elementos finitos (4.49a) y (4.49b). Teniendo en cuenta que se
emplean elementos lineales y reemplazando la expresion (4.58) de las sub-escalas u
en (4.53) se obtiene finalmente el término de estabilizacion:

0

R(OV) = e, (v (90 T, (459

donde IT;, = P, (Vpp) es la proyeccion del gradiente de presién sobre el espacio de
elementos finitos Wy, que se define como una variable nodal adicional. Esta variable
se calcula mediante la relacién entre el gradiente de presién y su proyeccion Ily:

(Vpn,my) = (s, M) Vny, € Wh (4.60)

Finalmente, como resultado del procedimiento desarrollado, la versién estabili-
zada propuesta para abordar el problema eldstico mediante elementos lineales trian-
gulares o tetraédricos es:

Hallar [uy,, pp, Hh]T € Vo X Qn X V), tales que:

(Vewp,2pdev [Voug)) + (V- wy,pp) —L(wy) = 0 Vwy(4.61a)

Nelm

(qn,V -up — %pp) — Z Te (Van, Vpr —II)q. = 0 Vg, (4.61b)

e=1

(Vpn,mp,) — Ip,my) = 0 Vn, (4.61c)
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Como se puede observar, el planteamiento del problema mediante el método de
las sub-escalas conduce a un sistema que incluye un término de estabilizacién en la
ecuacién de deformacién volumétrica. Este término involucra una variable adicio-
nal, la proyeccién del gradiente de presién. El término es funcién de la diferencia
entre el gradiente de presion, discontinuo a nivel de elemento, y su correspondiente
variable continua o “alisada”, su proyeccioén; es decir Y 7 7. (Vgp, Vpy, — Iy,)q, -
Esto implica que, cuanto ma&s fina sea la malla de elementos finitos tanto menor
serd el término de estabilizacién que se agrega. Los elementos de esta formulacion
presentan ventajas en comparacién con el método de estabilizacién GLS, aplicado
por (Klaas et al., 1999) en problemas de mecénica de sélidos. En esta formulacién
el termino de estabilizacién para elementos lineales es Y """ 7. (Vn, Vpp)q,_ . Los
elementos lineales estabilizados por el método GLS también se pueden obtener en
el marco del método de las sub-escalas. Esta alternativa difiere con respecto a la
aproximacion a las sub-escalas ortogonales en que no considera el concepto de pro-
yeccién del residuo de la ecuacién de elementos finitos sobre el espacio de elementos
finitos sobre el espacio ortogonal al de elementos finitos, sino que el valor de la sub-
escala se establece en funcién del residuo mismo; esta aproximaciéon se denomina
aproximacion algebraica a las sub-escalas, ASGS; (Codina, 2000a). Fuera del marco
del método de las sub-escalas ortogonales, OSGS, no se puede deducir ni justificar
el término correspondiente a la proyeccion del gradiente de presién en el término de
estabilizacion; dentro del marco del método OSGS este término surge de manera
natural.

Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos, basados en el
método de estabilizacién de las sub-escalas ortogonales, OSGS, presentan una venta-
ja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, la solucién exacta
de la ecuacién diferencial del problema satisface las ecuaciones de la formulacién
estabilizada por el método OSGS establecidas para elementos lineales, en virtud
de la presencia del término de proyeccién del gradiente de presién. Los elementos
lineales de la formulacién GLS no cumplen esta condicién, que es més estricta que
la definicién usual de consistencia. Los elementos de la formulacion OSGS son més
precisos y més robustos que los elementos estabilizados por el método GLS. Esto
significa que los elementos estabilizados propuestos, que corresponden a la formula-
cion OSGS, exhiben menor sensibilidad a las variaciones de los pardmetros fisicos,
en particular menor sensibilidad con respecto al pardmetro de estabilizacién; esto
queda demostrado en ensayos, como el test de flujo inducido en una cavidad (driven
cavity flow) presentado en el capitulo de simulaciones de esta tesis y en (Onate et al.,
2002).

Mediante algunas simplificaciones de tipo algoritmico, se logra a partir de la
formulacién (4.61a)-(4.61c) un método con un bajo costo computacional adicional
y buenas propiedades de estabilidad, particularmente adecuado para problemas no-
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lineales, como los que se abordaran en las siguientes secciones.

4.3.4 Expresién matricial

La expresion matricial del problema algebraico asociado se puede
escribir como:
Hallar [U, P, H]T, tales que:

Kdev G 0 U f
G' (—%M,—7L) 7GT P|=|0 (4.62)
0 TG —™ | | II 0

donde [U, P, H]T es el arreglo de variables nodales de desplazamientos, presién y
proyeccion del gradiente de presién respectivamente.
Las submatrices elementales correspondientes a los nodos locales A y B son:

. (©
(K48 = / BZ;DdevBBdQ} (4.63)
ABy(e) [ B © _TaA A 1T
[G :| - [bA] N7ZdS ) [bA} - [N,l L) N7ndim:| (464)
- (e)
(L7 = / bal” [bs] da} (4.65)
- (e)
(AR = NANBdQ] (4.66)
L/ Qe
. (@
MAB] @ = ( / NANBdQ> 51-]} . i,j=1,23 (4.67)
(e) [ AT AT+ ©
£ = N4 bdQ + [N4]" Edr (4.68)
R e Bth

donde Dy, es el arreglo matricial correspondiente a la componente desviadora del
tensor constitutivo cgey. G representa al operador gradiente y G al operador diver-
gencia. L representa al operador Laplaciano, que proviene del término (Vqn, Vps),
y es el resultado del producto del operador divergencia y el operador gradiente. M
y M, son las matrices de masa asociadas a los deplazamientos y presiones, respec-
tivamente.

Se puede obtener una expresion de este sistema que permita una comparacién con
la formulacién u/p del problema incompresible de la seccién 3.3. La tercera ecuacién
de (4.62) corresponde a (4.61c). Esta se puede interpretar como un “alisado” del
gradiente de presién, que es discontinuo entre elementos cuando se utilizan elementos



1.3. FORMULACION EN REGIMEN ELASTICO 111

lineales. A partir de esta relacién, la proyeccion IT del gradiente de presién se puede
expresar en funcién de P como:

I1=M'GP (4.69)

Si se inserta esta expresion en la segunda ecuacién contenida en (4.62) se puede
eliminar de manera formal la proyeccion I, lo que conduce a una expresién en
funcién sélo de desplazamientos y presiones:

P LY - (rf}_ GTM'G) ] [ P 1 - { 0 } (4.70)

En la formulacién estabilizada propuesta, representada por (4.70), la ecuacién de la
deformacion volumétrica es:
1
G'U - TMpP —7 (L — G™ 'G)P=0 (4.71)
En el caso incompresible, cuando K — oo, el término —%Mp — 0 y la ecuacion
resultante representa la condicién de incompresibilidad modificada:

G'U-7(L-G™'G)P=0 (4.72)

Esta es comparable con la ecuacién (3.37), GTU = 0, de la formulacién estdndar
del problema incompresible presentada en la seccién 3.3. Se puede observar que
la formulacién estdandar coincide con la representada en la ecuacién (4.71) si no se
considera el término 7 (L — GTM_IG). Este representa formalmente el efecto esta-
bilizador de la formulacién por el método de las sub-escalas. El término GTM G
es andlogo al Laplaciano L, proviene del término (Vgy, IT,). Desde este punto de
vista, el término de estabilizacién (L — GTM_lG) en (4.71) puede considerarse
como una perturbacién de la ecuacién de la deformacién volumétrica que evita los
problemas de estabilidad que presenta la formulacién estdndar.

En (Codina, 2000a) se establece la relacién entre el método de las sub-escalas
ortogonales y el método de estabilizacién basado en la proyeccion del gradiente de
presién (PGP), aplicado a las ecuaciones de Stokes; (Codina and Blasco, 2000),
(Codina et al., 2001). Como motivacién se presenta un método de paso fraccionado
FS, aplicado al problema incompresible transitorio; ver también (Soto et al., 2001).
A partir del método F'S se obtiene en el caso transitorio el mismo término de estabi-
lizacion 4.58, deducido por el método de las sub-escalas ortogonales. Por esta razon,
el método PGP se puede considerar como un caso particular en el marco general
del método de las sub-escalas. En el marco del método de las sub-escalas ortogo-
nales OSGS, utilizado aqui, el efecto estabilizador de este término encuentra una
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Algoritmo para resolver formulacién estabilizada

Resolver a nivel global: U® y PW:

U f
{ P } B { —7 GTII(Y }

Calular: IT®) = M~! (Gp(i)>

I{dev G
1
GT —2M, 7L

Efectuar nueva iteracién: 7 «— 7+ 1

Tabla 4.1: Algoritmo para resolver formulacién estabilizada

explicacién con sentido fisico. Una explicacién desde un punto de vista algebraico,
basada en la condicién de definicién positiva de este término, se encuentra en (Codi-
na et al., 1998), en el contexto de la mecédnica de fluidos. La formulacién planteada
aqui conduce a un término de estabilizacién de signo contrario al usual en mecénica
de fluidos, por lo que la matriz asociada al sistema es simétrica pero no es definida
positiva; este hecho debe tenerse en cuenta al escoger el algoritmo de resolucion del
sistema. Entre los algoritmos de resolucién de tipo iterativo no se puede emplear
el método de los gradiente conjugados, adecuado para matrices definidas positivas,
y es necesario recurrir a un método mas general, como por ejemplo los método de
minimizacién del residuo GMRES, o una versién especifica para matrices simétricas
como el método MINRES.

4.3.5 Aspectos de implementacion

Existen varias alternativas por considerar para resolver el sistema (4.61a)-(4.61c),
representado en (4.62). La variable adicional en la formulacién ITj, es continua entre
elementos y, por lo tanto no se puede condensar a nivel de elemental. La solucién
monolitica del sistema implicarfa un costo computacional adicional muy grande. El
desarrollo formal presentado en la seccién anterior, que conduce a (4.70), sugiere un
procedimiento de solucién escalonado ( “staggered”). En este caso, se puede emplear
un procedimiento iterativo en el que los desplazamientos y presiones, U® y P®)
respectivamente, se calculan en una primera fase utilizando el valor de la iteracién
anterior IT~1). En la segunda fase la proyeccién del gradiente de presion II®) se
resuelve de manera explicita, a partir de (4.69), en funcién de P calculado en la
fase anterior. El algoritmo iterativo empleado se presenta en la tabla (4.1).

El calculo de las proyecciones I se transforma en un sistema trivial de ecuacio-
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nes si se emplea la matriz de masa aglutinada como aproximacién a M. El costo
computacional adicional de este algoritmo para el célculo de la proyeccién es poco
significativo en el contexto de un problema no-lineal, como se verd mas adelante.

4.4 Formulacién en régimen plastico

En esta seccién se aborda el problema elasto-pldstico. El desarrollo considera es-
pecificamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de tipo J2. Este tipo de
modelos considera que la deformacién plédstica es isocérica. El comportamiento del
modelo elasto-plastico tiende a la incompresibilidad en la medida en que predominen
las deformaciones pldsticas sobre las eldsticas. Por otro lado, si el coeficiente de Pois-
son del material v es cercano a 0, 5 el comportamiento es cuasi-incompresible aunque
las deformaciones plasticas no se hallan desarrollado en forma considerable respecto
a las eldsticas. En cualquiera de estos casos, los elementos formulados mediante el
método de Galerkin presentan dificultades para representar la incompresibilidad del
medio. De manera similar a la presentada en la seccién anterior, se desarrolla a con-
tinuacién la formulacién u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de hipétesis
para este caso especifico.

4.4.1 Modelo constitutivo

El tensor de tensiones o se define como:
o =pl+s(u) (4.73)

donde s(u) =dev (o) es la componente desviadora del tensor de tensiones y p es la
presién. Estas se pueden expresar como:

p = Ke, (4.74)
s(u) = 2pudev[Viu—ef] =2udev e (4.75)

donde ¢, es la parte volumétrica de las deformaciones, ¢ y P son la deformacién
eldstica y plédstica respectivamente, p y K son el médulo de cizallamiento y el médulo
de compresibilidad del material, respectivamente, definidos anteriormente. Como se
establece en 4.75, la relacién entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras eldsticas es lineal en funcién de p, es decir:

(4.76)
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La hipdtesis comiin a los modelos de tipo J2 es que la deformacién plastica
es isocdrica; es decir, la parte volumétrica de las deformaciones plédsticas es nula,
el = 0. Por lo tanto:

tr(ef)=¢e,=tr(e)=V-u (4.77)

Como se puede observar, la expresion del tensor de tensiones estd desacoplada
en componentes volumétrica y desviadora. Esta es la opciéon natural para el modelo
constitutivo empleado en esta formulacion.

4.4.2 Formulaciéon en el continuo
Forma fuerte

El problema en forma fuerte se define mediante las ecuaciones constitutivas anterio-
res, la ecuacién de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno. Este se
expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,0 — R"dim
los desplazamientos en 0,82 y las fuerzas mdsicas b : ) — R™im  hallar
U:=u, p]T € Wy= Vo xQ, tal que:

LU)=F (4.78)

donde:
L(U) : = { __Vip_jv'?(l‘;) } (4.79a)
Fooo= [ v ] (4.79b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u =0 endQ, (4.80)
oc-n =t end (4.81)

donde se ha reemplazado la expresion de las tensiones o dada en términos
de u y p por la relacién constitutiva (4.73).

Forma débil

La forma débil asociada se puede escribir en notacién compacta como:
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Hallar U := [u p]T € Wo= Vo x Q, tal que:
R(U,W)=0 YW e W, (4.82)
donde:

(Viw,s) +(V-w,p) — (w,f) — <W’E>8Q

R(U,W) = {4,V -u) — (g, =p)

(4.83)

U:i=[u,p' €Wy y W:=[w, q]' €W, son los vectores de incégnitas
v sus respectivas variaciones y W es el espacio de funciones admisibles.

El espacio Wy = Vyx Q, donde V, y Q son los espacios de los desplazamientos y
presiones. En el medio continuo éstos son respectivamente:

Voi={weH (Q)| w=0endQ,} y Q=L*(Q) (4.84)

4.4.3 Planteamiento en multiescalas

La solucién en el medio continuo se aproxima por:
U=U,+U (4.85)

donde: . _ ’
Uh = [llh, ph} E = [ﬁ s 0]
Wh = [Wh, ph]T W = [\XI y O]T

Estas componentes de la solucién corresponden a la descomposicién del espacio en
que se plantea el problema continuo W = W,®W, de manera que U, € Wy y
Uc WO respectivamente.

Ademsds, siguiendo un procedimiento similar al detallado para el problema de
incompresibilidad eldstica en la seccién anterior, el problema en el continuo (4.82)
se transforma en:

(4.86)

Hallar Uy, € Who ¥ Uc Wg tal que:
R(U,W,) =R (Uh + T, Wh> = 0 YW,eEW (4.87)
R <U, W) _R (Uh n fj,ifv) — 0 YWeW, (4.88)

Obsérvese que la ecuacién (4.87) expresa el balance de momentum y la ecuacién
de la deformacién volumétrica en el espacio de elementos finitos W, ¢. La ecuacién
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(4.88) se define en el espacio Wg, y tal como antes se utilizard para obtener una
aproximacién a las sub-escalas.

Previamente al desarrollo que se presenta a continuacién se introduce una consi-
deracion con respecto a las tensiones desviadoras, teniendo en cuenta que el efecto
de las sub-escalas es de orden u ~ O (h?); (Codina, 2000b), (Onate et al., 2002).
De acuerdo con esto, las componentes desviadoras de las tensiones s (u) se pueden
aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer orden alrededor de
s, f(zo+ Ax) = f(20) + f'(¥)],—y, Dz, despreciando los términos de orden del
cuadrado de las sub-escalas y mayores:

s (W) = s, (Uy) + oy, : VU+O (W)’

donde Es'u:uh es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = uy,. Este
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto
tensorial €,|,_, : VU representa un incremento de tensiones desviadoras por efecto
de las sub-escalas, s (1), que se pueden considerar desde este punto de vista como
una perturbacién superpuesta a uy. Este producto involucra en forma efectiva sélo la
componente desviadora de las deformaciones, debido a que el tensor €, es desviador.
Es decir, s(u) = €,_,, : VU = &,_,, @ dev[V°u]. Cuando se desarrolla el
flujo pléstico, las deformaciones desviadoras totales, particularmente las plésticas,
crecen con respecto a las tensiones desviadoras en forma considerablemente mayor
que en régimen eldstico. El incremento de tensiones desviadoras correspondiente a
las deformaciones desviadoras totales asociadas a las sub-escalas se puede calcular de
manera sencilla si se hace una aproximacién al médulo de és|u:uh en funcién de 2u,
que segun (4.75) representa la relacién entre tensiones desviadoras y la componente
elastica de las deformaciones desviadoras. Efectivamente, a partir del valor de 2u
dado por (4.76), la relacién entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras totales se puede estimar mediante el coeficiente 2u*, calculado como:

[dev [e°]]] s
W =2y ——— = 4.
W= 2 ey V) ldev [vou] (489)

|| u=up || u=up

El coeficiente 21*, que podria denominarse médulo de cizallamiento efectivo, se
puede interpretar en la curva de tensiones desviadoras y deformaciones desviadoras
como el médulo secante en u = uy,, tal como se puede apreciar en la figura 4.2. Este
coeficiente 2u* representa el efecto del flujo plastico en la relacién entre las tensiones
desviadoras y las deformaciones desviadoras totales; por lo tanto, debe considerarse
cuando se desarrolle el régimen pléstico. Si las deformaciones plésticas son rela-
tivamente pequenas en comparacién con las eldsticas se puede obtener resultados
adecuados y comportamiento estable de la presién utilizando el médulo de cizalla-
miento eldstico p. En fase de carga o descarga eldstica el médulo de cizallamiento
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Isl|

[ -

— s
llegll  llell=[ldev [V u]]|

Figura 4.2: Gréfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras en modelo
elasto-plédstico con plasticidad J2.

debe tomarse igual al valor eldstico, es decir igual a p. De esta manera, el médulo
de cizallamiento es:

(4.90)

*

, I en carga o descaraga eldstica
W= . : L
i si se desarrolla flujo plastico

La interpretacion de la aproximacion del efecto sobre el médulo de cizallamiento
efectivo 2* como el médulo secante en la curva de tensiones vs. deformaciones
en u = u; permite hacer una analogfa entre el régimen plastico y el caso de un
modelo de dano, en el cudl esta misma aproximacién surge de manera natural y se
puede aplicar de manera sencilla, de acuerdo con las caracteristicas de ese modelo
constitutivo..

Con estos resultados, se puede aproximar el producto tensorial €,
como:

.+ dev [V°ul

‘u:u
Cslyey, :dev[Viu] =5s(u) = 2p dev [V*]

De esta manera, si bien es cierto que s (-) es no-lineal, es posible descomponerla
en la suma de dos contribuciones. Por un lado sy, (uy,) proveniente del efecto inducido
por el campo estandar de elementos finitos y por otro lado s (1), correspondiente al
efecto de las sub-escalas. Es decir:

s (up+1u) sy, (up) +s(0) (4.91)

De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta la linealidad del operador
divergencia, la expresién (4.87) se puede separar de manera aditiva:

R(U,,W,) + R (6, Wh> =0 YW, € Wy (4.92)

u=u
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donde R (U,,W};,) vy R (fj, Wh> son respectivamente:

R(UL Wy = | et Cewiule L) | gy
n(Ew) = [T ] 6

El segundo término representa el efecto de las sub-escalas en la solucién de elementos
finitos. La integracion por partes de este término, con la finalidad de reducir el orden
de derivacion sobre u, da como resultado:

— (W, V- (2¢ dev [VWy])) o ]
— (W, Vau) o

El asunto que queda pendiente es obtener la aproximacién a las sub-escalas.

La descomposicién aditiva del tensor de tensiones (4.91) se puede introducir
tambien en la ecuacion (4.88), correspondiente al espacio de las sub-escalas. Esta se
expresa del siguiente modo:

R (U, W) = [ W,V - $1)ep + <v~v,v.g>%, + (W, Vpn) gy + (W, b) g ] o0 (496

R (fJ, Wh) — [ (4.95)

Como se puede observar no hay ecuacién asociada a las variaciones de presion,
puesto que sélo se ha considerado sub-escalas de desplazamientos. En esta expre-
sién también es posible hacer la descomposicién de (4.88) en las partes asociadas
respectivamente a la escala de elementos finitos y a la sub-escala:

R (Uh,VNV> 4R (fJVNv) —0  YWewW, (4.97)
lo que conduce a:
—(w,V - (2¢ dev [V?u])) o = (W,V -8, 4+ Vpp, + b) g (4.98)

Esta es la relacion entre la sub-escala y el residuo de la ecuacién de balance de
momento Ry, = V -s, + Vp, + b, que es similar a la obtenida en la seccién 4.3.3. De
acuerdo con las consideraciones adoptadas en la seccién 4.2.2, se escoge el espacio
de las sub-escalas ortogonales, Wy = Wi-, y a partir de (4.98) la sub-escala u se
puede aproximar en cada elemento como:

u=r1.P{Ry} e Wi (4.99)

donde T, es el pardmetro de estabilizacién y P;- (-) representa la proyeccién sobre el
espacio Wi-. El pardmetro de estabilizacién en elementos lineales se calcula como:

B ch?

=5 (4.100)

Te
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donde el coeficiente ' tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo pléstico en las
deformaciones desviadoras, que en general se calcula en cada punto de integracion;
en el caso de elementos lineales con un sélo punto de integraciéon por elemento este
valor es tnico por cada elemento. Esta correccién en el pardmetro de estabilizacién
es una contribucién original en este trabajo. La mayor robustez de los elemen-
tos propuestos, estabilizados con el método OSGS, los hace menos sensibles a las
simplificaciones consideradas en la aproximacion al pardmetro de estabilizacién en
comparacion con los elementos estabilizados mediante otras técnicas, como la GLS
en los elementos propuestos en (Klaas et al., 1999).

De acuerdo a lo anterior u es la proyeccion del residuo Ry, sobre el espacio orto-
gonal al espacio de elementos finitos ponderada por el pardmetro de estabilizacion.
Teniendo en cuenta que las segundas derivadas de funciones lineales de elementos
finitos son nulas y que P;- {b} = 0, tal como se consider6 para la expresién similar
en la seccién 4.3.3, se obtiene en cada elemento:

i,vl = Te (Vph — Ph (Vph)) (4101)

Si se inserta esta aproximacién en (4.95) y dado que (u,V - (21 dev [V*wy]))g =0
para elementos lineales se obtiene:

0

R(U,W,) = n 4.102
( h> [ =D e e (Van, Vpn — ), ( )

donde IT;, = P, (Vp,) es la proyeccién del gradiente de presion sobre el espacio de
elementos finitos W,

Finalmente, la versién estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
pléstico incompresible en rango infinitesimal mediante elementos lineales triangula-
res o tetraédricos es:

Hallar [uy,, pp, Hh]T € Vo X Qn X V), tales que:

(Vewp,sp) +(V-wppp) —L(wp) = 0 VYwy, (4.103a)
(@, V- un = £pn) = > Te (Van, Vpr — I = 0 Vg, (4.103b)

e=1

(Vpn,my) — (My,my) = 0V, (4.103c)

Se puede observar que en la formulacién propuesta el término de estabilizacién
afecta sélo a la ecuacién de la deformacién volumétrica. Por lo tanto, la ecuacién
de equilibrio se puede resolver tal como en la formulacién estédndar.

Obsérvese que, de acuerdo con las consideraciones adoptadas, en todas las ecua-
ciones del desarrollo aparece el valor total de la sub-escala, no el incremental. Por
ejemplo en la ecuacién (4.98), a partir de la cual se obtiene la aproximacién a u.
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Esto simplifica el procedimiento de cdlculo en comparacién con otras opciones en las
que, a partir de la linealizacién de la ecuacion de equilibrio o del tensor de tensiones,
se obtiene una aproximacién al valor incremental de u. Por ejemplo, en (Garikipaty
and Hughes, 1998) y (Garikipaty and Hughes, 2000) se aplica el método de sub-
escalas al problema unidimensional de localizacion; en estas publicaciones se emplea
una aproximacién algebraica a las sub-escalas ASGS en vez de las sub-escalas or-
togonales OSGS empleadas en este trabajo. En (Garikipaty and Hughes, 2000) se
definen funciones de interpolacién para aproximar u, de manera similar al método
EAS. En ambos casos, después de linealizar el problema, el desarrollo implica una
aproximacién al valor incremental de las sub-escalas, a partir de:

Au=F; b+ Fls(u,+u)— (p+ Ap) — s : VA (4.104)

donde F; y F3 son funcionales lineales y €5 = €, (u) es la componente desviadora
del médulo constitutivo tangente, que depende del valor actual de u = uy + u;
ver (Garikipaty and Hughes, 2000). Este procedimiento conduce a la necesidad de
actualizar el valor total de u en funcién del incremento calculado y considerar este
valor en la componente desviadora del tensor de tensiones s(u) y del tensor de
tensiones € (u).

4.4.4 Aspectos de implementacién

El problema pléstico implica la no-linealidad del sistema de ecuaciones y, por lo
tanto, la solucién de (4.103a)-(4.103c) se efectiia mediante procedimientos de tipo
incremental-iterativo. En este marco, existen diversas alternativas para calcular la
proyeccion II. De acuerdo con el planteamiento presentado en la seccién 4.3, la
estrategia bésica consiste en desacoplar la proyeccién IT y resolver el sistema u/p,
a partir de lo cual existen diversas posibilidades de concatenar los algoritmos de
célculo. En (Codina et al., 2001) se aborda la implementacién del método PGP
aplicado al problema de Navier-Stokes y se analizan diversas alternativas..

La estrategia adoptada en este trabajo consiste en resolver simultdneamente las
ecuaciones de balance de momentum y de deformacién volumétrica en t = t™+1). En
las iteraciones para hallar el equilibrio, correspondiente a este paso de tiempo, se usa
el valor de la proyeccién del gradiente de presion ITj, en t = t™. Esta estrategia ha
demostrado ser muy eficaz desde el punto de vista computacional, sin perjudicar la
robustez y precisién del método. El valor de la proyeccion del gradiente de presién,
la proyeccién II}, se evalia en base al valor convergido del gradiente de presién en
el paso de tiempo anterior Vp; como:

(VPZ ) 77h) - (HZ, "7h) =0 (4-105)
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Esta ecuacién se transforma en un sistema trivial, si se emplea la matriz de masa
aglutinada. Con este valor de II}, las ecuaciones del sistema que se resuelve en el
paso de tiempo n + 1 son:

s n+1,% n+1,1 n+1 _
(Vewp, s, (W) + (V- wppp ) = 1" (wy,) = 0
Nelm
n+1,3 1 . n+l, z 2 : n+1,3 n _
<Qh, V- u K ph Te VCIm vp Hh>Qe =0
e=1
En cada paso de tiempo se debe resolver un sistema no-lineal de ecuaciones. Este
sistema se puede resolver aplicando, por ejemplo, el método de Newton-Raphson.
Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteracion ¢ se pueden expresar
como:

A (P () () - ) (410
Nelm

n+li n+1,i 1 n+1 z n+1,:
Ty - <Qh7 V- u, - E Te <VQh; Vp - 7]77:>Qe

En cada iteracién se debe resolver el sistema lineal:

n+1,74+1 n+1,+1 . n+1,2
a(Luy W) + (V- wy,,Appy ) = -1
Nelm
n+li+l 1 n+1,54+1 n+1,74+1 . n+1,2
<qh, V- Au, A > — E Te <th, V Ap, >Qe = —ry
e=1

El algoritmo para resolver el problema elasto-plastico en deformaciones infinitesi-
males se muestra en la tabla (4.2). Kgey es la matriz correspondiente al térmi-

n+1,i+1 AB (e)
Au, }

no a ( dev

,wh), cuya sub-matriz tipica a nivel de elemento es [K

[ er BEDdevB BdQ} () , donde Dy, es el arreglo matricial de la componente desvia-
dora del tensor constitutivo tangente algoritmico. Las demds matrices, G, L, M,, y
M, son las mismas que en la seccién 4.3, asf como los vectores de variables nodales

U, P]T Los residuos R; y Ry son los vectores asociados a los residuos 7“"Jrl & y
r;”l’z. Estos son respectivamente:
R, = fint_ el (4.108)
R, = fi (4.109)
donde:
. Melm .1 (e)  Melm © AB,_B1(€)
v - e [ ] e
e=1 e=1 e

(e)
ext Telm ext (€) _nelm AT AT ¢
R ST § {/ IN4] bdQ+/ath [NA] tdl“]



]_ 2 2 CAPITULO 4. FORMULACION DE ELEMENTOS ESTABILIZADOS EN DEFORMACIONES INFINITESIMALES

Algoritmo para resolver problema elasto-plastico

0. Paso de carga n + 1: Inicializar i = 0 — [U, P]T "9 — [y, p]* ™

1. Tteracién: Resolver a nivel global: AU®+Li+1) y Aprt+Litl),

n+1,2 . .
Kaev G (1.9 AU® (n+1,i+1) - R, (n+1,4)
G”" — 7L o

2. 1 .
_ ?Mp AP®) R,

3. Actualizar: [U, P|” (n+litl) U, P]" (nt1i) 4 AU, AP]T (n+1,i+1)
4. Evaluar convergencia

5. No: Efectuar nueva iteracién: i < i+ 1. (Ira 1)

6. Si:  Valores convergidos: [U, P]T (nt1) _ U, P]T (n+1,i+1)

7. Calcular: II™) = M—1GP™+Y)

8. Nuevo paso de carga: n < n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 4.2: Algoritmo para resolver problema elasto-pldstico en deformaciones infinitesi-
males

fint :’;é’: [f;‘nt} (e) :”K” [ (GAB)THB} © _ [M;XB pB} (e)

(- ]



Capitulo 5

Formulacion de elementos
estabilizados en grandes
deformaciones

5.1 Introduccion

En este capitulo se desarrolla la formulacién de elementos triangulares y tetraédricos
con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presién u/p en el rango
de grandes deformaciones. Se abordan en este rango tanto el problema eldstico como
el problema elasto-plastico. En cada caso se presentan las hipétesis y los aspectos
de implementacién que se han considerado con la finalidad de obtener elementos con
propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas y bajo costo computacional.

5.2 Reégimen Elastico

5.2.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo constitutivo hipereldstico, desacoplado en sus componen-
tesvolumétrica y desviadora. En modelos hipereldsticos, las relaciones tensién-
deformacion desacopladas se pueden obtener a partir de funciones de energia almace-
nada W que a su vez estén desacopladas en componentes volumétrica y desviadora;
(Simo and Huges, 1998), del tipo:

W = KU (J)+ W (b) (5.1)

donde U y W son las componentes volumétrica y desviadora de W, respectivamente.
J es el determinante del tensor gradiente de deformaciones F y b es la componente

123
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isocérica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, b = J _gb, b es el tensor elastico
izquierdo de Cauchy Green; una descripcion detallada de este tipo de modelos se
puede encontrar en (Simo and Huges, 1998). Se pueden definir diversas expresiones
vélidas para U y W. En este trabajo se utilizan las funciones propuestas en (Simo
et al., 1985) y (Simo, 1992):

(In J)? (5.2a)

N =N =

p (tr [b] — 3) (5.2b)

donde p es el pardmetro de Lamé, denominado médulo de cizallamiento (que se
denota también por (). Las tensiones de Kirchhoff, 7, de este modelo se pueden
expresar como:

T=T1+s(u) (5.3a)

donde s(u) = dev|[7] es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es 7., = T'1. Las componentes del tensor de tensiones 7
que se derivan directamente de éstas son:

T = K[JU (J)] (5.42)
s(u) = pdev [b] (5.4b)

En las referencias citadas se puede encontrar la deduccién de estas expresiones. En
éstas, la componente volumétrica se define en funcién de la presién p, que es la com-
ponente media del tensor de tensiones de Cauchy. En este trabajo esta componente
se define de manera ligeramente diferente, en funcién directamente de la componente
media del tensor de Kirchhoff, T'. La relacién entre las definiciones de la componente
volumétrica en aquellas referencias y la que se emplea en esta formulacién es:

Twi=dJp 1=T1 (5.5)
T

Como se puede observar, la relacién entre éstas es la que existe entre los tensores de
tension de Kirchhoff 7 y de Cauchy o:

T=Jo (5.6)

Queda establecido en (5.4b), como se puede observar en la figura 5.1, que la
relacién entre las tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras expresadas
mediante el tensor izquierdo de Cauchy-Green es lineal en funcién de p:

s ()]

“ = Tdev I >0
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[[sl]
= —
[[dev [b]]]

l[dev [b]]|

Figura 5.1: Gréfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras expresadas en
funcién del tensor izquierdo de Cauchy-Green correspondientes a un modelo hipereldstico.

5.2.2 Formulaciéon en el medio continuo
Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la configuracién espacial
), como en la configuracién material €. El paso de una a otra expresién se hace
mediante el cambio de variables en funcién de la transformacion o ecuacion del
movimiento x = ¢, (X) y las operaciones de transporte de tensores, presentadas en
el anexo D.

En la configuracién material, la ecuacién de equilibrio en forma local y las con-
diciones de contorno en la configuraciéon material €2, definen el problema en forma
fuerte como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,0 — R"im,
los desplazamientos en 0,82 y las fuerzas mdsicas b : ) — R™im  hallar
U:=[u, T]T € Wh= Vo x Q, tales que:

DIVP+b = 0 (5.8)

—%T—I—[JU’(J)]J:J(U) ~ 0 (5.8b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u =0 en 0,f) (5.9)
Pn =1t end (5.10)

donde el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff P viene dado por
larelacion P = 7F~7, n es la normal a 0,9 y las ecuaciones constitutivas

(5.3a), (5.4a), (5.4b).
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En la configuracién espacial, la ecuacién de equilibrio en forma local y las condi-
ciones de contorno en la configuracién espacial €2;. Las variables, tales como fuerzas
madsicas, tracciones presicritas, etc., expresadas en funcién de coordenadas espaciales
se indicardan aqui mediante el sub-indice ¢. El problema en forma fuerte se define en
la configuracién espacial como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t; : 9,0, — R"aim
los desplazamientos en 0,8); y las fuerzas médsicas by : €0y — R™im  hallar
U:=[u, T|" € Wy=VyxQ, tales que:

V-o+b, = 0 (5.11a)

1 !
—= T+ U (D)) gy = O (5.11b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u =20 en 0,8 (5.12)
g -1 = Et en 8tQt (513)

donde el tensor de tensiones de Cauchy o viene dado por la relacién
(5.6), n; es la normal a 0,8); y las ecuaciones constitutivas (5.3a), (5.4a),

(5.4b).

Esta formulacién es vdlida tanto en el caso compresible como en el limite incom-
presible.

Forma débil

La forma débil del problema, en particular la ecuacién de equilibrio, se puede ex-
presar en descripcién material o espacial. Para plantear la forma débil es necesario
definir el espacio de funciones de ponderacion, o variaciones admisibles. Este espacio
contiene los desplazamientos w que, superpuestos sobre la configuraciéon deformada
Q; verifican la condicién de contorno en 9,£);. Tal como se ha enunciado, éstos se
definen sobre la configuraciéon deformada, pero pueden referenciarse respecto a co-
ordenadas materiales o espaciales. En coordenadas materiales se define el espacio
de desplazamientos admisibles como:

Vo={weH (Q) | w()=0en 3.0} (5.14)

Las funciones de ponderacion, o desplazamientos admisibles, w son independientes
del tiempo.
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La forma débil de la ecuacién de equilibrio en descripcién material es:

/P:GRADW dV:/W~de+ w-tdl (5.15)
Q Q 8:Q
y en descripcién espacial es:
. dv -
/ TV Wi — = Wt'bt dU+ Wy ttd’)/ (516)
(oM J (o 8Q

donde las funciones de ponderacién, o desplazamientos admisibles referenciados en
coordenadas espaciales, se denominan w;. Estas se relacionan con las referenciadas
en coordenadas materiales segin: w = wy (¢ (X)); es decir, w = wy|,__ x). El
desarrollo de estas expresiones se puede encontrar en el anexo E; y en la bibliografia
en obras como (Simo and Huges, 1998).

Todos los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalares y, por lo
tanto, los valores correspondientes no dependen de la configuracién o de las coorde-
nadas en que se los describa. Dada la objetividad del integrando las expresiones son
equivalentes. Sin embargo, aunque la descripcién material y la descripcién espacial
son equivalentes, desde el punto de vista de la implementacién las diferencias entre
estas alternativas se hacen notables en las formulaciones mixtas como ésta, y en par-
ticular en la formulacién de la matriz de rigidez. La implementacién del problema
en funcién de variables espaciales es més sencilla, implica menor niimero de términos
y de operaciones a realizar, y por lo tanto tiene menor costo computacional; (Simo
et al., 1993), (Perez, 2000). Es por esto por lo que se adopta aqui esta opcién. En
consecuencia, se define el problema en forma débil como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9, — R™im
los desplazamientos en 0,€) y las fuerzas madsicas b : () — R™im  hallar
U:=[u, T]" € Wy =WyxQ, tal que:

(V'w, (T1+s(u))) —Il(w) = 0 (5.17a)

<q,—%T+[JU’(J)}JJ(u)> _ 0 (5.17b)

YW :=[w, q]" € Wy = VyxQ, de acuerdo con la ecuacién constitutiva
(5.4b), donde:
L(w) = (w,b) + (w,t),

Obsérvese que en esta formulacion las integrales se calculan en la configuracion
de referencia y que los integrandos en la ecuacién de equilibrio estdan planteados en
funcién de variables espaciales expresadas en funcién de coordenadas materiales; ver
anexo E.
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FEM aprox. Exacta
Configuracion de Configuracion
referencia actual

Figura 5.2: Esquema de las relaciones cineméticas en el problema eldstico mediante
sub-escalas.

5.2.3 Planteamiento en multiescalas

La solucién en el medio continuo se aproxima por:
U=U,+U (5.18)

donde:

Uy=[w, T,]"  U:=[,o0"

Wi, o= [wi, qn)7  We=[w,0]" (5.19)

son las componentes de la solucién que corresponden a la descomposicién del espacio
en que se plantea el problema W = W, ®W, de manera que U, € Wy, oy U € W,
respectivamente.

Las relaciones cineméticas entre las componentes de los desplazamientos, en el
espacio de elementos finitos y en el espacio de las sub-escalas, respectivamente, se
definen a partir de:

x=X+u, +u (5.20a)
——
Xp

donde X es la coordenada de un punto en la configuracién de referencia, x la co-
ordenada espacial correspondiente a ese punto en el medio continuo y x; el valor
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de esta coordenada evaluado en funcién de los desplazamientos calculados en el es-
pacio de elementos finitos. Las relaciones cinemadticas en funcién del gradiente de
deformaciones se pueden expresar como:

F={F, (5.21)
donde F :g—)’; representa el gradiente de deformaciones, Fy, :% es el valor de este
ox

tensor evaluado en funcién de la aproximaciéon por elementos finitos y f= Tny €S
el gradiente de deformaciones relativo a la configuraciéon deformada representada
mediante las coordenadas x;. Efectivamente, esta expresién se puede obtener a
partir de (5.20a), aplicando el operador GRAD (-) = Ox (-) a ambos miembros:

F=1+J,+J (5.22)

donde Jy,, = % ydJ = g—; son los tensores gradiente de desplazamientos correspon-

dientes a la escala de elementos finitos y las sub-escalas, respectivamente; realizando
operaciones directas, se obtiene finalmente:

F = F,+1J (5.23)
- (1+3F,;1) F, (5.24)
———

f

Esta expresién multiplicativa explica la interpretacién de f en el entorno local
de un punto material como el gradiente de deformaciones relativo a la configuracion
deformada caracterizada por Fy,.

El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uy, := [u, , Th]T EWho=VhoxQny Uc V/\EO/, dados los valores
prescritos de las cargas exteriores t : 0,Q; — R™im  Jos desplazamientos
en 0,8 y las fuerzas mdsicas b : ; — R"™im ta] que:

R (Uh + fJ,Wh> =0 YW, e Who (5.25a)
R (Uh 4T, \Tv) — 0 YWeW (5.25b)
donde

~ [ (VW [Thl + s (wy, + 0)]) — 1 (wy)
R <Uh + U: Wh) - |: <qh, (—% + [JUI] |u:uh+ﬁ)> ]
(W, V- ([Th1 + s (up + )] +b)) ]

R(Uh—kﬂ',W) - { ;
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l(Wh) = (Wh, b) + (Wh’E)&g
vy Wy = [wy Qh]T EWho=VhoxXQny W e Wo-

Tal como se ha visto en las secciones 4.3 y 4.4, parte del procedimiento consiste
en identificar los efectos de las sub-escalas en relacién con la escala de elementos fini-
tos. Esto se debe hacer tanto en la expresion (5.25b) en el espacio de las sub-escalas,
para obtener una aproximacién del valor de las mismas, como en la expresion (5.25a)
para evaluar el efecto de éstas en el espacio de elementos finitos. El problema de
elasticidad en el rango de deformaciones finitas presenta tanto la no-linealidad ma-
terial como la geométrica con respecto a los desplazamientos. En las expresiones del
problema esto se manifiesta no sélo en la ecuacién de balance de momentum, como
ocurria en el problema plastico en rango infinitesimal, sino también en la ecuacién
del cambio volumétrico. La no-linealidad de estas ecuaciones dificulta identificar
estos efectos y la relacion que existe entre ellos. Con la finalidad de obtener una
formulaciéon mejorada y a la vez de bajo costo computacional, es necesario hacer
una serie de simplificaciones a partir de estas expresiones.

En (5.25a) y en (5.25b) se puede descomponer el tensor de tensiones s (u;,+u) en
sus componentes asociadas a los desplazamientos en el espacio de elementos finitos
y las sub-escalas, respectivamente. Esto se puede hacer mediante un desarrollo en
serie de Taylor de primer orden, o mediante algunas otras simplificaciones. Por
ejemplo, si se considera que F = F, al efectuar algunas operaciones, tales como las
de transporte de tensores pull-back y push forward. De esta manera, el tensor de
Cauchy-Green, b = FF7| se puede aproximar como:

b 2 by, + 2Viu (5.26)

donde Vi es el operador gradiente material simétrico. Efectivamente, si se reempla-
za la expresién del gradiente de deformaciones F = 1+ J,+J, y se efectiian algunas
operaciones directas y se desprecian los términos cuadréticos en J, se obtiene:

b=1+J, [I+(F - Fp)] + [I+ (F—F)"| 37 + 3,37 + J+37 (5.27)
ﬁ/_/ Ne v}

~1 Y

~T

en la que, para simplificar los términos entre llaves, se considera que F =2 F),. La
componente isocérica se calcula como:

b =J%b=b, + 2uJ Vil (5.28)

. L . - _2
Con la finalidad de simplificar la notacién se denotard i = pJ 3. Como conse-
cuencia de lo anterior, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:
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s (uy, + 1) = sy, (wp) +5 () (5.29)

donde las componentes asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas son respectivamente:

sp(up) = pdev [by] (5.30a)
s(u) = 2ndev[Viu] (5.30b)

De manera similar, en la expresién del cambio volumétrico en (5.25a) el término
[JU' (J)] se puede aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer
orden, como:

[JU" (J)]| = [JU" (Nlyen, +J JU’ (J)]'}u:uh V-u+ 0 () (5.31)

u=—uy+u
en la que u se considera una perturbacion del campo de desplazamientos de elemen-
tos finitos uy, y se desprecian los términos en u de orden cuadratico o superior. En
esta expresion se ha utilizado la expresién de la derivada temporal J=J V-vcomo
AJ = J V - Au, en la que se aprovecha la analogia del formalismo entre derivadas
temporales e incrementos, de acuerdo con la cual J y AJ son anédlogos, lo mismo que
la velocidad v y un incremento de desplazamientos, que en este caso corresponde a
u. De esta manera, el término [JU' (J)] queda descompuesto en dos componentes
asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos y al de las sub-escalas,
respectivamente. En el caso del modelo constitutivo adoptado se tiene ademés:

J[JU (N =1 (5.32)

Las expresiones (5.31) y (5.29) permiten identificar y relacionar los efectos de u
y up, en las ecuaciones (5.25a) y (5.25b).

Como consecuencia de lo anterior, la expresién (5.25a) se puede separar de ma-
nera aditiva como:

R(U,,W,) + R (6, wh) —0 YW, € Wi (5.33)
donde R (U, W;) vy R (ﬁ, Wh) son respectivamente:

(Vewn,sp) o + (V- Wi, Th) o — L(wy)
<qha [‘]U/ (‘])”u:uh - %Th>ﬂf

R(OW) - | v .

R(U,, W,) = [ (5.34)
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El efecto de las sub-escalas en la solucién de elementos finitos estd contenido en el
segundo término. La integracién por partes de éste da como resultado la expresién
equivalente, con menor orden de derivacién sobre u:

—(u,V- (2E dev [VXWa]) o
— <u, VQh>Q/

donde (1,V - (2ndev [Vxwy]))o = 0 para elementos lineales.
La ecuacién (5.25b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

R (fj,wh> - { (5.36)

(W, V- (2idev [Vidl])) = (%, V - ([Thl + s ()] +b)) (5.37)

A partir de la cual se obtiene la aproximacién al valor de las sub-escalas u:

ﬁ = Te (VT}L — Ph (Th)) c1n Qe (538)
donde 7, es el pardmetro de estabilizacion que se calcula como:
ch?
e = — 5.39
re=5- (5.9)

Dada la poca sensibilidad del método al valor de este pardametro, la expresion del
pardametro de estabilizacién se puede simplificar y utilizar en el célculo directamente
el valor del médulo de cizallamiento i. Efectivamente, en aplicaciones incompresibles
o cuasi-incompresibles J ~ 1 y g =~ u; por otro lado, como queda demostrado en
los ensayos en esta tesis y en otros estudios, como (Onate et al., 2002), variaciones
del pardmetro de estabilizacion incluso de un orden de magnitud no son sensibles en
el método, por lo tanto dado el valor del exponente de J en la expresién de i, las
variaciones de J con respecto a su valor original del orden de 30 veces o menores no
se reflejan sensiblemente en los resultados.

Con la aproximacién 5.38 se calcula el término de estabilizacién, teniendo en
cuenta que (,V - (2frdev [Vxwy])), = 0 para elementos lineales, como:

~ 0
R(UW,) = .
< ’ h> [ =2 Te (Van, VI — Il)q,

donde IT;, = P, (VT},) es la proyeccién de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhoff, T},, sobre el espacio de elementos finitos W,. Esta variable
se define como una variable nodal adicional y se calcula mediante la relacién entre
el gradiente de T}, y su proyeccién I1:

(VTh,my) = (I, my) Vn, € Vn (5.41)

donde 7;, € V}, son las funciones de ponderacioén, o variaciones, del campo de des-
plazamientos.

(5.40)
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Finalmente la version estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plédstico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraédricos lineales es:

Hallar [uy, Tj, Hh]T € Von X Qp X Wy, tal que:

(Vewp,s,) +(V-wp,Ty) —L(wy,) = 0 (5.42a)
Nelm
(s TV g, = 2T0) = Y Te (Vau, VT —TL)g = 0 (5.42b)

e=1

(VTn,mp,) — (w,my,) = 0 (5.42c)
para todo [wy, qp, nh]T eV, x Qp X V.

Como se puede observar, en el caso de deformaciones finitas bajo las hipétesis
consideradas el término de estabilizacién afecta sélo a la ecuacién del cambio vo-
lumétrico. La ecuacién de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulacién
estandar, lo que representa una ventaja de esta formulacion.

Una alternativa distinta tiene como punto de partida la linealizacién de (5.25a)
y (5.25b). La diferencia con respecto a la opcién adoptada aqui es que las relaciones
que se obtienen de esta manera son de tipo incremental. Se deduce una aproximacion
al valor del incremento Au, en vez de obtener una aproximacion al valor de u como se
hace en (5.38). Esto implica la necesidad de hacer un seguimiento del valor de la sub-
escala para su actualizacién, ya que en este caso en las ecuaciones del sistema tanto
el desviador del tensor de tensiones s como la deformacién volumétrica [JU' (J)]
deben evaluarse en uy +u. La opcién adoptada aqui evita esta dificultad y permite
relacionar los efectos de i y uy, en las ecuaciones (5.33) y (5.37), a partir de (5.31) y
(5.29), con lo que se obtiene una formulacién con estabilidad y precisién mejoradas
a un bajo costo computacional.

La implementacion en grandes deformaciones del elemento para modelo elastico
es similar a la correspondiente al modelo pléastico, con excepcion del calculo del
factor de estabilizaciéon que requiere una estimacion adecuada con la finalidad de
tener en cuenta el efecto de flujo plastico. En los demds aspectos la implementacion
del elemento es similar, por esta razon el algoritmo propuesto se presenta al final
del capitulo.

5.3 Reégimen Plastico

En esta seccion se aborda el problema elasto-pléstico en grandes deformaciones. El
desarrollo considera especificamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de
tipo J2. Este tipo de modelos considera que la deformacion pléstica es isocérica.
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El comportamiento del modelo elasto-pldstico tiende a la incompresibilidad en la
medida en que predominen las deformaciones plasticas sobre las eldsticas. Por otro
lado, si el coeficiente de Poisson del material v es cercano a 0,5 el comportamiento
es cuasi-incompresible aunque las deformaciones plésticas no se hallan desarrollado
en forma considerable respecto a las eldsticas. En cualquiera de estos casos, los
elementos formulados mediante el método de Galerkin presentan dificultades para
representar la incompresibilidad del medio. Se desarrolla a continuacién la formu-
lacién u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de consideraciones adecuadas a
este caso.

5.3.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo elasto-plédstico, desacoplado en componentes volumétrica y
desviadora, basado en un modelo de plasticidad J2 y cuyo comportamiento eldstico
corresponde al mismo modelo hipereldstico presentado en la seccién anterior. La
respuesta en tensiones se caracteriza mediante la funcién de energia:

W =KU(J)+W (b°) (5.43)

donde U y W son las componentes volumétrica y desviadora de W, respectivamente.
J es el determinante del tensor gradiente de deformaciones F', que se puede descom-
poner multiplicativamente en sus componentes eldstica y pldstica como F = F°F?;
be = J 5b® es la componente isocorica del tensor eldstico izquierdo de Cauchy-
Green, b® = F¢FT es el tensor eldstico izquierdo de Cauchy Green; una descripcién
detallada de este tipo de modelos se puede encontrar en (Simo and Huges, 1998). Se
pueden definir diversas expresiones vélidas para U y W. En este trabajo se utilizan
las funciones propuestas en (Simo et al., 1985) y (Simo, 1992):

(In.J)? (5.44a)

N\
o
N————
I
N~ DN =

p (tr [b°] —3) (5.44b)

donde p es el pardmetro de Lamé denominado mdédulo de cizallamiento (que se
denota también por G). Las tensiones de Kirchhoff, 7, de este modelo se pueden
expresar como:

7=T1+s(u) (5.45a)

donde s(u) = dev 7] es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es 7., = T'1. Las componentes del tensor de tensiones 7
que se derivan directamente de éstas son:
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T = K[JU (J)] (5.46)
s(u) = pdev[b] (5.46Db)

En las referencias citadas se puede encontrar la deduccién de estas expresiones.
Obsérvese que la relacion entre las tensiones desviadoras y las deformaciones des-
viadoras expresadas mediante la componente isocérica del tensor eldstico izquierdo
de Cauchy-Green es lineal en funcién del médulo de cizallamiento u:

_ sl 5.47
# = Tew [b]] (547

5.3.2 Formulacién en el medio continuo

La formulacién del problema elasto-plédstico conduce a ecuaciones similares a las del
caso eldstico en grandes deformaciones. De manera andloga a lo visto en el capitulo
4, la dificultad particular que presenta el problema elasto-plastico con respecto al
eldstico es la estimacién del pardmetro de estabilizacién, particularmente del médulo
de cizallamiento efectivo, en funcién del desarrollo de flujo plastico.

Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la configuracién espacial
), como en la configuracién material 2. En la configuracién material, la ecuacion
de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno en la configuracién espacial
), definen el problema en forma fuerte como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9, — R"im
los desplazamientos en 0,$) y las fuerzas mdsicas b : ) — R™im  hallar
U:=[u, T]" € W= VoxQ, tales que:

DIVP+b = 0 (5.484a)
1
de acuerdo con las condiciones de contorno:
u =0 en 0,2 (5.49)
Pn =1t en 0y} (5.50)

donde el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff P viene dado por
larelacion P = TF~7 n es la normal a 0,9 y las ecuaciones constitutivas

(5.45a), (5.46a), (5.46b).



136 CAPITULO 5. FORMULACION DE ELEMENTOS ESTABILIZADOS EN GRANDES DEFORMACIONES

Forma débil

Para plantear la forma débil se define el espacio de funciones de ponderacién, o
variaciones admisibles w. En coordenadas materiales el espacio de desplazamientos
admisibles es:

Vo={weH" (Q)| w()=0en 3.0} (5.51)

Se define el problema en forma débil como:
Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : 9,Q — RMim,

los desplazamientos en 0,() y las fuerzas mdsicas b : ) — R™i=  hallar
U:=[u,T]" € Wy =VyxQ, tal que:

(Vw, (T1+s(u)) —Il(w) = 0 (5.52a)
<q, —%T T (J)}J_J(u)> ~ 0 (5.52b)

YW = [w , q]" € Wy = VyxQ, de acuerdo con la ecuacion constitutiva

(5.46b), donde:
H(w) = (w,b) + (w,E),,

5.3.3 Planteamiento en multiescalas

La solucién en el medio continuo se aproxima por:
U=U,+U (5.53)
donde: . _ o
Uh = [uh, Th] U .= [11 3 O] 5.54
_ TS e T (5.54)
W, = [wh, qn] W :=[w, 0]
son las componentes de la solucién que corresponden a la descomposicién del espacio

en que se plantea el problema W = W, ®W, de manera que U, € Wy, oy U € W,

respectivamente.
El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uy, := [u, , Th]T EWho=VhoxQny Uc m dados los valores
prescritos de las cargas exteriores t : 9,Q, — R™im  Jos desplazamientos
en 0,8); y las fuerzas mdsicas b : {3, — R"™in_ ta] que:

R (Uh n fj,wh) =0 YW, € W (5.55a)
R <Uh + U, Vv) — 0 YWeWw, (5.55b)
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donde:
~ | (Vwi, [T + s (up + 1)) — 1 (wp)
R(U.+TW) = { (@0 (=2 + Uy sw)) ]
R (Uh N ﬁ,W) _ { (w,V - ([Th1 +S(uh +1u)]+b)) ]
l(Wh) = (Wh, b) + (Wh,f)at
v Wy = Wy, )" € Who = Viox Qs ¥ W e W,.

En (5.55a) y en (5.55b) se podria descomponer aditivamente el tensor de tensio-
nes s (up+u) en las ecuaciones de balance de momentum, mediante un desarrollo en
serie de Taylor, de manera similar a la que se realizé en la seccién 4.4.3, como:

s (W) = sy (up) + oy, : Vid + O (@) (5.56)

donde €4,,_,, es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = uy,. Este
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto
tensorial del segundo término de la derecha de la ecuacioén (5.56) representa el incre-
mento de tensiones desviadoras por efecto de las sub-escalas, s (u). Para calcular el
incremento de tensiones desviadoras correspondiente a las deformaciones desviado-
ras totales asociadas a las sub-escalas es necesario hacer una aproximacién similar
a la realizada en la seccién 4.4.3. Efectivamente, a partir del valor de p dado por
(5.47), la relacién entre las tensiones desviadoras y la componente desviadora de las
deformaciones isocoricas totales se puede estimar mediante el coeficiente p*, calcu-
lado como:

|dev [be]|

T Bl (5.57)

= p

u=up, u=up

El coeficiente p*, que podria denominarse médulo de cizallamiento efectivo, se puede
interpretar como el médulo secante en u = u;, en la curva de tensiones desviadoras
vs. la componente desviadoras de las deformaciones expresadas mediante la parte
isocérica del tensor izquierdo de Cauchy -Green. Esto se puede apreciar en la figura
5.3.

Este coeficiente p* representa el efecto del flujo plastico en la relacién entre las
tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras isocéricas totales, por lo tanto
debe considerarse sélo cuando se desarrolle el régimen plédstico. En fase de carga o
descarga eldstica el médulo de cizallamiento debe tomarse igual al valor eldstico, es
decir igual a pu. De esta manera, el médulo de cizallamiento es:

(5.58)

*

p 1 en carga o descaraga eldstica
W= } i .
14 si se desarrolla flujo pléstico
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=\

sl
Idev [b]]
[ ———

= —
[[dev [be][| [dev [b]]]

| dev [b°] |

Figura 5.3: Grafico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras expresadas
en componente isocérica de la parte eldstica del tensor izquierdo de Cauchy-Green para
modelo elasto-plédstico con plasticidad J2 en grandes deformaciones.

Con este resultado, el producto tensorial €,_, : dev[V*u] se puede aproximar
como:

:dev [Vxu] =s(u) = 24/ J % dev [Vku]

donde dev [Vxu] es la parte desviadora del tensor de deformaciones infinitesimales
correspondiente a las sub-escalas y para simplificar la notacién se puede definir
ii=pJs.

En consecuencia, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:

Cs |u=uh

s (up +1u) = s, (uy) +s(u) (5.59)

donde las componentes asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas son respectivamente:

sp(u;) = pdev [bf] (5.60a)
s(a) = 2pdev[Viu] (5.60Db)

La expresion de la deformacién volumétrica (5.31), que es la misma que la que se
presenta en este problema, junto con (5.59) permiten identificar y relacionar los
efectos de u y uy, en las ecuaciones (5.55a) y (5.55b).

Como consecuencia de lo anterior, la expresién (5.55a) se puede separar de ma-
nera aditiva como:

R(U,,W;) +R (ﬁ,wh) =0 YW, € Wy (5.61)
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donde R (U, W};) vy R (fj, Wh> son respectivamente:

(Viwn,sp)q + (V- Wi, Th) g — 1 (Wh)
R(Uhawh) = [ <(_Ih, [JU' (J)”u:% _ %Th>gl (5~62)
R (ﬁ,wh) - { gﬁg’f%ﬁ, ] (5.63)

El efecto de las sub-escalas en la solucién de elementos finitos estd contenido en el
segundo término. La integracién por partes de éste da como resultado la expresion
equivalente, con menor orden de derivacién sobre u:

R (INJ,Wh> _ l - <1~17V-_(<2f/177dve;/h[>VQ/§<Wh]>Q/ (5.64)

donde (u,V - (2pdev [Vxwy])) = 0 para elementos lineales.
La ecuacién (5.55b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

— (W, V- (2pdev [Vxul])) = (W, V- ([Th1 + s, (un)] +b)) (5.65)
A partir de la cual se obtiene la aproximacién al valor de las sub-escalas u:
u=r. (VT — P, (Th)) en (5.66)
en la que el pardmetro de estabilizacién se calcula como:

2
Te = i (5.67)
20
donde el coeficiente i tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo pldstico en
las deformaciones desviadoras mediante la aproximacién al valor y/, que en gene-
ral se calcula en cada punto de integracion; en el caso de elementos lineales con
un sélo punto de integracién por elemento este valor es uinico por cada elemento.
La correccién en el pardmetro de estabilizacién en el problema plédstico en gran-
des deformaciones es una contribucién original en este trabajo. En aplicaciones
incompresibles o cuasi-incompresibles J ~ 1 y i &~ 1/, como ocurre cuando las de-
formaciones plasticas son grandes en comparacién con las eldsticas; por otro lado,
en aplicaciones compresibles el efecto de su variacién es de importancia secundaria
con respecto al efecto del flujo plastico reflejado en 1.
Con todas estos resultados el término de estabilizacién de la formulacién que
proviene de (5.64) resulta:

0

R(U,W,) = n 5.68
(0. W) [—z;m (Van, VT;, — Ty, (5.65)
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donde IT;, = P, (VT},) es la proyeccién de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhoff, T},, sobre el espacio de elementos finitos W,. Esta variable
se define como una variable nodal adicional y se calcula mediante la relacién entre
el gradiente de T}, y su proyeccién I1j,:

(VTh,mp) = (k,my) Yy, € Vh (5.69)

donde 7n;, € V), son las funciones de ponderacion, o variaciones, del campo de des-
plazamientos.

Finalmente la versién estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plédstico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraédricos lineales es:

Hallar [uy,, Ty, Hh]T € Vo X Qn X Vp, tal que:

<VSW}L, Sh> + <V . Wh,Th> —1 (Wh) =0 (570&)
(hs [TU |y, — £T0) = Y Te (Van, VT, = Iy = 0 (5.70b)

e=1

(VTh,my) — (w,my,) = 0 (5.70c)
para todo [wy, qp, nh]T eV, X Qp X V.

Como se puede observar, también en el problema elasto-pléstico, bajo las hipdote-
sis consideradas el término de estabilizacién afecta sélo a la ecuacién del cambio
volumeétrico. La ecuacién de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulacién
estandar, lo que representa una ventaja de esta formulacién. La opcién adoptada
aqui evita la dificultad de hacer el seguimiento de las sub-escalas y evaluarlas por
suma de incrementos, permite relacionar directamente los efectos de u y uy, en las
ecuaciones (5.61) y (5.65), a partir de (5.31) y (5.59), con lo que se obtiene una
formulacion con estabilidad y precisién mejoradas a un bajo costo computacional.

5.3.4 Aspectos de implementacion

El problema elasto-pléstico en deformaciones finitas presenta dos tipos de no-linealidad,
la constitutiva y la geométrica. La solucién de las ecuaciones del sistema (5.70a)-
(5.70c) se efectia mediante procedimientos de tipo incremental-iterativo. Tal como
se propuso en la seccién 4.4, se emplea un procedimiento escalonado en el que la
proyeccién del gradiente de la tension volumétrica T} se desacopla del sistema y
se resuelve de manera explicita, mediante la ecuacién (5.70c). Las ecuaciones de
equilibrio y de deformacién volumétrica, (5.70a) y (5.70b), conforman un sistema
u/T, que se resuelve de manera simulténea.. El valor de la proyeccién del gradiente
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de tensién volumétrica, la proyeccién 11}, se evalia en base al valor convergido del
gradiente de tension volumétrica 7} en el paso de tiempo V17 como:

(VT ) — (T, my,) = 0 (5.71)

Empleando la matriz de masa aglutinada, esta ecuacién se transforma en un sistema
trivial. En el paso de tiempo n + 1 se debe hallar u’,;”“ y T;}H que satisfagan
las ecuaciones (5.70a) y (5.70b). Este sistema de ecuaciones no-lineales se debe
resolver en cada paso de tiempo tipico aplicando, por ejemplo, el método de Newton-
Raphson. En las iteraciones correspondientes a este paso de tiempo el valor de

» se mantiene constante. En sistemas geométricamente no-lineales planteados en
descripcién espacial, como éste, la variaciéon de la configuracién implicita en los
gradientes espaciales da origen al linealizar las ecuaciones del sistema a términos
adicionales en la matriz tangente, en comparaciéon con el caso infinitesimal.. En
relacién con estos términos se considera ademds una simplificacién adicional en el
término de estabilizacién; ésta consiste en evaluar los gradientes espaciales en este
término de acuerdo con la configuracién en el paso n; estos gradientes se denotan
como V". De esta manera, el sistema u/7 que se resuelve en cada paso de tiempo
es:

(Vwn, s, (W) + (V-wy, TP — 1" (wy) = 0 (5.72)
(ans U (Dl = T2 = D 7o (0, VT =0, = 0
e=1

Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteracién ¢ se pueden expresar
como:

P = (Vrwa,sy, (wp ) (Ve wa T = 1 (wy,) (5.73)
Nelm

ryth = <qh, [JU" (D1 = %T,’f“’i> = 7V, VTN TR,
e=1

El sistema de ecuaciones linealizadas que se resuelve en cada iteracién para hallar los
. 1,i+1 1,i+1 . . .

incrementos Auy " y AT de acuerdo con las simplificaciones adoptadas,
es:

o (AW w4 (Ve wy, AT (Wi, 2T A
+ <VWh, VAUZ+1’i+1 (T;;—H’il T8, (uz+1,i))> _ _T,IH_M

<qh7 V- Au’l};b'f'l,i-‘rl . %AT:+1,i+l> + (574)
Nelm

§ n n n+1,i+1 - n+1,7
- 7-6 <v qh, v ATh >Qe — _Tz
e=1
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El desarrollo de estas expresiones se pude encontrar en el anexo E.

La matriz tangente del sistema (5.72) es la matriz asociada al sistema de ecua-
ciones (5.74). Esta matriz es simétrica, como consecuencia de las consideraciones
adoptadas en el término de estabilzacién respecto a los gradientes espaciales. En
particular, los términos correspondientes a la ecuacion de la deformacién volumétrica
resultan similares a los que se obtienen en el caso de deformaciones infinitesimales.
Los términos adicionales con respecto al caso infinitesimal son el segundo y el cuarto
del lado izquierdo de la primera ecuacién linealizada, — (V*wy, 2T} +1’iVSAuZ+1’i+1>
y (Vwh, VAu (T[;H’il + s, (uZ+1’i))>, respectivamente. En este tltimo tér-
mino se puede identificar el tensor de tensiones de Kirchhoff evaluado en n+ 1,7 de
acuerdo con el modelo constitutivo (5.45a); es decir, Tp'7"1 + s, (uZH’i) =
Las sub-matrices tipicas de estos términos correspondientes a los nodos locales A y
B son:

, (e)
(K47 = —[ / BY (217+") BBdQ} (5.75)

1@
(K25 = l / b (Bt dQ]  [bal=[N4,- - N4 T (5.76)

En la matriz del sistema linealizado este tiltimo término corresponde a la componente
denominada matriz geométrica. Los gradientes espaciales de las funciones de forma
N4, que son las componentes del vector [b,], se pueden calcular haciendo el push-
forward de los gradientes materiales, segun la siguiente relacién:

VN4 = GRAD N4 [F,] (5.77)
lo que equivale a la expresién en notacién indicial: N’ﬁi = N"S‘(K [F;l} x» donde los
sub-indices K, 7 = 1, -+, ngym corresponden a las coordenadas materiales y espaciales,
respectivamente, y se considera la convencion de suma de indices. En la descripcién
espacial, las matrices B4 asociadas conservan la misma estructura de las matrices
en el caso infinitesimal.. Las matrices asi calculadas son menos densas que las
correspondientes en la descripciéon material, y en consecuencia las matrices de rigidez
resultantes ofrecen también esta caracteristica ventajosa. El algoritmo para resolver
el problema en deformaciones finitas se presenta en la tabla (5.1). En esta tabla,

la matriz K es la suma de las contribuciones K = [K3Z] © 4 [K45] © 4 [K’;ef ] ©,
Las demds matrices son similares a las definidas en las secciones anteriores, con la
diferencia de que los gradientes de las funciones de forma considerados son espaciales
y se evalian segun (5.77). Los residuos R; y Ry son los vectores asociados a los

residuos ri"" y 57" que vienen dados por las expresiones (5.73).
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Algoritmo para resolver problema elasto-plastico en deformaciones finitas

0. Paso de carga n + 1: Inicializar i = 0 — [U, T]7 20 =y, )7

1. Iteracién: Resolver a nivel global: AU® L+ y AT(+Li+1D),

K G (n+1,7)
2. 1
GT ——M,, — 7L

K

AU (n+1,i4+1) R, (n+1,3)
Y

3. Actualizar: [U, T]" (nt+litl) U, T]" (nt19) 4 AU, AT]T (n+1,i+1)
4. Evaluar convergencia

5. No: Efectuar nueva iteracion: i < i+ 1. (Ir a 1)

6. Si: Valores convergidos: [U, T]" (n+1) _ U, T)" (nt1l,i+1)

7. Calcular: TI(®tD = M1 (GT)(”“)

8. Nuevo paso de carga: n «— n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 5.1: Algoritmo para resolver problema elasto-plastico en deformaciones finitas



144 CAPITULO 5. FORMULACION DE ELEMENTOS ESTABILIZADOS EN GRANDES DEFORMACIONES




Anexo E

Calculo de algunas expresiones
importantes

Se presenta el cdlculo de algunas expresiones importantes correspondientes al proble-
ma en grandes deformaciones; se presentan las formas fuertes y débiles del problema,
en las configuraciones de referencia y deformada, respectivamente, y también la li-
nealizacion de estas expresiones.

E.1 Expresion del modelo constitutivo

Modelo constitutivo desacoplado en componentes volumétrica y desviadora; expre-
sién del tensor de tensiones de Kirchhoff:

T1+5 (u) (E.1)
T = K[JU'(J)], §=dev[r] (E.2)

3
|

E.2 Ecuaciones en forma fuerte

E.2.1 Ecuacién de gobierno

e configuracién material:

DIVP +b =0 (E.3)

e configuracion espacial:
V-o+b, =0 (E.4)

145
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E.2.2 Ecuacion de la deformacion volumétrica

= U (D) gy =0 (E5)

E.3 Forma débil del problema

E.3.1 Ecuacién de gobierno

e configuraciéon material:

Esta se obtiene a partir de (E.3) y considerando:

Vo={w e H' (Q) } w (Q2) =0 en 9,0} (E.6)

/W-(DIVP+b) v = /w-DIVPdV+/W-de (E.7)
Q Q Q

= —/P:GRADW dV+/w-de+/ w - tdl
Q Q 8,9

/P:GRADWdV:/W-de—I— w-tdl (E.8)
0 Jo a0

g

I(w)
e configuracion espacial:

Se puede obtener directamente a partir de (E.4) y considerando:

V= {Wt c H' (¢ () ‘ w (p(X))=0VX € &LQ} (E.9)
/Wt-(V-0'+bt)dv = we- (V-o)dv+ [ wi-bedo (E.10)
Qt Qt Qt
= —/ o V'w dV + w; - by dv + w, -ty dy
Q o) 8
/ o :szt dv = Wy - bt dv + Wy - Et d’y (El].)
o Jou 8 )
l(V‘;t)

que estd expresada en funcién del tensor de tensiones de Cauchy o. También se pude
re-escribir la expresién en términos del tensor de tensiones de Kirchhoff, mediante
la relaciéon: 7 = Jo, como:
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/ T :Viwy v _ [ (wy) (E.12)
Qt J

La expresion (E.12) se puede obtener también a partir de la forma débil referida
a la configuracién material (E.8). Efectivamente, mediante el cambio de variables:

w(X) = Wi (X)|px) (E.13a)
b(X) = by (X)]px) (E.13b)
J(X)dV (X) = dv(¥)|eepx) (E.13c)
tdllx = ®dylpx (E.13d)
y utilizando:
PX)[FX)]" = 7)|epx (E.14a)
GRADw (X)[F(X)]”" = V'wi,_,x (E.14b)

para re-escribir la potencia tensional, representada por la contraccién de tensores
P (X) : GRAD w (X) como:

-T
P (X):GRADW(X) = 7(x)[,_,x) [F(X)]" : GRADwW (X
= T (%) |yepx) : GRAD W (X) [F (X)] ™
se obtiene también (E.12).
Los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalares y, por lo tanto, los
valores correspondientes no dependen de la configuracién o de las coordenadas en
que se los describa. Por ejemplo, considerando la expresién (E.15) se puede plantear

la integral del lado derecho de (E.8) en funcién de variables espaciales e integrar en
la configuracién de referencia, como:

/Q (Vo)) AV = (W) (E.16)

Interpretacién como residuo de fuerzas

Es usual escribir estas ecuaciones en forma de residuo e identificar los términos como
fuerzas internas y fuerzas externas:

fint - femt =0 (El?)
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donde:

font :/GRADW:PdV:/sz:TdV
Q Q
fear = = 1(w) =1(wy)

E.3.2 Ecuacion de la deformacién volumétrica

Se obtiene a partir de (E.5) y considerando funciones de ponderacién g € L? (£2)

/Q q (—% + [JU (J)]J:J(u)) dv =0 (E.18)

E.4 Linealizacion

En el cdlculo de algunas expresiones se aprovecha la analogia que existe entre el
célculo formal de los incrementos y las derivadas temporales, aunque corresponden
a conceptos diferentes. Por ejemplo, /Au y v representan respectivamente un incre-
mento de desplazamientos y la velocidad, pero tienen el mismo formalismo; ocurre lo
mismo con AF y F, aunque el primero representa un incremento de F y el segundo
la derivada temporal de F.

E.4.1 Ecuaciones en forma fuerte
Ecuacién de gobierno

El residuo de la ecuacién de equilibrio en forma fuerte se define como:
DIVP +b =Ry (E.19)
El planteamiento de un procedimiento incremental consiste en resolver:
R, +AR; =0 (E.20)

donde:
AR, =DIV AP (E.21)

(se omiten los super-indices en estas expresiones y se considera que si una variable se
evaltian en n, por ejemplo R7, el incremento corresponde a la diferencia Ry — R?)
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Linealizacién de DIV P Los tensores de tensiones de Piola-Kirchhoff, primero y
segundo, se relacionan entre si en funcién del tensor gradiente de deformaciones:

P =FS (E.22)

El incremento de este tensor se deduce a partir de esta relacién, mediante una serie
de operaciones directas:

AP = (AF)S+F (AS) (E.23)
[(AF)F'FS + F (AS)]

= |(AF)F ' FSFT + F(AS)FT|F T
W\T/ N —’

Vv Lyt

donde se han empleado equivalencias conocidas, tales como la relacién entre los
gradientes espacial y material (E.14b), y también el push-forward de S y la derivada
de Lie de S, definidas en el capitulo D. En el contexto de la linealizacién para la
solucién de un procedimiento incremental-iterativo, v representa en esta expresion
un incremento en el campo de los desplazamientos Au.

AP = [VvT+L,7]F T, v =Au (E.24a)
oX

APy = [VVaeTart (L)) 5= (E.24b)
b

en notacién directa y en notacién de indices, respectivamente. A parir de esta
expresion se pude obtener:

D,£V AP, = % [VVae Tt (LyT) ) % (E.25)
= o [PVt (L),
= Vi [VVee Tt (LyT) )
En notacién directa esta expresion se re-escribe como:
DIVAP =V - [VvT+L,T| , v =Au (E.26)

La derivada de Lie del tensor de Kirchhoff 7 y la derivada temporal 7, represen-
tada en este contexto por AT, se relacionan mediante la definicién:

L,7:=|AT-NVvT—T (VV)T] (E.27)
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El tensor constitutivo 7 se ha desacoplado en sus componentes volumétrica y des-
viadora, que respectivamente son:

[TVOI] = T]- 9 [Tdev] == § (E28)

Aplicando la definicién (E.27) a la componente volumétrica, se puede obtener la
relacién en funcién del incremento de T

L, (Tv) = AT1-2T1V?v (E.29)
Utilizando esta expresion el (E.27) y la expresion del modelo constitutivo, se obtiene:
[VvT+L,7| = [VVv (T148) + (AT1 — 2T1V?®v + ¢, :V®v))] (E.30)

donde c; es la componente desviadora del tensor constitutivo tangente, de acuerdo
con la relacién incremental L, (Tqev) = €5 : V°v. Finalmente se obtiene:

DIV AP =V - [Vv (T1+45) + (AT1 — 2T1V + ¢, :V*V)] (E.31)

Ecuacion de la deformacion volumétrica

El residuo de la forma fuerte de la ecuacién de deformacion volumétrica se define
€omo:

T —
— U ()] = Ry (E.32)

la ecuacién incremental por resolver es:
ARy + Ry =0 (E.33)

donde utilizando la expresion obtenida previamente para el incremento del determi-
nante del tensor gradiente de deformaciones, AJ = J V - v, se obtiene:

ARy = % + [JU ()] AT (E.34)

E.4.2 Ecuaciones en forma débil
Ecuacién de gobierno

El residuo de la forma débil de la ecuacién de gobierno se define como:

/ P :GRADwdV — I (w) = 1 (F.35)
Q
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la ecuacién incremental que se resuelve:
Arl +7r = 0 (E36)

donde:
Ary = / AP :GRADwdV (E.37)
Q

esta expresion se pude desarrollar mediante operaciones directas y utilizando el
resultado obtenido para el incremento de P:

/ GRADw : APdV = / GRADw : [VvT+L,7|FTaV
Q Q
= /VSW Vv r+L,T]) dV (E.38)
Q

y utilizando las expresién (E.30), obtenida en la deduccién correspondiente de la
forma fuerte, la expresion de la forma débil linealizada es:

/ Véw : [Vv (T1+48) + (AT1 — 2T1V°v +¢€:V°Vv)]| dV = —nry (E.39)
0

Ecuacion de la deformacion volumétrica

El residuo de la forma débil de la ecuaciéon de la deformacién volumétrica se define
como:

T
/ q <—— + [JU’ (J)]) dV =: 19 (E.40)
Q K
y la ecuacién incremental:
ATQ + 19 = 0 (E41)
donde, utilizando AJ = JV - v, se obtiene:
AT p
Q

Finalmente la expresién de la forma débil linealizada es:

/Qq (—% +[JU (] TV - v) dV = —ry (E.43)
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Capitulo 6

Simulaciones Numéricas

La eficacia de la formulacién propuesta se muestra en una serie de ensayos numéricos.
Los elementos triangular y tetraédrico propuestos, denominados 7'1P1, se comparan
en diversos ensayos con los correspondientes elementos estdndar, denominados P1,
y con los elementos de la formulacién Q7P0. En los ejemplos se consideran tanto
la condicién de incompresibilidad, como el comportamiento elasto-plastico simulado
mediante un modelo constitutivo J2. Se muestran aplicaciones tanto en problemas
de estado plano (2D), en deformacién plana, como en problemas tridimensionales
(3D). En cuanto al rango de deformaciones, se cubren tanto el rango infinitesimal
como el de grandes deformaciones. Con la finalidad de mostrar el comportamiento
en situaciones extremas se emplean mallas bastas en la mayorfa de los casos. La for-
mulacién propuesta estd incorporada en el programa de elementos finitos C'Oupled
MEchanical and Thermal analysis (COMET), desarrollado en el Centro Internacio-
nal de Métodos Numéricos en Ingenieria (CIMNE).

El conjunto de ensayos que se presenta se ha organizado de la siguiente manera:

Ensayos en deformaciones infinitesimales
-Modelo constitutivo de elasticidad

-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2
Ensayos en grandes deformaciones

-Modelo constitutivo de elasticidad

-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2

6.1 Ensayos en deformaciones infinitesimales

Entre los ensayos en deformaciones infinitesimales con modelo de elasticidad se en-
cuentran el test de la parcela, el problema de una cuna en deformacién plana y el
test de flujo inducido en una cavidad (driven cavity flow). El test de la parcela
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es el ensayo béasico de validaciéon de elementos; en este caso se realiza en un ensa-
yo en deformacién plana. El problema de la cuna tiene por objetivo realizar una
comparacion del comportamiento del elemento propuesto con el elemento estdandar
y el elemento Q1P0 en situaciéon incompresible. El problema de flujo inducido en
una cavidad es un ensayo tipico aplicado a las formulaciones mixtas; su objetivo es
realizar una comparacion entre el elemento T1P1 de la presente formulacién, esta-
bilizado con el método de las sub-escalas ortogonales OSGS, y el elemento similar
estabilizado con el método GLS, que es el elemento estabilizado planteado en (Klaas
et al., 1999). Entre los problemas con modelo de elasto-plasticidad se encuentran el
test de punzonado de Prandtl, el problema de la membrana de Cook, un ensayo de
compresién aplicada a un material con régimen de platicidad perfecta y un ensayo
de compresion 3D. Los dos primeros son tipicos en la literatura de la tecnologia de
elementos para realizar validaciones. El objetivo del primero es mostrar, mediante
la curva carga vs. desplazamiento, el bloqueo de la formulacién estdndar en un ma-
terial con plasticidad perfecta y verificar la eficacia de la formulacién propuesta para
eliminar este efecto. El problema de la membrana de Cook se utiliza para mostrar
en forma comparativa con el elemento ()1P0 la convergencia del elemento T1P1
hacia la solucién en funcién del refinamiento de la malla. El ensayo de compresion
sobre un material con régimen de platicidad perfecta tiene por objetivo mostrar la
necesidad de corregir el pardmetro de estabilizacién en funcién del desarrollo del
flujo plastico y la efectividad de la aproximacién propuesta en este trabajo. Final-
mente, en el problema de compresién en 3D se muestra mediante distribuciones de
tensiones el comportamiento del elemento T'7PI1 en comparacién con el elemento

Q1Po.

6.1.1 Modelo constitutivo de elasticidad
Tests de la Parcela

El test de la parcela es la prueba mas importante para los programas de elementos
finitos, particularmente al introducir nuevas formulaciones. El test original fue in-
troducido por (Irons and Razzaque, 1972), basado en razonamientos fisicos y puede
ser interpretado como una prueba que determina si una parcela de elementos suje-
ta a deformacién constante es capaz de reproducir exactamente el comportamiento
constitutivo del material y proporcionar las tensiones correctas cuando se hace infini-
tamente pequena. Si es asf, se puede argumentar que a medida que el tamano de los
elementos disminuye el elemento puede reproducir exactamente el comportamiento
de la estructura que se analiza. La satisfacciéon del test de la parcela proporciona
una condicién suficiente de convergencia del elemento y verifica que la programacion
ha sido correcta, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a).
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Figura 6.1: Malla utilizada para la verificacién de los test de la parcela.

coord. desplazamientos fuerzas
nodo | x; | v U ) F, | Fy
1 0,01]0,010,0 0,0 —-210
2 2,010,00,0040 | 0,0 3 0
3 2,0 13,0 0,0040 | —0,00180 | 2 0
4 0,01]2,01]0,0 —0,00120 | =3 | O
5 0,410,4 10,0008 | —0,00024 | O 0
6 1,4 10,6 | 0,0028 | —0,00036 | 0 0
7 1,5 12,0 0,0030 | —0,00120 | 0 0
8 0,31 1,6 | 0,0006 | —0,00096 | O 0

Tabla 6.1: Valores utilizados en los tests de la parcela.

La parcela de elementos T1P1 que se estudia se muestra en la figura 6.1. El test
que se aplica es similar al que se presenta en (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), con
la diferencia de que en este caso se considera un problema de deformacién plana.
El material es eldstico lineal, con médulo de elasticidad £ = 1000 y coeficiente de
Poisson v = 0, 3. La solucién en desplazamientos considerada es:

u = 0.002z (6.1a)
—  —0.0006y (6.1b)

que en deformacién plana produce las siguientes tensiones normales, constantes en
toda la parcela:

o, = 2,3460 (6.2a)
o, = 0,3462 (6.2D)
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o, = 0,8077 (6.2¢)

En la tabla 6.1 se dan los desplazamientos nodales correspondientes a las funcio-
nes de desplazamiento 6.1 exactamente. En un primer test se prescriben todos los
desplazamientos nodales a los valores especificados en la tabla 6.1 y se verifican en
todo el dominio las tensiones tedricas indicadas en (6.2).

Por otro lado, las fuerzas indicadas en la tabla estdn asociadas a los siguientes
valores de tensiones normales, constantes en toda la parcela:

g, = 2,0000 (6.32)
s, = 0,0000 (6.3b)
o, = 0,6000 (6.3¢)

Estos datos se utilizan en un segundo test. Este se realiza con el nodo 1 totalmente
coartado y el nodo 4 coartado sélo en la direccién x y se aplican fuerzas nodales a
los nodos 2 y 3, de acuerdo con los valores de las fuerzas indicados en la tabla 6.1
para estos dos nodos. Este test produjo en toda la parcela las tensiones tedricas
indicadas en (6.3). La realizacién de una serie de verficaciones similares, con otras
configuraciones y solicitaciones, asegura una condicién suficiente de convergencia del
elemento y verifica que la programacién ha sido correcta.

/
7 45°

Figura 6.2: Test de cufia en 2D-deformacién plana.

Cuna en deformacién plana

Este ensayo se realiza con la finalidad de mostrar el comportamiento del elemento
propuesto en una situacién extrema, desde el punto de vista de las restricciones en
los desplazamientos, la singularidad de la carga y la naturaleza incompresible del
material.

Se considera una cuna de seccién cuadrada de 20 x 20 ¢m en condicién de defor-
macién plana, ver figura 6.2. Se restringen totalmente los desplazamientos verticales
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y horizontales tanto en la cara izquierda como en la inferior. La carga consiste en
una fuerza puntual inclinada respecto a los lados, que se aplica en el vértice superior
derecho como traccién F, = F, =5 x 10° N/m. El material considerado tiene coefi-
ciente de Poisson v = 0.4999, por lo que es practicamente incompresible. El médulo
de elasticidad del material es E = 2.0 x 10> M Pa. Como elementos de compara-
cién se ensayan también el elemento triangular estdndar en desplazamientos PI1 y
el elemento cuadrildtero @1P0 (Simo et al., 1985).

Standard Formulation for Triangular Clements
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2e40CE 1.5e4006
[1.31§e+uus [La&ewua
1. 62e+008 1.2e+008
1.148c 1008 1.05e1006
-1.26=+008 -8e+005

~-1.075e+008
-5.924007

7.05e4007
5.2e4007
3.35e+007

1.5e4007

-7.5e+005
- Ge+005

‘ 4. 5e+005
3e4005
‘ 1.5e4005

0

(21/1°0 Formulation

PRFSSURE VONMISES
224008 2e+008
[1.51551’0)8 [1»331Dﬁ3
%-1.5e+003 1.6e+002
-1.445e4008 -1.4e+003
-1.26e4003 -1.2e4003

-1.0756+008
-5.9e+007

7.05e+007
§.2e40N7
3.35e+007

1.3e+007

-1e+008
-Be+007

684007
4N
Ze+007
o

Mixed Stabilized T/P Formulation
o
4

N

FRESSURE VONMISES

2e+008 2e+C08
I:1,EHSEJDDB I:l,ﬁe-iDDB

1.63e+008 1. 6e+008
=1.445e+005 =-1.4e+006
~1.26e+000 ~1.2e+000
~1.075e+008 -1le+008
-8.2e-007 -Be+007
7.05e4007 6e+007
S5.2e-007 4e+007
3.35¢ 1007 2e 1007
1.5e-007 o

Pressure Von Mises Stress Indicator

Figura 6.3: Test de cuna en 2D-deformacién plana. Resultados correspondientes a los
elementos PI1, Q1P0 y T1P1. Distribuciones de presién y tensién de Von Mises.

Las distribuciones resultantes de la presién y de las tensiones de Von Mises, para
cada una de las formulaciones, se muestran sobre la geometria deformada; el factor
de amplificacién utilizado es el mismo en todos los casos. El efecto de bloqueo de la
formulacién estdndar se puede apreciar claramente en la figura 6.3; la excesiva rigidez
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XY

Figura 6.4: Test de flujo inducido en una cavidad (driven cavity flow). Datos geométricos.
Se muestra una malla de 10 x 10 elementos triangulares. Se prescriben los desplazamientos
(velocidades) horizontales u = 1 en la superficie libre, excepto en los nodos extremos donde
se prescriben iguales a cero.

del elemento se constata en el aspecto de la geometria deformada de la malla, si se la
compara con la que exhibe el elemento ()1P0 o la correspondiente a la formulacién
estabilizada T1P1. El efecto de bloqueo de la formulacién estdndar se puede apreciar
también en la distribuciéon de la presion, que presenta un aspecto claramente no
realista. Por otro lado, se puede observar que existe similitud entre las distribuciones
obtenidas mediante el Q1P0 y las correspondientes a la presente formulacién. En
cuanto a la geometria deformada correspondiente a la malla del Q1P0 se puede
observar un efecto de “hourglassing”. FEsto se debe a que en el elemento Q1P0
la condiciéon de incompresibilidad se impone en cada elemento, pues el campo de
deformaciéon volumétrica es constante en el dominio elemental y discontinuo entre
elementos. En comparacion con ésta, se puede apreciar el correcto aspecto de la
geometria deformada que se obtiene con la malla de elementos estabilizados de la
presente formulacién. En todos los casos se debe tener en cuenta que las mallas
utilizadas en esta comparacion son sumamente bastas, lo que resalta los defectos y
bondades de estas formulaciones.

Flujo inducido en una cavidad (Driven cavity flow)

El objetivo de este ensayo es realizar una comparacién entre el elemento T1P1 de la
formulacion propuesta y el elemento similar estabilizado mediante el método GLS,
propuesto en (Klaas et al., 1999). Este es un test estdndar en la literatura, parti-
cularmente en la de mecédnica de fluidos, empleado para mostrar el comportamiento
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Desplazamiento y, corte en y=0

—e—T1P110x10
—m— GLS 10x10
T1P150x50

desplazamiento

Figura 6.5: Problema de flujo inducido en una cavidad. Desplazamiento vertical v en el
plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para elemento T1P1 y el elemento
similar de la formulacién GLS con mallas de 10 x 10, comparadas con la solucién con
malla de elementos T7P1 de 50 x 50.

de formulaciones mixtas en problemas en medios incompresibles; (Hughes, 1987),
(Codina, 1992), (Onate et al., 2002).

La figura 6.4 muestra los datos geométricos del test, y una malla de 10 x 10
elementos como ejemplo. El medio confinado en la cavidad es incompresible; los
efectos de la fuerza gravitatoria se desprecian en este problema. En las paredes la-
terales e inferior los desplazamientos estdn prescritos como nulos, tanto en direccién
horizontal como vertical, x e y respectivamente. En la superficie libre se prescribe el
desplazamiento x en u = 1, excepto en los nodos extremos en los que se prescribe el
valor nulo. Ademds, como en este problema sélo se prescriben condiciones de con-
torno en desplazamientos, para fijar la respuesta en presiéon es necesario establecer
el valor de este campo en un punto. En este caso se ha prescrito presién nula en
el punto medio de la base, es decir p = 0. Estas condiciones y los pardametros del
material se han tomado como en la referencia (Onate et al., 2002); se han establecido
el médulo de elasticidad E = 3 y el coeficiente de Poisson v = 0.49999995.

Se compara el comportamiento del elemento T1P1 con el elemento similar de
la formulacién estabilizada GLS. Desde el punto de vista de las variables y las
ecuaciones del elemento, la diferencia entre ambas formulaciones es la presencia de
la proyeccién del gradiente de presién en el término de estabilizacién del elemento
T1P1.

En la figura 6.5 se muestran las curvas correspondientes a los desplazamientos
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desplazamiento x, corte en x=0 —e—T1P110x10
—m—GLS
T1P1 50x50

desplazamiento

Figura 6.6: Problema de flujo inducido en una cavidad. Desplazamiento horizontal u en
el plano de corte vertical central, x = 0. Resultados para elemento T1PI y el elemento
similar de la formulacién GLS con mallas 10 x 10 comparadas con la solucién con malla
de elementos T'71P1 de 50 x 50.

verticales v en el plano horizontal central, ¥y = 0, obtenidas mediante elementos
T1P1 y el elemento similar de la formulacién estabilizada GLS. Como referencia
se ha tomado la curva para una malla de 50 x 50 elementos T'1P1, ya que en esta
malla los resultados de las formulaciones bésicamente son coincidentes. En la figura
se presentan los resultados para una malla de 10 x 10 elementos. Se observa que
el elemento T1P1, estabilizado mediante el método de las sub-escalas ortogonales,
obtiene mejores resultados en mallas bastas que el elemento similar con estabilizacién

GLS.

De manera similar, en la figura 6.6 se muestran las curvas correspondientes a los
desplazamientos horizontales u en el plano vertical central, x = 0, obtenidas me-
diante el elemento T1P1 y el elemento similar de la formulacién estabilizada GLS.
Se observa que, con la misma malla de 10 x 10 elementos, el elemento T1P1 obtie-
ne mejores resultados que el elemento similar con estabilizaciéon GLS. El resultado
obtenido por el T1P1 en esta malla basta es muy cercano al correspondiente al
obtenido con la malla de 50 x 50 elementos utilizada como referencia.

En la figura 6.7 se muestran las curvas correspondientes a la presién p en el plano
horizontal central, y = 0, obtenidas mediante el elemento T'7/P1 y el elemento similar
de la formulacién estabilizada GLS. Se observa que, con la misma malla de 10 x 10
elementos, el elemento T1PI1 estabilizado mediante el método de las sub-escalas
ortogonales obtiene mejores resultados que el elemento similar con estabilizaciéon

GLS.
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—e—T1P110x10
—m— GLS10X10
T1P1 50x50

Presion p, corte en y=0

presion |

coordenada x

Figura 6.7: Problema de flujo inducido en una cavidad. Presién p en el plano de corte
horizontal central, y = 0. Resultados para elemento T1PI y el elemento similar de la
formulacién GLS con mallas 10 x 10, comparadas con la solucién con malla de elemento

T1P1 de 50 x 50.

Sensibilidad al parametro ¢

—*—gls c=075
gls =1
—e—glsc=15

—=—gls c=10

gls c=75

presion

coordenada x

Figura 6.8: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al pardmetro de
estabilizacién. Presién p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento T'1P1 estabilizado con el método GLS con malla de 20 x 20.
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Sensibilidad al parametro c

T1P1¢=0,75
—m—T1P1c=1
—e—TIP1c=15
—+—T1P1c=10

—%*—T1P1 c=75

presion

coordenada x

Figura 6.9: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al pardmetro de
estabilizacién. Presién p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento T1P1 propuesto.

Todas las curvas anteriores de desplazamiento y presiéon se han obtenido con
el valor de ¢ = 1 en el pardmetro de estabilizacién, definido como 7 = ch?/2pu.
La sensibilidad de los resultados respecto al valor de ¢ se evalia en los siguiente
graficos, 6.8 y 6.9, para las formulaciones GLS y T1P1. En las curvas mostradas,
obtenidas con una malla de 20 x 20 elementos, se puede observar la sensibilidad de
la presién calculada en el plano y = 0 con respecto a las variaciones del pardametro c.
Como se puede apreciar, el comportamiento del elemento T1P1, estabilizado con el
método de las sub-escalas ortogonales, es bastante menos sensible a las variaciones
de este pardmetro en comparacién con el elemento similar de la formulacién GLS.
La menor sensibilidad del elemento T71P1 con respecto al valor del pardmetro de
estabilizacién es muy importante, particularmente si se tiene en cuenta que para
considerar el efecto del desarrollo de flujo pléstico en el valor del mismo es necesario
introducir algunas aproximaciones. El elemento T7P1 tiene un comportamiento
mas robusto con respecto al valor del pardmetro de estabilizacién adoptado que el
elemento estabilizado por el método GLS.
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6.1.2 Modelo de elasto-plasticidad J2
Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test)

k

— ..

o 7
e

0.75 0.50 0.75

Figura 6.10: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Datos geométricos en
mm.

El test de punzonado de Prandtl es un ejemplo que permite apreciar el fenémeno de
bloqueo de elementos estdandar en plasticidad incompresible. Este test es utilizado
por diversos autores para mostrar la eficacia de sus formulaciones en la eliminacién de
este efecto; (Wells et al., 2002), (Huerta and Fernandez-Mendez, 2001). El objetivo
es verificar que la respuesta de la formulacién estd libre de bloqueo; para este fin
el indicador que se observa es la carga limite en un proceso de compresién sobre
un espécimen. En este test se emplean los datos utilizados en la primera de éstas
referencias.

La figura 6.10 muestra los datos geométricos correspondientes al test en defor-
macién plana. Un bloque rigido se presiona contra la superficie superior del material
confinado en el recinto mostrado. Este material tiene el movimiento completamen-
te restringido tanto en la base como en las paredes laterales. El comportamiento
plédstico del material se simula mediante un modelo de plasticidad J2 perfectamen-
te plastico. Los pardmetros del material son: moédulo de elasticidad del material
E = 1,0 MPa, coeficiente de Poisson v = 0,49, tensién de fluencia oy = 0,01
M Pa.

Se ha discretizado la mitad del dominio aprovechando la simetrfa. En la figura
6.11 se muestran las mallas para el cdlculo de la curva fuerza vs. desplazamiento y
para la obtencién de la distribucién de deformacién plastica equivalente, respectiva-
mente (la discretizacion mostrada incluye el bloque rigido en la zona superior). Las
estructuras de nodos correspondientes a las mallas de cuadrildateros, utilizadas para
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Figura 6.11: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Malla estructurada

para a) el célculo de la curva fuerza vs. desplzamiento b) obtencién de la distribucién de
deformacién plédstica equivalente
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Figura 6.12: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Distribuciones de
deformacién plédstica equivalente para a) elemento (Q1P0 b) elemento propuesto T1P1
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el elemento Q1P0, son las mismas en cada caso (igual nimero de nodos y ubicacién
de los mismos). La malla estructurada empleada para la obtencién de las curvas
fuerza vs. desplazamiento se muestra en la figura 6.11 (a). El niumero de nodos
de esta malla es 255. Para la obtencién de la distribucién de deformacién pléstica
equivalente se utiliza la malla estructurada que se muestra en la figura 6.11 (b).
Esta malla tiene 2673 nodos.

En la figura 6.12 se muestran las distribuciones de deformacién pléstica equiva-
lente para un valor del desplazamiento del punto central de la superficie superior
igual a 0,04 mm. Ambas distribuciones muestran una alta concentracién de defor-
maciones en el borde de aplicacién de la carga y la correcta formacién de las bandas
de localizacién en el material.

Fuerza vs. desplazamien’

0,08

0,06 |

—*—P1-estr
——P1-no estr|
——T1P1
——Q1P0
—FP2

fuerza (N
o
o
S

0,02

0,00
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 0,10
desplazamiento (mr

Figura 6.13: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Curva fuerza vs.
desplazamiento del punto de aplicacién de la carga.

En la figura 6.13 se muestran las curvas fuerza vs. desplazamiento del punto
de aplicacién de la placa rigida, obtenida mediante el elemento triangular de la
formulacién propuesta, denominado T'71P1, los elementos triangulares estdndar li-
neal y cuadrético, denominados PI y P2 respectivamente, y el elemento Q)1P0. Se
muestran ademas los resultados ofrecidos por los elementos triangulares P1y P2 uti-
lizando una malla no-estructuradas con similar niimero de elementos que las mallas
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de tridngulos anteriores. El efecto de bloqueo de la solucién con el elemento P1 en
una malla no-estructurada se puede apreciar por la inexistencia de una carga limite
en el rango perfectamente plastico. Para el mismo elemento el efecto de bloqueo se
aminora, pero no se elimina, si se emplea una malla no-estructurada. Este efecto
se puede observar también en el ensayo de compresién profunda mds adelante. La
excesiva rigidez de este elemento se aprecia no sélo en el rango pldstico sino también
en el eldstico; esta rigidez se revela en la pendiente de la linea eldstica. Los elementos
T1P1 propuesto y Q1P0, utilizados en mallas estructuradas, muestran correctamen-
te la carga pldstica limite. Por otro lado, en una malla no-estructurada el elemento
triangular P2 también muestra correctamente el valor de la carga limite, pero tiene
la desventaja de tener un mayor nimero de grados de libertad por elemento que el
T1P1 y mayor costo computacional.

Membrana de Cook

El problema de la membrana de Cook se utiliza como referencia para mostrar la
validez de las formulaciones de elementos, tal como se puede ver en (Simo and Rifai,
1990), (Miehe, 1994), entre otros. Se trata de un problema de flexién predominante
sobre un panel de seccién variable empotrado en uno de sus extremos, ver figura
6.14.

Los datos del problema han sido tomados de (Simo and Rifai, 1990). El panel
se somete en su extremo libre a una fuerza distribuida de cizallamiento de valor
F = 1,8. Se emplea el modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2 caracteriza-
do mediante los siguientes pardametros: médulo de elasticidad E = 70, coeficiente
de Poisson v = 0.4999, limite eldstico o, = 0,243, coeficiente de endurecimiento

7/ 1F 0

44

-

Figura 6.14: Problema de la membrana de Cook.
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Figura 6.15: Membrana de Cook. Mallas deformadas de 10 elementos por lado a) de
cuarildteros Q1P0 y b) de tridngulos T1P1

isotrépico H = 0, 135.

En la discretizacién se emplean cinco mallas diferentes y se evalia la convergencia
de la formulacién en comparacion con el elemento Q1P0. En las referencias citadas
las mallas de cuadrildteros se caracterizan tipicamente por el nimero de elementos
por lado, por ejemplo 2 x 2, 5 x 5, 10 x 10, 20 x 20 y 50 x 50 elementos por lado.
En el presente caso se utiliza el mismo pardmetro caracteristico pero, tal como se ha
mencionado antes, debe tenerse en cuenta que una malla con estructura similar de
nodos pero con tridngulos en vez de cuadrildteros tiene en total el doble de elementos.

En la figura 6.15 se muestran las mallas deformadas de elementos Q1P0 y de
elementos triangulares de la presente formulacion 7T71P1. El valor del desplazamiento
de la esquina superior en funcién del nimero de elementos por lado se muestra en
la figura 6.16, tanto para el elemento triangular de la presente formulacién T1P1,
como para el elemento cuadrildtero Q1P0 y el elemento triangular de la formulacion
estdndar, P1. La figura muestra el pobre comportamiento del elemento triangular
estandar P1, debido al efecto de bloqueo de la formulaciéon de Galerkin en situaciones
incompresibles. El desplazamiento predicho por este elemento, incluso utilizando
mallas finas, estd muy por debajo del valor correcto. Se puede apreciar también que
el elemento de la formulacion estabilizada propuesta converge més rédpidamente a la
solucion que el elemento Q1P0.

En la figura 6.17 se muestran las distribuciones de presién de cada una de las
formulaciones para la malla de 50 x 50 elementos. Se puede apreciar la similitud de
los resultados ofrecidos por el elemento Q1P0 y el T1P1 de la formulacién propuesta.
Asimismo, en la distribucién de presion correspondiente al elemento estdndar P1 se
puede apreciar el severo efecto de bloqueo.
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Test de convergencia

—— P1 estandar
—=— Q1P0
——T1P1

desplazamiento (mn

elementos por lado

Figura 6.16: Problema de la membrana de Cook con modelo de plasticidad J2 incompre-
sible. Ensayo comparativo de convergencia entre el elemento triangular de la formulacién
estandar, el elemento Q1P0 y el elemento triangular de la presente formulaciéon T1P1.
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Figura 6.17: Problema de la membrana de Cook con modelo constitutivo de elasto-
plasticidad J2. Distribucién de presién con malla de 50 x 50 elementos por lado de tipo
a) cuadrildatero Q1P0, b) T1P1, tridngulo u/p estabilizado de la presente formulacién c)
P1, tridngulo estdndar.
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Compresién 2D con comportamiento eldstico compresible y régimen de
plasticidad perfecta

-—
B

Figura 6.18: Compresiéon no-homogénea en deformacién plana. Datos geométricos: L =
0,60 m, h=0,20m, a=0,20my 6 =0,012 m.

Se presenta ahora un ensayo de compresiéon no-homogénea en deformacién plana
para mostrar el efecto del bloqueo de los elementos estdndar en plasticidad y la
necesidad de tener en cuenta el efecto del desarrollo del flujo plastico en el cdlculo del
pardametro de estabilizacién. La compresion se realiza imponiendo desplazamientos
en la superficie superior del espécimen.

Las caracteristicas geométricas se muestran en la figura 6.18. Un bloque de 0, 60 x
0,20 m se somete en la zona central de 0,20 m de su parte superior a compresion
mediante la aplicaciéon de un desplazamiento 6 = 0,012 m. Las condiciones de
contorno se prescriben de manera que en la base los desplazamientos verticales son
nulos y los horizontales son libres, mientras que en toda la superficie superior los
desplazamientos horizontales son nulos. Se emplea en la simulacién del material un
modelo constitutivo elasto-pldstico J2, con régimen de plasticidad perfecta y régimen
eldstico compresible. Los pardmetros del modelo son: el médulo de elasticidad
E =1,96 x 10° M Pa, el coeficiente de Poisson en 0,3 y el limite de fluencia oy =
150 M Pa.

El dominio completo se discretiza con una malla de cuadrildteros QQ71P0 de 341
nodos y 300 elementos. Las mallas de tridngulos, 77 o T1P1, son mallas no-
estructuradas de 357 nodos y 632 elementos. El desplazamiento prescrito total se
aplica en 30 pasos.
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Figura 6.19: Compresién no-homogénea en deformacién plana. Distribuciones de defor-
macién pldstica equivalente correspondiete a a) elemento triangular estdndar P1 b) ele-
mento QI1P0 c¢) y d) elemento T1P1 sin y con correccién de médulo de cizallamiento en el
pardmetro de estabilizacién, respectivamente. Distribuciones de presién correspondientes
a e) elemento triangular estdndar P! f) elemento Q1P0 g) y h) elemento T1P1 sin y con
correccién de médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacién, respectivamente.
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En la figuras 6.19 se muestran las distribuciones de deformacién pléstica equiva-
lente, figuras (a)-(d), y las distribuciones de presién, figuras (e)-(h), correspondientes
al elemento triangular estdndar P1, el elemento Q1P0 y dos distribuciones corres-
pondientes al elemento T7P1, una de ellas sin considerar el efecto de desarrollo del
flujo plastico en el médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacion, y la
otra con la aproximacién propuesta en este trabajo. En la figura 6.19 (a) se puede
observar que el elemento P1 no es capaz de captar correctamente el efecto de loca-
lizacién de las deformaciones pldsticas; en las figuras (b), (¢) y (d) se observa que el
elemento Q1P0 y el elemento T1P1, tanto si se considera o no la aproximacion al
efecto del flujo pléstico en el médulo de cizallamiento, s logran captar el efecto de la
localizacién de deformaciones pldsticas. Incluso se puede apreciar en este aspecto un
comportamiento del elemento T1P1 superior al del Q1P0. La figura 6.19 (e) mues-
tra la distribucién de presién que ofrece el elemento estdndar. En ésta se aprecia
el efecto de bloqueo del elemento. Puesto que en régimen eldstico el material tiene
comportamiento compresible, el bloqueo en este caso es atribuible completamente
al desarrollo de deformaciones plésticas, que de acuerdo con la hipétesis de los mo-
delos de plasticidad J2 éstas son isocdricas. La figura (f) muestra la distribucién
obtenida por la malla de elementos Q)1P0. Como se puede apreciar, la respuesta
no sufre el efecto de bloqueo. La figura (g) muestra la distribucién de presiéon que
ofrece el elemento T1P1 cuando no se tiene en cuenta el efecto del flujo plédstico en
el pardmetro de estabilizacién. La figura (h) muestra la distribucién de presién que
ofrece el elemento T1P1 con la aplicacién de la aproximacién propuesta al médulo
de cizallamiento en régimen pldstico. En comparacién con la respuesta que ofrece
el elemento Q1P0, se puede apreciar que la respuesta del elemento T1P1 permite
captar mejor las zonas de concentracién de presiones. Se percibe cierta sensibilidad
a la orientacién de los elementos en las distribuciones obtenidas, puesto que el andli-
sis se ha realizado con mallas bastas y, en el caso de los elementos triangulares, con
mallas bastas no estructuradas.

Bloque 3D sometido a compresiéon con régimen de plasticidad perfecta

El comportamiento de la presente formulacién se evalia finalmente en el caso tridi-
mensional. Un bloque de acero de 0,3 x 0,3 x 0,2 m se somete a una presiéon de
compresién de 1,0x 10* M Pa en la superficie superior, sobre un drea de 0,14 x 0, 14
m. Se ha considerado un comportamiento elasto-plastico perfecto con médulo de
elasticidad £ = 2,0 x 10° M Pa, limite eldstico o, = 150 M Pa, junto con la condi-
cién de incompresibilidad establecida mediante el coeficiente de Poisson v = 0, 4999.

Se comparan los resultados obtenidos por el Q1P0 en una malla de 15 x 15 x 10
hexaedros y por la presente formulacién en una malla no estructurada de tetraedros
de 15 x 15 x 10 nodos por lado.
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En las figuras 6.20 y 6.21 se muestran respectivamente la deformacién y la dis-
tribucién de presiones sobre una seccién de la configuraciéon deformada. Se puede
apreciar la similitud en las respuestas en deformaciones y en tensiones ofrecidas por
cada el elemento T1P1 y el Q1P0.
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Figura 6.20: Ensayo de compresién 3D con modelo elasto-pléstico J2. Mallas deforma-
das: a) malla de hexaedros de la formulacién Q1P0 b) malla de elementos tetraédricos
estabilizados T1P1.
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Figura 6.21: Ensayo de compresién 3D con modelo elasto-pldstico J2. Distribuciones de
presién correspondientes a a) Q1P0 b) T1P1
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6.2 Ensayos en grandes deformaciones

Se presentan a continuacién los ensayos en grandes deformaciones; se consideran
ensayos con modelos elédsticos y con un modelo de elasto-plasticidad J2. Los ensayos
elésticos se realizan con un modelo de hiperelasticidad y un modelo de elasticidad
en direcciones principales. Se presentan ensayos con elasticidad tanto compresible
como incompresible. Se presenta un test de convergencia en forma comparativa en
funcién del refinamiento de la malla para un material hipereldstico compresible en
un ensayo de compresion no-homogénea. En un ensayo similar se compara el com-
portamiento del elemento T7P1 con el elemento ()1P0 en elasticidad incompresible
en deformacién plana. Se presenta también un ensayo de compresién en 3D, tan-
to en elasticidad compresible como incompresible. Entre los ensayos con modelos
de elasto-plasticidad se consideran también materiales con régimen eldstico tanto
compresible como incompresible. Se exploran de manera mas detallada aspectos del
comportamiento del elemento T71P1. Se realizan ensayos en 2D y 3D y se comparan
en cada caso el comportamiento y el costo computacional del elemento T1P1 y el
elemento ()1P0. En un ensayo 2D se muestra la sensibilidad de la respuesta con
respecto al coeficiente del pardmetro de estabilizaciéon. En un ensayo en compresion
3D se muestra la necesidad de corregir el pardmetro de estabilizacién en funcién del
desarrollo de flujo plédstico en problemas con grandes deformaciones plésticas y la
efectividad de la correccién propuesta en este trabajo.

6.2.1 Modelos de elasticidad
Compresién 2D con modelo hiper-elastico

El ensayo de compresiéon no-homogénea, presentado en (Reese et al., 1999) y (Reese
and Wriggers, 2000), se utiliza para mostrar el comportamiento de la presente formu-
lacién. Este es un ensayo con carga de presién aplicada al espécimen. Se obtendréan
las curvas de convergencia al valor del desplazamiento en funcién al refinamiento de
la malla para el elemento T1P1 y los elementos estandar y Q1P0.

Las caracterfsticas geométricas se muestran en la figura 6.22. Se comprime el
espécimen mediante una presién de compresion aplicada sobre la zona central de
la superficie superior. Las cargas se miden mediante el factor de carga nu = p/py,
relativo a una carga de referencia py = 10 N/mm? (esta presion se considera aplicada
sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se prescriben de manera
que en la base los desplazamientos verticales son nulos y los horizontales son libres,
mientras que en la zona central superior los desplazamientos horizontales son nulos.

En este ensayo se ha considerado un modelo constitutivo hipereldstico Neo-
Hooke, el mismo empleado en la explicacién de la formulacién en el capitulo 5,
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o
o

Figura 6.22: Ensayo de compresién no-homogénea 2D. Datos geométricos L = 20 mm,
a=h =10 mm.

con médulo de elasticidad E = 2,085 x 105 Pa y coeficiente de Poisson v = 0, 3. La
expresion de las tensiones del modelo es:

T =K[JU (J)]1+ pdev [b] (6.4)

donde U (J) =3 [InJ ]?, b es la componente isocérica del tensor izquierdo de Cauchy-
Green; K y p son el médulo de compresibilidad y el médulo de cizallamiento corres-
pondientes, respectivamente.

-

il

Figura 6.23: Test de compresién no-homogenea. Modelo hipereldstico Neo-Hooke. Malla
de 8 elementos sobre la altura del bloque deformada. Factor de carga aplicado v = 40.

Se aplican factores de carga de nu = 20, 40 y 60 y se evalia el porcentaje de
compresiéon, medido en el punto central de la superficie superior como la relacién
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Estudio de convergencia
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Figura 6.24: Estudio de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Compa-
racién de la relacién de compresién (evaluada en el punto central superior) obtenida por
los elementos @1, Q1P0 y T1P1 para diferentes factores de carga.

entre la altura deformada y la altura original de 10 mm. Se comparan los elementos
cuadrildteros @)1 estdndar y QQ1P0 con el elemento triangular T771P1, empleando
mallas estructuradas de 4, 8, 16 y 32 elementos sobre la altura del bloque para
discretizar el dominio completo.

La figura 6.23 muestra la malla deformada de 8 nodos sobre la altura del bloque
sometida a un factor de carga de nu = 40 y el correcto patrén de deformacién, exento
de modos de deformacién espurios. En la figura 6.24 se muestra el resultado del test
comparativo de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Los resultados
indican la similitud entre los resultados ofrecidos por el elemento T1P1 propuesto y
los elementos Q1 y Q1P0 en grandes deformaciones. Ademads, se aprecia que todos
ellos, incluso el estdndar PI, tienen buen comportamiento en el caso compresible
(coeficiente de Poisson v = 0, 3).

Compresiéon 2D con modelo eldstico en direcciones principales

Este es un ensayo de compresién en el que se imponen desplazamientos en la su-
perficie superior del espécimen. El material eldstico en este caso es incompresible
y su comportamiento se simula mediante un modelo constitutivo diferente al citado
como referencia en la explicaciéon de la formulacién en el capitulo 5 (utilizado en el
ejemplo anterior).

Las caracteristicas geométricas son similares a las del ensayo de compresiéon con
desplazamiento aplicado en deformaciones infinitesimales, es decir, el espécimen es
de dimensiones 0,60 x 0,20 m. Las condiciones de contorno también son las mis-
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mas; es decir, se prescriben nulos los desplazamientos verticales en la base y en
la superficie superior se prescriben nulos los desplazamientos horizontales. En este
caso, el desplazamiento con el que se comprime la zona central superior es de 0, 08
m.

El modelo constitutivo utilizado es el modelo de elasticidad en direcciones prin-
cipales propuesto en (Simo, 1991). Los pardmetros del material son el médulo de
elasticidad E = 1,96 x 10°> M Pa, el coeficiente de Poisson v = 0,4999 y el limite de
fluencia oy = 150 M Pa.

En la figura 6.25 se muestran las mallas deformadas de cuadrilateros Q1P0, de
341 nodos y 300 elementos, y de tridngulos T1P1, de 357 nodos y 632 elementos, res-
pectivamente. Las distribuciones de presion y de tension de Von Mises se muestran
en las figuras 6.26 y 6.27, respectivamente.

VAN

Figura 6.25: Ensayo de compresién no-homogénea. Mallas de a) elementos Q1P0 b)
elementos T'1P1

Se observa la similitud entre los resultados ofrecidos por el elemento Q1P0 y
el elemento propuesto T7P1. También se puede apreciar como el elemento T1P1
capta mejor que el elemento Q1P0 las zonas de concentracién de tensiones. Por
otro lado, en la malla deformada del elemento ()1P0 se percibe una tendencia leve
a desarrollar el efecto de hourglassing en la superficie superior.
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PRESSURE
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-1.8627e+11
-2.206e+11

Figura 6.26: Ensayo de compresién no-homogénea. Distribuciones de presién correspon-
dientes a malla de elementos a) Q1P0 b) T1P1
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Figura 6.27: Ensayo de compresién no-homogénea. Distribuciones de tensién de Von
Mises correspondientes a malla de elementos a) Q1P0 b) T1P1
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Bloque sometido a compresién 3D

Se presentan ahora un ensayo de compresién con la finalidad de mostrar el compor-
tamiento del elemento de la formulacién propuesta en el caso tridimensional. Un
bloque de acero de dimensiones 0,85 x 0,85 x 0,6 m se comprime por su parte su-
perior. Se impone un desplazamiento del 15% con respecto a su altura original. La
figura 6.28 (a) muestra la vista exterior de la cuarta parte del dominio discretizada
con una malla de tetraedros. Las condiciones de contorno se han prescrito en las
bases superior e inferior de manera que los movimientos en el plano horizontal estédn
completamente restringidos. Las condiciones en las caras interiores se han prescrito
en funcién de las condiciones de simetria. Se emplea el modelo constitutivo eldstico
en direcciones principales de (Simo, 1991), tanto en condicién compresible como
incompresible.

Figura 6.28: Ensayo 3D de compresién. a) Malla sobre la configuracién de referencia y
b) malla deformada.

Material eldstico compresible Se realiza un primer ensayo con un material
eldstico compresible, cuyo médulo de elasticidad es E = 1,96 x 10° M Pa y coeficiente
de Poisson v = 0, 33. En la figura 6.29 se muestran las distribuciones de la presion,
sobre la cuarta parte del dominio con las mallas de elementos triangulares estandar,
cuadrilateros Q1P0 y de dos mallas de elementos T'1P1 de la formulacién propuesta
con coeficientes ¢ = 1 y ¢ = 10, respectivamente. Para cada una de las mallas de
elementos se presenta una vista de la zona interior y otra de la zona exterior del
bloque en la configuraciéon de referencia. Como se puede apreciar, existe similitud
entre todos los resultados. En este caso, incluso el elemento estdndar ofrece buen
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resultado, pues el material es compresible y, por lo tanto, no hay efecto de bloqueo.
En comparacioén con el elemento tridimensional de la formulacién Q1P0, el elemento
estandar es mds sensible a la concentracion de tensiones que se produce en los bordes
superior e inferior de las bases horizontales. El elemento tetraédrico T1P1 conc =1
presenta el efecto de los bordes de las bases de manera maés localizada que con el
valor de ¢ = 10. Los resultados en este tltimo caso son muy similares a los ofrecidos

por el Q1P0.
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Figura 6.29: Test de compresién con modelo eldstico compresible. Distribucién de pre-
sién. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular esténdar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante ¢ = 1 d)
elemento T1P1 ¢ =10
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Material eldstico incompresible Se realiza el mismo ensayo anterior con un
material eldstico incompresible, cuyo médulo de elasticidad es E = 1,96 x 10° M Pa
y coeficiente de Poisson v = 0,4999. En la figura 6.30 se muestran las distribuciones
de la presion para las mallas de referencia de elementos triangulares estdndar, cua-
drilateros QQ1P0 y de dos mallas de elementos T1P1 de la formulacién propuesta con
coeficientes ¢ = 1 y ¢ = 10, respectivamente. Como se puede apreciar, en este caso
el elemento estdndar no ofrece buen resultado, pues el material es incompresible y
presenta el efecto de bloqueo. El elemento tridimensional de la formulacién Q1P0 y
el elemento tetraédrico T'1P1 no presentan este efecto y ofrecen resultados similares,
aunque nuevamente se observa que el elemento T1P1 con ¢ = 1 presenta el efecto
de los bordes de las bases de manera més localizada que con el valor de ¢ = 10;
los resultados en este ltimo caso son més similares a los ofrecidos por el elemento
Q1PO0.

PRESSURE
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-1 56032410 (b)
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-1.8361e+10
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Figura 6.30: Test de compresién con modelo elastico incompresible . Distribucién de
presién. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular estdndar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante ¢ = 1 d)
elemento T1P1 ¢ =10
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6.2.2 Modelo de elasto-plasticidad J2

Compresién en deformacién plana

Se realiza un ensayo de compresion con carga de presion aplicada sobre un espécimen.
Las caracteristicas geométricas son las mostradas en la figura 6.31. La presién sobre
la zona central de 10 mm de su parte superior es de 200 N/mm? (se considera
aplicada sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se prescriben de
manera que en la base los desplazamientos verticales son nulos y los horizontales
son libres, mientras que en la zona central superior de aplicacién de la carga los
desplazamientos horizontales son nulos. La carga prescrita total se aplica en 40
pasos. Se presentan a continuacién dos ensayos empleando el modelo elasto-pléstico
en direcciones principales de (Simo, 1992), uno con comportamiento en régimen
eldstico incompresible y el otro con régimen eldstico compresible, con la finalidad de
mostrar el buen comportamiento del elemento en ambas situaciones.

o
-

Figura 6.31: Ensayo de compresién profunda no-homogenea 2D. Datos geométricos L =
20 mm, a = h = 10 mm.

Elasto-plasticidad con régimen elastico incompresible Se realiza un ensayo
empleando el modelo elasto-plastico J2 en direcciones principales, presentado en
(Simo, 1992). Los pardmetros del modelo en este caso son: el médulo de elasticidad
E = 2,65 x 10° Pa, el coeficiente de Poisson 0,4999, el limite de fluencia oy =
1,45 x 10° Pa y el coeficiente de endurecimiento lineal H = 2,55 x 10° Pa.

El resultado del ensayo sobre el material elasto-plastico incompresible utilizando
una malla estructurada de elementos triangulares estdndar P1 se muestra en la figura
6.32. La deformacién poco realista de la malla es debida al efecto de bloqueo de estos
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Figura 6.32: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico J2
con régimen eldstico incompresible. Malla estructurada de elementos P1 estdndard.

By, N

e

Figura 6.33: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico
J2con régimen eldstico incompresible. Malla no-estructurada de elementos P1 estdndard.

elementos en situaciéon incompresible. También se puede observar en la geometria
deformada la influencia de la orientacién de los elementos en la malla. Efectivamente,
el problema planteado tiene un eje de simetria vertical, tanto geométrico como de
cargas; sin embargo, la malla estructurada empleada para discretizar todo el dominio
es asimétrica con respecto a este eje. La deformacién obtenida estd claramente
influenciada por este factor. En la figura 6.33 se muestra la geometria deformada que
se obtiene empleando los mismos elementos P con una malla no estructurada. En
este caso se puede apreciar gra ficamente que el efecto de bloqueo se alivia en cierta
medida al utilizar mallas no estructuradas, pero no se elimina. En comparacién
con el resultado obtenido con la malla estructurada, es claro que no existe en la
deformaciéon una orientacién preferente debida a la orientacién de los elementos.

La figura 6.34 muestra la distribuciéon de presién obtenida con la malla no-
estructurada de elementos estdandar P1. El patrén de distribuciéon de presiones
muestra también el efecto de bloqueo de la formulacién.

La formulacién mixta con interpolacién independiente del campo de presién ado-
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Figura 6.34: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plastico
J2 con régimen eldstico incompresible. Distribucién de la presién. Resultado obtenido
empleando malla no-estructurada de elementos P1 estdndard.
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Figura 6.35: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico J2
con régimen eldstico incompresible. Distribucién de la presién. Resultado obtenido con
malla no-estructurada de elementos mixtos u/p no estabilizados.
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Figura 6.36: Test de compresiéon profunda no-homogenea con material elasto-plastico J2
con régimen elédstico incompresible. Malla estructurada de elementos triangulares T1P1

deformada.
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Figura 6.37: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico J2
con régimen elédstico incompresible. Malla estructurada de elementos cuadrildteros Q1P0

deformada.
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lece del efecto de inestabilidad de la presion al utilizar interpolaciones de igual orden
de desplazamiento y presion, por ejemplo lineales y continuas. Se muestra en la fi-
gura 6.35 la distribucién de la presién obtenida por un elemento triangular u/p de
este tipo con estas interpolaciones y sin estabilizar. Como se puede apreciar, la
distribucién tiene un patrén no-realista; por ejemplo, a lo largo del eje vertical se
alternan valores extremos méximos y minimos, que pueden interpretarse como picos
de presién positivos y negativos en zonas muy proximas. Este efecto se asocia a
la presencia en esa zona de gradientes de presiéon sumamente altos. Este fenémeno
pone de manifiesto la necesidad de un método de estabilizacién para obtener una
respuesta estable de presién a partir de un elemento mixto u/p con interpolaciones
lineales.

La figura 6.36 muestra la malla estructurada deformada de elementos propuestos
T1P1 estabilizados. La estructura de esta malla tiene 16 elementos sobre la altura
del bloque y el doble sobre la base. Este y los resultados que se muestran a con-
tinuacién corresponden al pardmetro de estabilizacién 7 = ch?/2u/, calculado con
c = 0,5. Se puede apreciar un patrén de deformacién natural, que practicamente no
estd influenciado por el efecto de orientacién de la malla respecto al eje de simetria,
a diferencia de lo que ocurria al utilizar elementos estdandar. M&s adelante se mos-
trard la sensibilidad de los resultados respecto al coeficiente ¢ y la influencia de la
estructuracion de la malla. La malla estructurada de cuadrildteros Q1 P0 deformada
se muestra en la figura 6.37. Esta malla tiene 16 elementos sobre la altura del bloque
y la misma estructura de nodos que la anterior.

Las figuras 6.38, 6.39 y 6.40 muestran distribuciones de presién, tensiéon de Von
Mises e indice de plasticidad (relacién entre la tensiéon de Von Mises y la tensién
de fluencia), respectivamente. En cada de una de ellas se muestran los resultados
obtenidos con elementos T1PI y con elementos ()1P0, empleando mallas de 16 y
32 elementos sobre la altura del bloque en cada caso. Como se puede observar, los
resultados obtenidos con estos elementos son similares; incluso, se puede apreciar
en la respuesta en presién obtenida con la malla basta con el elemento T1PI1 su-
perioridad con respecto al QQ1P0. Las distribuciones obtenidas mediante la malla
basta de tridngulos permiten advertir una leve influencia del efecto de la estructura
asimétrica de la malla.
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Figura 6.38: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plédstico
J2 con régimen eldstico incompresible. Distribucién de la presiéon. Resultados obtenidos
empleando mallas estructuradas caracterizadas por el nimero de elementos sobre la altura:
a) 16 elementos T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1PI1. d) 32 elementos
Q1P0O
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Figura 6.39: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico J2
con régimen elastico incompresible. Distribucién de la tensién de Von Mises. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por el nimero de elementos sobre
la altura: a) 16 elementos T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1P1. d) 32
elementos Q1P0.
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Figura 6.40: Test de compresiéon profunda no-homogenea con material elasto-plastico J2
con régimen eldstico incompresible. Distribucién del indice de plasticidad (relacién entre
la tensién de Von Mises y la tension de fluencia). Resultados obtenidos empleando mallas
estructuradas caracterizadas por el mimero de elementos sobre la altura: a) 16 elementos
T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1P1. d) 32 elementos Q1P0.
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Figura 6.41: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pléstico
J2 con régimen eldstico incompresible. Malla no-estructurada de elementos triangulares
T1P1 deformada.

En la formulacién del elemento T1P1 la condicién de incompresibilidad se satis-
face en forma débil. En este ensayo en grandes deformaciones se realizé al respecto
una verificacién de la conservacién del volumen. Esta se puede llevar a cabo obser-
vando los valores de deformacién volumétrica y verificando el drea de una parcela
de elementos deformados y comparandola con el drea original. Los errores que se
verificaron sobre un patch de 4 elementos no superaron el 1%.

Una malla no estructurada de tridngulos comparable, en nimero de nodos y
elementos a la malla estructurada de 16 elementos sobre la altura del bloque se
muestra en la figura 6.41. El mismo ensayo empleando esta malla no-estructuradas.
Las distribuciones obtenidas con esta malla resultan similares a las correspondientes
a la malla estructurada.

Se realiz6 una comparacién de la sensibilidad del elemento a la variacién de la
constante ¢ del pardmetro de estabilizacién empleando mallas estructuradas y no-
estructuradas. FEn las figuras 6.42 y 6.43, correspondientes respectivamente a la
malla estructurada y a la no-estructurada, se muestran las distribuciones de presién
para diferentes valores de la constante ¢ del pardmetro de estabilizacién de 0, 1, 0, 25,
0,5, 1. Aunque en principio se observa similitud entre las respuestas, se aprecia sin
embargo un leve deterioro de la solucién en el caso de la malla estructurada para el
valor de 0,1. El efecto de este deterioro en la malla estructurada va asociado a la
pérdida de la simetria del patrén de las deformaciones de los elementos en la malla
estructurada. En el caso de la malla no-estructurada la respuesta practicamente no
se deteriora en ninguno de los casos mostrados.
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Figura 6.42: Sensibilidad de la presiéon con respecto a la variacién de la constante c
del pardmetro de estabilizacién. Resultados obtenidos con mallas estructuradas de 16
elementos T'1P1 sobre la altura, para valores c de a) 0,1 b) 0,25 ¢) 0,5 d) 1.
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Figura 6.43: Sensibilidad de la presién con respecto a la variacién de la constante c
del pardmetro de estabilizacién. Resultados obtenidos con mallas no-estructuradas de 16
elementos T'1P1 sobre la altura, para valores ¢ de a) 0,1 b) 0,25 ¢) 0,5 d) 1.
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TiP1 | Q1P0
Resoluciéon de ecuaciones | 19,06 | 7,58
Matriz tangente 43,79 | 43,47
Fuerzas residuales 21,27 | 32,67
Otras operaciones 15,88 | 16,28

Tabla 6.2: Porcentajes de tiempo por operacién de los elementos T1P1 y Q1P0 (para el
problema 2D presentado los tiempos totales son similares)

Elasto-plasticidad con régimen eldstico compresible Los pardmetros del mo-
delo en este caso son los mismos que en el caso anterior, salvo el coeficiente de Pois-
son, v = 0, 35. En las figuras 6.44, 6.45, 6.46 y 6.47 se muestran las distribuciones de
desplazamientos, presién, tensién de Von Mises e indice de plasticidad (la relacién
entre la tensién de Von Mises y la tensién de fluencia), respectivamente, obtenidas
con elementos T1P1 y Q1P0. Se aprecia, también en este caso, la similitud de las
distribuciones obtenidas por ambos elementos.

Finalmente, en la serie de ensayos 2D se compararon los tiempos totales de CPU,
empleados por cada elemento en las operaciones de ensamblaje de matriz tangente,
resolucién de ecuaciones, célculo de fuerzas residuales, y demés operaciones. Dada
la similitud de resultados la comparacién de costo computacional entre estos dos
elementos sera indicio de cudl es més eficaz en este caso. Por ejemplo, en el caso del
problema elasto-plastico incompresible con la carga aplicada en 40 pasos los tiempos
de CPU fueron similares, con la malla de 16 elementos sobre la altura: 10 segundos
y 11 segundos para el T1P1 y el QQ1P0, respectivamente. Se observé también simili-
tud en los tiempos cuando se modificé el nimero de pasos de carga; por ejemplo, al
realizar el ensayo con material elasto-pléastico o al realizar el ensayo con el modelo
hiperelastico Neo-Hooke con 20 pasos de carga. Se debe indicar que se empleé un al-
goritmo de solucién de sistemas de ecuaciones directo y que el cédigo computacional
del elemento implementado tiene algunas operaciones optimizadas especificamente
para elementos triangulares y tetraédricos, basdandose, por ejemplo, en el hecho de
que las derivadas de las funciones de forma de este elemento son constantes. En la
tabla 6.2 se muestra la comparacién de porcentajes de tiempo por operacién entre los
elementos T1P1 y (1P0. El mayor nimero de variables que involucra el elemento
T1P1 se ve reflejado en el mayor tiempo requerido para la resolucién de ecuaciones.
Por el contrario, el tiempo de cédlculo de las fuerzas residuales resulta menor para
el T1P1, mientras que el tiempo de calculo y ensamblaje de la matriz tangente es
similar en ambos casos.
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Figura 6.44: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico J2
con régimen eldstico compresible. Distribucién de los desplazamientos verticales. Resul-
tados obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la
altura: a) elementos T1P1. b) elementos Q1P0.
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Figura 6.45: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plastico
J2 con régimen eldstico compresible. Distribucién de la presién. Resultados con mallas
estructuradas del6 elementos sobre la altura: a) T1P1. b) Q1PO0.
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Figura 6.46: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-plastico J2
con régimen elédstico compresible. Distribucién de la tensién de Von Misses. Resultados

obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la altura:
a) elementos TI1P1. b) elementos Q1P0.
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Figura 6.47: Test de compresién profunda no-homogenea con material elasto-pldstico
J2 con régimen eldstico compresible. Distribucién del indice de plasticidad. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la altura:
a) elementos TI1P1. b) elementos Q1P0.
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Bloque 3D sometido a compresién

Se realiza el mismo ensayo sobre un bloque 3D sometido a compresién presentado
antes con material eldstico. Se considera un material elasto-pldstico con régimen
de elasticidad compresible, cuyo médulo de elasticidad es E = 1,96 x 10> M Pa,
coeficiente de Poisson v = 0, 33, limite eldstico o, = 150 M Pa y endurecimiento con
saturacién exponencial cuyos pardmetros son: tension limite de saturacién o, = 180
M Pa y exponente 0,7. Se debe observar que la condicién prescrita en las bases,
movimientos horizontales nulos en ambas, es sumamente restrictiva, particularmente
en situacion cuasi-incompresible para elementos tetraédricos, pues en ese caso cada
elemento que tiene una cara en las bases tiene un sélo nodo con posibilidad de
movimiento que estd restringido a tomar posiciones que preserven el volumen.

En la figura 6.48 se muestran, sobre la cuarta parte del dominio, las distribuciones
de la presién para las mallas de elementos triangulares estdndar, cuadrildteros Q1.P0
y de cuatro mallas de elementos T'1P1 de la formulacién propuesta con coeficientes
c =17y c = 10, respectivamente y, en cada uno de estos casos, dos resultados que
permitan observar el efecto de la variaciéon del médulo de cizallamiento en grandes
deformaciones plésticas en el cdlculo del pardmetro de estabilizacién. Las figuras
(c) y (d) presentan los resultados obtenidos sin tener en cuenta este efecto, mientras
que las figuras (e) y (f) muestran los resultados consideréndolo de acuerdo con la
aproximacién del médulo secante propuesta en este trabajo. Se puede apreciar en
la figura (a) que el elemento estdndar no ofrece un buen resultado en este caso,
pues si bien el material es compresible en rango eléstico el desarrollo de grandes
deformaciones pldsticas origina el bloqueo de este elemento. El elemento tridimen-
sional de la formulacién Q1P0 ofrece un resultado libre de bloqueo también en esta
situacién. El elemento tetraédrico T1P1, en la figura (c), con ¢ = 1 sin considerar
el efecto del médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizaciéon presenta un
comportamiento muy pobre; el efecto de inestabilidad de la presién se aprecia en el
patrén de distribucién, con presencia de altas y bajas presiones en zonas muy proxi-
mas, asociadas a grandes gradientes de deformacién. Esto ocurre de manera similar,
aunque menos severa, con el valor de ¢ = 10, como se aprecia en la figura (d). Si se
acepta como razonable una incertidumbre respecto al valor de la constante ¢ de un
orden de magnitud, en funcién a factores como el tipo de problema, la dimensién
del problema, etc., claramente, el empobrecimiento del efecto estabilizador no es
atribuible a una eleccién incorrecta del valor de la constante ¢ del pardmetro de es-
tabilizacion. El efecto estabilizador mostrado en estos casos no es el correcto debido
a que no se ha considerado el efecto de disminucién del médulo de cizallamiento en
régimen plastico. Esta reduccién puede alcanzar varios érdenes de magnitud, por lo
que es necesario establecer el pardmetro de estabilizacién en funcién del desarrollo
del flujo pléstico. En las figuras (e) y (f) se muestran las distribuciones obtenidas
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TiP1 | Q1P0
Resoluciéon de ecuaciones | 83,86 | 86,45
Matriz tangente 11,39 9,41
Fuerzas residuales 3,40 2,93
Otras operaciones 1,35 1,26

Tabla 6.3: Porcentajes de tiempo por operacién de los elementos T1P1 y Q1P0 (para el
problema 3D presentado el tiempo de CPU es 40 % mayor con elementos T1P1 que con
Q1P0)

utilizando la aproximacién propuesta para estimar el efecto del desarrollo del flujo
plastico en el médulo de cizallamiento en el pardmetro de estabilizacién. Estas dis-
tribuciones presentan un comportamiento estabilizado de la presién, y son similares
a la correspondiente al elemento (Q1P0; en particular, la distribucién obtenida para
¢ = 10, aunque el resultado que ofrece el elemento T71PI con ¢ = 1 capta mejor las
zonas de concentracién de tensiones. La comparacion con las figuras (e) y (f) revela
la importancia de considerar el efecto del médulo de cizallamiento en el régimen
plastico al estimar el pardmetro de estabilizacién.

Para la solucion del sistema de ecuaciones de los problemas se utilizé un algoritmo
directo. En los problemas en 3D presentados, en los que se ha empleado mallas de
1050 nodos, el tiempo total de CPU es del orden de 40% mayor para el elemento
T1P1 que para el elemento Q1P0. La distribucién de tiempos entre las operaciones
se muestra en la tabla 6.3. El tiempo invertido en la resoluciéon de ecuaciones es
cercano al 85% en ambos casos. El mayor tiempo de CPU empleado por el elemento
T1P1 corresponde al mayor niimero de grados de libertad por nodo que tiene en
comparacién con el elemento QQ1P0.
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Figura 6.48: Test de compresién con modelo elasto-pldstico compresible . Distribucién
de presién. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de
a) elemento triangular estdndar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante ¢ = 1
d) elemento T1PI ¢ = 10 e) elemento T1P1 con constante ¢ = 1 con aproximacién al
moédulo de cizallamiento f) elemento T7P1 con ¢ = 10 con aproximacién al médulo de
cizallamiento.



Capitulo 7

Conclusiones

7.1 Sintesis

El objetivo planteado en este trabajo es el desarrollo de una formulacién eficiente de
elementos de bajo orden, capaz de abordar el problema de incompresibilidad en me-
cénica sélidos. Los elementos estdndar de bajo orden reunen varios de los requisitos
para la utilizacion en aplicaciones practicas, pero presentan bloqueo en situaciones
incompresibles; la alternativa ante esta dificultad es la formulacién mixta del proble-
ma. La estabilidad de los elementos mixtos depende de la compatibilidad entre los
campos de interpolacién involucrados. La condicion matemédtica que expresa esta
restriccion es conocida como la condicién de estabilidad de Ladyzhenskaya-Babuska-
Brezzi o LBB. Los elementos mixtos de desplazamientos y presién, u/p, de igual
orden de interpolacién no satisfacen esta condicién y, por lo tanto, presentan pro-
blemas de estabilidad, que se manifiestan en la falta de control sobre la presién.
La viabilidad de estos elementos mixtos requiere la aplicacién de un método de
estabilizacion. El método de estabilizaciéon que sirve de marco para el diseno de
los elementos propuestos en este trabajo se basa en el concepto de las sub-escalas,
particularmente en las sub-escalas ortogonales (OSGS). Desde el punto de vista del
método, las inestabilidades numéricas de ciertas formulaciones tienen origen en el he-
cho de no tener en cuenta en las ecuaciones de balance los efectos de las componentes
de la solucién no resueltas, denominadas sub-escalas. El concepto de las sub-escalas
ortogonales propone que el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos es el
espacio natural para la busqueda de las sub-escalas de la solucién. El método de
estabilizacion elude la condicién LBB y permite obtener elementos con interpola-
ciones de igual orden en los campos de desplazamientos y presién (o componente
media de las tensiones).

197
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7.2 Conclusiones

Las principales conclusiones del trabajo se pueden resumir brevemente en los si-
guientes puntos:

e Se ha desarrollado, implementado y validado una formulacién de elementos
finitos adecuada para abordar el problema de incompresibilidad tanto en el
rango de pequenas deformaciones como en el rango de grandes deformaciones
en mecdnica de sélidos, apta para aplicaciones con modelos constitutivos de
elasticidad y plasticidad J2.

e Los elementos desarrollados son elementos mixtos estabilizados, mediante el
método de las sub-escalas ortogonales OSGS, tienen interpolaciones de los
campos de desplazamientos y presién u/p lineales y continuas entre elemen-
tos. Estos elementos tienen bajo costo computacional, presentan muy buen
comportamiento en situaciones generales y son robustos; por lo tanto, resul-
tan competitivos con otras formulaciones conocidas, tales como la del elemento
Q1P0 y la de deformaciones mejoradas, EAS.

e La formulacién desarrollada se puede aplicar tanto a elementos hexaédricos
como a elementos tetraédricos (cuadrildteros y tridngulos en problemas en 2
dimensiones). Los elementos tetraédricos lineales desarrollados son de interés
practico para su utilizacién en aplicaciones industriales, debido a que la forma
geométrica tetraédrica posibilita la generacién de mallas sobre configuraciones
geométricas complejas, como las que se encuentran frecuentemente en estas
aplicaciones. Esta es una ventaja de los elementos propuestos con respecto a
otras formulaciones aplicables especificamente a formas hexaédricas (o cuadri-
lateras), tales como la formulacién de deformaciones de mejora (EAS), y al
elemento Q1P0.

e Los elementos desarrollados presentan ventajas en comparaciéon con otras for-
mulaciones estabilizadas desarrolladas en mecénica de sélidos basadas en el
método GLS. Efectivamente, los elementos propuestos se desarrollan en el
marco del método de las sub-escalas ortogonales; como resultado de ello son
mads precisos, robustos y exhiben menor sensibilidad al pardmetro de estabili-
zacion.

e Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos presentan una
ventaja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, en
virtud de la presencia del término de proyeccién del gradiente de presion,
la solucién exacta de la ecuacion diferencial del problema es solucién de las
ecuaciones que resuelven los elementos lineales estabilizados por el método de
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las sub-escalas ortogonales. Los elementos lineales de la formulacién GLS no
cumplen esta condicién, que es més estricta que la definicién de consistencia.

e Se ha verificado que los elementos propuestos cumplen satisfactoriamente la
condicién de conservacion del volumen en situacién incompresible. En esta for-
mulacion la condicién de incompresibilidad se impone en forma global (débil).
Por contra, en el elemento (Q1P0 esta condicién se impone en cada elemento,
lo que en situaciones extremas puede originar en este elemento patrones de
deformacién conocidos como hourglassing.

e La matriz asociada a este sistema es simétrica, pero no es definida positi-
va. Por esta razon, al abordar la solucién por métodos de solucién iterativos
no es aplicable el método de los gradientes conjugados, por ejemplo, y debe
considerarse el uso de un método mas general, tal como el GMRES o una ver-
sién especifica para matrices simétricas, como el MINRES (minimal residual

method).

e El pardmetro de estabilizacién calculado con el médulo de cizallamiento co-
rrespondiente al régimen eldstico no es aplicable en régimen plastico.

e La aproximacion propuesta para estimar la influencia del flujo plédstico en el
pardmetro de estabilizacién, en funcién del médulo de cizallamiento efectivo
ha mostrado ser eficaz, tanto en el rango de deformaciones infinitesimales como
en el rango de grandes deformaciones.

7.3 Aportaciones

Las principales aportaciones realizadas en esta tesis se pueden resumir en los si-
guientes puntos:

e Se desarrollan las primeras aplicaciones del método de las sub-escalas orto-
gonales a problemas de mecédnica de sélidos. Efectivamente, este método es
novedoso incluso en su ambito de origen, la mecédnica de fluidos; de manera
general, la primera contribucién de este trabajo es incorporar una formulacién
con una base conceptual sélida al &mbito de la mecédnica de sélidos y demostrar
la eficacia de los elementos disenados en este marco.

e Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solucién del problema de la
no-linealidad material en mecédnica de sélidos. Efectivamente, a partir de la
motivaciéon dada por la similitud de las ecuaciones entre el problema de Stokes
y el problema eldstico incompresible en mecénica de sélidos se ha extendido la
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aplicacion del método de las sub-escalas ortogonales a la solucién de problemas
con modelos constitutivos de elasto-plasticidad J2.

Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solucién del problema de
la no-linealidad geométrica en mecénica de sélidos. Efectivamente, se ha ex-
tendido la aplicacién del método de las sub-escalas ortogonales al rango de
grandes deformaciones en mecédnica de sélidos, tanto con modelos constituti-
vos eldsticos como con modelos elasto-plasticos J2.

Se ha propuesto una aproximacion para estimar el valor del pardmetro de
estabilizacion en funcién del desarrollo de flujo pléstico. Efectivamente, cuando
se desarrolla el flujo péastico el médulo de cizallamiento efectivo del material
decrece, incluso en 6rdenes de magnitud. La aproximacién secante al médulo
de cizallamiento, propuesta originalmente en este trabajo, considera este efecto
en el célculo del pardmetro de estabilizaciéon y ha mostrado su eficacia.

Se han introducido una serie de hipétesis y simplificaciones originales con la
finalidad de obtener una formulacién estabilizada y de bajo costo computacio-
nal. Por ejemplo, para realizar la descomposicion de las tensiones directamente
en componentes asociadas respectivamente a la escala de elementos finitos y a
las sub-escalas; esto permite obtener una formulacién en funcién de los valores
totales de las sub-escalas directamente, sin involucrar los valores incrementa-
les. Por otro lado, en virtud de una simplificacién en los gradientes espaciales
de las funciones de forma en el término de estabilizacién, la matriz tangente
del sistema correspondiente a la formulacién propuesta resulta simétrica.

7.4 Lineas futuras de investigacién

Las siguientes lineas futuras de investigacién pueden tener como punto de partida
el presente trabajo:

e Introducir la sub-escala de presién en la formulaciéon. La pontencialidad del

método de las sub-escalas ortogonales ha sido aprovechada en principio en for-
ma parcial, pues se han disenado sélo sub-escalas de desplazamientos. Efecti-
vamente, como se ha demostrado, esto ha sido suficiente para obtener elemen-
tos estables y con buen comportamiento. Sin embargo, con la incorporacién
de las sub-escalas de presién cabe esperar una mejora de la precision de los
elementos.

e Estudiar la influencia de la compresibilidad en el pardmetro de estabilizacién.
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Profundizar las aplicaciones abordadas, particularmente en deformaciones fi-
nitas con modelos de elasticidad no-lineal y elasto-plasticidad.

Estudio exhaustivo de alternativas para la aproximacion al pardmetro de es-
tabilizacién para modelos constitutivos elasto-plasticos en pequenas y grandes
deformaciones. Por ejemplo, estudiar la posibilidad de realizar una aproxima-
cién tangente o incremental al valor del médulo de cizallamiento efectivo para
el calculo del pardametro de estabilizacion.

Estudiar la formulacién material del problema en grandes deformaciones, como
alternativa a la formulacién espacial propuesta aqui. Si bien estas formulacio-
nes son equivalentes, es posible que desde el punto de vista numérico exista
algin aspecto de interés en esta formulacién. Por ejemplo, se puede evaluar
en esta formulacién otras alternativas para la aproximacién a las sub-escalas.

Estudiar el seguimiento explicito de las sub-escalas en el problema no-lineal;
es decir, evaluar la posibilidad de actualizar su valor explicitamente y sumarlo
al valor de la escala de elementos finitos para el célculo de las variables.

Estudio del problema dindmico y del efecto de las sub-escalas en dichos pro-
blemas.

Desarrollar otras aplicaciones del método de estabilizacién en mecanica de
sélidos, tales como problemas termo-mecédnicos acoplados, problemas de con-
tacto, problemas de placas, problemas con modelos de dano, problemas de
localizacién y de discontinuidades fuertes.
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