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Capítulo 1

Introducción

El método de elementos finitos es una herramienta matemática cuya utilización en
la solución de problemas de la física y de la ingeniería está cada vez más extendida
y cuya importancia es cada día mayor. En la ingeniería se integra actualmente en el
proceso de diseño mediante el uso de diversos programas comerciales; paralelamente
se desarrollan códigos para su extensión al estudio de diversos fenómenos físicos y sus
aplicaciones. Dentro del desarrollo del método de los elementos finitos la formulación
de elementos es un área de intensa investigación en sí misma, denominada tecnología
de elementos. El objetivo de la tecnología de elementos es desarrollar formulaciones
que den lugar a elementos robustos, eficientes desde el punto de vista computacional
en la simulación numérica de problemas y que sean aptos para aplicaciones generales.
Una serie de requisitos y de características deseables se pueden considerar como
objetivos a cumplir al plantear formulaciones de elementos en mecánica de sólidos
deformables:

a) buen comportamiento en situaciones de incompresibilidad,
b) buen comportamiento en solicitaciones de flexión,
c) eficiencia computacional,
d) poca sensibilidad a la distorsión,
e) precisión en mallas bastas,
f) aplicable a formas tetraédricas para facilitar la generación de mallas,
g) facilidad para la implementación de modelos constitutivos no-lineales.

Actualmente en aplicaciones prácticas se opta por el uso de elementos de bajo
orden por su simplicidad, robustez y por una serie de aspectos ventajosos que ofrecen,
por ejemplo, en la generación automática de mallas y en la imposición de condiciones
de contacto. Los elementos de bajo orden son menos sensibles a la distorsión que los
elementos de más alto orden en problemas de grandes deformaciones; por otro lado,
dan lugar a un reducido ancho de banda del sistema de ecuaciones a nivel global,

1
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lo que se traduce en el abaratamiento del costo computacional, menor demanda de
memoria, etc.
Sin embargo, en el ámbito de la mecánica de sólidos se ha comprobado que los

elementos estándar de bajo orden, por ejemplo tetraedros y hexaedros lineales en
desplazamientos, no dan buenos resultados en aplicaciones cuasi-incompresibles. En
estos casos las predicciones numéricas que se obtienen con estos elementos, utilizan-
do mallas que en aplicaciones generales son adecuadas, difieren significativamente
de la respuesta física, incluso en ordenes de magnitud. Entre las aplicaciones de
interés práctico con materiales caracterizados por su comportamiento incompresible
se encuentran, por ejemplo, en régimen elástico el estudio de materiales elastómeros,
como por ejemplo el caucho y materiales sintéticos similares, y el tratamiento de las
grandes deformaciones plásticas en los metales. Es necesario entonces conocer las
causas que originan estos inconvenientes y desarrollar formulaciones capaces de dar
respuesta a estas aplicaciones de manera que se satisfagan los requisitos generales
mencionados.

1.1 Motivación: bloqueo de elementos estándar

En general los resultados que se obtienen mediante el método estándar en despla-
zamientos de elementos finitos son buenos para una gran variedad de problemas.
Al formular un problema del continuo mediante el método de elementos finitos se
adopta un espacio de funciones de prueba. En esencia, lo que se hace al buscar solu-
ciones dentro de un determinado espacio de funciones es introducir restricciones en
la solución de los desplazamientos del problema del continuo; el método de elementos
finitos permite encontrar la mejor aproximación dentro de ese espacio. Sin embargo,
en ciertas situaciones existen restricciones propias del medio (restricciones físicas),
que al ser planteadas en forma discreta conducen a un sistema sobre-restringido, ex-
cesivamente rigidizado. El espacio de funciones de prueba resulta demasiado pobre
para el problema en cuestión e incapaz de representar las deformaciones que experi-
menta el medio. Como consecuencia de ello, la solución ofrecida por este espacio de
funciones, en general infra-estimada, en casos extremos podría llegar a ser cercana
a la nula. A este fenómeno se le denomina bloqueo. El bloqueo de elementos se
presenta principalmente en dos situaciones diferentes, por una lado en solicitacio-
nes de flexión predominante y por otro en problemas en medios incompresibles o
cuasi-incompresibles.

1.1.1 Bloqueo en flexión

Los elementos lineales estándar resultan atractivos por su simplicidad y bajo costo.
Éstos tienen el mínimo número de nodos; de igual manera, el número de grados de
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libertad (de movimiento) por elemento también es mínimo. Esta restricción se tra-
duce en una rigidez intrínseca en el elemento, propia de éste y ajena a las condiciones
físicas del problema. Particularmente, en aplicaciones de flexión predominante los
elementos lineales ofrecen resultados poco satisfactorios.
En un problema de flexión la comparación del campo de desplazamientos teórico

con el descrito por un elemento lineal permite apreciar la dificultad. El elemento
cuadrilátero lineal por ejemplo no tiene capacidad de representar el comportamiento
real porque carece de los modos de deformación que permitirían a las fibras longi-
tudinales adoptar la curvatura que es característica en flexión. Esta dificultad para
representar la deformación se puede entender también como una excesiva rigidez del
elemento. Como consecuencia de esta excesiva rigidez también se puede detectar
la presencia de una deformación cortante y de un esfuerzo cortante asociado a ella,
que no son propios de la solución física y por eso se denominan espurios (no son un
efecto real en el continuo, sino que son introducidos por el elemento).
En mallas bastas de elementos de bajo orden de interpolación esta rigidez ex-

cesiva conduce a dificultades que se suelen denominar de bloqueo de la solución o
respuesta. Sin embargo, cabe resaltar que estas dificultades se pueden aliviar no-
tablemente utilizando mallas más finas o bien utilizando elementos cuadráticos en
desplazamientos.

1.1.2 Bloqueo en cuasi-incompresibilidad

Ésta es sin lugar a dudas una de las dificultades más importante que se encuentran
en problemas que se abordan con el método de elementos finitos. Las aplicaciones
prácticas que se presentan en medios sólidos cuasi-incompresibles son el tratamiento
de elastómeros en régimen elástico y el tratamiento de metales en régimen plástico
con modelos de plasticidad J2. Este tipo de modelo constitutivo es el de uso más
extendido en las simulaciones numéricas del comportamiento de materiales metáli-
cos elasto-plásticos. Este modelo considera como hipótesis que las deformaciones
plásticas son isocóricas (es decir, que no producen cambio de volumen), de acuerdo
con las verificaciones experimentales en ese sentido.
La principal dificultad de la aplicación estándar en desplazamientos en problemas

cuasi-incompresibles consiste en la determinación de la tensión media o presión, que
está relacionada con la parte volumétrica de la deformación. En elasticidad se puede
apreciar de forma más clara esta dificultad. El comportamiento cuasi-incompresible
de materiales como los elastómeros está asociado a valores del coeficiente de Poisson
ν próximos a 0, 5. El efecto se puede estudiar observando la influencia de este co-
eficiente en el comportamiento volumétrico del material. El módulo de deformación
volumétrica K relaciona directamente la tensión media o componente media de las
tensiones σm con la deformación volumética εv:
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σm = K εv (1.1)

En términos del coeficiente de Poisson ν, el módulo de deformación volumétrica K
es:

K =
E

3(1− 2ν) (1.2)

donde E es el módulo de elasticidad del material. Como se puede observar a medida
que el coeficiente de Poisson ν → 0, 5 el módulo de deformación volumétricaK →∞.
Cerca de ν = 0, 5 las tensiones se hacen extremadamente sensibles al valor de ν y
los problemas numéricos se acentúan, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a). Por un lado
las tensiones resultan sobre-estimadas y por el otro las deformaciones resultan infra-
estimadas; en casos severos esto puede dar lugar al bloqueo de los elementos. Es
decir, ante la imposibilidad de representar un campo de deformaciones isocórico el
elemento ofrece solución nula en desplazamientos, para ajustarse a la condición de
deformación volumétrica nula. Los elementos que presentan bloqueo volumétrico en
elasticidad sufren también el mismo problema cuando se utilizan para representar
el comportamiento de materiales metálicos en rango plástico.
No se logra superar totalmente esta dificultad aunque se empleen mallas más

finas. A diferencia de lo que ocurre en el bloqueo en flexión, en el bloqueo por
cuasi-incompresibilidad sólo se logra aminorar estos efectos utilizando elementos
en desplazamientos de mayor grado de interpolación, pero no se pueden alcanzar
resultados aceptables a menos que se utilicen elementos de orden muy grande, cuyo
costo computacional resulta prohibitivo. Sólo el uso de formulaciones especiales de
elementos y su correcta aplicación, logra mejores resultados en estas situaciones.
La investigación en este campo es muy intensa y se plantean diversas alternativas
para afrontar este problema, tal como se verá en la revisión del estado del arte en
el siguiente capítulo.

1.2 Objetivo de la tesis

El objetivo de la tesis es desarrollar e implementar una formulación precisa y robus-
ta de elementos capaz de abordar el problema de incompresibilidad en mecánica de
sólidos, con modelos constitutivos elásticos y elasto-plásticos J2, tanto en el contexto
de deformaciones infinitesimales como en el de las grandes deformaciones. Con la
finalidad de ser útiles en aplicaciones prácticas e industriales se requiere que los ele-
mentos diseñados cumplan ciertos requisitos, como tener bajo costo computacional,
buen comportamiento en mallas bastas, ofrecer facilidades para la implementación
de modelos constitutivos no-lineales y para la generación de mallas en geometrías
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complejas. El objetivo específico es el desarrollo de elementos triangulares y te-
traédricos de interpolación lineal.

1.3 Contenido de la tesis

En el siguiente capítulo se aborda el estudio del estado del arte, con la finalidad
de ubicar el trabajo en el contexto actual de la tecnología de elementos, se identi-
fican las principales líneas de investigación en desarrollo y se procura detectar las
posibilidades de desarrollo en este campo.
En el anexo A se describen con más detalle las principales líneas de investigación

en desarrollo. En el anexo B se presenta la formulación de elementos por méto-
dos variacionales y de proyección para incompresibilidad, dentro del cuál se puede
obtener por ejemplo el elemento Q1P0 ; por otro lado en el anexo C se presentan
los aspectos principales de la formulación de elementos de deformaciones mejora-
das EAS. Se incluyen estas formulaciones como referencia por su importancia en la
tecnología de elementos en mecánica de sólidos y porque algunas líneas de investi-
gación que se citan más adelante trabajan sobre la base de estas formulaciones para
perfeccionarlas. En el anexo D se presenta una revisión de los conceptos más impor-
tantes, nomenclatura y expresiones principales de la mecánica del medio continuo,
utilizados en los siguientes capítulos.
En el capítulo 3 se presenta el problema de incompresibilidad en mecánica de

sólidos y la dificultad de la formulación estándar en desplazamientos para abordarlo.
Se presenta la formulación mixta en desplazamientos y presión, u/p, como alterna-
tiva para el tratamiento del problema incompresible, se plantean las limitaciones
propias de esta formulación y la necesidad de aplicar métodos de estabilización en la
formulación de elementos mixtos. Se presenta también el método de las sub-escalas,
como marco para la formulación de problemas por el método de los elementos finitos,
y particularmente el método de las sub-escalas ortogonales.
En los capítulos 5 y 6 se aborda la formulación de elementos en los rangos de de-

formaciones infinitesimales y de grandes deformaciones, respectivamente. De acuer-
do con el objetivo planteado, se particulariza el interés en el desarrollo de elementos
triangulares y tetraédricos mixtos con interpolaciones lineales y continuas u/p. Se
consideran en cada caso modelos constitutivos elásticos y de elasto-plasticidad J2.
En el capítulo 6 se presentan ejemplos de validación y aplicación, con la finalidad

de mostrar el comportamiento de los elementos propuestos. Se presentan aplicacio-
nes en deformaciones infinitesimales y en grandes deformaciones, en cada caso se
consideran modelos constitutivos elásticos y elasto-plásticos J2.
Finalmente se enuncian las conclusiones de la tesis, se resaltan las aportaciones

originales realizadas y se plantean algunas de las líneas futuras de investigación que
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se vislumbran a partir del presente trabajo.



Capítulo 2

Estado del arte en la formulación
de elementos

Son muchos los investigadores que han dedicado un considerable esfuerzo en el des-
arrollo de elementos de bajo orden que sirvan como herramienta de aplicación general
en mecánica de sólidos deformables. Diversas formulaciones tratan de construir ele-
mentos capaces de satisfacer eficientemente los requisitos mencionados en el capítulo
anterior. Las más importantes de éstas son:

• Formulación en desplazamientos,
• Formulaciones variacionales mixtas,
• Formulaciones de integración reducida.

A continuación se presenta una visión histórica del desarrollo de las formulaciones
que condujeron a las que son de aplicación actual. Éstas se presentan luego en
forma panorámica y finalmente se identifican las principales líneas de investigación
existentes en nuestros días en el tema de formulaciones de elementos en mecánica
de sólidos.

2.1 Breve reseña histórica

El método de los elementos finitos como herramienta en el análisis de problemas
de mecánica de sólidos empezó a gestarse en la década de 1940 (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a). Según refiere (Taylor, 1999), el uso de elementos triangulares se
remonta a los primeros años de desarrollo del método. (Courant, 1943) los aplicó a
la solución variacional de un problema de torsión y (Turner et al., 1956) presenta-
ron soluciones a problemas de esfuerzo plano utilizando cuadriláteros ensamblados a
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partir de componentes de forma triangular. (Taig, 1961) formuló el primer elemento
cuadrilátero isoparamétrico, según (Lautersztajn and Samuelsson, 2000). Más tarde
(Argyris, 1965a) formuló elementos tetraédricos para el tratamiento de problemas
tri-dimensionales. Al progresar el nivel de desarrollo y extenderse las aplicaciones
se encontraron importantes dificultades al abordar problemas en los que predomi-
naba en el material un comportamiento cercano a la incompresibilidad, tales como
aplicaciones en elasto-plasticidad y en materiales elastómeros. La formulación irre-
ducible en desplazamientos no ofrecía resultados satisfactorios en estos casos y no
se conocían bien las causas.

Más adelante, se consideró la aplicabilidad de las formulaciones mixtas. El tér-
mino mixto se empezó a aplicar en los ’60, para describir métodos en que tanto
los desplazamientos como las tensiones se aproximan como variables primarias. Las
formulaciones mixtas, además del campo de desplazamientos, incluyen en el plantea-
miento del problema variables adicionales que se consideran como independientes, a
pesar de que podrían obtenerse a partir de los desplazamientos en una formulación
irreducible como es el caso de las tensiones. (Pian, 1964) planteó una formulación
de dos campos con las tensiones supuestas como independientes (assumed stresses).
Este trabajo condujo a una serie de métodos que se analizaron en (Atluri, 1975).
(Fraeijs de Veubeke, 1965) estableció el llamado principio de limitación, según el cual
bajo ciertas condiciones no se puede esperar precisión adicional de las formulaciones
mixtas. (Hermann, 1965) desarrolló los primeros elementos efectivos derivados de
un principio variacional. (Chorin, 1967) introdujo los conceptos de escisión de las
ecuaciones de gobierno y de métodos de proyección. La inclusión de los campos
de variables adicionales permite un mejor tratamiento de las restricciones internas
planteadas por el problema específico, la incompresibilidad del medio por ejemplo.
Si bien se lograron buenos resultados, en ciertos casos algunos de los elementos deri-
vados de estas formulaciones también fallaban. Se requería un análisis más profundo
de estas formulaciones.

Por otro lado, también se obtuvieron buenos resultados ante ésta y otras di-
ficultades, como el estudio de problemas de flexión en placas mediante elementos
tridimensionales, aplicando técnicas de integración reducida de la matriz de rigidez.
La primera aplicación se presentó en (O.C. Zienkiewicz, 1971); ésta consistió en
una reducción uniforme del orden de integración en problemas de placas y láminas.
Luego, (Naylor, 1974) y (Zienkiewicz and Godbole, 1975) abordaron el problema
de incompresibilidad con elementos cuadriláteros de 8 nodos. Estos procedimientos
se derivaron en principio de razonamientos heurísticos, y se concibieron como un
mero desarrollo de la técnica de integración. El concepto de integración selectiva
fue propuesto por (W.P. Doherty, 1969). En este caso el orden de integración se
reduce sólo en partes específicas de la matriz de rigidez. Con esta idea se obtuvo
una mejora en el comportamiento del elemento de 4 nodos estándar en elasticidad
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en ciertas configuraciones. Sin embargo, aún no eran claras las potencialidades y
limitaciones de esta técnica.
En (Wilson et al., 1973) se introdujo un elemento isoparamétrico cuadrilátero

mejorado específicamente para el problema de flexión, llamado de modos incom-
patibles o Q6. Cada componente del campo de desplazamientos se enriquece con
dos términos cuadráticos, modos característicos de la flexión. Se lograron mejores
resultados en mallas bastas, pero sólo con mallas de elementos regulares, es decir
paralelogramos. Se detectó luego que el elemento no pasaba el test de la parcela
(patch test) en configuraciones distorsionadas. Posteriormente se introdujo una mo-
dificación empírica ad-hoc en la evaluación del jacobiano de la transformación con
la finalidad de forzar el cumplimiento del test de la parcela y el elemento resultante
se denominó QM6. Los resultados alcanzados eran igualmente mejores en mallas
regulares, pero no del todo satisfactorios en mallas con elementos distorsionados.
Una serie de importantes estudios aportaron luego las claves para profundizar el

conocimiento respecto a estos problemas y formulaciones. (Nagtegaal et al., 1974),
(Argyris et al., 1974) y (Fried, 1974) trataron el problema de incompresibilidad y las
razones por las cuales la formulación en desplazamientos no funciona. La formula-
ción de (Nagtegaal et al., 1974) en plasticidad, también conocida como aproximación
de dilatación media, se puede citar entre las formulaciones de deformaciones supues-
tas (assumed strains). (Malkus and Hughes, 1978) fueron los primeros en demostrar
la equivalencia entre las técnicas de integración selectiva en elementos en despla-
zamientos y la formulación mixta en elasticidad. Gracias a estos conocimientos la
integración reducida adquirió legítimamente la categoría de método. El éxito de la
integración reducida radica en que ésta proporciona singularidad de manera adecua-
da en las partes de la matriz de rigidez que actúan como restricción, evitándose de
esta manera el bloqueo, o excesiva rigidez, del elemento.
En mecánica de fluidos se presenta un problema equivalente al de la incom-

presibilidad elástica lineal, éste es el denominado problema de Stokes. La intensa
investigación y las propuestas desarrolladas en este ámbito sirven de referencia en el
problema en mecánica de sólidos incompresibles. Existe una gran cantidad de tra-
bajos dedicados al tratamiento del problema de Stokes. La formulación variacional
mixta de dos campos, en este caso velocidad y presión, es el marco natural para el
desarrollo de elementos.
Las claves matemáticas para garantizar la convergencia y estabilidad de los ele-

mentos mixtos fueron establecidas en (Babuska, 1971) y en (Brezzi, 1974), dando
lugar a la condición de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi, o LBB, en la forma como se
conoce en nuestros días (Brezzi and Bathe, 1990). Básicamente ésta es una condi-
ción de estabilidad que establece restricciones de compatibilidad entre los campos
de interpolación involucrados en la formulación mixta, necesarias para garantizar la
convergencia y la unicidad de la solución. De esta manera, el criterio de estabilidad
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deja al margen de la aplicabilidad combinaciones convenientes de campos de inter-
polación de velocidad y presión, como los de igual grado de interpolación. Dificulta
además la aplicación de técnicas de refinamiento p-adaptable, pues la selección de
elementos se debe definir no sólo en función de la precisión requerida en cada caso
sino mediante la condición de estabilidad, lo que normalmente resulta en desmedro
de la eficiencia computacional. Existe además otro criterio muy simple y difundido
que ha mostrado ser efectivo para descartar elementos mixtos que podrían tener
mal comportamiento. Éste se reduce a un procedimiento que consiste en el con-
teo de restricciones y de grados de libertad efectivos de las variables del elemento
mixto (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Hughes, 1987). Ésta es una aproximación
heurística que se deriva de un criterio de solvabilidad del sistema de ecuaciones del
problema. Es una condición necesaria pero no suficiente para garantizar la estabili-
dad. Mediante ésta se obtienen de manera sencilla indicios del comportamiento del
elemento. Por ejemplo, el elemento triangular u/p, desplazamiento/presión, con in-
terpolaciones continuas lineal/lineal queda descartado tanto por la condición LBB,
como por el criterio de conteo de restricciones. A pesar de que el desarrollo de los ele-
mentos mixtos se remonta a algunas décadas atrás, su uso en aplicaciones prácticas
de análisis estructural no se ha extendido paralelamente. Según (Brezzi and Bathe,
1990), la causa de ésto es que la comprensión y predicción de su comportamiento
es bastante más dificil que en el caso de la formulación convencional irreducible en
desplazamientos.

Ante este tipo de dificultades se desarrollaron los métodos de estabilización. Es-
tos métodos tienen por objetivo eliminar las inestabilidades numéricas. Se aplican
por ejemplo en problemas de convección dominante, así como en formulaciones mix-
tas para lograr formulaciones estables eludiendo el requisito de compatibilidad entre
los campos de interpolación. (Arnold et al., 1984) presentaron un importante ele-
mento triangular estable denominado “mini”. Éste emplea interpolaciones lineales
y continuas de velocidad y presión, con el campo de velocidades enriquecido por
una función burbuja de tipo jerárquica. La función burbuja permite estabilizar la
respuesta en problemas de convección dominante, en el que se presentan dificultades
numéricas con el método estándar de Galerkin. (Hughes et al., 1986) plantearon
la solución del problema de Stokes mediante el método de Petrov-Galerkin con in-
terpolaciones de igual orden para la presión y velocidad. En esta formulación se
incorporan términos adicionales dependientes de la malla en función de las ecua-
ciones de gobierno que proveen estabilidad a la formulación original. En (Hughes
et al., 1989) se desarrolla el método GLS (Galerkin Least Squares) aplicado a la
solución de problemas de convección-difusión; en este caso los términos de estabili-
zación dependen del residuo de la ecuación de gobierno. En (Baiocchi et al., 1993)
se demosotró la equivalencia entre los métodos GLS y los métodos de estabilización
con burbujas, tanto en aplicaciones de convección-difusión como en el problema de
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Stokes. En (Hughes, 1995) y (Hughes et al., 1998) T.J.R. Hughes formuló el método
de las sub-escalas, un marco dentro del cual se pueden justificar e identificar varios
otros métodos de estabilización como casos particulares. Una visión comparativa
y detallada de diversos métodos de estabilización se puede encontrar en (Codina,
1997). El desarrollo alcanzado en las técnicas de estabilización sirve de motivación
a algunas de las formulaciones de elementos aplicados a la mecánica de sólidos.

2.2 Panorama actual de formulaciones de elemen-
tos

Como se ha descrito, la formulación en desplazamientos presenta dificultades en
ciertos problemas, tales como la incompresibilidad o el cizallamiento en flexión.
Esto ha dado lugar al desarrollo de diversas formulaciones para tratar de suplir la
carencia de herramientas adecuadas para estos casos. A continuación se presentan
en forma panorámica las formulaciones mas importantes actualmente vigentes. Para
organizar la exposición se las clasifica en dos grupos principales, las formulaciones
mixtas y las de integración reducida.

2.2.1 Formulaciones variacionales mixtas

Este tipo de formulación incluye campos de variables adicionales al de desplazamien-
tos. La inclusión de estos campos adicionales permite un mejor tratamiento de las
restricciones que el problema específico plantea. A grandes rasgos, estas formulacio-
nes se encuadran en dos métodos: los de tensiones supuestas y los de deformaciones
supuestas.
Entre las formulaciones de tensiones supuestas (assumed stresses) destaca la

presentada en (Pian and Sumihara, 1984). Se desarrolla en elasticidad lineal un
elemento mixto, denominado 5β, que se deriva de un funcional de dos campos de-
nominado Hellinger-Reissner. En éste se interpolan independientemente el campo
de tensiones y dos campos de desplazamientos que se superponen. Uno de éstos
últimos se define sobre todo el dominio del elemento y otro, incompatible, se define
en el interior del elemento. Debido a que los campos quedan definidos en diferentes
subdominios las formulaciones de este tipo se denominan híbridas. Este elemento
es eficiente en su implementación y ofrece buenos resultados en elasticidad lineal;
sin embargo, en el ámbito de la no-linealidad material el uso de este tipo de ele-
mentos no ha sido muy extendido. La causa de ésto es que las formulaciones de
tensiones supuestas presentan dificultades para expresar la formulación conducida
por deformaciones en que se basan los algoritmos de integración de los modelos cons-
titutivos no-lineales en general, debido a la inclusión de las tensiones como variables
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adicionales en la solución (Wriggers and Korelc, 1996), (Nagtegaal and Fox, 1996).
Por otro lado, las formulaciones de deformaciones supuestas se basan en una

modificación de las relaciones cinemáticas. Por ejemplo, la escisión cinemática del
campo de deformaciones permite separar la respuesta volumétrica de la desviadora.
Ésta es la base de varios elementos de bajo orden que se aplican con éxito en pro-
blemas cuasi-incompresibles para diversos modelos constitutivos. Ejemplos de este
tipo de formulación son el método B-bar de (Hughes, 1980) y la aproximación de
dilatación media de (Nagtegaal et al., 1974) en plasticidad, como caso particular.
El operador discreto de deformación B se puede reemplazar por un operador de de-
formación modificado B (B-bar), en el que se separan sus componentes volumétrica
y desviadora y se redefine convenientemente la parte volumétrica.
Las formulaciones de deformaciones supuestas se pueden obtener a partir de un

principio variacional de tres campos denominado de Hu-Washizu, (Washizu, 1982),
tal como lo demostraron (Simo and Hughes, 1986). Éste es el punto de partida para
la formulación para problemas de incompresibilidad propuesta en (Simo et al., 1985),
un método variacional de proyección de la deformación. Los elementos estándar sir-
ven de base para estos elementos que llevan incorporados, además del campo de
desplazamientos, campos adicionales de presión y deformación volumétrica discon-
tinuos entre elementos. Esta formulación provee un marco general para el diseño de
elementos que, al condensarse las variables discontinuas a nivel de elemento, quedan
expresados en términos sólo de desplazamientos. Dentro de este marco se pueden
derivar como casos particulares las formulaciones de dilatación media y la B-bar y
las aplicaciones se pueden extender a las no-linealidades material y geométrica.
Segun refieren (Lautersztajn and Samuelsson, 2000) en su discusión sobre ele-

mentos cuadriláteros, (McNeal, 1987) realizó en 1987 una observación presentada
en forma de un teorema que concluye:“...effectively closes out further efforts to im-
prove accuracy beyond what has already been achieved for four-node elements with
two degrees of freedom per node”. Basa la demostración en fundamentos mecánicos
y en el principio de los trabajos virtuales.
La investigación específica en elementos cuadriláteros basados en la formulación

de modos incompatibles de Wilson y la modificación ad-hoc continúa sin embargo
y se desarrollan formulaciones más sofisticadas. La de mayor repercusión y carácter
más general es el método de deformaciones mejoradas “assumed enhanced strains”
(EAS), desarrollada por J.C. Simó. La formulación se presenta primero en elas-
ticidad, en el ámbito de la no-linealidad material, en el trabajo (Simo and Rifai,
1990). El método se deriva como una formulación mixta a partir de la definición
de un funcional de 3 campos, del tipo Hu-Washizu. La idea clave es mejorar el
campo representativo de las deformaciones mediante la incorporación de un campo
independiente. En el contexto de las pequeñas deformaciones queda incluido en esta
formulación, como un caso particular, el método de los modos incompatibles. La



2.2. PANORAMA ACTUAL DE FORMULACIONES DE ELEMENTOS 13

extensión de la formulación a la no-linealidad geométrica no es trivial. La metodo-
logía general se propone en (Simo and Armero, 1992). En este ámbito los campos
de deformación enriquecidos no corresponden necesariamente a los gradientes de
un campo de desplazamientos incompatible. El elemento 3D se denomina Q1/E9,
sobre la base del hexaedro trilineal se añaden 9 modos de mejora. Los propios au-
tores detectaron en este elemento modos físicamente inadmisibles en presencia de
grandes deformaciones plásticas. En (Simo et al., 1993) se introdujeron algunas mo-
dificaciones, se añadieron 3 modos adicionales para mejorar el comportamiento en
cuasi-incompresibilidad y se empleó una cuadratura de 9 puntos de integración. El
elemento desarrollado se denominaQM1/E12. Con estas modificaciones se aliviaron
algunas deficiencias y se lograron notables resultados en elasto-plasticidad.
La formulación EAS contiene importantes ingredientes de formulaciones desarro-

lladas previamente, como las de (Wilson et al., 1973), (Pian and Sumihara, 1984),
(Malkus and Hughes, 1978), (Belytschko et al., 1984) etc. El método EAS puede
ser visto como un método B-bar, la formulación EAS provee el marco variacional
para obtener matrices B consistentes. Los elementos EAS exhiben un buen compor-
tamiento en flexión y en el límite de incompresibilidad y son computacionalmente
eficientes (Wriggers and Korelc, 1996). Debido a la construcción, mediante la incor-
poración de modos adicionales de deformación, los elementos conservan la aptitud
para expresar la formulación conducida por deformaciones típica de modelos cons-
titutivos. En el rango de pequeñas deformaciones los elementos de la formulación
EAS son muy eficaces en general. Sin embargo, en grandes deformaciones los ele-
mentos derivados de esta formulación presentan inestabilidades de tipo numérico.
Se presentan en estos elementos patrones de deformación físicamente inadmisibles,
modos espurios denominados “hourglass”. Este fenómeno se manifiesta, por ejem-
plo, en casos de compresión profunda, tal como se reporta en (De Souza et al., 1995),
(Wriggers and Reese, 1996).
Se desarrollan luego diversos trabajos de investigación para procurar entender

las causas y eliminar los problemas de estabilidad de los elementos EAS, por ejemplo
(Criesfield et al., 1995), (Wriggers and Hueck, 1996). Sin embargo no se logra com-
pletamente el éxito en casos generales. En (Nagtegaal and Fox, 1996) se analiza con
criterios físicos la influencia de los modos adicionales en el volumen deformado del
elemento. En (Kasper and Taylor, 1997) se propone una idea innovadora, denomina-
da mixta-EAS, desarrollada en principio para problemas geométricamente lineales.
En esta formulación el campo de tensiones también se interpola y enriquece, y el
campo de deformaciones se reparametriza en función de éste. En (Bischoff et al.,
1999a) se explora la relación entre la formulación de tensiones híbridas y la EAS, y
se muestra que bajo ciertas condiciones las dos conducen a elementos idénticos.
En otros trabajos, como (Korelc and Wriggers, 1996a) y (Glaser and Armero,

1997) se propuso la modificación de la interpolación de los campos de mejora. En
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(Korelc and Wriggers, 1996a) los autores plantearon sobre estos campos requisitos
adicionales de ortogonalidad respecto de los campos conformes. Mediante el análi-
sis modal (Glaser and Armero, 1997) detectaron que la inestablidad del elemento
bajo compresión homogénea se debe a la cancelación de dos términos en la expre-
sión analítica del valor propio “hourglass”. Analizaron diferentes posibilidades para
definir la interpolación del campo de mejora y definieron una nueva interpolación.
Utilizando ésta, el valor propio “hourglass” queda representado por un sólo término
que permanece siempre positivo. Encontraron además que la formulación de (Korelc
and Wriggers, 1996a) no era objetiva ante rotaciones de sólido rígido y propusieron
una corrección. El carácter analítico de estas formulaciones sólo permite considerar
solicitaciones homogéneas y elementos regulares.
Una restricción importante de la formulación EAS es que no se puede aplicar

sobre la base de elementos triangulares o tetraédricos lineales, (Reddy and Simo,
1995), (Heeres and De Borst, 1999). Como consecuencia de ello, los problemas
que se pueden abordar eficazmente con éstos elementos están limitados por las di-
ficultades propias de los generadores de mallas para discretizar formas geométricas
complejas utilizando elementos cuadriláteros o hexaédricos. Además presentan alta
sensibilidad a la distorsión, al igual que las demás formulaciones de cuadriláteros
que se basan en los modos incompatibles y en la corrección ad-hoc para forzar la sa-
tisfacción del test de la parcela, tal como lo muestran (Lautersztajn and Samuelsson,
2000). Este trabajo sugiere que desde la aparición del método de modos incompati-
bles no ha habido mejora significativa en este tipo de elementos, a pesar del intenso
desarrollo de nuevas y sofisticadas formulaciones.

2.2.2 Formulaciones de integración reducida

Esta formulación, como se ha descrito, consiste en la integración reducida de la
matriz de rigidez o de partes de ella, en cuyo caso se denomina integración selectiva.
Esta técnica implica un menor volumen de cálculo, ya que la integración numérica
se realiza evaluando las funciones en un menor número de puntos de integración,
por lo tanto es computacionalmente muy eficiente. T.J.R. Hughes desarrolló una
aplicación sistemática y amplia del método. De hecho, los métodos de integración
reducida y selectiva son casos particulares del método B-bar. La relación entre los
métodos de integración selectiva y las formulaciones mixtas se analiza en (Hughes
and Malkus, 1983).
La desventaja del método de integración reducida es que en algunos casos puede

dar lugar a la deficiencia de rango de los elementos e introducir modos espurios
de energía nula, los modos “hourglass”. Se procura evitar este efecto mediante la
aplicación de técnicas de estabilización. En general la idea es compensar el compor-
tamiento del elemento sumando una matriz de estabilización a la matriz de rigidez
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sub-integrada . En este campo son fundamentales los trabajos (Belytschko et al.,
1984), (Belytschko and Bindeman, 1993). En ellos se proponen elementos con una
técnica de estabilización conocida como control de modos “hourglass”.
La dificultad de esta técnica radica en la dependencia de su precisión respecto

de los parámetros de estabilización y en la dificultad para calcularlos. En (Hutter
et al., 2000) se analiza el efecto de acumulación de errores que se introduce al aplicar
técnicas de control “hourglass” en el contexto de problemas que se encaran mediante
algoritmos incrementales, como los de grandes deformaciones.
Las formulaciones de (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) y la de (Kussner and

Reddy, 1998) explotan la equivalencia entre esta técnica y los métodos mixtos en el
ámbito de las pequeñas deformaciones para obtener los factores de estabilización. A
partir de un estudio sistemático y detallado de los elementos EAS en (Freischlager
and Schwiezerhof, 1996) se proponen elementos mejorados con la introducción de
algunas simplificaciones, en el cálculo de la matriz de rigidez y el vector de fuerzas,
y el empleo de la técnica de control de estabilidad. (Hansbo, 1998) desarrolla una
idea similar, al formular elementos con integración reducida a un sólo punto más una
matriz de estabilización deducida a partir del concepto de cuadratura de integración
numérica. La formulación de (Reese et al., 1999) desarrolla una extensión novedosa
al contexto de las grandes deformaciones. Ésta plantea el cálculo de los factores de
estabilización a partir de la equivalencia con la forma linealizada de un funcional
mixto.

2.3 Principales líneas de investigación en desarro-
llo

A partir de lo expuesto anteriormente se puede identificar, describir y comparar las
líneas de investigación más relevantes en la formulación de elementos en mecánica de
sólidos. Se pueden caracterizar algunas de ellas por su relación con la formulación
EAS. Éstas procuran el desarrollo de técnicas de estabilización que permitan corregir
los problemas de inestabilidad en el rango de grandes deformaciones. Ejemplos
de éstas son las que desarrollan el grupo de E. Ramm y el de P. Wriggers. Por
otro lado, otras líneas de investigación se orientan al desarrollo de formulaciones
mixtas estabilizadas, con marcado interés por el diseño de elementos tetraédricos.
Las técnicas de estabilización en este caso tienen por propósito lograr eludir las
restricciones que impone la condición de estabilidad LBB sobre la elección de los
campos de interpolación. Ejemplos de estas líneas de investigación son la de R.
L. Taylor y la del grupo de M. S. Shephard. Las principales líneas de investigación
actuales se presentan en forma comparativa en la tabla 2.1. En el anexo A se explican
en forma más detallada las formulaciones que se presentan a continuación.
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2.3.1 Elementos EAS y estabilización

E. Ramm y su grupo de investigación desarrollan una técnica de estabilización para
estabilizar el comportamiento de la formulación EAS, presentada en (Bischoff et al.,
1999a). La motivación es la técnica de estabilización GLS desarrollada en el ámbito
de la mecánica de fluidos. Básicamente se trata de agregar a la forma original
del problema términos dependientes del cuadrado del residuo, de manera similar
al método de mínimos cuadrados. En este caso se considera que los modos de
deformación de mejora son el residuo de la ecuación cinemática. Los parámetros de
estabilización son función de los desplazamientos. La definición de los parámetros se
hace a partir de consideraciones mecánicas y se verifica mediante el análisis modal.
Si se compara con el método EAS original, el método estabilizado demanda un
mayor número de cálculos matriciales y memoria para variables históricas por cada
elemento. La investigación en su estado actual exhibe resultados sólo en problemas
2D para elementos (cuadriláteros) de configuración regular, carga de compresión
homogénea y aplicaciones con modelos constitutivos hiper-elásticos.

La línea de investigación del grupo de P. Wriggers se basa en la técnica de inte-
gración reducida más estabilización. A partir de ese concepto en (Reese et al., 1999)
y (Reese et al., 1998), el desarrollo evoluciona hacia una técnica de control de estabi-
lidad en (Reese and Wriggers, 1999) y en (Reese and Wriggers, 2000). El objetivo es
lograr una técnica de control de inestabilidades que sea automática y general, basada
en la detección de inestabilidades numéricas mediante el análisis modal de la matriz
de rigidez. La clave del método es la descomposición de la matriz de rigidez en una
parte constante, evaluada en el centro de cada elemento, y en una de estabilización.
Esta matriz de rigidez se deriva del método de deformaciones supuestas de mejora
(EAS). Para lograr la descomposición de la matriz de rigidez se parte del desarrollo
en serie de Taylor de las funciones de forma, tal como se plantea en (Belytschko
et al., 1984), logrando separar en éstas la parte lineal de la parte “hourglass”. Se
introducen además algunas simplificaciones importantes, aplicando el concepto del
paralelogramo equivalente (Arunakirinathar and Reddy, 1995b), (Arunakirinathar
and Reddy, 1995a). De acuerdo con este concepto, las integrales sobre el dominio
de cada elemento se realizan sobre un paralelogramo equivalente en vez de hacerlo
en la configuración deformada, que en general pude tener forma arbitraria. La des-
composición de la matriz de rigidez en cada elemento facilita el análisis de valores
propios para modificarlos si es necesario, de manera que cada elemento reaccione
en función de las condiciones de estabilidad. En el caso 2D demuestran que el con-
trol de estabilidad se puede realizar analizando tres parámetros de estabilización.
Además de la eficiencia computacional, propia de las técnicas de integración reduci-
da, las simplificaciones introducidas permiten el cálculo analítico de las integrales,
con el consecuente abaratamiento del costo computacional. El método es validado



2.3. PRINCIPALES LÍNEAS DE INVESTIGACIÓN EN DESARROLLO 17

para solicitaciones de carácter general y mallas con elementos distorsionados. Las
desventajas de este método son la dependencia respecto del tamaño del incremento
de carga y dificultades para la aplicación a modelos elasto-plásticos. Las causas de
estas dificultades se encuentran en la simplificación introducida en la aproximación
geométrica para la evaluación de la matriz de estabilización. En su estado actual
esta investigación exhibe resultados en problemas en 2D con mallas de elemen-
tos (cuadriláteros) distorsionados, solicitaciones generales y modelos constitutivos
hiper-elásticos.

2.3.2 Formulaciones mixtas y estabilización

R. L. Taylor desarrolla un elemento tetraédrico mixto con campos de desplazamien-
tos, presión y volumen, (Taylor, 1999). El elemento incorpora un campo de mejora
agregado al campo compatible de desplazamientos. El campo de mejora es de tipo
burbuja y es el que proporciona estabilidad a la formulación mixta. Las interpola-
ciones de desplazamientos y presión son continuas entre elementos. El campo que
representa el efecto volumétrico y el campo de mejora de deformaciones se interpolan
mediante funciones discontinuas. Estos campos discontinuos se condensan mediante
una serie de operaciones matriciales a nivel de elemento. Se obtiene así finalmente
una formulación global u/p desplazamiento/presión. El desarrollo se centra parti-
cularmente en un elemento con interpolación lineal/lineal. El propio autor señala
que la formulación conduce a un sistema indefinido de ecuaciones algebraicas, cuya
solución en aplicaciones prácticas tendría que encararse mediante esquemas iterati-
vos. Se exhiben resultados en problemas 3D, solicitaciones generales y aplicaciones
con modelos constitutivos hiper-elásticos y elasto-plásticos.
Otra formulación estabilizada es la propuesta por el grupo de M. S. Shephard. En

el marco de ésta el interés se centra también en el diseño de elementos tetraédricos.
El desarrollo de esta línea se puede seguir en las sucesivas publicaciones realizadas.
Éstas son (Klaas et al., 1999), (Maniatty et al., 2001) y (Maniatty et al., 2002). Los
autores proponen un elemento mixto, con campos de desplazamientos y presión con
interpolaciones continuas entre elementos. La motivación también se encuentra en
las técnicas de estabilización de tipo GLS. En este caso la función de ponderación
se perturba agregándole un término definido a priori. Éste da lugar a un término
adicional en la forma variacional del problema. Se logra definir interpolaciones des-
plazamiento/presión con estabilidad mejorada eludiendo el requisito de la condición
LBB. En el primero de los trabajos citados se aborda la obtención de elementos u/p
lineal/lineal en aplicaciones con modelos constitutivos hiper-elásticos. En el segundo
se abordan problemas en 2D de flujo visco-plástico de estado estable, y en el tercero
el diseño de elementos de grado de interpolación superior en hiper-elasticidad 3D.
Una formulación mixta alternativa a la anterior se propone en (Oñate et al.,
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2001), a partir de la técnica del cálculo finito. Esta formulación conduce a elementos
mixtos estabilizados u/p similares.

2.4 Discusión

A partir de la revisión del estado del arte se pueden distinguir algunos aspectos
importantes que se deben tomar en cuenta como referencia en el punto de partida
del presente trabajo de investigación.
La primera observación respecto a las líneas de investigación se puede hacer

atendiendo a los objetivos hacia los cuales se encaminan y a sus posibilidades de
aplicación. Se puede apreciar que existe un marcado interés en el desarrollo de una
formulación mixta u/p, un marco general en el cual se puedan desarrollar elementos
tetraédricos. Este es el caso de las investigaciones de R.L. Taylor y del grupo de M.S.
Shephard. Este objetivo es explicable dada la versatilidad que ofrecen las formas
tetraédricas en la generación de mallas. En aplicaciones prácticas aparecen con
frecuencia formas geométricas de cierta complejidad, y en algunos casos la generación
de mallas adecuadas con elementos hexaédricos puede llegar a ser poco menos que
imposible. Las líneas de investigación que tienen como base la formulación EAS
heredan esta limitación, tales son los casos de la del grupo de E. Ramm y la del
grupo de P. Wriggers.
Los problemas numéricos de estabilidad y las técnicas de estabilización juegan

un papel de suma importancia en todos los casos. En el caso de las formulaciones
mixtas, la estabilización procura eludir el requisito de la condición LBB, para así
poder definir los campos de interpolación con flexibilidad. Tanto la formulación
de R.L. Taylor como la del grupo de M.S. Shephard incorporan campos de presión
continuos como variables adicionales en el sistema a resolver. Ambos desarrollan
elementos tetraédricos u/p lineal/lineal. La formulación de M.S. Shephard para
interpolaciones lineales de desplazamientos y presión no es consistente, en sentido
estricto, con el problema continuo. Sin embargo, al parecer se logra un elemento
con comportamiento estabilizado.
La comparación entre las formulaciones de R.L. Taylor y la del grupo de M.S.

Shephard, desde el punto de vista del volumen de cálculo involucrado y de la eficien-
cia, permite apreciar que la primera introduce un mayor número de variables con el
consecuente aumento del número de operaciones a nivel de elemento. Entre las for-
mulaciones basadas en la formulación EAS, la formulación estabilizada de E. Ramm
implica un considerable volumen de cálculo adicional, mientras que la integración
reducida del grupo de P. Wriggers reduce el volumen de cálculo y la utilización de
memoria respecto a la formulación EAS original. Esto es posible debido a las sim-
plificaciones que se introducen, por ejemplo mediante el concepto de paralelogramo
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equivalente, que permiten una implementación eficiente (incluso los cálculos de las
integrales a nivel de elemento se pueden realizar en forma analítica). No obstante,
desde el punto de vista de la sensibilidad a la distorsión, los autores observan una
mejoría en el comportamiento respecto a los demás elementos cuadriláteros basados
en los modos incompatibles y la corrección ad-hoc. Lamentablemente, como se ha
mencionado antes, la formulación de integración reducida del grupo de P. Wriggers
hereda también la limitación de no ser aplicable a triángulos y tetraedros.
Finalmente se cita la reflexión respecto al desarrollo de formulaciones de elemen-

tos, que se encuentra en el trabajo de (Lautersztajn and Samuelsson, 2000):

“...To choose an appropriate element for the given problem can be a
choice between a simple element with a few degrees of freedom in a very
fine mesh and a physically more correct element in a coarse mesh”

2.5 Sumario y conclusión

La formulación de elementos de bajo orden que sirvan de herramienta general en el
análisis de grandes deformaciones es un campo de intensa investigación. Los princi-
pales métodos son: las formulaciones variacionales mixtas y la técnica de integración
reducida. Para lograr un comportamiento óptimo en situaciones generales ambas
formulaciones requieren el complemento de las técnicas de estabilización. Merecen
particular atención la formulación de elementos cuadriláteros de deformaciones su-
puestas EAS y las formulaciones mixtas u/p. Las líneas de investigación estudian la
manera de complementar estas formulaciones con el desarrollo de técnicas de esta-
bilización. La propuesta de una formulación de elementos requiere considerar tanto
los fundamentos físicos sobre los que se basa su desarrollo como las posibilidades de
aplicación general de los elementos en la práctica. Es por esto que se optará en este
trabajo por la alternativa del planteamiento de una formulación mixta estabilizada,
centrando el interés particularmente en la posibilidad del desarrollo de elementos
tetraédricos, por la versatilidad de éstos en la generación de mallas sobre formas
geométricas generales.



Anexo A

Líneas de investigación en
desarrollo

En la revisión del estado del arte en el diseño de elementos se han identificado las
principales líneas de investigación que se desarrollan actualmente. En general en
la base de éstas se encuentran la formulación mixta para incompresibilidad y los
elementos EAS. A continuación se describen estas formulaciones con un nivel de
detalle algo mayor.

A.1 Motivación

Tal como se ha visto, la estabilidad numérica y las técnicas de estabilización son un
problema clave de las formulaciones de elementos y un campo de intensa investiga-
ción. Estas técnicas se aplican con la finalidad de subsanar problemas numéricos de
las formulaciones originales, por ejemplo, de elementos mixtos o elementos con de
deformaciones mejoradas EAS, procurando que queden exentas de las inestabilidades
artificiales que se presentan en ciertas situaciones. En la base de las formulaciones
que se describen a continuación se puede encontrar relaciones con distintos méto-
dos de estabilización desarrollados previamente. Por ejemplo, las formulaciones de
(Bischoff et al., 1999a) y la de (Klaas et al., 1999), y publicaciones sucesivas, vie-
nen motivadas por el método GLS. Por otro lado, la formulación de (Reese and
Wriggers, 1999) se basa en la equivalencia de la integración reducida y los métodos
mixtos, y aplica el método de estabilización de modos “hourglass” de (Belytschko
et al., 1984). Por su importancia en la motivación de algunas de las técnicas que se
verán mas adelante se presenta a continuación una breve referencia a la técnica de
estabilización GLS y al desarrollo de las funciones de forma para su descomposición
en modos “hourglass”.

21
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A.1.1 La técnica de estabilización GLS como motivación

El desarrollo de algunas de las técnicas propuestas en la formulación de elementos
EAS y mixtos en la mecánica de sólidos vienen motivadas por los métodos de es-
tabilización desarrollados y aplicados en el área de mecánica de fluidos; (Codina,
1992), (Donea, 1999).
Para describir a grandes rasgos la técnica de estabilización GLS (Galerkin Least

Squares) se considerará un problema expresado en forma abstracta mediante una
ecuación diferencial como la siguiente:

L (u) + f = 0 u ∈ V (A.1)

El residuo de esta ecuación se denota por:

R (u) = L (u) + f (A.2)

La expresión variacional del problema (A.1) es:

a (u,w) = l(w) ∀w ∈ V (A.3)

En (A.1) L es un operador diferencial, aplicado sobre la variable escalar u en el
espacio de funciones V, dotado del producto interno L2 que se denota (·, ·). En la
expresión variacional (A.3) a (·, ·) es una forma bilineal y l(·) es una forma lineal
correspondientes a (L (u) , w)y (f, w) en V, respectivamente. En el caso de principios
variacionales obtenidos a partir de funcionales las funciones w se pueden identificar
con las variaciones δu.
El método GLS consiste en sumar a la expresión variacional un término depen-

diente del residuo R (u) en forma de mínimos cuadrados. El problema de mínimos
cuadrados asociado a (A.1) es minimizar el funcional cuadrático:

I =
1

2

]
Ω

RTR dΩ (A.4)

la condición de estacionariedad proporciona la ecuación δI =
U
Ω
δRTR dΩ = 0.

La formulación GLS se obtiene mediante una combinación de esta expresión con la
expresión variacional del método de Galerkin (A.1), y se puede expresar como:

a (uh, wh) +
[
e

τ e
� hL (wh) ,R (uh)�

Ωe
= l(wh) (A.5)

donde hL es un operador diferencial similar a L, que se deriva del mismo, y τ e es el
parámetro de estabilización. El término adicional en el sumatorio se evalúa elemento
por elemento.
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En esencia el método GLS consiste en agregar al término usual de Galerkin
términos adicionales dependientes de la malla (en forma de mínimos cuadrados), que
son funciones del residuo de las ecuaciones de Euler, evaluados en cada elemento.

A.1.2 Desarrollo de las funciones de forma y funciones “hour-
glass”

Las expresiones que se plantean a continuación son el punto de partida para el
desarrollo sistemático de elementos con cuadratura de un solo punto, como es el
caso de la técnica que se revisará en el apartado A.2.2. Una derivación similar se
desarrolló originalmente en (Belytschko et al., 1984). Se descomponen las funciones
de forma mediante un desarrollo en serie expresado como la suma de un término
lineal y otro de orden superior.
El elemento base del desarrollo es el hexaedro trilineal, para el cual nenode = 8.

N(ξ) es el vector 8× 1 asociado a las funciones de forma isoparamétricas

N(ξ) :=
�
N1N2 . . . N8

�T
, con NA :=

1

8

�
1 + ξ1ξ

A
1

� �
1 + ξ2ξ

A
2

� �
1 + ξ3ξ

A
3

�
(A.6)

donde ξA=
�
ξA1 , ξ

A
2 , ξ

A
3

�
son las coordenadas de los vértices del cubo bi-unitario de

referencia, denotado como .
La idea es hallar una expresión de las funciones de formaN(ξ) como combinación

lineal de polinomios lineales en coordenadas cartesianas XI más un conjunto de
términos “hourglass” de segundo orden, de la siguiente manera:

N(ξ) = b0 +
3[
I=1

XIbI +
4[
J=1

HJ(ξ)γJ (A.7)

donde las HJ son las funciones “hourglass”, definidas por:

H1(ξ) := ξ2ξ3 , H2(ξ) := ξ3ξ1 , H3(ξ) := ξ1ξ2 , H4(ξ) := ξ1ξ2ξ3 (A.8)

En la expresión (A.7) los vectores b0,bI ,γJ ∈ R8son constantes y se pueden deter-
minar de manera directa. Para esto, se aplica la condición NA

�
ξB
�
= δAB a partir

de la cual se obtiene la expresión matricial 8× 8:

I8 = b0 ⊗ 18 +
3[
I=1

bI ⊗YI +
4[
J=1

γJ ⊗ hJ (A.9)
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en la que I8 es la matriz identidad 8 × 8, el vector 18 := [1 1 1 1 1 1 1 1]T , YI :=

[X1
I X

2
I . . . X

8
I ]
T para I = 1, 2, 3 las coordenadas de los nodos del elemento y hJ :=�HJ(ξ1) HJ(ξ2) . . .HJ(ξ8)

�T
para J = 1 . . . 4, es decir:

h1 =



1
1
−1
−1
−1
−1
1
1


, h2 =



1
−1
−1
1
−1
1
1
−1


, h3 =



1
−1
1
−1
1
−1
1
−1


, h4 =



−1
1
−1
1
1
−1
1
−1


(A.10)

Observando estas expresiones se determina que se cumplen las condiciones de or-
togonalidad: 18 · hJ = 0 y hJhK = 8δJK , que aplicadas a (A.9) permiten obtener
explícitamente:

b0 =
1

8

%
18 −

3[
I=1

(18.YI)bI

&
y γJ =

1

8

%
hJ −

3[
I=1

�
hJ .YI

�
bI

&
(A.11)

Finalmente, evaluando las derivadas de las funciones de forma en ξ = 0 a partir de
(A.7), se obtienen los vectores bI :

bAI = J
−T
0

∂NA

∂ξI

����
ξ=0

(I = 1, 2, 3) , donde J0 = J(ξ)|ξ=0 (A.12)

Para calcular las derivadas cartesianas de las funciones de forma respecto al
sistema de coordenadas de referencia tan sólo se necesita una expresión explícita de
las derivadas cartesianas de las funcionesHJ(ξ), J = 1, . . . , 4. La expresión estándar
de la transformación de coordenadas que se necesita es GRADX [·] = J−T0 GRADξ [·].
De esta manera, se puede obtener una expresión de la matriz de deformaciones
discretizada estándar B descompuesta en una parte constante asociada a la parte
lineal de las funciones de forma y otra parte variable asociada a los modos de segundo
orden “hourglass” como:

B=Blin +Bhg (A.13)

Ésta es la clave para obtener también matrices de rigidez descompuestas en una
parte constante, a ser evaluada en un sólo punto de integración, más otra parte que
es variable en el elemento de la que dependerá la estabilidad.
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En la formulación EAS en vez de la transformación estándar para el cálculo de
las derivadas cartesianas se define el operador aGRADX [·] mediante la expresión:

aGRADX [·] := j0
j (ξ)

J−T0 GRADξ [·] , donde j (ξ) := det [J(ξ)] y j0 := j(0)

(A.14)
Se puede observar que esta modificación y la expresión estándar conducen al mismo
resultado en el caso de elementos de configuración regular (paralelepípedos). Con
esta modificación en las interpolaciones del gradiente de deformaciones de funcio-
nes no-compatibles, se logra que los elementos diseñados verifiquen el test de la
parcela en configuraciones distorsionadas. También se aplica la expresión modifi-
cada al calcular los gradientes de funciones “hourglass” en elementos EAS, en los
que se agrega una función adicional de mejora para evitar el bloqueo por cuasi-
incompresibilidad en configuraciones distorsionadas.

A.2 Elementos EAS y estabilización

A.2.1 Formulación EAS estabilizada

La experiencia con métodos de estabilización en el contexto de la mecánica de fluidos
ha impulsado a E. Ramm a aplicar ideas similares para eliminar dificultades de esta-
bilidad numérica en elementos mejorados EAS aplicados a problemas en mecánica
de sólidos.
Si se denomina Π̃0 al funcional (C.8) a partir del cual se obtiene la forma débil de

la formulación EAS, el término de estabilización se introduce en la expresión varia-
cional del problema agregando a este funcional original un término de estabilización:

Π̂ = Π̃0 +Πstab (A.15)

El término de estabilización Πstab es, tal como se describió antes en el apartado
A.1.1, dependiente del residuo en forma cuadrática, como en el método GLS. Para
definir el término de estabilización se tiene en cuenta que el origen de las inesta-
bilidades que presenta la formulación EAS en ciertas solicitaciones se encuentra en
los modos de deformación adicionales introducidos. Por ejemplo, en la formulación
del método EAS descrito en (Bischoff et al., 1999a) el campo de deformaciones está
representado por el tensor de Green-Lagrange:

E = Eu+Ẽ , con Eu =
1

2

�
FTF− 1� (A.16)

Las deformaciones adicionales de mejora Ẽ, pueden entenderse como el residuo de
la ecuación cinemática, pues:
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E−Eu= Ẽ (A.17)

donde la aproximación de mejora del tensor de Green-Lagrange, en función de los
modos internos α es Ẽh =Mα. De acuerdo con las ideas básicas expuestas previa-
mente en el anexo A.1.1, se define el término de estabilización:

Πstab =

]
Ω

τ ẼTD0Ẽ dV (A.18)

donde D0 es la expresión matricial del tensor constitutivo tangente del material
no deformado, que se introduce para obtener una expresión energética y τ es el
parámetro de estabilización. Como resultado del proceso usual de obtención de la
variación del funcional δΠstab (ecuaciones de Euler) y su linealización (∂dδΠstab y
∂αδΠstab), este término da lugar a una matriz de estabilización, que se suma a la
matriz del elemento EAS :

Ke
stab =

% �
K̄11

�
stab

[K12]stab
sim.

k
K̃22

l
stab

&
donde �

K̄11

�
stab

=

]
V

�
τh,ddα

TMTD0Mα
�
dV (A.19)

[K12]stab =

]
V

�
2τh,dα

TMTD0M
�
dVk

K̃22

l
stab

=

]
V

�
2τhM

TD0M
�
dV

Mediante una serie de consideraciones mecánicas y de acuerdo con el análisis
modal, los parámetros de estabilización se definen en función de los desplazamien-
tos τ = τ (d). Especificamente, se establecen los parámetros en relación con las
componentes del tensor segundo de Piola-Kirchhoff, de manera que el parámetro
de estabilización se activa en función solamente de las solicitaciones bajo las cuales
surgen inestabilidades en la formulación original. Una limitación de este método es
que sólo ha sido validado para las formas rectangulares, cuadriláteros y hexaedros,
bajo deformación homogénea y sólo puede garantizar la estabilidad en estos casos.

A.2.2 Integración reducida y estabilización con elementos
EAS

Esta técnica de control ha sido propuesta en (Reese and Wriggers, 1999). Se basa en
el análisis modal en cada elemento, con la finalidad de eliminar las inestabilidades
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numéricas incluso en mallas con elementos de forma arbitraria y estados de tensiones
no-homogéneos, sin introducir factores de rigidez artificiales. Punto clave en esta
formulación es la aplicación de una técnica de integración que permite la escisión
de la matriz de rigidez del elemento en una parte constante, evaluada con un sólo
punto de Gauss, y otra denominada “hourglass” o de estabilización.
El método aprovecha la idea de la equivalencia entre la integración reducida y los

métodos mixtos (Malkus and Hughes, 1978). El procedimiento se puede describir a
grandes rasgos a partir de la expresión global de un sistema lineal:

KV = P (A.20)

donde K denota la matriz de rigidez del sistema, V el vector global de desplaza-
mientos nodales y P el vector de fuerzas. Al realizar la escisión de la matriz de
rigidez en una parte constante K0 y una parte adicional, llamada de estabilización
o “hourglass”, el sistema se puede escribir como:

(K0 +Kstab) V = P (A.21)

La matriz de estabilización se deriva del método EAS. Debido a esto, se espera
lograr resultados tan buenos como los que ofrece la formulación EAS, pero con com-
portamiento estable. Para garantizar que esta escisión sea posible para cualquier
configuración geométrica es importante, en este punto, la aplicación del concepto
del paralelogramo equivalente (y correspondientemente en 3D el paralelepípedo equi-
valente). El concepto ha sido desarrollado en (Arunakirinathar and Reddy, 1995b),
(Arunakirinathar and Reddy, 1995a). La integración numérica no se realizará sobre
la configuración misma del elemento, sino sobre un elemento equivalente (el para-
lelogramo). Entre otras propiedades, se demuestra en las referencias citadas que el
error de la aproximación al integrar sobre el paralelepípedo equivalente es del orden
del tamaño de los elementos y tiende a cero al refinar la malla.
En (Freischlager and Schwiezerhof, 1996) se puede encontrar un desarrollo siste-

mático que permite un enfoque más claro de la relación que hay entre el método EAS
y esta técnica de integración, a la vez que se demuestran una serie de propiedades
importantes. En forma simplificada, el método de deformaciones con mejoras asumi-
das EAS, que se aplica para eliminar el bloqueo en determinadas situaciones, reduce
la matriz de rigidez mediante la substracción de una parte, K−Klocking = Kenh, de
manera que el sistema quede libre de bloqueo:

KenhV = P (A.22)

Al aplicar la técnica de integración propuesta a este sistema la matriz de rigidez
Kenh quedará representada por una parte constante y otra de estabilización. Sólo
esta última está asociada a los modos “hourglass” y a los modos EAS (que provienen
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de modos cuadráticos en los desplazamientos). La técnica de integración mas esta-
bilización basada en el concepto del paralelogramo equivalente converge al mismo
resultado que el método EAS. La convergencia depende sólo de la parte constante
K0, que se puede evaluar con un solo punto de Gauss, mientras que la parte Kstab,
asociada a los modos hourglass y a los modos EAS, puede ser modificada sin alterar
la propiedad de convergencia original.
En grandes deformaciones se puede desarrollar una estrategia similar en base a

la linealización de la ecuación del sistema correspondiente a la formulación EAS. Las
condiciones impuestas a los campos son las mismas que en el método EAS clásico.
El punto de partida es el funcional del tipo Hu-Washizu Π (u,H,P), planteado en
(Simo and Armero, 1992), donde H es el gradiente material de desplazamientos y
P es el tensor primero de Piola-Kirchhoff:

Π :=

]
B0

k
Ŵ (H) +P : (GRAD u−H)

l
dV +Πext (u) (A.23)

En este funcional se considera el campo mejorado de gradiente de desplazamientos:

H = Hcomp+H̃ ; Hcomp = GRAD u (A.24)

La primera variación del funcional proporciona el equilibrio del sistema:

δΠ =

]
B0

∂Ŵ (H)

∂H
:
�
δHcomp + δH̃

�
dV −Gext (δu) = 0 (A.25)

donde se ha considerado aquí la condición de ortogonalidad entre el campo de mejora
y las tensiones

U
B0 δP : H̃ dV = 0.

La aplicación del método de Newton-Raphson para resolver el sistema no lineal
resulta en un proceso iterativo expresado por:

(∆δΠ)i+1 = − (δΠ)i (A.26)

La segunda variación del funcional está dada por:

∆δΠ =

]
B0

�
δHcomp + δH̃

�
A
�
∆Hcomp +∆H̃

�
dV = 0 (A.27)

donde A = ∂2HHŴ (H). Ya que las variaciones en (A.27) son arbitrarias y que no se
requiere continuidad entre elementos para H̃, se puede deducir la expresión:]

B0e

�
δH̃
�
A
�
∆Hcomp +∆H̃

�
dV = 0 (A.28)

Ésta permite condensar en el elemento los parámetros de mejora, para obtener
una expresión sólo en desplazamientos, antes de ensamblar la ecuación global del
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sistema. Después de una serie de operaciones directas, que incluye el reemplazo de
(A.28) en (A.27), se obtiene la expresión matricial de la discretización del término
correspondiente al push-forward de la segunda variación:

∆δΠ =

nelm[
e=1

δdTe (Ke0 +Kehg)∆de (A.29)

La matriz Ke0 es constante en el elemento y la matriz Kehg contiene los términos
variables. Kehg se puede expresar en función de una “matriz de deformaciones
discreta condensada” del elemento:keBenhl

e
=
keBhg − ĜK−1aaKad

l
e

(A.30)

como se puede observar
keBenhl

e
depende de la parte “hourglass” eBhg de las funciones

de forma estándar y de Kaa y Kad, que son las matrices relacionadas con los modos
de mejora, que se deducen de (A.28). (Para obtener la matriz estándar B en sus
partes lineal Blin y “hourglass” eBhg se aplica el desarrollo de las funciones de forma
estándar presentado en (A.7) como punto de partida; ver también (Reese et al.,
1998)).
Cabe resaltar que la parte constante de la matriz de rigidez,Ke0, no se ve afectada

por el procedimiento de estabilización, que se puede evaluar con un sólo punto de
Gauss y que no depende del uso del paralelogramo equivalente. Por lo tanto, cabe
resaltar que el método se basa en una formulación en desplazamientos estándar con
integración reducida, y sólo la matriz de estabilización requiere la deducción basada
en el método EAS, cuyo punto de partida es (A.23). Es decir, la deducción anterior
se realiza sólo para el cálculo de los parámetros de estabilización.
Una ventaja de esta técnica de estabilización es que la matriz Kehg es dispersa

y depende de unos cuantos parámetros de estabilización. En el caso 2D son tres
los parámetros, lo cual facilita mucho el análisis; el número se eleva a quince en
el caso 3D. Gracias al concepto del paralelepípedo equivalente se puede calcular
analíticamente. Esto contribuye a disminuir el esfuerzo computacional.
La verificación de estabilidad se realiza en tres pasos: el cálculo de la matriz de

estabilización o “hourglass”, la verificación de sus valores propios y, si alguno fuera
negativo, su modificación. El análisis de valores propios se simplifica apreciable-
mente, como una consecuencia más de la estructura de la matriz de rigidez que se
obtiene.
Se presentan también algunas dificultades como consecuencia de que la integra-

ción no se realiza sobre la configuración real, sino sobre un elemento equivalente:
si el paralelogramo equivalente se actualiza en cada iteración se pierde el orden de
convergencia cuadrático. Los autores proponen calcular los parámetros de estabili-
zación solo en la primera iteración de cada incremento y mantenerlos constantes a
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lo largo del mismo, hasta satisfacer la ecuación de equilibrio. La solución se vuelve
dependiente del tamaño del incremento de carga. Este es ciertamente un aspecto
desventajoso del método. Se puede aminorar este efecto mediante algunas post-
iteraciones con los factores actualizados. Un tema abierto al estudio es investigar
la aplicación de las ideas de este método a los modelos constitutivos de plasticidad.
Por otro lado la extensión al caso 3D de esta técnica, basada en el concepto del pa-
ralelepípedo equivalente presenta una complejidad considerablemente mayor debido
al mayor número de parámetros y es un aspecto pendiente de investigación.

A.3 Estabilización de elementos mixtos

A.3.1 Elemento tetraédrico mixto estabilizado con método
GLS

En (Klaas et al., 1999) los autores proponen el uso de estas técnicas para mejorar y
hacer aplicable en la práctica un elemento en principio descartado por la condición de
estabilidad, como el tetraedro u/p lineal/lineal en desplazamientos y presiones. La
condición de estabilidad descarta al elemento lineal/lineal, como se ha mencionado
antes. El planteamiento básico se describe a continuación. El punto de partida es la
ecuación de equilibrio (expresada en términos del gradiente de deformaciones F y del
segundo tensor de Piola-Kirchhoff S y considerando ausencia de fuerzas másicas):

DIV [FS] = 0 (A.31)

Para obtener la expresión de residuos ponderados la función de ponderación usual,
w, identificada con las variaciones de desplazamientos δu, se perturba añadiendo un
término, de la siguiente manera

w→ w+ τ F−T∇q
donde q es la función de ponderación de la presión, o variación de la presión δp, y
τ = (ch2) / (2µ) es un parámetro de estabilización. De esta manera se obtiene la
forma estabilizada:]

Ω

DIV [FS] ·w dV +

nelm[
e=1

τ e

]
Ω

DIV [FS] · F−T∇q dV = 0

El término de perturbación τ F−T∇q se aplica elemento por elemento, c es una cons-
tante numérica que sólo depende del tipo de elemento, h es un parámetro de tamaño
de malla y µ es el módulo de cizallamiento. Se considera que la deformación volu-
métrica es puramente elástica p = K U � (J), donde U es la parte volumétrica de la
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energía almacenada, que depende sólo del determinante del gradiente de deforma-
ciones J , y que así mismo en el segundo tensor de Piola-Kirchhoff se puede separar
la parte volumétrica, asociada a p, en una expresión del tipo: S = JpC−1 + S̃.
Con la aplicación de esta técnica de estabilización se logra con el elemento li-

neal/lineal resultados estables y cualitativamente similares, según los autores, a los
que se pueden obtener con el elemento cuadrático/lineal, que cumple la condición
de estabilidad.

A.3.2 Elemento tetraédrico mixto estabilizado con burbuja
EAS

R.L. Taylor propone en (Taylor, 1999) un elemento tetraédrico con interpolaciones
de desplazamientos y presiones lineales C0 continuas, θ una variable de cambio
volumétrico discontinua entre elementos, y una función burbuja agregada de mejora
(tipo EAS).
El punto de partida es el funcional de tres campos para cuasi-incompresibilidad

(Anexo B, ecuación (B.3)):

Π (ϕ, θ, p) =

]
Ω

�
W
�
C̄ (ϕ, θ)

�
+ p [J − θ]

�
dΩ−Πext (ϕ) (A.32)

Se emplean definiciones similares a las planteadas en el apartado B.1 para el gra-
diente de deformaciones y para el tensor derecho de Cauchy-Green; éstas son:

F̄ =

�
θ

J

�1/3
F , C̄ = F̄T F̄ (A.33)

salvo que en esta formulación el campo gradiente de deformaciones es aumentado
con un término de mejora, tal como en el método EAS :

F =GRADX [ϕ]� ~} �
Galerkin

+ F̃�~}�
mejora

(A.34)

Los términos del gradiente de deformaciones F̃ se deducen, en forma similar a la que
se indica en el apartado C.3, a partir del gradiente simétrico de la función burbuja:

Ñ (ξ) = ξ1ξ2ξ3 (A.35)

cabe resaltar que, en problemas dinámicos esta función burbuja de mejora no influirá
directamente en los términos de inercia Esto es una consecuencia de la formulación
EAS (Simo et al., 1993).
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El procedimiento habitual para obtener la variación de (A.32) y su linealización,
mediante las derivadas direccionales, conduce a:

∆ (δΠ) =

]
Ω

�
δC̄ :

∂2W

∂C̄∂C̄
: ∆C̄+∆

�
δC̄
�
:
∂W

∂C̄

�
dΩ+

]
Ω

p∆ (δJ) dΩ+

+

]
Ω

δp (∆J −∆θ) dΩ+

]
Ω

∆p (δJ − δθ) dΩ+∆ (δΠext) (A.36)

La matriz de rigidez del sistema linealizado a resolver resulta:

K =


Kuu Kue Kup Kuθ

Kee Kep Keθ

sim. 0 Kpθ

Kθθ

 (A.37)

Dado que se toman interpolaciones discontinuas entre elementos para los modos
de mejora y el cambio de volumen θ, se puede plantear la solución en dos etapas.
En la primera etapa se eliminan en cada elemento los parámetros correspondientes
a cada una de estas dos variables, mediante condensación estática. En la segunda
etapa se ensamblan tanto las matrices de rigidez condensadas en la ecuación global,
como los residuos de las fuerzas y presiones de los elementos, y se resuelven los
incrementos de los parámetros de desplazamientos nodales y presiones.
Una alternativa a esta formulación es la expuesta en el apartado A.3.1, la formu-

lación mixta más la técnica de estabilización GLS de (Klaas et al., 1999), aunque
aún no se ha realizado una comparación completa de resultados. El propio autor
señala que esta formulación da lugar a una forma indefinida de las ecuaciones alge-
braicas, y que su solución en aplicaciones prácticas se debe encarar mediante técnicas
iterativas. Una desventaja de esta formulación es que implica un mayor volumen de
cálculo por elemento, que incorpora un mayor número de variables nodales y que su
implementación es relativamente complicada.



Anexo B

Método variacional y de
proyección para
cuasi-incompresibilidad

Un método eficaz para tratar el problema de cuasi-incompresibilidad es el método
variacional mixto, presentado en (Simo et al., 1985). Se incorporan como varia-
bles independientes una variable representativa del cambio de volumen y la presión.
Ambas se considerarán discontinuas en la discretización. La variable de cambio vo-
lumétrico es la variable restringida por el problema físico y la presión es su variable
dual. Al ser interpoladas de manera independiente se alivian en gran medida las
dificultades para su cálculo debidas a la sobre-restricción numérica en elementos es-
tándar. El primer paso es realizar una escisión cinemática, para separar la respuesta
volumétrica del resto de la deformación.

B.1 Escisión cinemática básica

En el caso no-lineal de deformaciones finitas esta escisión es multiplicativa y se
aplica al gradiente de deformaciones F, descomponiéndolo en sus partes volumétrica
e isocórica. Sea J ≡ detF el determinante del gradiente de deformaciones. La
escisión cinemática se puede escribir:

F̄ (ϕ, J)= J̄
1
3�~}�

vol.

F̃ (ϕ)� ~} �
isoc.

, F̃ (ϕ) = [J (ϕ)]−
1
3 F (B.1)

donde J̄ se introduce en la formulación como una variable adicional y es representa-
tiva del volumen. Aunque localmente en el medio continuo J̄ ≡ J (ϕ) (de modo que
F̄ ≡ F), al construir la aproximación por elementos finitos esta identificación ya no

33
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es válida. De hecho, el punto esencial del procedimiento variacional que se desarrolla
es establecer la forma débil de esta condición. La condición J̄ > 0 se puede forzar
automáticamente haciendo el cambio de variable ϑ = ln

�
J̄
�
, es decir J̄ = exp [ϑ].

Asociados a los gradientes de deformaciones F y F̄, definidos en (B.1), los co-
rrespondientes tensores derechos de Cauchy-Green son:

C = FTF , C̄ (ϕ,ϑ) =
�
F̄ (ϕ,ϑ)

�T
F̄ (ϕ,ϑ) (B.2)

B.2 Principio variacional para
cuasi-incompresibilidad

Considerando las anteriores definiciones el punto de partida es el siguiente funcional
Lagrangiano de tres campos, de tipo Hu-Washizu:

Π (ϕ,ϑ,π) =

]
Ω

�
W
�
C̄ (ϕ,ϑ)

�
+ π [ln (J (ϕ))− ϑ]

�
dΩ−Πext (ϕ) (B.3)

Aquí se ha introducido también π, la variable dual de J̄ , que juega el papel de
multiplicador de Lagrange y se interpreta como la presión de Kirchhoff. Πext (ϕ)
denota la energía potencial de fuerzas externas. Por simplicidad se supone que
corresponde a cargas muertas.
Con las siguientes redefiniciones de las tensiones de Kirchhoff y del campo de

presiones:

τ̄ (ϕ,ϑ,π) = π1+ dev
k
F̄ (ϕ,ϑ) 2∂CW

�
C̄ (ϕ,ϑ)

�
F̄ (ϕ,ϑ)T

l
(B.4)

p̄ (ϕ,ϑ) =
1

3
tr
k
F̄ (ϕ,ϑ) 2∂CW

�
C̄ (ϕ,ϑ)

�
F̄ (ϕ,ϑ)T

l
(B.5)

las ecuaciones de Euler asociadas a la estacionariedad del funcional (B.3) se pueden
escribir: ]

Ω

τ̄ (ϕ,ϑ,π) . (∇η ◦ϕ) dΩ−Gext (η) = 0 , ∀η ∈V (B.6a)]
Ω

ψ (p̄ (ϕ,ϑ)− π) dΩ = 0 , ∀ψ ∈ L2 (B.6b)]
Ω

q̄ (lnJ (ϕ)− ϑ) dΩ = 0 , ∀q̄ ∈ L2 (B.6c)

donde V es el espacio de las funciones de ponderación η (variaciones de desplaza-
mientos o desplazamientos virtuales), y ψ y q̄ son las variaciones de ϑ y π, respec-
tivamente.
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B.3 Discretización mixta discontinua

Se introducen el subespacio de aproximación Vh ⊂ V de las funciones de prueba y
las aproximaciones a los campos de presión y volumen, discontinuas entre elementos
mediante el subespacio:

Ph =
q
ψh ∈ L2 (Ω) : ψh

��
Ωe
= ΓT (X)ψe , para ψe ∈ Rm

r
(B.7)

donde Γ (X) = [Γ1 (X) . . .Γm (X)]
T es el vector de m funciones de forma prescritas

localmente en el elemento. La discontinuidad entre elementos de las funciones de
forma en el espacio Ph de elementos finitos es la condición clave impuesta sobre esta
aproximación. Como consecuencia de esto, se pueden expresar los campos de presio-
nes y de volumen en cada elemento en función de la deformación ϕh. Por lo tanto,
la formulación se puede expresar completamente en función de los desplazamientos,
recuperándose la estructura de un método de deformaciones supuestas. Con esta
finalidad, se reemplazan las aproximaciones (B.7) en las ecuaciones variacionales
(B.6ab,c) y se resuelve:

ϑhe
�
ϕhe
�
= ΓT (X)H−1e

]
Ωe

Γ (X) ln
�
J
�
ϕhe
��
dΩ (B.8)

πhe
�
ϕhe
�
= ΓT (X)H−1e

]
Ωe

Γ (X) p̄
�
ϕhe ,ϑ

h
e

�
ϕhe
��
dΩ

donde (·)he = (·)h
���
Ωe
denota la restricción de la aproximación (·)ha un elemento típico

Ωe y He es la matriz m×m definida en el elemento como:

He =

]
Ωe

Γ (X)⊗ Γ (X) dΩ (B.9)

Estas aproximaciones se sustituyen en la ecuación variacional de equilibrio (B.6aa),
obteniéndose finalmente la expresión del problema variacional a resolver:

]
Ω

τ̄ h
�
ϕh,ϑh

�
ϕh
�
,πh

�
ϕh
��
:
�∇ηh◦ϕh� dΩ−Gext �ηh� = 0 , ∀ηh∈V (B.10)

Aquí τ̄ h es la versión discreta del tensor de tensiones “equivalente” de Kirchhoff
definido en (B.4). La linealización de la expresión (B.10) conduce a un problema
equivalente estándar en desplazamientos por el método de Galerkin, con las ecua-
ciones constitutivas modificadas de acuerdo con (B.4) y (B.5).
Esta formulación es la base sobre la que se desarrollan elementos como el Q1/P0

y el elemento tetraédrico de (Taylor, 1999).
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Anexo C

Método de deformaciones
mejoradas (EAS)

La idea básica de la formulación EAS en grandes deformaciones es considerar una
representación mejorada de la aproximación de Galerkin al gradiente de deforma-
ciones, de la forma:

Fh =GRADX

�
ϕh
�� ~} �

Galerkin

+ F̃h�~}�
mejora

(C.1)

donde GRADX
�
ϕh
�
es la aproximación conforme de Galerkin y F̃h es un campo

adicional de mejora (“enhanced”), independiente y discontinuo entre elementos, que
se agrega para mejorar la representación del campo de deformaciones.
En esta formulación se toma como punto de partida en la discretización el des-

arrollo de las funciones de forma presentada en la sección A.1.2. Se restringe la
atención al elemento tri-lineal, con lo cual las funciones de forma vienen definidas
por (A.6). Desde ese punto de vista, tanto el término de funciones “hourglass” ahí
definidas, como F̃h en (C.1) se pueden considerar como mejoras de la aproximación
de un solo punto. De acuerdo con la notación convencional, se designa por Vh⊂ V
una aproximación conforme al espacio V de funciones de prueba admisibles, por
el método de Galerkin de elementos finitos. El espacio de gradientes asociados se
representa por GRADX

�Vh�.
C.1 Formulación Variacional de 3 campos

El punto de partida para el desarrollo del método es el planteamiento del problema
no-lineal mediante una formulación variacional mixta de 3 campos del tipo Hu-
Washizu. Se define el funcional escalar Π (ϕ,F,P), en el que las variables {ϕ,F,P}
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son consideradas como variables independientes:

Π (ϕ,F,P) : =

]
B

k
Ŵ
�
X,FTF

�
+P : (GRADX [ϕ]− F)

l
dV +Πext (ϕ)

Πext (u) : = −
]
B
B · u dV −

]
Γt

T̄.u dΓ (C.2)

Para el desarrollo formal que sigue basta considerar que F y P son matrices
3 × 3, con componentes en L2 (Ω), que dependen de X ∈Ω. Por lo tanto, F y P
están contenidos en el espacio

L :=
�
M :Ω→ L3|MiA∈L2 (Ω)

�
, (C.3)

donde L3 es el espacio vectorial de matrices 3× 3. Además, ya que F y P están en
el espacio L y no están sujetas a condiciones de borde, el espacio de las variaciones
δF y δP coincide tambien con L.
Las condiciones de estacionariedad del funcional (C.2) proporcionan ecuaciones

en forma variacional o débil, que permiten hallar la solución aproximada por el méto-
do de elementos finitos. La variación δΠ se obtiene mediante la derivada direccional
o variación de Gateaux del funcional:

δΠ := DΠ (ϕ,F,P) · (δϕ,δF,δP) := d

dε

����
ε=0

Π (ϕε,Fε,Pε) (C.4)

donde
ϕε := ϕ+εδϕ , Fε := F+εδF , Pε := P+εδP (C.5)

y (δϕ,δF,δP) es una variación arbitraria. En situación de estacionariedad se cumple
para cualquier variación de este tipo que δΠ = 0. Una serie de operaciones directas
conduce al conjunto de ecuaciones:

kP, GRADX [δϕ]l − kB, δϕl −


T̄, δϕ

�
Γ
= 0 ∀δϕ ∈V (C.6a)G

δF,
�
2F∂CŴ (C)−P

�H
= 0 ∀δF ∈F (C.6b)

kδP, (GRADX [δϕ]− F)l = 0 ∀δP ∈S (C.6c)

donde S y F , los espacios de tensiones y de gradientes de deformaciones, están
contenidos en el espacio L definido en (C.3). Como puede observarse estas expre-
siones representan en forma débil la ecuación de equilibrio, la interpretación de P
como tensor de tensiones nominales y la identificación de F con el gradiente de
deformaciones, respectivamente.
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C.1.1 Formulación variacional de 3 campos mejorada

Se considera ahora una reparametrización del gradiente de deformaciones de la forma
(C.1), de manera que F =GRADX [ϕ] +F̃ incluye el gradiente de deformaciones de
mejora F̃; este campo y sus variaciones admisibles están contenidos en el espacio:

hF := qF̃ : Ω→ L3
�� F̃ iA ∈ L2 (Ω)r (C.7)

Se define ahora el funcional correspondiente

Π̃
�
ϕ, F̃,P

�
:= Π

�
ϕ, GRADX [ϕ] + F̃,P

�
(C.8)

Sólo se exige a F̃ que sus componentes estén en el espacio L2 (Ω), por lo tanto, no se
necesitará continuidad entre elementos al construir la aproximación por elementos
finitos. En consecuencia, el método desarrollado es conforme, ya que respeta los
requisitos de continuidad inherentes a la formulación variacional.
Mediante un cálculo análogo al anterior se obtiene el siguiente conjunto de ecua-

ciones de Euler para el problema discretizado por elementos finitos:G
2Fh∂CŴ

�
Ch
�
, GRADX

�
δϕh

�H− 
B, δϕh�− 
T̄, δϕh�
Γ
= 0 ∀δϕh ∈ Vh (C.9a)G

δF̃h,
�
2Fh∂CŴ

�
Ch
�−Ph�H = 0 ∀δF̃h ∈ hFh (C.9b)G
δPh, F̃h

H
= 0 ∀δPh ∈ Sh (C.9c)

Sh y hFh ⊂ L denotan los espacios de tensiones y gradientes de deformaciones de
mejora cubiertos por la aproximación por elementos finitos. En vista de la condición
de ortogonalidad entre estos dos campos, que se impondrá más adelante, el campo
de tensiones Ph quedará eliminado automáticamente de estas ecuaciones y no será
necesario el conocimiento explícito de esta interpolación en la aplicación del método.
Las correspondientes ecuaciones de Euler del problema continuo en Ω son:

DIV
k
2F∂CŴ (C)

l
+B = 0k

2F∂CŴ (C)
l
−P = 0 (C.10)

F̃ = 0

De las ecuaciones de Euler anteriores se desprende que en el problema continuo F̃ es
localmente nulo en Ω. Sin embargo, en el contexto de una aproximación mixta por
elementos finitos esta condición sólo se exige en forma débil y este campo añadido
permite obtener una mejor representación del campo de deformaciones.
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Sobre las variables definidas F̃h y Ph se impone una serie de condiciones para
asegurar eficacia y buen comportamiento del método:
(i) Condición de estabilidad: El espacio hFh de los gradientes de deformaciones

de mejora tiene intersección nula con el espacio de gradientes de deformaciones
“compatibles”, que se denotará por GRADX

�Vh�. Es decir:
hFh ∩GRADX

�Vh� = {0}
Dado que el gradiente de deformaciones de mejora es un campo adicional, agre-

gado para mejorar la aproximación conforme al gradiente de deformaciones “compa-
tibles” que resulta del método de Galerkin, es natural pensar que la intersección de
sus respectivos espacios es el elemento nulo. Violar esta condición puede dar lugar
a un sistema singular de ecuaciones.
(ii) Consistencia variacional: En vista de la ecuación (C.9b) se requiere que los

espacios de tensiones nominales Sh y de gradientes de deformaciones de mejora hFh
sean ortogonales. Esta condición implica que:G

Pe, F̃e
H
≡ 0 (C.11)

con lo cual, en la aplicación del método, la tercera ecuación queda fuera de la
formulación y el campo Ph queda automáticamente eliminado de las ecuaciones.
(iii) Condición de tensión constante: El espacio de tensiones nominales Shdebe

contener al menos funciones constantes por elementos, con lo cual hFh debe ser
ortogonal a cualquier P0 constante, es decir:G

P0, δF̃
H
≡ 0 , ∀δF̃ ∈ hFh (C.12)

Esta condición implica que F̃ debe tener un valor medio nulo en el elemento, es
decir,

U
Ωe
F̃edΩe = 0, esto representa el cumplimiento en forma débil de la tercera

ecuación de Euler.
En el problema no-lineal estas condiciones aseguran que el método produce la

solución exacta para estados de deformación homogénea (i.e., estados de deforma-
ción con gradiente de deformaciones constante). Esto se puede interpretar como la
verificación de una versión no-lineal del test de la parcela.
(iv) Las aproximaciones de mejora generadas por hFh deben transformarse en

forma objetiva, en el sentido que para cualquier movimiento superpuesto de cuerpo
rígido x→ Qx, con matriz de rotaciónQ ∈ SO(3), cualquier F̃h ∈ hFh se transforma
como F̃h → QF̃

h
.

Esta condición asegura que el gradiente de deformaciones mejorado definido en
(C.1) se transforma también en forma objetiva, ya que GRADX

�
ϕh
�
tambien se
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transforma objetivamente ante movimientos superpuestos de cuerpo rígido. Por lo
tanto el método preserva el requisito de objetividad. Se describe a continuación el
procedimiento sistemático para el diseño de interpolaciones del gradiente de defor-
maciones, de modo que satisfagan automáticamente este requisito.

C.2 Mejora del gradiente de deformaciones

La idea clave para el diseño de las interpolaciones de mejora del gradiente de defor-
maciones, F̃h, es llevar a cabo la construcción en el dominio isoparamétrico , en
función de una transformación lineal F [·] de vectores en en vectores en , para
un ξ ∈ fijo. Luego, mediante una transformación apropiada se obtiene F̃h, que
define vectores en ϕh (Ω) a partir de vectores en Ω.
Paso 1: Considerar una transformación lineal F [·], cuyos dominio y rango son

vectores definidos en , sujeta a la restricción]
F (ξ) = 0 (C.13)

y tal que F [·] no esté contenida en GRADX
�Vh�. Es decir, la condición (i) se

satisface por construcción en el dominio isoparamétrico .
Paso 2: Transformar F [·] en hFe [·], cuyo rango está constituido por vectores

definidos en la configuración Ω, mediante la transformación tensorial:

hFe (ξ) = j0
j (ξ)

J0F (ξ)J−10 (C.14)

ya que dΩ = j (ξ) d , esta transformación por construcción tiene la propiedad:]
Ωe

hFe (ξ) dΩ = j0J0 �] F (ξ)
�
J−10 = 0 (C.15)

y es la que toma en cuenta el efecto de distorsión de los elementos en la configuración
de referencia.
Paso 3: Obtener F̃h, que define vectores en ϕh (Ω) a partir de vectores en Ω,

mediante la fórmula:
F̃h = Fh0

hFe (ξ) (C.16)

donde Fh0 := GRADX
�
ϕh
���

ξ=0
es la aproximación de un solo punto al gradiente

de deformaciones. Ya que Fh0 se transforma objetivamente, se satisface la condición
(iv) de objetividad. Además, relacionando (C.14) y (C.16) se concluye que]

Ωe

F̃hdΩ = Fh0

]
Ωe

hFe (ξ) dΩ = 0 (C.17)
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es decir, que la interpolación del gradiente de deformaciones de mejora (“enhanced”)
satisface la condición (iii).
De esta manera, el espacio hFh de gradientes de deformaciones de mejora (“en-

hanced”) queda completamente determinado al definir F (ξ) en el dominio isopara-
métrico .

C.3 Elemento sólido tri-lineal Q1/E9

El elemento Q1/E9 es una generalización del elemento de modos incompatibles de
(Wilson et al., 1973), extendida al régimen no-lineal. El punto de partida es adoptar
las correspondientes funciones de forma incompatibles:

Ñ1 :=
1

2

�
ξ21 − 1

�
, Ñ2 :=

1

2

�
ξ22 − 1

�
, Ñ3 :=

1

2

�
ξ23 − 1

�
(C.18)

para definir la transformación F (ξ) en por medio de la interpolación:

F (ξ) :=
3[
I=1

ΓI ⊗GRADξ

k
Ñ I
l
, con ΓI ∈ R3 (I = 1, 2, 3) (C.19)

De acuerdo con el procedimiento descrito, el gradiente de deformaciones de mejora
se calcula mediante la expresión:

F̃h (ξ) =
j0
j (ξ)

Fh0J0F (ξ)J−10 =
3[
I=1

�
Fh0J0ΓI

�⊗ � j0
j (ξ)

J−T0 GRADξ

k
Ñ I
l�

(C.20)

ya que αI := Fh0J0ΓI ∈ R3 son vectores constantes en cada elemento (no dependen
de ξ), se pueden adoptar los αI en lugar de los ΓI como “parámetros locales del
elemento” para expresar la interpolación como:

F̃h =
3[
I=1

αI ⊗ aGRADX

k
Ñ I
l

(C.21)

donde
aGRADX

k
Ñ I
l
:=

j0
j (ξ)

J−T0 GRADξ

k
Ñ I
l

(C.22)

La elección de (C.19) viene motivada por el análisis de las componentes del
gradiente de deformaciones de un elemento regular no distorsionado, identificado
con el dominio isoparamétrico (i.e., Ωe ≡ ). Si el gradiente de deformaciones
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evaluado en un punto se expresa como GRAD0
�
ϕh
�
= [f01 f

0
2 f

0
3 ], las columnas de la

aproximación conforme al gradiente de deformaciones toman la forma:

ϕh,ξ1 = f
0
1 + ξ2β3 +ξ3β2+ξ2ξ3β4 (C.23a)

ϕh,ξ2 = f
0
2 + ξ1β3 +ξ3β1+ξ1ξ3β4 (C.23b)

ϕh,ξ3 = f
0
3 + ξ1β2 +ξ2β1+ξ1ξ2β4 (C.23c)

mientras que el gradiente de deformaciones de mejora, definido a partir de (C.19),
se puede expresar como:

F̃h = [ξ1α1 ξ2α2 ξ3α3] (C.24)

Inspeccionando (E.24) y (C.24), las componentes de la aproximación mejorada, se
comprueba que las columnas de esta aproximación contienen polinomios completos.
Los pasos, que se han seguido en la construcción de esta aproximación aseguran el
cumplimiento de esta propiedad tambien para configuraciones distorsionadas.

C.4 Elemento tri-lineal modificado QM1/E12

La mejora que se introduce a continuación viene motivada por el análisis a la teoría
infinitesimal.. Ya que el efecto de distorsión en la configuración de referencia se
toma en cuenta en (C.14), es suficiente considerar un elemento cuya configuración
de referencia coincide con el cubo de referencia, i.e., Ωe ≡ . De acuerdo con esto,
según (E.24), el cambio de volumen linealizado7V h (ξ) predicho por la interpolación
estándar de Galerkin es de la forma:

7V h (ξ)
V h0

= tr
�
Fh
�
= ndimA0 +A1ξ1 +A2ξ2+ A3ξ3 +A4ξ1ξ2 +A5ξ2ξ3 +A6ξ3ξ1� ~} �

aparecen para ndim=3

(C.25)
donde V h0 es el volumen de referencia y A0,A1,. . .,A6 son constantes que dependen
de los desplazamientos nodales uA y de los vectores de estabilización γA. Obsérvese
que los términos cuadráticos solo aparecen en el caso tri-dimensional. Por otro lado,
el cambio de volumen linealizado predicho por la componente “enhanced” F̃h del
gradiente de deformaciones es:

j7V h (ξ)
V h0

= tr
k
F̃h
l
= Ã1ξ1 + Ã2ξ2 + Ã3ξ3 (C.26)
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donde las constantes Ã1, Ã2, Ã3 dependen de los parámetros α1, α2, α3. Si se
considera el problema lineal incompresible se concluye lo siguiente:

i) En el problema bi-dimensional el método no presenta bloqueo, pues al forzar
la condición de incompresibilidad quedan determinadas las constantes que aparecen
en (C.25) y en (C.26) como A1 = − Ã1 , A2 = − Ã2.
ii) En el problema tri-dimensional el elemento presentaría bloqueo, pues la im-

posición de la condición de incompresibilidad conduce a que A4 = A5 = A6 = 0, lo
cual es posible sólo si los desplazamientos nodales son nulos.

Con las anteriores consideraciones como motivación, se introduce una modifica-
ción adicional a la componente de mejora del gradiente de deformaciones, de acuerdo
con la fórmula de interpolación

F (ξ) :=
3[
I=1

ΓI ⊗GRADξ

k
Ñ I
l
+
�
Γ4 ·GRADξ

k
Ñ4
l�
I3 (C.27)

donde ΓI ∈ R3 (I = 1, . . . , 4), I3 es la matriz unitaria 3 × 3 y Ñ4 : → R es la
función de forma que introduce la mejora adicional y está definida por:

Ñ4 := ξ1ξ2ξ3 , con lo que: GRADξ

k
Ñ4
l
=

 ξ2ξ3
ξ3ξ1
ξ1ξ2

 (C.28)

Con la adición de esta cuarta funcion de forma de mejora el cambio de volumen
linealizado contendrá ahora además los términos:

Ã4ξ1ξ2 + Ã5ξ2ξ3 + Ã6ξ3ξ1 (C.29)

Para el problema lineal la imposición de la condición de incompresibilidad con-
duce a las siguiente propiedad de cancelación de términos:

AJ + ÃJ = 0 , para J = 1, . . . , 6

lo que produce un elemento libre de bloqueo en el límite incompresible. En el
caso de elementos distorsionados, esta propiedad de cancelación sólo ocurre si la
transformación entre GRADξ

�HJ
�
y GRADX

�HJ
�
es de la misma forma adoptada

en (C.14) para el gradiente de deformaciones de mejora. Es por esta razón por la
que se adopta una transformación del tipo (A.14) en el cálculo de GRADX

�HJ
�
,

indispensable para ndim = 3 (recuérdese que esta transformación no altera el orden
de convergencia del método).
Resta sólo desarrollar la expresión de F̃h, con la inclusión del término asociado

a esta nueva función. A partir de la transformación definida en (C.27), mediante la
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fórmula de transformación F̃h (ξ) = [j0/j (ξ)]GRAD0
�
ϕH
�
J0F (ξ) J−10 del procedi-

miento general descrito antes y aplicando la identidad:

j0
j (ξ)

�
Γ4 ·GRADξ

k
Ñ4
l�
= α4 · aGRADX

k
Ñ4
l
con α4 := J0Γ4 (C.30)

se obtiene el resultado final:

F̃h =
3[
I=1

αI ⊗ aGRADX

k
Ñ I
l
+
�
α4 · aGRADX

k
Ñ4
l�
GRAD0

�
ϕh
�

(C.31)
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Anexo D

Elementos de mecánica del medio
continuo

En el presente capítulo se hace una revisión de conceptos de la mecánica del me-
dio continuo. Esta disciplina es el soporte para el tratamiento de problemas en la
ingeniería, como los que se abordan en el presente trabajo. La mecánica del me-
dio continuo considera el comportamiento mecánico de un medio, sólido o fluido, a
escala macroscópica. Este procedimiento resulta adecuado en la mayoría de apli-
caciones de interés en ingeniería, dado que las dimensiones de los cuerpos que se
consideran suelen ser grandes respecto a las dimensiones características de la esca-
la microscópica, frecuentemente en varios ordenes de magnitud. Por lo tanto, no
se considera la naturaleza discontinua de la materia en el nivel microscópico. De
acuerdo con esto es posible describir las propiedades y el comportamiento del medio
que se analiza mediante funciones continuas, por ejemplo de la posición. Bajo estas
premisas la mecánica del medio continuo estudia las interacciones entre las fuerzas
y el movimiento en los cuerpos. Se pueden encontrar estudios amplios del tema en
libros clásicos como (Malvern, 1969), (Mase, 1977), (Spencer, 1980) y en obras muy
recientes como (Oliver and Agelet de Saracibar, 2000).

La revisión que se hace en este capítulo incluye la presentación de los conceptos,
nomenclatura y expresiones necesarias para el planteamiento del problema en los
capítulos siguientes. Se consideran tanto el caso general de grandes deformaciones,
así como el rango infinitesimal de deformaciones como situación particular. Se verán
las definiciones de las configuraciones de referencia y deformada, distintos tensores
de deformación y tensores de tensión, los operadores de transporte de tensores,
las relaciones constitutivas de materiales de interés y, finalmente, las ecuaciones de
gobierno tanto en forma fuerte como en forma débil.

47
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Figura D.1: Esquema de la deformación de un medio continuo. Transformación ϕ y
tensor gradiente de deformación F.

D.1 Definiciones cinemáticas básicas

Sea un cuerpo continuo denominado B que ocupa una región del espacio Ω ⊂ R3,
denominada configuración de referencia o material, cuyo contorno es ∂Ω. Cada
partícula o punto material del cuerpo será identificada por su posición X ∈ Ω en la
configuración de referencia. Sea una transformación o función biyectivaϕ : Ω→ R3,
que en otro instante ubica la posición del cuerpo en otra región S del espacio,

ϕ : Ω→ S (D.1)

Esta transformación suele llamarse tambien deformación. A la región S =ϕ (Ω) se la
denomina configuración actual o deformada y x ∈ S a los puntos que la conforman.
Cada punto material X del cuerpo B pasa a ocupar una posición o punto espacial
x en S, dada por:

x = ϕ (X) (D.2)

X y x representan, respectivamente, las coordenadas materiales y las espaciales de
un punto material.
El desplazamiento u (X) queda definido por el campo vectorial:

u (X) = ϕ (X)−X (D.3)

con lo cual se puede escribir:

x = X+ u (X) (D.4)
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D.1.1 Movimiento

Descripción material

El movimiento de un cuerpo es una sucesión continua de configuraciones caracteri-
zadas por la variación del parámetro tiempo. De esta manera el movimiento puede
describirse como:

ϕt : Ω→ Ωt (D.5)

donde ϕt (X) = ϕ (X,t) es la transformación que ubica la posición S = Ωt que
ocupa el cuerpo en cada instante t.
Durante el movimiento la posición de una partículaX en el instante t viene dada

por:

x = ϕ (X,t) (D.6)

y la velocidad de la partícula material se define como

V (X,t) = ẋ (X,t) =
∂ϕ (X,t)

∂t
(D.7)

La expresión anterior se denomina descripción material del campo de velocidades en
el sentido de que la información se proporciona directamente en función de las par-
tículas materiales X. Este tipo de descripción se conoce también como descripción
lagrangiana.

Descripción espacial

Si se tiene en cuenta que la transformación ϕt es biyectiva, las posiciones X que
los puntos materiales ocupaban en la configuración de referencia se pueden expresar
en términos de las posiciones en el espacio x que estos ocupan en la configuración
deformada o actual:

X = ϕ−1t (x) (D.8)

Esta transformación inversa, ϕ−1t , se denomina mapa de referencia.
La alternativa a la descripción material es la descripción espacial o euleriana del

campo de velocidades. En este caso la información se proporciona en función de las
posiciones x en el espacio. En base al mapa de referencia se puede definir la función:

v (x,t) = V (X,t) = ẋ
�
ϕ−1t (x) ,t

�
(D.9)

Tal como se observa aquí, la nomenclatura estándar utiliza generalmente letras ma-
yúsculas para designar los campos materiales y minúsculas para los campos espa-
ciales..
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Cualquier campo o propiedad relacionada con el movimiento de un cuerpo se
puede expresar en descripción material o espacial, dependiendo de los argumentos
o variables independientes que se tomen, las partículas materiales o las posiciones
espaciales. La descripción material de un campo espacial γ (x,t) se define mediante
la expresión:

Γ (X,t) = γ (ϕ (X,t) ,t) (D.10)

mientras que la descripción espacial de un campo material se define como

γ (x,t) = Γ
�
ϕ−1t (x,t) ,t

�
(D.11)

En mecánica de sólidos usualmente se adopta la descripción material, puesto que
facilita la aplicación de las ecuaciones constitutivas de los materiales.

Derivadas temporales material y derivada local

La derivada temporal material de una propiedad Γ (X,t) es:

Γ̇ (X,t) =
∂Γ (X,t)

∂t
(D.12)

Por otro lado, la derivada temporal local de una propiedad en descripción espacial
es:

∂tγ (x,t) =
∂γ (x,t)

∂t
(D.13)

La interpretación de cada una de ellas se desprende del significado físico de la des-
cripción empleada en cada caso. La derivada local representa la variación en el
tiempo de una determinada propiedad observada en una posición fija en el espacio,
mientras que la derivada material representa la variación en el tiempo de la propie-
dad de una determinada partícula del medio. La diferencia existente entre las dos
radica en el efecto de transporte de partículas en el medio, fenómeno denominado
convección. La relación entre la derivada material y la local se puede deducir de la
expresión (D.10):

Γ̇ (X,t) =
∂γ (x,t)

∂t
+

∂γ (ϕ (X,t))

∂ϕ

∂ϕ

∂t
(D.14a)

= ∂tγ + v·∇γ (D.14b)

Esta ecuación establece la relación entre la variación temporal de una propiedad y
el término convectivo.
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Tensor gradiente de deformación

El gradiente material de un campo Γ se define como:

GRADΓ =
∂

∂X
[Γ (X,t)] (D.15)

y el gradiente espacial de un campo γ queda definido por:

∇γ = ∂

∂x
[γ (x,t)] (D.16)

es decir, son las derivadas parciales respecto a X y x, respectivamente, para un
tiempo t fijo. Se puede introducir la siguiente notación simbólica para el operador
gradiente material :

GRAD(·) =
�
∂ (·)
∂X1

,
∂ (·)
∂X2

,
∂ (·)
∂X3

�
(D.17)

y la correspondiente al operador gradiente espacial, denominado también operador
Nabla como:

∇ (·) =
�
∂ (·)
∂x1

,
∂ (·)
∂x2

,
∂ (·)
∂x3

�
(D.18)

El tensor gradiente de deformación, denominado F (X, t), es la derivada de la
transformación ϕ (X) respecto a X, que se define como:

F (X, t) = GRAD [ϕ (X, t)] =
∂

∂X
[ϕ (X, t)] (D.19)

El gradiente de deformación se puede expresar también en términos del gradiente
de los desplazamientos como:

F (X, t) = I+GRADu (X, t) (D.20)

donde I es el tensor identidad de segundo orden.
El determinante de la matriz asociada al gradiente de deformaciones es:

J (X, t) := det [F (X, t)] (D.21)

En la configuración de referencia el gradiente de deformaciones F (X) = I, y
en consecuencia, det [F (X)] = 1. Por otro lado, un valor de det [F (X, t)] = 0
implicaría que el entorno infinitesimal ha colapsado en una partícula material, lo
que representaría una situación físicamente inadmisible. En consecuencia, cualquier
deformación del cuerpo siempre debe verificar:

det [F (X, t)] > 0 (D.22)
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D.2 Tensores de deformación

D.2.1 Introducción

El gradiente de deformación contiene la descripción local del movimiento relativo
del medio continuo en el entorno diferencial de cada partícula. Sin embargo, a pesar
de la importancia del tensor F en el análisis, éste no es en sí mismo una medida de la
deformación, si se entiende por deformación estrictamente los cambios de posición
que dan lugar a un cambio de forma. Esto es debido a que en el tensor gradiente de
deformaciones F están incluidas también las rotaciones rígidas en torno a X, como
se verá a continuación. Con la finalidad de simplificar la notación, siguiendo una
convención estándar, en adelante se omitirá la indicación explícita de los argumentos
X y t en algunas expresiones.

Descomposición polar del gradiente de deformación

El teorema de descomposición polar de tensores permite separar en F las deforma-
ciones propiamente dichas de las rotaciones. Localmente, en el entorno diferencial
de cada partícula X, se puede descomponer F en un conjunto único de tensores
{R,U,V} tal que:

F = VR = RU (D.23)

donde el tensor de rotación R es un tensor ortogonal, y V y U son los tensores si-
métricos izquierdo y derecho de estiramiento, respectivamente. Esta descomposición
permite considerar cualquier movimiento relativo en el entorno de una partícula en
dos pasos. Por ejemplo, la denominada descomposición por la izquierda equivale a
una rotación R seguida de un estiramiento V. De otro modo, la descomposición por
la derecha consiste en un estiramiento U seguido de la rotación R.

D.2.2 Tensores materiales de deformación

Si se considera una línea material infinitesimal dX entre dos partículas próximas del
cuerpo, X y X + dX respectivamente, el gradiente de deformación es el operador
lineal que relaciona la línea dX con su configuración deformada dx:

dx = FdX (D.24)

a partir de esta relación se puede expresar el cuadrado de la longitud deformada de
la línea en términos de la longitud de referencia como:

|dx|2 = dx·dx = FdX · FdX =dX �FTF� dX (D.25)
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El tensor simétrico derecho de Cauchy-Greeen queda definido por:

C = FTF (D.26)

con lo cual:
|dx|2 = dXCdX (D.27)

De acuerdo a esto, la variación de la longitud de esta línea material es:

|dx|2 − |dX|2 = dXCdX−dX·dX (D.28a)

= dX (C− I) dX (D.28b)

El tensor de Green-Lagrange, denominado E, queda definido por:

E =
1

2
(C− I) (D.29)

o, en términos del gradiente de desplazamientos,

E =
1

2

k
GRADu+(GRADu)T − (GRADu)T GRADu

l
(D.30)

Teniendo en cuenta la ecuación (D.23) y que R es un tensor ortogonal, por tanto
RRT = RTR = I, C se puede expresar en términos de los tensores de estiramiento:

C = U2 (D.31)

Se puede observar que tanto el tensor derecho de Cauchy-Green C como el de
Green-Lagrange E dependen sólo de U, que es la componente del gradiente de
deformaciones asociada a los estiramientos. Estos tensores de deformación son, por
lo tanto, indicadores del cambio de forma en el entorno de un punto determinado.

D.2.3 Tensores espaciales de deformación

Los tensores E yC, definidos anteriormente, son tensores materiales de deformación.
Los correspondientes tensores espaciales de deformación se pueden definir, tal como
se hizo para la velocidad, teniendo en cuenta el mapa de referencia ϕ−1. El tensor
gradiente espacial de deformación es la derivada de la transformación inversaϕ−1 (x)
respecto a x:

F−1 =
∂X

∂x
=

∂

∂x

�
ϕ−1 (x)

�
= ∇ϕ−1 (x) (D.32)

Como se puede observar, este tensor es el inverso del tensor gradiente (material) de
deformación F.
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Se pueden definir relaciones análogas a las correspondientes a C y E partiendo
de la expresión de la longitud inicial en términos de la longitud deformada:

dX = F−1dx (D.33)

luego, se puede encontrar los tensores espaciales b y e, que son respectivamente los
tensores izquierdo de Cauchy-Green y de Almansi

|dX|2 = F−1dx · F−1dx =dx �F−TF−1� dx (D.34a)

b−1 = F−TF−1 , b = FFT (D.34b)

|dx|2 − |dX|2 = dX
�
I− b−1� dX (D.34c)

e =
1

2

�
I− b−1� (D.34d)

En función del gradiente de desplazamientos:

e =
1

2

k
∇u+(∇u)T − (∇u)T ∇u

l
(D.35)

El tensor b se puede expresar, así como se hizo con C, en función de un tensor de
estiramiento:

b = V2 (D.36)

La definición de una medida de la deformación es, en cierto modo, arbitraria.
Es posible establecerla teniendo en cuenta la conveniencia matemática de las rela-
ciones que se derivan de ésta en las ecuaciones constitutivas. Por ejemplo, el tensor
de Green-Lagrange es una medida particular dentro de la familia de tensores de
deformación dada por:

E(m) =


1

m
(Um − I) m 9= 0

ln [U] m = 0
(D.37)

El tensor de Green-Lagrange corresponde am = 2, una medida asociada al cuadrado
de las longitudes. Otro miembro de la familia es el tensor de Hencky que corresponde
a m = 0 y cuya medida está asociada al logaritmo de las longitudes. Se pueden
definir expresiones similares a la anterior en función de tensores espaciales. La
medida logarítmica de las deformaciones es de especial interés en la formulación de
modelos de plasticidad en grandes deformaciones.
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D.2.4 Descomposición espectral de los tensores de deforma-
ción

La descomposición espectral y los invariantes tensoriales son dos resultados del alge-
bra lineal de gran utilidad en el manejo de magnitudes tensoriales, en particular de
los tensores de tensión. A partir de estos resultados se derivan importantes conceptos
como los de deformaciones y direcciones principales.
Los tensores C y b son simétricos y definidos positivos, la descomposición espec-

tral de estos tensores para cada X ∈Ω es:

C =
3[

A=1

λ2A N
(A) ⊗N(A) , b =

3[
A=1

λ2A n
(A) ⊗ n(A) (D.38)

donde los λ2A son los valores propios tanto de C como de b (son los mismos para am-
bos), mientras queN(A) y n(A) son los vectores propios deC y de b, respectivamente,
definidos por los problemas de valores propios:

CN(A) = λ2AN
(A) (D.39a)

bn(A) = λ2An
(A) (D.39b)

Los valores propios λ2A son las raíces del polinomio característico de la ecuación
anterior, definido por:

p
�
λ2
�
= λ6 − I1λ4 + I2λ2 − I3 (D.40)

donde I1, I2 e I3 son los invariantes tensoriales de C (y de b), defnidos por:

I1 = tr [C] (D.41a)

I2 =
1

2

�
I21 − tr

�
C2
��

(D.41b)

I3 = det [C] (D.41c)

La descomposición polar y la normalización a módulo unitario de los vectores propios
conduce a:

n(A) = RN
(A)

,
��N(A)

�� =| n(A) |= 1 (D.42)

La tripleta
q
N

(1)
,N

(2)
,N

(3)
r
, definida por las direcciones principales en la configura-

ción de referencia forma una base ortonormal enX ∈Ω. Por su parte,
q
n
(1)
,n

(2)
,n

(3)
r

está definida por las direcciones principales en la configuración deformada en x = ϕ (X).
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La descomposición espectral del gradiente de deformaciones es:

F =
3[

A=1

λAn
(A) ⊗N(A) , R =

3[
A=1

n(A) ⊗N(A) (D.43)

Los valores propios del tensor gradiente de deformaciones λA se denominan tam-
bién estiramientos principales a lo largo de la dirección principal material N(A).
Estos estiramientos representan la relación entre la longitud deformada y la lon-
gitud del mismo segmento material infinitesimal en la configuración de referencia.
Como se puede observar, los autovalores de los tensores C y b son los cuadrados de
los estiramientos principales.
Finalmente, la descomposición espectral de los tensores de estiramiento se puede

expresar en función de los estiramientos principales como:

U =
3[

A=1

λAN
(A) ⊗N(A) , V =

3[
A=1

λAn
(A) ⊗ n(A) (D.44)

D.2.5 Cambio de volumen. Interpretación del determinante
del gradiente de deformación

El determinante del gradiente de deformación, J , representa la relación de volumen
deformado por unidad de volumen de referencia:

J = det [F] =
dv

dV
(D.45)

En efecto, en un punto material X se puede definir tres vectores infinitesimales
dX1, dX2 y dX3 en la configuración de referencia. El volumen del paralelepípedo
infinitesimal formado por estos tres vectores se puede calcular como:

dV = (dX1 × dX2) · dX3 (D.46)

En la configuración deformada los vectores correspondientes son FdX1, FdX2, y
FdX3, y el volumen deformado se puede expresar como:

dv = (FdX1 × FdX2) · FdX3 (D.47)

La identidad:

det [A] ≡ (Au×Av) ·Aw
( u× v) ·w , (D.48)
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es válida para cualquier tensor A y cualquier conjunto de vectores linealmente in-
dependientes {u,v,w}; ésta permite expresar el determinante del gradiente de de-
formación como la relación entre los volúmenes deformado y de referencia como en
la ecuación (D.45).

D.2.6 Gradiente de velocidad y velocidad de deformación

La variación temporal del gradiente de deformación se define como:

Ḟ =∂t [∂X [ϕ]] = ∂X [∂t [ϕ]] = GRAD [V] (D.49)

y se denomina también gradiente material de la velocidad. Mediante la regla de la
cadena se obtiene el gradiente espacial de la velocidad como:

l =∇v = ∂

∂t

�
∂ϕ

∂X

� �
∂X

∂x

�
= ḞF

−1
(D.50)

este tensor mide localmente la velocidad relativa entre dos puntos en un entorno
infinitesimal, es decir:

dv = l dx (D.51)

La parte simétrica del gradiente espacial de velocidad se denomina velocidad de
deformación d y la parte antisimétrica se denomina tensor de rotación (spin) ω;
éstos se expresan como:

d = ∇sv =1
2

k
∇v + (∇v)T

l
(D.52a)

ω =
1

2

k
∇v− (∇v)T

l
(D.52b)

El tensor d contiene la información sobre la velocidad con que ocurren los estira-
mientos en el entorno local a un punto. La siguiente expresión pone de manifiesto
la relación directa entre d y la derivada de C, el tensor derecho de Cauchy-Greeen:

Ċ = Ḟ
T
F+ FT Ḟ = F

T
k
(∇v)T +∇v

l
F = 2FTdF (D.53)

Esta expresión es de gran importancia en los algoritmos de modelos de plasticidad.

D.3 Deformaciones infinitesimales

La teoría de deformaciones infinitesimales o de pequeñas deformaciones es una sim-
plificación de la teoría general (de deformaciones finitas). Ésta es aplicable si tanto
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los desplazamientos como los gradientes de éstos son muy pequeños en comparación
con las dimensiones características del medio continuo.
Dado que los desplazamientos son muy pequeños, las configuraciones material y

espacial practicamente coinciden. Por lo tanto, la teoría de pequeñas deformaciones
no distingue una de otra, es decir X ≈ x. Por otro lado, ya que los gradientes
de deformación son pequeños, los términos de segundo orden en estas variables son
despreciables en las expresiones de los tensores de deformación E y e, ecuaciones
(D.30) y (??). Como consecuencia de lo anterior, estos tensores colapsan en el
mismo, denominado tensor de deformaciones infinitesimales ε

E ≈ e ≈ ε =
1

2

k
∇u+ (∇u)T

l
= ∇su (D.54)

donde ∇s (·) = 1
2

�∇ (·) +∇T (·)� es el operador gradiente simétrico.
El tensor de deformaciones infinitesimales es lineal en u, lo que representa una

gran simplificación en las relaciones cinemáticas en la teoría de grandes deformacio-
nes.

D.4 Fuerzas y tensores de tensión

Las fuerzas que actúan en un cuerpo y las tensiones son los elementos de la mecánica
que se tratarán en esta sección. Las fuerzas que actúan sobre un cuerpo pueden
clasificarse en dos tipos: las fuerzas de volumen y las fuerzas de superficie.

D.4.1 Fuerzas volumen

Las fuerzas de volumen, también denominadas fuerzas másicas, son fuerzas que se
ejercen a distancia, generalmente exteriores al sistema, sobre todas las partículas
materiales de un medio continuo. La resultante sobre un volumen V interior al
cuerpo se expresa por la integral de volumen:

Fvol =

]
V

b (x) dV (D.55)

donde b (x) es el vector de fuerzas másicas. Tiene unidades de fuerza por unidad
de volumen. Ejemplos de fuerzas másicas son la fuerza gravitacional, las fuerzas
inerciales y las fuerzas magnéticas.

D.4.2 Fuerzas de superficie

Las fuerzas de superficie son fuerzas de contacto que actúan sobre los contornos de
un cuerpo. Se representan mediante el vector de tracciones t (x), y la resultante
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sobre la superficie de contorno ∂V se calcula como:

Fsup =

]
∂V

t (x) dΓ (D.56)

La noción de fuerza superficial tambíen se puede extender al caso de superficies
ideales trazadas dentro un cuerpo.

D.4.3 Tensores de tensión

Las fuerzas de interacción entre partes adyacentes de un cuerpo se pueden considerar
como fuerzas superficiales internas. Esta noción conduce al concepto de tensión.

Tensor de Cauchy

En cada punto x el principio de tensión de Cauchy asocia un vector de tracciones
tn (x) a cada superficie infinitesimal que contiene a x, caracterizada por su corres-
pondiente vector normal n. Esta relación es lineal y define el estado tensional en el
punto x. Esto implica la existencia de un campo tensorial σ (x) tal que:

tn (x) = σ (x)n (D.57)

El tensor σ (x) se denomina tensor de tensiones de Cauchy, llamado también tensor
de tensiones verdaderas. El tensor de Cauchy σ es un tensor simétrico definido en
la configuración actual del cuerpo Ωt.

Tensor de Kirchhoff

Existen otras medidas de las tensiones. El tensor de Kirchhoff τ es simétrico y
también está referido a la configuración actual Ωt, y se define por:

τ = Jσ (D.58)

está relacionado con σ por el factor J , el determinante del gradiente de deformacio-
nes.

Tensores de Piola-Kirchhoff

Relevante para la descripción lagrangiana es P el primer tensor de tensiones Piola-
Kirchhoff. A P se le denomina también tensor de tensiones nominales, pues expresa
las tensiones en el punto de interés por unidad de superficie en la configuración de
referencia. Se relaciona con el tensor de Kirchhoff, denominado τ , mediante:

τ = PFT (D.59)
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A diferencia del tensor de Cauchy, el primer tensor de Piola-Kirchhoff P es no-
simétrico. El segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff, denominado S, es
simétrico y tambien está referido a la configuración de referencia, y se define por:

S = F−1P = F−1τF−T (D.60)

D.5 Operaciones de transporte Push-forward y
Pull-back

Los operadores push-forward φ∗ (·) y pull-back φ∗ (·) relacionan los tensores espa-
ciales con los tensores materiales. Estos operadores se aplican tanto a tensores de
deformación como a tensores de tensión, la expresión concreta del operador depende
en cada caso de la expresión del tensor. Ver figura D.2.
Para los tensores de deformaciones E y e vistos:

e = φ∗ (E) = F
−TEF−1 (D.61a)

E = φ∗ (e) = FTeF (D.61b)

Para los tensores de tensión vistos:

τ = φ∗ (S) = FSF
T (D.62a)

S = φ∗ (τ ) = F−1τF−T (D.62b)

D.6 Objetividad y derivadas objetivas

Un principio básico de la mecánica exige que las respuestas del medio continuo
en deformaciones y tensiones deben ser independientes del sistema de referencia
empleado. Esta propiedad se denomina objetividad.
La descripción del movimiento x (X, t) está relacionada con otra descripción

x∗ (X, t) por un cambio de sistema de referencia si:

x∗ (X, t) = rt+Qtx (X, t) (D.63)

donde rt es un vector de posición yQt una matriz de rotación ortogonal (QtQ
T
t = I),

ambos funciones del tiempo. La relación entre x y x∗ puede interpretarse también
como la superposición de un movimiento de sólido rígido sobre la configuración defor-
mada x. Un tensor espacial A es objetivo si bajo una superposición de movimiento
de sólido rígido se transforma según:

A∗= QAQT (D.64)
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Figura D.2: Operaciones de transporte de tensores entre configuraciones: φ∗ push-
forward (PF) y φ∗ pull-back (PB).

Se puede comprobar que el tensor velocidad de deformación d es objetivo, pero que
el tensor gradiente espacial de la velocidad l y el tensor ω, su parte antisimétrica,
no lo son.
Asimismo, la derivada temporal de un tensor espacial de deformación o tensión

se calcula por medio de una derivada objetiva. La derivada de Lie es una derivada
objetiva que se define mediante el operador:

$v (·) = φ∗

�
∂φ∗ (·)
∂t

�
(D.65)

Es decir, la derivada objetiva de un tensor espacial se obtiene al derivar respecto
al tiempo el pull-back correspondiente en la configuración de referencia y hacer
posteriormente el push-forward del resultado.
Un resultado importante en las formulaciones es la derivada de Lie del tensor de

Kirchhoff τ :
$vτ = F [∂tS]F

T = F∂t
�
F−1τF−T

�
FT (D.66)

Aplicando en esta expresión que ∂t (F−1) = −F−1ḞF−T , a partir del resultado co-
nocido para la derivada de la inversa de una matriz, se obtiene:

$vτ = τ̇− (∇v) τ + τ (∇v)T (D.67)
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D.7 Ecuaciones del medio continuo

D.7.1 Introducción

En las secciones anteriores se han presentado, sin relacionarlos entre sí, los conceptos
de movimiento, deformaciones, fuerzas y tensiones. Las ecuaciones de la mecánica
del medio continuo son fundamentalmente de dos tipos. El primero es un conjunto de
principios fundamentales de la física que gobiernan los fenómenos independientemen-
te del tipo de material del medio, estas son las ecuaciones de conservación-balance.
El otro tipo de ecuaciones es el que caracteriza el comportamiento particular de cada
material, estas son las ecuaciones constitutivas.

D.7.2 Ecuaciones de conservación-balance

Las ecuaciones de conservación-balance son expresiones de una ley física, que gene-
ralmente establecen la conservación o el balance de una determinada cantidad física,
tal como la masa, la cantidad de movimiento o la energía.

Conservación de la masa

Aplicado a un volumen espacial fijo V , denominado volumen de control, este princi-
pio establece que el incremento de masa en el tiempo es igual al flujo neto a través
de la superficie ∂V ]

V

∂ρ

∂t
dv = −

]
∂V

ρv · ndΓ (D.68)

donde ρ es la densidad del medio, v es la velocidad de las partículas, n es la normal
exterior a la superficie dΓ. Aplicando el teorema de la divergencia y ya que el
principio es válido en cualquier punto del volumen V (argumento de localización) se
concluye que:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv)=0 (D.69)

Esta ecuación tambien se conoce como la ecuación de continuidad.

Balance de la cantidad de movimiento

Este principio establece que la suma de las fuerzas que actúan sobre un conjunto de
partículas, denominado sistema de partículas, es igual a la variación por unidad de
tiempo de su cantidad de movimiento. Este principio deriva de la segunda ley de
Newton de la mecánica clásica, y se expresa como:

R =

]
∂V

t dΓ+

]
V

b dV =
d

dt

]
V

ρv dV (D.70)
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donde V se refiere a un volumen material (de configuración variable pero constituido
siempre por el mismo conjunto de partículas), R es la resultante de las fuerzas sobre
el medio se han descompuesto en fuerzas de superficie y fuerzas másicas, ecuaciones
(D.56) y (D.55) respectivamente. Reemplazando el vector de tracciones t por su
expresión en función del tensor de Cauchy, según la ecuación (D.57), y aplicando el
teorema de la divergencia al término de superficie se obtiene:]

V

(∇ · σ + b) dV = d

dt

]
V

ρv dV (D.71)

Una serie de operaciones directas y el argumento usual de localización conducen a
finalmente a:

∇ · σ + b =ρdv
dt

(D.72)

Esta ecuación también se conoce como ecuación de Cauchy. Por otro lado, el balance
de cantidad de movimiento angular se traduce localmente en la condición de simetría
del tensor de tensiones de Cauchy: σ = σT .

Balance de energía

La potencia mecánica entrante en un sistema de partículas se define como la capa-
cidad de desarrollar trabajo por unidad de tiempo:

Pe =

]
∂V

t · v dΓ +
]
V

b · v dV (D.73)

Después de algunas operaciones, que involucran la aplicación de la expresión de t en
función del tensor de Cauchy, el teorema de la divergencia y la ecuación de balance
de cantidad de movimiento, se obtiene:

Pe =
d

dt

]
V

1

2
ρv2 dV +

]
V

σ : d dV (D.74)

Esta ecuación es la expresión del clásico teorema de las fuerzas vivas. Éste establece
que la potencia mecánica entrante en el sistema Pe se invierte en aumentar la energía
cinética (primer término de la derecha) y la potencia tensional (segundo término
de la derecha). La potencia tensional también se denomina potencia de fuerzas
interiores.
Por otro lado la potencia calorífica entrante en un sistema de partículas por

unidad de tiempo es:

Qe =

]
V

ρr dV −
]
∂V

q · n dΓ (D.75)
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donde r es el calor generado por fuentes internas por unidad de masa y tiempo y q
es el flujo de calor no convectivo.
Según el primer principio de la termodinámica la variación de la energía total

de un sistema de partículas es igual a la suma de las potencias mecánica y calorífica
entrantes al sistema:

dE

dt
= Pe +Qe (D.76)

dondeE es la energía total del sistema, que tiene una componente de energía cinética
K y una componente denominada energía interna U :

E =

]
V

1

2
ρv2 dV� ~} �
K

+

]
V

ρu dV� ~} �
U

(D.77)

u es la energía interna por unidad de masa. De lo anterior se deduce que la varia-
ción de energía interna es producto de la potencia tensional y la potencia calorífica
entrante. Siguiendo procedimientos similares a los anteriores, la forma local de la
ecuación del balance de energía es:

ρ
du

dt
= σ : d+(ρr −∇ · q) (D.78)

Esta ecuación se denomina también ecuación de la energía.

Segundo principio de la termodinámica

El segundo principio de la termodinámica, también denominado segunda ley de la
termodinámica no establece un principio de conservación, sino mas bien una restric-
ción que indica qué procesos de transformación de energía son posibles. Establece la
existencia de una función de estado (termodinámico) S denominada entropía, que
cumple la siguiente desigualdad:

dS

dt
=
d

dt

]
V

ρs dV ≥
]
V

ρ
r

θ
dV −

]
∂V

q

θ
· n dΓ (D.79)

donde θ es la temperatura absoluta. Esta expresión indica que: la generación de
entropía en un medio es mayor o igual que la cantidad de calor entrante por unidad
de temperatura y por unidad de tiempo. La aplicación del teorema de la divergencia
y el procedimiento de localización conducen a:

ρṡ ≥ ρ
r

θ
−∇ ·

�q
θ

�
(D.80)

Esta expresión se denomina ecuación de Clausius-Duhem.
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Resulta útil dar a esta expresión la forma de ecuación y definir una variable
termomecánica D ≥ 0 que se denomina disipación, de manera que:

D = ρṡθ − ρr + θ∇ ·
�q
θ

�
≥ 0 (D.81)

Esta expresión resume la segunda ley de la termodinámica, y define que no son facti-
bles procesos en los que D < 0. Se denominan procesos reversibles o ideales aquellos
en los que D = 0, y procesos irreversibles aquellos en que D > 0. Desarrollando
el tercer término de la derecha se puede expresar la disipación en función de dos
contribuciones, la disipación interna y la disipación por conducción de calor. Una
hipótesis adicional, y mas restrictiva, sobre la disipación plantea que cada una de
estas contribuciones es siempre positiva, es decir:

Dint = ρṡθ − ρr +∇ · q ≥ 0 (D.82a)

Dcond = −q·∇θ
θ
≥ 0 (D.82b)

La expresión (D.82a) se conoce como ecuación de Clausius-Plank. Tomando en
cuenta la ecuación de la energía (D.78) se puede obtener una expresión de la ecuación
de Clausius-Plank en términos de la energía interna y de la potencia tensional:

Dint = −ρ (u̇− ṡθ) + σ : d ≥ 0 (D.83)

Una forma conveniente en la formulación de modelos constitutivos de la disipación
interna se formula en base a la energía libre de Helmholtz ψ. Esta se define en
función de la energía interna y la entropía como:

ψ = u− sθ (D.84)

Reemplazando esta definición en (D.83) se obtiene finalmente:

Dint = −ρ
�
ψ̇ + sθ̇

�
+ σ : d ≥ 0 (D.85)

D.8 Métodos Variacionales

La forma diferencial o forma fuerte del problema establece una condición local en
cada punto del dominio mediante una ecuación diferencial. La solución exacta de
estas ecuaciones en aplicaciones prácticas es, en general, imposible y se opta por
buscar una solución aproximada mediante un método numérico. El procedimiento
más empleado en el análisis de problemas de ingeniería es el método de los elementos
finitos. En la base de este método está la equivalencia de las ecuaciones del problema



66 ANEXO D. ELEMENTOS DE MECÁNICA DEL MEDIO CONTINUO

en formulación diferencial o fuerte con una formulación integral correspondiente. El
procedimiento de solución de un problema por el método de elementos finitos consta
de dos pasos fundamentales. El primero de ellos es el planteamiento del proble-
ma mediante un método variacional y obtener la forma débil equivalente, también
denominada forma variacional. El segundo paso es la discretización mediante fun-
ciones de elementos finitos, con el fin de resolver la ecuación variacional en forma
aproximada.
En vez de verificar en forma local (punto a punto) las ecuaciones del problema

se exige el cumplimiento de éstas en forma global (en el dominio). La forma débil
o variacional de un problema establece la condición global en el medio continuo en
forma de una ecuación que se integra en todo el dominio. Ésta forma se puede ob-
tener directamente a partir de la forma diferencial mediante el método de residuos
ponderados o derivándola de un funcional ; aunque no es imprescindible que exista
un funcional asociado al problema para poder expresarlo en forma débil. En cual-
quier caso, siempre es necesario definir dos tipos de funciones para el planteamiento
de la forma débil. Según el método de Galerkin, ambos se definen de forma básica-
mente similar, excepto por los valores que adoptan en el contorno, (Hughes, 1987),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Oñate, 1992), etc. Estas funciones son por un
lado las candidatas a la solución, que se denominan funciones de prueba, y por otro
lado las funciones de ponderación, que se denominan tambíen como variaciones.

D.8.1 Residuos ponderados

De acuerdo con la notación estándar, la región del espacio ocupada por un cuerpo
B se designa por Ω, un dominio abierto en Rndim (ndim es el número de dimensiones
del espacio); su clausura se denota por Ω y su contorno Γ es tal que Γ = ∂uΩ ∪ ∂tΩ
y ∂uΩ ∩ ∂tΩ = ∅.
Por ejemplo, el problema mecánico es gobernado por la ecuación de equilibrio de

Cauchy, y consiste en:
Hallar el campo de desplazamientos u : Ω→ Rndim tal que:

∇ · σ + b = 0 en Ω (D.86a)

dadas las fuerzas másicas b : Ω→ Rndim y las condiciones prescritas en el contorno,
los desplazamientos en ∂uΩ y las cargas externas t en ∂tΩ, respectivamente:

u = g en ∂uΩ (D.87)

σ · n = t en ∂tΩ (D.88)

La condición en la variable u se denomina condición de Dirichlet o forzada, pues
se debe imponer directamente sobre la función de prueba. La condición sobre las
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tracciones se denomina condición de Neumann o natural, pues como se verá que-
dará impuesta implícitamente al satisfacerse la ecuación variacional. Por otro lado,
el modelo constitutivo del material será el que establezca una relación específica
entre las tensiones σ y las deformaciones, y con los desplazamientos u mediante las
relaciones cinemáticas. Esta es la forma diferencial o fuerte del problema.
El método de residuos ponderados consiste en plantear que deben ser nulas tanto

la integral sobre todo el dominio Ω del residuo de la ecuación de equilibrio cuasi-
estático R = ∇ · σ + b, como la integral sobre el contorno ∂tΩ del residuo de la
condición en tracciones

�
t− σ · n�, esto es:]

Ω

w : (∇ · σ + b) dV +
]
∂tΩ

w· �t− σ · n� dΓ = 0 , ∀w (D.89)

donde el conjunto de funciones de prueba u se define de acuerdo con la condición
de contorno en ∂uΩ, y el conjunto de funciones ponderación w es similar al anterior
salvo que en ∂uΩ debe adoptar w = 0 (condición homogénea). Aplicando el teorema
de la divergencia al primer término se plantea la relación:]

Ω

w :∇ · σ dV =
]
∂tΩ

w· (σ · n) dΓ−
]
Ω

∇w : σ dV (D.90)

y substituyendo en la expresión de residuos ponderados (D.89) se obtiene finalmente
la expresión de la forma débil adecuada para la solución por elementos finitos:]

Ω

∇sw : σ dV =
]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w·t dΓ (D.91)

El planteamiento del problema en forma débil consiste en:
Hallar el campo de desplazamientos u, tal que se cumpla (D.91) y que u = g

en ∂uΩ.
Se puede demostrar que la forma débil o variacional del problema es equivalente

a la forma fuerte o diferencial. Como se puede observar la condición en tracciones
σ · n = t en ∂tΩ no se menciona en el planteamiento del problema. Esta condición
está implícita en la expresión (D.91), lo que justifica el nombre de condición natu-
ral. La condición en desplazamientos se debe imponer en la definición misma de la
función de prueba u, por esta razón se la denomina condición forzada. La expresión
(D.91), obtenida por el método de los residuos ponderados, es conocida también
como el principio de los trabajos virtuales.

Principio de los trabajos virtuales

El principio de los trabajos virtuales es una forma débil de las ecuaciones de equi-
librio. Expresa la equivalencia de las fuerzas internas y externas a través de la
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igualdad del trabajo que cada una de éstas desarrollaría al imponerse un desplaza-
miento virtual δu o variación de desplazamiento, compatible con las condiciones de
contorno. De acuerdo con esto la ecuación (D.91) se interpreta físicamente como la
igualdad de trabajos virtuales de las fuerzas internas y las externas:]

Ω

∇s (δu) : σ dV =
]
Ω

δu · b dV +
]
∂tΩ

δu · t̄ dΓ (D.92)

Como se puede observar, las funciones de ponderación en el principio de los traba-
jos virtuales tienen la interpretación de desplazamientos virtuales o variaciones de
desplazamientos, es decir w =δu . Estas variaciones de desplazamientos deben ser
compatibles con las condiciones de contorno prescritas, es decir deben ser cinemáti-
camente admisibles, en ∂uΩ por lo tanto δu = w = 0.
El principio de los trabajos virtuales es de aplicación completamente general, se

cumple independientemente del tipo de material y del rango de las deformaciones,
es decir es válido tanto en deformaciones infinitesimales como en grandes deforma-
ciones.

D.8.2 Funcionales y principios variacionales

Como se ha mencionado antes, en una diversidad de problemas es posible obtener la
forma débil correspondiente a partir un funcional. Este funcional es una función de
funciones en forma de integral, y especifica una cantidad escalar. Es decir, una apli-
cación Π en la forma de una integral tal que Π (u) : V → R, donde u es una función
en el espacio V. Muchos principios físicos pueden expresarse mediante principios
variacionales, denominados naturales. En estos casos, la solución de un problema
en el medio continuo está asociada a un punto crítico o de estacionariedad de un
funcional Π (u). Esto es, la solución para el problema del continuo es una función u
que hace que el funcional Π (u) sea estacionario respecto a variaciones pequeñas de
u, denominadas δu. Por lo tanto, la variación del funcional en torno a la solución
u es nula, es decir δΠ (u) = 0. Esta condición es la que da lugar a la expresión
en forma débil o variacional de un problema y la que conduce a su solución. La
variación del funcional Π (u) se evalúa mediante la derivada de Gateaux o derivada
direccional. Si se considera una perturbación de la función u de la forma u+εη,
donde η se interpreta como una dirección de perturbación, la derivada de Gateaux
en dirección η o derivada direccional se evalúa como:

δΠ (u) =
d

dε
Π (u+εη)|ε=0 (D.93)

la dirección de la perturbación se define justamente como δu.
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El cálculo de variaciones de funcionales es una herramienta que se puede utilizar
en muchos casos como alternativa para la obtención de las formas débiles necesarias
para el planteamiento de problemas por el método de los elementos finitos.

Funcional de Hu-Washizu

Un principio variacional que da lugar a varias formulaciones de elementos en mecáni-
ca de sólidos es el principio de Hu-Washizu. El punto de partida es un funcional de
3 campos; estos campos son un campo de deformaciones y uno de tensiones, además
del campo de desplazamientos. En deformaciones infinitesimales la expresión del
funcional de Hu-Washizu se puede escribir como:

ΠHW (u, ε,σ) : =

]
Ω

1

2
ε : C : ε dV −

]
Ω

σ : (ε−∇su) dV +Πext (u) (D.94)

Πext (u) : = −
]
Ω

b · u dV −
]
∂tΩ

t · u dΓ (D.95)

en el que las variables {u, ε,σ} se consideran como variables independientes.
En grandes deformaciones se define el funcional ΠHW (u,F,P):

ΠHW (u,F,P) : =

]
Ω

k
Ŵ
�
X,FTF

�
+P : (GRAD [u]− F)

l
dV +Πext (u)

Πext (u) : = −
]
Ω

b · u dV −
]
∂tΩ

t · u dΓ (D.96)

donde Ŵ es la función de energía de deformación. A partir del principio variacional
de Hu-Washizu se establecen diversas formulaciones mixtas de elementos, como por
ejemplo la formulación de deformaciones mejoradas EAS, que se presenta en forma
breve en el anexo C.
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Capítulo 3

Formulación mixta y métodos de
estabilización

3.1 Introducción

La resolución de un problema de mecánica de sólidos deformables por el método de
los elementos finitos tiene como punto de partida el planteamiento del modelo cons-
titutivo y el de la forma débil o forma variacional de las ecuaciones del problema.
Luego, la discretización del medio continuo en subdominios o elementos conduce
al sistema algebraico, que se debe resolver de acuerdo con la ecuación constitutiva
en forma local. La definición de los elementos comprende el conjunto de grados de
libertad y los espacios polinómicos de interpolación sobre el subdominio. Desde este
punto de vista, los elementos mixtos son el resultado natural de las aproximaciones
por elementos finitos de las formulaciones variacionales mixtas. El uso de formula-
ciones mixtas es indicado en una serie de aplicaciones en las que el método estándar
irreducible en desplazamientos no es conveniente, o simplemente no es posible ob-
tener una formulación irreducible que ofrezca buenos resultados. Las formulaciones
mixtas se aplican principalmente en los siguientes casos:

• Problemas gobernados por ecuaciones diferenciales de alto orden. Este es el
caso de problemas de flexión de placas, por ejemplo. La presencia de deriva-
das de alto orden en la formulación irreducible implicaría para su aplicación
elementos de mayor grado de continuidad. Se reemplaza la formulación irre-
ducible por otra mixta, de menor grado. Para esto, se definen como variables
independientes algunas de las que en la formulación irreducible serían deriva-
das de la variable primaria. Se puede optar así por campos de interpolación
de continuidad C0, más sencillos de formular.

71
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• Problemas con restricciones internas. Para evitar la verificación explícita de
una restricción sobre un campo se introduce un campo adicional. Este es el
caso de la incompresibilidad sobre el campo de desplazamientos.

Las ventajas que ofrecen las formulaciones mixtas se logran, sin embargo, dentro
de ciertas limitaciones. Los campos de interpolación deben cumplir ciertas con-
diciones de compatibilidad entre sí, como expresa la condición de estabilidad de
Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi, o LBB ; de lo contrario no se podrá esperar resulta-
dos con sentido físico de estos elementos. El criterio de estabilidad deja al margen de
la aplicabilidad ciertas combinaciones de los campos de interpolación. Por ejemplo
las interpolaciones u/p de iguales grados polinómicos que desde el punto de vista
computacional resultarían convenientes, en particular la lineal/lineal. Los métodos
de estabilización tienen por objetivo eludir el requisito de compatibilidad entre los
campos de interpolaciones en formulaciones mixtas. Gracias a los métodos de esta-
bilización se logra que estos elementos, con combinaciones de interpolaciones que en
principio serían descartadas, ofrezcan un comportamiento estable.
Con la finalidad de mostrar la necesidad de las formulaciones mixtas en el pro-

blema de incompresibilidad se presentará como modelo el problema elástico en pe-
queñas deformaciones. A continuación se planteará la aplicación de formulaciones
mixtas como alternativa a la formulación irreducible y se mostrará la conveniencia
de complementarlas con las técnicas de estabilización. En la formulación de los ele-
mentos propuestos en este trabajo se empleará el método de estabilización de las
sub-escalas. Este método será ubicado en el contexto del desarrollo de las técnicas
de estabilización y será presentado al final del capítulo, destacándose su importancia
como marco teórico general para diversas formulaciones de elementos estabilizados.

3.2 Formulación irreducible y problema de incom-
presibilidad

El problema elástico se planteará siguiendo la notación habitual empleada en el
capítulo 3. La región del espacio ocupada por un cuerpo B se designa por Ω, un
dominio abierto en Rndim y Ω su clausura, ndim es el número de dimensiones del
espacio, su contorno Γ es tal que Γ = ∂uΩ ∪ ∂tΩ y ∂uΩ ∩ ∂tΩ = ∅.

3.2.1 Modelo constitutivo

El comportamiento elástico lineal isótropo se caracteriza mediante la relación cons-
titutiva:

σ = c :∇su , con: cijkl = λ δijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) (3.1a)
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es decir:

σ = λ∇ · u 1+ 2µ∇su (3.2)

donde σ es el tensor de tensiones de Cauchy, u el vector de desplazamientos,
[∇su] =u(i,j) representa el gradiente simétrico de los desplazamientos y c es el tensor
constitutivo elástico. Los parámetros de Lamé λ y µ caracterizan el comportamiento
del material.
En la práctica ingenieril para identificar un material se emplean otros parámetros

y una terminología propia correspondiente. Por ejemplo, el parámetro µ se denomina
módulo de cizallamiento y se denota como G. De igual manera, naturalmente, dos
parámetros bastan para la caracterización de un material, normalmente estos son
el módulo de elasticidad E y el coeficiente de Poisson ν. Las relaciones entre estas
propiedades y los parámetros de Lamé son:

λ =
νE

(1 + ν) (1− 2ν) (3.3a)

µ =
E

2 (1 + ν)
(3.3b)

3.2.2 Formulación en el continuo

Forma fuerte

Las ecuaciones que definen el problema en forma fuerte son la ecuación de equilibrio
en forma local y las condiciones de contorno, junto con la ecuación constitutiva
correspondiente. El problema elástico lineal se expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas externas t : ∂tΩ → Rndim , los despla-
zamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω→ Rndim , hallar el campo de desplaza-
mientos u : Ω→ Rndim, tal que:

∇ · σ + b = 0 en Ω (3.3da)

u = 0 en ∂uΩ (3.3db)

σ · n = t en ∂tΩ (3.3dc)

donde las tensiones σ vienen dadas en términos de u por la relación constitutiva
(3.2).
Sin perdida de generalidad se puede suponer, tal como se ha hecho aquí, condi-

ciones homogéneas en los desplazamientos prescritos.
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Forma débil

La forma débil se puede obtener directamente a partir de las ecuaciones de la forma
fuerte. Para plantearla es necesario definir previamente ciertas características de los
espacios de funciones en que se buscará la solución. Estas definiciones describen la
suavidad de las funciones, mediante requisitos relacionados con la continuidad y la
diferenciabilidad.
El espacio de funciones cuyo cuadrado es integrable en Ω es L2 (Ω). H1 (Ω) es

el espacio de funciones cuyas primeras derivadas pertenecen a L2 (Ω). Formalmente
esto se escribe:

L2 (Ω) =

�
w |
]
Ω

w2dΩ <∞
�

(3.5a)

H1 (Ω) =

�
w ∈ L2 (Ω) �� ∂w

∂xj
∈ L2 (Ω) , j = 1, ..., ndim

�
(3.5b)

es decir, el espacio L2 (Ω) contiene funciones acotadas definidas en Ω. Caben en
L2 (Ω) inclusive funciones discontinuas. H1 (Ω) contiene funciones continuas cuyas
derivadas pertenecen a L2 (Ω). H1 (Ω) es un subespacio del espacio de las funciones
continuas C0 (Ω), es decir, H1 (Ω) ⊂ C0 (Ω). Los espacios vectoriales correspondien-
tes se denotarán en letra negrita.
Para simplificar la notación en las expresiones integrales el producto interno L2

en Ω se denotará como (·, ·) := U
Ω
(·) (·) dΩ y como (·, ·)Γ :=

U
∂Ω
(·) (·) dΓ al producto

interno L2 en Γ.
Con estas consideraciones el problema elástico se expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim , los despla-
zamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω→ Rndim, hallar el campo de desplaza-
mientos u : Ω→ Rndim, tal que]

Ω

∇sw : σ dV =
]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w·t dΓ , ∀w ∈V0 (3.5f)

donde las tensiones σ vienen dadas en función de u por la relación constitutiva
(3.2), concretamente en función de ∇su.
V0 es el espacio de las funciones de ponderación o de las variaciones de despla-

zamientos admisibles, es decir, aquellas variaciones que pueden ser superpuestas de
acuerdo con la condición de contorno en ∂uΩ:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w = 0 en ∂uΩ
�

(3.7)

Los requisitos de continuidad se desprenden de manera natural de la forma débil.
Éstos se exigen de modo que las integrales involucradas tengan sentido. En este caso,
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para describir los desplazamientos y sus variaciones requerimos funciones continuas
y que tengan primeras derivadas definidas en Ω.
La expresión abstracta de la forma débil (3.5f) es:

a (u,w) = l (w) , ∀w ∈ V0 (3.8)

donde:

a (u,w) =

]
Ω

∇sw : c :∇su dV (3.9a)

l (w) =

]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w·t dΓ = kw,bl+ 
w,t�
Γt

(3.9b)

a (·, ·), k·, ·l, k·,·lΓ son formas bilineales simétricas. La ecuación (3.8) representa el
equilibrio de las fuerzas internas y las fuerzas externas a nivel global en el dominio
Ω. Estas fuerzas están representadas por los términos izquierdo y derecho de esta
ecuación, respectivamente.
La práctica común en ingeniería es emplear para estas expresiones la notación

matriz-vector, (Simo and Huges, 1998). De acuerdo con ésta, por ejemplo,

a (u,w) =

]
Ω

ε (w)T D ε (u) dV (3.10)

En esta expresión ε (·) = [ε11, ε22, ε33, 2ε12, 2ε23, 2ε13]T es el vector correspondien-
te al tensor ∇s (·), mediante el cual se representan las deformaciones infinitesimales
y D es el arreglo matricial correspondiente al tensor constitutivo c.

3.2.3 Discretización por elementos finitos

El planteamiento del problema por elementos finitos es canónico (Hughes, 1987),
(Zienkiewicz and Taylor, 1994a), (Johnson, 1987), (Oñate, 1992). Básicamente im-
plica definir una partición regular {Ωe} en nelm subdominios de Ω y un espacio de
aproximación de dimensión finita asociado a ésta. El diámetro o dimensión carac-
terística de la partición {Ωe} se denota usualmente como h. El espacio de funciones
de aproximación V0,h ⊂ V0 se define como:

V0,h=
�
wh∈ V0 | wh∈ C0 (Ω) y wh|Ωe ∈ Pk (Ωe) , e = 1, . . . , nelm

�
(3.11)

donde Pk (Ωe) representa el espacio de polinomios completos de orden k asociados
al subdominio Ωe.
En base a estos polinomios se define la aproximación mediante una interpolación

nodal. De acuerdo al método de Galerkin se emplean, tanto para las funciones de
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ponderación como para los desplazamientos, las mismas funciones de interpolación
en cada nodo:

N =
�
NANB...Nnnod

�
, NA = NAIndim , A = 1, ..., nnod (3.12)

donde NA es la función de interpolación del nodo A, nnod es el número de nodos del
elemento e Indimes la matriz identidad en ndim dimensiones. Las aproximaciones a las
funciones de ponderación y al campo de desplazamientos dentro de cada elemento
Ωe resultan:

wh|Ωe = Nw(e) , uh|Ωe = Nu(e) (3.13)

donde
w(e)=

�
wAwB...wnnod

�
, u(e)=

�
uA uB...unnod

�T
(3.14)

son los arreglos que contienen los vectores de variaciones y de desplazamientos de
los nodos de cada elemento, wA =

�
wA1 ... w

A
ndim

�T
y uA =

�
uA1 ... u

A
ndim

�T
.

Los vectores de deformaciones ε (u) y de tensiones σ dentro del elemento se
expresan en función de los desplazamientos u(e) como:

ε (u)|Ωe = Bu(e) , σ|Ωe = BDu(e) (3.15)

donde
B = [BABB...Bnnod ] (3.16)

es el operador de deformaciones discretizadas del elemento, que contiene los operado-
res correspondientes a cada nodo BA, tal como se definen típicamente, por ejemplo
para ndim = 3:

BA =


NA
,x 0 0
0 NA

,y 0
0 0 NA

,z

NA
,y NA

,x 0
0 NA

,z NA
,y

NA
,z 0 NA

,x

 (3.17)

El procedimiento convencional para plantear las ecuaciones de equilibrio global
del sistema discretizado implica el cálculo en cada subdominio y el ensamblaje de las
contribuciones de cada elemento. De acuerdo con las interpolaciones (3.13) y (3.15),
las contribuciones de un elemento Ωe correspondientes a los términos de fuerzas
internas (3.10) y de fuerzas externas son:

a (uh,wh)|Ωe = w(e)T

�]
Ωe
BTDBdΩ

�(e)
u(e) (3.18a)

l (wh)|Ωe = w(e)T

�]
Ωe
NTb dΩ+

]
∂tΩe

NT t dΓ

�(e)
(3.18b)
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De esta manera, el problema expresado en forma débil se llega a reducir a un
problema algebraico, que finalmente se puede expresar como:
Hallar el campo de desplazamientos uh ∈ V0,h, tal que

a (uh,wh) = l (wh) , ∀wh ∈ V0 (3.19)

Expresión matricial

La expresión correspondiente al problema discretizado (3.19) es:
Hallar U tal que:

KU = f (3.20)

donde U es el arreglo vectorial de los desplazamientos, K es la matriz de rigidez
global del sistema y f el vector de fuerzas externas equivalentes, que respectivamente
son:

K =
nelm
A
e=1

[K](e) (3.21a)

f =
nelm
A
e=1

[f ](e) (3.21b)

donde
nelm
A
e=1

denota la operación de ensamblaje de elementos finitos, consistente en

sumar las contribuciones de cada elemento en la posición apropiada en la matriz o
vector global del sistema. Las submatrices típicas de [K](e) y [f ] son:

�
KAB

�(e)
=

�]
Ωe
BTADBBdΩ

�(e)
(3.22a)

[f ](e) =

�]
Ωe

�
NA
�T
b dΩ+

]
∂Ωe

�
NA
�T
t dΓ

�(e)
(3.22b)

Este es el planteamiento general por el método de los elementos finitos del pro-
blema elástico. El método ofrece muy buenos resultados en general. Sin embargo,
como se ha anticipado, no ocurre así en problemas con restricciones internas, tales
como la de incompresibilidad del medio.

3.2.4 Inviabilidad de la formulación para el problema de
incompresibilidad

La condición de incompresibilidad en el caso elástico lineal se puede expresar en
términos del coeficiente de Poisson ν. La resistencia al cambio de volumen de un
material es tanto mayor en la medida en que el valor de su coeficiente de Poisson
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es más cercano a 0, 5. A su vez, el parámetro de Lamé λ → ∞, tal como se puede
observar en la expresión (3.3a). La incompresibilidad se alcanza en el límite cuando
ν = 0, 5. En este caso la deformación volumétrica debe ser nula localmente,

εv = εkk = uk,k = ∇ · u =0 (3.23)

es decir, el campo de deformaciones debe tener divergencia nula. A los campos con
esta característica se les denomina solenoidales.
En el contexto de una solución por elementos finitos, sin embargo, dada una

interpolación es prácticamente imposible obtener un campo de desplazamientos so-
lenoidal en forma local. La dificultad numérica que esto trae consigo se puede
apreciar insertando la expresión del modelo constitutivo (3.2) en (3.19)

]
Ω

∇swh : (λ∇ · uh 1+ 2µ∇suh) dV = l (wh) , ∀wh ∈ V0,h (3.24)

Como se puede apreciar, ya que el parámetro λ → ∞ no está acotado, el término
asociado a la deformación volumétrica tiene una dominancia espuria y los resultados
son extremadamente sensibles a su valor numérico. Éste se determina a partir del
cálculo de las derivadas de los desplazamientos, cuya precisión es inferior a la de
los desplazamientos mismos. Este término representa la energía de deformación
asociada al cambio de volumen, que debería resultar nula. El error que se comete
en la deformación volumétrica se amplifica en las tensiones. La determinación de la
componente de la tensión relacionada con la deformación volumétrica, denominada
tensión media, se hace imprecisa y resulta sobrestimada. Esto a su vez repercute
en la estimación de los desplazamientos; la formulación al no poder representar un
campo de deformaciones realista con ∇ · uh = 0, tiende al bloqueo. El problema
se manifiesta no sólo en el límite de incompresibilidad, sino también al considerarse
situaciones cuasi-incompresibles, es decir, con valores de ν cercanos a 0, 5.
Otra formulación irreducible alternativa para el problema de incompresibilidad

consiste en buscar la solución en un espacio de tipo solenoidal. Para esto el espacio
de aproximación se debe construir imponiendo explícitamente esta condición:

Jh⊂ J =
�
w ∈H1 (Ω)

�� w = 0 en ∂uΩ , ∇ ·w =0
�

(3.25)

Aunque este método ofrece ciertas ventajas que lo hacen atractivo en problemas bidi-
mensionales, en problemas tridimensionales la complejidad y el costo computacional
restringen su aplicabilidad.
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3.3 Una formulación mixta para el problema de
incompresibilidad: problema de Stokes

Con la finalidad de mostrar las posibilidades y limitaciones de las formulaciones
mixtas se planteará como ejemplo una formulación específica para el caso elástico
incompresible. En la formulación mixta, se interpola además de los desplazamientos,
independientemente algún campo adicional, típicamente un campo de tensiones. En
efecto, para este caso se introducen una incógnita y una ecuación adicional, ambas
relacionadas con el término volumétrico de la deformación.

3.3.1 Modelo constitutivo

La introducción de la variable adicional equivale en este caso a la modificación de
la expresión constitutiva (3.2): σ = λ∇ · u 1+ 2µ∇su, y adoptar en su lugar

σ = p 1+ 2µ∇su (3.26)

donde p se suele denominar presión. Ésta variable adicional se debe determinar
como una incógnita más de la solución.

3.3.2 Formulación en el continuo

La ecuación adicional necesaria para resolver esta incógnita es:

∇ · u =0 (3.27)

denominada condición cinemática de incompresibilidad. El problema modificado se
plantea como sigue:

Forma fuerte

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim , hallar
el campo de desplazamientos u : Ω→ Rndim y el campo de presiones p :
Ω→ R, tales que

∇p+∇ · (2µ∇su) +b = 0 en Ω (3.28a)

∇ · u = 0 en Ω (3.28b)

u = 0 en ∂uΩ (3.28c)

σ · n = t en ∂tΩ (3.28d)
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donde las tensiones σ vienen dadas ahora en función de u y p por la relación
constitutiva (3.26).

Forma débil

La obtención de la forma débil se puede hacer de manera similar a la de la elasti-
cidad compresible, salvo que ahora se debe definir un espacio de funciones para las
presiones y sus variaciones o funciones de ponderación.

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim , los despla-
zamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω→ Rndim, hallar el campo de desplaza-
mientos u : Ω→ Rndim y el campo de presiones p : Ω→ R, tales que:U

Ω
∇sw : (p1+ 2µ∇su) dV = l (w) , ∀w ∈V0U

Ω
q∇ · u = 0 , ∀q∈Q (3.28)

donde l (w) es el término de fuerzas externas, tal como se definió antes.
De acuerdo con los requisitos de integrabilidad de estas expresiones, el espacio

de funciones para los desplazamientos y sus variaciones es V0:
V0=

�
w ∈H1 (Ω)

�� w = 0 en ∂uΩ
�

(3.30)

mientras que el espacio de funciones para las presiones y sus variaciones es:

Q =L2 (Ω) (3.31)

es decir que las presiones pueden ser incluso discontinuas entre elementos. (Obsér-
vese que en las expresiones (3.28) aparecen sólo las funciones primitivas de p y q, y
no sus derivadas).
La expresión abstracta de la forma débil (3.28) es:

a (u,w) + b (p,w) = l (w) , ∀w ∈ V0 (3.32a)

b (q,u) = 0 , ∀p ∈ Q (3.32b)

donde:

a (u,w) = 2µ

]
Ω

∇sw : ∇su dV (3.33a)

b (p,w) =

]
Ω

p∇ ·w dV (3.33b)

b (q,u) =

]
Ω

q∇ · u dV (3.33c)

l (w) = (w,b) +
�
w,t

�
Γt

(3.33d)
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En la formulación mixta se puede considerar que la restricción de incompresibili-
dad se incorpora en forma débil mediante la variable p, que actúa como multiplicador
de Lagrange. Estas ecuaciones de gobierno son idénticas a las expresiones correspon-
dientes al problema de Stokes en mecánica de fluidos. Aunque éste se refiere a un
fenómeno diferente, un problema de flujo viscoso e incompresible, desde el punto de
vista de las expresiones sólo cambia la interpretación de las variables respecto de las
del problema elástico lineal. En efecto, en el problema de Stokes u es la velocidad
y µ es la viscosidad dinámica del fluido.

3.3.3 Discretización

Tal como se planteara para el problema elástico general se define el espacio de
aproximación de los desplazamientos V0,h ⊂ V0. Además se debe definir el espacio
para la aproximación de la presión Qh ⊂ Q. Ya que las presiones pueden ser
incluso discontinuas, para definir la interpolación de la presión hay una gama de
posibilidades más amplia que la correspondiente a los desplazamientos.
En general las interpolaciones de la presión y de su variación se pueden expresar

como:
ph|Ωe = Npp

(e) (3.34)

donde

p(e) =
�
pA pB...pnnop

�T
(3.35a)

Np =
�
NA
p N

B
p ...N

nnop
p

�
(3.35b)

nnop es el número de nodos de presión, p(e) y Np son los arreglos de presiones
nodales y de funciones de interpolación de la presión, respectivamente. La variación
de presión, o lo que es lo mismo, la función de ponderación correspondiente a la
presión, se interpola de manera similar a ph.
La expresión abstracta de la forma débil discretizada es:

a (uh,wh) + b (ph,wh) = l (wh) , ∀wh ∈ V0,h (3.36a)

b (qh,uh) = 0 , ∀ph ∈ Qh (3.36b)

donde las contribuciones de un elemento Ωe a los término (3.33b) y (3.33c) son
respectivamente:

b (ph,wh)|Ωe = w(e)T

�]
Ωe
BT1NpdΩ

�(e)
p(e) (3.37a)

b (qh,uh)|Ωe = q(e)T
�]

Ωe
NT
p 1

TBdΩ

�(e)
u(e) (3.37b)

donde 1 es el vector unidad, 1 = [1 1 1 0 0 0]T
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3.3.4 Expresión matricial

La expresión matricial del problema algebraico se puede escribir como:

Hallar U y P, tales que�
K G
GT 0

� �
U
P

�
=

�
f
0

�
(3.37)

es decir:

KU+GP = f (3.37)

GTU = 0 (3.37)

donde P es el arreglo de presiones nodales, U, f y K se definen igual que antes. G
es una matriz que se puede interpretar como el operador gradiente que se aplica al
vector de presiones y GT como el operador divergencia que se aplica al vector de
desplazamientos.
En efecto, la ecuación (3.37), GTU = 0, representa en forma discretizada la con-
dición cinemática de incompresibilidad ∇ · u = 0. Las submatrices típicas de G a
nivel de elemento tienen la forma:

�
GAB

�(e)
=

�]
Ωe
[bA]N

B
p dΩ

�(e)
, donde [bA] =

�
NA
,1 ... N

A
,ndim

�T
(3.41)

Esta formulación no se aplica en la práctica de la manera como se ha presentado
debido a que el sistema algebraico presenta ceros en la diagonal, lo que complica
la solución del sistema mediante algoritmos directos, y como se ve en la próxima
sección presenta problemas de estabilidad numérica. Una alternativa para evitar
esta dificultad es la forma penalizada. Sin embargo, las limitaciones propias de las
formulaciones mixtas que se quieren mostrar a continuación son comunes a ambos
planteamientos, razón por la cual es suficiente para tal fin tomar como base la
formulación descrita hasta aquí.

3.4 Limitaciones de las formulaciones mixtas

3.4.1 Introducción

La formulación mixta permite evaluar la presión (la componente media de las tensio-
nes) como una variable primaria, independiente de los desplazamientos, y aplicar la
restricción de incompresibilidad del medio en forma débil. Esta flexibilidad adicional
respecto a las formulaciones irreducibles no es ilimitada. Existen restricciones en la
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compatibilidad de los campos de interpolación que se emplean en la formulación, fue-
ra de las cuales no cabe esperar buen comportamiento de las formulaciones mixtas.
El objetivo de esta sección es presentar brevemente algunos resultados importantes
del análisis matemático de convergencia y estabilidad, de modo que permitan re-
conocer la existencia de tales limitaciones y las dificultades que representan en la
aplicación de los elementos mixtos.
Previamente es necesario introducir algunos conceptos básicos. Los conceptos

básicos que se manejan en el análisis del método son tres. Por un lado la conver-
gencia evalúa la medida del error e = u− uh entre la solución exacta y la solución
discretizada del problema. La aproximabilidad de un espacio Vh a una función u
mide qué tan buena puede ser la mejor aproximación a esta función mediante ele-
mentos vh de ese espacio. La aproximabilidad es una característica del espacio dada
una determinada función; es, por lo tanto, independiente del problema y de la solu-
ción del método. Una buena aproximabilidad no garantiza una buena convergencia;
sin embargo, si limita qué tan buena puede ser.
Para medir las magnitudes de los elementos de un espacio V es necesario definir

una norma, que se denota como n·nV . Los espacios tienen una norma natural aso-
ciada a sus productos internos; por ejemplo, las normas y los productos internos en
L2 y H1 son, respectivamente:

en L2 : nwn0 = (w,w) , (u,w) =

]
Ω

uwdΩ (3.42)

en H1 : nwn1 = (w,w)1 , (u,w)1=(u,w)+(∇u,∇w) (3.43)

A continuación se presentarán primero algunas propiedades de la solución irre-
ducible. Luego se podrán mostrar de manera más clara las condiciones particulares
sobre las formulaciones mixtas en los apartados 3.4.3 y 3.4.4 siguientes.

3.4.2 Propiedades de la solución de la formulación irreduci-
ble

El buen comportamiento de la formulación irreducible del método de elementos fini-
tos, presentada en la sección 3.2, es un hecho corroborado en la práctica en diversas
aplicaciones. El análisis matemático del método ofrece garantías de exactitud de la
aproximación y convergencia bajo ciertas hipótesis.
La forma abstracta de la formulación irreducible del problema en forma débil es

(3.8):
a (u,w) = l (w) , ∀w ∈ V0

la forma bilineal a (·, ·) define una norma equivalente a nwn1, es decir:
c1 nwn2V ≤ a(w,w) ≤ c2 nwn2V (3.44)
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a (·, ·) se conoce como norma energética y se puede utilizar más fácilmente que
n·nH1 como medida en el espacio H1 en el contexto de este problema. Esto es una
consecuencia de dos propiedades de la forma bilineal a (·, ·), la continuidad, que se
define como:

∃Na > 0 | ∀u,w ∈ V , a(u,w) ≤Na nunV nwnV (3.45)

y la coercividad, definida como:

∃Ka > 0 | ∀w,w ∈ V , a(w,w) ≥Ka nwn2V (3.46)

Bajo estas condiciones el lema de Lax-Milgram asegura que el problema tiene
solución única.
La formulación discretizada del problema se expresa mediante la ecuación (3.19):

a (uh,wh) = l (wh) , ∀wh ∈ V0,h (3.47)

El problema discretizado hereda las propiedades de continuidad y coercividad de
a (·, ·) y tiene solución única. En espacios de dimensión finita, como es el caso del
espacio de elementos finitos Vh, la coercividad de a (·, ·) tiene una interpretación
en términos de la matriz asociada K. Que a (·, ·) es coerciva es tanto como decir
que K es definida positiva (todos los valores propios de K son diferentes de cero y
positivos), y decir que Ka > 0 es exigir que el número de condicionamiento de K
sea acotado.
Se puede mostrar que la respuesta en desplazamientos está acotada en función

de los datos del problema. Sin perjuicio del carácter general de los resultados que
se quieren mostrar más adelante, se supondrá que la forma lineal es de tipo l (w) =
kb,wl y se definirá la siguiente norma para b:

nbn∗ = sup
w∈V

kb,wl
nwnV

(3.48)

que se denomina norma dual (se excluye el caso en que w = 0). Con esta definición
y haciendo wh = uh en las ecuación del problema (3.8), se obtiene:

Ka nuhn2V ≤ a (uh,uh) = l (uh) ≤ nbn∗ nuhnV (3.49)

donde para fijar la cota inferior se ha invocado la coercividad de a (·, ·) y para la
superior la definición de la norma de nbn∗. Se concluye entonces que:

nuhnV ≤
nbn∗
Ka

(3.50)

Por tanto, los desplazamientos están acotados en función de los datos del problema
en función de la constante de coercividad Ka que, como se ha dicho antes, en un
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problema de dimensión finita ésta está relacionada con el condicionamiento de la
matriz K asociada a a (·, ·).
Más aún, otro resultado importante conocido como el lema de Céa asegura que

el error de la solución es del orden de la mejor aproximación del espacio de elementos
finitos, es decir:

nu− uhnV ≤
Na
Ka

min
vh∈Vh

nu− vhnV (3.51)

donde minvh∈Vh nu− vhnV es la aproximabilidad respecto a u del espacio Vh, que es
independiente del problema. En otras palabras, el problema se reduce simplemente
a una cuestión de aproximabilidad del espacio Vh.
Un resultado básico de la teoría de interpolación permite establecer para este pro-

blema, en función del orden del polinomio de interpolación k, el siguiente estimador
de error:

nu− uhn1 ≤
�
c
Na
Ka

�
hk nunk+1 (3.52)

Considerando que la solución del problema continuo es suficientemente regular de
manera que u ∈ Hk+1. En un proceso de cálculo mediante una sucesión de mallas
cada vez más finas, caracterizadas por el diámetro h, se dice que hay convergencia
si:

nu− uhnV → 0 , a medida que h→ 0 (3.53)

El orden de convergencia es el exponente de h en la expresión (3.52), en este caso
k, lo que se denota como O �hk�. Si en una secuencia de problemas Ka permanece
acotada inferiormente por encima de cero estos resultados garantizan que el proceso
converge de manera estable a la solución exacta, de la misma manera que la mejor
aproximación en el espacio Vh.
Otra propiedad que se demuestra directamente a partir de las propiedades de la

norma energética a (·, ·) es la ortogonalidad del error :
a(e,wh) = 0 , ∀wh ∈ Vh (3.54)

Esto significa que “el error en la solución por elementos finitos es ortogonal al sub-
espacio Vh ⊂ V”. Dicho de otra manera, “uh es la proyección de u sobre Vh con
respecto a a (·, ·)”.

3.4.3 Formulación mixta y necesidad de control sobre la pre-
sión: condición LBB

Como se ha visto en el apartado anterior, la formulación irreducible conduce a un
problema de aproximabilidad: ofrece garantías de que se pueden obtener resulta-
dos tan buenos como la mejor aproximación del sub-espacio Vh. Sin embargo, en
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problemas con restricciones internas, tales como la incompresibilidad del medio, fa-
llan los elementos de la formulación irreducible empleados usualmente y que en la
práctica común dan buenos resultados. La dificultad radica en que la aproximabili-
dad de los espacios no es suficientemente buena, y por lo tanto, las soluciones son
pobres. La formulación mixta es la alternativa que ofrece la posibilidad de tratar
las restricciones del medio de manera más flexible. Sin embargo, al igual que en la
formulación irreducible, existen ciertos requisitos que deben cumplirse para poder
garantizar buenos resultados.
El análisis de las propiedades de la solución en las formulaciones mixtas la si-

tuación es algo más complejo. El factor principal es la dependencia de la solución
de ciertos requisitos de compatibilidad entre los espacios de aproximación en los que
se buscan las soluciones para cada uno de los campos. De no cumplirse éstos, aún
cuando cada uno de los espacios tuviera buenas propiedades de aproximabilidad,
no se podrán esperar buenos resultados de los elementos. El objetivo de este apar-
tado es mostrar la naturaleza de estos requisitos y las implicaciones que tiene el
cumplimiento o no de los mismos en el comportamiento de los elementos.
Para la presentación se considerará la formulación mixta discretizada represen-

tada por las ecuaciones (3.36a-b):

a (uh,wh) + b (ph,wh) = l (wh) , ∀wh ∈ V0,h
b (qh,uh) = 0 , ∀ph ∈ Q0,h

Si bien el operador a (·, ·) no es el mismo que en la formulación anterior, como se
puede ver en (3.33a), posee también las características de continuidad y coercividad.
La función l (·) se considerará igual a la del caso anterior. A diferencia de la formu-
lación irreducible, para garantizar la existencia de solución única del problema no
bastan las propiedades de a (·, ·); como se verá, se requiere además una condición en
relación con b (·, ·).
Se puede mostrar igual que antes que la respuesta en desplazamientos en esta

formulación está acotada en función de los datos. Para esto se hace wh = uh y
qh = −ph en las ecuaciones anteriores, con lo cual se obtiene:

Ka nuhn2V ≤ a (uh,uh) = l (uh) ≤ nbn∗ nuhnV (3.56)

donde se han invocado nuevamente la coercividad de a (·, ·) y la definición de la
norma de nbn∗. Se deduce de lo anterior el control sobre los desplazamientos:

nuhnV ≤
nbn∗
Ka

(3.57)

Para garantizar el control sobre la respuesta de la formulación en presiones se
precisa una expresión similar, de tipo nphnQ ≤ c nbn∗. Este control debe establecerse
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a partir de la ecuación (3.36a):

b (ph,wh) = l (wh)− a (uh,wh) (3.58)

haciendo uso de la condición de continuidad de a (·, ·) y de la definición de la norma
de nbn∗ en esta expresión:

b (ph,wh) ≤ nbn∗ nwhnV +Na nuhnV nwhnV (3.59)

Teniendo en cuenta la condición (3.57), se obtiene:

Na
Ka
nbn∗ nwhnV + nbn∗ nwhnV ≥ b (ph,wh) (3.60)

Por lo tanto, no se obtiene control sobre la presión a menos que se pueda asegurar
que los espacios Qh y Vh sean tales que:

∀qh ∈ Qh ∃wh∈Vh
�� b (qh,wh)≥Kb nqhnQ nwhnV , Kb ≥ 0 (3.61)

condición con la cual se puede obtener de (3.60) la siguiente cota para la presión:

1

Kb

�
Na
Ka

+ 1

�
nbn∗≥nphnQ (3.62)

La condición (3.61), en base a la que ha sido posible establecer el control sobre la
presión, también se puede especificar sobre Vh en función de la siguiente expresión
equivalente:

sup
wh∈Vh

b (qh,wh)

nwhnV
≥Kb nqhnQ , Kb ≥ 0 ∀qh ∈ Qh (3.63)

Se imponen de esta manera restricciones de compatibilidad entre el campo de inter-
polación de las presiones Qh y el de los desplazamientos Vh. Esta es la denominada
condición de Ladyzhenskaya-Babuška-Brezzi (LBB). Otra expresión equivalente ex-
plica el nombre de condición inf-sup con que también se la conoce:

inf
qh∈Qh

sup
wh∈Vh

b (qh,wh)

nwhnVh nqhnQh
≥Kb ≥ 0 (3.64)

Como se ha mencionado antes, en problemas de dimensión finita estas condiciones
se traducen en otras relacionados con las matrices asociadas. Se puede interpretar
esta condición haciendo un símil de la condición de coercividad de a (·, ·). En el
caso de la matriz K asociada a a (·, ·) se obtiene control sobre los desplazamientos
en función de los datos gracias a que sus valores propios son distintos de cero, en
particular positivos. El caso de b (·, ·) es análogo; se obtiene el control de la presión
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en función de los desplazamientos al requerir que Kb ≥ 0, es decir, que el número
de condicionamiento de G esté acotado, que es tanto como requerir que los valores
propios de la matriz G, aunque no sean necesariamente positivos, no sean cero (ni
cercanos a cero).
La existencia y unicidad de la solución de este problema en el continuo depende

de la condición LBB:

inf
q∈Q

sup
w∈V

b (q,w)

nvnV nqnQ
≥β ≥ 0 (3.65)

como demostró Ladyzhenskaya. Esta condición se cumple para la pareja de espacios
V0 ⊂ H1 y Q =L2 establecidos para el problema continuo en el apartado 3.28. La
extensión a otros problemas mixtos de este requisito de compatibilidad fue hecha
por Babuška (Babuska, 1971) y posteriormente el análisis en el contexto de la forma
discretizada del problema de Stokes fue desarrollado por Brezzi (Brezzi, 1974).
Al abordar la discretización por elementos finitos se presenta una dificultad en la

verificación de esta condición sobre los espacios de trabajo. A diferencia de la coer-
cividad y continuidad de la forma a (·, ·), que son las otras propiedades que también
se requieren para garantizar existencia y unicidad de la solución, la condición LBB
no se hereda al pasar del problema continuo al discretizado. En efecto, el cumpli-
miento de la condición inf-sup en los espacios V0 ⊂ H1 y Q =L2 no garantiza el
cumplimiento de ésta para cualquier pareja de espacios de aproximación V0,h y Qh.
Teniendo en cuenta que el espacio de aproximación de dimensión finita es Vh ⊂ V (se
puede pensar como una inclusión de subconjunto), puede ocurrir que los elementos
que garantizan el cumplimiento de la condición LBB presentes en V no pertenezcan
a Vh. En general, la estabilidad tiende a mejorar si se amplía o enriquece el espacio
de los desplazamientos Vh para un Qh definido. La condición LBB para el problema
discretizado (3.64) se debe exigir específicamente para cada pareja de espacios de
aproximación V0,h y Qh, de manera que se pueda asegurar que permanece acotada
inferiormente por encima de cero Kb > 0 independientemente de h. De lo contrario
puede ocurrir que la condición se cumpla en función de h y que Kb → 0 cuando
h → 0. Desde el punto de vista algebraico, la matriz G podría estar mal condicio-
nada y no se puede garantizar el control sobre la presión, es decir, la presión puede
presentar problemas de inestabilidad.
Existen una serie de elementos mixtos para los cuales se ha demostrado el cum-

plimiento de la condición LBB, y que por lo tanto tienen comportamiento estable.
Para estos elementos el teorema de Brezzi (Brezzi, 1974), análogo al lema de Céa
(3.51), garantiza que el error es del orden de la mejor aproximación y por lo tanto
el problema se reduce a una cuestión de aproximabilidad de los espacios:

nu− uhn1 + np−phn0 ≤ C min
vh∈Vh

nu− vhnV + min
ph∈Qh

np−phnQ (3.66)
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En particular, si la solución del problema continuo es suficientemente regular se
obtiene el siguiente estimador del error:

nu− uhn1 + np−phn0 ≤ Chmin(ku,kp+1) (3.67)

donde ku y kp + 1 son los órdenes de las funciones de interpolación de los des-
plazamientos y de las presiones, respectivamente. Se dice que los errores “están
balanceados” si ku = kp + 1.

3.4.4 Técnica de conteo de restricciones: elementos descar-
tados

Demostrar matemáticamente el cumplimiento de la condición de estabilidad para un
elemento puede ser una tarea complicada. Incluso existen elementos utilizados en la
práctica, con buenos resultados, para los que esta condición no ha sido demostrada
aún. Este es el caso del conocido elemento Q1/P0 (Hughes, 1980). Éste es un
elemento lineal en desplazamientos y presión constante, desarrollado por Hughes en
el marco de la formulación denominada B-Bar.
En la práctica ingenieril existe una técnica que permite hacer una valoración

preliminar del comportamiento que se puede esperar de un elemento mixto. Ésta
se denomina técnica de conteo de restricciones (Hughes, 1987), (Zienkiewicz and
Taylor, 1994a) y se basa en un requisito de solvabilidad. Por lo tanto, establece
una condición necesaria pero no suficiente por sí misma para garantizar estabilidad.
Sin embargo ha mostrado ser efectiva para dar indicios de ciertas características del
comportamiento de un elemento.
Esta técnica se basa en un razonamiento heurístico acerca de la relación entre el

número de ecuaciones de equilibrio y el número de condiciones de incompresibilidad
en el problema. En el sistema de ecuaciones diferenciales que gobiernan el problema
esta relación es igual a ndim, el número de dimensiones del problema. Es de esperar
que esta relación tienda a ser representada en una malla de elementos finitos muy
fina al evaluarse el parámetro de restricción r:

r =
nu
np

(3.68)

donde nu es el número de grados de libertad en desplazamientos después de impues-
tas las condiciones de contorno y np el número de restricciones de incompresibilidad
efectivas. En un problema concreto la relación depende de las condiciones de contor-
no impuestas. El test consiste en hacer el conteo y evaluación en una configuración
sencilla de manera que permita obtener una aproximación al límite correspondiente
a una malla fina. Esta configuración se muestra en las figuras 3.1 y 3.2. En cada caso
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Figura 3.1: Elementos mixtos u/p con presión discontinua. Parámetro de restricción
r. (*) Se supone que cumple la condicón LBB en mallas distorsionadas aunque no se ha
demostrado matemáticamente. (**) Estos elementos cumplen la condición LBB.
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Figura 3.2: Elementos mixtos u/p con presión continua. Parámetro de restricción r. (*)
Estos elementos cumplen la condición LBB.

se prescriben los grados de libertad (de desplazamiento y presión) en las paredes de
la esquina y se evalúa r en base sólo a los grados de libertad restantes.
En dos dimensiones el valor óptimo es r = 2. El resultado que arroja cada ele-

mento particular con relación a este valor indica la tendencia de su comportamiento.
Efectivamente, valores de r ≤ 2 dan indicios de excesivas restricciones de incompre-
sibilidad en relación a los grados de libertad en desplazamientos. El elemento tiende
al bloqueo en la medida en que el parámetro r sea más pequeño y bloquea si r ≤ 1.
Por otro lado, elementos que arrojan r ≥ 2 no bloquean, pero valores muy gran-
des del parámetro r indican una pobre interpolación de presiones en relación a los
desplazamientos. El error en presiones repercute en el error general del método y
el orden de convergencia resulta ser pobre, aún cuando la interpolación en despla-
zamientos sea de alto orden. Este efecto se puede apreciar en la ecuación (3.67) en
función de los ordenes ku y kp de los polinomios de interpolación respectivos.
En el Anexo B se resume, debido a su importancia, un método de general para

problemas de incompresibilidad desarrollado en (Simo et al., 1985), en el que se
pueden encuadrar el Q1/P0 y otros elementos de presión discontinua.
El criterio de estabilidad conduce tal como se ha mostrado al planteamiento de

la condición LBB, lo que se traduce en una restricción en la elección de las interpo-
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laciones en un elemento mixto. Quedan al margen de la aplicación, por violar esta
restricción, elementos que desde el punto de vista computacional resultarían conve-
nientes en aplicaciones prácticas, por ejemplo los de iguales ordenes de interpola-
ción u/p. El objetivo planteado en este trabajo es formular elementos triangulares
y tetraédricos para problemas de incompresibilidad con interpolaciones lineales y
continuas en presión y desplazamientos. Una combinación de interpolaciones como
ésta no cumple la condición LBB, por lo que una formulación mixta como la que se
ha presentado no garantiza comportamiento estable de la presión. El objetivo im-
plica plantear una formulación de elementos mixtos al margen de la condición LBB
y que, no obstante esto, ofrezca comportamiento estable. En la siguiente sección se
presenta una reseña de las técnicas que tratan de corregir inestabilidades numéricas
semejantes que se presentan en diferentes aplicaciones, con la finalidad de ubicar en
ese contexto la formulación estabilizada que se planteará en este trabajo.

3.5 Métodos de estabilización: breve reseña

Las dificultades numéricas que se manifiestan de manera similar a la inestabilidad
de la presión en la formulación mixta del problema incompresible ocurren también
en otras aplicaciones. Como se ha mencionado el problema elástico incompresible
responde a las mismas ecuaciones de gobierno que el problema de Stokes. A su vez
el operador diferencial correspondiente a estas ecuaciones se encuentra también en
modelos matemáticos que describen otros fenómenos físicos, tales como las ecua-
ciones de Navier-Stokes para fluidos incompresibles. La inestabilidad de la presión
se manifiesta de igual manera en este problema. También se presentan inestabili-
dades numéricas en el tratamiento mediante elementos finitos de otro importante
problema en mecánica de fluidos como es el de convección-difusión-reacción. Este
es un problema en una sóla variable, velocidades, en el que la dificultad radica en
que la aproximación numérica a la que conduce el método de Galerkin sub-estima el
efecto difusivo. En casos en que el término convectivo predomina fuertemente sobre
el difusivo, esto resulta crítico en el tratamiento numérico y da origen a inestabili-
dades que se manifiestan como oscilaciones no-físicas en la respuesta en velocidades.
Las técnicas orientadas a evitar estas dificultades reciben el nombre de métodos de
estabilización.
En general los métodos de estabilización conducen a una modificación de la forma

débil que se resuelve, mediante la adición de términos que dependen de la malla. Las
modificaciones propuestas no siempre han tenido una justificación convincente, y en
algunos casos éstas se establecieron a partir de la práctica numérica. Dificultades
como las mencionadas en los problemas de la mecánica de fluidos impulsaron el
desarrollo de estos métodos.



3.5. MÉTODOS DE ESTABILIZACIÓN: BREVE RESEÑA 93

Por ejemplo, en el problema de convección-difusión-reacción las primeras ideas
para solucionar la inestabilidad numérica condujeron a compensar la sub-estimación
de la difusividad agregando difusión artificial (Johnson, 1987). El método evolucionó
en modificaciones sucesivas que fueron corrigiendo inconvenientes de la idea primi-
genia. Así, se logró que la modificación de la difusividad sólo afectara la dirección
de las líneas de corriente (Hughes and Brooks, 1979). El término de estabilización
obtenido involucraba el operador diferencial de convección. Sin embargo, debido
a la inclusión del término adicional la formulación no era consistente, es decir, la
solución del continuo no era solución del problema modificado a resolver. Se obtuvo
una formulación consistente involucrando en el término de estabilización el residuo
de la ecuación diferencial del problema, con lo que quedaba incluido el operador de
convección-difusión-reacción completo. Este método en su versión consistente se de-
nomina método SUPG (stream line upwind Petrov-Galerkin) (Hughes and Brooks,
1982).
Por otro lado se propusieron métodos de estabilización para resolver el problema

de Stokes. En este caso la finalidad es eludir la condición LBB y obtener, sin embar-
go, estabilidad en la presión. Se propuso una formulación Petrov-Galerkin (Hughes
et al., 1986), en que la función de ponderación de la ecuación de equilibrio se per-
turba agregando un término dependiente del gradiente de la función de ponderación
de la presión. Posteriormente, se presentó el método GLS (Galerkin least squares)
(Hughes et al., 1989), como una generalización del método SUPG. En el método
GLS el término adicional también es dependiente del residuo, pero en este caso la
forma es la que se podría derivar de la minimización del cuadrado del residuo en el
contexto de un principio variacional, lo que explica el nombre del método. En la
misma línea se introdujeron algunas modificaciones posteriores. Éstas, consistentes
por ejemplo en el cambio de signo de algunos de los operadores, consiguieron mejorar
la propiedades de estabilización del método GLS.
A pesar de los buenos resultados logrados en la práctica por estos métodos y

que incluso se podía explicar cómo actuaba el efecto estabilizador en algunos pro-
blemas, no existía un fundamento teórico que los sustentara y varios aspectos del
método carecían de sentido físico, como por ejemplo los parámetros algorítmicos de
estabilización que todos estos métodos introducen.
Recientemente, varios de estos métodos de estabilización han encontrado fun-

damentación y conexión entre sí en un marco conceptual general que se denomina
método de las sub-escalas; (Hughes, 1995), (Hughes et al., 1998). Si bien es cierto
que el método tiene origen en el ámbito de la mecá nica de fluidos su potencialidad
permite avizorar el desarrollo de nuevas y mejores formulaciones en diversos pro-
blemas de la mecánica en general. Una visión comparativa de diversos métodos de
estabilización se puede encontrar en (Codina, 1997). Se emplea en este trabajo el
método de las sub-escalas, en particular el método de las sub-escalas ortogonales,
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para la formulación de los elementos propuestos para problemas en sólidos elasto-
plásticos, simulados mediante el modelo de plasticidad J2.



Capítulo 4

Formulación de elementos
estabilizados en deformaciones
infinitesimales

4.1 Introducción

En este capítulo se desarrolla la formulación de elementos triangulares y tetraédri-
cos con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presión u/p en
el rango de deformaciones infinitesimales. Para lograr elementos estables con estas
interpolaciones es necesario emplear un método de estabilización. La formulación de
estos elementos en este trabajo se desarrolla en el marco del método de estabiliza-
ción de las sub-escalas ortogonales, OSGS, que se introduce en la siguiente sección.
Aunque de acuerdo con el objetivo de este trabajo el interés se centra en elemen-
tos específicos, el método es aplicable en general a elementos de distintos órdenes
de interpolación y forma geométrica. Se abordan en este rango tanto el problema
elástico como el problema elasto-plástico. En cada caso se presentan las hipótesis
y los aspectos de implementación que se han considerado con la finalidad de obte-
ner elementos con propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas y bajo costo
computacional.

4.2 El método de las sub-escalas

La solución de un problema por el método de elementos finitos, como se ha men-
cionado, consiste en buscar en un espacio de funciones de dimensión finita Vh ⊂
V una aproximación a la solución de un problema en un medio continuo. La idea
fundamental que introduce el método de las sub-escalas es que al definir una malla

95
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de elementos finitos quedan establecidas dos escalas o niveles de resolución, una
que corresponde a la malla y será captado mediante la aproximación de elementos
finitos y otra más fina, que corresponde a la parte que no se logra captar, que se
denominará sub-escala (“sub-scale” o “sub-grid scale”). De acuerdo con este punto
de vista, si bien se admite que existe una componente no resuelta de la solución que
no se puede captar, sin embargo se debería al menos aproximar de alguna manera
los efectos de esta componente de la solución sobre la componente que se resuelve
numéricamente. Diversos problemas de estabilidad numérica tendrían como origen
el no tener en cuenta los efectos de las sub-escalas en la escala de la malla de ele-
mentos finitos. El objetivo del método es mejorar las propiedades de estabilidad de
la formulación de un problema teniendo en cuenta una aproximación adecuada de
estos efectos.

4.2.1 Planteamiento de un problema por el método de las
sub-escalas

El problema de la sección 3.2, definido como:

Dados los valores prescritos de las cargas externas t : ∂tΩ → Rndim ,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim, hallar
el campo de desplazamientos u : Ω→ Rndim, tal que:

∇ · σ + b = 0 en Ω (4.1a)

u = 0 en ∂uΩ (4.1b)

σ · n = t en ∂tΩ (4.1c)

donde las tensiones σ vienen dadas en términos de u por la relación
constitutiva (3.2).

se puede escribir en notación abstracta como:

Hallar U ∈ W0, de acuerdo con las condiciones de contorno, tal que la ecuación
diferencial:

L (U) = F (4.2)

donde L (·) es el operador diferencial del problema; en este caso, L (U) = −∇·σ (U)
y F = b.
La expresión de residuos ponderados correspondiente es:]

Ω

W· [F − L (U)] dV = 0 , ∀W ∈W0 (4.3)
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El término
U
Ω
W·L (U) involucra derivadas de segundo orden de U. De acuerdo al

procedimiento usual, se aplica la integración por partes para compensar los órdenes
de diferenciación sobre U yW:]

Ω

W·L (U) dV = B (U,W)−
]
∂Ω

W· (σ (U) · n) dΓ (4.4)

donde se ha aplicado el teorema de la divergencia en el primer término de la derecha.
Insertando esta relación en (4.3) se obtiene la forma débil:

B (U,W) = L (W) ∀W ∈W0 (4.5)

donde

L (W) =

]
Ω

W·FdV +
]
∂Ω

W· (σ (U) · n) dΓ (4.6)

La solución de un problema continuo en el contexto del método de las sub-escalas
se aproxima como:

U = Uh + hU (4.7)

La componente de la solución en el espacio de elementos finitosUh ∈W0,h, mientras
que la componente hU ∈ iW0, dondeW0,h y iW0 son los espacios de elementos finitos y
el espacio de las sub-escalas, respectivamente. De esta manera, la solución U ∈W0,
donde el espacio W0 se ha refinado del siguiente modo:

W0 =Wh,0 ⊕ iW0 (4.8)

El problema en el medio continuo se puede re-escribir como:

Hallar Uh ∈W0,h y hU ∈ iW0 tales que:

B
�
Uh + hU,Wh

�
= L (Wh) ∀Wh ∈Wh,0 (4.9a)

B
�
Uh + hU,iW�

= L
�iW�

∀iW ∈ iW0 (4.9b)

donde las variaciones de cada componente se han definido como Wh ∈
W0,h y iW ∈ iW0.

Como se puede observar, la primera ecuación está definida en el espacio de ele-
mentos finitos y la segunda en el espacio de las sub-escalas. Si B (·, ·) se puede
desdoblar en las componentes asociadas a cada una de las escalas, por ejemplo si
B (·, ·) es lineal en la primera componente, estas ecuaciones se pueden re-escribir
como:

B (Uh,Wh) +B
�hU,Wh

�
= L (Wh) ∀Wh ∈Wh,0 (4.10)

B
�
Uh,iW�

+B
�hU,iW�

= L
�iW�

∀iW ∈ iW0 (4.11)
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La ecuación (4.10) es la que correspondería a la expresión de un problema aproxi-
mado por elementos finitos de la manera usual, esto es B (Uh,Wh) = L (Wh), salvo

por la presencia del término adicional B
�hU,Wh

�
. Éste es el término que contiene

el efecto de las sub-escalas sobre la solución en el espacio de elementos finitos. Este
término adicional es el término de estabilización de la formulación estabilizada.
La ecuación (4.11) en el espacio de las sub-escalas se utiliza para definir una

aproximación adecuada de hU. A partir de esta aproximación se podrá luego evaluar
numéricamente el término de estabilización B

�hU,Wh

�
y resolver la primera ecua-

ción. Esta es la idea esencial del procedimiento, sin embargo, es necesario definir
algunos aspectos de la aplicación del método de las sub-escalas.
Para obtener a partir de la segunda ecuación una expresión aproximada de hU

y reemplazarla luego en la primera es necesario hacer algunas operaciones directas.
Éstas son la integración por partes dentro de cada elemento (indicada por el subíndce
Ω� en los operadores respectivos) y la aplicación del teorema de la divergencia,
como se muestra a continuación. Introduciendo la notación

U
Ω
:=

Snelm
e=1

U
Ωe
yU

∂Ω
:=
Snelm

e=1

U
∂Ωe

la ecuación (4.11) se puede re-escribir como:]
Ω

iW·
k
L
�
Uh + hU�l dΩ = ]

Ω

iW·FdΩ ∀iW ∈ iW0 (4.12)

En (4.12) se ha considerado que las tracciones entre elementos σ
�
Uh + hU� ·n son

continuas, y por lo tanto la suma neta de las integrales de contorno es nula.
Mediante la integración por partes, el segundo término de la izquierda en la

ecuación (4.10) se puede expresar como:

B
�hU,Wh

�
=

]
Ω

hU·L∗ (Wh) dΩ+

]
∂Ω

hU· (σ (Wh) · n) dΓ (4.13)

donde n es el vector unitario normal exterior a la superficie del dominio de inte-
gración y L∗ es el adjunto del operador L. Como simplificación, sólo se consideran
los efectos de las sub-escalas en el interior del volumen de los elementos Ωe. En
consecuencia, las integrales de contorno en la ecuación (4.13) se despreciarán. Esto
se puede entender como equivalente a considerar que el valor de las sub-escalas se
anula en los contornos de los elementos, como ocurriría si se utiliza un espacio de
funciones burbuja para definirlas. El operador adjunto L∗ se calcula mediante la
integración por partes a partir de la siguiente relación con L (prescindiendo de las
integrales de contorno): ]

Ω

U·L∗ (W) dΩ =

]
Ω

W·L (U) dΩ (4.14)
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Finalmente, de acuerdo con las consideraciones mencionadas, la ecuación (4.10)
resulta:

B (Uh,Wh) +

]
Ω

hU·L∗ (Wh) dΩ = L (Wh) ∀Wh ∈Wh,0 (4.15)

y la ecuación (4.12) se expresa como:]
Ω

iW·L
�hU� dΩ = ]

Ω

iW· [F − L (Uh)] dΩ ∀iW ∈ iW0 (4.16)

La expresión (4.16) relaciona la sub-escala hU con el residuo Rh de la ecuación di-
ferencial aproximada por elementos finitos, representado por Rh= F − L (Uh). No
son necesarios los valores punto a punto, sino sólo el valor de la integral corres-
pondiente al término de estabilización en (4.15). La ecuación (4.15) es la ecuación
general del método estabilizado, donde el segundo término de la izquierda es el
término de estabilización.
Hasta este punto la presentación del método de las sub-escalas es general. Debe

resaltarse que el objetivo de las aproximaciones en la aplicación del método es ob-
tener una estimación de los efectos de las sub-escalas, cuya evaluación numérica en
las ecuaciones de balance sea viable, y no necesariamente calcular el valor mismo dehU.
Existen diversas posibilidades para definir la aproximación a las sub-escalas, in-

cluso la definición de funciones específicas para hU de manera similar al método EAS.
En principio el espacio de la escala fina podría ser cualquier espacio complementario
al espacio de elementos finitos. La alternativa adoptada en este trabajo se presenta
en el siguiente apartado.

4.2.2 Las sub-escalas ortogonales

(Codina, 2000a) propuso como definición razonable para el espacio de las sub-escalas
el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos. Esta definición da origen a una
formulación ingeniosa y precisa, denominada método de las sub-escalas ortogonales.
De acuerdo con este planteamiento, se adopta como aproximación para el espacio
de la escala fina: iW0 ≈ iW ≈W⊥

h (4.17)

donde W⊥
h es el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos. Por lo tanto las

sub-escalas quedan definidas en el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos,
es decir: hU ∈W⊥

h (4.18)
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Resta por obtener específicamente una aproximación para hU a partir de la ecua-
ción (4.16):]

Ω

iW·L
�hU� dΩ = ]

Ω

iW· [F − L (Uh)] dΩ , ∀iW ∈W⊥
h (4.19)

Esta ecuación representa la proyección del residuo de la ecuación diferencial, es decir
Rh= F − L (Uh) , sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitosW⊥

h . Si
bien esta ecuación no será resuelta y no se hallará el valor exacto de las sub-escalashU, se puede al menos aproximar el operador lineal L por una matriz de parámetros:

L
�hU� ≈ τ−1e hU (4.20)

con lo cual, si se denota como Ph {·} la proyección sobre el espacio de elementos
finitos y P⊥h {·} = {·} − Ph {·} la proyección sobre el espacio W⊥

h ortogonal al
espacio de elementos finitos, se puede tomar hU como:hU = τ eP

⊥
h {[F − L (Uh)]} en Ωe (4.21)

donde τ e es la matriz de parámetros de estabilización en cada elemento. Codina
desarrolló, en el marco de las ecuaciones de Oseen (Codina, 2000b), una deducción
de los valores de los parámetros de estabilización mediante un análisis de Fourier,
basada por primera vez en razonamientos físicos. Los valores de los parámetros de
la matriz τ e dependen de los coeficientes de la ecuación diferencial y se establecen
mediante la comparación de las normas L2 del residuo y de hU sobre cada elemento.

4.2.3 Aspectos de la aplicación a la estabilización de la for-
mulación mixta del problema incompresible

Los elementos triangulares y tetraédricos con combinación de interpolaciones lineales
y continuas de desplazamientos y presión, objetivo de este trabajo, no cumplen
la condición de estabilidad LBB. Sin embargo, se empleará el método de las sub-
escalas como la técnica de estabilización que permita formular elementos de esas
características con comportamiento estable.
En el marco general del método, planteado en el apartado anterior, se interpreta

que las expresiones (4.2) y (4.3) comprenden en notación abstracta, tanto la ecua-
ción de balance de momentum como la condición de incompresibilidad en forma
fuerte y en forma débil, respectivamente. El operador diferencial L (·) y el vector F
correspondientes al problema formulado en la sección 3.3 se definen como:

L (U) : =

� −∇p − 2µ∇ · (∇su)
∇ · u

�
(4.22)

F : =

�
b
0

�
(4.23)
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donde U := [u , p]T es el vector que contiene las variables de la formulación mixta,
tanto en desplazamientos u ∈ V0 como en presiones p ∈ Q. El espacio al que
pertenece U es W0 = V0×Q. Del mismo modo, los términos de la forma débil (4.9)
son:

B (U,W) : = a (u,w) + b (p,w) + b (q,w) (4.24)

L (W) : = (b,w) +
�
t,w

�
Γt

(4.25)

que fueron definidos en (3.33a). Se hará empleará esta notación para simplificar las
expresiones.
La solución en el continuo U = Uh + hU es:�

u
p

�
� ~} �
U

=

�
uh
ph

�
� ~} �
Uh

+

� huhp
�

� ~} �hU
(4.26)

Sin embargo, en el presente trabajo el refinamiento de la solución U = Uh + hU se
empleará específicamente para enriquecer el campo de desplazamientos con la finali-
dad de estabilizar la formulación. Es decir, se considerará solamente la componente
de hU en la sub-escala de los desplazamientos, hu. Esto viene sugerido por lo comen-
tado en los apartados 3.4.3 y 3.4.4. La ampliación o enriquecimiento del espacio de
desplazamientos con respecto al espacio de las presiones tiene efecto estabilizador
en la formulación mixta. Como se comprobará mediante los resultados obtenidos,
el refinamiento en desplazamientos será suficiente para lograr el comportamiento
estable de los elementos diseñados. Por lo tanto, no se considerarán los efectos de
sub-escalas de la presión, lo que se puede interpretar también como adoptar hp = 0
para el campo de presiones.
En (Codina, 2000b) se establecen consideraciones para definir la matriz de esta-

bilización τ e, y se calculan los parámetros correspondientes mediante el análisis en
series de Fourier de las ecuaciones en el marco del planteamiento en sub-escalas del
problema de Oseen. En particular para el problema de Stokes, en (Codina, 2000a),
la matriz de parámetros de estabilización en la expresión (4.21) se define como la
matriz diagonal:

τ e = τ e diag

1, ..., 1� ~} �
ndim

, 0

 (4.27)

con:

τ e =
ch2

2µ
(4.28)

donde h es el diámetro característico de la malla, el módulo de cizallamiento µ y de c
una constante numérica que depende sólo del tipo de elemento. Como consecuencia
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de la consideración adoptada con respecto a las sub-escalas, hp = 0, se observa en
la definición (4.27) de la matriz τ e que la posición correspondiente a la presión se
considera como cero.
La expresión (4.28) para el parámetro de estabilización τ e también ha sido esta-

blecida por otros métodos, además del de Codina en (Codina, 2000b), por ejemplo
mediante el análisis de convergencia o el método del cálculo finito; (Hughes et al.,
1986), (Hughes, 1995), (Oñate et al., 2002). Desde el punto de vista algorítmico τ e
es un parámetro robusto, puesto que las variaciones del valor de la constante c no
tienen un impacto significativo sobre la solución, incluso si el valor se modifica en
orden de magnitud. La experiencia numérica indica que para elementos lineales el
valor de c se puede escoger alrededor de 0, 5 ó 0, 75.
De acuerdo con las pautas establecidas hasta aquí se abordará en la siguiente

sección la formulación de los elementos mixtos estabilizados que son el objetivo de
este trabajo.

4.3 Formulación en régimen elástico

Se puede plantear una formulación mixta del problema elástico en la que el problema
incompresible representa una situación límite del problema compresible general. En
esta formulación se define la presión p como variable independiente y adicional a los
desplazamientos u.

4.3.1 Modelo constitutivo

El comportamiento constitutivo en elasticidad infinitesimal se puede expresar me-
diante el siguiente par de ecuaciones:

σ = p1+2µdev [∇su] (4.29a)

p = K εv con εv = ∇ · u (4.29b)

donde εv y dev [∇su] son las componentes volumétrica y desviadora de la deforma-
ción, respectivamente; K es el módulo volumétrico, que en términos de los paráme-
tros de Lamé es:

K = λ+
2

3
µ (4.30)

Como se puede observar en las ecuaciones constitutivas (4.29a) y (4.29b), la
descomposición de la deformación en sus componentes volumétrica y desviadora
conduce a una expresión del tensor de tensiones desacoplada del mismo modo. La
expresión del tensor constitutivo elástico c asociado al desacoplamiento en partes
volumétrica y desviadora es:
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Figura 4.1: Gráfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras en modelo
elástico lineal.

[c]ijkl =K δijδkl� ~} �
cvol

+ 2µ

�
δikδjl + δilδjk − 1

3
δijδkl

�
� ~} �

cdev

(4.31)

donde cvol y cdev son las componentes volumétrica y desviadora del tensor constitu-
tivo c, respectivamente.. Nótese las diferencias entre las expresiones de los tensores
de tensiones (3.26) y (4.29a), así como entre las expresiones de los tensores consti-
tutivos. Como se verá más adelante, resultará conveniente desacoplar el tensor de
deformaciones en componentes volumétrica y desviadora al tratar el comportamiento
plástico mediante modelos constitutivos J2.
Obsérvese que las tensiones desviadoras vienen dadas por el producto tensorial

de la componente desviadora del tensor constitutivo cdev y las deformaciones totales,
este producto tensorial involucra en forma efectiva sólo la componente desviadora
del tensor de deformaciones:

s = dev [σ] = cdev : ∇su = 2µdev [∇su] (4.32)

En consecuencia, como se puede ver en la figura 4.1, la relación entre las
tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras es lineal y depende del módulo
de cizallamiento:

2µ =
nsn

ndev [∇su]n (4.33)

4.3.2 Formulación en el continuo

Forma fuerte

Las ecuaciones constitutivas anteriores, la ecuación de equilibrio en forma local
y las condiciones de contorno definen el problema en forma fuerte. Siguiendo la
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nomenclatura abstracta empleada en el capítulo anterior, el problema elástico lineal
se expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim ,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim, hallar
U := [u , p]T ∈W0= V0×Q, tal que:

L (U) = F (4.34)

donde:

L (U) : =

� −∇p−2µ∇ · dev [∇su]
− 1
K
p+∇ · u

�
(4.35a)

F : =

�
b
0

�
(4.35b)

junto con las condiciones de contorno:

u = 0 en ∂uΩ (4.36)

σ · n = t en ∂tΩ (4.37)

Es decir las ecuaciones de esta formulación en el dominio son:

∇p+2µ∇ · dev [∇su] +b = 0 en Ω (4.38a)

− 1
K
p+∇ · u = 0 en Ω (4.38b)

donde en la ecuación de equilibrio (4.38a) se ha reemplazado la expresión de las
tensiones σ dada en función de u y p por la relación constitutiva (4.29a).
Obsérvese que la formulación es válida tanto en el caso compresible como en el

límite incompresible. En particular, en el caso incompresible, cuando K → ∞, la
ecuación (4.38b) se transforma en la condición cinemática de incompresibilidad.

∇ · u = 0 en Ω (4.39)

El operador adjunto del operador L (·) en (4.35a) se calcula a partir de la relación
(4.14),

U
Ω
U·L∗ (W) dΩ =

U
Ω
W·L (U) dΩ. Integrando por partes esta expresión se

obtiene:

L∗ (W) =

� −∇q − 2µ∇ · dev [∇sw]
− 1
K
q +∇ ·w

�
(4.40)
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Forma débil

La forma débil o variacional del problema se expresa en este caso como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim , hallar
U := [u , p]T ∈W0= V0×Q, tal que:

B (U,W) = L (W) , ∀W ∈W0 (4.41)

donde W ∈W0 es el vector de variación de U y:

B (U,W) : = k∇sw, 2µdev∇sul+ k∇ ·w,pl+ kq,∇ · ul −
�
q,
1

K
p

 
L (W) : = kw,bl+ 
w,t�

∂t

Esta forma débil se suele expresar mediante el siguiente par de ecuaciones con-
tenidas implícitamente, asociadas a las variaciones de desplazamientos y de presión,
respectivamente:

k∇sw, 2µdev∇sul+ k∇ ·w,pl = l (w) , ∀w ∈ V0 (4.42)

q,
�∇ · u− 1

K
p
��

= 0 , ∀q ∈ Q (4.43)

donde como antes, l (w) = kw,bl+ 
w,t�
Γt
es el término de fuerzas externas. Este

par de ecuaciones se puede expresar en un arreglo 2× 1 de forma compacta como:
R (U,W) = 0 ∀W ∈W0 (4.44)

donde:

R (U,W) =

� k∇sw, 2µdev∇sul+ k∇ ·w,pl − l (w)

q,
�∇ · u− 1

K
p
�� �

(4.45)

Se adopta esta notación pues permite identificar con más claridad cada ecuación y
sus respectivos términos.
El espacio al que pertenece U es W0 = V0×Q, donde V0 y Q son los espa-

cios de los desplazamientos y presiones. En el medio continuo estos espacios son,
respectivamente:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w = 0 en ∂Ωu
�
, y Q =L2 (Ω) (4.46)

La estabilidad de esta formulación mixta depende del cumplimiento de la condición
LBB. Esta condición conduce a la necesidad de utilizar diferentes interpolaciones
para u y p en la formulación por elementos finitos. Sin embargo, en la siguiente
sección se desarrolla la formulación estabilizada que elude el requisito de la condición
LBB y hará posible el uso de interpolaciones de igual orden para desplazamientos
y presiones, en particular lineales y continuas.
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4.3.3 Planteamiento en multiescalas

A continuación se formula el problema en el marco del método de las sub-escalas. En
adelante se considera que los espacios de funciones de elementos finitos de desplaza-
mientos y presión, uh y ph respectivamente, son ambos lineales y continuos, de acuer-
do con el objetivo planteado. Es decir, los espacios de aproximación de elementos
finitos que se considerarán serán tales que Uh ∈W0,h = V0,h×Qh ⊂ [H1 (Ω)]

ndim+1.
Como caso particular del método genérico se empleará el método de las sub-

escalas ortogonales (OSGS), propuesto por R. Codina en (Codina, 2000a), según el
cual el espacio complementario iW0 se escoge como el espacio ortogonal al espacio
de elementos finitos. De acuerdo con esto, se definen las sub-escalas hU ∈ iW0 y se
aproxima iW0 ≈ W⊥

h . Tal como se adelantó en la sección 4.2.3, el refinamiento de
la solución U = Uh + hU se empleará especí ficamente para enriquecer el campo de
desplazamientos, con la finalidad de mejorar las propiedades de estabilidad de la
formulación mixta de elementos finitos del problema incompresible. Así:�

u
p

�
=

�
uh
ph

�
+

� hu
0

�
(4.47)

El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uh ∈W0,h y hU ∈ iW0, tales que:

B
�
Uh + hU,Wh

�
= L (Wh) , ∀Wh (4.48a)]

Ω

iW·L
�
Uh + hU� dΩ =

]
Ω

iW·FdΩ , ∀iW (4.48b)

que corresponden respectivamente a las expresiones (4.10) y (4.11), de
acuerdo con el planteamiento presentado en la sección 4.2.1.

La ecuación (4.48a), definida en el espacio de elementos finitos, equivale al par
de ecuaciones en desplazamientos y presiones respectivamente:

k∇swh, 2µdev [∇s (uh + hu)]lΩ + k∇ ·wh,phlΩ = l (wh) (4.49a)

qh,
�∇ · (uh + hu)− 1

K
ph
��

Ω
= 0 (4.49b)

donde l (wh) = kwh,bl+


wh,t

�
Γt
. En notación compacta, éstas son:

R (U,Wh) = 0 ∀Wh ∈Wh,0 (4.50)

En (4.49a) y (4.49b) los operadores gradiente y el operador divergencia, ∇s (·) y
∇ · (·) respectivamente, están aplicados a (uh + hu). Ambos operadores son lineales,
por lo que estas ecuaciones se pueden expresar en este caso como:
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R (U,Wh) = R (Uh,Wh) +R
�hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (4.51)

donde R (Uh,Vh) y R
�hU,Vh

�
son respectivamente:

R (Uh,Wh) =

� k∇swh, 2µdev [∇suh]lΩ + k∇ ·wh,phlΩ − l (wh)

qh,
�∇ · uh − 1

K
ph
��

Ω

�
R
�hU,Wh

�
=

� k∇swh, 2µdev [∇shu]lΩ
kqh,∇ · hulΩ

�
(4.52)

El efecto estabilizador de las sub-escalas se refleja en los términos contenidos en
(4.52). De manera análoga a la presentada en (4.15), los términos en (4.52) se
evalúan integrando por partes. De esta manera se consigue una expresión equivalente
a (4.52), pero que en vez de estar expresada en función de derivadas de hu está en
función de la primitiva:

R
�hU,Wh

�
=

� −khu,∇ · (2µdev [∇swh]lΩ
−khu,∇qhlΩ

�
(4.53)

De manera similar, la forma débil expresada en (4.48b), definida en el espacio
de sub-escalas ortogonales, equivale a la ecuación en forma compacta:

R
�
Uh + hU,iW�

= 0 ∀iW ∈ iW0 (4.54)

donde:

R
�
Uh + hU,iW�

=

� khw,∇ · 2µdev [∇s (uh + hu)]lΩ + khw,∇phlΩ + khw,blΩ
0

�
(4.55)

Como se puede observar, no hay ecuación asociada a las variaciones de presión en
el espacio de las sub-escalas, ya que sólo se ha considerado sub-escalas de despla-
zamientos. A partir de estas expresiones, y considerando la linealidad del operador
divergencia en (4.55), se puede obtener:

−khw,∇ · (2µdev [∇shu])lΩ = khw,∇ph +∇ · 2µdev [∇suh] + blΩ (4.56)

que corresponde a la ecuación (4.19). Esta expresión relaciona, a través de proyec-
ciones sobre el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos, la sub-escala hu con
el residuo de la ecuación de equilibrio Rh = ∇ph+∇ · (2µdev [∇suh])+b. La apro-
ximación a la sub-escalas planteada en la sección 4.2, expresada en (4.21), consiste
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en considerar que la sub-escala es proporcional a la proyección sobre el espacio or-
togonal al espacio de elementos finitos del residuo de la ecuación de equilibrio. Esta
proporcionalidad está expresada en cada elemento mediante la matriz de parámetros
algorítmicos (4.27). En este caso tal aproximación resulta:

hu = τ e P
⊥
h {[∇ph +∇ · (2µdev [∇suh]) + b]} en Ωe (4.57)

donde el parámetro de estabilización se toma según (4.28). Ya que se emplean
elementos lineales, las segundas derivadas de funciones de elementos finitos como
∇ ·(∇suh) son nulas en este caso. Además, se considera que b se aproxima mediante
elementos del espacio elementos finitos, y por lo tanto P⊥h (b) = 0 De esta manera
la aproximación a la sub-escala es finalmente:

hu = τ e (∇ph − Ph (∇ph)) en Ωe (4.58)

donde la proyección ortogonal de una variable se calcula como P⊥h (·) = (·)− Ph (·),
y (·) es la identidad de la variable.
Resta sólo insertar la aproximación obtenida para hu en las ecuaciones correspon-

dientes al espacio de elementos finitos (4.49a) y (4.49b). Teniendo en cuenta que se
emplean elementos lineales y reemplazando la expresión (4.58) de las sub-escalas hu
en (4.53) se obtiene finalmente el término de estabilización:

R
�hU,Vh

�
=

�
0

−Snelm
e=1 τ e k∇qh, [∇ph −Πh]lΩe

�
(4.59)

donde Πh = Ph (∇ph) es la proyección del gradiente de presión sobre el espacio de
elementos finitosWh, que se define como una variable nodal adicional. Esta variable
se calcula mediante la relación entre el gradiente de presión y su proyección Πh:

k∇ph,ηhl = kΠh,ηhl ∀ηh ∈ Vh (4.60)

Finalmente, como resultado del procedimiento desarrollado, la versión estabili-
zada propuesta para abordar el problema elástico mediante elementos lineales trian-
gulares o tetraédricos es:

Hallar [uh, ph, Πh]
T ∈ V0,h ×Qh × Vh tales que:

k∇swh,2µdev [∇suh]l+ k∇ ·wh,phl − l (wh) = 0 ∀wh(4.61a)

qh,∇ · uh − 1

K
ph
�− nelm[

e=1

τ e k∇qh,∇ph −ΠhlΩe = 0 ∀qh (4.61b)

k∇ph,ηhl − kΠh,ηhl = 0 ∀ηh (4.61c)
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Como se puede observar, el planteamiento del problema mediante el método de
las sub-escalas conduce a un sistema que incluye un término de estabilización en la
ecuación de deformación volumétrica. Éste término involucra una variable adicio-
nal, la proyección del gradiente de presión. El término es función de la diferencia
entre el gradiente de presión, discontinuo a nivel de elemento, y su correspondiente
variable continua o “alisada”, su proyección; es decir

Snelm
e=1 τ e k∇qh,∇ph −ΠhlΩe.

Esto implica que, cuanto más fina sea la malla de elementos finitos tanto menor
será el término de estabilización que se agrega. Los elementos de esta formulación
presentan ventajas en comparación con el método de estabilización GLS, aplicado
por (Klaas et al., 1999) en problemas de mecánica de sólidos. En esta formulación
el termino de estabilización para elementos lineales es

Snelm
e=1 τ e k∇qh,∇phlΩe . Los

elementos lineales estabilizados por el método GLS también se pueden obtener en
el marco del método de las sub-escalas. Esta alternativa difiere con respecto a la
aproximación a las sub-escalas ortogonales en que no considera el concepto de pro-
yección del residuo de la ecuación de elementos finitos sobre el espacio de elementos
finitos sobre el espacio ortogonal al de elementos finitos, sino que el valor de la sub-
escala se establece en función del residuo mismo; esta aproximación se denomina
aproximación algebraica a las sub-escalas, ASGS ; (Codina, 2000a). Fuera del marco
del método de las sub-escalas ortogonales, OSGS, no se puede deducir ni justificar
el término correspondiente a la proyección del gradiente de presión en el término de
estabilización; dentro del marco del método OSGS este término surge de manera
natural.

Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos, basados en el
método de estabilización de las sub-escalas ortogonales, OSGS, presentan una venta-
ja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, la solución exacta
de la ecuación diferencial del problema satisface las ecuaciones de la formulación
estabilizada por el método OSGS establecidas para elementos lineales, en virtud
de la presencia del término de proyección del gradiente de presión. Los elementos
lineales de la formulación GLS no cumplen esta condición, que es más estricta que
la definición usual de consistencia. Los elementos de la formulación OSGS son más
precisos y más robustos que los elementos estabilizados por el método GLS. Esto
significa que los elementos estabilizados propuestos, que corresponden a la formula-
ción OSGS, exhiben menor sensibilidad a las variaciones de los parámetros físicos,
en particular menor sensibilidad con respecto al parámetro de estabilización; esto
queda demostrado en ensayos, como el test de flujo inducido en una cavidad (driven
cavity flow) presentado en el capítulo de simulaciones de esta tesis y en (Oñate et al.,
2002).

Mediante algunas simplificaciones de tipo algorítmico, se logra a partir de la
formulación (4.61a)-(4.61c) un método con un bajo costo computacional adicional
y buenas propiedades de estabilidad, particularmente adecuado para problemas no-
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lineales, como los que se abordarán en las siguientes secciones.

4.3.4 Expresión matricial

La expresión matricial del problema algebraico asociado se puede
escribir como:

Hallar [U, P, Π]T , tales que: Kdev G 0
GT

�− 1
K
Mp − τL

�
τGT

0 τG −τM

 UP
Π

 =
 f0
0

 (4.62)

donde [U, P, Π]T es el arreglo de variables nodales de desplazamientos, presión y
proyección del gradiente de presión respectivamente.
Las submatrices elementales correspondientes a los nodos locales A y B son:

�
KAB
dev

�(e)
=

�]
Ωe
BTADdevBBdΩ

�(e)
(4.63)

�
GAB

�(e)
=

�]
Ωe
[bA]N

BdΩ

�(e)
, [bA] =

�
NA
,1 , · · ·, NA

,ndim

�T
(4.64)

�
LAB

�(e)
=

�]
Ωe
[bA]

T [bB] dΩ

�(e)
(4.65)

�
MAB
p

�(e)
=

�]
Ωe
NANBdΩ

�(e)
(4.66)

�
MAB

�(e)
=

��]
Ωe
NANBdΩ

�
δij

�(e)
, i, j = 1, 2, 3 (4.67)

[f ](e) =

�]
Ωe

�
NA
�T
b dΩ+

]
∂tΩe

�
NA
�T
t dΓ

�(e)
(4.68)

donde Ddev es el arreglo matricial correspondiente a la componente desviadora del
tensor constitutivo cdev. G representa al operador gradiente yGT al operador diver-
gencia. L representa al operador Laplaciano, que proviene del término k∇qh,∇phl,
y es el resultado del producto del operador divergencia y el operador gradiente. M
y Mp son las matrices de masa asociadas a los deplazamientos y presiones, respec-
tivamente.
Se puede obtener una expresión de este sistema que permita una comparación con

la formulación u/p del problema incompresible de la sección 3.3. La tercera ecuación
de (4.62) corresponde a (4.61c). Ésta se puede interpretar como un “alisado” del
gradiente de presión, que es discontinuo entre elementos cuando se utilizan elementos
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lineales. A partir de esta relación, la proyecciónΠ del gradiente de presión se puede
expresar en función de P como:

Π =M−1GP (4.69)

Si se inserta esta expresión en la segunda ecuación contenida en (4.62) se puede
eliminar de manera formal la proyección Π, lo que conduce a una expresión en
función sólo de desplazamientos y presiones:�

Kdev G
GT − 1

K
Mp − τ

�
L−GTM−1G

� � � U
P

�
=

�
f
0

�
(4.70)

En la formulación estabilizada propuesta, representada por (4.70), la ecuación de la
deformación volumétrica es:

GTU− 1

K
MpP− τ

�
L−GTM−1G

�
P = 0 (4.71)

En el caso incompresible, cuando K → ∞, el término − 1
K
Mp → 0 y la ecuación

resultante representa la condición de incompresibilidad modificada:

GTU− τ
�
L−GTM−1G

�
P = 0 (4.72)

Ésta es comparable con la ecuación (3.37), GTU = 0, de la formulación estándar
del problema incompresible presentada en la sección 3.3. Se puede observar que
la formulación estándar coincide con la representada en la ecuación (4.71) si no se
considera el término τ

�
L−GTM−1G

�
. Éste representa formalmente el efecto esta-

bilizador de la formulación por el método de las sub-escalas. El término GTM−1G
es análogo al Laplaciano L, proviene del término k∇qh,Πhl. Desde este punto de
vista, el término de estabilización τ

�
L−GTM−1G

�
en (4.71) puede considerarse

como una perturbación de la ecuación de la deformación volumétrica que evita los
problemas de estabilidad que presenta la formulación estándar.
En (Codina, 2000a) se establece la relación entre el método de las sub-escalas

ortogonales y el método de estabilización basado en la proyección del gradiente de
presión (PGP), aplicado a las ecuaciones de Stokes; (Codina and Blasco, 2000),
(Codina et al., 2001). Como motivación se presenta un método de paso fraccionado
FS, aplicado al problema incompresible transitorio; ver también (Soto et al., 2001).
A partir del método FS se obtiene en el caso transitorio el mismo término de estabi-
lización 4.58, deducido por el método de las sub-escalas ortogonales. Por esta razón,
el método PGP se puede considerar como un caso particular en el marco general
del método de las sub-escalas. En el marco del método de las sub-escalas ortogo-
nales OSGS, utilizado aquí, el efecto estabilizador de este término encuentra una
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Algoritmo para resolver formulación estabilizada

Resolver a nivel global: U(i) y P(i):%
Kdev G

GT − 1
K
Mp − τL

&�
U(i)

P(i)

�
=

�
f

−τ GTΠ(i−1)

�

Calular: Π(i) =M−1
�
GP(i)

�
Efectuar nueva iteración: i← i+ 1

Tabla 4.1: Algoritmo para resolver formulación estabilizada

explicación con sentido físico. Una explicación desde un punto de vista algebraico,
basada en la condición de definición positiva de este término, se encuentra en (Codi-
na et al., 1998), en el contexto de la mecánica de fluidos. La formulación planteada
aquí conduce a un término de estabilización de signo contrario al usual en mecánica
de fluidos, por lo que la matriz asociada al sistema es simétrica pero no es definida
positiva; este hecho debe tenerse en cuenta al escoger el algoritmo de resolución del
sistema. Entre los algoritmos de resolución de tipo iterativo no se puede emplear
el método de los gradiente conjugados, adecuado para matrices definidas positivas,
y es necesario recurrir a un método más general, como por ejemplo los método de
minimización del residuo GMRES, o una versión específica para matrices simétricas
como el método MINRES.

4.3.5 Aspectos de implementación

Existen varias alternativas por considerar para resolver el sistema (4.61a)-(4.61c),
representado en (4.62). La variable adicional en la formulación Πh es continua entre
elementos y, por lo tanto no se puede condensar a nivel de elemental. La solución
monolítica del sistema implicaría un costo computacional adicional muy grande. El
desarrollo formal presentado en la sección anterior, que conduce a (4.70), sugiere un
procedimiento de solución escalonado (“staggered”). En este caso, se puede emplear
un procedimiento iterativo en el que los desplazamientos y presiones, U(i) y P(i)

respectivamente, se calculan en una primera fase utilizando el valor de la iteración
anterior Π(i−1). En la segunda fase la proyección del gradiente de presión Π(i) se
resuelve de manera explícita, a partir de (4.69), en función de P(i) calculado en la
fase anterior. El algoritmo iterativo empleado se presenta en la tabla (4.1).
El cálculo de las proyecciones Π se transforma en un sistema trivial de ecuacio-
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nes si se emplea la matriz de masa aglutinada como aproximación a M. El costo
computacional adicional de este algoritmo para el cálculo de la proyección es poco
significativo en el contexto de un problema no-lineal, como se verá más adelante.

4.4 Formulación en régimen plástico

En esta sección se aborda el problema elasto-plástico. El desarrollo considera es-
pecíficamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de tipo J2. Este tipo de
modelos considera que la deformación plástica es isocórica. El comportamiento del
modelo elasto-plástico tiende a la incompresibilidad en la medida en que predominen
las deformaciones plásticas sobre las elásticas. Por otro lado, si el coeficiente de Pois-
son del material ν es cercano a 0, 5 el comportamiento es cuasi-incompresible aunque
las deformaciones plásticas no se hallan desarrollado en forma considerable respecto
a las elásticas. En cualquiera de estos casos, los elementos formulados mediante el
método de Galerkin presentan dificultades para representar la incompresibilidad del
medio. De manera similar a la presentada en la sección anterior, se desarrolla a con-
tinuación la formulación u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de hipótesis
para este caso específico.

4.4.1 Modelo constitutivo

El tensor de tensiones σ se define como:

σ = p1+ s(u) (4.73)

donde s(u) =dev (σ) es la componente desviadora del tensor de tensiones y p es la
presión. Éstas se pueden expresar como:

p = Kεv (4.74)

s (u) = 2µdev [∇su− εp] = 2µdev [εe] (4.75)

donde εv es la parte volumétrica de las deformaciones, εe y εp son la deformación
elástica y plástica respectivamente, µ yK son el módulo de cizallamiento y el módulo
de compresibilidad del material, respectivamente, definidos anteriormente. Como se
establece en 4.75, la relación entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras elásticas es lineal en función de µ, es decir:

2µ =
nsn

ndev [εe]n (4.76)
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La hipótesis común a los modelos de tipo J2 es que la deformación plástica
es isocórica; es decir, la parte volumétrica de las deformaciones plásticas es nula,
εpv = 0. Por lo tanto:

tr (εe) = εv = tr (ε) = ∇ · u (4.77)

Como se puede observar, la expresión del tensor de tensiones está desacoplada
en componentes volumétrica y desviadora. Ésta es la opción natural para el modelo
constitutivo empleado en esta formulación.

4.4.2 Formulación en el continuo

Forma fuerte

El problema en forma fuerte se define mediante las ecuaciones constitutivas anterio-
res, la ecuación de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno. Éste se
expresa como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim ,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim, hallar
U := [u , p]T ∈W0= V0×Q, tal que:

L (U) = F (4.78)

donde:

L (U) : =

� −∇p − ∇ · s(u)
− 1
K
p + ∇ · u

�
(4.79a)

F : =

�
b
0

�
(4.79b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u = 0 en ∂Ωu (4.80)

σ · n = t en ∂Ωt (4.81)

donde se ha reemplazado la expresión de las tensiones σ dada en términos
de u y p por la relación constitutiva (4.73).

Forma débil

La forma débil asociada se puede escribir en notación compacta como:
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Hallar U := [u , p]T ∈W0= V0×Q, tal que:

R (U,W) = 0 ∀W ∈W0 (4.82)

donde:

R (U,W) =

� k∇sw, sl+ k∇ ·w,pl − kw, fl − 
w,t�
∂Ωkq,∇ · ul − 
q, 1

K
p
� �

(4.83)

U := [u , p]t ∈W0 y W := [w , q]t ∈W0 son los vectores de incógnitas
y sus respectivas variaciones y W0 es el espacio de funciones admisibles.

El espacio W0 = V0×Q, donde V0 y Q son los espacios de los desplazamientos y
presiones. En el medio continuo éstos son respectivamente:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w = 0 en ∂Ωu
�
y Q =L2 (Ω) (4.84)

4.4.3 Planteamiento en multiescalas

La solución en el medio continuo se aproxima por:

U = Uh + hU (4.85)

donde:
Uh := [uh, ph]

T hU := [hu , 0]T
Wh := [wh, ph]

T iW := [hw , 0]T
(4.86)

Estas componentes de la solución corresponden a la descomposición del espacio en
que se plantea el problema continuo W = Wh⊕iW, de manera que Uh ∈ Wh,0 yhU ∈ iW0 respectivamente.
Además, siguiendo un procedimiento similar al detallado para el problema de

incompresibilidad elástica en la sección anterior, el problema en el continuo (4.82)
se transforma en:

Hallar Uh ∈Wh,0 y hU ∈ iW0 tal que:

R (U,Wh) = R
�
Uh + hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (4.87)

R
�
U,iW�

= R
�
Uh + hU,iW�

= 0 ∀iW ∈ iW0 (4.88)

Obsérvese que la ecuación (4.87) expresa el balance de momentum y la ecuación
de la deformación volumétrica en el espacio de elementos finitos Wh,0. La ecuación
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(4.88) se define en el espacio iW0, y tal como antes se utilizará para obtener una
aproximación a las sub-escalas.
Previamente al desarrollo que se presenta a continuación se introduce una consi-

deración con respecto a las tensiones desviadoras, teniendo en cuenta que el efecto
de las sub-escalas es de orden hu ∼ O (h2); (Codina, 2000b), (Oñate et al., 2002).
De acuerdo con esto, las componentes desviadoras de las tensiones s (u) se pueden
aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer orden alrededor de
uh, f (x0 +7x) = f (x0) + f � (x)|x=x07x, despreciando los términos de orden del
cuadrado de las sub-escalas y mayores:

s (uh+hu) = sh (uh) + c̄s|u=uh : ∇shu+O (hu)2
donde c̄s|u=uh es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = uh. Éste
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto
tensorial c̄s|u=uh : ∇shu representa un incremento de tensiones desviadoras por efecto
de las sub-escalas, hs (hu), que se pueden considerar desde este punto de vista como
una perturbación superpuesta a uh. Este producto involucra en forma efectiva sólo la
componente desviadora de las deformaciones, debido a que el tensor c̄s es desviador.
Es decir, hs (hu) = c̄s|u=uh : ∇shu = c̄s|u=uh : dev [∇shu]. Cuando se desarrolla el
flujo plástico, las deformaciones desviadoras totales, particularmente las plásticas,
crecen con respecto a las tensiones desviadoras en forma considerablemente mayor
que en régimen elástico. El incremento de tensiones desviadoras correspondiente a
las deformaciones desviadoras totales asociadas a las sub-escalas se puede calcular de
manera sencilla si se hace una aproximación al módulo de c̄s|u=uh en función de 2µ,
que según (4.75) representa la relación entre tensiones desviadoras y la componente
elástica de las deformaciones desviadoras. Efectivamente, a partir del valor de 2µ
dado por (4.76), la relación entre las tensiones desviadoras y las deformaciones
desviadoras totales se puede estimar mediante el coeficiente 2µ∗, calculado como:

2µ∗ = 2µ
ndev [εe]n
ndev [∇su]n

����
u=uh

=
nsn

ndev [∇su]n
����
u=uh

(4.89)

El coeficiente 2µ∗, que podría denominarse módulo de cizallamiento efectivo, se
puede interpretar en la curva de tensiones desviadoras y deformaciones desviadoras
como el módulo secante en u = uh, tal como se puede apreciar en la figura 4.2. Este
coeficiente 2µ∗ representa el efecto del flujo plástico en la relación entre las tensiones
desviadoras y las deformaciones desviadoras totales; por lo tanto, debe considerarse
cuando se desarrolle el régimen plástico. Si las deformaciones plásticas son rela-
tivamente pequeñas en comparación con las elásticas se puede obtener resultados
adecuados y comportamiento estable de la presión utilizando el módulo de cizalla-
miento elástico µ. En fase de carga o descarga elástica el módulo de cizallamiento
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Figura 4.2: Gráfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras en modelo
elasto-plástico con plasticidad J2.

debe tomarse igual al valor elástico, es decir igual a µ. De esta manera, el módulo
de cizallamiento es:

µ� =
�
µ en carga o descaraga elástica
µ∗ si se desarrolla flujo plástico

(4.90)

La interpretación de la aproximación del efecto sobre el módulo de cizallamiento
efectivo 2µ∗ como el módulo secante en la curva de tensiones vs. deformaciones
en u = uh permite hacer una analogía entre el régimen plástico y el caso de un
modelo de daño, en el cuál esta misma aproximación surge de manera natural y se
puede aplicar de manera sencilla, de acuerdo con las características de ese modelo
constitutivo..
Con estos resultados, se puede aproximar el producto tensorial c̄s|u=uh : dev [∇shu]

como:
c̄s|u=uh : dev [∇shu] = hs (hu) ∼= 2µ� dev [∇shu]

De esta manera, si bien es cierto que s (·) es no-lineal, es posible descomponerla
en la suma de dos contribuciones. Por un lado sh (uh) proveniente del efecto inducido
por el campo estándar de elementos finitos y por otro lado hs (hu), correspondiente al
efecto de las sub-escalas. Es decir:

s (uh+hu) ∼= sh (uh) +hs (hu) (4.91)

De acuerdo con lo anterior, y teniendo en cuenta la linealidad del operador
divergencia, la expresión (4.87) se puede separar de manera aditiva:

R (Uh,Wh) +R
�hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (4.92)
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donde R (Uh,Wh) y R
�hU,Wh

�
son respectivamente:

R (Uh,Wh) =

� k∇swh, shlΩ + k∇ ·wh,phlΩ − l (wh)

qh,∇ · uh − 1

K
ph
�
Ω

�
(4.93)

R
�hU,Wh

�
=

� k∇swh,2µ� dev [∇shu]lΩ
kqh,∇ · hulΩ

�
(4.94)

El segundo término representa el efecto de las sub-escalas en la solución de elementos
finitos. La integración por partes de este término, con la finalidad de reducir el orden
de derivación sobre hu, da como resultado:

R
�hU,Wh

�
=

� −khu,∇ · (2µ� dev [∇swh])lΩ
−khu,∇qhlΩ

�
(4.95)

El asunto que queda pendiente es obtener la aproximación a las sub-escalas.
La descomposición aditiva del tensor de tensiones (4.91) se puede introducir

tambien en la ecuación (4.88), correspondiente al espacio de las sub-escalas. Esta se
expresa del siguiente modo:

R
�
U,iW�

=

� khw,∇ · shlΩ + khw,∇ ·hslΩ + khw,∇phlΩ + khw,blΩ
0

�
= 0 (4.96)

Como se puede observar no hay ecuación asociada a las variaciones de presión,
puesto que sólo se ha considerado sub-escalas de desplazamientos. En esta expre-
sión también es posible hacer la descomposición de (4.88) en las partes asociadas
respectivamente a la escala de elementos finitos y a la sub-escala:

R
�
Uh,iW�

+R
�hU,iW�

= 0 ∀iW ∈ iW0 (4.97)

lo que conduce a:

−khw,∇ · (2µ� dev [∇shu])lΩ = khw,∇ · sh +∇ph + blΩ (4.98)

Esta es la relación entre la sub-escala y el residuo de la ecuación de balance de
momento Rh = ∇ · sh+∇ph+b, que es similar a la obtenida en la sección 4.3.3. De
acuerdo con las consideraciones adoptadas en la sección 4.2.2, se escoge el espacio
de las sub-escalas ortogonales, iW0 = W⊥

h , y a partir de (4.98) la sub-escala hu se
puede aproximar en cada elemento como:hu = τ e P

⊥
h {Rh} ∈W⊥

h (4.99)

donde τ e es el parámetro de estabilización y P⊥h (·) representa la proyección sobre el
espacio W⊥

h . El parámetro de estabilización en elementos lineales se calcula como:

τ e =
ch2

2µ�
(4.100)



4.4. FORMULACIÓN EN RÉGIMEN PLÁSTICO 119

donde el coeficiente µ� tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo plástico en las
deformaciones desviadoras, que en general se calcula en cada punto de integración;
en el caso de elementos lineales con un sólo punto de integración por elemento este
valor es único por cada elemento. Esta corrección en el parámetro de estabilización
es una contribución original en este trabajo. La mayor robustez de los elemen-
tos propuestos, estabilizados con el método OSGS, los hace menos sensibles a las
simplificaciones consideradas en la aproximación al parámetro de estabilización en
comparación con los elementos estabilizados mediante otras técnicas, como la GLS
en los elementos propuestos en (Klaas et al., 1999).
De acuerdo a lo anterior hu es la proyección del residuo Rh sobre el espacio orto-

gonal al espacio de elementos finitos ponderada por el parámetro de estabilización.
Teniendo en cuenta que las segundas derivadas de funciones lineales de elementos
finitos son nulas y que P⊥h {b} = 0, tal como se consideró para la expresión similar
en la sección 4.3.3, se obtiene en cada elemento:

hu = τ e (∇ph − Ph (∇ph)) (4.101)

Si se inserta esta aproximación en (4.95) y dado que khu,∇ · (2µ� dev [∇swh])lΩe ≡ 0
para elementos lineales se obtiene:

R
�hU,Wh

�
=

�
0

−Snelm
e=1 τ e k∇qh,∇ph −ΠhlΩe

�
(4.102)

donde Πh = Ph (∇ph) es la proyección del gradiente de presión sobre el espacio de
elementos finitos Wh.
Finalmente, la versión estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-

plástico incompresible en rango infinitesimal mediante elementos lineales triangula-
res o tetraédricos es:
Hallar [uh, ph, Πh]

T ∈ V0,h ×Qh × Vh tales que:

k∇swh, shl+ k∇ ·wh,phl − l (wh) = 0 ∀wh (4.103a)

qh,∇ · uh − 1

K
ph
�− nelm[

e=1

τ e k∇qh,∇ph −ΠhlΩe = 0 ∀qh (4.103b)

k∇ph,ηhl − kΠh,ηhl = 0 ∀ηh (4.103c)

Se puede observar que en la formulación propuesta el término de estabilización
afecta sólo a la ecuación de la deformación volumétrica. Por lo tanto, la ecuación
de equilibrio se puede resolver tal como en la formulación estándar.
Obsérvese que, de acuerdo con las consideraciones adoptadas, en todas las ecua-

ciones del desarrollo aparece el valor total de la sub-escala, no el incremental. Por
ejemplo en la ecuación (4.98), a partir de la cual se obtiene la aproximación a hu.
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Esto simplifica el procedimiento de cálculo en comparación con otras opciones en las
que, a partir de la linealización de la ecuación de equilibrio o del tensor de tensiones,
se obtiene una aproximación al valor incremental de hu. Por ejemplo, en (Garikipaty
and Hughes, 1998) y (Garikipaty and Hughes, 2000) se aplica el método de sub-
escalas al problema unidimensional de localización; en estas publicaciones se emplea
una aproximación algebraica a las sub-escalas ASGS en vez de las sub-escalas or-
togonales OSGS empleadas en este trabajo. En (Garikipaty and Hughes, 2000) se
definen funciones de interpolación para aproximar hu, de manera similar al método
EAS. En ambos casos, después de linealizar el problema, el desarrollo implica una
aproximación al valor incremental de las sub-escalas, a partir de:

7hu = F1 [b] +F2 [s (uh + hu)− (p+7p)− c̄s : ∇s7uh] (4.104)

donde F1 y F2 son funcionales lineales y c̄s = c̄s (u) es la componente desviadora
del módulo constitutivo tangente, que depende del valor actual de u = uh + hu;
ver (Garikipaty and Hughes, 2000). Este procedimiento conduce a la necesidad de
actualizar el valor total de hu en función del incremento calculado y considerar este
valor en la componente desviadora del tensor de tensiones s (u) y del tensor de
tensiones c̄s (u).

4.4.4 Aspectos de implementación

El problema plástico implica la no-linealidad del sistema de ecuaciones y, por lo
tanto, la solución de (4.103a)-(4.103c) se efectúa mediante procedimientos de tipo
incremental-iterativo. En este marco, existen diversas alternativas para calcular la
proyección Π. De acuerdo con el planteamiento presentado en la sección 4.3, la
estrategia básica consiste en desacoplar la proyección Π y resolver el sistema u/p,
a partir de lo cual existen diversas posibilidades de concatenar los algoritmos de
cálculo. En (Codina et al., 2001) se aborda la implementación del método PGP
aplicado al problema de Navier-Stokes y se analizan diversas alternativas..
La estrategia adoptada en este trabajo consiste en resolver simultáneamente las

ecuaciones de balance de momentum y de deformación volumétrica en t = t(n+1). En
las iteraciones para hallar el equilibrio, correspondiente a este paso de tiempo, se usa
el valor de la proyección del gradiente de presión Πh en t = t(n). Esta estrategia ha
demostrado ser muy eficaz desde el punto de vista computacional, sin perjudicar la
robustez y precisión del método. El valor de la proyección del gradiente de presión,
la proyección Πn

h, se evalúa en base al valor convergido del gradiente de presión en
el paso de tiempo anterior ∇pnh como:

(∇pnh , ηh)− (Πn
h, ηh) = 0 (4.105)



4.4. FORMULACIÓN EN RÉGIMEN PLÁSTICO 121

Esta ecuación se transforma en un sistema trivial, si se emplea la matriz de masa
aglutinada. Con este valor de Πn

h, las ecuaciones del sistema que se resuelve en el
paso de tiempo n+ 1 son:
∇swh, sh �un+1,ih

��
+

∇ ·wh,pn+1,ih

�− ln+1 (wh) = 0

qh,∇ · un+1,ih − 1

K
pn+1,ih

�− nelm[
e=1

τ e

∇qh,∇pn+1,ih −Πn

h

�
Ωe

= 0

En cada paso de tiempo se debe resolver un sistema no-lineal de ecuaciones. Este
sistema se puede resolver aplicando, por ejemplo, el método de Newton-Raphson.
Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteración i se pueden expresar
como:

rn+1,i1 =

∇swh, sh �un+1,ih

��
+

∇ ·wh,pn+1,ih

�− ln+1 (wh) (4.107)

rn+1,i2 =


qh,∇ · un+1,ih − 1

K
pn+1,ih

�− nelm[
e=1

τ e

∇qh,∇pn+1,ih −Πn

h

�
Ωe

En cada iteración se debe resolver el sistema lineal:

a
�7un+1,i+1h ,wh

�
+

∇ ·wh,7pn+1,i+1h

�
= −rn+1,i1


qh,∇ ·7un+1,i+1h − 1
K
7pn+1,i+1h

�− nelm[
e=1

τ e

∇qh,∇7pn+1,i+1h

�
Ωe

= −rn+1,i2

El algoritmo para resolver el problema elasto-plástico en deformaciones infinitesi-
males se muestra en la tabla (4.2). Kdev es la matriz correspondiente al térmi-
no a

�7un+1,i+1h ,wh
�
, cuya sub-matriz típica a nivel de elemento es

�
KAB
dev

�(e)
=�U

Ωe
BTADdevBBdΩ

�(e)
, donde Ddev es el arreglo matricial de la componente desvia-

dora del tensor constitutivo tangente algorítmico. Las demás matrices, G, L,Mp y
M, son las mismas que en la sección 4.3, así como los vectores de variables nodales
[U, P]T . Los residuos R1 y R2 son los vectores asociados a los residuos r

n+1,i
1 y

rn+1,i2 . Estos son respectivamente:

R1 = f int1 − f ext1 (4.108)

R2 = f int2 (4.109)

donde:

f int1 =
nelm
A
e=1

�
f int
�(e)

=
nelm
A
e=1

�]
Ωe
BTAσdΩ

�(e)
+
�
GABpB

�(e)
f ext1 =

nelm
A
e=1

�
f ext
�(e)

=
nelm
A
e=1

�]
Ωe

�
NA
�T
b dΩ+

]
∂tΩe

�
NA
�T
t dΓ

�(e)
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Algoritmo para resolver problema elasto-plástico

0. Paso de carga n+ 1: Inicializar i = 0→ [U, P]T (n+1,0) = [U, P]T (n)

1. Iteración: Resolver a nivel global: 7U(n+1,i+1) y 7P(n+1,i+1):

2.

%
Kdev G

GT − 1
K
Mp − τL

&(n+1,i) � 7U(i)

7P(i)
�(n+1,i+1)

= −
�
R1

R2

�(n+1,i)

3. Actualizar: [U, P]T (n+1,i+1) = [U, P]T (n+1,i) + [7U, 7P]T (n+1,i+1)

4. Evaluar convergencia

5. No: Efectuar nueva iteración: i← i+ 1. (Ir a 1)

6. Si: Valores convergidos: [U, P]T (n+1) = [U, P]T (n+1,i+1)

7. Calcular: Π(n+1) =M−1GP(n+1)

8. Nuevo paso de carga: n← n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 4.2: Algoritmo para resolver problema elasto-plástico en deformaciones infinitesi-
males

f int2 =
nelm
A
e=1

�
f int2

�(e)
=
nelm
A
e=1

k�
GAB

�T
uB
l(e)

− �MAB
p pB

�(e)
−τ e

��
LABpB

�(e) − k�GAB
�T
ΠB
l(e)�



Capítulo 5

Formulación de elementos
estabilizados en grandes
deformaciones

5.1 Introducción

En este capítulo se desarrolla la formulación de elementos triangulares y tetraédricos
con interpolaciones lineales y continuas de desplazamientos y presión u/p en el rango
de grandes deformaciones. Se abordan en este rango tanto el problema elástico como
el problema elasto-plástico. En cada caso se presentan las hipótesis y los aspectos
de implementación que se han considerado con la finalidad de obtener elementos con
propiedades de exactitud y estabilidad mejoradas y bajo costo computacional.

5.2 Régimen Elástico

5.2.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo constitutivo hiperelástico, desacoplado en sus componen-
tesvolumétrica y desviadora. En modelos hiperelásticos, las relaciones tensión-
deformación desacopladas se pueden obtener a partir de funciones de energía almace-
nada W que a su vez estén desacopladas en componentes volumétrica y desviadora;
(Simo and Huges, 1998), del tipo:

W = KU (J) +W
�
b̄
�

(5.1)

donde U yW son las componentes volumétrica y desviadora deW , respectivamente.
J es el determinante del tensor gradiente de deformaciones F y b̄ es la componente

123
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isocórica del tensor izquierdo de Cauchy-Green, b̄ = J−
2
3b, b es el tensor elástico

izquierdo de Cauchy Green; una descripción detallada de este tipo de modelos se
puede encontrar en (Simo and Huges, 1998). Se pueden definir diversas expresiones
válidas para U y W . En este trabajo se utilizan las funciones propuestas en (Simo
et al., 1985) y (Simo, 1992):

U (J) =
1

2
(lnJ)2 (5.2a)

W (b) =
1

2
µ
�
tr
�
b̄
�− 3� (5.2b)

donde µ es el parámetro de Lamé, denominado módulo de cizallamiento (que se
denota también por G). Las tensiones de Kirchhoff, τ , de este modelo se pueden
expresar como:

τ = T1+ s (u) (5.3a)

donde s (u) = dev [τ ] es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es τ vol = T1. Las componentes del tensor de tensiones τ
que se derivan directamente de éstas son:

T = K [JU � (J)] (5.4a)

s (u) = µdev
�
b̄
�

(5.4b)

En las referencias citadas se puede encontrar la deducción de estas expresiones. En
éstas, la componente volumétrica se define en función de la presión p, que es la com-
ponente media del tensor de tensiones de Cauchy. En este trabajo esta componente
se define de manera ligeramente diferente, en función directamente de la componente
media del tensor de Kirchhoff, T . La relación entre las definiciones de la componente
volumétrica en aquellas referencias y la que se emplea en esta formulación es:

τ vol = Jp�~}�
T

1 = T1 (5.5)

Como se puede observar, la relación entre éstas es la que existe entre los tensores de
tensión de Kirchhoff τ y de Cauchy σ:

τ = Jσ (5.6)

Queda establecido en (5.4b), como se puede observar en la figura 5.1, que la
relación entre las tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras expresadas
mediante el tensor izquierdo de Cauchy-Green es lineal en función de µ:

µ =
ns (u)n��dev �b̄��� (5.7)
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Figura 5.1: Gráfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras expresadas en
función del tensor izquierdo de Cauchy-Green correspondientes a un modelo hiperelástico.

5.2.2 Formulación en el medio continuo

Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la configuración espacial
Ωt, como en la configuración material Ω. El paso de una a otra expresión se hace
mediante el cambio de variables en función de la transformación o ecuación del
movimiento x = ϕt (X) y las operaciones de transporte de tensores, presentadas en
el anexo D.
En la configuración material, la ecuación de equilibrio en forma local y las con-

diciones de contorno en la configuración material Ω, definen el problema en forma
fuerte como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim , hallar
U := [u , T ]T ∈W0= V0×Q, tales que:

DIVP+ b = 0 (5.8a)

− 1
K
T + [JU � (J)]J=J(u) = 0 (5.8b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u = 0 en ∂uΩ (5.9)

P · n = t en ∂tΩ (5.10)

donde el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff P viene dado por
la relación P = τF−T , n es la normal a ∂tΩ y las ecuaciones constitutivas
(5.3a), (5.4a), (5.4b).
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En la configuración espacial, la ecuación de equilibrio en forma local y las condi-
ciones de contorno en la configuración espacial Ωt. Las variables, tales como fuerzas
másicas, tracciones presicritas, etc., expresadas en función de coordenadas espaciales
se indicarán aquí mediante el sub-índice t. El problema en forma fuerte se define en
la configuración espacial como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores tt : ∂tΩt → Rndim ,
los desplazamientos en ∂uΩt y las fuerzas másicas bt : Ωt → Rndim, hallar
U := [u , T ]T ∈W0= V0×Q, tales que:

∇ · σ + bt = 0 (5.11a)

− 1
K
T + [JU � (J)]J=J(u) = 0 (5.11b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u = 0 en ∂uΩt (5.12)

σ · nt = tt en ∂tΩt (5.13)

donde el tensor de tensiones de Cauchy σ viene dado por la relación
(5.6), nt es la normal a ∂tΩt y las ecuaciones constitutivas (5.3a), (5.4a),
(5.4b).

Esta formulación es válida tanto en el caso compresible como en el límite incom-
presible.

Forma débil

La forma débil del problema, en particular la ecuación de equilibrio, se puede ex-
presar en descripción material o espacial. Para plantear la forma débil es necesario
definir el espacio de funciones de ponderación, o variaciones admisibles. Este espacio
contiene los desplazamientos w que, superpuestos sobre la configuración deformada
Ωt verifican la condición de contorno en ∂uΩt. Tal como se ha enunciado, éstos se
definen sobre la configuración deformada, pero pueden referenciarse respecto a co-
ordenadas materiales o espaciales. En coordenadas materiales se define el espacio
de desplazamientos admisibles como:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w (Ω)= 0 en ∂uΩ
�

(5.14)

Las funciones de ponderación, o desplazamientos admisibles, w son independientes
del tiempo.
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La forma débil de la ecuación de equilibrio en descripción material es:]
Ω

P : GRADw dV =

]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w · t̄ dΓ (5.15)

y en descripción espacial es:]
Ωt

τ :∇swt dv
J
=

]
Ωt

wt · bt dv +
]
∂tΩ

wt · t̄t dγ (5.16)

donde las funciones de ponderación, o desplazamientos admisibles referenciados en
coordenadas espaciales, se denominan wt. Éstas se relacionan con las referenciadas
en coordenadas materiales según: w = wt (ϕ (X)); es decir, w = wt|x=ϕ(X). El
desarrollo de estas expresiones se puede encontrar en el anexo E, y en la bibliografía
en obras como (Simo and Huges, 1998).
Todos los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalares y, por lo

tanto, los valores correspondientes no dependen de la configuración o de las coorde-
nadas en que se los describa. Dada la objetividad del integrando las expresiones son
equivalentes. Sin embargo, aunque la descripción material y la descripción espacial
son equivalentes, desde el punto de vista de la implementación las diferencias entre
estas alternativas se hacen notables en las formulaciones mixtas como ésta, y en par-
ticular en la formulación de la matriz de rigidez. La implementación del problema
en función de variables espaciales es más sencilla, implica menor número de términos
y de operaciones a realizar, y por lo tanto tiene menor costo computacional; (Simo
et al., 1993), (Perez, 2000). Es por esto por lo que se adopta aquí esta opción. En
consecuencia, se define el problema en forma débil como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim , hallar
U := [u , T ]T ∈W0 = V0×Q, tal que:

k∇sw, (T1+ s (u))l − l (w) = 0 (5.17a)�
q,− 1

K
T + [JU � (J)]J=J(u)

 
= 0 (5.17b)

∀W := [w , q]T ∈W0 = V0×Q, de acuerdo con la ecuación constitutiva
(5.4b), donde:

l (w) = (w,b) +
�
w,t

�
Γt

Obsérvese que en esta formulación las integrales se calculan en la configuración
de referencia y que los integrandos en la ecuación de equilibrio están planteados en
función de variables espaciales expresadas en función de coordenadas materiales; ver
anexo E.
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Figura 5.2: Esquema de las relaciones cinemáticas en el problema elástico mediante
sub-escalas.

5.2.3 Planteamiento en multiescalas

La solución en el medio continuo se aproxima por:

U = Uh + hU (5.18)

donde:
Uh := [uh, Th]

T hU := [hu , 0]T
Wh := [wh, qh]

T iW := [hw , 0]T
(5.19)

son las componentes de la solución que corresponden a la descomposición del espacio
en que se plantea el problema W =Wh⊕iW, de manera que Uh ∈Wh,0 y hU ∈ iW0,
respectivamente.
Las relaciones cinemáticas entre las componentes de los desplazamientos, en el

espacio de elementos finitos y en el espacio de las sub-escalas, respectivamente, se
definen a partir de:

x = X+ uh� ~} �
xh

+hu (5.20a)

donde X es la coordenada de un punto en la configuración de referencia, x la co-
ordenada espacial correspondiente a ese punto en el medio continuo y xh el valor
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de esta coordenada evaluado en función de los desplazamientos calculados en el es-
pacio de elementos finitos. Las relaciones cinemáticas en función del gradiente de
deformaciones se pueden expresar como:

F = hf Fh (5.21)

donde F = ∂x
∂X
representa el gradiente de deformaciones, Fh =∂xh

∂X
es el valor de este

tensor evaluado en función de la aproximación por elementos finitos y hf = ∂x
∂xh

es
el gradiente de deformaciones relativo a la configuración deformada representada
mediante las coordenadas xh. Efectivamente, esta expresión se puede obtener a
partir de (5.20a), aplicando el operador GRAD(·) = ∂X (·) a ambos miembros:

F = I+ Jh+hJ (5.22)

donde Jh = ∂uh
∂X

y hJ = ∂ũ
∂X
son los tensores gradiente de desplazamientos correspon-

dientes a la escala de elementos finitos y las sub-escalas, respectivamente; realizando
operaciones directas, se obtiene finalmente:

F = Fh + hJ (5.23)

=
�
I+ hJF−1h �� ~} �hf

Fh (5.24)

Esta expresión multiplicativa explica la interpretación de hf en el entorno local
de un punto material como el gradiente de deformaciones relativo a la configuración
deformada caracterizada por Fh.
El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uh := [uh , Th]
T ∈Wh,0 = Vh,0×Qh y hU ∈jW0, dados los valores

prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩt → Rndim, los desplazamientos
en ∂uΩt y las fuerzas másicas b : Ωt → Rndim, tal que:

R
�
Uh + hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (5.25a)

R
�
Uh + hU,iW�

= 0 ∀iW ∈ iW0 (5.25b)

donde

R
�
Uh + hU,Wh

�
=

� k∇swh, [Th1+ s (uh + hu)]l − l (wh)

qh,
�−Th

K
+ [JU �]|u=uh+hu��

�
R
�
Uh + hU,iW�

=

� khw,∇ · ([Th1+ s (uh + hu)]+b)l
0

�
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l (wh) = (wh,b) +
�
wh,t

�
∂t

y Wh := [wh , qh]
T ∈Wh,0 = Vh,0×Qh y iW ∈ iW0.

Tal como se ha visto en las secciones 4.3 y 4.4, parte del procedimiento consiste
en identificar los efectos de las sub-escalas en relación con la escala de elementos fini-
tos. Esto se debe hacer tanto en la expresión (5.25b) en el espacio de las sub-escalas,
para obtener una aproximación del valor de las mismas, como en la expresión (5.25a)
para evaluar el efecto de éstas en el espacio de elementos finitos. El problema de
elasticidad en el rango de deformaciones finitas presenta tanto la no-linealidad ma-
terial como la geométrica con respecto a los desplazamientos. En las expresiones del
problema esto se manifiesta no sólo en la ecuación de balance de momentum, como
ocurría en el problema plástico en rango infinitesimal, sino también en la ecuación
del cambio volumétrico. La no-linealidad de estas ecuaciones dificulta identificar
estos efectos y la relación que existe entre ellos. Con la finalidad de obtener una
formulación mejorada y a la vez de bajo costo computacional, es necesario hacer
una serie de simplificaciones a partir de estas expresiones.
En (5.25a) y en (5.25b) se puede descomponer el tensor de tensiones s (uh+hu) en

sus componentes asociadas a los desplazamientos en el espacio de elementos finitos
y las sub-escalas, respectivamente. Esto se puede hacer mediante un desarrollo en
serie de Taylor de primer orden, o mediante algunas otras simplificaciones. Por
ejemplo, si se considera que F ∼= Fh al efectuar algunas operaciones, tales como las
de transporte de tensores pull-back y push forward. De esta manera, el tensor de
Cauchy-Green, b = FFT , se puede aproximar como:

b ∼= bh + 2∇sXhu (5.26)

donde ∇sX es el operador gradiente material simétrico. Efectivamente, si se reempla-
za la expresión del gradiente de deformaciones F = I+Jh+hJ, y se efectúan algunas
operaciones directas y se desprecian los términos cuadráticos en hJ, se obtiene:

b = I+ Jh [I+(F− Fh)]� ~} �
∼=I

+
k
I+(F− Fh)T

l
� ~} �

∼=I

JTh + JhJ
T
h + hJ+hJT (5.27)

en la que, para simplificar los términos entre llaves, se considera que F ∼= Fh. La
componente isocórica se calcula como:

b̄ = J−
2
3b = b̄h + 2µJ

−2
3∇sXhu (5.28)

Con la finalidad de simplificar la notación se denotará µ̄ = µJ−
2
3 . Como conse-

cuencia de lo anterior, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:
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s (uh + hu) ∼= sh (uh) +hs (hu) (5.29)

donde las componentes asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas son respectivamente:

sh (uh) = µdev
�
b̄h
�

(5.30a)hs (hu) = 2µ̄dev [∇sXhu] (5.30b)

De manera similar, en la expresión del cambio volumétrico en (5.25a) el término
[JU � (J)] se puede aproximar mediante un desarrollo en serie de Taylor de primer
orden, como:

[JU � (J)]|u=uh+hu = [JU � (J)]|u=uh + J [JU � (J)]
���
u=uh

∇ · hu+O �hu2� (5.31)

en la que hu se considera una perturbación del campo de desplazamientos de elemen-
tos finitos uh y se desprecian los términos en hu de orden cuadrático o superior. En
esta expresión se ha utilizado la expresión de la derivada temporal J̇ = J ∇ ·v como
7J = J ∇ ·7u, en la que se aprovecha la analogía del formalismo entre derivadas
temporales e incrementos, de acuerdo con la cual J̇ y7J son análogos, lo mismo que
la velocidad v y un incremento de desplazamientos, que en este caso corresponde ahu. De esta manera, el término [JU � (J)] queda descompuesto en dos componentes
asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos y al de las sub-escalas,
respectivamente. En el caso del modelo constitutivo adoptado se tiene además:

J [JU � (J)]� ≡ 1 (5.32)

Las expresiones (5.31) y (5.29) permiten identificar y relacionar los efectos de hu
y uh en las ecuaciones (5.25a) y (5.25b).
Como consecuencia de lo anterior, la expresión (5.25a) se puede separar de ma-

nera aditiva como:

R (Uh,Wh) +R
�hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (5.33)

donde R (Uh,Wh) y R
�hU,Wh

�
son respectivamente:

R (Uh,Wh) =

� k∇swh, shlΩ + k∇ ·wh,ThlΩ − l (wh)

qh, [JU

� (J)]|u=uh − 1
K
Th
�
Ω

�
(5.34)

R
�hU,Wh

�
=

� k∇swh,hslΩ
kqh,∇ · hulΩ

�
(5.35)



132 CAPÍTULO 5. FORMULACIÓN DE ELEMENTOS ESTABILIZADOS EN GRANDES DEFORMACIONES

El efecto de las sub-escalas en la solución de elementos finitos está contenido en el
segundo término. La integración por partes de éste da como resultado la expresión
equivalente, con menor orden de derivación sobre hu:

R
�hU,Wh

�
=

� −khu,∇ · (2µ̄dev [∇sXwh]lΩ
−khu,∇qhlΩ

�
(5.36)

donde khu,∇ · (2µ̄dev [∇sXwh])lΩ ≡ 0 para elementos lineales.
La ecuación (5.25b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

−khw,∇ · (2µ̄dev [∇sXhu])l = khw,∇ · ([Th1+ sh (uh)]+b)l (5.37)

A partir de la cual se obtiene la aproximación al valor de las sub-escalas hu:
hu = τ e (∇Th − Ph (Th)) en Ωe (5.38)

donde τ e es el parámetro de estabilización que se calcula como:

τ e =
ch2

2µ̄
(5.39)

Dada la poca sensibilidad del método al valor de este parámetro, la expresión del
parámetro de estabilización se puede simplificar y utilizar en el cálculo directamente
el valor del módulo de cizallamiento µ. Efectivamente, en aplicaciones incompresibles
o cuasi-incompresibles J ≈ 1 y µ̄ ≈ µ; por otro lado, como queda demostrado en
los ensayos en esta tesis y en otros estudios, como (Oñate et al., 2002), variaciones
del parámetro de estabilización incluso de un orden de magnitud no son sensibles en
el método, por lo tanto dado el valor del exponente de J en la expresión de µ̄, las
variaciones de J con respecto a su valor original del orden de 30 veces o menores no
se reflejan sensiblemente en los resultados.
Con la aproximación 5.38 se calcula el término de estabilización, teniendo en

cuenta que khu,∇ · (2µ̄dev [∇sXwh])lΩe ≡ 0 para elementos lineales, como:
R
�hU,Wh

�
=

�
0

−Snelm
e=1 τ e k∇qh,∇Th −ΠhlΩe

�
(5.40)

donde Πh = Ph (∇Th) es la proyección de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhoff, Th, sobre el espacio de elementos finitos Wh. Esta variable
se define como una variable nodal adicional y se calcula mediante la relación entre
el gradiente de Th y su proyección Πh:

k∇Th,ηhl = kΠh,ηhl ∀ηh ∈ Vh (5.41)

donde ηh ∈ Vh son las funciones de ponderación, o variaciones, del campo de des-
plazamientos.
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Finalmente la versión estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-
plástico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraédricos lineales es:

Hallar [uh, Th, Πh]
T ∈ V0,h ×Qh × Vh, tal que:
k∇swh, shl+ k∇ ·wh,Thl − l (wh) = 0 (5.42a)


qh, [JU
�]|u=uh − 1

K
Th
�− nelm[

e=1

τ e k∇qh,∇Th −ΠhlΩe = 0 (5.42b)

k∇Th,ηhl − kΠh,ηhl = 0 (5.42c)

para todo [wh, qh, ηh]
T ∈ Vh ×Qh × Vh.

Como se puede observar, en el caso de deformaciones finitas bajo las hipótesis
consideradas el término de estabilización afecta sólo a la ecuación del cambio vo-
lumétrico. La ecuación de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulación
estándar, lo que representa una ventaja de esta formulación.
Una alternativa distinta tiene como punto de partida la linealización de (5.25a)

y (5.25b). La diferencia con respecto a la opción adoptada aquí es que las relaciones
que se obtienen de esta manera son de tipo incremental. Se deduce una aproximación
al valor del incremento7hu, en vez de obtener una aproximación al valor de hu como se
hace en (5.38). Esto implica la necesidad de hacer un seguimiento del valor de la sub-
escala para su actualización, ya que en este caso en las ecuaciones del sistema tanto
el desviador del tensor de tensiones s como la deformación volumétrica [JU � (J)]
deben evaluarse en uh+ hu. La opción adoptada aquí evita esta dificultad y permite
relacionar los efectos de hu y uh en las ecuaciones (5.33) y (5.37), a partir de (5.31) y
(5.29), con lo que se obtiene una formulación con estabilidad y precisión mejoradas
a un bajo costo computacional.
La implementación en grandes deformaciones del elemento para modelo elástico

es similar a la correspondiente al modelo plástico, con excepción del cálculo del
factor de estabilización que requiere una estimación adecuada con la finalidad de
tener en cuenta el efecto de flujo plástico. En los demás aspectos la implementación
del elemento es similar, por esta razón el algoritmo propuesto se presenta al final
del capítulo.

5.3 Régimen Plástico

En esta sección se aborda el problema elasto-plástico en grandes deformaciones. El
desarrollo considera específicamente que el modelo constitutivo de plasticidad es de
tipo J2. Este tipo de modelos considera que la deformación plástica es isocórica.
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El comportamiento del modelo elasto-plástico tiende a la incompresibilidad en la
medida en que predominen las deformaciones plásticas sobre las elásticas. Por otro
lado, si el coeficiente de Poisson del material ν es cercano a 0, 5 el comportamiento
es cuasi-incompresible aunque las deformaciones plásticas no se hallan desarrollado
en forma considerable respecto a las elásticas. En cualquiera de estos casos, los
elementos formulados mediante el método de Galerkin presentan dificultades para
representar la incompresibilidad del medio. Se desarrolla a continuación la formu-
lación u/p estabilizada de acuerdo con un conjunto de consideraciones adecuadas a
este caso.

5.3.1 Modelo constitutivo

Se considera un modelo elasto-plástico, desacoplado en componentes volumétrica y
desviadora, basado en un modelo de plasticidad J2 y cuyo comportamiento elástico
corresponde al mismo modelo hiperelástico presentado en la sección anterior. La
respuesta en tensiones se caracteriza mediante la función de energía:

W = KU (J) +W
�
b̄e
�

(5.43)

donde U yW son las componentes volumétrica y desviadora deW , respectivamente.
J es el determinante del tensor gradiente de deformaciones F, que se puede descom-
poner multiplicativamente en sus componentes elástica y plástica como F = FeFp;
b̄e = J−

2
3be es la componente isocórica del tensor elástico izquierdo de Cauchy-

Green, be = FeFeT es el tensor elástico izquierdo de Cauchy Green; una descripción
detallada de este tipo de modelos se puede encontrar en (Simo and Huges, 1998). Se
pueden definir diversas expresiones válidas para U y W . En este trabajo se utilizan
las funciones propuestas en (Simo et al., 1985) y (Simo, 1992):

U (J) =
1

2
(lnJ)2 (5.44a)

W
�
b
e
�
=

1

2
µ
�
tr
�
b̄e
�− 3� (5.44b)

donde µ es el parámetro de Lamé denominado módulo de cizallamiento (que se
denota también por G). Las tensiones de Kirchhoff, τ , de este modelo se pueden
expresar como:

τ = T1+ s (u) (5.45a)

donde s (u) = dev [τ ] es la componente desviadora del tensor de tensiones y la
componente volumétrica es τ vol = T1. Las componentes del tensor de tensiones τ
que se derivan directamente de éstas son:



5.3. RÉGIMEN PLÁSTICO 135

T = K [JU � (J)] (5.46a)

s (u) = µdev
�
b̄e
�

(5.46b)

En las referencias citadas se puede encontrar la deducción de estas expresiones.
Obsérvese que la relación entre las tensiones desviadoras y las deformaciones des-
viadoras expresadas mediante la componente isocórica del tensor elástico izquierdo
de Cauchy-Green es lineal en función del módulo de cizallamiento µ:

µ =
ns (u)n��dev �b̄e��� (5.47)

5.3.2 Formulación en el medio continuo

La formulación del problema elasto-plástico conduce a ecuaciones similares a las del
caso elástico en grandes deformaciones. De manera análoga a lo visto en el capítulo
4, la dificultad particular que presenta el problema elasto-plástico con respecto al
elástico es la estimación del parámetro de estabilización, particularmente del módulo
de cizallamiento efectivo, en función del desarrollo de flujo plástico.

Forma fuerte

La forma fuerte del problema se puede expresar tanto en la configuración espacial
Ωt, como en la configuración material Ω. En la configuración material, la ecuación
de equilibrio en forma local y las condiciones de contorno en la configuración espacial
Ω, definen el problema en forma fuerte como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim , hallar
U := [u , T ]T ∈W0= V0×Q, tales que:

DIVP+ b = 0 (5.48a)

− 1
K
T + [JU � (J)]J=J(u) = 0 (5.48b)

de acuerdo con las condiciones de contorno:

u = 0 en ∂uΩ (5.49)

P · n = t en ∂tΩ (5.50)

donde el primer tensor de tensiones de Piola Kirchhoff P viene dado por
la relación P = τF−T , n es la normal a ∂tΩ y las ecuaciones constitutivas
(5.45a), (5.46a), (5.46b).
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Forma débil

Para plantear la forma débil se define el espacio de funciones de ponderación, o
variaciones admisibles w. En coordenadas materiales el espacio de desplazamientos
admisibles es:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w (Ω)= 0 en ∂uΩ
�

(5.51)

Se define el problema en forma débil como:

Dados los valores prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩ→ Rndim ,
los desplazamientos en ∂uΩ y las fuerzas másicas b : Ω → Rndim, hallar
U := [u , T ]T ∈W0 = V0×Q, tal que:

k∇sw, (T1+ s (u))l − l (w) = 0 (5.52a)�
q,− 1

K
T + [JU � (J)]J=J(u)

 
= 0 (5.52b)

∀W := [w , q]T ∈W0 = V0×Q, de acuerdo con la ecuación constitutiva
(5.46b), donde:

l (w) = (w,b) +
�
w,t

�
Γt

5.3.3 Planteamiento en multiescalas

La solución en el medio continuo se aproxima por:

U = Uh + hU (5.53)

donde:
Uh := [uh, Th]

T hU := [hu , 0]T
Wh := [wh, qh]

T iW := [hw , 0]T
(5.54)

son las componentes de la solución que corresponden a la descomposición del espacio
en que se plantea el problema W =Wh⊕iW, de manera que Uh ∈Wh,0 y hU ∈ iW0,
respectivamente.
El problema en el medio continuo se transforma en:

Hallar Uh := [uh , Th]
T ∈Wh,0 = Vh,0×Qh y hU ∈jW0, dados los valores

prescritos de las cargas exteriores t : ∂tΩt → Rndim, los desplazamientos
en ∂uΩt y las fuerzas másicas b : Ωt → Rndim, tal que:

R
�
Uh + hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (5.55a)

R
�
Uh + hU,iW�

= 0 ∀iW ∈ iW0 (5.55b)
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donde:

R
�
Uh + hU,Wh

�
=

� k∇swh, [Th1+ s (uh + hu)]l − l (wh)

qh,
�−Th

K
+ [JU �]|u=uh+hu��

�
R
�
Uh + hU,iW�

=

� khw,∇ · ([Th1+ s (uh + hu)]+b)l
0

�
l (wh) = (wh,b) +

�
wh,t

�
∂t

y Wh := [wh , qh]
T ∈Wh,0 = Vh,0×Qh y iW ∈ iW0.

En (5.55a) y en (5.55b) se podría descomponer aditivamente el tensor de tensio-
nes s (uh+hu) en las ecuaciones de balance de momentum, mediante un desarrollo en
serie de Taylor, de manera similar a la que se realizó en la sección 4.4.3, como:

s (uh+hu) = sh (uh) + c̄s|u=uh : ∇sXhu+O (hu)2 (5.56)

donde c̄s|u=uh es el tensor constitutivo tangente desviador evaluado en u = uh. Éste
tensor relaciona las tensiones desviadoras y las deformaciones totales. El producto
tensorial del segundo término de la derecha de la ecuación (5.56) representa el incre-
mento de tensiones desviadoras por efecto de las sub-escalas, hs (hu). Para calcular el
incremento de tensiones desviadoras correspondiente a las deformaciones desviado-
ras totales asociadas a las sub-escalas es necesario hacer una aproximación similar
a la realizada en la sección 4.4.3. Efectivamente, a partir del valor de µ dado por
(5.47), la relación entre las tensiones desviadoras y la componente desviadora de las
deformaciones isocóricas totales se puede estimar mediante el coeficiente µ∗, calcu-
lado como:

µ∗ = µ

��dev �b̄e�����dev �b̄���
�����
u=uh

=
nsn��dev �b̄���

�����
u=uh

(5.57)

El coeficiente µ∗, que podría denominarse módulo de cizallamiento efectivo, se puede
interpretar como el módulo secante en u = uh en la curva de tensiones desviadoras
vs. la componente desviadoras de las deformaciones expresadas mediante la parte
isocórica del tensor izquierdo de Cauchy -Green. Esto se puede apreciar en la figura
5.3.
Este coeficiente µ∗ representa el efecto del flujo plástico en la relación entre las

tensiones desviadoras y las deformaciones desviadoras isocóricas totales, por lo tanto
debe considerarse sólo cuando se desarrolle el régimen plástico. En fase de carga o
descarga elástica el módulo de cizallamiento debe tomarse igual al valor elástico, es
decir igual a µ. De esta manera, el módulo de cizallamiento es:

µ� =
�
µ en carga o descaraga elástica
µ∗ si se desarrolla flujo plástico

(5.58)
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Figura 5.3: Gráfico de tensiones desviadoras vs. deformaciones desviadoras expresadas
en componente isocórica de la parte elástica del tensor izquierdo de Cauchy-Green para
modelo elasto-plástico con plasticidad J2 en grandes deformaciones.

Con este resultado, el producto tensorial c̄s|u=uh : dev [∇shu] se puede aproximar
como:

c̄s|u=uh : dev [∇sXhu] = hs (hu) ∼= 2µ�J−2
3 dev [∇sXhu]

donde dev [∇sXhu] es la parte desviadora del tensor de deformaciones infinitesimales
correspondiente a las sub-escalas y para simplificar la notación se puede definir
µ̄ = µ�J−

2
3 .

En consecuencia, la componente desviadora del tensor de tensiones se puede
descomponer en forma aproximada como:

s (uh + hu) ∼= sh (uh) +hs (hu) (5.59)

donde las componentes asociadas al campo de desplazamientos de elementos finitos
y a las sub-escalas son respectivamente:

sh (uh) = µdev
�
b̄eh
�

(5.60a)hs (hu) = 2µ̄dev [∇sXhu] (5.60b)

La expresión de la deformación volumétrica (5.31), que es la misma que la que se
presenta en este problema, junto con (5.59) permiten identificar y relacionar los
efectos de hu y uh en las ecuaciones (5.55a) y (5.55b).
Como consecuencia de lo anterior, la expresión (5.55a) se puede separar de ma-

nera aditiva como:

R (Uh,Wh) +R
�hU,Wh

�
= 0 ∀Wh ∈Wh,0 (5.61)
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donde R (Uh,Wh) y R
�hU,Wh

�
son respectivamente:

R (Uh,Wh) =

� k∇swh, shlΩ + k∇ ·wh,ThlΩ − l (wh)

qh, [JU

� (J)]|u=uh − 1
K
Th
�
Ω

�
(5.62)

R
�hU,Wh

�
=

� k∇swh,hslΩ
kqh,∇ · hulΩ

�
(5.63)

El efecto de las sub-escalas en la solución de elementos finitos está contenido en el
segundo término. La integración por partes de éste da como resultado la expresión
equivalente, con menor orden de derivación sobre hu:

R
�hU,Wh

�
=

� −khu,∇ · (2µ̄dev [∇sXwh]lΩ
−khu,∇qhlΩ

�
(5.64)

donde khu,∇ · (2µ̄dev [∇sXwh])l ≡ 0 para elementos lineales.
La ecuación (5.55b), en el espacio de las sub-escalas, se puede reescribir como:

−khw,∇ · (2µ̄dev [∇sXhu])l = khw,∇ · ([Th1+ sh (uh)] +b)l (5.65)

A partir de la cual se obtiene la aproximación al valor de las sub-escalas hu:
hu = τ e (∇Th − Ph (Th)) en Ωe (5.66)

en la que el parámetro de estabilización se calcula como:

τ e =
ch2

2µ̄
(5.67)

donde el coeficiente µ̄ tiene en cuenta, si es el caso, el efecto del flujo plástico en
las deformaciones desviadoras mediante la aproximación al valor µ�, que en gene-
ral se calcula en cada punto de integración; en el caso de elementos lineales con
un sólo punto de integración por elemento este valor es único por cada elemento.
La corrección en el parámetro de estabilización en el problema plástico en gran-
des deformaciones es una contribución original en este trabajo. En aplicaciones
incompresibles o cuasi-incompresibles J ≈ 1 y µ̄ ≈ µ�, como ocurre cuando las de-
formaciones plásticas son grandes en comparación con las elásticas; por otro lado,
en aplicaciones compresibles el efecto de su variación es de importancia secundaria
con respecto al efecto del flujo plástico reflejado en µ�.
Con todas estos resultados el término de estabilización de la formulación que

proviene de (5.64) resulta:

R
�hU,Wh

�
=

�
0

−Snelm
e=1 τ e k∇qh,∇Th −ΠhlΩe

�
(5.68)
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donde Πh = Ph (∇Th) es la proyección de la componente volumétrica del tensor de
tensiones de Kirchhoff, Th, sobre el espacio de elementos finitos Wh. Esta variable
se define como una variable nodal adicional y se calcula mediante la relación entre
el gradiente de Th y su proyección Πh:

k∇Th,ηhl = kΠh,ηhl ∀ηh ∈ Vh (5.69)

donde ηh ∈ Vh son las funciones de ponderación, o variaciones, del campo de des-
plazamientos.
Finalmente la versión estabilizada propuesta para resolver el problema elasto-

plástico incompresible en deformaciones finitas mediante elementos triangulares o
tetraédricos lineales es:

Hallar [uh, Th, Πh]
T ∈ V0,h ×Qh × Vh, tal que:
k∇swh, shl+ k∇ ·wh,Thl − l (wh) = 0 (5.70a)


qh, [JU
�]|u=uh − 1

K
Th
�− nelm[

e=1

τ e k∇qh,∇Th −ΠhlΩe = 0 (5.70b)

k∇Th,ηhl − kΠh,ηhl = 0 (5.70c)

para todo [wh, qh, ηh]
T ∈ Vh ×Qh × Vh.

Como se puede observar, también en el problema elasto-plástico, bajo las hipóte-
sis consideradas el término de estabilización afecta sólo a la ecuación del cambio
volumétrico. La ecuación de equilibrio es la misma que se resuelve en la formulación
estándar, lo que representa una ventaja de esta formulación. La opción adoptada
aquí evita la dificultad de hacer el seguimiento de las sub-escalas y evaluarlas por
suma de incrementos, permite relacionar directamente los efectos de hu y uh en las
ecuaciones (5.61) y (5.65), a partir de (5.31) y (5.59), con lo que se obtiene una
formulación con estabilidad y precisión mejoradas a un bajo costo computacional.

5.3.4 Aspectos de implementación

El problema elasto-plástico en deformaciones finitas presenta dos tipos de no-linealidad,
la constitutiva y la geométrica. La solución de las ecuaciones del sistema (5.70a)-
(5.70c) se efectúa mediante procedimientos de tipo incremental-iterativo. Tal como
se propuso en la sección 4.4, se emplea un procedimiento escalonado en el que la
proyección del gradiente de la tensión volumétrica Th se desacopla del sistema y
se resuelve de manera explícita, mediante la ecuación (5.70c). Las ecuaciones de
equilibrio y de deformación volumétrica, (5.70a) y (5.70b), conforman un sistema
u/T , que se resuelve de manera simultánea.. El valor de la proyección del gradiente
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de tensión volumétrica, la proyección Πn
h, se evalúa en base al valor convergido del

gradiente de tensión volumétrica T nh en el paso de tiempo ∇Tnh como:
(∇Tnh ,ηh)− (Πn

h ,ηh) = 0 (5.71)

Empleando la matriz de masa aglutinada, esta ecuación se transforma en un sistema
trivial. En el paso de tiempo n + 1 se debe hallar un+1h y T n+1h que satisfagan
las ecuaciones (5.70a) y (5.70b). Este sistema de ecuaciones no-lineales se debe
resolver en cada paso de tiempo típico aplicando, por ejemplo, el método de Newton-
Raphson. En las iteraciones correspondientes a este paso de tiempo el valor de
Πn
h se mantiene constante. En sistemas geométricamente no-lineales planteados en

descripción espacial, como éste, la variación de la configuración implícita en los
gradientes espaciales da origen al linealizar las ecuaciones del sistema a términos
adicionales en la matriz tangente, en comparación con el caso infinitesimal.. En
relación con estos términos se considera además una simplificación adicional en el
término de estabilización; ésta consiste en evaluar los gradientes espaciales en este
término de acuerdo con la configuración en el paso n; estos gradientes se denotan
como ∇n. De esta manera, el sistema u/T que se resuelve en cada paso de tiempo
es: 
∇swh, sh �un+1h

��
+

∇ ·wh,Tn+1h

�− ln+1 (wh) = 0 (5.72)G
qh, [JU

� (J)]|u=un+1h
− 1

K
T n+1h

H
−
nelm[
e=1

τ e

∇nqh,∇nTn+1h −Πn

h

�
Ωe
= 0

Los residuos correspondientes a estas ecuaciones en la iteración i se pueden expresar
como:

rn+1,i1 =

∇swh, sh �un+1,ih

��
+

∇ ·wh,T n+1,ih

�− ln+1 (wh) (5.73)

rn+1,i2 =
G
qh, [JU

� (J)]|u=un+1,ih
− 1

K
Tn+1,ih

H
−
nelm[
e=1

τ e

∇nqh,∇nT n+1,ih −Πn

h

�
Ωe

El sistema de ecuaciones linealizadas que se resuelve en cada iteración para hallar los
incrementos 7un+1,i+1h y 7Tn+1,i+1h , de acuerdo con las simplificaciones adoptadas,
es:

a
�7un+1,i+1h ,wh

�
+


∇ ·wh,7Tn+1,i+1h

�− 
∇swh,2T n+1,ih ∇s7un+1,i+1h

�
+

+

∇wh,∇7un+1,i+1h

�
Tn+1,ih 1+ sh

�
un+1,ih

���
= −rn+1,i1


qh,∇ ·7un+1,i+1h − 1
K
7Tn+1,i+1h

�
+ (5.74)

−
nelm[
e=1

τ e

∇nqh,∇n7Tn+1,i+1h

�
Ωe

= −rn+1,i2
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El desarrollo de estas expresiones se pude encontrar en el anexo E.
La matriz tangente del sistema (5.72) es la matriz asociada al sistema de ecua-

ciones (5.74). Esta matriz es simétrica, como consecuencia de las consideraciones
adoptadas en el término de estabilzación respecto a los gradientes espaciales. En
particular, los términos correspondientes a la ecuación de la deformación volumétrica
resultan similares a los que se obtienen en el caso de deformaciones infinitesimales.
Los términos adicionales con respecto al caso infinitesimal son el segundo y el cuarto
del lado izquierdo de la primera ecuación linealizada, − 
∇swh,2T n+1,ih ∇s7un+1,i+1h

�
y

∇wh,∇7un+1,i+1h

�
T n+1,ih 1+ sh

�
un+1,ih

���
, respectivamente. En este último tér-

mino se puede identificar el tensor de tensiones de Kirchhoff evaluado en n+1, i de
acuerdo con el modelo constitutivo (5.45a); es decir, Tn+1,ih 1+ sh

�
un+1,ih

�
= τ n+1,ih .

Las sub-matrices típicas de estos términos correspondientes a los nodos locales A y
B son:

�
KAB
T

�(e)
= −

�]
Ωe
BTA

�
2T n+1,ih

�
BBdΩ

�(e)
(5.75)

�
KAB
geo

�(e)
=

�]
Ωe
[bA]

�
BTBτ

n+1,i
h

�
dΩ

�(e)
, [bA] =

�
NA
,1 , · · ·, NA

,ndim

�T
(5.76)

En la matriz del sistema linealizado este último término corresponde a la componente
denominada matriz geométrica. Los gradientes espaciales de las funciones de forma
NA, que son las componentes del vector [bA], se pueden calcular haciendo el push-
forward de los gradientes materiales, segun la siguiente relación:

∇NA = GRADNA [Fh]
−1 (5.77)

lo que equivale a la expresión en notación indicial: NA
,xi
= NA

,XK

�
F−1h

�
Ki
, donde los

sub-índicesK, i = 1, ···, ndim corresponden a las coordenadas materiales y espaciales,
respectivamente, y se considera la convención de suma de índices. En la descripción
espacial, las matrices BA asociadas conservan la misma estructura de las matrices
en el caso infinitesimal.. Las matrices así calculadas son menos densas que las
correspondientes en la descripción material, y en consecuencia las matrices de rigidez
resultantes ofrecen también esta característica ventajosa. El algoritmo para resolver
el problema en deformaciones finitas se presenta en la tabla (5.1). En esta tabla,
la matriz K es la suma de las contribuciones K =

�
KAB
dev

�(e)
+
�
KAB
T

�(e)
+
�
KAB
geo

�(e)
.

Las demás matrices son similares a las definidas en las secciones anteriores, con la
diferencia de que los gradientes de las funciones de forma considerados son espaciales
y se evalúan según (5.77). Los residuos R1 y R2 son los vectores asociados a los
residuos rn+1,i1 y rn+1,i2 que vienen dados por las expresiones (5.73).
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Algoritmo para resolver problema elasto-plástico en deformaciones finitas

0. Paso de carga n+ 1: Inicializar i = 0→ [U, T]T (n+1,0) = [U, T]T (n)

1. Iteración: Resolver a nivel global: 7U(n+1,i+1) y 7T(n+1,i+1):

2.

%
K G

GT − 1
K
Mp − τL

&(n+1,i) � 7U(i)

7T(i)
�(n+1,i+1)

= −
�
R1

R2

�(n+1,i)

3. Actualizar: [U, T]T (n+1,i+1) = [U, T]T (n+1,i) + [7U, 7T]T (n+1,i+1)

4. Evaluar convergencia

5. No: Efectuar nueva iteración: i← i+ 1. (Ir a 1)

6. Si: Valores convergidos: [U, T]T (n+1) = [U, T]T (n+1,i+1)

7. Calcular: Π(n+1) =M−1 (GT)(n+1)

8. Nuevo paso de carga: n← n+ 1. (Ir a 0)

Tabla 5.1: Algoritmo para resolver problema elasto-plástico en deformaciones finitas
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Anexo E

Cálculo de algunas expresiones
importantes

Se presenta el cálculo de algunas expresiones importantes correspondientes al proble-
ma en grandes deformaciones; se presentan las formas fuertes y débiles del problema,
en las configuraciones de referencia y deformada, respectivamente, y también la li-
nealización de estas expresiones.

E.1 Expresión del modelo constitutivo

Modelo constitutivo desacoplado en componentes volumétrica y desviadora; expre-
sión del tensor de tensiones de Kirchhoff:

τ = T1+s (u) (E.1)

T = K [JU � (J)] , s = dev [τ ] (E.2)

E.2 Ecuaciones en forma fuerte

E.2.1 Ecuación de gobierno

• configuración material:
DIVP+ b = 0 (E.3)

• configuración espacial:
∇ · σ + bt = 0 (E.4)

145
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E.2.2 Ecuación de la deformación volumétrica
T

K
− [JU � (J)]J=J(u) = 0 (E.5)

E.3 Forma débil del problema

E.3.1 Ecuación de gobierno

• configuración material:
Ésta se obtiene a partir de (E.3) y considerando:

V0=
�
w ∈H1 (Ω)

�� w (Ω) = 0 en ∂uΩ
�

(E.6)]
Ω

w · (DIVP+ b) dV =

]
Ω

w ·DIVP dV +
]
Ω

w · b dV (E.7)

= −
]
Ω

P : GRADw dV +

]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w · t̄ dΓ
]
Ω

P : GRADw dV =

]
Ω

w · b dV +
]
∂tΩ

w · t̄ dΓ� ~} �
l(w)

(E.8)

• configuración espacial:
Se puede obtener directamente a partir de (E.4) y considerando:

Vt=
�
wt ∈H1 (ϕ (Ω))

�� wt (ϕ (X)) = 0 ∀X ∈ ∂uΩ
�

(E.9)]
Ωt

wt · (∇ · σ + bt) dv =

]
Ωt

wt · (∇ · σ) dv +
]
Ωt

wt · bt dv (E.10)

= −
]
Ωt

σ :∇sw dV +

]
Ωt

wt · bt dv +
]
∂tΩt

wt · t̄ t dγ]
Ωt

σ :∇swt dv =
]
Ωt

wt · bt dv +
]
∂tΩt

wt · t̄t dγ� ~} �
l(wt)

(E.11)

que está expresada en función del tensor de tensiones de Cauchy σ. También se pude
re-escribir la expresión en términos del tensor de tensiones de Kirchhoff, mediante
la relación: τ = Jσ, como:
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]
Ωt

τ :∇swt dv
J
= l (wt) (E.12)

La expresión (E.12) se puede obtener también a partir de la forma débil referida
a la configuración material (E.8). Efectivamente, mediante el cambio de variables:

w (X) = wt (x)|x=ϕ(X) (E.13a)

b (X) = bt (x)|x=ϕ(X) (E.13b)

J (X) dV (X) = dv (x)|x=ϕ(X) (E.13c)

t̄ dΓ|X = t̄t dγ|x=ϕ(X) (E.13d)

y utilizando:

P (X) [F (X)]T = τ (x)|x=ϕ(X) (E.14a)

GRADw (X) [F (X)]−1 = ∇swt|x=ϕ(X) (E.14b)

para re-escribir la potencia tensional, representada por la contracción de tensores
P (X) : GRADw (X) como:

P (X) : GRADw (X) = τ (x)|x=ϕ(X) [F (X)]−T : GRADw (X)
= τ (x)|x=ϕ(X) : GRADw (X) [F (X)]−1
= (τ : ∇swt)|x=ϕ(X) (E.15)

se obtiene también (E.12).
Los integrandos en estas ecuaciones son magnitudes escalares y, por lo tanto, los

valores correspondientes no dependen de la configuración o de las coordenadas en
que se los describa. Por ejemplo, considerando la expresión (E.15) se puede plantear
la integral del lado derecho de (E.8) en función de variables espaciales e integrar en
la configuración de referencia, como:]

Ω

(τ : ∇swt)|x=ϕ(X) dV = l (w) (E.16)

Interpretación como residuo de fuerzas

Es usual escribir estas ecuaciones en forma de residuo e identificar los términos como
fuerzas internas y fuerzas externas:

fint − fext = 0 (E.17)
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donde:

fint : =

]
Ω

GRADw : P dV =

]
Ω

∇sw : τ dV
fext : = l (w) = l (wt)

E.3.2 Ecuación de la deformación volumétrica

Se obtiene a partir de (E.5) y considerando funciones de ponderación q∈L2 (Ω)]
Ω

q

�
− T
K
+ [JU � (J)]J=J(u)

�
dV = 0 (E.18)

E.4 Linealización

En el cálculo de algunas expresiones se aprovecha la analogía que existe entre el
cálculo formal de los incrementos y las derivadas temporales, aunque corresponden
a conceptos diferentes. Por ejemplo, 7u y v representan respectivamente un incre-
mento de desplazamientos y la velocidad, pero tienen el mismo formalismo; ocurre lo
mismo con 7F y Ḟ, aunque el primero representa un incremento de F y el segundo
la derivada temporal de F.

E.4.1 Ecuaciones en forma fuerte

Ecuación de gobierno

El residuo de la ecuación de equilibrio en forma fuerte se define como:

DIVP+ b =: R1 (E.19)

El planteamiento de un procedimiento incremental consiste en resolver:

R1 +7R1 = 0 (E.20)

donde:

7R1 =DIV7P (E.21)

(se omiten los super-índices en estas expresiones y se considera que si una variable se
evalúan en n, por ejemplo Rn

1 , el incremento corresponde a la diferencia R
n+1
1 −Rn

1)
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Linealización de DIVP Los tensores de tensiones de Piola-Kirchhoff, primero y
segundo, se relacionan entre sí en función del tensor gradiente de deformaciones:

P = FS (E.22)

El incremento de este tensor se deduce a partir de esta relación, mediante una serie
de operaciones directas:

7P = (7F)S+ F (7S) (E.23)

=
�
(7F)F−1FS+ F (7S)�

=

(7F)F−1� ~} �
∇v

FSFT� ~} �
τ

+ F (7S)FT� ~} �
Lvτ

F−T
donde se han empleado equivalencias conocidas, tales como la relación entre los
gradientes espacial y material (E.14b), y también el push-forward de S y la derivada
de Lie de S, definidas en el capítulo D. En el contexto de la linealización para la
solución de un procedimiento incremental-iterativo, v representa en esta expresión
un incremento en el campo de los desplazamientos 7u.

7P = [∇v τ+Lvτ ]F−T , v = 7u (E.24a)

[7P]aA = [∇vac τ cb+(Lvτ )ab]
∂XA

∂xb
(E.24b)

en notación directa y en notación de índices, respectivamente. A parir de esta
expresión se pude obtener:

DIV
A
[7P]aA =

∂

∂XA
[∇vac τ cb+(Lvτ )ab]

∂XA

∂xb
(E.25)

=
∂

∂xb
[∇vac τ cb+(Lvτ )ab]

= ∇b · [∇vac τ cb+(Lvτ )ab]

En notación directa esta expresión se re-escribe como:

DIV7P =∇ · [∇v τ+Lvτ ] , v = 7u (E.26)

La derivada de Lie del tensor de Kirchhoff τ y la derivada temporal τ̇ , represen-
tada en este contexto por 7τ , se relacionan mediante la definición:

Lvτ :=
k
7τ−∇v τ − τ (∇v)T

l
(E.27)
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El tensor constitutivo τ se ha desacoplado en sus componentes volumétrica y des-
viadora, que respectivamente son:

[τ vol] = T1 , [τ dev] = s (E.28)

Aplicando la definición (E.27) a la componente volumétrica, se puede obtener la
relación en función del incremento de T :

Lv (τ vol) = 7T1−2T1∇sv (E.29)

Utilizando esta expresión el (E.27) y la expresión del modelo constitutivo, se obtiene:

[∇v τ+Lvτ ] = [∇v (T1+s) + (7T1− 2T1∇sv+ cs :∇sv)] (E.30)

donde cs es la componente desviadora del tensor constitutivo tangente, de acuerdo
con la relación incremental Lv (τ dev) = cs : ∇sv. Finalmente se obtiene:

DIV7P =∇ · [∇v (T1+s) + (7T1− 2T1∇sv + cs :∇sv)] (E.31)

Ecuación de la deformación volumétrica

El residuo de la forma fuerte de la ecuación de deformación volumétrica se define
como:

− T
K
+ [JU � (J)] =: R2 (E.32)

la ecuación incremental por resolver es:

7R2 +R2 = 0 (E.33)

donde utilizando la expresión obtenida previamente para el incremento del determi-
nante del tensor gradiente de deformaciones, 7J = J ∇ · v, se obtiene:

7R2 = 7T
K

+ [JU � (J)]�7J (E.34)

E.4.2 Ecuaciones en forma débil

Ecuación de gobierno

El residuo de la forma débil de la ecuación de gobierno se define como:]
Ω

P : GRADw dV − l (w) =: r1 (E.35)
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la ecuación incremental que se resuelve:

7r1 + r1 = 0 (E.36)

donde:

7r1 =
]
Ω

7P : GRADw dV (E.37)

esta expresión se pude desarrollar mediante operaciones directas y utilizando el
resultado obtenido para el incremento de P:]

Ω

GRADw : 7P dV =

]
Ω

GRADw : [∇v τ+Lvτ ]F−TdV

=

]
Ω

∇sw : [∇v τ+Lvτ ] dV (E.38)

y utilizando las expresión (E.30), obtenida en la deducción correspondiente de la
forma fuerte, la expresión de la forma débil linealizada es:]

Ω

∇sw : [∇v (T1+s) + (7T1− 2T1∇sv+ c :∇sv)] dV = −r1 (E.39)

Ecuación de la deformación volumétrica

El residuo de la forma débil de la ecuación de la deformación volumétrica se define
como: ]

Ω

q

�
− T
K
+ [JU � (J)]

�
dV =: r2 (E.40)

y la ecuación incremental:
7r2 + r2 = 0 (E.41)

donde, utilizando 7J = J ∇ · v, se obtiene:

7r2 =
]
Ω

q

�
−7T
K

+ [JU � (J)]� J ∇ · v
�

(E.42)

Finalmente la expresión de la forma débil linealizada es:]
Ω

q

�
−7T
K

+ [JU � (J)]� J ∇ · v
�
dV = −r2 (E.43)
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Capítulo 6

Simulaciones Numéricas

La eficacia de la formulación propuesta se muestra en una serie de ensayos numéricos.
Los elementos triangular y tetraédrico propuestos, denominados T1P1, se comparan
en diversos ensayos con los correspondientes elementos estándar, denominados P1,
y con los elementos de la formulación Q1P0. En los ejemplos se consideran tanto
la condición de incompresibilidad, como el comportamiento elasto-plástico simulado
mediante un modelo constitutivo J2. Se muestran aplicaciones tanto en problemas
de estado plano (2D), en deformación plana, como en problemas tridimensionales
(3D). En cuanto al rango de deformaciones, se cubren tanto el rango infinitesimal
como el de grandes deformaciones. Con la finalidad de mostrar el comportamiento
en situaciones extremas se emplean mallas bastas en la mayoría de los casos. La for-
mulación propuesta está incorporada en el programa de elementos finitos COupled
MEchanical and Thermal analysis (COMET), desarrollado en el Centro Internacio-
nal de Métodos Numéricos en Ingeniería (CIMNE).
El conjunto de ensayos que se presenta se ha organizado de la siguiente manera:

Ensayos en deformaciones infinitesimales
-Modelo constitutivo de elasticidad
-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2
Ensayos en grandes deformaciones
-Modelo constitutivo de elasticidad
-Modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2

6.1 Ensayos en deformaciones infinitesimales

Entre los ensayos en deformaciones infinitesimales con modelo de elasticidad se en-
cuentran el test de la parcela, el problema de una cuña en deformación plana y el
test de flujo inducido en una cavidad (driven cavity flow). El test de la parcela
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es el ensayo básico de validación de elementos; en este caso se realiza en un ensa-
yo en deformación plana. El problema de la cuña tiene por objetivo realizar una
comparación del comportamiento del elemento propuesto con el elemento estándar
y el elemento Q1P0 en situación incompresible. El problema de flujo inducido en
una cavidad es un ensayo típico aplicado a las formulaciones mixtas; su objetivo es
realizar una comparación entre el elemento T1P1 de la presente formulación, esta-
bilizado con el método de las sub-escalas ortogonales OSGS, y el elemento similar
estabilizado con el método GLS, que es el elemento estabilizado planteado en (Klaas
et al., 1999). Entre los problemas con modelo de elasto-plasticidad se encuentran el
test de punzonado de Prandtl, el problema de la membrana de Cook, un ensayo de
compresión aplicada a un material con régimen de platicidad perfecta y un ensayo
de compresión 3D. Los dos primeros son típicos en la literatura de la tecnología de
elementos para realizar validaciones. El objetivo del primero es mostrar, mediante
la curva carga vs. desplazamiento, el bloqueo de la formulación estándar en un ma-
terial con plasticidad perfecta y verificar la eficacia de la formulación propuesta para
eliminar este efecto. El problema de la membrana de Cook se utiliza para mostrar
en forma comparativa con el elemento Q1P0 la convergencia del elemento T1P1
hacia la solución en función del refinamiento de la malla. El ensayo de compresión
sobre un material con régimen de platicidad perfecta tiene por objetivo mostrar la
necesidad de corregir el parámetro de estabilización en función del desarrollo del
flujo plástico y la efectividad de la aproximación propuesta en este trabajo. Final-
mente, en el problema de compresión en 3D se muestra mediante distribuciones de
tensiones el comportamiento del elemento T1P1 en comparación con el elemento
Q1P0.

6.1.1 Modelo constitutivo de elasticidad

Tests de la Parcela

El test de la parcela es la prueba más importante para los programas de elementos
finitos, particularmente al introducir nuevas formulaciones. El test original fue in-
troducido por (Irons and Razzaque, 1972), basado en razonamientos físicos y puede
ser interpretado como una prueba que determina si una parcela de elementos suje-
ta a deformación constante es capaz de reproducir exactamente el comportamiento
constitutivo del material y proporcionar las tensiones correctas cuando se hace infini-
tamente pequeña. Si es así, se puede argumentar que a medida que el tamaño de los
elementos disminuye el elemento puede reproducir exactamente el comportamiento
de la estructura que se analiza. La satisfacción del test de la parcela proporciona
una condición suficiente de convergencia del elemento y verifica que la programación
ha sido correcta, (Zienkiewicz and Taylor, 1994a).
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Figura 6.1: Malla utilizada para la verificación de los test de la parcela.

coord. desplazamientos fuerzas
nodo xi yi u v Fx Fy
1 0, 0 0, 0 0, 0 0, 0 −2 0
2 2, 0 0, 0 0, 0040 0, 0 3 0
3 2, 0 3, 0 0, 0040 −0, 00180 2 0
4 0, 0 2, 0 0, 0 −0, 00120 −3 0
5 0, 4 0, 4 0, 0008 −0, 00024 0 0
6 1, 4 0, 6 0, 0028 −0, 00036 0 0
7 1, 5 2, 0 0, 0030 −0, 00120 0 0
8 0, 3 1, 6 0, 0006 −0, 00096 0 0

Tabla 6.1: Valores utilizados en los tests de la parcela.

La parcela de elementos T1P1 que se estudia se muestra en la figura 6.1. El test
que se aplica es similar al que se presenta en (Zienkiewicz and Taylor, 1994a), con
la diferencia de que en este caso se considera un problema de deformación plana.
El material es elástico lineal, con módulo de elasticidad E = 1000 y coeficiente de
Poisson ν = 0, 3. La solución en desplazamientos considerada es:

u = 0.002x (6.1a)

v = −0.0006y (6.1b)

que en deformación plana produce las siguientes tensiones normales, constantes en
toda la parcela:

σx = 2, 3460 (6.2a)

σy = 0, 3462 (6.2b)



156 CAPÍTULO 6. SIMULACIONES NUMÉRICAS

σz = 0, 8077 (6.2c)

En la tabla 6.1 se dan los desplazamientos nodales correspondientes a las funcio-
nes de desplazamiento 6.1 exactamente. En un primer test se prescriben todos los
desplazamientos nodales a los valores especificados en la tabla 6.1 y se verifican en
todo el dominio las tensiones teóricas indicadas en (6.2).
Por otro lado, las fuerzas indicadas en la tabla están asociadas a los siguientes

valores de tensiones normales, constantes en toda la parcela:

σx = 2, 0000 (6.3a)

σy = 0, 0000 (6.3b)

σz = 0, 6000 (6.3c)

Éstos datos se utilizan en un segundo test. Éste se realiza con el nodo 1 totalmente
coartado y el nodo 4 coartado sólo en la dirección x y se aplican fuerzas nodales a
los nodos 2 y 3, de acuerdo con los valores de las fuerzas indicados en la tabla 6.1
para estos dos nodos. Este test produjo en toda la parcela las tensiones teóricas
indicadas en (6.3). La realización de una serie de verficaciones similares, con otras
configuraciones y solicitaciones, asegura una condición suficiente de convergencia del
elemento y verifica que la programación ha sido correcta.

Figura 6.2: Test de cuña en 2D-deformación plana.

Cuña en deformación plana

Este ensayo se realiza con la finalidad de mostrar el comportamiento del elemento
propuesto en una situación extrema, desde el punto de vista de las restricciones en
los desplazamientos, la singularidad de la carga y la naturaleza incompresible del
material.
Se considera una cuña de sección cuadrada de 20× 20 cm en condición de defor-

mación plana, ver figura 6.2. Se restringen totalmente los desplazamientos verticales
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y horizontales tanto en la cara izquierda como en la inferior. La carga consiste en
una fuerza puntual inclinada respecto a los lados, que se aplica en el vértice superior
derecho como tracción Fx = Fy = 5× 106N/m. El material considerado tiene coefi-
ciente de Poisson ν = 0.4999, por lo que es prácticamente incompresible. El módulo
de elasticidad del material es E = 2.0 × 105 MPa. Como elementos de compara-
ción se ensayan también el elemento triangular estándar en desplazamientos P1 y
el elemento cuadrilátero Q1P0 (Simo et al., 1985).

Figura 6.3: Test de cuña en 2D-deformación plana. Resultados correspondientes a los
elementos P1, Q1P0 y T1P1. Distribuciones de presión y tensión de Von Mises.

Las distribuciones resultantes de la presión y de las tensiones de Von Mises, para
cada una de las formulaciones, se muestran sobre la geometría deformada; el factor
de amplificación utilizado es el mismo en todos los casos. El efecto de bloqueo de la
formulación estándar se puede apreciar claramente en la figura 6.3; la excesiva rigidez
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Figura 6.4: Test de flujo inducido en una cavidad (driven cavity flow). Datos geométricos.
Se muestra una malla de 10×10 elementos triangulares. Se prescriben los desplazamientos
(velocidades) horizontales u = 1 en la superficie libre, excepto en los nodos extremos donde
se prescriben iguales a cero.

del elemento se constata en el aspecto de la geometría deformada de la malla, si se la
compara con la que exhibe el elemento Q1P0 o la correspondiente a la formulación
estabilizada T1P1. El efecto de bloqueo de la formulación estándar se puede apreciar
también en la distribución de la presión, que presenta un aspecto claramente no
realista. Por otro lado, se puede observar que existe similitud entre las distribuciones
obtenidas mediante el Q1P0 y las correspondientes a la presente formulación. En
cuanto a la geometría deformada correspondiente a la malla del Q1P0 se puede
observar un efecto de “hourglassing”. Esto se debe a que en el elemento Q1P0
la condición de incompresibilidad se impone en cada elemento, pues el campo de
deformación volumétrica es constante en el dominio elemental y discontinuo entre
elementos. En comparación con ésta, se puede apreciar el correcto aspecto de la
geometría deformada que se obtiene con la malla de elementos estabilizados de la
presente formulación. En todos los casos se debe tener en cuenta que las mallas
utilizadas en esta comparación son sumamente bastas, lo que resalta los defectos y
bondades de estas formulaciones.

Flujo inducido en una cavidad (Driven cavity flow)

El objetivo de este ensayo es realizar una comparación entre el elemento T1P1 de la
formulación propuesta y el elemento similar estabilizado mediante el método GLS,
propuesto en (Klaas et al., 1999). Éste es un test estándar en la literatura, parti-
cularmente en la de mecánica de fluidos, empleado para mostrar el comportamiento
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Desplazamiento y, corte en y=0
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Figura 6.5: Problema de flujo inducido en una cavidad. Desplazamiento vertical v en el
plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para elemento T1P1 y el elemento
similar de la formulación GLS con mallas de 10 × 10, comparadas con la solución con
malla de elementos T1P1 de 50× 50.
de formulaciones mixtas en problemas en medios incompresibles; (Hughes, 1987),
(Codina, 1992), (Oñate et al., 2002).

La figura 6.4 muestra los datos geométricos del test, y una malla de 10 × 10
elementos como ejemplo. El medio confinado en la cavidad es incompresible; los
efectos de la fuerza gravitatoria se desprecian en este problema. En las paredes la-
terales e inferior los desplazamientos están prescritos como nulos, tanto en dirección
horizontal como vertical, x e y respectivamente. En la superficie libre se prescribe el
desplazamiento x en u = 1, excepto en los nodos extremos en los que se prescribe el
valor nulo. Además, como en este problema sólo se prescriben condiciones de con-
torno en desplazamientos, para fijar la respuesta en presión es necesario establecer
el valor de este campo en un punto. En este caso se ha prescrito presión nula en
el punto medio de la base, es decir p = 0. Estas condiciones y los parámetros del
material se han tomado como en la referencia (Oñate et al., 2002); se han establecido
el módulo de elasticidad E = 3 y el coeficiente de Poisson ν = 0.49999995.

Se compara el comportamiento del elemento T1P1 con el elemento similar de
la formulación estabilizada GLS. Desde el punto de vista de las variables y las
ecuaciones del elemento, la diferencia entre ambas formulaciones es la presencia de
la proyección del gradiente de presión en el término de estabilización del elemento
T1P1.

En la figura 6.5 se muestran las curvas correspondientes a los desplazamientos
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Figura 6.6: Problema de flujo inducido en una cavidad. Desplazamiento horizontal u en
el plano de corte vertical central, x = 0. Resultados para elemento T1P1 y el elemento
similar de la formulación GLS con mallas 10× 10 comparadas con la solución con malla
de elementos T1P1 de 50× 50.
verticales v en el plano horizontal central, y = 0, obtenidas mediante elementos
T1P1 y el elemento similar de la formulación estabilizada GLS. Como referencia
se ha tomado la curva para una malla de 50 × 50 elementos T1P1, ya que en esta
malla los resultados de las formulaciones básicamente son coincidentes. En la figura
se presentan los resultados para una malla de 10 × 10 elementos. Se observa que
el elemento T1P1, estabilizado mediante el método de las sub-escalas ortogonales,
obtiene mejores resultados en mallas bastas que el elemento similar con estabilización
GLS.

De manera similar, en la figura 6.6 se muestran las curvas correspondientes a los
desplazamientos horizontales u en el plano vertical central, x = 0, obtenidas me-
diante el elemento T1P1 y el elemento similar de la formulación estabilizada GLS.
Se observa que, con la misma malla de 10× 10 elementos, el elemento T1P1 obtie-
ne mejores resultados que el elemento similar con estabilización GLS. El resultado
obtenido por el T1P1 en esta malla basta es muy cercano al correspondiente al
obtenido con la malla de 50× 50 elementos utilizada como referencia.
En la figura 6.7 se muestran las curvas correspondientes a la presión p en el plano

horizontal central, y = 0, obtenidas mediante el elementoT1P1 y el elemento similar
de la formulación estabilizada GLS. Se observa que, con la misma malla de 10× 10
elementos, el elemento T1P1 estabilizado mediante el método de las sub-escalas
ortogonales obtiene mejores resultados que el elemento similar con estabilización
GLS.
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Presión p, corte en y=0

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

1,5

-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
coordenada x

pr
es

ió
n 

p
T1P1 10x10
GLS10X10
T1P1 50x50

Figura 6.7: Problema de flujo inducido en una cavidad. Presión p en el plano de corte
horizontal central, y = 0. Resultados para elemento T1P1 y el elemento similar de la
formulación GLS con mallas 10× 10, comparadas con la solución con malla de elemento
T1P1 de 50× 50.

Sensibilidad al parámetro c
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Figura 6.8: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al parámetro de
estabilización. Presión p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento T1P1 estabilizado con el método GLS con malla de 20× 20.
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Sensibilidad al parámetro c   
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Figura 6.9: Problema de flujo inducido en una cavidad. Sensibilidad al parámetro de
estabilización. Presión p en el plano de corte horizontal central, y = 0. Resultados para
elemento T1P1 propuesto.

Todas las curvas anteriores de desplazamiento y presión se han obtenido con
el valor de c = 1 en el parámetro de estabilización, definido como τ = ch2/2µ.
La sensibilidad de los resultados respecto al valor de c se evalúa en los siguiente
gráficos, 6.8 y 6.9, para las formulaciones GLS y T1P1. En las curvas mostradas,
obtenidas con una malla de 20× 20 elementos, se puede observar la sensibilidad de
la presión calculada en el plano y = 0 con respecto a las variaciones del parámetro c.
Como se puede apreciar, el comportamiento del elemento T1P1, estabilizado con el
método de las sub-escalas ortogonales, es bastante menos sensible a las variaciones
de este parámetro en comparación con el elemento similar de la formulación GLS.
La menor sensibilidad del elemento T1P1 con respecto al valor del parámetro de
estabilización es muy importante, particularmente si se tiene en cuenta que para
considerar el efecto del desarrollo de flujo plástico en el valor del mismo es necesario
introducir algunas aproximaciones. El elemento T1P1 tiene un comportamiento
más robusto con respecto al valor del parámetro de estabilización adoptado que el
elemento estabilizado por el método GLS.
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6.1.2 Modelo de elasto-plasticidad J2

Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test)

Figura 6.10: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Datos geométricos en
mm.

El test de punzonado de Prandtl es un ejemplo que permite apreciar el fenómeno de
bloqueo de elementos estándar en plasticidad incompresible. Este test es utilizado
por diversos autores para mostrar la eficacia de sus formulaciones en la eliminación de
este efecto; (Wells et al., 2002), (Huerta and Fernandez-Mendez, 2001). El objetivo
es verificar que la respuesta de la formulación está libre de bloqueo; para este fin
el indicador que se observa es la carga límite en un proceso de compresión sobre
un espécimen. En este test se emplean los datos utilizados en la primera de éstas
referencias.
La figura 6.10 muestra los datos geométricos correspondientes al test en defor-

mación plana. Un bloque rígido se presiona contra la superficie superior del material
confinado en el recinto mostrado. Este material tiene el movimiento completamen-
te restringido tanto en la base como en las paredes laterales. El comportamiento
plástico del material se simula mediante un modelo de plasticidad J2 perfectamen-
te plástico. Los parámetros del material son: módulo de elasticidad del material
E = 1, 0 MPa, coeficiente de Poisson ν = 0, 49, tensión de fluencia σY = 0, 01
MPa.
Se ha discretizado la mitad del dominio aprovechando la simetría. En la figura

6.11 se muestran las mallas para el cálculo de la curva fuerza vs. desplazamiento y
para la obtención de la distribución de deformación plástica equivalente, respectiva-
mente (la discretización mostrada incluye el bloque rígido en la zona superior). Las
estructuras de nodos correspondientes a las mallas de cuadriláteros, utilizadas para
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Figura 6.11: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Malla estructurada
para a) el cálculo de la curva fuerza vs. desplzamiento b) obtención de la distribución de
deformación plástica equivalente

Figura 6.12: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Distribuciones de
deformación plástica equivalente para a) elemento Q1P0 b) elemento propuesto T1P1
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el elemento Q1P0, son las mismas en cada caso (igual número de nodos y ubicación
de los mismos). La malla estructurada empleada para la obtención de las curvas
fuerza vs. desplazamiento se muestra en la figura 6.11 (a). El número de nodos
de esta malla es 255. Para la obtención de la distribución de deformación plástica
equivalente se utiliza la malla estructurada que se muestra en la figura 6.11 (b).
Esta malla tiene 2673 nodos.
En la figura 6.12 se muestran las distribuciones de deformación plástica equiva-

lente para un valor del desplazamiento del punto central de la superficie superior
igual a 0, 04 mm. Ambas distribuciones muestran una alta concentración de defor-
maciones en el borde de aplicación de la carga y la correcta formación de las bandas
de localización en el material.
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Figura 6.13: Test de punzonado de Prandtl (Prandtl punch test). Curva fuerza vs.
desplazamiento del punto de aplicación de la carga.

En la figura 6.13 se muestran las curvas fuerza vs. desplazamiento del punto
de aplicación de la placa rígida, obtenida mediante el elemento triangular de la
formulación propuesta, denominado T1P1, los elementos triangulares estándar li-
neal y cuadrático, denominados P1 y P2 respectivamente, y el elemento Q1P0. Se
muestran además los resultados ofrecidos por los elementos triangulares P1 y P2 uti-
lizando una malla no-estructuradas con similar número de elementos que las mallas
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de triángulos anteriores. El efecto de bloqueo de la solución con el elemento P1 en
una malla no-estructurada se puede apreciar por la inexistencia de una carga límite
en el rango perfectamente plástico. Para el mismo elemento el efecto de bloqueo se
aminora, pero no se elimina, si se emplea una malla no-estructurada. Este efecto
se puede observar también en el ensayo de compresión profunda más adelante. La
excesiva rigidez de este elemento se aprecia no sólo en el rango plástico sino también
en el elástico; esta rigidez se revela en la pendiente de la línea elástica. Los elementos
T1P1 propuesto y Q1P0, utilizados en mallas estructuradas, muestran correctamen-
te la carga plástica límite. Por otro lado, en una malla no-estructurada el elemento
triangular P2 también muestra correctamente el valor de la carga límite, pero tiene
la desventaja de tener un mayor número de grados de libertad por elemento que el
T1P1 y mayor costo computacional.

Membrana de Cook

El problema de la membrana de Cook se utiliza como referencia para mostrar la
validez de las formulaciones de elementos, tal como se puede ver en (Simo and Rifai,
1990), (Miehe, 1994), entre otros. Se trata de un problema de flexión predominante
sobre un panel de sección variable empotrado en uno de sus extremos, ver figura
6.14.
Los datos del problema han sido tomados de (Simo and Rifai, 1990). El panel

se somete en su extremo libre a una fuerza distribuida de cizallamiento de valor
F = 1, 8. Se emplea el modelo constitutivo de elasto-plasticidad J2 caracteriza-
do mediante los siguientes parámetros: módulo de elasticidad E = 70, coeficiente
de Poisson ν = 0.4999, límite elástico σy = 0, 243, coeficiente de endurecimiento

Figura 6.14: Problema de la membrana de Cook.
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Figura 6.15: Membrana de Cook. Mallas deformadas de 10 elementos por lado a) de
cuariláteros Q1P0 y b) de triángulos T1P1

isotrópico H = 0, 135.
En la discretización se emplean cinco mallas diferentes y se evalúa la convergencia

de la formulación en comparación con el elemento Q1P0. En las referencias citadas
las mallas de cuadriláteros se caracterizan típicamente por el número de elementos
por lado, por ejemplo 2× 2, 5× 5, 10× 10, 20× 20 y 50× 50 elementos por lado.
En el presente caso se utiliza el mismo parámetro característico pero, tal como se ha
mencionado antes, debe tenerse en cuenta que una malla con estructura similar de
nodos pero con triángulos en vez de cuadriláteros tiene en total el doble de elementos.

En la figura 6.15 se muestran las mallas deformadas de elementos Q1P0 y de
elementos triangulares de la presente formulación T1P1. El valor del desplazamiento
de la esquina superior en función del número de elementos por lado se muestra en
la figura 6.16, tanto para el elemento triangular de la presente formulación T1P1,
como para el elemento cuadrilátero Q1P0 y el elemento triangular de la formulación
estándar, P1. La figura muestra el pobre comportamiento del elemento triangular
estándar P1, debido al efecto de bloqueo de la formulación de Galerkin en situaciones
incompresibles. El desplazamiento predicho por este elemento, incluso utilizando
mallas finas, está muy por debajo del valor correcto. Se puede apreciar también que
el elemento de la formulación estabilizada propuesta converge más rápidamente a la
solución que el elemento Q1P0.
En la figura 6.17 se muestran las distribuciones de presión de cada una de las

formulaciones para la malla de 50× 50 elementos. Se puede apreciar la similitud de
los resultados ofrecidos por el elementoQ1P0 y elT1P1 de la formulación propuesta.
Asimismo, en la distribución de presión correspondiente al elemento estándar P1 se
puede apreciar el severo efecto de bloqueo.
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Test de convergencia
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Figura 6.16: Problema de la membrana de Cook con modelo de plasticidad J2 incompre-
sible. Ensayo comparativo de convergencia entre el elemento triangular de la formulación
estándar, el elemento Q1P0 y el elemento triangular de la presente formulación T1P1.

Figura 6.17: Problema de la membrana de Cook con modelo constitutivo de elasto-
plasticidad J2. Distribución de presión con malla de 50 × 50 elementos por lado de tipo
a) cuadrilátero Q1P0, b) T1P1, triángulo u/p estabilizado de la presente formulación c)
P1, triángulo estándar.
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Compresión 2D con comportamiento elástico compresible y régimen de
plasticidad perfecta

Figura 6.18: Compresión no-homogénea en deformación plana. Datos geométricos: L =
0, 60 m, h = 0, 20 m, a = 0, 20 m y δ = 0, 012 m.

Se presenta ahora un ensayo de compresión no-homogénea en deformación plana
para mostrar el efecto del bloqueo de los elementos estándar en plasticidad y la
necesidad de tener en cuenta el efecto del desarrollo del flujo plástico en el cálculo del
parámetro de estabilización. La compresión se realiza imponiendo desplazamientos
en la superficie superior del espécimen.
Las características geométricas se muestran en la figura 6.18. Un bloque de 0, 60×

0, 20 m se somete en la zona central de 0, 20 m de su parte superior a compresión
mediante la aplicación de un desplazamiento δ = 0, 012 m. Las condiciones de
contorno se prescriben de manera que en la base los desplazamientos verticales son
nulos y los horizontales son libres, mientras que en toda la superficie superior los
desplazamientos horizontales son nulos. Se emplea en la simulación del material un
modelo constitutivo elasto-plástico J2, con régimen de plasticidad perfecta y régimen
elástico compresible. Los parámetros del modelo son: el módulo de elasticidad
E = 1, 96× 105 MPa, el coeficiente de Poisson en 0, 3 y el límite de fluencia σY =
150 MPa.
El dominio completo se discretiza con una malla de cuadriláteros Q1P0 de 341

nodos y 300 elementos. Las mallas de triángulos, T1 o T1P1, son mallas no-
estructuradas de 357 nodos y 632 elementos. El desplazamiento prescrito total se
aplica en 30 pasos.
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Figura 6.19: Compresión no-homogénea en deformación plana. Distribuciones de defor-
mación plástica equivalente correspondiete a a) elemento triangular estándar P1 b) ele-
mento Q1P0 c) y d) elemento T1P1 sin y con corrección de módulo de cizallamiento en el
parámetro de estabilización, respectivamente. Distribuciones de presión correspondientes
a e) elemento triangular estándar P1 f) elemento Q1P0 g) y h) elemento T1P1 sin y con
corrección de módulo de cizallamiento en el parámetro de estabilización, respectivamente.
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En la figuras 6.19 se muestran las distribuciones de deformación plástica equiva-
lente, figuras (a)-(d), y las distribuciones de presión, figuras (e)-(h), correspondientes
al elemento triangular estándar P1, el elemento Q1P0 y dos distribuciones corres-
pondientes al elemento T1P1, una de ellas sin considerar el efecto de desarrollo del
flujo plástico en el módulo de cizallamiento en el parámetro de estabilización, y la
otra con la aproximación propuesta en este trabajo. En la figura 6.19 (a) se puede
observar que el elemento P1 no es capaz de captar correctamente el efecto de loca-
lización de las deformaciones plásticas; en las figuras (b), (c) y (d) se observa que el
elemento Q1P0 y el elemento T1P1, tanto si se considera o no la aproximación al
efecto del flujo plástico en el módulo de cizallamiento, sí logran captar el efecto de la
localización de deformaciones plásticas. Incluso se puede apreciar en este aspecto un
comportamiento del elemento T1P1 superior al del Q1P0. La figura 6.19 (e) mues-
tra la distribución de presión que ofrece el elemento estándar. En ésta se aprecia
el efecto de bloqueo del elemento. Puesto que en régimen elástico el material tiene
comportamiento compresible, el bloqueo en este caso es atribuible completamente
al desarrollo de deformaciones plásticas, que de acuerdo con la hipótesis de los mo-
delos de plasticidad J2 éstas son isocóricas. La figura (f) muestra la distribución
obtenida por la malla de elementos Q1P0. Como se puede apreciar, la respuesta
no sufre el efecto de bloqueo. La figura (g) muestra la distribución de presión que
ofrece el elemento T1P1 cuando no se tiene en cuenta el efecto del flujo plástico en
el parámetro de estabilización. La figura (h) muestra la distribución de presión que
ofrece el elemento T1P1 con la aplicación de la aproximación propuesta al módulo
de cizallamiento en régimen plástico. En comparación con la respuesta que ofrece
el elemento Q1P0, se puede apreciar que la respuesta del elemento T1P1 permite
captar mejor las zonas de concentración de presiones. Se percibe cierta sensibilidad
a la orientación de los elementos en las distribuciones obtenidas, puesto que el análi-
sis se ha realizado con mallas bastas y, en el caso de los elementos triangulares, con
mallas bastas no estructuradas.

Bloque 3D sometido a compresión con régimen de plasticidad perfecta

El comportamiento de la presente formulación se evalúa finalmente en el caso tridi-
mensional. Un bloque de acero de 0, 3 × 0, 3 × 0, 2 m se somete a una presión de
compresión de 1, 0×104 MPa en la superficie superior, sobre un área de 0, 14×0, 14
m. Se ha considerado un comportamiento elasto-plástico perfecto con módulo de
elasticidad E = 2, 0× 105 MPa, límite elástico σo = 150 MPa, junto con la condi-
ción de incompresibilidad establecida mediante el coeficiente de Poisson ν = 0, 4999.
Se comparan los resultados obtenidos por el Q1P0 en una malla de 15× 15× 10

hexaedros y por la presente formulación en una malla no estructurada de tetraedros
de 15× 15× 10 nodos por lado.
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En las figuras 6.20 y 6.21 se muestran respectivamente la deformación y la dis-
tribución de presiones sobre una sección de la configuración deformada. Se puede
apreciar la similitud en las respuestas en deformaciones y en tensiones ofrecidas por
cada el elemento T1P1 y el Q1P0.

Figura 6.20: Ensayo de compresión 3D con modelo elasto-plástico J2. Mallas deforma-
das: a) malla de hexaedros de la formulación Q1P0 b) malla de elementos tetraédricos
estabilizados T1P1.

Figura 6.21: Ensayo de compresión 3D con modelo elasto-plástico J2. Distribuciones de
presión correspondientes a a) Q1P0 b) T1P1
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6.2 Ensayos en grandes deformaciones

Se presentan a continuación los ensayos en grandes deformaciones; se consideran
ensayos con modelos elásticos y con un modelo de elasto-plasticidad J2. Los ensayos
elásticos se realizan con un modelo de hiperelasticidad y un modelo de elasticidad
en direcciones principales. Se presentan ensayos con elasticidad tanto compresible
como incompresible. Se presenta un test de convergencia en forma comparativa en
función del refinamiento de la malla para un material hiperelástico compresible en
un ensayo de compresión no-homogénea. En un ensayo similar se compara el com-
portamiento del elemento T1P1 con el elemento Q1P0 en elasticidad incompresible
en deformación plana. Se presenta también un ensayo de compresión en 3D, tan-
to en elasticidad compresible como incompresible. Entre los ensayos con modelos
de elasto-plasticidad se consideran también materiales con régimen elástico tanto
compresible como incompresible. Se exploran de manera más detallada aspectos del
comportamiento del elemento T1P1. Se realizan ensayos en 2D y 3D y se comparan
en cada caso el comportamiento y el costo computacional del elemento T1P1 y el
elemento Q1P0. En un ensayo 2D se muestra la sensibilidad de la respuesta con
respecto al coeficiente del parámetro de estabilización. En un ensayo en compresión
3D se muestra la necesidad de corregir el parámetro de estabilización en función del
desarrollo de flujo plástico en problemas con grandes deformaciones plásticas y la
efectividad de la corrección propuesta en este trabajo.

6.2.1 Modelos de elasticidad

Compresión 2D con modelo hiper-elástico

El ensayo de compresión no-homogénea, presentado en (Reese et al., 1999) y (Reese
andWriggers, 2000), se utiliza para mostrar el comportamiento de la presente formu-
lación. Este es un ensayo con carga de presión aplicada al espécimen. Se obtendrán
las curvas de convergencia al valor del desplazamiento en función al refinamiento de
la malla para el elemento T1P1 y los elementos estándar y Q1P0.
Las características geométricas se muestran en la figura 6.22. Se comprime el

espécimen mediante una presión de compresión aplicada sobre la zona central de
la superficie superior. Las cargas se miden mediante el factor de carga nu = p/p0,
relativo a una carga de referencia p0 = 10N/mm2 (esta presión se considera aplicada
sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se prescriben de manera
que en la base los desplazamientos verticales son nulos y los horizontales son libres,
mientras que en la zona central superior los desplazamientos horizontales son nulos.

En este ensayo se ha considerado un modelo constitutivo hiperelástico Neo-
Hooke, el mismo empleado en la explicación de la formulación en el capítulo 5,
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Figura 6.22: Ensayo de compresión no-homogénea 2D. Datos geométricos L = 20 mm,
a = h = 10 mm.

con módulo de elasticidad E = 2, 085× 105 Pa y coeficiente de Poisson ν = 0, 3. La
expresión de las tensiones del modelo es:

τ = K [JU � (J)]1+ µdev
�
b̄
�

(6.4)

donde U (J) = 1
2
[lnJ ]2, b̄ es la componente isocórica del tensor izquierdo de Cauchy-

Green; K y µ son el módulo de compresibilidad y el módulo de cizallamiento corres-
pondientes, respectivamente.

Figura 6.23: Test de compresión no-homogenea. Modelo hiperelástico Neo-Hooke. Malla
de 8 elementos sobre la altura del bloque deformada. Factor de carga aplicado ν = 40.

Se aplican factores de carga de nu = 20, 40 y 60 y se evalúa el porcentaje de
compresión, medido en el punto central de la superficie superior como la relación
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Estudio de convergencia
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Figura 6.24: Estudio de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Compa-
ración de la relación de compresión (evaluada en el punto central superior) obtenida por
los elementos Q1, Q1P0 y T1P1 para diferentes factores de carga.

entre la altura deformada y la altura original de 10 mm. Se comparan los elementos
cuadriláteros Q1 estándar y Q1P0 con el elemento triangular T1P1, empleando
mallas estructuradas de 4, 8, 16 y 32 elementos sobre la altura del bloque para
discretizar el dominio completo.
La figura 6.23 muestra la malla deformada de 8 nodos sobre la altura del bloque

sometida a un factor de carga de nu = 40 y el correcto patrón de deformación, exento
de modos de deformación espurios. En la figura 6.24 se muestra el resultado del test
comparativo de convergencia con respecto al refinamiento de la malla. Los resultados
indican la similitud entre los resultados ofrecidos por el elemento T1P1 propuesto y
los elementos Q1 y Q1P0 en grandes deformaciones. Además, se aprecia que todos
ellos, incluso el estándar P1, tienen buen comportamiento en el caso compresible
(coeficiente de Poisson ν = 0, 3).

Compresión 2D con modelo elástico en direcciones principales

Este es un ensayo de compresión en el que se imponen desplazamientos en la su-
perficie superior del espécimen. El material elástico en este caso es incompresible
y su comportamiento se simula mediante un modelo constitutivo diferente al citado
como referencia en la explicación de la formulación en el capítulo 5 (utilizado en el
ejemplo anterior).
Las características geométricas son similares a las del ensayo de compresión con

desplazamiento aplicado en deformaciones infinitesimales, es decir, el espécimen es
de dimensiones 0, 60 × 0, 20 m. Las condiciones de contorno también son las mis-
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mas; es decir, se prescriben nulos los desplazamientos verticales en la base y en
la superficie superior se prescriben nulos los desplazamientos horizontales. En este
caso, el desplazamiento con el que se comprime la zona central superior es de 0, 08
m.
El modelo constitutivo utilizado es el modelo de elasticidad en direcciones prin-

cipales propuesto en (Simo, 1991). Los parámetros del material son el módulo de
elasticidad E = 1, 96× 105 MPa, el coeficiente de Poisson ν = 0, 4999 y el límite de
fluencia σY = 150 MPa.
En la figura 6.25 se muestran las mallas deformadas de cuadriláteros Q1P0, de

341 nodos y 300 elementos, y de triángulos T1P1, de 357 nodos y 632 elementos, res-
pectivamente. Las distribuciones de presión y de tensión de Von Mises se muestran
en las figuras 6.26 y 6.27, respectivamente.

Figura 6.25: Ensayo de compresión no-homogénea. Mallas de a) elementos Q1P0 b)
elementos T1P1

Se observa la similitud entre los resultados ofrecidos por el elemento Q1P0 y
el elemento propuesto T1P1. También se puede apreciar como el elemento T1P1
capta mejor que el elemento Q1P0 las zonas de concentración de tensiones. Por
otro lado, en la malla deformada del elemento Q1P0 se percibe una tendencia leve
a desarrollar el efecto de hourglassing en la superficie superior.
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Figura 6.26: Ensayo de compresión no-homogénea. Distribuciones de presión correspon-
dientes a malla de elementos a) Q1P0 b) T1P1

Figura 6.27: Ensayo de compresión no-homogénea. Distribuciones de tensión de Von
Mises correspondientes a malla de elementos a) Q1P0 b) T1P1
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Bloque sometido a compresión 3D

Se presentan ahora un ensayo de compresión con la finalidad de mostrar el compor-
tamiento del elemento de la formulación propuesta en el caso tridimensional. Un
bloque de acero de dimensiones 0, 85× 0, 85× 0, 6 m se comprime por su parte su-
perior. Se impone un desplazamiento del 15% con respecto a su altura original. La
figura 6.28 (a) muestra la vista exterior de la cuarta parte del dominio discretizada
con una malla de tetraedros. Las condiciones de contorno se han prescrito en las
bases superior e inferior de manera que los movimientos en el plano horizontal están
completamente restringidos. Las condiciones en las caras interiores se han prescrito
en función de las condiciones de simetría. Se emplea el modelo constitutivo elástico
en direcciones principales de (Simo, 1991), tanto en condición compresible como
incompresible.

Figura 6.28: Ensayo 3D de compresión. a) Malla sobre la configuración de referencia y
b) malla deformada.

Material elástico compresible Se realiza un primer ensayo con un material
elástico compresible, cuyo módulo de elasticidad esE = 1, 96×105MPa y coeficiente
de Poisson ν = 0, 33. En la figura 6.29 se muestran las distribuciones de la presión,
sobre la cuarta parte del dominio con las mallas de elementos triangulares estándar,
cuadriláteros Q1P0 y de dos mallas de elementos T1P1 de la formulación propuesta
con coeficientes c = 1 y c = 10, respectivamente. Para cada una de las mallas de
elementos se presenta una vista de la zona interior y otra de la zona exterior del
bloque en la configuración de referencia. Como se puede apreciar, existe similitud
entre todos los resultados. En este caso, incluso el elemento estándar ofrece buen
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resultado, pues el material es compresible y, por lo tanto, no hay efecto de bloqueo.
En comparación con el elemento tridimensional de la formulación Q1P0, el elemento
estándar es más sensible a la concentración de tensiones que se produce en los bordes
superior e inferior de las bases horizontales. El elemento tetraédrico T1P1 con c = 1
presenta el efecto de los bordes de las bases de manera más localizada que con el
valor de c = 10. Los resultados en este último caso son muy similares a los ofrecidos
por el Q1P0.

Figura 6.29: Test de compresión con modelo elástico compresible. Distribución de pre-
sión. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular estándar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante c = 1 d)
elemento T1P1 c = 10
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Material elástico incompresible Se realiza el mismo ensayo anterior con un
material elástico incompresible, cuyo módulo de elasticidad es E = 1, 96×105 MPa
y coeficiente de Poisson ν = 0, 4999. En la figura 6.30 se muestran las distribuciones
de la presión para las mallas de referencia de elementos triangulares estándar, cua-
driláteros Q1P0 y de dos mallas de elementos T1P1 de la formulación propuesta con
coeficientes c = 1 y c = 10, respectivamente. Como se puede apreciar, en este caso
el elemento estándar no ofrece buen resultado, pues el material es incompresible y
presenta el efecto de bloqueo. El elemento tridimensional de la formulación Q1P0 y
el elemento tetraédrico T1P1 no presentan este efecto y ofrecen resultados similares,
aunque nuevamente se observa que el elemento T1P1 con c = 1 presenta el efecto
de los bordes de las bases de manera más localizada que con el valor de c = 10;
los resultados en este último caso son más similares a los ofrecidos por el elemento
Q1P0.

Figura 6.30: Test de compresión con modelo elastico incompresible . Distribución de
presión. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de a)
elemento triangular estándar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante c = 1 d)
elemento T1P1 c = 10
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6.2.2 Modelo de elasto-plasticidad J2

Compresión en deformación plana

Se realiza un ensayo de compresión con carga de presión aplicada sobre un espécimen.
Las características geométricas son las mostradas en la figura 6.31. La presión sobre
la zona central de 10 mm de su parte superior es de 200 N/mm2 (se considera
aplicada sobre un espesor de 1 mm). Las condiciones de contorno se prescriben de
manera que en la base los desplazamientos verticales son nulos y los horizontales
son libres, mientras que en la zona central superior de aplicación de la carga los
desplazamientos horizontales son nulos. La carga prescrita total se aplica en 40
pasos. Se presentan a continuación dos ensayos empleando el modelo elasto-plástico
en direcciones principales de (Simo, 1992), uno con comportamiento en régimen
elástico incompresible y el otro con régimen elástico compresible, con la finalidad de
mostrar el buen comportamiento del elemento en ambas situaciones.

Figura 6.31: Ensayo de compresión profunda no-homogenea 2D. Datos geométricos L =
20 mm, a = h = 10 mm.

Elasto-plasticidad con régimen elástico incompresible Se realiza un ensayo
empleando el modelo elasto-plástico J2 en direcciones principales, presentado en
(Simo, 1992). Los parámetros del modelo en este caso son: el módulo de elasticidad
E = 2, 65 × 105 Pa, el coeficiente de Poisson 0, 4999, el límite de fluencia σY =
1, 45× 105 Pa y el coeficiente de endurecimiento lineal H = 2, 55× 105 Pa.
El resultado del ensayo sobre el material elasto-plástico incompresible utilizando

una malla estructurada de elementos triangulares estándar P1 se muestra en la figura
6.32. La deformación poco realista de la malla es debida al efecto de bloqueo de estos
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Figura 6.32: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Malla estructurada de elementos P1 estándard.

Figura 6.33: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2con régimen elástico incompresible. Malla no-estructurada de elementos P1 estándard.

elementos en situación incompresible. También se puede observar en la geometría
deformada la influencia de la orientación de los elementos en la malla. Efectivamente,
el problema planteado tiene un eje de simetría vertical, tanto geométrico como de
cargas; sin embargo, la malla estructurada empleada para discretizar todo el dominio
es asimétrica con respecto a este eje. La deformación obtenida está claramente
influenciada por este factor. En la figura 6.33 se muestra la geometría deformada que
se obtiene empleando los mismos elementos P1 con una malla no estructurada. En
este caso se puede apreciar grá ficamente que el efecto de bloqueo se alivia en cierta
medida al utilizar mallas no estructuradas, pero no se elimina. En comparación
con el resultado obtenido con la malla estructurada, es claro que no existe en la
deformación una orientación preferente debida a la orientación de los elementos.

La figura 6.34 muestra la distribución de presión obtenida con la malla no-
estructurada de elementos estándar P1. El patrón de distribución de presiones
muestra también el efecto de bloqueo de la formulación.

La formulación mixta con interpolación independiente del campo de presión ado-
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Figura 6.34: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2 con régimen elástico incompresible. Distribución de la presión. Resultado obtenido
empleando malla no-estructurada de elementos P1 estándard.

Figura 6.35: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Distribución de la presión. Resultado obtenido con
malla no-estructurada de elementos mixtos u/p no estabilizados.
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Figura 6.36: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Malla estructurada de elementos triangulares T1P1
deformada.

Figura 6.37: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Malla estructurada de elementos cuadriláteros Q1P0
deformada.
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lece del efecto de inestabilidad de la presión al utilizar interpolaciones de igual orden
de desplazamiento y presión, por ejemplo lineales y continuas. Se muestra en la fi-
gura 6.35 la distribución de la presión obtenida por un elemento triangular u/p de
este tipo con estas interpolaciones y sin estabilizar. Como se puede apreciar, la
distribución tiene un patrón no-realista; por ejemplo, a lo largo del eje vertical se
alternan valores extremos máximos y mínimos, que pueden interpretarse como picos
de presión positivos y negativos en zonas muy próximas. Este efecto se asocia a
la presencia en esa zona de gradientes de presión sumamente altos. Este fenómeno
pone de manifiesto la necesidad de un método de estabilización para obtener una
respuesta estable de presión a partir de un elemento mixto u/p con interpolaciones
lineales.
La figura 6.36 muestra la malla estructurada deformada de elementos propuestos

T1P1 estabilizados. La estructura de esta malla tiene 16 elementos sobre la altura
del bloque y el doble sobre la base. Éste y los resultados que se muestran a con-
tinuación corresponden al parámetro de estabilización τ = ch2/2µ�, calculado con
c = 0, 5. Se puede apreciar un patrón de deformación natural, que prácticamente no
está influenciado por el efecto de orientación de la malla respecto al eje de simetría,
a diferencia de lo que ocurría al utilizar elementos estándar. Más adelante se mos-
trará la sensibilidad de los resultados respecto al coeficiente c y la influencia de la
estructuración de la malla. La malla estructurada de cuadriláteros Q1P0 deformada
se muestra en la figura 6.37. Esta malla tiene 16 elementos sobre la altura del bloque
y la misma estructura de nodos que la anterior.
Las figuras 6.38, 6.39 y 6.40 muestran distribuciones de presión, tensión de Von

Mises e índice de plasticidad (relación entre la tensión de Von Mises y la tensión
de fluencia), respectivamente. En cada de una de ellas se muestran los resultados
obtenidos con elementos T1P1 y con elementos Q1P0, empleando mallas de 16 y
32 elementos sobre la altura del bloque en cada caso. Como se puede observar, los
resultados obtenidos con estos elementos son similares; incluso, se puede apreciar
en la respuesta en presión obtenida con la malla basta con el elemento T1P1 su-
perioridad con respecto al Q1P0. Las distribuciones obtenidas mediante la malla
basta de triángulos permiten advertir una leve influencia del efecto de la estructura
asimétrica de la malla.
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Figura 6.38: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2 con régimen elástico incompresible. Distribución de la presión. Resultados obtenidos
empleando mallas estructuradas caracterizadas por el número de elementos sobre la altura:
a) 16 elementos T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1P1. d) 32 elementos
Q1P0
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Figura 6.39: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Distribución de la tensión de Von Mises. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por el número de elementos sobre
la altura: a) 16 elementos T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1P1. d) 32
elementos Q1P0.
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Figura 6.40: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico incompresible. Distribución del índice de plasticidad (relación entre
la tensión de Von Mises y la tensión de fluencia). Resultados obtenidos empleando mallas
estructuradas caracterizadas por el número de elementos sobre la altura: a) 16 elementos
T1P1. b) 16 elementos Q1P0. c) 32 elementos T1P1. d) 32 elementos Q1P0.
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Figura 6.41: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2 con régimen elástico incompresible. Malla no-estructurada de elementos triangulares
T1P1 deformada.

En la formulación del elemento T1P1 la condición de incompresibilidad se satis-
face en forma débil. En este ensayo en grandes deformaciones se realizó al respecto
una verificación de la conservación del volumen. Ésta se puede llevar a cabo obser-
vando los valores de deformación volumétrica y verificando el área de una parcela
de elementos deformados y comparándola con el área original. Los errores que se
verificaron sobre un patch de 4 elementos no superaron el 1%.

Una malla no estructurada de triángulos comparable, en número de nodos y
elementos a la malla estructurada de 16 elementos sobre la altura del bloque se
muestra en la figura 6.41. El mismo ensayo empleando esta malla no-estructuradas.
Las distribuciones obtenidas con esta malla resultan similares a las correspondientes
a la malla estructurada.

Se realizó una comparación de la sensibilidad del elemento a la variación de la
constante c del parámetro de estabilización empleando mallas estructuradas y no-
estructuradas. En las figuras 6.42 y 6.43, correspondientes respectivamente a la
malla estructurada y a la no-estructurada, se muestran las distribuciones de presión
para diferentes valores de la constante c del parámetro de estabilización de 0, 1, 0, 25,
0, 5, 1. Aunque en principio se observa similitud entre las respuestas, se aprecia sin
embargo un leve deterioro de la solución en el caso de la malla estructurada para el
valor de 0, 1. El efecto de este deterioro en la malla estructurada va asociado a la
pérdida de la simetría del patrón de las deformaciones de los elementos en la malla
estructurada. En el caso de la malla no-estructurada la respuesta prácticamente no
se deteriora en ninguno de los casos mostrados.
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Figura 6.42: Sensibilidad de la presión con respecto a la variación de la constante c
del parámetro de estabilización. Resultados obtenidos con mallas estructuradas de 16
elementos T1P1 sobre la altura, para valores c de a) 0, 1 b) 0, 25 c) 0, 5 d) 1.

Figura 6.43: Sensibilidad de la presión con respecto a la variación de la constante c
del parámetro de estabilización. Resultados obtenidos con mallas no-estructuradas de 16
elementos T1P1 sobre la altura, para valores c de a) 0, 1 b) 0, 25 c) 0, 5 d) 1.



6.2. ENSAYOS EN GRANDES DEFORMACIONES 191

T1P1 Q1P0
Resolución de ecuaciones 19,06 7,58
Matriz tangente 43,79 43,47
Fuerzas residuales 21,27 32,67
Otras operaciones 15,88 16,28

Tabla 6.2: Porcentajes de tiempo por operación de los elementos T1P1 y Q1P0 (para el
problema 2D presentado los tiempos totales son similares)

Elasto-plasticidad con régimen elástico compresible Los parámetros del mo-
delo en este caso son los mismos que en el caso anterior, salvo el coeficiente de Pois-
son, ν = 0, 35. En las figuras 6.44, 6.45, 6.46 y 6.47 se muestran las distribuciones de
desplazamientos, presión, tensión de Von Mises e índice de plasticidad (la relación
entre la tensión de Von Mises y la tensión de fluencia), respectivamente, obtenidas
con elementos T1P1 y Q1P0. Se aprecia, también en este caso, la similitud de las
distribuciones obtenidas por ambos elementos.
Finalmente, en la serie de ensayos 2D se compararon los tiempos totales de CPU,

empleados por cada elemento en las operaciones de ensamblaje de matriz tangente,
resolución de ecuaciones, cálculo de fuerzas residuales, y demás operaciones. Dada
la similitud de resultados la comparación de costo computacional entre estos dos
elementos será indicio de cuál es más eficaz en este caso. Por ejemplo, en el caso del
problema elasto-plástico incompresible con la carga aplicada en 40 pasos los tiempos
de CPU fueron similares, con la malla de 16 elementos sobre la altura: 10 segundos
y 11 segundos para el T1P1 y el Q1P0, respectivamente. Se observó también simili-
tud en los tiempos cuando se modificó el número de pasos de carga; por ejemplo, al
realizar el ensayo con material elasto-plástico o al realizar el ensayo con el modelo
hiperelástico Neo-Hooke con 20 pasos de carga. Se debe indicar que se empleó un al-
goritmo de solución de sistemas de ecuaciones directo y que el código computacional
del elemento implementado tiene algunas operaciones optimizadas específicamente
para elementos triangulares y tetraédricos, basándose, por ejemplo, en el hecho de
que las derivadas de las funciones de forma de este elemento son constantes. En la
tabla 6.2 se muestra la comparación de porcentajes de tiempo por operación entre los
elementos T1P1 y Q1P0. El mayor número de variables que involucra el elemento
T1P1 se ve reflejado en el mayor tiempo requerido para la resolución de ecuaciones.
Por el contrario, el tiempo de cálculo de las fuerzas residuales resulta menor para
el T1P1, mientras que el tiempo de calculo y ensamblaje de la matriz tangente es
similar en ambos casos.
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Figura 6.44: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico compresible. Distribución de los desplazamientos verticales. Resul-
tados obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la
altura: a) elementos T1P1. b) elementos Q1P0.

Figura 6.45: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2 con régimen elástico compresible. Distribución de la presión. Resultados con mallas
estructuradas de16 elementos sobre la altura: a) T1P1. b) Q1P0.
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Figura 6.46: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico J2
con régimen elástico compresible. Distribución de la tensión de Von Misses. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la altura:
a) elementos T1P1. b) elementos Q1P0.

Figura 6.47: Test de compresión profunda no-homogenea con material elasto-plástico
J2 con régimen elástico compresible. Distribución del índice de plasticidad. Resultados
obtenidos empleando mallas estructuradas caracterizadas por 16 elementos sobre la altura:
a) elementos T1P1. b) elementos Q1P0.
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Bloque 3D sometido a compresión

Se realiza el mismo ensayo sobre un bloque 3D sometido a compresión presentado
antes con material elástico. Se considera un material elasto-plástico con régimen
de elasticidad compresible, cuyo módulo de elasticidad es E = 1, 96 × 105 MPa,
coeficiente de Poisson ν = 0, 33, límite elástico σy = 150MPa y endurecimiento con
saturación exponencial cuyos parámetros son: tensión límite de saturación σ∞ = 180
MPa y exponente 0, 7. Se debe observar que la condición prescrita en las bases,
movimientos horizontales nulos en ambas, es sumamente restrictiva, particularmente
en situación cuasi-incompresible para elementos tetraédricos, pues en ese caso cada
elemento que tiene una cara en las bases tiene un sólo nodo con posibilidad de
movimiento que está restringido a tomar posiciones que preserven el volumen.

En la figura 6.48 se muestran, sobre la cuarta parte del dominio, las distribuciones
de la presión para las mallas de elementos triangulares estándar, cuadriláteros Q1P0
y de cuatro mallas de elementos T1P1 de la formulación propuesta con coeficientes
c = 1 y c = 10, respectivamente y, en cada uno de estos casos, dos resultados que
permitan observar el efecto de la variación del módulo de cizallamiento en grandes
deformaciones plásticas en el cálculo del parámetro de estabilización. Las figuras
(c) y (d) presentan los resultados obtenidos sin tener en cuenta este efecto, mientras
que las figuras (e) y (f) muestran los resultados considerándolo de acuerdo con la
aproximación del módulo secante propuesta en este trabajo. Se puede apreciar en
la figura (a) que el elemento estándar no ofrece un buen resultado en este caso,
pues si bien el material es compresible en rango elástico el desarrollo de grandes
deformaciones plásticas origina el bloqueo de este elemento. El elemento tridimen-
sional de la formulación Q1P0 ofrece un resultado libre de bloqueo también en esta
situación. El elemento tetraédrico T1P1, en la figura (c), con c = 1 sin considerar
el efecto del módulo de cizallamiento en el parámetro de estabilización presenta un
comportamiento muy pobre; el efecto de inestabilidad de la presión se aprecia en el
patrón de distribución, con presencia de altas y bajas presiones en zonas muy próxi-
mas, asociadas a grandes gradientes de deformación. Esto ocurre de manera similar,
aunque menos severa, con el valor de c = 10, como se aprecia en la figura (d). Si se
acepta como razonable una incertidumbre respecto al valor de la constante c de un
orden de magnitud, en función a factores como el tipo de problema, la dimensión
del problema, etc., claramente, el empobrecimiento del efecto estabilizador no es
atribuible a una elección incorrecta del valor de la constante c del parámetro de es-
tabilización. El efecto estabilizador mostrado en estos casos no es el correcto debido
a que no se ha considerado el efecto de disminución del módulo de cizallamiento en
régimen plástico. Esta reducción puede alcanzar varios órdenes de magnitud, por lo
que es necesario establecer el parámetro de estabilización en función del desarrollo
del flujo plástico. En las figuras (e) y (f) se muestran las distribuciones obtenidas
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T1P1 Q1P0
Resolución de ecuaciones 83,86 86,45
Matriz tangente 11,39 9,41
Fuerzas residuales 3,40 2,93
Otras operaciones 1,35 1,26

Tabla 6.3: Porcentajes de tiempo por operación de los elementos T1P1 y Q1P0 (para el
problema 3D presentado el tiempo de CPU es 40 % mayor con elementos T1P1 que con
Q1P0 )

utilizando la aproximación propuesta para estimar el efecto del desarrollo del flujo
plástico en el módulo de cizallamiento en el parámetro de estabilización. Estas dis-
tribuciones presentan un comportamiento estabilizado de la presión, y son similares
a la correspondiente al elemento Q1P0 ; en particular, la distribución obtenida para
c = 10, aunque el resultado que ofrece el elemento T1P1 con c = 1 capta mejor las
zonas de concentración de tensiones. La comparación con las figuras (e) y (f) revela
la importancia de considerar el efecto del módulo de cizallamiento en el régimen
plástico al estimar el parámetro de estabilización.
Para la solución del sistema de ecuaciones de los problemas se utilizó un algoritmo

directo. En los problemas en 3D presentados, en los que se ha empleado mallas de
1050 nodos, el tiempo total de CPU es del orden de 40% mayor para el elemento
T1P1 que para el elemento Q1P0. La distribución de tiempos entre las operaciones
se muestra en la tabla 6.3. El tiempo invertido en la resolución de ecuaciones es
cercano al 85% en ambos casos. El mayor tiempo de CPU empleado por el elemento
T1P1 corresponde al mayor número de grados de libertad por nodo que tiene en
comparación con el elemento Q1P0.
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Figura 6.48: Test de compresión con modelo elasto-plástico compresible . Distribución
de presión. Vistas de la zona interior e exterior respectivamente del cubo con mallas de
a) elemento triangular estándar b) elemento Q1P0 c) elemento T1P1 con constante c = 1
d) elemento T1P1 c = 10 e) elemento T1P1 con constante c = 1 con aproximación al
módulo de cizallamiento f) elemento T1P1 con c = 10 con aproximación al módulo de
cizallamiento.



Capítulo 7

Conclusiones

7.1 Síntesis

El objetivo planteado en este trabajo es el desarrollo de una formulación eficiente de
elementos de bajo orden, capaz de abordar el problema de incompresibilidad en me-
cánica sólidos. Los elementos estándar de bajo orden reunen varios de los requisitos
para la utilización en aplicaciones prácticas, pero presentan bloqueo en situaciones
incompresibles; la alternativa ante esta dificultad es la formulación mixta del proble-
ma. La estabilidad de los elementos mixtos depende de la compatibilidad entre los
campos de interpolación involucrados. La condición matemática que expresa esta
restricción es conocida como la condición de estabilidad de Ladyzhenskaya-Babuška-
Brezzi o LBB. Los elementos mixtos de desplazamientos y presión, u/p, de igual
orden de interpolación no satisfacen esta condición y, por lo tanto, presentan pro-
blemas de estabilidad, que se manifiestan en la falta de control sobre la presión.
La viabilidad de estos elementos mixtos requiere la aplicación de un método de
estabilización. El método de estabilización que sirve de marco para el diseño de
los elementos propuestos en este trabajo se basa en el concepto de las sub-escalas,
particularmente en las sub-escalas ortogonales (OSGS). Desde el punto de vista del
método, las inestabilidades numéricas de ciertas formulaciones tienen origen en el he-
cho de no tener en cuenta en las ecuaciones de balance los efectos de las componentes
de la solución no resueltas, denominadas sub-escalas. El concepto de las sub-escalas
ortogonales propone que el espacio ortogonal al espacio de elementos finitos es el
espacio natural para la búsqueda de las sub-escalas de la solución. El método de
estabilización elude la condición LBB y permite obtener elementos con interpola-
ciones de igual orden en los campos de desplazamientos y presión (o componente
media de las tensiones).

197
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7.2 Conclusiones

Las principales conclusiones del trabajo se pueden resumir brevemente en los si-
guientes puntos:

• Se ha desarrollado, implementado y validado una formulación de elementos
finitos adecuada para abordar el problema de incompresibilidad tanto en el
rango de pequeñas deformaciones como en el rango de grandes deformaciones
en mecánica de sólidos, apta para aplicaciones con modelos constitutivos de
elasticidad y plasticidad J2.

• Los elementos desarrollados son elementos mixtos estabilizados, mediante el
método de las sub-escalas ortogonales OSGS, tienen interpolaciones de los
campos de desplazamientos y presión u/p lineales y continuas entre elemen-
tos. Estos elementos tienen bajo costo computacional, presentan muy buen
comportamiento en situaciones generales y son robustos; por lo tanto, resul-
tan competitivos con otras formulaciones conocidas, tales como la del elemento
Q1P0 y la de deformaciones mejoradas, EAS.

• La formulación desarrollada se puede aplicar tanto a elementos hexaédricos
como a elementos tetraédricos (cuadriláteros y triángulos en problemas en 2
dimensiones). Los elementos tetraédricos lineales desarrollados son de interés
práctico para su utilización en aplicaciones industriales, debido a que la forma
geométrica tetraédrica posibilita la generación de mallas sobre configuraciones
geométricas complejas, como las que se encuentran frecuentemente en estas
aplicaciones. Esta es una ventaja de los elementos propuestos con respecto a
otras formulaciones aplicables específicamente a formas hexaédricas (o cuadri-
láteras), tales como la formulación de deformaciones de mejora (EAS), y al
elemento Q1P0.

• Los elementos desarrollados presentan ventajas en comparación con otras for-
mulaciones estabilizadas desarrolladas en mecánica de sólidos basadas en el
método GLS. Efectivamente, los elementos propuestos se desarrollan en el
marco del método de las sub-escalas ortogonales; como resultado de ello son
más precisos, robustos y exhiben menor sensibilidad al parámetro de estabili-
zación.

• Desde un punto de vista conceptual, los elementos propuestos presentan una
ventaja sobre los elementos basados en el método GLS. Efectivamente, en
virtud de la presencia del término de proyección del gradiente de presión,
la solución exacta de la ecuación diferencial del problema es solución de las
ecuaciones que resuelven los elementos lineales estabilizados por el método de
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las sub-escalas ortogonales. Los elementos lineales de la formulación GLS no
cumplen esta condición, que es más estricta que la definición de consistencia.

• Se ha verificado que los elementos propuestos cumplen satisfactoriamente la
condición de conservación del volumen en situación incompresible. En esta for-
mulación la condición de incompresibilidad se impone en forma global (débil).
Por contra, en el elemento Q1P0 esta condición se impone en cada elemento,
lo que en situaciones extremas puede originar en este elemento patrones de
deformación conocidos como hourglassing.

• La matriz asociada a este sistema es simétrica, pero no es definida positi-
va. Por esta razón, al abordar la solución por métodos de solución iterativos
no es aplicable el método de los gradientes conjugados, por ejemplo, y debe
considerarse el uso de un método más general, tal como el GMRES o una ver-
sión específica para matrices simétricas, como el MINRES (minimal residual
method).

• El parámetro de estabilización calculado con el módulo de cizallamiento co-
rrespondiente al régimen elástico no es aplicable en régimen plástico.

• La aproximación propuesta para estimar la influencia del flujo plástico en el
parámetro de estabilización, en función del módulo de cizallamiento efectivo
ha mostrado ser eficaz, tanto en el rango de deformaciones infinitesimales como
en el rango de grandes deformaciones.

7.3 Aportaciones

Las principales aportaciones realizadas en esta tesis se pueden resumir en los si-
guientes puntos:

• Se desarrollan las primeras aplicaciones del método de las sub-escalas orto-
gonales a problemas de mecánica de sólidos. Efectivamente, este método es
novedoso incluso en su ámbito de origen, la mecánica de fluidos; de manera
general, la primera contribución de este trabajo es incorporar una formulación
con una base conceptual sólida al ámbito de la mecánica de sólidos y demostrar
la eficacia de los elementos diseñados en este marco.

• Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solución del problema de la
no-linealidad material en mecánica de sólidos. Efectivamente, a partir de la
motivación dada por la similitud de las ecuaciones entre el problema de Stokes
y el problema elástico incompresible en mecánica de sólidos se ha extendido la
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aplicación del método de las sub-escalas ortogonales a la solución de problemas
con modelos constitutivos de elasto-plasticidad J2.

• Se han propuesto nuevos elementos finitos para la solución del problema de
la no-linealidad geométrica en mecánica de sólidos. Efectivamente, se ha ex-
tendido la aplicación del método de las sub-escalas ortogonales al rango de
grandes deformaciones en mecánica de sólidos, tanto con modelos constituti-
vos elásticos como con modelos elasto-plásticos J2.

• Se ha propuesto una aproximación para estimar el valor del parámetro de
estabilización en función del desarrollo de flujo plástico. Efectivamente, cuando
se desarrolla el flujo pástico el módulo de cizallamiento efectivo del material
decrece, incluso en órdenes de magnitud. La aproximación secante al módulo
de cizallamiento, propuesta originalmente en este trabajo, considera este efecto
en el cálculo del parámetro de estabilización y ha mostrado su eficacia.

• Se han introducido una serie de hipótesis y simplificaciones originales con la
finalidad de obtener una formulación estabilizada y de bajo costo computacio-
nal. Por ejemplo, para realizar la descomposición de las tensiones directamente
en componentes asociadas respectivamente a la escala de elementos finitos y a
las sub-escalas; esto permite obtener una formulación en función de los valores
totales de las sub-escalas directamente, sin involucrar los valores incrementa-
les. Por otro lado, en virtud de una simplificación en los gradientes espaciales
de las funciones de forma en el término de estabilización, la matriz tangente
del sistema correspondiente a la formulación propuesta resulta simétrica.

7.4 Líneas futuras de investigación

Las siguientes líneas futuras de investigación pueden tener como punto de partida
el presente trabajo:

• Introducir la sub-escala de presión en la formulación. La pontencialidad del
método de las sub-escalas ortogonales ha sido aprovechada en principio en for-
ma parcial, pues se han diseñado sólo sub-escalas de desplazamientos. Efecti-
vamente, como se ha demostrado, esto ha sido suficiente para obtener elemen-
tos estables y con buen comportamiento. Sin embargo, con la incorporación
de las sub-escalas de presión cabe esperar una mejora de la precisión de los
elementos.

• Estudiar la influencia de la compresibilidad en el parámetro de estabilización.
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• Profundizar las aplicaciones abordadas, particularmente en deformaciones fi-
nitas con modelos de elasticidad no-lineal y elasto-plasticidad.

• Estudio exhaustivo de alternativas para la aproximación al parámetro de es-
tabilización para modelos constitutivos elasto-plásticos en pequeñas y grandes
deformaciones. Por ejemplo, estudiar la posibilidad de realizar una aproxima-
ción tangente o incremental al valor del módulo de cizallamiento efectivo para
el cálculo del parámetro de estabilización.

• Estudiar la formulación material del problema en grandes deformaciones, como
alternativa a la formulación espacial propuesta aquí. Si bien estas formulacio-
nes son equivalentes, es posible que desde el punto de vista numérico exista
algún aspecto de interés en esta formulación. Por ejemplo, se puede evaluar
en esta formulación otras alternativas para la aproximación a las sub-escalas.

• Estudiar el seguimiento explícito de las sub-escalas en el problema no-lineal;
es decir, evaluar la posibilidad de actualizar su valor explícitamente y sumarlo
al valor de la escala de elementos finitos para el cálculo de las variables.

• Estudio del problema dinámico y del efecto de las sub-escalas en dichos pro-
blemas.

• Desarrollar otras aplicaciones del método de estabilización en mecánica de
sólidos, tales como problemas termo-mecánicos acoplados, problemas de con-
tacto, problemas de placas, problemas con modelos de daño, problemas de
localización y de discontinuidades fuertes.

()
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