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Prefaci

El problema técnic de més dificultat en el disseny d’una ma-
quina de connexio és el del disseny de la xarxa d’interconnexié
general a través de la qual es comuniquen els processadors. La
xarxa de comunicacié suposa la major part del cost del sistema,
la major part de Ienergia dissipada, la major part del cablatge,
i la major part de les limitacions del seu funcionament. Aixo
és degut en part a la poca experiéncia que tenim en el disseny
d’aquestes xarxes, i per tant els nostres métodes estan lluny de
ser optims. Pero és degut també al fet que el disseny d’aquestes
xarxes és fonamentalment complicat: la xarxa de comunicacié fa
la major part de la computacio.

W. D. Hillis [29]

Aquesta tesi s'engloba dins les activitats del grup d’investigacié de Te-
oria de Grafs i Combinatoria del Departament de Matematica Aplicada i
Telematica de la UPC. Ha estat realitzada parcialment amb el suport dels
projectes TIC 94-0592 i TIC 92-1228-E de la CICYT i del projecte HCM
ERBCHRX-CT920049 de la Unié Europea. Part d’aquest treball ha estat
realitzat al Dipartimento di Informatica e Sistemistica de la Universita degli
studi “La Sapienza”, a Roma.

Moltes de les aportacions que apareixen aqui han estat publicades pré-
viament en diferents revistes o presentades a congressos ([8, 41, 42, 45}, i



fruit d’aquests resultats ha estat possible la realitzacié de diversos projectes
de final de carrera a ’ETSETB.

Les paraules citades a 'inici d’aquesta introduccié situen Pambit en que
es mou aquest treball: les xarxes d’interconnexié. L’eina utilitzada per
modelar-les és la Teoria de Grafs, mitjancant la qual hem estudiat alguns
parametres en comunicacions —temps de broadcasting i tolerancia a fallades
de la xarxa— per algunes families prou conegudes de topologies: els digrafs
linia iterats.

La forma en que hem estructurat aquesta tesi és la segiient:

En el Capitol 0 es déna un cop d’ull a les xarxes d’interconnexié en els
sistemes massivament paral-lels, aixi com les definicions basiques de la Teoria
de Grafs que necessitarem per presentar els resultats obtinguts en la tesi. A
continuacid, el Capitol 1 anira dedicat exclusivament a la técnica del digraf
linia. En ell es presenten algunes de les caracteristiques que la fan interessant
en xarxes d’interconnexié, aix{ com una nova caracteritzacié dels digrafs linia
iterats que ens sera til per altres resultats (Secci6 1.4).

Els dos darrers capitols es centren en els dos aspectes que pretenem es-
tudiar: Algorismes de Broadcasting (Capitol 2) i Vulnerabilitat (Capitol 3).
Aquest 1ltim dividit en dues parts corresponents a diferents aspectes de la
tolerancia a fallades d’una xarxa: vulnerabilitat de 'encaminament i vulne-
rabilitat del diametre. Hem afegit també dos apéndixs on es presenten taules
i resultats complementaris corresponents a aquests capitols.

No voldria acabar aquesta introduccié sense agrair el suport que m’han
donat tantes persones en la realitzacié d’aquest treball. En primer lloc, i
de manera especial, a en Josep Fabrega, director de la tesi. També a en

Miquel Angel Fiol, Jean-Claude Bermond i Alberto Marchetti-Spaccamela,
per ajut que m’han prestat.

Agraeixo també el recolzament que m’han donat tots els meus companys

del Departament i tots els amics que durant aquests anys he fet arreu del
mén.

X.M.
Barcelona, 2 d’octubre del 1996.



Capitol 0

Teoria de grafs i xarxes
d’interconnexié

Resum

Es presenten en aquest capitol algunes nocions i conceptes
de la Teoria de Grafs que s'utilitzen en la resta d’aquest treball.
Aquestes definicions i d’altres complementaries es poden trobar
a [13] i a [25]. També fem una breu descripci6 dels problemes
practics que justifiquen aquest treball.
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0.1 Xarxes d’interconnexio

Moltes aplicacions, especialment en el caleul cientific i la simulacié per or-
dinador, requereixen una gran poténcia de calcul. Per tal de poder pro-
porcionar eines adequades per a aquests problemes, durant els darrers anys
s’han anat desenvolupant els sistemes de computacié massivament paral-lels.
Aquests sistemes consisteixen, tipicament, en un conjunt de processadors
connectats mitjangant algun tipus de xarxa d’interconnexié. Aquest conjunt
de processadors pot estar integrat en un inic sistema, com ara en el cas dels
superordinadors, o bé distribuit geograficament, apareixent el concepte de
superordinador virtual. En aquest dltim cas, la interconnexié es pot realitzar
mitjangant xarxes d'area local (LAN), metropolitana (MAN) o inclis xarxes
amb una distribucié geografica més amplia (WAN), naixent el que ha co-
mencat a denominar-se metacomputacid ([12]) o computacid universal ([38]).
A la practica s’ha vist que 'eficiéncia de la comunicacié entre els diferents
processadors esdevé crucial en el temps d’execucié dels algorismes paral-lels.
En especial, el temps de comunicacié és molt més critic en el cas de xarxes
distribuides on la connexié entre processadors és molt més lenta.

Per tal de minimitzar el temps de communicacid, a part de comptar amb
els avengos tecnologics, un aspecte molt important serd 1’eleccié adequada



6 Teoria de grafs i xarxes d’interconnexi6é

de la topologia de la xarxa. Basicament pot ser de dos tipus: El processa-
dors poden compartir un medi comid de transmisi6, un bus, o bé es pot fer
mitjangant una connexié punt a punt, en la qual cada enllag connecta només
dos processadors. En aquest treball considerarem tinicament aquest darrer
tipus de topologia.

Si hi ha un nombre elevat de processadors o bé la distincia entre els di-
ferents elements és gran, és impensable establir un enllag entre cada parell
de processadors. Per tant, la informacié que es transmeti d’un processador
a un altre haurd de passar per altres processadors intermedis, que actuaran
com a repetidors (sistemes multihop). Per tal que la comunicacié es faci
de manera eficient serd necessari escollir de manera adequada entre quins
processadors s’estableixen els enllagos. Aquest concepte de “topologia ade-
quada” engloba diferents aspectes, alguns d’ells contraposats, de tal forma
que s'haura d’arribar a una solucié de compromis entre tots ells.

Per modelar la topologia de la xarxa és habitual utilitzar la Teoria de
Grafs: cada processador o node es pot modelar mitjangant un vértex i cada
enllag, a través d’un arc en cas que sigui unidireccional, o bé d’una branca,
en el cas bidireccional. En qualsevol cas, un enllag bidireccional també pot
venir modelat, des del punt de vista topologic, per dos d’unidireccionals en
sentits oposats.

0.1.1 Aspectes d’eficiéencia

Tal com hem dit, hi ha diferents aspectes a ’hora de determinar quina ha de
ser la topologia adequada per a una xarxa d’interconnexié. Destaquem en
primer lloc, el nombre maxim de repetidors que es requereixen per establir
una comunicacié entre dos nodes qualssevol (diametre del graf), ja que sera
basic des del punt de vista del retard de la comunicacié {en especial utilitzant
sistemes store and forward) i de la congestié de trafic en els enllagos (sistemes
de wormhole routing). Aquest aspecte entra en conflicte, perd, amb el nombre
d’enllacos que surten de cada node (grau maxim del graf), que per problemes
tecnologics i de cost no pot ser massa elevat. Aquest primer compromis, des
del punt de vista de la Teoria de Grafs és el que s’anomena problema (A, D)
([4, 11]), és a dir quin és el nombre maxim de vertexs que pot tenir un graf
per a un diametre i grau maxim fixats.

La topologia de la xarxa ha se ser tal que aquests parimetres es vegin
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minimament afectats en cas que es produeixin avaries a la xarxa, tant en els
nodes com en els enllagos. Es a dir, s’ha de procurar que un nombre petit
d’avaries no deixi la xarxa desconnectada (connectivitat [13, 19]), i a més
que el diametre del graf s'incrementi el minim possible (problema (A, D', s),
[34]).

Un altre aspecte a tenir en consideracié és que la propia topologia permeti
algorismes eficients per 'encaminament dels missatges. Aquesta eficiéncia
s’ha de considerar al seu torn sota diferents punts de vista. Aixi per exemple,
els encaminaments han d’ésser senzills compaginant-se dos aspectes contra-
posats: les adreces dels-nodes han de ser el més curtes possible, per maxi-
mitzar la information ratio dels missatges, perd simultaniament aixo no ha
de provocar un consum excesiu de memoria a cada node per emmagatzemar
les taules d’encaminament ([46]). Que es pugui arribar a un bon compromis
depén en gran manera de la topologia de la xarxa.

S’ha de procurar que aquests encaminaments facin minim el congestiona-
ment de la xarxa (index de transmissié, (14, 27]), i que a més, en cas d’avaries,
es vegin afectats el minim possible {graf de supervivéncia, [16]).

Alguns dels processos fonamentals de comunicaci6, que es donen freqiient-
ment en un entorn distribuit sén els de broadcasting, acumulacié i gossiping
{[22, 32}). Broadcasting és el procés de disseminar la informacié contenida
en un node a la resta de la xarxa {one to all). Acumulacié és el procés invers,
és a dir, el d’agrupar la informacié distribuida en tots els nodes en un de sol
(all to one). Finalment, gossiping és el procés d’acumular en cada node la
informacié contenida en tots els nodes de la xarxa (all to all). Aquests tres
processos sén parts crucials (i sovint critiques) en moltes implementacions
paral-leles d’aplicacions importants, com ara branch and bound, simulaci6
numerica, processament d’imatge o sincronitzacié. Per tant, el fet que la
xarxa permeti realitzar aquests processos de manera eficient és realment fo-
namental.

Hem descrit alguns dels pardmetres més importants a ’hora de dissenyar
una, possible xarxa d’interconnexié. Evidentment no hi sén tots, i en ca-
sos concrets n’hi ha d’altres que poden ser més determinants, com ara que
Pestructura de connexié permeti fer un disseny del layout que sigui simple
(planaritat), com en el cas de sistemes VLSI, o que la topologia faciliti la
implementacié d’algorismes paral-lels determinats en xarxes dissenyades per
resoldre problemes especifics (embeddings).
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0.2 Teoria de Grafs: Definicions basiques

Definirem tot seguit els principals conceptes de la Teoria de Grafs que uti-
litzarem en aquest treball. Es poden trobar aquestes definicions i d’altres
complementaries que no es donen aqui en [13] i en [25)].

Grafs i digrafs. Veértexs, arcs i branques

Un graf G = (V, E) és un parell ordenat format per un conjunt V = V{(G) de
vértezs i un conjunt E = E(G) de parells no ordenats de vértexs, anomenats
brangues. Analogament, un graf dirigit o digraf, G = (V, A), esta format per
un conjunt de vértexs i un conjunt A = A(G) de parells ordenats de vértexs,
anomenats arcs. En aquest treball considerarem nomsés digrafs. En qualsevol
cas, la major part dels conceptes que definirem aqui es poden referir també
a grafs.

Generalment considerarem el conjunt A com un conjunt simple, és a dir,
donats dos vértexs u,v només pot haver-hi un arc de la forma (u,v). En
alguns casos admetrem, de totes maneres, digrafs amb arcs multiples, i par-
larem de multidigrafs.

En ocasions ens serd 1itil considerar el concepte de graf subjacent d'un
digraf G = (V, A), que es defineix com el (multi)graf resultant de considerar
el conjunt A com un conjunt de branques, és a dir de parells no ordenats de
vertexs.

Graus

L’ordre d'un digraf G = (V, A) és el nombre de vértexs que té, és a dir la
cardinalitat del conjunt V = V(G), {{V1). Si u i v sén vertexs del digraf G
tals que (u,v) € A(G), direm que u és adjacent cap a v o que v és adjacent
des de u. També direm que 'arc (u, v) és incident des de u o incident cap a
v. Un arc de la forma (v, v) s’anomena lla¢g. De la mateixa forma, donats dos
arcs (u,v) i {v,w), on el vértex cap al qual és incident el primer coincideix
amb el vértex des del qual és incident el segon, es diu que sén adjacents Pun
cap a l'altre.

El conjunt de vértexs adjacents des d’un vértex u € V(G) es representa
com I'*(u) i la seva cardinalitat és el grau de sortida del vertex u, d¥(u) =
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|T*(u)|. El conjunt de vértexs adjacents cap a un veértex u i el grau d’entrada
d’aquest vértex es defineixen de manera similar, d~(u) = |[['"(u)|. Donat un
digraf G, es defineix el grau mazim de sortida, AY, com el maxim dels graus
de sortida d’entre tots els vértexs de G. Analogament es defineixen el grau
mazim d’entrada, A™, grau minim de sortida, 67, i el grau minim d’entrada,
6~. El grau mazim i el grau minim d’un digraf es defineixen respectivament
com A = max{A* A~} ié = min{é*,6~}. Un digraf es diu que és d-
regular si d = § = A. També es pot parlar de digrafs d-regulars d’entrada o
de sortida quan d~ = 6~ = A" o, respectivament, quan d* = §* = A*,

Camins i distancies. Diametre

Siguin u, v dos vértexs d’un digraf G. Un recorregut de llargada m de u a v,
denotat per u ~» v, és un seqiiéncia de vértexs

U=UgU, Un-1,Un =V

de forma que per a tot 1, (u;, ui41) € A(G). Un recorregut en el qual u; # u;
per tot i # j s'anomena cam{ !. Un cami en el qual 4 = v es diu cicle. Un
recorregut, cicle o cami també es pot expressar com una seqiiéncia d’arcs en
comptes de vertexs:

(u) ul)’ (ul: u?)» Tty (um—% um«ol), (um-»ly U)

Dos recorreguts es diu que sén disjunts si no contenen cap vértex en comi,
excepte, potser, els vértexs finals dels mateixos. Es diu que sén arc-disjunts
si no tenen cap arc en comii®. Donats dos vértexs u, v, la distancia de v a v,
d{u,v), és la llargada del cami més curt possible de u a v. Si no existeix cap
cam{ de u cap a v es diu que d(u,v) = oo. El didmetre d'un digraf G, D{(G),
és la maxima de les distancies d’entre tots els vértexs del digraf

D(G) = max d(u, v)

u,veV(G)

Es diu que un digraf és k-assolible si entre qualsevol parell de vertexs del
digraf existeix un cami o recorregut de llargada exactament igual a k.

1En els casos en que sigui irrelevant el fet que en un recorregut es repeteixin vdrtexs,
utilitzarem el nom de recorregut o cam{ indistintament.

2Cal destacar que la restriccié de ser arc-disjunts és més feble que no pas la de ser
simplement disjunts.
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Connectivitat

Si D(G) # oo es diu que el digraf G és fortament connez3. Direm que un
digraf G esta desconnectat si no és fortament connex.

La connectivitat d’un digraf G, £(G), és el nombre minim de vértexs que
s’han d’eliminar del digraf G per tal que esdevingui desconnectat o trivial
(amb només un vertex). De la mateixa forma 1’ arc-connectivitat d’un digraf
G, MG), és el minim nombre d’arcs que s’han d’eliminar del digraf G per
tal que esdevingui desconnectat. A [23] es demostra que si §(G) és el grau
minim del digraf G, llavors es verifica que &(G) < AG) < §(G). Direm
que un digraf és marimalment connez en cas que es verifiquin les igualtats,
k(G) = A(G) = 6(G). Observem que el maxim valor de les connectivitats
per a un digraf d-regular amb Hagos és d — 1.

Subdigrafs i producte de grafs

Donat un digraf G = (V, A), es diu que H = (V', A') és un subdigraf de
G,si V' C ViA C A Esdiu que és un subdigraf generador si V' = V.
Un subdigraf induit pel conjunt de vertexs U C V és aquell que té U com a
conjunt de vértexs, i com a conjunt d’arcs tots aquells arcs {u,v) € A(G) tals
que u,v € U. De manera analoga es defineix el subdigraf induit per un conjunt
d’arcs. Finalment s’anomena contraccid d’un arc al procés mitjancant el qual
s’identifiquen dos vértexs adjacents en un de sol, eliminant-se l'arc que els
uneix. Un subdigraf obtingut per contracci6 d’arcs es diu que és un subdigraf
per contraccid.

Donats dos digrafs Gy = (Vi, A1) i Gz = (Va, A2) el producte directe
de G; x G, es defineix com el digraf H = (V’', A") que té per conjunt
de vertexs el producte cartesid dels conjunts Vi i V;, és a dir V'(H) =
{(u1,up)|uy € Vi,uz € Vo}. Dos vértexs sén adjacents en H si i només si
les seves coordenades corresponen a vértexs adjacents en G i Ga. Es a dir,
((Ul, u?), (le ‘02)) € A'(H) A4 (ulyvl) € Ah (UQ,'U2) € A?’

3Es diu que és débilment connez si per a qualsevol parell de vértexs u,v del digraf
existeix un camf de u cap a v en el graf subjacent. Atés que en el cas de grafs tots dos
conceptes sén iguals, es paria simplement de grafs connezes.
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0.3 Alguns digrafs basics

Presentem en aquesta seccié alguns del digrafs basics que utilitzarem en la
resta d’aquest treball.

cicle

El cicle* amb n vertexs, C,, es defineix com el digraf que té per conjunt de
vertexs Zqg, i el conjunt d’arcs estd format per les parelles {n,n + 1). En el
context de multidigrafs denotem per dC; el cicle C;; al qual es substitueix
cada arc per un conjunt de d arcs paral-lels.

arbre

Un arbre T, és un digraf amb n vertexs tal que el seu graf subjacent és
connex i no té cicles. Es diu que és una agrborescéncic si existeix un vertex
u de forma que per a tot v € V(T},), v # u, existeix un cami u ~+ v, 0 bé si
per a tot v € V(Ty,), v # u, existeix un cami v ~ u.

digraf complet

El digraf complet amb n vértexs, K, és aquell digraf tal que per a qualssevol
u,v € V(K,),u # v, el parell (u,v) és un arc del digraf.

digraf complet amb llagos

El digraf complet amb llagos amb n vertexs, K, es defineix de manera similar
al digraf complet, afegint-hi un llag a cada vértex, és a dir, per a qualssevol
u,v € V, amb u no necessriament diferent de v, existeix un arc de la forma
(u,v). En el context de multidigrafs denotem per K? el digraf complet al
qual s’han afegit p llagos a cada vertex.

4El nom de cicle té també ’accepci6 de camf tancat, tal com ho hem definit abans. Aixd
no representa, perd, cap inconvenient, ja que el digraf C, es pot veure com el subdigraf
format pels vertexs i arcs pertanyents a un cam{ tancat.
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Figura 0.1: Alguns digrafs basics: (a) arborescéncia (b) cicle (¢} digraf bi-
partit

digraf bipartit

Un digraf G = (V, A) es diu que és bipartit si existeix una particié dels
seus vertexs V = V; UV, en dos conjunts disjunts anomenats ribes de forma
que dos vertexs en la mateixa riba no sén adjancents. Un digraf bipartit
semicomplet Kp, 5, és aquell digraf bipartit amb {W}| = n; i {Vo] = ny tal
que per a tot u € V; i per a tot v € V; existeix un arc de la forma (u,v).%
Un digraf bipartit complet K}, . és aquell digraf bipartit tal que per a tot
u € V) i per a tot v € V; existeix un arc de la forma (u,v) i un altre de la
forma (v, u).

0.4 Homomorfismes 1 isomorfismes

La nocié de homomorfisme és comt a I’Algebra: un homomorfisme és una
aplicaci6 entre dos sistemes algébrics que preserva les estructures. Dins de la
teoria de grafs, el concepte d’homomorfisme no sempre s’entén de la mateixa

5Remarquem que un digraf bipartit complet no és fortament connex.
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forma. En aquest treball utilitzarem la segiient definici6:

Definicié 0.4.1 Siguin G, = (W1, 4)) i G2 = (W2, A2) dos digrafs, sigui
¥ : Vi = V, una aplicacid enire els seus vérters. Es diu que ¢ és un ho-
momorfisme de Gy en Gy st @ només si és suprajectiva en arcs 1 preserva les
adjacéncies, és a dir, verifica que

e V(uz,v2) € Az, I(uy,v1) € Aifp(w1) = uz, ¥(01) = vy,
* V(u, 1)) € Al, (d)(u),’![)('l})) € Az.

Denotem per 1~!(v), v € V, el conjunt de vértexs u; € V) tals que
¥(u;) = v. Direm que un homomorfisme v és arc-regular si per a tot
(u2,v2) € As, el subdigraf format pel conjunt de vertexs ¥~ Hu2) Uy (vg), i
pel conjunt d’arcs M = {(u1,v1) € A1y € ¥~ (u2),v1 € ¥~{a)} és tal que
conté un subdigraf de forma-que tots els vértexs en 1~(uz) tinguin grau de
sortida 1 i tots els vertexs en 1~!(vy) tinguin grau d’entrada 1.5 7

Finalment, es diu que dos digrafs G = (V, A} i H = (V', A’} sén isomorfs
si existeix una bijeccié entre els seus conjunts de vertexs que preserva les
adjacencies. S’escriu G ~ H.

8Es habitual referir-se a aquesta condicié com a existéncia d’un perfect matching.
7Cal remarcar que per que un homomorfisme sigui arc-regular és necessari que |~ (v)|
sigui independent de v. Aquesta condicié és anomenada en [52] vértex-uniformitat.






Capitol 1

La técnica del digraf linia

Resum

Exposem en aquest capitol els resultats sobre els digraf linia
que farem servir en capitols posteriors. També descrivim les
families més conegudes de digrafs linia. Per finalitzar el capitol,
presentem una nova caracteritzacio dels digrafs linia iterats a par-
tir d’'un producte de digrafs, el producte acolorit, que també pre-
sentem aqui.
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1.1 Introduccié6

Donat un digraf G es pot construir un altre digraf LG que anomenem digraf
linia de G del qual donem la definici6 en la segiient seccié. Abans de fer-
ho seria convenient aclarir alguns problemes de terminologia. El digraf linia
considerat com a tal va ser introduit per primer cop en {26} com una adaptacié
per a digrafs del graf linia [53] que ja havia estat estudiat per al cas no dirigit,
facilitant algunes demostracions en diferents arees dins de la Teoria de Grafs
(vegeu per exemple [48]).

Ara bé, el nom de digraf linia també designa la técnica de construccié
d’aquests digrafs. A [21] es va estudiar per primer cop des d’aquest punt
de vista, com una manera de construir, iterant aquest métode, families de
digrafs amb bones propietats, en especial des del punt de vista de les xar-
xes d’interconnexié. En particular, aquestes families resulten ésser Optimes
o quasi-Optimes en la majoria d’aspectes que s’han destacat al Capitol 0:
problema. (A, D) ([21}), connectivitat ([19, 20]), problema (A, D', s) (Capitol
3, [43)), senzillesa en el routing ([21]), index de transmissi6 ([14, 27]), digraf
de supervivéncia (Capitol 3, [45]), broadcasting (Capitol 2, [9]), ...

Sembla per tant justificat escollir aquest tipus de digrafs com a models
de xarxes d’interconnexio.
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En aquest treball utilitzarem el nom de digraf linia en tots dos sentits,
com a digraf i com a técnica, distingint-se, si cal, de quin d’ells es tracta pel
mateix context.

1.2 Definicio i propietats

Sigui G un digraf. Es defineix el digraf linia LG com el digraf tal que el
seu conjunt de vértexs V{LG) correspon al conjunt d’arcs de G, és a dir,
V(LG) = {z = uv|(u,v) € A(G)} i tal que dos vértexs en LG sén adjacents
si els corresponents arcs en G ho sén, és a dir uv € V(LG) és adjacent cap
als vertexs de la forma vw € V(LG).

Observem que els graus de entrada i de sortida d’un vertex de LG sén
d”(uv) = d~(u) i d*(uv) = d*(v). Per tant, els graus maxim i minim
d’entrada i de sortida de LG s6n els mateixos que en G. Aixi doncs, si G
és d-regular també ho serd LG. L'ordre del digraf linia LG és, evidentment,
el nombre d’arcs de G. En conseqiiéncia, si G és d-regular i té ordre n,
aleshores LG té ordre dn. Es facil comprovar a partir de la definici6 que un
digraf linia no pot tenir arcs miltiples i que només té llagos si el digraf del
qual és linia també en té.

La proposicié segiient ens descriu el comportament del didmetre respecte
del digraf linia:

Proposicié 1.2.1 ([21]) Sigui G un digraf fortament connez diferent d’un
cicle. Aleshores, el diametre del digraf LG €s una unitat més gran que el
digmetre de G. Es a dir, D(LG) = D(G) + 1.

Donat un digraf G, considerem un vertex v. En el digraf linia LG, els
conjunts de vértexs By = {uv|{u,v) € A(G)} i B} = {vwi{v,w) € A(G)}
verifiquen que per a qualsevol z € B és té que I'*(z) = BJ, i de la mateixa
forma, per a qualsevol y € B}, '~ {y) = B;. Sigui B, el subdigraf de LG
induit pel conjunt de vértexs By UBY. Es immediat veure que si v no té cap
Hag, el subdigraf B, ¢és un digraf bipartit semicomplet amb ribes B, i B}.

Es poden trobar altres propietats dels digrafs linia en [2] (Capitol 10).

Els digrafs linia iterats d’un digraf G, L*G, es defineixen de manera
recursiva com L*G = LL¥~'G. Per exemple, els vértexs de L?G corresponen
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als arcs de LG. En conseqiiéncia, V(L?G) = {uvw|(uv, vw) € A(LG)}. Aixi
doncs, els vertexs de L?G representen els recorreguts de llargada 2 en G,
i es poden escriure com a seqiiéncies de 3 vértexs de G, upu us, de forma
que cada vértex és adjacent en G cap al segiient vértex en la seqiiéncia. En
general, els vertexs de L¥G correponen a recorreguts de llargada k en G i es
poden escriure en forma de seqiiéncies de & + 1 vértexs, uou, - - - ux, de forma
que u; és adjacent cap a u;41. El vértex upu; - - - u; és adjacent en L*G cap
als vértexs de la forma u; - - - ug, on « és qualsevol element de I'* () en G.

Si G és d-regular amb ordre n, llavors L*G és d-regular amb ordre d*n. Si
amés G és fortament connex i diferent d’un cicle, llavors D(L*G) = D(G)++k.

Un recorregut de llargada ¢t en L*G es pot representar com una, seqiiéncia
de k + t + 1 vértexs de G de manera que les subseqiiéncies de k + 1 vértexs
consecutius sén els vertexs del recorregut en L*G.

1.3 Algunes families de digrafs linia iterats

Tot i que la major part dels resultats obtinguts i exposats en aquest treball
es basen en les propietats dels digrafs linia, i en conseqiiéncia no es tenen
en compte les particularitats de les families concretes de digrafs linia, creiem
convenient referir-nos a les families més conegudes d’aquest tipus de digrafs,
ni que sigui per presentar els resultats generals referits a casos concrets.

Bé és cert que hi ha resultats que no hem estat capacos de obtenir per
digrafs linia en general i ens hem limitat a provar-los per algunes families
particulars, com ara els exposats a la Seccié 3.2. En aquesta mateixa seccié
presentem a més unes altres families de digrafs linia iterats que no s’esmenten
en aquest capitol.

1.3.1 Digrafs de De Bruijn

Els digrafs de De Bruijn, B(d, D), d > 2, van ser introduits en {15]. Es tracta
de digrafs d-regulars amb didmetre D i ordre d”.

Aquesta familia té una especial importancia dins dels digrafs linia iterats,
no nomsés perqueé ha estat la més estudiada, sino també perque totes les altres
families estan referides d’alguna forma a aquesta. Aixi, per exemple, a la
Secci6 1.4 es posa de manifest aquesta relevancia. A la literatura, els digrafs
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de De Bruijn han rebut diferents definicions, de les quals en presentem dues!.

Definicié a partir de seqiiéncies

Els vertexs del digraf de De Bruijn B(d, D) sén paraules de llargada D cons-
truides a partir d’un alfabet A de d simbols, que identifiquem amb Z,. Es a
dir,

V(B(d,D)) = {zoz1 - - ~ZTp-1lxi € A}

El vértex zoz; - --Zp-y és adjacent cap als vertexs de la forma z;---zp_ 1@
on «a és qualsevol element de A (Figura 1.1(a)).

Definicié com a digraf linia iterat

El digraf B(d, D) es pot obtenir també com el digraf linia iterat del di-
graf complet amb llagos amb d vértexs, K3. Es a dir, B(d, D) ~ LP-1Kj.
L’equivaléncia entre aquesta definicié i ’anterior és immediata si substituim
P'alfabet A pel conjunt de vertexs del digraf K3.

De forma equivalent, si considerem multidigrafs, atés que K és al seu
torn el digraf linia de K¢, és a dir un digraf amb un sol vértex amb d llagos,
també podem definir el digraf de De Buijn B(d, D) com LPK¢.

1.3.2 Digrafs de Kautz

Els digrafs de Kautz, K(d, D), foren introduits en [35] i constitueixen una de
les families de digrafs amb ordre més gran, fixats el grau maxim i el didmetre,
coneguts fins ara. Sén d-regulars, amb diametre D i ordre dP? + dP-L,
Aquests digrafs es poden veure com a subdigrafs dels digrafs de De Bruijn,
K(d,D} C B(d + 1, D), i com aquests iltims admeten diferents definicions
—tradicionalment se’'n donen tres—, totes elles equivalents. Presentem aqui
dos d’elles que seran les que utilitzarem en aquest treball?.

!Existeix una tercera definicié classica per a aquesta familia de digrafs a partir de
congruéncies, que no presentem aquf ja que no en fem 1s en tot el treball. Aquesta
definicié permet, a més, fer una generalitzacié dels digrafs de De Bruijn, definint-se aix{
els digrafs de Reddy, Pradhan i Kuhl, RPK(d,n) [50].

?La tercera definicié, també a partir de congruéncies, permet generalitzar els digrafs
de Kautz als digrafs de Imase-Itoh, II1{(d,n) {33].
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Definicié a partir de seqiiéncies

De manera semblant als digrafs de De Bruijn, els vértexs del digraf de Kautz
K(d, D) sén paraules de llargada D construides a partir d'un alfabet A de
d + 1 simbols, que identifiquem amb Z4,; amb la restriccié que dos simbols
consecutius han de ser diferents. Es a dir,

V(K(d, D)) = {:L‘o.’L‘l .. °:CD..1|I,' €Az # l‘.'.H}
El vertex zgz;---zp-1 és adjacent cap als vertexs de la forma z;---zp._;0
on o € A, # zp.y (Figura 1.1(b)).
Definicié com a digraf linia iterat
També de forma similar a la familia de digrafs de De Bruijn, el digraf de

Kautz K(d, D) es definieix com el digraf linia iterat del digraf complet amb
d + 1 vertexs, Ky. Es a dir, K(d, D) ~ LP-'K,.

Figura 1.1: Digrafs (a) De Bruijn B(2,3), (b) Kautz K(2,2) i (c) Papa-
llona WDB(2,3). Aquest dltim s’ha d’entrendre amb la direcci6 dels arcs de
esquerra a dreta, i identificant la primera i ultima columnes.
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1.3.3 Digrafs Papallona

Els digrafs Papallonae han rebut una especial atencié des del punt de vista de
comunicacions principalment per la seva alta transitivitat i per la facilitat per
adaptar els algorismes de FFT (Fast Fourier Transform) a la seva topologia.
A la literatura han rebut diferents noms i definicions no sempre totalment
equivalents, com ara Sufflenet [30], Butterfly (Papallona) [37] o Generalized
Cycles [49]. En centrem en aquest treball en la definicié com a digrafs regu-
lars i ens referirem a aquests digrafs amb la notaci6 WDB(d,n) (Wrapped
Directed Butterfly). El digraf W DB(d, n) és d-regular amb didmetre 2n — 1
i ordre nd™.

Definicié a partir de seqiiéncies

El digraf Papallona W DB(d, n) té com a conjunt de vértexs els parelis (z,{)
onz € Z;i0 <! < n. El vertex (zoz; - Zn_1,1) és adjacent cap als
vertexs de la forma (g« - Zy10Z1y1 « - * ZTn_1, {+1 mod n) amb a € Z, (Figura

1.1(c)).

Altres caracteritzacions

No és dificil comprovar que la definicié anterior correspon a un digraf isomorf
al producte directe d’un digraf de De Bruijn i un cicle, WDB(d, n) ~ C, x
B(d,n). D’aquesta dltima caracteritzacié es desprén que també es tracta
d’un digraf linia iterat: WDB(d,n) ~ L" YK} x C,) ~ L"dC, tal com es
demostra a {3)].

A diferéncia de les families anteriors, en que cada nova iteracié del digraf
linia representa un nou digraf de la mateixa familia, el digraf linia d’un digraf
Papallona no és un digraf Papallona.

1.4 Producte acolorit de digrafs

Presentem en aquesta seccié un nou producte que, d’entre altres propie-
tats, ens permetra definir ’operacié de digraf linia d’'una forma alternativa.
Aquesta nova manera d’enfocar el digraf linia ens serad d’utilitat per trobar
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alguns nous resultats en les families de digrafs linia iterats, en especial pel
que fa referéncia a algorismes de broadcasting, tal com es veura al Capitol 2.

Abans, pero, de parlar d’aquest producte haurem de definir alguns nous
conceptes.

1.4.1 Coloracions en digrafs

Definicié 1.4.1 Sigui G = (V, A) un digraf. Una arc—coloracié de G és un
parell (C, V), on C és un conjunt de d colors que quedard identificat amb
Zg, i U és una aplicacié ¥ : A — C tal que per a tot vértez v € V(G)
Uaplicacid W restringida als arcs incidents des de v és injectiva, i també ho
és Uaplicacid U restringida als arcs incidents cap a v. Un digraf G amb una
arc-coloracié (C, V) vindrd denotat pel parell (G, ¥).

En altres paraules, una arc—coloracié de G és una assignacié de colors als
arcs de G de forma que els arcs incidents cap a un mateix vertex tenen colors
diferents i el mateix passa amb els arcs incidents des d’un mateix vertex.

El segiient és un resultat classic dins de la Teoria de Grafs:

Proposicié 1.4.2 ([47]) Tot digraf d-regular admet com a minim una arc-
coloracid amb d colors.

Per tant, d’ara endavant, quan ens referim a digrafs d-regulars amb una
arc—coloracid {C, ¥) considerarem sempre |C| = d.

Es facil observar que en el cas de digrafs d-regulars la aplicacié ¥ restrin-
gida als arcs incidents des de o cap a un mateix vértex és també bijectiva. Per
tant, donat (G, ¥) on G és d-regular, és pot definir I'aplicacié c¢¥ : V — V,
de forma que c¢fv = u on u és tal que (v, u) és un arc de G amb ¥(v,u) = ¢;.

L’aplicacié ¢ és bijectiva, i denotarem la seva inversa com ¢ ¥.

Abans de seguir amb altres definicions sera 1itil considerar el resultat que
ve a continuacio:

Lema 1.4.3 Sigui (G, ¥) un digraf d~regular amb una arc-coloracié. Donats
dos vértezs u,v € V(G), u # v, i donada una segiiéncia d’operadorscy ...cy
sempre es verifica que cf ...cfu#cy...cfv.
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Demostracié: Atés que les aplicacions ¢} sén bijectives, tal com s’ha vist

abans, estan definides les apliacions ¢;¥. Suposem que cf...cfu =

c¢f...clv. Per tant tenim c7¥ef ...cfu = ¢{¥c¥...c¥v. Pel mateix
raonament, ¢ ¥ ...c; Vel ... c¥u=c;¥...c7¥c¥...clv. Perd atés que
¢ ‘I’c;“ és 'operador identitat, tindriem » = v, en contradiccié amb el
que haviem suposat. ]

Definim ara un altre tipus de coloracié:

Definicié 1.4.4 Sigui G = (V, A) un digraf d-regular i k-assolible. Una
B-coloracié del digraf G, és una terna (C,®,0), on C és un conjunt de d
colors que sera identificat amb Zg, i ®, © son aplicacions ® : A — C ,
© : V — C* amb les segiients propietats:

1. Per a tot u € V, la aplicacic ® restringida al conjunt d’arcs incidents
des de u és bijectiva.

2. La aplicacid © és injectiva.

3. Per a tot u,v € V hi ha un cami de llargadae k, ug,uy,...,ur amb
=y { v = ug, de forma que (®(u,uy),. .., Plug_y,v)) = B(v).

Un digref G amb una B-coloracid (C,®,0) vindrd denotat per la terna
(G, 9,0).

En altres paraules, una B-coloracié d'un digraf G és una assignacié de
colors als arcs de G i un etiquetatge dels seus vértexs amb seqiiéncies de k
colors, de forma que des de qualsevol vertex, seguint el cami indicat per la
seqiiencia de colors definida per I'etiqueta del vertex v, s’arriba al vertex v.
A la Figura 1.2 es déna un exemple d’un digraf amb una B-coloracié.

Igual que hem fet amb arc—coloracions, definim les aplicacions ¢f : V —»
V de forma que ¢f'v = u on u és tal que (v, u) és un arc de G amb ®(v,u) = ¢;.
Ara, perd, les aplicacions ¢ no sén bijectives, ja que 'aplicacié  restringida
al conjunt d’arcs incidents cap a v no ho és.

En general no és cert que qualsevol digraf G, d-regular i k-assolible ad-
meti una B—coloracié. El fet que un digraf permeti una coloraci6é d’aquest
tipus representa un gran avantatge pel que fa a I'existéncia d’encaminaments
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Figura 1.2: Digraf amb una B-coloracié

senzills en comunicacions, permetent un sistema d'adrecament de missatges
rapid i que requereix poc consum de memoria. El segiient resultat ens mostra
una familia de digrafs que admet una B-coloracié.

Proposicié 1.4.5 Un digraf de De Bruijn B(d, D) sempre admet almenys
una B-coloracié (C,®p,0p) que anomenarem B-coloracid propia.

Demostracié: Es immediat comprovar que la mateixa definicié del digraf
de De Bruijn a partir de seqiiéncies correspon a una B-coloracié si
assignem el color @ a 'arc (z¢...2zp, 2 ...2pe). ™

1.4.2 Producte acolorit: Definicié i propietats

Definicié 1.4.6 Sigui G = (W}, A1) un digraf d-regular amb una arc—colo-
racid (C, V) i sigui H = (Va, Ap) un digraf d-regular i k-assolible amb una
B-coloracis (C,®,0). Es diu que F és el producte acolorit de (G, ¥) per
(H,9,0), F=(G,¥)0q4(H,9,0), si F = (V, A) és tal que

s V=VixW

o ((ug,v1), (uz,12)) € A si i només st (ur,u2) € Ay, (v1,12) € Ay ¢
U{uy, ug) = &(vy, v2).
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Vegem a continuaci6 algunes propietats basiques d’aquest producte:

Proposicié 1.4.7 Sigui G un digraf d-regular amb una arc—coloracié (C, ¥),
t sigui H un digraf d-regular i k-assolible amb una B-coloracid (C, ®,0).
Llavors el digraf F = (G, ¥) ©4 (H, ®,0) és d-regular.

Demostracié: Ateés que les aplicacions ¥ i ¢ restringides als gres incidents
des d’'un mateix vertex sén bijectives, és immediat que F és regular de
sortida, amb grau d* = d. Per veure que també és regular d’entrada,
donat el vertex (u,v) € V(F), sigui quin sigui el color de Parc (v, v) €
A(H), sempre existira només un vértex u’' € V(G) adjacent cap a u de
forma que ¥(v',u) = ®(v', v), doncs l'aplicacié ¥ restringida al conjunt
d’arcs incidents des d’un mateix vértex també és bijectiva. Es té, per
tant, que |['~(»,v)| = |['~(v)|, i en conseqiiéncia F' també és regular
d’entrada amb grau d~ = d. |

Proposicié 1.4.8 "Sigui G un digraf d-regular amb didmetre D i amb una

arc-coloracié (C, V), i sigui H un digraf d-regular i k—assolible amb una B-

coloracié (C,®,0). Llavors, donat el digraf F = (G, V) @4 (H, ®,0), es té
"D(FY<D+k.

Demostracié: Per provar-ho trobarem un camf entre dos vertexs qualssevol
z = {uy,v1) i y = (uy,v0) amb d(z,y) < D + k. Essent D el diametre
del digraf G, existird en G un cami de llargada més petita o igual a
D, des de u; fins a qualsevol altre vertex. Es facil comprovar que, per
a tot w € V(G), w # uy, en el digraf F existird un cami de llargada
més petita o igual a D des del vértex (u;,v;) a un vértex de la forma
{(w, z) per a algun z € V(H). Segons la definicié d'una B-coloracié,
es té que, donat ©(vy) = c;...¢, per a qualsevol vertex 2z € V(H),
cf...cfz = vy, i en conseqiiencia, donat el Lemma 1.4.3, seguint en
F el cami corresponent a la seqiiéncia de colors ¢; ...c¢; des de cada
un dels veértexs (w, z) i (u1,v1), s'arriba als vertexs (£, v;), Vt € V(G)
exactament en k passos. En particular, s’arribard al vértex y = (up, v2)
des de z = {uy, v;) per un cami de llargada més petita o igual a D + k.

=

L’interés per aquest producte, pel que fa a aquest treball, és la seva equi-
valéncia amb Poperacié de digraf linia, tal com es veura al segiient apartat.
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No incloem, per tant, altres resultats genérics perqué considerem que cauen
fora de ambit d’aquesta tesi.

1.4.3 Producte acolorit i digraf linia iterat

Proposicié 1.4.9 Sigui (G, V) un digref d-regular amb didmetre D i amb
una arc~coloracid, 1 sigui (B(d, k), &, Op) un digraf de De Bruijn amb una
B-coloracid propia. Llavors (G, ¥) @4 (B(d, k), ®5,05) ~ LG

-

Demostracié: Recordem que donat un digraf G, el conjunt de vertexs del
digraf L*G, V(L*G), ve definit com el conjunt de tots els possibles
recorreguts de llargada k en G, i que el vértex z € V(L*G) és adjacent
cap al vertex y € V(L*G) si i només si representen en G dos camins
adjacents, és a dir, * = vovy ... Vg1 L Yy = vy .. . Vg1V OD (Vg—1, k) €

AG).

Ara bé, donada una arc-coloracié de G, un cami de llargada k de u a
v el podem definir com (v,ap...ax-1) On ap...ax-; és una seqiiéncia
de colors tal que u = ¢;Y...c;¥ v. Amb aquesta notacié, en L*G
dos vértexs x,y son adjacents si i només si z = (vg,05...8p-1) 1 Yy =
(v1,a1 - . ak-10x) on (v, 1) € A(G) 1 ¥(vp,v;) = a;. Fixem-nos, a més,
que per a qualsevol seqiiencia de colors, ap . . . a-;, €l parell determinat
per z = (v,aq...ax_;) és un vértex de LFG. Aquesta definicid, pero,
correspon a la de (G,¥) @4 (B(d, k), ®5,05p). El resultat queda, per

tant, demostrat. ™

Es interessant remarcar el fet segiient, que es desprén de la demostracié
precedent:

Observacié 1.4.10 El resultat anterior no depén de la coloracid (C,¥) del
digref G.

Aquesta observacié no és certa en general si prenem un altre digraf amb
una B-coloracié diferent del digraf de De Bruijn.
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1.5 Homomorfismes en digrafs linia

Donat un digraf G, d-regular, si considerem el digraf L*G com el producte
acolorit (G, ¥) @4 (B(d, k), ®5,O8), apareix de forma natural 'existéncia
d’homomorfismes de L¥G tant sobre G com sobre B(d, k). Aixi doncs, podem
observar de manera immediata que l'aplicacié ¥ : V(LFG) — V(G), en
la qual (v, 2o+ zx—1) = v, és un homomorfisme. De la mateixa forma,
la aplicacié +' : V(L*G) — V(B(d, k)) per la qual la imatge del vértex
(v,zg- - Tg-1) és 2o+ - Ty també es tracta d’un homomorfisme.

En qualsevol cas existeixen altres homomorfismes d’un digraf linia LG en
el digraf G. Es poden trobar resultats en aquest sentit a [52]. En particular
en aquesta referéncia es descriu un homomorfisme de B(d, D) en B(d, D —
1) en el qual al vértex xpzy---xp_1 li correspon el vertex (zp — z1)(z; —
Z3)+++(Zp-z — Tp-1), on la resta s’ha d’entendre modul d. Es facil veure
que aquest homomorfisme és arc-regular i la imatge de qualsevol vértex de
la forma aa---a és el vértex G0---0. Aquest resultat el farem servir en el
Capitol 2.



Capitol 2

Algorismes de broadcasting en
digrafs linia

Resum

Proposem algorismes de broadcasting en digrafs linia sota els
models d’'un sol port i de p ports. Els nous algorismes proposats
es basen en la idea d’induir un algorisme conegut sobre un digraf
G en el seu digraf linia LG. Gracies a la iteracié d’aquest métode
apareixen noves fites superiors del temps de broadcasting en les
families de digrafs linia iterats, millorant els resultats coneguts
fins ara.

Una versi6 reduida d’aquest capitol ha estat publicada a [8]






2.1 Introduccié 31

2.1 Introduccid

Tal com s’ha exposat al Capitol 0, broadcasting és el procés en el qual un
vertex del (di}graf ha de fer arribar una unitat d’informacié, que anomenarem
v, a la resta de vértexs del {di)graf. Ens referirem al vértex des del qual
s’inicia 1'algorisme com a vérter originador.

Aquest problema apareix a la literatura considerat sota diferents models
corresponents a diferents problemes de comunicacié (vegeu [22, 32} per a
recopilacions recents). En aquest capitol farem referéncia basicament a un
d’ells, anomenat model d’un sol port, en el qual durant una unitat de temps
un vértex que coneix 7 pot comunicar-la a un dels vértexs que sén adja-
cents des d’ell. Sota aquest model no és possible que un vértex rebi la pega
d’informacié a través de més d’'un vértex alhora, tot i que aquesta és una
restriccié en realitat inexistent, ja que per conéixer v nomsés li cal rebre-la
d’un vertex. Si en un algorisme es produeix aquest conflicte és suficient que
un dels vértexs que hauria d’enviar la informacié no ho faci. De la mateixa
forma tampoc no és possible que un vértex rebi i envii v durant la mateixa
unitat de temps.

A la Seccié 2.6 utilitzarem un altre model, anomenat model de p ports
en el qual un vértex pot comunicar la informacid a p dels seus veins en una
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mateixa unitat de temps.

En qualsevol dels models, un algorisme de broadcasting defineix un ar-
bre generador del (di)graf, a partir dels arcs o les branques que han estat
utilitzades en el procés. Aquest arbre és a més, en el cas de digrafs, una
arborescéncia. Ens referirem a aquest arbre com a arbre de broadcasting.

Habitualment, I’objectiu en el disseny d’algorismes o protocols de broad-
casting és el de minimitzar el temps d’execucié. Donat un vertex v € V(G),
es defineix b{v) com el minim nombre d’unitats de temps per a que finalitzi
un algorisme de broadcasting éssent v el vértex originador. Donat un {di)graf
G, Pexpressi6 b(G) designa el maxim valor de b{v) per a qualsevol v € V(G).

Una primera fita inferior, general per a qualsevol (di)graf, ve donada per
la proposicié que enunciem a continuacié:

Proposicié 2.1.1 ([32]) Sigui G un graf, dirigit 0 no, amb n == |V(G)|.
Llavors, sota el model d’un sol port, b(G) > {log, n].

De fet, aquest resultat posa de manifest que a cada unitat de temps, el
nombre de vértexs que poden ser informats és com a maxim el nombre de
vertexs que coneixien la informacié fins aquell moment, ja que sota el model
que considerem, cada vértex pot informar només un dels seus veins. Un
{di)graf en el qual es pugui assolir la fita de la Proposicié 2.1.1 es diu que és
un {di)graf de broadcast. Es immediat que K, és, per exemple, un digraf de
broadcast.

Es facil veure que aquesta fita inferior no sera assolible si el grau d del
(di)graf és limitat. Aixi, per exemple, si n = 2* i d < k la fita inferior [log, n]
no es podra assolir, ja que no serd possible que a cada unitat de temps els
vertexs informats facin arribar la informacié a algun vef seu.

D'altra banda, no és dificil obtenir altres fites per al temps de broadcast-
ing per a un (di)graf general. Per exemple, la que proposem a continuacié:

Proposicié 2.1.2 ([32]) Sigui G un graf, dirigit 0 no, amb diametre D i
grau mazim A. Llavors, sota el model d’un sol port, D < b(G) < AD.

Donat un (di)graf G, un problema dmpliament considerat a la literatura
és el de determinar quin és el valor de b(G), o com a minim fitar-lo de la
manera més acurada possible. Evidentment, si es construeix un algorisme de
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broadcasting en un (di)graf G tal que des de qualsevol vértex el temps en
completar-se és inferior o igual a Tg, es té que max{D, [log, n]} < b(G) <
Ts.

En els darrers anys s’ha estudiat extensament el problema de determinar
fites superiors del temps de broadcasting en algunes families de digrafs linia
iterats. Els millors resultats que s’han trobat fins ara els exposem a la Taula
2.1.

digraf temps referéncia
B(d, D) HL(D+1) {10]
B{d,D) | 2Dl|log,d] (28]
B(d, D) 3D|log, d| (28]
B(d, D) | 3(D|logsd| + 3) [28]
K(d,D)| “(D+1) [10]
K(d, D) 2D|log, d] [28]

Taula 2.1: Millors resultats trobats a la literatura

En el cas de digrafs Papallona, €l problema de broadcasting només s’ha
considerat de manera parcial per al cas no dirigit, WB, amb graud =2, i el
temps que s’ha trobat 'enunciem a les proposicions segiients:

Proposicié 2.1.3 ([36]) El temps de broadcasting per al graf WB(2,n) és
inferior o igual a 2n — 1.

Proposicié 2.1.4 ([51]) Sin és suficientment gran, ezisteir una constant
c tal que b(WB(2,n)) < 2n — 1log,log,n +c.

Recentment s’ha estudiat el temps de broadcasting en grafs subjacents a
digrafs linia en general, obtenint-se fites que milloren la majoria de resultats
per als grafs de De Bruijn i Kautz entre d’altres (vegeu [9]).

El problema que nosaltres tractarem en aquest capitol és el de determinar
fites superiors del temps de broadcasting en digrafs linia iterats en general,
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mitjangant la construccié d’algorismes que aprofiten les propietats estudiades
en el Capitol 1. El meétode que proposem es basa en suposar conegut un
algorisme de broadcasting en un digraf G per tal d’induir-lo sobre el seu
digraf linia. Es mostra en primer lloc un metode senzill d’induccié que es va
complicant en les diferents seccions, obtenint-se cada cop millors resultats.
La iteracié d’aquest métode déna resultats sobre el temps de broadcasting
en les families de digrafs linia iterats que milloren els resultats coneguts fins
ara, inclus si es consideren els grafs subjacents a aquests digrafs.

2.2 Broadcasting en digrafs linia

Donat un digraf G d-regular amb n vertexs, el nostre objectiu és trobar un
protocol de broadcasting per al seu digraf linia LG. Amb aquest proposit
definim el segiient procés de comunicacié:

Definicié 2.2.1 Donat un digraf G = (V, A), s’anomena procés d’emulacié
sobre G d’un protocol de broadcasting en LG al procés de comunicacid sobre
G en el qual un arc (u,v) € A(G) i un vértex v € V(G) cap el qual larc
(u,v) és incident, transmeten una unitat d’informacid v a través de tots els
arcs de G.

Les regles per a aquest procés son les que s’enuncien a continuacid:

1. A cada unitat de temps un vértez u € V(G) pot enviar v a través de
tants arcs com el nombre d’arcs incidents en aquell pels quals ha passat
préviament la unitat d’informacid.

2. No hi ha restriccions en quant al nombre d’arcs incidents en un mateizr
vértez pels quals passi v simulténiament. Un vérter pot enviar § rebre
informacid en la mateiza unitat de temps.

Un procés d’emulaci6 sobre un digraf G és equivalent a un algorisme de
broadcasting sobre el seu digraf linia LG. Efectivament, atés que els vértexs
de LG corresponen als arcs de G, ’'objectiu de V’emulacié sera fer passar la
unitat d'informacié v a través de tots els arcs de G. L’originador del procés
hauria de ser un arc de G, encara que per a fer-ho més intel-ligible suposem
que és un arc i el vertex cap al qual aquell arc incideix. L’equivaléncia de les
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regles en un i altre cas es poden veure reflectides a la proposicié que enunciem
a continuacié:

Proposicié 2.2.2 Les regles per a un procés d’emulacié sobre G d’un proto-
col de broadcasting en LG sdn equivalents a les d’un algorisme de broadcasting
sobre el digraf LG. )
Demostracié: El fet que la unitat d’informacié v hagi passat a través del
arcs (uy,v), (u2,v), ..., (ux,v) de G és equivalent a dir que els vértexs
w1V, Usl, . . ., Uxv €n- LG han rebut 4. D’altra banda, si el vertex v en-
via la informacié a través dels arcs (v, wy),..., (v, wi) simultiniament,
serd equivalent a que els vertexs uyv, ugv,...,u,v en LG envien v als
veértexs vwy, ..., VW en una mateixa unitat de temps. Finalment, un
vertex v que rep 7 a través dels arcs (ux41,9),. .., (Urtp, v) alhora, és
una emulacié6 del fet que els veértexs ux419,...,ukpv de LG reben la
informacié d’altres vértexs de la forma wju;, i = (k+1)...(k+p). m

Adonem-nos que aquest procés d’emulacié no determina univocament
I’algorisme de broadcasting en LG, ja que no s’ha especificat quin vertex
d’entre 4y v, usv, ..., upv envia -y al vértex vw;.

2.2.1 Induccié d’un algorisme en LG

Sigui G un digraf d-regular sobre el qual es coneix un algorisme de broadcast-
ing des d’un vértex v que funciona en temps t. L’objectin d’aquest apartat
és construir un protocol en LG des del vertex uv, o de forma equivalent un
procés d’emulacié sobre G. Amb aquest proposit escollim una arc-coloracié
per als arcs de G.

Durant les t primeres unitats de temps en el procés d’emulacié seguirem
exactament l'algorisme de broadcasting en G des del vértex v. Com a resultat
obtenim que tots els vertexs han estat informats mitjancant un arc. A partir
d’aquest moment es tracta que la informacié travessi tots els arcs incidents
des de tots el vértexs. Per tal de fer-ho seguirem el segiient procediment:

A llinstant ¢ + 1 tots els vértexs envien 4 a través del arc sortint de color
1. Donat el resultat del Lema 1.4.3, a la fi d’aquesta unitat de temps, tots
els vertexs hauran rebut la informacié a través de I’arc amb color 1. Durant



36 Algorismes de broadcasting en digrafs linia

la unitat de temps ¢ + 2 els vértexs envien la informacié a través de 'arc de
color 2. Per tant, ara els veértexs coneixen -y a través dels arcs de colors 1 i
2, de manera que en la segiient unitat de temps podran enviar-la a través de
dos arcs diferents (3 i 4).

Es facil comprovar que seguint aquest procediment, a cada unitat de
temps, es pot doblar el nombre d’arcs pels quals cada vertex envia 7. Per
tant, després de k unitats de temps el nombre total d’arcs informats des de
cada vertex sera 14+ 14 2+4... 4+ 252 = 251 Atés que G és d-regular, el
procés d’emulacié s’acabara quan 25~1 > d, és a dir, en temps ¢+ [log, d] +1.

De manera formal podem enunciar el resultat segiient:

Teorema 2.2.3 Donat un digraf G, d-regular, tal que es pot completar un
algorisme de broadcasting en temps t, llavors ezisteiz un protocol de broad-
casting en el seu digraf linia LG que es completa en t + [log, d] + 1 unitats
de temps.

2.2.2 Millora de I’algorisme en LG

En el protocol descrit a 'apartat anterior no hem fet ds dels segiients fets:
A Pinstant ¢ la informaci6 vy ha arribat a cada vertex a través d’un arc d’un
color determinat, i d’altra banda estem suposant que tots els vértexs han
estat assabentats a temps ¢, sense tenir en compte que alguns ho han estat
abans. Per exemple, suposem que el vertex u ha estat informat per mitja
d’un arc de color diferent de 1. Si fos aixi, a 'instant ¢ + 2 podria enviar 4
a través de dos arcs en comptes d'un. De la mateixa forma, si un vértex ha
estat informat en el protocol en G a l'instant ¢ — h, ha tingut temps d’enviar
la informacié a través de h arcs abans no comenci la segona part del protocol.

En aquesta seccié mostrarem com, escollint una arc—coloracié adequada,
podem tenir en compte aquests dos fets, reduint en molts casos el temps de
l’algorisme.

Per determinar una coloracié adequada dels arcs de G considerem P'arbre
generador que ve donat per ’algorisme de broadcasting en G des del vertex
v i acolorim-lo segons les segiients regles: per a cada vértex, 1’dltim arc que
utilitzi per a informar algun vei, tindra assignat el color 0. El pemiltim
tindrd assignat el color —1 (mod d) i aixi succesivament, de manera que si
un vértex ha informat & veins, el primer arc utilitzat tindra color —(k — 1)
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(mod d). Ens referirem a 'arbre acolorit d’aquesta forma com arbre acolorit
de broadcasting.

A partir d’ara endavant suposarem que G és tal que admet una arc-
coloracié compatible amb I'arbre acolorit de broadcasting, és a dir, que donat
Parbre acolorit de broadcasting, es poden acolorir la resta dels arcs del digraf
obtenint una arc-coloracié. Tot i que aixd no és possible en general, si ho
serd en els casos que ens interessen. Aixi, per exemple, si G és un digraf linia
si que es podra fer, tal com es veu a la proposicié segiient:

Proposicié 2.2.4 Si G és un digraf linia llavors admet una arc-coloracis
compatible amb qualsevol arbre acolorit de broadcasting.

Demostracié: Sigui G un digraf linia. Llavors, donada la particié dels seus
arcs com a digrafs bipartits semicomplets, qualsevol arc-coloracié es
podra fer de manera local, ja que per fer una arc-coloracié del digraf
es poden acolorir el arcs a cada B, de forma independent.

D’altra banda, atés que I'arbre de broadcasting és un arbre generador
del digraf, a cada B} hi ha exactament un arc incident cap a cada
veértex que pertany a ’arbre de broadcasting (excepte en el cas del
vértex originador de 'algorisme en G, que suposarem que ha estat
informat per I'arc que pretenem que sigui 'originador a Yalgorisme en
LG). Pel que fa als vertexs a By, anomenarem ér(z) al nombre d’arcs
incidents des de = que pertanyen a l’arbre de broadcasting, és a dir, al
grau de sortida de z en arbre generador.

Per assignar una arc-coloraci6 a G a partir de I’arbre acolorit de broad-
casting, seguirem el procediment descrit a continuacié.

Etiquetem els vértexs en B} ien B; d’acord amb el segiient esquema:
assignem l'etiqueta 1 a un vértex x € B, amb dr(z) > 1. Als vértexs en
B} adjacents des de z a ’arbre acolorit de broadcasting, els hi assignem
les etiquetes 1, 2,. .., 67(z) de forma que Iarc (1, ¢) tingui color —(i—1)
(mod d). A continuacié prenem un altre vértex z' € B, amb ér(z') > 1
i i assignem I'etiqueta 1+ ér(z). Amb els vértexs en B adjacents des
d’ell procedim de manera aniloga a com ho hem fet abans, és a dir, els
hi assignem etiquetes dr(z) + 1,...,6r(z) + ér(z’) de forma que l'arc
(i, 7) tingui color (i — 7} (mod d). Si procedim de la mateixa forma
fins haver etiquetat tots els vértexs de By amb grau de sortida més
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Figura 2.1: Assignaci6 d'etiquetes als vértexs

gran o igual a 1 a P’arbre de broadcasting, haurem assignat etiquetes a
tots els vértexs de B}. Un cop fet aixd, assignem als vértexs en B, que
no han estat etiquetats, les etiquetes restants (vegeu la Figura 2.1).

Ara que tots els vértexs han estat etiquetats, assignem el color (i — j)
{mod d) a I'arc (1, 7).

Es immediat comprovar que mitjangant aquest procediment es constru-
eix una arc-coloracié compatible amb ’arbre acolorit de broadcasting.
]

Donat un arbre acolorit de broadcasting T sobre un digraf G, ens referirem
al digraf arc-acolorit de forma compatible com (G, ¥7). Direm que un vértex
és de tipus k si ha rebut la informacié a través d’un arc de color ~k  (mod d).

Tal com hem definit I’arc—coloracié de ’arbre de broadcasting és immediat
que si v és un vertex de tipus k, llavors ha rebut « a 'unitat de temps
t — k o abans, on t és el temps que necessita ’algorisme de broadcasting per
finalitzar. Per tant, el vértex v ha tingut temps d’enviar la pega d'informacié
v a k —1 dels seus veins. Pot-ser, tal com hagi estat dissenyat I’algorisme de
broadcasting, aix0 no és aixi: és possible que tots els seus veins hagin estat
informats abans, i per tant el vértex v hagi estat sense fer res durant algunes
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unitats de temps. Si aquesta situacié es produeix, modificarem V’algorisme
de broadcasting de manera que durant les unitats de temps en que v hauria
estat “adormit”, envia informacié als seus veins. Aixo tindra sentit sempre
i quan considerem algorisme de broadcasting com una emulacié en LG, en
la qual un vértex pot rebre la informacié a través de més d’un arc. Es facil
veure que es verifica el resultat segiient:

Lema 2.2.5 Sigui (G, Y1) un digraf amb una arc-coloracid determinada per
un algorisme de broadcasting. Sempre es pot modificar Ualgorisme de tal
forma que es verifiqui que si un verter és de tipus k, en acabar l'algorisme,
haurd enviat v a través dels arcs de colors 0,-1,...,—(k - 1).

Ens referirem a I’algorisme amb aquestes modificacions com algorisme de
broadcasting modificat.

L’especificacié del protocol d’emulacié continua de Ia segiient forma: Du-
rant la unitat de temps ¢ + 1 cada veértex v envia <y a través de 'arc de color
1. Si v és de tipus d — 1, d’acord amb el Lema 2.2.5, en acabar aquesta
unitat de temps, haurd enviat la informacié v a tots els seus veins. En cas
contrari, haurd rebut la informacié a través d’un nou arc {(ja que tots els
vértexs han enviat v a través del color 1) i per tant podra enviar-la a través
de dos arcs més durant la segiient unitat de temps. Adonem-nos que en el
protocol descrit a la seccié precedent consideravem que només podia enviar
la informacié a través d’un arc. De manera formal podem establir el segiient
resultat

Lema 2.2.6 Sigui (G, ¥r) un digraf d-regular amb una arc—coloracié com-
patible amb un arbre acolorit de broadcasting T, corresponent a un algorisme
de broadcasting que funciona en temps t. Llavors ezisteiz una emulacié en
LG de manera que després de la unitat de temps t + h,

1. un vértez de tipus k, k € {~1,-2,...,—(2" — 1)}, ha enviat v a tots
els seus veins;

2. un vérter de tipus k, k & {~1,~2,...,—(2" — 1)}, ha enviat v a través
dels arcs de colors j, 1 < j < 2" —1, i I’ha rebuda, com a minim, a
través de 2" arcs.
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Demostracié: La demostracié és per induccié en h, utilitzant 1’algorisme
de broadcasting modificat de forma que es verifiqui el Lema 2.2.5. Els
casos h = 0,1 sén trivials. Suposem que I’enunciat és cert per a hg i
considerem un vertex v de tipus k. Fixem-nos ara a la unitat de temps
segiient, és a dir t+ho+1. Si—k € {1,2,...,2"% —1} el resultat és cert,
perque ja ho era en t -+ hg, és a dir, v ha enviat v a tots els seus veins.
En cas contrari, el vértex v ha rebut la informacié a través de 2% arcs
abans de comengar la unitat de temps ¢ + hg + 1, tal com hem suposat.
En aquest Gltim cas, durant ¢ + ho + 1, si —k € {2ho,. .. 2ho+1 — 1}
podrd enviar v a la resta dels seus veins, verificant-se el resultat (1).
En cas que —k ¢ {1,2,...,20*1 — 1}, el vértex v pot enviar -y a través
dels arcs 2, ..., 2R+ — 1, Atés que en qualsevol cas tots els vertexs
hauran enviat 7 a través del arcs de colors 1,2,...,2%* —1, en aquesta
darrera situacié, v haura rebut la informacié v a través de 2**! arcs
(recordem que I’ha rebuda també abans de ¢ a través de ’arc —k). Per
tant, també es verifica el resultat (2) que preteniem demostrar. ]

Considerant que [log,(n+1)] = |log, n] +1, a partir del Lema 2.2.6 i de
la Proposicié 2.2.2, és immediat el resultat del teorema segiient:

Teorema 2.2.7 Sigui (G, ¥7) un digraf d-regular amb una arc-coloracid
compatible amb un arbre acolorit de broadcasting T, corresponent a un algo-
risme de broadcasting que funciona en temps t. Llavors ezisteiz un algorisme
de broadcasting en LG que funciona en temps t + |log, d] + 1.

2.2.3 Exemple

Suposem que volem construir un algorisme de broadcasting sobre B(3,3) des
del vertex 012. Per tal de fer-ho necessitem congixer un algorisme sobre
B(3,2) des del vertex 12. A la Figura 2.2 es pot observar ’arbre ja acolorit
definit per aquest algorisme. Fixem-nos a més que en aquest cas es compleix
el Lema 2.2.5 i per tant no fara falta fer cap modificacié.

A fi de determinar P'arc—coloracié adequada de B(3,2) etiquetem els
vértexs a cada un dels subdigrafs B, tal com s’indica a la Proposici6 2.2.4
i acabem d’acolorir el digraf segons aquest etiquetatge. Adonem-nos que
tot i que ’arc 012 no forma part de I’arbre de broadcasting, atés que serd
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2 N2
t=2 01/’1 \o 29

t=310/0 02 ) 92t 1/

Figura 2.2: Arbre acolorit de broadcasting sobre B(3, 2).

Poriginador a I’algorisme en LG podrem assignar-li un color abans d’etiquetar
els vertexs. Les etiquetes assignades a cada vértex vindran determinades per
la posicié que aquest ocupi a la Figura 2.3.

Determinar I’arc-coloracié del digraf resulta ara immediat assignant el
color ¢ — j a larc (4,j) a cada un dels B,. Per tant, els colors assignats a
cadascun dels arcs sén els determinats en la Taula 2.2.

color arcs
0 001 202 100 112 010 211 220 021 122
1 002 101 200 112 210 011 022 221 120
2 000 102 201 111 212 010 020 222 121

Taula 2.2: Arc-coloracié de B(3,2).

1 02 7 20 10 7 01 22 12
2 o1 e 00 12 e 11 21 * 02
3 00

10 11 e——e 21 20 o 22

Figura 2.3: B(3,2) representat com subdigrafs K3 3. Els
arcs dibuixats sén aquells que ja han estat acolorits.
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Per a finalitzar I’algorisme ho farem de la segiient forma: Durant ’instant
5, tots els vertexs envien 7 a través de I’arc de color 1, i durant l'instant
6, 'envien a través dels arcs de colors 2 i 0, completant I’algorisme. Per
tant, només resta traduir-ho en termes d’un algorisme de broadcasting sobre
B(3,3) (Figura 2.4).

010

100

003 l\ P“l\ioo\. \/l !

10 022 221 (112 {210

f

' » e ¢ o
000 102 021 | 222 111 212

®020 110 ®220 €01

Figura 2.4: Algorisme de broadcasting sobre B(3, 3)

Adonem-nos que aquest algorisme de broadcasting no és inic, ja que
existeix una ambigiiitat durant la unitat de temps 6: no queda especificat
des de quins arcs incidents cap al mateix vértex v en B(3,2) —corresponents
a diferents vértexs en B(3,3)— s’envia la informacié cap als arcs incidents
des de v. Per exemple, una altra possibilitat hagués estat fer que el vértex
002 enviés «y al vertex 021 i que el vertex 202 'enviés a 020.

2.3 Algorisme en L?G

En tota aquesta seccié suposarem que (G, ¥r) és un digraf d-regular amb
d=2%(1+ (), 0 < B <1, amb una arc—coloracié compatible amb qualsevol
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arbre acolorit de broadcasting T corresponent a un algorisme que funciona
en temps .

Tal com hem vist a la secci6 anterior, donat un digraf G amb un algorisme
de broadcasting en temps t, podem obtenir un algorisme de broadcasting per
al seu digraf linia, LG, que funciona en temps ¢ + |log,d| +1 =t + o+ 1.
Aquest 1ltim digraf, atés que és un digraf linia, per la Proposici6 2.2.4, podem
assegurar que tindra una arc-coloracié compatible amb 1’arbre acolorit de
broadcasting corresponent a l'algorisme obtingut, i per tant podem obtenir
un algorisme de broadcasting en L2G que funciona en ¢ + 2a + 2 unitats de
temps.

En qualsevol cas, en el protoco! descrit a la seccié precedent, en alguns
casos, molts dels seus vertexs no fan res durant I'iltima unitat de temps,
degut a que els seus veins han estat informats anteriorment. Aix0 succeeix
amb la majoria d’algorismes de broadcasting, i en general no suposa cap
pérdua de temps, ja que no és possible terminar en una unitat de temps
menys. No obstant aix0, si el que pretenem és aprofitar aquest protocol per
induir un algorisme de broadcasting en L?G, si que, d’alguna forma, estem
“desaprofitant” aquesta dltima unitat de temps del protocol en LG.

El que pretenem en aquesta seccié és dissenyar un algorisme de broadcast-
ing en L?G directament de ’algorisme en G que funcioni en temps ¢+ 2a+1.
Veurem que aix0 és possible si 8 no és massa gran.

Abans, pero, de descriure aquest procediment, necessitarem alguns con-
ceptes previs.

2.3.1 Emulaci6 sobre G d’un algorisme en 12G

De forma similar a com ho hem fet a la seccié6 precedent, es tracta de tro-
bar un procés de comunicacié en G que sigui equivalent a un algorisme de
broadcasting en L2G. Ho farem de dues formes diferents, i utilitzarem una
o P’altra segons ens convingui.

En primer lloc, considerarem que L?G és el digraf que té per conjunt de
vertexs tots els possibles recorreguts de llargada 2 en G, i que dos vértexs en
L2G seran adjacents un cap a l'altre si representen en G camins adjacents,
és a dir, uou u, serd adjacent cap als vértexs ujusus, amb (up, u3) € A(G).
Per tant, 'objectiu de 'emulacié sera fer que una pega d’informacié v passi a
través de tots els possibles recorreguts de llargada 2 en G, o equivalentment,
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que cada arc informi tots els arcs que sén adjacents des d’ell. Originariament
considerarem que <y esta continguda en un cami de llargada 2 que és incident
cap a un vértex v € V(G). Les regles en aquest procés sén una generalitzacié
de les regles d’emulacié de LG sobre G, i per tant ometrem la demostracié
de Pequivaléncia:

Lema 2.3.1 Les regles per a l’emulacid sobre el digraf G d’un protocol de
broadcasting en L*G son les segiients:

1. A cada unitat de temps un arc (u,v) pot enviar v simultdniament a
través de tants arcs com el nombre d’arcs a través dels quals Uhagi
rebuda.

2. No hi ha restriccions en quant al nombre de vegades que un arc pot
rebre la informacid simultaniament des de diferents arcs. Un arc pot
enviar 1 rebre informacid en la mateiza unitat de temps.

D’altra banda, donat un digraf G, d-regular, podem considerar L2G com
un producte acolorit tal i com s’ha vist a la Seccié 1.4: L?G = (G, V1) @4
(B(d,2),®p,0p). Per tant, donat un algorisme de broadcasting en G des
d’un vértex v € V(G), podrem induir un algorisme en L2G des de qualsevol
vértex (v, Z12;) de forma que a temps t hi hagi exactament un vértex de la
forma (u;, z47}) que conegui la informacié ~ per a cada u; € G.

Una primera aproximacié al problema, tal com ho hem fet en el cas de LG,
seria la segiient: Durant la unitat de temps ¢ + 1, tots els vértexs envien «y a
través de I’arc de color 0, i d’aquesta manera, utilitzant el Lema 1.4.3, podem
assegurar que queden informats els vértexs (v;, z50), Vo; € V(G). Durant la
segiient unitat de temps els nous vértexs informats (vy, z30), tornen a enviar
la informacié a través de I’arc de color 0. Per tant, després de ¢ 4 2 unitats
de temps, coneixeran <y tots els vértexs de la forma (v,00). Només restara,
per finalitzar el protocol, aplicar a tots aquests vertexs l’equivalent a un
algorisme de broadcasting en B(d,2) des del vertex 00.

Aquesta aproximacié no ens porta, perd, cap millora sobre la iteracié
de Palgorisme en LG. Haurem, per tant, de tenir en compte els mateixos
aspectes que haviem considerat per millorar el protocol en LG.

Per tal de treure’n profit d’aquelles consideracions, seguirem el protocol
en LG —amb petites modificacions— fins que gariebé hagi finalitzat, és a
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dir fins a t-+ . Sera a partir de llavors quan comengarem a dissenyar el nou
protocol. En el protocol per LG tindrem en compte, perd, des de quin arc ha
estat informat cada un dels arcs, la qual cosa no haviem especificat fins ara.
En alguns casos no serd possible fer aquesta precisié (quan 'arc que envia
v és l'informat durant I'algorisme en G). En aquest cas direm que un arc
de color ¢ € Z, ha estat informat per un arc indeterminat, i ho denotarem
mitjangant el parell (-,¢). En el segiient lema podem observar quina és la
situacid de 1'algorisme a temps ¢ + a:

Lema 2.3.2 Donat un digraf G en les condicions assumides en aquesta
seccid, existeir un protocol en LG tal que a temps t + o la informacid v
ha arribat o tots els vértezs en L®G corresponents als parells d’arcs en G
amb colors (i,i +27), on 1 <1< 2% -1, |log,i] < j € a~1. També
han estat informats els vértezs en L*G correponents als parells indeterminats
(-,24).

Demostracié: La demostracié es basa en el Lema 2.2.6 sobre la demos-
tracié del qual farem algunes modificacions. Per aquest lema sabem
que a linstant t + h, si un vertex v € V(G) és de tipus k, k ¢
{-1,-2,...,—(2" — 1)} ha rebut 4 a través de 2" arcs, que seran
1,2,...(2* — 1) i —k. Forcarem en aquest cas que, durant t + A + 1,
Parc —k informi I’arc 2% i que Parc ¢ informi P’arc i + 2%. En cas que
ke {-1,-2,...,—(2" - 1)} sabem que ha estat informat com a minim
a través dels arcs 1,2,...,(2" — 1). Forgarem que, encara que hagin
estat informats tots els veins de v, 'arc ¢ incident cap a v informi l'arc
i+ 2" incident des del mateix vértex. Es facil comprovar que l'arc sor-
tint 2%, que ja havia estat informat, ho havia estat a través de I'arc —k.

=

Per finalitzar aquest apartat, donarem algunes definicions per tal de sim-
plificar la notacié durant la resta de la seccié:

Definicié 2.3.3 Anomenarem protocol feble al protocol en L*G descrit al
Lemma 2.5.2.

Un protocol feble es podra completar sempre en temps ¢+« i correspondra
en L?G a un algorisme de broadcasting inacabat. De manera similar podem
definir el segiient:
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Definicié 2.3.4 Anomenarem protocol fort a un protocol feble quan la in-
determinacid - és U’arc de color 0.

Fixem-nos que un protocol fort és equivalent a un protocol feble en el cas
que l'algorisme en G és tal que tots els vértexs han estat informats mitjancant
un arc de color 0. També ens podem adonar de P'equivaléncia que s’enuncia
a continuacio:

Observacié 2.3.5 Un protocol fort correspon a un algorisme de broadcasting
sobre Koo des del vértez 0.

Estem interessats en completar ’algorisme de broadcasting en L2G en el
minim temps possible. Utilitzarem la proxima definicié en aquest sentit:

Definicié 2.3.6 Sigui D, el conjunt de valors d per als quals qualsevol pro-
tocol feble sobre un digraf d-regular pot ésser completat en un protocol de
broadcasting per LG en a + 1 unitats de temps més.

Ateés que pel Lema 2.3.2 sempre es pot obtenir un protoco! feble en temps
t + o, adonem-nos que d € D, implica Pexisténcia d'un protocol sobre L2G
que funciona en temps t + 2a + 1.

Analogament, en el cas de tenir un protocol fort:

Definici6 2.3.7 Sigui E, el conjunt de valors d per als quals qualsevol pro-
tocol fort sobre un digraf d-regular pot ésser completat de la mateiza forma
que en la definicid precedent.

Es immediat que si d € D,, tindrem com un cas particular que d € E,,
i per tant podem afirmar que D, C F,. D’atra banda podem fer també la
segiient observacié:

Observacié 2.3.8 Cal remarcar que el fet que d € E, no implica Uezisténcia
d’un protocol sobre L2G que funcioni en temps t + 20+ 1. Seria cert en el
cas que l'algorisme de broadcasting sobre G fos tal que el seu arbre acolorit
només utilitzés el color 0. Es a dir tots els vértezs fossin de tipus 0.
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Per tant, si considerem un digraf G format per un sol vértex amb d llagos,
i considerem en ell un algorisme de broadcasting, obtindrem un algorisme
buit, i en conseqiiéncia qualsevol arc—coloracié serd compatible amb 'arbre
acolorit de broadcasting. D’altra banda, si el que busquem és un algorisme
de broadcasting sobre dues iteracions del digraf linia des d’un cami format
pels colors 00, estem en les condicions de I'Observacié 2.3.8, i per tant podem
concloure el segiient:

Observacié 2.3.9 Sid € E, llavors existeiz un algorisme de broadcasting
en B(d, 2) des del vértex 00 en temps 2a+ 1, on o = |log, d].

2.3.2 Disseny a partir de valors petits del grau

En aquesta subseccié veurem com, mitjancant la inducci6 sobre el grau del
digraf, es pot demostrar de forma constructiva I’existéncia d’algorismes de
broadcasting en L?G en temps t + 20 + 1 per a valors de 3 des de 0 fins
a un valor fn, que s’aproxima forca a la fita superior que es trobard a la
Subseccié 2.3.5.

Comencarem per tant amb el resultat segiient:
Proposicié 2.3.10

1. Sid € D, llavors 2d € D,y -
2 Side E, llavors 2d € E,,,.
3 SideD,id+1¢€E, llavors2d+1 € Dqy,,.

Demostraci6:
1) Sigui d € Dy amb « = |log,d], i per tant a + 1 = |log,2d].
Recordem que existeix un protocol feble per a un digraf G amb grau 2d
tal com s’ha explicat a la subseccié precedent, que funciona en temps
t+a+1.
Considerem ara els subdigrafs G, i G, induits per els arcs de G amb

colors parells i imparells respectivament. Partint del fet que a temps ¢
tots els vertexs han estat informats, si observem el protocol feble induit
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en G, resulta ser exactament un protocol feble per a G, (considerant
el color 2¢ com '), mentre que el protocol induit en G, és un protocol
fort per a G,.

Efectivament, la informacié ha arribat als arcs de la forma 2i, amb
2< 2 <20t — 1 ésadir,1 <1<2%—1. A més, 'arc 2i ha informat
els arcs de la forma 2i + 27 amb |log,(2)] +1 < j < a—1. Dela
mateixa manera amb G,, identificant 21 + 1 amb i".

Fixem-nos, a més, que tant G, com G, sén digrafs d-regulars, i que en
tots dos casos els protocols funcionen en temps t+ o+ 1, ja que durant
t+ 1 en cadascun dels subdigrafs tots els vértexs estan inactius. En
tots dos casos el protocol es pot completar en a + 1 unitats de temps
més, ja que per hipdtesi d € D,.

Per tant, a temps t + 20 + 2 tots els parells d’arcs de la forma (21, 2j)
i (2¢ + 1,25 + 1) han rebut la informacié. L'inica tasca que queda per
fer és que (21,27) informi (24,2¢ + 1) i que (2¢ + 1,25 + 1) ho faci amb
(27 +1,21), i aixd es pot fer en una sola unitat de temps, completant-se
per tant Palgorisme en temps ¢ + 2(a + 1) + 1.

2) La demostracio és analoga a la del punt anterior i per aix0 la ometem.

3) Abans de res, observem que a + 1 = |log,2d] = [log,(2d + 1}].
Considerem també en aquest cas els subdigrafs G, i G, perd considerant
el color 2d com si fés imparell, és a dir substituim 2d per 2d + 1 i per
tant pertanyent a G,. De la mateixa forma que en els casos precedents,
els protocols induits en G, i en G, s6n un protocol feble i I'altre fort per
a G, i Gy respectivament que funcionen en temps ¢+a-+1. Per hipotesi,
tots dos podrien completar-se en a + 1 unitats de temps més, quedant
informats tots el parells d’arcs de la forma (21,25), 0<%, <d-1,i
(20 4+ 1,25+ 1), 0 < 4,7 < d. No obstant, canviarem el protocol en G,
una unitat de temps abans de completar-se, és a dir durant la unitat
de temps t + 2 + 2. Farem que per acada 7,0 < j < d -1, un dels
parells {2i+1, 2+ 1) que haurien de ser informats durant aquest tltim
instant vingui substituit per (2i+1,27), és a dir, 'arc amb color 2¢+1
informi 2j en comptes de 27 + 1.

Adonem-nos que després de la unitat de temps ¢+ 2a + 2, tots els arcs

de G, ha estat informats per altres d+1 arcs: 'arc 25 ha esta informat
per 2i, 0 <1< d~1,1iamés a través d’un arc amb color 2k + 1 per a
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algun k. Per tant, durant la unitat de temps t + 2a + 3 poden quedar
informats els parells (27,2i+ 1) peratot i < d,iperatot j <d.

També, després de ¢t + 2a + 2 tots els arcs de G, han estat informats
un minim de d vegades: per cada j < d, han estat informats tots els
parells (27 + 1,25 4 1) excepte un. Per tant, durant ¢ 4 2a + 3, per a
tot j < d poden ser informats els d — 1 parells de la forma (25 + 1, 27)
que no havien estat informats encara (recordem que un d’ells ha estat
informat durant ¢+ 2a -+ 1) i el parell (25+1, 2{+ 1) que no havia rebut
la informacié.

Tot plegat, fa que el protocol pugui finalitzar en ¢t +2(a+ 1) +1 unitats
de temps.

Queda per considerar el cas en que I’algorisme per a G, sigui tal que
durant 1"dltima unitat de temps no existeixi cap arc que informi un arc
j determinat. Si aix0 és aixi, voldra dir que aquest arc j ja ha estat
informat per la resta d’arcs, i per tant durant 'ultima unitat de temps
pot enviar la informacié a d + 1 arcs diferents. En conseqiiéncia, la
forma de finalitzar P’algorisme en aquest cas és la segiient:

En comptes d’enviar 4 a qui correspongués, durant la unitat de temps
t + 2a + 2 P’arc j enviard la informacié als d arcs en G,, i durant
t+ 2a + 3 'envia a qui corresponia en la unitat de temps anterior. Per
tant, arribats a aquest punt, arc j ha enviat la informacié a la resta
d’arcs en G. La resta d’arcs completen els protocols en G, i en G,
durant ¢ + 2o + 2.

Amb aixo la situacié abans de comengar 'unitat de temps £ + 2a + 3
€s que tots els arcs en G, han estat informats per tots els arcs en G, i
a més per I'arc j € A(G,). Per tant poden, durant ¢t + 2« + 3 informar
els d + 1 arcs en G,.

Al seu torn, els arcs en G, poden enviar, durant I'dltima unitat de
temps, la informacié als d arcs en G,.

Tot plegat fa que, també en aquest cas, el protocol pugui finalitzar en
temps ¢ + 2(a+ 1) + 1. =

Un cop verificada una regla d’induccié només mancard trobar que per a
valors petits del grau es compleix el resultat que volem trobar. Aixo es pot
veure en el lema que s’exposa a continuacid:
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Lema 2.3.11 Es verifica qued € Dy 15 € E,.

Demostracié: A la Taula 2.3 es mostra el procediment per a completar un
protocol feble per a d = 4 1 un de fort per a d = 5 en @+ 1 = 3 unitats
de temps. En cada cas les columnes representen unitats de temps, i
la fila ¢ representa la tasca que duu a terme I’arc de color 7 incident
cap al vertex generic » € V(G). Per exemple, per a d = 4, durant la
unitat de temps ¢ + 3 els arcs amb colors 1, 2 i 3 incidents cap a cada
v envien la informacié a través de 1'arc amb color 0. Atés que aixd es
verificara per a cada vertex del digraf, I’arc amb color 0 incident cap a
qualsevol vértex haura rebut la informacié tres cops i en conseqiiéncia
podra enviar-la a través de tres arcs durant t+4. Completar I'algorisme
sobre L2G representara per tant, en la taula, que tots els arcs incidents
cap a v envien v a tots els arcs incidents des de v.

- <42 | 43 | 44 45
<t42 | 43| t+4 | t45 ST 213 5
0 1,231 0 :
1 3 4 2 0,1
1 3 0 1 2
2 2114 0,3
2 0 2 13
3 0 3 1.2 3 3 11,4 0,2
! 4 2,310,1,4
4€ D, 5ekE,

Taula 2.3: Demostraci6 del Lema 2.3.11.

Recordem que pel Lema 2.3.2, a temps ¢ + 2 els arcs amb colors 1, 2 i
3 han estat informats, i a més, ’arc amb color 1 ha informat l’arc amb
color 3. s

El resultat obtingut es pot millorar si trobem de forma heuristica altres
valors de d per als quals es compleixi que d € D, i d+1 € E,. Aix0 es pot
veure en el segitent lema, la demostraci6 del qual apareix en forma de taules
a ’Apéndix A. (vegeu les Taules A.2, A.3, A.4i A5).

Lema 2.3.12 Es verifica 10 € D3, 11 € E3, 44 € D5 1 45 € Es.

Els resultats obtinguts en el Lema 2.3.12 i en la Proposicié 2.3.10 perme-
ten provar facilment el teorema que s’enuncia a continuacio.
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Teorema 2.3.13 Sigui un digraf G d-regular, on d = 2*(1+ ), a > 4, amb
una arc-coloracié compatible amb larbre acolorit de broadcasting correspo-
nent a un algorisme que funciona en tempst. Llavors, si f < 13/32, existeir
un algorisme de broadcasting en L*G que funciona en temps t + 2o + 1.

2.3.3 Alguns casos particulars

Per a alguns valors del grau, no és possible millorar ’algorisme en LG amb
Panalisi precedent, perd si que ho és fent una analisi una mica més detallada.
En particular en el cas d = 2 tenim el resultat segiient:

Teorema 2.3.14 Donat un digraf G, 2-regular, amb una arc—coloracidé com-
patible amb un arbre acolorit de broadcasting, corresponent a un algorisme
que funciona en temps t, es pot obtenir un algorisme de broadcasting en L*G
que funciona en temps t + 3.

Demostracié: Considerem la Taula 2.4, on s'esquematitzen les tasques a
seguir per cadascun dels arcs, en funcié del seu color i del tipus de
vértex cap al qual incideixen.

vertex |arcentrant | <t |¢t+11¢t+2t+3
tipus 0 0 1 0
1 0 1
tipus 1 0 0,1
1 0 1

Taula 2.4: Demostracid del Teorema 2.3.14

Sembla que hi ha un error en la unitat de temps ¢ + 3 en la qual ’arc
de color 0 incident cap a un vértex de tipus 1, envia v a través de dos
arcs, quan en alguns casos la pot haver rebut només un cop. Perd una
analisi més acurada ens mostra que si aquest arc ha rebut la informacié
un cop, llavors es tracta d’un arc incident des d’un veértex de tipus 1, i
per tant ’ha rebuda en temps < ¢. Si és aixi, ha tingut temps d’enviar
v a través de dos arcs abans no s'acabi el protocol. En altre cas, ha
rebut efectivament la informacid a través de dos arcs, i per tant pot
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enviar-la dos cops durant la unitat t + 3. En conseqiiéncia, és possible
terminar el protocol en temps t +2a+1 =t + 3. [

També en el cas d = 5 es pot fer una analisi similar, obtenint un resultat
analeg.

Proposicié 2.3.15 Sigui G un digraf 5-regular amb una arc-coloracid com-
patible amb un arbre acolorit de broadcasting, corresponent a un algorisme
que funciona en temps t. Es pot obtenir un algorisme de broadcasting en
L?G que funciona en temps t + 2o+ 1.

Demostracié: El procediment per construir el protocol es pot trobar a la
Taula A.6 que apareix a ’Apéndix A. La demostracié és completament
analoga a la del resultat anterior i per tant ometem els comentaris. Les
situacions en que es fa el mateix raonament que en e! Teorema 2.3.14
estan marcades amb un asterisc.

Observem que, en aquest cas, 2a + 1 = 5. |

2.3.4 Un altre exemple

Per tal d’aclarir les idees anteriors, arribats a aquest punt proposem el segiient
exemple: suposem que volem construir un algorisme de broadcasting en
B(9,2) on el véertex originador és el 31.

Atés que B(9,2) = L*K?}, partirem d’un algorisme de broadcasting sobre
un digraf amb un sol vértex i 9 llagos. Evidentment, es tractard d’un algo-
risme buit, puix que si el vértex originador coneix la informacié, la coneixen
tots els vertexs del digraf.

D'aquesta forma, atés que l'arbre de broadcasting és trivial, és a dir, no
conté cap arc, qualsevol arc—coloracié de B(9, 2) sera compatible amb 1’arbre
acolorit de broadcasting. Assignarem per tant els colors 0,...,8 als llagos
del digraf.

D’altra banda, donats els resultats del Lema 2.3.11 i de la Proposicié
2.3.10, es té que 9 € D; i en conseqiiéncia, que es pot construir un algorisme
de broadcasting que funciona en temps ¢ + 2a + 1, és a dir, en el nostre cas,
en temps T = 7 (observem de pas que [log,n] = 7, i per tant el digraf que
considerem es tracta d’un digraf de broadcast).
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t+11 2421 t+3

0, 3 (1) | 5(20)
1. 6 (3.)
1, 7 (3,)
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Taula 2.5: Protocol feble perad =9

Construirem un esquema. per induir un algorisme en LG per a un digraf
general amb d = 9, tal com s’indica a la demostracié de la Proposicié 2.3.10
(apartat 3) a partir dels esquemes mostrats en la demostracié del Lema 2.3.11.

Tal com es veu en el Lema 2.3.2 existeix un protocol feble per a d = 9
que funciona en 3 unitats de temps, que podem traduir en la Taula 2.5. En
aquesta mateixa taula, hem expresat cadascun dels arcs considerant-los en
G.iG,.

l [ <t+3[|t+4|t+5]t+6
0]o. 246[ 0
10,35 8 7 1
2[1. 16 0 2 4
3| L |7 8 5 | 13
412, 0 4 | 26
512, 5 |38 | 1,7
6]3. 0 6 | 24
713, 7 [ 3815
814, 57 [1,38

Taula 2.6: Superposicié dels esquemes perad=4id=25

Donades les taules en la demostracié del Lema 2.3.11, podem completar
la nostra taula, segons la demostracié de la Proposicié 2.3.10, fins a temps
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<t+3|t+4[t+5]t+6] t+7
0] 0, 246 0 [1,3578
110,35 8 7 | 0% | 2,4,6,1
211 |6 0 2 4 (13578
3|1, || 7 3 5 | 1,2% | 04,63
12, 0 4 | 26 |1,3578
512, 5 | 3.8 | 1,6 | 0,24,7
63, 0 6 | 24 |1,3,5,7.8
713, 7 | 38 | 1,4% | 0,265
8|4, 57 |1,3,8] 0,246

Taula 2.7: Esquema per a fer broadcasting en L?G perad =9

t + 6, quedant tal comes veu a la Taula 2.6.

Ara bé, seguint amb la mateixa demostracié, durant ¢ + 6 els arcs de G,
haurien d’enviar v a algun arc en G., per tal de poder terminar el protocol a
temps t + 7. Aquest fet s'indica amb un asterisc a la Taula 2.7 on es mostra
Pesquema, ja complet, per induir un algorisme en L?G pera d = 9.

Només resta ara, traduir 'esquema de la Taula 2.7 al nostre cas concret,
es a dir, un algorisme en el digraf B(9,2) éssent I'originador el vértex 31, a
partir d’un protocol buit en K7.

Per tant, comencem I'algorisme de la mateixa forma que ho fariem en LG
fins arribar a obtenir el protocol feble de la Taula 2.5: 31 envia la informacié a
través de I’arc de color 1, quedant informat el vértex 11, i aixi successivament
fins a temps 3.

A partir de I'unitat de temps 4, seguirem, de la mateixa forma, I’esquema
de la Taula 2.7 obtenint el protocol que s'indica a la Figura 2.5.

Ates que ’esquema serveix per a qualsevol vértex originador, és inevitable
que es repeteixin en el nostre algorisme alguns vertexs (com a minim ha de
tornar a apareixer el mateix vértex 31). Els vértexs que resulten repetits,
apareixen de color negre a la figura. Fem notar que, tal com s’han dissenyat
els algorismes, no es possible que en una mateixa unitat de temps un vértex
hagi d’informar més d’un vei. Aixd es degut a que, a cada un dels esquemes,
si consideravem que un arc havia estat informat per un arc indeterminat i
després tornava a rebre la informacié a través d’un arc concret, no conside-
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31

Figura 2.5: Algorisme de broadcasting en B(9,2).
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ravem que havia estat informat a través de dos arcs, sino a través d’un de
sol. Aquest fet resultard més patent en seccions posteriors, quan descrivim
protocols per a L3G.

2.3.5 Aplicabilitat del métode

En aquesta seccié hem estat considerant que teniem un protocol de broad-
casting en G que funcionava en temps t, de forma que en L?G a temps ¢ només
hi ha n = |V(G)| vértexs informats. Ara bé, atés que |V(L2G)| = nd?, si
considerem que sota el nostre model el nombre de vértexs informats a cada
unitat de temps no pot ser superior al nombre de vértexs informats fins lla-
vors, a temps t + 2a + 1 hi haurd com a molt n2%+! vertexs informats.
Considerant, per tant, d = 2%(1 + f), obtenim facilment el segiient resultat
comparant les dues quantitats.

Proposicié 2.3.16 Una fita superior del valor mazim de 8 per al qual es pot
induir un algorisme de broadcasting en L*G en tempst+2a+1 és § < /2—1.

Observacié 2.3.17 Destaguem que els valors de § per als quals hem obtin-
‘gut un temps de broadcasting t + 2o + 1 (13/32 = 0.406...), estan bastant a
prop d'aquesta fita (V2 — 1 =0.4142.. ).

La fita obtinguda a la proposicié precedent no es pot assolir mai. En
particular si considerem L?*G, podem obtenir un algorisme de broadcasting
en temps t + s(2a +1). En el cas de 8 = /2 — 1, Pexpressié anterior
es transforma en t + log,(d*), la qual cosa suposaria que s’estd doblant el
nombre de vértexs informats a cada unitat de temps. Per a qualsevol valor
de s aix0 no és possible, ja que el grau d és finit.

2.4 Protocol en L*G

Igual que a la seccid anterior, també suposarem ara un digraf G, d-regular,
d = 2%(1 + f), amb una arc—coloracié (C,¥r) compatible amb un arbre

1A [1] es millora aquest resultat, tot utilitzant el mateix métode, obtenint-se per a
qualsevol valor de 8 inferior a 53/128 = 0.41406.. .
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acolorit de broadcasting corresponent a un algorisme que funciona en temps
t.

Per tal de millorar els resultats de la seccié precedent, hom pot trac-
tar d’induir un algorisme de broadcasting en L*G directament a partir del
protocol de broadcasting en G que funcioni en temps t + ka + h, h < k.

Amb aquesta finalitat podem definir, similarment a com ho hem fet en
LG i en LG, un procés d’emulacié de L*G sobre G amb regles analoges a
les dels casos precedents. Atés que conceptualment, aquesta generalitzacié
aporta ben poc a la definicié del problema, en aquesta seccié esbogarem els
conceptes passant una mica per alt els detalls.

Si considerem L*G com un producte acolorit de digrafs, podem observar
que el nostre problema és equivalent al de trobar un algorisme de broadcasting
en B(d, k) en el qual I'arbre de broadcasting, acolorit segons la B-coloracié
propia del digraf de De Bruijn, té la mateixa coloracié independentment de
quin sigui el vértex originador.

Una primera aproximacié a I'algorisme és la segiient: Sigui z,---zx el
vertex originador. Des d’aquest vértex s’informa, mitjangant un recorregut
de llargada k, el vertex 0---0 i des d’aquest dltim vértex es comenca un
algorisme de broadcasting en el que s’informen tots els vértexs.

Observem, perd, que aquest metode no porta cap millora sobre la iteracié
del primer model sobre LG, i en consegiiéncia hem de buscar millores sobre
aquesta idea.

El primer que ens preguntem és si aixd és possible, i podem trobar una
resposta en els resultats que proposem a continuacio.

2.4.1 Fites per al nombre d’iteracions

Proposicié 2.4.1 Donat el digraf G es pot induir un algorisme de broc’z‘d-
casting en L*G que funciona en temps t + ka + h, h < k només si § < 2%.

Ometem la demostracié per ser una extensio de la Proposicié 2.3.16 amb
una demostracié completament analoga.

Com també succeia en el cas de L2G aquesta fita mai no serd assolible,
ja que el grau d és finit. Podem, per tant, buscar una fita més precisa, que
tingui en compte aquest fet. Amb aquest fi farem 1s del segiient resultat:
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Lema 2.4.2 ([6]) Sigui z4 Uarrel real més gran del polinomi p(z) = 29+ —
22+ 1. Llavors donat un digraf G d-regular, amb n = [V(G)| suficientment
gran, cap algorisme de broadcasting no. pot funcionar en temps inferior a
log, n/ log, 24 + O(1).

Per tant, considerant el comportament assimpotic, obtenim el resultat
que segueix:

Proposicié 2.4.3 Sigui z4 l’arrel real més gran del polinomi p(z) = 24+ —
22% 4+ 1. Donat un algorisme de broadcasting sobre un digraf G, d-regular,
que funciona en temps t, només es podrd induir un algorisme en L*G en
tempst+ ko +h si

log,d

log; 24

h
P —e

Demostracié: Sigui ng = [V(G)|. Si es pot induir un algorisme en L*G
que funciona en temps ¢ + ko + £, iterant la induccié podem obtenir
un algorisme de broadcasting sobre L**G que funciona en temps ¢ +
sk(a + h/k) per qualsevol s € N, Per tant, tenint en compte que
[V(L*G)| = nod**, per a s — oo, donat el Lema 2.4.2, s’haura de
complir & + h/k > log, d/ log, z4. =

A la Taula 2.8 es mostren les dues fraccions i‘- que més a prop estan de
la fita inferior de la Proposicié 2.4.3 per a valors petits del grau, considerant
k < 6. Es a dir, el millor que es pot fer en L¥G no considerant més de 6
iteracions.

De totes maneres, atés que limy_,o 24 = 2, €l valor de la fita trobada
tendira a log, d quan d es faci gran, i per tant només valdra la pena considerar
aquesta fita per a valors petits dels grau®. Observem, per tant, que les dues
fites trobades resulten ser equivalents per a valors grans del grau.

A la Figura 2.6 es pot comparar el valor de les dues fites i els valors
obtinguts dels temps de broadcasting amb els protocols per a LG i LG (els
valors trobats s’han d’entendre com a constants multiplicatives del diAmetre
del digraf) en funcié del grau.

2Per exemple, la diferéncia entre una i altra per a d = 13 és de 3.10~4.
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Togod o hy hy
log, z4 k1 k2

0.4404 | 1/2]3/5
0.8028 | 5/6] 1
0.1124 |1/6|1/5
0.3809 | 2/5|1/2
0.6161 | 2/3 | 4/5
08238 |5/6] 1
0.0086 |1/6 | 1/5
9| 01744 |1/5]1/4
10| 0.3243 |1/3|2/5
11| 04607 |1/2]3/5
12| 0.5856 |3/5]2/3

O ~3] O | ] Qof 80| B

Taula 2.8: El millor que es pot fer en L*G

log,(d
Fita Proposicio 2.4.1
Algorisme en LG

0 it SR T G ; . e
2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 54 56 58 60 62

Figura 2.6: Comparaci6 dels algorismes amb les fites

Observem que basicament els valors trobats corresponen a [log,d] i a
32log,d]. El valor desitjable per al temps de broadcasting utilitzant un
major nombre d’iteracions (L*G) seria, per tant, }[klog, d].
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2.4.2 Disseny a partir de valors petits del grau

Es tracta de generalitzar els resultats obtinguts per a L?G. Amb aquesta
finalitat definirem alguns conceptes similars als utilitzats en el cas de L*G:

Definici6 2.4.4 Sigui D¥* el conjunt de valors d per als quals qualsevol
protocol feble sobre un digraf d-regular pot ésser completat en un protocol de
broadcasting per a L*G en (k — 1)a + h unitats de temps més.

De manera analoga es defineix el conjunt EX*. Pretenem amb aixd obtenir
un resultat similar al de L?G, és a dir, dissenyar protocols utilitzant el métode
d’induccié sobre el grau del digraf. Aixo es pot veure en la seglient proposicio.

Proposicié 2.4.5 Sigui d € DX*. Llavors, si B(2%,k — 1) és un digraf de
broadcast, també es verifica 2°d € DE},.

Demostracié: Donat un digraf G amb grau 2%d, considerem els subdigrafs
Go,-..,Gg -1 on Gy és el subdigraf induit pels arcs amb color j = 4
{mod 2%) i per tant és d-regular. No és dificil comprovar que el protocol
induit per Gy és exactament un protocol feble per a Gy que funciona
en temps ¢ + a + a, mentre que els protocols induits en G, 7 # 0, s6n
exactament protocols forts per als subdigrafs Gy, que funcionen en el
mateix temps.

En qualsevol dels casos, atés que d € D5P i per tant d € EX*, els
protocols es poden completar en (k — 1)a + h unitats de temps. En
conseqiiéncia, a temps ¢t + ka + a + h tots els camins de la forma
oy - zh_, ambz} =1 (mod 2°) han estat informats. En les a(k—1)
unitats de temps restants caldrd informar la resta de camins. Ara bé,
aquest procés és equivalent a fer broadcasting en B(22, k) amb multiples
originadors, és a dir partint de I’estat al qual tots els vértexs de la forma
zz -+ -z estan informats.

Tal com s’ha vist a la Secci6 1.5, existeix un homomorfisme arc-regular
de B(d,n) en B(d,n — 1) que identifica tots els vértexs de la forma
zz+--z en el vértex 00---0. No és dificil veure, per tant, que el nostre
problema es reduira a trobar un algorisme de broadcasting en B{2%,k —
1) des del vértex 00---0 que funcioni en temps a(k — 1). Aix0 serd
possible si B(2% k — 1) és un digraf de broadcast. =
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Els resultats derivats de l'existéncia de protocols forts, i per tant, la
induccié sobre 2d + 1, no hem estat capagos d’obtenir-los fins ara.

Si ens centrem en un cas particular de k, podem obtenir alguns resultats
concrets. Per exemple, si volem obtenir resultats per a L3G, el primer que
haurem de fer es trobar un digraf de De Bruijn amb didmetre D = 2 éssent
el grau una poténcia de 2, de forma que sigui un digraf de broadcast. El
resultat el podem observar en la proposicié que enunciem a continuacié®

Proposici6 2.4.6 ([52]) El temps de broadcasting per al digraf B(8,3) és
6, i per tant B(8,3) és un digraf de broadcast.

Si volguéssim obtenir resultats per a alguns valors del grau hauriem de
trobar algorismes en els primers casos. Observem, per tant, la segiient pro-
posicio:

Proposicié 2.4.7 Es verifiquen les segtients relacions: 4 € Dg'l, 8¢€ Dg'l )
16 € DY

Demostraci6: Mostrarem només el cas 4 € D3'. El mateix tipus de raona-
ments porten als altres resultats que es poden trobar en [1].

Dissenyar un protocol sobre L3G és equivalent a que la informacié acu-
mulada en cada cami de llargada 2, es a dir en cada parell d’arcs, arribi
a tots els arcs cap als quals és incident, i amb aixd queden informats
tots els camins de llargada 3, i per tant tots els vértexs en L3G. La
situacid de partida és que a temps ¢, el temps en finalitzar un algorisme
sobre G, tots els vértexs coneixen la informacié a través d’un arc.

Comencarem amb un protocol feble sobre L?G. Ara bé, quan un arc ¢
informa un altre arc j, apareix un recorregut de llargada 2, ij, que ha
estat informat, i per tant pot comencar a informar arcs cap als quals
és incident. En qualsevol cas, si 'arc 1 havia estat informat per un arc
indeterminat (-), es tindra que la parella 15 ha estat informada per una
indeterminacié, i per tant, si torna a rebre la informacié v, no es podra
considerar que I’ha rebuda dues vegades, ja que I'informant podria ser
precisament la indeterminacié.

Tot aix0 es pot veure reflectit a les Taules 2.9 i 2.10. En la primera
apareix I'equivalent a un protocol en L2G. Ara bé, quan un arc ¢ queda
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informat a través d'un arc determinat j es passa a considerar el camf{
1j com informat a la Taula 2.10, i per tant a partir d’aquest moment a
la Taula 2.9 apareixen les accions de I’arc j entre paréntesi per indicar
que sén accions equivalents a les realitzades a P'altra taula.

A la Taula 2.10 apareixen en petit el nombre de cops que cada parella
ij ha estat informada, i per tant el nombre de cops que pot enviar la
informacié durant la seglient unitat de temps. Aquest nombre apareix
entre paréntesi si no es pot determinar la parella que ’ha informada,
i si torna a rebre v, s’ha de deixar de considerar que ja havia estat
informada.

<t+2][t+3] t+4

0 (0),(3)
1 3 0 1

2 0 2

3 @ [ @

Taula 2.9: L’equivalent a un protocol en L*G

Per tant, tal com es pot apreciar en temps t +3a+1 =t + 7, totes les
parelles han informat tots els arcs i en conseqiiéncia 4 € DJ'. =

Com a corol-lari de les tltimes proposicions obtenim el segiient resultat:

Proposicié 2.4.8 Donat un digraf G, 2*-reqular, amb una arc-coloracic
compatible amb un arbre acolorit de broadcasting, corresponent a un algo-
risme que funciona en temps t, es pot obtenir un algorisme de broadcasting
en L3G que funciona en temps t + 3o+ 1.

Tal com hem fet en aquest cas concret, podiem haver trobat resultats per
a altres valors del grau i amb nombre d’iteracions més elevat. Ens remetem
a [1] on es mostren diferents algorismes trobats per ordinador.

2.5 Broadcasting en digrafs linia iterats

Sigui G un digraf d-regular sobre el qual es coneix un algorisme de broad-
casting que funciona en temps t. D’acord amb les seccions precedents, si
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pretenem construir un algorisme de broadcasting sobre el digraf L"G, ens
hem de plantejar dos possibles casos:

En primer lloc considerem que G té una arc-coloracié compatible amb
Parbre acolorit de broadcasting corresponent a l'algorisme sobre G. En
aquest cas, si per al grau d es pot construir un protocol per a L*G en temps
ka+h, iterant la induccié si cal, és facil veure que es pot obtenir un algorisme
de broadcasting per a LG en temps t + [cqn], amb cq = h/k + a.

En cas que el digraf G no tingui cap arc—coloracié compatible amb ’arbre
acolorit de broadcasting, sera necessari induir un algorisme de broadcasting
sobre LG segons el métode descrit a la Seccié 2.2.1, que es pot fer en temps
t + [log,d] + 1. Atés que LG és un digraf linia, tindrd una arc—coloracié
compatible i per tant podrem continuar com en e] primer cas.

A continuacié veurem com, per a algunes families de digrafs linia iterats,
en el primer cas, el digraf té una coloracié compatible amb ’arbre acolorit
de broadcasting;

t+3 t+4 t+5 t+6 t+7
00 11 1 2 2 0,3
10 m 0 a 2 m 3 1 1
20 w 3 m 1 m 2 m 0
30 2 0,1 s 2,3
01 201 |35 23
11 w2 |3 (201
21 1 2 30,1,3
31 1 2 v 1 3 0,3
02 1 2 30,1,3
12 2 1,3 [ s 0,2
22 m 1 {m3 {202
32 1 3 21,2 [ 2 0
03 1 0 11 2 2,3
Biw 3 w 2 w 0 w 1 1
23 1 0 31,2,3
33 1 1 2 1 3 2 0

Taula 2.10: Acabament del protocol en L3G
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2.5.1 Coloracions compatibles

Considerarem en aquest apartat, les families més conegudes de digrafs linia
iterats: digrafs de De Bruijn, Kautz i Papallona.

Digrafs de De Bruijn

Tal com s’ha vist en el Capitol 1, un digraf de De Bruijn B(d, D), en termes
de digrafs linia, és isomorf a LP~1K} ~ LPK¢.

En qulsevol cas, tant K com K¢ admeten una coloracié compatible amb
qualsevol arbre acolorit de broadcasting. En el cas de K} perque es tracta
d’un digraf linia, i en el cas de K¢ perque, atés que només té un vértex,
I'algorisme de broadcasting és un algorisme buit, i per tant, qualsevol co-
loracié és compatible amb Parbre acolorit. Els temps de broadcasting sén
[log, d] i 0 respectivament.

Digrafs de Kautz

Al Capitol 1 es mostra com un digraf de Kautz K(d, D), en termes de digrafs
linia, és isomorf a LP~1K,,.

Veurem doncs, que Ky, admet una arc—coloracié compatible amb un ar-
bre acolorit de broadcasting. No ho farem en qualsevol algorisme de broad-
casting sobre K44, sino només en un algorisme predefinit, que resulti ser
optim.

Etiquetem els vértexs amb els nombres 0,...,d de forma que comencem
des del vertex 0 i considerem un algorisme de broadcasting en Ky, definit de
manera analoga a la d’un protocol fort en G (vegeu la Definicié 2.3.4). Es a
dir a temps t;, si el vértex i coneix la informacié, I’envia al vertex i+24-1. Es
facil adonar-se que d’aquesta forma es defineix un algorisme de broadcasting
que finalitza a temps t = flog, d} ({22]).

D’altra banda considerem la segiient arc—coloracié de Kg4,: 1'arc (3, 5)
té color j —i—1 (modd+1). Es també facil comprovar que es tracta
d’una arc—coloracié ben definida on s'utilitzen els colors 0,...,d, (atés que
no existeix cap arc (7, 1), no s'utilitzara mai el color d+1 = -1 (mod d+1)).

Amb aquesta arc-coloracié 'arbre de broadcasting queda acolorit de
forma que tots els arcs utilitzats per l'algorisme en la mateixa unitat de
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temps #; tenen el mateix color (2%~! - 1). Per tant, podem canviar els noms
dels colors utilitzats de forma que el color utilitzat durant "dltima unitat
de temps sigui el 0, I'usat en la peniltima, el color ~1 (mod d), i aix{
successivament. Un cop fet aix0 es complira que si un vértex ha rebut la
informacié a temps t — k, I'ha rebuda a través d’un arc de color —k. Amb
aquesta coloracié, P’arbre de broadcasting resulta ser un arbre acolorit de
broadcasting.

Daltra banda, atés que Ky és arc-transitiu, si pretenem generar un
algorisme en L*G, sera indiferent I'arc a través del qual arribi la informacié
al vertex 0 (I’originador), i per tant, el podrem escollir de forma que el seu
color no sigui inadequat.

Digrafs Papallona

En el capitol dedicat a l'estudi de la técnica del digraf linia es defineix el
digraf Papallona W DB(d,n) com el resultat de la iteracié de 'operacié del
digraf linia. En concret es mostra que WDB(d, n) ~ L"dC,,.

Es tracta de veure que el digraf dC, es pot acolorir a partir de la coloracié
de I’arbre de broadcasting. Pero és immediat que I’arbre de broadcasting cor-
repon a un cami de llargada n, i per tant, per a acolorir-lo només s’utilitzara
el color 0. El problema es redueix a acolorir el digraf (d—1)C, amb els colors
1,...,d—1, que sempre sera possible. El temps de broadcasting per a aquest
digraf és n — 1.

2.5.2 Broadcasting en algunes families de digrafs

Els resultats obtinguts fins ara ens permeten establir noves fites superiors per
al temps de broadcasting en les families de digrafs linia iterats: De Bruijn,
Kautz i Papallona.

Sigui (G, ¥r) un digraf d-regular, d = 22{(1+ ), 0 < f < 1, amb una
arc—coloracié compatible amb I’arbre acolorit de broadcasting corresponent
a un algorisme que funciona en temps ¢. Siguicy = a+ %, on % és el minim
valor tal que existeix un protocol en L*G que funciona en temps ¢ + ka + h.

Amb aquesta notacié podem enunciar el teorema segiient,

Teorema 2.5.1 Es verifiguen les desigualtats segiients:
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1. b(B(d, D)) < [caD];
2. b(K(d,D)) < [caD] +1;
8. b(WDB(d,n)) < [(ca+ 1)n] - 1.

Aquest resultat, enunciat de manera simple es pot precisar més en alguns
casos particulars, millorant les constants aditives. Per exemple, en el cas dels
digrafs de Kautz, el resultat és en realitat (K (d, D)) < [(D —~1)¢4] + o+ 1.
També en el cas dels digrafs de De Bruijn, si el grau és una poténcia de 2,
considerant un algorisme dptim per a Kj3., obtenim b(B(2%,D)) < [(D —
1)cd] + o

Per finalitzar aquesta secci, mostrem a la Taula 2.11 una comparacié
amb els resultats precedents dels valors trobats del temps de broadcasting en
els digrafs de De Bruijn per a valors petits del grau. Mostrem en cada cas la
constant multiplicativa del diametre, cg, obviant les constants aditives, que
en el resultat que es presenta son més petites que en les fites precedents.

4 5 6 7 8 9 10
2.5 3 3.5 4 4.5 5 5.5
25 | 2.8 3 [3.28( 35 |3.67] 3.8

233} 25 3 3 1333351} 35
0]211]238]262]282]3.01]3.17 ] 3.32

d 2
Fita anterior 1.5
Cas no dirigit | 1.5
Nou resultat 1.5
Fita inferior 144 | 1.

ool vl vof roll co

Taula 2.11: valors de ¢4 per a B(d, D)

Els valors que és presenten a la Taula 2.11, sén pero, succeptibles de
ser millorats, trobant resultats per a iteracions superiors del digraf linia. A
I’Apéndix A es mostra una altra taula (Taula A.1) amb els resultats trobats
fins a la data de la presentacié d’aquest treball obtingudes en [1], Projecte
Final de Carrera encara per finalitzar.

2.6 Altres models

Els resultats que hem obtingut per al problema de broadcasting sota el model
d’un sol port sén facilment generalitzables al model de p ports. Tal com s’ha
exposat a la introduccié d’aquest capitol, les restricions per a aquest model
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s6n que si un vértex coneix la informacié 4, pot, durant una mateixa unitat
de temps, enviar-la a p dels vértexs que sén adjacents des d’ell.

Sota aquest model, una fita inferior per al temps de broadcasting analoga
a la de la Proposici6 2.2.6, la podem enunciar de la segiient forma:

Proposicié 2.6.1 ([22]) Donat un graf o digraf G amb V{(G) = n, el temps
de broadcasting sota el model de p ports és més gran o igual a [log,,, n].

Aix{ doncs, sota aquest model, els resultats sobre la induccié d’algorismes
en LG que generalitzen elS dels Teoremes 2.2.3 1 2.2.7 sén els segiients:

Proposicié 2.6.2 Donat un digraf G, d-regular, tal que es pot completar un
algorisme de broadcasting sota el model de p ports, p < d, en temps t, llavors
existeiz un protocol de broadcasting sota el mateiz model en el seu digraf linia
LG que es completa en t + [log,,, 5] + 1 unitats de temps.

Teorema 2.6.3 Sigui (G, ¥r) un digraf d-regular amb una arc-coloracid
compatible amb un arbre acolorit de broadcasting T, corresponent a un al-
gorisme de broadcasting que funciona en temps t sota el model de p ports,
p < d. Llavors existeiz un algorisme de broadcasting en LG sota el mateiz
model que funciona en temps t + [log,,,(d +1)].

Ometem les demostracions de tots dos, ja que el lector pot facilment
adaptar els raonaments fets sota el model d’un sol port, fins arribar a aquests
mateixos resultats.

Observem, que si p és gran, tots dos algorismes funcionen en el mateix
temps per a la majoria de valors del grau, tal com es pot apreciar en la
observacié que proposem:

Observacié 2.6.4 Considerantd = (p+1)°(1+03), amb 0 < 8 < p, el temps
de broadcasting donat per la Proposicid 2.6.2 i pel Teorema 2.6.3 coincideizen
stf<p-1.

Observem també que si d = (p + 1)*(1 + ), el temps obtingut en el
Teorema 2.6.3 es pot expresar com ¢ + a + 1.
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Per a la induccié d’algorismes en iteracions superiors del digraf linia,
també s6n aplicables els metodes exposats en aquest capitol sota el model
d’un sol port.

Aix{, per exemple, si considerem induccié d’algorismes en L?G, obtenim
una fita superior analoga a la de la Proposicié 2.3.16:

Proposicié 2.6.5 Una fita superior del valor mazim de B per al qual es
pot induir un algorisme de broadcasting en L?G en temps t + 2a + 1 és

B<VPFI-1

Ens remetem a [1] per a altres resultats sota el model de p ports seguint
les mateixes idees d’aquest capitol.



Capitol 3

Vulnerabilitat en digrafs linia

Resum

En aquest capitol, en dues parts ben diferenciades, s’estudia
la vulnerabilitat en els digrafs linia iterats sota diferents aspectes:
Sota el model d’encaminaments fixats, el diametre del digraf de
supervivéncia resulta ser més petit o igual a 3, i en alguns casos
més petit o igual a 2, el qual resulta ésser Optim. En quant al
retard en sistemes multihop, el problema de vulnerabilitat del
diametre per a digrafs linia iterats continua éssent un problema
obert. Fem en aquesta segona part una analisi per noves families
de digrafs que resulten ser asimptoticament Optimes quan el grau
creix.
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3.1 Vulnerabilitat de ’encaminament

Un encaminament p en un digraf G és una aplicacié que assigna a cada parell
u, v de vertexs diferents de G un cami de u a v, p{u,v). Els camins p{u, v)
s'anomenen rutes de 'encaminament. Una zarza és un parell ordenat (G, p).
Per mesurar la vulnerabilitat d’una xarxa, a [16] es proposa un parametre
anomenat diametre del digraf de supervivéncia.

Donada una xarxa (G, p) i un conjunt d’elements F C V(G) U A(G),
|[F| < &(G). es defineix el digraf de supervivéncia R = R(G, p)/F, com el
digraf que té per conjunt de vértexs el format pels vértexs de G que no estan
en F, V(R) = V(G)\F, i donats u,v € V(R), el vertex u és adjacent cap a
v en R(G, p)/F st la ruta p(u,v) no conté cap element de F.

Si fallen alguns nodes o enllagos de la xarxa, les rutes que contenen aquests
elements no es podran fer servir. De tota manera, la comunicacié encara pot
ser possible utilitzant una seqiiéncia de rutes que no estiguin afectades per
les “avaries”. El nombre maxim de rutes que s’han de prendre per establir
una comunicacié entre dos nodes de la xarxa en cas d’avaries, vindra deter-
minat pel diametre del digraf de supervivéncia D(R(G, p)/F). Aixi doncs, el
didmetre del digraf de supervivencia mesura ’endarreriment en la transmisié
de missatges en una xarxa (G, p) provocat per I'eliminacié d’alguns vertexs
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i/o arcs!.

A [31] es demostra que per a tot encaminament de llargada minima en
els digrafs K(d, D) i B{d, D), i per a qualsevol conjunt d’avaries amb menys
de x(G) elements, el didmetre del digraf de supervivéncia és 2, és a dir, és
optim?. A [18] es prova el mateix resultat, utilitzant, perd, una demostracié
més curta basada en 'estudi del didmetre del digraf de supervivéncia per a
digrafs linia iterats. En aquest mateix article també es prova que si k és prou
gran, existeix un encaminament p en L*G tal que D(R(G,p)/F < C on C
és una constant que depén nomsés de G i no del nombre d’iteracions.

Utilitzant una idea esbossada en [40], demostrem a [45] que si k és prou
gran, existeix un encaminament p en L*G tal que D(R(G,p)/F) < 3 on
|F| < &(G).

En aquesta seccid, provarem un resultat semblant, amb una demostracié
més senzilla, basada en les mateixes idees que ja vam utilitzar a [41] per a
grafs i digrafs /-geodetics. El resultat obtingut serd només aplicable, pero,
a digrafs sense llagos, perd com a corol-lari obtenim també que per alguns
casos, com ara per al digraf K (d, D), es té D(R(G, p)/F) < 2 per a qualsevol
conjunt d'avaries F amb |F| < &(G).

Abans, pero, fara falta definir alguns conceptes previs.

3.1.1 Alguns parametres i propietats

Per tal de simplicar la notacié definim la distancia d’un vertex v a un conjunt
de vertexs F, d(v, F), com la minima de les distancies de v a qualsevol vertex
u € F, d(v, F) = minyer d(v, u). Analogament, d(F,v) = min,er d(u, v).

Definim també la concatenacié de dos recorreguts vy ~ v = vp,..., U
iug ~ Uy = ug,...,uUn tals que vy = uq, com el recorregut vy ~ vy =
vy .-+, (Vk = Up), ..., Um. Escriurem (vp ~ vg) * (ug ~ un) per referir-nos a
aquest recorregut.

A [45] definim un parametre que utilitzem per mesurar el diametre del
digraf de supervivéncia en digrafs:

!La raé de la restriccié [F| < &(G) és que sense ella el digraf pot quedar desconnectat,
i per tant el diametre del digraf de supervivéncia esdevendria infinit.

2En efecte, D(R(G,p)/F) < 2 és dptim ja que si considerem un conjunt qualsevol
d’avaries, com a minim hi haura una ruta que es veura afectada, i per tant mai no es pot
tenir D(R(G, p)/F) = 1.
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Definicié 3.1.1 ([45)) Sigui G un digraf fortament connexr amb didmetre
D. Elpardmetre h, 1 < h < D, es defineiz com el nombre sencer més gran tal
que donats dos vértezs qualssevol no necessiriament diferents, v,u € V(G),
es verifica que si existeizen dos camins diferents de v a v emb la mateiza
llargada t, llavors t > h.

Un altre parametre que necessitarem es defineix a [19], on s’utilitza per
avaluar la connectivitat en grafs i digrafs. Aqui el farem servir, juntament
amb el pardmetre h, per definir un encaminament sobre el qual donem fites
per al diametre del digraf de supervivencia.

Definicié 3.1.2 ([19]) Sigui G un digraf fortament conner amb didmetre
D. El parémetre £ = £(G), 1 < £ < D, es defineiz com el nombre sencer més
gran tal que donats dos vértezs qualssevol, u,v € V(G), es verifica:

(a) Sid(u,v) < £, llavors només ezisteiz un camiu ~» v de llargada igual
a d(u,v). A més, no existeiz cap cami de llargada d{u,v) + 1.

(b) Si d(u,v) = ¢, llavors ezisteiz un tnic cami de llargada igual a
d(u,v).’

Observem que el parametre ¢ estd ben definit si el digraf G no té llagos.
En conseqiiéncia, en aquesta seccid, encara que no ho fem de manera explicita
ens referirem sempre a digrafs amb aquesta restriccid.

Farem servir també algunes de les proposicions que apareixen a a [19] i
[20]:

Proposicié 3.1.3 ([19]) Sigui G un digraf amb grau minimd > 1 iambf =
¢(G). Siguin & i X la connectivitat i arc—connectivitat de G respectivament.
Llavors,

(a) \=6 si D <2

(b)) k=8siD<20-1;

Atés que en tot moment suposarem com 2 minim D £ 2£—-16 D £ 2¢,
considerarem la cardinalitat del conjunt d’avaries més petita que 4, donant

3Tot i que aquesta definicié és semblant a la del pardmetre k, no sén iguals, i de fet
sén independents, en el sentit que per a alguns digrafs es té £ > h, mentre que per a altres
es verifica ¢ < h.
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per cert que, en virtut d’aquesta proposicid, el digraf no quedard mai des-
connectat.

La proposicié que acabem de citar es basa en una altra de la qual en
farem 1s de forma independent, i per tant també la presentem.

Proposicié 3.1.4 ([20]) Sigui G un digraf emb grau minim § > 1 i amb
£={G). Sigui F C V(G), |F| < 8, un conjunt d’avaries. Donat un vértez
v € V(G)\F, sempre ezisteiz un altre vértez w € V(G)\F adjacent des de v
tal que,

(a) Si d(v, F) < ¢, llavors d(w, F) > d{v, F} + 1;
(b) Si d(v, F) > ¢, llavors d(w, F) > L.

Un cop descrits els principals enunciats que necessitem, definim un nou
parametre, derivat dels parametres h i £, en el qual ens basarem durant tota
la seccid.

Definicié 3.1.5 Sigui G un digraf amb pardmetres £ = £(G) i b = h(G).
Definim w(G) = min{¢, h}.

Ates que w < £, les Proposicions 3.1.3 i 3.1.4 continuaran éssent certes
si substituim als enunciats el pardmetre £ pel parametre w. Aix{i doncs, el
segilent corol-lari es desprén sense dificultat aplicant reiteradament la Pro-
posicié 3.1.4 amb aquest canvi.

Corol-lari 3.1.6 Sigui G un digref amb w(G) = w amb grau minim & > 1.
Sigm F C V'(G), |F| < 6, i sigui v € V(G)\F. Aleshores, firatr 2 w—1
ertstewr un recorregut v ~» v’ de llargada r que no conté cap element de F,
ont' és tal que d(v', F) 2 w.

Es facil comprovar que els resultats anteriors sén també valids intercanvi-
ant el sentit dels arcs, i per tant es verifica també el corol-lari que enunciem
a continuacié:

Corol-lari 3.1.7 Sigui G un digref amb w(G) = w amb grau minim § > 1.
Sigui F C V(G), |F| < 4, i sigut v € V(G)\F. Aleshores, firat r > w —1
eristeir un recorrequt v' ~» v de llargada r que no conté cap element de F,
on v és tal que d(F,v') > w.
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3.1.2 Digraf de supervivéencia. Fites per al diametre

En aquesta seccié, donat un digraf G, considerarem només encaminaments
segons la segiient definicié:

Definicié 3.1.8 Sigui G un digraf amb w = w(G), i sigui p un encamina-
ment. Direm que p és un w-encaminament si totes les rutes sén de llargada
inferior o igual al didmetre, i a més, tots els recorreguts de llargada w entre
vértezs diferents sén rutes en p.

-

Adonem-nos que, donada la definicié del parametre w < h, les rutes de
llargada w queden determinades de manera univoca. Pel que fa als vértexs
entre els quals no hi hagi un recorregut de llargada w, les rutes entre ells
poden ser qualssevol. Tot i que pot semblar una mica enrevessat, no deixa
de ser, per exemple, un encaminament que sovint es considera en els digrafs
de Kautz, ja que tal com es veurd, w(K(d, D)) = D.

Estem ara en condicions de exposar el nostre primer teorema en quant al
digraf de supervivencia, corresponent al cas en que considerem avaries només
en els vertexs, és a dir, F C V(G):

Teorema 3.1.9 Sigui G un digraf fortament connez amb grau minim é >
1, diametre D, i w = w(G). Sigui F C V(G), |F| < 6, 1 sigui p, un
w-encaminament en G. En aquestes condicions, st D < 2w — 1 llavors
D(R(G,p.)/F) < 3.4

Demostracié: Suposem que la ruta p,(v, u) conté elements de F. D’acord
amb el Corol-lari 3.1.6 existeixen recorreguts v ~+ v’ i 4’ ~» u de llar-
gada exactament w amb d(v', F),d(F,v') > w (Figura 3.1). En con-
seqiiéncia, atés que estem considerant un w- encaminament, les rutes
Pu(v, ") 1 p, (¥, u) coincideixen amb els camins trobats.

D’altra banda, la ruta p,{v',2’) no pot contenir cap element de F, ja
que, donades les hipdtesis del teorema, hauria de tenir llargada superior
a D.

4D’aquest resultat es desprén que, donades les hipotesis del teorema, la supressié d’un
conjunt de menys de § v2rtexs no desconecta mai el digraf (el didmetre hauria de ser
infinit), i per tant aquest resultat és conseqiient amb la Proposici6 3.1.3 (a).
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Figura 3.1: Fallada de vértexs

Per tant, la concatenacié de rutes p,(v, v')*p,(v', v’} *p, (¢, 4) no conté
cap element de F, i d’aquesta forma D(R{G, p,,}/F) < 3. n

El resultat segiient és analeg al Teorema 3.1.9, considerant, perd, avaries
nomsés en els arcs, és a dir, F' C A(G).

Teorema 3.1.10 Sigui G un digraf fortament connex amb grau minim 6 >
1, digmetre D, it w = w(G). Sigui Fy C A(G), [Fa|l < 6, i sigui p,
un w-encaminament en G. En aquestes condicions, si D < 2w lavors

Demostraci6: Considerem en primer lloc que la ruta p,(v,u) conté arcs
que pertanyen a F4 suposant perd, que no hi ha cap arc incident des
de v ni incident cap a u que pertanyi a Fj.

En aquest cas considerem dos conjunts de vertexs que anomenarem F,
i F, que contenen respectivament els vértexs des dels quals i cap als
quals els arcs en F sén incidents, és a dir, si (w;,w;) € F4 llavors
w € Fyiw,y € F,,.
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Donats els Corol-laris 3.1.6 i 3.1.7, sabem que existeixen vértexs v’ i o/,
amb d(v', Fp,), d(Fy, «') > w i tals que p,(v,?’) no conté elements de F,
i p,(2',u) no conté elements de F,,.

D’altra banda, tal com es veu a la Figura 3.2, si D < 2w la ruta
P, (', u") no pot contenir arcs de F4 i en conseqiiéncia la concatenacié
de rutes p,{v,v") * p,(v',¢') * p,(u',u) no conté cap element de F, i
d’aquesta forma D(R(G, p,,)/Fa) < 3.

Figura 3.2: Fallada d’arcs

Queda pero, pendent el cas en que algun arc incident des de v i/o
incident cap a u estigui contingut en F4. En aquest cas els conjunts
F, i/o F, contenen els vértexs v i/o u, no podent-se aplicar algun dels
Corol-laris 3.1.6 i 3.1.7.

Considerem només que v € F,,, ja que la demostracié en cas que u € F,
és completament analoga. El primer que hem de demostrar en aquest
cas és que existeix un vértex v” adjacent des de v amb v” ¢ F,.

Sigui TH(v) = {v' € Fy|(v,u') € Fp} isigui T'F(v) = (I (v) N
F\I'}(v). Atés que |Fa| < é i que hi ha com a minim un arc incident
des de cada vértex en It (v) contingut en Fy, s’obté [TH{v)U'(v)| < 4.
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Per tant el vértex v com a minim és adjacent cap a d—|I'} (v)UT} (v)| >
1 vértex v" € F,.

Aixi doncs, segons el Corol-lari 3.1.6 existeix un recorregut v ~~» o'
de llargada w — 1 que no conté elements de F4. Amb aixo el recor-
regut (v,v") * (V" ~~ u) té llargada w i per tant és una ruta en un
po—encaminament. La resta de la demostracié segueix com en el cas
anterior. ~

Si considerem que el conjunt d’avaries F' conté alhora arcs i vértexs,
obtenim el segiient resultat com a corol-lari dels Teoremes 3.1.9 i 3.1.10,
simplement considerant els vértexs w € F, com a pertanyents a la interseccié
F, N F, tal com es pot apreciar a la Figura 3.3

Corol-lari 3.1.11 Sigui G un digraf fortament connez amb grau minim § >
1, didmetre D, i w = w(G). Sigui F C V(G) U A(G), |F| < 6, 1 sigui p,
un w-encaminament en G. En aquestes condicions, si D < 2w — 1 llavors
D(R(G, p,)/F) < 3.

Figura 3.3: Fallada d’arcs i vertexs

Per finalitzar, si imposem condicions més fortes en quant al valor del
parametre w obtenim millors resultats pel que fa al diametre del digraf de
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supervivencia. La demostraci6 del teorema segiient utilitza idees molt sem-
blants a les des casos precedents, i per tant ometrem alguns detalls, que es
poden trobar a les demostracions anteriors.

Figura34: D =w

Teorema 3.1.12 Sigui G un digraf fortament connez amb grau minim § >
1, digmetre D, i w = w(G). Sigui F C V(G)U A(G), |F| < 4, i sigui
pu un w-encaminament en G. En aquestes condicions, si w = D llavors
D(R(G,p.)/F) L 2.

Demostracié: Suposem que la ruta p, (v, u) conté algun element de F.

Considerem en primer lloc que no hi ha cap arc incident des del vértex v
que pertanyi a F. Sigui F, = (FNV(G))U{w, € V(Q)|(w;, w2) € F}.
D’acord amb el Corol-lari 3.1.6 hi ha un recorregut » ~» v' de llargada
exactament D = w que no conté cap element de F amb d(v', F) >
w. Per tractar-se d’'un w-encaminament, p,(v,v') coincideix amb el
recorregut esmentat.

D’altra banda la ruta p,(v', u) no pot contenir cap element de F ja que
d(v',F)=D.

D’aquesta forma, la concatenacié de rutes p, (v, v') * p,(v', u) no conté
cap element de F, i per tant D{R(G, p,,)/F) < 2 (Figura 3.4).
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En cas que F contingui algun arc de la forma (v, w) es procedeix com
en la demostracié del Teorema 3.1.10. n

3.1.3 Digraf de supervivencia en digrafs linia iterats

Per avaluar el diametre del digraf de supervivéncia en digrafs linia iterats,
utilitzarem els resultats de la seccié precedent, considerant dues propitetats
que compleixen aquests digrafs. La primera d’elles es basa en el fet que un
digraf linia LG només té llagos si G en té (vegeu Capitol 1), i per tant, si G
és un digraf sense Ilagos, llavors en LG esta definit el parametre w.

L’altra propietat referent als digrafs linia es desprén directament del fets
que £(LG) = £(G) + 1 ([20}) i que h(LG) = h(G) + 1 ([45]).

Lema 3.1.13 Sigui G un digraf amb grau minim § > 1 1 tal que w = w(G).
Llavors w(L*G) = w(G) + k.

Aixi doncs, podem establir el segiient teorema que ja vam demostrar a
[45] d’una altra manera totalment diferent:

Teorema 3.1.14 Sigui G un digraf fortament connezr d-reqular ambd > 1 ¢
sense llagos. Llavors si k és suficientment gran, existeiz un encaminament p
en L¥G tal que D(R(L*G, p)/F) < 3 per a qualsevol F C V(L¥G) U A(L*G)
amb |F| < &(L*G).

Demostracié: Sigui G un digraf sense llagcos. En aquest cas esta definit
w(G). Sigui per tant 7(G) = D(G) — 2w(G). Segons el Lema 3.1.13, es
tindra r(L*G) = D(L*G) — 2w(L*G) = r(G) — k. En conseqiiéncia, per
k > r(G) es té D(L*G) < 2w(L*G), i per tant estem en les condicions
del Corol-lari 3.1.11. ‘ [ ]

Finalment, és facil comprovar que w(Ky441) = 1 i per tant, a partir del
Teorema 3.1.12, obtenim el segiient corol-lari, ja demostrat a [31] i a [18]:

Corol-lari 3.1.15 Sigui G ~ K(d, D). Llavors per a qualsevol conjunt F C
V(G) U A(G), amb |F| < k(G) es té D(R(G, pp)/F) < 2.5

5A [18] aquest resultat es demostra a partir dels anomenats vértexs F-centrals, és a
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3.2 Vulnerabilitat del diametre*

Donat un (di)graf G amb grau maxim A, direm que és un (di)graf (A, D', s)
si en eliminar s vértexs qualssevol, el diametre del digraf resultant és més
petit o igual que D'.

En una xarxa de comunicacions en la qual cada node té informacié so-
bre Destat de la xarxa, ’existéncia d’avaries (nodes que fallen) produeix que,
per establir una comunicacié entre dos nodes determinats, es pugui produir
un retard degut a 'augment de la distancia ente ells. El valor de D' mesu-
rara, d’alguna forma, quin és aquest retard. Es habitual referir-se a aquesta
situacié com a vulnerabilitat del didmetre.

El problema de construccié de (di)grafs (A, D', s) amb ordre el més elevat
possible ha estat estudiat ampliament tant en el cas de grafs ([7, 54, 55]) com
en el cas de digrafs ([39]).

Presentem alguns dels resultats als quals farem referéncia en aquesta
seccié. El primer d’ells estableix una fita superior per a 'ordre d’un digraf
(A, D, s):

Proposicié 3.2.1 ([39]) Sigui G un digref (A, D', s) amb ordre n. Llavors
es verifica n < Mpp(A, D', s), amb

A2+ A%+ ...+ A

Mep(A,D',s) =1+ A
Fp( s)=1+A+ [ poreg J
Un altre resultat trivial del qual en farem s ens déna una condicié sufi-

cient per tal que un digraf sigui un digraf (A, D', s):

Proposicié 3.2.2 Sigui G un digraf amb grau mdzim A, tal que per a cada
parell de vértezs v,u € V(G) tals que (v,u) € A(G) existeizen s + 1 camins
disjunts de v cap a u de llargada com a molt D'. Llavors G és un digraf
(A, D s).

La qiiestié de la vulnerabilitat del didmetre en digrafs linia iterats també
ha estat objecte d'estudi sense arribar, perd, a resultats globals. En [43] es

dir, vertexs que estan a distancia D des de i cap a qualsevol vértex de F. Adonem-nos
que, tanmateix, la demostraci6 el Teorema 3.1.12 només requereix I'existéncia de vértexs
que estiguin a distancia D cap als vértexs de F i no pas des d’ells.

*Els resultats d’aquesta secci6 han estat publicats en [42]
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donen algunes condicions per tal que si un digraf G és un digraf (A, D', s)
es pugui afirmar que el seu digraf linia, LG, és un digraf (A,D' +1,s). En
general, les condicions imposades no es conserven en el digraf linia, i per tant,
aquest resultat no permet afirmar-ne res de successives iteracions.

A {17] es diu que si G és un digraf (A, DY, s) Navors L*G és un digraf
(A, D' + k,5). Aquest resultat resulta ser fals tal com es pot veure a [44].

En conseqiiéncia el problema de la vulnerabilitat del didmetre per digrafs
linia iterats és encara un problema obert.

Per a algunes families de digrafs linia si és cert que es coneixen fites, en
especial per als digrafs de Kautz i de De Bruijn ([34]). En aquesta seccié
farem una altra demostraci6é d’aquests resultats que utilitzarem per provar-
ne de nous sobre altres families de digrafs linia iterats que, en alguns casos,
es troben molt a prop de la fita de la Proposicié 3.2.1.

3.2.1 Camins disjunts en el digraf de Kautz amb D <3

Proposicié 3.2.3 Sigui K(d, D) un digraf de Kautz amb didmetre D < 3.
Entre qualsevol parell de vértezs de K(d, D) existeizen com e minim d — 1
recorreguts disjunts de llargada ezactament D + 1.

Demostracié: Farem la demostracié només per al cas D = 3, obviant els
altres casos, que resulten trivials.

Considerem dos vertexs genérics en K(d,3), = zo7122 1 ¥ = Yon1¥2,
z;,y; € {co,...,ca}, entre els quals trobarem els possibles recorreguts
de llargada 4. Apareixen dos possibles casos que tractarem per separat:

a) T2 # Yo.

Suposarem, sense pérdua de generalitat, 25 = ¢4 i yo = c4—1. Per tant
els possibles camins son els que es mostren a la Figura 3.5.

Per construccié dels camins, es té que dos vértexs representats en la
mateixa fila i en columnes diferents han de ser forgosamet diferents. De
la mateixa forma, tampoc no poden ésser iguals dos vértexs situats en
files consecutives, donat que, segons la definici6 dels digrafs de Kautz,
dos simbols consecutius han de ser diferents. Finalment, un vértex en
la primera fila no pot ser igual a un en la tercera, donat que en aquest
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ToT1T2
v 1
I1Z2C T1Z20y
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Z2CoYo ZT2C1Y0
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CYol1 Q1o
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Figura 3.5: Recorreguts de llargada 4 en K(d, 3)
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cas hem imposat =5 # yo. Per tant, tots els recorreguts que apareixen

a l'esquema sén disjunts.

b) T2 = Yo.

En aquest cas pot existir, com a molt, un veértex en la primera fila
que coincideixi amb un a I'Gltima: Observem que el primer simbol en
els vértexs de la primera fila sempre és z;, mentre que a iitima, és
diferent per cada columna. En aquest cas, perd, existeix un recorre-
gut adicional de llargada 4, utilitzant el simbol ¢4_1, de forma que es

continua verificant el resultat.

3.2.2 Camins disjunts en els digrafs de Kautz i de De

Bruijn

El nombre de camins disjunts en els digrafs de Kautz i de De Bruijn ha
estat estudiat a [34]. En qualsevol cas, per tal d’obtenir el resultat princi-
pal d’aquesta seccidé serd convenient presentar la demostracié d'un resultat

similar al que apareix all3, tot imposant restriccions adicionals®.

S A [34) es demostra que en els digrafs K (d, D) i B(d, D) existeixen respectivament d—2
i d ~ 1 camins disjunts de llargada més petita o igual a D + 1. El que nosaltres volem
demostrar és que existeixen respectivament d — 2 i d — 1 recorreguts disjunts de llargada
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Considerem d recorreguts de llargada D + 1 en un digraf de De Bruijn
B(d, D), des del vértex z = z_p---2_; fins a y = 2 - - - zp, que repressen-
tarem com una seqiiéncia de simbols W; = z_p---2_12p21---2p on 2 = ¢
(veure Figura 3.6).

2_pr-rZa
N { Ny
2_p41°7t2Z-1€0  Z_py1-ttZ-101 +++ zppl-ezacae
{ 1A 1
cee 210021 e Zo1012y o ©v 2 10422y
! I !
d 4 4
Cp21°**2Zp—1 €121°-"2Zp-1 Cd-221*°*2p-1
pN \ v
21+ 2p

Figura 3.6: d recorreguts de llargada D + 1 sobre el digraf B(d, D)

En aquest context direm que dos recorreguts {o subrecorreguts) sén si-
milars si difereixen com a molt en el simbol zo = ¢;. Es facil comprovar que
es tracta d’una relacié d’equivaléncia.

Denotarem per v;;, 1 < i € D, l'i-ésim vértex en el recorregut j (el
recorregut en el qual zg = ¢;). Anomenarem sqlt entre els vértexs v;; i vy al
valor s =k — 1.

Teorema 3.2.4 Sigui vij = vy, s = k — 1 > 0. Llavors, si vmn = vy amb
t=o0—m >0, es verifica alguna de les condicions segiients:

1. j=n,l=psit=s.

exactament D + 1.
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2. n=psit<s’

Demostracié: Si dos vértexs sén iguals llavors els simbols que composen
les seves seqiiéncies s6n els mateixos. Per tant, segons les condicions
de I'enunciat, es verifiquen les igualtats segiients:

vkl = Py cl zl P zs e
1 1 ] 1 1 Inoon (3,1)
U(k-—s)j = ees 2y v 2o cj eas
v(m-H)p poem-d s e Cp Zl e zt "
1 I T (N TR (3.2)
Umn premd .o z—t . z~1 cﬂ, e

Fixem-nos que, atés que el simbol z5 = ¢; apareix en tots els vértexs
per algun i, apareixera en les equacions (3.1) i (3.2).

Per tal de provar el resultat, ho farem per separat en cada uns dels
casos: :

ajt=s.

En aquest cas es té z_; = 2., i z; = z,. D'altra banda, de les equacions
(3.1) i (3.2) obtenim, ¢ = 2_,, ¢, = 24, ¢j = 2z, i ¢y = 2. En
conseqiiéncia, ¢, =c;ic,=¢ ipertant, n=jil=p.

b)t<s.

Considerem el recorregut W, segons la Figura 3.6, i considerem el subre-
corregut , que anomenarem Py des del vértex vy fins al vértex vy. Ateés
que v;; = vy, es té, per (3.1), que 2; = z;., per tot T # 5,0, amb
s =k -1, tal que 2; i z;_, pertanyin a P.

De la mateixa forma, considerem el recorregut P, des del vertex vy,
fins el vértex v,,. Igual que en el cas anterior, donat que vy, = Uon, €
té per (3.2) que z; = g4 per tot z # t,0, amb t = 0 — m, tal que 2z, i
2z4¢ pertanyin a B,

7En cas que ¢ > 3, és suficient intercanviar el paper de ¢ i s per obtenir un resultat
similar,
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Per continuar amb aquesta demostracié requerim un resultat que ex-
posem en forma de lema, perque la seva demostracié és aliena a aquest
context:

Lema 3.2.5 Erzisteiz una subsegiiéncia CS en P, de llargada com a
minim s + t + 1 que és similar a una subseqiiéncia de P,. A més,
24,24 € CS.

Demostracié: Per aquesta demostracié tindrem en compte els fets
que enunciem a continuacié:
a) La segiiéncia corresponent qualsevol recorregut W; des del veér-
text=2_p-++2.; finsay=2z---2p té llargada 2D + 1;
b) Cap dels vértexs que estem considerant no pot ser z ni y, i per
tant, els simbols z_p i zp no apareixen a les seqiiéncies P, ni P,.
¢) P, i P, s6n subseqiiéncies de W; i W, de llargada D+st D+t
respectivament.
Com a conseqiiéncia d’aquests fets, la llargada minima de la inter-
secci6 entre P, i P,, és s+t+1 tal com es mostra a la Figura 3.7.

2D+1
A~

"~

BeD «ve 00 R G 2y ver  eee 2D w

D+s
rm———

C ... Pl

D+t
P— A —

C ... ... Pg
St4s+l1

Figura 3.7: Demostracié del Lema 3.2.5

Per provar que 2;,z_; € CS ho farem de la segiient forma: Atés
que els simbols en P, sén els que apareixen a I'equacié (3.2), es
té que 2z, i z_; pertanyen a P». De la mateixa forma, 2,,z., € P,
i per tant z; pertany a P, sempre i quan —s < i < s, 1 # 0. El
lema queda demostrat ja que t < s. ]
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(Continua la demostracid del teorema)

Com a conseqiiéncia de que la llargada de C'S és més gran o igual que
t+s+1, es té que si z; € CS, llavors z;_; 0 bé 2, tambe hi pertanyen.
Tal com hem exposat al principi de la demostracié, si z;_, € CS, llavors
2; = zi—,s, Sempre que i # §,0. De la mateixa forma, si z;,, € CS llavors
z; = 2i3¢ sempre que i # ~t, 0.

Per finalitzar la demostracié necessitarem també el segiient lema:

Lema 3.2.6 Si z5-ps € CS i 20t-ys € CS amba < a,b< ¥, llavors
Zat—bs = Za't_brs SEMPTE i quan no ezisteizin o, € Z amba< a<d i
b< B <V tals que at — s =0.

Demostracié: Tal com s’ha demostrat anteriorment, es verifica al-
guna de les igualtats: zgps = Z(a41)t-8s 0 Dé Zar—ps = Zar—(b41)s-
Suposem que es compleix la primera igualtat fins a n cops, és a dir

Zat—bs = Z(a+1)t—bs = Z(a+2)t—bs = -+« Per tant, es té zo1—ps = 2a,t—bs
amb g < a+n = a,. Arribats a aquest punt distingirem dos casos:
a) a, <a'.

Atés que una nova iteracié no és possible, tindrem z, s =
Zant-(b+1)s- Aixi doncs, es pot repetir aquest procés fins arribar
8 Zagbs = Zott-bys O D6 Zap_ps = Zayt-vs.

Suposarem que la primera igualtat és la que es verifica. Atés que
Zatpys € CS 1 2g4ys € CS, llavors zg_(p,+i)s € CS per a tot
1 < b — b, i en conseqiiéncia 24-ps = Za¢-ys. En altres casos la
demostracié és analoga.

b) a, > a'.
Es t8 zZyps = Zari-bs. ALES qQUE 2g1-ys, Zat-bs € CS resulta que
Za't~bs = Zg't—bs- a

(Continua la demostracid del teorema)

Considerant, tal com s'ha vist al Lema 3.2.5, que z, 2-; € CS, podem
concloure la demostracié com a corol-lari del Lema 3.2.6:

En el cas que mcd(t,s) = 1, donat el Lema 3.2.6, tenim que z, =
Z(s-1)t-ts (= 2-;). En altre cas, si at — 5 = 0, es té que (a~ 1)t —fBs =
—t, podent-se aplicar el Lema 3.2.6 per provar de manera immediata
que 2y = z_4.
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Per finalitzar, tal com es mostra a 'equaci6 (3.2), ¢, =212 =Cn
En conseqiiéncia ¢, = ¢, i per tant n = p. ]

Identic resultat es pot obtenir per als digrafs de Kautz, considerant que
existeixen d — 1 recorreguts de llargada exactament igual a D + 1.

Com a corol-lari immediat del Teorema 3.2.4 s’obté el segiient resultat,
similar al que apareix a [34):

Corol-lari 3.2.7

1. Sigui B(d, D) el digraf de De Bruijn de grau d i didametre D. Donats
dos vértezs qualssevol, existeizen d recorreguts de llargada D+1, éssent
d — 1 d’ells disjunts.

2. Sigui K(d, D) el digraf de De Bruz'jn de grau d i didmetre D. Donats
dos vértezs qualssevol, ezisteizen d — 1 recorreguts de llargada D + 1,
éssent d — 2 d’ells disjunts.

3.2.3 Noves families de digrafs poc vulnerables

Presentem a continuacié algunes families de digrafs linia iterats que demos-
trarem que sén Optimes en quant a la vulnerabilitat del diametre:

Definicié 3.2.8 Sigui KK (d,,ds, D) el digraf resultant del producte directe
de dos digrafs de Kautz amb didmetre D — 1 i graus d; 1 d, respectivament,
és a dir, KK(d\,dy, D) = K(d,,D — 1) x K(ds, D — 1).

Definicié 3.2.9 Sigui BK(d1,d,, D) el digraf resultant del producte directe
d’un digraf de De Bruijn amb didmetre D — 1 i grau dy, i d’un digraf de
Kautz amb diametre D — 1 i grau dy. Es a dir, BK(dy, dy, D) = B(d, D —
1) x K(d,, D —1).

A la proposici$ que enunciem a continuacié, es mostra quin és el diametre
dels digrafs KK i BK.

Proposicié 3.2.10 Els digrafs KK (d1,dy, D) ¢ BK(dy,ds, D) tenen diame-
tre D.
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Demostracié: Atés que els digrafs K(d, D—1) i B(d, D—1) sén D-assolibles
tal com es desprén, per exemple, del Corol-lari 3.2.7, el diametre dels
digrafs KK (d;,ds, D) i BK(d,,d,, D) no és superior a D.

D’altra banda, si tenim present que el digraf de Kautz K{d, D—1) no és
(D—1)-assolible (vegeu [35]), és suficient considerar un parell de vértexs
(v1,w1), (va,w) € V(KK(dy,dy, D)) amb vy,v, € V(K (di,D - 1)) i
wy, wp € V(K(dy, D—1)) de forma que no existeixi cap cami de llargada
D —1 des de wy cap a ws i tals que d{v;,v,) = D — 1. Llavors es té que
el diametre ha de ser més gran que D — 1. Analogament si considerem
el digraf BK(d,,d;, D). u

Es immediat, a partir de la definicié del producte directe, que el digraf
KK(dy,ds, D) és regular amb grau d,d; i ordre
1 1 1

D-1
(d;dg) 1+ +d +d1d2)

De la mateixa manera, el digraf BK (d;, dp, D) també és regular amb grau

dyd, i qrdre )
(dod))?H(1+ =)
d

Tot utilitzant els resultats del Teorema 3.2.4, demostrarem que aquestes
noves families de digrafs que acabem de definir tenen gran nombre de camins
disjunts de llargada igual al diametre, i per tant en fallar alguns dels seus
vertexs el didmetre no augmentara.

Teorema 3.2.11 El digraf KK {d,,d;, D) és un digraf (d,ds, D,s) amb s =
(dy — 1)(dy = 1)~ 2.

Demostracié: Atés que entre qualsevol parell de vertexs en K(d,D — 1)

sempre existeixen (d — 1) recorreguts de llargada exactament D, el
nombre de recorreguts de largada D en el digraf KK(d;,ds, D) és
(dr - 1)(dz — 1).
Suposem que hi ha dos vertexs iguals en aquests recorreguts, és a dir,
(Vias wis) = (Vje, wjq). Demostrarem que no pot haver-hi cap altra coin-
cidéncia entre vértexs, i per tant, hi ha (d; — 1){d; — 1) — 1 recorreguts
que s6n disjunts.
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Suposem doncs que també existeix un altre vértex apareix repetit, és
a dir, (Vks, Wky) = (Viz, W), 0 de forma equivalent, en els digrafs de
Kautz, vg, = vz i Wiy = wi. Utilitzant el resultat del Teorema 3.2.4,
sil-k=j—testéa=2z0b=y,c=1z,d=v. Aixo vol dir que totes
dues coincidéncies apareixen en el mateix parell de recorreguts, i per
tant {(d; — 1){d2 — 1) — 1 recorreguts d’entre els que estem considerant
s6n disjunts. _

Per altra part, si l — k < j — i es té, també pel Teorema 3.2.4, que
z = z,v =y, és a dir, la segona coincidéncia apareix dins d’un mateix
recorregut. El resultat queda, per tant, demostrat. ]

De la mateixa forma, podem obteinr un resultat similar per al digraf
BK(d,,d,, D), la demostracié del qual ometem, per ser del tot andloga a la
del resultat precedent. -

Proposicié 3.2.12 El digraf BK(d1,dy, D) és un digraf (dids, D,s) amb
S=d;(d2—1)—2.

Utilitzant la mateixa idea del Teorema 3.2.11, aprofitant el resultat de
la Proposicié 3.2.3, podem obtenir un millor resultat per valors petits del
diametre:

Proposicié 3.2.13

1. §i D < 4 llavors BK(dy,d2, D) és un digraf (dids, D,s) amb s =
di(dy — 1) — 1.

2. 8i D < 4 llavors KK(dy,d,, D) és un digraf (didp, D,s) amb s =
(di —1)(dp—1)~1.

Definirem a continuacié una nova familia de digrafs que, per alguns valors
del grau, també presenta un bon comportament en quant a la vulnerabiliat
del didmetre.

Definicié 3.2.14 Sigui G un digraf D-assolible. Definim B*G(d, D) com el
digraf B{d,D) x G.
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Alguns dels parametres relacionats amb aquest digraf es poden trobar a
la segiient proposicid:

Proposicié 3.2.15 Sigui G un digraf d-regular D-assolible amb n vértezs.
El digraf B*G(d, D) = B(d, D) x G té ordre nd®, diametre D, i grau dd,.
A més, si entre qualsevol parell de vértezrs de G hi ha k recorreguts disjunts
de llargada D, entre qualsevol parell de vértezs del digraf B*G(d, D) també
eristeiren k recorreguts disjunts de llargada D.

Demostracié: Els valors del nombre de vertexs, grau i didmetre s’obtenen
trivialment de la definicié del producte directe. D’altra banda, atés
que B(d, D) és D-assolible, el nombre de recorreguts disjunts en G es
conservara en fer el producte. ™

A mode de resum, exposem a la Taula 3.1 algunes de les propietats dels
digrafs estudiats en aquesta seccid.

Digraf Grau Ordre [ETE )]
i (Gy) (di) (ni)
19 k{d. D) d 4P 44P-1 d-2
2 B{d, D) d i d-1
3| K(@d1,D=1)x K(d2,D~1) | dida | (d1d)?~}d1 +1)(d2+ 1) | (d1 = D(dza=1) -1
4] Bid1.D-1)x K{da, D=1} | dids (@1d)°" a1 + 5;) dyldz -1} — 1
B(d, D) x G; dd; dPn; i +1

Taula 3.1: Families de digrafs (A, D', s)

No és dificil comprovar que aquestes families de digrafs sén asimptotica-
ment dptimes en quant al nombre de vertexs quan el grau creix. Es a dir,
per a qualsevol dels digrafs definits en aquesta seccid, utilitzant la fita de la
Proposicié 3.2.1, s’obté

VGl

i —_— =1,
(dx,dlzr)n-mo Mrp(4, D', s)
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A més, aquestes families omplen molts dels valors de les taules dels digrafs
(A, D', s) més grans que es coneixen fins al dia d’avui, tal i com es mostra a
I'Apéndix B.



Conclusions

En aquest treball hem estudiat alguns aspectes dels digrafs linia iterats,
families de digrafs que han estat proposades per diversos autors com a bons
models de xarxes d’interconnexié. La principal motivacié per la qual es van
considerar aquestes families va ser, en principi, la relacié entre 'ordre, el
grau i el didmetre (problema (A, D)) que presenten aquests digrafs. Donat
el seu bon comportament respecte d’aquests pardmetres, el pas segiient va
ser estudiar aquestes families sota altres punts de vista com ara la seva con-
nectivitat o els algorismes d’encaminament. La direccié principal d’aquest
estudi ha consistit en determinar la vulnerabilitat d’aquests digrafs d'una
banda, i de I’altra la de construir bons algorismes de broadcasting. Sota, tots
dos aspectes, s’han obtingut nous resultats.

Les conclusions i possibles linies de recerca les presentem diferenciant
cada una de les parts sobre les que ha tractat aquest treball.
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Digrafs linia

El nou producte definit a la Seccié 1.4 proporciona noves eines per estudiar
diferents problemes en els digrafs linia iterats. Perd no només aix0: permet
també construir noves families de digrafs amb bones propietats semblants a
les dels digrafs linia iterats. Aquest aspecte no ’hem considerat en aquest
treball, doncs surt de ’ambit de la tesi. Creiem en qualsevol cas que pot
constituir un bon punt de partida per a futurs treballs de recerca, en especial
per construir families de digrafs, que tot conservant les bones propietats dels
digrafs linia, tinguin més alta simetria.

Algorismes de broadcasting

En el capitol referent a algorismes de broadcasting hem presentat un métode
per dissenyar algorismes en digrafs linia iterats que ha permés rebaixar les
fites superiors conegudes en quant al temps per disseminar la informacid.
Hem analitzat a fons els casos d'induccié en LG i en L?G, obtenint, per a
alguns valors del grau, temps de broadcasting molt a prop de les fites inferiors
tedriques, millorant-se d’aquesta manera la majoria dels resultats apareguts
a la literatura fins al dia d’avui. No pretenem, perd, haver esgotat el tema:
per a un nombre més gran d’iteracions només ’hem esbossat i queden encara
alguns interrogants per resoldre:

Quin és el limit real d’aquest métode? Es possible apropar-se indefini-
dament a la fita inferior obtinguda en la Proposicié 2.4.37 Es pot arribar,
utilitzant aquest metode, a rebaixar la fita 1.5D en el cas de d = 27 Per aixd
1ltim necessitariem com a minim considerar la induccié en L°G, per obtenir
a+Ri=1+§=1444...>1414...

Es previsible que el métode d’induccié d’algorismes de broadcasting es
pugui aplicar també per a altres models, inclas per al disseny d’algorismes
de broadcasting sobre hypergrafs linia dirigits ([5]). Aquesta tasca, perd, no
I’hem dut a terme encara.

Els principals resultats sobre broadcasting que hem descrit en aquesta
tesi han estat publicats en [8], on hem rebut la mencié de “Distinguished
paper”.

Un tema relacionat amb aquest és el dels algorismes de gossiping, pro-
blema que s’ha esmentat de passada al Capitol 0, perd que no hem abordat.
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En el disseny d’algorismes de gossiping a partir de protocols en digrafs més
petits apareixen dificultats que no es presenten en els algorismes de broad-
casting, com ara que el nombre de peces d'informacié a distribuir augmenta
d’un digraf al seu digraf linia. En la nostra recerca hem considerat aquest
problema sense arribar, pero, a resultats millors que els que es donen en apro-
fitar els algorismes de broadcasting presentats aqui per dissenyar protocols
de gossiping (per tenir més detalls sobre aquest aspecte ens remetem a [22]
i a [32]). Queda per tant oberta una possible linia de recerca.

Vulnerabilitat ’

Pel que fa a la vulnerabilitat de ’encaminament en digrafs linia iterats,
hem presentat fites superiors per al didmetre del digraf de supervivéncia
que sén Optimes o quasi-Optimes en cas que es tracti de digrafs sense llagos
(D(R(G, p)/F) < 3). Un resultat similar, que inclou els digrafs amb llagos,
Phem publicat a {45]. Hem preferit mostrar aqui una demostracié més simple,
utilitzant un encaminament forga semblant, que tot i que requereix condici-
ons més restrictives, permet en alguns casos, tot utilitzant les mateixes idees,
obtenir fites millors (D{R(G, p)/F) < 2). Queda pendent la generalitzacié
d’aquestes demostracions al cas de digrafs amb llagos, que de moment encara
no hem fet.

El problema de vulnerabilitat del diametre en digrafs linia iterats conti-
nua éssent un problema obert. Sembla, perd, que no és possible obtenir un
resultat general sense imposar condicions en el digraf sobre el qual s’aplica
la técnica del digraf linia. En aquest treball hem descrit tres noves families
de digrafs linia que resulten ser asimptdticament Optimes en aquest aspecte
quan el grau creix. Aquesta part de la tesi ha estat publicada a [42].






Apendix A

Taules referents als algorismes
de broadcasting

Millors resultats ber als digrafs de De Bruijn

d 2
Fita anterior 1.5
Cas no dirigit || 1.5
Nou resultat 1.5
Fita inferior 144 {1

4 |5 [ 678910
25] 3 |35 ] 4 [45] 5 | 55
25 | 28 | 3 |3.28] 3.5 | 3.67 | 3.8
233 25 | 275 3 |3.25]3.33] 35
0| 2.11 | 238 | 2.62 | 2.82 | 3.01 | 3.17 | 3.32

ool ta] taf o] e

Taula A.1: valors de ¢4 per a B{d, D)
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Taules corresponents al Lema 2.3.12

<t+3|t+4|t+5| t+6 t+7
0 8,9 [0,1,2,4 3,5,6,7
1 3,5 8 6 0 1,2,4,7,9
2 6 9 5 0 1,2,34,7,8
3 7 0 3 1,2,4 5,6,8,9
4 8 6 0 1,2.34,5,7,9
5 9 | 5 [0234] 1678
6 0 3 11,247 5,6,8,9
7 7 56 | 04 | 1,2389
8 09 |1,24,7 3,5,6,8
9 0,8 {1,24,7 3,5,6,9
Taula A.2: 10 € D,

<t+3[t+4|t+5] t+6 t+7
0 1,2,4 8 9 10 0,3,5,6,7
1 3,6 9 10 0,8 1,2,4,6,7
2 6 10 8 0,9 1,2,34,5,7
3 7 8 10 0,1,2 3,4,5,6,9
4 9 8 0,1,2 |3,4,5,6,7,10
5 10 9 0,1,2 | 3,4,56,78
6 7 3,1 0,4,5 2,6,8,9,10
7 6 4,2 0,3,5 1,7,8,9,10
8 3,5 |24,6,7| 0,1,89,10
9 46 11,3,5,71 0,2,8,9,10
10 57 |1,24,6 ] 0,3,8,9,10

Taula A3: 11 € E;
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Taula A.4: 44 € Ds.

arc <t+5 t+6 i1+ 7 t+8 t+9 t+10 t411
Q t 32 43 *
1 3,5,9,17 26 15 37 [} 16 38 ¢
2 6,10,18 27 12 38 21 0 38 *
3 7,11,19 h 34 b 17 B 13-15 B 22-27 h2 S5,28-33 18 *
4 12,20 28 41 39 22 0 3g *
5 13,21 i 3B n 18 14-17 B 23-28 h2 5,29-34 19 *
6 14,22 h 36 ) 19 15-18 B 24-29 h2 S5,30-35 19 *
7 15,23 37 1 20 b 17-19 B 25-30  h2 5,31-36 19 *
8 24 33 13 40 23 0 38 *
9 25 h 39 & 21 B 1820 s 26-31 Q2 5,32-37 20 *
10 26 1 40 1. 2 B 19-21 B 27-32 he 5,33-38 20 *
11 27 h 41 | 2 B 20-22 28-33 |12 5,34-39 20 *
12 28 h 42 h 24 p 21-23 B 29-34 Q2 S,35-40 20 *
13 29 h 43 | 2 B 22-24 B 30-35 |12 5,36-41 20 *
14 30 29 p 26 B 23-25 B 31-36 h2  S\37-41,17 | 20*
15 31 30 h 27 24-26 b 32-37 |12 S,38-42,5 20 *
16 31 14 33 24 [ 30 *
17 i 32 h 28 B 25-2T b 33-38 2 $,39-3 21 ¥
18 f 31 & 29 B 26-28 b 34-39 ha3 5.40-6 20 *
19 t 32 | 30 B 2729 b 35-40 hs S5,41-7 20 *
20 1 33 I 31 B 28-30 B 36-41 |13 5,42-9 20 *
21 1 34 h 32 B 29-31 B 37-42 s S5,43-10 20 *
22 fl 35 h 33 b 30-32 b 38-43 N3 5,3-11 20 *
23 h 36 | 34 p 31-33 39-3 |3 S5,5-12 20 *
24 f 37 | 3B B 32-34 b 40-5 D3 5,6-13 20 *
25 1 38 1 36 B 33-35 B 41-6  h3 8,7-14 20 *
26 1 39 p 3717p 34-36 42-7 13 5,9-15 19 *
27 1 40 p 38,18 p 3537 B 43-9 13 S,10-17 19 *
28 f 41 p 39,19 p 36-38 3-10 |3 S,11-18 19 *
29 i 42 b 4020 p 37-39 B 5-11 13 S5,12-19 19 ¥
30 U 43 p 41,21 38-40 B 6-12 13 S,13-20 19 *
31 1 38 p 4222 p 3941 b 7-13 13 S5,14-21 19 *
32 P 4323 p 40-42 B 9-14 13 5,15-22 20 *
33 R 324 b 41-43 F  10-1525 ha S§,17-23 19 *
34 3 5,25 B 42-3 ¢ 11-17,26 )3 5,18-24 10 *
35 B 642 h 43-5 | 12-18,27 |3 S5,19-25 19 ¥
36 2 7,43 B 3-6 o 13-19,28 p3 S,20-259 18 *
37 ] 93 B 57 P 14-20,29 s S5,21-26,10 | 10 *
38 /] 105 p 6-9 P 15-21,30 ha  §,22.27,11 19 *
39 R 11,6 7-10 [ 17-22,31 iz 5,23-28,12 [ 19 *
40 R 127 B 9-11 P 18-23,32 h3 S,24-29,13 | 19 *
41 3 13,9 10-12,34 | 18-24 13 5,25-30,14 | 19 *
42 P 14,10 b 11-13,35 7 19-25 ha  §,26-31,15 | 18 *
43 1511 B 12-14,36 20-26 3 5,27-32,17 | 18 *

S = {0,1,2,4,8,16}. En els intervals a-b s’exclouen els elements de S i
s'han d’entendre ciclics mod 44. Per exemple 41-5 representa el conjunt
{41,42,43,3,5}. * representa la resta d’arcs. En petit apareix el nombre de

cops que cada arc ha rebut la informacié fins a aquella unitat de temps.
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Taula A.5: 45 € Ex

arc <t+5 t+6 t+47 t+8 t+9 t 410 t+11
[ 1,2,4,8,16 26 6 10 5 9 44 *
1 3,5,9,17 )1 27 h 28 B 2930 b 31-35 36-1 .0 22 *
2 6,10,18 h 28 h 29 k 30,31 b 32-36 37-2 0 22 ¥
3 71,19 | 20 |1 30 p 31,32 B 33-37 38-3,0 22 *
4 12,20 30 | 31 P 32,33 |5 34-33 h2 394 ,0,5 [22%
5 13,21 |1 31 h 32 p 3334 b 3539 |2 40-5,0,8 | 23*
6 14,22 [ 32 [ 33 B 34,3511 b 36-40 |1 41-6 ,0 22 *
7 15,23 | 33 34 B 353612 5 37-41 I 42-7,0 22 *
8 24 |1 34 | 3% B 36,37,13 38-42 h2 43.8,0,16 | 23 *
9 25 1 35 I 36 B 37,3814 b 39-43 2 44-9,0,17 | 23 *
10 26 |1 36 |1 37 B 38,39,15 p 40-44,4 1 1-10,0 22 *
11 27 | 37 | 38 3 39,40,16 p  41-1,8 1 2-11,0 22 *
12 28 Q1 38 39 B 40,41,17 p  42-2,9 3-12,0 22 *
13 29 39 | 40 b 41,42,18 b  43-3,16 u 4-13,0 22 *
14 30 h 40 | 41 B 42,43,19 p  44-4,17 5-14,0 22 *
15 31 b 41 h 42 B 43,4420 1-5,18 1 6-15,0 22 *
16 L 42 h 43 B 44121 p 26,19 p2 7-16,0,26 | 23 *
17 g 43 ) 4 B 12,22 37,20 p2 817,0,27 | 23 *
18 1 4 I 1 B 2,323 B 4-8 .21 h2 9-18,0,28 22 *
19 1 32 | 2 B 3,424 p 59,22 (2 10-19,029 | 22*
20 L 33 h 3 B 4,525 b 610,23 h2 11-20,0,30 | 22 *
21 1 34 j 4 p 56,26 p 7-11,24 p2  12-21,031 | 22 *
22 1 35 | 5 B 6,7,27 p 812,25 h2 13-22,0,32 | 22 *
23 1 36 |t 6 B 7,8,28 p 9-13,32 |12 14-23,033 | 22 *
24 1 37 h 7 B 8,9,20 b 10-14,33 12 15-24,0,34 | 22 *
25 1 38 h 8 p 9,10,30 p 11-1534 2 16-25,0,35 | 22 *
26 ] 39 p 97 B 10,11,31 b 12-16,35 17-26,0 22 *
27 i 40 p 108 B 11,1232 b 13-17,36 ju1 18-27,0 22 *
28 L 41 kB 11,9 B 121333 b 14-18,37 |11 19-28,0 22 *
29 1 42 p 12,10 B 13,1434 b 15-19,38 1 20-29,0 22
30 1 43 p 13,11 b 14,1535 b 16-20,39 [ 21-30,0 22 *
31 i 44 b 14,02 B 15,1636 B 17-21,40 1 22-31,0 22 *
32 kP 1513 B 16,1737 b 18-22,41 12 23-32,0,2 | 23 *
33 P 16,14 B 17,1838 b 19-23,42 h2 24-33,0,3 [ 23 *
34 P 17,15 8 18,19,39 b  20-24,43 h2 25-34,0,6 | 23 *
35 P 18,16 b 192040 b 21-25,44 p2  26-350,7 | 23 *
36 e 1917 B 20,2141 p 22-26,1 2 27-36,0,10 | 22 *
37 P 20,18 B 21,2242 p 23-27,2 (2 28-37,0,11 | 22 *
38 B 21,19 B 222343 b 24-28,3 (2 29.38,0,12 | 22 *
39 B 2220 8 23,2444 b 2529,4 h2 30-39,0,13 | 22
40 b 2321 B 24,25,1 b 26-30,5 h2 31-40,0,14 | 22 *
41 P 24,22 b 2526,2 B 27-31,6 h2 32-41,0,15 | 22 *
42 k2523 B 26,27,3 b 28-32,7 [i2 33-42,0,43 | 22 *
43 b 2624 B 27,28,4 b 29-33,8 12 34-43,0,44 | 23 *
44 » 2725 B  28,29,5 B 30-34,9 i12  35-44,0, 1 23 *

En els intervals a-b s'exclou el zero i s’han d’entendre ciclics mod 45. *

representa la resta d’arcs. En petit apareix el nombre de cops que cada arc
ha rebut la informacié fins a aquella unitat de temps.
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Taula correspdnent a la Proposicio 2.3.15

v.tipus | a.entr. <t |t+1|t+2}1t+3|t+4 t+5
0 0 1 2 4 0 3
1 3 4 0 1,2
2 2 0,1 3,4
3 3 0,4 1,2
4 0,1 2,34
1 0 0,1,2,34*
1 3 4 0 1,2
2 2 0,1 3.4
3 3 0,4 1,2
4 0 1 2 4 3
2 0 0,1,2,3,4*
1 3 4 0 1,2
2 2 0,1 3,4
3 0,4 1 2 3
4 0,4 1,2,3
3 0 0,1,2,3,4*
1 3 4 0 1,2
2 0,4,3 1 2
3 2 0,1 3.4
4 0,4 1,2,3
4 0 0,1,2,3,4*
1 0,4,3,2 1
2 2 0,4 1,3
3 3 0,1 2,4
4 0,4* 1,2,3

Taula A.6: Demostracid de la Proposicié 2.3.15



Apendix B

Digrafs (A, D', s) més grans
(setembre 1996)

Simbols y notacions utilitzats a les taules d’aquest apéndix:

FD Digraf bipartit FD, [24].

II Digraf de Imase-Itoh, {34].

K Digraf de Kautz K(d, D), Corol-lari 3.2.7.

B Digraf de De Bruijn B(d, D), Corol-lari 3.2.7.

BK B(d,D ~1) x K(d', D — 1), Proposicié 3.2.12.

KK KN{d,D-1) x K(d',D - 1), Teorema 3.2.11.

B*B  B(d,D) x B(d', D — 1), Proposicié 3.2.15.

B'K  B(d,D) x K(d', D — 1), Proposicié 3.2.15.

B*BK B(d,D) x B(d', D — 1) x K(d", D — 1), Proposicié 3.2.15.
B*KK B(d,D) x K(d',D —1) x K(d", D — 1), Proposicié 3.2.15.

El nombre que apareix a les taules sota cada digraf correspon a 'expresié
KD'/"a—H)’ on n és P'ordre del digraf en cada cas. Fixem-nos que com més gran
sigui aquest valor, el digraf estd més a prop de la fita superior. Aquest valor
pot ser més gran que la unitat, en especial per valors petits del grau.
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Digrafs (A, D', s) més grans amb [ =3

s 1 2 3 4 S 6 78 9 10
A
2 | f
3 o,gg 1,{3
1 K I
4 1.25) 094 1,25
5 0 13
I I BK K I
6 L16] L6 089 097 1,16
7 o,gg 1,{41
Il B*K] I BK] L
8 1,12 0,94 1,12 0,94 0,98 1,12
* I K BK K Jii
9 0,89 111 0,79 0,89 0,99 L1
I *K| 1] BK K| 1
10 1,10 09| 1,10 096 0,991 1,10
11 o,gg 1,{0
1] 1 Il B*K 1 BK
12 1,08 1,08 1,08 0,97 1,08 0,89 0,94 097| 0,99
13
¥*
14| F B .
* *
15 Bo,gg 1,57 Bo,gg 1,017 0,85 0,89
Il B*K 11 B*BK| B*K| 1 KK
16 1,06 T0,94 1,06 094 098 1,06/ 0,88
17
1] IIl B*KK| B*K I B*K I
18 1,06 1,06 0,79] 097 1,06 0,99] 1,06] 086
19
Il B*K| 1] I B*BK| B*K| L
20 1,05 0,94 1,05 1,05 0,96 0,9 1,05
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Digrafs (A, D', s) més grans amb D' =4

E 1 2 3 4 6 8 9 10
A
2 | B
3 | ol (R
B K] D
4 0,75 0,94 0,62
FD
5 0,96 0,48
B*Kl  BK BK| K FD
6 0,89 0,75 0,89 0,97 0,40
7 of§ ‘gg
B*BK| B*K| BK BKI K FD
8 0,75 0,94 0,75 0,94 0,98 0,29
B*K KK BE| K FD
g 0,89 0,79 0,89 0,99 0,24
B*K|  BA BK| K FD
10 0,96 0,75 0,96| 0,99 0,22
11 ofy 58
B*Kl B*K| B*BK| B*K| KK BK| BK| BK|
12 0,89 0,94 0,89 0,97 0,83 089 0,94 097 0,99
13
*
14 Bo,gg ?%
B*K B*K| KK BK]
15 0,89 0,96 0,85 0,89
B*BK| BYKl B*BK| B*BK| B*K| BK| KK
16 0,75 0,94 0,75 0,94 0,98 0,75 0,88
17
B*K| B*BK| B*KK| B¥K| B*BK B*K| BK| KK
18 0,89 0,75 0,79 0,97 0,89 0,99 0,75 0,86
19
B*BK| B*K| B*K B*BK B*BK| B*K| BK|
20 0,75 0,94 0,96 0,75, 0,96 0,9 0,75
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Digrafs (A, D', s) més grans amb D' > 4

s 1 2 3 4 o 6 78 9 10
A
9
3 | off
4 0,63 0.755.
5 off| ofs
*
6 | BB 8 oA o8
7 o,g o,g
B*Ki B*B BK| B
8 0,63 0,75 0,78 0,84 0,88
B*B KK BK K] B
9 0,67 0,59 0,74 0,86 0,89
B*K| B*B BK B
10 0,72] 0,80 0,84 088/ 0,90
11 0,2{9( o,g
B*B| B*B| B*K| B*B BK| BK| BK| K| B
12 0,67 0,75 0,78 0,83 0,78 0,83 0,87 0,90 092
13 0,91
¥ ¥
14 Bo,gg Bo,g {,3,53
B*Bi B'K| B*B KK BK B
15 0.65 0,72 0,80 0,75 0,80 0,88
B*Kl B’B B*BK| B*K| B*B KK BK
16 0,63 0,75 0,80 0,84 0,88 0,78 0,86
17
B*B| B*BK| B*K{ BB B*K| B*B| KK BK
18 0,67 0,67 0,78 0,83 0,86 0,89 0,77 0,81
19
B*K| B*B| B*B B*BK| B*K| B*B KK
20 0,63 0,75 0,80 0,84 0,88 0,9 0,83
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