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CapiTuLo I

GRAFOS Y REDES DE INTERCONEXION




1.1 INTRODUCCION

Todo sistema fisico en el que exista una relacidn bina-
ria entre ciertos objetos puede modelarse mediante un grafo, estruc
tura matematica que, como sabemos, estd formada por un conjunto de
puntos (1lamados vértices o nudos) y de lineas que los enlazan.

Debido a ello, y a su simplicidad intrinseca, la teoria
de grafos, intimamente ligada con la teoria combinatoria, se apli-
ca actualmente en multitud de problemas pertenecientes a areas tan
diversas como la Ingenieria Eléctrica y Civil, Ciencias de la Com-
putacidn, Linguistica, Genética, Psicologia, Fisica, Quimica, etc.,
sin olvidar sus relaciones con otras ramas de la Matemdtica.

Mids concretamente, y a modo de ejemplos, basta
citar su aplicacidon a la formulacidn y resolucidon de redes eléc-
tricas, cuyas bases fueron establecidas por Kirchhoff en 1847, y
al estudio de los 1lamados "problemas de optimizacidon" que se plan
tean generalmente en Economia e Investigacidon Operativa, tales co-
mo el del "itinerario del viajante de comercio" y el que didé lugar
al método PERT.

E1 tema central de este trabajo es el estudio de diversas
aplicaciones de la teoria de grafos a la Arquitectura de Computado
res, en particular al disesio y evaluacidn de redes de interconexiidn
para sistemas multiprocesadores.

Como veremos en la seccion 1.4, los multiprocesadores
son sistemas informdticos en los que existen varias unidades de
proceso capaces de ejecutar tareas de forma simultdnea, lo que re-
dunda en una mayor velocidad de cdlculo. Parte muy importante de
tales sistemas son las redes de interconexidn que permiten una ade
cuada comunicacidén entre los procesadores, y que pueden modelarse

mediante grafos.




En este primer capitulo haremos un repaso de todos 1los
conceptos fundamentales que usamos posteriormente. Asi, las dos
secciones que siguen estan dedicadas a recordar la terminologia bd
sica de los grafos y digrafos. La seccidon 1.4 trata de Tas redes
de interconexidon, su clasificacidon, caracteristicas principales,

Yy un breve repaso de algunas topologias propuestas anteriormente.
Terminamos el capitulo ofreciendo dos versiones distintas de un
problema basico concerniente a dichas redes, y sobre el cual se
dan unos primeros resultados que nos fijan ciertos 1imites tedri-
cos (cotas de Moore).

En cuanto al temario que sigue, y en una primera clasi-
ficacidn, Tos capitulos II, III y IV estdn dirigidos principalmen-
te a la obtencidon de redes con pequeiio "diametro" (ver secc. 1.2)
lo que, fisicamente, se traduce en una mayor "proximidad" entre
los procesadores y, por tanto, mayor rapidez en sus comunicaciones.
En cambio, el capitulo V trata un problema diferente: el de mini-
mizar el nimero de conexiones entre procesadores, buses y memorias
de un sistema "multibus", con el fin de abaratar el coste de Ta
red.

Concretando un poco mas, en el capitulo II se presenta
una metodologia general para obtener redes de interconexion. A par
tir de ésta, se clasifican algunas de las soluciones propuestas
anteriormente y, finalmente, se aplica el método a un caso parti
cular obteniéndose varias topologias interesantes.

La idea central del capitulo III es la de "congruencia

nII

en Z'", cuya necesidad se justifica, en nuestro caso, en la seccion

n
" sobre el

3.1. Este concepto, junto con el de "divisibilidad en Z
que esta basado, se desarrollan en las secciones 3.2 y 3.3. Aunque

su aplicacion en 1a Ciencia de la Computacidon es variada, hacemos
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especial hincapié en Ta obtencidn de los grafos dirigidos que 11a
mamos "de pasos conmutativos", y que resultan especialmente aptos
para modelar los sistemas conocidos como "redes locales" (apartado
1.4.5).

En el capitulo IV se estudia un método ("del desdoblamien
to de nudos") que permite obtener, recursivamente y a partir de
grafos muy simples, familias de redes con creciente nimero de vér-
tices y diametro muy cercano o igual a la cota minima (apartado
1.5.3). Esto las hace aptas para sistemas informidticos con elevado
nimero de procesadores.

Finalmente, y como ya hemos comentado, en el capitulo V
se trata un problema de "ahorro de conexiones" en un sistema mul-
tiprocesador con red de interconexidén tipo multibus. En este, va-
rios procesadores comparten distintas unidades de memoria a las que
acceden a través de buses, y el problema consiste en reducir al
maximo el nimero de conexiones procesadores-buses y buses-memorias.
ET resultado central de este capitulo es una ligera modificacidn
del conocido "teorema de Hall" |B2|, |B3|, |H1|(seccién 5.1). Esta
variante se demuestra mediante un proceso constructivo en la sec-
cion 5.2, y su aplicacién a la resolucidén del problema, junto con
otras cuestiones relacionadas, se desarrollan en las secciones si-

guientes.




1.2 GRAFOS

En esta seccion y la siguiente repasaremos brevemente al
gunos de los conceptos y notaciones bdsicas relacionadas con la teo
ria de grafos(l).

Asi, G = G(V,E) = (V,E) es un grafo con conjuntos V= V(G)
y E = E(G) de vértices y 1<neas respectivamente. Una linea ec E C
VxV de Ta forma {x,y} "une" los vértices = e y, y serd denotada
por (x,y), par no ordenado, o xy = yx. En este caso decimos que 1los
vértices x e y son adyacentes. Dos lineas se 1laman adyacentes si
tienen un vértice en comin e Zndependientes en caso contrario.

Los cardinales de los conjuntos V y E son el orden ,
|G] = |V| o nimero de vértices, y el tamasio, e(G) = |E| o nimero de
lineas del grafo G.

G = (V,E) es Zsomorfo a G'= (V',E'), 1o que denotamos
por G = G', si existe una correspondencia biunivoca ¢ :V —s V'
tal que xyeE sii ¢(x)o(y) e E'.

E1 grafo G'(V',E') es un subgrafo de G(V,E), 1o que se
expresa G'€G, si V'CV y E'CE. Si WCV, el grafo inducido por W,
G[W], es el subgrafo de G formado por todos los vértices de W mis

las Tineas que los unen. En cambio,
G - W= G[V-W] (1.1)

es el subgrafo de G obtenido suprimiendo los vértices de W y todas

lTas Tineas incidentes en ellos. Andlogamente, si E'CE(G);

G - E' = (V(G), E(G)-E") (1.2)

(1) En general, la terminologia empleada es la misma que la usada
en |B2|, |B3|, |H1| o |F1].



En particular, si E'= {e}, escribiremos
G - {e} =G - e (1.3)

Un subgrafo especialmente considerado en el capitulo V
es el 1lamado I-factor. Estda formado por un conjunto de Tineas in-
dependientes que contienen todos los vértices de G. Obviamente, G
puede tener un l-factor s6lo si es de orden par.

E1l grafo dual de G(V,E), G(V,E), tiene los mismos vérti-
ces que G pero una linea xye E si y s6lo si xyd4 E. Es decir, Tos

vértices x e y son adyacentes en G sii no lo son en G.

Si x es un vértice de G, xe G,
r(x) = FG(X) (1.4)

representa el conjunto de vértices de G adyacentes a x. Analogamen
te, si xeH = G[W], donde WCV, FH(x) es el conjunto de vértices

de H adyacentes a x, 0 sea:
PH(x) = {yeH | xyeE(H)} = FG(x)f\w (1.5)
De 1a misma forma, si ACV y HCG,
FH(A) (1.6)

denota el conjunto de vértices de H - A adyacentes a, al menos, un

vértice de A. En particular, escribimos
I'(A) = FG(A) (1.7

A los cardinales de 1os conjuntos anteriores los llamamos
grados. Asi, el grado de xeV, d(x) = |T(x)| es el nimero de vérti

ces de G adyacentes a x. De forma andloga,

Q.
o
—
x
~
1

[Ty (x) | (1.8)

con HCG y

o.
i
—
=
N
|

[T (A) ] (1.9)
con ACV(G).




Un grafo G se dice regular de grado d 0 d-regular si to-
dos sus vértices tienen grado d.

E1 grafo completo, Kn, tiene n nudos y (2) Tineas, es de-
cir, existe una linea entre cualquier par de vértices.

Un sendero ("trail") o tren de lineas, T, de longitud 1

en G, denotado por t = XgXq...Xy = T[XO-X]] = Xg=Xqys €s una secuen
cia de vértices y lineas de la forma Xg2€1sX12€psXgs e cs€q5Xy CON
todas las Tineas €. = Xy %> 0<ig 1, distintas. Un camino

p = u[Xg-=xq] es un tren de Tineas con todos los vértices distin-
tos.

Un circuito [ciclo] es un sendero [camino] cuyos vértices
inicial y final (vértices terminales) coinciden: Xp= Xq-

Existen miltiples definiciones equivalentes para el con-
cepto de arbol |H1, cap.4|. Daremos aqui la que estd basada sobre
la nocidon de camino, a saber: G es un drbol si cualquier par de sus
vértices estdn unidos por un solo camino. Un drbol generador
("spanning tree") de G es aquel que es subgrafo de G y contiene a
todos sus vértices.

La distancia entre dos vértices x,ye V(G), denotada por
dG(x,y) = d(x,y), es la minima longitud de un camino x-y. Si no
existe ningin camino de esta clase, se escribe: d(x,y) = » . AsfT,
un grafo g es conexo si ¥x,y e V(G), d(x,y) <=

Dos parametros relacionados con la distancia son el d<d-

metro, k, y la distancia media entre vértices, k, que se definen

por
k = max{d(x,y)} (1.10)
X,yeV
S
k = 2 E d(x,y) (1.11)
X,yev

donde N = |V]|.
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Un tema muy estudiado dentro de la teoria de grafos es
el de las "coloraciones" |H1|, |B3|. Asi, el mds famoso problema
no resuelto en dicha disciplina fué, hasta 1976 en que K.Appel, W.
Haken y J.Koch dieron con su solucidén, la 1lamada "Conjetura del
Mapa de Cuatro Colores" (4CC), ahora 1lamada "Teorema de los Cua-
tro Colores (4TC).

En el apartado 2.2.2 usaremos dos de las nociones basi-
cas en el desarrollo de dicha rama: las de "vértice-" y "linea-
coloracidon" |F1].

Un grafo G es vértice-n-coloreable [Linea-n-coloreable]
si es posible asignar a cada uno de sus vértices [lineas] uno de
entre n colores de manera que vértices [1Tneas] adyacentes tengan

colores distintos.

1.3 DIGRAFOS

E1 concepto de grafo dirigido o digrafo deriva directa-
mente del de grafo sin mds que exigir que las Tineas, ahora llama-
das aqrcos, sean pares ordenados de vértices. Por tanto, la mayor
parte de los conceptos y terminologia introducidos en la seccidn
anterior tienen una directa generalizacidn en ésta. Debido a ello,
nos limitaremos ahora a repasar las nociones basicas propias de
los grafos dirigidos.

Asi, representamos por D = D(V,A) = (V,A) un digrafo con
conjunto de vértices V = V(D) y de arcos A = A(D). Un arco, a, 0
par ordenado de vértices, se denota por [u,v] 6 uv # vu con u,ve V.

Un autolazo es un arco de la forma [u,u], y dos arcos
paralelos (con los mismos vértices terminales) se pueden distinguir

mediante subindices, p.e. [u,v]; y [u,v],.



En general, y como en el caso de grafos no dirigidos,
adoptamos la terminologia estantard, ver p.e. |B1l|, |D1] o |H1],
aunque, al igual que en |B1l]|, (y sobre todo por 1o que se refiere
al contenido del capitulo IV), hacemos la siguiente excepcidn:

Lo que nosotros 1lamamos "digrafos" pueden ser, en reali
dad, "pseudodigrafos’. Esto significa que, en general, permitimos
la presencia de autolazos y arcos paralelos.

Si [u,v] e A, decimos que existe un arco desde u hacia v.
Como sabemos, esto se representa graficamente por una flecha diri-
gida hacia v y situada en 1a Tinea que une estos dos vértices.

Si xeV(D), d"(x) = od(x) representa el grado de salida
de x, nimero de vértices adyacentes desde x, y d (x) = id(x) el
grado de entrada 0 nimero de vértices adyacentes hacia x.

D es un digrafo d-regular o grafo d-diregular si
d*(x) = d7(x) = d ¥xe V(D).

Evidentemente, en un digrafo, todos los caminos son "uni
direccionales" pero, aparte de esta diferencia, todos los concep-
tos relacionados con el de camino son andlogos a sus correspondien
tes en los grafos. Asi, en D, la distancia entre dos vértices
u,ve V(D) se denota igualmente por d(u,v) o dD(u,v) (aunque ahora
no tiene por que ser d(u,v) = d(v,u)), y el diametro k y la distan
cia media k vienen dados igualmente por las expresiones (2.10) y
(2. 11}

Como veremos, en este trabajo sélo consideramos digrafos
fuertemente conexos; es decir que, dados x,ye V cualesquiera, siem

pre existe un camino de x a y y un camino de y a = (d(x,y) <=y

d(y,x) < «).




