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CnpÍrulo I

GRAFOS Y REDES DE INTERCONEXION



1.1 INTRODUCCION

Todo sistema físico en el que exista una reLacdón bina-

ria entre ciertos objetos puede modelarse mediante un grafo, estruc

tura matemática QU€, como sabemos, está formada por un conjunto de

puntos (llamados vértices o nudos) y de 'líneas que los enlazan.

Debido a ello, y a su simplicidad intrínseca, la teoría

de grafos, íntimamente ligada con'la teoría combinatoria, se apli-
ca actual mente en mul ti tud de probl emas perteneci entes a áreas tan

díversas como la Ingeniería Eléctrica y Civil, Ciencias de la Com-

putación, LinguÍstica, Genética, Psico'logía, Física, Qufmica' etc.,

sin ol vidar sus relaciones con otras ramas de la Matemática.

Más concretamente o y a modo de eiempl os, basta

c'itar su apl icación a la formulación y resol ución de redes eléc-

tricas, cuyas bases fueron establecidas por Kirchhoff en 1847, y

al estudio de los llamados "problemas de optimización" que se pla!

tean generalmente en Economía e Investigación 0peratíva, tales co-

mo el del "itinerario del viaiante de comercio" y e'l que dió lugar

al método PERT.

El tema central de este trabajo es el estudio de diversas

aplicaciones de la teoría de grafos a la Arquitectura de Computado

res, en particul ar al diseño A eualuación de v,edes de dntez'coneuión

para sistemas muLtiproeesadores.

Como veremos en la sección I.4, los multíprocesadores

son sistemas informáticos en los que existen varias unidades de

proceso capaces de ejecutar tareas de forma simultánea, lo que re-

dunda en una mayor velocidad de cálculo. Parte muy importante de

ta'les sistemas son las redes de interconexión que permiten una adg

cuada comunicación entre los procesadores, y que pueden modelarse

medi ante grafos.
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En este primer capítulo haremos un repaso de todos los

conceptos fundamentales que usamos posteriormente. Así, las dos

seccjones que siguen están dedicadas a recordar la terminología bá

sica de los grafos y digrafos. La sección 1.4 trata de las redes

de interconexión, su clasificación, características principales,

y un breve repaso de algunas topologías propuestas anteriormente.

Terminamos el capítulo ofreciendo dos versiones distintas de un

problema básico concerniente a dichas redes, y sobre el cual se

dan unos pri meros resul tados que nos fi jan ci ertos I ími tes teóri -

cos (cotas de Moore).

En cuanto al temario que sigue, y en una prímera clasi-
ficaci6n, los capítulos II, III y IV están dirigidos principalmen-

te a la obtención de redes con pequeño "diámetro" (ver secc. 1.2)

l o QUe, fís i camente, se traduce en una mayor " proxj mi dad" entre

los procesadores !, por tanto, mayor rapidez en sus comunicaciones.

En cambio, el capítulo V trata un problema diferente: el de mini-

mizar el número de conexiones entre procesadores, buses y memorias

de un sistema "multibus", con el fin de abaratar el coste de la

red.

Concretando un poco más, en el capítulo II se presenta

una metodología general para obtener redes de interconexión. A paf

ti r de ésta, S€ cl asi fi can a1 gunas de I as sol uci ones propuestas

anteriormente !, finalmente, se aplica el método a un caso parti

cular obteniéndose varias topologías interesantes.

La idea central del capítulo III es la de "congruencia

en 7fr", cuya necesidad se justifica, en nuestro caso, en la sección

3.1. Este concepto, j unto con el de "ltli vi s i bi l i dad en Lfr" sobre el

que está basado, se desarrollan en las secciones 3.2 y 3.3. Aunque

su aplicación en la Ciencia de la Computación es variada, hacemos
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especial hincapié en la obtención de los grafos dirigidos que lla
mamos "de pasos conmutativos" o y que resu'l tan especialmente aptos

para modelar los sistemas conocidos como "redes locales" (apartado

1.4.s).

En el capítulo IV se estudia un método ("del desdoblamien

to de nudos") que permite obtener, recursivamente y a partir de

grafos muy simples, familias de redes con creciente número de vér-
tices y diámetro muy cercano o igual a la cota mínima (apartado

1.5.3) . Esto I as hace aptas para s i stemas i nformáti cos con el evado

número de procesadores.

Finalmente, y como ya hemos comentado, en el capítulo V

se trata un problema de "ahorro de conexiones" en un sistema mul-

tiprocesador con red de interconexión tipo multibus. En este, vd-

rios procesadores comparten distintas unidades de memoria a las que

acceden a través de buses, y el problema consiste en reducir a'l

máximo el número de conexiones procesadores-buses y buses-memorias.

El resul tado central de este capítul o es una 1 i gera modi fi caci ón

del conocido "teorema de Hall" lB2l, lB3l, lHll (sección 5.1). Esta

vari ante se demuestra medi ante un proceso constructi vo en I a sec-

ción 5.2, y su aplicación a la resolución del problema, junto con

otras cuestiones relacionadas, se desarrollan en las seccíones si-
gui entes 

"



L.2 GRAFOS

En esta sección y la siguiente repasaremos brevemente al

gunos de los conceptos y notaciones básicas relacionadas con la teo
("ría de grafos") ,

Así, Q = G(V,E) = (V,E) es un gr,afo con conjuntos V = V(G)

y f = E(G) de oéTtiees y Líneas respectivamente. Una línea e e E C

VxV de la forma {x,J} "une" los vértices ü ? a" y será denotada

por (x,y), par no ordenado, o xy = yx. En este caso decimos que los

vértices x e y son adyacenl;es. Dos líneas se llaman adyaeentes si

tienen un vértice en común e dndepend.ientes en caso contrario.
Los cardinales de los conjuntos V y E son el orden,

lGl = lVl o número de vértices, y el tamaño, e(G) = lEl o número de

I íneas de1 grafo G.

Q = (V,E) es isomoz,fo a G'= (V' ,E'), 1o que denotamos

por Q = G'o si exisüe una correspondencia biunívoca ó:V 
-> 

V'

tal que x) e E si i O(x)O(V) e E' .

El grafo G' (V' ,E') es un subgz,afo de G(V,E), lo que se

expresa G'cG, si V'cV y E'cE. Si WcV, el grafo indueido por w,

G[l'l], es el subgrafo de G formado por todos los vértices de l,l más

las I íneas que 'los unen. En cambio,

(1.1)

es el subgrafo de G obtenido suprimiendo los vértices de tl y todas

las I íneas incidentes en el los. Análogamente, si E'CE(G);

(1.2)

c - r^t = e [v-hj]

c - E' = (V(c), E(c)-E')

(1) En generalo la terminología empleada es la misma que la usada
en l82l, l83l, lHll o lF1l.
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En particular, si E' = {e}, escribiremos

G - {e} = Q - e

Un subgrafo especialment

es el llamado 1-faetor. Está forma

que contienen todos Idependi entes

puede tener un 1-factor sólo si es

. (1.3)

en el capítul o V

unto de lÍneas in-

G. 0bvi amente, G

'los mi smos vérti -

E. Es decir, los

en G.

(1.4)

x. Anál ogamen

de vérti ces

EI gyafo duaL de G(V,E),

ces que G pero una línea ry r E si

vértices n e y son adyacentes en G

Si x es un vértice de G,

e consi derado

do por un conj

os vértices de

de orden par.

e(v,E), tiene

y sólo si xy+

sii no lo son

x e G,

representa el

r(x) = rr(x)

vérti ces de

t,.lcv, rr(x)
de H adyacentes a sea:

rr(x) = {yeH I "yrE(H)} =

De la misma forma, si AcV y

grados.

ces de G

A I os cardi nal es de

Así, el grado de x e V

adyacentes a x. De f

dr(x) = lrr(x)l
con HCG y

(1.5)

(t.z¡

anteriores los llamamos

es el número de vérti

de

de

unto

, don

xr 0

conJ

G [r^t]

G adyacentes a

es el conjuntote, si xeH

rr(x) n w

HCG,

rH(A) (1.6)

denota el conjunto de vértices de H - A adyacentes a, al menos, un

vértice de A. En particularo escribimos

r(A) = rc(A)

I os conj untos

, d(x) = lr(x)l
orma anái oga,

(1.8)

dH(A) = lrr(n)l
con Acy(c).

(1.e)
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un grafo G se djce reguLay de grado d o d-reguLar si to'

dos sus vértices tienen grado d.

El gt,afo eompleto, Kr, tiene n nudos y (l) lÍneas, es de-

cir, existe una I ínea entre cua'lquier par de vértices.

Un sendez,o ("traiI") o tTen de Líneas, r' de longitud I

en G, denotado por r = X0*1,..*l = t[xO-x1J = *0-tlo es una secuen

cia de vértices y Iíneas de la forma x0,e1,xL,e2,x2,...,..,,*l con

todas las líneas .i =' *i_lti, 0< i < I ' distintas. Un eamino

u = u IxO-x.,1 es un tren de 1íneas con todos I os vérti ces di sti n-

tos.

Un eiycuito lci.clo) es un sendero lcamino] cuyos vértices

inicial y final (vértices termdnaLes) coinciden: *0= xl.
Exi sten múl ti p1 es defi nj ci ones equi val entes para el con-

cepto de árbol lH1, cap.4l. Daremos aquí la que está basada sobre

la noción de camino, a saber: G es un árbol si cualquier par de sus

vért j ces están unidos por un sol o cami no. Un áv'boL genenadoz'

("spanning tree") de G es aquel que es subgrafo de G y contiene a

todos sus vérti ces.

La d.istancda entre dos vértices X,y€ v(G), denotada por

On(x,V) = d(x,y), es la mínima longitud de un camino x-y. Si no

existe ningún camjno de esta clase, se escribe: d(x'y) = oo Así,

un grafo g es coneno si Vx,V e V(G) ' d(xoV) < -
Dos parámetros relacionados con la distancia son el d¿á,-

mett,o t k, y la dístancia media entre vérti ces, -k, que se def inen

p0r

ft = max{d(x,y)} (1.10)
XryeV

donde [rl = lV I .

- 1\f[ = frr¿-,d(x,y)
XrleV

(1.11)



Un tema

el de l as "col orac

no resuelto en dic

Haken y J. Koch di e

Mapa de Cuatro Col

tro Col ores ( 4TC ) .

En el ap

cas en el desarrol

coloración" lF1l.
Un grafo

si es posi bl e asi g

entre n colores de

col ores di sti ntos.

B

muy estudiado dentro de la teoría de grafos es

iones" lH1l, lB3l. Así, el más famoso problema

ha discip'l 'ina fuéo hasta L976 en que K.ApPel, l^1.

ron con su sol ución, la l lamada "Conjetura del

ores" (4CC), ahora llamada "Teorema de los Cua-

artado 2.2.2 usaremos dos de I as nociones bási-

lo de dicha rama: las de "vértice-" y "l ínea-

G es uértice-n-coloz.eabLe lLínea-n-coloreabLef

nar a cada uno de sus vértices [1íneas] uno de

manera que vértices [tíneas] adyacentes tengan

1.3 DIGRAFOS

El concepto de grafo dirig¿do o digrafo deriva directa-

mente del de grafo sin más que ex'igir que las líneas, ahora llama-

das az,eos, sean pares ov,denados de vért j ces. Por tanto, I a mayor

parte de I os conceptos y termi nol ogía i ntroduci dos en I a secci ón

anterior tienen una directa generalización en ésta. Debido a ello,

nos I imitaremos ahora a repasar las nociones básicas propias de

los grafos dirigidos.
(V,A) un digrafo con

(D). Un anco, q., o

ó uv I vu con u,v e V.

uru], y dos areoa

se pueden distinguir

Así, representamos por D

conjunto de vért'ices [ = V(D) y de

par ordenado de vértices, s€ denota

= D(V,A) =

arcos A = fl

Un autoLazo es un arc

pqv,aLeLos (con los mismos vérti
mediante subíndices, p.e. [r,u]

o de

ces

1V

[, 'u]
orma t
nal es )

por

la f
termi

[r,u] 2'
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En general, y como en el caso de grafos no dirigidos,
adoptamos 1a terminología estantard, ver p.e. lAtl, lntl o lHtl,
aunque, al igual que en lgtl, (v sobre todo por lo que se refiere
al contenido del capítulo IV), hacemos la siguiente excepción:

Lo que nosotros llamamos "digrafos" pueden ser, en reali
dad, 'tpseudodigz,afostt. Esto signif ica gu€, en general, permitimos

I a presenci a de autol azos y arcos paral el os.

Si [u,v] e A, decimos que existe un arco desde u haeia o.

Como sabemos, esto se representa gráfi camente por una fl echa di ri -
gida hacia v y situada en la línea que une estos dos vértices.

Si x e V(D), d+1x1 = od(x) representa el gTado d.e saLid.a

de x, número de vértices adyacentes desde x, y d-(x) = id(x) el

gz,ado de entz,ada o número de vérti ces adyacentes haci a x.

D es un di grafo d-r,eguLar o gz,afo d-direguLar si

d+1x¡ = d-(x) = d VxeV(D).

Evi dentemente, en un di grafo, todos l os cami nos son "rn!
di recci onal es " pero, aparte de esta di ferenci a o todos l os concep-

tos relacionados con el de camino son análogos a sus correspondien

tes en los grafos. Así, en D, la distancia entre dos vértices

u,v e V(D) se denota igualmente por d(u,v) o dD(u,v) (aunque ahora

no tiene por que ser d(u,v) = d(v,u)) n y el diámetro k y la distan

cia media I vienen dados igualmente por las expresiones (2.10) y

(2. 11) .

Como veremos, en este trabajo sólo consideramos digrafos

fuertemente eoneüos', es dec jr que, dados X,y e V cualesquiera, siem

pre existe un camino de r a A y un camino de a a ff (d(x,y) <* y

d(y'x) < "").


