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riódicos del plano. Si fi = fl1 Vi, desap

los vértices de Vl y UZ. Este es el caso

Exi sten otros casos parti cul are

debido a la el ección del conjunto F, los

i ndi sti ngui bl es. Entonces , I a el ecci ón de

traria y sólo está sometida a la condició

Este sería el caso, poF ejempl o

tudiadas en el subapartado 2.2.2a que pod

ción de

bl e. Si ,

en tre

smo ,

sul tan

arbi -

consi deradas

este ti po de grafos, resul tan muy

de sistemas que hemos llamado "de

los vértices de V1 pueden repre-

I os de U Z I os buses.

lnc'ron

lsar | .

asimi

V^ re
L

tos es

= lvl
s es -

arece la dist

del " p-cubo "

s en los QU€,

nudos de V1 y

ambos conj un

n lv, | + lv^l' r' ' ¿'

, de I as rede

rían ser así

como un caso parti cul ar de I as estudi adas ahora.

Dado un grafo G d-regul ar cual quiera ' admi te una construc

este tipo con fi f tj Vilj, si y sólo si es linea-d-colorea
-1ademásn exigimos que fi f fj' Vi,i, G debe ser también

vértjce-2-coloreable (lo QU€, junto con la condición de regulari-

= lvzl = lul/2)
se construyen

apropi ados para rnodel ar

dad, implica

Tal c omo

cami no comparti do " , ya

sentar'las unidades de

la clase

gue, p. e.

proceso y

2"3 REDES BASADAS EN EL DI RECC IONAMI ENTO DE FINKEL Y SOLOMON

2.3.1- EL direccionamiento de FinkeL y SoLomon: funciones asociadas.

En esta sección, usaremos la metodología de diseño estu-

diada

C omo

t€, 1

ticas

lrszl

anteriormente para obtener varias topologías interesantes.

se verá, 'l as rotul aci ones de I os vérti ces ( o, equi val entemen-

as elecciones del conjunto V) con las que trabaiamos son idén

o están inspiradas en la propuesta por Finkel y Solomon en

En este artículo, cada vértice está rotulado de la forma



"u.w" donde z

cons i dera que

a tal conjunto
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= uw es una secuencia de n dígitos en

la "dirección" z, es equivalente a ,z)

de vértices lo denotaremos por Wn,b.

base b.

. Dados

As Í ,

v j I

(se

n y b,

l^l n,

lwn

cl0nes

ción.
f'(o,B)

b = {ara2...ai.ai

,51 = nbfl

dígi to en base b (2.3)+1"'on I a.'J

a elección de las funciones f., (o condi

estrechamente rel aci onada con esta nota

I i mi tamos a funci ones de I a forma

wn,b'

f(o,B)(u1) = Yz (2.4)

(existe un arco desde , j_ haeia uz) si y sólo si

a) E1 punto de uZ está situado a distancia o (mod n) del

punto de v1.

b) El díg'ito de vZ situado a distancia B (mod n), respec

to a I a posi ci ón del punto en u1, es cual qui er dígi to

en base b di.stinto de su homólogo en v1.

Se define como 1 la distancia entre dos dígitos consecu-

tivos y 1/2 la distancia entre el punto y el dígito inmediato pos-

terior. Así, f(o,0).t la función que "hace saltar" el punto sin

modificar ningún dígito. Por ejemplo, tomando h=4,

t(1,0)(ut.u2u3u4) = dlaz'a3a4'

Notar que, en realidad, si Bl0 y b> 2, f(o,B) representa

conjunto de b-1 funciones. Por ejemplo, siguiendo con r=4, si

Por otra parte, 1

de adyacencia) está

En este capitul o nos

donde , dador u1 ,v Z e

un

b=3 tenemos: tt t,á) (I.202) = 10.02 y LL.02-
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3.3.2 Redes de camdno dedicado unídiv'eccionaL

Como hemos i ndi cado, estas redes se model an medi ante grg

fos dirigidos (generalmente regulares). La topología que nosotros

proponemos es del tipo estudiado en el apartado 2.2.L y se obtíene

direccionando los vértices según (2.¡): [ = Wn,b; lVl = nbñ.

El conjunto F de funciones que imponen las condiciones

de adyacenci a está f ormado por 'las f unci oner f (t,O) y t(r,|) .

Así, el procesador "ua.ew" es adyacente hacia los procesadores

"uac.w" (a, e y c representan dígitos en base b) con c = 0,1,2,..,
,b-1. Es inmediato comprobar QUe, con F así definido, en cada vé!

tice de [ = (V,F) concurren b "enlaces entrantes" y b "enlaces sa

I ientes" (grafo b-diregular).
E1 encami nami ento en esta topol ogía es muy senci I I o,

pues el punto sólo puede desplazarse en un sentido. Así, el algo-

ritmo para ir de un vértice uL a otro vZ es:

1.- Aplicar f(t,O) ó t(t,*) repetidamente hasta que to-

dos los dígitos del vértice alcanzado coincidan con

los de vZ.

2.- Ap'l icar sucesivamente f (t,O) para situar el punto en

su I ugar correcto.

Esto supone QU€, en el peor de los casos, debemos reco-

rrer primero n pasos para completar el punto (1) y n-1 pasos para

(2). Por tanto, el diámetro de esta red es ft = 2n - 1 = 21ogON - 1.

En la tabla 2.3.1 se muestra el número de vértices y el diámetro

para el caso b=2 ( grafos 2-di regul ares ) y hasta n=10.

n 2 3 4 5 6 7 I 9 10

N 8 24 64 160 384 896 2A4B 4068 70024

k 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Tabl a 2.3.1,
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2.3.3 Redes de camino dedicado bidiv'eeeionaL

Usando nuestra terminología, las "'lentes multietapa" de

lfSZ¡ son redes con V = Wn,b pertenecientes al tipo del subaparta

do 2.2.2a. Las funciones de adyacencia son

-1 -+ 1\ (2.5)f(1,0)' t(t,á) ' f(-1,0) = tii,o) v t(-t,-á) = f 1,,2,

de manera que se obtiene un grafo regular no dirigido de grado

siempre pdf, d = 2b, y diámetro [ = L+J - 1,51ogON.

En este apartado presentamos redes aná'logas a las ante-

riores pero de grado impar'.

2.3.3a) Sj nos atenemos a coniuntos de vértices del tipo Wn,b

con n par (nf2), podemos obtener redes del tipo estudiado en el

subapartado 2.2.2a usando las funciones siguientes:

(2.6)

Asío obtenemos una red con [rl = nbn vértjces, grado d = 2b+1 y dií

metro ft = n + f+l = floll = f;togbNo como puede fácilmente comprobar

se considerando las direcciones de dos nudos situados a distancia

máxima. Algunos valores particulares se muestran en la tabla 2.3-2-

k

d

5 B 10 13

(n=4) (n=6) (n=8) (n=10)

5
( b=2 )

64 384 2048 L0240

7
(b=3) 324 4374 s2488 590490

f(1,0), t(r,*) ' f(-1,0)' t(-r,-*) v t(*,0) = tif,o,

Tabl a 2.3 .2



2.3.3b) 0tra

junto Id^ h, n
Il ¡ V

2.2.2b s i endo

l^lttnrb

I
I

COn t,l: lllrD

y anál ogamente

r(

v

posibil idad

Pdf, una red
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sería obtener, a parti r

tal como I as estudi adas

del mi smo con-

en el apartado

'frt.l)'fr-1,0)'\ L t 2t

i nversas:

= u,l,uu wl,u

= {a.¡z.,.d¡rdi+1...an I i

para tl,o con i par. Para

r(-r,-!), r(r,o)

i mparl

el I o usamos

' tl,b 
-

(2.7)

I as funci ones

1,0)

sus

rl, 
o

(2.8a)

l/o
va-

di -

f(-1,0), t(-r,-|)' t(t,o)' t(t,á)' f(-r,o)' tl,o ----* wl,u (2.sb)

donde S es precisamente 1a longjtud óptima del "eSlabón" que

mínimo diámetro en las "Chordal Ring Networks" estudiadas en

Un posible algoritmo de encaminamiento en esta red

da el

lAL2l.

es:

1. Usar

SUS

lor
recc

2. Usar

I as f u

camb i a

ecir lo

ador de

c
'(1,0)
simp'l e

unto en

1 nve

tado

uada.

e

s

n

c

nciones f t. ^!\rru)t
r todos los dígi

s corres pondi ent

stino.

' f(s,o)' l/o su

a1 goritmo prese

la posición ade

repetidamente

j nversas, para

correcto, es d

ión del proces

I as funci ones

, dpl i cando el

I, situar el p

pa ra

I AL2

t (t,L),
tos a su

s a la

rsa s

en

sos y

tanto

El punto (1) puede obligar a realizar

el punto (2), como se demuestra en lAL2l,

el diámetro de la red obtenida es [ = n +

un máximo de n pa-

o(nL/2) pasos . Por

o(nr/2).

2.3.3c) Consideremos

ces de la forma uLu2u3.

dígito en base bt [bz]

ahora el conjunto V const'ituido por vérti-
. . di .ui *1. . . an con n par y donde ui es un

si i es par [lmpar]. Esto supone un total



de

fo

I as

J\ = lVl = n(b f z)n/
(br+U 2)-regu'lar de'l

funci ones
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2 nudos. Entonces es posi b1 e obtener un grg

ti po del subapartado 2.2.2b si escogemos

t(1,0)' t(r,l)' t(-1,0) Y tt-t,-*) e.g)

Así, por ejemp'l o, el procesador ulaZ...ai.ai+1....an (con i par)

es adyacente a los procesadores u1uZ...ai_1.eui*1...an y

uLuz...aic.di+2...an donde e y c son dígitos cualesquiera en base

bi y bZ respecti vamente.

El diámetro de estas redes es idéntico al de las "lentes

multietapd", es decir k = +, salvo en el caso en que bt o bz

sean 1. Si suponemos br=L, nos queda una red con [\ = "b2/2 ,érti-
ces, grado d = Or*, y diámetro k = + 1.

Notar que, para obtener un grafo con un grado dado,

d = b1*b2, tenemos varias posibles elecciones de bt y bz. Para ma

ximizar el número de vértjces, debemos tomat b1 = (d-I)/2 y

bZ = (d+L)/2 (o viceversa), con lo cual

[ = y1qd2:7rn¡2 (2.10)

Si queremos obtener redes trivalentes, d=3, (recordar

el primer cri terio enumerado en el aptdo. I.4.2 tenemos que esco

ger forzosamente b1=1 y bZ=Z, con lo cual N - n2n/2 y O = ? - t g

3l ogrN - 1, I o que supone un di ámetro 'l i geramente mayor que el de

los "Cube Connected Cicles" en los QUe, como sabemos, O = itsg2N
El a'l gori tmo de encami nami ento para este ti po de redes

es totalmente análogo al de las "lentes" presentado en lFS2l, poF

lo que remitimos a dicho trabaio al lector interesado.
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2.3.4 Redes de camino compartído

Como hemos indi cado antes, en estas

entre procesadores se real izan a través de un

que comparten: I os buses general es, y por I os

en el caso de que se produzcan confl i ctos.

redes I as conexiones

medio de comunicación

cual es compi ten

(2. 1la)

(2.1lb)

son aná1ogas a las

a hora

(2.12)

(2.13a)

Para modelar estos sistemas usaremos los grafos estudia--

dos en el subapartado 2.2,2b. Así, definimos primero dos conjuntos

de vért i ces di ferenci ados :

rl, 
o

Y tl,o =

{0-u.w I u.wrWn,5i

{L-u.w I u.w.Wn,b}

Las funci ones de adyacenci a usadas

finidas en (2.4), es decir f(o,B), salvo que

t(o,B)(*-u.vú) = i-f (o,B¡ (u.w)

donde i denota el coniugado de x.

construcci ón de I a red, d'iremos q

ft n \ dando a entender que son
\0,i rf5i /

^ .,0r{o'Br)t *n,b *

y determi nan I as demás funci ones

de

0nc

mpl

ti

b

t
e

I

,

1

Supondremos que e1 conjunto tS,o [tl,o]
de procesadores [Uuses].

Las " l entes compl etadas" l FS2 l son redes

funciones empl eadas en el I as son:

En

ue

de

lnl1
n

.- t
'(o

h|0
n

es, al referj rnos a I a
eamos las funciones

po

,Bi) de la forma:

r- 1 ,^,1t(oi,Br)' *n,b 
-

f(-t,o)

,b
(2.13b)

modela el conjun

de este ti po.

to

vf (o,o)'

Las

t(-r,-*) (2. 14)
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guBo como hemos dicho, aplican sobre la dirección de cada procesa

dor para darnos las direcciones de los buses a los que está conec

tado.

A su vez, estos buses están conectados a ciertos proce-

sadores cuyas direcciones resultan de ap'l icar a las direcciones de

los buses I as funciones jnversas a las anteriores' es decir:

tiá,0) = r(0,0)' tilt,ol = r(1,0) v ti1r,-|l = t(r,l) (2.15)

in-
prg

, B)

Así, la composici6n de I

versas nos permite conocer las con

cesadores . Ver tabl a 2.3 .3. ( Recor

denota , en real i dad , un conj unto d

Tabla 2.3 .3

>(')
'( j'i)-r

(o,o) (1,0) tt,*)

(0,0) (o,o) (1,0) (1,+)

(-1,0) (-1,0) (o,o) ( 0, -á)

t-t,-*) ( - 1 , -+) (0 , -+) 
ll ,li,,

as funciones ft ^ \ Y sus(clirFi/
diciones de adyacencia entre

dar gu€, si gl0, f t^, at A (o
\u¡F/

e b- 1 funci ones ) .

Como se Puede comProbar, las

son i dénti cas a l as " l entes mul ti etapa "

Y f (-t ,-!), salvo en q

t€, esta condi ci ón de

encami nami ento

red (referido a

mo que en las rl

condi ci ones que resul tan

' f(1,0)' t(t,á), f(-1,0)

unción: t(0,_*) . No obstan

o útil en el algoritmo de

e hechoo el diámetro de la

dores) resul ta ser el mi s-

2).

ue aparece otra f
adyacencia es poc

ado en lrszl y, d

cia entre procesa

multietapa": [3nl

present

distan

I entes
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Probemos entonces con funciones

f , ^\ donde las o, Y B son variables a
\a3rF) |

el di ámetro obteni do s i n menoscabo de que

gori tmo s imp'l e de encami nami ento.

La tabl a 2.3.4 muestra cual es

sición de funcfones en este caso general.

f+r(or,o) 
"(o2,0) 

Y

determi nar para opti m izar

sea posi bl e hal I ar un al

el resultado de la compo-

(-o1,0) (-o2'0) (-0¡,8-or)

(or'0) (0,0) (ar-or,0) (ot -o3, B-clr+cl1)

(o2'0) (cx,2-or,0) (0,0) (o2-o3,8-03+aZ)

( cx,3 ' B) (oa-a1,B) (or-o2,8) (o,o) ó (o'B)

Tabla 2.3.4

Para que el s i stema funci one con un a1 gori tmo s impl e de

encami nami ento n tal como el presentado en lfSZ |, es conveni ente

disponer de las adyacencias f(1,0)'t(t,*) 'f(-t,0) y f(-t,-ll-
Esto restri nge cons i derabl emente I os val ores que pueden

darse a 'l as vari abl es cons i deradas. Una buena sol uci ón resul ta s i
1

tomamos: oL cualquiera, o, = ot-t, o3 = o1*1 y B =;, con lo cual

las funcjones que imponen las condiciones de adyacencia entre pro-

cesadores resultan ser las cuatro anteriores más f rc,tr) y f (-2,-!),
mucho más útiles que en las "lentes completadas" pues permiten que

e'l punto avance con pasos de l ongi tud 2.

0btenemos así una configuración con todas I as ventaias

de dichas "lentes" y con diámetro [ = n + ftl = 1*O (un máxjmo de

¡fl rfitl pasos para situar el punto en el lugar correcto y un máxjmo de

n pasos para cambi ar todos I os dígi tos ) .

Análogamente, el encaminamjento en estas redes puede im-
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pl ementarse a parti r de'l a1 gori tmo presentado en I FS2 | con i i geras

variaciones (1as debidas a 1a mayor "movíl idad" del punto).

2.4 CONCLUS IONES

La nueva metodología de diseño para redes de intercone-

xión, presentada en las secciones 2.1 y 2.2, ha sido usada en la
sección 2.3 para obtener algunas topologías interesantes sobre la

base del di recci onami ento propuesto en I FS2 | .

La general idad de este método (recordemos que la elección

de los conjuntos v y r -o ?- no tiene otra restricción que la de

obtener redes que cumplan los requisitos deseados) permite su apf ica

ción y desarrollo en múltiples situaciones distintasntales como

I as exi stentes en I os ejenrpl os dados de trabajos anteriores, I as

planteadas en este capítulo y la que nos sirve como punto

de partida para el desarrol lo del siguiente (ver sección 3.1).

Fi nalmente enumeramos, a modo de resumen, I as pri nci pa-

I es ven taj as de di cho método :

1. Permi te obtener fáci I mente estructuras recurs i vas.

2. La forma en que se construye la red permite, en gene

ral, hallar, o al menos acotar lLS1l, su djámetro.

3. Se dispone de una buena base -condiciones de adyacen-

cia- para construir el a1 goritmo de encaminamiento.

4. Algunas características norÍnalmente exigidas, como re

gu'larÍdad, grado pequeño y tráfico uniforme quedan ag

tomáti camente sati sfechas con una adecuada, y no dema

siada restrictiva, elección de V y f (o É).



CapÍruLo I I I

REDES DE PASOS CONIVIUTATIVOS: CONGRUENCIAS EN ZN
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3.1 INTRODUCCION

Según hemos visto en el apartado Z.Z.l, una red de cami-

no dedicado unidireccional puede modelarse mediante un grafo d-dire
gular D = (V,A) cuyo conjunto de arcos ACVxV queda definido al es-

tablecer d funciones fl ,...,fd :V 
-> 

V.

En este capítulo estudiamos dicho tipo de redes en el ca-

so en que todas las funciones fi conmutan entre sí, es decir,

f rof, = frof .' Vi,i = 1,...,d. A tales topo'l ogías las l lamamos re-
des de pasos conmutatiuos.

Así, desde un vértice dado x e V alcanzamos en un solo

paso (es decir, existen arcos desde x hacia) los vértices tr(x),..
.,fd(x);en dos pasot fi (*)(1), (ftofr)(x),...,(f1ofo)(x),...,
(r.ofr) (x) = (f1ofo) (x),... ,fá(x);y así sucesivamente. En la figu-
ra 3.1.1 mostramos un esquema para el caso d=2. En ella vemos como,

a di stanci a I de x, hay I +1 vérti ces.

(')fi

(il'rl)(^)

(")ttaj
1.1

fiu)
Fi g. 3.

(@=fi{4=x

q,üb)

rn(*)
f (x).

(1) denota (fofo.!l.of)(x). En particular, f0(x) = x y f1(x¡=



En

ben ser de la
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, I os vérti cesgenera'l

fo rma :

situados a distancia 1 de x de-

rT'o t2'o . x) con

Si todos el I os son distintos.

dr) m. = Ir.1
i=L

tenemos en total

. . orfia) ( (3.1)

(1+a-1)/

r/(d-1)/

n udos , es dec i r, e I n úmero de

mandos di ferenci ados.

,l+d-1,,\ d-1 I

(t+t)

(3.2)

formas de expresar I mediante d su-

vért i ces en una red

= rrjl;11

Esto impl i ca que el número máximo de

con d pasos conmutativos y diámetro k es:

Por ejemplo, si d=2, (3.3) nos da

kI
l=0

k

T
l=0

rolor

(t+t)(t+e)

(3.3)

(3.4)

máximos son i nal -

sól o como una cota

Como veremos en

canzables para k ¡ 1. Así

superi or.

Denotemos por

"alcanzables"

..,fd,x) c V el coniunto de

número de pasos desde x, o

2

1a sección

pues, (3.3)

3.4, dichos

debe verse

X(x) = X(f1,.

con cual qui ervé rti ces

sea:

x(x) = {yev l(rT'orl'o...orfia)(x) = v, mrez+]

Naturalmente, debemos escoger I as funciones

que X(x) = Vo ya que esto es condición necesaria para

(3.5)

fi de manera

que [ = (V,A)
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Sea fuertemente conexo. Además, si todas I at fi 'S son biyecti vas o

dicha condi ción también es suficiente.

Antes de demostrar este punto, introduciremos una nota-

ción más cómoda: ya que el orden en que se aplican las funciones

eS irrelevante, la función que resulta de componer tL veces ft' m,

vecet fZ, etc. la denotaremos pot (mt t Ít2t...; t¿). Así,

(m1, Ít2,...t mo)(x) = (fTtotl'o...ot[d)(x) (3.6)

Notemos en primer 1 ugar 9ue, si

aseguramos que

x es adyacente
-1ticer fl'(x),..

x, existe un entero positivo ti tal que f
es fáci 1 ver que fi no sería biyecti va ) .

los mismos para todo vértice y e X(x). En

se cumpl e:

que estot ti 's son

por ser y e X(x) '

I as f i
egul ar

..,f o(x
caso, p

fi{r) =

Veamos

efecto,

el di grafo obteni do es d-r

haci a I os vérti ces f, (x) , .

.,t;1{x). Además, en este

's son biyectivas,

pues cada vértice

) V desde los vér-

ara cada f. y cada
t-

x (de lo contrario

y = (mL, tn2t... t mo)(x), m.' e Z+ (3.7)

de

tlt
donde

(v) = (0,. ,ti,...,0)(y) = (0,...,ti,...,0)[(m1,...,ffid)(-)J =

.,ffid1[t0,... ,ti ,.. .,ol (*)] = (ml,...,m0) (x) = v (3.8)(ml,..

Supongamos ahora que X(x) = !. Como hemos dicho, demos-

traremos que esto implica que ! = (V,A) es fuertemente conexo. Pa-

ra ello basta ver que desde cualquier vértice y e X(x) podemos alcan

zar x (pues desde x es posible alcanzar cua'lquier vértice de V) '
pe ro

(m1, ,mo)(x) = y con 0<mi.ti (3.e)
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luego existe un camino desde y hacia x.

En lo sucesivo, al referirnos a redes de pasos eonmuta-

tiuos se supondrá que cumplen las condiciones anteriores, es decir,

las funciones f., conmutan, son biyectivas y el digrafo obtenido a

parti r de el I as es fuertemente conexo.

Es f áci I ver gu€ o en di chos graf os d-d'iregul ares, todos

los vértices son equivalentes. Esto €S, para cualquier par de vér-

tices x,y e V, existe un automorfismo rp:V 
-* 

V tal que ú(x) = y

y conserva la adyacencia, o sea [u,v]eA
to, si y = (m1,...,m0)(x) basta tomar U= (m1,...,td).

Todo lo anterior nos permite pasar a una repvesentación

común de todos los grafos de pasos conmutativos basada en los si-
guientes puntos:

1. Cada vértice (m',...,mO) (x)

de componentes enteras e =

(0,...,0). Así VCZn.

representarse por un vector
.>

,md). En particular x = Q =

p uede

(ml, . .

2. La aplicación de cada función de adyace

mar el vector coordenado unj tario Ai =

ri(e) = e * Ét.

3. Los puntos anteri ores obl i gan a defi ni r

de equi valencja entre Ios vectores de 7n

sección 3.3, ello es posible mediante la

del concepto de congruencia.

u fi supone ahora su-

...,1fi..,0).rs decir

previ amente una rel ación

. Como veremos en I a

generalización a Zn

nci

(0,


