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3.2 DIVISIBILIDAD EN 7N

3.2"1- Concepto y pz,opiedades básieas

Intuitivamente, podemos entender que dividir el número

a po? m en Z si gni f i ca hal I ar cuantos "pasos" de 'longi tud z

debemos recorrer para 11egar a a (o en su defecto, a un punto "lo
más cercano posible"). Análogamente, la división en 7n puede supo-

ner el "acercarse" a un punto determi nado á, sal vo que entonces

necesitamos movernos con n grados de libertad, es decir dando "pa-

sos" según n vectores l inealmente independientes. Esto sugiere la

siguiente definición:

Sea M una matriz nxn formada por los vectoret ñt, ñ2,...,
/91 nñn'o'r 7" Iinealmente independientes, es decir f\ = det(M) I 0, y

i un vector cualquiera de Zn. Diremos que l! d.iuide a i, denotándolo

por Mli si y sólo si existe i e zn tal que

e = iM (3.11a)

es decir iN-lrzn (3.11b)

Notar que i está unívocamente determi nado pues N=det( M) 10.

Además, cualquier M que cumpla esta condición divide al vector d,

siendo igualmenten=ü.
En lo sucesivo, M y N siempre denotarán respectivamente

una matriz como 1a indicada y su determinante. Sin pérdida de gene-

ralidad, y para simplificar la nomenclatura, supondremos que N =

det(M) es positivo.

Si en (3.11) hacemos n=1, obtenemos la condición de divi-
sibiljdad en Z, En caso contrario, las propiedades de la divisibi-
lidad en 7n difieren de las conocidas en 7, sobre todo por las dos

(2) De ahora en adelante, siempre que hablemos de vectores de Lfr,
entenderemos que se trata de vectores fi I a.
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razones siguientes:

(a) En 7, dividendo y divisor son entes iguales, es decir enteros,

lo que no ocurre en 7n,

(b) Z está ordenado pero no así 7n.

En el s i gui ente teorema i

bás i cas de di cho concepto . Como se

son totalmente análogas a las propi

ver p.e. lA2l ó lNzrl.
Teorema 3 .2.1:

(a) Vie Zn, t'tlruá y uláu. rn particularo si e

nos queda: Mlñ' vj = 1,...,n.
(b) Si Mlá y Ml6 entonces Mloá+g$, V o¿ ,B e Z. En particular,

Mlá:r Mlcrá.

(c) Vá tal que Mle-:r Nlán, siendo A cualquier matriz nxn entera

que conmute con M, es decir AM = MA.

Las demostraciones son i nmediatas a parti r de ( 3.11)

Este concepto de divisibilidad está estrechamente rela-

cionado con el que hub'iéramos podido introducir entre las matrices

cuadradas enteras. Esto es: MIA si y sólo si existe X tal que

A = XM, donde ahora M, A y X son matrices nxn enteras y det(M)10.

La relación, fácilmente demostrable, con el concepto estudiado es

la siguiente:

Teorema 3.2.2

Mle. Vi = 1,. ..,n si y sólo s j MlA, siendo A la matrjz formadarl

por I os vectores á1,. . . ,án.

Análogamente a lo que ocurre en 7, dados M y i.7n

cualesquiera, siempre es posible relacionarlos a través de un "co-

ciente" y un "resto". VeamOS un ejemplO: sea M 1a matriz formada

por los vectores ñ1 = (3,1) y ñz = (-2,4), v V = (10,14).

ncluimos algunas propiedades

puede observar, a1 gunas de el las

edades de la divisibil idad en 7.

(0,
(j

,1r...t0)= Qi =
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expresado en la base formada por tl Y 
^z

Si iM denota el vector

tenemos:

iM = iN-l

Separando partes enteras

,68 32.=(T4,fi)
y partes fracci onari as

ffi,St=ü-+
I a base canóni ca, nos queda

(4,2) +

(3.12)

(3.13)uM=

representando ahora uM en

sustituyendo, obtenemos finalmente

ü=üMM=AM+ +'

(10,14) = (4 ,:a1_2

(3.14)

(2,2)

= (4,2) es el "cociente" y i = (2,2)

En la figura 3.2.L ilustramos este

o generado por M y como, a través de

los vectores üt't v i.

(3.15)

el "resto".
ejempl o mostrando el

€l , n se expresa como

1l +
4)

donde
.>
q

retícul

suma de
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En general,

2.3:
+

tenemos:

Teorema 3

Dados M y

t = (t1,.
ú cual esqui era,

.,tn)eQr, o*ti
Nl0, existen I

< 1o tales que

ür'l

+
tM

->os vectores Q,
->r ezn y

+v=

-+r=

-'+r ( 3. 16 )

(3.17)donde

Demos tv,ación:

El proceso para

ejemplo y ambos

-|obtener q

vectores

+y r es

vienen

el mismo que el mostrado en el

dados por:

dondeE[ ]vF"I
cionaria del vector

componentes.

iCuantos

matriz M?. Sea F el

r ¡iu- 
11

{Frfiu-t]It

] d.notan, respecti vamente,

entre corchetes, es deci r

(3.18)

(3.le)

parte entera y frac

de cada una de sus

->q=
->r=

restos di sti ntos se obti enen

conjunto de puntos en Rn de

al

la

dividir por la

fo rma

tM = tlfil + + anñn con t.,eR, o(ti.1 (g.zo)

Es fácil demostrar

lLll domdnio fundamentaL del

periódicamente e1 espacio Rn,

y sólo un leZn tal que

que e'l "paral el otopo" F, l l amado en

retícul o generado poF M, tesela

es decir, para cada i e nn existe un

(3.21)

( de coordena -

ie F + fN

Por tanto, el número de puntos reti cul ares
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das enteras) en F, o número de posibles restos distintos al divi-
dir por Mn debe ser igual a1 "volumen" de F, es decir, N = det(M).

3 . 2, 2 Md,rimo común dioisoz,

si i = (v1,...,vn) e Zn, denotaremos por m.c.d.{i} o (i)
al máximo común divisor de u1n...,Vn.

Análogamente, si M es una matriz formada por los vecto-
+ + ,Lfr,feS m1'...rmn

m.c.d.{M} = (M) = ((ñr),...,(ñn)) (3.22)

Veamos pri mero un res u1 tado de di vi si bi I i dad en Zn que

utiliza el concepto de m.c.d. en 7.

Ieorema 3.2.4:

Sean áe Zn, aeZ y M una matri z entera como las consideradas ante-

riormente. Entonces Mloá si y sólo si ltl(n,o)á, con (N,o) =

m. c. d. {N,q} .

Demostración:

La condición suficiente es inmediata pues si Fll (n,o)á existe i'rZn
tal que (N,a)E = i'M, y multiplicando ambos miembros por o/(N,a)

obtenemos oá = iM con I - ---c)¿-l' .

Recíprocamente, si Mloá, eXiste le Zn tal que

oá = lM (3.23)

y viene dado por

I = oáM-1 = "eff = o,á# (3.24)

con o, = a/(N,o), N, = a/(N,a), (a,,N,) = 1, y donde M* = ft-..lt Jli
denota la adjunta de la matriz M.
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susti tuyendo en ( 3.23)

+
crá = ctÁtM con l' = iff, zn (3.25)

(3.26)por tanto (o/o'

Cot,oLario 3 ,2.4:

Si (s,N) = 1n entonces Mloá (:)

Para i ntroduci r en 7n una general i zaci ón del concepto de

"máxi mo común d'i vi sor " , recordemos I o q ue ocu rre en 7.

Si a y b son enteros distintos de 0 tales que m.c.d.{a,b}

= ho pueden expresarse en la forma:

a = klh, b - k.h, con k1,kZr7, (k'kr) = 1

)e = (N,0)á = I'M ( n ,o)á

Mle

k1

(3.27)

(3.28)de donde

Por tan to, s i o¿

entero

dduisor,

ukz

b

es el menor entero pos i ti vo tal que blcla, entonces

Trasl adando esta i d

positÍvo tal que Mlcrá,

¿e i' y M, denotándo'l o

l-b_t
cl

(a,b)

det(M)

(3.2e)

ea a zn, tenemos que si 0 es el menor

entonces definimos el md.ximo común

por m.c.d.{e,M} = (e,M), como

(3.30)(á,M) =
c[

-N
CI

amos aVe

M =["r'zzl
ttz t ^zz)

que equivale (3.30) en 72. Sea á = (a'ar) y

. Buscamos el mínimo ae7* tal que Mloi, es decir

*-+ -+oá=iM con (l'l ) e zz ( 3.31)
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de donde

N

c[

Como 0 es mínimo, N/cr

(á,M) =

u 1t2 z- aznzr - a 1* tz+azmJ.L

11 
^z

es máximo, por tanto

(3.32)

(3.33)
desarrol I ando

N(r1,r2) = o( aI^zZ- azn..-, -ul.t !z+azttt)

i gual ando componentes , se 1 1 ega a I as i gual dades :

(3.34)

m.,c.d. {N, alnZZ-uZ^Z!, -ult LZ*a2m11} 
(3.35)

En general, y siguiendo el mismo razonamiento' resulta

= m.c.d.{N, (nám-1)}

N,=
ol

(i,r'r¡

con (nirq-1) =

N=-
o[

(3.36)

(3.37)

( 3.38)

.1

m.c.d.{NáM-'}.

Notar que, según (3.36), (á,N) está bien definido en el

sentido de que N/0 es un entero. Si y1=1, tenemos á = ae7, M = meZ

11y M-r = m-t. Entonces la definición (3.36) coincide con la de

m.c.d. en Z.

Sean

f'>el m.c.o.ta1r..
I

el,...,á.n vectores de 7n distintos de Ü. Definimos

,ár,M] como m.c.d.{(ir,t),...,(ár,¡,1)}
Teorema 3.2.5:

Sean áeZn y orZ tales que (á,u) = 1 y (o,N) = 1. Entonces

(oá, M) = l.
Demostración:

(ü,N) = (N, (nál'l-1)) = I y

por tanto,
(N,o) = 1

(N, o(ruiN-1)) (N , (noápr- 1) 
) (oá, M) = f



si y sól o si n lv(á,N) .

rq lvá

es decjr, N divide a cada una de las componentes del vector
+ -1 -) -1NyáM-'. Pero NlNyáM-^ y NlvN si y sólo si

¡l lv (l'l , ( NáM- 
1) 

)

I o que equi val e a N ly(á,m) .

En particular, si Y=1,

Mle

Un res ul tado aná 1 ogo

el concepto de m.c.d. en 7n es

Teov,ema 3,2.6:

Sean á e Zn y \e7. Entonces Mlvá

Demo straeión:

N l(á,M)

Cons i derando coni untamente

y tomando v = 0r obtenemos:

M loá
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al teorema 3.2.4, pero que utiliza
el siguiente:

(3.3e)

(3.40)

(3.42)

(3.41)

I os teorema s 3.2.4 y 3.2.6,
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3.3 CONGRUENCIAS EN ZN

3.3.1- Definición A prineipaLes pz,opiedades

Al igual que antes, sea M una matriz formada por los vec

tore, ñt,...,ñne Zn linealmente independientes. Todos los puntos

del espacio Rn que pueden expresarse como combinación lineal de los
')r.ti (supondremos en todo caso que la "combinación lineal', es con

coeficientes enteros) forman, como es sabido, un retículo.
Di remos que I os vectores e, É e zn ,on congy,uentes mód,ulo

M" lo que denotamos por

á = B (mod M) (3.43)

si y sólo si Ml (á-B), es decir, existe LeZn tul que

e-B=iM ó e=B+iN (3.44)
(o sea, si e - B pertenece al retícul o).

como antes, si r=1, esta definición coincide con ra de

congruencia en 7.

La congruenci a en Zn es as imi smo una rel aci ón de equi va-

lencia. En efecto, V e, 6, t eZn ,. cumple:

1.e=á (modM) (3.4s)

z. e=B (modM) siiB=e (modM) (3.46)

3. Si e = B (mod M) y B = ¿ (mod M), entonces

e = t (mod M) (3.47)

lo cual nos permitirá dividir zn en clases de equivalencia.
Por tanto, si i = 6 (mod M) diremos también que Ios dos

vectores son iguaLes móduLo M,

Consecuencias inmediatas de la definición y del teorema

3.2.I son I as s i gui entes propi edades.

Teorema 3.3.L:
(a) ñÍ = Ü (mod M) Vi = 1,...,n (¡.+A)
(b) uá e Zn, Ni = d (mod M) (3.4e)



(c) si i = B (mod M)

oi+
En parti cul ar oá

En efecto, las

a decir que VRe Zn, á"=

sólo si tn = 0 (mod M)

0tro res ul tado
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(mod M), entonces

BA (mod M) V snBeZ

M).

->yc=
.>

Rc =

= cx,b

a
+ob+
(mod

(3.50)

Este último punto implica que

en 7n pueden sumarse a1 gebrai camente.

Una afirmación equivalente a

entonces

oá = Be (mod M)

0tro corolario de este

a la periodicidad máxima, N, con

vectores, congruentes entre sí al

de lfru.

Cov'oLario 3.3.L:

seaná,Be Zntalesqueai= bi (mod

á = B (mod M).

las clases de congruencias

(b) es que si 0, = B (mod N),

váe Zn (3.51)

teorema es el que hace referencia

la que se repiten los puntos, o

"movernos en cual qui er di recci ón

N) Vi = 1,2,...,rr. Entonces

afirmaciones

e + tn (mod

(3.4e).

i nteresan te

anteriores son

M), lo cual es

equivalentes

cierto si y

CS:

Teov,ema 3.3,2:

Para cual esquieta i,
(a) oi = oi (mod M)

(b) oi = Bi (mod M)

Demo s tv,ación:

-> -nyeL y o,B

(cr, N )i
o(i,u)

e 7, se

= (s,N)i

= g(i,¡l)

cumpl e:

(mod M)

(mod N)

(a) se deduce di rectamente del

y análogamente (b) del teorema

Cot,oLav,io 3.3.2

(a) Si ai = oi (mod

(b) Si oi = Bi (mod

teorema 3.2.4

3.2.6 con y = o,

s i hacemos

-8.

->a= .>.>x - !¡

M) y

M) y

(cr,'N)

(i, u)

-) ->x=y M)

N).

-1-I

=f

entonces

entonces

(mod

(mod
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Respecto al concepto de congruencia, decimos que I as ma-

trices M y M' son equiuaLentes si Vi,Be Zn se cumple

3.=B (modM) <->3.=B (modM,) (3.52)

A la vista de (3.52), esto equivale a decir que ambas

matrices generan el mismo retículo. Por tanto, la matriz M formada

por los vectores ñ1,...,ñn es equivalente a la matriz M'formada
+, +.por mi,...,úJ.,, lo que denotamos por M = M' si

, +,t. uada mi es combinación lineal(3) d. los ñi.
2. det(M') = tdet(M) (o cada ñi es combinación tineal de los ñi).

Por ejemplo, a partir de M obtenemos M, = M si

(a) Cambiamos el orden de los vectores ñi o multiplicamos algunos

de ellos por -1.
(b) Sumamos a cua'lquier ñi una combinación I ineal de los restantes

vectores.

3.3.2 CLases residuaLes

Los vectores i¡ir,. . . ,iN consti tuyen un sistema eomple-

to de z'esid,uos módulo M sí para todo i r zn existe un y solamente
,:frr->-+t,un *j tal que ú = ij (mod M).

Evidentemente, dada M, existe un número infinito de ta-
les coniuntos. Además, un conjunto de N vectores forman un sistema

completo de residuos mod. M si y sólo si no contíene dos vectores

que sean congruentes entre sí.
Ieorema 3.3.3:

si i = t (mod M) , i,f e zn, entonces (i,N) = (i,M).

(3) Recuérdese que nos referimos a una combinación lineal con coe-
fi ci entes enteros.



Demo stv'ación:

Según I a hi pótesi s, = i * il,l,

(N,(NiM-1)) =

t)) = (N,(niu-1
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I e zn, por tanto

(N , (N ¡f+i'rl M- 
1) ) =

+ Nl)) = (N,(ruiu-1)) = (i,M)

->
X

(i,N) =

(tl ,(niN-1 + ruit'tt'l-

Por otra parte, un sistema v'edue'ido de residuos módul o M

es un coniunto de vectores ii distjntos módulo M tales que

(ii,M) = 1 y todo vector ie Zn, (i,U) = 1 es congruente mod. M

con a1gún miembro ij del coniunto.

En vi rtud del teorema 3.3 .3, es evi dente que un s i stema

reducido de residuos módulo M puede obtenerse a partir de un sis-

tema compl eto de resi duos ti., t el i mj nando aquel I os mi embros ik ta-

les que (it,M) I 1.

Supongamos entonces que en di cho conj unto {ii } exi ste

' -> tal que (i, ,M) = 1. Si o y B son enteros di sti ntosUn VeCtOa *j *--J,--,' Jr tr, J

módulo N y (o,N) = (g,N) = 1, por el teorema 3.2.5 resulta que

(cri'N) = (Bij,M) = 1, y según e1 teorema 3.3.2(b) oi, I Oi, (mod M)

De donde, como existen O(N)f4) números oL,...,oO(t,¡) distintos mod.

N y primos relativos con N, un sistema reducido de residuos mod. M

tendrá al menos los O(N) vectores orir'...'"0(n)ij (u otros con-

gruentes con ellos mod. M). Además, como veremos, es fáci1 demos-

trar que no existen otros. Por tanto si, dada M, existe un sistema

reducido de resjduos módulo M, este consta de 0(N) vectores'

E1 s'iguiente teorema nos permite obtener clases residua-

les completas y reducidas a partir de otras dadas'

(4) ó es la "función de Euler" o "totient". Ver p.e. lA2l o lNZIl.
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Teorema 3 ,3.
+

5ea 5= tx1'. .

, + -nqu'lera v e L

J o,S = {cx,i¡

Además, sÍ s

1o es.

->t.,*rJ
y 0s

-)
...r0üX

es un

un si stema compl eto de res iduos mod.M. para cuales-

7, (o,,N) = 1, los conjuntos S+ü = {it+ü,..,ir*ü}

m] también son sistemas completos de residuos.

sistema reducido de residuos mod. M, crs también

Demo s tz,ación:

Los conjuntos s+i y os constan det mi

S r por tanto basta demostrar que, si

ii+ü I i¡+

y di* I oi.rJ

lo cual se cumple pues, razonando por

c0nsecuencia inmediata del teorema 3.

3.3.2(a).

smo número de elementos que

i f j

ü (mod M)

(mod M)

(3.53)

(3.54)

,. . ,N].

a un

Por otra parte, según el teorema 3.2.5, si (ii,M) = 1

y (cr,,N) = | resulta (oi'l,t¡ = 1, lo que demuestra la úrtima parte

del teorema.

3,3,3 TeseLaeión d.e Rn

Sea {it, .. . ,7N} un sistema completo de residuos mod

Entonces el coniunto c6 de n-cubos unitarios con centrot ?1,

.N tesela periódicamente, mediante traslaciones, el espacio

En efecto, a partir de C6 definimos los conjuntos

e¡ = {n-cubos unitarios con centros 3i l3l = i.i*áN, á.2n, ir!
Entonces nos basta comprobar que todo vector i e Zn pertenece

conjunto Ce V só'lo a uno.

Dado *,, y por ser {ir,...,}*}rn sistema completo de re-
siduos, existe,n i* v sólo uno, tal que ii = i (mod M). Es decir,

contradi cción, ( 3.53) es

3.1(c) y (3.54) del corotario

. M.

Rn.



53

de dondeexiste I tal que Fi

con

que

En el caso

N cuadrados de lado

del plano distintos
Entonces,

14, y

de ma

2 sea

es ta

ela o

(-l)rvr e c*

Además , teni endo en cuenta que

dado unívocamente por

- i = iN,

-> -+x = r. +
't (3.55)

se obti enedet(M)lo,
-> -)
o - -,1..

-)a v1 ene

+->a = -I = (i - ñ., )N- 
1 (3. 56 )

cada coniunto C¡, t eZ2está formado por

cuyos centros corresponden a N vectores

sí mod. M.

ndo con el ejemplo del apartado 3.2.I,
endo los vectores il = (r11,r12),.,.,
ue sus c0mponentes sean no negativas y

para cada i = 1,...,N (en la sección 4

ón), Cd es el lugar geométrico en forma

dosa " el pl ano según se muestra en l a

( a r'l
M -l 

v ¿l f\t -f'f -l-z a. l'r\ -\ - ')
+r\rN = (rN1,rN2)

la suma r..+r.'tI 'l

justi f icaremos

de rrLrr que tes

figura 3.3.1.

fr=Z,

unidad

entre

siguie

eligi
nera q

mínima

elecci

"embal
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3.3.4 Grupos

El conjunto de vectores de 7n módulo M (0, más propia-

mente, e1 conjunto de clases residuales en Zn mod. M) junto con la

operación suma tiene estructura de grupo abeLiano.

En efecto, la suma de vectores mod. M es cerrada, asocia

tiva y conmutativa. Además, existe elemento neutro:el vector Ü;

y cada vector á tiene inverso: -e (mod M). A este grupo aditivo,
cuyo orden es [\ = det(M), lo denotaremos por AM.

Evidentemente, los vectores coordenados unitarios 41,..
->.,én constituyen un conjunto de generadores de AN con independen-

cia de M. En particular, si r=1, dicho conjunto contiene un só'lo

el emento: el 1. Por tanto, y como sabemos , en este caso el grupo

AM (ahora M es un entero) es siempre cícl ico.

Sin embargo, cuando n>1 esto no es cierto,'l o que sugie

re el problema de averiguar que condiciones debe cumplir M para

que A.. sea cíclico.
lll

Veamos primero que elementos generan por sí solot AM.

Teorema 3.3,5:

El vector á e Zn (propiamente, la clase residual que representa)

genera el grupo AM si y sólo si (á,U) = 1.

Demostración:

Que la condición es necesaria es consecuencia directa de los con-

ceptos implicados: el de generador y el de m. c. d.

En cuanto a que I a condi ci ón es s ufi ci ente, basta notar

que (i,ttl) = 1 implica que todos los vectores e, 2á,..., Ne son di!
tintos módulo M. De lo contrario, existirían enteros i y j tales

que

iá= je (modM), 0<i<j.<N

de donde , según el coro I arí o 3. 3. 2 ( b )

(3.57)


