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3.2 DIVISIBILIDAD EN Z"

3.2.1 Concepto y propiedades bdsicas
Intuitivamente, podemos entender que dividir el nimero
a por m en Z significa hallar cuantos "pasos" de longitud m
debemos recorrer para llegar a a (o en su defecto, a un punto "lo
mads cercano posible"). Andlogamente, la divisién en z" puede supo-
% ->
ner el "acercarse" a un punto determinado a, salvo que entonces

necesitamos movernos con n grados de libertad, es decir dando "pa-

sos" segln n vectores linealmente independientes. Esto sugiere la

siguiente definicion:

. -> >
Sea M una matriz nxn formada por 1os vectores Mys Moseens

ﬁn(z)e Z" 1inealmente independientes, es decir N = det(M) # 0, y
-
a

un vector cualquiera de z". Diremos que M dZvide a a, denotdndolo
por M|a si y s6lo si existe xe Z" tal que

= xM (3.11a)

M'1 Wi

oy )

n (3.11b)

es decir

Notar que X estd univocamente determinado pues N=det(M)#0.
Ademds, cualquier M que cumpla esta condicidon divide al vector 3,
siendo igualmente x = 0.

En 1o sucesivo, M y N siempre denotardn respectivamente
una matriz como la indicada y su determinante. Sin pérdida de gene-
ralidad, y para simplificar T1a nomenclatura, supondremos que N =
det(M) es positivo.

Si en (3.11) hacemos n=1, obtenemos la condicién de divi-

sibilidad en Z. En caso contrario, las propiedades de la divisibi-

lidad en zZ" difieren de las conocidas en Z, sobre todo por las dos

(2) De ahora en adelante, siempre que hablemos de vectores de Zn,
entenderemos que se trata de vectores fila.
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razones siguientes:

(a) En Z, dividendo y divisor son entes iguales, es decir enteros,
lo que no ocurre en ",

(b) Z esta ordenado pero no asfi i

En el siguiente teorema incluimos algunas propiedades

basicas de dicho concepto. Como se puede observar, algunas de ellas

son totalmente andlogas a las propiedades de la divisibilidad en Z.

Ver p.e. |A2| & |[NZ1].

Teorema 3.2.1:

(a) ¥aez", M|N3 y M|3M. En particular, si a = e, = (0,...,1,...,0)
nos queda: Mlﬁi ¥i = 1,...,n.

(b) Si M|a y M|b entonces M|oa+gb, ¥o ,8 eZ. En particular,
M|3d —> M|aa.

(c) ¥a tal que M|a —> M|aA, siendo A cualquier matriz nxn entera

que conmute con M, es decir AM = MA.

Las demostraciones son inmediatas a partir de (3.11)
Este concepto de divisibilidad estd estrechamente rela-
cionado con el que hubiéramos podido introducir entre las matrices
cuadradas enteras. Esto es: M|A si y s6lo si existe X tal que
A = XM, donde ahora M, A y X son matrices nxn enteras y det(M)#0.
La relacidén, facilmente demostrable, con el concepto estudiado es
la siguiente:
Teorema 3.2.2
M|, ¥i=1,...,n siy s6lo si M[A, siendo A la matriz formada
por los vectores 31,...,3n.

Andlogamente a lo que ocurre en Z, dados My vez"

cualesquiera, siempre es posible relacionarlos a través de un "co-
ciente" y un "resto". Veamos un ejemplo: sea M la matriz formada

por los vectores El = (3,1) vy 52 = (-2,4), y v = (10,14).
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51 VM denota el vector v expresado en la base formada por %1 y 52
tenemos:

vo_ -l o (68 32

Vy T vM = (14 s 14) (3212)

Separando partes enteras y partes fraccionarias

Tt (42 ¢ (LA S g T (3.13)
M ' 14 °14 TN :
representando ahora VM en la base can6nica, nos queda

> > > ?'

vV = vMM = gqM + TTM (3.14)
sustituyendo, obtenemos finalmente

_ 3 1
(10,14) = (4,2)[_2 4] v (2,2) (3.15)

donde q = (4,2) es el "cociente" y ¥ = (2,2) el "resto".

En Ta figura 3.2.1 ilustramos este ejemplo mostrando el
reticulo generado por M y como, a través de el, vV se expresa como
suma de los vectores EM y r.

\

15

~

v

-2,4)

Fig. 3.2.1

\(00) A\ 5 A\ 40\ N s
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En general, tenemos:
Teorema 3.2.3:

-> x : > > n
Dados M y v cualesquiera, N#0, existen los vectores q, reZ vy

.,tn)e Q", 0« ts < 1, tales que

1, DY
vV o= gM + T (3.16)
donde o= M (3.17)

Demostracidn:
= - .
E1T proceso para obtener g y r es el mismo que el mostrado en el

ejemplo y ambos vectores vienen dados por:

E[VM™1] (3.18)
fFr[vM 1M (3.19)

s+ o
1

donde E[ ] y Fr[ ] denotan, respectivamente, parte entera y frac
cionaria del vector entre corchetes, es decir de cada una de sus
componentes.

(Cuantos restos distintos se obtienen al dividir por la
matriz M?. Sea F el conjunto de puntos en R" de 1a forma

- -
t™ = tymy + ...+t Mo con tieR, 0<t,<l (3.20)

Es facil demostrar que el "paralelotopo" F, llamado en
|[L1| dominio fundamental del reticulo generado por M, tesela
periddicamente el espacio Rn, es decir, para cada Xe R" existe un

y s6lo un Tez" tal que
xe F + AM (3.21)

Por tanto, el nimero de puntos reticulares (de coordena-




44

das enteras) en F, o nimero de posibles restos distintos al divi-

dir por M, debe ser igual al "volumen" de F, es decir, N = det(M).

3.2.2 Mdximo comin divisor

>

Si v = (vl,...,v ) e 2", denotaremos por m.c.d.{v} o (

—
\Y
n

)

al maximo comin divisor de ViseeesV .
Andalogamente, si M es una matriz formada por los vecto-

> -> n
res mp,...,m e VAR

m.c.d.{M} = (M) = ((ml),...,(ﬁ )) (3.22)

Veamos primero un resultado de divisibilidad en " que
utiliza el concepto de m.c.d. en Z.
Teorema 3.2.4:
Sean ae Zn, oeZ y M una matriz entera como las consideradas ante-
riormente. Entonces M|a§ si y so6lo si M|(N,u)§, con (N,a) =
m.c.d.{N,a}.

Demostracidn:

La condicion suficiente es inmediata pues si M|(N,u)3 existe x'ez"
tal que (N,a)3d = X'M, y multiplicando ambos miembros por a/(N,a)

-—>_+ ->__ o 1
obtenemos aa = AM con X = (N,u)i .

Reciprocamente, si Mlag, existe e Z" tal que

ad = AM (3.23)
y viene dado por
- * *
X = aaM 1. ag%% = a'3J$ (3.24)

con a' = a/(N,a), N' = oa/(N,a), (a',N') = 1, y donde M* = [Mji}

denota la adjunta de la matriz M.
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sustituyendo en (3.23)

03 = o'X'M con X' = Ie 2" (3.25)
por tanto  (a/a')a = (N,a)a = X\'M —> M|(N,a)a (3.26)

Corolario 3.2.4:

Si (a,N) = 1, entonces Mlag <=> M|3

p ; n : : &
Para introducir en Z~ una generalizacidn del concepto de
"maximo comin divisor", recordemos lo que ocurre en Z.
Si a y b son enteros distintos de 0 tales que m.c.d.{a,b}

= h, pueden expresarse en la forma:

a = klh’ b = k2h, con kl,kze Z 5 (kl’kz) = 1 (3.27)
ak2
de donde —_ = k1 (3.28)
b

Por tanto, si o es el menor entero positivo tal que b|aa, entonces

(a,8] - = LBl (3.29)

o

. n .
Trasladando esta idea a Z , tenemos que si o es el menor

. 0 —> > * Pl i ”,
entero positivo tal que M|oa, entonces definimos el mdximo comin

divisor de a y M, denotdndolo por m.c.d.{a,M} = (a,M), como
> _ det(M) _ N
(a,M) = — 7 3 (3.30)

Veamos a que equivale (3.30) en ZZ. Sea a = (al,az) y

m m
i =[ 11 "22

P + -+ 5
] . Buscamos el minimo acZ tal que M|aa, es decir
m

21 Map

2

wa =AM con X = (A1s25) e Z (3.31)
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de donde
7 = adnl (3.32)
desarrollando
N(Al,xz) = q(almzz—a2m21, -a1m12+a2m11) (3.33)

jgualando componentes, se 1lega a las igualdades:

N a.My,-a,M -a,m,,ta,m
Co_ 1722 "2721 _ 1712 "27'11 (3.34)

o A A

1 2

Como o es minimo, N/o es maximo, por tanto

(a,M) =

N
5 m.c.d.{N, aqMyn-asygs —a1m12+a2m11} (3.35)

En general, y siguiendo el mismo razonamiento, resulta

(3,M) = m.c.d.IN, (Nam~1yy (3.36)

N
a

con (NZM'l) = m.c.d.{NgM'l}.

Notar que, segin (3.36), (a,M) estd bien definido en el

sentido de que N/a es un entero. Si n=1, tenemos a=ael, M= meZ

y Ml = ml. Entonces la definicién (3.36) coincide con la de

m.c.d. en Z.

Sean 31""’3m vectores de z distintos de 3. Definimos
>

> - -
el m.c.d.{al,...,am,M} como m.c.d.{(al,M),...,(am,M)}.
Teorema 3.2.6:

> n -
Sean aeZ y aeZ tales que (a,M) = 1y (a,N) = 1. Entonces

(aa, M) = 1.

Demostracidn:

(3,M) = (N, (NaM™ 1)) =1 y (N,a) = 1 (3.37)
por tanto,

(N, o(NaM™ 1)) = (v, (Ne3M D)) = (aF, M) = 1 (3.38)
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Un resultado andlogo al teorema 3.2.4, pero que utiliza
el concepto de m.c.d. en 2" es el siguiente:
Teorema 3.2.6:

Sean aeZ" y YeZ. Entonces Mlyg si y solo si NIY(E,M).

Demostracidn:

Mlya «—> vam lez" <> N|ny3M~? (3.39)
es decir, N divide a cada una de las componentes del vector
Nng—l. Pero N|N\(E\>M_1 y N|yN si y sdlo si

Ny (N, (vanThy) (3.40)
1o que equivale a le(E,M).

En particular, si y=1,

M|3 <—> N|(3,M) (3.41)

Considerando conjuntamente los teoremas 3.2.4 y 3.2.6,

y tomando y = a, obtenemos:

Mlad <—> M|(N,a)d <=> N|a(3,M) (3.42)
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3.3 CONGRUENCIAS EN Z"

8.38.1 Definicidn y principales propiedades

ATl igual que antes, sea M una matriz formada por los vec

-> ¥ n . . 3

tores Myse..om e Z” Tinealmente independientes. Todos los puntos

v n . 5 .
del espacio R" que pueden expresarse como combinacién lineal de los
- . + 2 .
m. (supondremos en todo caso que la "combinacién lineal" es con
coeficientes enteros) forman, como es sabido, un reticulo.

. > g n sy
Diremos que los vectores a, be Z son congruentes médulo

M, 1o que denotamos por

a =B (mod M) (3.43)
si y s6lo si M|(3-B), es decir, existe e Z" tal que
a-B=3%M 6 3 =5+ 3M (3.44)

(o sea, si a - b pertenece al reticulo).

Como antes, si n=1, esta definicidén coincide con la de
congruencia en Z.

La congruencia en Z" es asimismo una relacidén de equiva-

lencia. En efecto, ¥ 3, B, €c 7" se cumple:

1. 3 =3 (mod M) (3.45)
2.3 =B (mod M) sii B =3 (mod M) (3.46)
3. Sia =B (mod M) y B =7¢ (mod M), entonces

a = ¢ (mod M) (3.47)

To cual nos permitird dividir zZ" en clases de equivalencia.

Por tanto, si a = b (mod M) diremos también que los dos
vectores son Zguales médulo M.

Consecuencias inmediatas de la definicién y del teorema
3.2.1 son las siguientes propiedades.
Teorema 3.3.1:
(a) m; = 0 (mod M) ¥i = 1,...,n (3.48)
(b) ¥aez", N3a =0 (mod M) (3.49)
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(c) Si a=Db (mod M) y g E (mod M), entonces

oy o

0a + BC = ob + gd (mod M) ¥ a,BeZ (3.50)

En particular aa = ob (mod M).

Este G1timo punto implica que las clases de congruencias
en z" pueden sumarse algebraicamente.

Una afirmacién equivalente a (b) es que si o = 8 (mod N),
entonces

03 = ga (mod M) ¥aez" (3.51)

Otro corolario de este teorema es el que hace referencia
a la periodicidad maxima, N, con la que se repiten los puntos, o
vectores, congruentes entre si al "movernos en cualquier direccidn
de 2",
Corolario 3.3.1:
Sean E,Eg z" tales que a, = bi (mod N) ¥i = 1,2,...,n. Entonces
2 =0 (mod M).

En efecto, las afirmaciones anteriores son equivalentes
a decir que Vfg:Zn, 2 =3 + kN (mod M), 1o cual es cierto si y
s6lo si kN = 0 (mod M) (3.49).

Otro resultado interesante es:

Teorema 3.3.2:

Para cualesquiera i, ye;z” y oosB € Z, se cumple:

(a) oX = oy (mod M) <—> (a,N)X = (a,N)y (mod M)
(b) oX = gX (mod M) <—> a(X,M) = B(X,M) (mod N)

Demostracion:
(a) se deduce directamente del teorema 3.2.4 si hacemos 2 =X-Y,
y andlogamente (b) del teorema 3.2.6 cony=qa-8 .

Corolario 3.3.2

(mod M)

1
<v

=9
1 entonces X =

(a) Si oﬁz

oy (mod M) y (a,N)
-+
X

1 entonces a

11

(b) Si ax = gXx (mod M) y (X,M) g (mod N).
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Respecto al concepto de congruencia, decimos que las ma-
trices M y M' son equivalentes si Va,be Z" se cumple

a=b (modM) <> 3 =8 (mod M") (3.52)

11

A la vista de (3.52), esto equivale a decir que ambas
matrices generan el mismo reticulo. Por tanto, la matriz M formada

> > o .
por los vectores Mys>....m es equivalente a la matriz M' formada

por ﬁl,...,ﬁa, lo que denotamos por M = M' si

1. Cada m' es combinacién ]ineal(g) de Tos ﬁi.

i
2. det(M') = +det(M) (o cada ﬁi es combinacidn lineal de los E%).

Por ejemplo, a partir de M obtenemos M' = M si

(a) Cambiamos el orden de los vectores %1 o multiplicamos algunos
de ellos por -1.
(b) Sumamos a cualquier Ei una combinacidon Tineal de los restantes

vectores.

3.3.2 Clases residuales

Los vectores §1’§2""’;N constituyen un sistema comple-
to de residuos médulo M si para todo §e 7" existe un y solamente
un ;J tal que y = ;j (mod M).

Evidentemente, dada M, existe un nimero infinito de ta-
les conjuntos. Ademds, un conjunto de N vectores forman un sistema
completo de residuos mod. M si y s6lo si no contiene dos vectores
que sean congruentes entre s7.

Teorema 3.3.3:

Si x = ; (mod M), I,ye;z“, entonces (X,M) = (ysM).

(3) Recuérdese que nos referimos a una combinacién lineal con coe-

ficientes enteros.
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Demostracion:

Segin la hipodotesis, X = ; + AM, Tez”, por tanto

(%,M) = (N, (DY) = (v, (n[y+RmInT ) =
witlyy = (L oamtE e NDD)) = (v ngmth)) = (3L

Por otra parte, un sistema reducido de residuos modulo M
es un conjunto de vectores 71 distintos médulo M tales que
(?1,M) = 1 y todo vector xeZ", (X,M) = 1 es congruente mod. M
con algdn miembro ?j del conjunto.

En virtud del teorema 3.3.3, es evidente que un sistema
reducido de residuos médulo M puede obtenerse a partir de un sis-
tema completo de residuos {;i} eliminando aquellos miembros ;k ta-
les que (;k’M) # 1.

Supongamos entonces que en dicho conjunto {?i} existe
un vector ;j tal que (zj,M) = 1. Si a y B son enteros distintos
médulo N y (a,N) = (B,N) = 1, por el teorema 3.2.5 resulta que
(oX;,M) = (BSZJ.,M) = 1, y segin el teorema 3.3.2(b) o&j;s?j (mod M) .
De donde, como existen ¢(N)(4) nimeros Opseealy(p) distintos mod.
N y primos relativos con N, un sistema reducido de residuos mod. M
tendra al menos los ¢(N) vectores alij""’a¢(N);j (u otros con-
gruentes con ellos mod. M). Ademds, como veremos, es facil demos-
trar que no existen otros. Por tanto si, dada M, existe un sistema
reducido de residuos médulo M, este consta de ¢ (N) vectores.

E1 siguiente teorema nos permite obtener clases residua-

les completas y reducidas a partir de otras dadas.

(4) ¢ es la "funcién de Euler" o "totient". Ver p.e. |A2] o INZ1].
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Teorema 3.3.4:

Sea S={§1,...,§m} un sistema completo de residuos mod.M. Para cuales-
quiera veZ" y aeZ, (a,N) = 1, Tos conjuntos S+v = {;1+7,..,;m+7}
y as = {uil,...,aim} también son sistemas completos de residuos.
Ademds, si S es un sistema reducido de residuos mod. M, aS también
lo es.

Demostracidn:

Los conjuntos S+v Yy aS constan del mismo nimero de elementos que

S , por tanto basta demostrar que, si i # j

?1 + vV % ij +V  (mod M) (3.53)
y u?i 3 azj (mod M) (3.54)

To cual se cumple pues, razonando por contradiccién, (3.53) es
consecuencia inmediata del teorema 3.3.1(c) y (3.54) del corolario
3.3.2(u).

Por otra parte, segin el teorema 3.2.5, si (X.,M) = 1
y (a,N) =1 resulta (a;i,M) = 1, 1o que demuestra la Gltima parte

del teorema.

3.3.3 Teselacidn de R"

Sea {?1,...,?N} un sistema completo de residuos mod. M.
Entonces el conjunto Cﬁ de n-cubos unitarios con centros ?1,...,
?N tesela periddicamente, mediante traslaciones, el espacio B9

En efecto, a partir de C3 definimos los conjuntos
€3 = {n-cubos unitarios con centros ?1] 31 = ?1+3M,'§s Z" i=1,..,N}.
Entonces nos basta comprobar que todo vector xe Z" pertenece a un
conjunto Cg y s6lo a uno.

Dado X, y por ser {?1,...,?N}un sistema completo de re-

. . - - > => .
siduos, existe un ris Y s6lo uno, tal que ry =X (mod M). Es decir,
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existe X tal que ?i - X = %M, de donde

X = F'i + (-K)Mng (3.55)
con a = -3, Ademds, teniendo en cuenta que det(M)#0, se obtiene
que a viene dado univocamente por

3= -% = (%-7%m!

; (3.56)

En el caso n=2, cada conjunto Cg, 3’822esté formado por
N cuadrados de Tado unidad cuyos centros corresponden a N vectores
del plano distintos entre si mod. M.

Entonces, siguiendo con el ejemplo del apartado 3.2.1,

=[31\

_ s s > _
M 5 4J, N =14, y eligiendo los vectores Py = (rll,rlz),...,

?N = (er’rNZ) de manera que sus componentes sean no negativas y
la suma r1.1+1r-1.2 sea minima para cada i = 1,...,N (en la seccidn 4
Justificaremos esta eleccién), Cﬁ es el Tugar geométrico en forma
de "L" que tesela o "embaldosa" el plano seglin se muestra en la

Figura 3.3.1.

T

132 = (1,0)

]

3d=(01) . ]

2,4)

—XYICaII b
s ly (3.1)
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3.3.4 Grupos
ET conjunto de vectores de Z" médulo M (o, mas propia-
mente, el conjunto de clases residuales en 2" mod. M) junto con 1la
operacidn suma tiene estructura de grupo abeliano.
En efecto, la suma de vectores mod. M es cerrada, asocia
tiva y conmutativa. Ademds, existe elemento neutro:el vector 6;
y cada vector a tiene inverso: -a (mod M). A este grupo aditivo,
cuyo orden es N = det(M), lo denotaremos por AM.
Evidentemente, los vectores coordenados unitarios @

1,--

.8 constituyen un conjunto de generadores de A, con independen-

n M

cia de M. En particular, si n=1, dicho conjunto contiene un sélo
elemento:el 1. Por tanto, y como sabemos, en este caso el grupo
AM (ahora M es un entero) es siempre ciclico.

Sin embargo, cuando n>1 esto no es cierto, 1o que sugie
re el problema de averiguar que condiciones debe cumplir M para
que AM sea ciclico.

Veamos primero que elementos generan por si solos AM.
Teorema 3.3.5:

E1 vector 3ae Z" (propiamente, la clase residual que representa)
genera el grupo AM si y s6lo si (a,M) = 1.

Demostracidn:

Que Ta condicion es necesaria es consecuencia directa de los con-
ceptos implicados: el de generador y el de m. c. d.

En cuanto a que la condicidon es suficiente, basta notar
que (3a,M) = 1 implica que todos los vectores a, 2a,..., Na son dis
tintos médulo M. De 1o contrario, existirian enteros i y j tales
que

ia = ja (mod M), Ogci<jsgN (3.57)

de donde, segiin el corolario 3.3.2(b)




