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(mod Nr)i=j

(N , (e) )

(3.58)

lo cual es una contradicción. Por tanto á genera AM.

Este mi smo razonami ento permÍ te demostrar que, si o es

el menor entero positivo tal que Mloá- (recordar que, entonces,

(M,e) = N/q,) 1os vectores e, Zá,..., oá son distintos módu'l o M.

Además (o+1)á = á (mod M), por tanto o eS, en realidad, el oz,d.en

del elemento e.

Según e1 teorema anterior y la definición de m.c.d.

dada en (3.36), es inmediato que una condíción necesaria para que

e sea generador de A, es

o sea (á,¡'l) = 1:> ((á) , N) = l

(3.5e)

(3.60 )

+ssS={á,2á,..,Ná}

en la sección

de la forma

(3.61)

Que no existen otros vectores de ^9 con estas caracteríg

ticas se deduce de un resultado que puede considerarse como gene-

ralización del teorema 3.2.5, y que se demuestra de la misma for-
/El

ma'"' . Esto es:

Hemos vi sto gu€, s i (i,l',1) = 1, el con j unto

es un s i stema compl eto de res i duos módul o M. Además ,

3.3.2 se vió que 0(N) de estos vectores, Ios que son

o,á con (o,N) = 1, cump'len (oá,M) = 1.

(á,tnt) = 1y (cr,N) = geZ+:¡ (oi,U) = g

TeoTema ó. ó. o:

Si el grupo AM es cíc1 i co, ti ene O ( N ) generadores .

(5) Basándose en el hecho de QUé, si d,b,me7, (a,m) = 1,
( b,m) = g, entonces ( ab,m) = g. Ver I NZ1 I .



Si gui endo con

prueba fáci I mente que el

generador de AN; bien se

o bien, como se muestra

tores e, zá,..., Ná (pun

tintos móduto M =l I ll.l-2 4)'
Por tanto, en

como los números primos

= $ generadores de AN so

puntos vi enen i ndi cados

U, según e1 sistema comp

ponden a los vectores mo
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nuestro ejemplo, en primer 'l ugar se com-

vector á = (2,1) de la figura 3.3.1 es un

a viendo que (á,N) = 1 (aplicando (3.35))

en dicha figura, comprobando que los vec-

tos situados en linea recta) son todos dis-

este caso, el grupo es cícl i co y además,

con N=14 son 1, 3, 5, 9, 11 y 13, los 0(N)

n e, 3e, 5i, 9á, tlá y 13i mod. M. Estos

con un pequeño círcul o en I a fi gura 3.3. 1

leto de residuos escogido en ella, corres-

strados en I a fi gura 3.3.2.

3á -->

-+
13á 11i

Fi g. 3.3.2

El hecho de que el grupo AM tenga tantos generadores co-

mo el grupo multiplicativo MN en Z (en el cual el conjunto de ele-

mentos es el conjunto de enteros módulo N y primos coh N, y la

operación es la multiplicación mod. N), induce a pensar en la posi

bif idad de definir un producto entre los vectores de AM. Esto será

posible gracias al concepto de "generador lineal" que introducire-

mos en el apartado siguiente.
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3,3,5 Genev.adones LineaLes

Diremos que el vector fr =

LineaL de AN si se cumple

(Pt,...,Pn)e7n a, un genez'ad.or

Vi,i e Zn, (mod M) (3.62)

ar.

un i somorfi smo,

restos mod. N

os sistemas co[

, T = {0r..rN-1}

->X=
+->

= y.p->
v (mod N)

donde el punto entre

Notar que

ü, entre el grupo A'n

que denotaremos por

vectores i ndi ca producto escal

el vector fr permi te establ ecer

y el grupo de las N clases de

AN o , eq ui val entemen te , entre I

Np'letos de residuos mod. M, s = {?1,...,i*}, V mod.

de manera que

V:S-------+?¡ ,t, (ii ) =

En parti cul ar, exi ste

(mod N)

tal que

(3.63)

(mod N) (3.64)

(3.65)

sea generador lineal

(3.66)

, sabemos por el teorema 3.3.4 gu€,

0( N ) en teros ta I es q ue 0<cxcN y

{crril,...,ori*}, i = 1,..., (N),

de residuos mod. M; e igualmente

,orÉ.i*] mod. N lNzll . Por tanto

+->D.r.'1

->r., e S
J

->p. +r. = l
J

es deci r É'ij + .,N = 1, a'eZ

por tanto, una condi ci ón necesari a para que

de A^. es
lvl

(pt,...nPn,N) = ((F) ,t',¡) = 1

Notar I a ana I ogía con ( 3. 59 ) .

Si gui endo con ( 3.63)

si oj denota cualquiera de los

->
p

(cr'N) = 1, los coniuntos ors =

tambi én son si stemas compl etos

los conjuntos oi? = {oiü.?1,...



Los Q(N) uectoyes a-.i, d :
u

Veamos que todos ellos son

vectores cual esqui era, no

mul ti p1 i cando escal armente

do por la relación (3.64),

5B

L,., . "Q(N) son genenadoz,es LineaLes.

di sti ntos módul o N, es deci r, dados dos

todas sus componentes son iguales mod. N.

->r.
J

en contradicción con la hipótesis.

Supongamos como antes que la matriz M está formada por

los vectores ñ1,...,ñn. Si en (3.6.2) hacemos i = ñi y i = d,

i = 1,...,n, (recordar el teorema 3.3.1(a)) obtenemos otra condi-

ción necesaria para que É sea generador lineal, a saber: É.ñi = 0

(mod N) vi. Esta condición, junto con la dada en (3.66), son tam-

bién suficientes, es decir que una definición equivalente a (3.62)

es:
-)-p es generador

(a) ü.ñi = 0

(b) ((É) , N) =

En efecto, nos

ciones, que Los uectoyes

A sóLo eLLos, satisfacen

afirma (3.62) si hacemos

de donde

(6) Recordar el
si a=b y c=d

I os números

->->+->cx;P'F; = 0,jp.f .
rJ.¡J

oi = oj

En efecto, si

oiÉ' = o¡F (mod N) (componente a

ambos mi embros

obten.ro, lu)

(mod N)

(mod N)

comp. ) , ifj

por e1 vector

lineal de AM si y sólo si cumple

(mod N) Vi = 1,...,r
1

(3.67)

e 7n da-

(s.oe)

(3.6e)

(3.70a)

(3.70b)

basta

de La

-+ ->
P' z =

-> -)z=x

demostrar, a partir de estas condi-

foz,ma á = l,a = ó (mod ttt) " l, e zn,

0 (mod N)" ya que esto es lo que
+- v.

teorema homó I ogo
(mod m) entonces

enteros.

al teor. 3.3.1(c)
cra+Bc=ob+Bd (mod

7, o sea

s i endo todos
en

m)
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Según ( 3.70a )

-+ -> + ,- ->

P-z = p.(tr1t1 +

Además, según (3.70b), existe
por tanto Vi = 1,. . . ,N exi ste

+

->
*1
->*i

1

lnñn) = o

ezn tal
e zn tal

(mod N)

(mod N)

->.>que *1.P 
=

que

(3.71)

1 (mod N),

(3.72)

restos en 7,

En parti cul ar

(3.73)

AN que

el ge-

Pí'

i,'ü 
=

Entonces, si aparecen todas I as clases de

debemos tener igualmente N clases residuales en Zn.

z.(: = 0 (mod N)

El siguiente resultado caracteriza a los grupos

poseen generadores I i nea I es .

Teorema 3 .3. 7:

AM es cíclico si y sólo si tiene un generador rineal
lYl

Demostyacdón:

si A^, es cíc1 ico, sea á un generador. Entonces construimos
lvl

nerador l inea1 fr de 'la siguiente forma: Vi = 1,...,n, sea

0 < p- < N, e'l menor entero positivo tal que

(mod M).i - Piu (3 .7 4)

donde É., = (0,...,1fi..:,0). Demostraremos qu. $'cumple (3.62).

Supongamos que i = f (mod M). por una parte

i = (x1,...,xn) = ,1É1+...*rnÉn = *lp1á+...**npni = (i.üla (3.75)

Análogamente

Por tanto

(mod M)

t = (i.üle (mod M)

de donde, según

o sea (3',t'l) = 1,

(i'
el corolario

obtenemos

É)i = ti.Élá (mod

3.3.2(b) y por ser

(3.76 )

(3.77)

generador de AM,

M)

->
a



++++x'p = y.p
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(mod N)

sati sface

(3.78)

Recíprocamente n si se

rema 3. 3. 1 ( b ) podemos escri bi r:

( i.É) i = (i.il i
Desarrollando ambos miembros

xlp1i+...+xnpni = yrpri+.

pero, según (3.74), esto implica

que equivale a

En cuanto a la
lineal de AM, escogemos

( 3.78) , ap'l i cando el teg

(mod M)

. . +vnPní

condi ción sufi ci ente

oe manera que

(mod N)

(3.7e)

(mod M) (¡.so)

( 3.83 )

*tdt +...+ *nün = vtdt +...+ yndn (mod M) (3.81)

(mod M) (3.82)

es un generador.+
r Sl p

-)
a

->->x =y

-> ->a'P = o¿

sistema
J...' Ná

siendo cx cualquier entero tal que (cl,N) = 1, lo cual siempre es po

sible ya que ü rutisface (3.66).

Entonces, como I os números i.ü, 2i. ü, . . . , Ná'. t forman un

completo de restos mod. N, según (3.62),10s vectores í, ?á,

forman asimismo un sistema completo de residuos mod. M.

Según I a demostración del teorema anterior, cada genera-

dor de AN da lugar a un generador lineal. Además, según hemos visto,
si existe uno, ñ', existen O(N) generadores I ineales distintos módu-

lo N de 'la forma o¡pr (oi,N) = 1, por tanto, al resolver (3.73),

generadores di sti ntos darán 1 ugar a generadores I i neal es di sti ntos.

Así, el teorema 3.3.7 podría reenunciarse diciendo que

AM ns cíclico si a sóLo si tiene O(N) genez.adores LineaLes.
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En el eiemplo que venimos considerando, y tomando el ge-

nerador e' = (2,1), 1as ecuacíones diofánticas derivadas de (3.73)

son

(1,0) = p1(2,1) (mod M) (3.8aa)

(mod M) (3.84b)

as soluciones p1 = 13 Y PZ = l
muestra como obtener este resultado

con I os

tantos

ra 3.3.3

proceden

de obten

ti p1i can

14, (oi,

.4.

(0,1) = pz(2,1)
( e. rl

con M = l_'" il, v se obti enen
l-¿ + )

(mod N). En la figura 3.3.1 se

geométri camente.

Procedi endo aná1 ogam

la figura 3.3.2, Se obtienen o

Todos ellos se muestran en la

que los generadores de los cua

0tra forma más senci

I i neal es es, como hemos di cho,

( 13,3 ) , por I os números oi , 1 <

tra en el gráfico de la figura

en te

tro s

figu

les

lla
mul

oi'
3.3

otros 5 generadores de

generadores lineales.

ocupando el mismo lugar

er todos los generadores

do (mod 14) el primero,

14) = 1, según se mues-

i=qz,t) 13,3&

(11,9)

(9,1)

(5,13)

Fig. 3.3.3

Como comentamos

1 os generadores I i neal es

vectores del grupo AM.

--!=1
(3,5)

(1,11)

Fi g. 3.3.4

a I fi na I del apartado 3. 3. 4, a través de

se puede definir un producto entre los
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En efecto, si i . i son elementos del grupo

generador lineal de AM, diremos qre ? es el pt,od.ueto

móduLo M, denotándolo por 7 = i u j, si y sólo si

2.i = (i.ÉtfÍ.Él (mod N)

donde MT denota

Des pej a ndo

ü¡rT = üN

I a trans pues ta deNvüeln.

un

->
u

->yp
,*a.e n

es

por

(3.85 )

Es inmediato demostrar que esta operacíón está bien de-

finida en el sentidodequesii=B (modM) yt=ü (modM)

entonces á s B = t s ü (mod M).

Además e'l producto así definido permite establ ecer un

grupo multiplicativo, M* en Zn, en e1 cual el conjunto de elemen-

tos es el coniunto de vectores mod. M generadores de AM (es decir,
cuyo m.c.d. con M es 1). Dicho grupo es isomorfo con el grupo MN

en Z ci tado anteri ormente.

Dada M, otro procedimiento para hallar un generador 1i-
.->neal p de AM es resolver las n ecuaciones diofánticas que se deri-

van de (3.70a) imponiendo además la condición (3.70b). ver I rvvzl
y I FYVll. Así, (3.70a), en forma matricial, equivale a

->
p = Nü(r'1T¡-1

(3.86)

(3. 87 )

sol ución que será vál ida si cumpl e (3.70b) , o sea

(N, nü(uT)-1) = !

definición (3.36), equivale a

t'lT) = l

(3.s8)

la

(ü, ( 3.8e )

I o gue, recordando



1 uego exi ste un generador

justifica
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lineal de AM

el siguÍente

si AUT es cíclico.
teorema:

a

n

L

E

MT = f¡ -2)
t1 4)

Los

Esto

Teoyema 3 .3 .8 :

Dada M, Apt es cíclico si y sólo si AMt es cícl ico.

doble implicación es consecuencia de (rqT)T

el ejemplo anterior, la matriz transpuesta
que genera el retículo mostrado en la figura
generadores , indicados con una ,ro,r en dicha

son los vectores üt=(3,-1) ,l,Z = (1,1), ü3 = (3,1), ü4

ü5 = (2,3) , üo = (2,-L). Entonces, según (3.g7) v (¡.eg)
de I os generadores I i neal es de AM, ti , mostrados en I as

3.3.3 y 3.3.4, vienen dados por

( oi 1, p¡z) - tü., (ltlT)-1 - (ui 1,rr rl [_1 3]

para todo i = 1r...,6.

= [ril.

deMes

3.3.5.

figura,

= (1 ?\
\¿tel,

, cada uno

fi guras

I

Éi= (3.e0)
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3.3.6 Gr,upos cícLieos en 22

Para el caso fi=?, hemos hal lado una caracterización muy

sencilla de los grupos AM cíclicos y es la síguiente:
Teorema 3.3. 9:

Sea M la matriz 2x2 formada por los vectores del plano fit=(mL l,*lz)
-'ly ñZ = (m21,^ZZ). Entonces el grupo AM es cíclico yr poF tanto,

tiene un generador I inea1, si y sólo si

m.c.d. {rtt, m!2, mZL, mrr} = (M) = 1 (3.91)

= ( pl -ox, -pJ+th) = (ffi, O) (3.e2)

(3.e3)rñt * uñ2 = ("rl-vx, -ty+vh) = (rl-vx, (y,h))

de donde det(M" ) = fl V, por tanto, M" = M.

Además, y debido a que los elementos de M" se pueden ex-

presar como combinación lineal de los de M y viceversa, es inmedia

to demostrar que
(M") = (M) (3.94)

Demos tz,ación:

En primer 'l ugar, pasaremos a I a notaci ón empl eada en I FVy2 | y

lFYVll y que quedará iustificada en la sección 3.4. Sean ñt=(.|,-y)
->r,ry frZ = (-X, h), de donde |l = lh - xy.

Como hemos dicho, una matriz equivalente a M es 1a ma-

triz M" formada por los vectores pñt * oñZ y rñt + vñ2, p, or rr
v eZ, si det(M") = tdet(14). Mediante un cálculo sencillo es posi-

ble determinar estos coeficientes para que M" sea de la forma
(L0'\
L-X H,J 

y resulta: p = h/(y,h), o = y/ (y,h), y r y v son cualquier
par de enteros que cumplan - ry + vh = (y,h) (sabemos que esta

ecuación tiene infinitas soluciones). En efecto, con estos valores,

se obtiene:

pñr * oñz



Pasemos ahora a

ser M" = M, AN es cíc'l ico

teorema 3.3.5, y aplicando

sabemos qu. AM,, eS cíclico
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I a demos trac i ón

si y sólo si lo

I a defi ni ci ón

sii existe á =

pr opj amente di cha

es AM'l . Según el

de n. c. d. dada en

t(a1, ar)eZ- tal

. Por

(3.35)

que

(3.e5)(e, M") = (LH, arH+arx, UZL) + 1

(e, M")> f
condi ci ón

s'i endo p. un primo,1

Por otra

segundo vector una

la matriz M' = Mrl

donde

(pi'

es deci r

Si (M) = (M") = (1,
+2VáeZ-,luego A¡¡4,,

necesari a .

X, H) = f f 1,

no es cíclico

Recíprocamente, si (1, X

cual (9, H) = l. Esto supone que (

el conocido "teorema de Dirichlet"

E e Z, exi sten i nfi ni tos pri mos . En

fr
M" = |

l-x
esc0geremos

H)=ldedon

, H)

L/ s,
(7),

part

con lo

según

-L''qgJ '

= 1o

x/s)

en I a

icula

sea (1, X) = g

= l, por tanto,
.xsuces'ron t: +

Y

r

entonces, según ( 3.95),

y queda demostrada la

0l
I

H'l
)

= 9Pi
x * ..! =g -]g pi

= M'

H) = (X'o H') = l

tan grande

la matriz M"

del pri mero n

(e.so¡

como queram0s.

y sumando al

podemos obtener

X + 6iL

Ill
-l-l

l-(x+ett-)
de forma que pi, da

al ser (9, H) = l

tl teorema de Dirichlet afirma que si (ao,
sión aritmética uo + rn", n = 0,1,... conti
Ver p.e. lA2, cap.7l.

ol [ 
'-'l=lH,J 

I.X'
do por (3

, se impl

e podemos escoger

rte, a partir de

mbinación lineal

uiente:

qu

pa

co

sig

o'l
I

Hl
I

7
-1

de,

(X+6r1,

(3.e7)

.96), cumpla

ica (RrS, H) = 1,

(3. e8)

r) = l, 1a progre-
ene i nfi ni tos prímos.

(7)



66

per0, como antes, A¡4,,es cíclico si y sólo si lo es AM,o sea, si
existe i,eZZ tul que

per0,

lo que

(3.70a

I i neal

(e, M') = (L'H', arH'+arxr, uzl') = I (3.gg)

por (3.98) ' existen enteros u1 y a' tales que arH'+arx, = 1,

asegura el cumplimiento de (3.99) y completa la demostración.

A partir de la matriz M', y aplicando las condiciones
y b) se puede obtener tambi én muy fáci I mente un generador

p de AM, , ! por tanto de AM. Resulta

É = (H'n X') = (H, X+g-L) ( 3.100 )

3.4 REDES DE PASOS CONMUTATIVOS

3 .4 . L Consideraciones generaLes

En esta sección usaremos la relación de equivalencia en-

tre vectores de 7n, establecida en la sección 3.3, para construir
redes de camino dedicado unidireccional tales como las estudiadas
en la sección 3.1.

como sabemosn este tipo de grafos son especialmente ap-

tos para model ar I as estructuras de i nterconexión en redes I ocal es.

una v'ed de pasos conmutatduos con N nudos y grado d = n

queda compl etamente especÍ fi cada por 1 a matri z nxn M formada por

los vectores ñ1,...,ñn e Zn y con det(M) = N. Al grafo d-diregular
generado de esta forma lo denotaremos po" DM = (V, A).

En efecto, cada vértice de DU se corresponde con un ele-
mento del grupo AM, de manera QU€, para identificar los elementos

de v, escogeremos un sistema completo de residuos módulo M,
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--> -+s = {r1,...,rN}.
Así, [ = s y las funcíones de l. sección 3.]. (recordar el

punto 2 a1 final de ella) son de la forma:

f.i s ---¡ s , fi(ij) = ñj + Ai (mod. M) (3.101)
1

Vi = 1,...rn y Vj = 1,...,N

Las funcionet fi son conmutatiuas !, según e1 teor. 3.3.1c,

biyectiuas. Por tanto, I a red Dpl sati sface I as propi edades estudi a-

das en I a secci ón 3. 1.

La simetría de la estructura obtenida (DN es un d.igrafo

simétrico lHl | ) permi te estudiar sus característÍ cas a parti r de

cual qui er vérti ce. Por comodi dad el egimos er vérti ce d'.

Además, y debido a que'los principales parámetros a estu-
diar son diámetro y ddstancia media, tomaremos los demás vectores

des- {(rj1,...,r¡¡) | ¡ = 1,...,N} demaneraque.jir0 vi,i
y las sumas de sus componentet rjl+...*.jn sean mínimas vj = 1,..,N.
Así, cada una de dichas sumas representa la distancia desde el vér-
tice d hacia el vértice ñ., es decirJ'

n

vi=l,..,N d(d, ñr) = Irr'i (s.roz¡
' i=,

Resumi endo o 5 es e'l con j unto de N puntos de 7n di sti ntos

mod. M, con coordenadas no negativas y cuya distancia oz,togonal al

ori gen es mínima.

Entonces, e'l diámetro k y la distancia media entre vérti-
ces k ¿e DM vienen dados por

lYl

nY'-ft=max{ L"j, i=1,...,N} (3.103)
i=1
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k=+

conj unto

(3.104)

Cx que he-
U

media, desea

sea pos i bl e.

cuyo conjun

Todo ello justifica la elección del

mos hecho en el apartado 3.3.3.

Para mi nimi zar el di ámetro l/ o I a di

mos que todos los vértices estén tan cerca del

Por tanto, dados k y d, la red óptima DN sería

to de vérti ces fuese

V = S* = {(m,..' t- ,rd) | 0<*.i , xmr<k)

lo QUe , según (3.3), Ímp'l ica

stancia

d como

aquel l a

(3.105)

vérti ces.

Demostrar

QUe, para tal k, no

5* o también, según

do a partir de s* no

Demostración:

Supongamos que todos I os el ementos

lvl=det(M)=(ojo) (3.3',)

que no exi ste tal red para k>1 equi val e a ver

existe M cuyo sistema completo de residuos sea

e'l apartado 3.3.3r QU€ el conjunto Ct construi-
tesela mediante traslaciones el espacio Rd.

Enunciamos este resultado de Ia forma siguiente:

Teonema 3.4 . L:

En toda red DN de pasos conmutativos, grado d y diámetro k>1, se

c ump'l e

N< (3.106)

de s* son distinto r(B) . Demostra

tojol

(B) En Io sucesivoo tanto las
mo I as operaciones entre

igualdades de los vectores de Zn co-
ellos son módulo M.
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remos que, entonces, Ct no tesela el espacio Rd.

Consideremos el conjunto

Ei = {(mt, ..,-r.!i..,*o) | o.<m| o:i-m, < k-1)

De la desigualdad

(m1,.

(3"107)

..*¿) (3.108)

cumpl en la condición impuesta

pertenecen a S*r s€ obtíene,

,-1!i. (3.10e)

de manera

tenemos

(3.110)

(mi,...'mjr,...,-1

,0!i

.,(Í
. r o 9- I ¡ r

nrd) I (ri, ,0Íi

I

I

debida al supuesto de que los rj y mj

en ( 3.107) ! , por tanto, ambos puntos

sumando -¿.(s) a ambos mÍembros,
1

(m1,

Es decir,
gu€, según e1 mismo

..,m0) I (ri,..

todos los puntos

razonami ento que

lE.l=''t'

de E= son dist
I

nos condujo a

.'r¿)

i ntos

(3.3),

r 
djl;2 

r

d
Defi nimos ahora el conj unto E = U r* . veamos que, aná1 o-i=1 |

gamente, todo par de puntos pertenecientes a dístintos Ei son tam-

bien distintos. En efecton si fuese

(ml,...,-r::

con iLfiZ y

y sumanoo Ér 
r+

1..,ffii 
2r...

o.Ir¡
ilir

'rr"o' 
a

,rd) =

< k-1

i2
.1.,mi) (3.11la)

(3.111b)

(9) Esto

ser
(J0 ) Es

equivale a ap1

f .¡ biyecti va.
deci r, apl i car

y o. I m, < k-1

if i "L
ambos mi embros, resul taría

icar t;t cuya existencia queda

ti 
ro 

ti 2'

asegurada al


