
(m1,

c0n

...,olll.
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(ri,...,mir*t,...

1<rmj + 1<k

(i t
,or.l.rtá),ti 2*1, " '

[*j + 1< k

,rd) = ( 3.112a)

(3.115a)

(3.115b)

( 3.116a)

(3.116b)

1< (3.r12b)v

en contra de I a

tos. Por tanto,

hi p6tesi s de

el conjunto E

lEl

el ementos.

Demostraremos ahora que

igual a uno del coniunto

T = {(n1, nZ,

En efecto, sj fuese

que todos los

consta de

puntos de s* son distin

(3.113)

cual qui era de estos puntos es

o rd) | o.nj, xnj = k] (3.114)

= (rdj!;2t

(mr.,...,-L!i..,*o)
r

0 * ^/ ,tj. l.-1
.ill

(ni, n),..., ná)

0 < In.i . kcon

con

en contradi cci ón,

Además,

v

3 umando ambos mi embros, tendríamos

(mr,..., 0,...,td) = (ni,...,n.i+l, 'n¿)

0 < xm, < k-1 0 < znj + 1 < k

¿ia

v

una vez mas,

según dicha

con I a ci tada hi pótesi s i ni ci al

suposi ci ón, T consta de

puntos todos e'l I os di sti ntos. Por tañto

dría que cumpl i rse

(3.117)

, de (3.113) y (3.117) ten-

lrl r 
kjl;1 

r

orkjll2r rkjl;1r (3.1x8)
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desarro'llando ambos números combinatorios y simplificando, se ob-

tiene kd < k+d-1, es decir, k < 1.

3.4.2 Redes de grado z

cuando d=n=2, se puede demostra r(1-L' or.n para cuarquier
M con det(M) I 0, el conjunto cd (que puede no ser único) homólogo

al del apartado 3.3.3, y cuya elección ha quedado justificada en

la sección anterior, tiene, como en dicho apartado, forma de,,Lrt o,

como caso parti cul ar, forma rectangul ar.

Una "L", determinada por sus dimensiones

demos I a notaci ón empl eada en I a demostraci ón

según fi gura 3.4.1, corresponde a I a matriz

= lh - xy. Ver figura 3.4.2.

L

Fig. 3.4.1

(recor

3.3.8)

det(M)

L, h, &, U"

del teorema
Íl-vl

M = | I'l-x h)

En

ra 3.4.1, se

del digrafo

Fig.

función de estas dimensiones, y

obti enen fáci 1 mente el di ámetro

Dl'l que resultan ser:

3.4.2

la vista de la fig!
la distancia media

a

v

( 1"L) Ver apéndi ce

se demuestra
A. También en

este resul tado
lBS1l,
pa ra

y en un contexto diferente,
el caso en que A,, es cíclico.
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f4 = max{ h+l -y-2 , h+l - x-2}

frtty-xv) (r +h-2 ) +

Entonces, dado N, el problema se reduce a

les dimensiones, elementos de la matriz Mo de manera

y se minimice (S.ttg) V/o (3.120).

Un tratami ento conti nuo del

l*, tx+y- 2 )ly [=

(3.11e)

(3.120)

en

rea

n ea men te

I FVY2 
|

I es en

, muestra gue, al considerar

vez de enteros, I a "matri z

k y I es de la forma

problema, tal como se hace

l, h, x, y como variables

óptima" que mi nimiza simul ta-

(3.121)

encontrar ta-
que det( N1 =¡

f-z 4l

[* -r)
y da 1 ugar

f-x
M =lr*

t*l
-xJ

1o que s upone

fl = 3x2. k- ml n
q-

min = éngltl - 1

obti ene M =

fi gura 3.4.3a

=6ñ-- 2vk (3.122)

Por ejemplo, si x=2, N=12, se

que corresponde a la rrLrr mostrada en la
al digrafo de la figura 3.4.3b.

(z,o) (¿,0)

(o,r)

(o,o) (1,0)

(o,J) (t,3)

(o,z) ('l,L)

(0,'l) (4,1) (z,t) (3,t) (ü)

(0,1)(o,o) (4,0) (2,0) (3,0)

Fig. 3.4.3a Fis. 3.4"3b
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cil
dos

en

tes

No obstante, el

. Eh este caso, ni el

crecen siempre con N.

L" ( "baldosas") para

matri ces son :

probl ema di screto resul ta mucho más di fí
diámetro ni la distancia media entre nu-

Por ejemplo, es posib'le obtener',formas
N=26 6 N=27 con k=7, cuyas correspondien-

Mrt 26

pero el caso N=25 requiere k=B:

14 zu

(ver lrvvz¡¡.
Debi do a

ta calcular M"opt. '
vérti ces N.

F125 = (2. tz+¡

el I o, no conocemos ni nguna expresión que permi -
y por tanto, kopt. y Ioor., para cada número de

f'-3.lt-3 6)

I s -zl

[-, ,) Y

l' -'z]

f-5 5)

f5 0l=l ló|.0 sJ

Plzz = (s.rz¡)

3.4.3 Redes de pqso fijo
como hemos estudi ado en er apartado 3.3.5 o s i er grupo

A¡t es cíclico existen o(N) generadores lineales, cada uno de Ios
cuales permite establecer un isomorfismo entre el sistema comple-
to de residuos mod. M, S, y el conjunto de números T = {0,1,..,N_1}
( i somorfi smo entre I os grupo, AM y An ) .

Así, sea M una matríz nxn entera, [\ = det(M), tat que

Al,,r es cíclico, y sea ü un generador rinear de AM. Mediante ü pode-
mos definir un isomorfismo entre ra red DM y er digrafo que denota
mos por Dü de la siguiente forma:

a) cada vértice ie s de DM se transforma en el vértíce
aer con 0, = F.F (mod N) de Dü (g.tZS)
por tanto, los vértices de Dü se direccionan con los
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b)

Por tanto,

hacia los

nombre de

Tomando M =

y con el gen

que se mues

I ugar, en I a

números 0,1,.

Cada arco lf,

..,N-1.
-).}rr+e. I'lJ de DU se transforma en el

[i.É, ti+t' ).ÉJ = [o, o+pi] de Dü

arco

(3.126)

gui endo,

ne la red

a que da

desde

vért i c

rede s

I s 1l
|.-2 4)

erador

tra, j
f i gur

cada vértí ce o e V( Dft) exi sten arcos

es o+p1, ... o o*pn (mod N). De ahí el

de paso fijo.

como en el ejemplo que hemos venido si

F = (1,11) (ver figura 3.3.3), se obtie
unto con su rrLrr y el "embaldosamiento"

a 3.4.4. _7

8

11

0

43

4

te

1l

9 10

12 13

I27

10

13

2

5

8

11

0

67
9 10

t2 13

L2
56
B9

Es

en lrvv
partes:

1.

Fi g

ti po de redes

. En el primer

3.4.4

se estudian para n=2

caso n e'l probl ema se

en I FVY2 
|

descompon

y para

e enn>2

dos

Búsqueda de formas en trLIt óptimas, es decir con diáme

tro l/o distancia media mínimos, tal como hemos discu

ti do en el apartado anteri or.
0btención de generadores l ineales para dichas "L's".

5 6 ?18 e

B e 10111 L"

11 1,2 131 0 1

01234

5 6 rlr s

B e 10111 1;

11 12 1310 1

01234
567
B 9 10

11 t2 13

012

5 6 rlr s

I e 10111 li
11 12 1310 1

0i234

5

8

11

0

2.



C omo

podemos hal I ar

deci r

donde

es cualquier

Pero

ci ente para que

la rrLrr cumplan
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sabemos, dada rrL¡r o

un generador lineal

su correspondi ente M

aplicando la fdrmula

-f I -vl-l-x hJ'
(3.86), es

generador l'ineal de NT) .

ya hemos vi sto que una condi ci ón

exjsta ü, y por tanto É', es que

el teorema 3.3.8, es decir

(3.128)

(3.12e)

necesaria y sufj-
las dimensiones de

É = Nü1vT¡-t

(ttT)-1 = (u-1)T (ü,1f h
= -lNlv

xl
r)' uT) = l

(ü

Esta condi

i nteresantes . Por ei

la "baldosa" óptima

tado anterior pues (

En cambi o,

(MT) = (fl) = (l,h,x,y) = l

de I a

X> 1 ,

,N=
= x.

s " con

son

(P1'

= (u1, r) = (il, +2) [ó

(3.130)

"construcción" de algunas r¡Lrsrl

no exi ste generador I i neal para

3x', xe7, estudiada en el apa!

(3.131)

exi sten generadores

efecto, basta tomar

c'r on l mp'l

emplo, si

I =h=2 X=2y

'l ,hoxry)

para rrL I

vértices,

1, p) [ó

, para

eales d

(3.128)

+
p

di mens i ones

x = yo | = Zxtl y/6 f¡ = 2ytL

que

lin
en

su número de

e la forma (

óptimas,

1)1 . En

->
'lt =ts (+2, t 1)] (3.132)

No obstante, para todo N, tamPoco

una forma cerrada de expresar a1gún pat (Pt

v, por tanto, el diámetro Y/o la distancia

conocemos en este caso

, PZ) de "Pasos óPtimos"

medi a mín i mos .
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por I o

y I FYVl I se dan

que respecta a estos

I as sí gui entes cotas:

úl ti mos parámetros , en I FVY2 I

L/s-NJ - 1

E-
ó/3N - 1

k s L/3Nl

- R--k < ó/3N

(3.133)

(3.r34)

s

donde los 1ímites inferiores se derivan de (3.122) para todo valor
de N, mientras que las cotas superiores han sido obtenidas para to
dos los valores de interés práctico (N < 256).

En di chos trabaios tambi én se muestran tab'l as con I as sg

I uciones óptimas, obtenidas mediante un programa de ordenador, para

múltip'l es valores de N, tanto para rt=Z, como para n>2.

A 'las redes obteni das en el caso comentado, n=2, se I as

I I ama tambi Én t'estz,t¿ctuyas de dobLe Lazott. Para el I as, en I fyVZ I

se dan también tablas comparativas entre las soluciones óptimas y

'las propuestas anteriormente lL3l, lWlWf l, lefetl y lRGll.
Un hecho a resaltar en estas topologías es QUe, para to-

dos los mencionados valores de N de interés práctico, eXiste un gg

nerador linea'l 6ptimo con p1 = 1. Las dos primeras excepciones se

producen con [\ = 378 y 450. En el primer caso se obtiene F = (2,161),

ft = 33 y [ = ].7,833 y en el segundo ü = (2,185), k = 35 y -k = 19,5.
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3.5 ALMACENAMIENTO DE DATOS EN MEMORIAS PARALELAS

3.5.L Inty,oducción

En la sección 1.1 ya comentamos como la teoría de las

congruencias en Zn tiene varias aplicaciones en la Ciencia de la

Computación. Acabamos de estudiar con detalle una de ellas: la ob-

tenci6n de "redes de pasos conmutativos", entre las que se encuen-

tran las importantes topologías que hemos l lamado "redes de paso

f i jo". Según se exp'l icó en el apartado 1.4.5, e'l problema que se

plantea en estas configuraciones es equival ente al estudiado en

lS2 I, que consiste en establecer interconexiones entre diferentes

registros para reordenar de forma 6ptima (es decir, a bajo costo

y alta velocidad) las componentes de ciertos vectores l lamados "p-

ordenados " . La resol uci ón de este probl ema puede consi derarse así

como otra de las apl icaciones de la teoría mencionada.

Finalmente, en esta sección comentaremos brevemente una

tercera apl icación relacionada con el almacenamiento de datos en

memorias paral el as.

Muchos de los cálculos relativos a matrices l/o vectores

implican el realizar las mismas secuencias de operaciones con datos

independientes. Estos algoritmos se pueden ejecutar rápidamente en

multiprocesadores del tipo SIMD ("sing'le-instruction-multiple-data")

tales como el Illiac IV. Como su mismo nombre indica, estos siste-
mas permi ten ejecutar simul táneamente I as mismas operaciones con

distintos datos. Básicamenten están constituidos por una unidad de

control , un conjunto de procesadores y memorias, y una red de inter

conexión entre unos y otras (ver capítulo V). Por simplicidad, se

supone que las memorias son independientes y que cada una de ellas
permite una lectura o escritura de datos en cada ciclo de memoria.
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3.5.2 Definiciones A planteamiento deL pnobLema

EI funcionamiento efectivo de los sistemas SIMD depende

en gran medida de la posibilidad de almacenar los elementos de las

matrices en las memorias de manera que al leerse los datos se evi-

ten los confl ictos producidas en ellas. Más concretamenten dada

una matriz de datos y un conjunto de "partes deseadas" de la matriz

(por ejemplo, filas o col umnas) nos preguntamos como almacenar di-
cha matriz de manera que estas partes (necesarias en el cálculo

realizado) puedan ser extraídas o leídas en un ciclo de memoria.

Esto eS, de manera que todos los datos de cualquiera de ellas estén

al macenados en di ferentes módul os de memori a I S 1 I .

En el estudio matemáti co del probl ema, Se supone que I as

matrices son infinitas en todas direcciones lS1l, de manera que ca
t

da punto de Z' representa un elemento de la matriz. Además, tal co

mo en lSll, necesitamos definir los sigujentes conceptos:

Un esquema de ordenación ("skewing scheme") es una fun-

ción S: Z2 -* W con !,1 = {0,1,...,N-1}, [ = número de memorias,

donde S( j,i) = f¡ signif ica que el elemento u.ij de la matriz se al

macena en el módul o de memori a h e l^.l.

Una pLantiLLa de datos ("data template"), T, de tamaño M"

es un conjunto formado por M puntos de ZZ incluido el origen. Un

ejemplo de una plantilla de datos, T(i) , i rZ2, es el conjunto de

vectores obtenido al surar i a todos los vectores de T. (Notar la

analogía con el conjunto C; del apartado 3.3.3). Físicamente, es-

tos dos últimos conceptos se corresponden con lo que hemos llamado

" partes deseadas " de l a matri z.

Finalmente, decimos que un esquema de ordenación es uáLi

do para un cierto coniunto {T1,...,T.} de p'lantillas de datos si

cualquier par de elementos de la matriz almacenados en el mismo
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módul o de memori a, no pertenecen a ni ngún ejempl o de cual quier

plantilla de datos bajo consideración.

Por tanto' e1 problema consiste precisamente en hallar,
si exi sten, esquemas de ordenación para determi nados conjuntos de

p1 anti I I as de datos' necesari os para I a ejecuci ón de I os al gori tmos

de cálculo.

3 . 5 , 3 Algunos y,esuLtad,os básíeos, eongyuencias en Zz

En una máquina SIMD con P procesadores, el tamaño máximo

de una plantilla de datos es P. Además, cuando p=N se consigue op-

ti mi zar I a uti I i zaci ón de procesadores y memori as.

Teorema 3 .5, L:

Dados un sistema SIMD con P=N y una plantilla de datos de tamaño

N, existe un esquema de ordenación válido para esta p'lantilla si

y sólo si la figura formada por N cuadrados unÍtarios con centros

los puntos de la plantilla teseLa eL plano mediante ty,asLaciones.

(Ver demostración en lSll).
A partir de este teorema ya podemos ver como aplicar la

teoría de congruencias en ZZ a la obtención de esquemas de ordena-

ción vál idos para determinadas plantí1 las de datos. En efecto, S€-

gún el apartado 3.3.3, todo sistema completo de residuos módulo M

"tesela" periódicamente el plano mediante traslaciones, por tanto,
dada una plantilla de datos de tamaño N, tenemos que hallar una ma

triz M tal que los puntos de 72 que forman la plantilla represen-

ten a todos los elementos de AM. Entonces, el esquema de ordenación

se construye asignando a cada una de las clases residuales un núme

ro distinto del 0 al N-1 (número del módulo de memoria).0 sea:

->
u mod M (3.135)
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I os dos siguientes esquemas de orde-

permiten disponer de una regla pa

matriz en la memoria:

periódieo con peniodo N es aquel

que cumpl e

S(i,i) = S(itkrN, itkZN) Vi,i

Natural mente, en este caso,

manejar losque debemos di sponer para

de NxN registros.

Cuando N es muy grande (p.e

usar un esquema de ordenación Li.neal.

a,ybtalesque

2
e Z- y k,kreZ

la información

datos ocupa un

1000 ) , en

este, exi

(3.136)

necesari a de

"cuadrado"

se prop0ne

constantes

ls1 |

s tenEn

S(i,j) = ai + bj mod N (3.137)

En lS1 | el autor se pregunta para que clases de planti-
llas de datos, la existencia de esquemas de ordenación válidos sg

pone la existencia de esquemas periódicos vál idos, y si estos exis

ten, que condi ciones deben cumpl i rse para que tambi én exi stan esque

mas lineales válidos.

Como hemos di cho, nosotros proponemos usar esquemas de

ordenación ttbiperiódicos tt con periodo M, basados en I os si stemas

completos de residuos módulo M. Por el corolario 3.3.1., un esque-

ma de periodo M es periódico según (3.136) con periodo [\ = det(M) .

Sin embargo, ahora la única información necesaria para la lectura/

escritura de datos es 1a contenida en N registros, que definírá la

correspondencia entre'los módulos de memoria y los puntos del sis-

tema completo de residuos, más 4 registros para la matriz M.

Por otra parteo en este caso es evidente cual es la con-

dición que debe cumplir M para que exista un esquema de ordenación
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lineal válido: el grupo A¡r debe ser cícrico, es decir debe tener
a1gún generador I ineal. pero, según el teorema 3.3.9, esto se cum-

ple si y sólo si

(M) = l (s.tss¡



CnpÍruLo IV

EL IIETODO DE DESDOBLAMITNTO DE NUDOS
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4.1 INTRODUCCION

Siguiendo con el estudio de las redes de camino dedicado

unidireccional, modeladas mediante digrafos con peqúeño diámetro y

distancia median en este capítulo presentamos un nuevo método para

la obtención de tales topologías que permiteo en muchos casos, ob-

tener configuraciones óptimas. Asimismo, dicho método, del que de-

mostraremos su equivalencia con 1a noción de "grafo I ínea", resul -

ta ser aplicable a la construcción de otros conjuntos de digrafos

propuestos anteriormente.

v,esultados preuios

como se referencia en

dos con el problema (P

, lE1l, lFll y lKll.E
grafos dirigidos con

valores mínimos de k

Si guj endo con el probl ema (P2) ,

ap'l ican su "algoritmo de búsqueda local "

para la búsqueda de grafos dirigidos de g

el diámetro o la distancia media lTSl, pp

mi smos autores ci tan, el al gori tmo es imp

grandes de'l número de vérti ces N (N > 150)

también se citan ciertos grafos dirigidos
portamiento por lo que respecta a k y k,

geras modÍ fi caci ones de I os grafos MTS ( ''

networks") propuestos por Arden y Lee en

I II1l, pueden encontrars

1), propuesto en el apar

n cuanto a (PZ), en lt^J1l

N vértices y grado d,

y k son ambos del orden

4. L.1" Algunos

Tal

dios relaciona

1.5.1 , en lAll
tud i an ci ertos

trando que I os
1tA

d(N)"'.

en lTSll,1os autores

( I ocal search al gori thm)

rados 2 y 3 mínimizando

.540-541 1 pero, como l os

racti cabl e para val ores

. En este mismo artículo
de grado 2, con buen coU

obtenidos a partir de Ii-
Mul ti - tree structured

lALll.

e estu

tado

se es

demo s

de
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Por otra parte, en lII1l, 14.Imas

al gori tmo si rnp'le para, dados d y N cual esq

un grafo d-diregular con N vértices cuya d

xima al I ímite mínimo y su diámetro k es I

ta ser, como máximo, una uni dad mayor que

Dicho algoritmo produce el grafo dirigido
grafo pues siempre contiene autolazos) ! =

vértices

[ = {0,].,2, , N- 1j

y conjunto de arcos

e y M.Itoh pres

uiera, 1<d<N-1,

istancia media

1 ogONl, val or q

el I ími te i nfer

(en este caso,

(V ,A) con coni

entan un

construi r

está pró-

ue resul -

i or ( 1.15).

ps eudodi -

unto de

A = { [x,y] I v = fr(x) = dx + i (mod N),i=0,10 , d- 1 i

(4. 1)

(4.2)

digrafo

cada vér-

mi smo di -

r.2.

donde I as fi representan I as funci ones de adyacenci a i ntroduci das

en el apartado (2.2.I).
Así, por ejemplo, para N=8 y d=2 se obtiene el

de la figura 4.L.1., en la cual se ha dibujado dos veces

tice para poner de manifiesto la ley de formación. Este

grafo se muestra, en forma convencional, en la figura 4.

0
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3

4

q

6

7

0

I

2
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4
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6

7
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Fi g. 4.7

+

Fig. 4.1.1 .2


