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o se

co a

A = {[x,y] I v = fr(x) = -dx * i (mod N), i=!,2,...,d] (4.3)

lo gu€, se demuestra, da lugar a un diámetro [ = s+1.

Más adelante veremos que estos mismos grafos pueden ob-

tenerse también ap'l icando el método que estudiamos a continuación.

4.2 EL METODO DE DESDOBLAMIENTO

En esta sección comprobaremos que, a partir de digrafos

elementales con muy pocos vérticeS V, por tanto, con pequeño djá-

metro, es posible obtener digrafos con diámetro igual a1 mínimo.

El método usado para ello, gu€ nosotros llamamos de desdobLamiento,

construye cada grafo a partir del anterior multip'licando por d el

número de vértices. Dicho método, que en la sección 4.3 generali-

zamos a cualquier tipo de grafos dirigidos, se basa en el sigujen-

te resultado.

Teoz,ema 4.2.L:

Sea [ = (V,A) un digrafo regular de grado d>1 con N vértices, diá-

metro k y distancia media k. Entonces existe un di grafo p*=(V*,A*)

con dN vértices tal que:

k*

R*

k+1
k+1

(+.+)

(4.5)



donde k'k y [* denotan

media en D*.

Demo stv,ación:

Denotemos cofl 1,

ma siguiente: ca

vértices Ci = ti
i es adyacente h

que no haya sido

d arcos ['i 1,ih] ,

de Ci hacia ih.

2r... rN

da vért

1, i2,.
aci a j
elegid

[i2,ih
Ver fig

'l

j
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respecti vamente el diámetro y I a djstancia

I os vérti ces de D. Constru'imos D* en I a f or

ice i e V se transforma en un conjunto de

.., id] pertenecientes a D*. Entonces, si

en D, e'legimos un vértice cualquiera de Cj

o antes , p. e. j h, L<h<d, y establ ecemos I os

],..., [id,ih] que unen todos los vértices

ura 4.2.L.

grafo D grafo D*

jh jd

Fi g. 4 .2.I

Procedemos así con todos los arcos de A hasta completar

D*. Es fácil ver que el digrafo D* así construido es regular de

grado d. Antes de demostrar que su diámetro es k+1 veamos, además,

que D* es único, es decir que el digrafo obtenido no depende de

las elecciones de h que se hagan en cada paso. En efecto, en la fi
gura 4.2.2 puede apreciarse como, en realidad, todos los vértices

de un determinado coniunto rj son indistinguibles en cuanto a la
estructura de D*. En particular vemos como, €h la construcción de

D*n elegir jh y jh'en orden inverso al tomado antes equivale a i!
tercambiar la posición de estos nudos en la figura lo gu€, eviden-

temente, no produce un grafo esencialmente distinto a D*.

a

j1
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C.'t

Fig. 4.2.2

d vérti ces, uno en

cada conj unto
(.(.(-
"g1'"g2""'"gd

En dicha figura se supone gue, en D, i es adyacente ha-

cia los d vérti ces g1 , g2,. . . , g¿.

En cuanto al di ámetro de D*, sean ut e C.t V uO e CO dos

vérti ces di sti ntos cua'l esqui era de V*. Tal como ha si do construi do

D*, existe un cierto coniunto CjC V* tal que todos sus vértices

son adyacentes hacia uk. Por otra parte, S€ puede ir (de cua'lquier

vértice) del conjunto Ci a (a'lgún vértice de) cualquier coniunto

C j en el m'ismo número de pasos que se va de i a i en D. Esto es:

Vu, e Cr, 3u, e C,

Entonces nos queda

I do*(ut,ur) = dD(i,i) (4.6)

do*(urouo) = do*(ui,uj) + I = dD(i'i) + 1 (4.7)

ya que sólo puede llegarse a uk a través de (algún vértice de) Cj.

Ello implica que k* = max{dg*}.< max{dO} + 1 = ft + 1.

Veamos ahora que podemos elegir ui y uk de manera que

d(u*u¡) = [ + 1. En efecto, nos basta tomar en (4.6) v (4.7) i y

j de manera que d(i,j) = k, y de los d vértices adyacentes desde rj
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(djst'intos entre sí por la forma de construír D*) elegir uno, uk,

distinto de u: (recordar que d>1).
1

Para demostrar (4.5), recordemos que, según (4.6), para

cada par de vértices i,jeV, d(j,j) = l, existe ureCj tu1 que

d(u*ur) = l, siendo ui cualquiera de los d vértices de Ci. Por

otra parte, u, es adyacente hacia un máximo de d vértices distintos
de ui. Por todo ello, r¡na distancia I en D implica la existencia de

un máximo de d2 distancias l+1 en D*, lo que nos permite escribir:

-¡* 
= I'(u,v) 't: |." I'd(i,j).1]l = k + 1

u,vev* (dN)' | .iFu 
)

(4.8)
(dN)'

En realidad, como veremos a continuación, es posible dar

una fórmula exacta para [*. Si aquí hemos dado con prioridad la co

ta (4.5), deducible directamente de dicha fórmu1a, es por razdn de

su s'implicidad.

Para obtener esta expresión exacta, al hacer el cómputo

de todas las distancias en D* tal como en (4.8), debemos considerar

gue, en general, alguno de los d vértices adyacentes desde ,j pue-

de co'inc jdir con a'l gún u, e Cr. Esto ocurrirá si y só10 si alguno de

los d vértices adyacentes desde j en D coincide con i, es decir s'i

existe el arco [j,i] e A(D). Por tanto, en este casoo de1 posible

máximo de d2 distancias l+1 en D* (implicadas por los vértices

i, j e V(D), d(i, j)='l ) debemos descontar una. En el cómputo de todas

las distanc'ias efectuamos d'icha resta tantas veces como pares de

vért'i ces adyacentes (arcos) existan en D. Entonces nos queda:

r* = # l,'nld(i,i)+11,E1,,,r)+rl l
(4.e)

Ahora, de (4.9), es inmediato obtener (4.8) o, si se co-

noce la longitud del ciclo mínimo en D, dar cotas mejores para [*.
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Ap'l 'i cando i terati vamente el teorema 4.2.1 a parti r del

digrafo completo Kp (grafo con p vértjces, regular de grado P-1,

diámetro 1 y distancia medi a (2tO')tl)) se obtiene la familia de

d'i graf os a I a que nos hemos ref eri do en el apartado 4. 1.1, y cuyos

miembros denotamos po, Dl-1 = KP, Dl'1,..., D[-1,..., donde o[-t,

construjdo al aplicar k-1 veces el teorema 3.1, tiene N = p(p-1)k-1

vérti ces y di ámetro k.

Notar que, según (1.14 ), el número máximo de vértices de

un digrafo regular de grado p-1 y diámetro k-1 es:

(p- 1) k-

fl =

(ilil ) P-2 

't 
' P(P-1)k-1' Vp > 2, k > 1 (4.10)

212

Por tanto, el diámetro obtenido para o[-t es el meior P9

si bl e para su número de vérti ces.

En I a fi gura 4.2.3 se muestran I os tres primeros grafos

obteni dos part j endo de K3 (d=2) . Para esta mi sma fami'l i a, y hasta

Dó (N=384), en la tabla 4.2.L se da la djstancia media, obtenida

medi ante ordenador a parti r de I a matri z de adyacenci a. Comparar,

sobre todo para k>4, el valor de este parámetro con la cota (4.5)

LLz Izt
=K3

322 zLt

Di

112

327

132

Fi g. 4.2.
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i grafo N

3

6

T2

24

48

96

L92

384

k k

Di

a7

Di

Di

De

De

D?

Da

1

2

0. 6666 7

1.33333

2. 12500

2.98958

3. 90365

4.85156

5.82047

6.80253

3

4

5

6

7

B

Si el número de vértices es de la forma N - dffi, el méto-

do considerado permite también obtener los digrafos presentados en

lII1l. Basta con aplicar reiteradamente el teorema 4.2.1 partiendo

ahora del grafo dirigido formado por un sólo vértice y d autolazos

Por ejemplo, si d=2, los cuatro primeros digrafos de la familia:

Ct, G7,..., Gñ,... son los mostrados en la figura 4.2.4. Nótese el

isomorfismo existente entre Gi y el grafo de 'la figura 4.I.?.

G2
I

Tabl a 4 .2.1

c3z

Fig.4.2.4
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4.3 GRAFOS LINEA

En el dignafo Línea, L(D), de un digrafo D

(Al 0), cddd vérti ce representa un arco de D,

) = {üv | [u,v] e A(D)] y ñ es adyacente hacia

va c'l o

v(L(D)

= (v,A) no

o sea:

wz en L(D) si

el número dev = w (e1 arco uv es adyacente hacia wz en D). Así,

vértices de L(D) es:

Nr = lv(L(D))l = lA(D)l = Io*,u, = Io-,u,veV veV

Evidentemente, L(D) tiene un n-eicLo (n vértices

tos) sj y sólo si D tiene un n-cit,cuito (n arcos distintos)
a ello, y a que el digrafo línea de un camÍno de longitud I

camino de longitud l-1, resulta que la secuencia de digrafo

construidos iterativamente: L(D), L2 (D¡ = L(L(D) ), L3 (O¡ =

es infinita si y sólo si D contiene al menos un ciclo
Esto se cumple en todos los casos que nosotros consideramos

temen te con exo ) .

(4.11)

distin-
. Debido

es

s t'l

L (1,

lRl l

(D

un

nea

(D)),

fuer

Si ! = (V,A) es d-diregu'l ar, tiene lVl vértices y lAl =

dlVl arcos. Por tanto, L(D) tiene dlVl vértices y d'lVl arcos, igual

que el digrafo D* obtenido según e1 método de la sección anterior.
En realidad, ambos grafos son isomorfosn D* = L(D). Esto es inmedia

to si consideramos la correspondencia existente entre los vértices

del coniunto Ci = {i1,i2,...,id} en D* y los del conjunto Di =

rFí Tl:T F] en L(D) donde j¡i e A(D) Vh = 1,2,...,d.L\r1.r\r2'r...t'

Lo anterior nos permi te dar una vers'ión más general del

teorema 4.2.1. Enunciamos este resultado considerando sólo la con-

dición sobre el diámetro del grafo obten'ido y posteriormente discu-

tiremos que pasa con la distancja media.
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Teorema 4.3, L:

Sea | = (V,A) un digrafo (no necesariamente regular) djstinto de un

ciclo y con diámetro k. Entonces, si kL denota el diámetro de L(D)'

se cumpl e:

kL = ft + 1

(Si D fuese un ciclo, L(D) = D y, por tanto, k,- = k)

Demostraedón:

La primera parte de la demostración es análoga a'la dada para el

teorema 4.2.1 (recordar que L(D) = D*). En efecto, ir del vértice

u = iT al vértice v = F¡, vÉu, en L(D) equivale a ir del arco [i'i]
al arco [p,qj en D; pero el camino de longjtud mínima cuyos arcos

terminales son los anteriores contiene el camino mínimo entre los

vértices j y p, de manera que la distancia entre u y v será

Or(01(u,v) = AO(j,R) + 1. Esto supone que kL = k+1 sj al menos exis

ten dos arcos ddstt'ntos , [i ,i] , [P,9] e A(D) tal es que d (i 
' 
p) = k,

pero es fácil comprobar que esto es cierto si y sólo si existen dos

vértices j,p e V(D) a distancia k tales que:

los vértices j,p de manera que d(i,p) = k y supongamos que no se

cumpie ninguna de las condiciones (a) o (b). Esto implica d-(i) =

d*(p) = 1 y sólo exjste un arco e desde p hacia i, de forma que D

contiene un ciclo C de longitud k+1 formado por los vértjces

h0= i, h1o h,2,..., hL-t, hk= p. Ver figura 4.3.1.

(4.12)

(a)if p v if q con[i'i],[p,q]eA(D) (4'13a)

o (b) d-(i) > 1 ó d+(p) > 1, (4.13b)

Veamos ahona gu€, si D no contiene tal par de vértices,

entonces necesariamente es un ciclo. En efecto, escojamos como antes

P =hr

e

i= ho

Fi g. 4.3. 1
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er D

(no

1.

fuertemente conexo, exi sten al

necesari amente di sti ntos ) ta-menos do

les que

ces se c

d(

menor número tal que d-(ht) t 1. Enton

ht,hr-1) = a(hr,R) + d(p,ht-t) (r-t) + f, = (4.14)

ya QU€n según hemos elegido ht, para ir a

bemos recorrer el camino phOht" -.ht-t J,

ser ¿(ht,P) < k-t ya que entonces sería

t + k - | = k.

En resumen, d-(ht) t 1 Y A(ht,ht-1)

con I a hi p6tes i s i ni ci al de que no exi ste tal

En cuanto a la exPresión que da la

d'igrafo obtenido, Se hal la siguiendo un razon

do en la sección 4.2, sólo que en términos de

do ahora que cada di stancj a de val or I = d( i ,

d-(j)¿*(j) o d-(j)¿*(i)-t d'istancias l+1 en L

ht-t necesariamente de-

por otra parte, no Puede

d(i,p) < d(i,ht) + d(h*P)<

1

k, =' Ni

pe r0

fs-
| / d-(i)¿*(i)t¿(i
ld
li,jeV(D)

v
,j)+1] - .{d(s.

[t,t]eA(D)

= ft en contradi cci ón

par de vértices.

distancia media del

ami ento aná1 ogo a1 usg

L(D). Así, consideran

j) en D da 'l ugar a

( D ) , podemos escri bi r:
l

Ir¡+rrl (4.15)

)

-6

(4. 16 )

y nos queda

k, =
L

IB(i,ii,iev
^1yó=ñl

)

[,0t,
[r,s]eA

Ni = [td-(i)ltfd.(i)'i = Id-(i)¿*(i)' Lf;-wol JlÍJior ,l iTvtol

donde B(i,i) = d-(i)o*(i) ,r)+1]

(4 .17 )
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expresión de la cual no es posible, en general, obtener una cota

como (4.5) pues el primer sumando en (4.17) puede ser mayor que k.

Según lo dicho anteriormente, cualqúier ciclo de'longitud
n (n-ciclo) en D implica la existencia de un n-ciclo en L(D).En
particular, cualquier "dígono" (2-ciclo) contenido en D "reaparece"

en L(D). Este hecho resulta interesante a la hora de obtener grafos

2-diregulares con pequeño diámetro y arbitrario número de vértices.
Ello se debe a que un dígono formado entre los dos vértices u y v

puede "condensarse", tal como se muestra en la figura 4.3.2, en un

sólo vértice w, obteniéndose así un grafo 2-diregu'lar con igual o

menor di ámetro que el i ni ci al y un vérti ce menos .

Fi g. 4.3.2

vérti ces

y número

Por ejemplo, a

y diámetro 3, es

de vértices 23,

partir del digrafo D3 con N

fáci 1 obtener di grafos de'l

22 y 2L.

= 3.23 = 24

mi smo di ámetro



CnpÍrulo V

REDUCCION DE CONEXIONES EN SISTEMAS MULTIBUS
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5.1 INTRODUCCION

5.L.1- un pz,obLema de minimización

Un sistema multiprocesador con memoria compartida y red

de i nterconexión ti po mul ti bus consta de p proeesadones, n buses

A m móduLos de memov,ia con p > n, ffi) n. Los procesadores acceden a

las memorias a través de los buses por lo que debemos establecer

conexiones procesadores-buses y buses-memorias. En un momento dado,

se producen m'< m peticiones por parte de los procesadores para

acceder a memorias dístintas. Por tantoo J Ja que cada conexión

procesador-rnemorja necesita de un bus, si m'< n se asignarán m' me

morias y si m'> n sólo podrán asignarse n memorias.

La primera red de conexión propuesta I AGl I fué uni r todos

los módulos de memoria y todos los procesadores a todos los buses,

lo que supone un total de n(m+p) conexiones. Ya que el coste de dir
cha red es tanto más elevado cuanto mayor es el número de busesn

en lLVll y lLVFll se estudió hasta que punto esta interconexión es

redundante, es deci r , euaL es eL númey,o md.rimo de conexiones que

pueden suprdmirse sin que eL sistema degrade. Por esto último se

entiende QUe, en todo caso, p'( n procesadores cualesquiera puedan

acceder a p' memorias cualesquÍera.

En este capítul o tratamos en profundi dad di cho probl ema,

así como otros relacionados con é.l, planteándolo en términos de te9

ría de grafos. Esto posibil ita el resolverlo mediante una ligera

modificación del célebre "teorema de Hall" (teorema 5.1.1) que de-

mostraremos con un método constructi vo.
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5.L.2 Fundamentos teóv'ícos: eL teorema de HaLL

Un grafo bdpantito o bigrafo, G(X'E)' es aquél cuyo con-

junto de vértices está formado por dos conjuntos disjuntosn X=UUV,

UnV = 0, y cada línea de E(G) une un vértice de U con un vértice

de V. Un grafo n-paz,tito se def i ne anál ogamente con X = HVi , QV i= ú.

Debido al hecho de que en un grafo bipartito, G(X,E) = G(U,V,E),

un conjunto de líneas independientes apareia vértices de U con vér-

tices de V, a dicho conjunto se le llama 'tapareiamientotl

("matching"). Supuesto lUl < lVl, un apareiamdento eompLeto de u a V

o conjunto completo de líneas independientes, es aquél que contie-

ne lUl líneas (o sea, todos los vértices de U). Si lUl = lVl,este
concepto coi nci de con e'l de 1-f actor ci tado en I a secci ón 1.2.

Daremos ahora un importante resultado que caracteriza a

I os grafos bi parti tos que contj enen un apareiami ento compl eto. Se

le conoce con el nombre de "teorema de Hall" y tjene aplicaciones

en otras ramas de 1a matemática como en álgebra y análisis. Tal co-

mo se cita en lg¡, p.541 "P.Ha'l 1 lo demostró en 1935, y KÜnig y

Egerváry probaron en 1931 un resul tado equi valente, pero ambas ver-

siones se siguen de forma inmediata del teorema de Menger, demostra

do en 1.927 ". (Termjnología en pág. 6).

Teorema 5.L.1- Xteov'. de HaLL):

Un grafo bipartito G(X,E), f, = UUVn contiene un aparejamiento c0m-

pleto desde U a V si y sólo si para todo U'CU se cumple:

Demos tración:

Existen múl tiples demostraciones

e. l82l, l83l y lHll). La demostración que

Rado, aunque nuestra versión es 1 i geramente

cidas en lBll y lHll:

(5.1)

de este teorema (ver p.

damos aquí es debida a

di sti nta de I as ofre-

d(u') > lu'l
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Que la cond'ición. es rlecesaria es eyidente, estudiemos pues la

suf iciencia. S'i G cumple (5.1) y para cualesquiera u.¡ ,u, e U, jli,

r(u*)ñr(u.) = 0, es inmediato que G contiene un aparejamiento com-rJ
p1eto. De lo contrarioo existen al menos dos líneas de la f,orrna uju

y uju con v e V. Demostraremos que podemos suprimir una de estas dos

Iíneas de manera que el grafo resultante siga cumpliendo (5.1).

En efecto, de no ser así existirían dos subconiuntos Ul,UZCU con

ureu., y ureu, tates que lr(ur)l = lutl y lr(ur)l = luzl, y donde
IIJ

ui frr] sería el único vértice de Ut IUZ] adyacente a v. Ver figura

5.1.1. Entonces tendríamos que e1 número de vértices adyacentes al

mismo tiempo u U1 y UZ cumpliría la desigualdad:

lr(ur)nr(uz)l > lr(u, - tul))ñr(u, - {ur})l
> lr(utnuz)l + 1> lulnU2l + 1

Por otra parte, tendríamos:

lf (u1uu2) | = lf (u1)ur(u2)l =

< lr(ur)l + lr(ur)l - lulnuzl

+1

lr(ur)l + lr(ur)
I = lurl + luzl

t-

(5.2)

lr(ur)nr(ur) |

lulnuzl - 1 (5.3)

En contradi ccj ón con QUe, según ( 5.1 ) , debería cumpl i rse:

lr(u1uu2) l > luluu2l = lurl + luzl - lulnu2 |
(5.4)

o¡aaa 1... o

Fig. 5.1.1
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Por tanto, pFocedi endo i nducti

tal que d(v) > 2 puede convertirse en un

el grafo resultante deje de cumpiir (5.1

cho al principio de la demostración, la

vamen te

vérti ce

) lo qu

compl et

, todo vértice veV

de grado L sin que

e, junto con lo di-

a.

5.2 EL PROBLEMA EQUIVALENTE EN TEORIA DE GRAFOS

5.2.1 Nomenclatura y pLanteamiento formaL deL probLema

En térmi nos de teoría de grafos, un si stema mul ti procesa-

dor con red de interconexión multibus puede modelarse mediante un

grafo tripartito, G = G(X,E), con conjunto de vértices X, formado

por los tres conjuntos djsjuntos U, Vn l,l que representan las memo-

rias, buses y procesadores respectivamente, y conjunto de líneas

E que representan I as conexi ones.

Como sabemos, los elementos de E pertenecen al conjunto

UxV (conexiones entre memorias y buses) o a Vxl{ (conexiones entre

buses y procesadores). Entoncesn los grafos inducidos G[UUV] y

Glvut^lj, 9u€ también denotaremos por G[U,V] y G[V,t^l] son grafos bi-

partitos, mientras que GIUUt^l] = eIU,W] es vacío en e'l sentido men-

cionado de que no tiene I íneas.

Si G[U,V] = K*,n (bigrafo completo de mxn vértices) y

G[V,t^l] = Kn,po con m = lUl, n = lVl, p = lhJl, diremos que G es eom'

pLeto, denotándolo por Gr,n,p (seguimos suponiendo que m>n y p>n).

Este es el caso en que todas las memorias y todos los procesadores

están conectados a todos los buseS y, como ya hemos apuntado, enton

ces el tamaño de G es e(G) = n(m+P).

En la figura 5.2.L mostramos el grafo G4,2,4. En ella se

apreci a como I os vérti ces jeV ( buses ) pueden cons i derarse como el e-


