
conectada al bus j¡a1, V esto se cumplirá si y sólo si, de estas

m-1 memorjas, al menos m-1 - (N-1) = m-N están conectadas a dicho

bus. Por tanto la condición es d(i¡l*t) > m - N + 1, pero en el gra-

f o ori ginal frl = d(i ) - ]., de donde:
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(5.18)

Resumi endo, en térmi nos de teoría de grafos nos queda:

Lema 5.4 .7!

Sea H un bigrafo 1-centroconexo. Si existe la línea ij e E(H) con

vértices terminales i e U y j e V tales que

( 5.19a)

entonces el grafo H - ij es 1-centroconexo.

0o ya que Ia Iínea elimjnada contribuye en una unjdad al

grado de i y al de j, podríamos enunciar:

fr = t{ - ij es 1-centroconexo sj

dfr(i) + dH(i) > lul (5.1eb)

Notar que, si d(j) = m - n + | = lUl - n + 1, y conside-

rando que d(i) < n, resulta: d(i) + d(j) < lUl + 1, es decir, no es

posible eliminar la línea ij, lo cual ya sabíamos por ap'licación de

la condición (5.8).

Este a'l gori tmo demuestra ser parti cul armente úti I para

trabajar con matri ces de adyacenci a tal es como I as i ntroduci das en

el apartado 5.2.2. Veamos un ejemplo con m=6 y n=4:

Partimos de una matriz tto = (hij) con hi,j = | Yi,i (que

representa el grafo compl eto K6,4) ( ver pá9. si gui ente) . iPodemos

eliminar p.e. la línea (1,1), es decir, hacer htt = 0? Sí, porque

sumando todos los 1's que quedan en la t3 fila y tl columna obtene-

mos un total de 8 > 6 (se cumple (5.2b)). Llegamos así a 1a matriz

d(iru*r)+d(j)>m+2

d(i) + d(j) > lul * 2



que denotamos por
s-l !q

Lhr¡ * Lht, =

j*z i 11

sible pasar a H",

hace, hl. = 0 pues

Análogamente, de nZ es

uL. En ella

7 > 6, obteni
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podemos

, _.2enoo H

1

lJ-

--3n

po-

y así s uces i vamente

..0
tf-

111
111
111
111

111
111
111
111

011
111
111
111

111
111
111
111

-,2n

00111
11.11.1
11111
11111

't

1l
I

1l
I

1l
I

1l
)

001111
011111
111111
111111

5.5 GENERALIZACION DEL PROBLEMA

En I as secci ones anteri ores hemos podi do comprobar I a es

trecha rel aci ón exi s tente entre I os grafos bi parti tos 1-centrocone

xos y los tripartitos 2-centroconexos. Veremos ahora como las ideas

anteriores son de inmediata generalización al estudio de los grafos

( r+1 ) -parti tos r*centroconexos .

Cons i deremos el graf o (v'+L )-pantíto , G( X, E) , con con j un-

tos de vértices V, U1, U2,..., U., y cuyas líneas son todas de la

forma (ik,i) con ik e U¡, k=1,2,...,y, y i e V. (sl nos atenemos al

"interconexionado" entre conjuntos de vértices, G tiene una estruc

tura en estrella de r puntas). Análogamente, suponemos lUfl> lVl = n.

Como vemos, 1a situación es análoga a las anteriores' só

lo QU€, en este caso, cada vértice i e V puede considerarse como un

el emento de enl ace entre I os vérti ces de I os conj untot Uk.
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Así, decimos ahora que G es r,-centroeoneno Si, dadas n

r-p1as cuatesquiera, {, = (t1,itr,...,i1), Ez = (rt,i|,...,ir) ,...,
| = f ;1 i2 'Ir '- lnc lnc rránri¡ Vbn *,n,,n,...,i;) con todos los vérticet iteU¡, h=I,2¡...¡n¡ dis-

tintos entre sí, es posible asignar a cada una de ellas un vértice
distinto de Vo ik-EL, de manera que iOiI e f Vk y Vh.

De la misma forma QU0, en la sección 5.3, hemos estable-

cido una correspondencia entre el grafo tripartito G(U,Vnl^lnE) y el

grafo bipartito Hn(UxW,V,E); ahora podríamos hacer 'lo propio con el

grafo r-partito e(Ut,UZ,...oU., V, E) y el bigrafo HG(U.¡UZX...XU.,

V, E). A partir de esta correspondencia, es inmediato caracterizarn

mediante el teorema aná1ogo al teor.5.3.L, a los grafos (r+1)-par-

titos r-centroconexos.

Por otra parte, y como era de esperar, e'l "ahorrotr de lÍ
neas de un grafo ( r+1 ) -parti to r-centroconexo mínimo respecto al

grafo "completo" de tamaño lVl(lUll + lUZl+ + lU.l), es el mi:

mo que en los grafos 2- y 3-partitos, es decir,

lvlilvl - 1) (5.20)

Esto es una consecuencia directa de la general ización

del teorema 5 .3.2bi s.

Teorema 5,5.L:
r

sea Q = G(u,v,E), [J = Uuo, lu,, l > lvl = n vk, un grafo (r+1)-pal
k=-1 K- ' K'

ti to r-centroconexo. Entonces

¿t¡l < n VjeV (5 .21)

Demo stración:

La demostración se basa sobre la misma idea usada en probar e1 teg

rema 5.3.2bÍs, por lo que nos limitaremos a un caso particular.

Si, por ejemplo, r=4 y tr=7, en la figura 5.5.1 se nues-

tra como, de no cumplirse (5.2I), es fácil escoger un conjunto de
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lVl = 7 4-p1as a ninguna de las cuales puede

forma i ndi cada n el vérti ce j . En efecto, para

ellas, elegimos un vértice (no escogido anteri

de los conjunto - ul, u2¿, ul y u|, y esto hast

vértices de di chos conjuntos y para cada val or

que da el total deseado.

Fig. 5.5.1

asi gnársel e

formar cada

ormente) de

a agotar to

de 'i = I,2

, de la

una de

cada uno

dos I os

,314; lo

(\
.2¡t
, 

,/,'
L

x'3
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AprnurcE A

Queremos demostrar que, dada la matriz M =

frl = det(M) I 0, exi ste un con j unto deNpuntosovect
ti L, " iZ> 0 y di stan

Vi = 1r...rN, de m

(11r,rr2),..., ÉN

al ori gen d(é,ii )

I ugar geométri co

= (rN1,tN2) con

= ti1*ti2 mínima

rñ,I| 'l conl+ |

lm2i
ores i, =

ci a ortogonal

anera que el

c6 = {N cuadrados unitarios con centrot it,...,iN} (A.1)

tiene fOrma de "L". ComO hemos diChO en el apartado 3.4.2' una rrLrl

queda determinada por sus dimensiones L, h, &' A según la figura

3.4.1. Si ü y/o A Son cero, la rrLrt degenera en un rectángulo.

As í , y de forma más i ntui ti va, el probl ema cons i ste eñ r

a partir del cuadrado unjtarjo (0,0), demostrar que es posible el9

gir N cuadrados unitarios con centros distintos m6dulo M, situados

en el primer cuadrante, y lo "más cerca posible" del origen, de ma

nera que la figura obtenida sea una rrLrr o' comg CaSo partjcular,

un rectángu'lo.

anterior, y si denotamos por T., el conjunto de

/11 '>
distancia'-' I del 0, o sea:

Según I o

puntos situados a

= {(m,n) | ¿tó,(m,n)) = m+n = tr, m,n > 0]

caso
pues

desde

cl ases

(A.2)

para construi r nuestra deberemos tomar sucesi vamente todos I os

(1) En todo
gativo,
zable"
de I as

se entenderá "di stancia ortogonal " de val or no ne

si i,i.zz son tales que d(ü,i) .0, i no es "alcan

ü ( bi en entendi do que habl amos de vectores y no

residuales a las que representan).
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puntos de los coniunto, T0 = {6}, TL, T2,... hasta que se produzcan

"repeti ciones " , es deci r hasta que aparezca al gún punto n congruen

te mod. M con otro Vr tomado anteriormente, esto €so a distancia

del origen menor o igua1.

En el primer caso estaremos ante una "elección forzada"

pues deberemos rechazar ü y tomar i'. En cambio, en el segundo ca-

so la elección es libre y podemos tomar i o i'
Evidentemente, a partir de entonces y hasta completar el

sistema completo de residuos, nuestras elecciones serán más y más

restrictivas en el sentido de que tomaremos cada vez menos puntos

de los conjuntos T^. En efecto, notar que si, por ejemp'lo rechaza-

mos n ( = ü' mod M) por ser ¿(d,i' ) < d(ü,ü), ¿ebemos también el imi-

nar todos l os puntos " si tuados más a'l l á " de ü, puntos de 72 í nteri o

res a 1a región rayada de la figura 4.1

Fig. 4.1

En principio parece razonableo y luego veremos que da

buen resultado, buscar dichas "repeticiones" moviéndonos según las

dos direcciones básicas, es decir, la de los vectores coordenados

(1,0) y (0,1)

Así, "mOViéndonos horizontalmente", Sea I el menor ente-

ro positivo tal que al vector (.|,0) e Tl ,o debemos tomaz'Lo pues
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existe al menos un vector

do a una distancia menor

m,n > 0, congruente

9€h, o sea:

con m+n < I

con el, sítua

(A.3)

y restando

(m,n),

del ori

(l-m,0) = (0,n) mod M

o<l-m<l y d(d,(o,n)

(l,O) = (m,n) mod M

onces, m=0. En efecto, si no fuera así,
de ambos miembros de (A.3), tendríamos

Veamos que, ent

el vector (m,0)

con

en contra

que cumpl

) = n<l

ipótesis de que I era el menor entero

s, con m=0 y [=y, y resumiendo:

a I e Z+ el menor número tal que

,0) = (0,y) mod M con ycl
exi sten vari os y's que cumpl en (A.5)

representa una "el

todos los situados

4.2 .

(A.aa)

(A.4b )

positivo

(A.5)

eLegimos eL

ecci ón forzada":

a partir de

de la h

ía (A.3)

Entonce

(11) Se

(r

Si

menor.

Como hemos dicho, (A.5)

debemos rechazar el punto ( I ,0) y

e1 según se muestra en 'l a f i gura

Fig. 4.2
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trar QU8, si
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razonamiento similar

h es el menor entero

al realizado

positivo tal

antes permite demos

que

(0,h) = (m' ,n') con m'+n' < h

Notar que ahora, al "movernos verticalmente", en

mera repeti ci ón que nos i nteresa I ocal i zar, I os dos puntos

tes pueden estar a menor (h<x) o igual (h=x) distancia del

En el primer caso I a el ección es forzada: debemos rech azar

En cambio, en el segundon podemos tomar (0,h) rechazando (

viceversa.

(A.6 )

entonces n'=0, y nos queda:

(12) Sea h ¿7+ el menor número tat que

(0,h) = (x,0) mod M con x<h (n.Z)

Anál ogamente, si hubi ese varios x's que cumpl en

(A.7) , escogemos el menor de el I os.

I a pri -

congruen

ori gen.

(0,h).

x,0) o

como se puede suponer, y demostraremos seguidamente, ra

decisión correcta es eliminar en todo caso el punto (0,h) y todos

los situados a partir de é.|. Así, la situación que nos queda es la
mostrada en I a fi gura A. 3.

r' \ (x,o) ((,0¡

Fi g. A. 3



(A.8)

(A.e)

men0r

esecha

[(x,o)] es

distancia

podemos d

o anteri orment

(r,o) [(o,h)]
en que éste. P

os "siguientes

< l:
y (A.7)

->

=0

Por lo

congruente

'igual] del

(0,h) y to

(1,-y) = d

(-x,h) = 6

a

t23

punto

nor o

punto

vi st

con

ori g

dos I

e' (0'Y)

s i tuado a

or tanto,

" si:

el únieo

tr. -

r el

1. Con ello no se elimina (0,J)' o sea y < h.

2. (x,0) ya ha sido tomado anteriormente, es decir x < l '

Veamos que se cumPle x

Las condiciones (A.5) equi val en resPecti vamente

mod M

mod M

Sumando miembro a miembro, obtenemos

(l-x, h-y) mod M (A.10)

S'i suponemos X).|, y considerando que y<1 y xch, resulta:

h>x>1>y

Entonces, sumando (x-l , 0) a ambos miembros de (A.10)'

(x-I, 0) mod M(0, h-v) =

pero, según (A.11 ) ,

h-y<h

x-1 < h-y

(A. 11)

(A.12a)

(A. 12b )

eleccióndehYxen

0<

y 0<

en contra

(A.7)).

de la hipótesis (12) (recordar la
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De forma totalmente análoga (notar las correspondencias

X e yr I -<-+ h) se demuestra que y < h.

Según (A.8) y (A.9), los dos vectores (l,-y) y (-x,h)

pertenecen al retículo generado por la matriz M, es decir que am-

bos pueden expresarse como combinación lineal de ñ1 v ñ2. Además,

por ser x<l € J<ho

Ih - xy > 0 (A.13)

independientes y, si consi-ea I men te'l uego I os dos vectores

deramos la matriz ML =

dos Ios

triz ML

rior de

son I i n

It-vl
[-x hJ

se cumpl e:

det(M¡ ) = ñ (A.14)

Entonces, la rrL'de dimensiones l, h, x, y contiene to

residuos módulo M. (Recordar la equivalencia entre la ma-

y la t'L'r a que da lugar según la figura 3.4.2).

Para demostrar que los puntos de 72 situados en el inte-

esta r¡Lrr forman un sistema completo de residuos mod. M, tq

nemos que ver que

det(M) = [l (A. 15 )det(M¡ ) =

0 sea que en dichd "L"n y aparte de sí mismo, no existe

ningún otro punto congruente con el 6.

Supongamos lo contrario, es decir que existe (m,n) = (0,0)

mod M con (m,n) I ü perteneciente a la región I de la figura A.4,

esto €S, con

0<m<l
y 0<nch

-X

(A.16)



En pri mer 1 ugar,
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Fi g. A.4

notar que no Puede ser m=o [n=o] pues

entonces

en contra de

derada queda

la hipótesis

reducida a lo

Por tanto, la
zz tales que

(o,n) 
=

[(m,o) =

( o, o) mod

(0,0) mod

(A.17a)

(A.17b)

regi ón cons i -

(A.1e)

(A.20)

M

Ml

(12) [(11)].
s puntos de

0<m<

y 0<n<

(-x,h) = ó

(m,n) = 6

I -x

h

(A.18a)

(A.1Bb)

Entonces, de

mod M

mod M

y restando miembro a mi embro, obtenemos:

->=0

I o que equi val e a

( -x-m, h-n ) mod M (A.21)
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(0, h-n) = (x+m,0) mod M

Entonces, si en (A.22a)

<h

< x + (l-x) = I

se cumpl e

con

v

0 < h-n

0<x+m

(A.22a)

(A.22b)

( A .22c)h-n < x+m

se contradice la hipótesis (11)

h-n > x+m

En cambio, si

(A.22d)

se contradi ce ( L2 ) .

De I a mi sma forma se demuestra que el punto (m,n)

mod M no puede pertenecer a la región II de la figura L.4.

tanto no existe tal puntoo y la rrLrr considerada contiene eXa

te I as N cl ases de restos módul o M.

Sólo nos resta comprobar que todo punto de 72 fuera de la.

trLrt está a una distancia del origen mayor o'igua1 que el punto de

la rrLrr con el cual es congruente. Pero esto es consecuencia direc-

ta de la forma en que hemoS construido dicha "L". En efecto, nin-

gún punto de la región A (ver figura A.5) puede estar, como repre-

sentante de su clase residual, a distancia mínima del origen pues'

como ya hemos vistoo todos los puntos de A se alcanzan a partir de

(1,0) y, según (A.5), este punto es congruente con (0,y) situado a

menor di stanci a del ori gen (Y . I ) .

Lo mismo ocurre con los puntos de la región B (figura A.5)

que se alcanzan a partir del punto (l-x, h-y) = 6 mod M.

En cuanto a los vectores de la regióh c, si x < h nos en-

contramos en la misma sjtuación que en los casos anteriores.

= (0,0)

Por

ctamen
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Fig. 4.5

En cambio, si x = h, todos los puntos de la región

a partir de (0,h) , son congruentes y están a la mi

del ori gen que los respecti vos puntos al canzabl es a

(x,0) que, como sabemos, pertenece a la rrLrr. Por ta

sor tampoco ningún punto de dicha región podrá esta

tancia del origen que el punto de 'la rrLrr congruente

C, alcanzables

sma di stanci a

parti r de

nto, en este ca

r a menor dis-

con él .
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