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conectada al bus jN+1’ y esto se cumplira si y s6lo si, de estas
m-1 memorias, al menos m-1 - (N-1) = m-N estdn conectadas a dicho
bus. Por tanto la condicidn es d(jN+1) >m- N+ 1, pero en el gra-

fo original N = d(i) - 1, de donde:

d(jN+1) + d(1) > m + 2 (5.18)

Resumiendo, en términos de teoria de grafos nos queda:
Lema 6.4.1:
Sea H un bigrafo l-centroconexo. Si existe la 1inea ije E(H) con

vértices terminales ie U y jeV tales que
d(i) + d(j) » |U|] + 2 (5.19a)

entonces el grafo H - ij es l-centroconexo.
0, ya que la Tinea eliminada contribuye en una unidad al
grado de i y al de j, podriamos enunciar:

H=H - 1ij es l-centroconexo si
dp(i) + dy(3) > |U] (5.19b)

Notar que, si d(j) = m-n+ 1= |U|] - n + 1, y conside-
rando que d(i)<n, resulta: d(i) + d(j) < |U| + 1, es decir, no es
posible eliminar l1a 1inea ij, 1o cual ya sabiamos por aplicacidn de
la condicién (5.8).

Este algoritmo demuestra ser particularmente Gtil para
trabajar con matrices de adyacencia tales como las introducidas en
el apartado 5.2.2. Veamos un ejemplo con m=6 y n=4:

Partimos de una matriz #° = (hij) con hi,j =1 V¥i,j (que
representa el grafo completo K6,4) (ver pdg. siguiente). ¢Podemos
eliminar p.e. la 1inea (1,1), es decir, hacer h11 = 0? Si, porque

sumando todos los 1's que quedan en la 12 fila y 12 columna obtene-

mos un total de 86 (se cumple (5.2b)). Llegamos asi a la matriz
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que denotamos por Hl. En ella podemos hacer h12 = 0 pues

:z:hlj + :z:hiZ = 736, obteniendo Hz. Analogamente, de H2 es po-
J#2 i#l
sible pasar a H3, y asi sucesivamente.

( 1 1

1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
G N PO PR N | 1 1 1 1 1 1 1
HO = Y =
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1) 1 1 1 1 1 1
( )
2 3 r 3
o o 1 1 1 1 O o 1 1 1 1
2 1 1 1 1 1 1 3 o 1 1 1 1 1
H = H f—
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1J
) L

5.5 GENERALIZACION DEL PROBLEMA

En las secciones anteriores hemos podido comprobar la es
trecha relacidon existente entre los grafos bipartitos l-centrocone
xos y los tripartitos 2-centroconexos. Veremos ahora como las ideas
anteriores son de inmediata generalizacidn al estudio de Tos grafos
(r+l1)-partitos r-centroconexos.

Consideremos el grafo (r+1)-partito, G(X,E), con conjun-

tos de vértices V, U U2,..., Ur’ y cuyas lineas son todas de Ta

1!
forma (ik,j) con ike Uy > k=1,2,...,r, y jeV. (Si nos atenemos al

"interconexionado" entre conjuntos de vértices, G tiene una estruc

tura en estrella de r puntas). Analogamente, suponemos [U [ > [V] = n.
Como vemos, la situacién es andloga a las anteriores, s0
lo que, en este caso, cada vértice je V puede considerarse como un

elemento de enlace entre los vértices de 1os conjuntos Uk'
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Asi, decimos ahora que G es r-centroconexo si, dadas n

r-plas cualesquiera, By = (1%,1%,...,1;), E, = (i;,ig,...,ig),...,

. gl .2 = G e .k _ .
i (1n,1n,...,1n) con todos los vértices 1thk, h=1,2,...,n, dis

g
tintos entre si, es posible asignar a cada una de ellas un vértice
distinto de V, jk-gk, de manera que jkiﬁe E ¥k y ¥h.

De Ta misma forma que, en la seccidon 5.3, hemos estable-
cido una correspondencia entre el grafo tripartito G(U,V,W,E) y el
grafo bipartito HG(wa,V,E); ahora podriamos hacer 1o propio con el
grafo r-partito G(Ul’UZ""’Ur’ V, E) y el bigrafo HG(UIXUZX"'XUr’

V, E). A partir de esta correspondencia, es inmediato caracterizar,
mediante el teorema andlogo al teor. 5.3.1, a los grafos (r+l1)-par-
titos r-centroconexos.

Por otra parte, y como era de esperar, el "ahorro" de 11
neas de un grafo (r+l)-partito r-centroconexo minimo respecto al

grafo "completo" de tamafio [V[([U;| + |U,| + ... + |U.])> es el mis

mo que en los grafos 2- y 3-partitos, es decir,
IVICIv] - 1) (5.20)

Esto es una consecuencia directa de la generalizacidn
del teorema 5.3.2bis.
Teorema 5.5.1:
Sea G = G(U,V,E), U = kk{uk, ]Uk| > |V|] = n ¥k, un grafo (r+l)-par

tito r-centroconexo. Entonces
d{j) < 8 ¥jeV (5.21)

Demostracidn:

La demostracion se basa sobre la misma idea usada en probar el teo

rema 5.3.2bis, por 1o que nos limitaremos a un caso particular.
Si, por ejemplo, r=4 y n=7, en la figura 5.5.1 se mues-

tra como, de no cumplirse (5.21), es fdcil escoger un conjunto de
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[V| = 7 4-plas a ninguna de Tas cuales puede asigndrsele, de 1la
forma indicada, el vértice j. En efecto, para formar cada una de
ellas, elegimos un vértice (no escogido anteriormente) de cada uno
de los conjuntos Ui, Ui, Ui y Uﬁ, y esto hasta agotar todos 1los

vértices de dichos conjuntos y para cada valor de 7 = 1,2,3,4; 1o

que da el total deseado.

Fig. 5.5.1
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APENDICE A

Queremos demostrar que, dada la matriz M = [+1} con
m2

N = det(M) # 0, existe un conjunto de N puntos o vectores ?1 =

(rll,rlz),..., ?N = (er’rNZ) con riqsris >0 y distancia ortogonal
al origen d(6,?1) = ri1+r12 minima ¥i = 1,...,N, de manera que el
lugar geométrico

C6 = {N cuadrados unitarios con centros ?1""’?N} (A.1)

tiene forma de "L". Como hemos dicho en el apartado 3.4.2, una "L"
queda determinada por sus dimensiones 1, A, x, Y seglin la figura
3.4.1. Si x y/o y son cero, la "L" degenera en un rectdngulo.

Asi, y de forma mads intuitiva, el problema consiste en,
a partir del cuadrado unitario (0,0), demostrar que es posible ele
gir N cuadrados unitarios con centros distintos médulo M, situados
en el primer cuadrante, y lo "mds cerca posible" del origen, de ma
nera que la figura obtenida sea una "L" o, como caso particular,
un rectangulo.

Segin lo anterior, y si denotamos por TX el conjunto de

>
puntos situados a distancia(Z) A del 0, o sea:
T = {(m,n) | d(0,(m,n)) = mn = A, m,n 30} (A.2)

para construir nuestra "L" deberemos tomar sucesivamente todos los

(1) En todo caso se entenderd "distancia ortogonal" de valor no ne
. Lo > 2 > > > " -
gativo, pues si u,veZ  son tales que d(u,v) <0, v no es "alcan
zable" desde U (bien entendido que hablamos de vectores y no
de las clases residuales a las que representan).
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—
puntos de los conjuntos T0 = {0}, Tl’ T2,... hasta que se produzcan
m « s n . - -*>
repeticiones", es decir hasta que aparezca algin punto v congruen
> . . .

te mod. M con otro v' tomado anteriormente, esto es, a distancia
del origen menor o igual.

En el primer caso estaremos ante una "eleccidon forzada"

> -> .
pues deberemos rechazar v y tomar v'. En cambio, en el segundo ca-
" : - >y

so la eleccidon es libre y podemos tomar v o Vv'.

Evidentemente, a partir de entonces y hasta completar el
sistema completo de residuos, nuestras elecciones serdan mas y mas
restrictivas en el sentido de que tomaremos cada vez menos puntos

de los conjuntos T.. En efecto, notar que si, por ejemplo rechaza-

A
mos v ( =v' mod M) por ser d(ﬁ,?') < d(E,V),debemos también elimi-
nar todos los puntos "situados mds alla" de v, puntos de 22 interio

res a la regidon rayada de la figura A.l

Fig. A.1

En principio parece razonable, y lTuego veremos que da
buen resultado, buscar dichas "repeticiones" moviéndonos segin Tlas
dos direcciones basicas, es decir, la de los vectores coordenados
(1:0) % 19:%1]).

Asi, "moviéndonos horizontalmente", sea 1 el menor ente-

ro positivo tal que al vector (1,0) ¢ T, no debemos tomarlo pues
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existe al menos un vector (m,n), m,n >0, congruente con el, situa

do a una distancia menor del origen, o sea:
(1,0) = (myn) mod M con m+n <1 (A.3)

Veamos que, entonces, m=0. En efecto, si no fuera asi, y restando

el vector (m,0) de ambos miembros de (A.3), tendriamos

(1-m,0) = (0,n) mod M (A.4a)
con 0<1-m<1 y d(0,(0,n)) = n<T (A.4b)

en contra de Ta hip6tesis de que 1 era el menor entero positivo
que cumplia (A.3).
Entonces, con m=0 y n=y, y resumiendo:
(L1) Sea 1 eZ* el menor nimero tal que
(1,0) = (0,y) mod M con y<1 (A.5)
Si existen varios y's que cumplen (A.5) elegimos el

menor.

Como hemos dicho, (A.5) representa una "eleccidn forzada":

debemos rechazar el punto (1,0) y todos los situados a partir de

el segin se muestra en la figura A.2.
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Un razonamiento similar al realizado antes permite demos

trar que, si h es el menor entero positivo tal que
(0,h) = (m',n') con m'+n' <h (A.6)

entonces n"=0, y nos queda:

(L2) Sea h sZ+ el menor nimero tal que

(0,h) = (x,0) mod M con x

LA\

h (A.7)
Andlogamente, si hubiese varios x's que cumplen

(A.7), escogemos el menor de ellos.

Notar que ahora, al "movernos verticalmente", en la pri-
mera repeticidon que nos interesa localizar, los dos puntos congruen
tes pueden estar a menor (h<x) o Zgual (h=x) distancia del origen.
En el primer caso la eleccidn es forzada: debemos rechazar (DK) .
En cambio, en el segundo, podemos tomar (0,h) rechazando (x,0) o
viceversa.

Como se puede suponer, y demostraremos seguidamente, la
decision correcta es eliminar en todo caso el punto (0,h) y todos
Tos situados a partir de €1. Asi, la situacién que nos queda es la

mostrada en la figura A.3.

\

(0,4) /
.0 (x0) T (¢,0) %

Fig. A.3
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Por lo visto anteriormente, (0,y) [(x,0)] es el inico
punto congruente con (1,0) [(0,h)] situado a distancia menor [me-
nor o igual] del origen que éste. Por tanto, podemos desechar el

punto (0,h) y todos los "siguientes" si:

1. Con ello no se elimina (0,y), o sea y<h.

2. (x,0) ya ha sido tomado anteriormente, es decir x<1.

Veamos que se cumple x < 1:

Las condiciones (A.5) y (A.7) equivalen respectivamente

(]S’Y)
('Xsh)

mod M (A.8)

I
oy oY

mod M (A.9)
Sumando miembro a miembro, obtenemos

(1-x, h-y) = 0 mod M (A.10)
Si suponemos x x> 1, y considerando que y<1 y x« h, resulta:

hxxs1>y (A.11)
Entonces, sumando (x-1, 0) a ambos miembros de (A.10),

(0, h-y) = (x-1, 0) mod M (A.12a)
pero, segin (A.11),

0O<h-y<h

y 0gx-1<h-y (A.12b)

en contra de la hipdtesis (L2) (recordar la eleccidon de h y x en

(A.7)).
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De forma totalmente andloga (notar las correspondencias
X «+ y, 1 <> h) se demuestra que y < h.

Segin (A.8) y (A.9), los dos vectores (1,-y) y (-x,h)
pertenecen al reticulo generado por la matriz M, es decir que am-
bos pueden expresarse como combinacidon lineal de %1 y 52. Ademas,

por ser x<1 e y<h,

Th - xy>0 (A.13)

luego los dos vectores son linealmente independientes y, si consi-

. _ 1 -y .
deramos la matriz ML = [—x h] se cumple:

det(M ) = N (A.14)

Entonces, la "L" de dimensiones 1, h, x, y contiene to
dos los residuos médulo M. (Recordar la equivalencia entre la ma-
triz M, y Ta "L" a que da lugar segin la figura 3.4.2).

Para demostrar que los puntos de 22 situados en el inte-
rior de esta "L" forman un sistema completo de residuos mod. M, te

nemos que ver que
det(ML) = det(M) = N (A.15)

0 sea que en dicha "L", y aparte de s mismo, no existe
ningin otro punto congruente con el 3.

Supongamos lo contrario, es decir que existe (m,n) = (0,0)
mod M con (m,n) # 0 perteneciente a la region I de la figura A.4,

esto es, con

0sm< 1-x

y 0O<n<h (A.16)
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I1 h-y

O

Fig. A.4

En primer lugar, notar que no puede ser m=0 [n=0] pues

entonces

(0,n)
[(m,0) = (0,0) mod M] (A.17b)

(0,0) mod M (A.17a)

en contra de la hipétesis (L2) [(L1)]. Por tanto, la regidon consi-

derada queda reducida a los puntos de Z2 tales que

O<m< 1-x (A.18a)
y O<n<h (A.18b)

Entonces, de

->

(-x,h) = 0 mod M (A.19)
(m,n) = 0 mod M (A.20)

y restando miembro a miembro, obtenemos:

(-x-m, h-n) = 0 mod M (A.21)

1o que equivale a




126

(0, h-n) = (x+m, 0) mod M (A.22a)
con 0<h-n<h
y O<xtm<x + (1-x) =1 (A.22b)

Entonces, si en (A.22a) se cumple

h-n < x+m (A.22c)
se contradice la hipétesis (L1). En cambio, si

h-n 3> x+m (A.22d)

se contradice (L2).

De la misma forma se demuestra que el punto (m,n) = (0,0)
mod M no puede pertenecer a la regidén II de la figura 1.4. Por
tanto no existe tal punto, y la "L" considerada contiene exactamen

te las N clases de restos médulo M.

S61o nos resta comprobar que todo punto de 22 fuera de 1la
"L" estd a una distancia del origen mayor o igual que el punto de
la "L" con el cual es congruente. Pero esto es consecuencia direc-
ta de la forma en que hemos construido dicha "L". En efecto, nin-
gin punto de la regién A (ver figura A.5) puede estar, como repre-
sentante de su clase residual, a distancia minima del origen pues,
como ya hemos visto, todos los puntos de A se alcanzan a partir de
(1,0) y, segin (A.5), este punto es congruente con (0,y) situado a
menor distancia del origen (y<1).

Lo mismo ocurre con los puntos de la regién B (figura A.5)
que se alcanzan a partir del punto (1-x, h-y) = 0 mod M.

En cuanto a los vectores de la region C, si x<h nos en-

contramos en la misma situacién que en los casos anteriores.




I
c |
I
o (0,h)
B
o(1-x, h-y) = 0
A
-
0 e (1,0)
Fig. A.5

En cambio, si x = h, todos los puntos de la regidén C, alcanzables
a partir de (0,h) , son congruentes y estdn a la misma distancia
del origen que Tlos respectivos puntos alcanzables a partir de
(x,0) que, como sabemos, pertenece a la "L". Por tanto, en este ca
so, tampoco ningin punto de dicha regi6n podra estar a menor dis-

tancia del origen que el punto de la "L" congruente con €é1.
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